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1.1 

1.1 Intróduc~i6n 

En terminas generales, el método del elemento finito (Mt:F) es un 
medio para_obtcner una !lllroxirnaci.Qn a- la §.Qlución de un problema . . 
que requiere la inter;r::1ciÓJ:! de un si_o3temi!: de ecuaci_Q_ncs difercncialc~: 

provisto de ciertas condiciones r¡ue definen completamente el problem''· 
y, de ahí,·su solución. En el más sencillo. de los casos, la ecuación 
diferencial es ordinaria y· lineal 1 pero puede contener. deri v~s'.a s de 
orden arbitrario y condiciones de frontera dadas, que involucren 
combinaciones arbitrarias de la función buscada y sus derivadas. 
Si se denota corno y la función buscada, que constituye la solución 

.al problema en cuestión, y corno x, la variable independiente, este 
problema adopta la forma 1 "Resolver la ecuación diferencial ordinar~ 

(i) 
f (X,. Y t y 1 

, y" t • , , t Y , • , • t 

sujeta a las condiciones de frontera 

• 
;·· 

• 
•••• 

o 

y ) = O" mn 

(1.1) 

(1.2) 

. ";' 

donde y. J. es el valor que adquiere la derivada de orden j de y con 
~ . 

~especto a x, en.la 1! ecuación del conjunto (-1~2); Al introducir 
un cambio de variables ·se puede· transformar la _ec (1•1) en un sistemco. 
de n ecuaciones de primer .. . ..- orden. En efecto, sean 

yl(x) - y(x) 
' 

y2(x) y' (X) 

• 

• 
1 

Yt(x) .. Y( i-1) (x) (l. J) 

• 
~ .. • 

','• 

• 
Y11 ~x} Y(n"-l)(x) 
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1.2 

La ec (1.1) toma entonces la forma 

( 1.4) 

y;_l (x) =- yn(x) 

f(x, y1 , y 2 , ... , Yn• y;)= O 

En general, las variables yi tienen un sig~ificado físico incediato, 

por·.lo que::'permiten visualizar mejor el problema. 

E~emplo 1.1.1 Análisis estático de una viga en voladizo (Fig 1) 

_±_ --
'ó-C'><) 

/ 
t ¡ p 

X )\ 

0.... 14 

Fig 1 Viga en voladizo 

La deflexión y(x) se obtiene integrando la ecuación [ 1]·. 

Eiy"(x)= M(x) (l. 5) 

donde E es el módulo elástico del material de la viga, I es el 

momento de inercia de la sección transversal de la viga con respecto 

al eje Z (constante) y M(x) es el momento flexionante en el punto 
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l.J 

de abscisa x. Este es ieual a 

M(x) = P(a-x) 

Sustituyendo la ec (1.6) en la ec (1.5) se tiene 

y"(x) - L (á-x) = O 
:Er 

(l. 6) 

(l. 7) 

que es una ecuación diferencial ordinaria de 2!? orden, de la forma 
(1.1). 

Defínase 

y' (x) = p(x) 

como la pendiente de la curva y= y(x) en el .punto x 
ec. (1.7) se transforma en el sistema 

y' (x) :;:- p(x) · 

p 
p' (x) = - (a-x) 

EI 

( 1.8) 

así, la 

(1.9 a) 

(1.9 b) 

que es un sistema de 2 ecuaciones· diferenciales ordinarias. de primer 
orden, de la forma (1.4). Para intc~rar este sistema se requiere, 
.desde luego, contar con 2 Gonstantes de integración,que se obtienen 
de las condiciones de.frontera 

. y(O) -=..O, .p(O)::: O ( 1.10) 

. . . 
Intégrese la ec (1.9 b). con la segunda condición de frontera 

.(1,10), Se obtiene 

1 . 
]>(X) -:::::. 

p 

E.I 

2 
( ax - 2!... ) ~- el 

2 

. p~o) ::::. e1 =. .o ., 
.. , 

.... 

(1.11) 

( 1.12) 



/ 

Por lo· tanto, 

p(x) 
2 

(ax - L) 
2 

1.4 

( l.lJ) 

Sustitúyase la ec (l.lJ) en la ec (1.9 a). Se obtiene 

y' (x) = p 

E I 

2 
(ax - L) 

2 
( 1.14) 

• 

Intégrese la ec (1.14) con la primera condición de frontera 

(1.10), Se obtiene 

y(x) ~ 
p 2 
-(a~ 
El 2 

·x J 
- -· - > 4- c2 

6 
{1.15) 

y( O)= c 2 = o ( 1.16) 

Por lo tanto, 

p X 2 
y(x) =-(a- - Solución (1.17) 

El 2 

El problema anterior se escogió muy simple a propósito. Sin 

embargo; es representativo de una clase más amplia de problemas que 

surgen del análisis estático de ganchos, columnas, etc. Se puede 

complicar si se incluyen otras variables espaciales, como en el caso 
del análisis estático de placas y cascarones, o bien sí se le 

introduce la variable tiempo, como es el caso del análisis dír:ámíco de 

vigas, placas y cascarones. 

En problemas de mayor complejidad no es posible pbtener la 

solución por simple integración de funciones sencillas, como en el 

Ejemplo 1.1.1En efecto, las ecuaciones de equilibrio de una placa 

circular de radío a empotrada, sujeta a una carga transversal q 



( Fi~ 2) son [ 2 ] 

q 
6 /:::,.. w = _:_ 

D 

1.5 

sujeta a las condicio~es de frontera 

w =-o, en r = a 

( 1.18) 

( 1.19) 

donde 11 es el operador laplaciano defir¡ido en coordenadas 
cilíndricas como 

(l. 20) 

por lo que 

(1.21) 

q = q ( r, Q ) es .la carr;a que actúa sobre la placa y D es la ri¿;idez 
a la flexión de la placa, definida como [2, p. 20]: 

. D -=. 
12 (1 - v 2 ) 

(1.22) 

En la ec (1.22), E es el módulo elástico del materinl, h es el 
esp~sor de!la placa y V es el módulo de Poisson [ J] del material . 

. . 

·.•· 

Fig 2 l'laca d.rcular carcu da la tcralmcnt<~ 



1.6 

El problema representado por la ec ( 1.18) Y las condiciones 

de frontera (1.19) es mucho más complicado de resolver que_el del 

Ejemplo 1.1.1, como salta a la vista. Sin embargo, a'llbos problemas 

se refieren al análisis estáticp de un elementc estructural de 

comportamiento lÍneal- (sus ecuaciones diferenciales correspondientes 

son lineales, es decir, tanto la función buscada como sus derivadas 

aparecen en esa ecuación elevadas a la primera potencia), sujeto a 

una carga dada, con condiciones de apoyo bien definidas (condiciones 

de frontera). 

Nótese que los modelos matemáticos (ecuaciones diferenciales y 

condiciones de frontera) del Ejemplo l.l.l.y de la Fie: 2 involucran 
una ecuación.diferencial, que en el primer caso es ordin~ria y en 

segundo, parcial. En situaciones más complejas, en vez de una ecuació~,' 

pueden tenerse varias y, ademls, acopladas. Un conjunto de ecuaciones 

se dice que es acoplado cuando en cada una de las ecuaciones aparece 

no una ·sola incógnita,_ sino varias. El hecr1o de haber o ttenido 

ecuaciones diferenciales (espaciales) en los modelos matemáticos 
anteriores se debe a que se trata del análisis de elementos 

estructurales que son continuos, Por contraposición, un sistema que 

contenga elementos concentrados da lugar a modelos matemáticos 

provistos de ecuaciones algebra:cas, esto es, que son de la forma 

fl(xl' x2, ... , xn) () 

f2(xi, x2' ••• t xn) o 

(1.23) 

• 

En general, el sistema de ecuaciones algebraicas (1.23) 

es no lineal ; pero con frecuencia los sistemas físicos analizados 



.J. • ( 

presentan un comportamiento linflal y, en este caso, dan lur;ar a 
modelos matemáticos del tipo ~:ineal. ·.Un modelo ·roateroático de esta 
naturaleza contiene un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 
del tipo 

••• 

• • • 

• 
• ( 1.24) 
• 

• • • 

En forma compacta el sistema (1.2)) se puede escribir como 

f (x) o (1.25) ,.. ,., ~ 

donde 

fl xl o 

f2 x2 o 

f- . . • X:: 0: 
"" "" "' (l. 26) 

• 

f. n xn o 

son vectores de dimensión n, o sea de n componentes. Por su parte, 
el s'istema (l. 24) se :.puede escribir en forma compacta como 

A X:: b ,....., "" (1.27) 



'• 

• • 
X n 

. son una inatriz de n x n y dos vectores de dimJnsi6n n. 

En la mayor parte de este curso se tratará con sistemas lincale~ 
por lo que, en c;encral, se llegará a.modelos lineales de la for:na 
(1.27). 

, A continuaci6n se prcFcnta el análisis de un sistema de 
parámetros concentrados, cuyo análisis estático da lugar a un modelo 
de la forma de.la ec (i.2?), donde .la matriz A y los vectores~ 

·involucrados adquieren un significado frsico ;alpable. 

Considérese ahora el sistema compuesto por los tres resortes 
concentrados de rigideces k1 , k2 y k)' cuyos extremos se encuentran 
fijos ( ?ig J). Este puede constituir un modelo muy simplificado de u:· 
tramo de una tubería sujeta a carc;as axiales que pueden ser producid:. 
por cambios en la temperatura del .fluido que transporte. ·El e):tremo 
fijo puede representar un anclaje de la tubería. Si se dispone 
de instrumentos que midan los desplazamientos en los nodos, se puede 
calcular las cargas que actúan en éstos, suponiendo que se conozcan 
los valores de la rigidez de los resortes. 

' . 
','· 
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cD A.-
G) 

~'L 
G) 

~..3 
G) 

~- ~ 

.~~ --{) ~ ~ 

.~"\ +-z.. +~ 

Fig J Sistema eldotico de doble e;rado de libertad 

El análisis estático dellsistcma de la Fig J se realizará 
considerando que cada resorte es lineal, esto es, que su compot·ta

. miento obedece a la sicuiente ecunción constitutiva 

. F-.:: k.Au 

donde F es la fuerza que actúa en cada uno de sus .extremos, como lo 
indica la Fig 4, mientras que k es suc·rigidez (constante) y~ u, .el 
incremento en su desplazamiento desde una configuración en la que la 
fuerza en sus extremos es nula y que, por esto, recibe el nombre de 
configuración "descare;ada", 

F 
·.( 

Fig 4 Resorte lineal 

En un sistema como el de la Fig J se supone que las cargas 
actúan únicamente en los nodos, Más aún, la carga externa que actúa 
en el nodo i se representará por fi' y estará en equilibrio con la 
carga interna F. que actúa en el resorte i y con la F:, que actúa 

1. . 1 . 

en el resorte i+l, como se muestra en la Fig 5 

'· Fig 5 Care;as internao en el sistema elástico de la Fie; J 
·.•· 



.LeJ...V ·--~~·---..,_ 

Adem.J.s, llámese ui al desplazamiento del nodo i 

resorte i, mibftjtras que u! al del nodo i asociado al 
. ~ 

asociado al 
resorte i + l. 

Por compatibilidad, es claro que 

(l. 29) 

Por equilibrio en cada nodo se tiene 

(l. )O) 

Un resorte trpico, entonces, está sujeto al ectado de cargas de 
la, Fig 6 

t:: F' 
t> 

-er ---t;.. 

lA. V.' 

Fig 6 Estado de carc;a en un resorte lineal 

En la Fig 6 se supone que cuando u e u • = O, el resorte se 

encuentra descarc;ado. 

Si se supone que él estado de carga es equivalente a la 
supcrposici6n de dos 
tiene la disposici6n 

estados, cada. uno de ellos en equilibrio, se 
1 

de la Pig 7 

.F' ~ F' 
-~-~0~ 

' U.- lA 
--11r 

Fig 7 Estado de carga equivalente al de la Fig 6 

~ '· 

'1 

' ¡ 
1 

1 
1 



1. JI 

Para el primer estado de carga del miembro derecho de la 

ecuaci6n de la Fig 7 se tiene 

F::: k( u - u') (l.Jl) 

mientras que para .el segundo 

F'-:::. k( u' - u) (l. )2) 

Las ecs (l.Jl) y (1.)2) se pueden poner en forma matricial como 

[~.J = [ - : :] [ ~.] (l. JJ) 

que es una relaci6n de la forma 

F = K u 
"' "' ~ 

donde F y u son los vectores de fuerza y de desplazamiento, .respecti 
~ -

vamente, mientras que K es la matriz de ri~idez de cada resorte. Est~ . """ 
también se ·llama matriz e],ernen_:tal__je rir;i:Lez para distingdrla de l2 
matriz global de rigidez, que aan está por definirse. N6tese que K ....., 
es una matriz simétrica, esto· es, que su elemento (1, 2) .es igual 
a su elem~nto (2, 1). Además, es nosi~iva semidefinida. En la 
secci6n de Aluebra de Matrices se estudia con más detalle este altim 

--~ ·--. 
concepto 1 pero aquí baste con decir que una matriz es positiva semi 
definida si la forma cuadrática 

'(LJ5) 

asociada a ella nunca es neEativn, lo cual es el caso de la rn<t tri z i\ 

de ln ec (l,JJ), En ~fecto, desarr6llese la forma (l.J5). Se 
i tiene 

T K [ uó)[_ k(u - u')) k(u . - u 1 )2 ( 1; J6) 
. ~ u= u, 
~ ,..... ,..., 

k(u u 1 ) ·., 

..... 

···-~-.,......----~-- .. . . 
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... 

' que, corno ce ve de' inrnediato, nunca es negativa, pucs'k ';>o. La forma 
cuadrática (1.35) es en realidad el doble de la enerBÍR cl6~tica de 
deformación del re:,ortc o f.ns~r:cr" potencial e leí Gtica; Esta energía, 
en vista de la exprc:;ión (l. JG), se ha considerado como¡ nula en el 
estado· descargado, o .sea, e mm do u = u • = O. Nótese; sin embargo, 
que tambien se anula esa energía cuando u-:: u', lo cual corresponde 
a un desplazamiento de cuerpo rígido del resorte, que claramente, no 
produce incremento alc;uno en la energía elástica de deforwaci6n del 
resorte. Fuera de estos casos de energía elástica nula, se observa que 
ésta es siempre por;i ti va, lo cual establece una correspondencia entre 
el carácter positivo scrnidefinido de K y el carácter físico de la 

""' energía elástica de deformación, 

Si se representa la energía elástica de deformación del resorte 
por Y, s.e ti ene que 

1 · T Y=-· u K u 
2 ,..., ,...., ""' . :.• (l. 37) 

que es una expresión semejante a 

l Y::;- k 
2 . 

como en el caso de 
desplazamiento 
se obtiene· 

u a 
,.V 

d V= k u 
d u 

(l. 38) 

un resorte ·con un extremo fijo; que sufre un 
partir de su estado descargado, De la ec (1.38) 

(l. 39) 

Por analogía, para el caso deJ.la ce (1.37) se tiene 

~=K .. J. u ~ 
~· 

U. (l. 40) 
"". 

que es un vector de dimensión 2. De hecho, es el gradiente de. la 

! • 
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energ!a Y con respecto u u. En la secci6n de Operaci6pes cori Matrices 
se estudia con más.detalle el concepto de gradiente, o sea, de 
derivada con respecto a un vector. De la ce (1.)9) se tiene en seguida 
que 

(1.41) 

e~to es, la rigidez del resorte es la segunda derivada de la energía 
potencial elástica con respecto al desplazamiento medido desde el ·· 
estado descargado. Por analogía, se tiene de la ec (1.40), 

( 1.42) 

esto es, la matriz de rigidez se puede obtener como la !~atri;Lfu~ssia.!:ill 
o sea, de segundas derivadas, de la energía potencial elástica con 
respecto al dénplazamiento medido desde el estado descargado. En .: 
realidad, como se verá a continuación, es más fácil obtener esa 
matriz calculándola como la matriz de segundas derivadas· de la energía 
potencial elástica. 

Ejemplo 1.1.2 Análisis estático de un sistema elástico de doble 
grado· de libertad, 

Dado un conjunto de desplazamientorui' u2 , u
3 

y u4 , medidos' 
en los modos Q) a (E) correspondientes, del sistema elástico 
de la Fig J, determinar las cargas que actúan en esos nodos, 

De las expresiones (l.JJ) para las fuerzas que actúan en los 
extremos de cada resorte, y de las ces (l.JO), se tiene 

r1 =k1 (u1 -u¿) 

f2 = kl(-ul+- u2) + k2(u2 

r 3 :: k2 C-u2 + u3) + kJ(uJ 

r 4 = k)(- u3+ u4 ) 

klul+ (kl+kz)u2 

k2u2 + (k2+ kJ)uJ 

(l.4J) 

., 



. L ¿! 

Escribiendo las eco (l,l~J) P-n forma matricial se tiene 

fl 
,- -, o •. fl - kl, o 
1 1 -r.- - - -

f2 ( - kl k11+:k2 - k2 1 

- -· - _., -· . ( 
-(-

fJ o \ - kz k2 t.¡.. ,k
3 ..!- -1- ... 

o 

1 
f4 o o ~- k} 

1 - -
que es una relación de la forma 

(1.45) 

entre la fuerza externa f que actaa en cada modo y el despla~amicnto. 
~ 

del nodo. En esa relación, 

fl ul kl - kl o o 

f-:; f2 ' U:: uz K- - kl kl +- kz - kz o ..., 
"' 

) ,... -
f} UJ o - kz k2 + k3 - k} 

f4 u4 o o - k} k} 

(l. 46) 

donde K es la .matriz glob11 de rirridez. Nótese que estR matriz es ,., 
simétrica, al igual que la matriz de rigidez de cada resorte. }uedc 
demostrarse, ademAs, que es igualmente positiva scml.-dcfinida. La 
energía ·potencial elástica del sistema es, por su parte 

V: 1 

2 ,. 
(1.4?) 

De la ec (1.44), nótese que, si u1 ':::: u2 -=. u3 = u4 , esto es, si 
los resortes sufren un desplazamiento de cuerpo rígido, r~ O y, 

. ..., ~ 

com:ecuent0mcntc, V:::. O, lo cu;~l es acorde con el hecho de qne el 
' sistema es insensible a movimiento::; ele cuerpo.rígido, esto es, este 

·.•· 

--~ 
. ·t 
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1.15. 

tipo de rnovi.mientoG no induce !lO.bre él. incremento alguno .en su 

enerc~ra potencial elástica, Por otra parte, de la ce ( L 44) se 
observa además, ~ue la matriz global de rigidez resulta de una 

L 
superposición de las matriceG elementales de ri~idez. Finalmente, 
esta matriz es "bandeada", eGto es, sus elembntoo no nulos se 
encuentran alojados sobre una "banda" de ancho 3 centrada en su 

diagonal. 

Para efectuar el análi.sis del 

incluirse la condición de frontera 

las expresiones (1.~3) se;llega 

fl= - klu2 

r 2 -=. (k
1
+ k 2)u2 ....: k 2u3 

fJ= - k 2u2 + (k2 + k 3)u3 
r 4 ::: kJ(- u

3 
-1- u4) 

a 

sistema de la Fig 3 debe 

ul '= o. Si se introduce ésta 

( 1.48) 

en 

.con lo que se obtiene el valor deseado de las cargas enlos nodos~ 

Por otra parte, la ec (1,44) se pudo haber obtenido imponiendo 
una condición de minirnalidad sobre un funcional. un funcional no es 
sino un ndmero real ·definido sobre un espacio vectorial, En otras 
palabras, es una función e sr-alar de variable vectorial, Sea . 

U (u) =V - fT u ( 1.49) 
,... - "' 

un fuhcional que depende del vector de desplazamiento u, cuyo valor -no es· sino la diferencia entre la energía potencial elástica del 
sistema, V, y el trabajo desarrollado por las cargas, f. Este 
funci9nal alcanza un rnr~imo en 

' se tiene un valor estacionario 

~ 

los valores de u para los cuales 
"' de U.. Del cálculo ele funciones de 

varias variables se sabe que U alcanza un valor estacionario en los 
puntos en los que su gradiente con respecto a u se anula, esto es, ..-... 

' . ·., 
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' ' 

donde 

d.JL d-l - ~ fT u - o -
t}u dU ó-u ~ "V 

( l.·.so) 
..., ""' "' 

Pero 

(l. 51) 
Jy 

=K u 
~u .., ~ 

,.... 

de la ec (1.40). Además, como f no depende explícitamente de u, ...., ~-

(l. 52) 
d. u 

como se muestra en la Secci6n de Operaciones con Matrices. 
Sustituyendo (1.51) y (1.52) en (1.50), se obtiene la ec (l.h5) 
o bien, la (1.44), comd ·s~'deseaba demostrar. El resultado amtcrior 
constituye lo que se llama un "Principio de mínimo" en Mec6nica. 
En realidad, la condici6n (l. 50) es necesaria y suficiente para que 
U alcance un valor estacionario, que puede ser máximo, mínimo o 
punto silla. Para que el punto estacionario en cuesti6n sea mínimo 
es suficiente que la matriz Hessiana de U con respc~to a ~sea 
positiva semidfinida pero, de (1.50), 

. (1.5.3) 

¡ 
• 1 

·j . ¡ 
1 
i 
1 
1 
1 

que es efectivamente positiva sc~idefinida. Sin embargo, en esta parte 1 

no se presenta la demoqtr~ci6n de la positividad semidefinicla de 
culaquicr matriz de ri~idez. Baste con decir que ésta proviene del 
he6ho deique la forma cuadr,tica (l.h?) asociad~ a K representa 
un incretnento en la energía potencial elástica del sistema elástico 

1 
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en cuer;tión, desde su posición descargada, eJ c.u~ll no .puede ner 

negativo, independientemente de los valores de los desplaz;:unlcntos 
de los nodos, medidos desde esa configuración descargada. 

Hasta aquí se han introducido ideas generales asociadas a 

sistemas físicos compuestos ya sen de elementos de parám~tros 
di~tribuidos (vigas, placas, cascarones, fluidos), cuyos modelos 

dan lugar a sistemas de ecuaciones diferenciales, o bien de clernentos 
con parámetros concentrados (resortes, ~or ejemplo), cuyos modelos 
dan lugar a ecuaciones algebraicas. Sin embargo, todav!a no se ha 
hablado en concreto del WEP. De hecho, es este m~todo el que establee• 

esta relación, pues permite formular problemas asociados a sistemas 
continuos o de parámetros distribuidos en forma discreta, esto es, 

como si se tratara de sistemas con parámetros concentrados, Esto lo 
consigue el 1.\EF mediante un, proceno de dincreti?:ad.q_Q, que com;iste 

en hacer depender la solución al problema origirial continuo de un 
conjunto dj_r;creto de valores. Mediante este proceso se obtiene un::t 

aproxima<":ión a ia solución,al problelfla original, y no un valor exacto 
de ella. Para ilustrar las ideas anteriores, considfrese el mismo 
_problema de determinar las"care;as ¡:;obre el tramo de tuber!a de J.:< 

Fig ) 1 pero ahora supóngase que cada sección i (porción entre nodo~; 
se trata como una barra continua (y no como un resorte concentfado) 

·de longitud ai' de sección ~e ~rea Ai y de módulo de elasticidad Ei. 
Esta consideración puede ser una aproximación a una barra (tuberfa) 
de diametro variable, ya sea continuamente o "por saltos'', de materia: 

heteroe;éneo, esto es, de un material cuyas propiedades no fueran 
constantes. Se tendría entonces el sistf;ma de la Fi'g 8 

,_ .. 

® 
1 

~..¡. ------

FiG 8 Sistew\ el:btico continuo 
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Para el análisis de 
entre el nodo i y el i + 
do área co~stante A., de 

. 1 
E !'' . ' d. ' i' ~as aun, con 1sercse 

barra el&~ental tiene una 

forma 

1.18 .. 

este oictcma consid6resc que cada tramo, 
1, se puede tratar como una barra de sccci6n 
longitud a. y de m6dulo elástico eonstnnte 

1 . 
que el dccplaznmiento a lo largo de. esta 
distribución lineal, esto es, es de la 

(1.54) 

Llamando u. al desplazamiento en el nodo i, la expresi6n (1.54) 
1 

debe cumplir con las condiciones de frontera 

=- u.' . 1 

por lo que se obtiene, como valores de a0 i Y de ali' 

donde 

. t. u. 
1 

(1.55) 

(l. 56) 

(l. 57) 

un 
Entonces, u (x) en xi ::;: x <.. xi + 1 se puede escribir como 

producto escalar (Ver la Secci6n Algebra de matrices) de dos 
vectores, en la forma· 

J X - [u. 
(x) = [ 1 

xi IX - x. J u: -t 
u 1 

A xi ' A xi 

La expresi6n anterior se puede simplificar 
· la .notaciión 

' ., 

X - X. 
l 

.... 

(l. 58) 

si se introduce 
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La e e (l. 58) se transforma, entonces, en 

(x) [ 1 -
~i ~ i J [ ui +J (l. 59) u - óxi ¿'; Y.i . ui 

La deformación en un punto x de la barra, f , que es la derivada 

de u con respecto a x [ 1, p .:.1 J , se puede obtener derivando cvn 

respecto a·x la expresión (1.54) s 

E=. u' (x) 
bu. 

1 
a ---li - 1::, xi == [-

1 
[ ~~+ J 

El esfuerzo queda expresado, entonces, como [ 1, p. 69) 

G"-:: E. e 
. ~ 

La enercfa potencial elástica V. almacenada en el tr~rno 

(l. 60) 

(l. 61) 

. ~ [ 
comprendido entre los nodos i e i + 1 es, entonces 1, p. c.¡~: 

x Jx lli;:l .. 1 i-t-1 2 
Vi 0:::: -.- • o- E: Ai d X -::. - Ej_ E. Ai d X 

2 x. 2 x. . 
~ . ~ 

( 1. 62) 

Pero, de las ces (1.60) y (1.61), en x1~ X < -
.Q"f. = 

que es i~dependiente de x, al igual que Ei y Ai' por lo que se 

·pueden sacar de la integral, y la expresión para v1 se reduce a 

_LE.A. 
U· ui + 1 )2s xi+ 1 

Vi-=. (- 1 + d -X 
. 2 1 ~ t:. xi 6.. xi x. 
1 . ~ 

1 EiAi ui u. + 1 )2 .A - (- . l (1.6J) ,. xi 
2 (;).X· A x. 
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La enerela potencial elástica total del sistc~a es, entonccn, 
simplificando vi, 

v- _l_J.v.=. 
- L ~ 

. 2 1 

Llamando 

1 J 
-;:-L.. 

<. .1 

E .1\. 
~ ~ 

.!:> xi 
( ) 2 
- ui + ui + 1 

y desarrollando la expresión (1.64), se tiene 

(1.65) 

(1.66) -

La matriz de rigidez de cada elemento, es decir, de. cad~ tramo 
comprendido entre xi y xi + 1 se obtiene corno 

d"l..v. 
~i = ~u\. (1.67) 

---~ 

donde u. 
... ~ 

es el vector [ u.' . ~ ui + 11T • ADÍ, de (1.6)), 

&Vi - (- u.+ u.+ 1.) 
Q- Vi ~ui ~ . ~ 

- ki (l. 68) e} u. -
~~ ~Vi 

1)-U • 
(- ui + ui + 1) 
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por lo que 

2. 
~V. K ___ 1_-=. 

...... ;_- ó u.-z. 
__,1 

1.21 

-k.J . 1 

k. 
1 

y la matriz de rigidez global K se obtiene como 
"' 

K.-c)2v 
- 2 
~u 

(l. 69) 

donde ~ = [u
1

, u2 , u
3

, u4 J T. Tomando la primera derivada, 

.dV/dul k¡ (ul - u2) 

~ " -
d V/~ u2 - kl ul+ (kl + k2) u2 - kz U) 

--dU 
"' 

;;;v; ~ u3 - kz uz ~ (k2 + kJ) U) - k) U¡} 

~V/~ u4 k) (- u3 + u4 ) 

Tomando las derivadas con respecto a u de la expresión anterior 

se tiene 

kl - kl o o / 

~2 kl . kl+ kz kJ o 
K- V-

-.:;; 2 rv U o kz k2+ k) kJ ..... 

(l. 70) 

o o kJ k) 

Se observa de la expresi6n (1.69) que la matriz elcm~tltal de 
. rigidez del sistetna continuo es id{ntica a la del sistema discreto, 

(l.JJ), 1\simismo, de la expresi6n (1.70) se observa que .ln m::ttrlz 
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global de rigidez. del sistema continuo es id6ittica a la del sü;tema 
discreto, (l. 46). Por otra parttJ, el comportamiento er.:tático del 
sistema continuo de. la Fig 7 estd gobernado por una ecunci6n 
diferencial ordinaria prcivista de condictioncs de frontera dadas. 
Esta se obtiene a continuaci6n. Sea u= u (x) el campo (continuo) ·de 
despla%arniento. La defo rmaci6n unitaria, o gradiente de dcr;plazarni<mtc 
E (x), se obtiene como~ (x) = u'(x). De la "Ley de Hooke'' se obtiene 
el esfuerzo como() (x) =E (x) é. (x):::. E (x) u' (x) •. Por equilibrio 
estático,6 (x) debe ser. igual a la carga aplicada en el punto x, 
~ (x), dividida entre el área de la secci6n en el punto x, A (x), 

esto es 1 

q (x) 
E.(x)u' (x)::: 

A (x) 
(1.71) 

o bien 
·.' 

' q (x) 
u (x) = (l. 72) 

E (x) A (x) 

con la condici6n de frontera u (O) = O. La obtcnci6n de u ( x) para 
~1 problema f6rmulado en la forma de la ce (1.72) requiere la 
integraci6n de una funci6n, mientras que, con el m6todo del ele1nento 
finito, requiere la soluci6n de un sistema de ecuaciones de la forma 

(1.73) 

donde, si se supone f conocida, u se puede calcular por simple 
inversi6n de la. matriz K, esto es, como ,.., 

(l. 74) 

En la Sccci6n de M6todos N6mcri~os se verá que en realidad 
nunca es necesario invertir la matriz K tal como aparece en (1.74). 
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1.2) 

l"or otra parte, de la exprér;ión ( 1. 70) se puede observar que la 

matriz E es r;inc;uJ.ar, pues si u1:::. u.2= u
3

==- u4 , f. resulta se1· nula. 
Para que K ten¡_;a una inversa debe introducirse en el problema la ,.,.. 
condici6n de frontera u1: O, 

En suma, el r~EF. permite llevar la soluci6n de un problema que, 
en principio requiere la intecraci6n de un sistema de ecuaciones 

:diScrenciales, .a la forma de un problema algebraico, esto es, de un 
problema que requiere la soluci6n de un sistema de ecuaciones alge
braicas. Este sistema, en general, puede ser no lineal, Sin embargo, 
en una gran clase de problemas el sistema es lineal. El inter6s por 
llevar un problema continuo a una forma algebraica estriba en que 
los sistemas algebraicos, especialmente los lineales, de la forma 
(l. 7J), están pl-enamente estudiados desde el siglo pasado. r:~ás aún, 
con el advenimiento de las computadoras electr6nicas de los a?íos 

1 

cincuenta, se desarrollaron m'todos muy eficaces_ para resolver estos 
sis~emas, como se verá ~n la Secoi6n de M6todos Num~ricos, 
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Una matriz es una tablac-rectHngular de númerou o de símbolos 
dinpuestos en renglones y en columnas. Fre~uentcmente se le repre
senta Jirnitindqla con corcllet~s. A continuaci6n se rcp~senta 

una matriz de m renglones y n columnas 1 

all al2 • • alj a ln 

a21 a22 • a2j a2n 

• • • . . 
• • 

A - ail aij a. - • • • 
"' n) 

ln 
(m X 

'. • 

• • • • • • • 
a ml .. amj • • amn 

Es neceuario sefialar que siempre se menciona el número de 
renglones (m) primero. Por consiguiente, A es una matriz (m x n). 

~ 

En los sicuientes párrafos se hará frecuente mención de matrices 
o vectores rengl6n o columna. Suponiendo que m ~ 1, se tiene 

una m:üri ~. rem,l6n o \lll vector rengl6!]_ 

A= 
"" 

• a .. 
lJ 

.1 ~: 

alnl 
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Sin emtarao, si se supone que n ~ 1, ie obtiene 

unn matriz columna o un vector colum~n 

a "'\T -ml; -

Existen matrices especiales que es necesario mencionar. 

Matriz diarc:gnal 

all o o o 

• 

A a22 o o ,.., 
(4 X 4) 

. n ij -:o O si · i =f j 

aJJ o 

simétrica a44 

Otra notaci6n sería 

A diag (all' a22' aJJ' a44) ,.., 

Matriz identidad 

·Dicha matriz es un caso especial de\ de 
arriba. En el caso de una matrix J x J por ejemplo, se tiene 

) 

1 o 
1 

o 
O = dia~ (1, 1, 1) 

sirn 1 

.· l 

""''''~-· ·-··~-.. , ......... ___ -~·~ .. --·~ .,.. 
l 
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Matrir. bandeada 

Se aplica la denominación "matriz bandeada" cuando todos elemento::; 
·de una matriz que no son ic;uales a O e::;tán colocado::; alrededor 
de la diagonal principal. Por ejemplo 1 

all al2 o o o o 

a21 a22 o o • o o 

o o a
33 

a 34 • o o 

o o a43 a44 • o o 

• ' • • • • • • 

o o o o • a n-1, n-1 a n-1, n 

o o o o a n-1 ann n, 

Matriz triangular 

Se dice de una matriz que es triangular superior (S) o inferior (I) 
cuando la totalidad de sus elementos situauos ya sea arriba o atajo 
de la diagonal principal es ic;ual a cero. 

all o o • • o 

L a21 a22 o o 
( n ""'x n) 

• • 
anl an2 • • ann 

e' 

l':m!!:i. z simétrica 

En una matriz simétrica, aij es siempre igual • aji' En mecdnica 
estructural lineal por ejemplo, todas las matrices de ric;idez son 
simétricas. 
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M_~triz transpuesta 

Se obtiene una matriz transpuesta cuando se cambian renglones por 
columnas, como por ejemplo 

A L·ll al2 al~J "-' 
( 2 X J) . a21 a22 a2J 

Así, la matriz transpuesta de A, es 
"' 

Además, 

y, en el caso de matrices simétricas, 

Subdivisi6n de matrices 

Las matrices muy grandes de, por ejemplo, 5 000 x 5 000 que contienen 
2.5 millones de elementos, tienen necesariamente que subdividirse 
en matrices más pequeñas, como 

ail a12 
f 

alJ ' -• ~11 A12 • 
a21 a22 • . a2J ' 

,... 
' • ------------.-----

aJl a J.., ' aJJ A21 A22 • '· .. 
L .... ~ 

i 
j 
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donde 

Lnll a12J 
!:12 :: L a13 a2)J bn -:::. 

":!1 a22 (2 X 2) (2 X 1) 

~21 l aJl . aJ2J A22 -::. L aJ5 J ..... 
(1 X 2) (1 X 1) 

Q]:?eracione~; con matrices 

En el c~lculo, es posible procesar matrices de la mis~a manera 
en que se proc.,uan normalmente los datos numéricos. Se indican más 
abajo las definiciones necesarias. 

·A =- B 
"' "" 

.significa que_. pura toda i y toda j, ai j = bi j. 

Adici6n y substrncci6n 

Si 

entonces 
c 1 .- a .. +b .. , 

J- ~J ~J 

Por consiguiente, en el caso de substracci6n, se obtiene 

cij::. aij- bij' 

, . 
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' !_~ltiplicación de matrices 

Si se debe multiplicar una matriz por un factor e, cada elemento 
debe multiplicarse por e, por ejemplo 

Cuando se multiplican dos matrices es coridici6n sine qua non que sus 
dime.nsioncs s~an compatibles. Si, .por ejemplo, la matriz A de m x n 

~ 

debe multiplicarse por la matriz B de p x q, es necesario que n =- p, 
"" esto es, el número de renglones n conte.nido en A debe ser it,rual 

"' al número de columnas p contenidas en B. Así, 

y 

,.., 

A B C 
,..., ~· """"" 

(rn x n) (p x q) (m x q) 

e .. 
~J 

a. b . 
~r rJ 

Otro ejemplo sería 

lall 
a12 al~1 

bll 

a2l a22 a2J b21 

b 
Jl 

Fllbll + al2b21 + alJbJl 

1 a2lbll a22b21 a2JbJl 

¡ 

i-=.1,2 ... m j-:=1,2 ... c 

r-::=1,2, ... ,n::jl 
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Valores cnracterísticos 

Dada una matriz 
n sobre el que opera 

cuadrada A de n 
""'-' 

A, el producto 
"' 

V:::.Au 
<N ~'V 

x n y un Véctor u de.dimensi6n 
-v. 

·' 

e~ un vector tambi~n de dimensión n. En general, v es muy diferente 
.V 

de u. Si, por ejemplo, v resulta nulo para valores particulares 
'V ,_ 

de u ..J. O, se 
'Vr"' 

ejemplo, sea 

dice que v es un vector del espacio nulci dn A, I•or 
"' . 

Un vector del espacio nulo de A es, ~laramente, 

Se observa que si se multiplica el vector~~ [1, ojT por el 
~scalar x, se obti~ne una infinidad de vectores del espacio nulo de 

A, uno para cada valor que pueda adquirir x, Sin embargo, w es el 
"' . /'V 

dnico vector de magnitud unitaria que pertenece al espacio nulo de 

. A, Por esto se puede decir que w es una base norm::tl de este espacio. 
"' "' En general, iü espacio .nulo de una matriz de n x n tiene una base 

compuesta por rnSn vectores, Si estos vectores se seleccionan de 
magnitud unitaria y mutuamente ortogonales, se dice que la base es 

ortonormal. Las matrices no sinrrulares tienen un espacio nulo de 
de dimensión cero, esto es, no existe nineún vector no nulo que sea 
transformado por ellas en O, 

"' 

Por otra parte, puede darse el caso que el vector v: A u sea ..... ~ "-

linealtncnte dependiente con u, esto es, que uno resulte de multipliccc 
"" 

\1 
¡ 
1' 

1 
l. 
! 
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el otro por una constante, En esta discusi6n se deja fuera el vector 

u~ o. En estas condiciones, se tiene 
"' -

donde.~ es un escalar, en general, complejo. 
ant~~ior se puede escribir en la forma 

(A-i\I)u=O 
""" <IJ,v ,..J 

donde I es la matriz identidad de n x n. Fara ,..., 
ecuaci6n anterior, debe pertenecer al espacio 

(*) 

N6tese que la o ' ecurtc~on 

que u,¡. O satisfava la 
"" i""J ·-' 

nulo de A - i\ I. 
""' -

Ahora bien, para que A - (1 I tenga un espacio nulo no vacío, esto es, 
~ ~ 

para que existan vectores u :J. O tales que (A - ;\ I )u = O, A - í\ I 
..... """"" ,...., ....... ""' __., . ......., ....., 

• 

\ 

debe ser singular. Para qu& sea singular, su determinante debe anular- • 
se, esto es, debe tenerse 

det (A - (\ I) ::: O 
"" '"' 

Pero el determinante en cuesti6n, esto es, el miembro izquierdo 
de la ecuaci6n anterior, es un polinomio de orden n 
n x n. Llamando P (~) a este polinomio, la ecuabi6n n . 

en ,;l , si 
anterior es 

A es de 
"' ' 

' 

Si A es una matriz de elementos reales, P ((\) es un polinomio de 
c·oefici e:::tes reales y, por el Teorema fundamen~al del Algebra [ 1+ j, ~ 
posee n raíces complejas, de las cuales aleunas pueden aparecer 1 

repetidas. Las n raíces del polinomio P n(í\), llamado .J20linomio J 
característico cj_g_b, reciben el nombre de valores car<Jcterísticos de ;\. j 

. .._ l 
Si cada valor característico de A se sustituye en la ec (*), se ottienaj 

""J :r 
un conjunto de vectores u. cortespondientes que se llaman ve~tor0s 1 

~1 • 
c~rnctcrísticos de A. N6tese que si se conoce un vector característico 1 

1 

e. , .... ~ esto· t!·s, si 

p 

~ ·l 
!i 
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entonces el producto de éste por un escalar (en general, complejo) 
es otro vector característico de 11, lo cual puede comprobarse por 

. ""' 
sustitución delnuevo vector en la ecuación anterior, Entonces, a 

cada valor característico (1 i de:, corresponde una ini'inidn.d de 
vectores característicos. Sin embargo, no todos 6stos interesan, 

sino .sólo aquéllos que son lingalmerlto insJ.Ql!._Q[l.Q.icnj;e~. Un conjunto 

de ~·ectores { v1 , v2 , , , '-'· v } es linealmente independiente si la . . ""' .....,. - __.m 
combinación lineal 

se anula si, y sólo si, todos y cada uno de los escalares ci se 
anulan, De lo contrario, el conjunto es linealmente dependiente, 

Ejemplo 1.2.1. Sea la matriz 

3 [- : 
1 

n . A :: • 2 
rv 

- 1 - 2 

Su polinomio característico es 

(1 -í\)( ';\2 1) 

~ cuyas ra1ces son 

-:.\ - ·1 " _ 1 + ; V 3' _ e'!' i 'T1' /3 
~ 1- ' (\ 2 .,_- • 

• J 2 2 

donde i es la u~idad imaginaria i = ~· 
El Ejemplo 1.2.1 mostró' que la matriz en cuestión tiene dos 

valores característicos complejos que, con1o consecuencia del 1 
' Teorema Fundamental del Algebra, .son conjugados. Si la matriz aludida ! 

i 
1 

i ¡ 



es sim6trica, se 
son reales y sus 
En consecuencia, 

puede demostrar [ 5] que su o valores característicos 

vectores característicos son mutuamente ortogonales •. 
una matriz sim~trica de n x n siempre puede expresar-

se con 1·cspecto .a una base (esto es, un conjU11to de n vectores 

linealmente independientes), que resulta ser su conjunto de vectores 

característicos, en la que adquiere la forma diaconal, 

Ejemplo 1.2.2. Sea la matriz 

A::.[ O 
N . 2 ~] 

\ ., 
' .j 

! 

;j 

~ 
~ 
1 
J 
1 Esta matriz es sim~trica y por lo tanto tiene valores caracterís- 1 

tices reales y vectores característicos orto~onalcs. En efecto, su ~ 

polinomio característico es 

. 1 

det (A - l. I) :: det ( - (\ 
. 2 

4 ::::.(\ 2 - 3 {\ - 4 

~ cuyas ralees son 

Den6tcnse sus vectores característicos correspondientes por 

Estos se calculan de las relacion~s 

(A-;\. !)e.::..O 
l .... -l ""' 

~ 

~ 
1 
'l 
-! 
l 

l 
j 
' 

l 
l 
1 ¡ 
¡ 

:1 ,¡ 
1 
~ 
·¡ 

i 

~ 
l .¡ 
~ 
J 
l 
í 
i 
¡ 
~ 

j 
j 



De ah.L 

por lo que 

y 

Imponiendo la condición 

se tiene 

Análogamente se obtiene 

e 
_E 

12--' 
5 

2R 
5 

- .J S. 

5 

El problema de valores característicos reviste particular 
importancia en Mecdnica, En efecto, la determinación de las frecuen
cias y los modos maturalcs de vibración de sistemas mecánicos (Ver, 

p. , ej, ( 6)), La determinación de tales modos y frecuencias 
para sistemas mecdnicos de par6metros distribui.dosJmediante el ~E~ 

conCuce a un problema de valores característicos, corno se verá 

posteriormente en este curso. 
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Forman cundr~ticas 

El escalar definido por la expreoión 

doride A es una matriz de n x n y u, un vector de dimensión n, rccib" .. ~- . ........,. 

el n'Omlire de forma cuadrática. Esta forma es cquivvJ.ente a la forrr:a. 
2 eicalar au , De esta dltima expresión se puede concluir una 

propiedad inter~sante de la forma cuadr~tica f antes.definida. 
Nótese que, si a y u son reales, au 2 es una expresión cuyo signo 

depende enteramente de a, y no de u, Análogamente, el signo de la 
forma cuadrática f depende enteramente de A y no de u, si ambos 

. "' "-' 
tienen elementos reales (o bien, si, aunque A ten~a elementos 

"' complejos, es idéntféa a la matriz obtenida de tr<msponerlc. y luego 
tomar el conjugado de cada uno de sus elementos). 

-
-
-

Se dice que A es 
"'· 

positiva definida, 
positiva ser.lidcfinida, 
negativa definida, 
negativa semi definida, 

Gi 
si 

si 
si 

f> o , ;.;¡ u -:;zf o 
~ -

f"?--0,,.,¡.. u =1 o 
~ ~ 

f< o, >.¡. ud-o - ~ 

f$ o, >-rud-o 
'"' "' 

( D 1) 

(D 2) 

(D J) 
(D 4) 

De otra 'forma, A es de signo indefinido. Lao matrice~ positivas 
"' definidas y semidefinidas juegan un papel importante en la ~ecánica, 

pues están asociadas o bien a cantidades intríncccamentc positivcis, 

como la energ!a cinética de un vehículo en movimic~to, o bien a 
cantidades intrinsecamcnte no negativas, como la energía potencial 
almacenada en la suspensión de un vehículo, medida decd~ su estado 
descargado, / 
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N6tese que las definiciones (D 1) a (D 4) no proporcionan un 

medio práctico para determinar si una matriz espositiva definida, 
por ejemplo, puE:s según ellas, sería necesario pr-:>bar el signo de f 

para todos y cada uno de los valores posibles de \;/.-:/: _.Q. Sin embargo, j 
1 

la caracterizaciGn del signo de una cnatrii se puede conseguir a trav6s i 

de ::;us valores característico¡.¡, SC"Ún lo siguie.nte 1 l 
u !J 

Una rr.atri z A es 

positiva definida, 
positivos, 

si todos sus valores característicos son 

- positiva semidcfinida, si ninguno de sus valores característicos 

es negativo 

- neeativa definida, si todos sus valores característicos son 

negativos 

- negativa semidefinida, 
es positivo; 

si ninguno de sus valores característicos 

·~ 

;j 
• 4 

~ 
:1 ~ 
" 
~ 

1 
! ·¿ 
l • 
j 
l 

·1 

~ 
ll 
¡ ., 
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de funciones de varia::; varinbles 

t 
·~ 

!1 
.$ 

;j 

i Dada la función g = g( u1 , u2 , ... , un), escrita en forma cornp2.ct8 l 

como g :=. g()¿), se dice que g es una función r;é'Céd.<Jr ele variable_vr:c
torial. El KJ::adie:nj;_g_de g, representado por '1 g o por~ g/d u, eG 
el vector de dimensión n definido por -

~-
~u -

j.ll:/~ul 

dg/~u2 
• 

• 

Sea el conjunto de funciones 

hl::: hl(ul' u2' ... ,.un) 

hz:::. hz(ul' u2' •• •' un) 

• 
• 
• 

Este se representa en forma compacta como h ~ h(u), donde, 
• <l'o,J - -.. 

obviamente, h y u son vectore::; de dimcn::;iones m y n, respectivamente. 
"" ·~ 

Se dice, entonces, que h es una función vectorial de 
"" vectorinl. El c;radiente de h, representado por \l h o 

-- ,.,., I'IJ 

la matriz de m x n definida por 

hl/ ul hl/ u2 • • • hl/ un 

hz/ ul hz/ uz ••• hz/ un 

~ h • • 
'\1 h:: ~:: • • 

"" d. u 
"" • 

h/ m ul hr/ uz h 1 
·11\ un 

_§,rgurnento 

d h/óu, es 
"" ...... 

' ! :¡ ., 
¡¡ 

~ 
'l , 
N 
~ 
~ 
! 
~~ 

ij 
:¡ 
g 
:; 
;¡ 

'1 
¡~ 

:¡ 
;j 
" 



Si reculta que 

entonces h es de dimensi6n m = ..., 
Entonces, "(} h -:: '\1 V e;, es la 

', ~ 

l. JO 

n, donde n es la dimensi6n de u. 
"'v 

matriz Hessinna de E y es de n x n. 

tj 
' 
;¡ 
l 

1 
J 

Vol~icndo a la funci6n E= g(u), 
'! 

6sta alcanza un vnlor estucion~- ¡ 
~ 

rio en un 
puede sE:r 

''punto" ~O en el que su gradiente se anula. Este valor 
un extrc~no local o un )2g_nto [;illa. Eu un extremo lr;cal si 

la rnB.triz~ Eessiana de g, \/'V g, es de sicno semiclcf'inido, De hecho, 
'Q\?g ea negativa semidefinida, mientras que es un máxin,o local si . . es un rn1n1;no 

Hcssiana es 
es un punto 
ampliamente 
Fig l. 2.1 

local si \J'í!g es po:::;itiva semidefinida. Si esa matriz 
de sic;no indefinido, el punto estacionario en cuesti6n 
silla, El resultado anterior no es m~s que el resultado 
conocido del cdlculo elemental, que se ilustra en la' 

g g 

(a) mínimo 
u 

(b) máximo 
u u 

(e) punto silla 

Fig i.2,1 Puntos estacionarios de una fullción éscalar de 
argumento escalar. 

¡ 

j 
• " l 
l 

' ! 
l 
i 
'l 
1 
' l 
l 

J 
~ 
j 
l ,, 
j 

1 ¡ 

l 
i 

.1 
! 

¡ 
~ 
J 
1 



l,J 

l. J9 . 

¡ 11..1I·1E !li r, O S 

A continuaci6n se presenta un esbozo de los métodos numéricos 
aplicables al problema 

A u- b (l.J.l) I'V,..,.,-,..__, 

do~dc A es de n x n, Otro problema frecuente en cálculos de elemento 
"'"' finito es ~1 de valores característicos 

Au::-1u "'........ (\....., 
(l.J.2) 

Sin embargo, dadas las limitaciones de tiempo de este cur:.;o, el 
segundo problema no será tratado. 

Para resolver el problema (l,J,l) existen dos amplias clases de 
métodos : 

métodos directos 

- métodos iterativos. 

Estas dos cleses de métodos resuelven el sistema (l.J.l), esto 
es, calculan el valor que deban tener todos los componentes de u, 

'"'-' 
para valores dados de A y de b, de manera tal que se satisfaran to~as 

~ ~ j 

las ecuaciones del oistcma (l,J.l). Los métodos directos resuelven el 
problema en cuestión mediante una secuencia de operaciones bien 
definidas que se aplican una sola vez, Los métodos iterativos 
resuelven e::;te mismo problema aplicando un ciclo de operaciones 
reiteradamente, hasta aproximar la solución de manera satisfactoria. 
Cada ciclo recibe el nombre de iteración. · 

En este punto es necesario hacer la cicuientc observación : en 
teoría es posible resolver el sistema l.J.l mediante un tercer m6todo, 
llamado "regla de Cramcr", en la forma 

det A. 
""'~ ui ::::. . ---- ' 

det A 
i :::.. 1, • • • • n (l.J.J) 

; 
' •' 
' l 
' ! 

t 
J 
! 
j 
.: 

' .; 
.; ,, 
< 
t 
:-! 
i 
' i 
:) 

1 
i 
! 



En la expresi6n anterior, A. es la matriz que se obtiene 
"'~ 

sustituyeudo la i~ columna de A por el vector b. Este método . ,._, .......,., 

requiere, entoncés, el cálculo den..\- 1 determinantes, En eceuida 

se determina el n~mero de multi~licaciones requerido para calcular 
un determinante de n x n y, de ahí, el tiempo de e jecuci0n rcqucric;o 

por la "regla de Cramér". En una computltdora digital de alta velocidad 
una multiplicación.consume un tiempo del orden de 10-4 segundos, 
mientras que una suma o una reGta, un tiempo de un orden mucho mcnol~ 

por ·esta razón, en lo que sigue se considera como "operación", una 

multiplicación, quedando las sumas y restas sin contabilizarse. 

Existen varias formas de calcular un determinante, Aquí se 
empleará la conocida como exp<!.nsión por cof_actorr;_Q. ·Dada una matriz 

A de n x n, cuyo elemento (i, j) se representa por aij' el !Oofactor 
de aij es el producto de(- l)i-1- j por el determinante de.la matriz 

de (n- 1) x (n- 1), obtenida al eliminar de AT el i~ renGlÓn y la 
"-' 

j~ columna. Llámese cij al cofnctor de aij' Se tiene, entonces, 

• • • -\-a. c . 
~n ~n -

El cálculo del determinante de una matriz de 2 x 2 se realiza, 
desde luego, sencillamente como 

det 

que requiere 2 operaciones. 

Ahora, para una matriz de J X .J, expandiendo su determinante 

por cofactores de su primer renglón, se tiene 

' 

all 8 12 alJ 

det 8 21 · a22 a2J :-allcll ~. a12c12 + alJclJ 

a.Jl aJ2 aJJ 

l 
1 
! 
1 

1 
1 

1 

l 
i 
1 
l 

l 
'l 
l 

f ¡ 
' ' ¡ 
' J 
1 
' 



que requiere ) operacionc::.:. Cada ca factor c 1i, que es un detex·;.ünant<: 

de 2 x 2, requiere a su vez 2 operaciones, como se acaba de ver, por· 

lo que el c<ilculo de este deterrnin~mte requiere ) x 2 operaciones. 

No es dif{ci1 demostrar, sieuiend~ ~ste camino, que ci cálcuJ.o de 

·~ 
~ 

;¡ 
~1 

j 

J 
un detrorminantc de n x n requiere n 1 operaciones. En surr,a, la ;¡1 

solucidn del sistema(l.J,l)~ediantc
0

ia "regla de Cramer" rcquicr~ 
n!Cn + 1) = (n+ 1)! operaciones. ~uponicndo que el sistema en cuesti6. 1 

! bontuvicra 25 ecuaciones con 25 inc6gnitas, su solucidn mediaJlte este 

m6todo requerirla 26l operaciones,que es un n~mero muy grande, Jel 

orden de 1027. Si ca¿a operación requiere 10-4 segundo::;, el total de 

operaciones requiere, entonces, un tier;¡po de ejecuciún de 102J 
segundos. Para tener una i~ea de la magnitud de este tiempo, baste 

decir que, si se ad;nite que el universo tiene una vida de 101 7 
segundos [ 7], el tiempo requerido para re~w.lver el sistema (l.J.l) 

con 25 incógnitas utilizando una computadora r;Ípida, es ¡ \m ;r,iJ.J<b 

de veces la vida del universo: Sobra decir que, hasta 

ningún ser humuno ha resucl to jarná::; un sistema lineal de 25 ecuacicrH>~ · 

:t 
' ' \ 

con 2.5 inc6..::;ni tas utilizando la rc;:;la de Crwner. Sin. embargo, tr~ct:~ndé>. ! 
! 

se de resolver problemas el<<sticos mediante el í:i3~?, es corr,ún llcc;<lr .i 

a sistemas de ecuaciones de la for~a (1,).1) con mil incógnitas. 

En lo que sigue se presentan métodos numéri~os práct.icos utili?.::cios 

en la solución de tales si~;tc¡nas. 

El 
como el 

método directo empleado actualmente para resolver siste~as 

(1.).1) es el de f:l}.min::~ci_ón clG GétUSG. i!:ste método es equi-

valente al método llamado LU por loG an¡;lopnrlantes (L, de "lo\':erlt , 

que quiere decir superior). 

¡ 
1' 
i ., 

i ·¡ 
j 
.j 

J 
¡ 
' 
A 
·' ., 
' ' que quiere decir inferior ; U, de "uppcr", 

Este método se ilustra con un ~jemplo de ) ecuaciones con ) incó.s;ni ta:< . , 

nllul + al2u2 + al)u) ::: bl 

a21 ul + a22u2 + a2JuJ ::: b;; 

a31u 1 4- a)2u 2 +aJ)uJ ::. b) 

(1.).4) 

'Í 
'l 

~ 
1 
l 

~ ¡ 
~ 
:! 

' ·! 

u 
i 
i 
l 

(1, 
'! 
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. . . ·Divídase ambos. mJ.cmbros de la segunda ecuac~on entre a 21 Y 
multipl!quuscles por a 11 • Proc~riase, en seguida, con la )a,ecuaci6n 

en forma semcjahte, excepto que, en vez de divid!rselcs entre a~ 1 , 

divídn.selcs entre aJl' Se tiene, entonces 

8 22 
u'z+ 

· 
8 23 b2 

allul + all 8 21 
all a21 u)= all a21 

a32 aJJ bJ 
(1.).5) 

allul + all u + all uj "!: all. 
aJl 2 aJl a)l 

A continuaci6n, r~stese la la e~uaci6n de (l,J,4) de cada una 

de las ecs (1.).5). Se tiene 

a2J 
(a -··- -11 a.21 

aJJ 
aJl 

Por sencillez, escríbase el sistema anterior· en la for1na 

' ' b' 8 22u2 + a2Ju J = 2 

a~2u 2 + a~3u 3 ::: b~ (1.).6) 

Ahoia proc6dase como con el sistema (1.).4), esto es, div!dnse 

la 2a,ecuación de (1,),6) entre a~2 y multipl!quese por a~2 . Se tiene 

a:n a2zu2 + a2z u3 .= 
aJ2 

Réstcse a continuaci6n la la.ecuación de (1.).6) de la última 

ecuación, obtcni6ndose 

b' 
3 



1.4) 

que se puede escribir en forrna.z::irnplificada como 

de donde 

a" u - b .. 
JJ J- J 

b" 
J UJ-=. --"-

a" 
33 
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es el valor de la Ja,incó~nita. La segunda se 

valor en la ce (1.3.7), que contiene ~hora 

obtiene sustituyendo este: 1 
' 

Esta se obtiene despejáridola·en la forma 

b' 
( a 2 2 --"3'-

aJ2 
- a' 22 

a'· 
JJ u ') 

3 

una sola inc6gnita, Uz· 

Finalmente, sustitúynnse los valores obt~nidos de u2 y u
3 

en la 

la ecuación de (1.3.~·). Se obtiene u1 como 

1 

quedando así totalmente resuelto el problema. 

El esquema anterior es básicamente el rn6todo de eliminación de 

Gauss. Sin embargo, aplicado tal y corno se presentó, puede causar 

dificultades si alguno de los dividendos es cero, o un número muy 

pequc~o. Para eliminar esta posibilidad, se escogen como dividendos 

los números más grandes de cada columna de la 1natriz 1\, lo cual 
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•equi vale a reordenar las, Este ·proceso'! es col1ocido com; niy.Qj;_.QO_fl.3.I0 i:ü, ¡ 

para distinguirlo del pivoteo total,·' que consiste en bu::;car el número 

más grande no sólo en cada colu1nna~ sino tnmbi6n en cada renglón. Si 

j 

1 en el proceso resulta que el númeró más grande es cero, o un 1~1nero 

tan pequefio que la máquina lo tome c~mo cero, el m6todo no se puede 

aplicar, lo cual indica no otra cosa nino que el sistema e:> singular, 

esto es, quu det A= O, En este caso es imposible resolver el sistema, 
"' independientemente del m6toJo empleado. 
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Este m6toJo se realiza .en computadora utilizando el concepto de . 

'l'eorcma ele Dc:>compouici6n que ~ en el 
r¡ 

Jescompo~ici6n LU, que se basa 

establece que toda matriz A de 
,V 

se puede factoriznr en el proéuct< 1 

l 
n x n 

de una matriz triangular inferior 1 y una triancular superior U. La 
"' ~ 

Jnatriz L contiene unos en su diagonal y ceros arriba de ella, mientras 
~ 

que la U contiene en riu diagonal los valores singulares de A, que son 
'V ~ ' . 

las raíces positivas de los valores caracter!sticos (positivos todos 
. . ) . 1 T . ellos de la matr1z ,_;. !::_ y ceros ab;:,.jo de su d1agonal. .!:_y !L son, 

entonces, rr:v.t.t·ices de la forma 

1 • • 
1 

L • u 
•· 

• 

• 1 
n 

El Teorema de Descom~osici6n era cuesti6n establece, entonces~ que 

A::.LU 

El sistema (l.J.l) de esta manera adopta la forma 

Llámese 

L U u-::. b 

U U ::o V 
'V 

Sustituyendo este valor en la ce (l.J.8) se ti6ne 

Lv:::.b 

(l.J,8) 

(l.J.9) 

(l.J.9) 
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que, en forma de cornJlonlmtes, adopta la forma 

vl:::: bl 

121 V 1 -\-- V 2 :: b2 

(l.J,lO) 

1 
de donde la primera inc6Gnita, v1 , ya está despejada en la primera ! 
ecuaci6n. La seeunda inc6enita se despeja de la 2a,ecuaci6n, en donde 1 

l 
se ha· sustituido previamente el valor calculado de v 1 . Procediendo ¡ 
en forma serne jante con ,el resto de las ecuaciones de (l. 3.10) se ¡

1 obtienen todos los componentes del vector v de ( l,J, 9). Sus ti tuvendo - ' 
ahora este vector, ya conocido, en la ec (l,J.9) se tiene el sistema 

ul2u2+. ''' 

<r 2u2 + 

+u u -·v ln n- 1 

••• <Ju2nun::. v2 

• 

(5' n-1 un-f + Un-1, nu n = 
<) nun = 

De la 6liima ecuaci6n de (1,),11) 

u ::: n 
Ún 

<r'n 

V n-1 

se 'tiene 

(l. J,ll) 

Sustituyendo este valor en la pendltima ecuaci6n de (l,J.ll) se 
tiene 

u - 1 ( .. - ) n-1- ,vn-1 - un-1,nun 
. 'iín-1 
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Procediendo en c~te orden regresivo con las restantes n - 2 

ecuaciones se calculan todoc los componentes de u, eón lo que queda . ,..., 
resuelto el problema, 

Este m6todo ha sido realizado en diversos subproGramas de 

COmJJUtadora. los más eficientes son los llamados JJECQ!',i.P y :SOLVE [ ej " 
DECO!!'J' produce la dcsco:nposicir)n LU de A, mientras que SOL VE, la 

. "' 
sol~ci6n regresiva de los sistemas trianculares (1.3.10) y (1.3.11). 

Una ventaja de estos programas es que, una vez descompuesta la 
matriz A, se puede resolver una serie de sistemas de la fon:m 

'"V 

A u1 =. t
1

, A u2 -=. b2 , ,..,- - ,..., - ........... 
• o •• A u _ b 

-..,-m _m (l. 3.12) 

sin tener que vol ver a descomponer A, cuya descomposici6n no depcmdc. 
~ . 

del miembro derecho de las ecs ( 1:.3.12), 'l'odo lo que tiene que hace1·sc 
es ·aplicar 1n veces la subrutina SOVfi~, la que con:jwne .l<, menor pa:-tc 

del tiempo total. La mayor ~arte del tic~po se utiliza en la de~·· 
compocici6n de A. Eete método requ'i.ere un número de operaciones ·del 
orden de n 3 . P. sÍ, p·ara resolver el sistema antericr-r1cnte pr(.;;;cntndo 

·de 25 ecuacioncc, con este método se requiere ejecutar 253-::.15 625 

o~crnciones, lo cual consume en una computadora rápida algo asi co~o 
1.6 segundo~ que es una cantidad sustancialmente por abajo .de la 
anterior. 

El problema de resolver m sistemas de ecuaciones de la forma 
(1.3.12) en.relaci6n con el MEF se presenta en a~licacioncs de 
discfio se inge~ieria cuando se desea conocer la distribuci6n del 

esfuerzo en una misma estructura o en una m·isma máquina sujeta a 
diferentes condiciones de carga que se puedan presentar en opcraci6n. 

Volviendo a las aplicaciones del MEF, la matriz A viene a ser la 
. --' 

matriz global de rigidez que, como ya se vio, tiene propiedades 
particulares co1no simctria y poci tividad definida, Fura este tipo de· 



1,11'? 

matricco, el método de Gauc:.:, o LU, se oimplifica suot<incialmcnte, 
·La vcr~:ión nl.rnplificad<:~ n:cibe el nombre de método de Cholcsky. Yo. 

que lu matriz de ric;idcz es posi tivu definid<:~, se puede descoruponer 

en la forma 

"' K::. .GL G 
~ ,...., 'V 

donde G es una matiiz triangular superior. Por otra parte, la estruc-
"" tura bandeada de cGta matriz aporta ventajas adicionales que redundan 

en una solución rn<Í.s ·económica. En efecto, el tiempo de solución de 
. . 2 

una matriz bandeada de ancho de banda d, es del orden de n d. Cerno 
normalrnente el ancho de banda de una matriz es algunoo órdenes de 

magnitud inferior a su número de renglones y columnaG, e~:to es, 

d<( n, la econo!n:Í.a de ejecución e::; evidente. Así, por ejemplo, una 
matriz de rigidez típica de ~ 000 x 5 000 puede ·tener un ancho de 
banda de 100. Si se utili~ara el m~todo de dcscomposici~n LU directa
mente, se realizarían algo así con1o 6.25 x ·1J·1 operaciones, muchHs d~ 
ellas inútiles, puco involucrarían multiplicaciones por ce!~o. 
Explotando la naturaleza bandeada de la matriz, el número de 
operaciones requerido seria del orden de 2.5 x 108 , es decir, J 
6rdencs de mignitud inferior al anterior, Mds·aÚn, el orden de 

• riumcraci6n de lo~ 11odos de una malla de elemento finito afecta 

enormemente el nnclto de banda, d, de la matriz de rigidez. Existe, 

entonces, un orden de riumcraci6n (que no es dnico) 6ptimo que 

proporciona un ancho de banda mínimo. En el mercado ae pueden obtener 
difercnteo preprocesadoras que se encargan de proporcionar el ancho 
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i 
' de banda mínimo, como el programa BAlUN, desarrollado en la U ni vcrsida.l ' 

·de l!:anchester, 

Por su parte, los métodos iterativos se basan en el esquema 

sic;uiente 1 descó:npóngase la matri?. A en la forma 

A::D-E-F (l.J.lJ) 

donde D e.a di:1c;onal, 
'"V . . 

mientras que E y F aon matrices _gptr:ictar::r,nJc 
"' ~ . 

trio.n¿:;ulaú inferior . ., y superior, respectivamente, coto es, tienen ccroc:: 
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lo 1~8 

en su diu~onal, Du esta m~ne~a, el sistema (l,J.l) se puede escribir 

cor~o 

¡ 
:l 
.. 
j 
• ;j 

/ 

Du::(E+F)u+b ,.., ~ ~ 

Dado un valor inicial arbitrario u 0
, gen6rese la secuencia 

"" 

{1.).15) 

o bien 

(1.3.16). 

¡J 

1 
! 

;¡ 

J 
(! 
• 
j 

donde D es invertible si A lo cs. El esouema iterativo (1.3.16) ~ 
constituye .el método de J-;cobi, llamá~dose D- 1 (E+ _!') matriz de .J 

- - . 1 Jacobi. Este esquerna tiene la desventaja de que requiere almacenar ~ 

1 1 t . k. J t 1 k+-l 1 1' . - ''1' i e va or an · rJr~or de u y e . 8.c u a u • o og1.co c;er1a u;;;1 J. ;~<ca' 1 1 

1 'J 1 . d 1 "".a t ~d k""" 1 k ..... 1 1 J 1 1 l,' para e e~-!. .cu o e . a l- componen e e ~ , ui , ;oc os os va .. orc~~ ~ 

t l . . d 1' . t t . k -1- .1 k+ 1 l uc ua lZaoos e us componcn·cs an er1or·es u1 , u2 • .•.. , , 
k-+ 1 d ~ d 1 . t . . k k k D ' i ui-l' e:> .. ruycn o as componen·es Vl.CJas u11 u 2 , ,;., ui-l' 'B osea ¡ 

suerte, el cs~uerna iterativo (1.3.16) se sustituye por J 

uk;-l-=. (D - E)-l F uk ~ (D - E)-l b 
"..1 ,._. -"" ~- -

(1.3.1'7) 
j 
! 
1 
1 
~ ·El esquema iterativo (1.),17) recibe el nombre de [!:!étodo _<:le 

Gauss-Seid el, mientras qu·e la rnatri z ( D - E) -l F 1 el de !!!?-tri z._ de ~ 
,.__ - :1 

_ ~ss-SeicicJ,. Este método posee, ademó.s, la ventaja de que con él se ~j 

aproxima la solución mtis rapidarnente, esto es, ·.QQ!2YQ.rl;e más r:~pid:1- ~ 

mente a 'la soluci6n, Escríb.ase los esquemas (l.J,l6) y (1.3.17) en la ~ 

forma 

k~ 1 . 
' u -::. J uk +-

.V 
,.., ...., 

y 

k-'c-1 .· 
u -::.. G 

k 
u +-- ~ "' 

D-1 b ,.., ,..... 

(D - E)-1 - -

(1.3.Hl) 

b (1.3.19) ...._ 
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Ahora se dotennina la ~voluci6n del error para cada esquema. 
Para el de Jacobi, si u* e3 la aoluci6n, cntoncco sutiGi'acc 

(1.).18) con uk+ 1 - uk::. u*, esto es 
1"".1 - ,..., ~ 

u* = J u* -1- D-l b (LJ.20) 

Llámese ek al error uk-u* en la k a,iteraci6n. Restando (1,).20) 

de (1,).18) se tiene 

Del hecho que 

etc. 

se concluye que ** 

(1.)._22) -
cuya evoluci6n sólo depende de J, Se dice que J es conver.oo-cntc si 
lím Jk: :::: O,· A sí, para J converc;nte, lím ele-=.- o. Se observa que 

~- ~ ~ ~ ~ 

k--)~ 

J es converc:ente cuando se va haci ende m6.s y méÍ.s pequeña a medida 
N 

que se le eleva a potencias más altas, Así como un ndmero real de 
valor absoluto menor que 1 se va haciendo cada vez .méÍ.s pequeño a 

medida que se le eleva a potencias m~s altas, una matriz es 

k k . 
** En e , k es supcríndicc, mientras que J ,. exponente 
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l. .)0 

convert::ente si. los va.l.or0s absolutos de todos sus valores c~ractcrí~;-. 

ticos son estrictamente menores que 1. Al 
los valores característicos de una matriz 

espectral" y se representa por p. As! 

máximo vu.lor ob;:oluto· (h; 
' A se le llama "r·adio 

(1.3.23) 

Entonces, el esquema i tcrati. vo de Jacobi convcq;e si 

(1.3.21¡) 

An~logamcntc, el error del esquema iterativo de pauss-3eidcl 

(1.).19) adopta la forma 

ek+l-::: Gk 0 o . (1. 3. 25) 
N rv "' 

por lo que este esquema convercc si 

(1.3.26) 

1 

Es claro que mientras menor sea el radio espectral de un 

csquer:',a i tcrati vo su rrtpidcz de convert::cncia será mE,yor. Una forma '· 

de lograr un radio espectral menor es modificando el esquema iterativo 

de Gauss-Seidel, introduciendo un factor de so)?r~r.rs~1-ª..i.sc.s:ión, t-.)·, mayor· 

que l. Se obtiene, entonces, el método iterativo do sobrorrolajación 

sucesiva, cuyo esquema os el sicuicnte ' 

(1.3.27) 

o bien 

uk + .,J {I - wL)-l D-l b 
- I"V - ~ 

(i.3.28) 

1 

1 



l..)! . 

donde 

-1 L ~ D E, 

La rapidez de convergencia del esquema (l. J. 28) depende, cntonce,.: .¡ 

s6lo del factor de sobrerrelajación W. Para cada problüma particuj.ar ,~ 
exiGte un valor dptimo de sobrerrelajación que maximiza esa rapidez. 
Sin embarGo, no existe en general, un m~todo ¡1ara hallar ese factor 

y normalmente tiene que 
·valores. 

determinarse cxperimcntondo con varios 

En toda la discusión anterior se ha considerado que tanto A como 

b se conocen a la perfccci6n. Sin embargo, en la prdctica esto no "" . 
sucede. En efecto, si A o b prorieden de mediciones, 6stas introducen 

~ 'V 

siempre "ruido", esto es, imprecisiones debidas a la impasibilidad de 

calibiar perfectamente los instrumentos de.mcdicidn, o.bicn a errores 

de apreciación de parte de. quienes tomnn las lr2cturas. En cáleulos 
relacionados con el ¡,mf,. t8.nto la ¡:,atriz. A CO!I!o .el vector b se 

.. ·cv rv 

calculan dentro de la mdquina, lo cual introduce errores llamados 
''de redondeo'', esto es, debidos a que cualquier curnputadora no 

dispone nt;ÍS que de un conjunto finito de números, que r.c llaman "d.e 
punto flotante", Opcriciones entre n~~6ros de punto flotante, en 

general, no producen otro número de punto flotante, por lo que el. 
rcsul tacto deberá aproximarse· a uno de .los dos números de punto 
flotante más próximos al.resultado real. Algunas máquinas aproximan 
por defecto y otras, por exceso ¡ pero no necesariamente al número de 
punto flotante más pr6ximo, En secuida se presenta una discusidn 

somera de los errores de redondeo presentes al resolver el proble;na 
(l.J.l). 

Antes de continuar con la presente discusidn se introduce el 

.concepto de. norma de vectores y de matrices. 

! 
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1.52 

La nonna de un vector v de dimensi6n n es una generalización del 

concc;pto de; wa¡;nitud, En efecto, la rnac;nitud Co un vector da una 

idea sobre ol tamaño de sus componente:;; conr;idcrados globalmente. 

Esta se define como 

(1.).29) 

3e obse:r·va que esta rnagni tud nunca es 

y ri6lo si v = O, esto es, si todos y cada 
~ ~ 

anulan, Por otro lado, si cada componente 

né¡:;ativa y se anula si, 

uno de los nJmeros vi se 

vi se multiplica por el 
mismo escalar e, se tiene 

11 e v 1\ ,,. N t e 1 l\ V 1\ ,.._, (l. J • )O) 

y, finalmente, para todo par de vectores v y w, 
N "'-' 

1\ V+ W 1\ < 1\ ;:¿ 1\ 4- 1\ W 1\ ,.., "" .._,_ 
(l. J. )J.) 

que.no es otra cosa.q11e una condición de existencia del triiÍnr.:;ulo de: 

lados v, w y v + w. Por esto, la Jltima relaci6n, (l.).Jl), se llarn~ 
...... '\.• -..J ....., 

"desic;ualdad del triángulo", Generalizando el concepto anterior se 

tpndrá 1 una norma para un espacio vectorial es un ndmc;ro real que, 
si v, w son vectores del espacio, .., . ~ 

i) La norma es positiva defi.nida, esto es 

1\ V\\ > 0 "" ,.._, 

y se anula si y s6lo si v se anula igualmente. 
"""' 

ii) Es linealmente homocénea esto es 

ll e v \l -::: \ e\ \1 v 1\ ,..., "' 

iii) Satisface la desigualdad del triJngulo, estO es 

1\ V+ W 1\ 
....¡ N 

\\ V (( + ll W ti 
. ,..; "' 

1 
i 
1 



l. .SJ 

.. 
l!ótese que en la definición anterior no Ge ha impuc~rto forma 

alguna para calculor la norma, como e:; el caso en la definición 
(1.).29). Asi, cu~lquier ndrncro real n~ociado a cada vector del 

espacio en 
anteriores 

crJnsideración, que: ~ratisfa¡~a las .Prop.iedaderJ i) a iii) 
es una norrlla. Ejem1Jlos de normas son los siguientes 1 

n v 11 = m<~x s 1 v. 1 'L 
#V i 1 ~ J (l. J. J2 Lt) 

! 
,1 

'! 
i 
i 

1 
; 

i 

1 

í 
1\VI\=Z\V;\ 

'"" i . 

! 
( l. J. J2 fJ j ¡ 

De éstas dos, J.a primera es la m~s fdcil y econórnica de calcula~. 
y por eso se cmplea mucho en análisis numérico para cálculo de 

er~r·or·es., 

Por otra parte, ya que la definición o.nterior de norr;¡2 no ,;e 

limita a vec·tores definidos como arrcclos ~nidj;~ensionalcs, se puedu 

aplicar a matrices. Una norma de un esp~cl.o de matrices, entonces, 0s 

una medida del tamnfio de las componentes de cadb matriz del cspaciu, 

consideradas globalmer1te, de manera que mientras más pcquciin sua la 

norma de una matriz, mc\s próxima estócrJ. de la matri~ nuJ.::> .. l~jcrnr:l.oér 

de normas de matrices son 

11 A \\ (J,J,JJ a) 
N 

1 

1 
! 

¡ 
¡ 
f 

' , 

11 A 
"' 

1\ -=:. [.1áx "' .1 a· · L . l.J 
j i 

i 
(l.J. ,JJ b) ; 

1 
~ A 11 ,._, a. · 1 

~J 

U~ concepto primordial en 
1 

cálculds con matrices es el de 

1. (l.J.JJ e) 

el andlisis de error de redondeo en 
_Q.Q_ndi.Qj..ón de un;:t matriz. Dada una 

matriz A de n x n, invertible, su condición se define como ,..... 

cond (A) -::.. 1\ A 11 (l. J. JI.;) 
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Se observa de inmediato que la condiciGn es un ndmcro adiMCIISio¡¡~l, 

y se demostrará que es una medida de la amplificación dbl erroz· de 

redondeo. Así, un número de condición bajo está próxi:no a 1, aunque 

nunca es inferior a la unidad, mientras que uno alto puede ser del 

orden de 1 000 o mnyor aún. ~ientras más alta sea la condición de 

una matriz, 1:1ás imprcch:os fJerán los resultados de las oper.aciones 

en· que interviene esta mntri:l:, 

Supóngase que se conoce A a la perfección ¡ pero que b está ,.. ~ 

contaminado con un error de redondeo ~ b. Así, la ec (l.J.l) es, 

en realidad 

A(u +bu)-.:: b +Ju (l. J. J.)) 
ro.- - ,.._ ,...; ,.._, 

( /, 
donde o u es el error de redondeo produczdo por S q, Intcre¡:nr:' 

""' "-
calcular el error de redondeo en el cfÍ.lculo dr) u, en túrrninor: dt·l. de 

""' b, esto es)in·tcrcsu calcular e.l. cociente 1\ S u.\\ /11 u\\ en tér:~i:~os - ~ N . 

de fl -~ b 11 /1\ b 11 • Ya 
~ ~ 

que la ec (l.J.J.) se 

(l.J,J)) se tiene 

satisfc::1.ce teó:c1camentn, 

restándola de la ec 

• 
A u b 

I'V 

o bien 

u - A-l b 
I'V ~ 

(l. 3. JG) 

De una propiedad de las normas se tiene 

(l. J. J7) 

que aquí ~10 se deinostrará. Baste con decir que esta desigualdad está 

asociada 

vectores 

' ál producto interno de vectores; En efecto, ci 

del. mismo espacio (para el cual previamente se 
v Y \\' son dos 
"' ""' ha definido 

1 
' 

J 
f 
'· ¡ 

1 
' f 
1 
j 
1 
¡ 



un producto interno como- V • '1/. ::. v1w1 -+- v2w2 + ... 4- v w ) , 
. --· nn 

l ~ ~ \ = 1\ ;::, H 1\ ~ 11 1 e os(~, 1;J / 

donde cos(v, w) es el "coseno dr=l ángulo que forrDan los vectores v 
~ - -.... 

y w •. Del hrJcho de que ( cos(v, w) l ~ J., la igualdad anterio1· se . ,.......;, ........ """" 
trnnforma en la desigualdad 

1 1 V • VI 1 \ C::, 1\ V \\ \1 VI 1( 
,... 'V - ;-...; ,.,._¡ 

que es una desigua.ldad conocida corno de l2_9hwarz. 

Volviendo al sistema (l.J•i), ya que 

Au::.b 

se tiene 

1\ b 1\ :::. 1\ A \ ( \1 u \1 (l. J. )8 ) 
'"V 'V -

• 
Aplicando la desigualdad (l.J,J?) a la ec (l,J.J6), se tiene 

11 ~~1\ ::: 11 ~- 1 1\ 11 & ~ lt (l.J.J9) 

Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (l.J,JC) y 

(l.J,J9), se tiene 

ll ~ u 1( 1\ -
. 

Si b :i O, se 
N ..._, pueden dividir ambos miembros de la dltima 

dcsic;u,aldacl entre 
1 

11 u 11 11 b 1(, con lo que se obtiene ...., .... 
1\S, u q 
----'"'""'-- .:::: 

,, u 11 
"' 

1 \ ,\ ' ( -
" ~ b 1\ · ~ ::cond(A) 

1\& b l\ "' 
"' 

r 1 S b '' ~ 

lib 11 ,..., 
(l. .3 JI-O) 



.. 

. con lo que se demuestra 4ue la condici~n de una matriz es el factor 

de a~plificaci6n del error da redondeo, 

Un re~ultado semejante se habrin obtenido si se hubiera supuesto 

imprecisi6n en~· en lugar de~; pero en aras de .la brevedad
1

este 
análisis ya no se contin~a. 

Por la importancia que tiene la condici6n de una matriz, la 

mayor pa.rte de los programas de elemento finito proporcionan una 
estimaci6n de este n1mero~ ya que un 

costoso ; pero twnbi6n, innecesario. 

problemas en medios elásticos planos 

cálculo exacto seria demasiado 
., 
.t.n aplicaciones· del 

se genera una malla de elementos. 

Si la malla es triangular, se tendrán elementos de las f'onna~; de la 

Fig l.J.l 

(a) (b) 
• 

Fig l,J,l Elementos finitos 

El elemento de la Fig l.J.l (a) es casi equilátero., mientras que 
'1 de la Fig l.J,l (b) es "muy escaleno'', esto es, sus lados son de 

longitudes muy desiguales. Una malla con elementos equiláteros 
produce una mat:::-iz de ric;idez de condici6n baja, rr.ientras que una con 

elementos muy desbalanccndos, co1no él de la Fic l.J.l (b), produce 
una matriz de ric;idcz de condición muy alta. Existen N.Q.rr,>c"~'::adhl'es 
que balancean una malla desbnlanceada, 

.1 

'· 

'1 
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4, HOOELAC[ON HATEMATIC¡\ DE SISTEMAS 

4.1. Introducción nl Cfilculo de Vurin~ibncs 

Existe una gran variedad de sistemas físicos que pueden 

ser descritos desde ~~ punto de vista variacional y _en este con

texto, el manejo de cálculo de variaciones se considera como una 

herramienta matemática que permite la formul~ción de un sistema 

mediante conceptos matemáticos que pueden relacionarse directa

mente ~on aspectos físicos del mismo. 

El problema clásico de cálculo de variaciones consiste en 

enc6ntrar los valores estacionarios de un funcional el cual se 

define como una integral definida cuyo valor numérico depende 

de la. función integrada y para encontrar los valores estaciona

rios de dicha ir1~egral es necesario encontrar la funci6n que 

sustituida en el intcgrapdo corrcspo~dientc ceda un ~alar extre

mo, es decir mínimo o máximo. 

Sea el funcional I definido por: 

• 
(4.1.1) 

Cada funci6n F(x) que sea sustituida en esta ecuaci6n resulta 

en un valor numérico de I diferente y aquella funci6n F*(x) que 

resulte en un valor mínimo o máximo, hace el funcional I esta

cionario. 

Es conveniente pensar en el paralelismo que existe entre 

el concepto de encontrar los valores estacionarios de un funcio

nal y de una funci6n alqebráica. Cuando se busca el mínimo o má-
1 -

xirno de Una función de~inida como 

l{-= fC><) ( 4. 1. 2) 

·, 
·., 



Ciertas condi.ciones deben se¡; sa.tis~cchas, COJllO lo son que l.a 

función· sea continua en c.¡ x;anc;¡o d.e i·ntc¡;és., que sea de~;ibable 

dos veces en dicho rango y que adem&s la primera derivada de 

la funci6n con respecto a la variable sea cero e~ decir 

lt' - =o (4.1.3} 

El resultado es un valor de la variable independiente para 

el cual la función f(x} es estacionario. 

Entonces, cuando se extremiza una fünción se encuentra un 

valor de la variable indepe~d~inte, más cuando se extremiza un 

funcional se encuentra uan funci6n. La condici6n suficiente y 

necesaria para extremizar dicho funcional consiste en que su 

.primera variación sea cero; es decir: 

(4.1.4} 

Esta condición es análoga a la condición de la ecuación 

(4. 1. 3}. Un ejemplo de aplicación del concepto varincional es 
• el problema de encontrar la trayectoria que debe seguir una 

partícula de masa m para moverse desde el punto A al punto B 

en un plano, bajo la acción de la gravedad de tal forma que 

el tiempo de recorrido sea mínimo. Figura (4.1.1}. 

o 

Figura 4.1.1 Pioblema de brachistochrone 



El funcional que se puede p~opone~ para este p~qblema es; 

J
s, 

'\_::: 
o 

ds -v- (4.1.5) 

en donde: 

(4,1.6) 

y de conside~aciones energfiticas 

(4.1.7) 

etitoncea combinando las tres Gltimas ecuaciones se tiene que 

t -=-Jx~ dx 
o z~x 

(4.1.8) 

El problema consiste en encontrar una funci6n y=f(~) tal 

que el funcior1al t sea.m!nimo. 

Antes d~ procedir a formular la soluci6n es nccesario.des

cribir la forma general del problema ~lfisico de cfilculo de va~ 

riacioncs. 

Sea el funcional rr definido por 
b 

1f =: L. F ( x , '1 , Y' ) d.x (4.1.9) 

. 'd . 
en donde y•=~. El problema consiste en encontrar funciones 

y•y(x) para las .. cuales pequeñas variaciones arbitrarias Oy(x), 

no cambien el valor de rr. 

La 
1
condici6n suficiente y necesaria para encontrar un va

lor esta'cionario de rr es· de ac.uerdo con la ecuaci6n (4. 1. 4) 

b . 

6 n~. L .. J'F(x.~. 1{') ax 
' 

o 
(4.1.10) 



Toma~do la yariaci6n de r resulta 

c-n-Jb(aF ~~ + ~ ól.l') ~1\-::: O o 11- "- ~'\ d~· . (4.1.11} 

en donde J~1 "' t. (ó~) (4.1.12} 

Sustituyendo (4. 1. 12} en (4. 1. 11} e integrando por partes el re

sultado es: 

(4.1.13} 

Entonces para qu~ ÓTI sea cero es necesario que: 

( 4 .. 1 . 1 4 } 

y por lo tanto 
(4.1.15} 

o en su defecto que los dos términos de la integral en la ecuación 

(4. 1. 12} sean cero, es decir 

d t=(b) 
::::0 (4.1.16} 

y 

(4.1.17} 

dado ~ue 6y es arbitraria entre los limites a y b y no necesaria

mente cero entonces 

(4.1.18} 

Esta es la ecuación conocida corno la ecuación Euler-Lagrange 

y aquella funci6n Y(x} que satisfaga la ecuaci6n (4.18} hace el 

funcional TI c·stacíonario. 

'1 \ 



Regresando al ~roblc~a de hrachistochrone podemos identi

ficar el, integ¡:-ando do las ecuaci.ones (4,1,8) y (4,1,q) es de-

cir 

<4.1.1n 

y dado que y no a~arece expl!citamente en (4.1.1~) entonces 

4 (~)-dX a~' -O <4.1.20) 

que im~lica que el .paréntesis es igual a una constante 

'-!' 
c. (4.1.21) 

despejando Y' de (4.1.21) queda 

-ctx 
(4.1.22.) 

(4.1.23) 

• 
La solución de esta integral a través de tablas de integración 

y algunas mani~ulaciones cede la siguiente solción. 1 

(4.1.2•0 

en donde 

e = c.os' ( \ - l.\~ '-1. .x) (4.1.25) 

Entonces sustituyendo la ecuación (4. 1. 2"2.) es (4.1.6) se ., 
puede co~probar que el tiempo de recorrido es mínimo en compara

' 
ción con:cualquier otra trayectoria que pase por los puntos ex-

tremos de la curva. 

·.•· 



Otro problema clásico q.ue e~ lector. puede realiz¡>¡:: c;;orno 

ejercicio cons.iste en e.nc;;gnt~~r. 1~ tr.i"yectoria que debe seguir 

la particula que haga la distancia de recorrido m!nima. El re

sultado es obviamente una lí:nea recta que une los puntos extre

mos. El funcional correspondiente para este otro problema es: 

' J')(' S= oJI+u,'z.'dx· (4.1.26) 

Un funcional en general puede tener varias variables indepen

dientes, por ejemplo: 

1T = f F (X, '1, e 1 ~ 1 IR~ 1{\ <Pe ) d V 

V 
(4.1.27) 

en donde lj!x, 1jJy, lj!z son las parciales de ~~ con respecto a las 

tres variables independientes. Una varj.aci6n de n ocasionada 

por un pequeño cambio en F es: 

C1T:: j(~¿<t+ óF ~~x +dF ~~'1+ df' ~~~ J JV 
o al(> otfx · ~<f'f dC{J-z, 

V 
y aplicando la ecuación (4. 1. 11) resulta 

• 

y 

(4.1.28) 

en esta ecuación los Últimos términos satisfacen por el teorema 

de divergencia de Gauss lo siguiente: 

(4.1.30) 

en donde lx es el coseno direccional de la normal a la supcrfi-
1 

cie con: respecto al eje x. La ecuación (4. 1. 2'1) queda como si-

gue: 

.. 
·., 

._.. 

b 



(4 ' 1 ' 31 ) 

Ahora, un valor estacioriaro de rr ocurre solamente cuando los t~r

rninos de los paréntesis son cero. Esto da como resultado la ecua

ci6n diferencial que gobierna el sistema y sus condiciones de 

frontera,. 

El funcional de la ecuaci6n (4.1,31) es aplicable a proble-

mas de cainpo y un ejemplo es el siguiente; sea el funcional 

1f::: Ji(kx><(~)\ ~~~(~)
1

+ \<u(~y-_ ?.Q<e1dv<
4

.1.
32

l 

V 

aplicando la forma de la ecuaci6n (4. 1. 31) el resultado es ~1 si

guiente 

(4.1.33) 

y considerando los términos individuales resulta 

~ = -2.Q 

~ e ~K)= ;X ( 2 Kx~ ~) -
(4.1.3~) 

Las ecuaciones combinadas ~eden la ecuación diferencial que apli-

ca para problemas de campo: 

7 



¡ 

·'·J. 

o 
(4.1.3Sl 

y ·96mo conclusión ~enemas que el funcional n de la ecuaci6n 

(4. l. 32.) es estacionario cuando la ecuación diferencial (4. 1. 3~) 

se satisface. 



4: .. 2 Formlllación V:niacionnl del Elemento Finito 

4.2.1 Introducción 

.El concepto fundamental del método del elemento finito 

(MEF) consiste en que cualquier función continua en un domi

nio dado, puede aproximarse mediante una sucesión de funcio

nes que se definen en una serie de subdominios dentro d~ los 

cuales estas funciones son continuas y las cuales se inter

conectan para aproximar así la función dada (Fig.~.2.1) 

Desde un punto de vista físico, el concepto fundamental 

del m6todo del elemento finito consiste en que ba~~ resolver 

un ~istcma que representa una estructura f!sica sujeta a 

c~crtas condiciones fisicas, se puede utilizar un modelo r 
aproximado ~empuesta de una serie de elementos que se inter

conect~n en. u~a serie d~ puntos llamados nodos (Fig.~.2.2)y 

~uyo .. compo~~amicnto es ~ono~ido a través de ciertas ecuacio

nes p®stablecidas y que corresponden a los tipos de elemen

tos usados y ál número de nodos en cada uno de ellos . 
• 

La solución ele las ecuaciones del modelo pueden ser 

exactas, pero el modelo en si es una aproximación discreta 

al sistema físico y la solucjÓn de dicho modelo se aproxima 

a la solución del sistema· real. Los antecedentes del m&todo 

del elemento finito datan de los a5os 50's cuando surgió del 

análisis de estructuras aereonáuticas, y ha evolucionado rá

pidamente hasta expander sus aplicaciones a varios campos de 

la ingeniería como son la transmisión de calor, la elastici

dad, mecánica de fluidos, estructuras, lubricación y otros 

muchos.¡-
' 

4.?.2 Formulación de un Problema de Ingeniería 

La Íprmulación matemática en problemas de ingeniería 

generalmente se puede efectuar en dos formas diferentes, 
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Resumiendo lo anterior, el procedimiento para desarrollar 

el análisis.de una estructura deformable consiste en establecer 

un funcional, el cual es el valor de una integral y que tiene 

,la form<~ 

'Xb 

Tf::: J F(X.,l.\,~') dx 
'<4.2.2) 

X o.. 

en donde 

~:: l{(X) ) -e\ X (4.2.3) 

Una vez establecido este funcional se procede a encontrar 

sus valores extremos, lo. cual requiere que su primera varia

ción s~a igual a cero, es decir que cumpla con la condición 

de estacionaridad de una integral mediante: 

o (4.2.4) 

Cabe mencionar que encontrar el valor estacionario de 

una integral es similar a encontrar los valores m!nirnos o 

máximos de una' funci6n en cálculo diferenical, excepto que 

al minimizar una funci6n se obtiene un valor de la varia-

ble independiente que nos da un m!nimo en la funci6n, mien

tras que al minimizar un funcional se obtiene una función 

que al inteirarse hace el valor de dicha integral m1nimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a 

discretizar la integral mediante la siguiente ecuaci6n 

(4. 2. 5) 



o bien: 

TI - 'TT, + 1T '2. + 1f 3 + ... + n" (4.2.6) 

La integral total rr ahora consiste en varias integrales parcia

les rri, cada una extendiéndose en los subdominios (xi-1,xi) 

El concepto de discretizar la integral de la ecuación 

puede tener una interpretación fÍsica al dividir el do

minio de la función en una serie de elementos a los cuales 

se asigna cada una de las integrales. La ventaja es que ahora 

es posible usar alguna aproximación polinomial (lineal, para

bólica etc.) para la función.Y(x) en cada integral, es decir 

en cada elemento. Esto permite que el valor de cada función 

integral sea una función de los coeficientes utilizados en 

el polinomio de dicho elemento. Entonces la integral total 

TI es también una función de los coeficientes polinomiales usa

dos en cada uno de los elementos y la condición de la ecuación 

se satisface si 

o (Á=-I,'l:, ... n} 
(4.2.7) 

donde las ~. 's son el juego completo de coeficientes polinomia
~ 

les usados en cada elemento. 

Al substituir la función Y(x) por una aproximación poli

nomial y(x)~a 1 x+a 2 x
2 ... el problema se reduce a encontrar los 

coeficientes de los polinomios usados en la aproximación. 

Es decir, la solución directa de la ecuación (4.2.2)sujeta 

a las condiciones (4. 2.3) puede ser bastante complicad" y es 

necesario aplicar los conceptos de cálculo variacional, sin 

embargo el problema se puede formular mediante la ecuación · 

(4.2.5)y al substituir la aproximación polinomial el proble

ma se puede resolver algebráicamcnte 

\'-¡ 
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4.2.3 Energía Potencial 

En la introducción de conceptos ftindamentales del m&todo 

del elemento finito se derivaron unas ecuaciones algebráicas 

de equilibrio que en forma matricial se pueden expresar como: 

Este sistema de ecuaciones representa un modelo matemáti

co cuya interpretación física está directamente rela~ionada 

con la definición de un sistema físico el cual consiste de un 

cuerpo deformable caracterizado por la matriz de propiedades 

elásticas 1}], y por las cargas que actuan sobre el sistema 

· {P}quc ocasionan ciertos desplazamientos en dicho cuerpd {cl. 

Er1 general, un cuerpo elástico es la composici6n de una 

infinidad de partículas las cuales interactuan entre si y 

producen ciertas respucs~as a ciertos perturbaciones y dado 

a que existe un número infinito de partículas en cada cuer

po no es conveniente describir la respuesta de un sistema 

el5stico en t~rminos ·ac los desplaza~i.cntos de cada partí

cula, más bien se toma un número finito de puntos que pue

dan caracterizar el comportamiento del sistema. 

En ciertos casos es posible formular las ecuaciones de 

equilibrio en base a relaciones directas de carga y despla

zamiento, como es en el caso de resortes· lineales, o vi.gas, 

pero en otros casos no es tan evidente la relación de carga 

y deformación y por lo tanto es conveniente usar métodos 

alternativos para la formulación de las ecuaciones de equi

librio. Uno de estos métodos se basa en la expresión de la 

energí4 potencial la cual se define como sigue: 

La energía potencial de un cuerpo deformable sujeto a 

cargas estáticas es igual a la energía interna o de defor

mación almacenada en el cuerpo deformado menos el trabajo 

rS" 



realizado por las cargas que actuan en el a lo largo de los 

desplazamientos. de los puntos de aplicaci.ón de dichas cargas, 

Esto se puede expresar como sigue 

v =- u- w 

en donde V~EnergÍa potencial 

U~Energia de deformaci6n o interna 

w~Trabajo de las cargas aplicadas 

(4.2.9) 

Como ejemplo podemos considerar el caso simple de un re

sorte lineal mostrado en la Fig. 4.2.4 .El desplazamiento D del 

extremo libre del resorte es ocasionado por la carga P aplica

da en ese extremo en tonces la energía potencial se puede ex-

prcsar como: 

(4.2.10) 

En esta cxpr.csión, la primera integral representa la 

energía de deformaci6n y la segunda el trabajo realizado por 

la carga sobre el resorte de constante K. Al integrar se ob

tiene: 

V 
1 kD'-PD 
2. (4.2.11) 

Es deciT la expresión de la energía potencial es el valor 

de una integral y por lo tanto V es un funcional el cual puede 

ser minimizado, d~acuerdo al principio de la energía potencial 

mínima. Entonces de la ecuaci6n(4.2.4) se tiene que: 

óV=- ( 1<D- P) SD (4.2.12) 



La cual es consistente con el principio de trabajo yirt~al 

y dado que So es diferente de cero entonces 

K D- P o (4.2.12a) 

• Es decir que el desplazamiento D que resulte en el equili

brio del sistema es tal que: 

(4.2.12b) 

Gráficamente la ecuación(4.2.11) se puede representar por medio 

de la suma de dos funciones tal como se muestra en la Fig(4.2.5) 

de tal forma para un potencial minimo se tiene que el desplaza

miento D es aquel que produce el equilibrio. 

4.~4.sistemas con Varios Grados de Libertad 

Por definición los grados de libbrtad son aquellas varia

bles que definen completamcrtte y en forma Gnica el estado o 

configurací6rl de un sistema dado, por ejemplo, el sistema de 

resorte lineal que se acaba de ver es un sistema cor1 un solo 

grado de libertad ya que una sola cantidad define el estado 

del sistema, esa variable es el desplazamiento lineal del ex

tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro resorte,en 

tonces existen dos grados de libertad y asi sucesivamente. Sin 

embargo la naturaleza de los grados de libertad no es necesa

riamente la misma, ya que éstos se pueden referir a desplaza

mientos, rotaciones, temperaturas o tambi6n coeficientes de 

un polinomio que aproximan una función. 

si consideramos un sistema elástico con n grados de li

bertad el cual estS sujeto a ciertas pertúrbaciones. Ent6nces 

la energia potencial total se puede expresar como un función 

de estos n grados de libertad o sea 

(4.2.13) 
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entonces la primera variaci6n del potencial con respecto a los ' 

gradosde libertad se expresa como 

la cual debe cumplir con la condici8n de estacionaridad de 

la ecuaci6n (1.2.4), es decir 6rrc0 y por lo tanto: 

o 

(4.2.14) 

(4.2.15) 

De acuerdo con el principio de energía potencial mínima. 

la ecuación (4.2.1:::>) define la configuraci6n de equilibrio del 

sistema~ 

Un ejmplo de un sistema con dos grado de libertad es el 

que se muestra en la Fig .. 4.2.G el cual consta de dos resortes 

lineales empotrados, y una barra rígida ligada los dos resor

tes con una cqrga puntal como se muestra. La expresi6n para 

la energía, potencial se puede escribir ya intcgrilda como: 

(4.2.16) 

Al substituir v por 1T en la ecuaci6n (4.2,5) el resultado 

es: 

\! 1 D + \<:, D + k'!. eL - P o ('(.2.17) 

'dV - o .(4.2.18) 

o e 

que en forma matricial adquiere la siguiente fomra 



;¡' 

(4.2.19) 

que se puede reducir a la forma común de las ecuaciones de 

equilibrio 

(4.2.20) 

En la ecuación 4.2.19, (P) y (aP) son llamadas las fuerzas ge

neralizadas correspondientes a las coordenadas generalizadas 

(D) y ( 0) • 

De este ejemplo se puede concluir entonces que la matriz 

de rigidez [k] es una matriz simétrica es decir k .. =k .. y 
1) )1 

también que el producto de una fuerza generalizada por su 

correspondiente coordenada siempre tiene unidades de trabajo. 

Si un tercer resorte es anexado al sistema digamos en eL. 

punto intermedio de la barra, el sistema ~e convierte en un sis-· 

tema estaticamente inditcrminado. Sin embargo las coordenadas 

'D y 0 son aun suficientes para determinar la configuración del 

sistema y dos ecuaciones de equlibrio son generadas, es decir 

la indeterminación estática no afecta el procedimiento general 

basado en la.minimización del potencial. 

4.2.5Formulaci6n General Usando Campos de Desplazamiento 

Antes de desarrollar una expresión general para la energía 

potencial de c~erpos ellsticos es conveniente describir el con

cepto de campo de desplazamiento y aproximaciones. 

En muchOs sistemas mecánicos la configuración del mismo en 

un instante dado puede ser expresada en términos de los despla

zamientos de ciertos puntos de referencia, los cuales represen-

. ' 'f_ V \. 
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tan· un campo de desplazamientos con xcspecto a un maxco de re

ferencia. Pox ejemplo el camPO de de~plazamiento de una barxa 

elastica de seccidn uniforme con una carga axial Fig;~2.7 se 

puede describir en t!rminos de los desplazamientos en los ex

tremos de la misma en una forma lineal. Es decir el desplaza

miento en cualquier punto intermedio de una barra se puede ex

presar como una función del desplazamiento de los puntos ex

tremos de la misma con una relación de la forma 

(4.2.21) 

Donde Dx es el desplazamienot de un. punto en la coordenada x 

de la barra, L es la longitud original de la barra y D(i,j) 

es el desplazamiento del extremo (i,j) de la barra. 

La ecuación (4.2.21) puede escribirse en forma matricial 

como sigue; 

{::) Dx - [(1-?f) (~)1 
(4.2.22) 

Si consideramos que la barra representa un elemento con 

el nodo i en el extremo i y el nodo j en el extrcimo j y que 

f es el desplazamiento de un punto cualquiera del elemento en

tonces la ecuación(4. 2. 22) se puede expresar en forzna IT'.atricial 

como s_igue; 

(4.2.23) 

En el caso de un elemento en dos dimensiones como el mos

trado en la Fig. 4.2.8 el vector' {d}los desplazamientos en dos 

dimensiones de los nodos del elemento, entonces la ecuación 

(4. 2 .. 23) tendría la forma; 



N son llamadas las funciones de''forma'' o de in-
1,2,3,4 

terpolación. La descripción del campo de desplazamiento para 

otros elementos tambi6n es posible en base de los desplaza

mientos nodales, es decir que es posible conocer el desplaza

miento absoluto de cualquier punto en un elemento o estructu

ra conociendo el vector de desplazamientos nodales. Por lo 

tanto la formulación general usando elementos finitos está 

orientada a obtener la solución de un sistema con un número 

finito de grados de libertad, en donde los grados de liber

tad son los desplazamientos independientes de cada nodo y 

donde dichos desplazamientos pueden ser de traslación o de 

rotación. 

La aproximación a un campo de desplazamiento también se 

puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea 

el mismo que el correspondiente al elemento en cuestión, por 

ejmplo .en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un 

polinomio del tipo: 

{f1=flA1= fa,+Qtx1 (4.2.26) 

o 

~ n = ( ' X 1 t :~1 (4.2.27) 
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en donde a 1 y a
2 

son loa coeficiente& del polinomio de grado 

1, entonces hay dos coeficientes para un elemento que tiene 

dos grados de libertad. 

Los desplazamientos nodales '~}se pueden expresar en fun

ción de estos coeficientes substituyendo las condiciones de 

frontera 

lÁx=o 
(4.2.28) 

Entonces substituyendo en (4.2.26) resulta. el siguiente 

si.stema: 

(4.2.29). 

Despejando {¿¡) de (~·L 29)· y substituyendo en (4.2.27) se tiene 

-1 

x] [Al [d1 (4.2.30) 
• 

Invirtiendo la matriz j~J y desarrollando el producto en la 

ecuación 4.2,30. se obtiene la ecuación 4.2.22 o sea: 

(4.2.31) 

En el ,caso de un elemento plano triangular como el mostrado 

en la fig ·. 4.2.'l, la aproximación se puede hacer en base a las 

siguientes polinomios: 

u. = a. + Cl.t x -+ oq \\ 
V'~ 0..'1 + a.~ X -r o.., '1 

Quenm forma matricial quedan expresados como 

·.•· 

(4.2.32) 



1)., 

a.,_ 

·1~}=l~ 
)( '1 o o 

:~ 0.1 

o o 1 X o.~ (4.2.33) 

a.< 
a.~ 

Tornando las condiciones de frontera se obtiene que para 

la dirección x 

(4.2.34) 

y para la dirección y 

H1 
x. L\, {::} - X¡ "\¡ -

X) 'h 
(4.2.35) 

de donde 

¡ ;~ 1 o t A r ¡ ~:l • 
(4.2.36) 

y 

un o cAT·t~J (4.2.37) 

Substituyendo (4.2.36) y (4.2.37) en ·la ecuación (4.2.33) se obtiene 

U;:(l X Y)(Af'{U.UtU1)T 
_, T 

-.¡ ::: l' X '1]l..J\. l { '\f, V¡ \J1l 

'h- \.\, 
Xo - Xl 

(4.2.38) 

(4.2.39) 

x."it~Xtl1,1 
'{,- ~l (4. 2.40) 

Xt- X o 

1.G 



Substituyendo (4.2.40) en (-1.2.38) y(4.2.39) r reduciendo el sistemA 

resultante es 

en donde 

N, :: _1. f<.A 
2A l 3 

O Nt 

1\\, o (4.2.41) 

(4. 2. 42) 

(4.2.43). 

(4.2.44) 

De la misma manera se puede aproximar el campo de desplazamiento 

para un elemento cuadrilatero plano de la Fig.4.2.8 usando ~oli

nomios·del tipo: 

(4.2.45) 

(4.2.4G) 

Los cuales conducen a un sistema equivalente al dado en las 

ecuaciónes(4.2.24) y (4.2.25). 

4 .. 2.6 ~rsión General de Li Energía Potencial 

Podemos considerar ahora el caso general de un cuerpo elás

tico en el espacio el cual está sujeto a cargas que producen un 

campo de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos tal que en 

un punto dado de dicho cuerpo y con respecto a un maruo de re

ferencia, los vectores de esfuerzos y de deformaciones son: 

(4.2.47) 

¿ / " 

·~ 



y 
(4.2.4fl) 

La realción esfuerzo-deformación puede escribirse como: 

{<l)=\:.E)tf\+\_cr.\ (Ll-'I.·W 

en donde [EJ es la matriz de propiedades elásticas del material 

y el vecotor.· {cr 0 }es el vector de esfuerzos iniciales (dichos es

fuerzos iniciales pueden referirse a los esfuerzos presentes sin 

la aplicación de las cargas externas, como podrían ser esfuerzos 

residuales, esfuerzos de ensamble etc.). 

La definición de energ~a interna o de deformación se puede 

escribir como 

(4.2.50) 

Esta Cilcrg!a de deformaci6n es originada por cicrt~s car

gas que actuan en el cuerpo .las cuales desarrolan un cierto 

trabajo. Estas fuerzas se pueden clasificar en fuerzas internas 

o de cuerpo, que en un punto cualquiera tiene la forma: 

(4.2. 51) 

y el vector de fuerzas de superficie expresado por: 

(4.2.52) 

Entonces usando las expresiones (4.2.41) a la (4.2.52) y la expre-

si6n general -de la energía potencial de la ~iguiente forma 

1T= JtHf.\'[e1In + {E{[()o)) Jv 

-Jo\ ~J{f]f{F}dv Jtft~~1ds (4.2.53). 

'Jol 
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en donde la p~ime~a integ~al ~ep~esenta la ene~gía interna 

o de deformaci6n, la segunda integral representa el trabajo de

sarrollado por las fuerzas de cuerpo sobre la estructura y la 

terce~a integril representa el trabajo desarrollado por las 

fuerzas de superficie sobre el cuerpo, La ecuacion (4.2. 53) es 
• una forma más general de la ecuación (4. 2. 9) 

4~6 Pormulacion Elemental en Base a la Energía Potnecial 

El objetivo ahora eS formular las ecuaciones que carac

terizan un elemento en base a la minimizaci6n de .la energia 

potencial usando la expresión general (4.2.53) y la expresion 

del campo de desplazamiento {f},; {u v w}, 

Primeramente las deformaciones en un elemento se pueden 

expresar en terminas de los desplazamientos nodales a travis 

de la siguiente expresión 

(4. 2. 54) 

en donde l}lJ es la matriz esfuer~o-deformación que en el 

caso general de ~n material elástico isotropico es de la forma 

1- l) J) V o o tl 

J.) 1-lJ ).1 o o o 

tB1 E 1J j) 1- j) o o o (4. 2. 55) 

(ltll) (H.l.!) 1-211 o o o o o -l. 

o 1-llJ o o o o T 

o o o o o 1-'/.Ll 
~ 



Substituyendo las· ecuaciones (q•2,23) y(~·l,54)en('\-"1.,53)_ la energ1a 

potencial puede exprn~arse como; 

1fe=~~d1r( j[I)]T(t:j[B1 J~) ~d} + 

"·' 
fdFJ[B)T{\f.} JIJ 

Vol 

- fd1TJ[Nft¡:1 J~ td}TJ[N]Tf~}~S (4.2.56) 

IJol slf 

En esta ecuaci6n el sub!ndice en ne indica que la energ!a 

potencial.es de un elemento y por lo tanto el vector' w} es el 

vector de desplazamientos nodales de un elemento solamente, y 

pqra una estructura compuesta de varios elementos se tiene que 

la energ1a potencial total se expresa como la sumatoria de las 

energ!as potenciales de cada uno de los elementos y la energ!a 

potencial total queda expresada como: 

- JE~VJrrqdv -j[NJ1 t~1ds) (4. 2. 57) 

vol 5ve 

Una vez encontrada la expresi6n general de 1~ ~nergia 

potencial se procede a encontrar el valor extremo del funcio

nal rr·T substituyendo .en la ecuaci6n (4.2.4 l lo cual resulta en 

el sistema de ecuaciones dado por la ecuación(4.2,7) o 

(4. 2. 58) 

Entonces al substituir 1Tp dada por la ecuación (4.2.57) en la 

ecuaci6n (4.2. 58) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

de equilibrio, 



·-·; 

( ~ J.,(B JT[ tj[B) dO) ( q ~ ~ ( -1:sl'¡tr.\ J, + l,[•J T{F] ., 

(4.2.59) 

+ J[~;1ífP1 ~s) + {P1 
Su e 

La ecuación (4.2.59) se puede abre':'iar en tal forma que la 

sumatoria de las integrales del lado izquierdo de la misma 

sea identificada como la ''Matriz de Rigidez" y la sumato

ria ·de integrales del lado derecho de la ecuación como vector 

de cargas generalizadas, entonces la ecuación l'l·l·~~) queda 

(4.2.60) 

Ejemplo. Podemos con~iderar un caso simple en forma general 

mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia 

de operaciones 

· r Lh 1-[ 1 o 1 I (),, 7 _ (.A] ( {1. 1 
{d] :: ) th - ' L l qt. J - L . l > 

\. 

(4.2.61) 

(4.?.62) 

(4. 2 63) 

(4.2.64) 

(4.2.65) 

1' 
.JI 
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4.2.8 El Método R:lyleigh-Ritz 

(4.2.66) 

Matriz elemental de tigidez (4.2.67) 

Podemos considerar un ejemplo unidimensibnal para descri

bir el método Hayloigh-Rith como el mostrado en la Fig.4.2.IO en 

donde el área (S) y el módulo elástico (E) son constantes y la 

carga distribuida (q) son tales que 

(4.2.68) 

Las condiciones de frontera son: 

(4.2.69) 

U.,x:: o 
• 

La energía potencial se puede expresar como: 

(4.2.70) 

Substituyendo los valores dados en(4.2.68) y asumiendo que los 

desplazamientos u son de la forma u;a 1x entonces 

~ '· 

l a._,-:: 3 

(4.2.71) 

(4. 2. 72) 



2 
Si se asume ahora que u=a 1x+a

2
x , entonces la energ!a potencial 

queda como sigue: 

[o.., 1 :: f 7/,z.1 
'h l-v .. 

Sumar izando Resultados: 

U. (X""'\¡~) U.(X='h) u(x=J!..,) U(X: 1) (f(i:o) 

1 
T~rM\no . o g 33 .lG,(,1 -l50o 

2 
• l 3 o 2 • ?.7. 'l ~ .'2'\(,'\ 

T~rmirto 

f;~o.c to .l?.Z4 • 22. '12. • 3041 

Si il;SUmimos un polinomio de 3er 

obtendríamos la solución exacta 

cúbica de la forma 
3 .u= ( 3x-x ) /6 

Ritz basada en 

darla como resultado 

0.¡ :: o 

a.l ='"Yo:. 

• 3 3 3 .:n 3 

.33 3 ."5!33 

.3~3 .500'o 

grado para u(tres 

porque la solución 

o sea que el método 

(4.2.73) 

(4.2.74) 

(4.2.75) 

(f( X"' 1) 

.3)3 

.0833 

.o 

términos) 

exacta es 

Rayleigh-

(4.2.76) 

(4.2. 77) 
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y si se incluye~an m&s t&~minos como pox ejemplo 

. ' J ~ " u.=-o..x+a1x +a;x +a4x +····+O.nX 

la solución sería: 

a;, = v2 
C\. 1. ':. o 
O.l=-Y" 
Ó.4=CI.~= .... CI.n-=0 

(4.2.78) 

(4.2.79) 

El M&todo del Elemento Finito y su relación con R.R 

Podemos considerar ahora la barra del ejemplo anterior 

pero dividida en tres elementos como se muestra en lci Fig 4. 2.11 

Para cada elemento existe una matriz de forma tal que el cam

po de desplazamientos en.cada elemento se puede expresar como: 

U.· . ) (4.2.80) 
• 

y donde (4.2.81) 

Las deformaciones son dadas por: 

(4.2.82) 

.. 
Usando la ecuación(4.2.82) en la ecuaciónl1.2.80) 

(4.2.83) 

en donde 
(4.2.84) 

' 
·.•· 



---------

y donde que Ex es escalar entonces; 

(4.2.BS) 

Substituyendo la ecuación (4.2.85) en la expresión para la 

energía de un elemento se obtiene que 

lo cual se puede expresar en forma compacta como: 

en donde )) ,_~ 

1
. 

l~).:: AE l y: l-'IR 
~ " . . 

. l 1 p. E 
T -\ 

Por otra ~arte el trabajo realizado por la carga es 

J 
w=-tq.lu}.s 

y el potencial total de 12. estructura es 

(4.2.86) 

(4.2.87) 

(4.2.88) 

(4.2.89) 

• ~4.2.90) 

Suponiendo que para cada elemento las propiedades cumplen 

con las propiedades de las ecuaciones(4~2.68) y adem&s 

(4.2.91) 



Expandiendo los yecto~es al ~ango de la est~uctu~a se 

tiene que el vecto~ global es 

Substituyendo las condiciones(4.2.91) en(4.2.90) y expandiendo al 

~ango de la est~uciu~a, la ene~gfa potencial es: 

~ -i ~ n · n -~ -~ ~ 1 • n ~ -~ _¡ 

U}+;.gJ<tn S4 

Minimizando la cnerg~a potencial se obtiene que 

la cual resulta en el siguiente sistema de ecuaciones de 

librio 

3 -~ o o U, Ys-4 
-3 " ..¿, o \.(¡ 

'ls-" 
o -~ ' -~ UI llj"" 

o o -~ 3 \!" f/}..¡ 

J4.2.93) 

(4.2.94) 

equi-

(4.2.95) 



.... 

La Matriz cuad~ada del lado izquierdo de esta ecuaci6n es 

singular debido a que no se han impuesto las condiciones de 

frontera de la estructura, lsta condici6n es 

U.,= o (4.2.96) 

111 imponer la condici<ln (3,96) en la ecuaci6n (4.2.95) se 

obtiene. 

(4.2.97) 

de donde se obtiene que u 2 =.1605, u
3

=.2B40 y u 4 =.333 los 

cuales son exactos sin embargo son aproximados en cualquier 

otro punto, por ejemplo en x•L/2 se tiene 

(4.2.98) 

• 
o 2. 22. (4.2.99) 

El valor exacto de u en x•L/2 es de 0,2292. El esfuerzo 

· en el elemento i es q ,• (E u ) . o también 
. J: ,x ~ 

(f.i = E (4.2.100) 

suJstituyendo las condiciones (4.2.91) en (4 • 2· 10°) se obtienen 

los siguientes resultados: 

'.'· 
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Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des

plazamientos son más exactos que los esfuerzos corno se puede 

apreciar en la Fig. 4.2.12. 

De estos dos ejemplos se puede concluir que el mitodo cli

sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproximado pero mis exacto si 

se utilizan más términos en el polinomio. En el caso de cargas 

destribuidas el método de R-R puede ser exacto si se usan su

ficientes términos en el polinomio y la inclusión de más tér

minos no cambia la solución. 

Por otra-lado usando elementos finitos. se llega a resulta

dos exactos si las cargas se loca·lizan en los nodos y es apro

ximado para el caso de cargas distribuidas pero puede ser bas

tante cercano al exacto si se usan más elementos. 

El método clisico de R-R utiliza un polinomio que se apli

ca a todo el dominio de la estructura, mientras que el método 

del elemento finito utiliza un polinomio apra cada elemento. 

42l0Modelaci6n de Sistemas con Elementos Finitos 

Existe una variedad muy grande de sistemas mecánicos y es

tructurales los cuales requieren de una solución la cual no es 

siempre trivial ni simple de obtener, en tales casos es prác

tica común .hacer una clasificación de efectos significantes y 

otros que por su naturaleza puedefl considerarse insignificantes 

o ignorables, de tal manera que en general siempre se habla en 

términos de una·solución aproximada a la solución real del sis

tema o de una solución exacta o aproximada de un modelo aproxi-

:,q 
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mado al sistema real, 

En la forrnulaciBn anal!tica de un sistema, las suposicio

nes de que algunos efectos son ignorables tienen corno objetivo 

simplificar los procedimientos de cSlculo, sin embargo a 

travé$ del desarrollo de técnicas digitales se han podido me

jorar dichos procedimientos, 'aunque en general siempre es ne

cesario hacer algunas suposiciones respecto a aquellos efec~ 

tos que pueden ser ignorables o simplemente no dominantes. 

La forrnulaciBn con elementos finitos también requiere de 

suposiciones l6gicas en base a la naturaleza del sistema en 

cuesti6n y para tal efecto se h.an desarrollado una variedad 

de elemntos cuyas propiedades son represntativas de algunos 

casos específicos de sistemas y asÍ se tienen por ejemplo ele

mentos planos para la simulaci6n de problemas bidimensionales 

de esfuerzo plano o deformaci6n plana, elementos viga en dos 

y~t-re-s-d-imensiones, elementos.sólidos o de volumen, elementos_ 

cas~aron y otros varios que tienen propósitos especificas. 

En general, el análisis y modelaci6n de un sistema es 

un proceso que se desarrolla.en varias etapas que son: 

l.Definici6n del sistema físico 

2.Definición de condiciones de frontera 

3,Definici6n de agentes de perturbaci6n 

4,Definici6n de variables de respuesta 

S.DefiniciBn de efectos despreciables 

&.Desarrollo del modelo anaiítico o 

modelo matemático 

7,Aplicaci6n sistemática de procedimien

tos de Cálculo 

8,Interpretaci6n de Resultados 

Cabe mencionar que un entendimiento general del sistema 

en cuestión es siempre básico e importante pues la definición 

1 



del sistema físico, de las condiciones iniciales y de frontera 

y la definición de agentes perturbadores puede depender de un 

entendimiento bastante completo del problema que se est~ ana

·lizando ya que una formulación erronea conceptualmente genera 

resultados que no corresponden al verdadero problema. 

En el ~rea de aplicaciones del método del elemento finito 

se parte de la suposición que el análisis conoce y entiende el 

problema en cuestión, de tal forma que los puntos del al 5 

del porceso de análisis queden satisfactoriamente establecidos. 

En el punto 6, referente al desarrollo del modelo matemá

tico es necesario que las caracteristicas de los elementos em

pleados sean compatibles con el comportamiento general del si.s-

tena y por compatibilidad se entiende que el conjunto de ele-

ment~s que componen el sistema sean capaces de reproducir en 

forma aproximada la respuesta del sistema a las perturbaciones 

y condiciones a que está sujeto. 

Son varios los aspectos que se deben tornar en cueDta para 

la selección de los elementos apropiados para cada caso, por 

ejemplo: 

-El nfimero de nodos .del elemento 

-El nfimero de grados de libertad 

-Condiciones naturales de frontera del elemento 

-Tipo de cargas admisibles por el elemento 

-Tipo de geometría permitido por el elemento 

-Sistemas de coordenadas permisibles del elemento 

L ' ' ' d 1 t. dt - ~m1tac1ones e 1po elemento 

En la Fig, Ll·7.·13 se muestran algunos elementos que en gene

ral pueden ser aplicados a la modelación de varios tipos de sis

temas y a continuación se presentan algunos casos específicos de 

aplicaciones a sistemas reales. 
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4.3. Formulac¡6n de Kesiduos Pesados (Metodo de Galerkin) 

Una forrnulaci6n alternativa a la variacional es la derio-

minada de resi.duos pesados. Esta formulaci6n no requiere de un 

postulado variacional que aplique al sistema de interés y par

te de una manipulación directa sobre la ecuación diferencial 

que gobierna la física del mismo. 

Una formulación diferencial resulta en una ecuación del 

tipo 

o (4.3.1) 

en donde Les un operador diferencial, con las condiciones de 

frontera 
l(l(o)= o 
~ 1 (o) = b 

(4.3.2) 

Una función de c~mpo que puede satisfacer las condiciones ante

riores se puede definir como: 

( 4. 3. 3) 

en donde[Nles una función de las coordenadas 

es el vector de valores nodales de 

es una función a ''preuba'' 

entonces, si \.f}a es~ verdadera función, al sustituirla en la 

ecuación (4. 3.1) el resultado es: 

L( {~}c..) =o (4.3.4) 

la verdadera función pero es una buena aproximación de la rnis

arn, entonces al sustituir en 4.3.1. el resultado es: 

RzO 
(4,3.5) 



---~-----

en donde R es un residuo de error dado por a es solamente 

una buena aproximación de la verdadera función .Por lo tanto· 

R se puede evaluar en puntos discretos {nodos) e igualar la _su

ma a cero para minimizar el error, o sea 

o 
(4,3.6) 

Pero una mejor solución sería la de distribuir R sobre una región 

de acuerdo a alguna _funci6n de peso w de las coordenadas (nodales) 

antes de la ±ntegración, es decir 

J W Rd'J o 
(4.3.7) 

" 
o sustituyendo la ecuaci6n (4.3.3-.) en (4.3.5) y esta en (4.3.7) 

se tiene: 

JwL([N]f<f_¡\) dV=o ( 4. 3. 8) 

" La función de peso w puede ser de cualquier forma en gene_ral 

pero cuando se selecciona igual a las funciones de forma o de in-

terpolación se tiene que w es igual a N y por lo tanto 

J [N] l ( t.tJH~.d) ~V= o 
( 4. 3. 9) 

V 

La ecuación (4.3.9) es la formulación de ''Galerkin'' de ele

mento finito y si se aplica a cada elemento en la región, se ob

tienen n ecuaciones simultáneas para n parámetros nodales en 

La solución del sistema de ecuaciones que resulta se desarro

lla de igual manera que para otros casos, aunque una desvetaja es 

que la ecuaci6n (4.3.9) contiene derivadas de orden más alto que 

las de formulación varíacional. 



Considerar la ecuación difer~ncial: 

Lu-.f=o (.4,3,10) 

en donde Les un operador diferencial, y la aproximación 

(4,3,11) 

entonces 

l ü.- f = E. 
(4,3,12) 

en donde E;error iesidual.La condición es entonces: 

(4,3,13) 

Es decir que el error E entre la solución aproximada y la solu

ción real es ortogonal a las funciones usadas -en la aproximación 

Ni, Este es el método de Galerkin cuya ecuación estable: 

fo::: l,j' le.-. 

donde 

Un ejemplo es el sigu~ente, sea la ecuación 

con condiciones iniciales 

<{!(o) :: 1 

q> 1(o) -::..0 
Usando la ecución (4.3.14) resulta 

J
J. ( d"Zlt cltf ) 
e) N_, -».1. + 3 CJX ;- 4 o.x =o 

1 es el límite de x 

'(4.3.14) 

(4.3.15) 

(4.3.16) 

(4.3.17) 

(4.3.18) 



Aplicaci6n del Método de Galerkin a Vigas. 

La ecuación fundamental 

H 
EI. 

Usando la ecuación (4.3.14) 

(4. 3. 19) 

(4.3.20) 

La función de forma Óde interplación se define sobre cada 

elemento, entonces ·para todo el sistema s·e tiene: 

1<.. 
2 
e=' 

f l N(t)r ( ~¡~~)-
lc~J . 

M Ce:) 

EI ) dx =o 

Las funciones de ±nterpolací6n son tales que: 

Entonces el Momento M se puede 

M -l N~)] { t'U/Er.) 
EI. K¡/er.J 

aproximar: 

.. (4.3.21) 

(4.3.22) 

(4.3.23) 

Para reducir e 1 orden de 1 a integra 1 en 1 a ecuación (4. 3. 21) se puede 

integrar por partes entonc_es: 

Xj 

J [ !{ (e)1 T ~ = ( Nee)r ~1 
(~) d.x.< O.x 

1 X· .... 
(4.3.24) 

Substituyendo en (4.3.21) se tiene: 

(4.3.25) 

t.O 



La primera integral nos d~ la matriz elemental de coeficientes 

[k(e)J en la ecuación 

(4.3.26) 

A través de la s~ma sobre todos los elementos, la segunda 

integral produc~ el vector ( F}. 

,. 
El primer término de la ecuación (4. 3. 25) contribuye al 

vector [F} si dy/d~ se define en cualquier extremo del elemento, 

si-no se desprecia. 

Las integrales de la ecuación (4. 3. 25) se evaluan como si-

gue: 

(4.3.27) 

(4.3.28) 

Entonces: 

1] ['i..i[ el 1 
[' -¡]{~} . 'i j I X = T _, 1 ~j¡ ( 4 • 3 • 2 9 ) 

y para la segunda integral: 

ll f M.i/E:r: l 
2. ~ l Mde.r J 

(4.3.30) 

4í' 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 
1o¡¡0 CW\ 

o 

_, 
..____ Co.du.- At \M t .. b 

Cb"'1=3oc.., 

IJocla M/e:t 
1 - 0·000,~'1 

2.. -o .ooO•l~ 

~ -o. ooo41" 
'{ -o. ooo3•8 
S" -0.0001!~ 

" o. o 

Las ecuaciones para el pri~er elemento son: 

d4 1 . --o 
• • Ó.l(- )t,.;> 1 el Último término 

ensamblado el sistema queda: 

1 - 1 ~. 
-\ '2. _, o 'h 

-1 2 "\; _, 
+(~O -1 '2. -1 "i~ 

o -1 '2. -1 ~t 
-1 1 '1• 

que se puede reducir a: 

1 - 1 "\. 
-1 '1.. -1 "'l. 

-1 '2. -1 ~3 
-\ '2. -1 "\<¡ 

-t '2. -1 "i~ 
-1 'fe 

'l 

desaparece. 

1.¡ 

1 

o 

o 
L\ 1 ,., 1 

1.¡ 

.3"3"1 

• S 11 

• '11.8 

.U" 
.\'13 
. 02.) 

l 

Entonces, 

-o. 0001'\ 4 
-O.OOO(o'>r 

-o. o o o y,, 
-o.ooo"31X 

-Q.OOOI>'I 

-o. o 

.·.l.\~=0 

una vez 

=(o} 
(4.3.32) 

(4.3.33) 



Resultados 

Nodo E. F. Teoría 

1 o o 
2 -.3334 -. 3335 

3 -1.2385 -1.2388 

4 -L 5719 -2.5729 

5 -4.1929 -4.1929 

6 -5.9559 -5.9559 

Conclusión: Sin comentarios. 

Ecuación de campo en dos dimensiones: 

l(~p) - (4.3.34) 

Aplicable a problemas de: 

-Torsión 

-Transmisión de Calor 

-Mecánica de Fluidos 

La integral de Galerkin para el caso de la ecuación {4.3.34)es: 

( 4. 3. 3 5) 

r ., 
:;,v 
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Table 1 - Coupled Node Displacements 

Node 1 Node 2 Directions 

1 1001 ux, UY, uz 
27 1027 ux, UY, uz 
40 1040 ux, UY, uz 

.5.5 10.55 ux, UY, uz 
70 1070 ux, UY, uz 
85 1085 ux. UY, uz 

102 1002 ux, UY, uz 
119 . 1119 ux, UY, uz 

· .. 
215 1215 ux, UY, uz 
651 1651 ux, UY, uz 
664 1664 ux, UY, uz 
667 1667 UX, UY, uz 

1 709 1709 ux, UY, uz 
728 1728 ux, UY, uz 
747 1747 ux, UY, uz 
764 1764 ux, UY, uz 
781 1781 ux, UY, uz 

' · .... 
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V section Tsection Ssection Ssec/pin 

U 51 * o.oos:.oe O.OQ'I"\00 . 0.0040:!>1 o. 00312. 

u63 0.005:!.'24 Q.004914 0.00404'1 o.oo:.1s 

U21s 0.00~6~0 o.oosn1 Q.0042.bD o.oo4ns 

U211 0.0%?.51 ();QQ59"!S · o .004'1 '1 o. 00414~ 

U417 o. o o 1'517 o.oo \61'1 0.00164'5 Q.Q0'2.\SS 

U419 0.00 216'\ (>. 002?.0'0 O.DD2BS o.oD214B 

U111 o. o o l'7 88 Q.QOIS\7 o.ooms Q.OOI173 
. 

U119 0.002117 . Q.D0214S 0.002\'l.l o. o o \7G;" 

ex: ** 1 o~oo 1o~'l 0.000~29 Q.OOOH\ O.OODS'LO 

cx:2 o. 00 \077 o.ooo%~ o. 000 7 0'\ 0.00051~ 

TABLE 3 

• 
U(¡) - Tangential displacement node 

** O:(j)- S Jope of pin side j 
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VI-l.. 

METOOO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS. 

INTRODUCCION. T 

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri

bir s:.1 proceso de d.iseño, se encontraba generalmente con formulaciones mate_ 

máticas difíciles. Por ejemplo, cons~e1·ando el simple caso de teoría de ---,,. 
:l~xión de placas, bajo las hip6tesis de pequeñas deformaciones y que la¡;; sec-

;::j~nes plmas permanecen planas después de la deformación, la ecuación di fe

rencial que gobierna el análisis .para un material elástico lineal homc:;c;neo e 

isotrópico es 

- 't ( l.) - -p 

donde W es la _.~flexión en el Plffito ( x, y ), q es la intensidad de la carga en el 
Eh 1 

punto ( x, y ), y D = ~~ ( l-"i"9 es la rigidez flexionante de la placrr la 

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de la placa h y la rel8-

ción de Poisson ~ En la Fig. 1 se presenta un elemento diferencial de 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. Combinando la flexión simple -

en dos direcciones se obtiene para los momentos y cortan res p:;.r unidad de lon-

giru:lde placa lo siguiente: 
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(2) 

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y rectangular, -

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

W(oJ~)::: o 

W)t.v. (OJ'j) + ~ W'N (o,'<) =o 
(3) 

j¿~----------~ 
X 
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Navier en 1820 presentó a la Academia Francesa de Ciencias, la solució.-. 

representando la carga q ( x, y), por medio de una serie trigonométrica doble 
co os 

'ib4'!1 = L ~ ... l.4M. ~ )( ~ ~ ~ (4) 

substiturye ( 4) en (l) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-armónica 

(1) como 

(S) 

en donde el coeficiente Amn Viene expresado por 
o. 'D L, 

~~tx.~~~x ~~~&xdlS 
o o 

- (6) 

El procedimiento de Navier consiste en lo siguiente:. Conocida la función dt 

carga q (x,y), se substituye en (6) y se obtiene el coeficiente Amn el cual -

nuevamente se substituye en (5) y se obtiene la deflexión W (x, y), y por medi0 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes ~M\ y f Q} 
Ej tmponante observar que las limitaciones de Navier se refieren a una placa -

rectangular libremente apoyada y con una función de carga q (x, y) impar con -

respecto a x, y con respecto a Y, es decir, fe~= -+'<-x) y 

Si la función fuese par, la representación de -

':.J (x, y) sería mediante una serie de cosenos, ·y si q (x, T) fuese una función cual_ 
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' quiera, se representc.ria media..1te una serie trigor,o:nécrica doble completa 

de senos y cosenos, y se tendrían problemas·en satisfacer las condiciOnes en 

la frontera. Generalmente la convergencia de la serie (5) es len:a, y en algu_ 

nos casos es necesaric• cor.sider.u- más de 500 ténninos par.;¡ e;,egurar la solu_ 

e ión correcta. 

Posteriormer.re en 1900 M. Levy cambia de posición le;, ejes coordenado: 

( Fig. ·3) e·L!tiliza une:: serie trigonométrica simple. 

= 
_ ~ J' (~>t1 1 ... tf<T ..., 

.;;..1- L-t:"' a~'~~~~.. 
tv\:. \ 

(7) 

El procedimientO de Levy consiste en substituir (7) en (1) obt.::r,iendo una 

ecuación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) con coeficientes constan
t., 

res no homogenea cor. 12 cual ya es posible satiSfacer diferentes condiciones en 
Ir,¡ 

lf 1(-+a ronrera d- - ~ pero continua limitado a una placa rectangular 

libremente a¡x;,yada en las fronteras X=O y x =a. 

l//_ -T---¡ 
1 bk ~ 1 • 

1~ r >< 
+ti~, ' 

1 

... 

~ J- .!w f ~'2. ' 

~ 1 
1 

_j _---~..... _____ 

a. 
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~as limitaciones de anál:sis tan restringidas, corno los ejemplos anteriores, 

aparecían en innumerables prot.lemas de ingeniería, lo cual originó el principio 

de los métodos numéricos, ~1 cual presenta dos etapas de desarrollo. Antes ---. 
:!~_La_ é_J??Ca de las computador~ S, donde rep_r:ese!ltl!.-_un imfX)rtante papel el I:rof· 

Southwell del Colegio Im¡x:rial de Inglaterra, desarrolland.9__Y. aplicando los mé-- --· . ···--· --- -· 
~Os_Euméricos de relajación y difc:rencias finitas, sy~rando las limitacoio~e-~ 

~estringidas de los métodos analíticos de solución. -- ~ 

Durante la era de ·las computadoras digitales, el método de análisis oor eh::_-
mentos finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que §reSte procedimienro 

_!' ·- • . ' ...- • . •• ,.- ... ::_,~ . . "• :'··. . ... _, 

... _:como resultado de la discretizaciÓn del medio-por analizaG --se Obtieñ'en::.sistema~ :':-
. . '- ·- . - '• 

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultfuleas, lo cual actualmente su 

solución no representa ningún problema. Por ejemplo, en el caso de análisis -
L-, 

elá~tico lineal de placas, podemos tener cualquier condición de apoyo, de geome 

crra y de cargas, prácticame.nte se ~eliminan la mavoría de las resrrjcciones de 

las soluciones analíl:icas menciom,.:as, el problema más importante es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

El primer tra.Lajo referente al método se debe a Hrenikoif ReL l ~-

b!icado f'TJ 1941, 1 el segundo a McHenrv publicado en 1943 en ambos trabajos 

( Fig. 4) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en 

estado plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la analogía con la 

solución estructural. 

Posteriormente en 1949 Newmarl'~ en su libro de Métodos Numéricos 

Ref. 3 , presenta los métodos de Hrenikoff y McHenry. Sin embargo, el - . ---· 



. ' ' 7 

-~ i 
1 i J .1' 

~ 1 
1 1 

1 
1 

jj 1 1 

/ l 
/ 1 1 
; -

J 

1 

J---
' ' ' --1 1-- T=>- 1 

1 

i:-tg . .! p,.-;_mera soluc;.c;n presentad[> p.Jr Hrenikoff er. .1.941. 

cré.:tiw óe aplicc.rlo a medios commuos ss de Tu.mer, Clouu~, \<~o.rrin y ToQP 
' ... ~--- -·-·-· ·------ ---· ------- --·- ---- ... --- --------- --- ~--- ... - .. -· . 

. Ref. S -------- , y no es, sino hasta 1960 con Clough, Ref. 6 
• 

nace; :p:>r p,rime_r.a 

1 b - . d "El F. . " d . ~ - 1 vez e no m re me:g!Co e - eu¡euw m no,... er •vanc;o mas corree rs122ar; te._lls 

propiedades bási-:~ de! elemento rrianr.:ular v el rec.rc.n>:ula::-, ~~'lo de Que 

en el m'ilimo tiem¡:.v la computadora comienza a ser_ una herramienta :nuv efecri --
va, conduce 1·ár:1Jamenre a la solución numérica de problema:;; elásrico li.'lea_ks 

complejos, en bs cuales una solución analitica no era p:.>siblc::. 

Se inicia,-¡ la 2er;vación de las propiedades de rigidez de los elemenus finitos, 
·-- -- ------. -- ·------- -----·----------------- ---------- -----·- - -- -- .. . . ·- --· 

el campo de desplazamientos en el medio se expresa en fur.ció:J de los 6es;_,lc.za -------- -~ ---- . ------.-- __.,.-- ---·-----···~ --·----·- --.. . 
mientas nodales de:! elemento, satisfadt:r:do continuidad, las fuerzas imerna~Ls~ 
-~-----··-· . ---·--- --- ·• 

~efin_::n_~J?~~an_?_o_ ~~principio del tramj~nuaJ, la identidad de este proceso con 

el de minimizar la eiJergía j)Otencial tOtal. o sea, el proc~c. de R.::\'l.;;i'J'~ 

Ref. 7 es obvia. El desarrollo anterior se acentúa en el carr.po d::; L l'.·lecá-

nica de Sólidos y -posteriormente Ziei-Jdewicz Ref; 13 y Wiisor; Re;'. 14 lo - . . -. . 

aplican en Mecánic-c; de fluidos y en pro!.'lemas de an&l!sis d'= cc¡¡ducció:J d2 calor. 
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Se presenta al .únal una Esta de referencias ck im,PJrtancia del método del e'le-

mento finito 

Al iniciar la determirraciór: de esfuerzos y desplazamientos en cierta proble-

ma de diseño, las ecuaciones que gobierJlan el problema eA cualquier forma de-

1 ben satisfacer equilibrio y continuidad. 

El J,1étodo del Elemento Finim es un procedimiento analítico, y cuando se 

aplica a un medio continuo, ésr~ st modela ana.Jiticamente subdividié';,dolo en -

sub- regiones { los elementos finitos ) en los que el com¡x>rtamiento de cada uRo 
. 

es definido ¡x>r grupos separados de funcione¡: que supuestamente deUnen esfuer

zos y desplazamientos en esa región, las funciones se seleccionan en forma tal 

que se satisfaga la condición de,_:cont:lnuidad a través de todo el medio, por lo ·· 

tanto, el método del elemento. finito en común con las soiuciones ¡x>r series y di-

f."rencias fimtas n·rresenra una aproximaCión a la solución del prob!ema 

z 

t Bz 

t ' .. • • z 
y ... 

o 1 Elemento estruc!ural 

., 
/" , , 

----- ·-~ . u 

ou 011' = --·+--oY ox 

h ' l"du<>r "'._ olonos 
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aw 
~-rdX 

w 4 . / 
i~ C>\ 11 

•• y 
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\.. 

\ ó ú ·---
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f J Coscoróo delgado Ol:Jsimétrico 

X 
g } Cascarones delgodr.s curvos 

F i9 5 Tipos de ele~T~entos finilos 



10 

TIPOS DE :t:LEl\1ENTOS. 
=-= 

2lementos que son usados comunmente en la práctica son ilustrados en)a 

Fig. S.., 

El elemento estructural simple, Fig. S (a), es un miembro de la familia-

total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri 

be armaduras y estrucn1ra~ espaciales. Cuando se combina con elementos de 

tipo diferente, especialmente con elementos de placa generalmente se describen 

miembros de rigidez. 

Los elementos básicos en ar,áJic:ic: por elementos finitos son placas ::lel~adas 

con cargas contenidas en su olano ( condición de ·esfuerzos planos ), tria..c'lgulares 

y cuadriláteros se ilustran en la Fib Sb. Se denominan básicos porque los pri-

meros desarrollos concernientes con el método se refieren a ellos. 

Los elementos sólido;;, Fig. 5 (é), son la generalización tridimensional de 

los elementos' de esfuerzos pla'10S. El tetrahedro y el hexaedro. son las formas 

más comunes y son esenciales para modelar analíticamente problemas de mecá 

nica Je suelos, rocas y estrucruras nucleares. Es conveniente mencionar que 

la única forma práctica de resolver problemas tridimensionales prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos más importantes de aplicación del método de .elementos 

finitos es en el análisis de ~sólidos axisimétricos ~, Fig. S (d). Una gran varíe -

dad de problemas de ingeniería cat>n en esta categoría, incluyendo concrero, t8J2.. 

ques, recip1enLes nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza 
' . 

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geometría axisimétrica. 
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En la Fig. 5 (d) se mL,est:ra el element.:. triangular, también se usan secciones 

cuadrilátc- ras. 

Elemento de placa plana en flexiór. es empleado no solo en co:~ección con el 

comportamien~ de pla;::as planas, sino tambitln en cascz.rones y miembros de -

pared delgada. Fig. 5 .f~2· 

!O 

rango de significado E:n la aplicación práctica que los sólidos axisimét:ricos. Sin-

embargo, las relaciones gobernantes .se derivan de la teoría de cascarones delg::_ 

dos. 

Cuando una esu-ucbni de cascarón delgado que de becho es curva, es .prefe-

rible emplear elemenws de cascarón curvos delgados para el modelo analítico, 

tiE:nen la ver,taja de describir más aproximadamente la superficie curva del case~ 

rón, y la apropiada representación del acoplamiento de deformación y equilib;io 
1 

entre cada elemento. Eiementos típicos de casca:wnes de doble c:.:rvarure se mues 

tran en Fig. 5 (g). Gran r.úm~ro de formulaciones par& ese elemento eJ:isten. 

ALGUNAS APLICACIONES DE ELEMENTOS FINITOS. 

Examinaremos algunas aplicaciones delmét:odo de elemt:r.tos finitos er. disef.u 

estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se us&í los e1emenros -

. de la Fig. S, y la escda y complejidad de los problemas. 

El desarrollo del método del elemento finiro se debe a los inves;:ig¡,¡do::-es re-

jacionados con la industria aeron2urica. La Figura 6 muestra la fcrm:; en que -
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se aplicó el análisis por el::me;JLos finitos de una porción del avión Boeing 747. 

La estructura del fuselaje de un avión consiste de laminas de aluminio ligadas 

a una ~structura interna formada ror armaduras y atiezadores. La experien-

cia ha mostrado que los eie:ctos lo;::ales de flexión en el cascarón son despreci~ 

bles, por lo tanto, se supone que consisre __ c:l~~lementos en condición plana de -

esfuerzos Fig. S(b). El anáE~i:: de elementos finitos del Boeing 747, de la -

parte achurada, región que conecta el cuerpo o Case arón Monocoque con las alas, 

área achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incógnitas. Por lo tanto, es común 
- . 

en la práctica dividir la estrucrt:,-2 en regiones,_ o subestrucuJras, y analizar -

cada una por elementos finitos con é: objeto de producir un superelemmto. Los 

superelementos se ligan entre sí p::>r medio de un procedimiento convencional_ 

que determina la fase final del a;-,¿lisis. 

_!=:l_esguema desubes~ructcJL:ción del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6 

y los deLE.Ues son listados en la -l ¿-j:¡ la l. 

---
Sub- ¡y, s.-rj re ión No.:~::. Ccnj~c:iór. Ele r:1ern:o Eleme:1to GradOs liber G:-·adl' de 

PLa:a tad intera:::-- lL""':::·::tJd Es:r.ucn.H .1 Ca:-t~c; V1ga 
ciór1 elemeo- tOtaL 
ros. 

1 Al~ 2 .c..~¡ 1 • 355 363 104 1:,.6 
v- _, 

2 C;n [YO ala 267 S 414 295 1n e::o 
Ca~carón 

Monocoque 291 7 502 223 91 l. 02ó 
4 Cas:a:-ón ~1.213 < 377 185 145 820 

~ 

S Cascarpn M 292 " 415 241 200 936 

6 Caja Tren 
A [erri.z J.ie 170 1 o 221 103 126 6S6 .v 

7 Cascarón~~ 285 6 392 249 233 909 

8 Caja Tren 
129 lO 201 93 148 sn" Aterrizaje ,o 

9 Cascarón M 286 ' -f'!7 227 92 l. 038 

TOTAL 2' 195 (;', l. 37 4 ¡' 979 555 7. 594 



13 

Esfuerzo"- . - plúno~ 

1 

t:. . 
''9 . 6 8o.:ing 7téi7 



" ,¡:1-UN:\ívl 
• 1¡ •• 

1\iur-.:o rs Lle-1~ 

14 
Como es usual en el diseño de a\'iones, se hicieron pruebas en el pro.otipo 

y los resultados se compararon con la solución por elementos finitos, coinci -

diendo como se muestra en la Fig. 7 

o D~FORMIMETRO AXIAL 

o OCFORMIMETRú 6\AXIAL 

Boenig 747 - 4 

Q
_._WL 
·-·-·\n 

_._L WL 
. 1 

-4 -c. o 2 

745 -5 

Lineo de 1 c9uo l Wote1 :,ne , 

Fig. 7 Comparación entno análisis y experimentaCión del Boir.g 7t;7 

Es importante agregar que la respuesta dinámica de un avión es muy impoE 

tante, así como su inestabilidad elástica es una forma importante de falla. Nin 

guno de estos fenómenos puede tratarse por los métcxlos simplificados, p.=ro su 

anállsis usando el método de éiementos finitos ha probado ser muy aceptable. 

l"roblemae similares se e!'>Cu<:httllti on A~~i~tura Naval. Figura B una 

porción de una estructura de un transrordador. La pane plana es representada 

por elementos en estado plano de esfuerzos, . Fig. 5 (b). Elementos estnictu-

rales, Fig. S (a), son empleados en la reprt~:«::!ntación de la estructura interna. 
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El número total de incógnitns para definir las panes lm¡xJrtantes de 'Jn barco 

es del orden de 50,000, y de nuevo se ¡;:ubdivide el probiema en E:ubestructuras 

obteniendo menos incógnitas . 

. _, 
~-

¡ 

u 

· (EL ,o,ento (o) 

C.L 
~ /C.L 

'/ .... k + __Q_:i__ 
In o ()T Ql ,/ C.L 

1 

b) Etluerlos plunol· 

1 

• ~ ., . • --- . -1 
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·~ 
.··~. ~ . . .. . . 

( b ) 
(. o ) ( e ) 

• r; : ........... ·" ., 1 

Fig 9 Anolisis por elernenlos 1inilo3 de un recipiente reactor de a:ncreK) presforzodo 

Requerimientos de seguridad en el diseño cstrucrural de los reactu.·es nu-

clean:s han caus·ado que la industria use ampliamente el análisis por elemento:, 
1 

finitos. Figu.a 9 (a) un recipienre.reactor de concreto presforzado. Debido a 

la simetría .es ¡::oslble analizar solamente un doceavo de la estructura ror al, - :-

' ' Fig. 9 (bi. Su volumen se modcl• a.tlall!t!.eArnente en un ensamble de elemento~ 

tetaeJrales y hexaedrales, Fig. S (e) .. En problemas ele este Lipo! el número oe 

incógnitas. es del orden de 20,00Cl, y muy común hacer el análisis en condiciones 

no lineales en material y geometría. 
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u:; todos los problemR~ de aplicación del método de elementos finitos son 

de proporcio.nes monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran arlicaciones -

básicas a ciertos problemas df" ingeniería civiL Una forma df' inr..-~mentar 

la eficiencia de diseño en secciones roladas de acero esrrucrura1 es cortaYJ.áo 

el alma en la forma dentada mostrada en la Fig. 10 (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldá."'ldolas, Fig. _lO (b). Y se obdene un.> viga rnás aperalta

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que eci esrc problema rutina_ 

rio de diseño, no es necesario el uso del método de elementos finitOs. 

A<._.B 

1 
. ~ fY'JS?V5?Vj -, u ' '-

1 111! '•11 l!j_.J_j_J 
111 lll!. .. 1 i 11! 1 1 ! 1 ·, 1 

1 lllltl~-(:j lil,ll: ¡ 1 

l 1 ¡11 ¡ 11 i 1 '--··¡.¡ ll 1 ¡: ', 1 1 \ .. -
'\l 1 11 1 l_l_t ¡_V. \'\! ~ ¡ : 1 1 1 1 l/ 

1 1 1 \~'ll~ 

--~\¡IISI±EIIi~V~-----~~~~!I~UI~;¡¡¡¡~:j !11 1 1 \~ 111 
'\! IIL_ 

20.0 

Fig. 10 Anáüsis de elementos finiws ée una viga aperaltaC:;:; en celo,ia. 

Un proL!c;;!Da todavía m[s comen e.c r' .iP nna vir-a de concrete reforzndo, 

FiP'. 11, para el cual se conoce muv poco re<speno a la adherencia entre t;l 

:1cero de ·ref\JP.rzn y él conr;reto, v la forma-::ión y creci;nienro de las grietas 

al aumentar la car¡sa. La Figura 11 (é<.) muestra el modelo anaEtico de ele-



® 
mentos finitos y la de,-· :i¡x:ión de las trav,~r.IT'rias de grietas y las gráiic~'' de 

ec::fuerzos se muestran en la Fig. 11 (b). 

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

puede ¡;t:r usado ventajosamente en cualquier situación que se requiera la pre--

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor. Situaciones 

que se ievantan de di versos camp:JS que tradicionalmente han sido Considerados 

como disciplinas i.ngenieriles separadas. Ejem., Ingeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitecrura Naval. El método del elemento finito pro¡x>rciona 

una tecnología unificada de a.¡álisb en casi todos los campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y esrudiar problemas específicos de carácter práctico. Un compendio-de tales 

problemas llenaría muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar 

las memorias de con,;l·esu;:; y public~ciones periódicas corresp:mdientes. 

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

• 
Se ha indicado que las ecuaciones del método---: elementos finitos sor; de una 

forma tal que su carácter general permite teóricamente escribir un solo progra_ 

ma de computadora que :::-esuelva la mayoría de los problemas que se presentan 

en la Mecánica de Medio Continuos. Programas de computadora con este obje-

tivo, aún en escala restringida, ·scm llamados programas "de propósitos genera-

,es". La ventaja de programas de propósitos generales no es sólo su capac:daj, 
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sino tambi6n en la instrucción de los probables usuarios respeciD a la inter-

·pretaeión de la documentación, los daiDs y procedimientos de entrada y sali

da de resultados. 

El costo de desauollo de llfl lprograma de propósitos generales es usua> 

mente muy alto por lo que i.a arnortizaci6n de la inversión es esencial. · Cler· 

lOe programas de propósitos generales son codificados en un i.enguaje compu· 

tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes 

localizadas en grandes separaciones geognU1cas. Otras programas de pro~ 

sitos especiales de limitada Gapacid;¡d se usan en organizaciones industriales 

y gubernamentales con un costo m~l!é.. en su desarrollo y o¡x¡raci6n. 

Las cuatro componentes mostradas en el diagrama de fluJo de la Flg. 1:.!, 

son comunes en el desarrollo de programas de propósitos generales, fase de 

~aros de entr~a. ree¡uiere del usuario información del medio o rnateral, des

cripción geométrica de la repFeser~tación por elementos finitos y las condicio· 

~s de carga y de fr~r.!!· Los programas de propósitos generales mAs so· 

;isticados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutivas del 

material, almacenados pn::v1amente, esquemas de modelar analftlcamente el 

medio, trazar esterográücamente la idealización por elementos finitos en for·. 

ma tal que los errores ¡:>ceden detectarse antes de efecruar lo~; cAlculos. 

La fase de.biblioreca Jee elementos finitos es de interés primordial en el· 

curso. En ella se tienen los procesos de codificación formulatlvos para los 

elementos individualmente. La mayoría de los programas de wop6s1tos ge-

nera.Les con tienen todos los elementos de la Fig. 5, asf como ciertas otras al
' 

ternativas de formulación para un tipo dado ele elemento, por ejemplo el triAn· 
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l. Entrada de datos 

t::efinición del materhll, geometría, 

cargas y condiciones en la frontera 

del modelo físico del medio. . . ./ 

2. Elementos de bi!bioteca. 

Generación de lN. modelos matemáticos 

para los ~lementos estructurales y las 

cargas a;>licadas . • •• 
3. Solución 

Construcción y solución del modelo 

L matemáélCu para el "ÍS~· estrucu1ral 

t 
4. Salida de resultados 

Obtención de esfuerzos y 

desplazamientos. 

1 
1 

j 

Fig. 12 Diagrama de flujo computacional en 
<\náHsis Estructural. 

P. Salles teros :w 
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guw en flexión. Teóricament<! el e lamento biblioteca es de. e~cn;mos abiertos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de comple-

\ 

jida.d. 

La fase elemento de bJibioEeca recibe los datos almacenados y establece laa 

relaciones algebrAicas del elemento por medio de la aplicación de los proc.esos 

formula ti vos relevantes de codificación. Esta fase del progra.na de propósitos 

generales también incluye todas las relaciones algebrUcas para interconectar 

..._:~ 

loa elementos vecinos y la conección del proceso en sí. Las <Jperaciones poste• 

rlorea producen un conjunto de ecuaciones algebrAicas lineales siinultAnea11 para 

representar la es.truc: ruTa C'OITJr.:~: ;¡¡ por elementos fin¡:.vs. 

La tase so lución ctel programa de propósitos generales opera .:.;obre las ecu!. 

e iones del problema· formarlas en la fase anterior. En el caso de un problema -

de an.álisis estrucrural solo sif'nik;. l;. wluc16n de un conjunto de ecuaciones 11· 

nealea algebrAicas. Soluciones para respuesta dinlimica requeriré.n computacio· 

nes mlis extensas sobre la his;c.,·ic;-lie:mpo de las cargas aplh;adas. En algunos 

casos hay que operar en regiones subdlvididse como en el caso del análisis del 

Boeing 747, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciot.es constru!das ori· 

ginalmente. Incluidas en esta fase estlin las operaciones necesarias de substiru-

c16n para obtener todos los aspecws deseados de la solución. 

La fase salida de resultados presenta el anAlisis con un reglstro de la. solución 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estructu

ral o diseilo. El registro comunmente es presentado mediante una lista impresa 

de e5fuerzos y desplazamientos de los respectivos elementoE> As.t como en la • 

fase de entrada existe una fuerte tendencia a la representación gráfica de datos, • 
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·tales como gráficas de a>ayeetBPias principales de esfue~Qs o modos de pand~u 

y vibración. 

ALGUNOS PI3.0GRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

® 

lCES-STRUDL ll, Integrated Qyij Engineering Sysrem. {ICES), MIT, Maneja 

problemas~ deformación y e~fuerzos planos, cascarones rebajados, sólidos tri . . . . . . . . . -
. - . ·--'··- ......... . 

dimensionales, flexión de plac~s con y sin deformación axial. .:Al uso en proble· 

mas muy especializados resulta cal'(¡). ASKA, Automatic SVscem for Kinematic 
. ' 

Analysts. DesarrolladQpqr J, ·H. Argyris, H. A. Kamel y PtrQS en la Universidijd 
1 

de Snmgar. Sisooma general muy poten re el cual incluye una biblioteca de 42 

elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, .. _. ___ ... 

A General Strucrural Analysis Progq1m1 ~laborad? ~!-.~~. L:.. WH~n de líl.Univ~r-. . . . . ·- .. , . . 

sidad de California. Incluye análisis lineal estAtico y dinAmico ae estructuras e lAs . .. . . . -
tkas, estructuras tridi111ensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridimensiona-

les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascarones. 

Zienldewcz, 0, C., programa desarrollando en la Universidad de Wal(;:s, -- . . 

Swansea. Incluye lo de lo¡¡; programas anteriores y problemas de Mecánica de· 

Flufdos y transfert::r:eia ue calor. 

NASTRAN, NAsa STRucoual ANalysis. Desarrollado por U. S. National -

Aeronautical and Space Administration para anAlisis el~stico de variafl estructuras 

incluye, anAlisis de expansi6n térmica, respuesta dinámic-.. "'..:argas t:ansirorlas -

V ; . 
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SAMIS, Strucnt..-a! Anah·c:i'" :,r,;l Matrlx Interpretarive Sysrem. Desarrollado 

por ]et Propul&ie>n Labo:r:atorv. y Manned Spaceer{l,ft Center. Contiene un ele -

meDID unidimensional general y elementos triangulares para deformaciones por = 

flexión y membrana. 

Inc \uve una biblioteCa de elementos unidi·mt!n 
' .. 

s!•~r..¡i··"' trianQllares, cuadriláteros, tetaedros, hexaedros, cónicos, sólidos-

axiaiméf.·icos de secciones cuadriliitercs y triangulare :J. 

~~-~~~.--~l!_~d() •. P.2t:.~~ \:..: ~a~a,l.;_2~luye anhlisis lineal v no line¿l de p~ 

blernas de Mecánica J¿ M~~lios Gontinuos. 
" 

23 
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ANSYS 

Capabi!ity: Static and dynamic linear and nonlinear structural analysis and heat 
transfer analysis. Program has plasticity, creep, and large displacement and rotation 
capability. 

:lfctlzod: Finite element displacement method. Program uses the increm•ntal method / 
of solution accountin.g for plasticity with isotropic and kinematic hardening. Pro
gram uses the wave-front method coupled with an explicit time integration scheme 
for the sol u tion of the nonlinear equations of motion. Eigenvalues_a!e extracted vi a 
Jacobi iteration with Guyan reduction_ 

Lang;wge: FORTRAi'l 

Hardware: Program runs on CDC, IB\1, and UNIV AC machines. 

Usage: Program has been extensively used in the nuclear industry and indications of 
its reliability are availab]e_ 

Dereloper: John A_ Swanson 
Swanson Analysis Systems, lnc.-
870 Pine View Drive 
Elizabeth, PA 15037 

Table 15-1. General Purpose Finite Element Programs. 

Fea tu res A.'>SYS MARC 

Straight bea.!n, straig.ht 
pipe. solid and flat 
phi<! ele:-:1ents X X 

Axisymrnetric: elements X X 

Curoed beam/cur.·ed 
pire elements 0/X X/X 

Curved sheU elements o X 

lnvis:i~ nuid 
element o o 
Buckling Jnalysis o X 

Shock spectra X o 
Mesh generation Y es Y es 

Nonlinear analrsis Extensive Extensive 

Pages in manual 
descn"bing t"lements, 
input and output 
(approximate) 830 820 
Prop:ie ~ry /public Pro p. Pro p. 

A\·aibbilityc CDC. W,D CDC,D 

Progra.m1 

l'iASTRAN 

X 

X 

0/0 

o 

X 

X 

o 
Y es 

Limited 

980 
Public 

coc.w 
1 X = prog;aRl h:1s this capability; O= program lada this carability. 
b~online:H capabili:y in ~JODSAP ·•ers.ion. 

SAP STARDY:\E 

X X 

X o 

0/X 0/X 

o o 

o o 
o o 
X X 

Sorne Sorne 

Limítedb Nene 

130 560 
Public Pro p. 

CDC,D CDC 

eCDC =Control Data Corporation Cybernet", W z:: Westinghouse Telecomputer Center, Pitts.burgh, PA; D =de· 
veloper (~e tC.\.tl. 
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TREORY AND APPLICATION 

l. INT!'!üDUC7ION 

l. 1 HISTORICAL BACKCf<Q;_t;¡r; 

The fihite .element method (FEH) has become a powerful nume::ical 

technique for solving comprex problems in science and engineering, 
. ' 

mainly .due to the advances made earlier in the n~~erical methods 

particularly in rnatrix rnethods as well as due to the rapid 

i.ntroduction of high speed computers in the rr.arket. However, 

the introduction of concepts and applicati~ns of FEM dates back 

to the era of mathematicians who tried to calculate the perimeter 

o,np~~rea of a .circle by idealizing it as e:. regular polygon. It 

is also interesting to note that the bounf: s6lutions which are 

often discussed in FEM can be traced back to the solution of th~ 

area of a circle. If the circle is modellc:d with an inscribed 

polyg?n, a loweT bound solution is obtain8d whereas an upper 

bound solution is obtained by replacing tl e éircle by a circums 

c:::ibcd polygon. Even thoush the basic co1 <;"pts of FE!-1 exi:;teu 

for over two thousand years, for all practical purposes, one can 

only say that these concepts were actuall~· used for solving 

physical prcblerns in 1950s by the aeronaul-tcal engineers. 

In .~S'.'-G, Turnel- 2t al (Ref·l) presented tl;.:;, stiffness analysis 

for ~he complex structures, which is the Etarting point in the 

iediscovery of FEM. Nevertheless, Clough :Eef 2) was the onG 

\>lho actually used the tc0 ."::lll FE!-1 in 1960. C.: nce then, a tr·-=·· 

n.0ndous amount of res¡~c.rch has bnE~r: done i. :1 this field an :1 
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quite a large number of papers have been published in almost all 

the journals related to all fields of engineering as well as sorne 

in the fields of mathematics and science. In addition, several 

conferences have been held all over the world and hundreds of 

papers have been presented in each. The theory and application 

of FEM have also been presented in numerous text books (Ref 3-22) 

In arder to help the research workers in tracing the references 

required for their particular work several bibliographics have 

either been published or under preparation, among them notably 

J<ef (23) is a good source of informaticn. 

1.2 APPLICATIONS OF FEM, 

The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial 

value problems in engineering as well as applied science. Sorne 

c>f these applications are: 

1. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures, 
Dynamic response.of structures, Thermal Stress Analysis, 
Torsion of prismatic me~bers 

2. Stress Analysis of Geomechanics proble~s, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stability problems, Soil Dynamics and 
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Ccn
solidation settlement 

3. Solutions in Fluid Mechanics, Harbour oscillations, Polluti0'' 
Studies, ·sedimentation 

4. Analysis of Nuclear Reactor Structures 

s. Stress Analysis and Flow Problems in Biomechanics 

6. Characteristic Study of Composites in Fibre Technology 

7. Wave Propagation in Geophysics 

8. Field Problems in Electrical Engineering 
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Apart from the above mentioned areas, the FEM is also applicablc 

to any other problem as long as the analyst makes certain that 

the problem is am~nable to solution based on the assurr.ptions 

introduced in the forrnulation of FEM and appropriate material 

properties can be·provided in a realistic mann~r. 

1.3 METHODS OF ANALYSIS 

In general, there are four basic methods of analysis in FEM

displacement method, equilibri~~ method, m~~ed method and hybrid 

method.-, The field variables,_or unkno\vn quantit;!.es in .. each. of_ 
, ... ~ ~-· -.,.-:·f~.:~t~f~~,.,-;;;~4~~~¡~~~~}P/~~~~:-r;·~~ .. : .. ·_.~O' .. .(~: _; .·~ -~~; .. ~;~~}i:P:~::;~~4~:;."*~-;~-~~~- · .. -· ·.: ··· --. .: ::-~ :~: ~ ~~;~ .. t-;;:-~~-::tr:~*'~~ :";w~~~~ .. ::-~1 

·these'·methods~'are:as 'fol'li::Ms;-;-'f"'·''f:Tr''- ~)/1:• r>·-·;·:u•-. · · ·,-.-.- · .,, 

Displacement method - displacements and their derivatives 

Equilibrium rnethod - stress componerits 

Mixed method - sorne displacements and sorne stress components 

Hybrid method - displacernents or boundary forces 

In the dis~lacernent rnethod, smooth displacernent distribution is 

assumed within an element, interelernent compa-cibility of displa-

cement is gcnerally assured and mínimum p-:•tential energy critericm 

is us¿d in the formulation. 

In the equilibriurn r.lethod, the interior sLress distr:Lbution ~r 

----~a::oeo'!!.I<?C to be srnooth, the equilibrium of boundary tractions is 

maJ.,.LoLned and the mínimum complirnentary cnergy is the basis 

for the formulation. 

In tt.¿ mixed method \vhich is generally u~;u:l for platc <.:nd sh.::ll 

· .. rol:-lems, both displacements and stresses ;;.re assurn•2d smooth 
' " 
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in the interior, the displacement components and the equivalent 

stress components are considered to be continuous at the inter

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principie. 

In the hybrid method, depending on whether the model is dis

placement type or equilibrium type, the distribution of dis

placements or stresses within the element is considered to be 

smooth and along the interelement boundary either assumed 

compatible displacements or assumed equilibrating boundarj 

~ractions are ensured and either modified complementary energy 

or modified potential energy principle is adopted for the for

mulation. 

Among these four methods, the displacement method is the most 

widely used approach. However, for plate bending problems 

'either the equilibrium or mixed method is preferred and for 

sorne field problems hybrid methot is more suita~le. 

l. 4 DESCRIPTION OF FEI1 

A structure, continuum or a domain is divided into a number of 

arbitrary shaped parts or regions known as etement~. These 

elements are interconnected at joints know~ as node~. The 

principal unknown is termed as the 6ietd \•aniabte. This field 

variable can be displacement, temperature, pore-pressure or 

stress. The distribution of the field variable within an 

element is approximated by the use of certain polynomial 

functions . Variational methods or residual methods are employed 
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tu develop the finite element_equa~ions which relate the field 

variables at the nodes to the corresponding action vector at the 

nódes of the element. This relationship is proviaed by the so 

callea property matrix which is based on the material and the 

. geometric properties of the element. Finally these finite 

~lement equations are assembled to forro a system of algebraic 

~quations for the entire domain. The unknown field variable 

ls obtained by solving this system ~f algebraic equat1ons. 

1.5 BASIC STEPS l!i FE ANALYSIS 

The basic steps in the finite element analysis of general 

problems are as follows. 

r;- The cuútii)uüm" is c;li vided into fini te elcments of any 
arbitro.ry shape. 

2; A suita~:a polynomial is chosen to represent the distributic~ 
of the field variable within an element in terms of its 
nodal values. Thus, the field variables at the nodes become 
the ·primary unknowns. 

3. Using variational methods or residual G:ethods, the finitc 
element equations are formulated. 

4. The individual finite element equQtion~ obtained in step 
3 are assembled to form a set of algebraic equations for 
the overall continuum. 

5. The solution of the algebraic equations obtained in step 4 
yields the valu~of the field variables at the nodes. 

6. From tre field variables at the nodes, the secon6ary 
variables such as stress, strain for ar. eleme~t can be 
o::,tained. 
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Applications Software 47 
/ifC, 

The user (designer, drñftsman, engin.,.er or tcchnician) 
interacts wit~ a ~r..o system through applications software. The 
programs "talk" the user's lñnguage i'lS opposed to the computer 
implementation lan1uage which is, ~opefully, isolñted from· the 
user in lower levels of util i+c:2s and system software. 'The 
usefulness of applications software is relaten ~o the human 
engineering of its interface with the user (commilnd langu~ge, user 
I/0 hardware devices, software design, etc.) as muchas the 
technical content an0 features of the program. 

Applications softwore can be dividen into two categories: 
standalone and turnkev. The standñlone softw~re is ~vailAble from 
a so f t w a r e vendo r á n d f re que n t 1 y r un s o n se ve r a 1 rl i f fe re n t 
manufacturer's co:nputers. The turnkey software is avai1ab1e as 
part of a packaged hardwAre/software system from A turnkey ven~or. 
The turnkey vender typical1y buys computer equipment from A 
computer manufacturer and combines this. with his own software, 
hardw¡¡re packaging, and workstAtion design. A few turnkey vendors 
offer modified software from another software ven~or. A few a1so 
produce their own hArdware components, particularly 
microprocessors for speeding up interactive graphics response. 

Stilndalone applications software has the primary advantage of 
flexibility. It often can be implementen on computers over il 
bread size/speed range in organizations h3ving diverse computing 
machinery. Standalone software dominates engineering · analysis, 

· .where turnkey systems either don' t offer capabilities or are very 
weak. Turnkey systems, on the other hand, have the primary 
advantage of being available from one source, avoiding the 
potential problems of multi-vendor scenarbs. They hAve achievecl 
~ dominance in the area of geometric mode1ing and drafting 
(par ti e u 1 a r 1 y 20) • 

This section reviews the standalone app1ications software usecl 
in Cr..D. Turnkey systems are discussed in Section VII. The big 
news in standalone CAD software is the migration to smaller 
computers. 
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~O Software Vendors(nistributors 

l. Professor K. J; Bathe 
Massachusetts Institute of 
Technology 
Room 3-365 
Cambridge, MA 32139 

2. Swanson Analysis Systems, Inc. 
Box 65 
Houston, PA 15342 

3. Merlin Technologies, Inc. 
977 Town and Country Village 
San Jose, CA 9512B 

4. Atkins Research and 
Development 
Woodcoge Grave, Ashley Road 
Epson, Surrey, U.K. 

5. IKOSS GmbH. 
Vaihinger Str. 49 
D-7000 Stuttgart 80 
West Germany 

6. C. E.G. B. 
Berkeley Nuclear Labs. 
Gloucestershire, England 

7. Engineering Information 
Systems, Inc. 
5120 Campbell Ave. 
Suitc 240 
San Jose, CA 95130 

B. COSMIC 
112 Barrow Hall 
University of Georgia 
Athens, GA 305~2 

9. ~acNeal-Schwendler Corp. 
7442 North Figueroa Street 
Los Angeles, CA 90041 

10. Marc Ana1ysis Research Corp. 
"250 Sherid3n, Suite 200 
Palo Alto, CA 94036 

11. Universal Analytics, Inc. 
774 0 W. Man-::he ste r Bl dg. 
Playa del Ray, CA 93291 

12. Engineering Mechanics 
Res. Corp. 
P.O. Box 696 
Troy, MI 4B099 

13. PAFEC, Ltd. 
Strelley Hall 
Main Street, Strelley 
Nottingham, ~GB "6PE 
England 

14. SAP Users Group 
Denney Research Bldg., USC 
University Park 
Los Angeles, CA 

15. A. S. Computas 
Veritasveien 1 
P. 0. Bo X 31 (J 

N-1322 Hovik, Norway 

16. GTICES Systems Laboratory 
School of Civii Engineering 
Georgia Institute of Tech. 
lltlanta, GA 33332 

17. Structural Dynamics Research 
Corpcratior. 
2000 Eastman Drive 
"'i 1 ford, OH 45153 

lB. T-Programm GMBH 
Gustav-Werner-Str. 3 
D-741~ Reutlingen 
West Germany 

19. ~CO.UTO 

Dept. K161/270A 
P.O. Box 515 
St. Louis, MO 63166 

20. SIA Ltd. 
23 Lower Be1grave Street 
London, SW 1 
England 

21. Jordan, Apostal, Ritter 
Assoc. In e. 
Administration Bldg. 7 
Dav i sv i 11 e, R I 0 2 B 54 

. 
{ , 



22. Interac'tive Graphics 
E:ngineering Lab 

-Un iversi ty of l\r izo na 
College of Engineering 
A~E: Bldg. 16, Room 210A 
Tucson, AZ 95721 
{r,oz) C ;¿¿;,- /~StJ 

23. PDA E:n::¡ ineer in::¡ 
1741l .·Garry Ave., Sui te 201 
Santa Ana, CA 927()5 
USA 

24. Manufacturing & Consulting 
Services 
3195A Airport Loop Drive 
Costa Mesa, CA 92626 

25. Lockheed, Burbank · 
Building 67, Plant A-l 
Department 8034 
Burbank, CA 91501 

26. Evans and Sutherland 
Computer Corp. 
580 Arapeen Drive 
Sal_t Lake City, Utah 84108 

27. Production .Automation 
Project 
College of Engineering and 
Appl i ed Sci ene e 
University of Rochester 
Raches ter, NY 14527 

28 •. 'IAGI 
3 Westchester Plaza 
Elmsford, NY 10523 

29. MATR.A-Datavision UK, Ltd. 
Systems Engineering 
·La be rato r i es 
Rafferty House 
2-4 Sutton Court Road 
Sutton, Surrey SM1 4SY 
Eng land 

30. MCAUTO 
Dept. K507 
P. O. Box 5Hi 
St. Louis, MO 'i3156 
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31. Tech:ohhe Datenverarbeitun::¡ 

l\-801\'l, Graz 
Luthe¡·gasse 4, ~>,ustria 

32. '"'ashing ·.en University 
Techno1<1Y Associates 
8049 Lit .inger Road 
St. LouL:, ·~o 53144 

33. SCIA 
l>,ttenrode;traat ~ 
3385 Meen:·,el-Kiezegam 
Be1gium 

34. Advancerl E:1gineering 
Consultanu AB 
Box 3 04,4 
S-580 03 Li~koping 
Sweden 

35. Eng ineering Co:nputer 
Services, Lt•l. 
Piccadilly, ~a:nworth, Staffs 
B78 2ER, England 

·3'5. Computational .,echanics 
125 High StreE t 
Southhampton, Hampshire 
S01 O.l>,.A, Eng1a•1d 

37. SOCOTEC 
"Les Quadrants" 
3 Aven~e du Cen~re 
78182 St Quentir en Yuelines 
Cedex, France 

38. Dr. Edward L. 1-JLson 
1050 Leneve Place 
El Cerrito, CA 94530 

39. I.,SL, Inc. 
Sth Floor NBC Builrling 
7500 Bellaire Blvd. 
Houston, TX 7703~ 

40. 1\. D. Little, Inc. 
20 1\corn Pa rk 
Cambridge, _'lA 02140 

41. Quadrex Corporation 
17~0 Del1 Avenue 
Campbe11, CA 95008 



22. Interac.tive Graphics 
Eng ineering Lab 
University of Arizona 
College of Engineering 
A~E Bldg. 16, Room 210A 
Tucson, !>.Z 95721 
(t;oz) C2t, -ltStJ 

23. POli En;¡ ineer in;¡ 
1740 Garry Ave., Suite 201 
Santa Ana, CA 92705 
USA 

24. Manufacturing & Consulting 
Services 
3195A Airport Loop Orive 
Costa Mesa, CA 92626 

25. Lockheed, Burbank 
Building 67, P1ant 11.-1 
Department fl034 
Burbank, CA 91501 

26. Evans and Sutherland 
Computer Corp. 
580 Arapeen Orive 
Sal~ Lake City, Utah 84108 

27·. Production .O..utomation 
Project 
College of Engineering and 
Applied Science 
University of Rochester 
Rochester, NY 14527 

28. M.t;GI 
3 Westchester Plaza 
Elmsford, NY 10523 

29. MATR.O..-Datavision UK, Ltd. 
Systems Engineering 
Laboratories 
Rafferty House 
2-4 Sutton Court Road 
Sutton, Sur rey SMl 4SY 
England 

30. MCO..UTO 
Dept. K507 
P. O. Bo X 516 
St. Louis, MO 53lfi6 
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31. Tech:-~L;he Datenverarbeitung 

r>.-901 n, Graz 
Luthergasse 4, Zlustria 

32. Washing :on University 
Technolt w Associates 
8049 Lit .inger Road 
St. Loui:;, ·~o 53144 

3 3. ser A 
Attenrode;traat 5 
3385 Meencoel-Kiezegam 
Belg ium 

34. Advancerl E:1gineering 
Consultan u AB 
Box 3044 
S-580 03 Linkoping 
Sweden 

35. Engineering Computer 
Services, Ltd. 
Piccadilly, ~amworth, Staffs 
878 2ER, England 

35. Computational Mechanics 
125 High StreE t 
Southhampton, Hampshire 
SOl OA.O.., Engla:1d 

37. SOCOTEC 
• Les Quadrants" 
3 Avenue du Cen•:re 
78182 St Quenti~ en Yuelines 
Cedex, France 

38. Dr. Edward L. ~i:.son 

1050 Leneve Place 
El Cerrito, CO.. 94530 

39. I"'SL, Inc. 
5th Floor NBC Building 
7500 Bellaire Blvd. 
Houston, TX 7703~ 

40. 1\. D. Little, Inc. 
2 o r..c o r n Pa r k 
Cambridge, MA 02140 

4 l. Qu a d re x Co r po r a t i o n 
1700 Dell 1\venue 
Campbell, Cl\ 95008 



'2, Structural Software 
Dev el opment 
1930 Shattuck Avenue 
Berkeley, CA 947~4 

4 3, MCAUTO 
Dept. K246 
P. 0, Bo X 515 
St. Louis, MO 53166 

44. AAA Technology and 
Specialities Co., Inc. 
P.O. Box 37189 
Houston, TX 77035 

45; Fitech, Ltd. 
Mississippi State Univ. 
Drawer KJ 
Mississippi State, MS 397fi2 

46. Mr. Rona1d T. Bradshaw 
85 Central Street 
Waltham, MA 82154 

47. Gulley Computer Associates 
2380 E. 14th 
Tulsa, OK 74Hl4 

48. Structura1 Members Users 
Group, Ltd. 
P. O. Box 395'8 
Univ. of Virginia Station 
Charlottesvil1e, VA 22903 

49. Genesys Limited 
Lisle Street 
Loughborough, LEllOAY 
Eng1and 

50. ECOM Associates 
5678 W. Brown Oeer 
Milwaukee, WI 53223 

51. Synercom Technology 
P, O. Bo X 2 7 
Sugerland, TX 77478 

52, CONCAP CompuLing Systems 
7700 Edgewater Orive 
Sui't.e 700 
O~k1and, CA 94ó21 
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53. St ructural Programming, In c. 
83 Boston Post Road 
Subury, MA 01776 

54, Sha':ller Associates 
1959 C~alice Way 
Toledo, OH 43613 

55, SysComp Corporation 
2042 Broadway 
Santa Monica, CA 9~404 

5!\. Eolguin and Associates, Inc. 
~822 Cromo Orive 
P. o. Box 1299~ 
El Paso, TX 79912 

57. Zeiler-Pennock, Inc. 
2727 Bryant Street 
Oenver, CO 90211 

58, S t res s .l;n a 1 y si s As so e i ates 
4529 A:¡ge1es Crest Highway 
Suite 104 
La Ca nada, CA 9Ulll 

59. Computer Mart 
56 el '"e s t 1 4 'l i 1 e Ro a d 
Clawson, MI 43017 

60. Northern Research and 
Engineering Corp. 
39 01 ympia Av,enue 
Woburn, 'lA 018~1 
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Software Referral Catalogs 

l. HP 1000 Guide to OEMs and Software Suppliers 
OEM Market Development 
Hewlett-Packard Data Systems Division 
11000 Wolfe Road 
Cupertino, CA 95014 

2. Engineering System Software Referral Catalog 
Digital Equipment Corp. 
Engineering Systems Grou? 
200 Forest Street 
Marlboro, MA 01752 

Distribution Agencies for Software 

l. ASIAC (Aerospace Structures Information and Analysis Center) 
AFFDL/FBR 

2. 

Wright Patterson Air Force Base 
Dayton, OH 45433 

CEPA (Society for Computer Applications in Engineering, 
Planning and Archi tecture, Inc.) 
358 Hungerford Orive 
Rockville, MD 20850 

3. COSM IC 
Suite 112, Barrow Hall 
The University of Georgia 
Athens, GA 30602 

4. National Information Service-Earthquake Engineering Computer 
Applications 
519 Da V i S Ha 11 
The University of California, Berkeley 
Berkeley, CA 94720 

5. National Technical Information Center 
5285 Port Royal Road 
Springfield, V~ 22161 

6. NESC (National Energy Software Center) 
9700 South Cass Avenue 
Argonne, IL 60439 
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El J.mf es particularrner;te útil en el proceso de diseño Jl:l!'él 

localizar puntos en los que pueda presentarse falla por un esfuerzo 

excesivo. Esto requiere el uso de un programa de elemento finito. ¿1 

progréJ!na, a SU Vez,, requiere que el Ut~ario le suminic:tre informn.ciÓn 

respecto a la geom~tr!a y a la constitución n1atcrial del elemento de 

mdquina que va a anulizurse, as! como respecto a los apoyos y las 

cargas aplicadas, Estos dos últimos conceptos constituyen lo que ser 

cónoce como sg_ndis:Jo~~frontg!l~ Una vez realiZHrlo el anáJ.isi.:; 

mediante el programa utilizado, los resultados son arrojados en i'onna 

num6rica mediante un listado, o biéri en forma gráfica. El sumini~tro 

de datos al prograrr.a constituye lo que se e o no ce como l!~rocc:rJ:;-0 1:_ü ente, 

micntrcts que el surni nistro de rcsul t~dos, .I!..QPJ21."0cof:~!nien.:_\;_Q. Tanto 

para el prc- corno p8ra el po,:;procer;arni.cnto se requiere contar con 

sistemas de cómputo (programas y subprogramas) que constituyen lo 

que se llana coftw~rc, además de equipo (graficadorcs, digitalizadores, 

tubos de rayos cat6dicos, interfaces), que constituye lo que se llama 

hard·::?.re. En la Fig 6.1 se muestra el equipo básico rc::qu0rido fl'Jl' d 

MEF. 

El análisis estático de elementos de máquina se presenta 1nediante 

un ejemplo de 

de una cadena 

El fabricante 

esfuer-'l,o, por 

disefio de máquinas, En la Fig 6.2 se muestr·a el c::slubJn 

de transmisión que en operación ha fallado en ~1 punto l 

supone que se trata de un problema de concentración d~ 

lo que ha pedido un análisis mediante elemento finito. 

Se conoce el material de que estéÍ compuesto el eslál:ión, ·por lo qc:e se 
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conoce su módulo de elasticidad, E, y se supondrá que presenta un ' 1 
i l 

. comporta1~i"cnto linelamente· elástico. Dada la doble si1rictr!a del '· i 
1 ] 

eslab6n con respecto a los ejes y-y' y z-z', y de las carGaS aplicadas,' 1 
. l 

bastará con ahnliznr un cuarto de ~i. seg~n.se·muestra en la Fig 6,2 (e· 

La malla de esta figura consiste de elementos triangulares constantes, 

esto es, que se supone tienen una distribuci6n unifonne de esfuerzo. 

Esta malla se e;encra automáticamente de la'sic;uiente forma ' i 
l 
' ¡ ¡ 
1 • 

1 
l 
i 
1 •, 

'-! 



6,2 

i) Con ayuda del di¡~i talizador se proporcionan lns coordermdas de 

los p~ntus P1 , ~ 2 , 1•
3

, ... etc. de la Fig 6.), .seleccionados 

con un cspaoo.miento adecuado sobre un dibujo construct'tvo. 

ii) El·generador autom~tico de mallas (software) ¡Jroduce el contorno 

de la Pig 6.) mediante interpolación lineal entre los puntos 

dados~ Este generador requiere una partición de toda la pieza 

en las partes seGaladas en esa figura como 1, 2, J y 4, que 

contienen aproximadamente la misma área, 

iii) Mediante una instrucci6n, el generador automdtico de mallas 
~reduce una malla bien'de elementos triangulares, como la de 

la Fig 6.4, o bien una de elementos cuadriláteros, como la de 

la Fig 6.5. 

iv) 

v) 

Mediante un minimizador de banda, se numeran los nodos en for~1 

tal que ~:e produzca una matriz de riL;idcz de b<tnda mini:na. En 

la Fie 6.6 se muestran diferentes formas de numeraci6n ele • 

elementos e~ una viga rectangular, que producen diferentes ancho~ 

de banda. 

Mediante un balanceador de Dlallas se eliminan los elementos de 

lados mu~' clesie;uales. En el ejemplo del eslabón de la cadena de 
trans:nisión (Figs 6.4 y 6.5), los elernentos est~n bastante 

balanceados·; pero en una pieza de geometria más complicada, 

como una carcaza de bomba, .los elementos de la Jnalla generada 

automáticamente pueden ser muy desbnl;lnceados, En la Fig 6.7 
se muestra· la malla de una carcaza de bornba con elementos 

trian¡:;uhlres muy desbalanccados, mientras que en la Fi¡:; 6.8 se 

muestra esa misma malla una vez que ha sido balanceada. 
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Una vez que ::;e hu minimizado la banda de la matriz de ri¡:;idc?. 

y·que se ha disminuido su conuici6n mediante el balanceo de ::;u 

malla, se procede al cálculo propiamente dicho de elemento fini"éo. 

Este produce valores de desplazamiento, de dcformaci6n y de 

esfuerzo en los riodos de la malla, La distribuci6n del esfuerzo 

·normalmente pr:esentéi discontinuidades "de calto" en los borde<> 

de cada elemento, como se mueGtra en la Fig 6.9(a), Mediante ur1 

procedimiento de por.;procesami8nto se puede ''suavizar" esa 

distribuci6n, obteniéndose la de la Fig 6.9(b), 

vii) Una vez "suavizada" la distribuci6n de esfuerzo .se procede a 

representarla bien sea en forma bidimensional como se muestra 

en la Fig 6.10, o bien en forma tridiJnensional como en las 

Figo 6.ll(a) y (b). 

El programa utili 7,ado para obtener los resul tactos de la Fi.g 6.11 e~; el 

'!amado EU1n, dcsurroll;~clo en el I.::<.boratorio de r·.;ác¡uinas llerrr.mienta 

~el Instituto Tccnol6gico Renano~Westfálico de A~~iscrán, R.F.A. El 

cálculo corresponde a lo. malla de la Fit; 6.5, de ele!,;entos cuadrilátero,:. 

is?param6tricoc. En ese mismo Laboratorio se ha desa1·rollado otro 

programa, el llamado FINEL, que cuenta con elementos de esfuerzo 

constante, que, sin embar[:;o, produce resultados satisfactorios. Con 

este programa se obtuvo la distribuci6n del esfuerzo en una placa 

infinita su jeta a cargas <f 1 y <5 2 en dos direcciones pel:·pendiculares, 

con una perforaci6n elfptica, como se muestra en la Fig 6.12. Los. 

resultados se muestran en la Fig 6.1J. 
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Fig. 6 .. 1 Equipo bisico requerido para el NEF (Labor~torio de Miquinas Herramienta de Aquisgrin. RFAl 
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Fig. 6.2 

.. • 

(e) 

l-lalla de elemento finito de un cuarto del eslabón, 
en las configuraciones de referencia (r) y final 
(f). 

" ' 

. z 

(a) 

Eslabones suce 
sivos de una 
cadena de 
transmisión 

(b) 

·.Distribución del esfuerzo 
·en el borde del eslabón 
de una cadena de tra ~ · !1-ffil 
sión. 

Eslabón de una cadena de fransmisión, que presenta concentración de esfuerzos en el punto 
P, y su modelo de elemento finito. , 

... 
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• Fig. 6.3 

.r . 
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2 

.. 
Reproducción automática del contorno de la pieza de máquina y partición para 
malla de elemento finito. 
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Malla de elementos finitos triangulares, generada automiticamente, con distribuc~6n. 
uniforme del.esfuerz6 en cada elemento. · 
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Fig~ 6. S ~ralla de elementos finitos (isoparamét ricos) cuadriláteros, generada automá tic amen te . 
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Fig. 6.6 Minimización del ancho de 
band:t de la matriz de rigidez de una 
viga, con diferente IJUttteraci6tt de no 
dos. Los anchos de banda, el, obten} 
dos son: :•) d=S; b) d=ll; e) d=S. -
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lares, generada autom5ticamente, de 
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Fig. 6.9 Distribución 
en elementos vecino~~. 
nua; (b) "~uavizada". 

del es fue1·zo 
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Fig. 6.10 Representación 
bidimensional de la distribución 
del esfuerzo en la carcaza de 
bomba de la Fig. 6.i 

• 

(a) (b) 

Fig. 6.11 Representación tridimensional de la 
distribución del esfuerzo en el eslabón de una 
cadena de trRnsmisión, de la Fig. 6.2. 
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Fig 6.12 Placa cargada en dos direcciones con una perforación 



Fig. 6.1 3 Representación tridimensional de la distribución del esfuerzo en la placa de 
laFig.6.12. 
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APPENDIX - DATA INPUT TO SAP IV - .. -. .. l 

I. HEADING CARD (l2A6) 

notes columns variable 

(l) l - 72 HED(l2) 

NOTES/ 

•••. .._' 1 

entry 

Enter the heading information to be 
printed with the output 

(l) Begin each new data case with a new heading card . 

I.l 

<, 



,. 

1 1 . 

notes 

(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(8) 

MASTER COSTROL CARD (815) 2 
c:olumns variable ent ry 

l - 5 

6 - lO 

ll 15 

~L1!SP 

liELTYP 

LL 

Totnl numbcr of nodal points (.ioints) 
in thr.• model 

~urnbcr of el~mcnt groups 

Numbcr of structurc load cases: 
GE.!; static analysis 
EQ.O; dynamic analysis 

16 - 20 NF Number•of frequencies to b~ found 
in the eigenvalue solution; 

21 - 25 

36 - 40 KEQB 

EQ.O; stat1c analysis 
GE.l; dynamic analysis 

An¡tlysis 

E>.t.O; 
EQ.l; 
EQ.2; 

EQ.3; 
EQ.4; 

Program 
EQ,O; 
EQ.l; 

type code: 
static analys1s 
eigenvalue/\1ectot· solution 
[orc.:ed dynamic r·L·sponsc- by 
mode superposi t ion 
response ~pectrt11n annlysi~ 
direct stcp-by-step int•·gration 

execut ion modc: 

problcru solut ~on 
data check only 

Total number of vectot·:-:: to be. used 
in a SUBSP.4CE JSTER~TIOS sulut ion fó1· 

eigenvalues/vect<lrs: 
EQ.O; dL•fuult ::.et !(1: 

MIN\2*SF,SF~8} 

~umber of dcgr·ces of fr·cedom 
(equations) per blot'k of storage: 
EQ,O; calculated "automatically 

by the progrom 

(1) ~ocies nre labeleci with integcrs ranging from "1" to 
th1,;' total number of nodes in thL• systern, "~Hr?\e.;p'' 
1'lle progr~m ~xits with nc1 diagnostic messn~r if 
:'-i"C.L'iP is zt•t·n (O). Thus, two blank can::!~ :.lt'l..' u~ed 

to end thL' l:lst dnta <:ase in n run; i.l'., 1.JOt> hlank 
hendltlg c~n·d (.St.'<'t il)n 1) t1nd onc blank c;lrd for 

th ÍS St.'L t ÍOI~. 

(~) For each dilferent eh•m.ent type(TRUSS, BEAM, etc.) a 
ncw clement ~ruup nel'd l.Je defined. Elt'IDL'nts wi thin 

"¡" groups ;11'1..' n~~iglll'd intv~L't' lnlu.•ls rang-in.: fn.)m 

tu the tot<d nl<mlh·;· uf :.._•!l'mvnt·~ in tht' group. 
Elt•r.1L'nt .g!'WIPS :.11'1' input in Sv<:t ion 1\'. bl'low. 

JJ.l 
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II. MASTER CONTROL CARO (cont i nucd) • ; 1 \ 3 

Element numbering must begin with. one (1) in <>ach díf!crent 
group. It is possible to use more than on0 grnup for an 
element type. For example, all colun:ns (verticol h<·am5), of 
a· building may be considered one group and thc girders 
(horizontal beams) may be considered another group. 

(3) At least one (1) load condition must be specified for a 

(4) 

static (NDYN.EQ.O) analyslos. If the data case calls for ontO of 
the dynamic analysis options (NDYN.EQ.l, 2, 3, or 4), no 
load cases. can be requ"ested (i.c., LL is input as "o''). 
The program always processes Sections V (Conccntratf'd 
Load/Mass Data) and VI (Element Load Multiplíers) and 
expects to read sorne data. For the case of a dynamic 
an.alysis (NDYN.GE .1) only mass coefficients can b<' input 
in Sectjon V, and one (l) blank element load multiplicr 
card is expected in Section VI. 

For a static analysis, NF.EQ.O. lf NDYN.EQ.l, 2 or 3, the 
lowest NF eigenvalues are determine~ by th~ program. Note 

-;~: ·._ -:; . ' r.~~>~>~~?·-·-: 'that a dynamic solution inay be 're-s'tárted .lif.ter t:igenvalue .: . 
extraction (providing a previous eigenV'alu~- .solution fnr 
the model was saved un tap(: as described in Appt.•ndix A). 
NF for the original and r~-s~art runs must be thc samc. 

(5) lf NDYN.EQ.2 or NDYN.EQ.3 thc program first solvcs for Kf 
eigenvalucs/vectors and then perforrns.the forced response 
solution (or the response spectrum analysis). TI1t1s, the 
program expects to read thc Control card govcrning thc 
eigcnsolution (Scction VII.A) before reading data in 
either Sections Vll.B or VII.C. For the case NDYN.EQ.l, 
th~ program salves for NF cigenvalues/vectors, prints the 
rcsults and proceeds.to the next data case. Thc resu1ts 
for the eigenvalue solution phase (NDYN.EQ.l) may be 
saved for later use in automatic re-start ( Appendix A 
lists the control cards that are required to affcct this 
save operation). i.e. a dynamic solution may be TL'Started 

without repeating the solution for modes and frequcn~ies. 

If this data case is a re-start job, sct ND)·~.EQ.-2 for a 
torced response solution, or· set 1\DY~.EQ.-3 for a ,·cspons~~ 

spectrum analysis. Note that thl' snlution mny be rc-startt.>d 
a multiple of times (to run diffcrent grounct spl'Ctra or 
different time-dl'PL'ndent forcing: functiuns) bL~cause th1' 
program docs not dvstroy thL• conh•nts of thC' rt~-stnrt tnp· 

lf NDYN.EQ . .J tht_' -prngram perforn:s the response solutiPn L~· 

direct step-by-stl.'P intl'¡:;:ratil1n and nc1 C'i~t··nn.1luc solution 
control card sh0uld be pnn·idL•d. 

11.2 

::... 
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11. MASTER CONTROL CARO {continueu) 

(6) In the data-chcck-only mode (MODEX.EQ.l), the program 
writes on(y onc file, "TAPEif, ancl this file may be 

s_aved foi- use as input to special purpose programs such 
as mesh plotters, etc. TAPES contains all data input 
in its completely generated form. lf MODEX.EQ.l, most 
of the expensive calculations required dur:ng normal 
(WOEX.EQ.O) cxecution are passed. TAPES, howcver. b 
not v.:ritten during normal.problem solution. 

Note that a negative value for NOYN ('-2" or "-3"), 
"'hen executing in the data-check-only mode, does not 
cause the program to read the re-start tape which 
contains the eigensolution inform;:J~ion; instead, the 
program j~mps directly from this cord to Se,ction VII.B 
(or Sect ioñ VII. C) oncl cont inues reading and check ing 

. data cards without performing the so1ution. 

(7) If the progrom is to solve for eigcnvalues using the 
SUBSPACE ITERATIO:' algorithm, the entry in ce 31-35 
can be used to change the total numiJcr of iteration 
vectors to be ·used f rom the def ~1ul t minimum (JJ :::!-!:\'f 

··---- "------- or Nf~+B _(v.hlchever 1-. smaller) __ tu thc v:Jl!J~ ~·!\.\D · ._ 

1 
(8) 

Thc effect of increa.sin~ };"ALJ o\'er the default \":Jluc. 
is to accelerate convergencc in ·thc calculations for 
the lowest NF eigenvalue~ _ );..\U is prin17ip::d ly <J pl'O

gram te.stii1g .parametcr :Jnd ~huulU normally be lL·lt blJr:~~-

KEQB is a program testing pararneter which ;.Jllow~ the 
user to test multiple equation block solutions using 
small data cases which would other~ise be one block 
problems. KEQB is normally left blank. 

II. J 
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I I l. NODAL POINT DATA (Al,I1,6IS,3Fl0.0,I5,FIO.O) 
5 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

. , (S) 

(6) 

NOTES/ 

columns variable entry 

1 CT Symbol describing coordin.atc systen: 

for this nade; 

EQ. (blank) cartesian IX, Y, Z) 
EQ.C; cylindric;~ l (R. Y, 6) 

2 S N Nade ·number 
• 

6 - lO IX (N,l) X-translation boundary condition code 
11 - lS IX(N,2) Y-translation boundary condition code 
16 - 20 IX(N,3) Z-translation boundary cond i t ion c< .. de 
21 - 2S IX (N, 4) X-rotation boundary cond i t ion code 
26 - 30 IX (N, S) Y-rotation bounda ry condition e o de 
31 - 3S IX(N,6) z-rotation bounda ry condition c:odc 

EQ.O; free (loads allowcd) 
EQ.l; fixed {no load allowed) 
GT.l; master node nurnbcr (be a m nodes 

only) 

36 - 45 X (N) X (or R) -o rd i nnt e 

46 - 55 Y(:;) y -ordinate 
s6· - 65 Z (N) z (or 9) -ordinatc (dt·: .. u··-·· S) 

66 - 7(J_ - KN Nade number. i.nc rc•mL"llt 

71 - 80 T.(N) Nodal ·tcmperatu:·e 

(1) A special cylindrical coordinate system is allo,.·cd 
for the global description of nodal po1nt locations. Jf 
a "e" is entered in card column one (1), then t.he cntriL•s 
gi ven in ce 36-65 a re taken to be re fe rene es to ~ 

global (R,Y,9) system rnther than tt> the standard 
(X,Y,Z) system. Tl1e progz·am.converts cylindt·ical 
coordinate references to cartesian coordinatL'S using 
the formulae: 

X=Rsin6 
y = y 

z = R e os e 

Cylindrical coordin:1tc input if: mcrt.·ly a. u~t.·r L'On\·t·ni
ence for locati~g nodt:s in th1' stancL~rd (X,Y,Z) systL'm, 
and no otht•¡· rt..>ft•rt•nL·c•s to tllt' c~·l ir~dric:!l system an.·· 
implicd; i.C'., bl,unc1;.!.t'~· condition ~pecific~tions, ptJt

put.displocL'mcnt cornponl•nts, etc. ~re referencL·d IP 

tta.~ (X,Y,Z) sy.stL~m. 

(2) !llodal point data must b<.' dt>fin<'d for ;1ll (:\l1,l~P) nnrk~·: 

Node data may be input directly (i .('., e~c.:h nPdc pn 

its own indi\'ictu:d l'ard) or tlw ~l·ner.::ttion optll'll 

JT!3Y be uscd if .appl icaldc (st1t.• note 5, bl'low). 

1 l I.l 
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lii. NO~L POINT ~TA- (conttnued) 7 

. EIEMENT TYPE 

.8. THICK SHELL 
9. 3D/PIPE 

-~.:.~-~ -.#· .. -....::.-

DEGREES OF FREEDOM WITH DEFINED STIFFNESS 

,.. 
" 

6Y 

" " 
• 

" " " X X 

Hence, for an all 3D/BRICK model, only the X, Y,Z 
translations are defined at the node, and the number 
of equations can be cut in half by deleting the three 
(3) rota t ion al components at every node. H a node 
is common to two or more different element types, then 
the non-trivial degrees of freedom are found by combi
nation. For example, all six (6) components ·are possible 
at a node common to both BEAM and TRess elements; i.e., 
the BEAM govcrns. 

A '~aster/slave': option is allowed to model rigid 
links in the system. For this case, IX(N,M) =K means 
that the Mth degree of freedom at node "N" is ''slavL.'' 
to (dependent on) the same (Mth) degree of freedom at. 
node "K''; nade "K" is said to be the master nade to · 
which node N is slave. Note that no actual beam need to run 
from node K to node N, howeverthe following.rcstrictions hold: 

(a) Node one (1) cannot be a master node; i.e., 
K "f l. 

(b) Nades "N" and ''K" must be beam-only nades; 
i.e., no other element type may be connected 
to either node ~ or K. 

(e) A nade "N" can be slave to only one.master node,"K"; 
multiple nodes, however, can be slave to thl' same master. 

(d) lf the beam from "N" to ·-K" is to be a 
rigid link arbitrarily oriented in the 
X,Y,Z space, then all six (6) degrees of free
dom at node "N" must be made slaves to node "K" 

Displacement/rotation components for sl3ve degrees of 
freedom at node "N" are not recovered for printing; 
i.e., zeroes appe_ar as output for slave degrees of 
freedom. 

(4) When CT (Col. 1) is equal to the character "e", the values 
input in Ce 36-65 are interpreted as the cylindrical (R, Y, e) 
coordina tes of node "N". Y 1s the axis of symmetry. R is 
the distance of a point from the Y-axis. The angle 9 is 
measured clockwise from the positive z-.axis when looking in the 
positive Y direction. The cylindricnl coordinate valul's are· 
printed as entered on the card, but i'!""ediately after·printing the 

III.3 
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III. N~L POINT DATA (continuad) • 1 '\ 8 _ ... _. _ _~ .. -~ ....... ,..-

global cartesian values are computad from the input entries. 
Note that boundary condition codes a1ways refer to the 
the (X,Y,Z) system even if the node happens to be 1ocated 
with cy11ndrtca1 coordinates. 

(5) Rodal point cards need not be input in node-order sequence; 
eventually, however, all nodes in the integer set (1, NUMNP1 
must be defined. Joint data for a series of nodes 

may be generated from information given on two (2) cards 
in sequence: 

CARD 1 / N1 ,IX{N
1

,1), ... ,1X(N
1

,6),X(N
1
), ... ,KN

1
,T(N

1
)/ 

CARD 2 / N
2

,IX(N
2
,l), ... ,IX{N

2
,6),X(N

2
),· •.. ,KN

2
!T(N

2
)/ 

KN
2 

1s the mesh generation parameter given on the second 
caro of a scquence. The first gencrated ·node is 
N1•1 XKN2 ; the second generated node is N1 +2 :<K:\2 , etc: 
Generation continues ·until nade numbcr.N2 - KN2 is 
established. Note that the node difference N2 -N1 must 
be evenly divisible by KN2 . Intermediate nodcs betwc<cn 
N1 and N2 are located at equal intervals along the 
straight line ·between the two points. Boundary condition 
codes for the generated ~ata are set equal tu the values 
given on the first card. Node temperatures are found by 
linear interpolation between T(N1) and T(N2 ). Coordinate 
generation is always performed in the (X, Y,Z) system,. and 
no generation is performed if KN2 is zero (blank). 

(6) Nodal temperatures describe the actual (physical) 
temperature distribution in the structure. Average 
element temperatures established frorn the nodal values 
are used to select material properties and to compute 
thermal strains in the model (static analysis only). 

III .4 
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IV. ELEMENT DATA 

TYPE 1 - THREE-DIMENSIONAL TRUSS ELEMENTS 

Trass elements are identlfied by the number .1. Axial !orces and 
a tres ses are ·calculated for ea eh member. 'A unifonn. temperature 
change and inertia loads in three directions can be considered 

'as the basic element load conditions. The·truss elemen'ts are 
described by the following sequence of cards: 

A. 

B. 

Control Card (315) • 

Columns 1 - 5 The number 1 
6 - lO Total numller of truss elements 

11 - 15 Number of material property cards 

Material Property Cards (15, 5Fl0. O) 

There need be as many of the following cards as are 
necessary to define the properties listed below for each 
element in the structure. 

Columns 1 - 5 
6 - 15 

16 - 25 
26 - 35 
36 - 45 
46 - 55 

Material identification number 
Modulus of elast ic ity 
Coefficient of thermal expansion 
Mass density (used to calcula te mass matrix) 
Crnss-sectional area 
Weight density (used to calculate gravity 
loads) 

C. Element Load Factors (4Fl0.0) Four cards 

Three cards specifying the fraction of gravity (in each 
of the three global coordinate directions) to be.added 
to each element load case. 

Card 1: Multiplier of gravity load in the +X direction 

Columns 

Card 2: 

Card 3: 

Card 4: 

1 - 10 Element load case A 
11 - 20 
21 - 30 
31 - 40 

As abo ve 

As abo ve 

Element load case B 
Element load case C 
Element load case D 

for gravity in the 

for gravity in ·the 

This ind icates the fraction 

+Y di re e ti on 

+Z direction 

of the thermal load 
to be added to each·of the element load cases. 

D •. Element Data Caros (415,Fl0.0,15) 

one card per element in increasing numerical arder starting 
wi th one. 

Columns 1 - 5 Element number 

IV .1.1 
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_ ., __ ......... -._IV, ... _!tLEMENT Df.TA (continued) __ 

liÓTES/ 
(1) 

(2) 

Co1umná 6 
11 
16 
21 
31 

10 
15 
20 
30 
35 

Node number I 
, .. 

Node number J 
Mate ria1 property number 
Reference temperature for zero ·stress 
Optiona1 parameter k used for automatic 
generation of element data. 

If a series otelements ex"ist such that the element number, 
!1

1
, 1s one greater than the previous element number (i.e. 

ll1 = ll1_1 + 1) and the noda1 point number can be given by. 

J 1 = 1 1-1 + k 

Ji = Ji-1 + k 

tben on1y the first e1ement in the series need be pro.vided. 
The element identification number and the temperature for 
tbe generated elements are set equal to the values on the 
first card. If k (given _on the first card) is input as 
zero it. is set to 1 by the program. 

The elemcnt tempcrotüre increa~e l' .. T uscd to calculatc 
tbermal loads is given by 

[IT = (T. + T . ) /2 . O - T 
1 J r 

where (T. + T .)/2.0 is the average of the nodal tempcratuz:es 
specifieA on -lhe nodal point data cards for nades i and j: 

and Tr is the zero stress referenct..• temperatun: specified 
on the element careL For -truss clemcnts it is generally 
more convenient to set T1 = Tj =' 0.0 suci1 that !:lT = -Tr 
(note the minus sign). Other types of member loadings 
can be specified using an equivalent ~T. If a truss 
member has an initial lack of fit by an amount d (posltive 
if too long) then t.T =d/(aL) . Jf an ·ini ti al prestress 
!o re e p (pos i ti ve i f tens i le) i s appl ied to the member 
ends that is released after the mcmber is connectcd to 
the rest of the structure then i:lT =- P/(aA E). ln the 
above formulas A = cross scct ion area, L = mcmber length 
and a:::: coefficient of therrnal expansion. 

IV ,l. 2 
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IV. ELEMENT D\TA (continued) - .--:..: .,~ ..... .. 

TYPE 2 - THREE-DIMENSIONAL BEAM ELEMENTS 

Be a m elements are ident ified by the number 2. Forces (axia·l and 
· shear) .and moments (bending and torsion) are calculated (in the 
·beam local coordinate.system) !or each beam. Gravity loadings 
in each coordinate direction and specified fixed end !orces ·form 
the basic element load cond i t ions .• 

• 
The beam elements are described by the following sequence of 
cards: 

A. Control Card (515) 

Coluums 1 - 5 
6 - 10 

11 - 15 
16 - 20 
21 - 25 

B. Material Property 

Columns 1 - 5 
6 - 15 

16 - 25 

The number 2 
Total number of beam elements 
Number of element property cards 
Number of fixed end Jo re e sets 
Number of material property card.S 

Ca rds (I5,3Fl0.0) 

Material identification numher 
Young' s modulus 
Poisson's rati.o 

26 -
36 -

35 
45 

Mass density (used to calc:ul'atc mass matrix) 
Weight density (used to calculatc gravity 
loads) 

C. Element Property Cards (I5,6Fl0.0) 

Columns 1 - 5 Geometric property number 

6 - 15 Axial are a 
16 - 25 Shear are a associated with shear forces 

local 2-d i rec t ion 
26 - 35 Shear ares associated vdth shear forces 

local 3-d i rect ion 

36 - 45 Torsional inertia 
46 - 55 Flexura! ínertia about lOcal 2-axis 
56 - 65 Flexura! inCrtia about local 3-axis 

One card is required for each unique set of pr·operties. 
Shear areas need be specified only if shear dcformations 
are to be includcd ·in the analysis . 

IV,2.1 
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IV. ELEMENT DATA 

K 

2 

j 

(continued) 

• 

~~ ,!;.~··· 
/ Rl _, 

---;- "'3 
3 

J 
NOTE• 

• K IS ANY NOOAL POINT 
WHICH LIES IN THE LOCAL 

· 1-2 PLANE (NOT ON THE t·AXISI 

LOCAL COORDINATE SYSTEM FOR BEAM ELEMENT 

D. Element Load Facturs (4Fl0.0) 

Nodal point loads (no rnoments) due to gravity are computcd ~ 
Three cards need be supplied which specify th<: fraction of these 
loads (in each of the three global coordinate directions) to be 
added to each element load case. 

Card 1: Multiplier of grav ity load in the +X direction 

Columns 1 - 10 Element load case A 
11 - 20 Element load case 8 
21 - 30 Element load case e 
31 - 40 Element load case D 

Card 2: As above for gravity in the +Y direction 

Card 3: As abo ve for grav ity in the +Z direction 

E. Fixed-End Forces (!5 ,6Fl0.0/15,6Fl0.0) 

Two cards are required for each unique set of fixed-('nd folTL'S 

occurring in the ana.lysis. Distributcd loads and thl't·mal londs 
can be specified using the fixed-end !orces. 

Card 1 : 

Columns 1 - 5 Fixed-end force number 
6 15 Fixed-end force in local 1-d i rect ion ot NodL' 

16 - 25 Fixed-end force in local 2-d i re e ti on at ~ode 1 
26 - 35 · Fixed-cnd force in local 3-dircction at Node I 
36 - 45 Fixed-end momcnt about local 1-di rection at S nd l' 
46 - 55 Fixed-end moment about lu<:al 2-d i n.•ct i nn at Nud <.' 

56 - 65 Fixed-end moment about local 3-dircction at No de 

IV.2.2 
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IV, ELEMENT DATA .(continued) 
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... _ . ....,·.- ,,,;,._. ~-- ....... ·-., '•·. ~·.;;:: 

·1 

Nai'ES/ 

Carel 2: 
Columna l - 5 Blank 

6 15 Fixed-end force in local 1-directíon at Node J 
16 25 Fixed-end force in local 2-il í rect ion at·Node J 
26 - 35 Fixed-end force in local 3-d i rect ion at .Node J 
36 45 Fixed-end moment about local 1-d i rec tion at Node 
46 - 55 Fixed-end moment about local 2-direction at Node 
56 - 65 Fixed-end moment about local, 3-d 1 rec t i·on at Node 

• 
Note that values· input are literally fixed-end values. 
corrections due to hinges and rollers are performed withín the 
program. Directions l, 2 and 3 indicate principal directions in 
the local beam coordinates 

F. Beam Data Cards (l0I5,2I6,18) 

Columns 1 - 5 
6 10 

11 15 
16 20 
21 - 25 
26 30 
31 - 35 
36 - 40 
41 - 45 
46 - 50 
51 - 56 
57 - 62 
63 - 70 

Element number 
Nade number 1 
Node number J 
Node number K - see accompanying figure 
Material property number 
Element property number : fi: · 
A . . ;·-~-~~~ ·:t: ~~ 

8 
e 
D 

Fixed-end force identification for 
element load cases A, B, C, and D 
respective ly 

End release cede at nade I 
End relea se cede a t node J 
Optional parameter k u~ed for automatic 
generation of element data. This option is 
described below under a separate heading. If 
the option is not used, the field is left blank. 

The end release code at each nade is a six digit number of ones 
and/or zeros. The lst, 2nd, . . . 6th digits respcctively 
correspond to the force components Rl, R2, R3, Ml, M2, M3 at 
each node. 

If any one of the .above element end torces is known to be zer·o 
~inge or roller), the digit correspoñding to that component is 
a ene. 

(1) lf a s"ries of elements occurs in which 
greater than the previous number NE. 1 1-

each element number NE. 
1 

is one 

1. e. , 

only the element data 
as input, provided 

card .for the first element in the series need be given 
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IV. ELEMENT DATA (c:ontinued) .. •l 14 

(1) The end nodal point numbers are !11 -- = lll + k 
- 1 1-1 

and the 

(2) material property number. 
(3) element property number • 
(4) fixed-end force identification numbers for each element load case 
'(5) element release code 
(6) orientation of local 2-axis 

are the same for each element in the series. 

The value of k, 1! left blank, is taken to be one. The element data card 
for the last beam element must always be given. 

(2) When succ:essive beam elements have the same stiffness, orientation 
and element loading, thc program automatica~ly skip~ recomputation o1 the 
stiffncss. Note this when numbering the beams to obtain maximum effi<:lcncy. 

IV.2.4 
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IV. EL!:JI!EST DATA (cont inued) 15 
'' ' ... 

TYPE 3 - PLANE STKESS MEMIJRA!>E ELEMESTS 

Quadrílateral(and tríangular)~lcmcnts can be uscd for plane 
stress membrane elements of speci!ied thickness v,;hich are oriented ·in 
en arbitrary plane. · All elements havc tempe~aturc·dept!nd~:nt orthotn-,pic.: 
material properties. Incompatible dispfacement mudes can be intluded at 
the element l.,vel in arder to ímprove th~ bending propcrti.,s uf thc 
eleñtcnts. 

• 
A general quaddlateral element is shown below: 

X 

. ' . 
. •·'" .. 

z 
u K 

10-v 
1 

y 

A local· elcment coordinate system is defined by a u-v system. Thl1 \'-:-txis 
coincides with the 1-J side of the elernent. Thc u axis ls not·mal to thc 
v-axis and is in the plane defined by nodal poi·nts J, J and L. !>ode K 
must be in the sarne plane if the element stiffness calculations an; to 
be correct. The following sequence of cards define the input data for 

a set of TYPE 3 elemcnts. 

A. Control Card (615) 

Columns 1 - 5 
6 - lO 

11 - 15 
16 - 20 

30 

The numbcr 3 

Total number of plane stress clt-mcnts 
Nurnbc r of material prope r·t y ca rd s 
Maximum nurnbe r of temperature points 'for any 
o"ne rnatL'rial; sec St.>Ct ion B bL'low. 
Non-zero numerical punch will suppress thc> 
introduction of incompatible displnc_em~.·nt 
modes. 

B. Mat('rial Property lnform:1t ion 

·Orthotropic,·temperature.d<'pe~dent matPrial propertics are 
possible. For each diffen•nt mater.ial.tht.• following ~p_-oup of 
cards must be supplied. 

JV~3.1 
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• ELEMENT DATA (cont1nued) Vl 16 

.. 

.. ~ . •• ·-··~ .•• - ... ____ ·'! ~-:.-

l. Material Property Card (2I5,3FlO.O) 

Columna 

u 

S 

1 

1 - 5 
6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 
31 - 40 

. .. .. -. 
Material identif1cation number 
Number o! different temperaturas for which 
propert ies are given. 1! this field is 
left blank, the number is taken as one. 
Weight density of material (used to 
calculate gravity loads) 
Mass .density (used to calcuiate mass matrix) 
Angle 6 in degrees, measured counter
clockwise from the v-axis to the n-axis. 

K 

J 

The n-s axes are the principal axes for the orthotropic material. 
We1ghtand mass densities need be listed on1y if gravity and 
inertia lGads are to be considered. 

2. Two ca rd s for ea eh tempera tu re: 

Card 1. (BFlO.O) 

Columns 1 - 10 Tempera tu re 
ll - 20 Modulus of Elasticity - En 
21 - 30 Modulus of Elasticity - Es 
31 - 40 Modul us of Elasticity Et 
41 - 50 Strain Ratio - "ns 
51 - 60 Strain Ratio - "nt 
61 - 70 Strain Ratio - "st 
71 - 80. Shear Modulus - Gns 

IV,3.2 
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ELDI.ENT _DATA (c;on_t.inued) ·-~"-'~ .. ~ _ .... :..;::. .--~·~ ..... ______ ... .._. __ ~ ........ __ ,_ 

__ -.... 

Carel 2: (3F10.0) 

Co1umns 1 - 10 Coeffic ient o! thei-ma1 expansion - ~ 

11 20 Coefficient o! thermal expansion -
n 

O's 
21 30 Coe!ficient o! thermal expansion - .O't 

• 

All.material constants must always be specified. Fbr plane 
stress, the program modifies the constitutive· re1ations to 
satisfy the condition that the normal stress ot equals zero. 

C. E1ement Load Factors (5F10.0) 

Fbur cards are used to define th0 element load cases A, B, C 
and Das fraction of ·the ba_sic thermal, pressure and acceleration 
loads. 

First card, load case A: Second card, "load case B, etc. 

Columns 1 - 10 Fract ion of thermal load 
11 - 20 Fract ion of pressure load 
21 - 30 Fraction of gravity in X-direction 
31 - 40 Fract ion of gravity in Y-direction 
41 50 Fract ion of gravity in Z-d i rcct ion 

D. Element Cards (6I5,2Fl0.0,2I5,F10.0) 

One card per element must be supplied (or generated) with the 
fo11owing information: 

Columns 1 - 5 Element number 
6 - +O Node I 

11 - 15 Node J 
16 - 20 Node K 

21 - 25 Node L (Node L must equal Node K for 
triangular elements) 

26 - 30 Material identification number 
31 - 40 Reference temperature for zero strcsses 

within element 
41 - 50 Normal pressure on I-J S idf' of elcment 
51 - 55 St rcss evaluation option " " n 

56 - 60 Element data generator "k " 

61 - 70 Element thickness 
NOTES/ 

(1) E1ement Data Generation - Element cards must be in element number 
sequence. lf cards are omitted, data for the omitted elements ~·ill 
be generated. The nodal numbers will be generated with respect to the 
first card in the series as follows: 

= I + k 
n-1 

= J 1 + k n-

IV .3.3 
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· IV. ELEMENT llATA (<:ontinued) ' .. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

lt =K +k 
n n-1 

L = L + k n n-1 

All other element information will be ~et equ0:1l to the infonnat ion on 
the last card read. The data gt:neratiun panimeter "k" is specified 
on that card. • 

Stress Print Option - S ce element type 4 

Thermal Data - Se e element type 4 

Use of Triangles - See element type 4 

. Use of Incompatible Modes - Se e element type 4 

IV.:l.·l 
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TYPE 4 - TWC>-DIMENSIONAL FIIIITE ELn.IENTS 

(1) 

.---'-.· 
Qu.adrilateral O.nd triangular) elements can be used as: -· ~ 

Axisymmetric solid eleménts symmetrical about the 
The radial direction is specified as the Y-axis. 
be exercised in combining this element with other 
elements. 

• 

Z-axis. 
Care must 
types of 

(11) Plane strain elements of unit thickness in the Y-Z plane. 

(iii) Plane stress elements of specified thickness ín the Y-Z plane. 

All elements have temperature-dependent orthotropic material 
properties. Incompatible displacement modes can be includcd at the 
element level in o roer to improve the bend ing propert ies of the element. 

A general quadrilateral element is shown below: 

Z,u 

L------------------. y ,v 

A. Control Card (615) 

Columns 1 - 5 The number 4 
6 - lO 

11 - 15 
Total number of elements 
Number of different materials 

16 - 20 Ma"ximum number of temperature cards for any onc 
material - se e Sect ion D be lo~·. 

{

O !or axisymmetric analysis 
25 1 for plane sfrain analysis 

2 for plane stress analysis 
30 Non-zero numerical punch will suppress the 

introduction of incompatible displacement modes. 
Incompatible modes cannot be uscd for triangular 
elements and are automatically suppresscd. 

IV.4.1 
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B. Material Property Infonnation 

Orthotropic, temperature-dependent material·.properties are 
possible. For each different material the following group 
of cards must be supplied. 

l. ·Material Property Card (".II5,3Fl0.0) 

Columns 1 - 5 Material identi!ication number 
6 - 10 Number of different temperature for which 

properties are given. If this field "is 
left blank, the number is taken as one. 

11- 20 Weight density of material (u sed to' calcu-
late gravity loads) 

21 - 30 Mass density (u sed to calculate mass matrix) 
31 - 40 Angle ~ in degrees, measured counter-

clockw ise from the v-axis to the n-axis. 

S 

PRINCIPAL MATERIAL AXES 

The n-s axes are the principal axes for the orthotropic 
material. Weight density is needed only if gravity and 
inertia loads are to be considered. 

·2. '!Wo cards for each temperature: 

Card 1: 

Columns 

(SFlO.O) 

1 - lO 
11 - 20 
21 - 30 
31 - 40 
41 - 50 
51 - 60 
61 - 70 
71 80 

Temperature 
Modulus of elasticity - En 
Modulus of elasticity - Es 
Modulus of elasticity - Et 
St rain ratio - \1 ns 
Strain ratio - 'nt 
St rain ratio - · vst 
Shear modulus Gns 

IV,4.2 
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. ' 

Ca ni 2:. (3Fl0. O) 
;. ' 

Co1umris 1 - 10 Coefficient of thermal expansio~ - a n 
11 20 Coefficient o! thermal expansion - Cl's 
21 30 Coefficient of the rmal expansion - C>t 

All material constants must ~lwais be specified. In plane stress, 
the program modifies the constitutive relations to satisfy the 
condition that the normal stress ot equals zero. 

C. Element Load Factors 

FOur cards are used to define the element load cases A, B, e 
and Das fraction of the basic thermal, pressure and accelera
tion loads. 

First card, load case A; Second card, load case 8; etc. 

Columns 1 - lO Fraction of thermal load 
11 - 20 Frac t ion of pressure load 
21 30 Fraction of gravity in X-di rec t ion 
31 - 40 Frac ti on of gravity in Y-direction 
41 - 50 Fract ion of gravity in Z-cl i re e t ion 

D. Element Cards (6I5,2Fl0.0,2I5,Fl0.0) 

One card per element must be supplied (or generated) with the 
following information: 

Columns 1 - 5 
6 - 10 

11 - 15 
16 - 20 
21 - 25 

Element 
No de 1 
Node J 
Node K 
Node L 

number 

(Node L must eQual Node K for 
triangular elements) 

26- 30 Material identification number 
31 - 40 Reference temperature for zero stresses 

within element 
41 - 50 
51 - 55 
56 - 60 
61 - 70 

Normal pressure on 1-J side of element 
Stress evaluation option "n" 
Element dat~ generator "k" 
Element thickness (For plane strain set 
equal to 1.0 by program) 

(1) Elcment Data Generation- Element cards must be in element number 
seQucnce. If cards are omitted the omitted element data ~ill be 
generated. The nodal numbers will be gcnerated with rcspect to the 
first card in the series as follows: 

IV,4.3 
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I = I + k 
n n-1 

J = J + k 
n . n-1 

K = K + k 
n n-1 

L = L + k • 
n n-1 

All other e1ement infonnation will be set equa1 to the infonnation 
on the 1ast card read. The data generation paramcter k is given on t"hat 
card. 

(2) Stress Print Option - Thc fo11owing description of the stress print 
option app1ies.to both element types 3 and 4. The value of thc str~ss 
print option "n" can be given as 1, O, 8, 16 or 20. 

' 
L 

S 

1 

O = origin of natural s-t coordinates (Fig. 5-2). Points 1, 2, 3 and 
4 are midpoints of sides. The points at which stresses are outptl~ 
depend <.)n the value of n as described in the follou·ing tabll'. 

n Stresses output at 
l !'l""~DC 

o o 
8 O, l 

16 o, l' 2' 3 
20 O, l, 2, 3, ~ 

IV.4.4 
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I.V. --ELEMEIIT ·DATA (continued·k. --··~·-·. "··-·~---·· .. 

'nle stresses at O ~re pri~t;,;¡ ·in a ·local y-z coordina te system. 
For elEimen.t type 3, side 1-J defines the local y-z axcs -in thc 
plane of the element, For element typc 4 the local y-z .axes are 
parallel to the global Y-Z axes . 

• 

l K 

\S22 

~SI2 

-t-"-~8\ _.Sil 

STRESSES AT -~ z O FOR ELEMENT 
TYPE 3 

y 
I LOCAL y-z 

COORDINA TES 

X 
GLOBAL 
COORDINATES 

L K 

¡s22 

.,. Sl2 

.--JEJr-.su .. STRESSES AT 

~ O FOR ELEMENT 

TYPE 4 z 

I 

y 

LOCAL ANO GLOBAL 
Y-Z 
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1 

i 
¡ . ' 

.i 
. ¡ 
.j 

·i 
' 

f':>r both element types 3 and 4 the stresses st each edge midpoint are 
output in a rectangular ·n-p coordinate system defined by'the outward .. ~,_,.,.,, ..• \-'';~ 
uormal to the edge (n axis) and the edge (p axis). The positive p 
axis for points 1, 2, 3 and 4 is· from L to I, J to K, I to J and K to L 
respectively (positive direction is counterclockwise about element) . 

• 
n 

p 
Lr--------1-+::---------::--~K 

4 
\ 
1 
1 +------------ 1 . 

1 
1 
13 

p 

n 

IV.4.6 
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COORDINATE SYSTEMS 
FOR OUTPUT O~ 

EOGE STRESSES 

POSITIVE STATE 
OF STRESS AT 

THE MIDPO\NT 
OF A SIDE 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

1'be stresses !or an element are o·utput · under thc !ollowing head ings: 
Sll, 522, Sl2, S33, 5-MAX, 5-MIN, ANGLE. The normal stresses 511 
and 522 and the shear stress 512 are as described .above •. S-MAX and 
S-MINare the principal stresses in the planc óf the element and 533· 
is thethird principal stress actiri"g on the plane o! the element .. 
ANGLE is the angle in degrees from (1,-the· local·y axis at point O, 
or (2) the n axis at the midpoints, to the axis of the algebraicafly 

. largest principal stress. · 

For triangular elements the s"tress print option is as described 
.above except that n =20 is not valid. If n =20 is.input, n will 
be set to 16 by the program. 

(3) Thermal Data - Nodal temperatures as specified on the nodal point data 
cards are used by element types 3 and 4 in the following two ways: 

(1) Temperature-dependent material properties are approximated by 
interpolating (or cxtrapolating) the input material properties 
at the temperature T

0 
corresponding to the origin of the local 

s-t coordinate system (sec Fig. 5.2 for description of loc·al 
elcment coordinates). Thc material properties throughout the 
element are assumed constant corresponding to this temperaturc. 

t 
t 

K T¡+TJ+TK +TL 

To = 4.0 

K=L 

L 

1 

(2) For cornputation of nodal loads due to therrnal strains in the 
element a bilinenr interpolation expansion for the temperaturc 
chP.nge 6T (s,t) is used. 

4 
AT (s,t) = 1: hi (s,t) Ti - Tr 

i= 1 

where T. are the nodal temperatures spccified on thc joint 
data ca~ds, Tr is the reference stress free temperature and · 
h1 ·(s,t) are the interpolation functions given by Eq. 5. 7. 
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IV. 

(4) Use of Triangles - In general, the elements are most effective "'hen_ 
tbey are rectangular, i.e. the elements are not distorted. -There
tore, regular and rectangular element mesh layouts should be used as 
mucb as possible. In particular, the triangle used ·1s the constant · 
strain triangle; and it should be avoided, since its accuracy is 
not satisfactory. 

(5) Use of Incompatible Modes - lncompati~le displacement modes have 
been found to be effective only when used in rectangular elements. 
They should always be employed with care. Since incompatible modes 
are used for all elements of a group it is recommended to -use 
separate element groups for elements 1.-ith incompatible modes and 
elements without incompatible modes, respeétively. (See Section li; 
note (2)). 

IV.4,8 
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1 V. ELEMEI'T DATA (con ti nul!d) 27 

TYPE 5 - THREE-DIME!\SIOSAL SOLIO EIDIE!'\TS (EIGIIT NODJ:: BRJCK) 

General three-dimensional, eight-node, isop3rametric elements v:ith 
three translational de¡;:rccs of freedom per node .are identifie<J by the number 
5. Isotropic material properties are.assumed. The element load coses (A, 

.B, C and O) are defined as a1 combination of surface pressure, hydrostatic 
loads, inertia loads in three directions and thermal loads. Tbc six com
ponents of stress and three principal stresses are computed at the center 
of each element. Al so, surf ace stresses are evaluated .. Nine incompnt ible 
displacement modes are assumed in the formation of element stiffnPs motrices. 
For 8-node elements without incompatible modes use element type S. 

A. Control Card 

Columns 1 -
.6 -
ll -
16 -

(4 15) 

5 
10 
15 
20 

The number 5 
Number of 8-node solid elements · 
Number of different materials 
Number of element distributed load sets 

B. Material Property Cards (I5,4Fl0.0) One· card for each 
di fferent material 

Co1umns 1 - 5 
6 - 15 

16 - 25 
26 - 35 

36 - 45 

Material identification numbcr 
Modulus of elasticity (on1y e las tic, 
isotropic materials are .considcrcd) . 
Poisson,'s ratio 
Weight densi ty of material (for ""t;.alculat lon 
of gravity 1oads ·or mass matrix) 
Coefficient of thermal expansion 

C. Distributed Surface I..oads (2I5,2Fl0.2,I5) One card is required 
for each unique set of uniformly distributed surface loads 
and for each reference fluid level for hydrostaticolly varying 
pressure loads. See notes (4) and (5) for sign convention. 

Columns 1 - 5 
6 - 10 

Load set ident ificat ion nurnber 
I..T (load type) 
LT = 1 if this card specifies a uniformly 
distributed load. 
LT = 2 if this card specifies a 
hydrostatically varying presst1re. 

11 - 20 p 
If 'LT = 1, P is the magnitude of the 
uniformly distributed load 
If LT = 2, pis the weight dpnsity of thP 

fluid causing the hydrostatic pressurc 
21 - 30 y 

If l..T = 1, 1eave blank 
If LT = 2, Y is the global Y coord1natl' 
of ~he surface of fluid causing hydrost3tic 
pressure loading 

31 - 35· Element face number on which surfacc' load 
acts. Face nurnbers are frorn 1 to 6 as 

IV.5,1 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 
_,__,. -· 28 .... _.:. --

described in note (5) for uniformly 
distributed loads and can be only faces 
2, 4 or 6 for hydrostatically varying 
pressures. 

: D. Acceleration due to gravity (Fl0.2) 

• 
Columns 1 - 10 Acceleration due. to gravity (for calculation 

o! mass matrix) 

·E. Element Load Case Multipliers (5 cards of 4Fl0.2) 

Multipliers on the element load cases are scaling factors 
in order to provide flexibility in modifying applied loads. 

Card 1: Columns 1 - 10 "l 

Card 

Card 

11 - 20 PB . Pressure load 
21 - 30 pe 

mul tipl iers 
31 - 40 PD 

PA is a factor used to scale the complete set of distributed 
surface loads. ·This scaled s_ct of lo~ds is assigned to 
elanent load case A. Note that zero is a valid multiplier. 
PB, pe and PD are similar to PA except that scaled loads 
are assigned to elcment load cases B, C and O respectively. 
For the majority of applications these factors should be 
l. O 

2: Columns 1 - 10 "l 11 - 20 TB Thermal load 
21 30 TC mult ipliers 
31 - 40 TD 

TA is a factor used to.scale thc complete set of thermal 
loads. The scaled set of loads are then assigned to element 
load case A. TB, TC ·and TD are similar and refer to element 
load cases B, C and D respectively. 

3: Columns 1 - 10 GXA 

l 11 - 20 GXB Gra\'ity load 
21 - 30 GXC multiplicrs for -X 
31 - 40 GXD global direction 

Card 4: Columns 1 - lO GYA ) 
11 - 20 GYB Gravi ty load 
21 - 30 GYC { mult ipl iers for + y 

31 - 40 GYD global d irect ion 

Card 5: Columns 1 - 10 

ou l 11 - 20 GZB Gravity load 
21 - 30 GZC multipliers for + z. 
31 - 40 GZD global direction 

.xv.s.2 
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IV. ELEMEXT DATA (continucd) 
........ 

Gravity loads are computed from the wcight density of thc 
material and from the geometry of the elem.,nt. GXA is a 
multiplier which reflccts the location of the gravity axis 
and any load factors used. The program computes the weight 
o! the element, multiplies it by GXA and assigns the 
resulting loads to the +X direction of element load case A. 
eonsequently GXA is the product of the component of gravity 
along the +X global axis (from- 1.0 to 1.0) and any desired 
load factor. GXB, GXe and GXD are similar to GXA and refer 
to element load cases B,- e and D respectively. GYA and GZA 
refer to the global Y and Z directions respectively. 

F. Element eards (12I5,4I2,2Il,Fl0.2) 

NOTES/ 

eolumns 1 - 5 
6 - 10 

11 - 15 
16 - 20 
21 - 25 
26 - 30 
31 - 25 
36 - 40 
41 - 45 
46 - 50. 
51 - 55 
56 - 60 
61 - 62 
63 - 64 
65 - 66 
67 - 68 

Element number 

Global node point 
numbers corresponding 
to element nades 

(See note (3)) 

Intcgration Ordcr 
Material :Sumbcr 
Gencration Parameter (INe) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

LS
LSA

8 
\ LSA is the distributed surface 

load set identification numbcr 
LSC of the distributed load acting 
LSD on this element to be assigned 

to element load case A. LSB, LSC 
and LSD refer to element load cases 
8, e and D respectively 

69 - 70 Face numbers for stress output 
71 - 80 Stress-free element temperature 

(1) Element Generat ion 

l. Element cards must be in ascending arder 
2. Generation is possible as follows: 

If a series of element cards are omittect, 
a. Nodal point numbers ar<> generated by adding Jl'iC to. 

those of the preceding element. (lf omitted, INC 
is set equal to l.) 

ba Same material propcrties are used as for the 
preceding element. 

c. Same temperature is used for succeeding elements. 
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1 

(2) 

d • first card for the series the 1ntegration 
is: 

1f on 
order 
>O 
=O 

Same value is used for succeeding elements. 
A new element stiffness is not formed. 
Element stiffness is assumed to be identical 
to that of the preceding element. 

<0 Absolut.e value is used for the first element 
of the series, and the same element stiffness 
is used !or succeeding elements. 

e. If on Urst card for the serie•, the distributed 
load number (for any load case) is: 
>O Same load is applied to succeeding elements. 
<O The load case is appHed to this element but 

not to succeeding elements in the series. 

3. Element card for the last element must be supplied. 

Integration Order 

colnputation time (for element stiffness) increases with 
the third power of the integration arder .. ·' Therefore, tlie 
smallest satisfactory arder should be used. This· is found 
to be: 

2 for rectangular element 
3 for skewed elemen t 
4 may be used if 'elemer.t is extremely distorted in shape, 

but not recommended. 
Mesh should be selected to give "rectangular" elements as far 

as possible . 

. (3) Element Coordina te System. 

Local element coordinate system is a natural syst('m for · 
this element in which the element maps onto a cube. Local 
element numbering is shown in the diagram below; 

1 
1 
1 
1 
1 
).---
4 
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(4) 

(5) 

1 

... ~- .. 
Identification of Element Faces 

Element faces are numbered as follows: 

Face 1 corresponds to + a direction Faces 1,3,5 are 
2 corresponds to - a direction positive faces 
3 corresponds to +"b di rect ion 

Faces 2,4,6·are 
4 corresponds to - b direction 
5 corresponds to + e di rect ion 

negative faces 

6 corresponds to - e direct ion 
o corresponds to the center of the element 

Distributed Surface Loads 

Two .types of surface loadings may be specified; load 
type 1 (LT = 1), uniformly distributed surface load and 
load type 2 (LT ='2), hydrostatically varying surface 
pressure (but not surface tension). Both loading types are 
for loads normal to the surface and do not include sur·r~ce 

shears. Surface loadings that do not fall into thesc 
categories must be input as nodal loads on the 
concentrated load data cards (see Section V). 

(1) LT = 1: A positive surface load acts in the dircc
tion of the outward normal of a positive elemen.t facc and 
along the inward normal of a negative element face as 
shown in the following diagram. 

NEGATIVE 
FACES 2,4,6 

---~~ a OR b OR e 
AXIS 

POSITIVE 
FACES 1,3,5 

POSITIVE SURFACE LOAD!NG P 

If the uniformly distributed surface loading P is input as 
a pos it ive quant ity then i t dese ribes pressure load in¡; on 
faces 2, 4 or 6 and ten si le load.ing on faces l, 3 or 5. 
If Pis input as a negative quantity then it describes 
tensile loading on faces 2, 4 or 6 and pressure on faces 
1,3or5. 

IV.5.5 
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IV. ELEMENT DATA (continued) . 
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(2) LT = 2: A hydrostatically varying surtace pressure 

on element faces 2, 4 or 6 can be specified by a rcference 
fluid surface and a fluid weight density y as input. Only 
one hydrostatic surface pressure card need be input in 
order to specify á _hydrostatic loading .on the complete 
structure. The consistent nodal loads are calculated 
by the program as folLows. At each numerical integration 
·point "1" on an element surface the preSsure Pi is calcu- · 

lated from 

where Yi is the global Y coordinate of the point in question 
and Yref specifies the fluid surface assuming gravity acts 
along the -Y axis 

y 

' 1 
1 
1 
1 

If Pi >O, corresponding to surface tension,the contri
bution is ignored. If an elemcnt face is such that 
Yi > Yref for all i (16 integration points are used .bY 
program) then nonodal loads will be applied to the element. 
lf sorne Pi > O ~nd sorne P1 < O for a particular facc, then 
approximate nodal loads are obtained for the partially 
loaded surface. 

IV.S.6 



IV. ELEMENT DATA (continuad) 

(6). Tbermal Loads ... :.~:7· . 

Tbermal loads are computed assuming a constant 
temperatura increase AT tbrougbout the element. 

AT 

(7). Element Load Cases 

= T - T avg o 

• : tbe average of the 8 nodal point 
temperatures specified on nodal 
point data cards 

= stress free element temperature 
specified on the element card. 

Element load case A consists of all th~ ·contributions 
from distributed loadings, thermal loadings and gravity 
loading for all the elements taken collectively. 

Load case A = E (PA x pressure loading 
+ TA X thermal loading 
+ GXA X gravity X loadin~ 
+ GYA x gravity Y loading 
+ GZA X gravity Z loading) 

Element load case A for the set of three dimensional salid 
elements is added to element load case A for the other 
element types in the analysis. The treatment of element 
load cases.B, C and D is analogous to that of elemcnt 
load case A. The loading cases for the structure are 
obtained by adding linear combinations of element load 
cases A, B, e and D to the nodal loads specified 
on the joint data cards. 

(8) Output of Element Stresses 

l. At the centroid of the element, stresses are referred to 
the global axes. Three principal stresses are also 
Dresented. 

2. At the center of an element face, stresses are referred 
to a set of local axes (x,y,z). These local axes 
are individually defined for each face as follows: 
Let nodal points 1, J, K and L be the four corncrs 
of tbe element face. Then 

x is specified by LI - JK, where Ll and JK are midpoints 
of sides L-1 and J-K, 

z is normal to x and to the line joining midpoints IJ and 
KL. 

y is normal to x and z, to complete the right-handed system. 

IV. 5. 7 
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J 

¡' 
J 

. . i 

.-

z 

llc 
., 

. -

L • 

ll' K 

' 
.l '}(.__ 

1 ' 1 
1 .... 

.............. .. . .. a. 
'~·. ' ,· . 

J 

The correspond ing noda1 points I, J, K and L in each face 
are given in the tab1e. 

FACE 
NODAL POIKTS 

I J K L 

1 l 2 6 5 

2 4 3 7 8 

3 3 7 6 2 

4 4 8 5 1 

5 8 5 6 7 

6 4 1 2 3 

Two surface principal stresses ·and thc ang:le between thc 
algebraically largcst principal stress and the local x 
axis are printcd wi th t he out¡)ut. 1 t is optional to choosc 
ene or two locations of an elemcnt where stresses are to 
be computed. In the output, "race zero" dcsignates the 
centroid of the element . 
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TYPE 6 - PLATE AND SHELL ELEMENTS (QUADRILATERAL) 

A, 

.Columna 1 S 
6 - 10 

11 15 

The number 6 
Number of shell elements 
Number of different materials 

B, ~~terial Property Information 
• 

Anisotropic material properties are possible. For 
each different material. two carda must be supp11ed. 

Card 1: (Il0.20X.4FlO.O) 

Columns 1 - 10 
31 40 
41 50 
51 - 60 
61- 70 

Card 2: 

Columns 

(6Fl0.0) 

1 - 10 
11- 20 
21 - 30 
31 40 
41 - so 
51 - 60 

Material identification number 
Mass density 
Thennal expansion coefficient 
Thermal expansion coefficient 
Thermal expansioñ ·coefficient 

Elasticity 
Elasticity 
Elasticity 
Elasticity 
Elasticity 
Elasticity 

element e 
element Cxx 
element eXY 
element exs 
element cYY 
element Gys 

xy 

Elements in plane stress 

{
m~ter)ia~lemat~ix ~e 

XX XX xy XS 

a = e e yy xy yy 
'~" e e xs xs ys 

C. Element Load Multipliers (S cards) 

Card 1: 

Columns 

Card 2: 

Columns 

Card 3: 

Co1umns 

(4Fl0.0) 

1 - 10 
11 - 20 
21 - 30 
31 - 40 

(4FlO.O) 

1 - 10 
11 - 20 
21 ..... 30 
31 - 40 

(4FlO.O) 

1 - 10 
11 - 20 
21- 30 
31 ~ 40 

Distributed lateral load multiplier for load case A 
Distributed lateral load multiplier for load case B 
Distributed lateral load multiplier for load case C 
Distributed lateral load multiplier for load case D 

Temperature multiplier for load case A 
Ternperature multiplier for load case B 
Temperature rnultiplier for load case C 
Temperature multiplier for load case D 

X-direction acceleration. for load case A 
X-direction acceleration for load case B 
X-direction acceleration for load case e 
X-direction acceleration for load case ·D 

IV.6.1 
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IV. ELEMENT .DATA (cont 1 nued) · 3 6 
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Carel 4: (4Fl0.0) Same as Carel 3 for V-direction 

Carel S: (4Fl0.0) Same as Carel 3 for Z-direction 

D. E1ement Cards (8I5,Fl0.0) 

NOTES/ 

One card for each e1ement • 
Co1umns 1 - S 

6 - 10 
11- 15 
16 - 20 
21 - 25 
26 - 30 
31 - 35 

36 - 40 
41 - 50 
51 - 60 
61 - 70 

71 - 80 

E1ement number 

Node I 
Node J 
Node K' 

Node L 
Node o 
Material identi!ication (if left blank, 
token as ene) 
Element data generator K 
Element thickness n 
Di•tributed lateral load (pr~ssure) 

Mean tempernture variation T from the refercnce 
level in undcfonned pos~tion _ 
Mean temperaturc gradient ¿rr¡·::oz across thc 

shell thickness· (a positive tcmperature 
gradient produces a negat i\'e <:urvaturc). 

(1) Nodal Points and C'oordinate Systcms 

The nodal point nurnbers 1, J, K and L are in sequcnce in a 
counter-clockwise direction around thc element. The local 
element coordinate system (x,·y, z) is defined as follows: 

x Specified by LI - JK, where LI and JK are midpoints of 
sides L-I and J-K. 

z Normal to x and to the line joining midpoints IJ and KL. 

y Normal to x and z to complete the right-handed system. 

This system is used to express all physical and kinematic 
shell propertir.~s (stresses, strains, material law, etc.), 
except that th•; body force density is ref.,rred to the 
global coordina te system (X, Y, Z). 

IV,6.2 
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For the analyses of shallow shells, rotational constraints normal 

to the surface may be imposed by the addition of boundary elemcnts at 
the nodes (element type z:7) • 

(2) Node O 

When columns 26 - 30 are left blank, mid-node properti_c•s 
are computed by averaging the four nodes. 

(3) Element Data Generat1on 

Element cards muSt be in elcment number sequence. If 
element cards are omitted, the program automatically 
generates the omit ted inforrnation as follows: 

The increment for element number is ene 

i.e. NE.
1

=NE.+l 
l + l 

The corresponding increment tor- nodal number is K n 
i .e. Nli+l = NI. + K 

l n 

NJi+l = NJi + K 
n 

NKi+l = NK. + K 
l n 

NLi+l = NL
1 

+K 
n 

Material identificotion, elemcnt thickness, distributed 
latcrnl load, ternperature and temperature gradicnt for 
generated elemcnts are the samc, Always include the 
·complete last element card. 

IV.6.3 
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BLEMENT DATA. ,.(cont inued) 38 .... - ~ --- ___ ,_._ --

(4) Element Stress Calculotions -,: .. ·. ·-

Output are moments per unit length and membrane stresses .. 

• 
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TYPE 7 - BOUNoARY EU:MENTS 
,·--- -:-.:··::-r.;~~:;;~~- .,.. ':.::"~--.-:&·~---.: -·-:,· ..:;~·· .. :.·f'".:.·:':.::::;;. ~::!': 

This e1ement is used to constrain noda1 disp1acements to speci!ied 
values, to compute .support reactions and io provide linear elast1c· 
supports to nodes. I! the boundary condition cod.e ·for a particular 
degree o! !reedom is speci!ied as 1 on the structure nodal point data 
cards, the displacement corresponding to that degreP of freedom·is 
zero and no suppi:>rt react ions are obtained wi th the printout. Al terna
tively, a boundary element can be used -to accomplish the same effect 

. , 
except that support reactions are-obtained since they are equal to the 
member end !orces of the boundary elements which are printed. In 
addition the boundary element can be used to specify non-zero nodal 
displacements in any direction which is not'pos~ible using the nodal 
point data cards. 

The boundary ·element ·is defined by a single directed axis through 
a specified nodal point, by a linear extensio.nal stiffness along the 
axis or by a linear rotational stiffness about the axis. The boundary 
element is essentially a spring which can hav·e axial displaccment 
stiffness and axial rotational stiffness. There is no limit to the 
number of boundary elemr-nts which can be applied to any joint to produce 
the desired effects. Boundary elemcnts have no effcct on the size of 
the stiffness matrix. 

I NP(J!' DATA 

A. Control Card (215) 

B. 

c. 

Columns 1- 5 The number 7. 
6 - lO Total number of boundary elements. 

E1ement Load Mult i pl iers (4Fl0.0) 

Columns l - lO Multiplier for load case A 
11 - 20 Multiplier for load case B 
21 - 30 Mult iplier for load case e 
31 - 40 Multiplier for load case D 

Element Cards (8 !5 , 3 Fl O . O) 

One card per element (in ascending nodal point order) r:-xcept 
where automatic clement generation is used. 

Columns 1 - 5 
6 - lO 

11- 15 
16 - 20 
21 - 25 
26 30 
31 - 35 
36 - 40 
41 - 50 
51 - 60 

61 - 70 

Node N, at which the element is placed 
Node 

~t Node Lea ve columns 11 - 25 blank 

Node if only nOOe 1 is needed. 
Node 
Code for di splace·men t 

Cede for rotation 
Data generator Kn 
Specified displacement along element. axis 
Specified rotation 'about element axis 
Spring stiffness (set to 1010 1f lcft blank) 
for both extcnsion and rotation. 

IV,7.1 
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(1) Direction of boundary element 

The dtrection of the boundary element at nade N is specified 
in one of two ways. 

(1) A second nodal point I defines the ~1rect1on of the 
element from node N to n~e l. 

(11) Four nodal points I, J, K and L specify the d1rect1on 

K 

of the element as the normal to the plane defined by two 
·1ntersecting straight lines (vectors a and ~. see Fig. below). 

!! 

a 

n:axb 
ROTATIONAL CONSTRAINT 
IN THIN SHELL· ANALYSIS 

' 

The four points I, J, K and L need not be unique. A useful 
application for the analysis of shallow thin shells employs 
the boundary element to approximate rotational constraint 
about the surface normal as shown .above. 

! is given by the ·vector cross product n =a x b .and defines 
the direction of the boundary element. 

Note that·noáe I in case (i) and nodes I, J, K and L in case (ii) are 
used only to define the d1rection of the element and if convenient may 
be any nodes used to define other elements. HO\\'ever 'artificial nodcs' 
may be created to define directions of bol,1ridary elements . ., These 
'artificial nades' are input on the nodal point data cards 
with their coordinates and ,.·ith all the boundary condition codes 
specified 35 l (one). 

IV.7.2 
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It should be noted that node N 1s the structure node to which the 
boundary element 'is at tached ;· '·In case ·( 1') ;·'.a •-positive d1sp·l a_cement moves · ----- ·· 
node N towards node I. Corresporidingly, 8 positive force in the element 
means compression in the element. In case (ii), a posit1ve displacement · 
moves node N 1nto the direction n (see Fig.). 

(2) D1splacement and rotation codes 

Displacement code.= 1: \Vhen thi¡¡ code is used, the displacement 
6, specified in colunins 41-50, and the spring stiffness k, specified 
in columns 61-70, are used by the progr8m in the ·following way. The 
load P, evaluated from P = kó, is applied to node N in the direction 
node N to riode 1 in case (1) and into direction !!. in case (ii), if 5 
·is positive. lf k is much greater than the stiffness of the structur'e 
at node N without the boundary element, then the net effect is to produce_ 
8 displacement very nearly equal to 6 at node 'N. lf 6 = O, then P = O 
and the stiff spring approximates a rigid support. Note that the load 
P will contribute to the support resction for nonzero 6. The t:oundary 
condition codes specified on the structure nod8l point data cards must 
be consistent with the fact that a load P is being applied to node· N 
to effect the desired dÍsplacement. (even_when this displacement is 
ze ro) . ·-·~ ·. ··::><·:· r.r--;:··.-.:,. ·: .. <: 

Rotation code; 1: This case is analogous to the situation 
described above. A torque T, ·evaluated from T =k 6, is applied to node 
N about the axis (direction) of the element. The rotation 6 is specified 
in cólumns 51-60. 

(3) Data generator K 

When a series of nodes are such that: 

(1) All have identical boundary elements attached 
(ii) All boundary elements have same direction 
(iii)All specified displacements and rotations are identical 
(iv) The nodal sequence forms an arithmetic sequence, i.e., N, 

N+ K, N+ 2K etc., 
n n· 

then only the first and last node in the sequence need be input. The 
increment K is input in columns 36-40 of the first carct. 

n 

IV,7.3 
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Í (4) Element load mult 1pl1crs 

•i 
' 

1 
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·Eaeh of the four possible element load· cases ·A, B, C and D 
asaociated with the boundary elements consista of the complete set o~ 
displacements as specified on the boundary element cards multiplied 
by the element load multiplier for the corresponding load case. As 
~n example, suppose that displacement of node N is specified as l.b,· 
spring stiffness as 1olO and no other boundary_ elemcnt displacements. 
are ·specified. Let case A multiplier l!le 0.0 and case B multiplier be 
2.0. For element load case A the specified displacement is 0.0 x l. O= o. o 
while that for B is 2.0 X ·1.0 = 2.0. Linear combinations o! element 
load cases A, n, e and D for all tvpes o! elements collectivPl~ for a 
particular problem are specified on tbe structure element load multiplier 
cards. As far as the_boundary element is concerned, this device is 
useful when a particular nade has a support displacement in one load 
case but is fixed in others. 

(5) Recommendations for use.of boundar,y elements 

If a boundary element is aligned with a global displacement 
direction, only the corresponding diagonal element in the stiffness 
matrix is modified. Therefore, no stiffness matrix 111-conditioning 
reaults. However, when the boundary elemént couples degrees of 
freedom, large off-diagonal elements introduce "ill-conditioning into 
the atiffness matrix which can cause solution difficulties. 

In the analysis of shallow shells boundary elements with stiffness 
a fraction of the element bending stiffness should be used (say less 
than or about 10~). 

In dynamic analysis "artificially stiff" boundary elements should 
not be used. (See note (8) in Section VI l. A). 
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TYPE 8 - VARIABLE-!>1/MBER-NODES THICK SHELL ANO THREE-DIMENSIONAL ELEMENTS 
_ ... - ' 

A minimum of 8 and a· maximum of 21 nodes a·re used to Oc.~cribe 
a general three dimensional isoparametric eleme~t; thc ~lement is used 
to represent órthotropic, elastic media. .The clcment type is idt·nt i ficd 
by the number eight (8). Thrce -translational degrees of freedom are 
assigned to each nodc, and at least thc eight cornCr nades mu.st be input 
to define a hexahcdron. Input' of ¡>odes 9 to 21. is optional; the figures 
below illustrate sorne of the most commonly used node combinations. 

Element load cases (A,B,C, ••• ) are formed from combinations 
of applied surface pressure, hyd rostat ic loads, inert ia loa.ds in. the 
three. directions X,Y,Z and thermal loads. Six global stresses are 
output at up to seven (7) locations within the element; these output 
locations are selected by means of appropriate data entries. 

Node temperatures input in Section. II i _are ·used to form an 
average element terñperature, which is the basis of material property 
select ion for ·the element. If thermal loads are appl ied' node tempcra
ture.s are uscd to e~tabl'ish thc temperature ·field. within the ·clement, 
and the temperaturc interpolation functions are the same as those 
assumed to represent elerncnt displacernentso 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

l. Control Card (1015) 

columns 

5 
6 - lO 

11 - 15 
16 - 20 

21 - 25 

26 - 30 

31 35 

36 - 40 

variable entry 

NSOL21 
NUMMAT 
MAXTP 

NORTHO 

NDLS 

hl~XNOD 

NOPSET 

En ter the number "s" 
Number of salid elements: GE.l 
Number of different materials; GE.l 
Maximum number of temperature points 
used in the table for any·material; 
EQ.O; default set to "1" 
Number of different sets of material axis 
orientation data; 
EQ;O; all properties are dcfined in 

the X,Y,Z, .system 
Number of different diStributcd load 

(i o e o , pressurc) set s 
Maximum number of nodes uscd to describe 
any one element; 
GE.S and LE.21 
EQ .O; defaul t sct to "21" 
Sumber of s·f'ts of data requcsting stress 
output 
EQ.O; 

at various element lucations; 
centroid output only 
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THREE DIMENSIONAL ISOPARAMETRIC ELEMENT 
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HEXAHEDRAL ELEMENT IN NATURAL COORDINATES 
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19 

2 

15 • 
8 

2 

8 

2 

8 
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17 

5 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

notes 

(6) 

. : 
--·.,.. • ... ----~:... .... - .• .;:·""'--0 

l. Control Card (1015) (continued) 
. ¡: --:::: . - ·-..:..;:;·.-:-· ·.:~-:~·. .,. :;. 

columns variable entry 
\ 

41 - 45 INTRS 

46 - 50 INTT 

Standard integration.order for the natural 
(r,s) directions; 
GE.2 and LE.4 
EQ.O; default set · to "2" 

• 
Standard integration.order for the 
natural (t)-direction; 
GE.2 and LE.4 
EQ.O; default set to "2" 

NOTES/ 
(1) The variable MAXTP limits the number of temperature points 

that can be input for any one of the NUMMAT material sets; 
i.e., the variable NTP in Section 2 cannot exceed. the value 
of MAXTP. 

(2) NORTHO specifies the number of cards · to be read in Section .J, 
and if omitted, all orthotropic material axes are assumed to 
coincide with the global cartesian axes X, Y, Z. 

(3) NDLS specifies the number of card pairs to be read in 
Section 4. NDLS must be a positive integer if any pressure 
loads are to be applied to solid element faces. 

(4) MAXNOD specifies the maximum number of non-zero node numbers 
assigned to any one of the NSOL21 elements input in Section 7. 
Locations of the element 's 21 possible nades are shO\\"'n in 
the figure below in which the element is shown mapped into 
its natural r,s,t coordinate system. The eight cerner nades 
must be input for every element, and nades 9 to 21 are input 
optionally. If MAXNOD is 9 or greater, all 21 node entries 
are read for each element (Cards 2 and 3, Section 7), but 
only the first MAXNOD non-zero entries 'encountered when 
reading in sequence from 1 to 21 will be used for element 
description. As an example, for the 16-17- and 20-node elements 
MAXNOD has values of 16, .17, 20,, respectively. · 

(5} As a means of controlling the amount of solution output, 
stress output location sets are defined in Section 5, and the 
total number of these output requests is specified by the 
variable NOPSET. For the case of NOPSET.EQ.O, no data is 
input in Section 5, and the only stress output produced by 
the program is at the element centroid. Otherwise, stress 
output can be requested at up to seven (7) locations (selected 
from a table of 27 possible locations) by means of the data 
entries given in Section 5, 

IV.8,5 
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IV. ELEMENT DATA (conti.nued) 

;t;..:::tr ,..:.1 , ......... ~.-..,. "'\?; ··~ .... --•-.. __..,...~.~~-~.,_, .. - -· .._._ ~_,...:.-~,_~-- -·.:._, .. ·~~~· .. .;,._::._,_~~-- >~.,;l_~.-.- ... -,_.~..,_,<r<.l.:~..,~';;<:7_.>, .. ..:..·~ .... ~~·::;.¡¡,,.., • "-.•--..~~ 

' .! 

J 
' . i 

MOTES (continued) 
.-·..jt·-~ ~. • _¡.....,. ·t"::--..-. ··-.-t.·",.:::-.·«- • 

(6) The entries IHTRS and IHTT control th~ number of integration 
points to be used ·in numerical evaluation o! integrals over volumes 
in the (r,s) and (t)-coordinate directions, ·:espectively. 
When solid elements are used to represent shell structures, 
the through-the-thickness integrations (i.e., in the natural 
t-axis direction) can be evaluated less accurately than those 
in-plane (i.c., in the r, s ploane). For this case INTRS 
might be 3 and IHTT would be chosen typically as 2. The 
entries INTRS and INTT are standard or reference values and 
are used if the integration arder entries on the element 
cards (Card 1, Section 7) are omitted. Non-zero entries for 
integration order(s) given on the element cards over-ride the 
standard values posted on this card. · 

2. Material Property Cards 

Orthotropic, temperature depcndent material properties 
are allowéd. For each diffcrent material that is requested on thc 
Control Card, the following set of data must be supplied (i.e., NUMMAT 
sets total) : 

notes 

(1) 

(2) 

a. Material identification card (2I5,2Fl0.0,6A6) 

columns variable 

1 - 5 M 

6 - 10 NTP 

11 - 20 WTDEN 

21 - 30 MASSDN 

31 - 66 

entry 

Material identification number; 
GE .1 and LE . NUloU.IA T 
Number of different temperatures at 
which properties are given; 
LE.MAXTP 
EQ.O; default set to 

11

1" 
Weight density of the material used to 
computed static gravity loads 
Mass density of the material used to 
compute the mass matrix in a dynarnic 
analysis; 
EQ.O; default set to "WTDEN/386.4" 
Material description used to label the 
output. 

NOTES/ 
(1) Material numbers (M) must be input in ascending sequcnce 

bcginn~ng with "1" and ending with "NU~Th1AT"; omissivilS or 
repetitions are illegal. 

(2) Weight density is used to compute static node !orces due to 
applied gravity loads; mass density is used to calcula te 
element mass matrices for use in conncction with a dynamic 
analysis. 

IV.8.6 
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IV.. ELEMENT DATA (cont inued) 

~-. .... .. ~ . ..- .._ ·-·-~ -·-~ .:;:.~.-...·.r¡-~:.._.-::.¡,.,"'-~- ........... -"""""~·· ,......~- ·- ....;'-1..!.~~·-·-~·~.,.;_.:o_-_~ ..... 

b. Material cards (7Fl0.0,6FlO.O) ...... ,. •.. · .. • .. 
!ITP pairs of cards are input in order of algebraically 

increasing value of ·temperature·. 

First Card_ 

nOtes columna variable entry 
• 

(1) 1 - lO 
(2) 11 - 20 

21 - 30 
31 - 40 

Temperature, T 
E11 at Tn 

n 

E22 at Tn • 
E33 at Tn 

41 - 50 
51 - 60 

'1112 at 'In 
"13 at T· 

n 
61 - 70 '23 at Tn 

Second Card 

note~ columns variable entry 

1 - lO G¡2 at Tn 
11 - 20 G13 at Tn 
21 - 30 G23 at Tn 
31 - 40 Q¡ at Tn 
41 - 50 ()o.¡ at Tn 
51 - 60 CI'J at Tn 

NOTES/ 
(1) The 12 entries following the temperature value Tn are physical 

properties known _at Tn. When two or more temperature points 
describe a material, interpolation based on average clement 
temperature is perforrned to establish a property set for the 
element. Hence, the range of ternperature points for a material 
table must span the expected range of average element ternpera
tures for all elements associated with the material . 

. (2) The 12 constants (E 11 ,E22 , ... ,a3) are defined with respect 
to a set of axes (Xl,x2 ,x3 ) which are the principal material 
directions for an Orthotropic, elastic medium. The stress~ 
strain relations with respcct to the (X 1 ,x2 ,X3) system is 
written as follows : 

1V.8.7 
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. , . IV, ELDIENT DATA (cont1nued) ..,. 

·...,..~ .... ~· rf:;;v...:.,..,.,~.~.....:"' ......... .,.~ .e: • ; •• -o!J;:d;;~. ~-~ ..o.· :.r.::._· -'-'.~~ .-··...:. ~- ....J.!:.:,.¿ ...... !#.:'Z'"~~r:· -~ ·- • ..:;..""*~ · •.":.c...:c..:r. ~.;.;.~,.:.::.t;;_·...,~..,;.\.::.._.:j;b. 

-, 

.o o 
·~"-.- ::--.. ·'t:".•- • . .-:;--:-·~~-~~::~~·:::.-y-;-}:_?7:··~ 

-~1IE11 · · 1 IE22 -~3IE33 ·o ·o ··'o 
. ·. :-

o o 
= 

o o o o .,.12 

o o • o o 

o .o o o o ~31 
• 

o 

where E .. and oii are normal strains and stresses in the 
x1 direcflons; Yij and ~ij a~e shear strains and stresses on 
the principal material planes; a1 are the coeffic.ients of thermal 
expansion, and ó.T is the increasc in ternperature from stress free 
distributcid over the element volume. 

3. Material Axes Orientation Scts (415) 

If NORTHO is zero on the Control Card, skip this data 
section, and all material axes cx 1 ,x2 ,X3 ) will be assumcd to coincide 
with ·the global cartcsian system X, Y,Z. Otherwisc, NORTHO cards must 
be input as follows: 

notes columns variable entry 

(1) 1 - 5 M Identification number; 

GE.l and LE. NORTHO 
(2) 6 10 NI Node number for point '' . " - l 

11 15 NJ Node number for point . ' . " - .) 

16 - 20 NK Node number for point "k" 

NOTES/ 
(1) Identification nurnbers (M) must be input in increasing 

sequence beginning wi th "1" and .end ing wi th ''NORTHO". 

(2) Orthotropic material axes oricntations are sp~cified by 
means of the -thrce nade numbcrs NI ,NJ,NK. For the spccial 
case where orthotropic material axes coincide with the global 
axes (X,Y,Z), it is not necessary to input data. in this 
section; see Section 7, note (4). Let !l ,.!2 ,_!,

3 
be the thrcc 

orthogonal vectors which define the axcs of material ortltotropy, 

then their directions are as shown below: 

IV.8.8 



IV. ELEMENT DATA (continued) 

k 

Node numbers NI,NJ,~~ are only used to locate points i,j,k, 
respectively, and any convenient nodes may. be used. 

4. Distributed Surface Load Data 

~ _ ....... ~..r-- ·--=-·:.:~ 

NDLS pairs of cards are to be input in this section in 
order of in.creasing set number (N). These data describe surface loads 
acting on elem~nt faces and may be prescribed dircctly in.terms of 
face corner node pressures or indirectly by rneans of a hydrostatic 
pressure field. 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

a. Control Card (315) 

columns variable 

l - 5 N 

6 - lO NFACE 

11 - 15 LT 

entry 

Load set identification number; 
GE. l and LE. NDLS 
Element face numbcr on which this 
distributed load is acting; 
GE. l and ¡..E: 6 
Load type code;· 
EQ.l; prescribed normal pressurc 

intensities 
EQ.2; hydrostatically vnrying prcssurc 

field 
EQ.O; default sct to "1" 
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NOI'ES/ 
(1) ·The surface load data sets established in ·this ,section are 

assigned to the e1ements·in Section 7. 
··- .. ,... ~ 

FACE 

(2) Hexahedra have six quadrilatera1 faces each unique1y described 
by four node numbers at the corners o! the !ace. The face 
number convention established for e1ements is given in the 
Tab1e be1ow. 

• 
(3) Two types o! surface pressure 1oads may be applied to faces 

of the e1ements. I! LT.EQ.O (or 1), a normal pressure 
distribution is prescribed di¡oect1y by means of pressure 
intensities at the face corner nodes. If LT.EQ.2, the 
face is exposed to hydrostatic pressure due to !luid head. 

NATURAL CORKE R NODE NUMBERS 
NUMBER COORD INATES N1 N2 N3 N4 

1 ( +1. s, t) 1 4 8 5 
2 (-1' S' t) 2 3 7 6 
3 ( r, +1, t) 1 5 6 2 
4 ( r,-1, t) 4 8 7 3 
5 ( r, S, +1) 1 2 3 4 
6 ( r, s,-1) 5 6 7 8 

TABLE Corne.r Nodc Numbers for thc Sol id Element Faces 

b. Normal Pressure Data (4Fl0.0) (LT.EQ.l, only) 

notes columns variable entry 

(1) 1 - lO Pl Pressure at fa ce nodc ¡; 
1 

(2) 11 - 20 P2 Pressure at fa ce node ~-) ; 

EQ.O; defaul t set tu ''P1" 
21 - 30 P3 Pressure at fa ce nude N3; 

EQ.O; defaul t set to "pl" 

31 - 40 P4 Pressure at 'fa ce node 1> : 
EQ.O; default set to "t¡" 

IV.S.lO 
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NOTES/ 
(1) The pressure d1str1but1on acting on· an .element ·fa ce is • 

defined by specifying 1ntensities P1,P2,P3,P4 at the face 
coraer nodes as shown below: 

• P3 

The face cerner nade numbers are given in thc Table 
and positive pressure tends to compress thc volume of 
the e1ement. 

The variation of pressure over the element face, p(a,b), 
is given as: 

where 

h1 = (1/4) (1 +a) (1 +b) 

h2 = (1/4) (l-a) (1 +b) 

h3 = (1/4) (l-a) (l-b) 

h4 = (1/4) (1 +a) (l-b) 

in quadrilateral natural face coordinates (a, b) . 

(2) If any of the entries P2,P3,P~ are omitted, these values 
are re-set to the value of Pl; i.e., for a uni formly dis
tributed pressure (p), we have Pl.EQ.p and ce ll-40 blank. 
If P2 is zero specify a small nurnber. 
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- ~!:!-~~"'t_.:. . .....:.¡ • .,-~_,.,:;_,_-.,;~.;: .:.•--~--..,......· -~'~-.,,-e'":;,......._.., ____ :, ~-:.r~·-~··-----··· - ''l;""'""'~ ..... -.... -~~- =- ·-~. ---.... ~--~. .. .__;; 
' . -~· c • Hydrostat1c Pressure Data (7Fl0.0) (LT.EQ.2, only) 

.- . ~-, "; . - .... _.: ........ -
c'olumns variable entry 

-~~:-~~:; .. ~.-:~~~T~,,;...,~:--~ --.-- .. -~-- .. ~-: 
¡ DOtes 

- ·--1 

1 10 GAMMA Weight dens1ty of the fluid, Y; 
GT.O 

·l 
! 

(1) 

(2) 11 20 xs x-ordinate of point S in the free surface 
of the fluid 

21 - 30 YS Y-ol'511nate of point 5 in the free surface 
of the fluid 

31 - 40 zs z-ord inate of point S in the .free surface 
of the fluid 

41 - 50 XN x-ordinate of a point n on the normal 
to the fluid surface 

51 - 60 YN Y-ordinate of 8 point n on the normal 
to the fluid surface 

61 - 70 ZN z-ord in a te o f a point n on the normal 
to the fluid surface 

NarES/ 
(l) GAMMA is the weight density (i.e., ·units ·of force per unit 

of fluid volume) of the fluid in contact. with element face 
number NFACE. 

(2) Point "s" is any point in the free surface of the .fluid, 
and point "n" is locatcd such that the direction from s to 
n is normal to the free surface and is positive with increasing 
depth. 

X 
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1 
1 . 
! , 

·. 

... 

._ .. element centroid. Nodes located a hove. ,the,.f!.\lid. sur~ a~~ .. a~~cJf., ;..t.._ .... , ,Ji 
. automatica1ly assigned zero pressure intensi ties .if an element. · :.._~. · · .. . -:::·¡;¡-~ 

·-c. face is· not (or only 'psrtially) submerged 'in'tbe fluid!'~"'·'f~:..--:-~·J..,_-'-_. -~·:-";~;~ 
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5. Stress cru'tput ·Reque-st LÓcation Sets· ·(715) -~··" "'"c:r .... .--. .. -·~ --· ---- · --...:-
-.. .... ' ~ .... ·,-:- _:..-~: . r.:.~~··· .~- '--· . _¡ 

lf NOPSET is zero on the COntrol Card, skip this section, ·¡;, .. ~ 
and global stresses wi11 be computed and output at the element centroid -
only. OtheNise, NOPSET cards must be input as· fol1ows: · '··· · ·~ 

notes 

(1). 

. - . 

o . . : .... . . .. . . -- . ::.. . - . . .• 

column ::·variable ... __ entry - . 

1 . ~ s'~· LOCl 

6 - 10 LOC2 
11 - 15 LOC3 
16 - '20 'LOC4 

,. __ 
.... ·--:..;··~y .. """-··: 

Location number of output point· 1 

21· -: 25 . ·LOC5 
... ":16 3o ·•t.ocs 

Location number of output point 2 
·Location number of output point 3 
"Location number· of ·_ou'tput point· 4"' ·· ·' · 
. Location number of output point: ·5''·: • ~-:~--: .. " -

-~. ·.·•Location number of output point 6: .· . 
.. ·:.LocatiÍ:ni number"'ií'rc.\í"ti>ü·t···¡;oint 'F'·' ·~ ·- --· 

NCYI'ES/ 
"(1) 

. 6 •. 

31 35 LOC7 
LE; 27 .. 

27 element loca~1ohs are ass1gned numbers as shown in tbe 
Figure below. Lecatiohs 1 to 2l.correspond to node numbers 
1 to 21, respective1y;. Locations 22 to 27 are element face 
centroids. The first·zero (or b1ank) entry on a location 
card terminates reading of 1ocat1on numbers for tbe output 
set; ·hence;=4ewer.~ban ·-seven.,.locat-ions::can..,be -requested_in .. 
sn output .set-.· .. -Location numbers must--be ·input-· in order of 
increasi.ng magnitude; ·1. e. , · LOC2 is--greater · than--LOCl, LOC3 
is greater :than LOC2, etc. In dynamic analysis, FACE 1, 

t'ACE .2, ; ..• , PACE 6 ·correspond _ to--output--locations 22,23, ••• , 27 
respect i vely. (See Table VII.l). 

Element Load Case Mul t ipliers .. · 

Five -(5') carda must be input in this .section specifying the 
fraction of gravity ·cx,Y,Z), the fraction of thermal loads·and the -' 
fraction of pressure 1oads to be added to eacb of the element loading 
combinations (A,B, •.. ) • Load case muliiplier data affect atat1c 
analysis calcu1ations only. 

Card 1 X-direct1on gravity (4Fl0.0) 

notes columna variable entry 

(1) l.- -lO -GXA Fraction ·of X-direction ¡¡ravity to be 
applied in element load case A 

.. . 

31 40 GXD Fraction of X-direction gravity to be 
applied· .. in element load l"ase J) 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

Card 2 

Cerd 3 

Card 4 

noteS 

(2) 

Card 5 

notes 

(3) 

NOTES/ 
(1) 

(2) 

(3) 

Y-d 1 re e t ion gravity (4 FlO. O) 57 
Z-direction gravi ty (4Fl0.0) 

Thermal loads (4Fl0. O) 

columns variable entry 

1 - lO TA Fraction of thermal loads to be aprlied 
in element load case A 

31 - 40 TD Fraction of thermal loads to be applied 
in element load case D 

Pressure loads (4Fl0.0) 

colurnns variab1e entry 

1 

31 

- lO PA Fraction of pressure loads to be applied 
in elernent load case A 

- 40 PD Fraction of pressure loads to be applied 
in element load case· D 

Gravity loads on the structure due to static body !orces 
are computed from the weight density of element materials 
and the element geometry. These loads are assigned to the 
element load combinations by means of the entries on 
Cards 1,2 and 3 for forces in the X,Y,Z directions, 
respectively. 

) 

Thermal loads are computed knowing the node temperatures 
input in Section III, t·he stress free reference temperature 
(T

0
) input in Section 7 and the element' s material properties 

and nade coordinates. The temperature distribution within 
the element is described using the same interpolation func
tions which describe the variation of displacements within 
the element. 

Pressure loads are first assigned to elernent load cases 
~.B, ... ) by means of the entries (scale factors) on Card 5, 
and the distributed load sets which were input in Section 4 
are then applied to the elements individually for cas~s 
(A,B, ... ) by means of load set references given in Sc~tion 7. 

7. Element Cards 

Two cards (if MAXNOD.EQ.S) or three cards (if MAXNOD.GT.S) 
must be prepared for each element that appears in the inp.ut, and the 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 58 
format for these cards is as follows: 

Card 1 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(6I5,F10. ,415,412) 

columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

21 - 35 

26 - 30 

31 - 40 
41 - 45 

46 - 50 

51 - 55 

56 - 60 

61 -. 62 
63 - 64 
65 - 66 
67 - 68 

variable 

M 

NDIS 

NXYZ 

1\'!IIA T 

~lAXES 

IOP 

TZ 
KG 

NRSlNT 

NTll\J' 

1 REUSE 

LSA 
LSB 
LSC 
LSD 

entry 

Element nurnber; 
GE.1 and LE. NSOL21 
Nurnber of nades to be u sed in describing 
the e1ernent's disp1acernent fie1d; 
EQ.O; default set to "M4.XNOD" 
Nurnber of nades to be u sed in the descript ion 
of element geometry; 
EQ.O; default set to "NDIS" 
EQ.NDIS ~ isopararnetric elernent 
LT.NDIS ~ subpararnetric elernent 
Material identification number; 
GE.l and LE.NUMMAT 
ldentification number of the material 
axis orientation set; 
GE.l and LE.~ORTHO 
EQ.O; material axes default to the 

global X,Y,Z systern 
Iden.tification nurnber of the stress output 
location. set; 
GE.l and LE.NOPSET 
EQ.O; centroid output only 
Stress free reference temperature, T

0 
Nade number incrernent for elernent data 
generation; 
EQ.O; default set to "1' 1 

Integration arder for natural coordinate 
(r,s) directions; 
EQ.O; default set to "I:t-.!RS" 
Integration arder for natural coordinate 
(t) direction; 
EQ.O; default set to "Il\'TT" 
Flag indicating that the stiffness and 
rnass matrices for this elernent are the 
same as those for the preceding element; 
EQ.O; no 
EQ.l; y es 
Pressure set for elcment load case A 
Pressure set for element load case B 
Pressure set for elcment load case e 
Pressure set for element load case D; 
LE.NDLS 
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IV. ELKMENT DATA (continuad) 
~ .. :.._. 

Card 2 (1615) 

columns variable ··-· "'' :-:--· ... . #}·~59-·:V;.-.. ~·-""'0:.,._ ........ -~ ................. 
" notes entry u·- - . -: . ·:.r ·-= ."'::--~.-!':· .... ~· .• • ..:- .... . . 

. -:..· - : J•,\.~.)_;:!. -.;~. . '=- . (9) 1 - 5 Node 1 number .. . . 
6 lO Node 2 -number .. 

11 15 Node 3 number .. 
"'' .. . .. 

16 20 No de 4 number 
.. 21 - 25 Node 5 num~er 

26 - 30 Node 6 number 
31 35 Node 7 number 
36 - 40 Node 8 number 

(10). ~-41 - 45 Node 9 number 
,., ·. 46 ·- ·50 Node 10 number 

51 55 .~- Node 1], number -:.-
•:i 56 60 Node 12 number 

--:: 

61 - 65- No de 13 number 
66 70 Node 14 number 
71 - 75 Node 15 number 
76 - 80 Node 16 number 

Carel 3 (515) (required if MAXNOD.GT.B) 

note columns variable entry 

·¡ 5 Jiode 17 number 
6 - lO Node 18 number 

11 - 15 Node 19 num.ber 
16 - 20 Node 20 number 
21 ~ 25 ... ..Node' 2l·.number 

NOTES/ 
(1)~- El'einent · cái'ds·must-be~input·in-..scending-element number--

oreler -bo¡¡inning with "¡" and ending with :'NSOL21". Repetition .. 
of element numbers is ·illegal, but element cards may be 
omitted, and missing element data are generated accoreling 

.J~ ·to the procedure described in note (7). 

(2) NDIS is ·a 'count of the node numbers actual ly posted on 
Carels 2 and 3 which must inunediately tollow Card l. 
NDIS must be at least eight (8), but must be less than 
or equal to the limit (MAXNOD) which was given on the 
Control Carel, Section l. Element displacements are 

· assigned at the 'NDIS non-zero nodes, and thus, the 
'oreler ot the eleinent matrices is three (Le., trans
lation·s X;Y,Z) times NDIS • .-"The eight comer nodes ot: 
the hexahedron must be input, but nodes 9 to 21 are 
optional, and any or all ot: these optional nodes may 
be used to describe the element's displacement t:ield. 

IV.8.17 
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IV. ELEMENT DATA (continued) \..n.: · 60 
..,..2.- >-~ .. ~- .. - ...... ~··-..:;.:;-~-:-,. . .;:-~!.f.:·.-4- ::-i.:.;.~~~-~~.;;~:.:..·b .-

(3) When ·element edges ·are straight 1t 1s unnecessary 
· computauo·nally to inc.iude si de nodes in the numeric.al-~ .• -·.,:·" •·J ·' ,. 
evaluation .of coordinate derivativas, the Jacobian ...... ·" .• 
matrix, etc., and since regular element shapes are·· .. . ..:·:· .;: . 
commori, an Option has been inclu~ed-·to use fewer nodes ::.. ·:.S.-J;~>:-':..~·~ · ~~ 
"in tliese geometric calculations than are u sed to · --~-;;:. ~ ~:;~--"""' · ... >.·e 
describe element displacements. The first NJ(yz non- · · 
zero nodes posted ·on Carda 2 and 3 are used to evaluate 
those parameters which pertain to element geometry 
only .. NJ¡yz· must be at least eight (8), and ·if omi tted 
is re-set to NDIS. A common application might be a 
20 node element (Le., NDIS.EQ.20) with straight -edges 

. " ti in which c~e NXyz would be entered as 8 • 

(4) MAXES (unless omitted) refers to one of the material 
axes set defined in Section 3. If omitted, the 
material (NMAT) orientation is such that the (X1 ,x2 ,x3) 
axes coincide with the (X, Y,Z) axes, respectively; 

(5) IOP (tinless· ouii tted) refers to one of the output locati'on 
sets given in Section 5. If IOP.EQ.O, stress output is 

·· "Quoted at·'the element centro id only. Stress output at--
a point consists of three normal snd three shesr 
components referenced to the global (X,Y,Z) sxes. 

(6) When element cards are omitted, element data are generatad 
sutomaticslly as follows: 

.-.:::•.,. 

-'(a) . sll. dats-on Card l. for generated~elements. 
"·is _token to-be·ttle'"'same-.as·'-that.,.-g1ven· on· 

the ·first ·element c.card-in-the-·sequence; 

(b). · non-zero ·node numbers (given on Cards 2 snd 
3 !Or--"J:be first element) are incrementechby 
the ·value "KG" ·(which ·is g-iven on Card ·1 of 
the first element) as element generation 

- .. •. pPogresses; zero (or blank) .node nwnber en
tries are generated es zeroes. 

The last element cannot be generated. 

(7) The flag !REUSE allows the program to bypass stiffness 
and mass matrix calculations providing the current 
element is 1dent1cal to the preceding element; Le., 
the ·preceding and current elemcnts are '1dent1cal except 
for a rigid body translation .. If IREUSE.EQ.O, new 
matrices are computed for the current element. 
lf IREUSE.EQ.l it is also assumed that the node 
temperaturas of the element (for calculation of thermal 
losds) are the sorne as those o! the preceding element. 

IV.B.l8 



IV. ELEMENT DATA (cont inued) v•. 61 

(S) Pressure loads are assigned (i.e., applied) to the 
element by means o!· load set references in ce 61-62 
for combination A, ce 63-64 for B, etc. A z'ero entry 
means that no pressure acts on the element for that 
particular element load combination. 

(9) The first eight node nurnbers establish the corners or 
vertices of a general hexahedron and must be all non
zero, (see Figure in Section 1 on control cards). Node 
numbers must be input in the sequence indicated otherwise 
volume and.surface area integrations will be indefinite. 

(10) The number of cards required as input for each element 
depends· on the variable MAXNOD. For the case. o! 
MAXNOD.EQ.S, only Card 2 is required. If MAXNOD.GT.S, 
Cards 2 and 3 are' required for all elernents. 

Nodes 9 to 21 are optional, and only those nodes actually 
.u sed to describe the element are input. The program 
will read all 21 entries if MAXNOD was given as 9 or 
greater, but only NDIS non-zero value·s are expected 
to be read on Cards 2 and 3. If for example one element 
is described by lO nodes, then ce 1-40 on Card 2 would be 
the eight cerner node numbers, and the remaining two 
nade numbers would be posted somewhere on Cards 2 and ~. 

IV.8.19 
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IV: ELEMENT DATA (continued) -·-. ......... ..-~ ... ~·-

~.) '·· 62 

TYPE 9 - THREE-DIMENSIONAL STRAIGHT OR CURVED PIPE ELEMENTS 
,·. . ~ . ;:;- .- ;· .. ~-~- ":.•· 

·;:;r- . - + •• • •• .¡<-

Pipe elerr.ents are identified by the number twe1ve (12). Axial 
and ·shear forces, torque and bending moments are ca1culated for each 
member. Gravity loadings in the global (X,Y,Z) directions, uniform 
temperature changes (computed from input noda1 temperatures), and 
extensional effects due to interna! pressure form the basic member 
loading conditions. Pipe e1ement input is described by the following 
sequence of cards: 

notes 

(l) 

(2) 

l. Control Card . (14!5) 

columns 

4 - 5 
6 - 10 

11 - 15 
16 - 20 

21 - 25 
26 - 30 

31 - 35 

36 - 40 
41 - 45 

46 - 50 

51 - 55 

variable 

·N PIPE 
NUMMAT 
MAXTP 

NSECT 
NBRP 

MAXTAN 

NPA R (8) 

NPAR(~) 

NPAR(lO) 

NPAR(ll) 

entry 

Enter the number ,.12'' 
Number of pipe elements 
Number of material sets 
Maximum nurnber of ternperaturf7 points 
u~ed in the table for any material 
GE.1; at least one ·point 
Number .of sect ion proper_ty set s ¡ GE .1 
Nurnber of branch point nades at which 
output is requíred¡ 
EQ.O; no branch point output is 

produced 
Maximum number of t angent elernents 
comrnon to any one branch point node; 
EQ.O; default set to "4 fl 

Blank 
Tangent st iffness load matrix dump flag 
EQ.l; Print 
EQ.O; Suppress print ing 
Bend stiffness load matrix durnp flag 
EQ.l; Print 
EQ.O; Suppress printing 
Elernent parameters dump flag 
EQ.1; Print 
EQ.O; Suppress printing 

1\0TES/ 
(1) The nurnber of pipe elements ("NPIPE") counts both tangent 

and bend geornetries, and both the material and section 
property tables can reference either the bend or tangent 
elernent types. 

(2) A branch point is defined as a nodal locat ion where at 
least three (3) tangent pipe elernents connect. The two 
input parameters "NBRP" and "MAXTAN" reserve storage for 
an index array created during the processing of pipe 
element data; posting a larger number of msximum common 
tangents thsn actually exist is not considered a fatal error 
condition. Branch point data is read if requested, but not 
currently used; i.e. to be used in future program versions. 

IV.9.1 
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( v) and 
one · (1) 
selects 
vallll!s. 
element 

where 
of the 

:-mus t be 

notes 

(1) 

NC7!'ES/ 

'. . .... ~~ - ~... ·~ ··.~ ............ . 
• • 

Temperature-dependent Young' s modulus (E), Poisson' s ratio··-:> ---=' 
thermal expansion coefficient (01). are allowed. ·.lf_more .. ttian_,. ··.\··_.:. 
temperature point is input fo·r· a material table, then the program ·' - ·•· 

. . ·- . . ·~ - "' - . -···-:p·· .. -- ...... 
properties using linear interpolat ion between, if!put,.~mpera.t:'r'C ,,:..¿_'-'~-·-.:'\t. 

The temperature used for property selection is_ the average .,; .. 
temperature which is denoted as .T : · ... ' · :-.· '"·: · 

Ti and Tj 
pipe. FOr 

input: . .., 
a. 

columns 

1 5 

6 - 10 

l'l - 46 

8 ·-.. ~- . . 
.··, ·: .. -~-_::; ~-T·=(T+T)/2 

· ·a -- i - j ... 

are the input nodel temperstures for ,~nds "1" and· "j':-· 
each different material, the following set of cards 

material identification card (2I5,6A6) 

variable. entry 

M Material ident ification number; 
GE.l and LE.NUMMAT 

... 

NT Number of different temperatures at 
·-which .. proper.t·ies are given; 

EQ.O; one temperature point is 
assumed to be input 

Material deseription used to.label 
the output for this material 

-~ 

~-

-{1) . -Material ident ificat ion number. must be input between one ("1") 

and -the •total ·number oLmateriala ·.apecified- (''NUMMAT") 

notes 

(1) 

NOTES/ 

(l) 

.·. 

b. material cards (4Fl0.0) 

columns variable. entry .... 

1 
11 
21 
31 

- 10 T(N) Temperature, · Tn 

- 20 E(N) :Noung' s modulus, En ..... 
30 XNU(N) Poisson's ratio, "' 40 ALP(N) Thermal ·expansion coefficient, on 

Supply•one card for each temperatura point in the material 
table; at least one card is reQuired. Temperatures must 
be inp~t in hicreasing '(algebraic) order. If tillo or more 
póints are ·used, care must be taken to insure·that the table 
cove·rs" the ·expected' rlllige ·of average temperaturea. exlsting 
in the elements -to which the mater1sl table ia assigned.' 
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-IV. ELEMENT DATA (continued) - ~~·· '. 64 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 

NOTES/ 

3. Section Property Cards (l5,5Fl0.0,3A6) 

columns variable entry .. _ - . --
1 - 5 N 

6 - 15 

Section property identification number; 
GE.l and LE.NSECT 
Qutside diameter of the pipé,' d

0
·--. !, .. _-, · 

16 - 25 Pipe wall thickness, t 
26 35 
36 - 45 

Shape factor for shear distortion, a_. 
Weight per unit length of section, '1 
Mass per unit length- of- section.- P1 
Section description (used to label the 
output) 

46 - 55 
56 - 73 

(1) Section property identification numbers must be input in an 
ascending sequence beginning with one <"1") and ending with 

·the·total number of_ section specified ("NSECT"); · 

(2) Assuming that (y,z) are the section axes and that the x-.axis 
is normal to the section, the properties for the section are 
c'omputed from the inp~t parameters [d

0
, t and a_.] as follows: 

(a) inner and outer pipe radii; 

r = d /2 o o 
r = r - t 

i o 
(b) cross--sect ion al ares (axial deformations); 

2 2 
A = n(r - r _ ) 

X::. O - 1 

(e) principal-moments of ·inertia ·(bending); 
4 4 

Iy = (n/4) (r
0 

- r 1> 

l z = l~ 
(d) polar moment of inertia (torsion); 

J = 21 
X y 

(e) effective shear areas (shear distortions); 

A =A /a y X V 

A =A z y 

Note· that tm.·•shape factor fo:r ,shear ·distortion· (a)· may 

" be input directly. If the entry is omitted, the ahape 
factor ·is computed using the equat ion: ·--

·a 
V 

= (4/3) (r
3 
o 

~ 2.0 

IV,9,3 
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65 
IV. ELEMENT _DATA (continued) 

' -
An input value for ~ greater than one hundred (100.) 

· c:"auses'' thé j:irogram ·t6 neglect· _shear d istort ions ent i rely. 
If used, the same. shape factor is applied to both in and 
out-of-plane shear distortions. 

(3) The weight per unit length of section (Y¡) is used to 
compute gravity loadings on the elernents. Fixed entl 
shears, rnoments, torques, etc. are computed autorna1 ically 
and applied as equivalent nodal loads. These forcts will 
not act on the structure unless first assigned to one of 
the element load cases (A,B,C,D) in Section IV.L.5, below. 

(4) The mass per unit length is only used to form th~ lumped 
rnass matrix for a dynarnic analysis case. If no entry is 
input, then the program will re-define the mass density 
from the weight density using: 

p
1 

= y1 /386. 4 

Ei ther a non-zero weight den si ty or mass den si ty will 
cause the program to-assign masses to all pipe element· 
no des. 

4. Branch Point Node Numbers 

If the number of output branch point nodes has been 
omitted from the control card (i.e., ce 26-30 blank), skip this ocction 
of input, and no branch point data will be read. Otherwise, supply 
node numbers for a total number of branch points requested on the· 
control card, ten (10) nodes per card: 

first card (10!5) 

notes colurnns variable ;>n t ry 

(1) 1 - 5 Node -nUrnber at branch point 1 
6 - 10 Node nurnber at branch point 2 

·45 - 50 Node nurnber at branch point 10 

second card (10!5) -- if required 

notes columns variable entry 

1 - 5 Node number at branch point 11 

NCYTES/ 

(1) A node does not define a branch point unless at least three (3) 
tangent elements are common to the node. Branch point output 
is only produced for static analysis cases. 

IV.g,4 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

5. Element Load Case Mul t ipl iers _ .. ····" . " --"· ·~,,,.~ 

·Five (5) cards must be input in this section specifying 
the fraction of gravity (in each of the X,Y,Z coordinate directions), 
the fraction of thermal loading and the fraction of interna! pipe 
pressure loading to be added to each of four (4) possible element 
loading combinations (A,B,C,D). 

Card 1 X-di rect ion grav i ty 

notes colurnns -variable 

(1) 1 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

Ca rd 2 Y-direction gravi ty 

Card 3 Z-direction gravity 

Card 4 ·. Thermal' loads 

notes columns variable 

(2) 1 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

Card 5 Internal pressure 

notes columns variable 

(3) 1 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

(4 FlO. O) 

entry 

Fracrion of X-direction gravity to be 
app1ied in elemen~ load case A 
Fraction of X-direction gravity to be 
applied in element load case B 
Fraction of X-direction gravity to be 
applied in element load case e 

.. Fraction of X-direction gravity to be 
applied in element load case D 

(4Fl0.0) 

(4Fl0.0) 

(4Fl0.0) 

entry 

Fraction of thermal loading to be 
applied in element load case A 
Fraction of thermal loading to be 
applied in element load case B 
Fraction of thermal loading to be 
applied in element load case C 
Fraction of thérmal 1oading to be 
applied in elernent !'oad case D 

(4Fl0. O) 

ent ry 

Fract ion of pressUre -i nduced load in!~ 
applied in element load case A 
Fract ion of pressure -induced loading 
applied in element load case B 
Fract ion of pressure -induced loading 
applied in element load ca.se e 
Fraction of pressure-induced loading 
applied in element load case D 

IV, 9. 5 
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5. Element Load Case Multipliers (continued) .. ~·¿ ~-~i--z~--~~/~.,f~~ 
··-~·';ó~r- . ~-;;~·j'·~~ ·:~·-:~:=~~:~~·~·.,: :~. • :2-:;·-~::~?:.::~·~-;.c~~;:::~:;::.::~~~~!;;::!::!:;t· 

(1) No gravity l_oads will b·e. procluc~ if.the weight 'per,: - .. ":~,-~·.._:';\;~~;~-~~:~ 
.·-

.. 

.. 

-•... ·:u ni t.._ length was input as zero on ,a,ll. sect ion prop~_z:t:r. ':.· . .,.:.e>'-""··~-· ;i'r .'2' .,:yj?, 
.: carda.- Othenrise, a multiplÜ•r'of l.-O-input for an· · -··_c..,-;.,;-;,:;c.'>=-·.,, .• , :.-.- .,,.. 

element .load case means that lOO~ of deadweight will ~ :.;. ..;, .. _,:_,.---:_,;. ,, 
be•assigned. to_that load co~bi~ati_on_.- _., ····:;:-< .. ·-~¡,.,.;__~:_. 

: ~· ':~~--.... ~ .~ ..... :.· -~·- ·~ -.:; 

(2) No thermal loading will result if _the -coe!ficient .of 

•• ;> 

thermal .expansion has been omitted' from all the material 
cards.· Othenrise; thermul loads are computad for each · '":-'-•·" 

notes 

(1) 

(2) 
(3) 

:;(4) 

elem~t using the l$f ·b_etween the average element tempera- --__ 
~m:*>W&·-fT.;> and the strees-free tempenture (T0 )· given ·:"-:;,.~(..,·.· 

with each pipe element card (Section IV .L.6, below).- · .. ~·<·-:.; 
.-<.,.• .&;•o ...;, • ~· ':. :::· ~ :-::, ~ ~ ;~ -::•:t. 

(3)· Element. distortions are. computed for each element due • .: .;;,.:;.~·.: 

to internal pressure, and these loads are combined into·"~':"·:~··'·~ 
_ element load c_ases by means of appropriste non-zero 

entries in Carel 5. 

Gravi ty, thermal or pressure. induced loads canno·t act 
on the structure unless f1rst combined -in one or more 
o! the element load sets (A,B,C,D). Once defined, 
element load cases are assigned (via. scale factors) 

.• to the -structure load cases by means o! Element Load 
Multipliers given ·in Section VI.· An element load 
!'ase combinstio.n may be used. a mul tiple number of 
times when defining _the-var.ious.,struc-ture .. loadi-ng ~- · 
conditions. 

6 ... -Pipe Element -Cards 

a. carel type 1 

columns 

1 .. 4 

5 

6 - lO 
·u 15 
16 - 20 

21 25 

26 - 35 
36 45 

,.;,:!.~; ~ 55 

variable 

N 

l 
J 
MAT 

-ISE_CT 

- '•- -- _, ... 

entry 

Pipe element number; 
GE,l and LE.NPIPE 
Geometric type code: 
"T" (or blank); tangent section 
"s" ; bend (circular) section 
Node 1 _number 
Node J number 
Material identification number; 
·GE.l and LE.NUMMAT · 
Section p_roperty identification num~er; 

·GE.l and LE.NSECT 
Stress-free temperature, T

0 
.Jnternal pressure, p 
Posit 1vc-,project1on of a l"ocal- y-· .... .,.,, 
vector on the global _X-axis; A (yX)· 

IV.9.7 
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69 
ELEMENT .DATA .(continued) 

•. ~6.·.,.-.Pipe Element Cards .{c;:ontinued) 
... '':-~ < • ~ 

: ~·.:--:;<'-:~: ,,.._ 
••• ~·.· .o';:;;;.;",,_.-

columns 

56 - 65 

66 - 75 

76 - 80 

variable 

KG 

entry 

Positive projection of a local y
vector on the global Y-axis; A {y Y) 
Positive projection of a local y

vector on the global Z-axis A <:• Z) 

Node number increment for tangent 
element generation; 
EQ.O; default set to ''1'' 

. -;.-

NOTES/ 

(l) Card_type 1 is used for both tangent and bend elements; 
a second card (card type 2, below) must be input immedi
ately following card type 1 if the pipe element is a 
bend (i. e., "s" in ce 5). Note that elernent cards rnust 
be input in ascending sequence beginning wi th one ('1 ") 
and ending with the total number of pipe elements. 
If tangent elements are ornitted, generation of the 
intermediate elements will occur; the generation algorithm 
i s described below. An a t tempt to genera te bend type 
elements is considered to be an error. 

·{2) The stress-free temperature, T
0

, is subtracted from 
the average element temperature, T

8
, to compute the 

uniform temperature difference acting on the elernent: 

óT : T - T 
a o 

The entire elernent is assumed to be at this uniforrn 
value of temperature difference. 

(3) The value of pressure is used to compute a set of 
self-equilibrating joint forces arising from member 
dis.tortions due .to pressurization; i.e., the mechanical 
equivalent of therrnal loads. For bend elernents. the pressure 
is also used to compute the bend flexibility factor, kp. The 
curved pipe subjected to bending is more flexible than ele
mentary beam theory would predict. The ratio of "actual'' 
flexibility to tbat predicted by beam theory is denotC'd by kp' 
where 

k = (1.65/h)/[l + (6p/Eh) (R/t) 4 / 3 ] ;;, 1 
p 

in which 
2 

h : tR/r 

r : (d - t) /2 o . 

IV ,.9.8 



~- .· . 

•'J_-'I'"':",:""'t' -_ 
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70 

6. Pipe Element Cards (continued) 
; 

... , 

and 

t = pipe wall thickness 
R = radius of the circular bend 
r = mean radius of the pipe cross section 

do = outside diameter of the pipe 
E = Young•s modulus 
p = interna! pressure 

The flexibility factor is computed and applied to all 
bend elements; pressure stiffening is neglected if the 
entry for interna! pressure ('p 11

) is omi tted. 

(4) The global projections of the local y-axis for a tangent 
member may be-omitted (ce 46-75 blank); for this case, 
the following convention for the local system is assumed: 

(a) tangents parallel to the global Y-axis 
(vertical axis) have their local y-axes 

directed parallel to and in the sarne direc
tion BE the global Z-axis; 

(b) tangents not parallel to the global Y-axis 
have their local y-axes contained in a vertical 
(global) plane such that local y projects 
positively on the positive global Y-axis. 

For Lend elements, the global projections of the local 
y-axis are not used; instead, the local .axis convention 
is defined as follows: 

(a) the local y-axié is directed positively toward 
and intersects the center of curvature of the 
bend (i .e., radius vector); 

(b) the local x-axis is tangent to the are of the 
bend and is directed positively from node 1 
to node J. 

Note that for all elements,, the local x, y, z systern 
is a right-handed set (see figure). 

(5) If a tangent elernent sequence exists such that each 
element nurnber (NEi) is one (1) greater than the pre
vious number (~~i-1); i.e., 

NE =NE +1 
i i-1 

only the elernent card for the first tangent in the 

IV. 9. 9 
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"'· 

. -· .. , .. "' series need be input •. _,_ The node numbe.rs for the miss ing .. 
·";; .tengents ere computed .using the formulee: ·· '··· .. · · "'! 

.. ·-·. '. · ___ g;::~·:;.-~;;;~1!. ~~::~·~r;t~~ ... e~~~~~~-~::::~~~~ i;~%~;, ;~z~ .. :;:. _;~~ --. . . ~; 

.. 

notes 

(1) 
(2) 

:;:,.,;• _. ~ 

' . 

. - : -
wbere. "KG" is the ... nod; number increment input in 
ce 76-80 for the first element in 'the series, end 
the·~ 

!' ..... 

:¡;,.: 

''llD"(ll)'::-materis'l identificat ion nUlllber-: .... -. 
(b) section property identification number 

.(e) stress-free temperature 
(d) internal pressure 
(e) y-axis global projections 

- ..... 

for.each tangent in the generation sequence are taken to 
be th·e same. as those input on the first .card in the 
ser-ies a The node number. increment ("KG") is reset to one 
-(1) if· left blenk··on the first card .. in the series. The 
last (highesÚ elernent cannot be generated; Le., it must 
be input. 

Bend element ·data cannot be genereted because two input 
cards .are"_required for each bend. Al so, .the element 

· -jusLpt:lor :to,;ec-bend---elernentc.must...cappear...:on·=anJnpuL_ 
card. Seyera'l bends ·may-be .input in e sequence, but 
each bend must appear-(on ·two cards) in -the input stream. 

columns 

"· 1 - lO 
14 - 15 

variable 

·R 

entry 

Rad ius of ·the bend element, R 
Third point type code: 
"TI" (or blank); third point is the 
tangent intersection point 
"ce" ; third point is the 
center of curvature 

·--. 

16 
. -26 -

36 
46 

25 
35 
45 -. 
55 

.•. 

X-ordinete .of the third point,· x3 
Y-ordinete of the third point, v3 
Z-crdinete ·of the third .-point ,. Z3 '"' •· · 
Fraction of wall thickness to be .. .. ~sed for dimensional tolerence tests; 

- EQ.O; default set to "0.1" . 

JV.9.10 

'· ,:/ 

·, ... , 



"•· 
" ¡ .... 

<j-
I 
1 

·"" ..... ..-~:: 

. ...... - .. 

- _.: .. ~-...: .. 

·--~ ~-.· : . .. ... 

r: . -

"""· 
" 

....... 

·. 

... 

~l .; • 

. -. :.,. 

....... ·7.:""'"'' - -~,.··· ., .. -.,... .-...... --~ ... "'' . .: . ...: . ·-· •. ~-·-.:.~ ... 
.. ;.....;-·:~ 

- -·~. 

END 1 

P(i) 
X . 
. -. .:.· . -- . 

' ... (1) 
-~Vz 

~.- 1 • -· ... 

TANGENT 

:·rV~ll -~- A --
. _..-· !::.X 

z • .......-- ·_ ~ : . 

ENDi ------ ~- (j) . . V 
y 

- v(c) __ . .. • / 

1 -~~ A':' . 

BEND 

/
v<cl 

y 
•-

y 

FORCt SIGN- CONVENTION FOR PIPE 
ELEMENT OUTPur··--. 
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IV. ELEMENT DATA (cont inued) . . . 
-~-~· -··--· ..... _._._;:;..,.--,...;.\...}"_,.._ ..;..-.... 

6. Pipe Element Cards (continued) 73 
· ... ,·:~ ~ ·=-~·:-·, .. :.-! ."" ~ <:;;, '; ,. : ...... 

NOT.ES/ 

(1) The rad ius of the bend ("R") must be input regardless 
of the method ("TI" or "ce") used to define the third 
point for the bend. 

(2) If the tangent intersection point is used, the progr:;m 
computes a radius for the·bend and compares the compu
ted value with the input radius. An error condition 
is declared if the two radii are different by more 
than the specified fraction (or multiple) of the 
section wall thickness. The lengths of the two 
tangent lines (I to TI and J to TI) are compared for 
equali ty, and an error will be flagged if the two 
values are discrepant by more than the dimensional 
tolerance. 

If the center of curvature is input, the distances 
from the third point to nodes I and J are compared 
to the input radius; discrepancies larger than the 
user defined tOlerance are noted as errors. 

This second element card is only to be input for the 
bend type element, 

Element Stress Output 

Stress output for pipe elements consists of torces and moments 
acting in the member cross sections at the ends of each member and 
at the ·midpoints of the ares in bend elements. Output quanti tites 
act on the element segrnent connecting the particular output station 
and end i; i. e., j to i, center to i, or ~ to i (where N. -+ O). 
Po si t ive force/moment vectors are directed into the posi ti ve local 
(x,y,z) directions, as shown in the accompanying figure. 

IV,9.12 



v. 

notes 

(1) 

(2) 

' . 

CONCENTRATED LOAD/MASS OATA_, (2I5,6Fl0.4) 74 . .. 
columns 

1 - 5 
6 - lO 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 50 
51 - 60 
61 - 70 

variable 
:;-... •. 

N 
L 

FX (N, L) 

FY (N, L) 

FZ (N, L) 

MX (N, L) 
ldY (N, L) 
MZ(N,L) 

. e!'t ry 
.·-~--..·-

Nodal point number 
Structure load case nurnber; 
GE.l; static analysis 
EQ.O; dynamic analysis 
X-direction force (or translational 
mass coefficient) 
Y-direction force (or translational 

·mass coefficient) 
Z-direction force (or translational 
mass coefficient) 
X-axis moment (or rotational inertia) 
Y-axis moment (or rotational inertia) 
Z-axis moment (or rotational inertia) 

NOTES/ 

(l) For a static analysis case (NDYN.EQ.O), one card is required 
for each nodal point (

1
N") having applied (non-zero) concentrated 

forces or mornents. All structure load cases rnust be 
grouped together for the nade (''N") befare data is entered 
for .the next · (higher) node at which loads are applied. Only 
the structure load cases for which node N is loaded need be 
given, but the structure load case numbers ("L") which are· 
referenced muSt be supplied in ascending arder. Node loadings 
must be defined (input) in increasing node number order, but 
again, only those nodes actually loaded are required as input. 
The static loads defined in this section act on the structure 
exactly as input and are not scaled, factored, etc. by the 
element load case (A,B,C,D) multipliers (Section VI, below). 
Nodal torces arising frorn elernent loadings are combined 
(ad~itively) with any concentrated loads given' in this 
section. Applied force/moment vectors act on the structure, 
positive.in thc positive global directions. Only one card 
is allowed per node per load case. 

For a dynamic analysis case (l<1JYN.EQ.l,2, 3 or 4), structure 
load cases have no meaning, but the prograrn expects to read 
data in this section nonetheless. In place of concentrated 
loads, lumped rnass coefficients for the nodal degrees of 
freedom may be input for any (or all) nodes. The mass matri> 
is automatically constructed by the prograrn from element 
geometry and associated material densities; the mass coefficicnts 
read in this section are combined (additively) with the exist
ing element-based lumped mass matrix. For mass input, a nade 
may only be specified once, and the load case number ("L") 
must be zero (or blank). 

V .l 
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CONCENTRATED LOAD/MASS DATA _(215,6Fl0.4) (cont inued) 

The ·prci"j:'raíñ 'teriniíiates-réading· loads '(or·"'iiiass) 'data when · · · -·'" 
a zero (or blank) node number (''N 11

) is encountered; i.e., 
termínate this section of input with a blank card. 
For the special case of a static analysis with no 
concentrated loads applied, input only one (1) blank 
card in thiS section. Similarly, a dynamic analysis 
in which the mass matrix is not to be augmented by any 
entries in this section rcquires only one (1) blank 
card as input. 

(2) ·For a static analysis, structure load case numbers 
range from "1

11 
to the total number of load cases 

requested on the Master Control Card ('LL"); thus, 
1 s L s LL, NDYN.EQ.O. For a dynamic analysis, only zero 
(O) references are allowed; thus, L =O, NDYN.EQ.l,2 

3, or 4. 

' 

V.2 



76 
.VI. ELEMENT Lai\.D MIILTIPLIERS (4Fl0.0) 

notes col umns variable _ entry .. 

(l ,2) 1 - 10 EM (1) Mul tiplier for element load case A 
11- 20 EM (2) Multiplier for element load case B 
21 - 30 EM(3} Mult iplier for elemen t load case e 
31 - 40 EM (4) Multiplier for element load case D 

NOTES/ 

(1) One card must be given for each static (NDYN.EQ.O) structure 
load case requested Of! the Master Control Card (''LL"). The 
cards must reference load case numbers in ascending arder. 
The four (4) element load sets (A,B,C,D),if created during 
the processing of element data (Section IV, above), are 
combined wi th any concentrated loads specified in Section V 
for the structure load cases. FOr e~ample, suppose an analysis 
case calls for seven (7) stat ic structure load ing condi t ions 
(i.e., LL = 7), then the. program expects to read seven (7) 
cards in this section. Further, suppose card nurnber three (3) 
in this section contains the entries: 

[EM(l) ,EM(2) ,EM(3) ,EM(4)] = [-3.0,0.0,2:0,0.0] 

Structure load case three (3} will then be constructed 
using lOO% of any concentrated loads ·specified in 
Section V minus (-) 300% of the loads in element set A plus 
(+) 200% of the loads in element set C. Load sets B and D 
will not be applied in structure lo'ad case 3. Element load 
sets may be referenced any number of times in order to 
construct different structure loading conditions. Elernent
based loads (gravity, thermal, etc.) can only be applied to 
the structure by rneans of the data entries in this section, 

(2) If this case calls for one of the dynamic analysis options, 
supply only one blank card in this section. If the job is 
a dynamic re-start case ()iDYN.EQ.-2 or -3), skip this section. 

Static analysis input is complete with this section. Begin 
a new data case wi th a new Heading Card (see Section 1). 

VI.l 
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FOur (4) types · of dynamic analysis can be performed by the 
The type·of. analysis,.is indicated by the rrumber .)IDYN" specified 
columna 21~25 of thé Master Control Card (Section JI). If 

p rog ro m . · · .. .:..:.;;

in -card _\~;r~:~~~i?! 

... ·.-: 
NDYN.EQ.l; Determination of system mode shapes and 

frequencies only 
·:'::·oc:.<·····'-;·.·. (complete input Section 

···; --:··· . :,_,. 

VII.A, only)" 
...... 

NDYN.EQ.2; Dynamic Response Analysts for arbitrary 
time dependent loads using mode superposition 
(complete both. Sect ions VII .A and B below) 

NDYN.EQ.3; Response Spect~ Analysis 
· _. ,: _·-e ·.-:-.-:•(complete• b~t'! Sections VII .A af!d··c,· below) · 

~·- -~ ~·>"-- ~----...-,~ . •.J. 

NDYN .EQ.4; J;Jynamic Response Analysis for arbitra·ry time 
·dependent loads using step-by-step direct 
integrat ion 
(complete Section Vll.B below) . r=-::. 

-•. 

¡¿ . 
~ 

In any gi ven dynámic analyiíis case only·· one · .. (1) _value :e;,r NDYN _will be , .;'···<L.~., .:;,·~~ 
;· considered. ·However, ·if JID'i'N.EQ·.2 or 3 0_the. program must<urst solve .. ~··, -~-- .~ .. _ ." 

"the eigenválife problem for structu~e mode~ and·"frequencies •. These ·· · ··· ·:.-.; 
eigenvalues/vectors· ·are then. used as input to. either the · Forced Response .••. ·. 
AnalysiS (NDYN.EQ;2) or t<> the Response Spectrum Analysis :(NDYN.EQ.3). 
Hence, options 1, 2 or 3 sll require íhat the control parameters for 
eigenvalue extraction be s~pplied·in Section VII.A, below. 

In case of a direct step-by-step integration analysis (NDYN.EQ.4) 
do not- provide· the-e1genvalue- solut1on control ·card of.~.section .. VIJ .. A •. 

For the special· case of dynamic analysis re-start · (NDYN ;EQ.-2-or ·-3), 
data input consists .of.-the Heading.Card .(Section l·) ,_ the Master Control 

··•· "-''" 'Card .. (Sec t ion .>"Ji) ,•·•IÍillll---either,of,.t;ec t ions VIl. B >:(-2h.:<u••:Y 1 l·. C .,(.,3h• 
below. Re,..starting is possible-only 1! a previous solution using the 
same model was performed with NDYN.EQ.l, and the results from this 
eigerwrlue -so~ion-were saved on the .re ... ,start .,.ile. {See Appendix A. L ..• , 

·· Up to this secti'on the program processes (Le•, expects to read) 
essentially the same blocks of data for either the 11tatic or dynamic 
analysis cases; certain of these preceding data carda; however, are 
read by the program but are not uaed in the dynamic analysis phase. 
In general, 'the purpose of the preceding data sectie>ns is to provide 
information leading to the formation of the system .. stiffness snd '!'aas 
mlltrict.s" (appropriately modified for displacement boundary c.onditions). 

··'· For example ,J'éltrlllent l-oad 11ets (A,B,C,D) . .may • constructed as though · 
a static case were to.be considered, but these data are not u11ed in a 
dyn&mic anelysis; i.e.; the same data,deck ~hr<>ugh Section IV can be , 
u sed for ei ther tfl)e of analysis. Tbe concept of structure loading 
condi tions is not. defined for the dynamic case, snd input for Sections 
V and VI must be prepared specially • 
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The program does not change th.;· order of the system by pe:rforming 
.a .. condensation of those nodal degr.eas of freedom having no (zero) 
ma~s coefficients; i.e .• a zer~mass reduction is not performed.-

· .• No d1st1nc.ti011 is moda- between · s_utic and _dynamic degreas of freedom; 
1.e., they are identical in sequence, type and total number. 
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A.~·,:¿_MQDE SHAPES AND FREQUENCIES OIDYN.EQ.l, 2or3) ·(3I5,2Fl0.0) -. ,-.-~" ·::!;, 
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. notes · columns variable entry · · ,·. 
• • .~!' / • _ .... 7·:':'¿:;:}~~-~~-~--~-~~:~?"·_;~-:;_-·:r--:~~~~~:tf~~Jv.~-€~:;~ .. ~~:-··~----·~ -~.r- - .... -.,~ .. _~ ~ -: ._.-.: .. ·\~·;;_~~?·;.~ 

"'- ·--· ~ (l) ~:~·:;;,.:>.~·l·~::-·;:-5~~.: ;;IFPR ._ ;~:;>;:· FlaÍ( for printing intermed tate matrices,. .: ~ .::)~ 
:"'7:['·.-.. _-_ ... ~- -:::-'~·~·~;.-:'l:--;~~~ .. ~.,.~~'-~-;:· .... .$-!!!.::~~:n;.~norms, etc.-calculated during·the .: .- ~~ 

·- ·--

:··y~:~-~:-=.-· :·:-~;:~:-s~~ti~~~~3.~f~i;:~~=~~}f~-~:fi;~!u;~~~~ , ··-> -: · -·-~:~~X ~ -:~<l~ 
(2) _,-: 6- 10 ~. IFSS '?:~::·Flag !or perfonning the STURM SEQUENCE :~ 

- :' ?.-::~~~- ~:~·_1'1':" • ..;·:· _:.;_:si .. -.i;~ ~::,_..~:· check;·_:: :. ): 
-"- .. . -·· .. ;~ _:_--- "· EQ.O; · check tQ see i! eigenvalues. 
-:- · · . .: ~; .. · .. .:~:-- ·=~·;::..: .. ·-~,_;.:~¡:-:e -. _i.:C: if·-:;. :r .:'.;.··:-'_.~---- we re mi ssed 
~--· ._.::; --~·-.,_.,· -· .:: · .,.;··~--:--:--~. . .·EQ.1:··. pass on the check. . . 

.. - ~·1.'1 ':... 15--& · ·.-... NITEJi.;,~;,_ ., Max1llllll!l"11umber of itere t ions~.allowed .,,,..,_ ____ • 
· ,-~~- ··. ;---- ~ ... .:_ -::-- · .. .:;-.:~ -. : :._· -.: .. to· reacb the convergence tolerance; 

. --. -.. -~ . ---·--<--·~·-· -.... .- . ti " 

· ... ;<~·--> · _-:~-:·.'1: ..• _~-~~:,;:">EQ.O;_--.default set to 16. 
(4) .~:--.16 --- 25 .. ·: ;..;:RTOL'·~·;:;:-c,c-:convergence t9lerance · (accuracy) for 

• • . ~·-. --- - -- .. . • --!1'~-;;i. " 11 ' .. 
--.1·-~·¡"<:-_;; .• ~.--- ;:,-;, ·~--"'"-'~ _: the 'bighest' ( NF ) requested eigen-
-- V~·"' ..... ·.. 1 . . 

~.:;.-- ·- ·-- -.... -. ~:va ue;-
" .... . . . 11 

26 35 COFQ 
EQ.O; 
·cut-off 
EQ.O; 

GT.O; 

default set to l.OE-5 
frequency (cycles/unit, time) 
'NF eigenvalues will be ex
tracted 
extract only those values 
below COFQ ·, 

Number of starti!)g iteration vectors .
to be read from TAPElO 

(l) ·Extra output--produced -by·tbe eigenvaluecsolutions-can be· 

, .. 

---~·-·wi. -~ ....... _, ''requested.;· out'pUt·"P'J'oduced-·by"th is. option ·can.~be-:qui tec··
voluminous. Normal output-produced by the program consista 
of an ordered list of eigenvalues followed by the eigen
vectórs'~or ea~ mode, The number o! modes found and 
printed is specified.'by the variable "NF"--given in .card 
columns 16-20 of the Master Control Card. 

(2) The program performs tbe solution !or 'eigenvalues/vectors 
using either of two (2) distinct _a1gorithms: 

·(a) 

··~· 
....... 1 • ,__. 

thl! DETI.'RMINANT SEARCH algorit·hm requires tbat 
tbe upper· triangular band of the system stif!ness 

· mat'r'1x' fit into high speed memory (core); Le., 
one. equation "block". 

"the- SUBSPACE JTERATION algorithm ·is used if only 
}>Ortions (fractions) of the system matrix can be 
Jetained in core; i.e., the matrix (even tbough 
in band !orm) must be manipulated in blocks. 
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.A, MODE S llAPES AND FREQUENCIES .. (cont~nued) .. -·' 

;-• ... 

'!'he program will automatically select the SUBSPACE ITERATlON. ···:- · 
procedure for eigenvalue solution if the model fs too large ,_ 
for the in:core algorithm • ., •• .,..,,;,::..-•t· .·'- .. .,..-... _ _.,.,.'':!---~=-~e·-"·-- -' ~:.~;_ -~- o.: .. ~.., ~ .o>-;:.._ <::o - R..,.·- o ::!:.:: . .-:~.:,.: .. ':f' :.].~;-,' . :-"' .•";' "!'' .ir-:; '! ~~R-: r-;;.'2:~:~" ·:- < 7. '! ... , ... :.. 

11 fl " ti ti " . The entries IFSS , NITEM and RTOL -11re ignorad if the pro-
gram can use the DETERMINANT SEARCH to find eigenvalues. 
Whether or not a model is too large for the DETERMINANT SEARCH 
depends on the amount of core allocated (by the programmer 
and not the user) for array storage·. The program variable 
"MTOT" equa-ls the amount of working- storage available ·, 

Define: 

MBAND 

NEQ 

NEQB 

.... -·· 

= maximum equation bandwidth (coeffioients) 
(maximum element node number difference) 
X (average number o! degrees of.freedom 
per node) 

= total number of degrees o! freedom in 
the model 

= (6) X (total number o! nodes) - [number of 
fixed '(deleted) degrees of freedom] 

= number of equations per block o! storage 
~ MTOT/ MBAND/ 2 (for large sy,stems) 

If NEQB is .. less than NEQ, the. model is too.large for the 
-. DETERMINANT .SEA RCH :>>lgorithm, .• and.--the=S UBSPACE--lTERAT10N

procedure will be used. 

lf :the:SUBSP.ACE=ITERATIO!Lalgorithm is used the -User may · 
request --that-,~e.··ST.Ufl)LSEQUENCE--check.-,be .perfo:rmed. By . 
experience the algori thm has always produced the lowest NF_ 
eigenvalues, but there is no formal mathematical proof that 
the calculated NF -eigenvalues w:ill elways be the lowest ones. 
The STURM SEQUENCE check csn be used to verify that the 
·1owest NF eigenvalues ha ve been obtsined. 1t should be 
noted that the computational effort expended in performing 
the STURM SEQUENCE check is not trivial. A factorization 
o! the complete system matrix is per!ormed at a shi!t just 
to the right of the NFth eigenvalue. 

If during the SUBSPACE iTERATION the NFth eigenvalue fa1ls 
ti 

11 11 1 ,. .. ,to cC>Ilverge to .a .. tolerance_ of·· KTOL ,.,(norma y· .OE-5, or 
5 significant figures) within "NITEM" (normally "16") 
iterations, then the,:STUR!II SEQUENCE !lag ("IFSS") is 
ignored. 
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81 
YlJ.. -_DYNAMlC ANALYSES ·(continued) 

A. MODE SHAPES AND FREQUENCIES (continued) 

(3) The maximum number of iterations to reach convergence 
("NITEM") applies on1y to the SUBSPACE ITERATION a1gori thm. 
If ce 11-15 are 1eft b1ank, a defau1t va1ue of ''16'' .for 

·NITEM is assumed. 

(4) The convergence to1erance ('RTOL") is applicable on1y 1f 
the SUBSPACE ITERATION algorithm is used. This to1eJance 
test applies to the NFth eigenva1ue, and all eigenvalues 
lower than the NF:th one will be more accurate than RTOL. 
The lowest mode is found most accurately with precision 
decreasing with increasing mode number unt11 the highest 
requested mode ('NF") is accurate to a tolerance of RTOL. 
Iteration is terminated after cycle number (k+l) if the 
NFth eigenvalue (X, say) satisfies the inequality: 

[ IA<k+1) - A(k) I/X(k)] < RTOL 

If the determinant search algorithm is used. the eigenpairs 
are obtained to a high precision, which is indicated by the 
"physical erro.r bounds" 

where 

2 and (w. ~.) are the i'th e1genva1ue and eigenvector obtained 
in the

1
solution. 

{5) ·The cut-off frequency ("coFQ") is used by both. eigenva1ue 
algorithms to terminate computations if a11 eigenva1ues 
be1ow the specified frequency have been found. 

The DETERMINAN! SEARCH a1gorithm computes eigenva1ues in 
arder from "1" to "NF". If the Nth eigenva1ue (1 SN <NF) 
h " " as a frequency greater than COFQ , the remaining ·(NF-N) 
eigelivalues are not computed. 

VII .5 



VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) •. 82 
A. MODE SHAPES A~~ FREQUENCIES (continued) 

··~ . - -· ...... 

The SUBSPACE ITERATJON algorithm terminates calculation 
when the Nth eigenvalue is accurate (i.e., does not change 
with iteration) to a tolerance of RTOL. As before, the Nth 
eigenvalue is the nearest eigenvalue higher than COFQ. If 
the SUBSPACE ITERATJON solution determines N eigenvalues 
less than COFQ (where, N < NF) , the STURM SEQUENCE check· 
(if requested) is performed using the Nth (rather than the 
NFtb) eigerivalue as a shift. 

Only those modes whose frequencies are less than COFQ 
will be used in the TIME HISTORY or RESPONSE SPECTRUM 

-analyses (Sections VJI.B and C, below), 

(6) The starting iteration vectors, together with control 
information, must be written onto TAPElO before the program 
execution is started. Appendix B describes the creation of 
TAPElO and gives the required control cards. 

(7) The program does not calculate rigid body modes, i.e. the 
systern rnust have been restraint so that no rigid body modes 
are present. In exact ari thmetic the element d of the nn 
matrix D in the triangular factorization of the stiffness 
matrix, i.e. K =LDLT, is zero if a rigid body mode is present. 
In computer arithmetic the element dnn is small when compared 
with the other elements of the matrix D. lf this condition 
occurs the program stops with a.message. 

Note: If many "ar.tificially" stiff boundary elements are 
used, the average of the elements of D will be artificially 
large. ·Consequently, d 00 may be small in comparison, and 
although no rigid body modes may be present, the program 
will stop. In a dynamic analysis it is recornmended not 
to use very stiff boundary elements. 

END OF DATA CASE INPUT (NDYN.EQ.l) 
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-~ .-· .. ~.-: B: ·· RESPONSE HISTORY"ANALYSIS (NDYN.EQ.2 or NDYN.EQ.4) .· •• . . . . . . -.- ~:: 

...,;.-.~---... * 'J-1-~-~J:--:~'-"'--.,~--')f·- -;t-:-r·~---~~"T- , .... !:..~JI:".:.::~~oz;:.~~......-o~.-- -~.,e...~:~~,;_¿-

_:· ·.: -~-;~~:.Hf?J;r;_t;~~.ft-_¿~~~rii~~D~ :~-:i~;t~~~~~ie~~ ~h~l;~~~r~~-~-~hrpl;~~~~~~~:~?~:~ .¡; 
-·~·-····freQuendés computecl"in _the._preceeding Section .JVll :A) to perform · 

a mode superpos1 tion ~ solution =-ror torced_ response. The· NDYN .EQ .4 
option initiates __ a,_di~ect ·atep·-.b~--Step )-pteg:~.uó~ _o~~~he _co.upled ·.:-~. ,. 
System equations, .. i.e.- no eigenvslue· solution has been performed :· r:-- -· ---: .. -

.: arii:l no transformation to the eigenvector basis 1s now carried out.· s· 
The data input is identical to the case NDYN.EQ.2 except for the 
defini t ion of damping·.. Dynamic response can be produced by two (2) 
general __ typés ~f forcing functi~n :,·:, :: ¡o.:":·'-· _ • .-

and/or 

:.,. -·- . ~. -"':·~· - ... 
(1): ground acceleration ~input in any (or all) _of 

·- the three ;(3) global. (X, Y,Z) directions;_-
... ___ .. ··•. · . 

_(2) . time varying loads (forces/moments) applied in any 
· ·- (or all) nodal degrees of freedom (except - "slave" 

o:-:-:-·· degrees of freedom)~- .· .- . ··.L . ._ ... ~- .. 

-·· :.. > -· ··. . · .: __ ;.~~-r-:;:·;t:-~:S1i~~~!:~~~:; ~ . · --_~:::.,·:· =- ~ .. t.=-..;:·~.:~~~ -~ ··.- ~ -···r :~ ,.:; ~-
. Time dependent '\fÓ_rc·in'i~--roñction_l! · (whether .loáds ·or ground ';: ··:;':"· .. .'.: 

accelera.tion components)_ .. ai-e"··desc.ribed in ·two steps. ·'-First, ·.a . 
·number (1 or more are possible) of non-dimensional time functions 
are specified tabularly by a seto! descrete points: [f(t 1),t 1), 
where i = 1,2, •.. ,k. Each different time function may have a different 
numbe.r of definition points (k). A particular forcing function 
applied at some point on the structure is then defined by a scalar 

·;· mul tiplier ('' ~", say) and reference to one of the input time 
... functions ("! (t) ", say). The actual force (or acceleration) at any 

_time _('_:__,-", a ay) equals f X f (-r); · f ( -r) is found by linear interpola-. 
tion ·between-.two,of• the..-··input-"-t-ime~points-{ti ,ti+lJ~ __ where--t:i.;; -r :!ó.ti.+l" 

Assuming ·that. the solution begins at-time zero (O), an 1n
dependent ar'rival_ time.- (ta,··where-ta ;;,O) .may be. assigned. to each 
forrlng· ~unction,. The•'f<>7Cillf!''function •is not. applied -to the .. sy&-tem . 

.... ) 1 1 until the_solution time·( -r, ssy ·equa s the arriva time, ta. 
Interpolation for-function values is based on relative time within 
the function tsble¡ 1.e., g(-r) = f(-r-ta). ~ 

The structure is assumed to be at rest at time zero; i.e., 
zero initial displacements and velocities are assumed at time of 
solution start. 

Analysis: 

notes 

(1) 

The :following data are required for a Fl:>rced Dynamic Response 

-1·;.· Control- Card .. (SI5,2Fl0.0) 

columna variable 

l - -5 liFN 

.-. 

entry '· ~ 

liumber of different time functions; 
GE.l 
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~ ~ ~ -· ~- 'JIL.-.. .• - oo.:Z~' ~-~.;,,;,-"'.t;.;L:i::..+~ •;.-~·;,_t:-:;~-:.~:;~ '-~~~;t.:.~!)~~~-~~~··fé1~--t!~ 
B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (cont1nued) .. -·-~.r-.. ~-:!J,.~.;¡;,.,_c,. c.;.¡>, . .,._,-.,..-.~ 7" •• '!o.<~ll-

--VII. 

,...~~:·.::- ~. :~.~r-~:"f ::·:=-~ -~·--¿_::. 
·notes 

• 

(2) 

11 - 15 NAT 

(4) 16 - 20 NT 

(5) 21 25 NOT 

.. '1·' 

(4) 26 35 DT 

.. (6) 36 - 45 -DAMP. 

for the forcing functions; ·. -.,: ,.,_' ~ :.-. 
EQ.O; all arrival times are zero .. • -· 
Total number of solution time steps_; '?./~'.:';·:.:.:J. 
GE.l .• •. 
Output print interval for stresses, 
displacements, etc. 

"'-··Gl! :·1 · and LE. NT ...... .., 

Solution time step, At ;·· 
'GT .O 

Damping .factor to be .applied to a11 . 
NF modes (fraction of critical); 
GE.O 

. .... .e 

·" 

In case of ~~YN.EQ.4 use .. ~ 

--- ·-{6) 36 - 45 ALPHA·· --.: Damping factor a "' ·--· _. 

. (7) 46 55 BETA Damping factor e 
NOTES/ 

(l} .Jt=least -one .(1) time-funct1on1:must .. be"input. 

: (2). · .lf.no ground...acce1eration acts ·on the structure, ·set "NGM" 
to zero and•'skip SeJ:tion VI-I.B.3, be1ow. -Both·ground 
accelér'at ion···and nodal: force input~.are-· aHowed i. 

(3) If no arrival time values are input,_all forcing funct1ons 
beg1n acting'"·on the structure at time zero; 'nle same 
arrival time. value may be re:ferenced by d1f:ferent forc1ng 
functions. "NAT'~ determines the number of non-zero entries 
that the program expects to read in Section Vll.B.4, below~ 

~4) The program performs a step-by-step integration of the 
equations of·motion using a scheme which is unconditiona1ly 
s"ble with respect to time· step siee, At. In case NDYN.EQ.2 
the modal uncoupled equations o! motion are integrated. In 
Cllse NDYN.EQ.4 th'e coupled ·system "t'qustions are··integratP.<I . 
If "T" is the period of the hlghest numbered mode (normally 

... •' the :lfFth 1110de) that is to be il>ctuded ··in the response -·· ,?" 

calculation, 6t should be chosen such that 6t/T <O. l. A 

VII. S 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 

85 
B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (cont!nued) 

... ·_._. ~;.. 

Iarger time step· (i.e., [lt > O.IT) will not cause failure 
(instability), but participation of the higher modes fs 
"filtered" from the predicted response. In general, wi th 
increasing time step size the solution is capable. of 
capturing less of the higher frequency participation. 

(5) The program computes system displacements at every sol11tion 
time step, but printing of displacements and recovery of 
element stresses is only performed at solution step inter
vals of "Not". NOT must be at least "1" and is normally 
selected in the range of 10 to lOO. 

(6) The damping factor ('DAMP") is applied to all NF modes. 

(7) 

The admissible range for DAMP is between 0.0 (no damping) 
and 1.0 (100% of critica} viscous damping). 

''.: ·:·> -
In case NDYN.EQ.4 the damping·matrix tised is C = O!M+ ~K, 

where Q' and ~ are defined in columns 36 to 55. 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 

B. 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) 86 
2. Time-Varying Load Cards (415,Fl0.0) 

columns variable 

1 - 5 NP 

lO IC 

ll - 15 IFN 

16 - 20 · IAT 

21 - 30 p 

entry 

Nodal point number where the load 
component (force or moment) is applie~; 
GE.l and LE.NUMNP 
EQ.O last card only 
Degree of freedom number¡ 
GE.l and LE.6 
( áX=l, óY=2, óZ=3, ~X=4, ~Y=5, ~Z=6) 

Time funct ion nurnber; 
GE.l and LE.NTFN 
Arri val time number; 
EQ.O; load applied at solution start 
GE.l; non-zero arrival time 
Se alar mul tiplier for the time function; 
EQ.O; no load appl ied 

NarES/ 

(l) One card is required for each nodal degree of freedom 
having applied time varying loads. Cards must be input 
in ascending nade -point arder. · This sequence of cards 
must be terminated with a blank card. A blank card must be 
supplied even if no loads are applied to the system. 

(2) The sarne node may have more than one degree of freedom 
loaded; arra~ge degrees of freedom references (''¡e") 

.in ascending sequence at any given node. 

(3) A non-zero time function nurnber (''IFN") must be given for 
each forcing function. IFN must be betw~en l and NFN. 
The time functions are input tabularly in Section VII.B.5, 
below. F\mction values at times between input ·time points 
are cornputed with linear interpolation. 

(4) If "IAT" is zero (or blank), the forcing function is assumed 
to act on the system beginning at time zero. If IAT is 
input as a positive integer between l and NAT, the IATth 
arrival time (defined in Section VII .B.4, below) is used 
to delay the application of the forcing function; i.e., 
the forcing function begins acting on the structure when the 
solution reaches the IATth arrival time value. 

(5) The actual magnitude of force (or moment) acting on the 
model at time, t, equals the product: (" P ") X (value of 
function number "rFN" at time, t). 

VI l. 10 



VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 
87 B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (cont inued) 

: ~ - •• • - •• < • • ~:_ •• • f - • ·.-;:::,-.., -: -¡;;· .. --. :---.. ~ .. --
3. Ground Motion Control Card (615) 

notes colurnns variable entry 

(1) 1 - 5 NTh"X Time funct ion number describing tl1e 
ground acceleration in the X-d ircr.tion 

6 - 10 NTh'Y Time function number describing t he 
ground acceleration in the Y-direction 

11 - 15 NFNZ Time function number describing the 
ground acceleration in the Z-direction 

(2) 16 - 20 NATX Arrival time number, X-d irect ion 
21 - 25 NATY Arri val time number, Y-di rect ion 
26 - 30 NATZ Arrival time number, Z-d irect ion 

NOTES/ 

(1) This card ·must be input only if the ground motion 
indicator c''NGM") was set equal to one (1) on · the 

· --- ·' ·· ,, __ · - ··' :~·'· . ..-:~:coiltrol Card"'(Sectiori, VII .B.l, above) .• k zero 
· ··- . Íime. fun~t'ion number i~dicat~s that no ground motion 

is applied for that particular direction. 

(2) Zero arrival time referené:es mean that the ground 
acceleration (if applied) begins acting on the 
structure at time zero (0). Non-zero references 
must be integers in the range 1 to NAT. 

VII. 11 
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VI l. DYNAMIC ANALYSES .(continued) 88 
B. RESPONSE HlSTORY ANALYSIS (continued) 

4. Arrival Time Cards 

a. card one (8Fl0.0) 

no~es columns variable entry 

(1) l - lO AT (l) Arrival time number 1 
11 - 20 AT (2) Arrival time number 2 

7l - 80 AT(8) Arri val time nurnber 8 

b. card two (8Fl0. O) - (required if NAT.GT.8) 

notes colurnns variable entry 

l - 10 AT(9) · Arri val time number 9 

etc. etc. 

NOTES/ 

(1) The entry ('NAT") given in ce 11-15 on the Control Card 
(Section Vll.B.l, above) specifies the total number of 
arrival time entries to be read in this section. Input 
as many cards as are required to define "NAT" different 
arrival times, eight (8) entries per card. lf no arrival 
·times were requested (NAT .EQ.O), supply one (l) blank 
card in this section. 

Vli.l2 
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-s. Time Function Definition Cards . 

;:· 

:-: 

. - . -~- . -f~_: . .-. ~.. .- 4 ,?j 
· ' Supply one set (card 1 and card (s) 2) of input for ;t, 

each-·Óf the~ ~'NFN" time functions.requested in ce 1-5 o! the 
Control Card-· (Section VII.B.l, above). · 'At least'oñe set-o! tim~· 
function cards is expected in this. section. The card sets are input 
in ascending function'number order. ·-· :-

·=. .. . 

notes 

. (1) 

. . . • ... ·-!· ••• 

· :. -a •• : card 1 ·.(IS,Fl0.0,12AS) 
;:;. ' 

: :'.;-_- --: .. ···· . . ... -.... -- . 
·, 

_, 

:columns· ·: _'·variable·. 

1,,,.,. ,_ .s Nld',., .......... Number ·O! func.tion defínition .. points;· 
GE.2 

(2). 6-15- SFTR Scale factor to be applied to f(t) 
values; · ---·- .. -c. 

' 16 - 75 HED (12) 

Nai'ES/ 

EQ.O ;· 'defsult set to '"1.0" 
Label.information (to be printed with 
output) describing this function table 

(1) At least two points (i.e., 2 pairs: f(ti) ,t 1) must be 
specified for each time function •. Less than two points 
would preclude linear interpolation in the tab1e for f (t). 

" .. . (2).- .. The scale factor SFTR_ 1s used to multiply_ function 
values.,.only.; .i ¡-e;-; ·~-tnput- .t ime-"vshJes.- al'e~·not~cehanged.,·~ .-Jf 
the scale ·factor- is omitted, -SFTR · is re-set. by the program 
.to .11 1. 0 11 thereby leaving -input function values- unchanged. 

• 
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., 

··~ 

-·. 

· ·(1) 1 6--_:,.T(1) Time va1ues ·at ,point 1, .t1 .::: .. :.,._(~ir;f.:./."';;;;~····'· 
-e. ··~:: · 7- 12 ?-~':·F(l) ;·Function value at point 1, f(ti)·:"' lf'~'\~"~ 
---· · ,.. ..e- 13.-·18 :¿.',';.T(2) ;_. -Time value at point 2, t2 ·· _. ,0·F_0;~;'f?.:t..;,'·:~ . 

.: ·· · · · <·· ~~:~-:- ~. 24. y: }' (2)" "Functio_n v~lue at )>o~nt 2,: f (t2) .. ::;;_.{2'i~:~;-~./~¡ 

'"" .,iL:~;,':.,:~2~~~:t~'~: i~é:~:. <o·,~ .. ~~:~~i~ií 
:."NLP".pairs of tto!(ti), six (6) pairs .per card:: ... ":';:.·:¿l::'..,.:ó;:::·::.~ ... A 

;,'.Pa1rs must be input in'órder o! ·ascending timé.value·:-.:f':~'· ~;_,~;? ·:~ 
.Time at point one .J!!USt be zero, and ca re must be taken · ,o•_ · 

to emsure that the highest '(last) input time valúe 
(t~~) is a~ least equal to the value of time at the 
end of solution; ··1.e., 'tile time spiin for all functlons 
must cover tbe ·solution time period otherwise the 
interpolation .fór function values will fa11. -For 

- the case of non-zero arrival t-imes associated with' 
a particular ·r~mction, the· shortest arrival time 
reference <"tA:;, say) plus (+) the last function: 
time ("tNi.P">must at 1east equal t'he time at the 

.~ end=of=._t!le.:soluUon~.perio<L.(~END•~say.)c;--i~e~,. 

tA + tNLP ;;, tEND 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continuad) . r ... ·. :,· 
.:--:;~ r~~l~ · 

·,: '· 

B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continuad) 

6. Output Def1nit1on Cards 

To minimize the amount of output which would be 
produced by the program if all displacements, stresses, etc. 
were printed; output requests for ·specif1c·components must be 
g1ven in this section. "Time histories for selected components 
sppear in tables; the solution step output printing_interval 

11 •• 1 Is specified as NOT .,hich is given in ce 2 -25 of the Control 
·card (Section VII.B.l, above). 

... 
a.-~ displacement output requests 

. ·)- . -.. (-1) ·control card (2I5)-

notes· columns variable e_ntry 

(1) 1 - 5 KKK 

(2) 6 - lO· -ISP 

Output 
EQ.l; 
EQ.2; 

type indicator; 
print histories and maxima 
printer plot histories and 
recovery of maxima 

EQ.3; recover maxima only 
Printer plot spacing indicator 

NOTES/ 

(1) The Ay.pe. of output to-ba-- produced .. by the .program . 
. applies_ to.call.- d isplacement'· reques t s •'. "KKK--.-EQ;-0--
is illegal. 

(2)"·-"IsP"· controla the vertical (down-the page) spacing 
... _·for printer --plbt S' .. Output-0 points ,:are c·print ed ··on· 

every (ISP+l)th line. The horizontal (across the 
page) width of printer plots is a constant ten (lO) 

-'' inches (100 print positions). ISP is used only if 
KKK.EQ.2. 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 

B._ 

notes 

- (1) 

(Z) 

NOTES/ 

(1) 

(2) 

.• •,¡t" 

··. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) ·: -., ·:H2 :-:~- _,.~.: .:.' · 
~.::.:_ • . 'li"'-~.:. ;:.._~~~ ;·~=~> ... ·:r ,-.::}<.::F:5~l ~)' .. ~~~'7--t .. ~;~- -"~ .--· .. _,;.:..,. . · ;.,:;:¡.· 

6. Output_Definition Cards 

a. disp1acement output requests (continued) 

columns 

1 - . 5 

6. ~ 10 
11-~ 15 
16 - 20 
21 - 25 
26 - 30 
31 - 36 

variable 

NP 

IC (1) ...• 
l C-(2 ).-.,-- · -
IC (3) 
IC (4) 

IC (5). 
IC (6). 

entry ··..; 

Node number 
GE.1 and LE.NUMNP 
EQ.O -1ast card on1y 

"Disp1acement component; request 1 
Disp1acement '1:omponent;. request 2 
Displacement component, request 3 
Disp1acement component; request 4 

_Disp1acement component, request 5 
Disp1acement component, request 6 
GE.1 and LE.6 
EQ.O terminates requests for the node 

On1y those nooes at which output is to be produced 
(or at which maxima are to be determined) are entered 
i.n this sec.tion. Cards must be input in ascending 
node number order. Nade numbers may not be repeated. 
This section must- be .. terminated witb. a .. blanlL..card .. 

. .. 

Displacement-.component requests ("Ic") range .from .1 to ·6, 
where 1=6X,2=óY,3=óZ,4=iX,5=iY,6=tz .. The first·zero (or 
b1ank).-·.encou_ntered.:.While reading IC (1), IC (2), ••• , IC (6) 
:t-ermi'llates-,informat ion ,-for- the ca rd-,.-__ Dispbcement ·· 
componente at a node may be requested in any order. As 
an example, suppose that óY, iX and· tz are to· be output at 
node 34; the card cou1d be· written as·/34,2,4,6,0/, or 
/34,6,4,2,0/, etc. but only four (4) fields would have 
non-zero entries. 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 

B. 

notes 

(1) 

NOTES/ 

RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) 
93 

6. Output Definition Cards 

b. element stress component output requests 

columns 

l - 5 

6 - lO 

(1) control card (2I5) 

variable 

KKK 

ISP 

entry 

Output 
EQ.l; 
EQ.2; 

type indicator; 
print histories and rnaxima 
printe"r plot o_i histories 
and recovery of maxima 

EQ.3; recover maxima only 
Plot spacing indicator 

(l) See Section VII.B.6.a. (l), above. 

(2) element stress cornponent request cards (1315) 

Requests are grouped by elernent type; 
11

1\"ELT.YP" groups must be input .. A group consists of a series o! 
elernent stress cornponent request cards terminated by a b1ank card. 
Element number references wi thin an· element type (TRUSS, say) 
grouping must· be in ascending arder. Element number references may 
be omitted but not repcated. The program processes e1ement groups 
in the same order as origina1l'y input in the Element Data (Section IV, 
abo·ve). If no output is to be produced for an element type, then input 
one b1ank card for its group. 

notes columns variable entry 

(1) 1 - 5 NEL E1ement number 
GE.l 
EQ.O; last card in the group on1y 

(2) 6 - 10 IS (1) Stress component number for output, 
request 1 

11 - 15 IS (2) Stress component nurnber for outpnt, 
request 2 

61 - 65 IS (12) Stress component number for output, 
request 12 

'. 

VI I.l 7 



..... ='-. 

VII. DYNAMIC ANALYSES (cont inued) 

B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (con t inued) 
94 

· ... 
6. Output Defini t ion Cards 

b. element stress component output requests 

(2) request cards (continued) 

NOTES/ 

(1) Terminate each different element output group (type) 
wi th a blank carel. E1ements wi thin a group must be 
in element number arder (ascending) ; element number 
repetitions are i11ega1. 

(2) The first zero (or b1ank) request encountered whi1e 
reading IS(l), IS(2), ... , IS(12) terminates infor
mation for the card. No more than twelve (12) different 
components may be output for any one of the elernents. 
Tab1e I'II .1 lists the stress ·component numbers and 
corresponding descriptions. for the various element 
types. Sorne e1ement types (TRUSS, for example) have 
fewer than 12 components defined; only t~e stress 
component numbers listed in Table VII .1 are legal· 
references. 

END OF DATA CASE INPUT (NDYN.EQ.2 or NDYN.EQ.4) 
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· FLEMENT 
TVPf 

1. TR~SS 21 

·' 

·2• Rf A lo!-. 1121 

. -· 

• L.-. 

-~ . 

••• • .~ ·• • 
3.---PlAN!:-

ST~FSS/ · 
PU.NE--· 
STRAIN 

4. AXl SV!ol~ 1201 
MI;TiliC 

• • • 

.. - ~~ . --: · .. ;:,:, ----~-·-.. :·;: ~·-:.·1--: ·,·..:. 
AXIAL STRESS o.··.·::--.::" · 

.AXIAL FORCE,;,.,~-~ • ·' -··· '>"· -~ 
. -:·· . • '''1'-. \ ·• 

-.• !:··: •• -··;:_ .<_{· .• ; '::.2:: -~:'~:~:-;~-~~:~ .•. 

... ~. 
"'-

• - ·• •. --. l_. :~ - •• ~- • . .. '« 

1 11 ~ .• ·~. IPllll •¡. 1-FO.RCE AT E!IIO.:I·.: --~::·· :"~~ 
1 21 ··. :IV21Il. l -·2-SHEAR .. AT END 1 ·; · .: -~ ,:,_.,;;_ 
J :31 ·~o:· IV31 il''j""-_3-SHEAR AT ENIJ'~_I.>~~:;· .. """;.-.-~-~-•. t 
1 41 .ITllll 1 :·.1-TORQUF~AT END._I ~~.'.,.-"'-· · ·· 
1 51 IM21Il 1. 2-MOMENT.-_A'f:..END 1:_:.:. . -~ 
1 61 .. , ·; 1M3 1 Jl '1< .-3-MOMENT. AT ENO··r--- :: . · '· ~;·_ 

. - -:· ::tt~-"~2." ;,· - - .. ~- ·: .., 
t 7)' 

1 ~ ) 
1 9 ·1 
1 1 o 1 
111 1 
1 1 2 1 

• 

1 11" 
1 21 
( 3) 
1 4 1 

1 51/ 
( 61' 
( 71 i 
1 8 1 

-~ 

IPllJI 
IV21JI l 
IV31JI'I' 
ITliJI 1 

··r-121.n :l 
1"1"3 1 J). ) .. ' 

,'" . . •.. ,.. ·- .. 

1-FORCE .. .-c· AT ENO: J 
2-SHEAR AT ENO J 
3-SHEAR AT iND J 
1-TORQUE AT END J 
2-MOMENT AT END J '"' 
3-MOMENT AT END J 

• •· • • •.. • *· 

·' 

1 11'-SO'-'"I-"V"--STRESS·O·A-.f~OlNF·O~ .. 
122 '-SO 1 u- STRESS AT POINT-.0 
133- so 1 T- STRESS AT POINT o 
112 -so 1 UV-STRESS /J.T POINT o 

111 -S 1 ) V- STRESS AT. POINT 1 
p2 -S1 1 u- STRESS Al POINT 1 
133- S 1 1 T- STRESS Al POINT 1 
112 -S 1 ) UV-ST RESS AT POINT 1 

. '· 

-· .... 
--

.. ( q 1 lll-S2 1 v- STRESS·• AT POINT 2· 
1101- 122 -S2 ) U-·STRESS AT POINT 2 
1111 133- S2 ) r- STRESS AT POINT 2 
112) 112 -S2 ) UV-STRESS Al POINT 2 

11,) lll-S3 , v- S.TRESS AT POINT 3 
1141 122 -S3 1 u- STRESS AT POINT 3 
( 151 133- S3 1 T- STRESS AT POINT 3 
!Ud '112-53 1 UV-STRESS AT POJNT 3 ' 

'.-f:· 
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"'AXIMU"1 
N'J"'~Eil. OF 
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"'DO E 
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( 1 21 
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6. PL A T ~ 1 61 . 
SHELL 

:· ... 

... "· * ,.c.-~* ... .o-· " .. >e< 

7. 'lr'lJN- 1 ? ) 
'lAtl.Y 

.. * .. * •• .. * .. 
G, THICK 

SHELL ( 4 2) 
ANO 
3-DIM. 

-·: 

( 11 
1 2 1 
( 3 1 
( 4) 

(. 51 
1 ', 6 1 

( 71 
1 e 1 
( ··e¡ 1 
11 o 1 
111 1' 
( 1 2 ) 

,. 

1') 
2)-

3 1 

1 e 4 1 · 
1 5 ·1 . 
1 - .1-> 1 

,. 

1 1 
21 

* 

,. 

... ' .. 
1 1 . 

1 2 ) 
1 . 3 l 
1 4) 

1 51 . 
1 6 1 

7 1 

. ' ":; .... :. ..... -·- .'!. :' 

............ -
~---~ --~-':"": ~-- • 
. . ,;.•.,;96 ...- >C • 

..., .·::: .,. 3,.-; .. -:c .... ;=r_: 

IXX-Slll 
IYY-Slll 
1 Z Z- SL 1 1 
1 XY-Slll 
IYZ-Slil 

· .. IZX-Slll 

XX-STRESS AT 
VY-STRESS AT 
ZZ-STRESS AT 
XV-STRESS AT 
Y Z --S.TR E S S A T 
ZX-SlRE SLAT 

LDCATION 
LOCATIJN 
LOCATIOIII 
LOCATION 
LOCATION 
LOCATION 

·o 

. ' 
: <·---" 

IXX-SL21 XX-STRESS AT LOCATION 2·:. · 
IYY-SL21 VY-STRESS AT LOCATION 2--·--· 
1 ZZ-'SL21 ZZ-STRESS Al' 'LOCATION t o,_ 
IXY-SL21 XV-STRESS AT LOCATION 2 
IYZ-Sl21--YZ-STRESS AT l'OCATION 2 
IZX-SL21 ZX-STRESS AT lOCATIQN 2 

,. .. .. • .. .. .. .. • • .. 
(XX-S/RI XX-STRESS RESULTANT 
IYY-S/RI YY-STRESS ~ESUL TANT 
IXY-S/RI XV-STRESS RESULTANT 

--- e(:x X- 1'./R-I~XX-Jo\O"''HH--cJl E SUL T ANT- ' .. 
1 YY-M/R1·' YY~"''OI'IENT~ Rt:SUL:TANT· 
1 XY•!\1-/Rt··-xv="'GMENT- R ESUL:T A NT· -

.. " *· ... " 
.,. -.c .. • * .. * .... 

l~lORY-FI BOUNDARY ~'Oii.CE 
1 f\')RY-M) dOUNDAii.Y "40MF."'T 

.. 

.... 

. -.. -··~. 

-
.----... ....... ·- ;- .... . _¡_;: 
... "':'~ 

- -: ... 
_.· ... 

,-~ 

-~-

.. --

. .. 

,. 
* 

,. .. .. • • • • • • ..... -~· 
ISXXIOII XX-STRESS u CENTRO! D 1 o 1 
ISYYIOII VY-STRESS AT CENTii.Oiil 1 o) 

.ISZZIOII ZZ-STRESS AT CENTRO ID 1 o 1 
1 S XV 1 O 1 1 XV-STRESS . AT CENTRO ID 10) . 
ISYZIOI 1 YZ-STRESS AT CENT.ROID 101 
1 S ZXC.Ol 1 ZX-STii.ESS AT CENTRO ID .1 o)_ 

ISXXIlll. XX-STRESS AT CENTER OF FACE 1 
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r.tAXI"':.J .. STRESS 97 
ELE .. ENT NUMBER QF CO"'PO~ENT OUTPüT 
Tvp¡:: CO .. PO~ENTS NUMBER S Y M BOL D E s e R 1 p T I O N .· 

1 9 ) ISYYI111 YY-STRESS AT CE N TER O.F FACE 1 
1 9 ) ISZZilll ZZ-STRESS AT (EN TER OF FACE l 
110) 1 S XY 11 l l XY-STR~SS AT CE/14TER OF FACE 1 
1 11 ) ISYZilll Yl-STRESS AT CENTER OF FACE 1 
( 1 2 l ISZXI1ll lX-STRESS AT CE N TER or FACE 1 

1 13 ) ISXXI2ll XX-STRESS AT CE N TER or FACE 2 
( 14) ISYVI2ll YY-STRESS AT CENTER OF FACE 2 
( 15) ISZZI2ll Zl-STRESS AT CENTER OF FACE 2 
( 16 , ISXYI2ll XV-STRESS AT CE N TER OF FACE 2 
( 1 7 ) ISYll2ll Vl-STRESS AT C~NT ER OF FAC E 2 
( 1 ~ ) ISlXI2ll ZX- STRESS AT CEfi¡TER OF F ACE. 2 

1 19) ISXXI3ll XX-STRESS AT CENTEll. OF FACE 3 
( 20) ISYYI3ll YY-STRESS AT CE N TER OF FACc 3 
1 21 ) 1Slll3ll ZZ-STRESS AT CE N TER OF FACE 3 
( 2 2) (SXVI3ll XV-STRESS AT CE N TE;{ OF FACE 3 
( 2 3) ISYl13l l Yl-STR~SS AT CENTEt< OF FACE 3 
( 2 4) ISZXI3ll lX-STRESS AT C': NTER OF FACE 3 

( 2 5) ISXXI4ll XX-STRESS AT CE fi¡T ER OF FAC E 4 
1 2 6 ) (S VY 1 4 l l ·YV-STRE SS AT C~NTER. OF FACE 4 
( 2 71 1Slll4l l ZZ-STRESS AT CENTER OF FACE 4 
( 2 8 ) (SXYI4ll XV-STRESS AT CE NT ER OF FACE 4 
( 2 q ) ISYll4ll YZ-STRESS AT CE N TER OF FACE 4 
( 30) ( <;lX14) 1 lX-STRESS AT CENTER OF FACE 4 

1 31 ) ISXXI5ll XX-STRESS AT CENT ER OF FACE 5 
( 3 2 ) ISYYI5ll YY-STRESS AT CENTEil OF FACE 5 
( 33 ) IS7.ZI5ll U-STRESS AT CE N TER OF FACE 5 
134, 1 S XY 1 5 l l XY-STR~SS AT CEfi¡TER OF FACE 5 
( 3 5) ISYll5ll Yl-STRESS AT C(NTER OF FACE 5 
( 36) ISZXI5l l lX-STRESS AT CENT ER OF FACE 5 

137) ISXXI6ll XX-STRESS AT CEfi¡TER OF FACE 6 
( 38 ) ISYYI6l l YY-STRESS AT CENTER OF FACE 6 
( 39) ISZll6ll lZ-STRESS AT CENTER OF FACE 6 
(40) ISXYI6ll XV-STRESS AT CEfljfER OF FACE 6 
( 41) ISYZI6l l Yl-S TRE SS AT CENT ER OF FACE 6 
(42) ISlXI6ll lX-STRESS AT CE N TER OF FACE 6 

• 
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... .. • .. .. ... .. * • • • • • • • .9~ • .. • o • • 
9 • PIPE 

;- .. ::: 
A. TANGE"'T ( 12 1 ( 1 1 1 P X ( 1 1 1 X-FORCE AT END 1 

( 21 ( VY( 11 1 Y-SHE AR AT END 1 
( 3 1 IVZIII 1 Z-SHEAR AT END 1 
( 41 ITXIII , X-TOROUE AT END 1 
( 5 , IMYIII 1 Y-"WMEIIJT AT END 1 
( b , 1"4ZII 1 , Z-"40MENT AT END 1 

( 7 1 IPXIJI X-FORCE AT END J 
1 8 , IVYIJI Y-SHEAR AT END J 
( cq IVZIJI Z-SHfAR AT END J 
11 o, ITXIJI X-TOROUE AT END J 
( 11 , 1 MY 1 J 1 Y-MOMENT AT END J 
( 1 2 , I"'ZIJI Z-MOMEIIJT H END J 

B. B'OND ( l 8, ( ll IPXI I1 , .X-FORCE AT END 1 
t 2 , IVYIII , v~SHEAR 4T END 1 
( 3 , 1 V Z 1 '1 1 1 Z-SHEAR AT END 1 
( 4 , ITXIII 1 X-TOROUE AT END 1 
( '> ) (MY(II ) Y-t.IOMENT AT ~NO 1 
( b) IMZill , Z-MOMENT Al END 1 

-, 7 1 IPXICl 1 X-FORCE AT CE N TER OF ARC 
8 1 IVYICl , Y-SHEAR AT CEIIJTER OF ARC 

( 9, IVZICI 1 Z-SHEAR AT CENTER Ot- ARC 
( 1 o, ITXICI 1 X-TC'ROUE AT CENTER OF ARC 
( ll , IMYICI 1 Y-MOMEIIJT AT CE N TER OF ARC 
( 12 1 IMZICI 1 Z-MOMENT AT CENTER OF ARC 

( l 3 ) IPX(J) 1 ·x-FORCE AT END J 
( 1 4 ) IVYIJI ) Y-SHE AR AT END J 
( l 5 1 IVZIJI l Z-SHEAR AT END J 
(lb, ITXIJI 1 X-TOROUE AT END J 
( l 7) IMYIJI , Y-"'OMENT AT END J 
1 1 e l IMZIJI 1 Z-MOMENT AT END J 

.. * . -1: * 
,. .. ,. • • • • • • .. * • • • • • ,. • ,. 

• • .. * * • .. * * * • • .. .. • • * * * .. .. * * 

.• 
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C.. RESPONSE SPECTRUM ANALYSIS. (NDYN.EQ.3) ~ ~9~ .T-) ._:_.:·_,_.(;.'. ;•.::. '--·· ;;¡, 
----;t:..::~.---~~~:?.(t~?E-:~~-t-:c:~;_-~'"'f;;~o;:. '·-=··~=--~~·:·¡ .. ~~~.!~·;.~~~:\~S-i~!~~-r:~~-~:_:~~~~t~f'f-*-~'='7~~i~~~~f¡i:1;~-r.s-~:.-.~ 

This option combines all (NF) mode shapes and !requencies -• 

<": :~. -,.. •••• 

computed dur1ng the eigenvalue solution' (Section Vll:A) to calculate····"':" ' :".-· -'* 
R.M .S. stresses/deflections due to an input d isplacement (or _accelera-_ ·· : __ · ·--.. _}~ 

-tion) spectrum. The input spectrum.is applied in varying proportions_ .. ,.,.. .. ·"·· ,,. 
in the global X, Y, z d irect ions: For-'the ·case o! a non-ze·ro cut-off ~t'='."i:··<--· :i''i1f 

11 " ) frequency COFQ· (Section VII .A , only those modes whose !requencies 
are less than COFQ will be combined in the R.M.S. analysis. · 

notes 

'(1) 

(2) 

l. Control Card 

columiúi .. 

¡--~- .. --10 

11 - 20 
21 30 

.. 31 35 
.. - -~ .:;,.._ 

variable' 

F"X ·_.,..-~.···· 

FY 
FZ 

IST 

(3Fl0. O, 15) 

entry 

· Factor ·tor X-d:l:rection 
Factor for Y-direction 
Factor for Z-direction 
EQ.O; not acting 

input 
input 
input:, 

Input 
EQ,O; 
EQ.l; 

spectrum type; 
displacement vs. period 
accelération vs. period 

NOTES/ 

(1) All three (3) di'rection factors may be non-zero in 
which case the entries represent the X,Y,Z components 
of the input direction vector. 

(2) .. ' · ·':isT'' .. '(Ie fines"' the- type::of..::spect-rl.im=t ablec·to -be--input-
immediat.ely _following.:. The- spectral •displacements 

" " 1 . " u) ed b ( -sd·. ) and acce erat1ons ( ·sa are assum -to- e 
related_,as--:follows: S8 =- · ·(4rff2 l (Sd) •· 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continuad) 

C. RESPONSE SPECTRUM ANALYSIS (continuad) 
lOO 

notes 

notes 

notes 

(1) 

(2) 

NOTES/ 

(1) 

2. Spactrum Cards., 

a. head ing card (12A6) 

. -..... -.. -.. ~- . 

colurnns variable entry 

1 - 72 HED(l2) Heading information used to label 
the spectrum table 

. b. control card (l5,Fl0.0) 

columns 

1 - 5 

6 - 15 

c. 

columns 

1 10 
11.- 20 

variable 

NPTS 

entry 

Number of definition points in the 
spectrum tab1e; 
GE.2 

SFTR Sca1e factor used to adjust the 
disp1acement (or acceleration) 
ordinates in the spectrum table 
EQ.l.O; no adjustment 

spectrum data (2Fl0.0) 

variable entrj 

T Period (reciproca! of frequency) 
S· Value of·disp~11Cement···(or··acce1eration-

1f IST.EQ.l) 

Input One definitl·on point per card · "NPTS" cards 
' 

are required in this section. Cards must be arranged 
in ascending va1ue of period. 

"S" is interpreted to be a displacement quantity 
if "IsT" was input as zero. For IST.EQ.l, "s" 
is an acceleration value. 

Eh~ OF DATA CASE INPUT (NDYN.EQ.3) 

VII. 2 4 

r ·: 
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APPENDJX A - CONTROL CAROS ANO DECK SET-UP FOR DYNAMJC ANALYSJS RE-START 

The ·purpose' of tbis appendix--is t6 'describe the procedure 
(including control cards and deck set-up) required for program re
start following an eigenvalue/eigenvector extraction analysis. The 
re-start option has been included in the program in order to make 
a repeated torced response or spectrum analysis possible without 
solving each time for tbe required eigensystem. For medium-to-lar¡;e 
size models, eigenvalue solution is quite costly when compared to ~he 
forced response calculations; hence, excessive costs may be incurr,!-d 
if the entire job has to be re-run due to improper specification of 
forcing functions or input spectra, inadequate requests, etc. For 
small models (less than lOO nodes, say) the extra effort required 
for re-start Js normally not justified. 

A complete dynamic analysis utilizing the re-start feature 
requires that the job be run in two (2) steps: 

. JOB (1): Eigenvalue extraction solution only, after which 
program files TAPEl,TAPE2, TAPE7, TAPES, and TAPE9 
are saved on the re-start tape. 

JOBS(2): Re-instatement of program files TAPEl,TAPE2,TAPE7,TAPE8, 
and TAPE9 frorn the re-start tape followed by a Dynamic 
Response Analysis (~~YN.EQ.-2) or a Response Spectrurn Analysis 
(NDYN .EQ. '-3) . 

For a given model, the first job {JOB(l)] creating the re-start 
tape is run only once. The re-start tape then contains all the 
initial information required by the.prograrn at the beginning of a 
forced response analysis. More than one second job [JOBS(2)] rnay be 
run using the re-start tape as initial input; i.e., the re-start 
tape is not destroyed. 

Control cards and deck set-up for execution on the CDC 6400 
computer at the Uni versity of California, Berkeley are gi ven below: 

A-l 
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JOB(l) - E1GE'-"VALUE SOLIJJ'10N/RE-START TAPE CREAT10N 
102 

NOTES.' 

Notes Card Deck 

(1) Job number, 1, 200, 120000,300. User Name 
(2) REQUEST, TPl,I. Reel No., Tape User Name 
(3) CÓPYBF, TPl , SAP4 

UNLMD,TPl 
(4) LGó,SAP4 

REW1ND, TAPEl, TAPE2, TAPE7, TAPES, TAPE9 
(5) REQUEST,RESTART,I. Reel No., Tape User Name, ÓUTPIJJ' 

{

CÓPYBF, TAPEl, RESTART 
CÓPYBF, TAPE2, RESTART 

(6) CÓPYBF, TAPE7, RESTART 
CÓPYBF, TAPES, RESTA RT 
CÓPYBF, TAPE9, RESTART 

(7) 7-S-9 

PROBLEM DATA DECK: 

blank 
blank 

l. HEAD1NGCARD 
11. MASTER CONTROL CARD with 

(LL. EQ. O) 

111. 
I\' . 
V. 
VI. 
VII. 

card 
card 

(NF. GE .l) 

('-"DYN . EQ . 1) 

(MODEX. EQ. O) 

J01NT DATA 
ELEMENT DATA 
CONCENTRATED MASS DATA 
ELEMENT LOAD MULTlPLIERS 
DYNAMIC ANALYSIS 
A. Mode Shapes and Frequencies 

(S) 6-7-S-9 

(l) The job control card oarameters are dcfined as follows: 
"1" = Number of tape drives required for the job. 
"200" = CPU time limit (in octal seconds). 
"120000" = Central memory field length (in octal). 
"300" = Page limit for printing. 

(2) Tape containing binary version of program (TPl) is requested. 

.. 

(3) Binary version oí lhe program is copicd onto a disk file (SAP4). 
(.1·) Program is .loaded and execution is ini tiated. 
(5) A blank tape (RESTART) is requested. 
(6) The contents of disk files TAPEl,TAPE2, etc. are copied onto 

tape RESTART. 
(7) 

(8) 
End-of-record card: 
End-of-file card: 

7,8,9 punched in colurnn l. 
6,7,8,9 punched in column l. 

A-2 
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JOB (2) .- RE-START FOR RESPONSE HlSTORY ANALYSlS (NDYN.EQ.-2) 
... --~~--' or RESPONSE SPECTRUM ANALYSIS (NDYN.EQ.-3) 

- . ~ ~·-: ·..::_~i;.--:!::t::,-.<f'~;¡~_:{:..~~~~Notes ~=!i~a~d Dec_k _. ... _~ ~_,.:: .,,· ,::--;'"':_ ~.:- -:p~ú~~:~-~~J:~f~~;;-: :.~.!~.:... ~ :- ~:~ o9,?- ·-;..!.. ·----~~ -- ~~ 

• 

• 

• 

¡ 

NOTES/ 

(1) 

(2) 

-·Job number, 1,200,120000,300. User Name ·· · e 
REQUEST, RESTART, L Reel No._, User Name ~:',-
C0PYBF, RESTART, TAPEl : . 
C0PYBF, RESTART, TAPE2 a·. -~ :_ •• :~!-:~";; ~-:~~-~~f~.j~~·~~::~~~~-~-:-~~- · 
C0PYBF, RESTAR'!'·, TAPE7 
C0PYBF,RESTART,TAPE8 
C0PYBF,RESTART,TAPE9 
REWIND,TAPEl,TAPE2,TAPE7,TAPE8,TAPE9 
UNL(!lA D , RE STA RT 

1 

REQUEST, TPl, L Reel No. , User Na me 
C0PYBF, TPl, SAP4 
LG0,SAP4 

. 7-8-9 

- ~- PROBtEM1lATA1>ECK ·· 

(3) 

1. HEADING CARO 
IL 

Vli. 

or 

blank card 
_ blank -card. 

6-7-8-9 

MASTER CONTROL CARO wi th 
(LL.EQ.O) 
(NF.GE.l) 
(NDYN.EQ.-2 or -3) 
(MODEX.EQ.O) 
DYNAMIC ANALYSIS 
B. Dynamic Response Analysis (NDYN.EQ.-2) 

C. Response Spectrum Analysis (NDYN.EQ.-3) 

(1) The disk files TAPEl,TAPE2, etc. are re-created using the 
information saved on tape RESTORE. 

(2) The binary version of tbe program is again obtained from 
tape TPl. 

(3) Normally, the number of frequencies ("NF") ente red on the 
MASTER CONTROL CARO for a re-start case has the same value 
as was specified earlier when the eigenvalue problem was 
solved in JOB(l). If a value for the cut-off frequency 
(''coFQ") was entered on the "Mode Shapes and Frequencies" 
control card [in JOB(l)] and the program extracted fewer 
than "NF" frequencies (eigenvalues), then only thc actual 
number of eigenvalues computed by the program in JOB(l) 
is specified for "NF" in this re-start run. 

A-3 
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ITERATION VECTORS ,. . 
.,. :._.~- :~ ..... ·:!.:'~-~---:.~·-

In the dynamic analysis o! large-order systems, the solution o! .... 
the. reQuirel! eigensystem is normally the most expensi ve phase. The 
option described in this appendix demonstrates how 1t is possible to 
use NF0 previously calculated eigenvalues "and vectors when the s:Olu-·.::·:!.""·: 
tion _for NF ~ NF0 eigenvalues and eigenvectors is required. 

Assume that in Job(l), the solution !or NF0 eigenvalues and 
eigenvectors was performed. At the end o! this job, TAPE2 and TAPE7 
must ha ve been saved on a physical tape, say "RESTART". Assuming that 
in JOB(2) the solution o! NF eigenvalues and eigenvectors is required, 
then prior to the execution of·this job, tape RESTART needs to be 
copied onto TAPElO. 

This procedure was per!ormed with the !ollowing control cards 
on the CDC 6400 of the University of California ~t Berkeley: 

JOB(l) - SOLUTION FOR NF0 EIGENVALUES/RESTART TAPE CREATION 

Notes Card Deck 

(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

1

Job No., 1,200,120000,500. 
REQUEST, TP1, 1.· Ree1 No. , 
COPYBF, TPl , SAP4 
UNL0AD,TP1 

{ 
REQUEST, TAPE2, NB 
REQUEST,TAPE7,NB 
LG0,SAP4 
REWIND, TAPE2 ,TAPE7 

User Name 
Tape User Name 

REQUEST, RESTART, l. Reel. No .• .Tape User Namc, .OUTPUT 
f COPYBR, TAPE2, RESTART ,1 
\ COPYBF ,"TAPE7, TP3 

7-8-9. 
PROBLEM DATA DECK 
6-7-8-.9 

Notes/ 

(1) See Notes (1) - (4) in Appendix A. 

(2) The computer is directed to write on disk files TAPE2 
and TAPE7 in an unblocked format. 

· (3) A b1ank tape (RESTART) is requested onto which the contenta 
o! files TAPE2 and TAPE7 are to be written. 

(4) The contenta o! files TAPE2 and TAPE7 are written as one file 
onto tape RESTART. 

B-1 
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JOB (2) - SOL11!'ION' FOR ADDITIONAL EIGENVALUES USING THE INFORMATION 

STORED ON TAPE "RESTART" 

Notes 

(1) 

(2) 

(3) 

·· ... 

Carel Deck 

Job No. ,1,200,120000,500. User Name 

{ 

REQUEST, RESTART, l. Reel No. , Tape U ser N ame 
REQUEST, TAPE lO, NB 
REQUEST, TAPE2 , NB 
REQUEST,TAPE7,NB 
C0PYBF,RESTART,TAPE10 
UNLU<\D, RESTART 

{ 

REWIND, TAPE lO 
REQUEST,TPl,I. 
C0PYBF, TPl, SAP4 
LG0,SAP4 
7-8-9 

Reel No., Tape User Name 

PROGRAM DATA DECK 
6-7-8-9 

Notes/ 

(l) TAPElO (as TAPE2 and TAPE7 if they are to be used for 
further restarts,) is requested to be an unblocked file. 

(2) The contents of tape RESTART are copied into TAPElO as 
one file. 

(3) Program execution. 

B-2 
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~ . . ... . - .-,--;- .. - ,._, • • - '.";:"-<"'~-i-.::'l~:-----1- .: . 

- EERC 67...;1' ·' "Feasibility Study Large-sca1e Earthqualce Simulator Facüity", by 
·:z 

E:ERC 68-1 

EE!C 68-2 

EE!C 68-3 

EE!C 68-4 

EERC 68-5 

EERC 69-1 

EERC 69-2 

EERC 69-3 

EERC 69-4 

EERC 69-5 

EERC 69-6 

EE!C 69-7 

EERC 69-8 

J. Penzien, J. G. Bouwkamp, R._w. C1ough and D. Rea- 1967 (PB 187 905) 

Onassigned 

"Inelastic Behavior of Beam-to-co1umn Subassemb1ages Under 
Repeated Loading", by V. V. Bertero - 1968 (PB 184 888) 

"A Graphical Method for Sol ving the Wave Reflection-Refraction 
Problem", by H. o. McNiven and Y. Mengi- 1968 (PB 187 943) 

"Dynamic Properties of McKinley Schoo1 Buildings", by O. Rea, 
J. G. Bouwkamp and R. W. C1ough- 1968 (PB 187 902) 

"Characteristics of Rack Motions During Earthquakes", by H. B. Seed, 
I. M. Idriss and F. W. Kiefer - 1968 (PB 188 338) 

"Earthquake Engineering Research at Berkeley" - 1969 (PB 187 906) 

"Nonlinear Seisrnic Response of Earth Structures", by M. Oibaj and 
J. Penzien - 1969 (PB 187 904) 

"Probabilistic Study of the Behavior of Structures ouring Earth
quakes", by P. Ruiz and J. Penzien- 1969 (PB 187 886) 

"Nuroerical So1ution of Boundary Va1ue Prob1ems in Structura1 
Mechanics by Reduction to an Initia1 Va1ue Formulation", by 
N. Distefano and J. Schujman - 1969 (PB 187 942) 

"Dynamic Programrning and the Solution of the Biharmonic Equation", 
!oy N. Distefano - l96S' (PB 187 941) 

"Stochastic Analysis of Offshore Tower Structures", by A. K. Malhotra 
and J. Penzien- 1969 (PB 187 903) 

"Rock Motion Accelerograms for High Magnitude Earthquakes", by 
H. B. Seed and I. M. Idriss - 1969 (PB 187 940) 

"Structural Dynarnics Testing Facilities at the University of 
California, Berkeley", by R. M. Stephen, J. G_. Bouwkamp, R. W. 
Clough and J. Penzien - 1969 (PB 189 111) 

Note: Numbers in parentheses are Accession Numbers assigned by the Nationa1 Technical 
Information Service. Copies of these reports may be ordered from the National 
Technical Information Service, Springfield, Virginia, 22151. Either the accession 
number or a complete citation should be quoted on orders for the reports. 

'Revised 4/23/73 
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. "Seismic Response of Soi1 Deposits Under1ain by Sloping Rock 
Boundaries", by H. Dezfulian and H. B. Seed- 1969 (PB 189 114) 

EERC 69.::io''IZ''"oyhiunic- Str¡;ss .1\nalysis of Axisymmetric Structures tinder Arbitrary 
. . Loading", by S. Ghosh and E. L. Wilson - 1969 (PB 189 026) 

EERC 69-11 . "Seismic Behavior of Multistory Frames Designed by Different 

2 

;;> -. 

Philosophies", by J. c . .1\nderson and V. V. Bertero - 1969 (PB 190 662) '! 

EERC 69-12. "Stiffness Degradation of Reinforcing Concrete Structures Sub
jected to Reversed Actions", by V. V. Bertero, B. Bresler and 
H. Ming Liao - 1969 (PB 202 942) 

EERC 69-13 

EERC 69-14 

EERC 69-15 

EERC 69-16 

"Response of Non-Uniform Soil Deposits to Travel Seismic Waves", 
by H. Dezfulian and H. B. Seed - 1969 (PB 191 023) 

"Damping Capacity of a Model Stee1 Structure", by D. Rea, R. W. C1ough 
and J. G. BouWkamp - 1969 (PB 190 663) 

"Inf1uence of Local Soil Conditions on Building Damage Poten
tia! During Earthquakes", by H. B. Seed and 1. M. ldriss - 1969 
(PB 191 036) . . 

"The Behavior of Sands Under Seismic Loading Conditions", by 
M. L. Silver and H. B. Seed ~ 1969 (AD 714 982) 

. ·' EERC 70-1 '· "Earthquake Response of Concrete Gravity Dams", by A. K. Chopra-
1970 (AD 709 640) 

EERC 70-2 

EERC 70-3 

EERC 70-4 

EERC 7o-S 

EERC 70-6 

• 
EERC 7o-7 

• 

EEIC 7D-8 

"Relationships cBetween ·Soi1 Condi tions and _Bui-lding Damage in 
the Caracas Earthquake of July 29, 1967", by H. B. Seed, 11. M. Idriss 
and H. Dezfulian - 1970 (PB 195 762) 

"Cyclic Loading of Full Size Steel Connections", by E. P. Popov 
and R. M. Stephen- 1970 (PB 213.545J 

"Seismic Analysis of the Charaima Building, Caraba1J eda, Venezuela", 
by Subcommittee of the SEAONC Research Committee, V. V. Bertero, 
P. F. Fratessa, S. A. Mahin, J. H. Sexton, A. C. Scorde1is, E. L. Wi1son, 
L. A. Wy1lie, H. B. Seed, and J. Penzien, Chairman - 1970 (PB 201 455) 

"A Computer Program for Earthquake Analysis of Dams", by A. K. 
Chopra and P. Chakrabarti - 1970 (AD 723 994) 

"The Propagation of Love Waves Across Non-Horizontally Layered 
Structures", by J. Lysmer and L. A. Drake- 1970 (PB 197 896) 

"lnf1uence of Base Rock Characteristics on Ground Response", 
by J. Lysmer, H. B. Seed and P. B. Schnabel- 1970 (PB 197 ~97) 

"App1icability of Laboratory Test Procedures for Measuring Soil 
Liquefaction Characteristics Under Cyclic Loading", by H. B. 
Seed and W. H. Pe~k - 1970 (B 198 016) 
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.EEIC 7o-9 

EEIC 71-1 

EERC 71-2 

EEIC 71-3 

EERC 71-4 

EERC 71-5 

EERC 71-6 

EERC 71-7 

EER:: 71-8 

EERC 72-1 

EERC 72-2 

EERC '72-3 

EEIC 72-4 

EEIC 72-5 

EERC 72-7 

---

• 

"A Sinplified Procedure for Evaluating Soil Liquefaction Potential", -· .. :
by H. B. Seed and l. M •. Idriss -_ -1970 (PB 198 009) - .. ,_ - -~--.-

... 
-' ~Soil- Moduli 'and Damping"Factors-·for··oynamic Response 'Ana1ysis" ,"?, ''lc,"":;:;f'-5~ 

by H. B. Seed and I. M. Idriss - 1970 (PB 197 869) .· . - -~' " ~.-·.,._........ -·:y: 
.. ... - ' ~~ ... _::~ 

"Koyna Earthqualce and the Performance of Koyna Dam", by A. K. 
Chopra and P. Chakrabarti - 1971 (AD 731 496) - '' ' -: ·.-

"Preliminary ln-Situ Measurements of Anelastic Absorption in Soils 
Using a Prototype Earthquake Simulator", by R. D. Borcherdt and 
P. W. Rodgers - 1971 (PB 201 454) 

•static and Dynamic Analysis of Inelastic Frame Structures", by 
F. L. Porter and G. H. Powell - 1971 (PB 210 135) 

"Research 'Needs in Limit Design of Reinfo=ed Concrete Structures•, 
by V. V. Bertero - 1971 (PB 202 943) 

"Dynamic Behavior of a High-Rise Diagonally Braced Steel Building", 
by D. Rea, A. A. Shah and J. G. Bouwkamp - 1971 (PB 203 584) 

"Dynamic Stress Ana1ysis of Porous Elastic Solids Saturated With 
Compressible Fluids", by J. Ghaboussi and E. L. Wilson - 1971 
(PB 211 396) 

"Inelastic Behavior of Steel Beam-to-Colurnn Subassenb1ages", by 
H. Krawinkler, V. V. Bertero and E. P. Popov - 1971 (PB 211 335) 

"Modification of Seismograph Records for Effects of Local Soil 
·Conditions" by -P. Schnabel, .H. B •. seed-.and.J •. Lysmer.--l97L 

(PB 214 450) 

"Static and Earthquake Analysiscof Three Dimensional Frame and Shear 
Wall-Buildings" by cE. L. Wilson and H. H-: Dovey --1972 (PB-212-589) 

"Acce1erations in Rock For Earthquakes in the Western Uni ted States", 
by P. B. Schnabel and H. B. Seed - 1972 (PB 213 100) 

"E1astic-P1astic Earthquake Response of Soi1-Bui1ding Systems" 
by T. Minami and J. Penzien - 1972 (PB 214 868) 

"Stochastic Inelastic Response of Offshore Towers to Strong 
Motion Earthquakes", by M. K. Kau1 and J. Penzien- 1972 (PB 215 713) 

Cyclic Behavior of Three Reinforced Concrete F1exural Mernbers 
With High Shear" by E. P. Popov, V. V. Bertero and H. Krawinkler 
1972 (PB 214 555) 

"EarthqJake Response.of Gravity Dams Inc1uding _Reservoir Interaction 
Effects" by P. Chakrabarti and A. K. Chopra - 1972. 

"Dynamic Properties of Pine F1at Dam", by D. Rea, C. Y.Liaú and 
A. K. Chopra - 1972. 

.. 



EERC 72-8 

EERC 72-9 

EERC 72-10 

EERC 72-11 

EERC 72-12 

EERC 73-1 

EERC 73-2 

EERC 73-3 

EERC 73-4 

EERC 73-5 

EERC 73-6 

EERC 73-7 

EERC 73-8 

EERC 73-9 

EERC 73-10 

EERC 73-11 

109 
"Three Dimensional Analysis of Building Systems", by E.L. Wilson 
and H.H. Dovey - 1972. 

"Rat,e __ of Loading Effects on Uncracked and Repaired Reinforced 
Coricrete"Members", by V.V. Bertero, o. Rea, S. Mahin and 
M. Atalay - 1973 

"Computer Prograrn for Static and Dynarnic Analysis of Linear 
Structural Systerns", by E.L. Wilson, K.J. Bathe, J.E. Peterson 
and H.H. Dovey - 1972. 

"Literature Survey - Seisrnic Effects on Highway Bridges"' by T. 
Iwasaki, J. Penzien and R. Clough - 1972 (PB 215 6·13) 

4. 

"SHAKE, a Cornputer Prograrn for Earthquake Response Analysis of 
Horizontally Layered Sites", by P.B. Schnabel and J. Lysrner- 1972. 

"Optirna1 Seisrnic Design of Multistory Frames", by V.V. Bertero and 
H. Karnil - 1973. 

"Analysis of the S lides ·in the San Fernando Darns During the · 
Earthquake of February 9, 1971", by H.B. Seed, K.L. Lee, I.M. Idriss 
and F. Makdisi - 1973. 

"Computer Aided U1timate Load Design of Unbraced Mu1tistory Stee1 
Frarnes", by M.B. E1-Hafez and G.J. Powe11- 1973. 

"Experimental Investigation into the Seisrnic Behavior o1 Critical, 
Regions of.Reinforced Concrete Components as Inf1uenced by Moment 
and Shear", by M. Celebi and J. Penzien - 197 3. (PB 215 884) 

"Hysteretic Behavior of Epoxy-Repaired Reinforced Concrete Bearns", 
by M. Celebi and J.-Penzien- 1973. 

"General Purpose Computer Prograrn for Inelastic Dynarnic Response 
of Plane Structures", by A. Kanaan and G.H.· Powell - 1973. 

"A Computer Prograrn for Earthquake Analysis of Gra,vity Darns Including 
Reservoir Interaction", by P. Chakrabarti and A.K. Chopra·- 1973. 

"Seisrnic Behavior of Spandrel Frarnes - A Review and Outline for 
Future Research", by R. Razani and J.G. Bouwkamp - 1973. 

"Earthquake Ana1ysis of Structure-Foundation Systems", hy A. K. 
Vaish and A. K. Chopra - 1973. 

"Deconvo1ution of Seismic Response for Linear Systems", by 
R. B. Reimer - 1973. 

"SAP IV Structure Ana1ysis Program for Static and Dynamic Response 
of Linear Systems", by K. -J. Bathe, E. L. Wilson,- and F. E. 
Peterson - 1973 (·revised). 



5. 

EERC 73-12 

EERC 73-13 

EERC 73-14 

EERC 73-15 

EERC' 73-16 

EERC 73-17 

EERC 73-18 

EERC 73-19 

EERC 73-20 

EERC 73-21 

EERC 73,-22 

EERC 73-23 

EERC 73-24 

EERC 73-25 

EERC 73-26 

EERC 73-27 

llU 
"Analytical Investigations of the Seismic Response of Tall 
Flexible Highway Bridges", by W. S. Tseng and J. Penzien- 1973. 

"Earthquake Analysis of Multi-Story Buiidings Including Foundation 
Interaction", by A. K. Chopra and J. A. Gutierrez- 1973 (PB 222 970). 

"ADAP A Computer Program for Static and Dynamic Analysis of Arch 
Dams", by R. W. Clough, J. M. Raphael and S. Mojtahedi- 1973 
(PB 223 763/AS). 

"Cyclic Plastic Analysis of Structural Steel Joints", by 
R. B. Pinkney and R. W. Clough - 1973. 

"QUAD-4 A Computer Program for Evaluating the Seismic Response of 
Soil Structures by Variable Damping Finite Element Procedures" 
by l. M. Idriss, J. Lysmer, R. Hwang and H. G. Seed- 1973. 

"Dynamic ·Behavior of a Multi-Story Pyramid Shaped Building", 
by R. M. Stephen and J. G. Bouwkamp- 1973. 

"Effect of Different Types of Reinforcing on Seismic Behavio·r 
of Short Concrete Columns", by V. V. Bertero, J. Hollings, 
O. Kustu, R. M. Stephen and J. G. BÓuwkalnp- 1973. 

"Olive View Medie al Center Material Studies, Phase I", by 
B. Bresler and V. Bertero - 1973. 

"Linear and Nonlinear Seismic Analysis Computer Programs for 
Long Multiple-Span Highway Bridges", by W. S. Tseng and 
J. Penzien- 1973. 

"Constitutive Models for Cyclic Plastic Deformation of Engineering 
Materials", by J. M. Kelly and P. P. Gillis - 1973. 

"DRAIN-20 Users' Guide" by G. H. Powell - 1973. 

"Earthquake Engineering at Berkeley -'"1973" by D. Rea - 1973. 

"Seismic Input and Structural Response During the 1971 San '. 
Fernando Earthquake" by R. B. Reimer, R. W. Clough, and 
J. M. Raphael- 1973. 

"Earthquake Response of Axisymmetric Tower Structures Surrounded 
by Water", by C. Y. Liaw andA. K. Chopra- 1973. 

"Investigation of the Failures of the Olive View Stairtow~rs 
During the San Fernando Earthquake and Their Implications on 
Seismic Design", by V. V. Bertero and Robert G. Collins- 1973. 

"Further Studies on Seismic Behavior of Steel Beam-Column 
Subassemblages" by V. V. Bertero, H. Krawinkler and E. P. Popov-
1973. 



·-. 



DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 
FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M. 

EL METODO DEL ELEMENTO FINTIO EN LA INGENIERIA 

' t_,.j. . 
.:.~·_... . 

(.:t~·--~~·-

~~·:.,. ~-; f ~-- ... "" ~:--

'" ; 1 l rfi~:\._.¡:·:':'-
·:lr.~ ... --·¡. - .. 

f 
1 
f 

. ~ 

l ' . 
;- :¡ F··. 

1 :. ~- l ,. 
r r:~ 
1 r . . 

PRINCIPALES INSTRUCCIONES PARA CREAR UN ARCHIVO POR. 
-~--

MEDI'O DÉ-~TERMINAL Y PARA CORRER EN PROGRAMA SAP IV 
1 ... ~- ·--
; l Wf ~ 

'' 

,. 
1 --.. 

FEBRERO, 1985 

Palacio de Mlneria Calle de Tacuba S primer piso Deleg. Cuauhtimoc 08000 México, D.F. Tel.: 521·40.20 Apdo. Postal M·2285 





'· 

.J '· • 1 
PRINCIPALES JNSTIHJCCIONES 1'1\Ri\ CREAR lJN i\CIITVO POR 1·1EDIO DE 

TERMINAL Y l'i\1(1\ CORRE!< EL PIWCP.¡\.Mi\ Si\1' IV 

l. Para crear un archivo de datos teclear Mi\KE FILENAME Di\Ti\ 

2. Paro secuenciarlo teclear SEQ 100+100 

3. Para salirse. de secuencia oprimir dos veces la tecla RETURN 

4. Para volver a secuenciarlo teclear SEQ No. de secuencia + 100 

S. Para corregir una línea teclear FIX No. de línea /lo que se 
quiere quitar/lo que.se quiere poner. 

6. Para revisar lo que se corrigió teclear L= 

7. Para listar el programa teclear LIST 

8. Para listar una linea teélear LTST No. de línea 

9. J>;¡ra guardar el archivo teclear Si\VE 

lO.Para volver a ll:un:1r el archivo teclear GET FILE NN1E 

ll.l'ara correr .el progr:Jm:J· Si\!' 
can en !.:1 p:1nt:Jila tecle:1r 
"FILENMIJ:") 

TV y c¡ue los resultados ap:Hez· 
IUJN$ Si\1' IV /CORI<; F J LE FILES (T ITLE= 

12.Para correr el progr:~mn Si\!' IV y que los result:Jtlos aparezcan 
en 1 a imrresor:1 tec 1 en r IHJN$Si\P IV /CORI<; r: T LE FILES /T ITLE="F I LE
NMIE"), F 1 LES (PR INTEI<) 

*Nota* FILENi\ME puede ser cualc¡uier nombre, pero tiene que ser 
el mismo en el :1rchivo de datos y al correr el programa 

. ' 
BU E Ni\ SUERTE 



SAP INPUT DATA SI. 
Sheet of ---

SECTim: I. - IIEADI:'\G CARO 

IDEXTIFICATIO:'\ "HEO" 

•. 1. 

cols 1-72 
FOR~l-\T: ALPII . .\.\;U:.IER I C 

SECTION I I. - '%~STER CONTROL CARO" 

XIDtW NELTYP LL 

co1s 1-5 6-10 11.-15 

:\U~~P - ~o. of nades (if Eq~ O use 
t¡,·o h1ank cards) 

XELTYP - No. of t}~es of elements 

1 

1 

LL No. of structura1 load cases· 
(Eq. O for dynamic analysis) 

:\F - Frcqucncics to be found in the 
eigcnvalue solution (applies 
for LL = O) 

A:'IALYSI S , 

1'-:P NOY:-.1 ~lOO EX NAO KEQB 

• i 
26-30 . 31-35 36 -·lll 

FORH\T (S 1 S) 

:'\DY:-.1 
En ter 

- Analysis type: 
O for static ana1ysis. 
1 eigenvaluc/vector sol 
2 forccd J:~l:J.mic response hy mode 
3 response cspcctrum analysis 
~ dircct stcp by stcp intcgration 

~IODF.X - Exccut ion moLle: 
Entcr O for ¡JrolJ!~m solution 

1 for data check only 

superpos i t ion C 
("" 

:'\..\11 - :\o. 0f vcctors applies only for :-.IDYN = 1 

-:\o, of n. O. F. r:q. O for automatic calcu!;~ti.,n 



' l ) 
SAP l~f'UT ' SHEET Sheet ''" 

SECTIO.'\ III - "~ODAL POINT DATA" 
3 

~OOES llEFI~ITIO:-i ' ' 
Coordinate :\oJe 1 Translation Boundary 1 Rotation Boundary Coordina tes for 

1 
NoJe N<l. ~oJ;~1 ! 

.';u:ober! 
¡ 

Syste::~ Condition Cede (X,Y,Z) Condition Code (X,Y,:l Cd indrical cx=R.z=el 1 Incrcm~nt T"-~mnl'r:ttu:-e ; 
IX(\,.J) I\(\,5) 1:\(;\,G) y(~) 1 

•-------CT S.---: rx¡:;, 1;¡ rxc; ,e) l\(N,5) \ (;\) 1 ::(\) ! k( N) • Tt\l ! 

··- ~ 

1 ¡ 1 1 
i .. ' 

1 
1 i 

1 l 1 1 

! 1 
1 

i 
1 

1 
' 

1 ; 
i 

! 
1 1 

----' 

• 1 

1 

1 

1 
. -- ¡ 

-

l 
~..:ols 1 2-::. (,_ 1 o 1 l - 1 S lü-~tJ -~ 1- ~S .:o- _;o -~ 1 -.;. * . ' { 1 - -1 :t -1 ( l - ,l ,l :,c)-(\s 6ú- 70 71-Sll 

"Use for nodc generation with Nade No. incrcmcnt = k(~) FOI~'t\T(A1, 1-l, 615 ,3F10. O, 15, F 10. O) 



• 

j 
j 
j 
j 
j 

j 
j 

j 

1 

1 

j 
j 
j 

j 
j 
j 
j 
j 
j 

j 
j 
j 

j 
j 

j 
j 
j 



SAl' 1\I'Ul IL\1,\ :-;:11:1:1 Sheet ___ ut ____ j':' 

SECT!•):; lll - '"\0!),\l, I'OI::T D,\TA" • 4 
\ODES DEF!\!TIO~ ¡· 

CC~urd in:tte ::o\k· 1 Trans!ation BounJ3ry 1 RotJ.tion Bound:1ry Coordinatcs for 
1 

:\odc .\o. .\oda! 1 

S·: :::t e~1 ~~u~ber¡ Condition Codc (\,Y,:) Condition Codc (X,Y,Zl (,·¡ indrical rx~R.:~el 1 Incrcmcnt Te~:;erJ.~:..t!'e l. 
--;:r \ 1 !XI::. 1 !i IX l.'<.~ 1 l.\l.\,.i) l \l.\._¡ .l !.\(\,:;) 1.\(\,6) X(:o;) Y(:\) :1 2(\) . k(:-il. l(\) 1 

1 . . . --¡ 
_[ 1 

' ' -. 
1 ! ' : 

-~ 1 _; 

1 1 
¡ ' 

1 
• 1 
i 1 

1 1 1 1 
1 

J 
1 

1 

1 
1 
1 

i 

1 l i 
• 

1 1 

l 1 

1 
! 

! ' • 
1 

1 1 . ' 

1 
1 

' 1 

1 
1 

-

1 
-

---
1 

cols 1 2- S 6-10 11-15 16-20 21-25 26-50 5!-Jo J0-4:> 4 u -:-•" 56-65 66-70 71-30 ..... 
) 

•use for nodc generation with Node No. increment ~ k(N) FORI-tAT(Al,l4,6I5,3FlO.O,IS,Fl0.0) 



SECTI0:'-1 IV - "ELE~IE.'IT DATA" 

TYPE t TRUSS ELE~IENT 

,.._ 

.. 

-·" 

·TYPE 

1 
' cols 1-~ 

Control Card . . .. -~ 

NU:-!E L 

6-10 

Z\~IAT 

11-lS 

FOR.'l-\T e 3 I S) 

SAP IN'PUT "A SHEET ShO)et ut' ---
5 

TYPE - SAP Elemcnt Codc 

NilliEL- :>o. of Elements of Type 1 

1-.1-l-\T - :'\o. of ~laterial Property C:trds 

1 B. ~laterial Properties e· J HIAT - ~laterial Ident i ficat ion N1unber 
;I.'-t~T E '). p A \~ 

1 1 

1 
~ 

cors 1-S 6-15 - 16-2S 26-3S 36--IS -16-55 
•as many cards as \:·l-U FOR.'l\ Te I S , S F 1 O. O) 

1 ( . Elcmcnt Load Factors Cards 
Ele::~ent Load E 1 cc1<:n t Load Elcmcnt Load Elemen t Load 

Case _.\. Case B Case e C:~se D 

culs 1-10 11 .::o 21-:ill·. :i1--l<l 

FORn\T(-1 F1 O. O) 

1 

E Young's ~lodulus 

a - Cocfficient of Thermal Expansion 

p - ~lass Oen:!i ty 

A - Cross Section Are a 

1~ - Neight Density 

:'\OTE: Four c:trds are required even if values 
:trc zero 

For Grav i ty in the X Dircction 

For Gravity in the y Direction 

For Gravity in the z Llircction 

Fra~tion of Thcrmal Load for Ea eh Case Alll:1• 



j 
j 
j 
j 
J 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
J 
j 
j 

j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 

j 
j 
j 
j 

j 
j 

j 

j 
j 
j 



SECTIO~l . - "ELI]-IE~T DATA" 

Tll'E 1 TIUJSS ELHn.;;TS (con t.) 

\.). ELHIE:\T !JATA CAROS 

EL~UI-1 NODE 1 1 NODE J H!AT 
... -

• 

• 

-

¡-

! 
<"O 1 S 1 -S h-10 11 - 15 lt>-20 

• 6 

REFTHIP K 

1 

-21-.>ll - -.>1-.>5 

FO RI-L\ T ( ~ I S , Fl O. O, I S) 

1 

1 

.JJJl:L'l (JJ 

El:\lll-1 

DIAT 

--------

- Element Number 

- ~latcrial Propertr 
Code 

REFTE~IP - Reference Tcmperatur 
for Zero Stress 

K - :\ode Increment for 
Data Gcneration· 



SECTION IV - "ELHIEII.T llATA" 

Trpe 2 BEAN ELE~IEKTS 

. 
¡, . CO:\TilOL CAllO 1 

' 

TYPE NU~IEL :\ELP 1\SETS :-..?>1.-\T 1 
1 

2 

cols 1-5 f>-10 11 -15 ' ' -1-25 

FORNAT(SJ5) 

~- w\TERIAL PROPERTIES(*J ' 

• ' TH-\T E NU p \1 

1 
cols 1-5 ó-15 16-25 - - -
( •) ,\s ~lany Cards as N~IAT 

FORNAT(I5,4FIO.O) 

1 c. ELDIE:\T PROPERTY CAROS (*) 
[l;[l)~.¡ A\A SIIE,\R2 (T) SllL\R3(,) TOR FLE\U2 

i 
1 1 

. -

_, \.. \ 

TYPE SAP 

7 

El ement Code 

.• ........... ---

:\L~fEL - Total K o. of Elcments Type 2 

1\ELP - 1\o. of Elcmcnt Propcrty Cards 

NSETS - No. of Fixed End Force Sets 

N~~\T - No. of ~laterial Property Cards 

IH.\T - l·laterial Identification Number 

E - Young's Nodulus 

NU - Poisson's Coefficient 

p - ~lass Density 

W - Weight Density 

IEGO~I - Geometric Property 
FLE\U3 A'i.A - Axial Are a 

SHL\R2 Shcar Are a in Local 
llirection 

SHb\R3 - Shcar Arca in Local 
!Ji rect ion 

TOR - Torsional Incrt ia 

HEXU2 - Flexura! lncrtia 2 

FLE\U3 - Fl cxural lncrtia 3 

- ' - _o " - ) )- ... 1S ..Jb-SS So-- - ,_ '""ls 1 ·' <> b 10 _5 _t _,s .( 65 

;o;ur.lber 

2-

3 -

- Axis 

- Axis 

~-



• 

j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 

j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 

j 
j 
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j 
j 

j 

j 
j 
j 



• 

' l 

l 
i 
¡ 

·1 
! 

• 
SliP I~I'UT DATA SIIEET 

SECTJO:-: 1\' - '.'ELH!ENT DATA" . 

Typt> 2 BEA~l ELEI·lENTS (CO:-.IT.) 

tl; ELUJE:-:T LO !lO FACTORS 

El emcnt Load E1cmcnt Load E1cment Load E1cmC'nt Load 
CJ.SC A Case B Case e Ca~c [l 

--

cols 1-10 11-20 1 - -.>1-40 
• 

FORH.\T(4Fl0.0) 

E. F 1 XED E;.;ll FORCES l'l 

FEFN FEr11 FEF2I FEF:;¡ FPlll fGlci FH13I 

Il L.Í\~ ~ FEr1J FEF2J FEF3.1 FDllJ FD12J FH13J 

' ' 
1 

cols 1-5 6-15 16-25 -26-.>5 - - Sl>-65 

(•) Two Cards Rcquired for Each Set FORHU(IS,6F10.0) 

oi __ _ 

8 

~OTE: Three Cards are Rcquired E ven 
if Values are Zcro 

FOR GRA\'ITY I~ THE X DIRECTION 

FOR GRA\'ITY I:'\ TilE y DI RECTION 

FOR GRAVIH !:'\ THE L. DIRECTI0:-1 

J First Card 

l Second Card 

J 



• 
SECT 10:-i T\' - "EIHIENT D,\TA" 

Typc 2 BEAI-1 ELE~IE:-o'TS (CO:\T.) 

,-. ELDii'\T 11.-\TA C\RDS 
EL\tr.-1 :\ODEI \ODEJ ~OilH IH-\T NELP 1 FE f-A FHB FEFC FEFlJ RELI REW ¡; 

! 

' 

1 

-. 

1 

• 
1 

.... 
1 

,... .. 
' -

. cols 1-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 5!-56 57-62 63-70 

FOR~IAT(l015,2!6,!8) 



SECTIO~ 1\' - "El HIENT DATA" 

Trpc 3. PLAN!: ST!tESS ~tniBRA'iE EIHIFXTS 

. . -r~ . co.·mwL CAIHl 
.. TYPE :\U:·tEL :\~t-\T HIUIP * 

~ 

:; 

co1s 1-5 6-10 11-15 30 

IOI\~L\T(615) 

'!,o! ~1,\TERIAL PROI'EI\T\' CAIU1S 
1~1..\T );TE~II' 11" r 6 

• 

• 

co1s 1-5 6-10 11- 2(1 ::J-3(1 :; 1-4 o 

B.: ~1,\TF.RJAL I'IWPERTIES FOR ,->TE.'tr t2 CARO FOR 
T E E Et V vnt 1 V 1 

.n S ns :;t 1 

1 1 .. 
cols 1 1 - (l 11 -20 2 1 -30 31-40 41-50 51-60 61-10 

FORJIAT (SFl O. O) 

a 
11 

n>1s 1-lll 

a 
S 

11-20 
1~ 

21-30 

f-OR~1AT(3F10.0) 

EACIIj 
e ns 

1!-SO 

.. .:>IH.:t:t 

T\'PE SAP Elcment Code 

)o;LJ~IEL - Total No. of Elements 

;-.;~l.\T - No. of ~latcrial Property Cards 

~ITE~IP - ~lax. No. of Temp. Point s for Any One ~la t. 

• Non-zero Character to Suppress the lntroduction 
of Incompatible Displacemcnt Modes 

Hl.'\T - ~laterial Idcntification ~umber 

NTEIIP - Nol of Diff. Temperatures 

lv - ll'ci ght Dens i ty 

p - ~lass Den si ty 

6 - Angle, Counterclock1dse+ 

E - Young's ~lodulus 

'-' - Strain Ratio 

a S hear ~lodu 1 us 

a - Thermal Expansion Coefficient 
.~· . 

. 1-" 
o 

·-·-·~·~· n·--~·- •··-----------·---· • ____ ,_. ----··--·--·---•·----·-·---

¿ 



SAP l};PUT DATA SHEET 

·sECTiv .. IV - "ELEMEl\'T DATA" • 
Type 4 TWO DINE:-JSIO~AL FINITE ELE.'!El\'TS 

¡. CO\TROL CARO 

TYPE :;11~-IEL r\t-1..\T mD!P A\ALYZ • 
. --· 

4 
• . . 

·cols 1-5 6-10 11-15 16-20 25 30 

e. . 1 mTERIAL PIWPERTY CAROS 

L'tl.T NTH!P w p B 

co1s J-5 ó-10 Jl-20 " -
FOR.'IAT (2 I S, 3Fl O. O) 

::.: ~!ATERIAL PROPERTIES I'OR r\TH!P (2 CAROS FOI: E,\01) 

T E E E \) - \) \1 e n S t ns nt st ns 
. 

cols 1-10 -11-20 21-30 3]-40 41-50 - - " 51-bo bl-10 . 1-~o 

FOR;\1,.\T(Sf-10. O) 

: 

cols 1-10 11-20 21-30 . 
r n~.· '-' · ·r· 1 -:; ,.1,1 . n! 

' 

TYPE - SAP Element Code 
:\U'IEL Total No. of Eleme>nts 
:;\1..\T - No. of ~lateria1 Property Cards 
m-c¡.¡p - ~laximum No. of Temp. Cards for Any ·1-lat • 
ASALYZ- E:;TER O for Axis~mcrctric 

• 

IH"-T 

1 for P!ane Strain 
~ for Plane Stress· 

!\on-zero punch ~<ill suppress incompati!'>lc . 
Di sp 1 accment ~lodcs 

- ~latería! Ident i fic:n ion !\umber 

!\TE~IP - No.· of Diff. Tcmperatures 

W - Keight Dcnsity 

p. - ~lass Den si ty 

B - Ang1e Counterc1ock~<ise+ 
• 

E - Young' s ~loo u! us 

\) - Strain Ratio 

C1 - Shc:n t-lodul us 

C< - Thcn:Ja! Expansion Cocfficient 

____ _...,.,;.....,-~ ·-•~•.L.""' ... •-"···;~ ......... ;¡.. .. • --~,,-;t..,• .. ~ ..... ,_ ••• •- __. ,¡ -~.-..-.~.- ... ___ ,_ __ • ---· -----........ --~.~ • ...-.~--....,._.•,,.;~ r• .. ,, u.,- -· •e·•···-·· ·-·~ · •· , · • ·- • --·-·- ·~ · .•• -.-•• A~~.:L""'·--- . ...-· -""=-





1 

• 
_, ; ' ~ 

•. 

SAl' 1:\l'lJT I!ATA SIJEET 

S[CTIO:"\ 1\" - "ELHIE:O..'T !lATA" 

T)l>e 3 [, 4 I'L\:"\E STRESS ~IEMBRA'\E ELDIEXTS ( CO:-IT.) 
TtíO 11 HIEXS 1 O~AL F 1 X !TE ELDIEXTS 

c. ELE~IEXT LOAD FAcrOt!S 

TI! Lli.,\1.\ L PRESSURE GllWITY 1~ GR,\1' !TY 1:\ (;!<,\\' ITY 1:-1 
. 1.0.·111 FHAC . LOAI1 FRAC. X 111RECi'lOX y 111 RECT!OX - 111 RECTIOX -

• 

• 
•:ols 1-10 11-20 21-30 31--10 -11 -SO 

F0~\1,\T(SFIO. O) 

·····-· -·--~-.~--· ~··--------·-·····~-----·-·- ··--·- ·----~-,-- ~-----· ·--~-- --. _________ ,. ____ _ 

·,. 

E1ement Load Case A 

Elcment Load Case B 

Element Load Case e 

E1enent Load Case D 

· (Four Cards Reauircd E\·en 

If Xot llsedj 



. . 

SECTIO~ 1\' - "HHIE;>¡T 11,\TA" 

1,•-pe 3 lt 4 PLII.'IE STRESS ~IEIIBR/1.-;E (CO:-..'T) 
TilO DI~IE;-.;S 1 ONAL Fl~ !TE EI.HIE:\'TS 

.... 
.. 

7 ,,._ 

ELOIE:\T ;-.:o. NODE ;-.;onE ;-.;o u E :\ODE 
:\ I J K L 

• 

1 --

1 . .. 
1 

! 

c<>ls .1-5 (,- 1 o 11-15 Jú-20 

1 m\T 

! 
i 
1 
! 

l 
1 

1 

L 

1 

1 

1 

1 

............ 

ELDiE:\T CAf-DS 
~IESH i - 1 

E\',\LUATI0:-.1 GE¡.;E-
1 PllESSURE OPTION rv\TOR Tlll CK:\ESS 1 

RHTUII' I-J SI DE n k T 1 

1 

1 
' ¡ 

1 1 

¡ 

1 
1 

1 

1 

1 1 1 
~~1-·itl ·11 -50 Sl-55 61-7(1 

FORMAT(6!5,2fl0.0,2IS,FJO.O) 





. ~ ·--- --~-- --~-- ----~--- ------- -------0------------··-----~------'·---------'"-··-

• COL. 

T 1/ 1' E 'S'" 

A. C.OI'1 TP-OL CA~D 
. 

~ ~ 

í'1 ~e ~ ~l)t-\ e: L. NMAT" 
.-

5 
1-S 

B. 11ATE~IAL 

(oiJE. CAAi> ;;o a. 
lMAT E 

• 

11- IS 

FoRt-IAí f... 415) 

PR.O?EIH~ c.All.vs 
EA<H HATE.R.IAL) 

NU w 

LSE;íS 

1(,- "Z.O 

O( 

~'OL. 1- S u,-zs u.-31> ·:sc.-4'5" 

FOII.M~í ( rs, 4 F IO.o) 

• 

c. O I.S. T!t1 BvTED :5ullF~cE LOAD S. 

:l5E.T 1.-T p y FACE 

COL. 1-S &-10 11-20 Z.l-:'.0 .• 31-3S"' 

Fo,t.MAí (Z.rS1 "2.FI0.2 1 IS") 

' . D. ~c.CELE RAT\OIJ O.JE TO GelA\J ITV 

6 

C:..Ol- 1-10 
F<>~t~AT ( F 10.2) 

NUt--\él 

NHAí 

LSETS 

IHAT 

LT 

p 

y 

FA<..& 

s\\ee· • oF _. _ 

LoAi> T't Pé = 1 Uo\.1\ Fui!. M ?tclSvCZ 6 
-== 2 11 v D1Un rA TI cA Ll v vM!.'? ,u c._ ~ 

HA6rJIJl!Oó oF fCl€S.SúeE tF LT"::¡ 
VJE:l6ttl C/t;J<)~¡p,l Of fLU>P . IF · LT=2 

BL.4.V 1:: 11= Ll=l . 
Y A )(1 S IF 1.-T::L 

ñ\.(6 OF B\..EKE:ÑT ¿,_u w HIC.~ ¡..... 
i .+loo . - ~ 

PU7SsviZ.G A c:r .s. 

. -, •·••• .._,, ~ .. v_,,,.,.,_,,.,,,,..,,_.~··•·••o~h•_. ,_,,, •. _.__.,, •• ~ ...... ,._,, •. : •• •"-"-··~~--•·•·•-•••- __ _, 0 



,,...---

• 
SPIP 11\JPJT Vp,.TA Sf-IEET 

T~Pc ~. í14!1.!5€. D•HE.N~tDÑI\L SOLI;) ELEt-\OlT'S ( '&' f-)OOéS) 

· ( C. ON Í. 1) 

e:. e L€.t-IEI\I T LOA l> tA:>6 tv\JLT1í'Lt'€~S 

?12E.~~u1ZE 

p 11 P6 f'c PD. 

Tf-IE.IZ-HI<L 

rp.. r5 TC T D 

• 
6l11WiíV +X 

GXA G.XB 6XC G.xD 

. 

6I<AIIIíl( + y 
Gy 1>. G'/ B G'-lC GYD 

. 

GC2Aii 1 f\' t z:-
(:,?.A 6?13 6l:C. G'lD 

_11-"Z.o 2.1-3o "3•-4o 

poll.MP.í ( "1 F lO- 2) 

-'• ,. 

~Heer _oF _ 

,·· 



• 
OF __ 

· í'iPe S". T\'llZEG DtNEIV~tuo..\1'\L ·~oLti> ELEr-II:::ÑTS 
( col'.)T. 2) 

. -
~· ··. E.LéMe!U• Ci'rl20) 

1\.ltL r. r l<. l N N o r 11\lí t-1 rv HlC lS.A L:'>3 L>C \." !::> rc.cE SP.Zeé' ! 

1 • 

: 

1 

.... 

.. • 

1 

. . .. 
1 

-- .. 

: . . 

.. 
.. .. 

1 ~-

1 ~ - - -1 . .. -<> 10 11 ~ ltrlp ll ¿r u. 1 11 l> l ~-~o 1•- ,.e - " -
.~ --~ - - .. - - 1 - o J l 



. . 

·-. - :1 . ··----~-. . ,- ·--··· •. 

S A? 1 N 1\lí Di\ TA .• í 

"flA-íE AtJI:> s\-ICLL ELt.J.-\E'0\S ( Qvf\DQ.\I.."TenP.LJ 

A. e o(>.) íQ.¿) L Cp..{l_l) 
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SAP INPUT DATA SHEET 

S[CTIQ~; IV - ."HHIE!'.'T DATA" 
~· 

Type 7 BOtr.\DARY ELDIE~'TS 

1 co:nROL CARO 

TYPE !\U:·IEL 

cols 1-5 6-10 

FORr·t.\T(2IS) 

1 ELU!E!\T LOAfl FACTORS . 

• 
ELE,íE~T LOAD ELDIE!\T LO ,\O ELEIIENT LOAD ELD!E:\T 

CASE A CASE B CASE e CASE 

' 
cols 1-10 11-20 2!-30 

FORH.\T ( ~ f-1 O. 01 

~:OTE: At least one card for element load factor 
is required. 

Combinations of conditions for clement load 
cases ABC~II can be done ~ith thc StructtJrc 
Load t·lul t ipl iers (Section \'1) 

LOA[) 
D 

: 

··.···- ·--·-- -·· -····---~------~·-· --- ---·-

Sheet uf --

• 
• 

.·• 

---·-·---------~----- -·-···- -··· 
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SAP l~PUT lJAIA ::illl.:El 

SECfiO~ IV - "ELEHENT DATA" 

Type 7 BOU:\DARY __ !;!.H!ENTS (CO~'T.) 

1 ELE~lE:-IT CAROS 
· ~OC!E~ NO DEI \ODEJ :\ODEK \ODEL 1 CDJSI' CROT !\ 

1 

¡ 
1 

.1 
1 1 

1 1 

1 1 1 

- 1 

1 

-

1 1 

1 1 1 

1 1 

1 
! 

1 1 i 1 1 

<..:cls l-5 6-10 1 1- 15 16-::!0 

DEAX 

,:.; ' .. : 1.. l J: 

RL\\ !;sH 

. 

1 

1 

td-7ll 

r-OR~l_.\T {S f:;, 3r 1 fl. fl") 

--- ---

1 

1 

"1 
1 

N 
o 

,, 



S!TTIO\ V - ''CO~:t:r.:mtATEil l.tl.\11/~L\SS !lATA" 

----.~ 
Lllc\PS ~lt1~·11' \T S /~t\SS 

N L FX(N,L) FY(N, L) F:(\,L) 

. • 
• 

r-

• 

C<·IS 1-5 (,- 1 o 11 -2!1 21-30 

¡") Tcrmin:•t~ witl• a Blnnk Card 

• 

"X(\ . ) >'1. , ,L ~IY(N, L) m(N, L) 

/ 

S1-60 61-70 

N - ~odc ~~~1::~hcr 

(As~cnding \u~ber). 

l. - Structurc Load Case. 
\o. Lq. O for 
Uynani..: ..\nn.lysis 

FX(X,L) 

FY(X,L) Force Cor.-.ponent, 

¡.¡x¡::,L) 

~!Yf\,L) ~-!oment Component 

\]7 r··· L) . - .•' 

...... ____ ,. ___________ ---- -· ,._ --· 
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• Si\1' ¡;;¡ur Jo;,·¡,\ SIILI:I 

SLCIIO~ \'1 - EIHIENT LOAD ~UILTJrLJERS 

1 . . ---

'Ól(l) 
.• 

Hl(2) Hi(3) E~I(.J) 
.. 

. 

1. 

r-

• 

• 

. 

--· 

-

--

21 -30 31-.JO 

Hl(l) 

H1(2) 

H1(3) 

H1(4) 

:\OTE: 

Sln.·et ut -----

~lultiplicr for. 
Elcmcnt Load Case A 

t-lultiplier for 
Elcmcnt Load Case B 

~lultiplier for 
Element Load Case e 

~lultiplier for 
El cmcnt Load Case D 

Each Card Reprcscnts a 
Structure Load Case 

.• 
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PROBLEr~ 1 :1 PL,;:;E TRUSS 
23 

Ref: Ti~os~~nko, S. P. and Young, D. H.·, Theory of Structures, 2nd 
ed., l·:cGraw-Hill, lle~ot York, 1965, pp. 266-267. 

~ , 1 

1 -+x 
10 

1.1 
Pg 1 

Each truss member has A= 2 in 2 , E= 30 x .106 psi, a= 6.5 x 106 in/in/°F 

This problem has two structure load casés: 

1) Uniform temp. increase of 70°F; P1=P 2 =P3=P 4=0; n =~=O. 

2) Uniform tcmp. decrease cf 40°F; P¡=P2=P3=P4=lO,OOO lb; 
n "' t .= • 01 ft. 

Problem Formulation 

Since two different temperature cases are used, it is best to specify 
the nodal temperatures as 0°F and alter the zero stress reference 
temperature for each structure load case. The SAP IV manual, page 
IV.l .2, gives the temperature increase as 

ATe (T¡ + Ti )/2.0 - Tr 

wher' T¡ and T¡ are the nodal tcmpcratures. Thus the zero stress 
refcrence tcmperature for each rte:I:ber is specified as -1°F, and the 
thennal load rr.ultiplicrs are +70.0 and -40.0 for elertent load cases A 
and B. To undet·stand the sions, note that thc elc:::ent load case A the 
zero stress reference tf'meráture is (+70.0)(-1.0) = -70°F. Since the 
nodal temperatures are O"F, each member of the truss has experienced 
a rise'C)f 70°F above the stress-fr:ce temperature, as required. 





Pro!: 1 e~• l. 1 (e en t. ) 24 

The settlem~nt of th~ foundation is prcduccd b{ using the boundary 
ele~~~t (ty~e 7) .. The default stiffncss of 10 ° is used, and thc 
displace~~nt soecified is 0.12''. For the first structural load case 
zero displac~;.ent is required, so the ele~ent load case ~~ltiplier 
for load case A is zero. For ele~ent load case 8 the multiplier is 
1.0 to give ti1e ~esired displace~ents. 

The concentrated forces (section V) are all for structural load case 
2, as required. The ele~ent load multipliers are such that structural 
load case 1 ccnsists of elenent load case A, and structural load case 
2.consists of ele;.ent loaa case B. 

Note that since no nodal generation is done, the printing of the 
generated nodal data is suppressed by coding ''A'' in column 6 of the 
first nodal card. This feature is not documented in the manual, but 
is incorporated in the program. (Other options available are B, 
which suppresses the printing of the ID array, and C, which combines 
the effect of A and B.) 

Another feature not dccumented in the ma~ual, but useful, is the 
coding of -1 for the boundary condition cede where a series of nodes 
have a DOF suppressed. Tnis is very useful for the elements ~lith 
only translational DOF allowed. · 

Discussion of P.esults 

Timoshcnko gives only the y displacement of node 5: 

•• 

' · .. 

load case 1 
load case 2 . 

Timoshcnko' 

+0.158" 
-0.223" 

SAP IV 
+0.15762" 
-0.22280" 

' 

1.1 
P<J ~ 
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PRCí'll 1:~ • 1 PLII.NE Tr>U<;S • 
CO>JTr:.QL 1 N r r! r• M A T l () '1 

NUNDER OF NJOII.L VOIIITS : 11 
liUMflER rJF ELI'MENT l YP!=S = 2 
•HJ•Hif~ CW L'l.\0 CII.St'S : 2 
tHJMr·r.p ·1r r.,;· )tt¡_ ~-oc t; -~ :!: ,., 

IINALYSIS CQ:}': (!Jf)YN) = 0 
EO,O, STIITIC 
[Q,I, "rr:lAL !:XTfJACT[O'I 
J.':·O-,?., FUfiCCD ncO.PONSE 

... ,··(.'0 • 3 • HL ·.;;urHJSI" SPECTRUM 
f-r •'•, r_) J •le. e T l r~TEG~A T 1 ON 

SULUT l(lt" ;..tUíJ(. (IA.lJ()l:X) = O 
r.r..o, t-.}(!~CUTJDN 
['),J, OAfl\ c~·tfCK 

P.JU~1:H:P OF S•J!tSPI\C[ 
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NV"'"E~ OF 011""1-, "'F.WJFRS" 
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E 
O,JOOOOOOO Ol:l 
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PR03LEf~ 12.1 PIPE f~ETWORK STATIC /JU1LYSIS 

Problem Defínít~on 

Ref: SAP IV !~anual, prob1em 1 

l
iOOOibs 

30001bs 

~a· 
/ 

20001~. 

ROO Ht.I;GER 
K' 10°1bo/in 

105in 

120io~ 
<.? 

0.1 in 1'.-::.."::-

;::~ 
o.! ' 0.2in 

¿:):;- ZERO TR ~~<SLATIO:<S 
IM?OSED AT NOCE 12 

Problem Formulction 

• 
• 

'· ' 

z 

105in 

35 

y 

X 

12. 1 
Pg 1 

/). 1000 lbo ,CONSTt. ·iT 
1 fORCE HANGER 

105~ ./1 
2001bs ~n· • 

DEAD WEIGHT l 

105in 

13 \ 

~"-l 

The non-zero dísplacer:1ents ilt node 12 are created by usíng boundary 
e1ements .connected.to'added nodes 16, 17 and 18. 
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" '12.! 
Pg ~~ 

-. 
Probl<;m 12.1 (cont.) 

01scussion of Rcsults 
.. 36 

The results as given in the SAP IV Manual are: 
REACTIONS: SAP ADLPIPE 
No de FX FY FZ FX FY FZ 

9 5643.51 5659. 
11 -4044.59 -4052. 
12 2350.08 4023.01 -4960.70 2361. 4026. -4966. 
13 -10993.59 4505. bl 2960.70 -11021. 4509. 2966. 

Total -3COO.OO 4464.03 -2000.00 -3001 . 4483. -2000. 

-APPLIED LOADS: 

Loading Type D1rect1on 

X y z 
Concentra ted: 

at node 3 1000.00 
1 at node 4 -200.00 ., 

~ at node 8 3000. 1000.00 2000. 
.Oistributed ~leight -6284.03 

TOTAL 3000 • -4484.03 2000. 
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PRúfjLEM 12 PIPE NETWORK STATIC ANLYSIS 

e u N r ;¡ o L 1 N F O n M A T l O N 

.. 
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PROBLEM 3. 2 PLAN E STRESS CANTILEVER BEAI-1 EIGENVALUES 
50 

Problem Definition 

Ref: Carnegie, 11. and Thomas, J., "The Effects of Shear Deformat1on 
and Rotary .lnertia on the Lateral Freq~encies of Cantilever 
Beams in Bending", AS!-lli Journal of Engineering for lndustry, 
February 1972, pp. 267-278. 

See also problems 5.2 and 8.2. 

E " 106 psi 
' 10 
\.H 1 ..!.. 

. y= 0.3 
z y = ;386 lb/ln3 

12 -, y 10 8 6 4 2 T t = 1 ."2" 

Problem Formulation 

Note that by placing the first two nades at the tip only four nodal 
cards are required. Since the boundary condition code for the 
generated ncdE:s are set eoual to the values on the first care of--a· 
series, the nodal numbering should be such that the nades with 
unique boundary condition cedes occur last in a series. 

Discuss~on of Results 

The frequencies for the flexural v1brations of a -cantiler beam are 

>.Lm 
f¡ =~V~ 

• 

wh1le the extensional vibration frequenc1es are 

f' .. .:!... ~ !E 
• 41 V~ 

However, the flexura! frequencies are too high because. of neglecting 
shea r and rotary ·i nert i a. Thi s effort i s !Tl) re pronounced for the 
higher modes. The results for a Timoshenko beam were obtained by 
·multiplying the Euler beam frequencies by a factor obtained from 
. figure 1 in the article by Carnegie an~ Thomas. 
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RESUMEN 

Debido a la gran aceptaci6n que ha tenido 6ltimamente ~1 

método de elementos finitos en terrnofluidos, este trabajo pre

tende: ejemplificar su uso mediante aplicaciones a la trnsfe

rencia de calor y la mecinica de fluidos. 

Se resuelve el problema de conducción de calor en una pla

ca, determin~ndose la distrubuci6n de temperaturas, tanto en el 

estado permanente como en el trans-itorio. Asimismo, se comparan 

estas soluciones numEricas· con soluciones analiticas, para ob

ser~ar la variaci6n .del error con respecto a la variaci6n y nG

rnero de elementos. 

Por otra parte se analiza el flujo potencial bidimensional 

alrededor de un cilindro entre placas planas, para obtener lí

neas de corriente y líneas equipotenciales. ?ara el caso de 

flujo incompresible, la ecuici6n que gobierna el proceso es li

neal con soluci6n num~ríca directa, mientras que para el flujo· 

compresible, la no linealidad en las ecuaciones requiere de un 

m~todo iterativo para su soluci6n; en es~e Gltimo caso tambi&n 

se obtiEnen los números de Mach locales. 

Al final se trata el mismo problem~ considerando flujc 

viscoso, inco~presible en el plano y se obtienen li~eas ~e co-

r~iente. 
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CAPITULO 

INTRODUCCJON 

El dcsarrolJ.o de la tcciloJ.og!a va a pasoo agigantados y 

el estudio de proLlc~as n.uoci.hdos con a~·ta, requiere frecuen

temente de nuevas t6cn~cau da an¡lj.sis. A veces C3tas t6cni

cas 'provien<?n de principio!; ya conocidos, que· originalmCJltc 

ten!an poca utilidad por falta de equipos modernos., como por 

ejemplo la computadora digital. 
-· 

El estudio de los tcrmoflu.idos es un caso donde los avan-

ces han sido notorios. El movimiento de un fluido real, se des

cribe por medio de un conjunto de .ecuaciones diferenciales par

ciales no lineales. AGn para el problema mis sencillo, de un 

flujo uniforme alrcde~or de una placa plana inclinada o alrcdc

do'r de un cilindro, solucionc!:.i analíticas ticrtc que basarse en 

alguna aproximación.y por eso son de uso limitado. Estas apro

ximaciones pueden ser lngulo de ataque pequefto en el caso de 

la placa y bajo nGmero .de Rciynolds en el caso del cilindro. 

En situaciones de intcr6s práctico, la presencia de geo~ 

me·tri'as irregulares sólidas complica uGn más la predicción del 

comportamient~ del fluido, es por ello que el.anllisis teórico 

debe complementarse, cuando sea posible, con e~perimentos o 

m&tcdos num&ricos. Este trabajo se enfoca al á~ea de los mito

dos num6ricos; uno de &stos, con gran accptaci6n actualmente. 

es el "rn6todo.de elementos finitos'' que ser& el q~c se utilice 

aquí. 

No se protcnUc, ni con rnucho, hn.ccr un análisis del método 

para lo cu~l existc11 ya bastantes libros, sino m5s bien ur1a 

orientación de su aplicación a las árcds de mecánica de flui

dos y transferencia de calor. Para lograr ~sto, se resuelven 

algunos problemas cspec!ficos cuya solución analítica es cono~ 

cida y alguuos otros de miis alto grado de dificultad. , 
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1.1 METODOS EXISTENTES .. 

(,.. ' En la actualidad existen modelos matem~t1coo que deoeri-

ben el comporta~iento de los fluidos, en ca~i cualquier cir

curistancia y adem&s, ticncJI una estrecha rclaci6n con proble

mas prácticos que existen actualrnc,utc, Sin c¡nbargo, hay una 

gran cantidad de problemas especificas en la din&mica de flui

dos que no han sido resueltos, dchido a las di.ficulladcs en

contradas en la mayoría de los m6todos analiti.cos y JlUm~ricos 

convencionales. Estas dificultado~ son ocas_ionadas principal

mente por la no linealidad de las ecuaciones, producid3 al es

:cogcr una descripci6n Eulcriana de los procesos y tambi&n,por 

lo dificil que es introducir las condiciones de frontera,cuan

do los cuerpos tienen una geometrfa un tanto irregular. 

El método que ha sido ~ 

mas cr.,;tas difi-usado para resolver 

cultadcs y que adcm5 . .s es bien conocido, es el "método de dife

rencias finitas" (P.ich~rnyer and Morton, 1967, Roa..chc, 1972), en 

el .cual las derivadas parciales de las ecuaciones que gobier

nan ~1 fcn6tnarlo, s011 rcempla~~adns por cocientes de difcrcnci~s 

finito·s. Una de las dcsventu.jnB de este método l~r; que se apli<.:;l Cí-.· 

cilmcr1tc s6lo a }lroblemas en que el dominio sea de una forma 

m5s o menos regular; sin embargo, se han resuelto una variedad 

~e problemas te6ricos y pr&cticos por medio de &l. 

Otro m6todo num5rico es el de ''part!culas en celda'' (Ev~ns 

1 
¡: 
1 
1) 
l' 

r ¡ 

f 
1 
' 

y l!arlow, 1957), en. el cual. ,;e conGtruye un sistema de celda,; de 

tal manera, que se puede definir la posici6n de las part!cul~s 

del fluido en t6rrninos d~ estas celdas, cada una de ellas cst5 

definida por un conjunto de variables, que deGcriben las campo~ 

ncntcs de velocidad, encrg!a interna, densidad y prcsi6n en la 

celda. ~stc m6to~o tiene un uso limitado dadas sus carac.terio-

ticas. ¡ 
Entre los 6ltimos m~todos que se han desarrollado para la , 

soluci6n de -problemas en din5mica de fluidos, cst5 el ''m6todo ) 
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do. pánel" (l!e,;s, 1975), el cu.:tl consiste en cubrir la supc~:íicie 

.de la frontera s6lida por un nG1ncro finito de pequefias &rcas,lla 7 

madas p&nelcs, cada una de las cuales est~ formada por singulari

dades de uua cierta clase, que tienen· una densidad indeterminada . 

. Laa singul~ridades se dislri~uycn de tal manera, que orientan el 

flujo alrcdodor de un determinado cuerpo. Generalmente se uuan 

. páneles formados por fue.nte,; o dobletes para cucrpoc.; de supcrfi

cics ~in sus~cn·taci6n y formad<lS por v6rtices para superficies 

con sustentaci6n. La condici6n que deben cumplir las ecuaciones 

es que el flujo debe ser tangente a cada uno de los pánelcs, con 

lo que se puede calcular la den,;idad de las singul.:tridades. El 

flujo total es la superposici6n de. un flujo uniforme y un flujo 

inducido por las singularidades, con lo cual se puede determinar 

la velocidad y presión en cualquier punto del flujo. Este método 

ha sido aplicado felizmente,tanto en problemas aerodinámicos en 

dos. y tres dimensiones con cuerpos de geometría compleja, como 

a problemus de flujos internos, no uniformes y en estado transi

torio. 

En afias reciente~ ha tenido una gr.:tn popularidad el ''m6to-

do de clcme11tos finitos'' en las Srcas de mcc5nica de fluidos y 

transferenciu de culor, debido u su gran flexibilid.:td. Está 

1ntirnamentc relacionado con loG ''mGtodos varacionalcs'1 y los 

"métodos de residuos pesados" (Fin~ayson, 1972). Los principios 

variacionalcs son usados en combinaci6n con el rn~tod~ de Haylcigh

Ritz, pero desgraciadamente, 6stos -no pueden ser encontra¿o5 en 

algunos problemas de ingeniería, particularmente cuando l~s ecua

ciones difcrcnci~lcs no son auto-adjuntas. r.os residuos pcsndos 

pueden tener la form.:t de los métodos de Galcrkin, minimos cuadra

dos y colocaci6n. El método de residuos pes~dos utiliza el concep

to de la proyección ortogonul de un residuo de una e~uución dife

rencial, sobre ~n subcqpacio formado pot .ciertas funci.oncs de pe

so. En el mGtodo de elementos finitos, podemos usar tanto los 

p~incipios vuriacional~s, cuando existen, como los residuos pesa

dos a trav~R de aproximaciones. 
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En las· a¡>lici\cionc,; de elcmento!l finitos il la dinámicA de 

fluido~, generalmente el m0todu de Calerkln en conniderado la 

herramienta más con.vcnic.ntc en la fCJrmulución de los mOdelos. 

de elementos finitos, ya que no requiere principios variacl.o

nales. Norznal1ncnte cl.m6todo du rnfnirnon cu~drados requiere fun

ciones de interpolaci6n de alto orden, aunque el comportamiento 

físico pueda ser descrito por ecuaciones lineales de bajo Órden. 

En estas notas se utiiizar& el m6todo de elementos finitos 

·combinado· con el m6todo de Galcrkin ya que es ol m&n convenj.ar1tc. 

. 1,2 UTILIDAD DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS 
''. . 

Al .tratar de rcsol~er una ecuación diferencial lineal que 

dcscribc.cl comportamiento do cier~o fen6~cno, uno de los prin

cip~les problemas q~c ze presentan es c6rno introducir las con

diciones do fr~ntcra, sobre todo si el cuerpo con el que se es

tá trabajando tiene una configuroción irregular. La mayoría de 

las ecuaciones diforcnciales lineales, tienen soluci6n para al

g.unos prob_lcmas c~;pc~íficos, en los que las fronteras presentan 

alguna simetría, pero en la realidad, los cuerpos pueden tener 

configur¿lcioncs bastante irrcyula.r.e!";, como eS el caso de una u

~a de avi611, en la que no existe simetria por ning6n lado. 

Con m6todos ailaliticon e~ prSctic~mcnte ·impo~iblc resolver 

estos problemas en general y los dem5s mGtodo~ num6ricos exigen 

una confiytirttción más o mcuoG rcgulur. Aquí está un·a de las prin

cipales ventajas del mGtodo de elementos finitos, ya que la su

perficie del cuerpo se puede conformar a trav~s de pequeftas re

giones y se puede~ colocar tantas c6mo sea necesario para lograr 

un perfil aproximado del cuerpo. AdcmSs, el valor de la condici6n 

de fro:1tera puede ser diferente entre u~a y otra regi6n adyacente, 

con lo que se puede atacar una variedad de problemas reales. 

Otra ventaja del m6todo, ü,. que al aplicar la formulación de ) 

elementos fi11itos a la ccuaci6n difercncial,quedan separadas auto

m&ticamcnte las condiciones de frontera (de Diricl•let y de Ncumann), 



algo que es muy útil, 

En el caso de problemas modelados por medio de ecuaciones 

diferenciales no lineales, el método de elementos finitos es 

útil _para resolverlos, ya que se puede combinar este método 

con algún método iterativo, a fín de encontrar la solución.Es

to se verá más claro en el capítulo dedicado a flujo compresi

ble (Cap. V).· 

5 

Una desventaja de este método, estriba en que hay que dar-

.le una gran cantidad de datos entre coordendas, condiciones ini

ciales, de frontera, etc,, lo que ocasiona por un lado un sobre 

esfuerzo personal y por otro la posibilidad de errores al teclear 

los datos para un programa de computaci6n. Afortunadamente, se ha 

estado trabajando en ello y se han ideado formas para que el mis~ 

rno programa calcule la mayoría de los datos que necesita, a tra

vés de un preprocesamiento . 

.Otro problema es que los programas son muy extensos y uti

lizan un gran tiempo de procesamiento; es por ello que siempre 

·se tratan de utilizar métodos de integración numérica, de sol~

ción de sistemas de. ecuaciones, etc., que sean muy eficientes 

para reducir los tiempos, 

Por lo anteriormente expue_sto, el método de elementos fini

tos tiene una u~ilidad en la solución de problemas de la di~á

~ica de fluidos y de muchas otras ramas en las que intervensan 

ecuaciones dif~renciales. Sin embargo, cuando un problema es 

difícil, lo sigue siendo, no importa el método que se utilice; 

lo único, es que el método de elementos finitos nos da la posi

bilidad de resolverlo. 

1, 3 RESU~IEN l!ISTORICO 

Bl método de elementos finitos fué originalmente desarro

llado por ingenieros estructurales de.aviaci&n en los a~os 50's 
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para analizar los grandes sistemas estrÚcturales que existen en 

los aviones, Turner, Clough, Martín y Topp (1956), presentaron 

el primer articulo relacionado con ésto; continuaron con los 

estudios Clough (1960) y Argyris (.1963), además de otros. La 

aplicación del método de elementos finitos a problemas no es

tructurales, tales como ·flujo de fluidos y electromagnetismo, 

fué iniciado por Zienkiewicz y Cheung (1965) y por último, Oden 

(1972) ha contribuido en las aplicaciones a diferentes clases 

de problemas en la mecánica no lineal. 

Han dado un {mpulso significativo a la teoria de elementos 

finitos, el concepto clásico del método variacional deRayleigh

Ritz (Rayleigh, 1877; Ritz, 1909) y los métodos de residuos pe

sados, modelados después del método de Galerkin ( 1 965), ya c¡ue 

existe una relación importante entre ellos. En años recientes 

varios autores han contribuido al desarrollo de la teoría mate

m&tica de elementos finitos; algunos de ellcis son Ba~~ska y 

Aziz ( 1972), Ciarlct y Raviart ( 1972), Aubin ( 1972), Stro:·.g y 

Fix ( 1973) y Oden y Rcddy ( 197(>), todos ellos influc•nciados 

grandemente por los trabajos de Lions y Magenes (1968). 



-

CAP !lULO 11 
METODO DE ELEMEI~10S FINITOS 

' 

El m&todo de elementos finitos es un procedimiento de apro

ximaci6n para la soluci5n de ecuaciones diferenciales, con con

diciones a la frontera ycondicioncs inicales, del tipo que se pre

sentan en prOblemas de ingeniería, fÍsica y matemática. El pro

cediiniento bilsicamente envuelve la división del dominio en muchas 

pcqucfias regiones,. llamadas'•clemcntos''., convenientemente distri

buidas, las cuales pueden ser de forma triangular, cuadrilStera, 

etc., y usando una interpolación para describir el comportamicn

t6 de estos.subdominios. Un nGmero satisfactorio de puntos, lla-

·mados ''nodos'', son especificados para cada elemento y a cada uno 

de ellos le corresponde un valor de la variable o las variahles 

de _la ~cuación diferenci~l, que se obtiene interpolando dentro 

de cada elemento. Usando el principio variac~onal o el m6todo 

de rcGiduos pcsad~s las ccuacioncs_difcrcnci~l.cs· que gobiernan 

el dominio, se trari~forman en ecuaciones de elementos finito~, 

que gobierna11 aisladamente a cada uno de los elementos y en ge-
~ 

ncral son ccuacioncn algcbr~icas. Estas ccuac5.oncs son convcJlien-

tc~cnte ensaJnbladas ~ara formar un s.istcma global, en el cual se 

pueden introducir las condiciones de frontera y las condiciones 

iniciales, ~egGn se requiera:· Por Gltimo, los valores de la va

riable en los nodos, son determinados de la solución del sistema 

de ecuaciones algebraicas. 

2.1 DIFERENTES METODOS 

Al modelar algGn fenómeno f!sico pqr medio del c&lculo dife

rencial, frccuCJltcmcntc se llega a una ccuaci6n integral, en la 

que Gtlicamcrltc nos interesan sus valotcs m5ximos o sus valores m! 

ni1nos. El problema concerniente a la dcterminaci5n a~ valores 6x-

de las integrales, en las cuales los intcqrandoscoiJticnen 

7 
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funciones douconocidas, nos lleva al c&lculo variacionnl, 

Para ~amplificar 6sto, tomaremos el problema de encontrar 

una función ?~9('>:), conociendo y(í<
0

) y ?<í<_
1
), de tal manera que 

la integral 
A 

X 1 ". 

I • JA F[R,9,9')d~ 
X o 

( 2. 1 ) 

sea mínima. Aquí la prima A indica derivada con respecto a x. 

si"suponcmos que F(í<,9,9') es una función, que tiene deri

vadas parciales de scyur)do 6rdcn y continuas con respecto a sus 

argumentos, la minimizaci6rl de I no~·conducc a la ecuaci6n de 

Euler-Lagrange de la forma 

aF 
-..:-ay 9" = o ( 2. 2) 

Este procedimiento se puede generalizar para la integral 

( 2 • 3) 

( 2. 4) 

La ecu~ción (2.3) es llamada "principlo variacional" y F, 

el integrando del principio variacional es la "funcional". 
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.La discusión i\ntc:r:ior tr1mbién puede ::;cr g<~nc:r.illizqda ~ 

problemas en dos y t.res climcn!";ioncs. Pol:' cjcuplo, la minj¡njza

ción de la integral doble 

9 

( 2. 5} 

con los valores conocidos en la frontera r, le corresponde una 

ecuación de la forma 

()¡.' a { élF -· \ _ a {~F ·<>} 
\ ·. 

a~ - á1i 'ó ' -~9 - o ( 2 o 6) 
()(Y~) d <~t) . ()í/ 

El m&todo variacional es uno de los mAtados m&s podeiosos 

en la zoluci6n de problemas de ingenicr~a. Casi sicmp~e que to

nemos una ecuación del tipo (2. 6) o. suponemos que ésta es la mi

nimización de una funcional, la cual podemos resolver por el 

método de Rayleigh-Ritz.No siempre es fácil encontrar el proble

ma de minimización el cual correspondo a la ecuación diferencial 

bajo consideración. Sin embargo, para gran parte de los proble

mas de estructur~s y mecánica de sólidos la funcional sí existe, 

es por ello que este método tiene popularidad en.csas &roas. 

2.1.2 METODO DE RJ\YLEIGII-Rn'Z 

Te6ricamentc, cualquier medio continu6 coniistc en un nG

mero de puntos, a los cuales podemos asociar diferentes varia

bles, como son velocidad, esfuerzo, temperatura, etc. El méto

do de Rayleiqh-!ütz es un procedimiento de aproxim;,ción en el 

cual reducimos un si.stema continuo a url sistema con un nGmcro 

finito de puntos.Este método tiene una aplicaci6n directa a 

los principios variacionulcs, como se muestra a continuación. 

Consideremos el problema de minimiRar la integral 
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( 2. 7) 

"' " con una condición de frontera C~t,(f) en la que r reprcscnt~ la 

frontera del dominio. rodemos suponer una solución de la forma 

" t=t<R,9,c¡;c2, ... ,C0 l· ( 2. 8) 

de tal manera que 6sta satisfaga las condiciones de frontera, 

para todos los valores de las constantes c
1

. Sustituyendo (2.8) 

. en (2. 7) se tiene 

" I(I;)=I(C.) (i=1,2, ... ,n) 
. l. 

( 2. 9) 

Yil que nosotros l.>u!::;camos el mÍ.nimo de esta función,· la!.> 

constantes c
1 

deben ~.;atiHfaccr la condición 

~.':'O (i=1,2, ... ,n) 
l. 

(2.10) 

Este es un sistema de ecuaciones algebraicas que puede 

resolverse p~ra las constantes C .. Una vez obtcni.das las con~
l. 

tantos, las sustituiremos en (2.8) obteniendo la solución apro-

ximadil que sc.buscaba. 
·v:.. 

Una de las limitaciones de este m6todo, es ~uc es dificil 

en gCJ1crnl, si 11u imposible, encontrar una funci6n ~ que satis

fn~I" 1.:\!l condiciones de frontera globales, para un dominio con 

90omct~i~s complicadas. 

2.1.3 MBTODO DE kESIDUOS PESADOS 

La idea bSai.ca del m6todo de residuos pesados, es obtener 

una aolución aproximada de la siguiente ecuaci6n diferencial 
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1 1 

Ag + f =O en un dominio ( 2 o 1 i ) 

A 

donde 11 es un operador diferencial, E; es una variable como puede 

ser velocidad, temperatura, etc. y f es una función conocida en el 

dominio. Ademfis est& sujeta a las condiciones de frontera 

Si suponernos una aproximación de la formn 

A n 
E; ::; E; = l: 

i=1 
e. N. 

1 1 

(2. 1:!) 

(2.13) 

donde las C. son constantes y las N' son funciones linealmente 
1 i 

independientes que satisfacen las condiciones de frontera/ llama-

das funciones de base. 

A 

Ya que (2. 13) es una a:¡oroxir:1ación de la función t;, si la 

sustitt:imos en {2. 11 )no la va a satisfacer exactamente, sin er:,

bargo, la podemos iguol.~r a un cierto residuo e que será el error 

que tengamos en la aproximaci6n 

fl~+f=E (2.í4) 

Introduciendo las funciones de peso w. (i=1,2, •.. ,n) y cor:st.:!..'·..J.ycnCo 
1 

el producto interno E,w,) e igualindolo a c~ro tenernos 
1 

(e, w.)=O 
1 

(2.15) 

lo que es equivalente a decir que la proyección del residuo sobre 

• eJ. e~pacjo de las funcior1cs de peso es cero. E~tas ccunciones se 

utiliz~n par~ encontrar 

producto interno que se 

los valores de las C .. La definición del 
1 

utiliza es la siguiente 
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1 2 

tu,vl = t uydn t2,1G) 

Hay varias maneras de escoger las funciones de peco w. entre 
l 

las q~e están: 

a) Método de Galerkin.- En este método las funciones de peso se 

hacen igual que las funciones de base, obteniéndose 

( e, N . l ~ o ( 2 • 1 7) 
l. 

b) M&todo de M!nimos·cuadtados. En este m&todo se escogen las 

funcionei de peso igual que el residuo y se minimiza el producto 

interno con respecto a cada una de las 

_a_< e el ~ o ac. , 
l. 

constantes C. 
l. 

esto es 

(2.1ll) 

e) Método de Momentos.- Aquí se escogen las funciones de peso de 

un conjunto de funciones linealmente independientes como son 1, x, 
. 2 3 
Y. , x,.,., para problemas unidimensionales, de tal manera que 

A 

( E, X . ) ~ O 
l. 

(i=0,1,2,3, ... ) ( 2. 1 9} 

d) M§todo de Colocaci6n.- Se escoge un conjunto de r1 puntos X. 
l. 

en el dominio ~ como puntos de colocación y la funció~ Ce Peso 

es 

w. = ó<x-x.> 
l. l. 

( 2 • 2 O) 

donde ó es la función de Dirac. Aquí obtenemos 

(2. 21) 
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1 3 

.El error cntoncen un cero cri n ~u,;tos d~ n~ 

Lo~ mGtodos de Galcrkin y M!11jmo~ Cuadrados se a~ay,tan muy 

bien a las aplicaciones de clemcnton finito3 y los m~todos de 

Motncntos y Colocacj.6n, no se prestan tan directamente a 6stas, 

ya que son m&s complicad6so 

2,2 METODO DE GALERKIN 

El m6todo de Galerki11 se adapta muy bien n los prolJlcm~s 

que existen en mct:5nica de fluidos y transferencia de calor, y 

ser& el que se utilice a lo largo de.cstc trabajo: Es por ello 

·que se har& un anSlisis un poco m&s a fondo de 61. 

Este método implica la proyección orto9onal del residuo 

E sobre u~ espacio de funciones linealmente indcpcndic~tcs si 

lo que se efcctGa por medio del producto interno (2.1G) o Esto 

es eq~ivalcntc a decir, ·que el residuo E es ortogonal a. todo 

el sistema de funciones N. (i=1, 2, ... ,n), para lo cual se ne-
l. 

ccsita _que e 5ea considerado con-tinuo. Ya que s6lamcntc jis-

'poncmor.; de n con~tant.es C1 , Cz, ••• ,en solo pode:mos sutisfacc:c n 

condiciones de ortogon~lid~d. 

Efectuando el proceso anterior para (2.11) tenemos 

J n 

eN o dO 
l. = J ·~ 

n 

(~ C.N.)+f]N.dfl~O 
j=1 ) J ~ .. 

donde n es el dominio del elemento. 

(2.22) 

La ecuación ontcrior es qn sistema de ecuaciones ulgcbrui-

cas, el cual se puede resolver par~ las constantes e .. 
l. 

Ya que 

tanto lñr> como las N, non arbitr~ria~, podemos escoger C
1
.=tl.· 

l. . . 

donde l.J.:; son valores de la vari~blc en lcJn pu11tos discrcti-

zndos del dominio, por lo que la ce. (2. ,3) se convierte 
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.. ,. 

mos a 

11 
~=¡: e N. 

i=1 l. l-

1 4 

(2,23) 

Utilizando estn.aproxim~ct6n en el ,proces~ anterior llega-

n 
(): ~jN.) 

j = 1 J 
(2.24) 

Al resolver este nistema de ecuaciones, se obtiene direc

tamente la solución aproximada, sin necesidad de calcular pri

mero las constantes y luego sustituirlas para obtener el resul

tado, 

Para ejempliflcar, tomaremos la ecuación de Poisson 

a2 ~ ii¡t + f(x,y)=O (2.25) 

Si aproximamos la solución por medio de (2. 23), el resi

duo está definido por 

(2.26) 

Efectuando el producto interno entre el residuo y las fun

ciones de base e iguaiando a cero, nos queda una integral de la 

forma 

= J ( ~:; + 
n 

+ f(x,y'))N.dxdy=O 
l. 

Utilizando el teorema de Green, se tiene 

(2.27) 

CJ 



·-I ,l!;_ . ()x 

fl 

()N, 
-·--~ ax 

+ lf ()!< i 
ay ay 

. ·'• 

- f(·x,y)N.)uxuy + 
~ 

J 
,-ªS. 

dX 
r 

1 5 

(2.20) 

donde res la fro'ntera.clofl. sustituyendo (2.23) en (2.28) y re

ordenando . 

f 
aN. 

E;j n < ax ~ 
aN. 
__ J + 
ax 

()N. 
1 

()y 

aN i 
-·-) dxdy 
()y = ·J (lf_N. dy-l!;_N. dx) + 

ax ~ ()y l. 
. J' 

Jnf(x,y)N 1 ctxdy 

; "' ' ;. ¡;, 

',, 1 

(2.29) 

Una cualidad muy importante del m&todo de elementos finitos, 

·se puede observar en (2,29). En lJ. forma original de lit ecuación 

de Poisson (2. 25) y. generalmente cualquic,r ecttaciéin diferenc.i.al, 

no es evidente corno introducir las condiciones do frontera, tanto 

de Dirichlet como de.Neumann •. Sin embargo en (2.29) podernos 

apli.car fácilmente las condiciones de frontera de Dirichlet, en la 

integral de la izquierda, y la~ condiciones de frontera de Neumann, 

en la primera integral de la derecha. Esta separación de las condi

ciones de froritera de una y otra clase, es debido a 1~ integraciGn 

por partes que se realiza clurantc el proceso. 

Hay que l1accr notar, que para todoD los problemas de.ingenicria 

para loo cuales existe una funcional, la. integral do Galcrkin (2.22) 

da un resultado idGntico al que se obtendrÍa con el mótodo de Raylcigh

Ritz, además para los problemas en los que no existe una funcional, 

el m&todo de Galerkin siempre es aplicabLe. 
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3. 1 GENEJ'.l,L 

CAP! TlJLO 111 

CONDUCC!ON DE CALOR 

Una de las grandes ~reocupaciones que existen a~ utilizar 

un m&todo num6rico, es la precisi6n que se obtendr& al usarlo, 

ya qúe hay una diversidad de factores que pueden alterar el 

'resultado. 

En el caso del m~todo de elementos finitos, e~ principio 

·existe un error, al hitcer la aproximaci6n dc'la futlci6n, por 

una· Sumatoria de funciones cvalundos· en determinados puntos, 

ésto es, al hacer lu ·aproximación de la función Cf'! un espacio 

de dimensi6n infinita a otro de dimensi6n finita. Varios au-

torps han calculado el error que se obtiene en diferentes 

problemas, al aplicar el mGtodo de elementos.finiton, entre 

ellos est:.'in. Ode:n and Heddy (1976), sin embargo utilizan un 

an&lisin matem&tico múy complicado, para obtener Gnicamente 

una estimu.ción. 

- _ .. '. 
Al error anterior hay .que agregarle el que se tiene al 

uti.lizar otros m6todos num~ricos,· como sor1: integraci6n nu

mGrica,·dcrivaci6rl nu1n6rica, solu~i6n de sistcmcts de c.cua- ~ 

cioncs, tn5todos iterativo~ para ecuaciones no lineales, etc., 

si a ésto le agregamos la precisión de la computadora al efec

tuar laG operaciones, resultarfa muy dificil efectuar un 

anllisis exacto, del error total obtenido. Por otra partc,~l 

dividir la regi6n en estudio en diferentes e~eruentos, una 

buena distribución de ellos puede aumentar la precisión del 

resultado, en cambio, una mala distribucién de éstos, puede 

inc~uso conducir a resultados localmento muy crr6ncos adcmSs, 

teóricamente, entre más elementos sc.utiliccn, mayor es la 

cx~ctitud, l'~ro m5s co~Lo~;a üS la soluci6n, por lo .. quc .es 

muy difrcil ¡n:ccio;ar cual es el término medio. para obtener 

\\11.1 ,;oll¡ci.t•ll ,;ufi.cit!nt<Cmente precisa y a la .vez l.a m&s eco.

nilmic.:.:s.~ St.' h;\ llc~l~H\o incluso il considerar quü ~!i Ull arte el 
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efectuar la división del dominio en diferentes elementos. 

Debido a todo lo anterior, surgió la necesidad de efec

tuar una compnración, para observar como se comporta el méto

do; es por.ello que en este capítulo se resuelven dos proble

mas de solución analítica conocida por el método de elementos 

finitos de Galerkin, con lo cual podernos comparar los resulta

dos, además q~e se aprovechan para dar ciertas normas muy sen

cillas, pero muy objetivas, en el uso del método. 

3.2 PROBLEMh BIDIMENSIONAL EN ESTADO PERMANENTE 

El primer problema que se resolverá será el de una placa 

en dos dime11siones, con transferencia de calor por conducci6n, 

en estado permanente, con lo cual se obtendrá la distribución 

de las temperaturas en toda la superficie. Para ciertas condi

ciones de fronter~, es posible .encontrar una soluci6n analiti

ca de este problema y es por ello por lo que se escogió. 

3.2. 1 Planteamiento de las Ecuaciones y Solución Lxacta 

La ecuaci6n que define la conducci6n de calor en dos di

mensiones y en estado permanente es (Holman, 197:?) 

íl 2e +--=o ( 3 . 1 ) 
3y ~ 

que es la ecuaci6n de Laplace.bidimensional dondeª es la tem

peratura y X y Y son las coordenadas cartesianas. 

Se definen las siguientes variables adimensionales 

~ 

- e e = X = 
L 

y = 2 
L 

( 3. 2) 

donde 00 y L son la temperatura y longitud de referencia res

pectivamente. Utilizando (3.2) en (3.1) tenemos 
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1 8 

= o ( 3 • 3) 

Si considerarnos corno ejemplo la placa rectangular rnostru

da en. la Fig. 3.1, tres lados de la placa se mantienen a una 

temperatura constante 61 y el lado superior ti"ene impuesta una 

distribución _de temperaturas senoidal. 

Este problema se puede resolver analíticamente por el mé

todo de separación de variables. Utilizando las siguientes 

condiciones de frontera 

6=61 en x=O 

S=6 1 en y=O 

6=e¡ en x=a 
- íT X 
6=e sen--+e1 en y=b 

m a 

y resolviendo la ec. (3.3) usando (3.4) llegarnos a 

e=G 
senh~ 

a 
m iib 

sen h-a 

1TX 
sen -- + e 1 a 

( 3. 4) 

( 3. 5) 

La ec. (3. 5) es la solución analítica del ejemplo propuesto. 

3.2.2 Formulaci6n de Elementos Finitos 

La temperatura e la podemos aproximar en 1~ forma de ele-

m~ntos finitos como 

n 
e " e = r 

i=1 
N.e. 

1 1 
( 3. 6) 

donde n es el nGmero total de nodos en un elemento, N. son las 
1 

funciones de interpolación o funciones de base de un elemento 

-----

~ 
1 
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6=6¡ 

1 

y[ 

. l.. 

. .' ' 

'"' sen -.J.-

.. ··'·' 

6=0¡ 

+ O¡ 

\ 

~~--------------------------~----~ a 

Fig 3.1. Placa rectangulur con transferencia de calor 

por conducci6n y sus condiciones de frontera 
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·y ei son los valores de la temperatura en cada nodo del elemento. J 

Ya que la funci6n 0 es una aproxi~aci6n de la funci&n O,al 

sustituirla en la ce. (3.3) se obtendrá un r.·csiduo o crtor.Enton-

ces .ten cmos 

a 2 o + -- = e ( 3. 7) 

donde e es el residuo. Considerando la pr.oyecci6n ortogonal del 

residuo sobre las funciones de base e igualando a cero, que es 

lo que indica el rn6todo de Galerkin se obtiene 

N.dxdy = O 
1 

( 3. 8) 

Si a la ce. (3.8) le aplic:;amos el teorema de Green llegamos a 

-f 
n 

,~ 
ax 

aN. 
1 -- + ax 

a o 
ay 

élN. J 
ay

1
)dxdy+ 

. r 

ae 30 (--N.dy---N.dx)=O 
()X 1 3y l. 

Sustituyendo ( 3. 6) en ( 3. 9) y reordenando 

dN. 
, __ 1 

ax ~~j- + 
ax 

3N. 
1 

ay __ J) dxdy~ 3N. J 
ay 

(lQ. a e 
()x Nidy-ayNirlx) 

r 

( 3. 9) 

(3.10) 

Podemos usar una notaci6n simplificada con lo que escribimos 

n 
E A

1
jo. = q

1 
(i=1,2, ••.• ,n) 

j = 1 J 
,(3.11) 

.~) 
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A es llamada matriz de coeficientes de temperaturas y q es el 

vector de fuentes de calor y son 

A .. 
~) = f 

o 

óN. 
(--~ 

ax 

ÓN. 
__ J + 
ax 

N.dy 
~ 

oN. 
--~ 
i)y 

oN. af> dxdy 

a e oy Ni dx) 

(3.12) 

(3.13) 

Hay que hacer notar que debido a la formad~ la integral (3.12) 

la matriz A es simétrica . 

como la formulación que se hizo fué únicamente para un ele

mento, se deben de juntar las contribuciones de todos los elemen

tos, para obtener el campo de temperáturas en toda la placa. Pa

ra lograr €sto, se efectGa un ensamble de todas las ecuaciones,de 

ial rnanera
1 

que al final se obtenga un sistema de ecuaciones que 

contenga torios loB 11odos de la placa. El sistema global de ecua

ciones a resolver será 

N .o·. 
1 J J 

(i=1,2, ... ,m) (3.1~) 

donde· A* es la matriz global de coeficientes., e* el vector glo

bal de temperutura,;, q* el vector global de flujo de calor y 

m el número totill de nodos. 

La forma en que se 0fectúa el ensamble se explica detalladamen

te en Cook ( 1'J74). 

La ec. (3. 14) es un ,;istema algebraico de e'cuaciones lineales 

simétrico y l>and<··•·~<'• que se puede resolver por cualquiera de 
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los métodos conocidos, como pueden ser Gauss-Jordan, Gauss

Seidel, etc. o algGn otro que aproveche las características 

de la matriz A•como es el Gauss-Crout modificado para matri

ces bandeadas, que es el que se utiliza en el programa de 

computadora presentado. 

22 

Es importante observar que la matriz ~ es singular; sin 

ernburgo, al ~ntroducir las condiciones de frontera tanto de 

Neumann como de Dirichlet en la ec. (3.4), se quita la singula

ridad, pudiéndose resolver el sistema de ecuaciones resultante. 

3.2.3 Ejemplo Numérico 

Con el fÍn de hacer más objetivo ~ual es el procedimiento 

que se sigue en elementos finitos, en este inciso se resuelve 

un problema num§rico paso por paso. Este consiste en calcular 

la temperatura en una placa bidim-ensional con" transferencia 

de calor por conducción, ' en c~tado permanente. Los parámetros 

que se usan en la solución numirica, son los sigui~ntes 

8¡ ; 100 unidades de temperatura 

e ; 100 unidades de teinpe:r::atura m 

a ; 1 2 unidades de longit'Já 

b ; 1 2 ·unidades ~de longitud 

Unicamente van a existir condiciones de frontera del tipo 

Dirichlct y son las que ~e indica~ en la Fig.· 3.1. Por lo tan

to, la ecuación de elementos fin~tos !?ara un elemento es 

dN. 
(--1 ax 

dN. 
__2 + ax 

~N. 
1 

ay 
aN. #) dxdy ; O (3.15) 
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o en notación compacta 

n· 
E A.j 6j=O (i=1,2, .•. ,n) 
j = 1 1 

.I3.1ú) 

Para la soluci6n de clemcn~os finitos, sa utilizar5n ele

mentos triangulares, como muestra la Fig. 3.2, con funciones de 

interpolación lineal, y son 

+ b.x + c.y 
l. l. 

{3.17) 

donde i=1,2,3 debido a que son tres nodos, una función por cada 

uno y las constantes están dadas por 

c2 = (x 1-x 3 )/2ll (3.10) 

aqul 6 es el irea del triángulo y se puede obterrer por 

(3.19) 

Se observa que la numeración local en el triángulo, está he

cha en contra de las manc~illa~ del reloj, pa~a que 6 resulte 

positiva. L~ obtención de las funciones de interpolación se en

cuentr~ Cll Scgerlind (197ú). 

Para obtener la matriz A se sustit~1yen las funciones de in

terpolación ( 3. 17), en la integral de la ce. ( 3. 1 O). Por ejemplo 

P ara· el término '· . ,., JI 
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n 
X?,Y2 

X ,y 
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Fig 3.2. Elemento triangular con la numeraci6n local 

(1,2,3) y la numeración global (n,,m,p) y sus 

respectivas coordcnadns cartesianas. 
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A11 = f[~x<a,+b¡x+c,y>r[;Y<a 1 +b 1 x+c 1 yJ dxdy 

n . . 

··.· 

(3.20) 

Procediendo de la misma mar1era para los dem&~ coeficientes, 

llegamos a 

(3.21) 

•' 

donde las constantes son las mismas de la ce. (3. 18). 
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El siguiente paso es evaluar las matrices par~ cada ele

mento, par~ lo cual es necesario numcr~r, de acuerdo a la ma

lla que se utilice, todos los nodos y los elementos, procuran

·do siempre que la.diferencia entre los ~Gmeros asignados glo

bjllmente, de los nodos de cada elemento, sea mínima, para que 

·el ancho de banda de la matriz global A* también sea el mínimo 

·posible. Esto es muy importante, porque en el momento-de alma-

cenar la matriz en la memoria en la computadora, se puede ha

cer en forma bnndeada y mientras esta banda sea menor, la memo

ria que se utilice tambié11 es menor, ya que el resto de los 

coc!icictltn so11 cero~ y no necesitan almacenaje. 

Tomando como cjemr>lo u11a discrotizaci6n de pocos elemen

tos, como muestra la Fig. 3.3, que es ~na malla de 7 nodos glo

bales con 7 elementos, se puede observar que con la numeraci6n 

global de los nodos que se indica, la m5ximn diferencia entre. 

los nodos de cualquiera de cada uno de los elemcn~os es 3, a 

este fa6tor se le llama esparcidad y para la.malla mostrada es 



1 

' { 1} . ' {5} 

' {2} ' {6}-

Fi~ 3.3. Di~crctizaci6n cruda de la placa, mostrando. 

la numcraci6n global, la numcraci6n local y 

la numcraci6n de los elcrnerttos~ 
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el mínimo que so puede obtener. El ancho de la banda de la matriz 

global, se puede obtener sumándole uno a la csp~rcidad; para nues

tro caso el ancho de la banda es 4, &sto es, la matriz tendrá 4 

diagonales con valores num&ricos no nulos, l.ncluyendo la diagonal 

principal, ya sea hacia arriba o hacia abajo de &sta Gltima. 

· .. 
Para evaluar las matrices de cada elemento, primero se proce

de a formar una tabla que relacione las coordenadas, con los nodos 

globalos .a las que corresponden, corno sigue. . ' 

Nodo 1 2 3 4 5 6 7 
X 6 o 1 2 6 o 1 2 6 . . 
y 1 2 1 2 1 2 8 o e 4 

. ' En seguida ce. forma una tabla que relacione los nodos glo-

bales, con los nodos locales de cada elemento. 

~ 
Nodos Globales 

N o 
1 2 3 4 5 6 7 . 

1 2 2 5 5 1 4 4 

2 4 5 7 6 4 6 7 

3 1 4 4 7 3 3 6 

Con las dos tablas anteriores, podemos localizar fácilmen

te las coordenadas para cada nodo local, las cuales se utilizan 

para obtener las b's y las c's de la matriz A en la ce. (3.2) Y 

al mismo tiempo el área, asi por ejemplo para el elemento .. 
: ~ . 

x¡=O X2=6 X3=6 '• ; \ 

y¡=12; Y2=0 ; Yl~12 

aqur los subín~ices indican los nodou locales. Con estas coor

denadas, podemos evaluar la matriz para el elemento 1 como 

sigue 
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A(1) 
" ,, 

"' 

' ,: l : 

(2) (4) ( 1 ) 

[' o· _,r 
;2 o 54 -54 (4) 

-24 -54 7 o ( 1) 

~. ' -:.- f. : . 1 ;, :: ._, 

20 

_. .' J' 

.~ ·, 

''' 

: ·:.·,. .. . . . . . '., 

se observa que como la matriz es ~imStrica, Gnicamente se tiene 

que calcular 6 términos. Los nGmeros entre paréntesin a los la

dos de la matriz, indican los nodos globales a los que pertene

cen los renglones y las columnas. Similarmente para los otros 

elementos, tenemos 

... -~-- · ... 

(2) (5) ( 4) 

l' -2 _.,] '" l2l = ./2 -2 26 -24 ( 5) 

-48 -24 7 2 ( 4) 

. ' . ... ··.·· 

(5) (6) (7) 

[" 1 5 _,T" . A(4l = 1 1 5 39 :-54 (6) 
72 

-54 -54 1 08 ( 7) 

" :; ,. 

' \ ~ .. .\ . · .. ':· " 

(4) (6) ( 7 ) (4) (7) . ( 6) 
72 -24 -48 ( 4 ) 70 -102 24 ( 4 ) 

AIPl = 1 -24 
72 

-2 -2 ( 6) l'l 1 -102 150 -48 ( 7) " 72 

-48 -2 45 (3) 24 -48 24 (6) 

'•,' 
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En seguida se en~nmblan estas matrices en la matriz global, 

para lo cual se suman lot: coeficiente::; de cada"matriz del elemen

to, que correspondan al mismo lugar en matriz global, utilizando 

los nGmcros que cst5n entre par~ntcsis; as! por ejemplo, para el 

coeficiente At de la matriz global, hay contribuciones tanto en 

:1a "matri•z del· elemento 1 como .en .l·a :ma.tr"iz .del elemento .5 y nos 

queda· 

A* 1 1 11 = -(78+70) =-156 
7 2 " 7 2 

siguiendo un procedimiento similar para los den\ás coeficientes, 

tenemos .1. 
"" 

" . '. ". .". 

156 -24 -24 -108 o o o ~~ rol 
-24 69 o -48. -2· o o . 02 O! 
-24 o 69 -48 o -2 o O¡ ol 

' 1 
-108 -48 -48 408 o -204 o, 

~1 
72 o 

o -·2 o o 89 1 5 -ro 2 o, 
o o -2 o 1 5 89 -102 ElG 

o o o -204 -102 -"1 02 408 07 oJ 
• 

(3.22) 

A continuaci6n se introducen las condiciones de frontera. 

-Como se observa en la fig. 3.3, hay 5 nodos en la frontera y 

2 eh el interior, que son nuestras inc6gnita5. Los valores de 

los nodos en la frontera son 

O¡ ~ 200 Os = 100 

02 ~ 100 eG = 100 

.e3 ~ 100 

" .. 

-·-···· ···-·--·· 
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E!::tos valores se su:;tituyen en 1.:>. ec. (3.22), multiplicnn

do lan columnas correspondientes y p.:>.s&ndolns del otro lado con 

signo negativo, y.:>. que los renglorrcs de los nodos conocidos no 

nos interecan, podemos sustituirlos por un 1 en el coeficiente 

correspondiente de la d!agonal principal y los demás t&rminO!:: 

del renglón· ceros y en el l.:>.do derecho el valc.r del nodo. Ha

ciendo estas operaciones tenemos 

1 o O o O o o Or 

o 1 o o o o o 02 

o o 1 o o o o 8¡ 

o o o 5.66 o o -2.83 o., 
o o o o 1 o o o~ 

o o o o o 1· o OG 

o o o -2.83 o o s.?6 e1 

j200 

1100 

100 

= 433.33 

100 

100 

_283. 33 

(3.23) 

En la ec. (3.23) 

1,2,3,5,6 quedándonos 

podemos dencartar los rcngloncD y columnas 

• 

. [ 5. 66 

-2.83 
-2. 8 3] [e~ J [4 3 3. 3 3] ¡ 

5,66 07 = 283.33 
. '"": - . 

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, 

1 

Ltl bolución 

.. 

o~= 135.2·191 

07 = 1 1 7 • 6 4 7 1 

cx~ct~ uoar1do la ec. 

e~= 134.6244 

67 .. 1 1 o . 8 1 8 2 

( 3. S) es 

(3.24) 

lleg.:>.mo::; a 

1 

i 

1 
.¡ 

! 
' ' 

1 
' 1 

1 

1 
1 

1 
! 
' 

í 

t 

¡ 

1 

l 
i 
l. 

t 
1 

! 

! 
t 
1 
1 

l 
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El error en el nodo 4 es <Íe O.S'l. y en el nodo 2 es <le 6.2\. 

El hecho <le que exista tanta diferencia entra el orror de uno y 

otro nodo, se puede explicar rcfirlfindoae a la Pig 3.3, el nodo 

·4 pertenece a 6 de los 7 elementos que forman la malla, en cam

bio el nodo 7 pertenece Gnicomcnte a 3 elemcritoH, por lo que 

tiene meno~ elementos que contribuyan n su solución. De .:1quí 'Se 

concluye· inJncdiatamcnto, que allmCiltando el nGmcro de clcn,c·ntos, 

se aumenta la precisión. 

El pro~cdimiento ~ntcrior se puede impl~rnenta~ en un progra

ma de computadora, ya que para una malla más fina, sería prácti

·camcnte impoGible efectuarlo a mano y además, se p~eden aprove-

char las caracter!sticas do si1nctria y bandeado de la matriz 

global. 
. \. ' : !'. 

Existen otras formas de efectura el ensamble, que para 

ciertos problemas son tn5s eficiciltes,· sin errbaryo, la presenta

da es la mfis. sencilla y hr1sta1ttc prácticu . 

.. : 

3.2.4 Solúc.:ión de ~lcmcntos Pinitos Contra ~;olución Exact;~ 

• 
Para obtc11Cr los r<~sultados que se muestran en este inciso, 

se realiz6 un programa de computadora, el cual ie muestra en el 
; 

anexo, que :iiguc ca~i exactamente lon mi~mos pasos del ejemplo 

3.3.3. y que tic11e adem&o, una subrutina qJe calcula el error 

y otra que calcula líncns de tempdratura conutantc. 

' El error que se utiliza, es el error raíz medio cundrático, 

definido por 

1 n -
e=. (-I: (0:-0.)2 )2 

1\, 1 J. J. l=· . 

(3.25) 

donde 8. es la solución de elementos finitos y O es la soluci5n 
J. 

cxact~. y adcru5n ~e toma ani¿nrncntc por lo~ nodos inc6gnito~,¡>o~ 

lo q~•e :.., es c.l número de nodos· que no son de frontera. 

l 
' f 
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En la primera pruP.ba que s .. e realiz."l, ,se us.a una malla .co:::o 

la que se muestra en la Fig.3.4, con 9 rrodos, 8 alcmcntoa y un .¡ 

solo nodo inéógnito y la variación de temperaturas scnoidal e~ 

la parte de arriba. Loa par5mctros que se utilizan son los mis-

mos del ejemplo num6rico. .,_; 

. ' 
Si se desplazan los nodos a, b y e la misma distancia, a 

lo largo del eje y, manteniendo constante su distancia x, se 

van a obtener diferentes temperaturas del nodo e, una para cada 

posición. 
. : 

Con esto S~ intc~ta ver cu~l es el co~portamicnto del. m6-

todo,cuando para u11a malla con el mismo nGmcro ~e elementos, 

6stos se hacen m5s grandes o m5!; pequefios en dct·crminada regi6n, 

en· este caso Gnicamcntc se varían en sentido vertical, porque 

arriba es donde está la mayor ·variaci6n de temperaturas. 

La fi~. 3.5 nos muestra una ~rSfica posición de la linea 

aclJ contra temperatura, en la que se representan lnt.; curvas ele 

los resultados ~btchidoa por elementos finitos y la solución 

exacta. Se observa que a medidll c¡'uc se v11n h11ciendo m5s peque

fios los elementos en- la parte superior, se va acercando la so

luci~n de clcmcnton finitos a la soluci6rl cxacJa, hay. un rnontc~
to en que 'son igualP.s y (lespuós se aleja ot_ra vez lu curva, a 

pczar de_ que son todav.í.a más p_cqucño's los clcmento5. 

En la Fig. 3.6 se puede ver m5s claro esta proceso; 11qu! 

se ~rafica posición d~ la línea acb contra el error raíz medio 

cuadrático, a medidll que se van h11ciendo m5s pequeños los ele

mentos de la parte. superior, el error disminuye, hasta que inclu

so es cero y después vuelve a aumentar. 
i 

De estas dos gr&fic~s podemos concluir, que se deben colo

cnr elementos m~s pcq\1cños en la zona de mayor variaci6n y m5s 

1 

1 
¡ 

! 
! 
i 

1 ¡ 
1 
! 

l 
l 

i 

'· 

1 
¡. 
' .! 
¡ 
¡. 
f 
¡; 
¡: ,, 
¡. 

!' 
i ¡. 
' i.' 
! 
' r .. ,. 

gra11dcs dont10 no exista tanta variaci6n. El llccl1o que cxi~ta u~ t 
' ·,, 

tnJnt'.o 'f"n t•l t}UC el er.1·or vuelva" aumcnti'lr, es debido .:1 que para 
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lac posiciones de la linea muy altas, los triángulos de la par-

te superior non muy dtiformes, &s~o es debido a que la base y 1~ 1 
altura del triángulo están muy desproporcionados. De aqui sé 

desprende que siempre hay que procurar que los triángulos tien

dan a ser cquil&te~os. Otra raz6n por la que el error vuelve a 

aumentar para posicionen. muy altas, es que los triángulos de 

arriba son muy pequeños en comparación de los de abajo, enton

cés siempre hay que tratar que los tri&ngulos que est&n conti-

guas, tengan· una cierta rclaci6n de 5reao,aunque esto Gltimo 

no es tan irnpoitante. 

El hecho de que llegue un momento en el que el error sea 

cero, es debido a las peculiaridad de la malla, ya que sóla

rnente existe un solo nodo incóg~ito. Usualmen~e es muy difÍcil 

obtener una solución exacta por elementos finitos, pero en ge-

·neral se puede obtener una muy buena aproximación, sobre todo 

para problemas sencillos como &ste. 

La siguiente prueba consiste en analizar el comportamiento 

del rn&todo, en función del número de elementos y de la posición 

.de &stoR, para lo cual primero definiremos tres tipos de mallas. 

Mallas tipo S , las cuales tienen el mismo número de elernen
a 

j 
l 

1· 

¡ 
i 

l 

¡. 

toe, en cualquiera de los lados de la placa, como muestra la 1 

Fig. 3.7. 

Mallas tipo AS 1 , las cuales tienen ' mas ele~entos arriba y 
.. 

abajo, que en los lados de la placa, como mQcstra la Fig.3.8. 

Mallas tipo AS 2 , las cuales tienen mSs elementos a los Ja

dea que arriba y abajo de la placa, corno muestra la Fig.3.9. 

Calcul~••do las temperaturas y el error para todan las ma

llas antcriot·cs, se obtiene una gr5fica como la que muestra la 

Fi~. ~.10, cr1 la que :;e dibujan las curv~s de nGmcro de elemen

to~ co11trn 0rror ra!z medio cuadr·~tico, para cada tipo de ~alla. 

s·e· obaerva que para pocos elementos, se obtiene menor error en 

1 

¡· 
r 

r 
' !· 
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30 Nodos 35 Nodos 
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12 Nodos 15 Nodo.s 
12 Elementos · 16 Elementos 
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• 

30 Nodos 35 Nodos 
40 Elementos ·' 48 Elementos -. 

Fig 3.9. Mallas tipo AS2. 
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las mallas del tipo AS¡ , ésto es mallas -con mas elementos en 

la zona de variaci6n y mayor error parn mallas .del tipo AS,, 

que son lo contrario de las anteriores. Para más elementos ae 

obtiene un menor error utilizundo mailas del tipo Sa• Esto es 

debido a que los tri5ngulos de estas mallas tienden m&s a ser 

equiláteros, que los de ·las mallas tipo AS¡ y a la vez hay su

ficientes elementos en la zona de variaci6n, para poder detec

tar ·los cambios. 

Otra vez podemos concluir, que siempre hay que tratar de 

poner más elGmentos en la. zona de mayor v~riaci6n y a la vez 

procurar que éstos tiendan a ser equiláteros. Las mallas del 

tipo AS2 no son recomendables. 
t 

--~-puede definir otro tipo· do mallas, como es ·la Sbque 
- ---- -----

muestra la rig. 3.11, eh la que el nGmcro ae elementos en to-

dos los lados· de la placa es el mismo. La curva que se obtie

ne al graficar número de elementos contra err.or. r.aiz modio 

cuadrático, es idéntica a la que se obtiene con la malla tipo 

Sa, sin embargo, con la milla sb es más fácil aproximar con

tornos redondeados. Como dato curioso, al utilizar la primera 

~alla de la Fig. 3.11, iesulta que la temperatura en todb la 

placa es constante e igual 6~oésto es debido a que no hay nin

g(¡n nodo que detecte que hay una temperatura dif.crcntc, por 

lo que siempre hay que poner suficientes nodos, en .las fron

teras donde exista.variac~6n. 

La Fig.3.12 nos muestra una curva, número de clementes 

Co11tra error raiz .medio cuadrático, graficad~s ambos loga-

r1tmicamcnte para mallas del tipo Sa· Se observa que la cur-

va se asemeja mucho a una recta, por lo que podemos decir 

que el error disminuye expónencialrnentp, a medida que aumen-

te el nGmero de elementos, o en otra~ palabras, que el méto-

.· ...... 

do de elementos finitos converge exponencialmente a la solu

ci6n exacta, a medida que aumenta el número de elementos. Es~ 

ta conclusi6n no se puede gencraliz~r para todos los problem~s, 

ya que el c~so que estamos trAtando es muy sencillo, debido a 
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que es una ecuaci6n 1 in cal, cn la que· está definida la ·tempera

tura en todaB las fr6ntcras y adcmfis no existen fuentes de ca

lor. Sin .embargo, s! nos damo!' una muy buena idea de cual es 

la convergencia del mGtodo, cobre todo para problemas simila

res; ~sto es, al p~i.ncipio, a medida que se aumentan los ele-

. monto~, el rn~t.odo convor.ge rápidamente y al final, aunque se 

aumente el nGrnero de~ cl.cmehtos, no se mejora mucho la soluci6~, 

por lo que hay que tratar de encontrar un justo medio, sobre 

todo teniendo ~n cuenta que a m5s elementos la soluci6n e~ rnSs 

costosa. Para lograr esto ~!timo se pueden hacer dos o tres ma-

llas con distintos nGmeros de elementos, para darse una idea de 

cual es la diferencia de los resultad'os entre una y otra, aele

más.se puede aprovechar, si es que no se conoce, para detectar 

cuales son laG zonas d~ mayor variaci6n y colocar en ellas más 

elementos y m5s pcquc~oc. 

Lon rcf;ultadoc anteriores, se resuman en las si.guicntcs 

normas para el uso ele~ mGtodo de elementos finitos: • 

1.- Dividir la regi6n con una malla gruesa, para obsGrvar 

cuales son las zonas de mayor variaci6n. 

2.- Colocar más elementos y más pequeños en las zonas ele 

gran variación • 

. 3.- Dividir la región con una malla más .fina y comparar 

los resultados con los obtenidos con la malla de 

aproximación, en caso de existir mucha diferencia, 

utilizar una malla todavía m&s fina y repetir el pro

cedimiento. 

4.- I'L"<:><'llL"ar que los triángulos tiendan a ser equil&teros 

y evitar ilq\tcll,,~ quu sean muy deformes. Siempre es 

posible Gllbstituir un tri&n~ulo muy deformado por dos 

t~i5ngulos m5s parecidos a triSr1gulos cquil.5teros. 

5~- Colocar suficientes nodos en las fronteras donde cxis

.ta variación. 
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Por último, la Fig. 3.13 muestra lineas de temperatura 

constante en la superficie de la placa, obt~n~daG con una malla 

del tipo Sa, que tiene 49 nodos y 72 elementos y con un error 

raíz medio cuadrático relativo en la solución de 0.35\, 

3,3 PROBLEMA DIDIMENSIONAL EN ESTADO TRANSITORIO 

.El segundo problema que se resolverá en este capítulo, es 

el de una placa en dos dimensiones con transferencia de calor 

por conducción en estado transitorio, para obtener la distribu

ción de temperaturas en toda la superficie, en el transcurso 

del tiempo. Para el mismo ejemplo del inciso anterior, se puede 

incontrar una solución analítica atrav6s de series de Fourier, 

con· la que se pueden comparar los resultados obtenidos por ele

mentos finitos. 

3.3.1 Planteamiento de las Ecuaciones y Solu6ión Exacta 

La ecuación que define la conducción de calor en dos dimen

siones y en estado transitorio es, Holman (1972) . 

• .. . a2e a26 .nc a e 
+ --e (2.26) 

a 1(2 d~2 K A 

Cl'l' 
•. í 

! 

donde a es la temperatura, 
''- ,.. x y y son coordenadas cartesianas, 

pes la densidad, C es el calor especifico, K es la conductivi-

" dad t6rmica del material y 'l' es el tiempo. Se tomará como cons-

tanes ,las propiedades del material. 

D<.•finicndo las siguientes variables adimcnsionales: 

l. " ~ e 
6m-

6o 

,. 
X x=-
L 

" 
y=Y.. 

L 
(3.27) 

Aqul ~y L son variables de referencia. Usando (J,27)cn (3.26) 
·, 

so tiene' 

.• 

.. ; 
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¡¡2(í ¡¡1(i 
--+ 
¡¡i a y2 

(3.28) 

Considerando un ejemplo similar al de la sección anterior, 

pero ahora en estado transitorio. Tonemos una placa rcctanqular, 

como la mostrada en la Fig. 3.14, donde para tiempo 1=0 toda la 

placa se encuentra a una temperatura 8=0 y para tiempo t>O se 

cambia la temperatura del lado superior por una distribución de 

temperaturas scnoidal. Para este problema también se puede en

contrar una solución analitica como sigue. 

se supone que la solución sea de la forma. 

0 • G(x,y) + H(.x,y,T) (3. 29) 

donde el primer término del lado derecho es la solución en es

tado perman~nte y el s~gund.o término es la componente debida 

al estado transitorio. 

• 
La solución en estado permanente se obtiene por medio del 

método de separación de variables, utillzadno 

condiciones de frontera 

G=O en x=O 

·G=O en x=a 

G=O en y=O 
lf X 

G=8 sen- en y=b 
m a 

las 
1 

! 

siguientes 

(3.30) 

La solución del problema permanente estS dada en la cc.(3.5), 

as1 que 
ny 

G(X• )=O senh a 
y rnsenh Tib 

a 

sen 
TIX 

a 
{3. 31) 





1 

0=0 
en 

1: >O 
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yr 
~ 

0=0 en 1:=0 
11 X · 

sen a en T>O 0=0 
m 

0=0 
en 

,, 1:>0 

b 

0=0 en 1:> O 

k·--------------------~--------~--------~ a 

· Fig 3.14. Placa con transferencia de ca.lor por conducción 
con sus condiciones inicialeS y de frontera. 
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Por otrQ parte, la contribución en estado transitorio tam

bi~n se puede obtener por el método de separación de variables, 

pero ahora se usan las siguientes condiciones de !rentera, para 

tiempo mayor que cero 

H=O· en x=O· 

H=O en X"a 
.'[>0 ; H=O y=O en (3.32) 

11=0 en y=b 

Y.Para tiempo igual a cero las condiciones iniciales son 

H(x,y,O)=-G(x,y) en (3.33) 

A 

Sustituyendo H(x,y;T) por O en la ce. (3. 28) y res'olviéndola 

usando (3. 32) y (3. 33) llegarnos a una r;oluci.ón de la forma 

20 
m ll(x,y,T)=-- sen 

. . ¡¡ 

TIX 00 

¡; 
n(-1)n+1 

sen 
1 nnv -(- + 

~e a?. 
b 

2 
n 2 
1)l')1r T (3.34) 

La cual es una serie de Pourier senoidal, cuya exactitud de

pende del nfimero de términos que se tornen en la.suma~oria. 

Por.último, sustituyendo (3.31) y (3.34) en (3.29), tene-

mos 

:!!Y ' "' ] ~ ~""" a 2 00 n(-1)n+1 - (;¡-+¡;r) ·,r 2 T 
0=0 

TIX ¡; ~ a. (3. 35) sen ·,rb 
sen b e m a scnh 

¡¡ 
n=1 b2/a2+n2 

a 

quo es la solución .:~nalítica de la oc. (3, 28) p;~ra el problema 

pr_opues to. 
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3.3.2 Formulaci6n de Elementos Finitos 

Debido a que el problema que estamos considerando se 

encuentra en estado transitorio, ésto es, depende del tiem

po, en la formulación se hace una combinación de dos métodos, 

el rn~todo de elementos finitos en espacio y el método de di

ferencias finitas en tiempo. Para lograrlo, se calcula la 

distribuci6n de temperaturas en la placa para un tiempo ini

·cial, utilizando elementos finitos, después se incrementa el 

tiempo por un A~ y se vuelve a calcular la distribuci6n de 

temperaturas por elementos finitos, utilizando los resulta

dos del tiempo anterior,corno indica el método de diferencias 

finitas, así sucesivamente hasta que se llega al estado per

manente. 

Para la formulación de elementos finitos se procede de 

la siguiente manera: la temperatura O la podernos aproximar 

de la forma 

~ n 
O(x,y,T):08(x,y,T)=l: e. (T)N. (x,y) 

i=1 l. l. 

(3.36) 

donde O ea la funci6n aproxirnada,Gi(T) son los valores de la 

temperatura en cada nodo del elcmentq, N. son las funciones 
l. 

de intcrpolaci6n del elemento y n es el n6rnc~o total de no-

dos del elemento. 

Debido a que se hizo una aproxirnaci6n ·al. sustituir (3.37) 

en (3.28), se obtcndr& un residuo corno sigue 

a 2 e a2 o + ---
a.x2 ay 2 

a e 
= e fi (3. 37) 

donde E es el residuo. Tornando el residuo ortogonal a las fun-

cienes de interpolación 

) 
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(3,38) 

donde n es el domi11i0 de un elemento. Aplicando el teorema de 

Green a la ec, (3. 38) llegamos a 

-J 
n 

a e aN 1 · · 
+ ·-- -· -) dxdy + a y ay J 

a o ao 
(.,-N. dy-.,-N. dx) 

o X l. u y l. 

r . 

·1 
' 

.. ! . 

- -N.dxdy=O dT l. 

J 

ao 

. n 
( 3. 39) 

. ... 

donde r es el contorno del elemento. Sustituyendo 

(3.39) y reordenando 

(3.36) en 

~jJ ·aN. 3N. ' 

(---1 __ ,.2_ 

ax ax 

n 

• dO. 
donde. e -__l 

j= dT ' 

aN. aN. 
l 

ély J) dxdy + -- + 
ay Ó.¡ N.N.dxdy=j 

) l. J 

n r 

;¡o ao .. 
(-N. dy--". dx) 

élx l.• ay 1 

(3.40) 

Usando notación compacta escribimos 

(3.41) 

A es la matriz de coeficientes de temperatura estables, E as 

la matriz de coeficientes de temperatura transitorios y q es 

el vector de fuentes de calor y son 

()N, 
1 

.ay 
aN. 
_J)dxdy 
él y 

(3.42) 

; 
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¡¡ .. =1 N, N. clxcly 
~J. ~ J 

. n 

(3. 43) 

... 
ao ao (-;;-N.cly--:;-N.clx) 
oX ~ oy ~ 

'· 
(3. 44) 

Ahora utilizanclo el rn6toclo de cliferencias. finitas en tiempo, 

hacemos las siguientes aproximaciones 

o "' j 

(3.45) 

(3. 46) 

donde k contabiliza los incrementos de tiempo ~T. Sustituyen

do (3.45) y (3.47) t:!n (3.41) y agrupando términos. tcnt:!mos 

k+ 1 '· . k 
{llTÁ .. +2B .. )0. ~(-t.TA .. +26 .. )8.+2t.Tq. 

l.J ~J J ~J ~J l. ~ 
(3.47) 

lo quü se puüdc üscribir corno 

n k+1 
l: G .. o. ~h. (i~1,2, •.• ,n) 
j=11)) l. 

(3.48) 

don dí! 

G, . ~tH Á .. + 2 B . . 
1) l.) ~J 

(3.49) 

h.a2/H q.+ (-/H Á .. +28 .. ) Oki 
l. ~ l.J l.) 

( 3. 50) 
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Con lil ce. (3.110) !.i<: pucdc:11 encont.tar las tcmpcraturnG p.'l

ra· el ~;i<:JuiaJ.t.l..! tiempo en funciÓ11 de ·1il.D' tctnperuturn.s tlcl tic 111 -

po anterior y. c·u nuc.r;t:ro t..:Q!;o: ·pura. el t.ic.nnpo inicial. lu.s tc.! 1u

pcraturns en t:0(la 1·a pl.aca son c~ro, cxccpl~ en la parte sup(~

rior do11de s0 encuent1:d la di~tribuci6n de temperaturas senoi

dal. Se puede: 0bservar que las 1natriccs A y B 6nicamcntc se 

tienen que c~lc11lar u11a vez, ya que &stas dependen solo de la 

topolog~a del cuerpo y no del tiempo, lo cual facilita mucho 

los cálculos. 

A contint¡aci6n se J>rocedc a efectura el. enaamble de las 

ma:trice:s de e;;_;da eleme:nto, en la matriz c¡lobal. También en 

este caso la matriz global resulta ser sim6trica y b~ndeada, 

lo cual es de:bido a la forma de los integrales (3.42) y (3.43) 

3. 3~·3 ~;nluciÓrt rlcl Proh1 C!m.:t por Elementos Finilo~ Contra So-

lución loltdlÍtica 

Los resultados que ne muestran a continuación, se obtu

vieron de un programa de computadora. En &utc, primero se 

gencr;¡n las matrices A y B de la ce. (3.1\7) para cadCL elcm.ül1-

to, cor1 cllau se calcula la matriz G de la ce. (3.48) para 

el in~rcme11to de tiempo y se ensamblan las matrices de todos 

• los elementos, obteni6nJose la matriz global G • En seguida 

se genera el vector h par6.,lo cual se utilizan los v;:.lores 

de la temperatura del tiempo anterior. El orden del sistema 

reduce a Gnicnmcntc el nGmero de 

inc6gr1itas sustituyendo las condiciones de- frontera del tipo 

Dirichlct y se resuelve obteni6ndose las temperaturas. Este 

proceso se repite hasta que llega al estado permanente, o sea 

cuando la diferencia entre las temperaturas del tiempo ante

rior y el nut:!vo sea menor que un cierto ·valor prcestaulccido. 

En el posprocc~amiento se calcula el· error entre la soluci¿n 

anal1tica y lJ de elementos finitos para c;¡da instante de 

tiemp~.""' y se int:crpol!l linealmente dentro de cada elemento ptl

ra o~L~11er J~n coordón~das de las lineas de temperatura con•;-

t .. ,:\ t t' . 

··"-····-··-····· ·- .. ·-·-····· ·--................ ·.~···-····· .. ·······"········ ... -.... .... ..... .. .. ··-··· 
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Al igual que la soluci6n en estado permanente, la norma 

del error, que se utiliza par~ comparar la soluci6n anal!tica 

y la soluci6n d~ elcmOJlto:; finitos, es el error raíz mc~io 

cuadrilti.co definido en la ce. (3. 25) 

La malla que se utiliza para efectuar los c&lculos es 

del ti~0 S dn 25 nodos y 32 elementos, como la que se muestra 
a 

en la Fig. 3.7, debido a que con esta malla, para el estado 

pcrm~~(::1~e, se CJbticne un error bastante pcqucfio al efectuar 

los c~lGtllos y ndcm&s no consume mucho tiempo de procesamiento 

er1 la C0Jnputadoru. 

f:u la Fig. 3.15 se grafica la variaci6n en el tiempo de 

la temperatura del nodo central de la malla, obtendida anal1-

ticamente y por elementos finitos. Se observa que para tie~pos 

muy peqltúfios ln tcm}lCratura obtenida por elementos finitos dcs

c.:ic.:nde c.:1c la <:o¡¡dic:ión inicial y luego vuelve· a subir, lo que; 
' 

fí~;icam<:11te .no <::-> po~ihlc. Dcspuér; :;e observa que. las dos tcr.t-

peratura!; se elevan al mismo tiempo de la condici6r1 irlicial y 

se scp~ratl hnstu que llega un momento en que la diferenci~ en-

tre una y otri.l es m·ás o menos constante, 
• 

esta diferencia es la 

misma que cxi~t:c entre la Goluci6n de elcmcr1tos finitos y ana-

11tica ¡,ara c~ta<lo permanente., lo c.:ual es aceptable, ya que no 
1 

o;e puc:clc pedi" menor difcrenciil si c:e utiliza la 'misma rnallc<.La 

oscilac:J~n no .. e dismin\tye al. hacer mSs pcqucfios los incremen

tos de tiempo y ni se puede au1ncn~ar si 6stos son 1nis grandes, 

por lo y~e es un defecto del m~todo. Si se utiliz·an ¡~allas m5s 

firtas con m5~ elementos en la zona de mayor variaci6n, la os

cilrJ.cj01l dismiJ¡uye y la precisión aumenta. 

J,.:\ F.iy. J. 16 11os muc!;tra una gráfica de la variación del 

erro~ r~iz m~<llo cuadr&tico a lo largo del tiemFo· En ella se 

obsetv~ que pnrn tiempos muy pcquefios el error es grande, debi

do a lns oscilaciones de 1~ tempratura en los. nodos, y a medida 

que tT;lllscurrc el tiempo, el error se reduce hasta que es igual 

al qlt~;sc obti~110 en cst~~o pcrmatlCnlc. El rnSximo error es de 
1 
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5.45\, el cual es bastante pequefto conDiderando la malla que 

su u~ilizG. 

Para el ejemplo C5cogido, la distribuci6n de temperatu

ras llego al estado permanente en 32 unidades de tiempo apro

xim&damcnte y coinciden en este tiempo tanto la soluci6n de 

elementos finitos como la analítica. La Fig. 3.17 muestra 11-

ne~s de temperatura constante e igual a 110 unidades en di

ferentes tiempos, obtenidas a partir de la soluci6n de elemen

tos finitos. 

En base a los resultados obtenidos, podemos decir que la 

combinaci6n del m6todo de elementos finito5 y el m6todo de di

ferencias finitan para resolver problc~~s parab6licos es efec

ti~~, Gnicamcntc teniendo en cucnt~ qub la discrctizaci6n del 

dominio debe ser m&s fina que para un ~roblcma eliptico, para 

disminuir 1~ oscilaci6n que se presc11ta en los primeros ins-

tantas de tiempo. 

• 

' '· 
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CAPITULO IV 

FLUJO POT.ENCIAL INCOMPRESIBLE 

4, 1 GEIIERAL 

En este capítulo se va a tratar el caso de la soluci6n de 

un flujo potencial incompresible y no viscoso, o sea un flujo 

ideal, por medio del método de elementos finitos, en conjunto 

con el método de Galerkin. 

Para ejemplificar, se resolverá el problema de un flujo 

b{dimensional alrededor de un cilindro, el cual se encuentra 

eritre dos placas planas. 

Este tipo de flujo puede ser utilizado para obtener una 

aproximaciGn del comportamiento de un flujo real, con una vis~ 

cosidad muy pcque6a, y .con una capa lÍmite muy dcl~ada en la 

superficie, además de que sea incompresible. Un ejemplo de los 

flujos que. cumplen estas condiciones, son los flujos conve:gen

tes o acelerados. • 

4,2 PLANT~AMI~NTO DE LAS ECUACIONES 

1 
Ya que lo que nos int~reasa es un flujo bidimensional, 

todos los planteamientos que s~ hagan a continuaci6n ser5n 

descritos en dos· dimensiones pnra mayor facilidad . 

.Un fluido real debe satisfacer las siguientes condiciones: 

n) La ecuaci6n de continuidad, que en coordenadas ca~tesianas 

eL 
+ 

A av 
" o ( 4. 1 ) 

' /"o /"o 
d6n~c u y· v son los componentes de velocidad en las direccie-

... " ncs ~ y y rcspcctiva¡ncntc.· 

59 
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b) La segunda ley de Nnwton en todo~ los puntos y en cualquier 

e) 

inf.;tantc. 

Rl fluido no debe p6nclrar dct>tro de cualquier co>>tort>o -f;O-

lido, ni tampoco se deben formar oquedades entre el fluido 

y el contorno. 

GO 

d) A las condiciones anteriores le añadimos.otra más. El fluido 

debe s~r irrotacional, esto es 

" ax 
aG 
ay 

= o ( 4. 2) 

El aplicar la segunda ley de Newton a una partfcul~ del 

fluido, nos conduce a las ecuaciones de Euler y son: 

a o <JQ_+ () a o , p_ =-+0 -~·=-...: - ~6 ()·¡ ax ()y . ;)x 
( 4. 3) 

a o dO ,.. ()() , Óp 
w+u a5f+v ,..,...-= ¡; ay ay 

" " " donde 1 es el tiempo, (J es la densidad y p es la presión. 

• 
· Nosotros vamos a considerar un flujo en estado pcrman~n-

te, por lo tanto para este caso el primer término de la ecua

ción (4. 3) d~saparecc.· 

Ya que el flujo que estamos considerando es irrotacional, 

podemos definir un potencial de velocidad a partir de ~a ce. 

(4. 2) de la siguiente forma 

( 4. 4) 

... 
donde ~ es el potencial de velocidad. De esta manera ·obtcnc~os ... 
una función ¡p tal, que su derivada con respecto ü una dirección 

~unlqu.i.;0,¡:a os la t'omponcnte do velocidad en e na dirección. Esto 

l 
1 ., 

1 
1 .. 
i' 
! 

j 
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i· 
¡ 

' i 

f. 
¡ 
i 
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¡ 
1 

¡ 
' ' 

' J ... ~ 



1 



(,1 

' ' ' ' ' ' .. 

es posible ya que no exic.tc rozamiento, una partícula que esté 

inicialmente en. reposo no puede ponerse a girar, de igual mane

ra una partícula que cstii girando, no puede alterar su rotaci.Dn. 

Si substituimos la ce. (4.4) en la ec, de continuidad(4.1) 

obtenernos 

( 4 • 5) 

que es la llamada ecuación de Laplaceen dos dimenziones. Toda 
' , A 

funcion • que satisfaga esta ' -ccuac1on es. un caso posible de 

flujo irrotacional. 

La ec. (4. 5) tiene solución analítica para casos muy sen

cillos, en los que las fronteras no presenten ninguna compli

·cación, sin embargo, para casos en los que las fronteras no 

son muy regulares, hay que utilizar un método num~rico para 

resolverla. 

Para el caso de un flujo bidimensional, también se puede 

" definir una función ~. llamada función de corriente, que nos 

relacione las velocidades 

la ec. (4.1). tenernos 

en las dos direcciones. A partir de 
i 

Q e - ( 4. 6) 

sustii::uyendo (4,6) en (4,2) se tiene 

( 4. 7) 

~ue cs,la ecuaci8n de Laplace para la función de corriente y 

su sol~~i~n ~icnc dificultades similnrcs a ln del potencial 

de veloc'idad . .... 
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Se puede demostrar íScilmente, que la linea descrita por 
A 

la funci6n ~aconot. es la trayectoria de una partlcula del 

fluido y a esta curva se le llama línea de corriente. 

El potencial de velocidad y la funci6n de corriente se 

rclüciona de (4 .6) y (4. 4) 
;•. 

( 4. 8) 

Como consecuencia las 11neas de corriente y las lineas equi

potenciales son perpendiculares entre si para un flujo ideal. 

4.3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS 

Ya que el mismo tipo de ecuación, ésto es, la ecuación 

de Laplace, se utiliza para obtener el potencial de velocidad 

y la funci6n de corriente, la formulaci6n de elementos fini

tos es id&ntica para cualquiera de las dos y la 6nic~ difen

cia estriba en 'las co~dicioncs de frontera que se utilizan. 

No existe ventaja de una sobre otra formulación si las geome

tr!as son m¡s o menos· simples. Por lo tanto 6nicamc.ntc se des~ 

cribirS la formulación de la funci6n de corriente. 

Se defin·cn las sigUientes variables nd.imcnsionalec 

X = 
A 

X 

D 

A 

y = ~ 
D 

donde q es la velocidad alejada del cuerpo y D es Ulla dis-
co 

t~ncia caractcr!stica. Sust{tuyendo en la ec. (4.8), se tic-

ne 

( 4. 9) 

Haciendo la siguiente aproximación para un elcmen~o 

n 
~::: lji=E N,ljl, 

ia1 l. l. 

· ... •. 

(4.10) 

-, 

' l 
·! 

r 
' 

'. 
i~ 
; ~ 

1 
' ) 

( 
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donde~ es la función aproximada y N, aon las ~unciones de 
~-

interpolaci~n o funciones de base de un elemento, n es el 

n6mero de nodos del elemento y ~i ea el valor de la fUilCi6n 

en cada nodo. Sustituyendo (4.10) en (4.9) e igualando a un 

residuo e ~e obtiene 

iljJ + ~~ 
ax2 <ly2 

= t (4.11) 

Considernado una proyección ortogonal del residuo sobre 

las funciones de peso, que en este caso son iguales a las 

funciones de base 

(t, N.J=J <a'~,+ 
l. ax 2 

l'l 

a 2,,, 
~)N.dxdy=O 
al ~ 

(4.12) 

donde n es el dominio del elemento. Aplicando el teorema de 

Creen en ( 4. 12) .llegamos 

-f 
l'l 

a Ni J <l~' a ljJ -,--)dxdy+ (~N dy~~N.<lx)=O 
uy · ax l. a Y ~ 

. r . 

Sustituyendo (4.101 en (4.131 y reordenando. 

f 
()N. 

~j n <a/ 
3N. 
__ J + 
;)x 

()N. 
1 

ay 3 N . J aw ' '" __J_)dxdF (-N.dy--'r.N.dx) 
)y <lx ~ . oy ~ 
. r 

Usando una notación si~plificada escribimos 

n 
I: A. -~·=6. 
j=1l.JJ ~ 

(i=1,2, ••. ,n) 

(4.13) 

(4. 14) 

(4. 1 5) 

Aqu! A y 6 son llamados matriz de coeficiente~ y vector de 

flujo respectivamente y son 

t· 
'11 
\¡ 

l 
i 
1 
1 
¡ 
1 
1 
: 
! 
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. )N. A.ij=t<~:i ;)~ j 
dX + 

3N . 
1 

ay ·;-}_) dxdy 
dy ·. 

(4.16} 

6 = i f (2..ítl.dy--ªítl. clx} a x ~ ay 1 

r 
(4.17} 

Para obtener el siDtema de ecuaciones global, se cnsambl.nn 

las ce. (4.15} de todos Jos elementos, obteni&ndosc 

m 
¡; 1: . . 1/J~ =S*· 
j=1 1) ) 1 

(i = 1 , 2 , •.• ·, m) (4.18} 

donde m es el n6mcro total de nodos. 

4.4 SOLUCIO:l Y RESULTADOS 

• 
El problema especifico escogido como ejemplo, es ca del 

flujo alrededor de. un cilindro de radio D=1 entre p~acas pla

nas ~aparadas una distancia 40 y suponiendo que el flujo uni

forme se encuentra a una distancia 3.50, medida desde el ce~

tro del cilindro, Fig 4.1. 

Por simctrla se utiliza.una cuarta parte del dominio, 

sccci6n a-b-c-d-c. Por inspccci6n no~amos que las fronteras 

a-h y e-d-e son líncu.5 de corriente y como rc~fcrcnci.a tomaremos 

1/J~O Cll e-d-e. Ya que la velocidad es conotante en a-e podemos 

poner 

= u = (4.19} 

Integrando 

~ 

1jl = y + const. (4.20} 

lo que significa que la función de corrieute vnrla l ine.Jltn<,¡¡t.e 

con respecto a y, en la frontera n-c. Sustituyendo los valores 
-de y, en la oc. (4.20}, ¡wra la frontera a-b llcg<Jmos a 1/J~2. 

., 
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<J...------------- d 
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Fig 4.1 Flujo uniforme alrededor de un cilindro entre 
placas pla:1as. 
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Todas las condiciones de frontera que hemos definido hasta el 

momento son del tipo Dirichlet. Lá Gnico que resta e:; definir 

la condici6n de frontera para el lado b-e, sabemos que la li

nea de corriente es perpendicular a ese lado, por lo que defi-
. a'~ n1mos ,~=o, siendo esta del tipo Neumann, Las condiciones de . on 

.frontera se presentan en la Fig 4,2. 

Para resolver este problema, se escogieron elementos 

triangulare~, con funciones de. interpolaci6n lineal, por lo 

qua sól~mente tienen 3 nodos cada elemento. Los elementos y 

las funciones son los mismos utilizados en la secci6n 3.2.3 

donde se puedan consultar. 

En el programa de computadora que se realiz6, primero 

·se generan las matrices de coeficientes A de cada elemento, 

mismas que se ensamblan en la matriz global A•. Para el vec

tor 6 en los nodos en la frontera que tienen' la condici6n 

de Nc'umann la integral (1.17') debe evaluarse. En nuestro caso 

resulta ser cero. En los demás nodos con la condición de 

Dirichlet esta integral tiene valor desconocido pero ya que 

la funci6n de corriente es conocida all!, no es necesario cal

cularla. Las condici~nes de frontera del tipo Dirichlet se 

sustituyen en el sistema (4.19), reduciéndose con ello el or

den de la matriz global, a Gnicamente el nGmero de inc6gnitas 

y.sc resuelve el sistema resultante obteniéndose los valoreu 

de •. En el posprocesamiento, se interpola linealmente dentro 

de cada elemento' para obtener lus coordenadas de 'la~ líneas de 

corriente, además, por medio de la ce, (4.23) ,se c¡¡lculan lac, 

~eiocidades arriba de la ·cresta del cilindr~. 

Se utilizan dos discr~tizaciones del dominio como muestra 

las figuras 4.3 y 4.4. La primera es una mulla grucoa de 10 

nodos, usnda tanto pura p~obar el prqgrama como para observar 

las zor1ns de 1nayor variaci6n. La segunda os una malln fina de 

73 nodoH con 111 cLcmrntoR, que se realiz6 tomando en cucnt~ 

los resultados obtenidos con la malla anterior. 
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Fig 4.2. Condiciones de frontera . 
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Fig 4.3. Malla gruesa. 
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En la Fiy. 4.5 se mueHtran las lineaD de corriente y la 

voriaci&n du la velocid~d &n la cresta del cilindro, se com

paran con la solución anal!tica aproximada, obtenida por el 

m6todo de imúge~cs de la siguiente forma (.Chung, 1970) 

-· ·¡ 11 211b 21ry [ 211'x· ~;ry'J} 1j!=q y--senh·(-) sen(--)/ cosll (-) -cos l-) 
"" 21f ll ll 11 u . 

(4.24) 
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donde x,y son coordcnadao con origen en el centro del cilindro, 

b es el radio y 1! es la distancia vertical entre las dos placas. 

Se observa que existe bastante diferencia entre los resul

tados obtenidos con la malla ~ruesa y la solución anal!tica, el 

error raíz medio cuadrático relativo es de 8. 5~. Sin e.mbargo ,al 

co~par~rlos resultados de la mal.la fina con la soluci6n anal!ti

ca, el error r~!.z medio cuadrStico relntivo, en la dcsviaci.6r1 

de l~s curvao·dc l!ncns de corri.cntc, e~ de 0.9\ el cual es bas-
' 

! ' u 

w 
r 

¡ 

¡ 
¡ 
j 
1 
; 

1 

tantc pequefio; en la figura se ve claramente ·que· ca~i coinciden 4 

las curvus. 

También ~e observa como la velocidad aument3. en la cresta 

del cilindr~ al acercarse a éste y la poca diferencia ~ue exis

te entre la curva de la malla fina y la solución analítica. 

ConcluyeJ¡do, los resultados demuestran la utilidad del 

método de elementos finitos de Galerkin en la solución de pro

blemas de flujo potencial incompresible y c6mo,con una buena 

di~crctizaci6tl se pucdc11. obtener resultados bastantes precisos. 
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Fig 4.5 L!neas de corriente y 
del cilindro. 
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CAPITULO Y 
FLUJO POTENCIAL COMPRESIBLE 

5. 1 l.EllF.RAL 

Cuando se estudian flujos alrededor de cuerpos sumergidos, 

normal~~nte no se pueden resolver las ecuaciones de movimiento 

en forma anal1tica, debido a la no linealidad de las mismas,es 

por ello que en el presente capitulo se estudiará la solución 

de un flujo potencial compresible subsónico y no viscoso, por 

medio del método de elementos finitos, usando el método de re

siduos pesados de tipo Galerkin. 

El caso de flujos subsónicos ha sido estudiado principal

mente utilizando los principios variacionales. (;:;hen, 1977). En

tre los trabajos más importantes se encuentra el de·carey(1975), 

el cual utiliza un principio variacional, en 6ombinación con 

una expansi6n de pertu~baciones. Sin embargo, como se muestra 

•n Mart1n del Campo y Sen (1900), se puede resolver el proble-

___ ma_d¡¡ flujos potenciales más sencillamente, 'con un método ite---------·-.- ------ . 

rativo combinado con el método de elementos finitos. En es-ta 

forma se pueden calcular las 11ncas de corriente y cquipotcn-. 

ciales, asi como el número de Mach local en cada punto del es

pacio. 

Par·a ejemplificar, se resolver-á el problema de un flujo 

bidimensional alrededor de .un cilindro sin cir-culación, el 

cual se encuentra entre dos placas. Este problema puede ser 

extendido f&cilmente a el tratamiento de flujos compresibles 

alrededor de perfiles aerodinámicos, para lo cual Únifamente 

habr!a que añadir la circulación. 

5.2 PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES 

~l igual que en el capitulo anterior, ya que lo que se va 

a tratar es un flujo bidimensional, todos los desarrollos que 

SP hagan a continuación, serán descr{tos en dos dimcnsioneu. 
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. ~ 
que es la écuacion que define ~a velocidad del conido, en fun-

.ci6n de las velocidades y de la rclaci6n do calores cspccifi

cos y q ea 

·, . ~ / 

Multiplicando por Q la primera ccuaciSn y por O la segunda de 

las ec, (5. 5), sumándolas y sustituyendo la ce, (.5.6) tenemos 

(5.10) 
f ·' 

.. 
• ' • ' ' :•' ·~ , r '. ' 

. '. ' 
Si .a la ce, 

OQ ()0 
(5,10) le sumamos y restamos el ay y susti-

tu irnos la ce. (5, 7) llegamos a 

.. -~--··.:__ _____ --- --~- ·--
---- ~- -- --· 

'·. 

·.: De la ecuación de irrotacionalidad (5.7) 
"" un. potencial de velocidad <1> (x,y) que satisface 

j Q a 

. . 
. ' . '· ... 

. :r 
susti:tuyendo (5.1'2) en (.5.11) se obtiene 

. . . 1 . 
··-.: 

... 

2 -e:r 

. :-

.(5.11) 

se,puede definir 
' ' 

' ... 
·(5.12) 

(5,13) 
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Las ecuaciones (.5. 9) y ( 5, 13) forman un sistema acoplado 
" . en la incognita t(x,y). Definiendo las siguientes variables 

aüirncnsionales 

X " 

... ,,. 

~~y~2. L 
D D ¡ ¡ = Dq.,1 

c.., 
q = g_ 

q. 

. ·, 
(5.14) 

. . ; 

donde D es una distancia 

y (5.13) transforman 

característica, las ecuaciones (5.9) 

' t' 

donde 
q., 

M.-o=-. 
Coo 

21i a~ ti_+ 
~X oy · ox3y 

• 

( 5.15) 

.(5.16) 

el número de Mach alejado del cilindro. 

: . 
! ... 

En seguida se procede a obtener la ecuación para la fun-

ción de corriente. oc la ecuación de conservación de masa 
A 

:(5,6) podemos definir una función de corriente ~(x,y) que sa-

tisface 

(5.17) 

suJtituyendo (5.17) en la condición de irrotacionalidrid (5.7) 

llegamos a 

' .(5.18) ·., 

'., .. ... ·· .. 

., 
d 
1 

' 
1 
1 

' ; 

1 
l ¡ 
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1 
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Esta ecuaci6n, aparte de no ser lin•al, tiene dos inc6gnitos 

~ Y,.P· De las ec. {5, 5} podemos despejar los términos .. ~ ~ , 
1 an . . 7i a!i Y SU!it.J.tu.trlon en (5.16) con .. lo <;.Ue se Obtiene 

1 · ao a$ 
er< 0 a~ ~ (5. 19) 

Otra vez, ser!a muy dificil iesolver esta ecuaci6n, ya 

.que ahora está en función de las velocidades que no conoce

mos. Sin embargo si sustituimos el potencial de velocidad 

en lugar de las velocidades, (5;12) en (5.19) 

.. :-

e -

(5.20) 

nos queda una e~uación do la función de corric11te en términos . 

del potencial de velocidad, el cual podemos calcular de la ec. 

"(5.15) 1 al igual que la velocidad del sonido de la ec. (5.16), 

Definiendo las siguientes variables adimensionales 

X ~ 
D 

e = " e 
Coo 

" =L 
llqoo 

·y sustituyéndolas en (5.20), se tiene. 

(5.21) 

(5.22) 

.. 
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5,3 FORMULACIOU DE ELEMENTOS FINITOS 

Para el potencial de velocidad ~(~,yl, escribimos la ec. 

(S.l5) como una ecuación de Poisson de la siguiente forma 

.. · (S,23) 

-·. 1 

donde 

(5.24) 

. ,· 
' ' . ·, ';,·, 

·': 

Haciendo la aproximación para un elemento 

donde $ es la función aproximada y 

interpolación de un elemento, n el 

. ~ . . 

N. son 
l. 

número 

(5, 25) 

las f.unciones de 

de nodos del ele-

.mento 

yendo 

y $. es el valor de la función en cada nodo. sustitu
l. 

(5.25) en (5.23) se obtiene un residuo. 

··Bz2 
2 + 

X 
= E: 

Se hace el residuo ortogonai a las funciones de interpolación 

tal que 

= J ll n ( ax2 
. a'·<b 
+ -;:-;r -ay . . g)N.dxdy"' O 

l. . .. 

:·' 

(5,26) 

. '.' 

... donde l'l·es el dominio del elemento. Tomando la sigu{~n.tc .. apro-

ximació.n 

',· ... · .. ·, -- ... ;_ 

·~-: . 

' .... ,. 

. •' 
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.. ' .: 
'.' .. -, •. i. 

. .. ·. ·-·-
. :- . 

•'.· 
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''•, •' .. 

··-· ,-.:·· ... 
'. ,' 

. ',• 

'· . ' --· 

. ... : 
'1 

. "' ~ ':. ~ . .. ' . 
-.,. 

.. ·· . ~> ',. . " 
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y aplicando el teorema de Grccn a (5.26) resulta 

f 
ClN. dN. 

(--]_ -~ + 
cj>j Q dX dX ~ J 21. 21. (~ N.cly-~ N.clx) 

o X l. o y l. 

r· 

. , . 

.. Usando notaci6n simplificada escribimos 

n 
l: A.j <Pj • 6i +.ti (ia1,2, ••• ,11) 
ja1 ]_ . .. 

-79 

.·,, .. 
(5.27) 

. ' .· 
·' .. --. -~ .· 

. ' ' . (5.28) 

.· ... ·' 

·(5.29) 

A es la matriz de coeficientes, 6 es el vector de flujo t es 

el vector que representa los t6rmi~os no lineales 1y son 

1 • 
.¡ 

·; ·. •, ... ' .. ,. 

. . ' . . 
.- .• i. ::· . '' 

. . ·· .. - ·., 
-~-: 

'· 
. '·-. :, : .. 

. . ,• ... 

6 ~J cllN. dy -i ax ]_ 

~ .. . ..... 

a Ni ClN . 
+ay- aT->dxdy 

1t .. 
, N .dx) 
oy l. 

. ' 
·"' ' ~' . 

, .. , 

. ', _ _. 

.. , . ·. ' ~ . .. .. 
.... •· -·:·:-:,:. -~ :' ·.·. 

:' .: : ~ '·· -·-
·.,. ::. •· ... . '. ~ 

... • . ~ . . , . ' .... , . 

•• 1' ·:' • . ~: •' 

·'. 

"· .. ·.· .. ·. 
".•, 

. ':· 

>(5.30) 

(5.31) 

' _· -~· ::··: 

• • • J 

., · ... (5.32) 

'':· . 

. . ; . 
. . . .• ... \ 

·.• .. . .. 
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E:l. vector g .se obtiene sustituyendo (5,25) en (.5,24) como 

M2 [ ~N. . crNj 
!J·=:T (tf¡.~)2 tf¡., 2 
.) "' 1oX )uX· 

' 1: ' .. 

(5.33) 

... 
: .. -

y .la velocidad del sonido 

( 5. 34) 

A continuación se ensamblan las ecuaciones de todos los 

elementos obtenidos 

(ia1,2, ••• ,m) (5. 35) 

Y.a que el vector .t* de la ce. (5. 35) está en función de 

los valores del potencial de velocidad en los nodos, esta 

ec~ación se resuelve por medio de iteraciones, para lo ~ual 

en la· primera iteraci6n se rc~uclvo 

. '· 

A* 4> = 6* < 5. 3 6 l 

' . 
Para Mw=O. Los valores obtenidos de 4J(x.,yl se sus·tituyen en 

.el vector .t*de (5.35) y se resuelve la ecuación obteniéndose 

·con ella nuevos. valores de 4>1x,y), los que se utilizan en la 

si~uicntc iteración. nsl sucesivamente, hasta que la diferen

cia del valor anterior y el nuevo sea menor que una:cierta 

magnitud. 
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Para la formulación de la función de corriente, se sigue 

un procedimidnto similar al utilizado en el potencial de vc

'locidad, llegando a 

.\, U.,1,2, ••• ,n) (5.37) 

y el vector .6 se obtiene a partir de 

~i = f.jt NiNjdxdy . (5. 38) 

donde ~ esta dado por 

'. ,• 

(5. 39) 

donde ése obtiene de la misma forma que en la ec. (5. 34) .Al 

igual que para el pote11cia~ de velocidad, se •fect6a un en

samble de todas las matrices de los elementos (5.37), para 

obtener la matri~ global de coeficientes, lo que se represen

ta 
.. < :: 

(5.40) 

En este caso el vector .6* de la ec. (5,40) está en fun-

ci6n de'los valores del potencial de velocidad y de la función 

de.corriente en los nodos, sin embargo los primeros ya se co

nocon de la solución de la ce. t5. 35), por lo que se pueden 

sustitutir aquí, quedando la ecuación únicamente en función 

., de .(x,y). Nuevamente se utili~a un mltodo. de iteraciones, 

·' :t '· .. ·' " .. - . 
·:: .. . 
. ' . 
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ig'ual al usado en el 'potencial· de velocidad para encontrar 

1jJ (x,y) • 

.5.4 SOLUCIOH V RESULTADOS ' ... 

82 

El problema especifico escogido como ejemplo, es el del 

flujo uniforme alrededor de un cilindro de radio D, entre pla

cas planas separadas por un distancia 2 11 y se supone que el 

flujo uniforme se encuOJltra a una distancia 3.50 del centro 

del cilindro Pig.5.1. Por la simetr!a del flujo, se puede to

mar para el cálculo solamente un cuadrante del dominio total. 

Las condiciones de frontera, tanto para ~1 potencial de 

velocidad como para la función de corriente; se muestran en 

la Fig. 5. 2. 

Para la discretización del dominio se utilizan elementos 

triangulares, Las funciones de interpolación para cada elemen

to son cuadrfiticas, para poder uustituirla~ en las ec. (5.33) 

y {5,39), ya que de menor grado se anular!an. Es por ello que 

cada elemento tiene 6 nodos UJIO por cada función de interpola

ci6n,_ las ·cuales son 

.N 1 e 2 L ~ - L 1 

N2 c 2d - L2 

N 3 ~ 2L ~ - L 3 

N~ = 4LI L2 

N 5 = 4L2 L¡ 

N.6 e 4L¡ L1 

'( 5. 4 , ) 

·, ~ondri L 1 , L2 , L 3 son las coordenadas de área y su relación con 

las coordendas cartesianas e~ 

.. 

.· . 
'L 

i 
(5.42) 

donde 1as constantes a.,b.,c. están definidas por la ce. (3.23). 
l. l. l. 

Se btilizan coordenadas de área por su facilidad al efectuar 

.. operaci6ne~, a~! por ejemplo las derivadas de las funciones de 
. ' . . 

•;'":•' ..... 

'·'·· . . : .. 
. ;•,··· . ' : ' . ' . ; ~ . ; . . '' 

... · .... :·. 

~~ 
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l· 
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Fig 5.1. Flujo compresible alrededor de un cilindro entre placas 
planas. 
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os 

interp6lación se obtienen por 1~ regla de la cadena como 

'lf .. a N. ()Ni ~Ll ;)N. ClL2 ()Ni aL i· 
•> l. l. 

TX e 
aL¡ ax + V + aL) ax <lL2 

·•.: (5. 4 3) 
.. , f · ... ,·, 

.. . . a Ni aN . ()Lz ()N. . ClLz ()N. ClL3 
.. . 

l. l. l. 

TY = ClL2 ay + ay + ClL 3 ay " ·/ <lL2 ' 

y las integralaes que aparecen en las ecuaciones se resuelven 

a través de 
• :·. 1,, 

:.: 

n!m!p! 
(5. 44) (n+m+p+2): 

donde 6 es el Srea del elemento triangular. 

Se realizó un programa de computación que calcula las 

matrices y vectores de elementos finitos y también efectGa 

las iteraciones. Para ¿1 potencial de velocidad, primero 

se generan las matrices do co¿ficientcs A de cada elemento, 

.mismas que se ansamblan en la matriz global A*. Se ~alcula 

la integral (5.31) utili2ando las condiciones de frontera 

del tipo Neumann y estas ya ensambladas forman el ~ctor glo

bal 6*· El vector t• se calcula con los valores obtenidos 

'de <j> en la itcraci6n anterior. Las condiciones de frontera 

del tipo Diricl•lct se suntituyen on el sistema de ecuacio

nes [5.29), con lo que se reduce la matriz global a Gnica

mente el número de incognitas y se resuelve; obteniéndose 

nuevos valores de <j>. La tn.1triz A* y el vector 6* únicamente 

se calculan una vez, ya que son los ·mismos pa~a cada itera

.ción, lo Único que cambia es el vector t•, en el cual se 

introducen los nuev~s valores de <j>, ha~ta que haya una con

vergencia dentro de una mngnitud predeterminada. En ol pos-

.'' , . 
• 1 ··'"' 

;_ ' ., ., . : '!' ·• ..... · 
·· .... .. ... 
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procesamiento se interpola cuadraticnmente dentro de cada 

elemento, para obtener las-coordenadas de las líneas equi

potenciales, 

Ei p~ograma para la funci6n de corriente sigue un pro

cedimiento similar al anterior, La matriz A de la ce. (5.40) 

es la misma que la del potencial de velocidad, ya que ésta 

depende finicamente de la malla y las funcionen de interpola

ci6n qtie se utilicen. En el vector a• se utilizan los valo

res • obtenidos en el programa anterior. 

El dominio primero se discretiza co~ una malla gruesa, 

como muestra la Fig. 5.3, la cual tiene 10. elementos y 28 

nodos. Esto tiene dos finalidades: La primera probar y co-

' rregir el programa .de computaci6n y la segunda observar don

de se encuentran las zonas de mayor variación, para hacer 

una mejor.discretización, 

La Fig. 5.4 muestra una malla mSs fina con 37 elementos 

y 92 nodos, la que se realizó tomando en cuenta los resulta~ 

'dos obtenidos por la malla anterior, 

En la Fig 5,5 se presentan las lineas de corriente pa

ra las dos mallas en el caso de flujo incompresble. En las 

·i:igur .. w. S. 6, 5, 7 y 5. 8 se muestran las líneas de corriente 

y equipotenciales para nfimeros de Mach 0~1, 0.2.y 0.3 respec

tivame~lte, obtenidos con la malla fina~ Estns figuras tambi6n 

·indican la variaci6n del nGmero de Mach local, sobre la cres-

ta del cilindro. 

se observa una diferencia entre el caso de flujo incom

presible comparado con el flujo compresible y esta.diferencia 

·~es notable para altos n6meros de Mach. Se nota tambiln que en 

el caso de flujo compresible, el n6mero de Mach aumenta al 

~c.rcarce al cilindro, Esto puede presentar problemas para un 

perfil aerodinámico si el nfimero de Mach local se acercara 

a la. unidad. 
·~ .. .. :·.' 
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Fig 5.3. Malla gruesa con sus nodos. 
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Fig S. 7. Lineas equipotenciales y lineas de: corriente para M..,"!'0~2 
y variaci6n del n6rnero de Mach local en la cresta del 
cilindro. 
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··p·ara ba.jos números de Mach, se necesitan pocas iteracio

nes para la convergencia,· como muest~a la siguiente tabla: 

.. :. 
._.,,., .-.,.·~:Meo 

o •. 1 
·'' ,. . "":o 

0.2 
t. 

0.3 
-' -~ ~: r: .: • : ' 

_ .. n ; ··. -~·. 

ERMC 

·o.ooo1 
0.0001 

0.0001 

Interaciones 

: ~ • . '· • i 

para $ 

4 

9 

20 

': 

Ite_raciones 

~. ' . ''} 

para ljJ 

3 
.. ·~ 

3 

3 

La funciSn de corriente necesita menos iteraciones para 

converger, ya que se parte de valo~es exactos obtenidos del 

potencial de velocidad. ; .. ·-· : ' . .: " :.·.· -: . . '. ·:. 
.... '· .. :- -._ .. 

~ ...... 
-Para la malla gruesa se logra convergencia hasta para nu-

--- ... ...._ -•>L --· 

mero de Mach 0.5, sin e~barg~ los-resultadot obtenidos- para 

este número no son confiables, debido a lo grueso de la dis

crctización, es por ello que no se presentan •. 

,. ·, .. 

Por último las soluciones numéricas demuestran la utilid~d 

·del método de elementos finitos de Galerkin, en combinaciSn con 

un método iterativo, en la soluciSn de problemas de flujo po-

tencial subsónico. · ... j: ·.; ... 
. . . . . l. .~ ' ; ' . _., .- .... ~ . . " . . .. . ~-- .~ 

··.' -· -. ;.¡ '. 1 '¡ ·, .... 
i'í .-.. ~ . . ._,:_, .. ·: '~ .. 

'- ... • .! .- .: • . ••• ' •• ... .. ,..,_ . . ' 
'T 1 '· • : f: ,. :' . :.r ... . .¿ .1: ' ;• .. 

...... . ! ~~ .. .. ·:-: 1 ~- ., ' • • ' ' ._;, ·. f. i . ,·, ': ::. ·' ' . ~ ' 

··', .'" .-, -. _, ..... ,,., .... !'·-' ,. ' . . :';_;.-. ;. 

~-." . . .. :· '. -~ . 

"· "• '- ..• ! • ... 
'· . ..... 

:. ;_ '.: >:•,•: ., .. ,. . . ,. L• ••• t··l: ,; ·: .• ·_- ::, •· . .· .. ··. i· ·:l ;. 
·:...-- ' . ' .. , ··: ._.!_ • :. ---:.1 " r·; . •' .... ·-:_ 

... 
.. ·.:. . "• . •.• 

:•. .· .· . . , :··· · ... ;. 
'-· ., .. ,, 

' '. _ .. ,_ ,. 
" ··. ·:_:--: . .··. 
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., . '-·: " CAPITULO VI 

ECUACIONES NO LINEALES, 
!' '";. : .: ,,·1 

···. . l. , '._, 'e'• 'l 

6.1 INTRODUCCION La ecuación diferencial representada por 

L (n) ~ O 
. '.' ~ ' ~- : 

es lineal su combinaciones lineales de soluciones son tam

bién soluciones. De otra forma la ecuación es no lineal. O 

veces la ecuación diferencial es lineal con condiciones a 

la frontera no lineales. El problema en su conjunto es en-
'•. 'f. 

·tonces no lineal •. ' . ·.• i. 

J.· 

.. ~ . ' . -. 
.. :•. •'· 

';._ !.' 

En cualquier caso, la solución completa a un problema dife

re~cial no lineal no puede obtenerse mediante la superposi-

. ción de soluciones mas sencillas. Esta es una ?esy_el\_!aja __ _ 

tanto para el análisis teórico como para el numérico. 

,En la mecánica de fluidos y transferencia de calor apare

cen comúnmente cuatro diferentes tipos de nolinealidades: 

• . ~ . 

'''. Ct~l No linealidades debidas al cambio de las propiedades 

materiales con respecto a las variables de campo como son 

la velocidad, temperatura y presión. En la mayoría de los 

casos este cambio es relativamente poco. La no linealidad 

es como consecuencia, débil, El problema puede resolverse 

rium5ri~amente mediante iteraciones en las que se toman los 

valores de las propiedadPs correspondiendo a las variables 

de campo en la it~ración anterior. Al llegar a una conver

gencia del proceso iterativo se habrá encontrado la solu

ción del problema nolineal. Esta técnica se utilizó para 

resolver el problema del flujo potencial compresible men-

·~ioriado en el cap!tulo anterior. 

· ·(bl No linealidades debidas a la convección de las.varia-

ble,s de campo. Estas .provienen del hucho de que la des-

:·· 
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cripci6n euliana de las lineaciones de balance incluyen térmi

nos que reflejan el cambio en la variable de campo correspon

diendo al transporte físico de un lugar al otro del material. 

~ue constituye el medio continuo. En algunas situaciones .espe

cificas estos términos pueden ser idénticamente cero por lo 

que estos problemas se prestan a solucion~s analíticas. Sin em

bargo, en muchos casos de interés práctico, los términos con-

.vectivos no pueden despreciarse frente a los difusivos. La re

lación entre la magnitud de los efectos convectivos y difusi

vos se representan medÍantc el n6mero de Reynolds (Re) en el 

caso de la ecuación de movimiento (o ecuación de transporte de 

cantidad de movimiento) y el número de Péclet(Pe) en el caso de 

la ecuación de energía (o ecuación de transporte técnico). Para 

Re•O, el conjunto de. evacuaciones es lineal y fácilmente ~esuel~ 

to tanto analíticamente como numéricamente. En caso de que Re 

sea de orden unitario se puede hacer una expansión alrededor de 

·1a soluc~ón de Re•O, obteniéndose las ecuaciones de perturba-

ción también lineales (VamDyl<e, 1964). · Para Re....,, ,puede usarse 

la teoría de la capa límite (Sehhicenting, 1968) para dividir 

el dominio en una zona viscosa y otra no viscosa. Esta simpli

ficación ayuda a la solución del problema y se usa para la ma

yoría de los cálculos aerodinimicos, en conjunto quizás cori 

algGri modelo de la turbulencia. 

El problema del número de Reynolds intermedio es importante de 

punto de vista de su aplicación sobre todo a flujos internos 

Los mito~os num~ricos tienen que emplearse en estos casos para 

la obtención del campo de variables y otros parámetros de in

teré; corno son las fuerzas sobre obstáculos y flujos de calor 

en las paredes. La no linealidad del problema es fuerte y el 

proceso itertativo necesario para llegar a la solución debe 

ser relativamente compleja. En este caplt~lo se usa la técni

ca de Newton-Raphson para este problema 

(e) No linealidades debidas a las condiciones de frontera. Es

tas .. bueden prov~nir de una variedad de efectos, corno por ejem-

' .. 

,. ·'. : :- ~: .. } ·· .. 
··.; 

' ' ,. ·· ... .... .. ,· 

'· 
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i=:l 
(jc l 

• :/ ' . f, :;·¡ ":. 

-. ' ..... :. ·.: ; -:· . '' •, ,. ' 

donde las n 1 (x) son las funci6i de interpolaci6n. Efectuando 

el criterio de Galerkin al residuo g obtenido, se tiene 

.. , ·: :!. ,,·;¡. r h ; :; .r , ·, ~ ! .. ' ._ '; ·. [· : : 

;- · •. '·t ... ; . .: .. : .. .!-

.. •. 

~ .. -, . . . ., :: -· 1. : : •• -~ ¡ .J:· ,l!' •·• ?'J;). ':: , .• 

- • • ! .. :.· ,· . 
donde ne~cx-,x+J representa un elemento y 

····: . .:· :_. 

·.'.l. ·' .' 

+ 
.·:. 

·,. 
2 6u . 

',, •' .... . _ .. :. 

' . i . : .: :! -~ f 1. ;_ '.' ~- !'J' 

-_. !.~ ,J •-' :_; : • ¡ 

• ~ ' .• ' !' .,;; ., . 
+ 

( 6. 5) 

·. -~:.-·· ·. 
:;:_,¡ '.: ··, 

.. '-'·. 

··,(6.6) 

S.e tiene 

f_ .. ~r .... -;, ,, .... 

• • : .x .X .. : .. 
_, : t. :· 

Integrando el primer t&rmino por partes. ·,: 

::.- . ' . 
1. ,, .·,. 

+ 

-r 
X 

du dNi 
dx + 6 

dx dx 

•· ! :,_ t" 

Sustituyendo la ecuaci6n (6, 4) 

... ' : .. -·_,, . :.-·; ;__-¡ ',\ 

+ 
n n 
l: . u 
jc 1 j r X 

dNj 

dx 

dN. 
--

1-dx + dx 
' ;¡ 

n 
6l.: 

j=1 

¿ 
k=1 . . . . : : ... 

' ; ·'· '; ._, ,\ ' ... 
. . . -- .' .-.-:/1 .. . , . . 

· •• ; ;; •• t '.' ~ .. 

. r .-. :·, 

! ; ·: -~ .: •.: ·; .. . "·::: -~- :~ . ' ·: ·. :·. '''::o:- ,, :· 

::·:·e·>· . J'~ :; :• . ' ~-- ..... . : <·.··: :' ',) ,; . f:, ~- ;~ • 

. • 
• ,·: :• 1 ' 

, .. 

+ 
X 

X 

en ra (6,8), se tiene 

•• ! •• ' 

. . '.-: .. 

','· 

. .. ,: ., ... 
' ·¡ ·.' . ·. ·, ; :· ~. : ,'-; •. , 

.:.'.' ·_.·¡ ·, 

' . 
: :: ; '· 

( 6. 7) 

' . '• .. 

( 6. 8) 

+ 
X 

X 

( 6. 9) 

.. ::: ~· :•.. .. .... 

.. 

1 
¡ 

._.¡ 
j 
~ 
: 

¡ 
1 
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l 
j· 
! 
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plo la ponencia de una .supe~!icie lib~e en ~n fluido o trans

fe~encia de calo~ po~ ~adiaci6n en la~ fronteraa. La no linea-

0: ·lidad puede se~ dlbil o fuerte dependiendo del. valor de un pa

. ráme.tro que la represen'te. la pendiente de la superficie libre 

'o la del fiujo de calor por radiación compar.ado· con el debido .a 

conducción y convección, 

(d) Ot~as no ·linealidades que forman pa~te de la formulación 

física del p~oblema y que pueden debe~se a p~ocesos físicos 

como ~eacciones quJ:micas en la combustión o a f~onteras inter

nas incógnitas como oridas de choque en el flujo transónico, 

a~bo~ siendo ejemplos de la nolinalidad fue~te. 

·6.2.ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

.. ·'. 

Co~sidérese el p~oblema no lineal representado por la.ecuación 

dif~rencial ordinaria. 

_,:.,_ !'. 

• 'J .••. ,· .:~ J . ' ' 

'- ~ ' ' ' ·'. , .. 

6-
2 

D 0 
u 

. , ¡' :. . . . . .• 

con las condiciones de f~ontera 

. ( ·' 

·u(1)c1, ii(2)c0.25 

•• r 

·.: ',. 

:-- ·. i •' .-::: . 

La solución exacta de esta ecuación nolineales 

. ·' ., • •• ¡" .-.-. 

( 6. 1 ) 
'-¡ _ _'·¡__ -::·. 

\, ... ----;_,_ 

( 6. 2) 

'· (6.3) 

.. :-. ; .• '·. :: ··.'. J '- ---~ . ;: ' .. , ;· 

1 
2• 
X -.· . 

... : '. . . . 
la que se va a usar para propósitos de comparación con los re

sultados num6ricos. 
- . ,· ,· .. .\. 

Para resolver la ecua~ión (6.1) numéricamente, se divide pri

mero el· dominio [1, ~ en. elementos. En cada ·elemento se hace 

la aproximación. 

·· .. ' ·:·-. 
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: •' 

',' : '• ~ '· ·' n · .n 
2: Aij. uj + E 
j•1 j=1 

"r : :· 

·donde, 
. ; ~'. 

~ 
dx 

• 1 ~, · •• , ' .. 
+ 

:·, :; 1: .• : . ,;· r . , 5 ijk -
: X-

Ni Nj 
. -~- ¡· <. ·1 •• 

;: ·":· -.. 

. ¡ •• •• • • :. • ': ,", ·; ·' 

't. ·,._; ' 
1 ·: l 

+ 

ci - Ni 
du IX - dx X 

¡o, •• -!-•· 

dx 

N k dx 

• r ' 

-~ .. 
,_.··. ;' 

. !; ' 

.. 
. ·. ·~ 

•.. 1!:'•,· 

¡' 1 • ' •••.• 
···" ... " ! . . ·, 1 

•.'. ·,;.(E;. 1 o) 

. -·- ·- -····-~- ....... ~ ...... . 

.•.} , .. 

La ecuación (6.10) representa la formulación de eleci~n~os fini

tos para cada elemento. Se tiene a~ul dos opciones a seguir (a) 

Ensamblar las ecuaciones algebraicas de cada elemento en una 

formualci6n global. Recordando que las contribuciones Ci de ele

m.entos adyacentes se anulan, se llegará al siguiente conjunto de 

ecuaciones algebráicas no lineales. 

m 
E 
j=1 

= O, i = 1 , m (6.11) 

.Ahora se puede introducir las condiciones a la frontera y resolve" 

las ·ecuaciones que se queden. Una solución directa de las ecua

ciones algebraicas no linales no es posible, sino por medio de 

alg&n método iterativo. 

un método comúnmente usado es el de Newton-Raphson, descrito a 

continuación. .... . . ... . , . 

. ·. 
:.· 

1 ... 
,.. .. ' •. ' 1 

... , : 

, _·:_: 
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Considlrese m ecuacionea·~n la n inc6gnitaa u
1

,u
2

, ••. ,un repre

sentadas por:. 

. F i (u 1 , u 
2 

;· ••• , un).= O, · i"' 1 , 2, •. ·. , n · 

·; 

Haciendo una expansi6n en serie de Taylor alrededor de los va

lores ui=ui (j) de las funciones Fi' se tiene 

: ' ' - . :i 

~ ¡·, ! .. _. ~ ' -:; ;, .. .. •. 

';d ... ;"• ,, ; ': .-: /. -, 

F ( (j+1) (j+1) (j+1) 
i n . 'u 2 , ... un = F • i 

' .. . t; •,. 

' ' ;· C· .. . .... ~.' ::: ¡" ;¡: . <. ;_~ ' ; .J 

. : '-~ ... (.,.' . i .~ ... 

<:J) (j) 
(ul ,u2 , ... u 

n 
( j ) 

... : l¡' 
.. · ~ ' -- ... ' ... ,, ,(6.12) 

~ ·-.· '.J ' 

., 
(j) (j) 

<·para i=1,2, •.. ,n. Las derivadas se evalúan en u 1 =u
1 

,u2=u2 , 
(j) . . (j+1) . (j+1 (j+1) 

••• ,un"'Un o Si se quiere que Fi (u 1 ,u 2 , ... ,un sea 

cero, se tiene al despreciar los 'tlrminos de orden superior, 

"• , .. , t . ; ' ' : .::- ;; '' .. : 1 •• , •• 

. (j) (j) (j) n 
F(u

1 
,u

2 
, .. o ,u )=l: 

n · k= 1 .. .-. <: 
i=1,2, ... ,n (6.13) 

Entonces si ui(ji son los valores de ui en una iteraci6n j, los 

siguientes valores deben ser 

.r' • • ', 

donde lu
1 

es la soluci6n del conjunto de ecuaciones (6.13). El 

proceso se sigue hasta obtener convergencia de acuerdo con al

gún criterio prefijado. . . . 

(b) Un procedimiento mejor es el de aplicar la tlcnica de Newton

Raphson a las ecuaciones (6o10) de cada elemento, para despuls 

1; 
~~ \ 

\' 
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En. este caso la ecuación representativa. de un elemento es: 

(6. 14) 

De aquS: 

\ ~/ . .'· .. ··:·, 

(6. El 

:: 
: f ., ••• 

Estas expresiones para F
1 

y 3F
1

/ank pueden sustituirse en la 

ecuación (6.13) y el ensamblar estas ecuaciones de todos los 

elementos se tiene el conjuto global. Este puede resolverse 

para los incrementos 6nk después de incroporar las condiciones 

a la frontera. La importante ventaja de este segundo procedi

miento es que se tiene que almacenar solamente matrices de nx~ 

mientras que en el primero se necesitarla lugar para nxnxn. Des

de luego aun aqul se puede aprovechar de la simetrla de las ma~ 

·· tr'ices ·con el fin de ahorrar memoria de la computadora . 

• 
La figura 6. 1 ejem.pli'fica la solución de la ecuación (6. 1) coc. 

·::::.,,las condiciones de frontera )6.2) utilizando tres elementos de 

tipo lineal. Se indica también la solución exacta dada por la 

ecuación (6. 3). La figura 6. 2 tiene el error raíz medio cua

,dratico e para diferentes número.s de elementos tanto para ele

mentos tipo lineal corno cuadrático. 

6.3 FLUJO VISCOSO 

Las ecuaciones diferenciales adirnensionales para la solución 

de~· flujo de un fluido viscoso incompresible son: ..... 
. ! :··, ~ .-. ' . 

div q a O (6. 16) . 
~ 

1,' ' :. ·'. 

. '; ' . .. ¡.•, :.. •·· 

' j 

1 
1 

1 
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. .. . 2 

q.gradq~-gradp+-1 -V q 
- - ll,e -

·or: ··. 
(6, 17) 

.El vector 3 representa la velocidad, p la presi6n y t, el tiem

po adimensionales. Aquí se. tratar& Gnicament~ el caso bidimen

sional permanente en que n y v son la~ componentes cartesianas 

de S· Con esta restricci6n, las ecuaciones se reducen a: 

an + . av o ax ay = (6,18) 

an an -ª.E 
2 2 ., . 1 (a n a v 

~ .. n ax + v- = - + + ay¿> 
.' ' (J ay ax Re a-;¡. (6.19) 

,. 
'> ·:':! ,. 
~ .. .. ,.. '·- ·,:·: ·:' ;; • .' 1 

av av . a 2 a
2

v 1 <a v n ax + v- = - ~+ + ay¿-J ay ay Re a-;7 (6. 20) 

Existen tre posibilidades para tratar estas c~uaciones: 

(a) Formulaci6n variables primitivas: Se puede usar las ecua

ciones (6. 18), (6.19) y (6. 20·) en "3u forma original y determinar 

l~s tres inc6gnitas n,v,p. 

(b) Formulaci6n 1/J-w: Se definen la funci6n de correinté 1/1 Y l.a 

vorticidad w de manera que 

3 tb v=-~ u=~ , 
3y 

(6. 21) 

... 

av a u 
w=- - -a-y· ax 

(6. 22) 

~·. 

De éstas se obtiene: 

' a
2

w 321)¡ 
., . axz + ay¿ m - w . ~' 

(6. 23). 

. ·. 

j 
i 
1 
í 
1 

1 

l 
1 
l 

1 
j 
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' ., _.-;: .. ., 
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'• 

(, .. '· 
·,) ,. 

·: ·~ 
,. 

Fig 6,1: Solución de elemento finito 

. ,·, . '• ":- ~ : 

·' :. 

Fig. 6. 2 

.¡ 

-, ';., '· · .. . ;· ·.' . ~ 

;, ' 

• 
' ' ' ' . ' 

,; ' '. 

'·:J •. 

Error obtenido con el método 
de elemento finito para de
ferentes números de elementos. 
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AdemSs, se deriva la ecuación (6.20) con respecto a x y se res

ta la derivada de la (6 .• 19) con respectó a y. Al utilizar la 

,::'.ecuación (6'; 18) .se 'tiene la llamada linación de verticidad: 

:"; . ·''. -

·. · .. ·. ' .'·· •.·.•. '.•' ·.·.:, .•. ,_· ,"•.. ' ., ~ .. .. ~ . - ' . ;, '<"·· ,, .... _ j : ',J ·.: .-·. 
'aw aw 
u- + Vrly ax 

,,. 

1 
a 

R 
e 

2 . 

1a w + a;z 

. : · .. :: 
(6. 24) 

. ,, .. 
En términos de la función de corriente ésta queda como 

q • 

':. ·.. '~ ·.·' :· 

·· .. :.•·;! .. : 1 .: 

' ' ' ' • : ~ : • l • : ¡ . .' 

R {H aw_.?_j aw} 
. e ay. ax ax ay 

'· . 

(6. 25) 

.-' 

El conjunto de ecuaciones (6. 23) y (6. 25) debt! resolverse para 

las dos ínc5gnitas ~ y w. 

·--((;¡ Fo-rmulación -~, ·¡¡:i -siis-Ü.t-uTrw.de la ecuaci6n 

(6.25) se obtiene 

8 + a4 ~ + 
a 4 ~) 

R (~ 2._ - ti .L¡ ay.r = ,. QX 2axay2 e ay ax ay ay 

a~ 
2 . 

( .. ~yt> ax 

-:;----·-- --- --
(6.23) en la 

(6. 26) 

la cual es una sola ecuación de cuarto orden en al incógnita ~-

Las tres formulaciones han sido utilizadas para la solución del 

probl<>ma de flujo viscoso. Aquí se verá solamente la ~-w ·que 

tione ciertas ventajas con respecto a su bajo orden y la senci

lla aplicación de las condiciones a la frontEra. En efecto estas 

condiciones deben ser sobre u y v o sobre sus derivadas normales 

en contorno cerrado. 

_, .. 
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Para ejemplificar el uso delmétodo de~ elemento finito se con

sidera el caso del flujo ~iscoso .alrededor de un cilindro en-. ' 

tre placas planas como mostrddo en la figura 6,3, _Considerando 

simetria alrededor de una linea horizontal, se toma Bnicamcnte 

la mitad del dominio total indicado por el área ABCDEF. 

En las_ frontera~ sólidas BC y EF, la condición de que la velo

cidad normal sea cero se traduce a ~/!=constante sobre estso tra

mos. Por esta razón, la ecuación (6.23) se reduce a w=-3
2 t¡¡;a 2n, 

donde n es la coordenada local normal a la superfice, Tómese un 

R~nto I en el interior del fluido, a una pequefia distancia As 

normal a la frontera. El punto F queda sobre la frontera a pie 

de esta normal. Con una cxpansi6n en serie de Taylor _alrededor 

de F se tiene 

·.' ·' 

con un error del orden 

. ,,, ..... ,; : ., ., 

2 2 
+ ..!.(3 lj;) (As) 

2 añ7 F 

3 
(A S) • 

. ;', ·: .: .. ~ : . 

-----
._,. 

' ; ,; :.:; 

: .... : .. ,· ~ ' 

(6. 27) 
,-.,--- --:-;---_--- -. 

.•• ' 'p -~. ~-

La condición de qbe la velocidad tanpencial sobre 'la pared só

lida es también cero se convierte· a (ol/J/on)F=O. La ecuación 

.:··· .(6.27) se reduce a 

(6. 28) 

Esia relación en combinación con ~constante debe ser utilizada 

en las fronteras sólidas BC y EF. En el tramo AF se usa la con

dición ~y-y3/3 y w=2y que corresponde al perfil de velocidad 

semiparabólico. En la parte DE se c_onsidera 311!/ó.x=ox=O. En AB 

:y CD,l/'=0 ya que forman parte de uan línea de corriente y w=O 

por la simetr!a del flujo. 

.. 

i-

i 
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En la figura 6.4 se muest4a la malla utilizada, Las ecuaciones 

(6.23) y. (6.25) se dis~retizan .utilizando el mltodo de elemen

io finito de Galerkin. La~ inc6gnitas so~ las * ~s en todos 

los modos interiores as! como alguno de la frontera. A_ este 

conjunto dn ecuaciones alq¿br&icas AC le i~troduce las condi

ciones de frontera, rceolvilndo8e el conjunto ~e~ucido. Las 

figuras 6.5,6.6,6.7 y 6.8 muestran las líneas de corriente 

obtenidas para diferentes números de Reynolds. Alrededor de_ 

Re=SO comienza a aparecer el vórtice estacionario atrás del 

cilindro que se hace mas notorio a mayores números.de Reynolds. 

• 

CAPITULO VII 

C O C L U C I O N E S 

Con estos apuntes se pretende ejemplificar las aplicaciones 

del mltodo de elementos finito al problema de termofluidos. 

Aparte de una descripci6n del mltodo se ha incluido anilisis 

de errores en algunos casos comparando la solución numlrica 

con ·la analítica. Esto tiene el prop6sito de demo~trar la 

·validez del m&todo de ¡•unto de vista de .un usuario del mi

todo. Tambi&n se formó un arch~vo de programas de cierta fle

xibilidad que se pueden encontrar en los Apéndices. Estos 

pueden usarse en relación con los problemas comunes de la_ 

tranferencia de calor y mccinica de fluidos. 

Se nota que la utilidad del m&todo de elemento finito estriba 

pr_incipalmente en la solución de problemas elípticos, ya que 

se adapta bien a geometrías irregular~s con condiciones de 

frontera tipo Dirichle~ y Neumann. Es por ello que ha tenido 

una gran aceptación en la soluci6n de problemas de la irigenie

r!a. Se observa también que las ecuaciones parabólicas pueden 

manejarse a travls de una combinaci6n del mltodo de elemento 

~inito en la parte elíptica con el método de diferencias fi

nitas en. la p~rte parabólica. 
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Aunque el m&todo de elemento finito no es el Gnico para reso.l

ver los problemas de termofluidos, definitivamente debe ser 

considerado como tina de las posibilidades para ello. 
~ . ., r¡ .;. n . 
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****************************************************************** 
****************************************************************** 
** ** ** M A f~ C :... e O N [1. C A L ** 
** ** ** ESTE PROGRAMA RESUELVE PROBLEMAS DE CONDUCCION DE ** 
** CALOR BIDJIIENSID!lr.l .. Hl EST!\110 Tf(ANSIHWIO O PlH- ** 
** MANENTE POR EL MElüDU DE ELEMENTOS FINITOS. ** 
** ** ** REALIZADO POR: ERNESTO MARTIN DEL CAMPO U. ** 
** ABRIL 1982 ** 
** ** 
*******************~********************************************** 
*-**** :t ** ***** *** 1 ** ** * * * ~<*11·** ** *'******* *** **"'·~' ***lt-lf.)X ;t.***·****~'***** 

****************************************************************** 
* * . * t'Dt~TOS DE ENTf(ADA1f * * .. , :. * 
* NES =O SI SE OlJIERE REVISAR LOS DATOS * * = 1 SI NO SE PU I Ef(E hE V 1 ~lo'\R 1.0~¡ DATOS * * NNO = NUMEfW T lll 1\l. DI': NODO::; * * NEL = NUMERO TO'IAI. DE ELEMENTOS * * NCF e· NUt1Ef(() m: ílCJDUS EN LA FROHTFRA * * NDAN ~ MAXIMA DIFERENCIA ENl.RE NODOS DE UN ELEMENTO * * NIT = ~~r~XIHO llli11LRO DE HlCHEMt:NTG~> DE TIEMPO * * DELT = INCF\EMENTO DE TIEMI'·O * * LCR = NUMERO DE LINEAS DE TEMPERATURA CONSTANTE * * MOrJE "'1 tlllDO EN LA FfWNTEf\A * * "O NODO EN Ll.. f.IHEfd Cll( * * XNODE • COORDENADA X * * YNODE - COORDENADA Y * * NENJ~ - DISTR!F!UCIUI'l DE NODOS EN CADA ELHíENTO * * NOD = NUMERO DE NODO DE FRONTERA * * VAL = CONDICION DE FRONTERA DE.DIRICHLET * * TEA - TEMPERAlURA INICIAL * * Tl " lUH''Ef':A'ft:i::,) INICir;L DE LA PL(;CA * * TM. = TEM~'Et\A 1 U\(A 11c:DIA DE LA PLACA * * H = ANCfiO DE LA PLACA * * .. 1~ = LAfWO DE U\ PLt.CA * . * FO = MODULO DE FOURIER DE LA PLACA * 
* * ****************************************************************** 
DIMENSION XNODEC200I,YNODE<2001•MODEC2001rNENNC80r31,HODI60) 

rTEAC251rVAL<60irAl.!CSOI 

LEE LOS PARAMETROS DEL PROGRAMA 

READ C~rllNES · 
READ CSr/1 NNUrNEL,NCFrNBAN 
READ C5r/l NITrDELTrLCR 

. ·. ;-

'-·"\....:· " .. ., 
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e 
e 
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e 
e 
e 

LEE EL MODO Y LAS COORDENAD~S P~RA CADA NODO 

. READ <5•/l CMODEC I 1 rXNUDEC I 1 rYHUDEC I 1, I"l r·NNOI 

LEE L~ DISTRIBUC!ON DE NUDOS PARA CADA ELEMENTO. 

READ C5r/l CCNENNCI,JitJ=lt31tl~1,NELI 

LEE LAS eONDIC:IotlES DE FRONTEI(A DE DWlCHLET 
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r ;. .. 

. ' '.· ,¡ , ••• 

READ C5r/l CNODClltVALCI),I=l,NC:FI 

LEE LAS LINEAS DE TEMPERATURA COIISTANTE DESEAbA~ • .• '·• 

READ C5r/l CALICIIri~t,LCRI 

LEE LAS TEMPERATURAS INICIALES . . .' -~ . 

· READ ~5•/1 Cl'EACii•I•l•NNOI 
·1 . :. 

' .. . ' 
LEE LOS PARAMETROS PARA LA SOLUC:ION ANALITICA 

"" . '• '''· -~· 

READ <5•/1 ·T1•TM,H,WrFO 
I.F. CHES. En. 1 1 GO TO 1 

ESCRIBE LOS DATOS DEL PROGRAMA 

WRITE C6rl001 NNOrNELrNCF,NBAN 
WRITE Córl.01 1 

.. ·, 

WRI'fE (6r1021 ClrMODECllvXNODECII•YNODECII•l=1•NNOI 
WRITF Cór.tO~-~ 
WRll'E (6,1041 ClrCNENNCirJirJ=1r31,I=l•NELI 
WRH!: (t,, 10~il 
WRITE C6rl061 CNODCIIrVAL<llri=lrNCFI 
WHITE C6r10"/l 
WRITE C6r1081 ClrTEACII,I=lrNNOI · 

. .-: 

'· 
1 CO!HH!UE 

e 
.... 

C . LLAMA A LA SLIBRUTINA MAESTRA 
e 

CALL ELFIN CNNOrNEL,NCF,NIT,LCR,NDAN•DELToMODErXNODErYNODEr * NENNrNOD·VALvTLA•ALl•TlrTM,fi,WrFOI 
CALL EXIT 

100 FORMAT C/30Xr"VALORLS DE LOS PARAMETROS"r//20X•"NNO ~ •,¡3, *. • NEL" •,J:I," NCF = •,¡3,• Nl:<(¡N -- ··,131 
101-FOk~hH C-///20Xr' NUDO i'\ODU · COOfUl-X - - .COORl!-Y"/1 
10:• FUI;i·\o\f <:•.:ox.~ •,¡:;,.:;x.J.t,• "•2F12.~i> 

10J FOkMAT (///20Xr"lABLA DL NODOS NUMERADOS POR ELEMENTO",//• * :wx,• ELMl 1 2 3"/1 . 
104 FCm~11YT C~OXrH::;) 
10:5 FDI\l·1t'lT C///~·:ox,' CONDICIONES DE FIWNTEf(tl" t!/26X, "NODO", * sx,·vnLOR"/1 
106 FC1H~1AT C:::ox,• 'd9rF10.41 
107 FOI(MAT ( 1/ /20X, "'i'EMF'Ei(Alll\(,'\~:l 1 NI C I ALES F'Af(A CADA NODO • /) 
108 FORMAT <25X•"fEM<"•T3r"l = "•Fló.121 

.f.NI.i 

•.· ... 

..... 

96 

··' 

) 



e 

e 
e 
e 
e 
e 

. e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 

109 
97 

' , .. 
·. ·•.: 

· SLH<FWUT HIE FLF :UI (t-INO, HE l., 1-JCF, tll l; U:Fi, NI:<o'll~, DEL T, MODE, XNODE' YNDOE, * ~IH!IJ,IICII<•'JM .. ,TFAvAI..I ,TJ ,'f'¡¡,¡.¡,t,J,FOl 
*****************************************************************• 
* * * ESTA SUDRUliHA CONTROLA TOD[IS LOS CAI.CULOS QUE SE l . * tiECESllMI r··(,¡:;r, L.f¡ !'itlL.UCHld !ILL l''kOüL.E~l(¡, YA SEA CON- l< * 'DUCCION DE CALOR EN ESfADO PERMANENTE O TRANSITORIO. 1 

* • 
****************************************************************·~ 

DIME~SION MO!IEI200),XNODE1200l•YNOfiEC200),JIENNC80,JI,TEAC25l * ,TENC25loALIC50),L:IiP(25,81•DMPC23,8l•CMPRC9v8l, * TENkC91,NODC60I,VALC60),CNMCJvJ),[INMC3,3ltTE11PC200l 
NMP,WIO-NCF 

LIMPIA LAS MATRICES 

ilO· 1 Io'l, NNO 
DO l. J-"1, tmr,N 
CMP C l , .J l oc· O, o 
IJMP <·I, .J l "O, O 

' 1 .. ~.· ' ' • ' 
• 1 • ! 1'!,,' :·. 

:·, 

"¡. 1. ·.,'.¡,· : ;. 

1! ' 
.. t 

l. CONT HILIE 

.. 
'· 

3 
4 , .. 
•• 

CALClll.A L~S MATRICES DE COEFICIENTES PARA CADA ELEMENTO 
Y LAS ENSAMBLA _EN LAS MATRICES Gl.ODALES 

DO 5 I~J.,ND. 

CALL ELIH < 1, XNODE, Y NO!)[, t-IUIN, CN!-1, DNI1, DEL T l 
IIO A J'ol .~~ 
,lJ=NE1"1 ( 1 , .J) 
no 3 K~J,3 • 
KK'-'NGIN < I, K l 
LL=.lJ · 
IF CLL.LT.KKl GO lO 2 
l.L"-KK 
KK=.JJ 
KKK,I\~:-LL t 1 
CMPCl.LoKK-L~tli=CMPCLL,KK·-LLtlltCNM(J,K) 

DMPCLL,KK-LLtll=DMP!LL,KK-LLtlltDI~M(JrKl 

CONTINUE 
CClNT l i·HJE 
CONTiiiUE 

REDUCE L.A ~iATklZ GLOBAL 

1\=0 
no 6 ~=l•NNO 
lF CMQ!IECil.NE.Ol GO TO 6 
K"l\+ 1 
l."O 
,JJ•·,NNO··ltl 
IF (JJ.GT.NBANl JJ~NDAN 

{10 5 _,,;\' . .J.J 
IF <MODE<I+J-ll,NE.Ol' GO TU 5 

. . ~ . 

' : 

., 

,¡', 

i· 
·i 

·: __ <l 

. ~-

' ! . : l 

i' . ... 

'' ·! 

. ' 



' 
. ·:·. 

\ 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 

. ~~ . 

L•~L+l 

CHPRCK,LI=C:MF'Cl,JI. 
~¡ CONTHIUE 
6 Cotll HIUF. . ' 

.. . ·.·: 

TRIANGULARIZA LA MATRIZ REDUClDA 

INICIA LA MARCHA EN El.TIEMPD 
·, •' 

[10 16 M"l ,NJT 
11() 7 Io-1,111·!0 
TE tiC I 1 '"Ü, O 

7 CONTINUE '. : 

-.. '. . 't ; • • / ' ~ : t ' • ) 

.. -,._ 

. ' . •' . ' '_, 

C CALCULA El. VECTOR DE TEMPERATURA TRANSITbRIA 
e 

e 

[10 10 1"1 •NNO 
J.J;:,NNO- I+ l. 
IF C.JJ,GT.NBANI J.I=NDAN 
[10 8 J"1r.JJ 
TENCJtl-11=TENCJ+I-11tCMPCI,.I)*TEACII 

El CONTWUE 
fF CI,EQ.ll GO TO 10 
J.l:o·~n:<AN 
IF -CJJ,GT.II JJ=I 

.. ¡··· 

nn 9 . .J=::_~, .. L.J · -·: .. 
TEN<I-.Jtll=l·ENCI-J+11·FDMP<I-Jtl,JI*TEACII 

<J CONTINUF 
1<1 CONTl N lile 

r ., , _:: 
. ' 

. ' 

110 
• :· •. ! 

.... i' .. 

. ., 
' .: . 

.· > 

. l_: .: .r· . 1 

: •.· •. ' :_ ·.• .• '· - . . ,., i ;\:. 

' • :. • \ 1 -~ ...: :' t: :, f 
', ._· •. •'t· !' 

'! ·_ ... ··._· :· 

. ·• : 

. ~ -' 
,. ; 

: .. : 

C INTRODUCE LAS CONDICIONES.DE FRONTERA DE DIRICiiLF.T 
e 

Dei 13 II=1,NCF 
l"'NOD(!I 
. JJ-"NNO- I + 1 

• ! •• 

IF CJJ,Gl,NBANI JJ=NBAN 
L10 11 ..1"1, • .1.1 
IF CMODE<J·~I-ll.NE.Ol GO TO 11 
TEN<J+I-ll=TLN<J+l-ll-CMP(I,.I)*VALC!Il 

-11 CON TI NLIE 
J_,:J..,NBAN. 
IF (J.J,GT.ll J.J•oJ. 
DO 12 J=l ,,u 
IF CMODE<I-.I+ll.NE.OI GfJ TO 12 
TENCI-J~·ll=l'EN<I-Jt1l-CMPCI-.Itl,JI*VALClll 

12 CONTINUE 
. lEN (1 >~·VAL< II l 

13 CDNTINUE e ,,. 
C REDUCE EL VECTOR GLOBAL DE TEMPERAl'URAS 
e 

K·-~o 
DO .1~,. i"1•NNO 

¡',. 

''', 
. ' . 

; . ·~ ·•, ' 

. i 
; !. 

98 

J 



e 
e 
e 

... IF <MODE<Il.HE.Ol GO 1·0 14 
· t:=K+l 
: TEtni<Kl"'TEH<Il 

14 CON TI NUC 
. 

R~SUELVE EL SISTEMA DE ECUACIONES 

CALL RESOLV <NMP,NDAN,CMPR•TEtiR) 

; . 

111 

. . : 

. '' 

. . ' . . . -' . 

e 
e 

·e 
ENZAMBLA EL VECTOR DE TEMPERATURAS RESULTANTE . ."'. i . ¡ . 

L"-0. 
DO 15 1"1. d·IHO 
IF <HODE(Il.NE.Ol GO TO 15 
L"L+l 
TEA< I l"TENH<U 

15 CotiTINUE 

.. : . ' 

. . . ~. ,• . ,, ; 

e 
e 
e 

ESCRIBE LAS TEMPERATURAS PARA EL INCREMENTO DE TIEMPO 

e 
e 
e 

TlM=tlELT~<H 

WRITE (6•100) TIH 
WRITE (6r200l <I,TEA<I>•I=l•NNOI 

CALCULA LAS LINEAS DE TEMPERATURA CONSTANTE 

eALL LICOR <TE~P.NEL,LCR,XNODE,YNODE,NENti,ALl) 
e 
e CALCULA EL ERROR ENTRE LA SOLUCION ANALITICA Y 
e IIE ELDiENTDS FHIITOS 
e 

CALL ERROR <NNO,MDDE,TEA,TEMP> 
11> CUNTINtJE 

I~ETLJf(N 

., . . . .. 
• ¡ . ; ~: .- . :_. 

-: .. :· 
.· '-·· 

100 FURMAT (///20X,'VALORES DE LAS TEMPERATllf~AS PARA'•//, 

e 

* 30X,"TIEMPO a "•ElB.12/l. 
200 FORMAT <2~X,"1EM<'•I3,"l = '•El8ol2l 

END 

SUDROUTINE ELMT <NrXNDDE,YNODE,NENN,CNM•DNHrDELTl 

::. 

,, 

. ' . 
! •• ... 

99 

e ****************************************************************** 
e * * . e· 1 ESTA SUBRUTINA CALCllLA LAS MATRICES DE COEFICIENTCS & 
C 1 tlE TEMPERATUI{A PERMANlNTE Y lkANSITORIA, PARA CADn * 
e * ELEMENTO. * 
e * . * 
e ****************************************************************** 

. ' : -. . ,. 



e 

1.: 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

. .. 112 . .j 00 

lliMLHSlGH ·XHOOEI~OO),YNODEC200l,NENNIBO,J),CNMC3,3i,DNM(3,3l * •XC3l•Y<J>,B<J>,ec3) 
DO 1 L"1•3 
l''lli:.:Nti(N,Ll 
XCU,,Y.NO!I[( I) 

YCL>'·''frHJI.IE( 1) · · .. r . ·. 
1 eoiHHIUE . 

A2=XC2>*YI31-XC3l*YI21tXC3l*YC11-X(l)*YC3ltXC1l*YI2l-XC2l*YI1) 
A~.::(t2/:!. 

BC1J=<YC2l-YC3ll/A2 
BC2)n(YI31-YC1ll/A2 
()_<:l),-!J(l)-[1(2) 
C(li~CX(2)-X(3)1/A2 

CC~J~<XI31-X<11l/A2 
Cc~q,'-C( 1 i-CC:!I 

. !)() 2 1"1 .3 
z~<DIII~BCl)tCIIl*e<Ili*DELT*A 
eNMC J, J ¡,,¡;¡;LtZ 
IH ltl< I, I i ~A/3, --z 

2 CCJIITHHIE 
[1() 4 l"'l•2 

¡ '". 

' 

no ;z, .J" I+ 1,:5 
Z=IDIIIMDCJ)~·CCII*CIJ))IDELT*A 
C:NM C J , J) "'o'\/ l.. {7. 
IJNM< 1 ,,J),,A/6,-Z 

3 eONT 1 riUL 
- -·-4 -COIH HIIJE 

RETUfW 

END 

. . 
~ ' ! 

' : 
,. 
l 

SUDROLITitiE ERI!Of~ <NNO,MODE,TEA,TEMPI .~ 

• .. '' ' ... ~ . :: ¡ •. 

. : 1 ' ••• 

.: . . 

. ' . 

' ' ~ .. 

. ' ·• '\ .. ' , . 

****************************************************************** 
·~ . * 
* ESTA SUI::JnJTHin CnLCULn EL EF:ROI'( HniZ l-1ETIIO CU(tDF\ATieD * * OUE EXISfE ENfRl LA SOLUCION ANI'\LlfiCA Y LA DE * * ELEMENTUS F Hll TOS. • __. * 
* * *****W***********************'************************************ 
DitiENSHlll TE:t~ ( 200), TEM¡.:· ( :.'00), MODE ( :!00) 
L=O 

. EWil>.,\). 
EmiCI\"0. 
LtU 1 J•c1, NNO 
IF IMOUEIII.NE.Ol GO TU 1 
L'"L+1 

,. 

Efmi>ERMC+ (TEA ( I) --TctH" ( l)) t. t.:.~. 
ERtiCI(~ERtiCR+<<TL~<I>-TEMPilll/TEMP<IIl**2• 

.... 1 CUNTINUE 
ERiiC=!illRT<ERMC/l.l 
EWíCf( -~ilmT ( Lr;l-íCIUL l * 100 • 
WRITL (6,1001 ERMC,ERMCR 
RETUinJ 

' 

_., ... ,' 
·,·;: 

·. - .. 
,· .. 

·100 Ftmtii\T < /20X, • El\fWI\ f(nl 7 MEDIO CUI'\IH~ATlCO "" _' 'Elf:J, t:.~' 1 /20X • . * 'EHf\Ul\ ¡a,¡z tiE!HO ClJA[If(i'\TlCO i'([éLAl'l'JO ··· ',[J.fl,12•' :.::• l 
ENU . ,·' 

1 : • 

: / ' 

- ._ 

) 

, ..... 
. ) 



e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

··: 

113 ' j 0.1 

SUDROUTINE LICOR CGfll,11lL,LCR•XNODE•Y~ODE•t~tiN•ALII. 

****************************************************************** 
* * * ESTA SUBRUTINA CALCULA LINEAS DE TEMPERATURA CONSTANTE * * POR MEDIO DE INlERPOLACIOtl LINEAL DENTRO DE CADA * * ELEMENTO. * 
* * ****************************************************************** 
DlMENSION XHODEC~OQ),YfiODEC200I,NENNC80,31,GHIC~OOI•ALIC501 * . •XLINC70i,YLINC701 
DO 13 11~1,LCE 

. N='O, 
[10 9 1 "' 1 d~t:L 
J:,Nrt-111 C I , l 1 
K••NEIIN ( 1 '~ 1 
L~•NEtm< I •31 
11' CGHICJ>,EO,ALICMI.OR.GHICKI.EO.ALICMI,OR, * GHICU.EO.AU:CMI) Gil TO 6 
lf' CGHIC.II,ClLAL.ICM),fltlfl,(.lHICIO,Ll',(ILICMI,Cm. * GIIICJ),Ll'.ALICM),AND.GHICKI,GT,ALICMII GO TO 1 
GO TO 2 

1 N'cN+l. 
FAC1mCGHICJI-ALICMII/CGHIC.II-GHICKII 
XLIHCtii=XNODECJI-CXtiOIJECJl-XNODECKIIIFACT 
YLINCNI=YNODECJI-CYNilllECJl-YNODE<Kl>IFACT 

2 IF CGH1CJ),Gl',ALICM),AHD.GHICL),LT.ALI<MI.OR. 
ll< GHIC.J),L'f,AU<Ml.MIO.GHICLl.GT.r.t.ICMll GO Ttl 3 

GO TO 4 
3 N~·N+1, 

FACTm(CiHIC.JI-·ALIC111 l/CGIIICJI-·GHICU l 
XLINCNI=XtiODECJI-CXNODE<Jl-XNODECLII*FACT 

. YLIHCNlcYNODECJl-CYNODECJI-YtlüDECL>l*FACT 
4 If' CGHI (~;) ,GT ,(ILI <MI ,(JI'Ili,GHICU ,LT ,ALI <MI ,[JR, * GHICKl.LT,ALICM),A.ID.GHICLl.GT.ALICM)) GO TO 5 

ll'O TO 9 
5 N•,N!-1. ... 

F AC T" C GH 1 <10 ·-AL 1 0\ 1 1 1 C GIII C K 1 -·GH I <U l 
XL 11~ C N) oc•XNOIIF < 1\1- C XtlüDI::: < !<) ··XNODF C L) ) :t.FACT 
YLltiCNl=YNODE<Kl-CYNODL<KI-YNODL<Lll*FACT 
GO TO 9 

6 IF CGHICJl.NE.ALICMII GO TU 7 
N~•N+1, 

XLINCNI~XNODECJ) 

YLIN<N>"YNDDEC.J) 
7 IF CGHI<Kl.NL.ALICMll GO TO 8 

N"-Nt1. 
XL 1 tiC N 1 '-'X NO DE C 1\ l 
YL ltl C N l ~YNLWL: í 1\1 

8 IF CGIIlCLl ,NE. AL! <MI 1 GO lO 9 
N~·~H 1. 
XLI N< N l '"XNODE < L) 
YLINCNl=YNDDL(L) 

9 CtlNTINUE 

.... ··, 

'f ' . .- '' 

.... 

'• '• 

... · 

1 ,;·, 

' " ' ~ '. 
.'1.. 
!: . 



.e 

114 

... . . ,. . 

WRI1EC6,1001 ALICMI 
Mi1""il--1 , 
l.L="N 
[10 1:! Il"l,Mt1 
KK,IItl • 

. '. 
···.· ' 

'. • •f. ' ::.- -' ~- • ' • :; ... 
110 11 .JJ•"I\~:;,¡¡. .. • .. : · ' ... :,:···.·. , .. 
PIT:.:·XLHI<lJ:I··XLHIC.l.ll ·'· .. :. ·; ' ;,,·_,,,_·., ·_,., .. •':. ,. 

;; ., · ' '~- ~ ¡·,~· ~~;!, ~~ [:. ~; ~ ·: 6'1: ~ ~ ~ (~~:100000 1 , DI\ , f\1<:;< TI F') • GT :O, 000000001 1 
LL=LL-1. . 
XLltiCJJI=10<IOOO.O 
YLIN<JJI=LL*lOOOOO.O 

10 IF CXLINCIII.LE,XLINCJJ)) GO TO 11 
B"XI..l N <I I 1 

. T=•YLHIC II 1 
XLINCIIIaXLINCJJI 
Yl.ItiCIII~YLii~C.JJI 

-XLI 11 ( .J.I 1 "H 
YLIIHJJ)oc'f 

. 11 eONT HIUE 
12 CmiTINUE 

'. : :. ' 1 ,· • t-' .• ;, • t. ; . : ), . ', _:: ¡'. ; f' 

WRITEC6,1011 <I•XLINCII•YLINCllri•lrLL) 
13 COI!T H1UE 

~:ETURN 

-·. , .. 

' - : . 
-' . t 

¡, .. 

'' ·.:' ,- .. : . 
.. '· 

100 FOI~IiAT C//-/32X, 'F'LHHUS E!-1 Lmi OUE L(l TE11PEI'::f\TURA' .!/36Xr 

* * 101 r:or::lít\T 
END 

~ ES CONSTnNrE Pf\Rn:",//45Xr'TEM ""'rF10.4r 
COORD-Y'/1 //33Xr'F'UN10 CUORD-X 

C3~X• J::1,2XrF1~i.Br' 'r,Fl~i.BI 

..... 
. SUDROUl'INE RESOLU !NoNDf\Nrn,BI 

GO 

" ,. 

:· ')' :' 

. -~. 
. ~-

TO 

., 
.• ·¡ 

. ,-; 

l '. -'' 

. ... 

. : . 

1_02 

10 

e ***********************~****************************************~* 
e * . * 
e * ESTA SUl<l~llTINn f(Cf>UELVE UN !JISTHI(l !tE ECUf\CIONES * 
C * TRI(lNGULnRIZnllU,PfiR MEDIO DE SUSlllUCillN GAUBSinNA * 
C * HACl(l t,J.I[lJ¡NTE Y IIAL:U1 r>'IT:A~i, * 
c. * * 
e ***********************t****************************************** 
e 

DIMENSION A<87,87),BC8/l 
llO 20 !='2rN 
Sl.lft•·I<C I l 
KI\,,I -NI<(INt 1 
1~ <KK.LE.Ol KK=l 
!lO \() 1\,•1\K, l-1 
m111 -l:tm·-,HK•l-11-K 1 ,¡;1)(10 

10 Cl.lrlllNUL 
[1 ( I l '"'SUM¡ 

20 CONTINUE'· 
DO ~:;o L>l, N 
I=•N·-L+l 
SUI1,1H I 1/AC I ,11 
K~:"I+1 
U '"·l+N t.\o)N.:, 1 
IF <II.GT.~> .Il=N 

., 

. :, . 
-¡. 

.. : . 

·: .. 

-: . 

'' , .. 

. .. · 

1 
1 

1 
' 

) 

.) 



e 

e 
e 
e 

.?",•. 

lF U<l<, GT, li > CiD TO 40 
JJO 30 I<"I<K r 1 I 
SUM~SUM-~ClrK-It1>1BCI\) 

30 CotlTitJUE 
40 ll<I >"mJM · 
50 COIHHlUE 

RElllf(J-l 
ENIJ 

115 
103 

•¡ 

.. -!.' ~ . 

SUl!nUUTI 14E TEI1PER < NNo·, X~l,!·l;.:E ~ :fN·!·l;JE, NFNN~ ;.1, TM, ~l~ ~ ·, ~~: TEI1;,., T IM) 
********l:t.#lll*******lltkttt*lllll******llllllllll*********ll:t.IKI* 
~. * * ESTA SliBRUTifiA OBTIENE LA SOLUCIOM ANALITICA POR 1 

e .. 
e 

* MEDIO DE SERIE DE FQLIRIER SENDIDALr PARA EL PROBLEMA 1 * DE CDNDLICCION DE CALORr EN ESTADO PERMANENTE Y * 
e 
e 
e 
e 

e 

* . TRANSITOI~IDr.EN UtiA PLACA RECTAtiGULAR, * 
* * .·. ***:lnl'.lr.******************;r.t*************************************l<f.l 
DlMEHSION XNDDEC2001rYNODEC200)rNENHCBOr31rTEMPC200)rlTC200) 
Pl"-'3.1'11~.)'1~'654 
[10 3 !"'1, i-ll·lO 
KON,··l. 
Gf\R,=O, O 
DO 1 .J~1 r1000 

.'· '. ",_·' ... ' '. 

KOH,,··1 :t'KON 
Tlfi~J:t.KON/IHtH/W/W+JIJliSINCJIPIIYNDDECI)/H 

1 >IEXPC-Cl./W/W+JtJ/H/1111PI*Pl#FOITIM> 
GAf("GAR+ T 1 f\ 

. IF (f\DS<TIA>.LT,l.E-45) GO TO 2 
l. CONTJtiUE 

· 2 l T C I l "' . .1 • 

: ~ .• 1 ,' 

TEMPCII••TM*Siti<PI1XNOD[IIl/W)tCSINflCPI*YNODECI)/W). * _, /SHIIlCE'I*II/Wl·<~./f''U:Uflf()+T1 

3 COI~lltiUE 
~mnE u, 1001 
~JfUTL: C6r200) <ITCI>rlrTEMP<I>ri"1rNN0) 
F;ETUf(l~ 

·· .. 

100 
~!00 

FOI::I·i{lT 
FC)f(Mf\T 
END 

C///20Xr'DISTRIBlJCIOI~ DE TEMPERATURAS EN LA PLACA'//) 
< 21 X r ' 1 TER =' r l 4 r :~X r 'TEIH ' r l :·3 r ' ) = ' rE 1 B , 12) 

SlJI)I\n\ITHIF TfU!:<o'lt4 CN,Nl.<ANrAl 
e ***~''**,****************************************************'**** 
e * * C * ESTA SlJllf(Ul'lNA H:JiiNGULAI(IZA Utlii MATFUZ SIMETRICA * 
e * .PUR El MElODO DE UnUSS-CROUTr MODIFICADO Pf\RA * 
e * MATI\ICES f.<AI4l1Ef\Do'\S. * 
e * * 
e *************************************************************'**** e 

DlMENSION AC250r250) 
DO ~il\ 1 '" 1 , N 
IP,N-H1 
IF <ND~N.LT.IP> IP~NBAN 



·' 
-~· 

.-.•. 

•.. 

.. 
·. ,· 

DO 40 .Jcol,J.P 
Sllli'"'' 1 I , .1 l 
1<1\"'J: +.J-N!I(IN 
JF IKK.LE.Ol KK=l 
ll"I-l. 
lF (J(K,GT,JI) GO TO 20 
DO 1 (!1<'·'1':1\' ll 
Sil M'·' Sllli-·(1 ( ~;, 1 ) 1(.(1 ( 1\, 1 + 1--K) #(1 ( 1<, l +J-I\) 

104 
116 

( :. ',\' 

~ ' 1 • 

.¡ .:..- 1. :'•!. 

10 
.. , __ ;. :w 

CCJIITHIU[ , 
IF ,,J.Ln.u co ro 30- ,, ... 

•\1,' 

:··· 

30 

40 
!.)0 

60 

(1 ( l, J l '' ~iUIVF'flf((l 
GO TO 40 • i .' :; ¡ .. :: :· 

F·r;f-:r,,mH1 ·' • . , .: · 
JF ((IDSISUMl.LE.O.OOOOOOOll GO TO 
(l(loJI"SIJM ·•· 
COIIT J NUE 
COII TI i·H.JF 
HE'fUHN 
Wl(lTE <6• 1001 
STOP 

. •( ' 

60 

.. ~ : . ;; __ , j·_ 1 :; 
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100 FQI(I\1'\T 

* 
ClOX,'L(I Ml'\l'RlZ SE HnCE SINGUL(IR'//lOX,'EN EL ELEMENTO'• 

' (\('•13•'•'•13•') a'of15o12) 
END 
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'****************************************************************** 
. *********~******************************************************** 
** ** ** M A R C - F L U P O T ** 
** ** ** ESTE PROGRAMA RESUELVE PROBLEMAS. DE FLUJO POTEtiCIAL ** 
** BIDIMEHSIOtiAL, EN EéTADO PERMANENTE, CON FLUJO ** 
** COMPRESIBLE O lNCOMPRESIBLEr POR-EL METODO DE ** 

. ** ELEt1EHT0:3 FINITOS. ** 
** ** ** REALIZADO POR: ERNESTO MARTIN DEL CAMPO V~ ** 
** - ABf<IL 1 '702 ** 
** ** ****************************************************************** 
****************************************************************** 
*******************.********************************************** 
* * * tDATOS DE ENTRADAI * 
* * * NES aO SI SE QUIERE REVISAR LOS DATOS . * * •1 SI NO SE QUIERE REVISAR LOS DATOS * * NND " NLH1EFW TOTAL DE NCII)()~¡ * .. . 1 . * HEL • NUMERO lOrAL DE ELEMENTOS 8 * NCFN - NUMERO DE NODOS C00 CONDICION DE * * FRONTERA DE NEUHANH * 
* NeFD "' tiUHERO DE NliDOS CON CO~IDICIOH DE * 
* FRONTERA DE DIRICHLET * 
* NEFN .. NUMERO DE El.EMNTOS DE FRONTERA DE * 
* CONDICION DE FRONTERA DE NEUMA~IIj * 
* NNE "' NUMERO DE NODOS QUE ESTAN EN LAS •• 

* ESQUINAS DE LOS TRIAI~GULOS • 

* LCR .•. NUMERO DE LINEAS EOUIPOTENCIALES ~ 

* NBAII = ANCHO DE BANDA DE LA MATRIZ GLOBAL ~ 

* AMI\C .. NUMERO DE HACH ALEJADO DEL CUERPO ;a 

* ll - FACTOR ISOEIITROPieO ~ .; IMAX --- MAX U\ O rll.H·\IciW DE ITEF:AC 1 ONES- PFH11 IT IDAS. . '* 
* EF::R • MAXIMO E,f::I'WI~ PERMITHIO EN LA DIFERENCIA- ·* 
* [lE UNA ITEr~r,CION A OTRA ·* * NENN - DISTRIBLICION DE NODOS EN CADA ELEMENTO -* * NODO - NU~iERU DE NUDO EH ESQUirlA. ·* * XNODO - COORDENAI)A X DE LOS NODOS EN ESQUINA '* * YNODO ... COORllENc)I!A Y DE LOS ¡:¡f)[IOS EN ESQUINA . ·:• 

.• NODE - NUMERO DE NODO CON CONDICION DE * 
-* FRONTERA DE NElJMANN ·• * VELX - VELOCIDnD EN LA DIRECCIOH X * * VELY - VELOCIDAD EN LA DIRI~CCION Y ~ * ANDR1 ·- COMPONENTE DE LA NOf.:i1AL EN X '* * ~- :.·ANDf~2 ·=- ··COMPONENTE DE lJ\· NOI':I-IAL EN Y · · · ·- -- ·· ·· · ·- · '* . * NOD - NlJMERO DE NODO CON CCINDICION DE -· 

--* FRONTEfM DE DIRICHLFT '* * MODO ,~1 INIHCMI(Jf~ lit:: NODO DE FROIITERA * * VAL • CONDICION DE FRONTERn DE DIRICHLET * * ALC = .VALOR DE LAS LINEAS EUUIPOTENCI~LES '* 
* -· **************************~*************************************** 

... · 

l 
·\.i 

\' 
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* * * 

TJIMENSION HHHl C 2~i0, b) 'nlODE < 250) , Y NO DE< :!~iO) , MOllE< :'50> , HODCJ ( 100 l , 
XNODO C 100 1 , 'fi'Hl!IU el 00 1 , i·HJOE< 150 h VELX < 1 :;o) , IJEL Y< 150 l • 

AHOR1C50l,ANOR2C~OI,HODC50),MOOOC50),VALC~Ol•XLC6)•YLC6l• 
AL1C6>,AL2C6l•AL3C6l•ALCC75l 

e 
C LEE.LOS PARAMETROS DE( PROGRAMA 
e 

e 

RErtO (5,/) NC3 
READ (5,/l N110,NEL,NCFN,NCFD,NEFN•NNE,LCR•NDAN 
READ (5,/l AMAC•B•IMAX,ERR 

C LEE LA DISTRIBUCION DE NODOS EN CADA ELEMENl"O 
e 

READ (5,j) CCNEHNCI,.J),J~1,6l,I=l•NELl 

e 
. e LEE LAé COORDENADAS DE LOS NODOS EN ESQUINA 
e 

e 

READ (5,/) CNODOCil,XNODOCI),YNODOCI>•I=1iNNE> 
IF CNCFN.LE.Ol GO TO 1 

e LEE LAS CONDICIONES DE FRONTERA DE NEUMANN 
e 

e 

READ (5,/) <NODECJ),VELX<ll•VELYCI>,I=1•NCFN> 
READ (5,/) CANOR1Cll•AtiOR2CI>,I=l•NEFN> 

l.EE LAS CONDICIONES DE FROtiTERA DE DIRICHLET 

1 READ (5,/) CtiODCI),MODO<Il,VALCI>•I=ltNCFD> 
e 
e LEE LOS VALORES DE LAS LINEAS EOUIPOTENCIALES 
e • 

READ (5,/l <ALCCI>ti=l,LCR> 
e 
C CALCULA LAS COORDENADAS DE LOS NODOS INl"ERMEDIOS 
e 

[10 2 · I '~ 1 , NNE. 
K~,Nono e 1 > 
XNODE<K>~XNODOCil 

Yt!ODE C 10 =YN()[l() < 1 l 
2 l:otHINUE 

llU 4 I"ltNEL 
1)0 3 _,,:,1.,3 
K'"NENN < I • .J l 
XL <..1 i ""XNIIJ)E ( 10 
YL ( .1) '"y NO[II < 1< l 

3 CONlltlpE 
XLC4>~~XL<1ltXL<2))/2. 

XLC5l=1XLC2ltXLC3)l/2. 
X(<6>~CXLC1)1XL<3))/2. 
YLC4l~<YL<ll+YLC2ll/2 •. 
YLC5>=<YLC2l+YL<3>>12· 
YL<61,,<'(L<l l+YLc;·>l)/:!. 
J:IIJ 4 J'""''6 
K•,NENtl C I •. J > 

¡ . 

·,¡ 

., :-



' J 

XNODf~CKI=XLCJ) ·.119 
YHllUE<K>=YLIJ> 

4 CONTINUE 
DO 5 I=l,NNO 
.MODECII~O.O 

~~ CONTINUE 
. 

DO 6 I=1,NCFD . .. . . . 
K=NOQ<II 
MODE<KI=MODOIII ' 

6 CONTINUE 
e 
C ASIGNA LOS VALORES DE LAS COORDENADAS DE AREA 
e 

e 

!m 7 I=1·6 
AL1 e 1 1=0.0 
Al21Il=O.O 

·¡ CONTINUE 
AL 1 e l. 1 ~' 1 , 

. AU ( '11 "'o • 5 
AL 1 < 6 > '" O , :3 
AL2 < 2 1 "' 1 , 
AL.;! e 4 >"'o.5 
AL215l"0.5 
no a I=1•6 
AL3<Jl~1.-AL11II-AL2CII 

8 CONTHlUE 
IF <NES.E0.1l GO TO 9 

' 

C ESCRIBE LOS DATOS DEL PROGRAMA 
e 

e 

WRITEc6,100) AMAC,D,JM~X•ERR 
WRITE 16,1011 NNO,NEL•NCFN,NCFD,NEFN,NNE 
WRITF. (6,1021 <I•<NENN<I•.J),,J"l•6l•I''l•NEU 
WRITE C6Y103l 
WRITE 16,104) CI,MODE<Il•XNODECI>•YNODECII•I=1•NNOI 
WRITE < ó, 10:; > 
WRITE 16,1061 <NODECII,VELXIII,VELY<Il,I=l•NCFNI 
WRITE lbd071 
WRITE (6,1081 (J,AMOR1Cli•ANOR2Cli•I~1,NEFNI 

.wrnTE··· u, JO'I>·· .. . . - .. - .. ·· ·· 
WRITF. C6r110> <NOD<IlrVALCII,I=l•NCFDI 

C LLAMA A LA SUBRUTINA MAESTRA 
e 

9 CALl ELFIN 

* * CAl.!. EX Il 

CNNO,NEL,NCFN•NCFD,NEFN,AMAC•B•IMAX•ERR,NENNoMODE, 
XNODE,YNODE•N01JE•VELX,VEl.Y•ANOR1•ANOR2,NOD,VAL• 
AL1,AL2,Al.3oLCR•ALC,NBAN) 

107 

100 FORMAT (//5X,'NUMERO DE MACH ~·,Fa.~,//5X•"FACTOR ISOENTROPICO -· - ' * F8.5,/.1 5X•'NUM~RO MAXIMO DE ITERACIONES =',I4,//5X• * 'HAXIMO EI~RUR PERMITIDO ~·,F7.6l 
101 FORMAT 1////SX,'NlJMERO TOTAl. DE NODOS a',J1,//3X•'NUMERO •, * 'BE ELEI'lENTOS '"' • 14,//~'iX, 'NUl1UW DE CONDICHIIILS DE.", * "DE FRONfERA DE DIRlCHLET =',I4,//5Xr'NUMPRO DE '• * 'ELEMENTOS CON CDNDICION DE FROHfERA DE NEliMAN ='•. 

1 

1 
1 
' 

1 



e 

e 
e 

e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 

·* 
* * 2 Fm::l11(f 

. 103 For::f1(1T 

* 

120 
14r//:.¡x,•t~UMI:T:U DE i'IOJ•U''.) E~l ESOUUII, ,,•,J~,////15Xr 

'DISTIUOICION Dt:: HOIHH:i El·l CI'\Df\ ~.U:.IHéNTO'r//20Xr 

'ELHT 1 2 3 4 S 6'r//) 
<20X,7I4l 
< 111 I:!OX, 'cncmi:tEIIMif\S m: UJ~1 NODOS', 1 /20X, 

' NODO HOOO CUORD-X COORD-Y'r//l 
104 FORM~T (20X,2I5,2F1C.5l 
10'5 Flild1(,f (//1/:~oXr ' 1Jf\1. .. 1Jr::Ef> DE LJ¡{¡ 1JEUJCHI(IDES Hl' ,/24Xr 

108 

* 'LOS NUliO~:; DE FI{OUTEr~t,• ,;;:>.:!Xr' NODO VEL···X · •JEL..-Y' r//) 
106 FORMI,f C22Xri5,2f'10.5) 
107 FORMI1f (////20Xr'VAl.ORFS DE l.AS NORMALES EN LOS'r/2~X,"ELE'• * 'MENTOS DE FROtiTERA'r//22X,' ELMl NORMAL-1 NORMAL-2'//) 
10(1 FOfd1t,T 
109 FOH!1r,y 

( 22X, I!:i, ::~F l:O. •:-.:¡ > 
(////20X,'Vf\LORES DE LAS CONDICIONES DE'r/24X, 

'FRONTERA DE DIRICHLET'r//26X•' NODO. VALOR'//) 
(2óXri:>rF1'.).~)). * ·11 O F()fdí(il' 

111 FOf(M(IT (////20Xr'Vf\LDRES DE Lf\S COORDENnDnS DE AREA'•/28Xr 

* 'EN CADA ELEMENl'O'r//22X•' NODO ll L2'r 

* ' L3'r//) 
112 FORMI'•T (22Xrl3,3F8.51 

END 

SUBROUTINE ELFIN <NNO,NELrNCFN,NCFD,NEFN,AMAC,BriMAXrERR•NENN,MODE * rXNODErYNODErNOJ:IE,VELX•VLLY,ANClR1rf\NOR2•NODrVALrAL1rAL2 · * · róL:~,I.CH,'\LC,Hf<(li'IJ 

***~*******************~*********************************i******** 
* * * ESTA Slii'<V.:UTHIA C:miTFWU1 l'ODIJS LOS CALCLIUJS GLIE SE ;¡: * NECES!l'~i'f PARA Ln SDLllCION DEL PROBLEMArYA SEA * * FLU.JO COMPRESIBLE O INCOMPRESIBLE.· 1 

* - * ****************************************************************** 
DIMENSION MODE<250)rXtiODEC250lrY~IODEC250l•NENN<250,ól,PHI<25Qlr * AMP<250r250),AMPRA(180r180),AMPRN<180,180l,PHIRN<180lv * PHIR11180lvCOM<~SOJ,COMR<180l,NOD<SO)oVAL<50l,NODE(151Jlr * VELX(150)oVELYC150lvANOR1150l•Ai'IUR2C50l,ANM<6,6)•FNC3l• * AL1(6),AL2<6>•AL3(61rPilli~AC180l!FHI<6),XLIN<200lrYLIHI200l * •ALC<75) 
NMF· NNO--NCF[I 

LIMPIA l_AS MATRICES Y LOS VECTORES 

I•O 1 l"UrNNO 
f'HI<I>~o.o 

[10 1 .J'" l, tiHAN 
AMF· < I,. f) "'0. O 
MH:·rw < 1, .J 1 oc O. O 

1 COIJTINUE 

.. · 

C CAl.CULA LAS MnT~ICES DE COEFICIENTES.PARn CADA ELEMENTO 
r Y· LAS ENSAMULA EN LA MnrRIZ GLODAL 

[ID ~; 1"'1 rNCL 
CALL ELMT .!lrXNDDEiYNODErNENN,nNM) 

¡ 

1 
1 

) 
. ' 
' 

') 

") 
··~ . 



1 

r 

r 

1· 
1 

' 

r 

1 

1 

' 
1 

1 

r 

e.· 

TJO 4 ·J,cl. •6 
J,J,,NEI'IN ( 1, .J 1 
TJ() 3 1\".J•b 
1\K,t!Etltl < 1,1\1 
u_,,IJ 

.If. CLL.LT.KKI GO TO 2 
Ll"-'1\K 
t\K'·'·JJ 

2 AMP(LL,KK-LLtll=AMPILL,KK-LL+llfANMC.JrKI 
3 COI!TitHJE 
4 CDtHHIUE 
5 com rttttE 

.IF <NCfN.LE.Ol GO TO 7 

e Ct.I.CULJ', EL VEClOH DE FLUJO SI EXISTE 
e 

u_" l. 
DO 7 l"'l,IIEF/l 

121 

CALL NEUMAN <l•LL•XNODE,YNODE,VELX,VELY•ANORl,ANOR2,FNI 
J.J•,LL 

e 

no 6 ,t"'l ,3 
KK,t!ODE C .JJ 1 
PHICKKI=PHI<KKI+FN<J> 
.J.J",J.H 1 

6 COIHJttUL 
. ll•,LL+::~ 

7 CONTINUE 

C INTRODUCE LAS CONDICIONES DE FRONTERA DE DIRICHLET 
e 

DO l. O n:"'l •NCFD 
- - --l-"NOD < I I 1 . -·· 

JJo:NNO·- I ·~ 1 

e 

IF CJJ,GT,NBANI JJ~NBAN. 

DO 8 Jc'l, JJ 
IF CMOllCCJ+I-ll.NE.OI GO TO 8 
PHICJ~I-lr=PIIICJ+I-11-AMPCI,.Jl*VAL<III 

8 eONTJNUE 
J,J,NBMI 
IFC.JJ,GT. I > .J.l,,I 
I•O 9 .hf, JJ 
IF (MODECI-Jtll,NE.OI GO TO 9 
PHICI-Jtli=PHICI-Jtli-AMPCI-J+l•JI*VAL<II> 

9 CONTitiUC 
PHI <I 1 clJAL< 11 > 

1 O CClNll Nl lE 

C REDUCE LA MATRIZ Y EL VECTOR GLOBALES 
e 

1\"'0 
110 12 l'ol,NNO 
IF (MUDECII.NE,O) GO TO 12 
1\"'1\H 

. f'H IIU C JO "f'lll ( I 1 
PII:(RN<IO.,,PHI < I) 

., 

10~ 

. ' 

! 
1 

il 

} 

' r 
' 
1 
1 



e 

L"'o 
JJ""tli-10- I + 1 
IF (JJ.GT.tiBANI JJ=NBAN 
[10 l1 J~1 ..JJ 
IF CMODE<I+J-11.NE.OI GO' TO 11 
L=L+l 
AI1Pf':;H K, L) =AMP C Ir J 1 · · 

11 CotHIIIUE 
12 CONTINUE .. 

e TRIANGULARIZA LA MATRIZ REDUCIDA 
e 

tALL l'RIBAN CHMPrNBANrAMPRNI 
e 

122 

. · .. 

·'·' 

e . RESUELVE EL SISTEMA DE ECUACIONES PARA FLUJO INCOMPRESIBLE 
e 

* e 

Cf1L.L 
CM.L 

RESOLV CtiMPrNBAN,AMPRN,PHIRNI 
ERROR CITER,ERR,lMAX,NNU,NMPrPHirPHIRN,MODE 

d'H I Rf1) 

C INICIA LAS ITERACIONES PARA FLUJO COMPRESIBLE 
e 

e 
e 

e 

ITER=O 
1:5 ITEF:=ITER+l 

JF .<ITEf(,[(l,J.00011 GO TO 19 
· [10 14 I"l•i·IHU 

COI1 < 1 1" O, O 
14 COIHINUE 

CALCULA LOS TERMINOS NO LI.IEALES 

loO 16 N"" 1, NEL 
CALL NO l.. HIE Cfh AM(oC, 1:., XtWDE, YNDDE, NEmt. ~·H 1, All , AL2, Al.. 3, FH 1 1 
[10 1~i .1"1 r6 
K'"NU·Itl <ti, ,J 1 
COMCKI=COMCKI+FfliCJI 

1~) CCII!THI\IE 
lb CmiiHILIE 

L'"·O 

. . 

C CALCULA EL NUEIJtl 'JEClOR IoE FLUJO 
e 

e 

[oO 17 J:"l•NHO 
lF CHUDECII.Nf:,OI GO TO 17 
L•,L+ 1 
cmm<L>,,Cml< r 1 

17 CON TI NLIE 
loO 1 B I" 1 , NrH'' 
F'HWNi I >=F·HJ:R1 C I I+CotlRC I 1 

'18 CütHINU~~ 

C RESUELVE EL SISTEMA DE ECUACIO~IES PARA !'LUJO COMPRESIBLE 

CALL RESOL.V (NMf''rNOI'lNrAMF'I(NrPHJ:I:;:NI 
e ·, .. 

. , ' 

· ... 
·.·' 

1 1 (¡' 
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•• ¡,• 

1 

1 
1 

¡ 

e 
e 

e 
e 
C. 

e 

e 
e 
e 
e 
e 

.e 
·.e 

e 

123 
CALCULA LA DIFERENCIA CON LA ITERACION ANTERIOR 

CALL ERROR CITERoERR•lMAXoNNOoNMP,PHioPHIRNoMODE * oPHIRI'll 
GO TO 13. 

CALCULA LAS LINEAS EQUIPOTENCIALES 

19 CALL LICOR CNENNoXNODEoYNODEoPHioALC,XLIN,YLIN,LCRoNELJ 
· f~ETURN 

. · ENil 

1 1 1 

SUBROUTINE ELMT CNoXNODEoYNODEoNENNoANM) 
*****************************~************************************ 
* * . * ESTA SUBRUTINA CALCULA LAS MATRICES DE COEFICIENTES * * .PARA CADA ELEMENTO, UfiLIZANDO FUHCIOI1ES DE INTERPO- * * LAC ION CUM)R(< TI CA. * 
* * ****************************************************************** 
DIMENSION XNODEC250l•YNODEC250loNENNC250,6loXC3loYC3l•ANMC6,6l 
[10 l. I "1 , :~ 

... -- +\aNEHNW~ n · · · 
XCI l"XNODEOO 
Y<Il=YNOI•E<K> 

. . .. - ·- -· .. -· - .... . . - .... - . . .. . . . 

1 COIHINUE 
DET=XI2-l:t:YC3>-XC31*YC2ltXC3l*YI11-XC1>*YC3ltXC1)*YC2l-XI2l*Y<1> 
B1=CYC21-YC3)l/DET 
B2=CYI3)-Y11l)/DET 
B3=CYC1l-YC2ll/DET 
C1=CXC3l-X12l)/DET 
C2=CXC1l-XC3)1/DET 
·c3""CXI2l·-XC 1 l 1/DET 
Z1"'f<1l!<Bl+CU(Cl 
Z2=oi<2*1<21C2:Ú:~!. 
Z3=K>*r<:5+C3*C:5 
·z 12"r' 1 :~:v:·!+C 1 :t:C::! 
Z13=BliBJ+C1:t:C3 
Z2~>'"B2*BJ+C2 *C3 

· AREA,DET /~!. 
HcoflR[t¡/3 • 
ANM C 1 • l) <L IH:i<Z 1 
(INH C 1, 2) , .. z 1 ~':I:H 
ANN 1 1 • :> 1 "- Z 1 :; * H 
ANMI1o4)~4.lZ12*H 
ANM < 1, :¡ 1 oi). O 
ANM<1•6>=4,*Z13*H 
ANM<2•2>=3.*Z2*H 
AN~IC :'' :; > "-Z:.!J*Il 
ANMC2o4l~4.*Z12*H 
ANMC2,Sl=4.1Z23*H 
AN~IC 2 , 6 1" O , O 
"ANHC3,3l~3.*Z31H 
I'INM < ;5, 4 1 "'o , O 

. ·'. 

..... 
.···. 



e 

e 
.e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

- / 

ANM!3,5)m4,1Z231H 
ANM(3,61=4.1Z131H 
A N ti (1\, 41 ,=8, lfl:t e Zl+Z2+Z12 1 
ANI1 < 4, ~; 1 '= 4. #lit< Z2+ Z 12 t:! • IZ 13 + Z23) 
ANM(4•61=4.lfi.CZltZ12tZ13t2.*Z23) 

· ANM<~•51=8.~11liZ2tZ3tZ231 
ANMC5,6)=4.1H*CZ3+2.*Z12tZ13tZ23) 
ANMC6,61=B.#HI<ZltZ3tZ13) 
RETUR~l 

ENll 

124 112 

· .. :. 

SUDROUTIHE ERROR CITER,ERR•IMAX,NNO,NMP•Piii•PHIRN,MODE * •PHH<AI 
****************************************************************** 
* * 1 ESTA SlJBf~UTHIA CM.CUL.A L(l DIFEHG!CU1 HITRE EL IJrii.OR . * 
1 DE L(l lf[RAClON Ai~TERIOR Y LA NUEVA, POR MEDIO DEL * 
1 ERROR RAIZ MEDIO CUADRAliCU. 1 

* * ****************************************************************** 
DIMENSIOH PHIC2501•PiliRNC180),pfi¡R(l(1801,MODE<2501 
IF CITER.GT.OI GO TO 3 
L"O 
IIO 1 I~l,NNO 

IF <MODECII.t!E.OI GO TO 1 
L"Lt1 
PHICII"F'Hlf<N<L> 

1 CONTHH.JE 
[10 2 J>l•Nhf" 
PHIRACII=PHIRNCI) 

2 CtniTHilJC 
~mrn:: <6• 1001 
WRITE (6,200) CI,PHICII,I=l•NNOI 
GO TO / .. 

3 ERMEC=O. . 
EMECf':l->0, O 
[ID 4 I '" 1 , N m:· 
ERMEC=ERMEC+<PHIRNCII-PHIRAC111**2• 
EMECRE=EMECf<Et<CPHIRNCII-Pttl!<ftClii/PHIRACIIII*2· 

4 CONTINLJE 
ERr\EC "'snrn < U<r\EC/NI1F' 1 
EMECfiE=SQRT<EMECRE/NMF'I 
L~o 

[10 ~; 1""1 ,NNO 
lF <MODECII.NE.OI GO TOS 
L"L+l 
PHI< I > •PHIRN <U 

S GotHINUE 
WRITE (6,3001· JTER•ERMEC,EMECRE 
WfUlE CB,/1 lTEr< 
IF CEMECRE.LE.ERRI GO TO 8 
ÍF·<ItER,GE.IMAXI GO TO 9 
r•o 6 I= 1, mw 

·p¡jJRACII=PHlRNCI> .. 

J 

'J 

., 

~.:-
•' 

; 

:._; 



6 CllNTHIUE 
•7 m::TUfül 
B WIUTE (6,4001 

~miTE (l, :",O() l 
WRITE (6,2001 <I•PHl(I),Jal,NNOI 
ITERoc.lQOOO 
RETLJf(tl 

9 WRlTl (b,6001 
WRITE <6,5001 

. Wf~ITE (6,2001 (!tf'HI<fl..I"'ltNNOl 
STOP 

125 

100 FORMAT (////20X,'VALORES DE LA VELOCIDAD POTENCIAL'•/27Xt * 'SIN COMPRESIDILIDAD'//1 
200 FORMAT (22X,'Piii(",I3t'l =',[18.121 
~00 FORMAT C/5X,'NO, JTERACIOtl ='ti3t4X,'ERR,M.C, ='• 

- .. -lit----- E;18~l·2,4X.~Efd'.:,lí.C.H, -='_.,E-lB •. 12tlf. . 
500 FORMAT (//20Xt'VALORES DE LA VELOCIDAD POTEtiCIAL',/ * t21X,'ODTENIDOS EN LA ULTIMA ITERACIOH,',//l 
400 FORMAT (//lOX,'JJJJ EL SIGUIENfE ES tL RESULTADO FINAL •, * 'JJ]J'/) 
600 FOE\MAT (//lOX, "JJJJ tW COH'Ji::IWE EN El. MAXIMO NUMERO DE ', * 'ITERACIONES JJJJ'//) 

END 
e 

Sllf<ROUT ItiE L 1 COH ( NFtiN, X N O [lE, ni O [lE, F (1S, CAL, XLI N, YL Hh LCf(, t!EL l 

, 1 3 

e *******************************************~***~~******~*******~~'* 
e * * e * ESTA SUBRUTJIIA CAECI.ILA LINEAS FOUIPOTENCIALES * 
e * INTERPOLANDO CUADRATICAMENTE DEfiiRO IJE CA[IA : * 
C *· ELEMEHTO. * 
e * *· 
e **********************************•******************************* 
e 

DIMENSION NENN<250,61tXNODE<230I,YNO[IE(250l,FAS<2501•CAL<lOOl• * . XAI<31tXLIN<200I•YLIN<2001 . 
[1() 29 M~ 1, LCF: 
N=O 
[lO 25 I=1•1~EL 
L~o 

Il''NENN< 1,11 
J,Jo,NUIN < J , 21 
KK"-I'!FNN < I, .3 1 

·tL=NENN<J,4l 
MM"NENN < l '~¡ 1 
NN=NENN(J:,ól 
lF (FAS(IJI,GE.CAL(M),AND.F11S<JJ),LE.CAL<Ml,OR. * FAS(lii.LE.CI1LIM),(1ND.FI1SIJJl,GE.CAE(MI,OR. * ~AS<IIl.GE,CAL<MI,AND.FAS<KKl.l.E.Ci1L(MI.OR. * ~ASCIII.LE.CI1LIMI.AND.FA~<KKI,GE.CAl.(M)l GO ro 1 
GO TO 11 

1 [1() 19 J~1.3 
IF (J,NE.11 GO TO 2 
IA,,II· ,, 
l[I''JJ .. 
IC."LL.' 



GO l(l 4 
2 1 F ( J .m:, 2) GU TU 3 

1 (!'-' .J • .1 
If!"ht\ 
1 C=-t·'ltl 
GO TO 4 

3 IF CJ.t1E,3) GU TU 19 
IA"II 
l{!c~l\1\ 

. IC,Illl 
4 IF <FASCIAl;EO.CALCMl.OR.FASC1Bl.EO.CALCMl.OR. 
•. FAS<ICl;EU.CALCMll GO TU 5 

GO TO 8 
5 IF CFASCIAl.NE.CALCMll GO TO 6 

N"N+1 
XLI N <t! l "'XNODF: C J:i, l 
YLI N 01 > "YtiODF <TAl 

6 IF CFASCIDl,tiE.CALCMll GO TO 7 
N~·N+ l. 
XLIN<IIlcoXNOI)E( IDl 
YLINCNI=YNODECIBI 

7 IF CFASCICl.tiE.CALCMl) GO TO 19 
N"N+l 
XLINCNl=XNODECICl 

· YLINCNl=YNODCCIGl 
. GO TO 1 <J 

8 lF CFASCIAI.GT.GALCMI.AND.FASCIBI.LT.CALCMI.UR • 

126 

.•. FA~HlAI.\.l.CM-<Mi.AND.FASCIBl,GT.CAL-<M>l GO TO 9 
GO TO 19 

9 N•,N+ 1 
L•,Ltl 

114 

:, ' 

IF CXNODECIAl.EO.XNODECIBll GO TO 12 • 
Dl~XNODECIAl*XN(JllFCIAl-XtiODECIAl*XNODECIBl-XNODE(IAl*XHODECICl * tXNODECIGI*XNODECIDI 
D2=XNODEC!Cl*XHODECICl-XNODECICl*XNODECIB>-XNODECICl*XNODECIAl * tXtiODECIAl~XNflDECIDI 
.D3~XNUilECIDl*XNODECIBI-XNOOE!IB>*XNODECIAI-XNODECIBI*XNODECICl * tXNOfi[( l(¡JkXi·liJIIC( TC:I 
AA"f'AS C T. A 1 /liH FMi ( IC 1 /D:'.+FA!:;c H< 1 .'[(5 
1<1<"-F n:,; < I Al :l: < XIW DL< l C 1 + XIW l't:: < ll:< 1 1 /J:i 1 :_FA~' ( I C 1 l!< C XNODE ( 1 (\ l+ XNODE < If.<: l 

ll< /[1:~-+AS C H< J:i< CI.NOI:<E ( I (1 H >:NODE < l C l ) /D3 
CC=FAS,IAI~XNClDL<ICitXNODEC IDI/UltFASClCISXNODECIAI*X~IODECIBI/D2+ * FnS<IBitXNODL<IAI*XNODLIIGI/D3-CALCMI 
IF CAA,[Q,OI GO 1·0 13 
XL1=C-DB+SORTCDB~EB-4 •• AA*l:\:ll/(2.~AA) 
XL2=C-J:IB-SOkfCDB~DB-1.tAA*CCli/(2,SA(II 

IF (XL1.Gl.XNODFClAI.AND.XLl.LT.XNODEClDJ,O~. * XLi.LT.XNODECIA>.AND.XLl.G'f,XNODECIDl) GO TO 10 
. GO TO 11 

10 XLINU!l:~XL 1 
GO lO 14 

.11 XLINCNI:,.,XL2. 
GO TO 1'\; 

12 XLINCNI=XNODECIAl 
. GO lO 14 . 

. ',' 

:.) 



1:~ Xl..IIH 11 l ,,_·CC/!Hl 12'7 
14 IF CYHilDEClAl.EO.YHODE<IBll GO TO 17 

Dl,,YI·IDDLC Ir.l*YIHJDEC IAl -Yt·HJDEC IAl:t.YfiODEC IBl-YNODEC IAl*YNODE< ICl * +YIIODE<ICl*Yti~IDECIDl 
B~!,YtHi DI':< l C l* YNO 111:: < I C l- Y!-! Cl J:l[( I C l :i<Y NODL < Il< l -YNOIIE < I C l ll'. Yt!ODE < 1 (l) * +YtiUIJE ( 1 A i :r.YtiUDF( ll:n 
1.13,,YIIUIIEC I 1.1 l:t.Ytl!ll"li':< ri:< 1--Ymmc< Il:<l*YI·H:JDE< IAI-·YNllllEC JBI*Yf!ODI:( ICl 

.• 11<- -+YPOJ<r:Ot'•I*YtiUDLC-IGI·· ~- ... - -· -

1 1 5 

AA~FnS<JAI/IJ1tE!•S<ICI/D~tFASCIBl/D3 
DB=-Ff•S<IAlt<YNUDECICitYHUIJECIDli/Dl-FAS<ICI:t.CYHODE<IAl+YNODE<IBil 

ll: /D2·-FM>< lBI:l'.< YIIUIH::< IM+Yi·ll\1:1[( ICI 1/1:13 
CC=FASIIAl*Y000E<IC>*YtiODECIDl/Dl+FnSCICl*YNDDEIIAl*YNODE<IBl/D~+ * FAS<IBI*YNOBE<IAl*YNDDE<ICI/D3-CnL<Ml 
IF CAA.EQ.Ol GD TO 18 
YL1=C-BDtSQRfiDB*BB-~.li'.AAtCCil/(2,*AAI 

YL2~C-RB-SORT<BB*BB-4.:r.AA*CCll/C2,*AAl 
IF IYLl,Gl.YHODE<IAI.AND.YI.l.LT.YNODECIBl.OR, * YLl.t.T.YNODEilAl.AND.YLl.GT.YNDDECIBll GO TO 15 

'GO TO 1.6 
15 YLIN<IIi""YU 

GO TO 1.'7 
16 YLI N< 1·11 co'fL2 

GO 1'0 l. <J 
17 YLINCHI=YHODE<IAl 

GO TO l<J 
lB YLiti<Nl~-cc/DD 

'1 <J CCHHHIUE 
20 IF CL.EO.Ol GO TO 23 . 

XAIClJ~XLlcl<N-ll+<XLININl-XLIHCN-11)/3. 
XAIC2l=XLIN<N-1lt2.*<XLIN<Nl-XLIN<N-11l/3, 
[!0 24 J'~l r2 
XI=XAICJl 

. . .... 

N~Ntl . . . 
DET=XNODECII>*YNODECJJl-XtiODECJJl*YNODECIIl+XNODECJJI*YHOD~CKKI-* XNOllECKKl*YNODEIJJl+XHIJDGCKKl:tYNODE<IIl-XNODE<IIl*YNOBECKKl 
Al~CXNllDECJJl*YNODECKKI-XNODECKKl*YNUDE<JJII/DEl 

A2z(XNOUEIKKI:i<YNODEClll-XNODEIIIl*YNODECKKII/DET 
A3~<XtiODEilli*Y~!ODECJJl-Xti0JlEI.J.JliYNODE<Illl/DET. 

IH "' ( YNODE < .J . .J l -YtiOJJE< 1\10 l /DEl 
B2= ( YNOJII:: < 1\1\1 ··YI·IClDE < I I l l /DEl 

. D3~CYNClDE<lil-YNUilE(,.JJII/DEl 
C 1'" ( XtlODI': < 1\1\ l ... Xtll)II[ < . .JJ l l /DET 
C2= (X NO DE ( I I l --XtiODE 1 Ki<: l l /DET 
C3~ ( XtiOJit:: ( .. I.J l ··Xtllll:IE ( 1 I l l /Df'.T 
AAn2,li'.IFASC1IIfC1:tCl+FASCJ.ll*C2*C2tFASCKKl*C3*C3tFASCLLl*C1*C2*2•+ 

t ;! , :tF AS ( HM l :tC! l:C:.\+2, IF M> ( tiH l *C UC:ó l 
DD~EAS<lllt(~.~A1*Cl-C11iFASC.J.JI*I1.fA~:tC2-C21+FAS<I<Kl*<4,*A3:tC~* C3lt4.*FAS<LLl*IA1*C2+A2*Cll+4.:r.FASCMMit<n2tC3iA3*C21+ 

S 4,tFAS<NNI*CAl:tC~iA3tCllt4,*XI*<FASiiiltDltCltFAS<JJl:tD21C2 
* tFASCKKl*C3lC:3~~nS<I.Ll*<Il1*C2tB2tCll+FASCMMI*IB2tC3tBJtC~I * tFAS<N~IIS<BltCJiB3*Clll 
CC~2,*XlSXISCFAS<IIISB11B1+FnS<JJlfD2tB2+FAS<KKitB3li'.B3t2.tFAS<LL)t * D1*B2i~.SFAS(tiMI~B21U3t2.*EnS<NNliB1tB31~XI*<FnSCIIlt<4.* * .. Al*Bl-Bli+FnSCJJI*<~.*A~tD2~B2l+FnSiKKltC4.t(\JIB3-B31+ * 4,*FASCLLI*CA1*B2tA2SDll+4 •• FASCMHlfA2tD3tn3tll2lt4 •• FA~CNNl*IA1 

... . . · 



e 

e 

128 1 ú; 
* tD3tt.3~at>+Fns<Tilt<~-*Al~nt-nl>+FnscjJ>t<2.tn~tn2-n2>tFnscKKI * 1(2,*A3*A3-A3)t4.*FASCLLI~AltA2t4 •• FnSCMMI*A2*A3t4.*FASCHIII*A1 * :t.f¡3-CAL 011 

1 F u,r,. E!J. ü 1 GO TU 23 """\ 
YL1~1-BBtSORl"(DD*BD-4,*AA*CCil/C2,*AAI · .J 
YL2~C-BB-SORTCBDtDB-4.*AA*CCII/C2,*AAl 
IF CYLl.GT.YNODECIIl.AND.YLl.LT.YNODECKKI.OR, 

:t. YU.Ll.YNCIDECill.r.tiD.YLl.Cil.YI·IODECKU.OR. 
1 YL1.GT.YIIODECIII.AtiD.YL1.LT,YIIODECJJI,OR. * YL1.LT.YNODECIII.AND.YI.l.GT,YNODECJJll GO TO 21 

CiO TO 22 
. 21 YLIIICNI,YLl 

XLIIHNI~·XI 

GO lO 24 
22 YLIH<N>=YL2" 

XL.IIIINI'"'XI 
GO TO 24 

23 YLININI=-CC/BB 
XLIIICIII•'Xl 

24 CONlHIUE 
2~¡ CONTINUE 

Mt1t1~tl-1 

LLL"'N 
. DO 28 III=l,MMM 
t<KK~I 1 1+1 

. [lO 27 .iJJ•chl\1\, N 
PIT~XLINCIIII-XLINCJJJI 

TIF'=YLI 11 C Il I 1- YL Hl C .J.J.J 1 

.. ':: .. 
. ' 

.' ... 

IF CABSCPITI.GT.O.OOOOOOOOl,OR.ABSCTIPI.GT.O.OOOOOOOO~l GO TO 26 
LLL=LLL-1 
XLIIICJJJ1~100000. 

YLINCJJJ)=LLLilOOOOO. 
26 IF CXLINCIIII.LE.XLIIICJ.JJ)) GO TO 27 

S=XLINCIII> 
T"YLINC U:I 1 
XLINCIIII=XLINCJJ.JI 
YLINCIIII=YLIN<JJJI 
XLlli(J,JJI"S 

· YLINCJJJI••T 
2'7 COIHINUE 
2B COIIT l NUE 

WRI1EC6,lü01 CALCMl 
WRilE (6d0l.l C I,XL.Itl< Il ,YLINCI h 1"1 •LLL> 

2'1. CDfillNUE 
100 FORií,)l U//32X,'F'UNTOS EN LOS OUE U\ FUNCION DE CORRIENTE', 

1 //32Xo'ES CCINSTANTE PARA!',//45Xo'PHI ~',E18.12o * //33X•' PUNTO COORll-X COORD-Y'/1 
101. FlmrtnT. C34X, I:{, 1X,E18 •. 12o 1X.E·:tB.1.21 

[N]) 

••':,.' 

· .. · 

SUIIROUTINE NELJMAN CI,LL.,XNODEoYNODEoVELX,VELY•ANOR1, 
*********~'******************************************************** 
* * * ESTn.SUBRUTINA CALCULn EL VECTOR DE FLU.IO DEBIDO * 

.J 

··C--- ~ ·*.. -A· LAS ·CONDICIONES· VE-FRONTU<.~·· [lE ·NEUI1ANN .- - - · ... · - " ·· '· ·· * 
e 
e * . * 

***l:************************************************************** 
.. ;_ 

.-- ' ": ' . -~. . .. 
.·' 

···. .. . . . '.' 



. -

117 

< 129 e .. 

e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

·* r,dnr:::.~, Ftl > , · ·. 
tiiMEtiSIDI! i'IOliEC l~'i()) rXNODE<:~:·;o> rYNOI)EC :~~iO) rVELX< 1:')()) r'JELY< 150), * AtiOR1C30lrANOR2C501rFr!<3>•X<31rYC31rVXC31rVYC3) 
11 "I .. L 
DO 10 K•'l d 

· · J"-NOUE < I I > 

\ 

Y. ( 1\) ~XNOJ•E ( .1 1 
YCI<I=YNOD[(.J) 

· VXU~I"VFJX(lll 
VY<I\i~'JELY< II) 

JI"l I+1 
10 ·COtiTHIIJE 

(\1·11•.-•MIOI':l. ( I) 
f\N::~;f,NCif:::~ < J) 
DIS=SORT<<X<2>-X<111t*2·+<Y<21-Y(1)lt*2.1 
FNC1l=DIS/15.'/(.(Ai'll~<~.IVX<1lt2.tVX<2l-VX<3ll * tf\N21C4.*VY<llt2.*VY<2l-VY<3lll 
FN<2l=DIS/15.*<AN11(2.~VXC11+16,'/(.VX<21t2.*VXC3ll * +AH21(2.1VY<llt16.*VYC2lt2.*VY<31l) 
FNC3l=DIS/15.'/(.(AN1'i(.C-VX<11+2.*VX<2>+q.*VXC31) 

* tAH2*<-VY<11+2.*VY<21+4 •• VYC3l)l 
r(ETUF\N 

·r::ND 
-· 

BUPROUTitiE HOLIHE CHrAMACrBrXNCIUErYNODErtiEHN,PHI;Al.1rAL2,Al3rFIIIl 
**1.<i.<****:t·********i.<~'*******''"'******************·***:~***~'*"u~****J'·'r**.::·' * ~ * 
'/(. E~ll'(l SLJBI(l.JTHIA ct.! ... CULA LOS TEf(l1li'IOS NO Litll:M.ES :;: * DE L(1 ECl.h~C I Of·J · F'f.1f-\A Fl..l.J,J() COMr:·f~ES 1 BLE, . POí~ MEDIO * * DE LA APROXIMACION BE ELEMENTCIS FitiiTOS. S 

* t. 
*************************************'**************************** 

IHMENSION XNODE<2~i0) >YNOIIEC2~i0) rtlHIHC!50r 61 ,PHI (2501 •AL1C6), * AL2C6lrAL3C6lrFC6),G(6,6),FHI<6lrPLI<6lrX(3)rYC3l 
IIO 10 1"1'3 
K~,NENN<N, I) 
X<I>,XNODE<K> 
YCII~YNODE<Kl 

10 CotiTINUE 
IIO :~o Iclr6 
K~I~EriN(Nr I l 
PLI < I l ~F'H I (K 1 

20 eOIHHIUE 
DET=X<2>tYC3>-XC31*YC2l+X<3>*Y<1l-XC1lSYC3ltXClltY<2l-XC2liYC1) 
Bl••(Y(21-YC311/DET .. 
B2=CYC3l-YClll/DET 

. [13,-1'11-l!:! 
C1•,CXC31-XC2111DET 
C2=CX(ll-XC3ll/DET 

,C3=-C1-C2 . . . 
l2u4,*PLI(ii~Df*BÍt4,*PLI<21tB2*B2t4,*PLlC3l8B3*B3t8.1PLI(4) * SB1*B2+B.*PL1(5l*B2*B3t8.*Pl .. [(611BliD3 
S4m4,1PLIC11*C1*Clt4.~PLI12liC2:+:C2+4.1P~l(3liC3*C3té.IPLI<.> 

· ... 
'·· 

: .-; 

. : .' 



1 
1 
; 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 , 
; -1 
1 
1 
1 , 
' 
~ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

. 1 
1 



l3P * 1.~c J. tc::+a. :t.PL 1 < :.'i > :rc:•~:c:.He. ~<1"1 .. :r u,> te 1 .tCl 
S~.'i'·' 'l , :t.< PL I < l > tB U<C HF'L I < ;~ l :t B2ot.c·;~ 11 'L t < :1 1 * 1<3:tC :1+ f'Ll < 1 ) :te B l. :tC2 

lf. +K.~'~Cl )H'Ll (~i>*<ll:~YrC:\f·B:~*C2HI"I .. I. (ól*ll<ltC!.tl<:ltCl) i 
DO :1,0 !'el•<'> 
Sl.~,~·LI ( 1 i*l<l :n 4 ·*AL.J ( 1 )--l. >+PLI <:'')IIJ.<:•*< 4 ,:tAL:~< 1 )-·l,) * t F'L I < 3 )11. ILH ( 4 , :Ud .. 3 ( I ) -1 • ) H , :t.F'I. T ( 4 ) * ( 1< Uf1L :: ( 1 ) t 1.< ::*AL 1 ( 1 ) ) * tPLI<~'iPr.~.*<K::~rii.3<Il+I<3*AL:>.<I>> * +4.*PLIC(,):f<J:!l:UoL:l<OH<3JtALl(J)) 
S3,·VLI(1 I*Clt< ·1,*AL1< 1 i--L )·H'Ll<:''I*C:~t< 4, :tAI.:?c 1 1:...1,) * 4PL1(3)!,(C3!,((4,*AL3(1)-l,)t~.*PLI<4>t<C1tAL2<l)fC:>.:tAL1(!)) * ·IPLIC5):t.1.t(C:>.tAL3ClltC3*AL:'.(l)) 

*· t4.:tPLII61*1C1*AL3(li+C3*AL1(!)) 
U2=·:'s l,~n 1 +s~-~)¡~n3 
A2=1,-B*AMAClAMAC*I1.-02) 
FCil~CS1!,(Sl*S:!+S3*S3*S4+2.*S1*S3*S51/A:'.*AMAC*AHAC 

30 CCHII HIUE 
Al::l::t1c•[IET /2, 
DO 110 J "1 ,¡, 
[10 40 J'~1.6 

(; < I , J) ''O, O 
40 CONTINUE 

[10 :J() 1 '" 1 '3 
G C I, I) ,,M~EA/3!19 
Gllt3.It31=AREA:t8,/45, 

50 CUI-!T I HUE 
G<1•~>=-AREA/1RO, 
(i( l ,3),,[)( 1 ,;,>) 
G <:.~ d >' 'G < J.,:! l 
G(4,51=AREA*4,/45. 
G C 4, ó 1 "'G < 4, ::'i > 
G <~¡,t.> '"G C 4, ~)) 

.G(1,5)=-ARkA/45, 
GC2,ól "Cil l ,:;) 
Gl3t4 l '"Gl l ,:)1 
[10 ó() I"lr6 
[10 /,() ,)'' 1 '6 
lFll.EU •• I) GO TO óO 
GC..lrll:,GClrJI 

60 CONTlNUE 
1:.0 i'O 1"1 ,¿, 
FHl <I 1,0,0 

70 cmlTJ.tltii: 
L10 80 I .,,1, 6 
[l(l tlO .Jcc1 •6 

- ...... --- .n IJ ( J > "F H I < I >+ G ( 1 • .J) *F ( J) 
HO CUNllNUL-: 

RETUf~N 

END 
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Design lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finite Element Analysis 

V. H. MUCINO 

V. PAVELIC 

R. G. TASCHNER 

The Universtly ol Wtsconsin-Milwaukee. 
Milwaukee. Wtsc. 

The hnite element method is applied to conduct the stress anaiysts of the frictton brake olate 
used in the rear axle sys1em ot agricultura! tracto"rs. Externa\ loads on the plate are 
constdered to be applted to the spline and ftxed bour1dary condtttons at the lrtclton material 
area. ·The or•ginal oes•gn ot t11e fr•ctton plate ts ar.atyzed ano shown to ha ve an u neven 
distributton o! load on tne teeth al the spline. caust:1Q higr1 s1resses al some crit•cal areas of 
the plate. Oestgn changes are made on the analys•s mode!. hav!ng as a ortmary mterest the 
reduct•on of peak stresses toan acceptable levcl. wtthout severe mod.,hcattons to tne or1g1nal 
des1gn. W1tn a m1n1mum o! computer man,pulat1ons. the hnite element model used y1elded 
the best conflgurahon o! the brake plate lor the g1ven loads. 
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Design lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finite Element Analysis 

V. H. MUCINO V. PAVELIC · R. G. TASCHNER 

N0!1EHCLA1'UHE 

Ar ~ flank aren of thc tccth 
dri = radial· di:::.placcmcnt at thc tip of 

thc tooth (i) 

dti taneential dioJ!laccment at the tip 
of thc tooth (i) 
load distribution factor 
normal fo1,cc acting on thc flank of 
thc tccth 

Fr = radial force actine on thc flank of 
thc tccth 

Ft ·= tan~cnt inl componcnt of thc normal 

force (l•'n) 
m = slopc of lo:J.ding linc in Qoodman 

diaeram 
Pe cquivalcnt prc:::;:mrc on thc flank of 

thc tccth 
r stress ratio of altcrnat!ng :::.trc:::;s 

(s01 ) to mean otrcoo (omil 
sal altcrn:lting :::;trc:;:::; :-tt tooth (1) 
Smi mean :::;trc:::;n at tooth (1) 

5max, 1 
svmi 

sl.s2,s3 
Ti 

T1n 
Tpl 

maximum strc:::;:::; at tooth (1) 
Van Mi3cs crltcrion of fnilur·c 
principJl :::;trcooes 

torc¡uc carricd by tooth (1) 
input torquc in thc :::;plinc sh;1ft 

= torquc carried by ene friction 

platc 
prc::::;ure anglc of thc spline tccth 

INTRODUCTION 

Thc systcm considcrcd in thi::> ::m.1ly:Ji::i 1:::; 

a multiple di::;tc brolce, which is uzcd in a typi

cal rcar Jxlc of <ln Je;riculturo.l tractor. Thc 

main objcctivc of thc nn~llysis 1:::; thc dcsign 

·improvcmcnt of thc bralw sy::>tcm Vlhich dcpcnds 

upon thc performance of thc friction platcs. 

Thcsc friction plat0s are subjcct to fluctuating 

loads .thot m<.1y cau::>c fatigue failurc of the 'JYS

tem. Thcrcforc, thc ::maly:.Ji::> 1:::; carricd out 

having as primory intcrcst the rcduction of pcJk 

1 

stresses occurring at thc critica! arca of the 

friction plutc. 
In purr;uing thc·objcctivc it is de:irnblc 

to keep thc ovcrall modification:::; to a minimtun. 

Thi::; papcr dcmonctr:::Itc::; thc applic:::Ition 

of thc finitc clcmcnt mcthod :::IS an efficicnt 
tool to idcntify critic~lly ::;trec::;cd arc:1: of 

a typical friction platc, and alzo a'J a tool to 

qualitativcly cvalunte thc dc;.;ign modification::;. 

propo::;cd in arder to reduce thc critica! ~trc::>::;-

C'J • 

Fig. 1 shows thc main component::; of tht~ 

rcor oxlc o:~cmbly t-thich con;ji::;t::; of a dif.!'ct·

cntial gcnr t1·nln {A), a clutch ~y:;tcm (D), n 

dual brnkc cy:;tcm ( C.:&C 1 ) nnd the plnnct:1ry ~~~.~ar 

train ::;y~tcm::; (D&D'). rrhc vnriou::; componcnt:; 

in thc n:.:::cmbly of cnch brnkc :.;yotcm, are :~ho~m 

scparntcly in Fie. 2. 
Thc operntion of a multiplc disk hrakc 

sy::;tcm may be dc::;cribed briefly as follm::.;: 

thc friction platc:.; rotate along with thc :;hnft 

to which thcy nrc nttachcd throuc;h thc ::;plinc, 

and the stccl plntcs nrc :::Ittnchcd to thc hou::;

ing in such a '.>my tha.t rotation i~ prcvcntcd. 

tutial di::>placcmcnt is alloHcd for both thc frlc

tion pl::1tc::; Jnd ::;teel ·pla.tc~ ·. \'lhcn hydraulic 
prcssurc in applied to thc brnke cylinder, thc 

brakc pi::;ton movcs axially and pres:es thc fric
tion platcs ag:Jin:.;t the ::;tcel plates, the :1cting 
torquc in tbe :::;ho.ft is transmitted to the fl'ic
tion platcs through thc s¡1linc, and thcn trans
mittcd to thc stccl platc:.; through thc friction 

material on thc friction plates. the absorbed 
bralcing torque from the stcel plates 1::; fin:1lly 

transmittcd to thc housing Hhich is ilttnchcd to 
the fr::unc of the tr:-~ctor. Thc heot gcncratcd 

during thc·brnkc applicotion is absorbed by 
coolnnt fluid which circulntes on either ;;idc 

or thc friction plate through thc hales provided 

on tha plate. 

Thc braking loads impo::;cd on thc friction 

pl:1tcs, indu~.:c llir;h stress concentration at thc 
root of thc tccth in thc spline, _which are i:.ub .. 
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Fig. 1 Schcrn;:¡f.;!c vi eH of a troctor rcar axlc ar;::;cmbly 

Jcct to a :.trc~r. variation rangin~ fr•om zcro 
valuc (·idlc modc) to sorne maxirntun va~uc (brakc 

. application) • 
Fig. 3 shov1s cchcmaticnlly torr¡uc:; applicd 

to thc l'ri ction platc, thc ~cometr·y or thc 
spline, nnd thc locntion of thc coolont· circu
lation holc:..:. 

LOADI!IG CO!I3IDEHA'l'IOH~ 

DUc to thc rcpctitivc natura of thc loads, 
thcsc can be cxprc::;::;cd by mean::; of a ot;1tic 
(mcnn) cornponcnt, and a dynamic (altcl'nating) 
cornponcnt, for thc purpo:::.c of analy::;is. Thcsc 
load::; ore distributcd omone; thc tccth on thc 

· friction plate, in zuch J Hay th::~t thc ratio of 
altcrnatinc ctrc~s to stcady ~trc~s at any loca
tion of thc platc is ahray~ constant. Thi:. in 
due to thc fact that thc luad varics from zero 

to sorne maximtun valuc in c~ch bralcc application. 

Howcvcr. thc lo~d that a particul::tr tooth cor
ries in not ncccssarily cqual to the load car
ried by a diffcrcnt tooth in thc spline. 

Fig. 4 shows qual!totivcly thc vnriation 
of strcsscs with rcspcct to time, at thrce ax·
bitrary locations of thc friction pl~tc, Also 
plottcd in the some Fig. 4 is the variJtion of 
thc load w!th rcspcct to time. It can be :lp
prcciatcd th:1t thc maximtun strc:.scs nt any of 
the locations sho\m are rcachcd whcri thc applied 

load is m::txinnun, this !s, thc strc:.s pcaks aro 
in phasc with thc load pcaks. 

2 

Using thc not:'ll;ion of Juvin:J.ll (]J ,1 t!".•J 

stress ratio con Lf~ CXJlrcs:cd as folloH:.;: 

Sa i 
r"Siui· {l) 

-.rhcrc Sai 1~ thc altcrn:1ting :;tres::; Cll!nponc:--:~ 

Smi is thc mean ::;t!'c::;:; r:otnponcnt and for th~ 
pnrticular ca:.;c ln ~:hieh thc loocJ varlc:; i'l·c~ 

zcro to :1 rnoxirntun v:1luc thcn r = 1; oz· 

S a i = Srni ( 2) 

Fig. 5 ::;how::; thc Goodm::m diagrnm nnd thc lo~din~ 
linc for thc tccth in- thc ::;plinc of thc 1'ric::.!.cn 
platc. Thc slopc of thc :.oading linc !:.; :;uc:: 

thot: 

Sma>e,i =Sud + Sai (3) 

by substituting thc cquality (2) in cquation (j) 
it rcsults 

Smax, 1 = 2Smi 

th.crcforc. thc slopc of thc lo::~ding time in t::<::" 

Goodmnn'diogram is 

m • 2 

Undcrlincd numbcrs in parL'nthc::;c::; 
dcsignatc Hcfcrcnccs at cnd of papcr. 
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/ HYORAUUC IN LE T 

BRAKE. PISTON 

BRAKE· HOUSING 

,--SHAFT 

FRICTION PLATE 

--STEEL PLATE 

. ·- CYLINOER SUPPORT 

Fig. 2 Brnkc n:;:.;cmbly :::;y:stcm 

D:J::;cd on thcJ~c~ ctra:;~ I'Clnt1c)n::;hips an<l !'or thc 

pnrtic:Ul:ll' cn:.;c trcatcrl in thi;; anal:¡~!;;, thc~ 

fulloHine cc:m:;idcrdtion::; co.n u(~ m::1dc in ord•!r 
to formulottJ thc ftni.tc elcmcnt rnodcl. 

1 Prum f:ltl¡:;uc thcol';¡ r¡;; tr·1!:1ted l;y ~or::; (~,), 

thc Jltern:1tlrq:. ::;tre:;:.: ·~Ol:!puner~t; t:l~:;t be ¡¡:; 

cmall ;:~:..; po::;:;ihle in {JJ.'dt•r· to improv~ thc 

fatif..;u~ lifc of' thc· p:1t•t. 

2 OUc tu thc n:1tUI'C uf thc lu:1dc, nnd by in-

FRICT.ION MATERIAL \_ REACTING TORQUE 

-Fig. ) Torques appl!cd Jnd- gcomctry o!' thc !'ric
tion platc 
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1 
STAESS TOOTH 

-STRESS TOOTH 

TOOTH k 

T 1M E 

Fig. 4 Voriotion of load ond ::;trcs::;c~ Jt thrce 
arbltPory locationc of thc 1'rict!0n plato 

spcction of cquation;; (2) an<l (3), thc r~
duction of tlw moximwn peak ctrc::;:.; o.t ony 

locntiun of thc f!art Hlll rc:::ult ln o rc
duction uf t.; he dyn:-~rrtiiJ curn¡Jünc~nt tJL' :;trc::;::. 

3 Sinco bcth tho otccl plateo and l'l'ictlon 
¡:.lntc::. :-~re ::~lloHcd to d!:.;pl::~cc in th(~ a.xlol 
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Fie. 5 Qood.man di:Jgro.m ::~nd .loadint; J.inc for th~o' 

friction pl::~tc 
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dircction thc load on thc friction plnte 
can be con~idercd to be nctine only in thc 
plano of thc pl:Jtc and 1 t ha::; no c?m¡¡oncnt 
in the axial dir·cction. 

1~ The tot3l lo:td acting on thc friction plntc 
can b<: brolcen dovm into tnnecntlol and 
radial force:: actlne on thc tccth o!' thc 
f:plinc, ::mch th;Jt thQ zwmnntion o!' thr.! rc
:mltlng tangcntl:ll force:; at thc pitch 
circlc, mul t.Lpli0.d by thu r.:ot·re:;pondln¡~ 

pitch r~dlu~ i~ cqulvalcnt tu tllc t.orquc 
providcd by th0. ·~haft. 

5 Thc load:. applicd to thc tr.!cth of thc plato 
are rcactcd by thc fr•iction mntct•lal, Hhich 
trunr.mit::; thc brakine torquc to the :,jtccl 
plato:.. 

6 A otatic analy::>i:. alonc can be pcl'formcd on 
thc friction plato, to cotimatc thc ::;tres:. 
distribution on thc plo.tc. 

FOR!1ULATIOH OF TIIE PRODLEl1 

Fig. 6 .shows schcmatic::üly thc. appllcation 

of thc loo.d on thc friction plo.tc, at thc loco.

t~on of tHo adjaccnt tccth, aml tbc boundary 
conditions ílt thc friction m~tcrial arca ot' thc 
plato. In arder to avoid local cffccto duc to 
conccntratcd point loads, it is convcnicnt to 
rcprc5cnt thc applied rarees at thc tccth as 
uniform prcssurcs a long thc flanl{ of ca eh tooth. 
Thc.rcsultant force at thc pitch circle must 
hold for thc considcr::1tion ao discusscd earlior 
in item 4. 

The totíll inpllt torque for co.ch Hhccl is 
carricd by t\.10 pl:.ltc:::;, such th:J.t co.ch pl:J.tc car
rics onc-ho.lf of thc input torquc. 

For the numcri0al portian of this study 

4 

Pie. 7 Computar plot of thc vrir;inal do::i¡_~n 

8-hol~:::; friction plato ccomctry 

and tcct data avallaLlc for thc Jlarticul.u!' (:1:0, 
thc torquc cnrricd Ly ca.ch platc vras d•;t 1.'r'!rd.::1~d 

to be as follolrs: 

T p·: 
1 
2 

Ti 11 

'l'hen 

} {32400) ~ lf,?on lb-in 

a:;sti.minc cqu:ll load pcr to()th, thc to.rque in the 
plato 1~ tl.i~tributed cquo..lly o..mol"lG the 13 teoth. 
Thc torquc cnrricd by·cnch tuoth i~ thcn: 

1 
13 TP' 

(51 

thon 

T1 : 3 (16100) • 1150 lb-in [ 141 N-m] 

Thc cquiv~lcnt t,mc;cnti~l force at cnch tooth 
actine at ihe pitch circlc is obtaincd by di
viding thc torq"\-1-C by the .radius of thc pitch 
ci.rclc, this is: 

2 N'Umbcrs in brackcts indicnte thc SI 
equivnlcncc. 
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Fig. 8 Di~placcmcnts a.t thc tip of cnch .tooth 
for thc oric;ino.l 8-holoz !'riction platc model 

(6) 

whcrc rp r. 1,3 in. Thcn 

[4276 11] 

Thc cqu!valcnt normal forCe at thc i'l:J.nJ-:: of thC 

tooth 1:::. OlJt~incd <l:J foJ.lVvi:J: 

F • .... l ... F 
ni cor,> ti 

whcrc t/l i~ thc pt·ccnurc o.nc;lc of thc G¡llinc 
gcomccry. For thc prc:::.~.:nt co.~c ~"" 2J dc·g. 

Thc normo.1 force i~ thcn: 

F • .. L (960) ~ 1060 lb [4722 Nl ni e os 25" 

').lhc cquivo.lcnt prcnsurc ut thc flank of thc 

tccth is obto.incd by dividine thc nonno.1 force 
by thc arca o r thc flank: 

whcre Ar is thc 
fot• the pr·csent 

Po • 1060 
'.'04106 

oreo. of thc f1ank 
cace Ar = O ,011106 

• 25BOO psi 

(8) 

uf the tuoth 
in. 2 tl1cn: 

( 17B M ra l 

The loo.d as unifot~ prcsnurc on eo.Ch tooth 
1s cstirnatcd to be 2)800 psi [1'{8 11 Pa] acting 
on tlw ovcro.ll flo.nk of ca eh tooth. 

rr.'oblc 1 Cplinc 'l'ceth L0;Jd Factor~; 'l'8lilr] 

Too~~ ~~~~~.~~:,1,t 1 n.~r~• t'~"""t.,q t<omlr¡dl Pt•<tflt4,q lo<~ d 
!-'<JI~ ~o "''''-~"'~1' ~·Jrn~"'' l''l<. \.or !ivrr.cu ¿,;, ;..,·,~ 

'l .. "· 
1 0.1200 8.)~~~ 7. 2o54 7."'0;25 ·0 ... 2 ~') 0.')44.8 

.2 0.1054 9.<6'/1. 8.275) 7.•~23 0.582') ! .(/l'.iO 

3 '0.1200 B.l~ll 7. 2G84 7.0CJ2~ -o.<n'J 0.'141,8 

4 0.1126 8.850~ 7.74"1 l r.CJ 2$ o.os-~7 1. oo,,') .. . . 
5 ·0.1088 9.1911 8.01GG 7.~~2-~ o. 32-lZ !.042\ .. - . .. -·· 
6 :O.IZ19 82031 7.1511 7.(o.q2.~.-0.537Z. O.'l!~Ol .. 
7 1 O.!OG4 9.3934 8.1914 7.(o.02. ~ l o. 50?0 ! .0"5~ 

8 'o. 1166 85763 7.4B04 7.¡-,'12.~:-0.'2.!1') 0.912.'1 .. 
9 :0.1167 8.%S~ 7.4739 7,q z; -0.21 e4 o 97ló . ~ 

lO o .10"" '3.4>50 8.1.207 7.(.C)25: a.sze~ 1 . O<:.f;6 

11 0.1220 ' 81%7 7.14~~ 7GgZ3'·0.5450 0.92~4 
: 

12 ! 0.10~1 9.1659' 7')~4 7 7.00"'· 0:5on LO~')!> 

' ; 
13 i 0.1125. 8.B~W 7:/S~O 7•~25 o.o.oJ 1.0079 

roto.\ ! - 114.o<% ¡oo.oou ¡oo.ooo· -- -

'l'IIE JIIIII'!'E ELE!·lEII'l' f.IOD\·:L 

Duc to thc typc oi' ecoo::~.ctry ;:md L.o:Jdlw:~, 

pl3nc :.;trr.o:.;:.: olcmcnt:.; HCi'e c<.on::;idcrcd _:tdc .. !U~ttc 

for thi:.; an~ly:.;i:.;. l•'lut pl::~te por·obolic r!l•:

mcnt::1 (8 w . .~de:.: pcr r~lcwcnt) \·lt:i'f! ch0:.:r.m tl1 

modcl t~r.o r~cumctr·y vf thr~ fr'il:tion pl:1t•!. 
In oL·dcr· to ele fine thc flni te el1.n::cnt 

mc::;h of thc :~tl'UC:t\U'C 01' thc frlct!on )'Lll;c, 

no de J.nd clcment ¡;;cnct•utlun ¡¡::~ttcrn:.; H<!l''~ u::;cd. 

Thc proccdm•c 1:.; :1::; fvlloH:.:: only onc tw•Jtll i::; 

brol'=cn dmm into finltc clcmcnt::;, thc l(;c:ltlon 
of nodc:.; 1:.; dcfincd Hith rc::;pcct· to ;¡ cylindri

ca1 coordln~tc :.;y:.;tc~n ~,-;bich. oriein 'i:.; ::~t tlvJ 

ccntcr of thc p1.'1tc. •rhc clemcnt connectivi t:; 
is a1::;o dcfinr)d for thi::. tuoth, thcn, nodc c;cn• 

cration i::; pcr•formcd to define thc nodc loca
tions of thc rcmaininc 12 tccth. In thc :;3lllc 
manncr, clcmcnt cr.ncr::~tion i:.; pcrfc.ll1ncd fo¡· the 
rcrnaininc; 12 tccth. Thc ccncration 1::. done bJ' 

incrcmcntin¡:, thc no de m.unbcr~ by 100, at cvcry 
27 .69 de¿: t¡.¡clvc time::; ::tround thc ccntcr or the 
p1ntc. f\ ::;imilnr ::~pproJch is u~cd to define th:! 
me::;h for thc outcr po.rt oí' thc plo.tc cncomp:1::;si:::; 
the c::ooli\nt ci~·Cül_o.tion holcs; in thi:> ca:.c one 
sectoi' i::; t.lc1'incd :1ml neven r.cctorr; :1.re ;,:cn
ero.tcd o.round thc ccntcr of thc platc. Final!~·, 

quo.dri1o.tcr;11 ::md tr1nne;u1o.r clcmcnt::; ~u·c uscd 
in ordcr to conncct thc tHo scts of ::.cctot·:. 
togcthcr. Thio io sho1m in Fig. 7. 

Thc finitc clcmcnt procr::un u:.cd, dcvelor"~1 

by stl'Uctura1 Dyn:u11ics Hcccarch corporation (¿_) 
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'l'hc Fi~, 9 · Strcz:c::; ot thc root of ca eh tc1oth. 

van I.Jl:Jc~; fnilur·c cri te rolan and thr~ principal 
ntr·ocnc:; ::: 1 nnd ~J 2 , crJr'l'Q:..:!Jt'.md t;o t.:lw urir~in~ll 

dc~ign. 'l'hc C(Jn:;to.nt linc l'or· ~1 c.:orrccpond::; 
to the propo:;c<.l ncH dc::;i1_71 

i:l b:-t~cd on o Hnvc frcmt :!l(~VL'ltlun :;olvcr•, 
ther•e!'ur•u, nuJe rn.unbcd.n¡_·; dor~::; ttot :tl'fcr:t th(! 

:.ü~c of the H:w·~ .l'ront, Hld.eh. 1:.; ln í'unetiun o!' 

thc orc...lcr• in Hhleh thc clcwcnt:.: o ce dcf lhcrJ. 

(A rnor·c dctnllcd dc::;eripti<.m of the vravc front 
olear! tlun solver c:1n be l'uunrJ in He1'crcncc (~!J 

by !flc.:oio.:l el,; :.tl.) l['-JHCVC!' 1 thc O!'df.'J.' in Hhich 
it i~ <.!onvcnieut to ¿:cncJ.•:-ttc thc elcmcnt::;, 1:; 
not nccc:~::tt'lly thc mo:..:t c1'1'icicnt 1'or t:hc Hove 

fz•ont r;i:..:c; thcrel'ore, :-t H:wc f1·ont O}Jtiml<;cr• 

· prcprocc:.;:;or u:-~:; npplic<.l ort.cr thc mc:..:h c;cncr:l
tion H:J.:..: accompll:;hcU, in ordet• to r·ent'J.'an¡.:;c thc 
clcmcnt Jcfinitlon. 

'!'he rc:;ultinc uovc !'ront Ha!i con~ltlcrnbly 

rcducc<l and thc computcr cu::;t::; of thl:..: nn;_-¡ly:..:i:..: 

wcrc íll.:..:o rcduccu. 

TIIE FINITE ELE!·li':H'r COHPU'!~H HlJNS 

Inspcction of thc solution yicldcd by thc 
finitc clcmcnt mcthoLI npplicntion :..:houcd thnt 

thc lal'Ge::;t di::;Iüaccmcnt 1'ot' c:-tch tt.1oth oceurs 
o.t thc tip. Por thc co.::;c Hhcrc thc load ü> 

considcrcd cqu:llly di:.;trilmtcd ::unon1.~ thc tccth, 
thcsc di::;plnccmcnt:; shot·rcd to be diffcrent from 

onc tooth to anuthcr. 'l'hcn, thü rcl:1tivc dit'
fci•cnccs of di6placcment::; rtrc indicativc of tlw 

p::tl'tlcular flcxibility of cach tooth. Pie;. 8 
shows et':lphic:.t1ly thc vnr.i:'ltion oC t~neentin1 

disp1acements nt thc· tip for :111 thi!·tecn tccth 
(doohcd linc), 

6 

Pie. 10 comvutcr p1ot oi' thc propozcd 15-hu1c:; 
frlcticm pl~tc 

Dttc to thc V:li'.i:Jtlon in f1cxib1J.i t:; fr,r 
cnch tooth, thc lo~1c.l crtrrír:d b;¡ thc mv:.:1; f.l.r:;d

lilc tooth !:m:;t be 1(~:.::; th:m tha.t for thrJ :;tJ.l'fr~::·~ 

touth. Dr..'!co.u:r~ o!' th:Lrj, :.1 redi:.:tributí:Jll ul' the 

load mu:;t be con:.;ltlr~rc<l, :;ueh thot thr.: J,,:Hl r{,r 

o. P'~l'ticul:-~r tuuth 1:.: 1nVcl·:;c1y proportir,¡¡;lJ. te 

thc tanecntio.l di:;pl:lccJacnt :1t cvcl''J to{;t;ll. 

D.1:..:cd ·cm thr~ I'l:l~lt.!'JC dlffcrcncc:.; or t.1n

ecnt1::1l di:.;¡Jl~cr~ment:;, 1rmd f:.H.:tor:; vrcrc dc
ve1oped, in ordcr to rcdlr.;trllmtc thc lo:-~d vn 
thc tccth. 

'l'hc GiJ?llflcnncc of tho 1oa9 factor:¡ 1::; 
th:Jt thcy indlc:,tc thc ~aount of load in !irJr

ccntnc;c carricd by cor,::h !ndj-:;iduo.l touth. 

'l'nU1u 1 GUJ1Unnrizc::; the calcuL:ttion::; madc 

in ordct· to obtnin thc load f::1ctor vn1uc.:..: 1'ur 
en eh tooth. 

'l'hc cquiv:11cnt prcssurcs applicd tu thc 
tccth as obtoincd by cquation (8) are thcn modi~ 
ficd as folloHs: 

(9) 

!.e., ri 1:;; thc lond f~ctor for thc ith tooth. 
A computcr rtut Hos pcrformcd cons!clering 

thc lo.:~d foctor~, and thc l'f'~'..l"!.tinc di:::;pl~co

mcnt:::;. nz•e :::;hoHn in lo'~/S. 8 (::;olid linc) ful' :tll·. 
13 tccth. 'l'hc :;trcss solution obtoincd 1'1·0i:t 

this run shot-rcd that thc rn.:tximtun strc~s for c:~ch 

tooth ucctU'3 at thc bnsc uf tht.:> root. 

Fic. 9 shOHS thc moc;nitudc or thc llt:1Ximum 

,. 
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¡, 
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VON MISES EQ. STRESS 
IP Si) 

CON TOUR 
No. LEVEL 

1 o 
2 4200 
3 8400 
4 12600 
5 16800 
6 21000 
7 25200 
8 29400 
9 33600 

10 37800 

Fig. ll Streos contour plot for the toeth of tho 13-holeo frict1.on plate 

principal streoo (solid line) for all 13 tccth, 
and a lso in thc nnme e;raph, thc Van Hi:;co cri .. 
terion or fa1lurc is plottcd (dashcú lino). 

Thc Van Hines critcrion of' failurc as 
trcatcd by Juvinall (1:) io givcn by thc followine 
exprcssion: 

wherc' sl' 32, s3 are thc principal strcsseo at 
thc point of considcration. 

For thc p~rticul.:1r C<lSC trcntcd in this 
analysis .• S3 ~ O and cquation (lO) reduces to 

(ll) 

It can be obscrvcd in Fig. 9 thnt thc 
sccond princip:ll ::;tres::; s2 obtaincd :1t thc root 
of tho tccth is very omJll. In the limit, as 

thc mc::;h 1::; refinad 32 v1ill npp-roach zcro. 
From thc rc::;ult~ of thc init1:11 cumputcr 

runs, it \·1.:15 concludcd tho.t thcrc cxi:;t~ :1. :ie
nific~mt influcncc of thc rel::ttivc po:,;itlons. of 
thc coolant clrculation hale::; Hith rc:..;!JCCt to 
cach tooth on thc spline, ::wmc of Hhich Hill be 
more susceptible to foil duc to fo.tigllc. 

A NEW DES IGN HODEL 

On thc baoi" of thio otudy, and <iith thc 
purposc of rcdistributinc thc loadG.and ~trcGscs 
more cvcnly, a ncw dcsign havinc 13 holcs cquo.l
ly spnccd .uas sueecstcd. Thc ccomctry of thc 
modcl proposcd is shuwn in FiG. 10. 

Thc rnain objcctivc of this chnngc as 
describcd prcviously is to obt:lin a unifonn 
stiffness for nll thc tceth such thnt cach. tooth 
carr•ics thc sorne load. 

Onc addi tion:1l computcr I'Un w:1s pcr1'pnncd 
considcrinc ng:1in·cqu61 loaJ.ing pcr touth, :.1nd 

7 

' ¡ 

!. 
' 
" 



Symmetry 
limlts 

.. --- -' ' ' ( 1 ' 1 ' 1 \ ¡\ .... -- .... , 1 ~ 

/ ' 1 1 1 1 

1 \ 1 1 1 1 
' 1 ' 1 1 1 

' 1 1 ' 1 1 V 
1 1 ' ' / 

1 -r-1 1 
... __ ... --,---· \ 1 

' ' 1· 1 
i 1 1 

1 
',_-' / -¡- l. coup\ed 

1 dlsplacements .. ! 
1 ' 1 1 • 1 1 

\ 
11.40 

1 1140. 
1 1 

1 

! 
1 1 . 

~_¡ 
1 -.J 

1 ' .... , /" 1 1 1 1 ' 

1 ;71 1108" 

' 1 ' 
1 ' 1 ' 1 1 \..-1' ·--·~----~.;. ____ [ ___ -1 • ·---·---. 1 \., _, -···· ·-··--·-----··t .. _ 

CLOSE DISTAN T OFFSET 
.!!. 12 S.. 

F'ic;. 12 Atlditiono.l modcl::: of onc :;cctor u:-:ccJ to determine thc mo::t odcquntc po::ition of thc holr.~ 
Hi th rc:;pcct to thc tccth 

thc roou1tin8 otrecc diotribution (Pi8, 11) 
shoH3 :1 con:::i::;tcnt p.:1tt(.!l'l1 of' ::;trc:.;:.:c:; Hhtch 

in(licatc:; ::m cvcn 'li~~tribut!on oi' thc lo.'ld un 
thc tccth. 

'!'he n.:1ximwn :::tt·c:.;::; leve! l'oz• tite ncu de
sien· plCJt:.; :-~n tlv.: :..:tr~ir;ht llnc .!n thc l(.r'.:l}Jh 

shown in l•'lg. 9. A e it co.n be ob:.;crvcd, thc 
peak :::trc:.;:;cs obta.incd with thc ori¡~nal dc:.;ign 
c~n be rcc.luccd by h~Vinc; thc :::nmc munbcr of 
coCJlant holct~ th:1u tecth on thc plntc. 

Finally, thrcc addl tiori:ll model:.; Vler·c con
sidcrcd in the ~n~ly:.;i:.; tu determine the mu~t 
adqquo.te po:.;ition fot· the hale:.; Hith rc::;pcr.:t to 
thc tceth. The::;c model::;; wcrc madc f'-H' only onc 
sector cncompa:..;~ing onc tooth o.nd une holc. In 
arder to rnnkc tfw onc ::;cctor rnodcl l'Cprczcnt to 
complctu :;tructur•c of thc plo.tc, propcr boundnry 
condition::; ucrc impo:.;cd by cCJuplin¿: the di:.;
pltlccmcnts oí' thc no de e in the syttUTI.ctry limi ts 
as sho\m in Pie. 12. 

Vcry good corr~.ü:1tion was found bcbiCcn 
strcsscs obtalneU Hith thc complete modcl and 
the strc:;;scs obtaincd Hith thc :.;impliflcd onc 
sector modcl, (uithin a 1 pcrccnt of diffcr
encc) • 

Tablc 2 stmunari::cs thc rcsults ob~:lincd 
in thc variou::; computci'. run~, .:nú.i prov !des :l 
rcfcrcncc for thc m~'xinn.un strcs::;cs :md looa

tion:.; for co.ch ca::;c tt·co.tcd. 

8 

'l'o.blc 2 Surrun::1r;¡ o.!' Hc:;ult:.; Ohtaincd fr~m! thr~ 

!<~lnitc Elcw.mt Hcthorl C•jm¡Jut;cr ::tun:: 

RUN No 

1 

2. 

3 

4 

S 

6 

MOOEL L_()(\tl MA'>(IHUH'irH'S'.i Mil<l\KUM ·.:.tKl'.', 
DiJ!KHNT!OrllO(AJ!Otl p·,,[t\!'•1 lOUdlút~ f:..• \t'lf\1l 

_ :,,.._"''·t'JXiO\~n.lJ s.=·s~''JO u-.u 1 
8·HOL[S Equull<>ul s, .. '".ll [-usJ s.~-?00o l"--'"1 

p<zr t:.oot\1 ~~ ... AI!.m ("JHSJ s~~-'l.lrno \t.-"~'·''iJ 
. ·--·~·- .•. .• .. .• • .~oot o\ loolr. t\•'2 .'-'oot o{ !ool~ !lo b 

DtstribukdSt~4SSOO (~tY!Zl 5,-:.szoo {z.-t'l-10] 
S·HOLES Loa.d b~ s1,_ 1{.00 [ ti.O 1 e; l •. Y'i.)O [ "L{,-'-\0] 

toad fa.ckx' S.~""~oo l~1'\:n1 s~ .. ·.3.13Uü\t'ilttJ 

... .. _ ..... -- . ,Rool ol loolYI~ 8 _~cd t'Í lcnlh Ko 11 
- · Sr .. ~b500l2.Sl"4 

r~rHOL[S E~ual load s":w,,¡.~..,¡ ,""'''· 
p<r roolh :.:.,; ~9100[1""1 

........ -----·-~·-- __ Rootofo.\lt~k.dh 
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CO!ICLUSIO!IS 

From thc rc::;ul ts in thi s o.no.lysis, thc 

following conclusiun~ co.n be dr:nm: 

!· 

r 
\ ,. 



1 The distribut!on of strc~oes on various 
tccth in thc orleinal dc~!gn 1::; W1cvcn 
duc to thc uniquc po::;ition 0f cach toCJth 
t,tith rczpcct to thc cool::mt circulation 

hales. 
2 A uni!'orm distribution of ctrcs::;e::; among 

the tccth can be obtained b;¡ having thc 
same numbcr of hales and tceth, 

3 The maxim\UTI ::.trecscs for thc ncvt 13-holes 
dcsign are 22 pcrcent lovrcr than the 
stresses obtaincd vrith thc 8-holcs modcl, 
for thc samc loading condition. 

4 Thc mozt adc(tuntcd po:::;!tion of thc holes 
. with rcspcct to thc tccth is abovc thc · 
thick section of cach tooth as shovm in 
Fig, 12(b), 

Thc .nevr dcsie;n produccd by this analy:.:is 
did not rcquire any rnodificntion to any o!' thc 
componcnt::> of thc asscrnbly, and the r•eduction 
of the peak strcncc:::; rcsul tcd in an improvcrnc·nt 
of the lifc cxpcctoncy of thc l'L'iction platc. 

Laboratory tests havc shovm · an.-improvr!mcnt 
of 100 pcrccnt in thc fatigue llfc of thc ncw 
fr·ictlon plo.tc, as compo.rcd to thc origln?-1 
dcsien. 

This rcprc::.cnt::; a significo.nt improv?mcnt 
in thc performance of thc brakc ::;y::;tcm in thc 
rcar axlc::; W1dcr dyn::unic loadine; conditions. 

Thcrc cxists :::;cvcro.l othcr pal't::i in thc 
tractor systcm, which hJ.VC similar charactcr
!Gtics to thc po.rt o.nalyzcd hcrcin, and it is 

visunlizcd tho.t thc prcccnt o.nnlysis mcthod 
providcs thc fundamental ba::;c 1'or sorne of thc 
mo~t irnportant aspcct[; to pcrform a finito ele .. 
ment analysis. 
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An Exact Condensation Procedure 
for Chain-Like Structures Using a 
Finite Element-Transfer Matrix 
Approach 
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The m a in olúective of this .muly is 10 dt•.Krlhe a new scheme lo carry out the sratic or 
l~l'fiUIIIÍc Ulltl/ysis uf e/ostic .~yslems u.\"in~ u comhined Finite 1:'/emenl- Tramjá 
Mmrix i1[lfJfOtiC'h. nw fJWfHJWd schcme uj/ás the arlvunfllgl' rd alllomutic 11/Ulrix 
.ü:;:e rnl11cthm wi/Jwut lwvin~: tu /m neo te dt'.!:f('t'S of}leedum, uml presnuing !he 
strain ami kinetic energy tllrouglumt the cottdensution. Although limitnl to clwin
/iJ.:(•I'/astic .\Y,\'It'ms, llw t/tetluul i.\· J.!t'IWrufi::l·d to nrm-re¡n•titil1e conjigllrutions with 
.mhslriiC'/11(('.\' huvÍI/1!, intermedia/e tJ<:IiV<'-d('}.!fi'C'S offrecdom. 

lnlrudm·lion 

Thc analysis of larg.c ami t.:ompk.x ~y~tem~ oftcn n:quircs a 
dis~.:rctization .'>O rdincd that the rcsulting qitTnc.\S anJ ma~~ 
matril:cs becomc too lar~c fur thc t.:oinputcr to handk. To 
ovcn .. ·omc this tlifficulty, .wn.:ral "¡cdul.:tiontc~.:ltniquc~" han~ 
bcen propo~.cd, having as ¡l!imary objcctivc the sitc fl'dUI.."tion 
of thc systl'lll matJit.:cs, thnn1gh a tnulGHion of tkgrec~ of 
frcedom {d.o.L), whidl involves the .\t'kl.."tion of ccrtain 
"master" and "slavc" J.o.f., also known in literature as 
rctaincJ ami trtii\L'atcd d.o.l'., respl't.:tivcly. 

Guyan (11 b ncditcd with c~tabli~hing thc ~.·mH::cpts in· 
volved in rCrforming the rcdUl'tion. whú:h i~ b;¡..,ed upon thl' 
assumptit:_·¡ that for dynamic analysi~. thl' kinl'tic l'ncrgy of 
thc lower frequem:y nwdc .... is lt: .... s Sl'llsiti\.·e tn the trU111.:ation 
than the kinctiL' cnt•rgy of the highcr frcqlll'IH.:Y nwdcs, whilc 
thc strain cnngy is prcservl·d through thc trnnl·ation. 

In this pnll'cdmc, thc probkms invoh·l·d are two-fold; first. 
lhc rcsults <trl' dependen ton thc ahility and cxpcricnl'C of thl" 
analyst, to arhitrari\y sdcct thl' mastL·r d.o.L in sud1 a way 
that thc mnt ion of thc prindpal modes l':tn hl· dJ<ll"<ll'IL'rizl·d 
adl·quatcly by thc retaincd d.o.f., ami sccond, that the 
truncation ntodifks 10 an cxtent thl' distribution of th ... • 

incrtial propcrtil-s óf the stnll.:ture, which in·turn intr\ldlll."CS 
sorne error in \he rl·sults obtainl'll. hlrthl'f, no lTitl'ria 
curn:ntly cxists to relate thL' numhcr and 1\ll·ation of the 
rctaincd d.o.f. ami the error intrndlll'Cd by -thl' tnlm·atÍ\H\. 
Common sc11se, L'XPl'rient.:e ami tel'hnical ilnuition in s~JniL' 
cases an: about thl' Llnly p\lssiblc tools to com~.· up with an 
efficicnt trunc<:llion, unkss thl· rrobkm in hand is fairly 
si~lpk. Howcver, ror .practkal purpoS\.'S, \."\'l'll though lhl'.'il' 

Contril:lllll"'l tly tlu: lk'i~n l:n¡.:im•t•rin¡:. llhi,¡,,n ,,f 1111--: AM!'It.ti'-'N Stwn:n· 
Ot' Ml't'H-'Nit'"t. t:N\;ISIIII\ h•r p1l'\l'1llalit•n al thc <.\•n1urv 1 th·,i¡tn 
Tcdmult•¡.ty Tran,fcr Ct•nkrcm·c, !'l;tll Fran,·i''''· C;Liif .. ,\u¡:. (<,1-::t, I'>ISII. 
Munu,.:ript rcl·ci~·l·li iLI :\S/I.IF ik;tdljLI.Ht~·¡~ M~u.:h, l'lSO, l'a¡11:r No. W· 
Cl!IJE'I"-Il.l. 

CoPie~ will he a'Yuilahk untit M ay l'HU, 

tl"l·hniquc~ élfL' mcd, t hl'Y prodm:<.' limitl'd .'iUt.:t.:e.'i.'i resul L.'i. 
The idea of m<~tri.l\ condensation Jcnds itsdf partil'ularly 

wcll to thl' ... ·uncqlt of 'IUh'>tructuring, which involves th~: 

"M:tnodisnctitation" nf a lar~C" '~Y'h:rn into a ~ct of sub· 
.'>)'.'>tt.·m~ ~nown <t~ ~uhstnh.:turc.'i, whid1 in turnare úisl."n:tizcd 
using a finite ckmctu lliL'thod. having as its main purpose tn 
c.xtrHl'l thc IIHlst _o.;ignifil·a¡¡¡ IIHldl'.'> anU to asscmb!c thc systcm 
·:.1~ a wholc in tcrms uf the principal mude.'> uf cadl ~ub· 
strlll"lllfl'. Thb <lfl'a rcL·civl'd .'>Ígnit'iGutt <lttl'ntion in tht• 
aero~pa~l' industry ami ¡_.., well dot:llllll'llll'd UJ¡Jer the ~uhjt'l'l 
of ",\·tmbl Synth ... ·~i . .'i Tcdmiquc.'>." 1-lurty (21. Baml'ord (~1 

and <.ioldman Hl. anwng others, havc devdopl·d e.xtensivc 
studi...·s in this <1rca ami thc theory nct·d nnt be rcpeated hcrl'. 

These tedmiquL'.'i havc bcC"n wdl adaptL'd to the prescnt 
fil1iiL' l'il'lll\.'llt pr~ll'tke. and severa! t.:otll'S, sut.:h as NASTH.Ai\ 
151. ANSYS ((,\ and SUPERB !7\. ~1mong other.~. uffcr thc 
floaturcs or '' . ..;ub. ... tructuring'' and ''dynamic cnndensatiun .•. 

lt is to be J\Otcd that thl' use of thcsc tcdmiqucs is primarily 
dirl"l"ll'd toward.'> thL· dynamk analysis arca, in which not only 
thc stiffnl·ss matri.\ is Stl~rL·d. but abo, thc mass. and in somc 
L":lSl's, the d;unpin,!! matriL:e.s are stored, thus rL·dudng thc 
pwbkm si te llll'IIIOJ y storagc r;tpadty rcquircmcnts t....l 

l'llh:tncc thl' com¡Htkr analy~is work. 
\\'hile matrix mcthllds llf analysis havc significantly 

~.·untrihllll'd 10 thc lk\·l'!npment nf thesc tcchniqucs, par· 
ticularly thc "DirL't.:t Stirfncss Metlwd"' (RJ, uppn whid1 tbl' 
t'inik ckmcnt 111L'thod i:-. hascd, \lthcr mcthoJs have not en· 
joyl·d thl' same dcgr~l' ,,f application, but may potl'lllially h· 
pnwcd usdul fnr thc·analysis of Slflll."lllrl's. Sud¡ is thc 1.':1:'~' 
for the "Tr;;msfcr t\l~llri:x t\lcthoJ" (l)J, whil'h _l'all he vicwt·J 
as a continuity funl'ti~lll for ~In cndLlSCd system with 
transíL·rablc boutal<tries. lts adv~1111a~cs ;;tnd \imiwtions ;tfl' 
dol'UJllL'IIIl"d by 1 )jn¡;trll~Ottas (JO] ~111J Eshkl\\an [ 11\, but it 
ha:o. haLl S~llllt' S\IL'Cl's~t"ttl ;,tpplicatil.liJS ror \'L"ry particular IYI'~'S 
of probicms. as havc thl' studie.'> published by PJOhl ¡¡;], 
Lcckic IIJ 1. anJ l.in and ~ ldl•lllid 1141. 

n: ........ ;,., "" thi' n:uwr will h~ lll'ftllll'd al ASI\IE llt·:HhJtmrll'rs uutil Octuhl·r 20, 19!10 



T.hC gcncralization achicvcd by thc finitc clcmcnt mcthod 
and thc corrl·spondcJH.:c or corrdation h~twccn thc ''Din:ct 
StiiTncss" and thc "Tran.'>fcr fv1atrix" mcthod.., promptcd 
various rcsl·an.:ht:rs to invl·stigatc thc possibility of combining 
thc advantagcs of both rncthod.\. Peste! <.~nd Lcdic (15j, 
treatcd thc ficld tr<.~mfcr matrix as a different way of .ex· 
prcssing thc stiffness matrix. Later Dokainish 116] pre.~emed a 
combincd Finitc Elcmcnt-Transfcr M<~trix (FI:·TM). r-.·1ethod 
for thc dynamic analysis of tapl:rcd or n:(.;tangular platcs. In 
his appro~ch, a finitc cll:mcnt forrnulation wa~o uscd to obtain 
the stiffncss and mass matrkcs for a strip ol" elcmcnts whose 
boundarics wcre succcssivcly conncctcd and whosc cnd 
boundaric.s wcrc charactcrizcd by statc vector.<;, as dt:fincd in· 
thc standard transfcr matrix rncthod. Thcn a transformation 
of matrices was pcrforrncd as dt:s-.:rihcd by Pc~;lCI and Lcdic 
(15) andan algorithrri'similar to that proposcd by Holzcr (171 
was uscd te succcssivcly salve for :he n<.~tural frcqucndcs of 
thc systcni. McDanid and Evcrsolc [lXI followcd a ."'imitar 
approach to trcat a stiffcned platc structurt: and gavc sorne 
numcrical values of mcrit in thc -.:omputing time c!Tidcncy of 
the algori"ttnn as compared with regular finitc clcment for· 
mulation without condcn.-;ation. 

In thi~ papcr a funhcr gencr<.~lit.ation for thc FE·TM 
mcthod is prcscntcd with spcdal cmphasís on thc non· 
repetitivc configuration, but stillchain·likC typc of structurcs, 
without rcstrkting thc substructurcs 10 be of thc ."'alllt: naturc. 
A spccial fcawrc, dc\cribcd hcrcin, is the trcauncnt givcn to 
thc intcrmcdiatc d.o. f. which are condcnscd into a more 
compact form rathcr than rcgarding thcm as slave or trun· 
catcd d.o.f. Condcnsation in thi~ scnsc implics that all thc 
d. o. f. contributc to both kinctic and :Main cncrgy. 

Thcory 

The EcJUatiuns uf Mntiun. Thc L'quations of motion of any 
elastic structure ablc to store cncrgy in terms of clastic and 
incrtial propcrtics can he ob1aincd from thc applicable form 
of thc Lagrangc c4uatiun as follows: 

a [aL ] a1. . -- --~Q a, axi ax¡ 1 ( 1) 

Whcrc thc Lagrangian function (/.) is givcn by thc folluwing 
exprc!'l~ion: 

---- Nomcnrlature 

a 
at 

X,, X¡ 
Xj• X¡ 

Q, 
L 

(XJ,IXJ 

IXmJ.IXml 

(X, J, IX, 1 

(XL), (X, 1 

(X,! 

2 

mil 

(M] 
(MmmJ 

(Mm,J(M,mJ 

= partía! dcrivativc with rcspcct to time 

gcncralizcd vclodtics 
gcncralized coordina tes 
gcncralizcd forccs · 
Lagrangian funct iOn 
vector of gcncralizcd (accdcrations, 
displa~.:cmcnts) 
YCl'tor of (acccler;.ations, displaccmcnts) of 
master d.o. f. 
vector of (a~cclcrations, displaccmcnts) of 
slavc d.o. f. 
vector of d.o. f. uf thc (left, right) boun· 
darics of a suhstructurc 
vector of intermedia! e d.o. f. of a sub
structurc 

= mass t.•ocfficicnt associatcd with 
gcncralil.l'd coordinares "i"and ''j" 
globalmass matri:x 

partitions 0f thc global · mass matri:x 

n n rr rr 

L=I/2E EM,,X,XJ-112E EK,,X,XJ (2) 
1 R l i•• l i- 1 J .. l 

In thi.'i cxprc.'i.'iion, it i.'i a."'.wmcd that the charactcri"'tics of thc 
systcm can be approxilllatt:d by c.xprcssing thc kinctic cnl·rgy 
Hirst termJ, and the strain cncrgy (second tcrm) in tcrms ora 
finitc nurnber ( n) of gcncr<.~Jized coordinatcs of d.o. f. 

The sub\titution of c4uation (2) in t:quation {1) yiclds the 
rc."'ul!ing t:quations of motion, which cxprcssl:d in matrix 
notation ha ve the folluwing general form: 

(M] lXI +(K) lXI ~ IF(I) 1 (3) 

Systems Matrices and SubstruL·tun·s. In finitc clcmcnt 
prat.:ti-.:c, thc mass rnatrix [A1j -.:an be formulatcd using a 
lumped mass approach as dcscribed by Bisplinghoff eL al. 
( 191. This formul<.~tion rcsu!ts in a Uiagonalmatrix. 

Aho, a consistcnt mass f()rrnulation can be uscd to describe 
thc distributcd mass propcrtics of the systcm. Archer (201 
introduccd the conccpt of ~;;onsistcnt mass matrix, and gavc it 
a physical interprctation analogous to that of thc stiffiH:ss 
matrix. The later approach rcsults in a handcd matrix and th..: 
natural frcquendcs obtaincd using this consisten! ma.~s 
formulation are uppr.:r boun<.ls to thr.: c.:Xa(.;l frcquencics of thc 
systcm. 

Thc formulation of thc equations of motion using cithcr a 
lumpcd or <.:onsistcnt mass utatrix, gt:nerally satisfy thc 
rc4uircrncnts of mínimum poten tia! cncrgy. Thc cxplidt forrn 
of thc cqu<.~tions uf motion is as füllows: 

["'""'" ... m"]¡~,-~ [k" k
12 

••• k,"] [x'] [!'l 
11121 mn ••• mz,. ~2 ( + .k2l kn ... kn2· x2 = i f..: r 
m, 1 m,2 ••• m,, .x, j k 111 k,.2 ••• k,, .x, j.J, J 

(4) 

This sy!'ltcm of cquations is applil'ahlc to any clastil" 
stnh:turc if dampíng <.::tn be ncglcctn.l. lf finitc clcmcnts art' 
U.\cd 10 disL.'rctizc the O\"l'r;:lll structllfl', and tlll' sysiL"IIl i~ 
com¡1os'-=J of severa! suh ... trw.:turc.'>, thc ovcr<tll" .... y.'>lt.'lll 
matrkcs ha ve the following form: 

(M.,) 
K 
" 

(K( 
(Knrml 

· (K,11 ] (A."wr1 

(K.,) 
(K u.) 

IK~..I IK.,.l = 

(K,.J 
R = 
r¡ = 

d.o.f. 
N ~ 

corrcsponding ro thc master and slavc 
d.o.f. 

stiffncss coeffkicnt assodatcd with 
gcnnalilc<.l coordinatcs "i"and ''j" 
global stiffncsS matri:x 

pmtitions uf thc ~duba! stiffncss rnatri.x 
corrcsponding to thc master and sla\'l' 
d.o.f. 

partitions of thc global 
corrcsPonding to thc 
boumlarics d.o. f. 

stiffncss matri.x 
lcft and right 

ordcr of thc global stiffness matri:x 
ordl·r of thc substructurc "i" stiffnl'ss 
m:.llrix 
numbcr of dcgrn·s of frcL·dom per nodc 
numbcr of nodcs at thl' intcrfa\.'t:S 
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Flg. 1 Multidegroe of trcedom general striJcture wlth constrained 
boundary condltions and applied load vectors 

and [K]= 

Thc ovcrlap bctwccn thc blm:ks rcprcscnts thc common 
boundarics bctwr.:cn two adjaccnt · :-.uh:-.tructurl'S. Physically, 
thc ovcrlap br.:twr.:cn malriL·es reprcsents thc degrel'S of 
frccdom connccting thc two suhsy ... tems. 

Thc ordc-r of thr.:sc- matrices is dire~:tly givcn by thc total 
numbcr of d.o.f. in thc overall .\ystcm. As an cxamplc, 
considcr thc structural.-;y_o,;lcm .'>hown in Fig. l. 

lf a lumpcd mass matrix is uscd, ant.l llll damping is 
assumcd, thc cquations dcscrihiilg tlü: motion of the structurc 
undcr a harmoni_~.: driving for¡_;c are as follows: · 

(i\1),
1

"
1 
lil,

1 
__ .:¡ + (Kl,

1
,,

1 
(XI,

1
,. ==- 1/1,1_, 1 

(6) 

lf thc systcm as· shown in Fig. 1 is asscmblcd to anothcr 
alikc systcm, as shllWil in .J.-ig. 2, su~.:h that somc nodes are 
common lo both systcms, thc n:sulting equations bccorne: 

---- Nnmcnclalurc (cnnl.) 

1 F(t) 1 
[Fm 1 (f~ 1 

IPI 

[FL 1 [F, 1 

[D,.J 

vector of applicd time dcpcndr.:nt forccs 
Vl'\.'tor of forL"l'S a~sm:iatcd with (master, 
slavc) d.o.f. 
rcduccd vector of applicd forccs aftcr 
condcnsation 
vcctors of forccs for thc (ldt, right) 
boundary d.o. f. 

= vector of fon.:cS at thc intcrmcdiatc d.o. f. 
dynamic stiffncss matrix 

partitions of thc global dynamic stiffncss 
matrix. corrcsponding to thc master am.l 
slave d.o. f. 

[D•) = rcdu~ed dynamic stiffncss matrix aftcr 
condc_nsat ion 

(T;} transfcr matrix of substructurc i 
[T.,J 

(T12 } [Tz1} = partitions corrcsponding to thc ovcra11 
transfcr m;.urix of a substrul'turc with 
active intcrmcdiatc d. o. f. 
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[M, ] x.·l 
[K, ] . x, /, 

[ M, l x.~ r [ K,] XI /t (7) 

x, x, ¡, 

rxr fx1 rxr rx1 rx1 

where: 

1 X 1 1 are thc dcgrccs of fr-::cdom associated with suhsystcm 
"i" only i = 1,2 and 1 X1 1 are thc dr.:grccs of frccdom con· 
necting thc two substrur.:IUrcs. 

For thc cxamplc uscd hcrc, thc arder of thc global matrices 
is givcn by thc following rclation~hip. 

R=r 1 +r2 -(d.o.f.)xN (8) 

wherc: 

r1 is the arder of thc ith substructurc matrix, i 1,2, Nis 

thc numbcr of nodcs at thc interface and d.o.f. is thc numbcr 
of dcgrL·cs of frccdórn pcr nodc. 

In general, thc substructurcs do not havc to be of thc samc 
ordcr, and severa! SllbstnH:tUrL''I can be asscmblcd fullowing 
thc s<.~mc proc~:Jurc. The ¡;¡,;ncral exprcso,;ion for the ordcr of 
thc global inatrh.:cs of thc chain-likc systcm sbown in Fig. J ¡_.., 

givcn by: . 

" "- 1 

R = }.:;,, - })d. o. f.), x N, (9) 
1 ~ 1 i- 1 

lt should be notcd that thc intcrfacc.s mayor may not ha ... ·c 
thc samc numbcr of nodcs. Tlu: important fact to note herc is 
that thr.: morc substrucunes therc are in thl' systcm, thc I~HgL'r 
thc ordcr of thc sy:--.tcm matrices will be. This is not :he case 
for thc proposcd mcthod dcsnibcd in the following SL'ctions. 

[T,J 
Z, Z1 

[A] (IJIICJ 
[DI!EIII-l 

[GI [11] [1] 

[ "'" 1 ¡,¡.,¡( [,¡.¡,1 

statc vcctors of thc (right,1cft) boundarics 

partitions of thc global stiffncss matri~
corrcsponding to thc {lcft, right and in
termediare) d.o.f. 

partitions of thc rl'duccd sct of cquations 
aftcr thc intcrmcdiatc d.o.f. havc bccn 
eliminah:d in thc global systcm 

vcctors of remaindcr tcrms aftcr thc in
tcrmcdiatc d.o.f. havc bccn climinatcd in 
the global systcm 

(R,) 
l S~ 1 complcmcntary vcctors for thc cxtend(J 

transfl'r matrix o f l'Quation (3:!) 
(S, 1 

w = frcqucn~y of vibration 
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.J..!~ ... ~. 
Flg. 2 Superstructure compoaed of two allke substructures havlng a 
common Interface boundary 

StJDSTAUCTURE t • 

flg. 3 Multlsegmontod superstructure wlth "n" t.ubstructures chaln· 
llke connoctod, Tho substructureo aro of a non·repetltlvo natura. 

Condensutiun Tt:dllllqm·.'i. As ~tatcd carlicr, thc con· 
dcnsaúm of d.<J.L has a.'> i!S prirnary objct:tivc, thc matrix 
size rcductíon and is ¡;ott~.:cptually done in fmtr stcps whil.:h 
are: 

1 Sclcction of master sct of d.o. f. 
2 Partition of thc systcm mo.ttrin·s. 
3 Obtaining thc solut ion for thc master sct of d.o. f. 
4 Pcrforming cxpansion or rccovcry for si ave d.o. f. 

Thc scltx:tion of thc master sct of d. o. f. is gt.·n~.·rally ldt to 
thc analyst, who t.lcsignatcs ¡;cnain d.o.f. a!'> h'-·ing tlu: most 
rcprcscnt~uivc of thc motion or thc systcm. 011cc thc ma.'>!er 
sct has bcen specificd, rearrangemcnt uf rows ami columns is 
pcrformcd on thc mass o:u11..J .'>tiffness matrkt:s, in order to 
makc thc partitions givcn in •he follnwing cquation: 

[
Mmm Mms] {'~"'} + [~"'"' ~msl {X~"}= {I':"}(IO) 
A1sm A1ss X s 1\sm lüm A: s /· s 

Whcre thc subscript ( i11) indkatcs thc tcrms associated 
with thc "master sct" uf d.o.f., and subs!..:ript (s) imli!..:o:Hcs 
thC tcrms assodatcd with tlu: "slavc d.o. f.·· Assuming a 
harmonic solution, the folluwing cxprcssion ¡,;;m be obto:~incd: 

[ [~mm /ú~zs] _ w' [M mm ~fms] ] ~X~"J = ¡Fm) ( 11 ) 
lí.sm J\ss Afsm Afss As Fs 

this cquation ¡,;an be writtcn as follows: 

4 

[

Dmm 

Dsm 
Drns] {.X m} = J Fm} 
Dss Xs l Fs . . 

(12) 

or 

(DI lXI = IFJ (13) 

Whcrc thc matrix (DJ is known o:~s thc "Dynamk Stiffncss 
Expanding" equation {12), solving for IXs 1 and substituting, 
severa! times, thc following systcm of cquations is obtaincd: 

(D'l !Xml = 11'"1 (14) 

where 

(D'l = (/Jmm(-(Dms( (Dss¡-t (Dsml ( 15) 

and 
IF' 1 ~ (Fm 1 + (Dms( (Dssl-' IFsl (16) 

Equation {14) ¡,;onstitutcs thc "Rcduccd" sct of cquations, 
whose matrix ordt.:r is dcpcndent · on thc numbcr of master 
d.o.f. Thc cxpandcd solution can be obtaincd using thc 
recovcry cquations; thcsc cquations are givcn by thc folluwing 
exprcssion: 

1 X, 1 = (Dssl-'1 1 F, 1 -(Dsml 1 X m 11 (17) 

A spccial case ín thc condensa! ion rcsults whcn thc master 
d.o.f. are cho~;cn in sw.:h a way that thcrc are no driving forl:es 
acting un thc slavc d.o.f.; in this case equations (16) and (17) 
beco me: 

IF')=(Fm) (18) 

ami 

(Xs) =(D.u(. 1 (/Jsm(!Xml (19¡ 

Asidc fromthL' inhcn:nt ;;tpproxim<.ttion in thc discrL·tiz<.~tíon 
of thc systcm, thc solution cxprcsscd by cqu:.uions 1 !4J and 
(17) do not fully satisfy thc l.agran!~t.: n¡uation (1}, siTKt: tite 
kinctil: cncrgy is not minimizcd, consillering thc slavt.: d.o.r. 
This argumcnt j-; wcll donuncntcd by (iuyan (211 <.tnd Ciough 
1221, among otllers. Thcrdort.:, thc truncation of d.o.f. in· 
troduccs sorne error in thc rcsults ohtain!..:d. 

1'hc Finitc EIL'Illl'nt-Transfl•r Matri.'\: AJliJroach 

Prior to the discussion and Llcrivation of thc p10poscd 
mcthod, thc fundamental ¡,;on¡,;cpts uf (OIIlbining thc finite 
d<..'llH.'Ilt and thc transfcr matri.x ntc.:thod will be rcvicwcd 
bricfly. A more lh:tailcll dcs¡,;ription ¡,;an be found in 
rcfcrL'Ih.'t:S (15, 161 and {IX!. 

Thc application of thc dim.:t stiffness mcthod toan clastic 
systcm subjt;l:t lO a statk load vector results in thc fol\owing 
equation: 

(Al lXI = (FI (20) 

Now, kt's l:onsidcr thc systcm dcscrihed by equation (20) as 
a StfUC(HrC SW.:h that the dq;,r..:cs of frccdom Ci.ln be partitinncd 
into ''lcft'' and ''right'' d.o.f. ThL'II cquation (20) b..;(lmlcs: 

~~·] {x, .. } = r ~~} 
l<.u. XH lrR (21) 

By expanding this cxprL·ssinn ami so\ving for IX N 1 and 
1 FN 1 in tcrms of 1 X 1• 1 and 1 1-'1 1. thc following cquations ..:an 
bl'LlhtaincJ.: . · 

tX.I=(-[1;¡•(- 1 (Kz.dl 1Xz.l+IA'z.RI- 1 1F¡) (22) 

and 

IF, 1 = ([.•;.,¡- IA'RRI (Kzxl·' (Ku.IIIXz. 1 

Transactlons ot the ASME 
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1 
1 
1 

¡ 
¡ 
¡ 
r 

t 
¡· 

1 

1 -¡-
1 

+(K""' (K1 .• )-
1 1/',.1 

which arrangcd in rnatrix form hccornc: 

or simplifying thc n01ation, it can be writLcn as follows: 

{x.} [r" r,] {x~.} 
FR ~ T21 T22 Fl. 

or 

(Z•I=(TJIZ1 1 

(23) 

(25) 

(26) 

Equation (26) can be rccognizcd as the transfcr malrix 
rclationship bctwccn thc statc vcctors 1 ZH 1 and 1 Z 1. L which 
wcre dcrivcd dircctly from thc ~tiffnc~~ rt:lationship bctwct:n 
thc displaccmcnt vector 1 X 1 and force vector 1 Fj, gi ven by 
equation (20). 

In this cxamplc, only thc fik·d tran.'ifcr matrix was dcrived. 
In a similar nianncr. thc point transfcr matrix could be 
dcrivcd. 

Thc Prupnsct.l Mcllwt.l ul" Analysis 

Considcr now, that thc .'itrw.:ture to be analyzed is .'>Uch that 
it c.:an be brokcn down into .'illh'itructurt:."' whid1 are dw.in-likc 
conncctcd as shown in 1-"ig. 4. The .\ubstructurcs ha ve certain 
numbcr of d.o. f. whid1 are i.\1 thc intt:rfaccs antl so me which 
are intc:rmcdiatc bctwccn thc two imcrfaccs. Thcn taking thc 
vector uf d.o.f. for orle suhstructure, ami dividing it into thrcc 
sub~cts: 

whcrc 11/1,
1

1 and 1 R, 1 are thc ~hort hand notation of the 
matrkes inthc ~quarc bra¡;kcts of ccwations (2H). 

Hy cxpanding and rcarranging cquation (29), it can be 
shown aftcr various mauix manipulations that thc lcft and 
right boundarics can be rdated by thc following cxpn:s~ion. 

[
-.,¡,,-,'u, ] 

+ ----------------.,¡,,.,¡,,-,111, +11,. 
(30) 

or simplifyíng thc notation: 

{~·}= [T" T12
] {x'}+{s'} 

f R T21 T22 F 1. 5 2 

(31) 

where T,, correspond to thc tcrms includcd in thc partitions of 
thc matri.x of cquation (30). 

Adding onc dummy ct..pw.tion to thc systcm, i.e .• {1 = 1) thc 
folluwing cquation ¡;;¡n be obtaincd: 

(32) 

~1 
~! 

1 

-------------{-::--A-,-1-------,------;;;wtli~llisthc cxrandt:lltrali\kr mat rix-rt:!'ating thc statc of"""f)>i¡c:-----,--

x X '· ldt and right boundarics through thc intl.'rm!.!dintL' dq~n:t:s LJf 

~ x:f " frccdom. 
For dynamic analysi.~. thc stiffnc<;s matrix {J..'l (an be 

whcrc 

1 X 1. 1 are thc d.n.f. at thc lcft interface 
1 X1 J are thc intcrmnliatc d.o. f., and 
(XR 1 are thc d.u.f. at thc right intt.:rfacc 

Using this p;1rtition in equatiun ( 13) applicd tll onc sub
structurc. thc following cxpn:ssion.'i can be writtcn: 

8 
J:: 
JI 

C] {X'·} {F'·} '; ;~ = ;.; 
(27) 

solving for thc X 1 and substituting in thc , rt:rnaining 
equations, thc following cxpressions ar~ obtaincd: 

([A)-(/JJ(L1 1(DIJIX1.1 

+ ([Cl -(HIIf:l-'(1·111 X" 1 + I/JIII:1 · 1 1 F, 1 = 1 F, 1 

([Gj-(HJIL:l-'IDIJI X,. 1 

+ ([lj -(/1)(/,1·· 1 (/-]JI X" 1 + (11)(1:1- 1 1 F, 1 = 1 F" 1 (28) 

which can also be writtt .. ·n in rnatri.x formas follows: 

[

.,P¡¡ 

.,¡," 
(29) 
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substitutcd by thc dynamü: ~tiffncss matrix givcn in t·quatiOil.'> 
(11) and (13). Thc rrm:cdurc thcn to ohtain thc trans!'cr 
m~urix is analogous to that just dcsnibcd. 

Once thc transfcr matrix has bccn formulatl'd for cach 
sub~.trU('tUrc, thc ;;¡sscmbly of thc systcm as a wholc is madc 
foliL)Wing standard transkr matrix nH:thod rroccdun:s. 

Thc rclation bctwccn thc kh and right intt:rfan.· statc 
vcctors, of a sub:-.trut:ltlrc in a chain-likc comH:ctcd systcm is 
givcn by t.:quation (.12), whkh in short hand notation has thc 
form uf cqüation (26) rcpcatcd hcrc for convcnicncc of thc 
readcr. 

IZ" l, ~IT,JIZ,.I, (26) 

When two substruciUrcs are linkl·d togt..•ther, thc right in
terface of sübstructurc (n). bccorncs also thc lcft interface of 
substrut..'ture (11 + 1 ), thcn:forc; 

(33) 

The rclationship bctwccn state vcctors for substructurc 
(n+ 1) is thon 

(34) 

Combining cquations (26}, (33) ami (3-l) thc cquation rc:sults: 

IZ" 1.,., =IT,.,J(T,JIZ,.I, (35) 

In this.~.:a$e, thc general i.:xprcssion for thc total systcm with 
"n "substructurcs as shown in Fig. -l i:-. givt..·n by · 

1 Z 1, = (T,J(T,_,J(T,!IT,II Z0 1 (36) 
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Flg. 4 A chaln·llke connected system. composed ot "n"substructurea 
or atatlons, wtth deflnod slillnessu fk]1 and applled force vectora 1 F 1. 
and state vector& 1 Z J delined at tho connecting boundarles 

or 

IZI.=(UJIZol (37) 

where 

(U]= [T.JIT._ ,1 ... . [T, 1 (38) 

1t should be notcd that by mulliplying thc transfcr matrices 
(T,.], thc ordcr of matrix [UJ Jo~:s not im.:n.:asc but rcmains 
compatible with thc matri~:cs bdng multiplicJ. lf the syst~:m is 
such that all substructurcs havc thc sarm: nansfcr rúatrix thc 
ordcr of thc systcm tramfer matrix IUJ rcmain .... thc samc. 

This fcaturc rcsulls in a rcc.Ju¡,:cc.J .'>ize matrix whidt ~:mbodics 
thc entirc systc111. Thc cnd stutc vcctors 1 Z!, and 1 Zl 1 
contain thc boundary conditions of tht: stru~:turc in t~:rms of 
displa¡,:c-mcnts in thl: dir~:ction uf tht: d.o.f. and for~..:l:s at thc 
nodes locatcd in thc inll:rfa~..:cs. 

Once thc systt:m has ht:l:ll asscmhkd, 1his is wh~:n all thc 
transfcr matrict:s have hccn multipli~:d as cxprcsscd by 
equation {3X). Suh...,cqucntly thc houmlary t.:onditions ha veto 
be satisfictl by solving túr the unJ..nown tcrms in tia: cml slatc 
vcctors. After thc cml stak vccltH.'> are known tlu: in· 
tcrmcdiatc state vt:ctors can he obtaincd hy recursivdy ap· 
plying ~.:quation (26) llntil all.o.;t;tte vt:ctor.o.; are known. 

For dynamk analysis. thc Jynamic stift'ncss matrix con· 
tains thc frcquL'IIt.:Y tt:rms. Thosc frequency valucs whidt 
sati~fy thc boundary cotHJitions are thc natural frl·qm·ncics 
for thc systcm. Thc pr<Kedure to ohtain tiH: n~llural 
frcqucndcs and thc nHH.Jes is similar to· th;;H proposL·d by 
llultcr (17J. In this mcthoJ a natural frcqucncy valuc is 
assumcd for whkh the system is '"treatcd." wherc thc test 
consists in multiplying thc tramf~:r matrices and ohserving. 
whcthcr or not thc boundary conditions are satbficd. lf thc 
boundary conditions are not s~llisficJ, ~~ diffcr~:nt "test" 
frequcncy n111st be chosen; ~tnd call.:ulations must be rcpeatcJ, 
until thc bound~try eondi!ÍlHlS are satisfied producing an 
actual natural frcqUl'IKY of the :;ystcrn. This itcri.llive 
procctlurc is shown schcmatic:.illy in the computcr tlowchart 
in Fig. 5. 
Operutinnul As¡Jects ni" the Finitc Element-Transfer 
Mutrix Methnd 

Dueto thc inhercnt complications of matrix opcr:.uions, it is 
neccssary to point lllll some important a::.pl'Cts to he con· 
sidercd in dl'V< . .'hlping a suiwbk ~..:omputer algorithm. 

Thc proposcd mcthod is oril'ntcd towards thc ~lllalysis of 
complcx systcms which Gln be nwdclcd by ntl·ans of suh· 
structurcs connct.:tcd iu a chain-likc manncr, for insl<lnl·c. 
bcams with intl·rmcdi<.lrc suprnrrs. bridgcs. multithrLHV 
crankshafts, cte. Thc coniplir¡ttions in volved in obtainin~ thl' 
stiffncss ami mass marri~.·es are JirCl·tly asslKiatcd with tht• 
typc of finite dt:ment:. ust'lltú Lkscrib~.· the structun:. Severa! 
books [2J; 24 among othcrsj atT av;.lilabk with JéwilcJ 
descripth.Hts uf thL' pro~.·cJurcs rt:quircd to obwin thc systcm 
matrices of cquations (3) ami {4). 
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U :SE A FIN/TE 
ELEMENT 

APPROACH 

ASSL!Mf A ,IF F. 
FRfOU[NCl" 

lw'l 

ASSE~BLf" IJY 
MVt..JIPLrlfiG 
TRAfi$F. ,..,_TRICCJ 

USE TRANSFER 
MkTI?ICES TO 
SOU'f FOR ALL 
IN rE P.MCOIATE: 

sr~.t: ~-¡;crons 

[Znj-[J;j¡¡'n.~ · 

Flg. 5 Computar lmplemonlation algorllhm for the generallzed tlnlte 
olemenHransler matrh; method lor the slatlc ot dynamic analysls ot 
chaln·llke structurtta 
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K¡ X o X o 

SUBSTRUCTURé 1 

K2 x, 

--------

K3 x2 x2 

SUBSTRUCTURé 2 

K4 x3 

--------
-----14 

x4 
Flg.6 Simple chain·llke syatem and syntheais by substructurlng 

Thc derivation of the transfer uwtríx for a ~ubstru¡;turc, 
howcvcr, requín.:~ tlli..' invcr~ion of ~uhm;;uri.x [/:l in ..:qu<.ation 
(27) an<.l(l/; 1!) in i..'quatitlll (30). Tlu::-.c ínvcr .... iom arc~ourt.:t:.'> 111" 
somc numcrit.:al crn1r~. llowcvl:r, thc .... c· invcr.~iom are done: 
only om:c for c;;u.:l! substnKturc <IJJd are not affcL·tcd by thc 
load vcl.'tor. This is an advalllagc, cspcóally if all thc sub
strul.'lurcs havc thc samc confi~uratinn. This i~ thc case: in 
pcriodic strw.:turcs sud1 as thoSi..' !reali..'c..l by Lmgcls ami 
MairovitdJ (25). Note: also that thc order of thcsc matrÍi.."l:~ is 
smaller than thc order of thc stitlnes~ ;;uuJ mass matril:cs for a 
givcn suhstru~.:turc, siiKC only thc intcrmcdiatc d.o.f. arc 
considered in thc m;;Hri.\ ll) he invertcJ. 

Finally, ít.~.:an be notcd that thc matrix [kJ is hanJed and it 
doCs not rcquirc full stnr;;1gc i11 thc computcr mcmory. lt is thi..' 
assembly uf thc varÍlHIS suhstnKturcs that makcs storagc 
rcquircmcnts inncasc, .'>inn: thc order-of thc global matrit.:i..'~ 
incrcascs too. In thc FE-TM method the substnKturc manix 
(T;) is fully populatcd ami rcquircs l"ull storagc in thc f.:Oill· 
puter mcmory, but thc glob>ll transfcr matri.x (UJ does not 
incrcasc in sizc sin..:e it rcsults from t.:lmsccutivc matri.x 
multiplil:ations as indicatcJ hy cquation (36). 

Sorne othcr aspL'l.'ts in obtainin¡.t thL' solution of thc syStcm 
are paral\cl lo tlwsL' involvcd in Standard transfcr matri.\ 
applkations and disntssillll may he l"ounc..l. for in . ...:tann:, in 
papc:-rs by l'cstd ~111t.l Le~.: k ii..·[9) or (15j . 

. Aithough thc pro¡wsc:J mc:thod is oricntcd towards more 
complcx strw.:turi..'S, a simple L'.xampk is givc:n in thL' appcmlix 
with thc purposi..' of illustrating thc trcatmc:nt of two sub
strUf...'turcs which ha ve a ~.:ollllllllll boundary ami arc dwin-likc: 
conncl.'tcd. In this L':>.:ampk. tht..• stiiTnL'SS matri.\ {kl is first 
dcri\•ctJ f1..1r Ci.Kh ck111CIII in thc substrlli..'(UI"i..' ami thcn 
assc:mbkd using thc standard dircl..'t stiffncss IIIL'thml. Suh
sequently, thc transfcr matri.\ ( "fl is fonnulati..'Ll for L'at.:h 
substru..:turc by applying thc transform;,tions of cquatillllS 
(28). (30) and (J2) to thc stiffncss m;.\tri.x fouml c01rlicr. 
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Fínally, global transfcr matrix fU] is ohtaincd by multiplying.
thc transfer matric~:s of cach _o.,ubstrucllHe. 

Trcatmcnt of a la1 g~:r and mor t.: ~.:omplcx syqcm is 
analogous to that Jcsnihcd in this examplc and thc use of thc 
finitc clcmcnt mcthod allows more ~.:omplcx clcmcnts to be 
uscd 10 di.'>crctizc thc suhltructurcs and lo obtain thc sub
sti-u~.:turc sti!Tnc~s and mas<.; rnatril:cs. Such apj1lications ha ve 
becn done by th~: author.'> ming 3-D isopararn~:tric solid 
elcmcnts and will be reponed in our ncxt papcrs which are 
now in prcparation. 

Summary and Conclusion.~ 

A brief dcscription of thc curren ti y availablc condens;uion 
and sub~tructuring tcchniqucs has bccn madc, pointing out 
somC of thc main fcaturcs of thcsc tcchniqucs and how thcy 
apply to the actual iypc of systcms addrcssed in this .'ltuc..ly. 
The corrclation bctwccn thc !'.tiffncss and transfcr matri.\ for 
simple ckmcnts was discussed, 01nd a g~:ncralization o!".thc 
corKcpt was dcvclopcd for \..'omplcx substructurcs having 
intcrmcdiatc active d.o.f. A <ktailed d~:rivatíon of thc 
equations involvcd in thc proposed nwthod was made, anda 
general computl..'r algorithm llow~:han (Fig. 5) was prcscntL·d 
showing the main stcps rcquired for computcr im
plcmcntation of this mcthoJ for pra~.:tícal Upplil.'atiuns lOan 
actual physical systcm. 

1t is important to note that spccial attcntion must be paid.to 
thc numcricai asrccts involvcd in thc matrix opcrations, in 
arder to fi..'dUL'C t he pos.'oi hi lit y of numcriL·a !error. 

From inspcl:tion of thc cquations dcrivcd, and from thc 
examplc givcn in thc appcndix, thc following r.:qnclusions f.:an 
be drawn which apply for ~.:hain-likc l:Oilllt:l:tc<.l systcms. 

1 Matrix rcdul:tion ~.:an be a~.:hicwd O y ;;1pplying thc FE-T~·1 
appro<~ch 10th~: .... ub~tructurcs of a systcm. 

2 No sclci.."tÍon of Ma~tcr and Slavc dq~rc~:s of frcedom i:-. 
rL·quircd in thc 1-"E-T~·1 mcthod, thus a:du..:ing thc possibility 
uf mi~rcprt:~cntatiou ofth~: ~ystcm. · 

3 All the tkgrccs of frn•dom are indudcd in thc for· 
mul<1tion of thc rcdtH.:ctl cquations. ami no '>a~rífit.:c i.'> 
rcqui red in approximat i11g the k iiiCI ic cncrgy of 1 he sysl\.'111. 

4 lntcrmcdiate at:tivc d.o.f. can bi..' propcrly condcnscJ. 
a\on~ with any c.xtcrnal loacb acting on thcm a~ shown hy 
cquation (~X). 

5 Thc aJvanta~cs uf thc finitc clcmcnt mcthod apply to the 
propo:-.cd mcthod in tcrms of dis¡;rctizing thc systcrn using 
!'iUbSirtKIUfCS. 

6 Thc advantagcs of thc Transfcr Matrix mcthod also 
apply to thi..' proposcd mcthod, spccifically the fa~.:t thal hy 
muhiplyin).;\ !he transfcr mJtrices, thc ordcr of thc rcslilting 
matrix docs not in~.:rcasc. 

Future improvcmcnls in this arca pcrhaps will induJe lhc 
formubtion uf transkr matrin:s t"or structurcs with complc.x 
finitc clcllli..'tlls anJ in adJitiun, thc inclusion of branchcs in 
thc sy~tclll may be ~.:on~idcrcJ. 

Sonu: uf this work is alrL'>~dy in progrcss at this institution, 
spcl:ifkally, transfcr m<llrix for slructurcs modclcd with 3D· 
sol id finitc L'kmcnts. 
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Al'I'ENiliX 

Transrcr Mu.trix Jcrivatíon ror thc tWo substructurc systcm 
shown, Fig. 6. · 

Stiffness Matrix of Substructurc 1: 

o 
-K, 

K,· 

StiffnCss Matrix of Substructurc 2: 

[ K 
-K, o l r,} [/, l -~: K.l +KA K X, = /, j - ' 
K K, .1 x, J, - ' 

AsscmhlcJ Ovcrall Systcm Stiffncss Matrix: 

K . 1 -K, o o 

-K, K, +K 2 -K, o 

o -K, -K2 +K1 -K, 

o o -K, K1 +K, 

o X, 

o x, 
o x, 
K - 4 X, 

o o o -K, K, x, 

( K1 +K,)( 
. T" = - - K

1
K

1 

"'" = 

.¡,, =-

K K, ) t • = 1 
K,+ K1 

K 1K 2' 

K,+ K, 

Partitíons on Substructurc 1 Stiffncss Matrix for Tru.nsfcr 
Matrix Formulation: 

A = K, 11 = K - ' e = 
D = K - ' /:' = K 1 +K: [.' = 
G = o 11 = K - l 1 = 

j, 

¡, 

¡, 

j, 

Thcn, using cquations (30) anJ (32) 

and 

R, 
K,j, 

K 1 + K 2 

·' ·1 ~ll 

K,j, ----

K 1 +Kz 
T" =- .K

1
K

2 

=-

o 
K - ' 

K, 

( 
K,K,) ( K,K, )( K1 +K')( K,K,) 

T, =- K
1 
+K

2 
+ K

1 
+K, . K,K,- K, +K1 =O ( 

K,K, )( K 1 +K.) T- · ---·--1 22 - K,+ K1 K
1
K

2 
-
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S, = _ (- !!1 + K2 ). ( - K,J,__) = _ [_~ 
K,K2 K, +K2 K2 

S= ( K2K 1 )(- !!_.__+K2 )( -K,/1 l+(-'-K,J,_)J.!_Y'!_,-K,) 
2 K 1 +K1 K 1K2 K,+K 1 1 K 1 +K1 (K 1 +K;) 

The Transfer Matrix for Substrw.:turc 1 is Thercfore 

K, +K2 1- K,K, 
[T,] = O -1 

o o 

¡, 
K¡ 

/ 1 (K, -K2 ) 

(K1 +K2 ) 

x, 

¡, 

Thc Global Transfcr Matrix is 

K, +K1 1-
K,K, 

o -1 

o o 

, 
x, ( f!.,+K.,_K,+K1 )(-f' _K,+K,(/1 (K 1 -K,))_f,) 

K,K, K 1K2 K 2 K,K, (K 1 +K1 ) K, 

¡, = o ( 
/ 1 (K 1 -K¡) f¡(K_¡ -K,)) 

- + --'-;;-"---:-; 
(K 1 +K2) K,+K, 

o o 

l 
x.,l 
/o t 

j 

Primo:d in U.s. ·\. 
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ANALYCIS Or Cni\NK~IIIIrl"·OC~.niNG SY~TU~~ USING A FINITE . 
. EUMWT·TIII\N~FEH MI\ TI\ IX 1\f'ó'riO/\CII 

V. H. Muclno, Prnft:nm uf Mccfuwical Efl!¡ine~trinn 
Tho Unlvot~ily (Jf M('~.ir:o City 

Mo)l.it:.O City, Mellico 

V, Pavl!llc, Profcarn of Mcchanic.11 Enqine11rln9 
Tho Univcnity 1,f 'lli>tomin--Milwauki·O 

Milw"uh,c, Wi~coutln 

R. G. Tesehner, F.ngim:•:rlno Analvti~. Manager 
J. l. Ca~o Cornpany 
Ro cine, Wi~consin 

ABSTR/,CT X, X, X dtsplacemcnt velocttics and accclcration, 
rolat1ng systern 

In th1s study a ncw approach 1 s proposed for the 
analysls úf a cranr.shnft~IJC!arlng ~ystf!m. The mHht.!ma-
tlcal mrH!el of the !>y:.t•:1n lncorport~l•~s the Cla~.t1c 
prnpPr1.1t·s of the cr~n~st1~ft ~nd supports. tt1c hydro
G'ynumfc (IJturc of thc journal-bcarln:J~. Jnd for thc 
ftrst ti:1:~ tl!c ma:s dl:.tribut.lon of the rotating 
cr~ntsh~ft. Th~ proc~1lure of analysis ir1volv~s sub
structur1ng ¡lr1ncipl~s applied to the cran~shaft for 

· wh1ch etlr.:h cr.;nl-: npre5f:nts ·a suh<>tructure and a new 
condf!nsat1on sch~me 1'> ll'.if!d for the c;ynthr~sts of the 
sy;,tc;n by opcrt~ting o·ter thc trilnsfcr matrices of the 
substruc:ture~ dPrived frorn the finitc elt!mC'nt discrew 
til~tion of eacl1 crank. Thc analys1s yields the loads 
on thc n1Jtr1 l1ear1ng~ for a full cyclc of 4n at con
st~nt spc~d of rotótion. 

IIOHEIICLI.TURE 

IFl 

1 Rj) 

{F ,l 

r 

p 

e 

z 

h 

~ 

~ 

• 
t 

IBl 

le l 

1\ l 

[f) 

t, i, 

. ... n, 

. 
t, t, 

t 

n 

t 

vector of loads on crankshaft 

vector of rcact~ons on journals 

vector o~ lv,ld!. on crar1kptns 

journal rad1us 

prcssurc dfstr1but1o~ 

cfrcumfrrcntfal polar coordinatc 

longitudinal polar coord1nate 

ofl film thfctncss 

ofl vf seos 1ty 

•n9ular velocity 

journal prec.1s1on rate 

time 

vector or bear1ng displact:!mcnts 

vector of eccentr1c1tfcs 

vector. of dfsplaccrnents of crankshaft 

floxibilfty m"trfx of supports 

d1splaccment vclocitics and accelcrat1on, 
absolutc systcm 

d1spll!ccmcn.t V<!locfties and accelerl!tfon. 
IJbsolutc systC'm 

dfspl:scémc:1t veloc1t1es and accclcrat1on, 
ahsolutc system 
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y, y, y 

z. z, z 

[C) 

l~l 

IQ J 

m 

k 

[K) 

1 X) 

[M) 

[O) 

XL 

XI 

XR 

fl 

fl 

fR 

[Tf) 

IZJ l 

lsl 

L 

D 

e 

(M) 

IJ l 

IR l 

displacernent velocit1cs and accelerat1on, 
r_otat 1ng syst0m 

disp.lac.ement vcloc.itfes drHJ dtccl(!f'dtfún, 
rotating system · 

toord1nate transformation matr1x 

vector of d:o. f. in the absolutc systcm 

vector of d.o. f. fn the rotating system 

lumpcd mass 

sprfng stfffncos 

H fffness matrix of substructure 

vector of d.o.f. of substructure 

mass matr1x of substructurc 

c!ynamtr. stfffness matr1x of subÚruct!.:re 

d,o.r. of left Interface 

d.o. f. of 1ntC'rf!lcd1atc nades 

d.o.f. of rfght Interface 

loads on ,left interface 

loads on 1ntcrmcd1atc nades 

lollds on right interface 

transfer matr1x of substructurc 

state vector of interface j 

vector of transfcr matrix 

length of b~arfng 

diamcter of bcaring 

rad1~1 clcarancc 

mobflfty functfons 

-journal displaccments-

react1ons vector 

INTROOUCTlON 

In thc anJlysts of crankshaft-bcarirlg syst~m~. 
thcrc are thrce mJ1n areJs of conccrn: stress JnJlY· 
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ds, dyn;unfc an;tly">i'i ;rnd hr~.1rln~ pr:>rf¡¡r¡n.wr.~ analy~ 
sf~. HH! an.:.lytlcal HhJdl!l-:.. t.yplc.:~lly u'",l!d ror et~c.h of 
th~o;l! thrN~ M'cac; ht.~v~ v•!ry 11ttlc in C:'JIHIIIQn. malnly 
d11e to sfmpllt'yfH'J il:i'iUIHptlon:i wh1ch m,rh'! thr! C-llcu-
lt.~tfon~ prtlc:tlci:!l for dt!·;)r¡ner::. ,HJd vnalysl'i. In the 
stre5s anJly~l5 drca, for frl'itdrlCI!, ~tdtic lot.~,fs are 
!JP.Of!r,Jlly con-;íd•!r~d Jntl ltlF! crank-:.h,•ft ls ah:~o<:.t 
ahlaY'i fsol.Jtcd fro1n the other cornrHments of the sys-
tem. StrP.!>SI!"; dr~ th~n computcd IJ,J:.ed on th0 o;tdt le 
load<; a~.swm!d .wrl U11! r:orreo;pflw11n'J rr!iJCtiQw •• In the 
dynarnlc dnalysls dre<l 1 tl11~ :.tre~'i clistrihut.ion of thc 
crank 1'> of llt.tle lnterest and for ,J]l ptdctlc<d pur
poscs of no 1ntere5t ~:hiltSIJP.'Ier and thr! f;rophasf-; fs 
placed on thc tor-:;ion,d vibratlons cau::.P.d by the 
rotdtitiH anrJ rccipro<..<ltlnr¡ md-;ses and thc L1ck of 
rot.atfonal t:QnStrdlnt.~. FlnJlly, fn thf! Jrr~a of. 
bcarfng ant~lysfs, the loilds .Jctinr¡ on l.he b~·Jrinf}s are 
g(mcrally d<;:.unu!d to hr~ lhosf! obt.lifH!cl thrrJU'Jh the 
statfc Mld!ysls for a nurniH!r of rotutfonal positions 
along a full cyclc of f)¡>r~ratfon. The b1~<Jrfnrr; •lre· 
typically fsoldlNl frum tiH! r!ntirc :>r.tem <~nd thus the 

· cffects of the rlynamlc~. of the crdnkshaft Jnd the 
1nterdCl ion wi th thf.! 1Jti10r cornpiJnents of thc systcm 
are not fully 1nr.orpor,Jterfo 

Numcrou'"~ ... t.urlies )¡;,·¡e heen p11hlfo;herl de'icribing a 
varfety of analytfcal, emplric.Jl and experimental 
methods fn cach of thc-;c three are<JS, ~ucl1 as the 
sturfles by LOWI!ll [l], [shlem.Jn [2] and Ross dnd 
Slaym,á:r:r [3) arnonq m.Jny 0thcrs. 

IIO~IC'Icr, few illt.~rnpts h·1YC b~en m.vJe to model the 
crank~haft~tH!•lrfnrJ systr!rn a~; a whQlr:!, ,:Qnsl•fcr.lnq th.lt 
thc lfJads Jr.tln'J on lttr!· cranksh.Jft cJu-;e dcforrnJtiOn'io 
This in turn fntr:ract~ wlth thc dynamlcs of thc 
system, l. he nexfbf 11 ty of thc ~upport~ anrl tht! hydro
dynamfc5 of thc journ.Jl-bc.Jrlnr¡s of the enrJfnc. ·\·lhi le 
a more c..:tensivr~ litr!r,,turr! sr.M'Ch is prc .... enteri In 
(4]. he re only some of the sfgnfficdnt works drc di s-

, .CU!i5Ct1. . . . 
f. Gra·~s and Hu':.s~nan [S] dC'If!lrJpcd a m~thod hy mr~JnS 

1(_ of wh 1 eh 1 o,Jds on the fflol 1 n hr:d r i ngc; r:01!! d br1 dcler-
. mined cnn'",ider1n~¡ il model tii•Jt consf~t.cr/ of d round 

shaft rt•prr!~~entfnrJ th•! uankst':dft, cl.J·;tic o:;upport!l 
reprcsr!nl·~·.i by sprinq-. .u:d b.~.n·intJS ~~hlch were .1~surnr.d 
to hchav1~ as 1 inl!iJf sprfrHJ<'.. Tht~ proct:dtJI't! dcrfvcd by 
thesP. authors con5idercd tlu! o;hclft dS :1 c;taticdlly 
undct.¿nnim~'' '>ystem un flf'!.(fhle ~IIPJltH't'>. The results 
obtafnt~tl hnprovctl :Jv<:r thr! c!Jssic,JI nu~thod of consf
dcrln•J C<1Ch CrJnk .lS J SCp.lrdt.l! sfmpJy !ilrp¡.wrted bedrn 

on whlch ccrt.tin Jo.:d'i .u:t and the rcc~ction<; s.Jtlsfy 
the conditions of stat.ic cqullibrium for P.<Jch '>•!rl.lr,lte 
cranko Jtowr!VCr, tllc t.rr1c re.il!ty of tiH~ hydrodynJrlllc 
nature of ttw hcJrfnqs ~1.1$ not cono;idercrl. t.atcr, Von 
Shnurbein [6] incnrporJtr:od tllc hydrodyn,¡·,:rfc dlMJCter
istfcs of thc hcariniJ'i by U'iiniJ th•! cx~ressinns tle
rtved hy l/oll.111d [/] Hhich ·r•!lJte the ln:;tant<J•lcous 
e~cf!ntricftl~s of tt1~ jOLJrnals wittl certain ~elocityo 
Ry t<tkiniJ the t!Cr:,~ntrlcit.it.!S J:> deflections of thc 
cr.lnkJtlJft, thc r,;,lc.tio.1 luddS LUulú lll! ti<!Lennill•!d, 
but 1111 ltnport,wt as:>urnpt ion \,.tJS th,lt tlh! ~upports He re 
rfgido In both c;Jscs, [S] JrHI [!i], .t tr.lnster rnatrh 
approach \~Js usr!cl tn c..1rry out thc c.llculJtion:> hdscd 
on the Holzer method (n}. 

~tost rccP.ntly, St.i<.k.ler [9] d~vP.h>pcd d mo1'1~ ela
bor.lte .1ppro.1ch wtlic!l flH' tiH~ flrst tinh~ fntroduccd 
the flnite cJ.~nh~nt mdhod to rutHit!l the cr<tnksh11ft dnd 
also 1ncorpnr,Jtetf t.ht! h_vdr·odyn.llldC~ of th'~ hcdrtngs 
through the n~t1h 11 i ty •neth11d dt~v;~ 1 opcd by nooker [ 10, 
ll]o In th~ 1nodcl u•;,~d by Sticklt!r, lhe cr,lnksh,lft 
Wt.IS modl!l~d wfth he-,Jm •!l•·ments t.~nd th~ supports w~rc 
rc~•rt..•scnt!!d throu,Jh" flt~v;lbi 1 ity 111.1trix. fhlc; stuc1y 

,. showetl Vt11'Y cl•!·lf·ly the di tficultics inv,Jlved in con
sfder·fn'] thr~ cr,wksh,lft .. ,JS ,Jrl ,l,:tu,tli.Y unsynunctr·lca1 
sh.lft rl'> ·upposcd tn the round o;l1t1tts usetl in studft~s 
(S] and [Li]o [t should he noteJ thJt In none of the 
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prevfou!> C·l~e~ wao:; the lf!J'.i5 dl'itr1butlcn o( the cr~r,k. 
shaft r.onolder1~d In t.he for¡:~uJ.¡tfon t.~nd t.hus M lr.r~'):-. 
tant ,¡~pr:ct of thc dyndmlcs of thr. cr<Jnko;haft \</,lS 
neq lt~r.tr:d o • 

In thfc; study, a qeru!r<l1 appro.v:h 15 presr.ntf'!-1 
whfch yfi!lrJ<; Uw Jo,Hl'i on thl! rn.lin b•~arin(j'i .lnrl u~r:o; a 
::.olfd finit1: e]l!rn<:nt tr,orl•!l for CJCh crMJk In sur:h -t 

w<Jy thut the r~ld~t.fc pro¡wrties are more rr.prc~cn~<!~ 
tlvc and, for the flr>t t!1r.e, lncludcs thc mass tlls
trlbut ion of the crankshaft o 

The .1pprodch 1<:> f>.,-;r:d on the ffnfte elernent
tr,1nsfer rnatrix r110thod dr:v~loped tJy Mucino ,lnd Pa'lr:llc 
[1?.]. rhf! synthw.J'j of thc sy~.tem sub~tructurcs 1-; 
made Ly com!Jinln~J thr~ st.JtC vcctors of the o;ubstruc~ 
tures wi th the hydrodJniJmic loads on thc bearinl]o; Jn1 
the fle..:lblllty of the o;up~orts. 

TIIE SYSIEM MOOEL AriO EC,UATIOrtS 

Thc ~ystcm con'ifd~red In thfs 5tudy consists of 
thrr.e maln <:Qmponent::.: thc crJnkshaft,.thr? fli~xfble 
supporto; and tlle journJI-:-t,r:arinq$ .ilS stiO'ffO In ·Figure 
L It fs •lSsumcd that t.lie loads actinq ún the r.rdt"l\.:
pfns Cdn be ohtaincd uslnl) thc pre.surc-volurnc dlagrafl 

ru.xwu: surPonrs 

F1g. 1 A Typfcal Cr.1nkshJft-Ocarln(J.Sy:>tem on 
Flcxlhlc Support5 

and thc ge.Jmetrk chJrJctt!ristlcs of thc syst.¡::om for 
thf! cnt1r•! cycle of op~r.Hion. Thus. t.he loJd'> dCting 
on thc CI'Jnkpins can bL' r~:>olved into rildiul Jnd 
ta.ngcnlL!l componcnts J'i c;ho~:n In FitJUI'I~ 2. 

In ord~r to formula te t.li.; cqudt ions of tht~ sys
tcm, 1t is lll~cess,u·y to define thc dt!IJr~~s 0f freetfor.J 
of the systern in SIH:h ,, w.1y tt1Jt thc interdc:tlon 
bctwct:n tht! cr,1nk~h.1ft. .1nd thc be,lrln•¡:; .wd tll!! sup
ports can .1lso be dL'scrib•!do fir5t. th,! ve..:trlr of 
ludds actin!J un thc crJnkshJft cJn be det1ncd <.~s: 

(fl• (:~¡ 
wherc fRi} ·,,re thc redctfons from the bculngs 
act lniJ oi1 tl11~. m.lin journaJ.s <Jnd {fs} are th·~ loads 
from the C11nnecting rotlo; Jctin~¡ n:1 thc crJnkplnSo 

( 1) 

The rt~.Jctions CJ(~~~~~rJt.f'"!d by thc b,~ulnr¡s MC the 
result ot ioLeqr,¡tlnq th1) pr·c<;•;urc cli:>trihutlon 
developed by thc lub~iCJilt oll tilm Jnd thus: 

(Rjl ·!J )-rPJ(o,z)<lJdzl (2) 

e •O z"'O 

J; 
~\ 
1' 
' 
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F1g. 2 Radial and Tangcntlal Loads Act1ng 
on thC! Crankptn 

wherf! Pj{0,7.) 1s thc rrcs:;urc distr1button around 
(O) anrl alon·q (L) for ht::arirlfJ of rudiu:; ras shown in 
Figure 3. Thc prcs<..ure distriLutlon 1s govcrncd !,y 
RC!ynold's cqualion: 

,~P. a 3~P 
[ lo" ,

0
· .. ] • [h ·-] • .. 5'i 3z 

F1g. 3 A Journ~~·1-!lc,lring Systl'lll and l.uhr1cant 
rrcSS;UfC Olstr1blltlon 

(3) 
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ln·thls r:qu;1llon h 1s thr~ oil film lhldnw>:r. 
llrounrf thc hco:1rintJ, 11 1s thc vhcu-:;tly of thc luhri
cant, ~ ts· thr~ journ.ll prec,~fon ratc and 1,1 is tht! 
ant]uldr vc:loclty of tlic journ.-11. lhr: vector of di-:
placcu¡cnt~ ot the crt~r~l:sht"lft c,1n thr!n hl! defíncJ <!·.: 

( 4) 

tthcre {B) fs the vector of dlsplJct:n.cnts of thc t;r;-!r-
1ngs ~1ldch arr r1gidly attacherl to Lhe sup¡wrts, :~¡ 
fs thc veclo•· uf cco!ntric.ities of the journals w·;·.h 
respoct to thr tlnarin!J'>, and {ys] ts the y¡!ctor or 
displaccmr.nt~ of thc: cranksh<lft at other locations 
eY.ccpl thr~ r:lisplau·nu~nt~ of thP rnllín IH'i'lrifi~JC.. 

lo incorp,,rate thc flcxibility of tt1c ~u¡J¡lort~. 
the vector {B} can be cxprcssed as: 

(5) 

whcrc [F) 1s thc flexibility matrix rcpresentinq ~ht: 
supr:ort structurc and <-Rj} is givcn by thc ncgathe 
of f.qu;,t\on (2). 

Due to thc naturc of thc mcchantcal systcm, t".~l) 
c.oordinatc sy~torns are ncedc:rl to dr!rive tite equations 
of motion. f\oth syqe:ns UJincide in thc ori~in <:•·d 
onc axi~ .:~s shown in rigurl! 4, hut onc io; fixc!d 

F1 g. 4 

!IBSOLUTE srs TE/.1 
!IO!IIT!NG Sr S 7CM 

Xsmwf 

Coordinatc Syslcms: Rotating (x. y, z) 
~nd Ahs~lute (~. n, t) 

(f:, n,r.) anrl thc othcr onc rotdtcs ()(,y, z) cln~! is 
attached lo thc Crclllk~h,Jft. The tran~.format ions fro:n 
rotdting to thc Jb!:.olutc systcm are: 

Dtsplacr.mcnts: 

Hl [C] 1 ~ 1 ( 6) 

j 

l 
' 
1 



,-· 

r 

Vclocltlos: 

¡ ~] ~~-wyl n [C] y+wx . (7) 

~ i 

Accelcratlon: 

m ,,, 1: : :-: : ::; 1 
whcre [C] ls glvcn by: 

[C] • 

-sin wt O l 
cos t.Jt o 

o 1 

(8) 

(9) 

The clegrees of frcr.dorn for thc crankshaft and supports 
can be expressed us1nl:J thc follo·t~ln9 notation. 

In the absolute systcm (f., n, r.): 

In ,the rotat1ng ~ystem (x, y. z) 

Wh~re the S\lhscr1pt s dcslgnatcs thc d.o.f. of 
the crankshaft t1nd for the supports thc subscrtpt h b 

and 

Ocr1vln~ thc potcnt1a1 cJrHI klr~etlc t!llt!f~¡lcs of 
thc clastic mcmbers, (cr,1nksh,1ft Mld support'i). and 
applyln~J thc L.l!Jr.tn!)Llll equ.1tion, thc Fol.low1ng 
cquattons of mot Ion rcsult: 

(lO) 
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( 11) 

(12) 

(13) 

These equ-1tlons are expre'Ssr.rl usln<J thc t1cc¡ree.-. 
of frecdon1 of the crankshaft in thf.! rotatín9 COQrdl
natc systcm .1nd ,Jlso In tcrms of lhc cc:centrlcitles or 
the jourMl'i with respect to thc bearings In thc rot.l
t tonal system. 

Thc solution of th1s syst~~ of e~uatlons 1s not 
tr1v1ill due t.o the ni1ture of thc system onr.P. the lo;JdS 
dcr1vcd from the pressure distritlution gcneratcd ín 
the bearin1s are incorporHr:'l in the right hJnd sirte 
of Eqvatlons (10) throu~h (14), 

NUHF.R IC/,L PROCEOIJRE 

In arder to CJrry out the analy-,ls of thc systcm 
and the solutlon of th~ C'JilJtions previou•;ly forlllu
latcd, it is ·neceS'lM'Y t.o n.ake use of thl! f,1ct lhat 
ttH! Cf\IO~shaft C·IO br1 rn.1CfCHJiscrt:•tized inl0 ·l OlldJCf 
of 5Ubstructurc~ which hdY~ ~in1ílar chJfdCtt:rt~ttc-,. 
Edch substructure (cr;wkthrtr")·i'l then díscretll•!rl 
us1ng a finltc cl~ment mod0l·S!JCII as th~ ~n~ shnwn In 
FigurC! 5. Tht~ cqtJJtion d~scrihinrJ the .c,tatic equi\1-
brium of th1s substructurc writtcn in matri~ furt:¡ ls: 

(K) (X] • (F} 

F lg. S F1n1tc Elcmont Motlel of d Crankthr~w 
as a Substructure 

(15) 



( 

wht~r·c (Y.}ts thr~ .H1ffne-;s m,ltr1t. ()( the ~ull~tructurc 
c'lnd {X} 1s thr~ Vf!í.lor of 11:.plc:r:emf~nl<i of U1r: nodes or 
dc!grccs of frccdr¡;n und (F} 1~ the Vl'Ctor of louds 
act1ng on th~ ,_;uh~.tructurr.. 

To 1ntrorlur:.e th1: m.);.~ d1~tr1button of th~ crank.
shafl, th<: 1nil:.S 1:1-!trlx Ct~fl be l••r:.oqwr<~ted ·.·i that: 

[M) {X l • [1:] {X] • {(F(t) l (16) 

Jt w111 be assum'=d that the 1 nternal damp! r:: t1e 
ncglcct~c1 •. 

Constdertng that tl1c load 1s !1~rmon1c 1·1:¡· ctrcu
hr frequ<!nc.y of (¡), ttwn Equatton {16) can lo~ rctluccd 
to: 

( 17) 

whcrc [D] i,. thc "dynamic 'tiffneos matrix" 9ivcn by 

[D) • [K) - ,f[M) ( 18) 

In arder to ~ynthctlze all tl1r. substructurcs, thc 
ftn1te clr.!rncnt··lrM1!,jff!r matr1x metliod r.an be i!ppl1crl. 
lo do this, thc v~ctors of dtsplaccments and loads can 
be part1t1oned as folloHs: 

"•) . ¡ ;; ]··· "•'" ¡:;] 
The:n, hy fo11ow1~~ t.hr~ f0rrnulilt1on given 1n 

the final ~xpre~~lun for the tran~fer matrtx c~11 
obt61ned in the form: 

Wh1ch wr1ttcr. 1n a more compact form becomes: 

(19} 

(20) 

(21} 

Th1s equ.1tton is ·the transfcr matr1x rclationshtp be
twccn statc vcctors izg} 4nd {ZL} l'lhich contaln 
both thc displaceml~nts and thP. loads ucttrHJ on the 
1nterf~ccs of the stJbstructttrc. Hy cl1angtng Lhc sub
scrtpts to 1 and 2 instcad of l and K, a sccond sub
structure cJn he addcd by considef"inCJ the folloHing 
stand"rd rclat ionships as dc$Cribed by Pestcl and 
LccUe [13]: 

(22} 

In this cquat ion, [T¡] and [T?] ace the 
transfer n•<~lriu•s or lht~· fi r5t dnd second substruc
turcs i!Od more substructures can be assrmblcU by mul
tiplytng thc trd.nsfcr matrices tn lhe corrcsponding 
grder, 

It should l'C notd that thc m~1ln advantJ~c cf 
thh !;Chcmc ts thJt by mult1plying thc matrices 
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[T 1], [Tz], etc., tl1e s1ie or th•: m~trlces docs 
not. tnc:rc,1~e tmt nmil1no; .ccm¡,ut1blc. ~11th thc arder of 
thc mi"ttrlcc5 tw1n~J •r.uH.1pl1cd. 

Thc statP. vector::: { Z¡l cont,11n the loads and 
d1sp1Jcc:nent-:. of thr: 1nterfJ(.f:'> oi thc su~~structure~. 
Thl•se tn turnan~ Uu~ n~act1or1~, anr1 the d1sp\i!(P.mcnt!. 
of thr: journ.11 s of thr: cranksh.;1 t where thc intr:rfa.-:r:s 
wcre dr::~19r~atcd. rrr)m Equat1on {LO) the follonlnrJ hiO 
er.prcssions can h~ obtidncd to e.~.prc~s U:P. rcJct lon-; 
on thc mJ1n journals assum1ng th.Jt the corre~pond.1ng 
d1splaccments are known: 

(2~) 

where thc superscr1pts k inc11catc that the vrctors Jre 
obtained bas~d on the tr~nsfer l!iJtrix of tbe kth 
cran~.throw. Thc n~t force on the bear1ngs can he 
obta1ned by algcbr.Jically adding .the contribution o!' 
each c!egr·ee of frc·(•do:n 1n th~~ correspondinq dircctiori 
llnd throu~¡ll the di!:.placernents of the ~upporu .. using 
thc flex1hil1ty n1atrlx of Equation (5). 

Thc 1n~tantan~ous velocities of tbe journal cen~ 
ters in ttre l10aring c:l~arance circlc can be approxi
m~tcd using Bookcr's equaticns (10, 11] which lravc :he 
followlng form: 

...... ·'·. 

de• JFl c/r · Y¡ ·r.- • ·- --- (11 
ol LU 1•/c 

(<5) 

• w( e• l ( <6) 

whcre (H,) •nd (My) "" kno><n •s thc mob1lity 
functions and are tunct1ons of the bcar1ng charactcr~ 
1st1cs and thc ccccntr1c1tics of lhC' journal~·wlth 
rcspcct to tlw bearings. The expl icit fonn of tlwse 
mobiltty functions which applv to finitc bearings uc 
9fvtn by Booker [14] afld Wt:r·;!· dévclopcd by r·1ocs [Eij. 

[quations (25) and (26) allow thc determinatlon 
of the tnst.Jnt..lncous vclocittcs of tllc journ<Jls tn ~!H! 
bcarings in thc pl~t1C perp~ndlcular to the axis of thc 
shJft. Uy cxtrapolatir1g thesc vclocittes through an 
1ncrr.rncnt of time, 1\t, a new position can be found 
wh1ch Cdn be u sed to dctermi nc a ncw sct of loads 
wh1ch will ~cncratc a ncw sct of journJl velocitlcs. 

COMPUTER ALGOl! ITHM 

lhc computat1onal algorithm consists of an 1tcrJ
tivc procedurc whid1 ytclds a cyclc of displacemL•nts 
and loads of thc journJIS of thc crunk.sh.lft in SIICh J 

way thtlt the elasto-·h.vdrodynumic behavior of thc $)"i

tem cun he ,,pprox1m.ltf'd. Unce thc tr,1nsfcr m.=ttrtx tus 
bccn dcrivcd for c.1ch h.1nnontc. componcnt of thc lo,h1S 
acttng on thc cr.1n~.p1n of cach suhstructurc, con1plt~~e 

calclllJttons art~ pt~rfonncd dnd thc followinl) stcps 
define the .llgortpun: 





. ,. 

~-

,· 

( 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

lnlti~t~ wlth dn ~rhitr~ry eccc:rttrl~lty of ed~h 
JourntJI" In thl"! heM·inc¡o; ,JrJrl t.á .• :·ttlf!';l! I!CC~rJtrl
c.ltlc~s •1$ the .,b ... 0lutc! di:-.plJC:I!utf!nts of ttu! 
jOlJrnals qf tt1e cran~~l1aft • 
Octr!rr.dn,! th1: ltJiJr1~ act inr¡ on thl! Io11rnal s 
"lhich, r.ombinwJ wit.h U1•! in-;t.Jntr~ni!OU'i Jr¡,¡rJ5 on 
thc crdnkpin, ,¡rr~ Oil11ptJt.11>lc wlth thf! ecr;entrl· 
c1tlcs ancl dl~pl•tu:mr~nt~ of the prcvlou~ stcp. 
usfn!J Eqt1<1tl0n<; {?.J) anrl (21\), 
Ol!lennin~ thr! loads on thc hedrlnr;s uslng thc 
followln!J reldtionshlp 

{f ¡k -1 
t (27) 

Compute dlsplac~mcnts on thc journals for thc 
lod•Js just found u-;iniJ F:r]uittíow. (·1) Jnd (5}. 
Once thc rli~pl:n:cments of the ht:arinqs and the 
dlspLlí.ernents of thr! journ<ll'> ,Jff! known, thc 
ecccntr1citics c-Jn be fou11rl L/ t.hc vcctorld) 
di fference of thcse dl$pldccmcnt-;. Thus. 

fe l • fB l - {J l (28) 

whcre fel ls thc vector of r.ccentrlcltlco;, {8} 
is'thc vector of tJeJrinl) dl-;plJcf!ments Jnd {J} 
1s the vector of journdl dlspl.Jccrn'!t1tS. 
Octermlnc tt1c lnst~ntan~ou'i v~loclties of the 
journals In thc bci:lrings U-;inq Equat1ons (25} 
dnd (?6). 
ExtrJp(Jl<ate thf! di~pL1cernr.nts of thc journ.ll'i 
through an fncrcw~nt of time At dnd find a nt:W 
absl)lute ¡.HJ~ition using an e.ürapol.ltln~ ~chC'tnP., 
sur.h as thc Adam 1 S formulas [16j, llJdinly: 

(2?) 

.· .. ·.· 
8) Rotate thc po~ltion of the cr~~kshJft wfth 

fP.')¡Ject to the o;upport throuuh dn dnqle of _.¡1\t 
and C·llC1d.Hc thf! ncw loado; from the conncctlng 
rorl~ on tttc crank¡Jin. 

9) Rc¡1eat steps 2 thr0119h B untll onc cycle 4n ts 
cornplr.tc<l. 

10) Rcpcl1t steps ?. thrOUIJh 9 unt.ll convcrr¡cncP. fs 
achlcvcd, In· this Slf~P. convcP)r.ncc ls achlcvt~d 
wttcn thc cyclc of lodds lo; ldcntical to the 
prcvíous cyclc wlthin t.:ertoin mar~lns. 

Thc algorithrn ju.;t tfescribcJ ts shown In the fo¡•m 
of a block JIJgr .. un In Figure 6. 

APPLICAT!OII TO A REAL S'ISTEM 

Thc computdt Ion al proc~dure rlr.velopcd In thls 
study Wd" .1ppl icd on .) cr.lnbh<~ft-bcdrinq syste:n, the 
mi.lln dldl'•'t.:Leristlcs of witid1 .tre glven 1:1 !Jbles l. 2 
anc1 J. In Ud-;, dpplicJtitHt, thc loJd$ nn tll~~ cr.wkpin 
wcre rcsolvl'd into tourir.r con1poncnts .lnd nnly the 
ftrst 6 com¡Joncnts wcre considcrcd in the .lpproxlm.l-
tton. · 

The loJd cycles for mJin bf!Jrlntjs 1, 2 <1ntl 3 are 
shown In Flqur~s 7 throuqh 1?. tor two (,lSt~S. rn thc 
flrst, the m,lsS Of tht~ cr,lllk'>hdft is not COIISidcrcd 
ami In the se~.:ond .the llhlS'i h lntrodiJCC•I hy usin9 tlh! 
dynamlc stiffnt~ss mJtrix ot' Equ.1tlon (la}. 

CONCUJS !ONS 

From t.ht: rt~sult-. ohtafne·1 in this ,l:Miysls Jnd 
based on thc prevlous .lttt~nlpts fúr thls type of sys
tem, thc followln!.J conclusillflS cun boj Ut\lwn:, 

1) 

2) 

J) 
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1/II, ... C( J(,"II'W. 
/n:.11 "-1 ... ,,.,,~ vr 
Tlft tA:.r o.~n 

UtiTAO<[O 

Fig. 6 FlowchJrt of Computer Al~JOrithm 

The tncorpor,lt Ion of th1~ mass dlstrih!Jt Ion cf 
thc.cr~nksh.tfl ¡,, tl1e Jn~lysis 11·15 .t consitl~r
ablc cffect on thf! calcu!Jtion of the lo~tls nn 
thc ::uln journ.llo;, yiclding lvod:; nhic!l .1;2 
approxim<ltely 12.51. .n1d 22'.t sm<~llcr fnr m.1in 
bt~llrirl')S l Jnc! 2 ,¡ncJ ,lppro;drnoJte\y l'f., IJI'C•Iter 
fol' m.) in bt~.Jrin9 3. rhis Cdn be scen In thl! 
Fi~Jures 7 thrnu!Jh 17.. 
The lo.1ds on the IH~.lrinl]'i. r.ornblnt!•l \~ith the 
lo.lliS on tht! cr.tn~.pino; .1nd thp ;Jlsr\.tct'lllt~nts vf 
the jour·n.1l S:. c,Jn !K· w.ed to pcrfona U11! S ti'!.! SS 
ándlysls u·sinq tht! uMtrlceo; oht .. Jine.l in fQll.l~ion 
(15) for the flnltt~ ~lr.mr.nt u;odr.l. 
The llh~thud dt!Vciop•~d lh:r·~ lncuqHJf,Jtt:S for tt;.: 
ftrst time the nw;s tlistrlhutlon of the crJnk.· 
Shdft to ccJrry out the antllysls. 
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l, 
~l 
¡, 
1 



<!> 
z 

"' a: 

"' m 

z 
"' 
C> 
« 
<> 
-' 

mntlcl and re~ults ohta1ncd In thc elasto-hydro ... 
d¡n.:unlc analy~ls. 

'LOAD CYCLE ON MAIN BERR!NG 1 

XID
1

tJ lOO 20tl 3r)O 'l!!l !iOO 600 7Go><IO' 
12-6 rJ1'l']Tn"lTnnprrrp rrmrmqmr¡:rrrrrrnrrTTTJTlrrrmrrnn¡r 12.5 

7.5:- . 7 .s 

••• ·_ s .o 

1 2.5 'Z·S-

.o:. 

-2.5 

-s.o 
-7.5 

ANGLE BF ROIATION 

f1g. 10 Radial and Tangentlal l.oorls on J~a1n Bear1ng 1, 
Crankshaft W1th Mass 

<!> 
z 

"' u: 

"' "' z 
"' e 
a: .., 
-' 

LORD CYCLE ON MA!N OEARING 2 

o 1 oo 200 3110 •o o sao 
X 1 Q 1 ~ mJTTTlffrTTJTTT TfTTTT¡1' T rf fTT1TJTrTr fT TTlfT TTTJTrTTf 
lti·O;. 

· ulluultw!.u.~,_tluJJltutltw Lit u .tuLtulutLll 
O 100 lOO JOO 400 500 

ANGLE Of ROTATION 

fiOO 700 
JTITTTrnrn xio' 

- 15 .o 

: 10-0 

:S .o 

Fig. 11 Ri!dial and Tangentfc1l Lot111s on MJfn Ocarfng 2. 

<!> 

"' 
<>: 
a: 

"' m 

"' .., 
o 
a: .., 
-' 

Crank.shaft Wf th Hass 

LOAD.CYCLE ON MR!N bERRlNG 3 

><101
0 ••• 

30. 

20. 

10. 

o. 
-

-ID. 
. 
-

·20. 

-Jo. 
o 

100 1.00 Joo 400 sOo !ion 7ooXI0
1 

f ]irTr¡TnTflTTlfnl!ptrTJTTlT 1 1 TTTT[rT~IJflf!flTHflJ. 4Q, 

-130. 
: 20. 

-~ 1 o. 

\. 
lllulu~.al.u.ul.uuluuluul; -JO • 

400 :iOQ GOO 700 

ANGLE OF ROTATION 

Ftg. 12 ~arltdl anJ TJ~~~~ntlal loJds on MJin B~artng 3, 
CrankshJft With M.tss 

322 

Recomm¡_•n•lrit lr>rl'i for fúture work. In thf~ ilrr.,l r.~-:. 1 
fnc1ud·~ ttl<! CtJil~ÍrJr?rrJtlon of the rotJtlon.JI dt~qo:~-; of 
frcedO!:l tn thc ':.'J'.it~m In arder to oht<1ln r:ll1ncnts r¡n 
th~ journ-llc; anrf dl~o- to con<;ldt~r the Corlolls r.o::;¡::~. 
ncnts of thc •1CC'!lcr<-~tion ~¡jven In EquJtion (10) willf'.h 
wac; droppetl tJy rot:JtinrJ th~ :::.upport~ around thc crdn~
shaft lnste.ld of rlolnr¡ the cpposlte. 

Also, ~omr! par.Jmdric an,Jiysls ·~oult1 allm<~ the 
determlnatfon of thc effect of sorr.e Jddítlon.ll s;co::-.!1-
trfcal paramcters on the system.s' bchavlor. 
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IVith these software packages, e11ery engineer can take ad11antage of powerfu! 
computer-based analysú and design tools 

As Ion;..: a~ finitl' dcuwnl ;tn:tly!'tis· 

was donl· onJ~· on larg<..· comptltn~. 
tlw :tpplic:llions found in mt·chanical 
cnginc:ning \\Trc llt('t·ssarily limitn.l. 

Tod:ty thnl· are a numhtT of finitc 
dt·mt·nt p:tckagl'!'>, !'>l'\'n:tl of tllem :lfl' 
di:-;cu~:-.n_l in thb :Jrtidr.:. tli:tt run on 
pcr-'tUI:tl co1nputns. By hri11¡.!ing this 
c;¡p;thility lo the dc .. k of \'irluall~· <."\'· 

Cry c:nginn:r. thcsc packa¡..:es opcn thc 
way to rnuch more widcsprt'ad cm

ployincnt of finit,c dt·mcnt tcch· 
niquc::-;. ~1orc: imp!)rt:mt, tiH.:y dul
kn;..:c thc im·t·ntiy?-n<.:ss of cnginn-rs 
lo find nt.,,. u:-.t·s J'-4·r thcse tn:hniqm·s 
in t~;d..:lin;..: de!'>igr~ •ruhlc:ms. 

ll~t.·rc may hL r>omc mi~corH.:l'p· 

tions ;.~hmll ll!'>ing J¡LT!'>onal cornputer~ 
for finitc dcmc.·nt ;m~lly!'>i~. lkcau.sc 
thcM.' c.·omputcrs are phy ... icall~- _.,nl;lll 
doc.·~ nm nH;an th:~t thcy c:mnot han
die l:irgc.·- prohkms. Tod:1y\ minicom
putn ami m:linfr:um: n.unputcr.s are 
fa.stcr th:m pn:-.tmal computns. and 
thdr c:1pacity w stoH· d:li:L is ~L·ncral
ly ~rc.·:ttt·r. Blll thc <.lifftTl"ll<.TS he· 
twc.Tn thc small machines :md thcir 
minicomputt·r l'lHJ..,in~ u .... ually 
ariwunt only tu :1hout an ord<..T of 
m:t~nitmk in prtl\)\t:rn-:-.izc.· ctp:-~city 

and !-olution tinll". :.~nd thc.: pcrfor
m:m<."t' ~;¡p h(·tw<.Tn them is rapidly 
clo:-.ing. For t.·xampk. thc.· 11\.\t PC'AT 
is unly two to thrc:c timc.·s _.,lowc.·r tlun 

· minktHllfl~It<.·r.-. 
1···· · ::, ····.,: .. :trtick wc.· will rakc: a 

... · .. ' ··'! ...... l: ;r-

HO'/IARD fALK 
Consu!tonl, Montclair. New Jersey 

CHARLES W. BEARDSLEY · 
Fdilor; ME 

do~<.' loo k at thc actual <.::rp:•cit ies ami 
_.,pcnls IJffcr~.:d hy pcr...,(Jii:JI nHllpulcr 
finitc_ dcmcnt p:rckag<:s. hut kt us IH:

gin hy con..,idning 1hc quotion of 
compuling _.,pt'<.'d. 

CRUCIAL FACTORS 

How lmporlonl ls speed? : 
A rcr:-.on:tl (."Oillputcr likc thc 111:\1 

PC gcnn:dly doc_., its comput:llion:tl 
··munhcr crunching" more :-.lowly 
thau :1 minicomputn likc thc.· DEC 
\'AX or Prime. Th:ll lllC:IOS that ¡¡ 

sm:ill prohkrn th:u runs for tt.:n oi
hn·nry ~l·conds on thc 1'( might he 
complctnl in ju:-;r onc second on :1 
ttrg~.:r computer. A brgc prohkm lh:H 
could run for :m hour on th~: largn 
nnchinc.· might grind ;I\ny for 1 o or 
20 hour.s on thc JlC 

In tnms of irll"<II\\Tnicncc :md dis
ruplion of work :rcth·ity. thl· diiÜ.T· 
cnces in lhl'Sl' _.,itu:uions m:1y nol he 
\Try importan!. Sccomb of w:1iting 
time will nnt mal-.:<.: :t !'>ignifictnl dilkr
l."Tl<.T. \'\"hert· lon~-minutl'S or \tour:-. of 
omtpnting :1rc irwol\"n.J. thc u:-.<.T will 
proh:rhly turn to othcr ta:-.b whik thl· 
prohkm runs: howt.'\"C.'r. t1l<." micro
l:omputd· j~ thl·n un:r,·:Iibhk for oth· 
cr proc.T:-i:-.in!!. 

"llH.· dillinilty with comput<.T runs 
that ,I__¡!St for hmtr!'> b th:rl :Ltl ~m:tly:-.i:-. 

might h:1\"Í: w he n·pL·atnl _.,t·n·ral 
lillH"~, with ch:t!l).!t'S ÍllL"IIfJlllf;ltl'd 
l':ICh time. IH:fnrl· thL". nn:dnl tksi~n 
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infurmatíon is ohlainnl. 'l"llt·n niii!'> 
lhat tal-a· ten lwurs cach c:rn t":Lsih· 
;¡<.Jd up lo;¡ wn:k or th- .... ign lime and 
thc larga, b~tn machim· m:n· lw 
nn·dcd. 

Onc of lhc main :rth·:mt:t¡.:e .. ·nf :1 
micro1pt·r_.,<)J):JI computcr ar1d ~~qlt·r

minicomptlll"f ¡_., th:H th<.· r1.~n 11:1" 
(."()Jllplell' l"<llllrtll (l\("f \\"J¡;¡( !lH" (LI[l) 

put<.T is ;t:-;knl lo do :rml whvn it i ... 
u .... nl. 'llwrc is no w;riting lor pro
~rammcrs. or d:tt:t pron·:-.!'>in¡.: m:mag· 
tTS, ;md no nc.·nl lo compt·tl· witl• 
other usns for sharcd n·..,ourn· ..... In 
m:my silu:rtions thcsc a<.h·anta¡.:c• will 
O\'l"friJc ti K' drawl>:rrk <lf" _.,J¡ Jwt·r t• •n 1· 

putational spn:d. 
1\. _.,idc: hcncfit of lht· pn..,on:d t:orn

ptlll'f is that il \"irtually h~n.'l'!'> t1H· 
vcndor .... of _..oflw;!rL· pat·k:Jgt· .... tn r:I.rl..:c 
thdr p:u.:k:•gL·s t:asy to karn :mJ to 
use. Pers"onal com¡"1lllt"f p:rck:l!-!n an· 
c:xp<.Tt<.·d lO he.· sdf-c..:pl:rn:llot:-:· :rl· 
lowing u~t·rs to sít down :11 thL· l"lllll· 
putn kl·yho:trd :tml íntt:r:rL·t with 

SCflTI1-di_.,pJaynl tjllt'!'>IÍCIIlS :tnJ Íll· 

:-;tructi<lllS .. l<l :ll'l"111llplbh wh.IIt"\LT 
thcy tk!-oirl". ·n~<.·:-.c: p:~~:k:t¡.:t·!'> mu .. t :tbCJ 
havc :rn "t·xpnt" u .... t·r modt· tn t-.,·p.t:-s 
"nnv u:-.t·r" prornptin}!. "ll1i .... i!'> J :-ni· 
ous :-.hortc<.Jming of many intn.t(:w' 
:o.ptl'lllS. 

A~ wc ~h:t\1 _.,t·t·. th_<.· <.":Xtt·nt tn '' hich 
tht· pad>:t).!l'_., dc•nihnl hnt· 11\.U\:J~c 

to rc.::rch th<.· J.!Oab of t";Jsy k~Jrtllll~ ami 
u_.,<.. varin. But 0\"l'r:IIJ ·thl'ir :11.:hic\T· 

,: ' 
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nlcnt is imprcssin:, rcducing rhc liS· 
cr's t.:horcs dram:uically, co!IIJ>:Irt:d 10 
wh;H mo~r m~infcunc liuill: dcrncnl 
softw;¡n: f1as dcm:lmktl. 

To he ~1hlt: to intdligcnrlr evalu;ttc 

the pcrson:¡J t:OIIIJHII<:r .p:1<.:k:1~e:>. 

MHll<.' expbn;l(ious of wh:11 thcy ;m.: 
:-.uppo~nl todo ami wh:11 lile y .:u.::lllal·. 
ly otfcr are in ordcr. 
Moln Momory ond Disk Slorogo 

'llll' "main 1:1:-k of finilt: dcmcnl 
p;~ck:igc.; is r'o soln: a brg~· ~yslt:JTI of 
l'<Jtl:ltions tllat will vit:ld ,;ht: h'\' an· 
swcr:-; ( dcfln.::rion·. tú!/:~.:, st.ros, 
strain ). Onc w:1y is to 1 -.~,ce all thc 
fll:ccss:¡ry ;;lt(mnation il rhe main 
mcmory :1rca of rhc t:~Hlt~·utcr. Thi.-; 
mt.·ntory is din:crlr. r:1pidlr :~ecc:-.:-.:cd 
h~· thc ccmral pro{.'CS.,ing circuirs of 
tlú: computer. :utd thc soltl!ions cm 
thcrl·forc hl.' conlplctnl at{ thL" maxi
mum :-.pcn.l rhc cwnpui<T cm nn1stc.:r. 
( 'll1b i:-. still :t slow proCl'!'IS :ts com· 
parnl with tllainfr:tllll' compur_cr 
spn.:ds.) 'IlH.' drawh:tck lO this u~c of 
ntain lllt'nlory is 0/1{.' uf sil.l". b't·n thc 
6-iO tltnusand bytes of m:1in mcnttJ~· 
(a hytc is approxint:ul'ly tllc ~unoulll 
of ntl'flH)f)' rn¡uirnl 10 srort: ont: :ti· 

ph:thctic..: dt:trarll'f) allownl :1:- a m:tX· 
irmun hy thc 11\.\1 Pcr:-on;tl Com¡ltuc.:r 
b not suflkicnr ft) :tt·cmnmodatc :uul 
prOlT:'!S :-olutions for l:1r~c.:r finitc: de· 
111<'111 prtlhlt'lll:-. 

..\ :'ll'l.'t~ud ;¡pp~n;Jt"_h m:tkn U:O.l' of 
rhc l.·omptill'l" · .: .... -~-->._.'~:c. 'l11is ~tor· 

1 1 
)' 

~ .-··· 

''-_, 

Portion oj thn:e·tllmen:doualfrat~w .\lructure nmdd. 
11JI.~ t•h•w u'tU ohltlluecl h.u.a zoom dl.\flla;•feulur(.' of 
the Saje jHu:kn;.:e from J:'n.~.·lm!erln¡.: Softu·ar(~ Co. 

agC cm he substamiallr l:1rgcr rhan 
thc main mcrnoJ)'. For ill:'!l:lnLc, a so· 
Cilkd "h:trú" tlbk unir may pro\'idc 
lO million or more l>rh..·s nf sror;t¡..:c. 
Jn this :1ppro:teh, thc solurions :1rc 
Ct>lllJHitcd in hlot:ks. t:Jki1114 onc block 
of cqu:Hions ;u a rime from disk rncni· 
CJI)' imo lli".IÍII mnnory for solutitHlS. 
Tht'll rhc :-izc of prohkms rh:tl cut he 
h:111dlcd is limircd only hy rhc :-,izc of 
a\":Jil:!hlc.: dbk 111l'IIJOry and the tirnc 
thc user b willing ro wail for a solu· 
lion to run. Althcnr~h finitc c.:lt:mcnr 
:mftw:trc is dc:-oignnl ro minimizc.: u:-;c 
of disk sroragc sp:1cc ami to spcnl 
a(.:Cl'SS ro ami frorn thc disk, dbk· 
ha:--nl solutions are nnK"h slown tlun 
rho."t.: h:t.,l·U on main mc.:nH>r)'. 

'llH..' l..'.'oSCntial lr:ILkotf is a fast hut 
limilc.:tl·.'oit;c.: nuin illclllory :..olurion \'S. 
a much !'llowcr tli.,k·hasnl .solurion 
that cm hanl11c vcry l:lrgc prohlcms. 
In an :utcmpt ro gct lhc hcst of hoth 
tlu.::-c appro:t(.:hcs sume vl.'ndo_rs h:l\·c 
~trll(.:lllrl'll pad.::J~l'S sc) tiH.:y- will run 
sm:ilkr pruhlcms in main mcmory 
hur will :tutom~Hicllly ~hift to ;¡ di:-.k
hasnl sohnion whcn br~rr prohlc.:ms 
dl"l' prl'SCIHCd. 

Finite de.: me m p:.td~:l~cs tlut run on 

pnson:tl c.:omp_utcr!-1 ofú:n pbcc limit:-.: 
on !he 11\HilhÚ of nmks, ckmciHS, 
:md dq.~rco otfrcnlom rh:u cut hl~ 
h:mdkd. Prohkms lh:H lit within 
thl·~c limil:'l m:1y run in a ft'\\' Sl'LOIH.Is.. 

or in :1 m:mn t!f minuto. 

t 

FESDEC 

J=c:-.dcc is :1 ~t:ncr:J! ·pu rposc pro· 
gram for hoth 2·D ami .~·IY linl...':tf 
.... t:llic ;m:ily .... is. lt c:tn ct!CLtb:c.: dis· 
·platTmcnts, n:actions. :u1<l ~trcssc:-; 

of a .,tntclurc umlcr :1 v:Jric!y of pa· 
rametcr.s induding l<:mpcr;tlurc. 
Two t·xtcn.,iou moduks con.::r dy· · 
n:unic an:t/~·:-oc.-; such a.-; dcrcrrnining 
thc nalllr:tl frcqucncit:s :uJU rnodcs 
of \"ihr;llion of srnJCitlfl'S, ami rran
sit'nt llcar conduuion prohlcms on 
2-D a!HI :t.xbymmclric solids. 

·nH' t.:lcmc.:lll lihr:¡~· cntil:tins iso· 
mctric mnnhr:tncs. shc.:lb. :md .'oolid 
ckmt:nts. TIH' progr:un is modubr
illodulc...·s cornmunic:uc...· wi1h c:~.cll 

orhcr hy niodifying f/K' d:il:l h:L'<:. 
Fc:-.Jct.:: opa:uc...·s with rltc ·1 k\\ktt· 

P:tckan.l ~HJOO. 9Hlú. 9H2.ú. lJH5(), 
:md 9H·iS. dc:-kttlp compurt·rs. lt 
use.: S lbsic, :md li;¡~ hoth 2. l) ;mJ .:\·D 

gr:tphic.: c...li:.pl:tys. Ourput.s induJe 
plots of ddkctctl :-h:1pcs. :-trl'."-' ve.: e· 
rors. :tnd slre:-.s contour... 'lllt' prk"l'S 
are 5~000 for thc st:Hic an:llysis 
module. $2000 fllf d~·n:mtit.:: an:dysis, 
ami S 1000 for hcat tr:tn:-.kr. 

For ntorc inform:ttion. coruacr 
Di:mc ~krrick. Enginl'c.:rin~ ~oft\\:arc 
Coordina re 1r. IU;. En ginc.:cri n ~- ..!(iO 
l.t·.,mill lhl .. Don ~lills. Ontario. ~UB 

.!T~. C111:1da . 
Circlo No. 237 on Aoodor Sondeo C.Hd 
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Vorloty In Eloments ond Loods 
To rcprc~eiH Uiffnnll ty¡ws of sys

H.:ms ':md ~lructllres, finilc dnncnt 
package:-. u~c a \'aricty of difkn:nt.dc..:. 
mc:nls. hc.·;nn, pipe. rod, :uHI tru:-.s c:lc
mc:nts ;m:.: ·us<:d to n·prcscnt line 
mc:mhcrs in ;1 :-ilructurc.·. Platc, nu:m
hranc.:, hrick, and othn dcmcnts :m: 
huilt up w mm.ld surfatTS or sol id. 
ohjccts. 

In structur<:s containing rod, truss. 
or hcam·t)'pl' c.·kments, cross-stTtion 
propc:rtics uc.· importaiH. tisu:tlly thc 
pack:1gc.·s are <.ksigm:d 10 handlt· ck
mcnts with con:-.t:mt C.Toss st:nions. · 
1llc.' com1non ntt:thod of r<:pn:S<.'n_ting 
tapcrn..l .'>tTI ion.-; is to ... c.·t up a series 
of consta m cross-sn:tion t_·kmcnts. · 
with thc.·ir scctions t:nbrging from 
onc c:m.l to thc othcr t·nd of this se
ries. Sonu: software.: p:u.:k:1gcs :lllow 
thc u~cr to clll for dl:m<:n!~ with lin
ear taptT inchiLkd. 

Typ<:s of loading a,·;:¡jJ:¡hk with 
thc!'le pack;1gc.:s m:1y inc..:\ude contTn
tratnl lo:uJ!- or monH'IHs.·~u ti le nodc.:s, 
and cwh:t·ntratnl or c.li~trihutcd lo:1ds 
on tht· l'ln11cnts. or on:r ~pn:ifin1 ar
i-a!<> on thrn·-dimt·n:-ional nwdcb. 
Somr p:ll'kagt·s inc.:lud<' ;tutom:llic 
.:t·nn:l1ion of gra\'ity load:-, ;uul dis
trihutnl lo;ad~ th:lt an· triangul:irly or 
trapt·:toidally · :-hapt·tl. l.oad:-. 111:1y :1bo 

he <~xprc:s~cd ;ts t:nforccd dhpl:icc.:· 
mcnts. \Vherc p:Kbgcs are u~ctl lO 
anal~·:tc fluid llow or h<:;JI trimsfer, 
lo:Jding will con~ist of tcmpc.:raturc::; 
or :lpprtlpri:JIC.: prcsStlrc!-1. 
Eoslng Doto Input 
Mo~t flnitl' dc.:mcnt pack;¡gc!-1 for 

microlpcr~onal computcr~ use intcr· 
:~Cti\'C di:tlog herwc<:n tht cornputcr 
dispby ;md thl' usn to shape tiH' w:ty 
inform:uion i!-1 t·ntc.:rcd and pad:agc 
c;¡pahiliti<:s :u·c t'mploy<·d. ll1is kind 
of intt'nction prompts the u:-.n to 

pro\'idc.: all tht· data thc pad::1gt· n·
quin·s, ;unl to m:tkc.· :tll thc altcrnativc 
d10icc:s thc pat·k:tgc pro\"illc:s. 

lntnactin· input of data ami t·om
_mands is u~dul not only to the hcgin
ning uscr hut abo for tlm~e who do 
finirc dcmcnt analysis only t_ll't::tsion
ally :md are lik<.:ly w forgct t.·ornm:~mb 
:mtl procetlurl'.s hctwn·n sittings ;1( 

tht· nHnputl'f. llowcva. tht· step-hy· 
stt-p formal impo~nl hy intnacti\'l" 
ust· can hcconK confinin~ for thc 
const:uH ust.·r who ~oun bccomc:s 
n.:ry f:uniliar with thc lllTn.s;tl')' pro· 
ccc..lun·s. is looking for thc most elli
<"it'nt w:ty to do prohkm-sol\'ing. and 
may prdcr to b:-m· dirn:t commamls. 
1t i~ possihk to otkr u~c:rs tht.· ht.·~t uf 
hoth worlds hy pro,·iding intt·racth:t.. 
llll'llliS with tht· <.Jption of u~ing ~.Hrn::t 
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conun:mds. llK' Su¡wr~.1p,"Anlit mo~~
ulc offcrs hoth thoc.· llL\"thuds . .\kn:.1~ 
are only displayt·d ;11 thL: rn¡uc.:sr (( 
thc.: IISCf. 

Somc of thc pacb¡..:t·~ nmtinut· t~ 

\ISC the "batch" l'lllry pr_L.Cl'lilJfl'S f~ 

miliar to u~crs of finitc t:kmcni pn· 
gr;uns that run on I:Jrgcr contputt.T~ 
For tht:sc, thc user mu:-t prep:trt: th~ 
ncccss:tf)' input itnn.-. in 1.:orrc.:ct fo~· 

mat, thcn t'llter thcm imo thc con· 
puter as a group. At k:tst om· of th: 
personal computcr ¡urk:tgc:- allow~ 

for the use of- word pnK.:t":..,!-ing 10 ~-: 

up this kind of batch input. 
Onc notion promotnl by sorne f~· 

nitc eil'nll'nt pacbgc \"l'lHiors i.o; th;¡: 
thc ust'f cm come to tht· t·omputc 
keyho:m.l with just :t fllll¡.!il sketch \( 
the system that is to hL· :m:ilyzc-C 
Howc;\'er, :L'\ wt.· han· ;tlrl·atly :-.c.T:-. 

dc.::ilin~ with tn1ss :md bcnn derncn::
requircs tht• user to l"P.mt· prepare.: 
with data on cros:-·-"t'í..'ti1m propertit':
:md ,·arious materiJ..! pn1pt-rtic~ ar-:
:tbo fl.'llllirnl :ts input tn m:my ana~·. 
ses. ·ntt'St' cm inl'hii.k :-uch propc:-· 
tic.·s :ts Young's modulu:-. Poi.-.:-.on·~ r.é· 
tio, wt'ight antl nu~' dt·n:-itic~. :.m.::: 
inntias. \\'hne ;mi:-..Jtrupic hdJJ\"h"'C 

is to he rt.-prt·scntcJ. d.1:-ti'-· t'<m!\tJn:!' 

an.· tll'nlnl. For ht•;tt·tr.ln~ftT calcu~
tions input~ may indudc.· nmn:clil"\:': 



lttlcroctln: Systems), " composllt! modtd l.f crealed. 

anO radiatioti propl·rtics. Therrnal 
srrcss. an:¡Jy:-.is rcquirc:-; thcrmal <:X· 
pansion <.:m.:flldt.:~HS antl ~trcs:-;-frcc 

temperar un.:s. 
Built·in <:OillplH<.:r fiks can case thc 

input hunkn on thc u:-.cr hy colkct· 
ing ~md storing tllis kind of informa· 
tion. "ll1c sror:1gc <.:ap:thility is oftcn 
rdurcU to :1s ;t lihrary or d:lla ha:-.c. In 
somc p:tckagcs, data thc uscr puts in 
for one dcmcnt cm he dr:t\'1.'11 from 
the t.bt:t h;t:-.e for use with othcr, simi· 
lar cknH:nts. \'\ .. lu.:n p:tcbgl·s are di· 
rct..:tnl to vcry spct:itit..: typcs of de· 
sign, a lot of vcry u:-.dul infomution 
Glll he kqH in thc d:H:1 h:t'oc. For ex

ampk, tht.: CAEpipc p:tckagc from SST 
carrks complclt.: docriptions of stJ.n· 
lbrd parts in its d:ll:J b:tsc From this 
d~H:t h:tsl· pipt.:s ;md piping compo· 
lll'IHS, complete with al! dimcnsions 
ami prop<..-rtk". ;trc ~upplin..l at thc 
uscr's rl·qut:!'il. ·nH..· Supcrsap A _Jkam 
moLiuiL' n:tunts all thc f.t'Üillclric ~uH..I 

aret propcny i...bta l·ont:tinnl in..l{cv 7 
ami l{i..."\" H of thc .-\I.SC ( .-\mcril::lfl. In· 
~litutc. .. · of ~tn:l < :tm!'itruu it Hl) ~il·.mu:il.s 
:tnd cth..:ubtc:-; th11~c arc:t propcrtks 
not umt:tincd in thcsc m:111u:ds. 

Thc ·units of input anLI roulr qu~lll· 
titit·s :are :111 im¡mrt:uu t..:onn·rn. For 
l"llrt'i..."Ct fl·sult:-;, utlib nf input par:tmc· 
tn~ mu:-.t not only he ..:orrcct bm 

conshtent wilh une :lllothcr .. \fost of 
tite personal comptllcr Jlnirc dcna.:nt 
analysis pad..::.t~es rcly on tlu.: uscr ro 
nJonitor corrcctncss and C<HlSbtetJcy 
o( unit.-;. lfowcH:f, ti u.: pack:~gcs frorn 
SST (C\Epipc Jud C:\ffr:unc) prornpt 
the uscr ·f(Jr rhc right units for input 
d;tta, and dispi:l)' tllt: corn:u units f(¡r 
thc output t.LU:t. t:~Gs can dcct w 
input cithcr in Engli:-.h or in mctric 
units. But rcg:trdkss of what input 
units are uscú, tia: p:tck.:.tgcs will di:-.· 
play rl·sults in wh:ttnTr units tht: uscr 
sckcrs. Jll:Jkil~g all JH:<.:cs~ary convl:r· 
sions imcnully. 

:\nothcr w:.ty th:tt cornputcrs can 
eL'ic thc laborious pmccss of cnrcring 
dJ.Lt is hy prt>\"iding intcrn:d CtHHrols 

or ·chcck...o; on thc :tccur:~cy ilf rhc in· 
put. Hmh logic:.tl :tnd typographicll 
l'rrors cm he chccknl in this w:tr. 
P:lck;tgc.s rnay. for cx:unpk. rcfu:-.c ro 
:.~ccqH ncg:uin..; ,·;Jiuc..:s I(Jr arca nr for 

Youn~·:-. moLiulus. In umncclinn with 
thc cntry of nmks :11H.J dcnH:tH:-.. tl1c 
package cm check tu .sn· th:tr thl~re 

an: no bolatl'll nodc:-.. \'isu:il chn:k.s 
of a gr:tpllic t.lbplay nf 1hc inpm mod· 
«.:1 are t.:spccially v;tluahk in uncon:r· 
ing crrors such as mis .... ing or mis· 
pl:h.:t.:d l'll·mcnt!'i. Fnr cxampk. thc 
C.\Epipc :tnd C.-\Efr:unc p:tck:tgc!'i pc..:r· 
form t.·xu..:n:-.iH' di:t~noslil'S on lngic;tl 

ant.l 1ypograpllic:JI nr1¡r~ :t., thc o~n 
m:tkt:s Stli...."h error!'!, :md provide vi:-.u:ll 
mcans to du:ck thc rnr¡<kl :Lo; it i:, 

hcíng gcncr;.ucll. 

Generatlng Nades, Elemenls, 
and Meshes 

To ~implifr the pro( O\ r:.f inpu((ing 
node, elcmcnt, anll rc.'ltr:.drH l.bU. 

sorne of thc pacbgcs allrJ'N thc u:-.n 
to input·d:na for lltH..Ics,_clciTH:rlts. :1nt.l 
restraims, rilen rcplic:Jtc th:tr d;¡ta· lo 
rcproducc thosc nodcs, ck:ru.:nts, anJ 
rt:srraims ~1.s nccdcJ 10 furm thc t.lc· 
sircd stntctu~c. For cx;.~mpk. if a 
btarn is w be údined h:· six idt:micJI 
nodes with intcrconneuing ckrnnll.s 
hctwccn rhcm, thc uS<:r 11:.~.'> ro input 
li=.U;¡ onlr for lile first dcn1cnt and rhc 
fir!>t and bst noúc Jc,c;~.tions. Thc 
packJgc will thcn rt:plic.lfc tl)c .li:H~I 

fur c;.~ch of lhc four· internkdi:.ttc 
nc,Jcs and clcrncnrs. 

Ohjccts to be rno<kkt.l h~: thc!lc 
packagcs can be <..JdincJ in :a vcry 
general way hy pl:icing nf)Je·;~on thc 
ohjcct's surface anll intcrcqn~Jccting 

rhcm with :.tppropri:uc ckmcrl!s. "ll1c 

proccs.s of sctting up thi:-. net~vork. oL _____ _ 
nod<:s ami dcmcnts b olk\.l nlnh 
gcncr:llion. In rnicrotpn:-oml com· 
put<:r pack.agcs. as in si mi !:ir si 1ft w~m: 
tilr l:irgl·r compulcrs, JtJtom:t! ~e ntc:-.h 
gl·ncrawrs for ..;pccillc !ypc."; of ub· 
jects art.: fn.:qut"ntly inlc¡.!clli:d inw 
thc pack:1~~e CtHll:lincd in "'pn:proco· 
sors" th:H come with thc p:¡ck.1gcs. 

Of thc p:!Ck:tges dbcu~:-.nl in this 
articlc only a kw pro,·ide :1 ,·;¡riel~- of 
scp;tr:ttc prcproco'>tJrs. "J1li: Sltpns:tp 
p:tckagc has tl'"fl antl till" .\!S( :lpal 
p:1ck:tgc h:ts st:n:n. whik C.\Eframc. 
Finitl'i(;p, ami lmagcs 21> :tnd ,,1> gen· 
rr:nc nodcs and clcmcnt:- ming p:H· 

tcrn, n:pcat, or lill opabilitio. "l11c: 
CAEpipc cm automatk:illy ~l'"lllT~Ic a 
series of pipe runs and l'lhow.s :tnt..l 
.spccil~· rigid Sl"Ctions ~udt J-' v:J/vcs. 
In thc c:t:-.c of the Supn:-..tp p:tck:l~t: 

thnc prl'pitlCt:!'iSOr!'l art• :-.dn:tl'd so 
thc .shapcs thcy produn· cm ht: u.st.:t..l 
inúi\·idu:tlly. or l't>rnhinl·d \\·ith onc 
anotht·r to .snvc :t.s nwdl'b ri1r :tll rhc 
mcch:tnit:al :tnd :-trut:tur;¡J prul,lc..:nh 

tlw pack:tgc doignns CtHdd cm·i~i()n. 

looking at Graphics 
(;r:tphics are an im¡wrt;mt fc~turc 

for a linitt: dl'llll'nt ;uul~·:-.i:-. p.l!..:k:.tgc. 
·n1cy pro\·idc a cJiu:thk 1.:hn.:k tHl thc 
corrn:tnns of thc modd thc u:-.cr in· 
puts into tite Cl>mputa. ;--;...ltllt'"timc.<; 

thc U.Sl'r m ay- k:JXl' · our J nodt: ()f 

mi~pl:u.:c ;m dt:lllt'rll. h"t'll it m:my 
not.ks and l'icnlt.·nts :1rt· ~l·nt.·r:Hcd 

:Jllttllll:Hit:ally, tht: U.Sl'r will :-ti\1 w:ml 
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10 ~tT th:1_1 !lit.· dl'~irnl ~h:tpc has :Jl"ltl· 

~tlly Ja·t·n gt.·JHTatnl. lt b I!Jndon· · 

. almo~t t·~~cnti:.tl lo ,·iew tllc ~hapc 

th:tl rl'~Uit!-> from thl· input U:~ta. anO 
to note ho\\' th:Jt ~h:tpt· i~ co\·t:rcd by 
noth.:~ and dcmt·nh. lt is abo impor
t:tnt to Yicw ~uch d:na as hounc.bry 
dbplaccmcnt. f,Jrccs. :tml prcssurl"s. 
Errors in thc input tbta, c\·t:n gross 
crrors. are not t':Jsily rn:o¡...:niznl in 
numcrical forrn. hut thcy can he dra
matic:¡IJy oll\'iou!'> in :1 graphic \'Íl"W. · 

To c.·xarninc thc graphic di~play of 
tht• modd from t·,·cry :t~pccl. :t num
hcr of p:tck:tgcs, p:lflicul:trly tho~c 

that d<.·al with tilrcc·<..lirncnsional 
mmkl~. :11low tia:- ll!->Cf to tr:tnsi:Jt<.' 
;:tnd rotatc tilc imagc. In addition it is 
hdpful to he :thk te:. \'icw irn:tgcs l:trg
cr th:111 tlll' scn.:cn arca, 10 zoom in on 
dct:tib of thc riJOdcl :md topan across 
to r<.·,·cal ofl"-scrn:n portions. 

To conrllTI lhl' :u:.:w:ll d:11:1 ro what 
thc · usn ~t.'l:S on lh~ gi-:tphic slupt:, 
.sorne mc:ms o( corrd:ning tilc rwo is 
nn·dcd. Tlli:-> is u:-.ually providctl hy 
displ:r~"ing IHH.k ami dcmcnt numht:rs 
on thc gr:1pllics. Somt: p:KI-::Jgcs ~tbo 
providc tiH: rcn·rsc c:Jp:lhility. \Vhik • 

THE GIFTS SYSTEM 
(jifts ((;rapllil's lntcractiv<.· Finitt·· 

dnnc:nt TinH··~IIaring .Systcrn) w:L<> 
dl·Ytlopnl in lhcc•rly 11J'7fls on J(}. 

hit minis lr_olll DEC an<..l Data <;nu.·r· 
al. Today. it is hcing prqxtrt·d for 
rdca~t· on a nurnhcr of sm:dkr sys
tcms, including thc JH.\1 PC :md AT, 
thc i'.cnith Z 1 ';O (:m IB.\1 PC com· 
patihk), thc IJ:tt:t Gcner:1l lksktop 
Gl'ncr:Hion micros, tlu.: I'EIH)-2, :md 
othcr sophistic:unl worhtations. 
Ht.Tl.'llt tests dcmonstr:lll' th;ll (;ifts 
c:tn run on ;tn IB.\1 I'C comp:llihk 
pcrson:tl ctnnputcr with 5H·íKB of 
nlt'llJOf)', ;¡ noppr disk drivc, amJ a 
IO~IB h;~rJ disk. 

In Gifts, tiH.: prO<.TS:-> of ~tructur:1! 
:malysis is looknl uptm :t~ :t p:trt of 
thc dc~ign pron.:~s. < ;¡n~ b c:1pabk 
nf ;mtom:•tic modd an<lload gcncra
tion. linc:1r static :md dyn:1~·nic :mal y· 
sis, ;1:-> ~vdl as poqprocc~sinJ.! of re· 
sulls. A UHHkl is t.kfinnt-. tht·n ana· 
ly7.l'LI. Ba~nl on thc ri-sult~. thc 
Mructun· cm lw rnodifiúl in :tny of 
!'<.'\'t·r:ll w:1ys. 'l11c thil"knt·ss of a 
mt·rnh<.T or group of mnnhcrs can 
lll.· n·;¡~~ignnl or tht· dirncnsions as
soci:llct.l with 01 n·rl:ain thit:kncss 
lksi¡.:nation cm lll.' rnldlnnl. 'l1lt' 
gcomctry c:tn he modilinl hr :1ltn· 
ing <.·oordinatl'S of ¡¡ !<~pt.-cific !-'tmc-

\'Ícwing thc ('(J(npkt<" 1111 ,(Id, H~cr~ of 
pacbJg<·~ f1 ()/11 .SST c:m a~k to se e ma
tni:d propcrtics on a cnt:tin ckrm:nt. 
·nw <..lcsirnl data will· hc di~playnl 

:mó the indio.ll:d ~n:tion of thc rnod
d gr:Jphic~ will he.: higldightcd. 

\\'lwn c:o.::unining gr:tphics and data 
it is comTni<·nt to h:n-c hoth shown 
on thc di~pl:ty scrccn :11 thc ~ame 
time. One w;1~· of doing this is ro pro· 
vide.: a split or windownl scrtTn wilh 
st·parall' ~rcas for graphit:s and data; 
this is pro\·idcd in thl· lmagcs .)D 
package from Cdcstial Software. 
Pack:1gcs from SST liS<.: l\\'O scpar:Jit' 
dbpi:Jy monirors: a morwchrolllc 
monitor for d:Ha and a color monilor 
for thc graphics. 

Display of thc dcf,mnl'd nwód :tnd 
Slrcss contours aftcr I(Jad~ h:n·<.: hccn 
;ipplil·c/ is ;¡ncHhcr ,·:du:Jhk fca1urc. 
'lllis ;¡IJows thc uscr to sn: whcre tht: 
largc.-;t ddkctions takt: pl:tn: and 10 

observe thc oH:r:Jit w:1y tllc modd 
rcsponds to thc load ..... Although the 
s:unt· inforrnarion is irH:Iudnl in tiH: 
otrtput lbta lislinJ,:S, eme picrurc c:m 
hl' wonh a rhousand lincs of IHH1l· 

hcrs . .Sollll' p:JCk:igo pro\'idc m:1gni· 

lur:tl point or hy nun·ing ;t la·y ·t:CO· 

llll'lric locatiou. which will autom:n· 
iLally rnldinc thc ~l1a¡w of a por! ion 
tJf the structurc. lhHIIHiary condi· 
tions can he ;Jdjustnl ami nt·w load: 
in~ c:IH'S impo~cd. Tia· ;malysis is 
pnformnl ag:Jin. and rhc results are 
once: more c:o.:;uninct.l. 

'I11c proccss is rl·pc:Hnl until thc 
<.·nt:inccr is s:uislkt.l with thc rc!-'ults. 
In !he gcncr:Hion of thc modd :md 
in c:o.:anünation of roult~. tiH· u~a 
h:ts a<..Tcss to m:my l'ommands for 
data-b:tsc int<'fr<Jg:tlicln :tnd plotting 
<k~ignnl Spl'Cilkally with tilc struc· 
tur:tl cnginn:-r in mind. 

Cirt:-. is nol a :-;in).!! e pi"ogr:rm hut a 
<.·ollt-ction of 4):! _imkpnÍdt.·fll oncs 
ctllnJ proct'ssors. which tht· u~cr 

cm ordcr in m:my dilkrnu w;tys. 
Data <.:ommunic:ttilm hct\\Tt.'n thc 
\':trious programs i:-; h:mdlnJ h~· ;a 

n·rur:llizcd dala h:t:->l'. whidt pre:->· 
cntly con~ists of 10-.\0 fik~. thc 
contt·nts of which are wcll ddinnl. 
Al.'l't·s~ to thcs<..· files is m:1l.lc ,-¡;¡ 
Gift:-> lihrary suhf(HJtincs. 

For fi1rtller infcJrm:ltitH1, l·ont:art 
llu~~cin A. K:und. (;ift~ In c .. .!./úl :'\. 
Country Club, Suit<.' 201.. Tucsun. 
Aril. H~719. 
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ficd viewin¡..: uf thl· ddl¡ffrJcd punio::~ 
of tilc mmkl Sil -thnl' d!:n1go c:m 1~ 
mc1n· <·:t . ..,ily \'iewcd. Strc~s Ul!lllJU:1 

;md spt.Tializcd dat<i ~t:arch<"~ ~n 

quilt irnportant. lJ~td ~dt-ction!-ó-

"hight:!--1 N of." "on!~· tft,,~c :1ho\·t' 

XXXX," "regions l)l~tJndl'd hy 
:nc critic:1l di .... play concc:pls. PhH~ Jr,-: 
printouts ~Jwuld hotl-1 he controllt-::: 
hy 1ht:~e seh:ctions. Anim:ilt:-d ~r;1p~,. 

ics display is a dt:sir:dlle k:uurt: ft_,; 

both static :tnd tlynarnic an:tl~·:-.is. 1: 
can make ckarcr to llll dnigm:r ~uc:. 
clwractcrbtics as thc ,·ihration:J.) rt:· 

sponst· of structures. 
Color display cm Jlso he usnJ <r •. 

ath·;uJtagt·. 'lllflT p:Kka~c \Tlldon 
ha\'C followct.l throu:.:.h on 1his. 1:(.r. 
c:o.:amplt: in thc CAEpipl" pacbgc, rt·
sults that mcct t·mlc limÚ:Jtions a;!: 
~hown in yc!low, whilt- tiH)~,- th:u <.?.· 

cl'l·d the. codc are: ~iwtYn: in n.:ú. 1:. 
tht.· lm:•gcs pacbgc. colofs are U.'l~·= 

to difft:rt:nliatc IH:I\\'t'C~1 ckrrH·r.: 
rypt:s in thc graphic..., di~p,l:•~· and ht· 
tw<.·cn mt:-!->S:tgt· typn: t:r,rors, w;¡J.,. 

ings, hdp ~cn·cn!->, prompts. :tnd _<.!:~:.< _____ _ 
in 1he text portion. ·nlt:- ~11pcr .... t~ (. 
phH module ti( a:~ :..tro~.; dl'lll·~:!i<:í.. 

:ual tc111pcraturc conto<Jr·0pl(lttin¡.: u 
thc: <.lll~llpis ourput. Cr·~·nrour_.. a; r 
dr:l\\'11 in.multipk t·oJo:·: •. ; 
Dala al lhe Oulpul 

Bcc¡u:-;c al! thc pad::!~:':~ dc~crihc·: 
in this :1rtick 11sc thl· finiH: cierne;;: 

mcthod, thcy product:- ~imibr ha~1-:: 

outpur data. For su:ic a_n:dyso t.h~ 

ha!-'iC outptits :Jfl' tkJkuion~. IT:tctio:-. 
forcl"S, stn·s:->cs, :md ~trains. For dy
namic an;tlyst:-s thc h:t~ic ourputs are-· 
more vúicú: rcsonJrll frn¡ucncit·~ 
and rnodc sl1apc.·s, traminll displace-· 
mcnt. force.·, and s1rc:-~ Jnd frcqucn0 
rcsp< mst·s. 

'Jlu: usl'fulncss of rhol' p:~eb.~~ 
can he cnh:mcnt hr rrnviding use-: 
control O\Tf comhirulill!ls, disk !'ltor· 

:IJ.!C. ;uuJ print sdectinn~ uf thc lns1c 
output \'ari:Jhll:s. For c::o.:ampk. m:l."\1· 

ma :md minima can bl' ~tlrtl:d out an.: 

listel.l for di.'pl:in:ment.... :~mi ~trc~SD 
He~ults cm h1...· comp.trnl tn n:kva;.: 
~tant.l:1rds, cJn·iation~ frt>m allowc.: 

\':llllt.'S can he listnJ. :mú output~ fn; 
dilfcrcnt Jo:¡d c1:-.c~ can be t:ornparn! 

<;raphics cm he u~n.J to prc~t·nt 

thcs<.· output d:tt;t a~ wdl a:-. to show 
Yiews of thc mmkl~. l11c Finitc:(;f 
packa~c from Ct l.\ DE. f, lf ex:w1pk. 
pro,·idcs con tour ph)!.' ~ 'f .,trn~C'>. di~
plact·m<.·nts, ~nd Llri.thlcs of hl'J.t· 
tr;msfn :uuly~is. P.ll'k.l~t"!' frorn S..."T 
disptiy in cnlor dl'llc .. :tnl .... lupc <~.Ion~ 
with umldormn.l ¡..:nmlt.'try JmJ J1i~h-

·-··- -·~~·-·--:--·-·--·····-:-·.-.. í 
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light maximlun c.lisplaccrncrHS anc.l 
corn:sponding locttiuns. 'l11cy abo 
highliglu ma:ximum stress ·anú stress 
ratios. For rl~.sults othcr than thc max· 
imums, tlicy prcsent rc~ults for a 
nuúc or an dcmcnt on thc mono
chronú.: monitor anJ highligln thc 
<.:orn;.sponding locllion of thc mudé! 
un thc ~olor :-.cn:en. 
Tronslers To ond From 
Largor Compulers 

In Sl.'\'cral <::tscs, the pa~k:tges de· 
scriheU in thiS artick ~trc V<:rsions of 

' software orginally lksigned to run on 
largcr com¡Hitt:rs. 'llllls tlit SAP·Hú, 
~lsap·i, arH.l Supcrs:tp pacb~·s are dc
rin:U frum ·.he SAP IV soJ .\';trc that 
l);ls bccn in use on mair .. ~·;une anO· 

. . . 1 1 S mrnu:omputers tor scn:ra ycars. u· 
per.sap also has a minicompute.r ver· 
sion for DEC ;md Prime. 

As long ;t." thc tiks of inpu't built up 
in the personal computc:r \'c:rsions are 
identil"al in formal ro thosc uscJ with 
thc brgcr computcrs. thnc is littk 
ditliculty in tr:msferrin~ mmkls inplll 
on a !'>nl:lllcr rn:rchim: to he run on a 
largcr onc. This can be p:rnicubrly 
\'alu~rhlc whcrc lar~c mudcls Jrc tu he 
nm rcpeatcdly. 

For thc progr~uns writtcn ~pn:ilk:d
ly for microcomputcrs. it is po.ssihk 
to tr:insfcr nHH.Ids hy transb.tin~ thl' 
llat:1 11ks into furm~tts tltat cut IK· ;u.:· 
comrnud:ltcd hy otiH.:r pro~rams that 
nm on l:trgcr l.:on_lptH_l'fs. 'lltus fi.)r thc 
lm~l~l·s .~D p.~ · .... ·'•-; ·_¡.:. ~rrc tr:m:-.Ll· 
tion rtHitinl.'S _th:ll allo;,! thc m.cr to 
mun.· mudcls h~1i_lt .... dít a .pnsonal 

'\.. 

l'omputcr ovcr to largcr machines 
that run sudt prograrns as StruUI, Nas
tran, Ansys, ;~mi Starúyne. 
Becomlng o User 

Most of tht.: packagcs lkscrihed in 

this anide opcratc on an intcractivc 
b:1sis. 'llut uH:ans that whcn lbta are 
nccdcd from thc uscr, a rcqucst is. 
displ:tycd. Jf a cornrnand is nccUcd thc 
uscr is notifinl by the soft\l.:are. :111d is 
usu~11ly prcscntnJ with a choice of 
av;¡jJ;¡h(c altcrnativcs. 'lltis intcr:ll·ti\·c 
prornpting by the l:omputcr t.:limi· 
natcs thc nccd for thc uscr to nu.:mo
rizc procnlurcs anU conun;mcJ n:uncs, 
and spccds thc proccss of karnin~ to 
use thc package. Sorne pack:lges also 
providc scrccn-dbpl:lycd hdp mcs
sagcs lO aid thc karníng procc.ss. 

For thosc uscrs who are gencr::lllr 
familiar with Jinítc demcnt :malysis. 
vendors who havc intl'f:ICti\'C p~rck

~lgcs estímate it t:.~kcs from 20 minutes 
to a fcw days to bcgin to run pcKtical 
probkms. In contrast. otimarcs for 
time to k:trn frum vcndors of tlwsc 
pad.::1¡..:es tlut do not pro,:i;:¡c· inicrac
ti\·c Uialog rangc from SC\'cr:tl Uays for 
cxpcrienc.:cd analysts to two wecks 
fur bcginning u.scrs. 

~lost of thc p:tck:I).!CS provide snn
plc prohkms to hl'lp the r~t:w u .... er 
umlcrstand huw the pad.::t~cs work. 
'l1tl'SC are hclpL.1l, p:r~tkubrly if proh
lems simil;lr tu thosc sarnpkU arl' 
what thc user wants w run. hm tlu·y 
are no sub:tti,tutc lor wd(.,.,·riUcn 
m:mu:tls. 

Bcyond It;,·{~ting thc mcch;mils of 

t 
pack;1gc opcration, uscrs should he 
;1warc that thc Jinitc dcmcm mctl111d 
is nol as strai¡..:htJi¡rw;¡rJ as \\'e are 
somctirm:s lcd to hdicvc. lt is an ~•p· 
proxim:llion method tll:H allows u~n~ 
to gcncr:Hc bad nwdds as casilr as 
goud c)llcS. ·n1c idc:a is lo crc.:;llc mod
cls that rcasor1:1blr .rcprcscm thc nu:
chanic:-. uf ohjecto.; he in¡..: :m:tiFct..!. 

'llH.:rc can, for cx:tmple, be dilkr· 
Cftcl.'S in the way m:1.s-. ami ~tillnc:;s 

are úi...;rributt·U, dcpcnding on tite 
numhcr of nodes and dc:mcnts u~cd 
in a n~odcl. 11ws. it may bc-possihlc 
to modcl a gi\'cn structure using :w 
llOlkS and gct answcrs that corrl' · 
spond clo:-.l'ly to wh:il would be mca
surL·d in :111 actual. phy~ical srruc.:ture. 
ffowc\-cr, if thc s:unc strm:ture is 
muddcd with 1 O ·nudcs. the answcrs 
may he: inaccurate. 

.AS,\IE :md nuny univcrsitics olfcr 
short coursl·s in linite clcmcnt :maly· 
sis th:ll pro\'idc cxcdknt pcrspcni,·e 
un thc pilfalls that cm tw cncoun· 
tcrnl in u:-.ing thi:-. :m:tlysis pron·durc. 
Hondholdíng ond Updolíng 

o\11 of tlu: pack:t~c \'Ctu.Jor.s will ticld 
qut·stions lrom u.sns un:r thc phone. 
In sumc CL"'l"S thc vcmlors ctKlllira¡.!e 
uscrs to scnd in printouts of thcir 
input anJ rc:-.uhs so problcm~· that 
prl.·:-.c:nl dHllc.:ultil's cm bc rnun anU 
furthl'f :m:¡Jyzcú. Expnicnce with thc 
rcspon:-.i\'l'ncss of a vcndor is thc only 
way to ~au~c tite cxtl'llt to whidt 
thcy will ~Ktu~dly pn)\:c hclpt'ul so. if 
this is ;¡ maU<."f of C.:Oill'l'fll, pnl:-opc...:· 
tin· ll:->l"f~ wnuld t.hl wdl to di.,.._.-u,..,~ it 
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~1rc• part uf tltl tU/a~rsf.\· tf(JIIf' wllh tlw 
MSCI¡wlfuu:knJ.:t' J,.um Mt~c.'•ú•al· 

SciJU'i.'lltllr•r. A tHil'·mt•/t'rl.o;t•c1 ;:nmtul 
an.:r•lf•rtllhHt u•a.<; 11/Jflll••tllu Lltl 

culloniobllt• .o¡u:;¡wu:dun .\y_,,,., moth•l. 
71u• fJit~l.\ .\lww mollou of t/Jt' 

botl): otu• Jnmtwlwc-1. und llu~ n•ar 
t•xle 111 n•.o;¡unl~t· to thls tu·n•lt·ratlon. 
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with colkagul·~ who ílf<.' :tlrcady u:-;ing 
tlJl' p:1ckagt: umkr L<lll~idcctti<m. 

Finitl· <.:lt.:mnH packa~n;. lil.:c any 
othcr :-.ofl\\_'art:. are ~uhjcct to contin
unl ch:tngc ami impron:m<:Jll. St:\'{.:ral 

of thc p:tck:tgl' n:mlors indicttnl lkll 
IIH:y hsue updat<.· disks C\'Cf)' síx· 
months or once: a )'<.';Jr. Cos1 lO uscrs 
for th<..'S<' upd:II<.'S r:m from th<..' cost of 
disks ;md postagc lo ahmll 1 O pnn:nt 
of thc.: initi:1l purdJ;tsc priu:. 

CAEPIPE ANO CAEFRAME: 
RICH IN FEATURES 

TIR'Sl' p:Kbgcs soln· stalic proh
kms for 2-D ;md :-\-D srrunur<..·s ami 
Spitt·ms. <'.A.Epipc :tnalyzcs nl·tworks 
madl.' up of standard piping dc.:mcn1s 
ami fittings. CAEfr:tnlc :tn;tly:r.<.·s fr;lmt· 
structurc:s with platcs. pipe and 
cquipmcnt supports. :md platc: and 
shdl stnll·turt·s. lJ!'Icr-ori<.·ntnl · fc.:a· 

tun·s indudc a grapllics dispby th:ll 
ust·s color to hi¡..:hlight n·s11hs, storl·s 

lihrari<..'s (Jf standanJ -~kllll'!lts anJ ma
tcrials, ami thl· ahility to :\lltornatictlly 

· comTrt unils :tnd monitor lhl'ir con
sistt·nt liSl'. 'llll' spn.:i:tli/.t'd n:Hurt· of 
tlu.·st' pack:t¡..:es pcrmits f:l:-.1 opn;llion. 

with l:trgn prohlnns running only a 
mimHt' or lwo to <.:omplc:tion. 

11ll' ¡)n-(.:opy lict·n:-.l· fct· for CAE· 
pipl' is ~\il)OO.,for CAI·Jr:unc tlll· fn· is 
S-j~OO. ·n,l· pal·k:•gt:s cúnu.· with <.·om· 
prdu:nsin· Usl·r·!'i ;and \Trificuion 

. .::..,_t; ~"' m;mu:tls;;aml ;J fl'\\' ~ampk pn,hh.:m!-1 . 
r) ; 
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ll1c p:1d::~gcs run on JB.\1 ji(:, . :-:T. 
IAT, :111d l'IHIIJUiihlc m;rchiiK'!-1. IH:· 
<¡uirnl cquipnwr11 irw.ludl':-. (¡.ji¡K 

r.nain mcrnory, XOW7 rnath chip, 
JJHJilochrome ;rtbpln ;md dbplay, 
Tcdun;ar (;r:.~phics ,\b:-.ter ho:1rd. (_'(JI· 

or gr:•phin rwmitor, ;uuJ a gr:tphic~ 

prinrcr .. 
1llt' pacbgc:s are :J\':tibbk frofll S.'-JT 

Systcms, lnc, 35:; \X'. Oli\·c An: .. Sun· 
U\'\'alc, Calif. ~·íOXú: (·ifJX) 77:~-l 171. 

· Elements.· With 1hc L\J:pipt· p:tck
;tgc, up 10 ·Í'JO nrnks <.:;111 he u~nJ. In 
piping .... ystcms wilh nuny hr:anchc:.">. 

. only :thoul 20fJ nodc.:s cm he u:-.t·d. 
'I11is limit;llion b due 10 tht· ;n·;,ii:lhlc 
main IIH'llliH~· :-.ize of ü-íor.: in tia· t ;:-.e: 
of thc IB.\1 PC. \\'j¡J¡ Cr\Hr:llll<.'. up lo 
2700 dc:grn:s of frcnlwú c:tn ht' ac
conun<H..l:H<.'Ú for a hcam prohkm or 
lwlf or'thal numbt·r for :J pl:uc.: or :-.hdl 

prohkm. f.kpcnJing on lht.· hand
width of thc stiffne~s nJ:ilrix. For a 
t~l}Ít.::tl stnKlural or p!:JI<.· or :-.hcll 
p·f.;¡IJJcm \\'ith an ;t\'c.-ragc handwidrh 
t·~u:tl to 1 O pt:rC..TI~t of lhl' lot;d 11!1111· 

hl'r of Jq~rn·s of fJTnlom. ;1 maxi· 
llHJill of (¡{){) dc¡.:rn·!' of fn:nln111 on 
l)c.- :lt't'llnlllHJd:tlnl. 

ElcnH:nl..., fúr CAEpi¡H: indodc rht· 
pipiug ir:-.clf. dhows. SL!Jilbnl fin in¡.::-.. 
dastiC ~liJljHJriS, :nld IJ:JIIgc.-r:-._· ror 

CAEframc th~ clnnent:-. irll·ltH.k 
beuns ( six l.kgrn:~ <Jf fú·nh H1J ·J'lT 
node ), trtl .... scs ( thrn: dcgrn:s of free· 
dom pn nodc.- ). fo11r-nudnl quadribt
nal p!:t!t' dc:mnlls ( six dq.!r<'l'." ( 1! 

frtTdom pn nildc) and spring de
nH:nrs (six <.lq!,n:<.·s ol fn:nlom). 
Pl:tt<.·s :tnd :-.hdls with :-.till'n'n.-.: can hl· 

.t·:•sily moddnl using thc rigid olf:-.l·t 
option :1\':Jilahlc for holh !)(.';un :mú 
pi:Jtt· dcnwms. An~· dc~flT of frn·· 
dom within an dcnH.:nt ~,._·;¡n hl· rt'

k:~st·d to :tccommotbtl' intnn:tl 
hingcs or :-.pl·,:ial rdea:-.l·s. 

11u.· p;H.:bgn hJn: huih-in lihr;•rit:"' 
of st:tntl:trd componl·nt:-- :md matt:riar 

propcrti<.'!-1. CAEpipl.' .lihr;¡ric!-1 hJ\'t' 
s1:1mbnJ piping c~..unptllll'lll dimt·n

:-.ions ;md rnatnials. :-.tr~..·:-:-- intnl."ificJ
tion factor!'> for st:tn•.brd fifling .... ami 
tht· ITI'-<~rinndl pip<.·-lun!!l'f c•L•h~~ 
Tl1c pr<l¡.!f:tm ;tultlmatit';tlly :-cln·t:-. 
tht· appropri:udy :-.iznl h:mgcr otll'l' 
it':-.· lm:ation on thc pipt· tll'lWorh: i:-. 
spn:ilkd. Jt abo dwt·k:-. lhl' moúd lor 
l'Onformity with A:'\SI_ B.'\ 1.1 Jn~!---; 

B.\ 1 .. :, st;mdards. .. 
("_.\Eframe has stornl lihrario t\f 

st:llld:trd :\ISC !'>lructur:tl scnion:-.. 
pipt· :-.t'l'lions. :-.t:mdard pipl', .11\d 
structur:tl m:lll·rial pnlpl·rtio. Thl· 

u:-.t.'f Glll abo n<.·<ttl' ww·~ own lihr~ ' 
- ' 
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les of scctions and m:ttcrials for fuwrc 
use. "l11c p;~<.:kagc check\ thc struc
·turcs for cunformity to AISC codc.s. 

Typcs uf load<; for CAEpipc includc 
sust:tincd dc:td wcight ami pressurc, 
sci.smic G loads, thc.:rmal cxpansion, 
and anchoi· movcrw.:nt. ·nH~sc can be 
applícd in any combination pcrmi~si· 
blc by ANSI st:tndanls. 

TI1c ·cAEfraruc pa<..:kagc h;lllJks ap· 
plied displaccrncnt'), scisrnic G lo;u.h, 
non-uniform tli:'ltributcú loac.J.o.; (trian
gular, trapczoitlal, cte.), thcrmal 
loads, and eonccmrarcd loads at thc 
nodcs or at any location along thc 
clcrncnrs. E:teh moJel can be ana
lyzed for a maxirnum of 100 load 
cases. As many load comhinations a.o;; 
úcsircd cm he p(,:rformcd, with a ma..xi~ 
mum of ten load ca..\CS per combination. 
Fr::~ctíuns or muhiplcs of load cto.;cs "c:tn 
be indudcd in a comhination. 

Speed. According to ~he vcndor, 
spccd of operation for CAEpipc nm
ning a compkx piping probkm with 
many branches and with 200 nodes 
was umlcr two minutes pcr load case. 
More typical probl<.:m:'l with ahout SO 
nudcs run ahout 25 !'leconc.Js per load 
case. CAHrame ra11 a complcx pipe 
support problcm with 50 clcmems in 
ahout 25 sn.:onds for thc: lirst load 
<.:a.'\c. Prohlcms with 100 clc:m(:ntS run 
In just unUcr two minutes. 

C.-\Fpipc can automatically gener· 
:He series uf ·nms antl elhows. CAE· 
framc includcs autom:1tic nodc anU 
clcmcnt ~em.:r:llion. Both pad>:tgcs in· 
cluUe numcnHtS chcck.'i to dcrccr in· 
consistcnt input ú:Ha. lf, for cxampk 
thc uscr aucmpt.s to input a pipe ele· 
mcnt ~nd cunncct it w an incurrccr 
fittint!, the C\Epipc pack:Jgc will im· 
mcúi:Hdy hring th:H discrcpancy to 
the usc.:r's attc.:ntion. 

Grophlcs ond oulput. Two dis
play scrccns :trC usct.l, one for intcrac· 
tivc tc:xt anU tl;u;.¡ t.lhplay, thc other 
for color graphics antl data. As thc 
uscr cntcrs thc input d:Ha on the text 
monitor, a F,rapilictl rc.:prc.:scntation of 
the rcsultin~ modd takes sh:tpl' sirnul· 
t:mcouslr on tht.· (olor scrc.:cil. In this 
way thc uscr can scc imritl'diat<:ly 
whcn ob\·iuus input crrors ~m.: m:1dc, 
:uu.J ctn \"Crit)' that thc d:tq: rep"rcscnt 
lhe modd tlut is dcsirct.l. 

1llc gr;lphic di:;pby 4-::an be rotated. 
Uscrs Glll ;¡bo pan ano:'IS inla~t..·s lar~
cr than thc Uispl:ty are:~, ;mt.l c:~n 

zoom in on dbpl:iy Uctails. ·n1c color 
dbpby abo hi!-:hli!-:hts thl: notle or 
c.:knwm thc U!'I<.T is c.:urrnHiy input· 
ting or cx~minin~. 

Jnformatíon on tht modcl is coonJí
natnl with tlle Ubplay, and is avail· 
ahk for uscr lnquiry. For cxamplc, 
wirh rhc CAEpipc p:~ebgc, thc uscr 
cm a.sk to.sce in a nw<.lcl thosc ele:· 
menrs which use a ccrrain six·inch 
pipe scction. "llte ttxt scn.:en immedi· 
atcly tlbplays thc Jctails of that pipe 
~ízc such as diamctcr, w~dl thicknc.;s, 
bend radius, corro~ion allow;HICe, in· 
su/ation thi<.:km.:ss, cte., whi!t: -:111 the 
clcmcnts of thc modd th:ll u;e that 
six·inch pipe are hig.hlighted on the 
color gi-aphics scn.:cn. This providcs 
an addcd method for checking on thc 
correctness of 1hc modcl. 

Detlccted shapes of models c;m a !so 
be displaycd on thc color screcn 
along with thc undcformed gcometry. 
Thc uscr can :..~bo clc.:ct to view :111 
pipe ekmcnts th:H are subjecte<.l w 
stress ahovc, say 7000 psi. Thc modcl 
will rhcn he shown \Vith thc.sc de· 
mcnts highlightcd, anú with thc cal· 
cu!Jrcd stress uumbcrs displayed ncxt 
to thcsc ekmcnts. 

ll1c uscr can control a m:a~nifica· 

tion factor on ócllcctions so that, if 
too small to be clc:trly sccn, thcy can 
he emph;to.;ized a.o.; nn.:dcJ. On the dis· 
play of thc úeJlcucd modcl, maxi· 
murn dispbn:mcnts and tht:ir C(_Jrrc· 
spondin¡.; Joc.ltion:'l :.~re highlightcd. 
'J11c highest stress value is slu}\1/ll in a 
box. 

ll1crc is a "hrowsc.:" cornm:.~nó thjt 
allows thc uscr to cal! for selcctcd 
rcsults to he Ubpl:iyct! on thc tcxt 
screen, whih: corn:spcmtling clcmcnts 
of thc modcl are highligtucc.J on thc 
<.'olor scrccn. For inst:mce thc uscr 
cm a~k to scc thc for<.:es on clc!Úcllt 
numhcr 3:~. "111(;!-ie will he listcd on 
thc tcxt scrccn whik clcrncnt 33 is 
highlightctl on thc.: color gr:1phics 
scrt·cn. 

Output d:H:t induc.lcs strc!'ISC~. dis·. 
·pl~<.:l'rncms, foró..:s. momcnts. spring 
forccs, support lt>~tds. ami stress ~:uios 
(calc.:ubtcd on·r "allo\vt.•d \"aluc.:s ). 
During cxc<.·ution of a prohkrn. thc 
p:tcbgcs indicare tllc ebp.sc.:d cx<.·cu· 
tinn time in scconds for ~·:tdl t:ompll· 
tatiun:tl t:tsk pcrformn..l. An ac4.:ount
ing prugram th:tt k<.Tp:'l tr;tck of sofr· 
warc usagc time is huilt into thc ¡1ack· 
agcs. Vct~~or pbns to rck:~sc shor.tly a 
transb.tor l>ctwecn C.-\Epipc and 
QuaUrl'x Corp. 's NLpipc.:. ll1is tr:m!'lla· 
tor com-crts thc input file uf ~L"pipc 
intu C.-\Epipc input form:tt and vice 
n·rsa. Similar tr:tnsl:ttors hctw<.·rn 
C;\Epipl' and othl·r CtHllmt·rcially 
availahlc piping programs an<.l he· 

SAP-80 

SAP·HO, a ncv.: gcneral·ptlrpose fi
nitc dcment progr:un, incorpor.ttc.s 
rcccm rcscarch in óatJ·b:tsc man· 
agemcnt systcms, frcc·fidd input, 
ncw cigenvaluc techniques, llighcr· 
ordcr finitc clcmcnl"i, and limited 
nonlincar analysis. 

l11c prolilc approach is uscd. as 
thc basis of thc SAP-HO progr.un. Thc 
formation of thc totaJ .stiffncss ma
trix is a separare program sc.:gmcnt 
in whíeh thc elt.:mcnt stiffnc.'isc.:s J.rc 
rcad in scqtt<.:ncc frorn !">ccuwJary 
swragc and thc total ~titfnc~s r~t:Hri.x 
is formc<.l in active colurnn; form in 
largc block.-;. ll1c actual j solution 
phasc b anothcr separa te : pwgr:un 
scgmcnt. Evaluation of suh~tnu..:ture 

stilfncsscs, calt:ulations \~f motle 
sltapes :..~nú frcqucncics. Jn~ evalua
rions of rcactions and :mc.:mhcr 
forccs are all scpar:uc pwgram.s. 
"ll1is clcar uncoupling of; diffcn.:nt 
phasei of thc progr:tm ~in::i tht.: pro· 
file appro:teh an ;¡J\"anugc;if micro· 
cornputcrs are uscó. ,\1:-.n.: on l:lrgc 
comptHcr :-oy~tl'ms thc p;olllt.: :.1p· 
proach has thc :tddition:~.J :.td\";mt:Jge 
th:H it c:~rt be "·~sily vn:rorizc.:d for 
computcrs with ;1rray procc..:ssors. 

A group of Fortran ;; suhroutint:s 
has hccn úevdopcd wl1kh is de· 
signcd to aug111Cill tia: ~t:tndanl For· 
tran langLwgc :tml to produce :1 11c.:W 
h i ghcr ·1 >rdc.:r, n 1 adli nc. imkpl'IH.Ic.:n t 
languagc for thl' c.Je,·dopmcnt of 
~tructural cngim:cring ~oft\\":trc. ·n1e 
¡.;roup of sul>routincs whidt com· 
prisC thc Computcr :\da¡1tin· L:tn· 
guage for thc dcvclopmnH of Strlll> 
lural .\nalv~is Program!'l. C.\I;S:\P. is 
dcsigncd "ro· opt·;;l(c l:"tfcctivd~· on 
mino. supl:rmini. :mJ m:linframc 
cornputcr:-i. Thc CAL·S.\P :-y:;rcm has 
hccn U:'~Ctl a:-o thc..: b:tsb r"or tite.: dc\·cl· 
optitt:nt of the SAP-HO ~<.Tics of Pro· 
gr:un:; Jntl for C.\L·Stl. "J. ~crics. of 
intcracti,·c.: pwgrams for cwnputn 
a:->~btcd k~rning of :'ltrth .. :tur;tl :~naly· 
sb JmJ tksi~n. 

For mor<.· inf,>rmation. conr:tct E.L 
\\"ibon. lkpartml'nl of Ci,·il Enj.!.i· 
ntTring." linin·rsity of Ctlifornia. 
lkrkcky, Ca lit 9·17 20. 
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. abk mmkl .. .SuluiH: . ...,hin~ is providnl 
so dilkrclll sh:q>cs c:m hc :uradu.:d lO 

onc ;u¡otlu.:r for analy~is. 
Bolh input and ddormnl ~truc

tun.:s cm he gr:qlhic;.~lly dbpi:Jy<.:tl. In 
hc::.~r-tr:m .... fcr an:ilysis gr:1phic (JUtpur 

includcs comuur cun·<.:~ ami :-.urb~.:c 

( Clf(K:t) plors of lt.:rnpnawrc.,, ami 
gradicnrs. :'\w11nical d:11:1 olllpul l(,r 
heH ¡ran .... fcr inclwks ((_'JIIpcrarurcs, 
potl'nti:il~. :md gr:Hlit:nts. 

Flui(_.Hlow :Jn:ilysis yidds vdocitics. 
potcrllials, ami prc~~urc..:s. Srru~.:tur:ll 

analy!'>is produn:s tht: u:-.lJ:JI ~tn:ss anJ 
Uisplacc.:mt:nt information. C:.trpt:t 
plots of rhc.:s.t: rcsulrs ~.:an :liso be úis
playcd. TIH: uscr dJOoS<.:S from a 
memr which plors are ro he sllown. 

·nu.: pack:Jgc pro\'idl:s no huilt-in 
tr;mst<:r of Jilcs ro l:irgcr ~.:om¡HJtc.:rs. 

lf¡¡\\'c.:H·r a llk is rc.:sc.:rvcd hy rhc 
package: for handling rile ltmnars, ami 
uscrs ahlt: to do so can spn.:ify thc 
nc.:ccssary rdor111atring .. 

Support. 1 ;!'icr- quc!'>tions arl· taken 
0\'t.:r thc jlhom:. \X:ith thc package 
pun.:h;~sc thc: u:-.er gcts one· ye:1r of 
upú:ucs-t\\'o major plus s..:vcral mi· 
nor oncs. Afler rhe lir:-.t ycar u .... ns 
mw.r ill:lkt: :r. :-;epar:lle !->ttpport agrn·· 
mcnt with thc n:ndor. 

FRAME 20, ANO SAFE: 
SIMPLE ANO EASY 

Fralllc 21> is lúr !'>t:uic :maly...,is of 
t wo-d i 111c ns ion :1! .'\ t nr ct u re;. Si mi l:l r 
anaty .... i .... uf thrcc·dimen:-.ion:il :-.tn1c· 
rurcs is dom:. with th1.· Sak p:ic.J.:agl·. 
Both :1rl' quite .... implc ro k:1rn :111d to 
liSl'. Only one rypl' of dclllnH. a 
hcam. is J\'ailahk lúr Framc 21>. Sak 
offcrs a larglT varil·q· of clcmcnt 
ty¡K·s. amJ c:r.n hamllc.: modds with up 

LIBRA 

Two new :-.olhv:1rc p:id.::tgc!'i pru
viJing finit1.· dcmcnt :m:llysi!'i on thc 
IB,\1 PC and comp:Hihks han: hccn 
introdlH . .'Cd hy lntcrCcjn Software. 
llu: l.ihra f:unily of f1nirc.: dcmcm 
software iodudcs hoth struclUr:r.l 

\ 

anJ hc~u tr .lll . ..,fcr :malysis p:.u.:k:.igc.·s 
that Jre simple to use, nu:nu-dri\·cn. 

~ and .... uitnt to thc.· nccU:-~ of :-otnll.:tur:.ll. 
·. mcchanic.tl. antl c.:i,·¡( cngi!ln·rs. 
.._~ llw Lihra f:u11ilv c.:on~ists ot' l.ihr:t 

Mñl.._ctur:JI an:tlysis. wh•ch prtl\'tdes 
strl·~,l'S, displ:ll'C.'llll'llts, :mJ rcu:titHl 
lo:tds to hoth .!·D ~111d 5·1> modds. 
and Uhr;¡ tht.-rm.d au:r.ly...,i ..... whkh 
prm·idc.:~ (l'rllpl·r:ltltn.: di~trihulilHIS 

in hoth 2·1> :tml _\.1) nhldcb. 'l11c 
twu p:ll.:ka~,-~ cm work sl·p~r:ucly 

--.:--~--~-·-- ····~-- ...... ~-~.-:···---· 
.. ·· 

' 
Samplo pipe 5Uf)j)O{t comparison with AHSVS 

Oofloctions fOf load case 1 

Ma,;imum deii~X:tlons 
Joint 23 X 2.1'J7 E-03 
Joint 13 Y - 2.18ú E-03 
Join124 Z 1.551 E-03 

lkjoruwtl ami Umlt'fiu·m••d .o;hapc•s ·~·ltb ma:rinwm tlt:Jif.-t.·tfon.\' hlgiJ·Ii;;IJII'tl f1Jr tl 
J·IJ jJlfu~ support strut.'flln• u.,(ug t/uo C\Fframe packllJ.;t! Jrom SST .\p>t,·m '· /nc ' 

to {)()() nodcs and úOO clc.:ml·nts. 'Jl¡c 
capa<.:ity of Fr:une 21> ¡..., only Jhout 

h:ilf as grc:ll. The pack:J~t'S allow f:1irly 
c.:omplicltcd loading :1ml rllll rc.:ason· 

ahly quid.:ly. 
FrJilll: .!1> <.:o .... r.... s.jtJ.:;. Safc: costs 

S7t)). The p:ick:lg·(_·~ run on rhc IB.\1 

PC, IXT. t:\'1', :tml comp:llihlc compm
crs. rcquire 12:HK m:lin llll'llltlf)'. rwo 
dbk drives, :md a gr:1phio aJ:r.ptcr. 
Lsl· of an HflH7 m:Hh c.:hip is rn·om· 
mendnl. :\ n·rsion of thcsc progr:uns 

or togt.:thcr. wilh l.ibr:1 thermal ~up
plying nodal ll'lll(ll:r:Hures to Libra 
scructural. 

libra b a mkro<.:ompmcr n~r~ion 
of th1.· nuinfr:.tmc ljhr:.t tinitl: dc
mctH an:tlysis codc, writtl'n hy Dr. 
ll:.trold Uurlot~ky. whkh h:ts he en in 
u~c sinc.:e 197ú. Uhra w:ts d~"dt~pnl 
thmugh a joint a~rcnncnt het\\Tcn 
Dr. Dur!obky and lntert:epl Sot't· 
W:lfe. 

l.ihr:1 is :t\':tibhk for the lll~1 PC. 
IB~I PCX.T. Com¡uq. :mt.J otlwr IB.\1 
c.:omp:llihk machinc:-. u:-.in~ .\!S-DOS 
2.0 tlf l:lfl'f. l.ihr:t rn¡uiro .:; l..!K 
l{;\,\1, ;Lnd a Jurd'dbk b fl'l:lHllfllCIIfJ· 

\'d .. \n Htl~7 111.1th rtlproet.·:-.~or is 
option;tl. Lihra str.th.:tural anJ l.ihra 

is ~,·ail:ihlc ro opn:lll' on th(_· TI Pru· 
fosion:tl CtHll(HIIt.:r. 

'lllL" pa<:bgcs :1rc.: :1nibhk from E:-~· 

~inccring s,,nwarc.:. <:eJ ... 1·11)-1 l'tJrttl 
Bello. ,\rlingttJn. Texas :"ú012: (XI-) 

lúl-22(1,\. 
Elements. Fr;11t1c 21> u .... (_·:-. ~tr:ti).!ht· 

linc he;~m dcmcms_ 'l11nc h:1n: bn·n 

u:-.(_·J to nwUd .'\Lil'h .... rrm·wrt.·:-. :1~ Jir· 
pl:mc wing ..... fr:1me .... trucruro. cn·n C· 
d~mps. sim.T c•nTd .... urf:¡(_·o. cm tx' 
approxim;~tcJ hy :-.traight lim: :--q!· 

ú1crmal are cach Sl-i95 pn l'tlp~··. 

inc.:luJing dm:umcnt:ttitJÚ. Ft'r J1h)i'l" 

infurm:uion conuct: lntcr<:q)t ~,[t. 
w:tr1.· . .3·t2'5 Ua:-com ;\\·cnuc.:. Ltmp· 
hcll. C•l if. '))llOH. 

Clrcle No. 247 on Ac.:~der Service C.:ud 

.\vailahlc in ·ss 
.\ti ero Arl!'>ys from Sw:m .... l m .\n.1ly· 

sis Systt.·ms Inc .. P.O. Box t1~. lft\U:-o· 

ton. P.\ 15.\-•2 . 
Clrclo No. NS·on Ae:1dor Scrvi..::e Card 

OigPro frmn En!-!illl'lTin~ \kt:\1 ._,!._ ... 

lnc .. .\01 ~orth .:;¡h Sr.. Llf;¡~·c.·ttc 1\ 
·17\JO l. 

Ctrclo No. 249 on Ao.:~dor Sorvic;, C.Hd 

Furtlll·r t.kt:tib will ~tppl'Jr in fu· 
(urc is:-.uc.·s of .l/E. 
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rncnls for for<.T~ :tnU IJHHIH:nt~. lt will. 

ll~ndlc up lfJ 1 ')O noc.h:s ;md :tlxnlt 
;\OC) e,_·lcmnlt~. 

A l:tr}!t·i- v:tri<:ly <•f dcments b of
ft:rc:d w the S:tf(: ll~LT. 'llH::-,c includc 

. bcHh pl:lllt: and sp:u:c ckmt:nts for 
trusscs ;md f ranws. a pipc:'!->llaft dc
mcnt, pl:ua: slrc:ss triangk :111~ r<:ct:m
glc, a rc:ct:mgul:tr pl:ttc (()r hcnding 
applicuions. :111d da!'ltic ftHHl<.l:ition 
ckmcnts for hc:uns ami .-..l:ths. 

,\1odc.:ls wilh up to (,fHI nodcs :111<1 
úOO c:knH:Ills can he h:mdlnJ hy Safr. 
Cp 10 2S sl·b of diffcrt'IH <.:lenu:nt 

ch:ir:tetcrisl ics can h<.: use,_·U in ;llly 

mm k l. 
Typc._·s of lo:tds in Fr:m1e 2D incluJc 

tlmsc :u IHH.k· points (x. y, or mo
mcnts), and distrihulnl prcssurc 
lo:uh pcrpt·tHiicular to the surbn: of 
thc dnncnh. Tht; p:tckagc will ac
comlno<.l:ltc :l'·i m:my load ct .... c.·s ;ts can 

he h;mdlnl in disk stor:tgc. 
Framc 21> u~cs main m<:mory-h:.scd 

~ohllions. ,\ stntcllln._· with ~~6 nodcs 
and 55 mnnhers r:111 for ahout thrn~ 
minutes 1<; :1 solution. 

Fr~unc 21) ofkrs :111 inicractin: 
prompting modc. nu:ing tite usc.:r on 
tht• dat:t ÍH'IllS ti> Cl)lt'f. ,\:-; With !-liOSI 

finitt' dl'IIH"Ilt p:•ck:q . .:es. uscrs rm•st 
comc.· to .it pn:parnl to input a lllllll· 
hl'f of char:tctcri .... tic> of thc.~ structurcs 
hc.·ywu.J tlu: ¡...:cotJH.·tr:·. For cxamplt', 
to n·pr<"scnt tlll" cros:-.-sn:tion propcr· 
tks of hcams in Framc 2D. tiH" u:-.cr 
c.·ntt·rs· :1 flexura! int."rti:t qu;uHity ( 1 ), 
and a st"l"t i<lll nH>dulus ( lt<: ). 'llH.: lkx
ur:tl im:rti:t is u:-.nl to c;¡\cubtc.~ tht· 
ckmc.·nt stiJI'nc.·ss for thl' lll:ltrix nnu· 

putation. 'llu· -"'<'Clion modulus is U-"'t'd 
to ctkul:nc thc m:1ximum hcnding 
stress following thc m:urix _...ollltion. 
Fr:tmc 2D will h.1mlk- ,1,0 diliC.:rl'lll 
cross !'l'<'tions ·within onc.· stntcturc. 

Graphlcs and output. ( )nc.T usc.·rs 
kcy in thc data thcy c:m \'it·w a-graph· 
ics rc.:pn.·sc.·nt:uion lo Sl'l' if cn-rything 
h:l"> hccn corn:ctlr t.·ntnnl. TI K· pack· 
agt.• will run withom :1 gr:1phícs card. 
but to vit'w thc llHltkb a gr:1phics 
can! rnust hl' u:-.l:t..l. In f:ll"t, if tlll'fl' is 

\ 

no graphil"s ad:1ptn instalkd in tht.· 
'-'tmlputcr, tht.· p.u. k.l}-.:l' Wlll :--cnsc tlus 

f:Kt :md thl lllll'f:ll"ll\t'lll.li<,¡...: "illnot 
C'H'O otkr tht· u'c.T thc opllon of 

• -~ \'kwing gr.1phit.:-. d•..,pb,·s. 
~l1c.· p:tc. k.l}-.:t' .11-.o pro\ itlc' di ... pl:iys 

of },l<.. ddormnl strmturcs .lltc.T lo.1d:-. 
\ 

han·'ht.·c.·n :•pplinl. Tht.·rc.· thc.· usc.·r cm 
M.'l' tht.· ddurm:uion ;md gt.·t :111 idc1 of 
whlTc tht.· brgc~t dl'lkl·tions t:Jkt.· 
pl¡¡n·. 

Safc ha ... Sl)OlC :1ddnl gr:•phics t':tpa· 

1 

1 

't~xt JrH!¡t!(MlBl 2S 
11 . 

l
.g 
1-Genmte ~· Plates <t~I<•J!tl 

, 2-P,¡plm r~vícus P!ates 
j1J 

1

, L,tH el!l'l.'nts definir,g tl~ p;tteNl 
1J,24,1 

1 [¡¡ter lb. ol pattm.s to ht genmttd 
11) 
! En ter coMOn r.odes betW<en p;tte!'fls i 
'1 1. 
1 úít!r node 
¡ 1JJ 

1 
ioc~oeots betl<!eo p¡tteNlS : 

¡ 

1 : ~uto f ro~ Hld!S 

1 
1 Change Gema te Pmt 

y 11 

[xl t L1st Uodelett l l!nlete Help P~tat! Lx \ 

... 
' . 

¡ 

'1 
l 

¡j 
¡ !._. 

''· :' 
' 1 
' ' 

' <. l 

· ... 

•'· ·,·' 
'::·· ., . 

. ....... --: · . ..: 

.. .. 

1br 1,11'•' of.\fJI/t-,\CI'I'I'tl tlisJdtl_)' U.\l'd lo mm/(•/ tlalajm· C:l'II'Siio/.'-o(:f:u.ur$ !--•J.:~ :i.!l 

('"'""""' tlata. A..~ t/Jis is ('Xt'Cut••ti, tl J.:ra¡,blc ¡mrlrOJ'tll oftbe ltlfml llikc·.~ .U}<•~ (>n r.....~ n·.t:.é·.r ¡ 
mmlt'ls Xt'tu·rall'll by lbt•fJacku¡.:e. 

hilitico;. ll allows thc ust·r to !'Jll'Cify a 
dc~in.:d ,-icwing :mglc, thcn tJi~pl:ly 

thc ~tntcturc.· a~ :">l'l'O from that ;mgk. 
1t ;tbo includn p:mning of im:l).!l'S :md 
¡omning_ in inc.:rl'llll'nt:-; of 20 pl·rn·nt 
incrc.·:•:-.c or dcnc.·:•:-.c in :-;iJ.l'. 

at thc cnd of thc.: pnt..:c.·~:- tht· \\'-H~- · 

Mfl'!'iSl'd dcmc.:lltS ~~n· ¡'in¡',•i:t:n..l .:;.~;J 

itJl·ntificd so thl' dc:-i:..:nn \,·.m ~l" 

ft.'n1t'dial J<:tion if tu:n.ln.J 
Framt· 2.D d:na rt.·~ult:-- indu~it..' ~~

placl·mc.·nts :md rut:ni,lt\' Jt t!tc.· n,\..!o 
with maximum :md llll<li::tam l'l\-....'< 

' 

1 

f 
¡ 
1 
1 

nu: hamc.· 20 p:td.;a~t.' indudcs a 
clkubtion of thc.· Lictor of _...afc.·ty for 
cach nH:mhn. ·n•c.· u:--c.·r c:m input ;u, 
allowahk stress. 'Illl'n thl' :--trc.·ss in 
cK·h llll'lllhcr i~ nnnparnl to th:lt 31· 
1~)\\·at,tc.· ~trc.·s_... :.md a (:Jctor of safc.-ty is 

cakulatnl. All th:tt is t:thul:ltnl. lltcn 

· dctkctions · notnl. F\ 1f tlH.· dc:nt.·nt, 
a..xial anO slll';lr li.Jrco. i"-·:h!:n~ ·~-l..~ 

0\l'lltS, maximum :--tn~:--. [,¡,·t, 1f 11{ ~-t:"

ty art.· listn.J. Maximum Jt~J n~mir.~a.'l.l 

!'trt·!\s, momnll. ~lu:Jr. JnJ Ú.1f\"l" m 

tht.' Mructurl' ;lrt· tllltl'J. 

1. 
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PtKkngt•. nu• u.\c:r u·urk..o; un lln~ f,it·hatrd ¡wrlifiu of lht• ser, .•. ,,, ,.,,,.,.;,g ,,ul!! 1111tl 
sitie of /he .n.·r·l''-'"• makiug 11 poss/bh• lo .\poi Input errors tlUt/ omi.'>...\ÚHI.<;, 11Jc: shots are 

Support. The ction 1u:CUctl to 
k-arn ro u:-.c che p~cbgcs b_:minimai. 
'l11c n·ildor ·ll:t:-.-h;id ll:w rc.:quc~t~ tür 
01.'\..,bC;uH:c frtHil u .... crs who :-..C:<.:m· to hL· 
ahlc lo nan th<.· package aücr ahout a 
h:aU' l1ay of c~pcric.:ncc. 'J11c packag<.: 
llbk- int,:hu.lt: .... ~.unplt: prohh.:ms ant..l 
many ust.:rs !'ol;trl hy going t.lin._·ctly to 

lht:...,l' !'l:unpk prohlcm .... to k;trn how 
tu li-"'C thc pro~r.un. 

Tlu.: vc.·ndor·_... polic.._·y ¡..., to try W ~111· 

s\n:r all u.-.t.:i- t¡tu.::-.tinn:-. thc.· :-.:une da~· 
tht.:r call. Tu thi:-. point thnt..· h:nT 

hc..-cn no upgradc:-. on cithcr p:td..-:Lgc.·. 
hut whc.:n and if tllf..Tc ~m:. tht..·y will he 
mac.k a,·aibbk to ~tll usns·at nomin:d 

(.'0:-.t. 

IMAGES 20, 30: OYNAMIC 
ANALYSIS WITH A SPLIT SCIIEEN 

lllt.':-ot: t\\"o-p:tck:tgc.·s pro,·idt.· :-t:uic 
anJ c.lyn:unil: an~tly~is of !-1> :.me.! _\.1) 

~truf..'turcs :.utd :-.y:-tt..·m:-. .. \ ,·;¡rict~· uf 
dilt't:rnlt dc.:mc.·nts b :a,·~til.thlt·. ·nlnt..· 
are t~u.:ilitin t'or IHH.It·:-o. 4-:ktllt'lll:--. rt'· 

:-.traims. and lo:Lding:-. th:tt an· quitt..' 

f1exihk. .\lany iman:JI c<m ... i.-.tan~..·-y 
chccks of-data input are p:-ovidt·U tu 

·aid tht: u.-.c.:r . 
Complc:x loading <.::t . .,n ctn he: <.:a:-.i· 

Ir 11:.mdlt:d _with thc.::-oc.: p~~t . .:bgc:-.. "Jl¡c 

.-fD pacbgc ha ... a ~..·onvc:nicnt split· 
scrt:en grapllics c=.tpal>ility. 

ll1c 2·1> p:u.:bge costs ~)(JOfor the 
static anal pis \'ersion and S 1 )00 ,-;,r 
tht: :o,tatic plus tJynamit: n.:r.,ion. 'llH.: 
3-D is S 1 SOO for thi.: st:.Jtit: ,-~rsion . 
S_-\1)00 for thc: comhinc.:d \'t"f!-Jion . .-\ 

comp:tnicJn prc>gram th::t pt:rfc)rrn!-l 

AISC'AS.\IE co<.lc t:hct.:k.<> fJf structural 
mc.:mhcrs :-oc lis für S lOO. ·nu: p:Kk:igcs 
\\'ill run on tia: JB.\1 PC, /X'I. /AT an<.l 
IB.\1 compatihlt:S. A colc¡r gr:tphit:s 
:tdaptcr is rc.:quirnl for lm:J:,;c

1
., jD. For 

the .'\·D n:rsion, tht: HOH7 r?arh chip 
is rcquin:<.l; it is rc.:comnu.:ndu.J for thc 
2-D pacbgt.:. Thc \Tmlor Jls"o rcconl· 
menOs ;t h;trtl tJi:-.k for thc.: ~-D rlad;:
;.~gc. lm:tgcs 2D n.:quirt..·s 2~(JK m:.tin 

mt:rnory. Jmagcs .il> n.:quifcs 512K 
main nH·utory. 

lmagcs :!D antJ ;~D arc,- :1\':tilable .. ---·--· 
from Cclc.:sti:ll Software, 12-1_ 1 :nin:r:-.i· 
1)' An:., lkrkl"ley. Calif. <J.,-,·}o. (·íiS) 

·H·ÍI·7J~';. 

Elemenls. Jm:tgcs 2D \\:ill hanúlc.: 
stnH.:turcs with lOO nodc ... :¡.:;o hc:.~m 

ckmnlls. or SO triangul:ir pl::te c.:lc
mnlls. Thc tot:tl tlc.:grt"t":-. ot frccdom it 

«..";111 accomrlltld:ttc Í!-l jtJO. •viril lhrcc 
Uegro .. ::-. of frccdom pt:r !ltJdc. lmagc.·:, 

:\1> will IJ:¡ndlt: f,llO no<h< cil'!llt'lllS 

hanúlt-d c.":Hl itH:Imk _\011 hc:uns plus 
,;oo pl;tte!'"'> plus 500 ~prin¡.:.-. .. \ tot;il of 
up to 1 HOO dq.:n:c> of frc.:nlom is 
~\":ti!Jhlc for hoth :-.tatic :u1J d~·n:unic..: 

:mal\'sis. 
Six. typt·S of dt'l1lell(S :lff..' ;¡v;¡j(ahk 

for tht..· _J,.f) p:1cbge: tru~:-.. heam. 
mcmhranc pi:Ht..·. mcmhnn<.: plus 
hc.:nc..ling pbte, a !-lingk-ihlJc.' sprin~. 

anc.J a 1\\"tHlt><Jc :-pring. "llll_· 2-D ¡xick
agc tu~ ;tllthe ahO\'«." dnnc.·:tt~. c.·xccpt 
for tllt..' lllt..'lllhr~llll'·plu.-.-hending platc 
amt thc rwo-noc.lc.: ~prin~. l"p to 'iO 
Uifft.'rt:lll cro:-s ~n:titlns ;Jrl' J.\':Jibhk 
(ur t..•;tdl p:ac..:kagt.: lor 11~<.: with tht: 
hcnn :111d truss dc.·mcnt:-.. 

lllt'ft: art..· th"e dilkrult typc.·s of 
.(o:ading: t..'OllL"l'lllratcc.l hud~ or mo· 
mcnt.S. gra\"it~· lo:tJ:-; th:tt ~.:;m IH: :wW· 
matically gt..·ncr:Hn.l on n·quot. en· 
forcnl nr spt..·l'illctJ di:-pl.t~.._Tmt..·n[:-o. 

tcmpt.·raturc:o; li.Jr·olcuiJti~'n 11f du.:r· 
mal t..":\pan:-oion, and di ... trihJtnl lo;.¡ú ... 
Both lhc 2·1> ~tnd _\·D p.td.:.::,:c.-:- h;IH." 

thnl·. In ;¡ddition thc.· 5·D p.h:k.t¡.¡e ha.o, 
prc:-surt..' )t,;tc.b :mc.l t:lpl·rc.·d c.li:-.trihu· 
(Ít Hl J¡ 1;1c.b. 

Fh·f.:' :-.<.·pacttc lo:ad Cl~t·s in 2D anU 
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1. 

Comparison of Personal Compute 

N ame of Types of lntcractive 
Package Vendar Analysis Performed· Use 

CAE pipe SST Systcrns Static, 2-D, 3-D Y es 
CAEfrarne Sunnyvale, CA 

Finite/GP COA DE Static, 2-D. 3-D Y es 
Houston, TX Hcat Tr<>nsfer, 

Fluid Fiow 

Frame2 D Engineering Static, 2-D Yes 
Sale Software Co. 3-D 

Arlington, TX 

lmages 2 D Celestial Static, Dynarnic Yes 
lmages 3D Software 2-D, 3-D 

Berkcley, CA 

r 
MSC/pal MacNcal- Static, Dynamici For 

Schwendler 2-D, 3-D t preprocessor 
Los Angeles, CA 

SAP86 Number Cruncher Static, Dynarnic No 
Microsystcrns, 
San Francisco, CA 

2-D, 3-D 

Supersap Algor lnteractive Static, Dynarnic Yes 
Systems Heat Transfer, 
Ptttsburgh, PA 2-D, 3-D 

J 
' ~ ~· ...... ~.····. 

r 
'· 99 in 31> cm he hui/ ~llf1 :md u~t·d for 

C;tCh dcsign. llHI~l' ~~~n he.: summnJ 
and factorc.·d :1s d<.:sin:d. A huilt·in nlll· 
tinc..· Mlms and :tpplics fJ.ctors tu thc..· 
)oad CISC~. · / 

In lmagc..·s 2D thcrc..· is nmk ~md 
t"'l.·mcnt gcsH:r:nion. 'lllc..' usa spc.:ci· 
fics tht· c:ndpoims ami thl' p:u:kagc.: 
will intnpol:ltc.· to lill in dcnu:nts on 
:t str:1ight linc. Csc..·rs «.::In abo spcdfy 
an·l'kmc.:nt and thc..·n rc:plicatc..· it hy 
SJH:«.:ifying 1 he notic.:!'> lU whil:h it wíll 
be: :machn.l. · 

any c.:oordin:ttcs. lt h:1s tht· ahility to 
roi:ltc :uHt offset :md apply sc1lin~ fac· 
tors in anr dirn:tion. 

11u: us<.:r <.·:m input nm.lt:s in any 
con,·t·nit·nt f:1shion. 'l11en :1 minimiza. 
tion routim· will rt'lllllllhc.:r tht· nodn 
for cakul:uion purpost:s. so as 10 

:-.hrink tlu: run tilllt' and tlisk stora}-!t: 
that will ht· nt·t•tkd. lf tlu .. · struclllfl' 
:-.houltl pro\'c un:-tahk. or if clunges 
an· dnirctl for :my other n·:1son. tht· 
p:Kkage pn,,·idt·s a crc.J:-s-rdl'fl'tll'l' 
list that :11lows tht· u:-cr to fmd tht· 

11u: .~·1> (~:1ckagt· }-!l'lln:llt'S nmks, n~1dt' hJCitÜ>n c.1f any p:1rticular dq~rn:· 
demcnts. n:str:1int:-.. and loadings us· of frn·dom. 
ing p:ltlnn. rt·p<.:at. :md till t:ap:1hili· 1lll· p:Kka~c abo ,,:hccks to Sl'l' that 
tks. Antl tht·rt· :lfC.' many othcr pn·· tht· rnodcl tht· user inputs is t'Oill· 
pnKt':-sin~ fc.·:¡turc..·s huilt in. A com· pktt'. 1t' \,·ill t.ktn:t :-u eh ust.T input 
pkx motld such as a piping dhow crrors as forgt·uing w spt'<..'if)' a m:tt<.'· 
can ht~ ,_ .. -.,~·_r_:~·-::1, fn1m ;1 si11gk nc.Jtk· ri;¡J pnlJllTty, (Jf crcatin~ a IHKk :mtl 
withow u~..·~..·~..fiól': 'lJC..' ust·r to c:il_nal:uc not t."onnc.:t.:tin~ it w ;mything. 

i' . _! 
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Grophlcs and output. ·n1c u:igi· 
nal ~<:Oflll:try in complt:te form. or 
with nml<:s only. or <..'lc.:mcnts only. 
cm he di~pbyn1. TiltTt.' arc.· zoom J.nd 

pan c1pahili~·:-;. hiddcn-linc rcnl\1\'JI. 
frn· houmla~ antl surfat.T plot:-. J.ml 
f<..';Jr modc.:l dipping to darify th<..· Jb· 
play of compkx moJds. 

'llK' ,"l·D p:!Ck;¡~c 11a:- ~~ split s....·~t:t·n 

t·ap:lhility. As tht· t.lat:1 for th_<..· r~:~.Jd 

:lf<..' <.."llt<..·rc.·d in respon:-<..' to pr,::;:pt:
on ont· sid<..' of thc scrt·<..·n. tlw ~1:-n 

Sl'(.'S a }-!f:lphics f<..'prnnH:llion o:· tht.· 
mmld ~rowing on tht· othc.:r :-it..h:. 

For :-.t:Hil.' ;md dyn:unic an:lly~<..;o. r~~., _ 
sults cm he.: plottnl and :mim;Jtc.-J "'· 

·ni<..' d:11:1 otHput rc.-pots tlw 1:1put 

~l'OIIIetry. still'nns inll.lrmatíon. Jnd 
load cts<..·s. Outpul :m;dysi:-. t..bu in· 
dmk dt·tkctions. gloh:ll Joads. lll\.'al 
loads, ht·;uu strt·sst":". and fl':-tr .lint ~ t 
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:cr rinite Element Analysis Pacltages 

Preprocessing 
Graphlcs 
Capability 

Transler te 
Largcr Computers Casi 

Clrcle No. 
on·Rcader 
Service Card 

Automatic pipe Input and 
deformed, pan, 
color, zoom 

Translation al $6900 240 
run and elbow 
generation; Generate 
by repeat command 

Generation by 
conforma! mapping 
and substructuring 

Non e 

Generation by 
pattern, repeat, 
and fill capabilities 

Seven schemcs, 
lar beams, .Piates 
trusses, shafts 

Input and 
delormed 

Input and 
deformed, 
zoom, pan 

Input and 
deformed, 
zoom, pan, 
animation 

Input and 
delormed, 
anirnation 

files 

Translation ol 
files 

No 

Translation al 
files 

Yes 

$4900 

$3500 241 

$495 242 
$795 

$1300 243 
. $3900 

f. 
$995 t 244 

Generation by 
· lilling 

Interface toCAD 
programs, and lar 
1nitial mesh, dcforrned 
structure, and moda 
shape plots 

Yes . $995 245 

Ten schemes, 
and the sllapcs 
can be combined 

Input and deformed, 
stress, dcflection, 
ternperature con· 
touring, random 
zoom, color 

Y es $5000 246 

aclions along wilh m:t: jllum valucs. 
Dynamk rcsulrs indudl~, n:11ural frc· 
t{lll'JH.:ic.:s ~nd modc ~hapt·s, along 
wirh particip:uion fac..:rors fur s<.:ismit.: 
an:lly!'<is. ¡ 

11R' .{.1) p:tck:lgt.: h:ts trJil!'ol:ttion lile" 
th:u :allow rhc.: uscr to hui id a nltldd on 
a rnicro.'pt·r:-.onal compuH:r. thcn run it 
on largcr rn:tdiincs th~t run .':a.'>tr:ul, 

.\nsys. Srrudl. .md Surdym:. 
Support. u,,,h p:~t:k:1gc~ :1rc mcml· 

drin:n, so thc ll-"l.'f has virtually noth· 
in~ to nu.:mnri:t.l' in thc way of c.:om· 
manc..ls. Prc.-..-.in~ an /1 kcy will Ubpby 
hdp in!'<lrth . .'lions. 

At'l'ording to thl.' \TnUor. sonH.:onc.· 
who Ullí...krst:llllh 1hc h:t!'<ic:. of finilc 
c:lc.·nu:m analy:.is llhtdding ll'chniqln.'-" 
CUt :.it down ami he runuing pruh· 
kms on rh· p·· ·: 1 ::tgt·~ wirhin :111 
hour. ~ _,~"':· j . 

) 

$850 
(Processor only 
with plotting) 

Pro~rarn upJ;¡tcs ;are prm·idcU free 
of dr.1rgc for ~i:-.:: llltHlths. Alú:r tlut. 
uscrs cu1 get :m annual nuinlcn:mcc 
;lgn:eml.·nr. Suppon is hy. rckpllom:. 
Oflcn prohit.:lll!'< th:u cwnc in on:r lhl.' 
phonc ;¡re run hy thc vendor to chn:k 
so that propcr al.lvicc can be ~in:n to 

thc USl.'r. 

MSCIPAL; STRESS ANO 
VIBRATtON ANALYStS 

~tsc:p:tl pcrti.Jrms horh :!·D :mtl 5-D 
SlJrit.: and dyn:uni~..: :m:alrsis on !'<lruc
rurl.'S rh:ll c:m he moddcú hy hc:uus. 
platt'S, and JS.'ool.'Í~Ifl'll dcmnlts. 
Amnng irs (.:.;:llllfl'S is lht• :thiliry to 
h:tndk t:tpcrnl bl::uns. Sc\'l'f:tl prc· 
prot'l'ssors are includnl 10 c.·:l.'>l' thc 
input of Sllllll.. c.·onumm suuctur:il 
pn1hkm:-. 

Tiu: pac.·bgt· comes with a etHnprc· 

ht·n~ivc m:tntul anc.J a c.Jozcn a~sortl.'d 
~ampk pn>l)lcnts. 

~ts<::p:tl !'<db for S1N'). ll1c p:tck:Jgc 

will run un rhe 2'5M~ m;tin nu:rnory 
IB.\1 PC with two Ui:-ks :llld a color 

graphics moniror. or on :t Comp:KJ. 
compu1n. Th~: an:tly:.is ( but not ncc.:· 
cssarily thc ~r'Jphics) cu1 he run on 
\'irtu:illr :111y m:rchim: rhat i!'o compa· 
tihk with thc IB.\1 PC. . 

·nu: p:¡ckJ~c is anibhk frnm thc: 
~l:tc~cal-:-ichwcndh:r Corp .. ~ 1"i Col· 
or:tdo Bln.J.. Los Angc.:h:s. CJ!it 1)00·i 1: 
(21.{) 2::;~P>Ill. ·~ 

Eloments. l'p to :\00 no~.k~ can hl.· 
ll!'<l.'d 10 Udine · thl.' gc:oml·l~· of :.111 

~ISC p;il prohll:m. ·¡u sr:ui~..: :m:tly>i:'. 
dcpcmlin~ on thc prohkm. rhcrc cm 
he.· up le) 1 H! 11 l dq~rtT~ t 1f frn·d1 1111 

U\'cr~tll. hut for mu~r Mruí...:rurc~. th~: 
' 1 

'- 1 
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Mod••/.o; ext•cuf(~~J h)' .H~u.\'t•t~I

Scbu"'"tlh·r~- AtSCijml padUIJ.W-

t 

~ ·_,~l~ ~ 
i .) 

,1' 

(a¡ MSC/pat-Aircrall slructurü examplc 

(b) MSC/pai-Detormcd truss w1th ccntc!load e"'ample 

;tl\ow;thk over;tll <.kgnT!'i of freedom 
' ' ' will hl· !'lmallcr. A h:mdwidth minimiz-

cr is providcd to ~<.-nc:ral<.· an cJikient 
nmk-numhc:ring :-.n¡uencc ·W maxi
mize thc :tllow;•hlt~ prohlt·m !'iizc. In 
dyn;tmic ;uuly!'is. 2'>0 fh-xihk t.k· 
grl·cs of frn·dom an.· allowt._·d. '1110!-l' 

havc w h<.· rnlucnl h~~-tht· p:~ekage lo 
12'> dynami<.: dcgrn:!'i of frn·dom for 
normal modo ;md tran:-.icnts. h>r frl'
qucncy rt·!-ipon:-.c. tlw p:tcbgt._· is limit

c.·d to 225 lkxihk dcg_r<.T!'i of frn:dum 
tlut are.: thnt rcduc:nl to 100 d~·namic 
dq~rn·s of _fn.:nlom. 

lkam dl·nu.·nts cm he.· pin-nukJ 
~ 

roc..b who!-t' lll'Uir~il :t:u·:-. do not han· 
to hl· c..·oincid<.·nt with tht· grid-point 
locations of tht· stntt'tun·. 'lltt·n· ~trc 

nmstant l.TO:o.s-:-.n·tiun lll'~uns that c.:an 
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he dc.:fincc..l hy thcir cro:-.s-scctional .2f· 

c.::ts. T:•pl·rt·d n:ctangubr IH.::tms n.:1 
abo he dcfincd \\'ith a difÚ.Tl'lll t.'fl~!

sn·tion at onc..· cnd than :it thc.- othcr. 
And pipc.:-typc heam c._·lnllt:nt:-. cm tx
c.kfinnl hy thcir insidl· ami out:-.i...!l· 
di:tmctcr:-;. lf tht· u:-.c.:r ddint.:s :-.prir;~ 

con:-.tants ;11 om: l.'lld and thc colllln."· 

ti\·ity of thl' ckrnc.-nt. tiH' p;tt'b~t· wiU 
gcnc..-r;lll' :tn n¡ui\':tknt hc..·.m1. ·ntnc.: t:

a trian~ul:!r platt' l'lt'llll'lll th:11 ctn a.._·t 
dthcr ~•:-. a di:o.crt·te ( 1\.irdlt~lf) tri;.m:;ic 
or a.o.; a rnnnhr;uH.· c.·kmt'tlt. ¡_·, 

For tlynamic analy:-.i:-. thc..-rc.- i:-. J 

c.bmping dc.:nH:nt th;1t Clll n·prc.-:-.t':11 

thrtT·dinJcn:o.illll:tl Ú-'l.'(ll\:0. l.l:iltlpin~ 

llw :-.:unc <.'kllll'tll cm :tbu he,_· u:--nJ 
for :-.in~k-~txb d.unpin!-! . .-\ link l'lt> 

mnu tunnions as a rigiU link with :-.L'\ ~ ' 

'·•' 

1 

.1 ¡ 



'69 1 S Sol .~!;\'nNvr 1 ~N1~33NIDN3 1V:liN\'H:l31'1 

T:)l:p ~ll!.\_l)J'OUI JO ~ll!}r..1J."'' J(~J .\\Ofll: 

O) p.lJ'!.\PJd S! 'JOJ!P·"l }lldll! U\' 'SJS 

-.\p:w· )U.l\lLlJ.1 ,"lJ!II!I JO :l"tllp oJ s1¡ns 
-:ü ,,,_\¡rur ."''JSst:p o,;.·ut:dHHl."'l pur. J.lJ<; 

.\q tl.ll" ..;¡~J.)¡t¡nJd ;,¡dun:,· ~ 1 q~noJtp 
':ln:i ¡rnunu :ltp _JO unp.'l,")S SUO!J 

-t::l!Jd,ir ll\' ·J.l.;n ;up m ."l¡t¡t'(!r .. \r. SUO!l 

-do .11p pur p:-~'n ~!'-'-l':ur. _¡o pmp:nu 
:nn 'll!rFh:.l o-:-p: l! ',1Jr..\\J_to~ ;ltp JO 
UO!JI!J.1dt\ put: liOJlr.iltl"ll! .\¡uo )OU SJ.:'I 

._,o_.., Jt'IH!rUl ¡T:d,:>SI'\ ="Lll. -~oddns 
'J,1)1llhUO,"') J;')~Jt:¡ r. 110 liiU 

=>q 01 ·.'lEJ tu:JJ• . .-J:~.:)SI\' ut: Olll! p.11r.¡ 
.qn:JJ .1q tto .1JtJ 111du! ¡r.J:.)SI\' Uf 

·p.1r!-'nJd S! .1~q;u:d w¡d .ú· uc 
;)SUOLJ..:;)J :\."'U:111h:u_t put: )U.1!'UI~) JO;{ 

·¡¡."l.\\ !'-1: ..:.\\.lJ.\ p.1)elUJUr. S.1j1!.\0Jd 1! 

'.1:11!:-f:Wd ")'.\J!7tll!<")!ltll!U.\p 1! JO.J .1li!!Jd 

-OJddr l'PlU 'pur. '.\J).1lU0.1:1 p.lliiJOJ1p 

:np .ú:¡d'!Jl P"l': 11!·'' 11 'l! .1U!nn:X.1 puc 
;'l)l!)OJ o¡_ J,1..;n ;'llfl ~Üf!.\\Ojlt! '.\.J].llliO:l8 

JnÚU! .lljl .\r¡d'!P· Ji!.\\ .1:-\q,")¡:d ;'lllf. 

·¡:H:p mdu! :np .10 -.uon 
-:->.1JJ0.1 .1ljl uo :iu!~p.11p p:tiJ.1HI! .1P!·' 

·CJJd Hlll ..;.)(ljl :l~Ú!:-{,"''r.Ú ,"''llJ. -~:l)I:U!j'l 

·J00.1 Jl:¡n7itJf.J,"'':lJ ,')!Sr.q .1lfl ll! SI! 11-H\ 

sr. S:1JI!ll!f1J:Hl:-> Jl:¡n:im:p.'lJ p.'lJr.IOJ 
U! JO '..;,?Jrii!PJOO;l ¡r:.1pJ1U!I.b U! J.lt¡l!l 
u.H!:i .1q ur..1 J!JJ:p :1!JJ.llti0.1:i wduf 

-~J()<o;<.;.),")(IJÚ.lJd 

j1:lZ!iT!I,1,ld~: .1111 lfl!.\\ <f¡;-¡q 0) :iU! 
·Jduuud .lUJo<> ~! .1J:llfl J:l.\.1.\\0JJ ·:>~n 

pur. ,\\C~u:-¡ ¡..;niU J.1sn .ltp u:q¡ !'•punu 
·HJO:-> 1110JJ tHU .\I{C.l!'·ir.q ~! p:d,:)SJ\' 

·.\l!j!qr.d 
-1::-> un!~r.u!qtllo:1 ¡:)pow ou pw: ·uonr. 
·J:"IU:l:i .'tJüUJ CHI S! ;}J.1lfl )11{1 'tiO!<o;ll.1lU 
:!P :-.¡~Ú!' r. ti! p:l¡t:."l!ld;u :>q o¡ SJU:nu 

·:lJ::l Jlii . .C S:.1¡HHI JI!J!IIl!IO S.\\OJII: }l!ljl .{) 

·!J!(p:d1:_:1 li!·lj!IHf 1: SC1f :l~I!:Opi:Ú .11lJ. 
·s::ls.\¡r:(~r. :>Jr.¡d JO ~.ld.\} lU:'IJ.l.fJ!P :l=->Jifl 
j1lll! 'sti.J:"lf<jfJJd :'ltUI:JJ Jr.lll:¡d ·'~:lS,IlJ} 
JOOJ JI 1 .":ld.\J JllOJ 'SIII:l)S.\S l]r't¡S: ji:IIO!S: 

-JOJ ·siu:>¡qrJJd ~U!J1tl:>q-un::-.q :->s:J:->.\ 

-sm:Jt J(JJ cH:r Jn<hJ! J=->sn ;¡q¡ dpq 01 

-~Jos:q~()Jd:ud p;¡z¡p:p:>ds ;,Jr: :lJ:ltU. 

·siOsse:>oJdaJd puo s:>14doJ~ 
'SUI:lJ<j<Ud 

~js.\¡r:W! :1!Wr:tJ.\p JOJ :lllfl!.\ ,{J!SU:>p 

~·.-J:tu r. =>fl¡.,oJd o..-¡r. 1smu J:>'n ;)tU 

·.1n¡r.A p;¡qt :llfJ .1]1!fll:Jfr:.J lf!.\\ tur..t.l' 

·OJd :>IJI ·n.\.' pur. :r JO 9 pur. :.1 S:lp!.\ 
·OJÜ J.1Sn :n.p JI ·p=->¡pur.q S! ¡r.p.1Jr.tu 

:'I!ÚCU]OS:f ":)JOJ:)IU]S: =>41 JO S:l!JJ;)<ff)Jd 

p:!J-1)l!tu ;)l{J ,'\\OWf Ol :l.\r.q SJ:lS~l 

·dn l:l~ :>(j lll::J p:u¡s:Jp 
~1: Q~o·r.:-> pr.r,¡·.Ün:w sy ·sp¡:of.\1!-\r.J~i JO 

p,)Jnqp¡~o·¡p JOj 110!<.;!.\f)Jd OU S! :-lJ:l'-l.L 
·s.1pou r;¡ p:>!ftldr. :uc sp•:o¡ 11\' 

')IJ;)llJ:l¡:> <.;<.;;)lJ 

·.U~Js: (J·f r. ~;r. DI! 01 f>;,pu.-,¡x;, ;)(j m::-> 
tp¡t¡.\\ ·~.1!pn¡r.; UO!ll!Jq!,\ J.1):'1llli!Jf!d 

p.)dum¡ J(Jj Jti:"IUJ.1j.1 ~upds: S!Xr.-:"J¡i1ti!S: 

r. S! :u.1tU .. ·ptD lpr,:l l'C S:~U!Jds: JI!JI:.~ 
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lih.:~. lb<..' of thi!t t·ditor in t-'onjtrnction 
with Jire ~:unplt: pro!Jh:lll~ will cn:shk 
thc cngím:u tu karn ~tSC!p;tl in ju:-.t a 
fc.·w holJfS. 

SAP86: 
MAINHIAME-STYLE AHALYSIS 

!'iAPHÓ doc:-. hoth :-.tatic and Jynam· 
ic ;m:tlysi~ of 2·D and 3-D ~truuurcs 
and sy!->tcms. 11 b a pcr~onal c.:omputcr 
\'c.:rsion uf tiH.: SAP J\' softwuc u~t·d 
on mainfranH: nunputcrs. File:-. can he 
uploadcd ;.¡nd downloath:d frwn main
framc.:s th:u u:-.c.: SAP IV. 

S,\PHú data input is not intcr:tcti\'c.:. 
lJsc.·rs prL'p:trc thc input in b;uchcs. 
mainframc·computa stylc. lt ha.\ JH) 

huilt-in graphics, :md n:quin:s thc u!->c 
of an cxternal CAD p:tck:Jgt: für graph· 
ics dispb~·. Thc p:!Ckag<.· ~t:lh for 
S995. lt runs on tiH: JB\1 PC :md com· 
patihlcs. HequirnJ n¡uipmcnt is ~H-tK 
nwin mnnory. tlu..: HOH7 rn:tth chip, 2 
floppy drin:s or onc floppy with a 
h;trd úbk. 

' SAPH6 is ;t\'aii:Jhk from ~umbcr 

CruiwiH.:r .\1icrospit<..'ms, Jnc., l·i)) 
1 l<~ycs S t., San Fr:mcisco, Calif 'J·í 11.7; 

( 41 5 J '.>22-'.>GY;. 
Elemcnts. Elc.:mcnrs fur. ust: with 

PERSONAL COMPUTEII 
SOLUTIOtlS TO FINITE 
ELEMENT EQUA TI ONS 

TI1c ~cucr;tl form of thc ~C"cond 
ordcr díffcrcntial cquatiun!-i sol\'cd 
b)' finitc dcmcnt pack:lgcs to find 
thc: static and dynamic propc:rtics of 
structurcs :~.nd systcms is: 

MÜ + CO + KU ~ F 

f-lt:rc U is a n·ctor wilh thc un. 
known acrclcration, \'docity, and 

1 dbplacc.·mc:ru componc.·ms that are 
to be found, and F is thl' ,·ccwr of 
applin.t rnollll'nts and forccs. ~~ anú 
e are thc m:t. ... !<> and damping rnatri· 
ces, K is thc !<>tiffncss matrix. 

To obt:1in static solutions, only 
thc cquations in\'oh·ing tht· stiflncss 
tcrm ha,·c to he soln·d. Dynamic 
analyscs in\'OI\'c thl· solution of thc 
othcr tcrms as wdl. 

Structurrs and ~·•ystems that are to 
be ;malp:cd by thl· finit<: ckmcnt 

mnhod are rcprc•c.·ntnl hy nodc 
points intt:rnmncctcd b}' dcmc.·nts. 
An clcmcnt is ddinnl by ib tktln:
Hon capadty which is wrincn in 

SAPHú includc )·1> hcam :ua1 tru~~

tiJin sllcll'tllin pi;~ te ( ani~otropic ). 3·D 
~olid (H rJ()dc ), :",.!) pipt:, ~nd ~-D 

thick shcll (H-21 no,.ks--onhotro· 
pie), 2-D plan e ~trc~s ;md pl;mc: ~tr;.¡in 
;!i1d 2-D rncmhr;me ( )--i nodc:s--or
thotropic ), tmd 2-D :J.Xisymmctric. 
·nll'r<.: is abo a hound:J.ry dcmnu. 
Groups of c:kmcnt.o.; can he comhinnl 
in ont~· limitt·d ways, dttc to floppy 

. di~k SlorJgt· limit:J.tion~. Onc ~roupin~ 
int:huk:. 3·D hcam and tru:.s. 2-D dt·· 
mcnts, thc thin shdl, :md platc de· 
mems plus thc houndary t:lt:mt·nL An
othcr grollp that c:tn he C(Jmhincd b 
thc 3-D soliO, thil·k ~hcll, and tbc 
h~Jumbry dcnll'nt. A thirú grouping is 
thc: 5-IJ lwam :md truss, pipe l'le
ml.'nts, and thc hounúary . ckmcnt. 
Othcr comhinations of elcmcnts :J.rc 
avaibble :J.t extra cosl. Typcs of lo:J.d· 
in~ pnn·ided by tht ¡xtck:tgc inclutk 
prc~Surl·, gra\'ity, 0111d thcrmal loads in 
<Jddition to conccntratcd load~. 

'Jlle limit on notks is úOO:-HOO, li<'· 
pc:nding on thc typt· of probkm hdng 
nm. Eknu:nt.o.;, (.kgrn·~ of frn.·dom, 
Jnd load C!St'S ;~re.· Jimitc:d only hy thc 
:J.\'Jil:lhle ~HJr:1gc. 

Dyn:mlic Jn:llysis opahilitics in· 

tnms of nodaJ ddkctions ( degrc.:cs 
of frccdom). Jn a thrcc·dimcnsional 
hcam structurc. thesc: DOJ: can he 
dH>ught of as translations along th<: 

· thrcc a.'\:cS and rot:llions ;thout thcsc 

axcs. So thcrc can hl: ~ix dcgrccs of 
fn-cdom at ;¡ ~i\'cn nodc. lf an de· 
mcnt is rc!'ltrairwd from movcmcnt, 
onc or more of thcsc dcgrccs of 
frccdom will be remon·d ( zaocd ). 

1llc numhn of cquations that has 
to be solvcd to analyzc a givcn 
structt1rc corrcsponcls to thc actin~ 
(non-zcro) dq~r<.TS of fn:cdom. TI1c 
numbcr of fO\\'S anJ columns in thc 
matrix that n·pn·scnt.o;; thosc cqua· 
tions will also currc:o;ponJ to thc ac· 
tin· dcgrccs of frn·dom. So, dq.~rccs 
of frccdom are a mctsurc.· of compu
tJtion time sincc brgl'f matriCl'.S wiU 
takc.. h)n!-:cr ro sol\'c, 

Gt·ncr~llly, thc nun-zcro ckmcnts 
of thc .sliflncss m:nrix will tcnd to 
clusrc.·r ncar thc·m:lin dia!!onal. 11lc 
dist:mcc uf thc furthcst non·1.cro el· 
cmt·m from th;tt di:I!-!Ollal b tl·nnc.·d 
thc "snni-h:mJwiUth'' of thc matri.x. 
A m:Hrix ·With a :-;m:~.ll scmi-h:md· 
width can _he soln·ú rdatin·tr fa.o.;t, 
and with thC use of a rdatin·ly sma.ll 

dude corn¡mt:llir;n 11f rnr,de\. fr,:
qucncic~. a11d a n·o.,pt¡n..,e .. rx:c:tn:in, 
'fllt' p:u:k:1gc ;d.'o(J ~!!rJW.'o l·r,r;Jíltll~!ír,¡) 

of time hi~torin hy nJIJt~;tl ~.::pt'fjXñl· 

tion or ¡;·~· dircct intq.;r:JtirJn. 
St:Jtic :lit:dysi~ fJf ;¡ thin·<:hd! "ltruc:· 

tllfl' with SS JlCJdc. ;.tnd ~~ r:ít·r:tcnt
\\'J:. run hy tlle n:ndr1r in ;.áY;tJI -y .. 
minute~. ,\1od<.: ~ml· frn¡uer.<::: ;.:-,;:¡Jy-,i~ 

of J. pl:mc franH.: curnpo ... t·d c;f -~-IJ 

betm~ with \¡¡(J HIJtlc~ :md I~'J de· 
. 1 . ~ . 

mcnt~ ran m· Jll:-.1 oH·r -' nJJ;lUit:~. 
Batch input files. rile p.::cb!-!c 

uses b:J.t<.:h input.'.llll' u~cr pr<..·p:!f<·:.:: 

íbta file ami tiJ:It file Í\ thcn rud h~· 
the p:Kbgc.:. ,\!cl!l¡_: \\·ith ;,!l'<Jííletr:· in
form:uion tlrt· p:td:;.~ge rnplirt~ input 
of fairly Sl:lllt\:Jrd prqpl'f!it·~. For ~Jmt· 
demems. thc slrc~~ m:Hrix ll:t.' to he 
input. But gl·JlnJ!l~· wli:tt ;ut· rn.J~tircd 
are Poi~~on\ and y,JUilJ.!·~ moJuii ;md · 
lh<.: shc:tr modulus. h:r bt·:!m~. thc 
incrtias :md cru:-,s·~eC!ion:JI :Jrc~.., are 
rcquin:d. 

SAPH(Í prodJcs nodc Jnú l·krnFnl 
gcnc:ration. 'Jltc u:-n :-pccifin '.k:-irn1 
hcginning :md cnd p1 1int~ .:t!!d tht· 
pac:bgl.' lllls i11 hctwtTn. 

'Jl¡crc is ;¡ d:tLJ · dtl'Ck m~ h.!c 1h;;1 
\'crines th;ll nndnl fltJtk·pi.,i:l\. and 

mcmory spacc. llnts thc limi~ on 
prohkm ~izc will t_kpcnd 0:1 thc 
S<.~mi.handwidth of t':rch pwbkm :1." 

wcll as on lh" numbn of nc• •. k!i or 
dcgrl·cs of frccdorn inYnlYed. 

VariOLIS tl.'Chnic.¡ucs are u!'<\! 10 

!'.implify thl' nccdcd rn:Hrix o.lcull· 
tions. As much :td,·antJ~c a...; ru~"ibk 
is 1akcn of syn11nt·1~·; lhis J..!lcr-.,~ hJli 
thc stiffn•·ss·matrix 10 tx- im:-J1t·JiJtc· 
ly discardcd. Zcros in tht· nuin Ci:J!!· 
onal of the matri.x c:1n :tlso tx- dt~· · 
ctrdcd. Othcr pru~ra.rnming Icch· 
niqucs stri\'C 10 optirni4'T thc ~¡x-t"d 
of disk or ml'lnory accc.·:-;,...;_ 5-.:.':-::lt:' ol 
thcsc tn.:hniqul'S are Ltirl~· ~t.t:1J.rrd. 
otht:rS mar he tht• im!iYiJuJ..i i:t\'t:n· 

tions of softw:lrl· p:H.-'b).!t' Jt·;i~nt'no. 
Depcnding on thc in:-:rnuir)· with 
whkh .such tt·dmique:- art· Jí';-'iit"d. 
Uiffcrcnt pack:1~~ tn:J~· nm :o..i.r:lil:rr 
probkms more .or !<..:-..., OJ;"idly. 

In somc pat·b~t·s lht· .tl'-iliry to 

handlc br~t' pn,blc:ms ~.·~u\ he.· li::l.it· 

cd by th.c prccision of thr :.Hith!~lctic..' 
thc ~..·ompuln l·mph1y~. \\llc-n so· 
l'allnl :-oin~k-prc.-ci:oilHl :.~.rlthmctic ~ 

U~. roundutf l'ff\lf ~,.·.m rf\'\JU~C 

;~ru;·wcrs lh:tt are.· incrc.l..,m~ly ÜUú1J· 

r.nc for lar~cr rn.,hh:ms.. 

•.• ..... : :.: .. •. ··'·. ,.¡·_ • 
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material propcrty <.lata ha\'e heen en· 
rernl· :.uttf tklt th< . .' lifllits of the pro· 
Wam han: noc h<.:nt cxccnkú. 

Graphlcs and output. S,\I'Hií h"s 
no intcr~JCth-c gr:tpilic di:-.pbr ctp:Ihil· 
irit·s. Plut:-, :~re prtJ\'it.lt:d by :m intcr· 
facc to thc .\licroC.\0 :md AtHoC\D 

graphic:-t packages. lnpuc anll llc:· 
formcd _.,tniCttlrcs G.tn be displa~·ed 

on .\licroC.\IJ. 'JlH.:rc is no :mimarion 
ctp:d>ility. Interfaces lO otht.:r CAD 
progr:uus are bcing ún·clopc.:U. 

OutptHs includc ~trt.·~scs. :-.tre:-.s his· 
torio, di:-.pb<.:t:mcms, nodal forn:s, 
momcnt.s, motlc shapes, and frt:l¡ucn· 
des. Time history re:-.ponsc can he 
obtainnl u:-.ing mod:d supcrpo .... ition, 
or with din.·ct imegr:aion of thc c4ua· 
tion:-. of motion. Thc package will abo 
do rnponsc spcctrum :m<tlysis. 

"(l¡c me input is itlcntical {O th:ll 
uscd in · thc pul>lic: domain SAP IV 
coJe. Thc.:rc is no conullllllicHions fa
cility in thc SAPHú p:td.::tge, hut usas 
cm upload :tllll Uownlo:td files frorn 
l:irgcr m:a:hillc.:s rhat use SAP IV. Fiks 
c.:an he Uownloadctf ~111d run on rhc 
pa~on;ll c.:omputcr. or larger proh· 
knh can he uplo:tl.kd to run mure 
r:tpidly on tht.· l:trgt:r m:tchine. 

Support. .-\n an:tly .... r expcrknccd 
\\'itlt SAP J\' l.":tn he running thc pro· 
gram in only :t fcw hours. lf.thC uscr 
lu:. a ~t:nerJI knowlcd~c.; o( linitc de· 
merll an:tlf-'is it would Ctkl' ~l"\Tr:tl 

c..lays. 1-'or :111 incxpnicncnl u.,er. ir 
will probahly Ltkc ahtHH onl.' or rwo 
\\"l"<.:k . ..; to IH.:gi.rt w nm simple prob
km-' indq>t.·ndctnlr :na.! wfth confi· 
c.knn:. "llH: p:td:agc h:b no jrJu.:r:u.:tive 
capahility. and tllcrcfore ¡}~\ buih-in 
lc:Khing f:lcility. 

Tc:kpluu1c con:-.ulting i:·· .¡)rovitlcú 
tu gt:t users M:tnct.J, :md ro l~lp soln· 
any prohkllls wirl~ thc !->Oftware that 
n1:1y :trbe, hut not for continlling c.:on· 
:-.ult:ttion on finitc: elemento analv~is ' . ( J\':tilahlc on a fee h:tsi., ). ~linor up· 
d:ttl'-' are pro\·idnl for the pricc of 
tlopp~· t.Jbks and shipping. 

SUPERSAP: PLENTY OF 
ELEMENTS ANO PREPROCESSORS 

ll1c Supn:-.:tp p:tck:tgc sotn·s both 
StJtic antf cJyn~unic . t1nitc clcment 
prohkms u:-.ing :1 disk-baset.l :o;ollllion 
ntl."thod. Ir makc::-. a widc \·:triety or 
t.'kllll"IHS :t\·;¡ji:Jhk to the u:-.cr, SOflll.' 

ofwhich cm h:mdk anblHn•pic nute· 
rial l)dt:t\'ior. 

lltnc arl.· tl'Tt prc:pro\.'l':oi!>Ors l':u:h 
with ih own n••:· 1 ~ ·:c,•·:":ltion f:u.:ifin·, 
and :ootructun:~ l'l·;.·¡¡:t·.r_.;;:~wirh tl1c;c 
t::ut hl: l"tHnhinnl lo lúrrv''lll:lll\" UiltC:r· 

.... ~---·--- . . . 

cnt motld :-.h;tpcs. Input data can he 
~torcd .. for com·cuieiH use. Output 
c.bra c.:an he llcxihly combincd. 

Thc complete Supcr .... ap package 
st:lls for 55000. l:.scrs can purclt:t."'c 
thc.: solution unit ouly, without pre· 
procnsiug. gr:•phics, or post proccss· 
ing, for SWiO. lt run:-. on JB.\1 1-'C: with 
Ú·ÍOK main rncrnory," HOH7 coproco
.\or, anda lO million byte disk. Ir \Vill 
also run on thc Pixel com¡mtcr. 

Supcr~¡¡p is :n·ail:.thlc from Algor ln
tcracti\'C Sysl<.:ms, Esst:x llousc, Essc.:x 
Squarc, Piushurgh, Pcnn. 1520ú; 
(-!12) úÓI·2100. 

~lemenfs. 1 !sing a 5-míllion-hyte 
disk mcnHH)', Supc.:rsap c.:an h:mdle 
prol>lcms wirh 2000 :md nwrc.: Uc· 
grees of frccdom. A hc:tlll prohh.:m 
with HOO degn:t:s of frcedom, <.:ontain· 
ing ahout jSO eh.:mcnts, and a 5-D 
problcm with abour ·ÍOO nodes werc 
nm hr the vcndor; each took :thout 
1.5 hour:-, to re:tdt :t sohHion. A small 
lrtt.\S prohlcm with onlr 12 dcgrccs of 
freedom ran in :tbout two mÍIHHes. 

A Jarge varit:ly of clenH:nt typcs is 
availab/c incltH..Iing 3-D beam, pípt.·, 
anU tru:-.s ( with l. notfcs ). rm:mhr;!llc, 
platci."'hdl ( with 3-·i nodes ), hri<.:k 
(with H-21 nodcs), hound:try, rigid 
link, :111<..1 direc.:t .\tiJJilt:ss clcments, 2-0 
axispnmcrric ami planc :-.lr;tin ami 
stress dnnents ( with .)-H' nodes ). 1-' 
f) solid anU .).() hrick hc:lt·tr:Hbf<.:r 
clcmcnrs are :liso :tv<~il:thlc. 

Beam·:trca propertit·s are dd1ned 
by ;m arca lhat n:.,isls axial force. two 
arca...; that resi.,t shear ddkt:tion, a 
c:ort:o.t;lllt (O rq>rcscm rhe torsional 
monH.:nt of incrtia. antl two monlcnts 
of int:rti:I to rcpr~.\ellt tht: two dirct:· 
tions of fkxUtrc. lkam oril"nr.uion 
can he arhilr~trily as:-.igncd by the 
u~er. 

\X'ith mo~t of rhe dcmems, ortho· 
tropit: material hchavior cm he rl·prt:· 
sented: rhc truss. beam, pipe: anU 
hrick clcmenrs are isotropit:. 

loads can he point, j>rcs:-.ure. l"On· 
stant acc.:c:kration, centrifug:1l. weight, 
ccmer of gra\·iry, or thnnut. Numhcr 
of lo:td ca."ics is limitcd by availahlc 
Uisk m\.·mo~·-

~laterial prt>pnty ·inpurs for ti H.' ele· 
ments includr Youn~·:-. nwdulus, Pois· 
son's rario, wci~ht dc.:nsitr. and nuss 
Uc.:n:-.ity. Truss ~1H.l hc:;un dt.·mc.:nts re· 
quirc t:ro!'ls-sc.:ctüJn :trl·:t prupcnies. 

Preprocessors. Tc.:ú dirtC:rnu mm.l· 
cling prcpnjcl·s .... ors art.· provideú. For 
\.'Xamp/c thc Hadg\."11 prc.·pnH .. "l"!'l.\nr 
prüdtK'l'S :-.hapt:S likl· pro~urc \T...,:-.cls 
anU eontain~:,v·, ~IOlll-b l":tn 'he l"Clll· 

structctf in parlo; hy thesc pn:proccs
sors, then m:mipul:tted' ro match one 
another :tnd cornhinnJ to forrn more 
-complcx modds. "l11e. conccpr is w 
providc cnough of thcse prcproces· 
~ors !-.O that thcy can :-.en·c.: for models 
of all thc strllctural anll mcc.:hanictl 
prohlc.:ms tllc pack~tgc Uesigners 
couiU envision. 

An input file data hase m;~nagcr 

(Acdit) is l!Scd w construc.:t and cúit 
the moJcls. Data cnrry is .on an in ter· 
active hasis. Once· enten:J, thc d:tta 
for an demenr (Jr a configuration can 
he recallcd frolll stor~tgc, moditied. 
ant.J rcu .... ed as nccdcd. For cxamplc 
ston:U data rc.:laring to demenrs in· 
dudes ri1aterial propertks, arca prop· 
crries, accclcr:uion corhtJnl.'ó, anJ 
h:t.o;c lo:•d con .... rants, as wcll as thc 
clcrm:nt data itsc.:lf. 

"llttre.arc a nurnhcr of huilt in tlata 
· chcd-:s . .f~·he p:~ekagc will for cx:m1ple 

rcfuse t~J acccpt nt.·g;Hi\"C values for 
:uca or{ f(Jr Young's modulus. Uorh 
Jogical ~nd typographic:tl crrors are 
c.:hecknl. 

Graphlcs and output. 1;raphic 
Ui.,pl:ty incllllh:S hoth input :md de· 
fonncd rnollcls. "lllt: C-plot module: 
di.,pfays SI rc.·s.'i'dcflec.:ti( IIVlelllJll"f:IIUre 
contours of mc.,h·type prohh:m:-.. "Jl¡e 
uscr-entns and sd::; up thc modd :uuJ 
thcn ctn \"iew it to \Trifr the ~cr-up 
procc.:ss. Thc lbt:r l":lll thcn make spot 
chc.:cks :H \'~triou_., point..., to funher < 

\·crit)· it's correctness. To corrclate 
thc graphic di:-.pl:iy with tlle tbta. 
nodc anJ ekmellf numht:rs Gl!l be: 
showú on thc gr~tphics. lbtH.Iom 
7.ooming ctp:thiliry on hoth mmlt:l gc· 
omet~· :mtl conhHif plots is prm·idec.J. 
~o anim:Hion is prm·it.kd; th:n c:tp:t· 
hility is pbrllled for h.mtre \'ersions. 

Po:-.tprm.:cssin~ pro\"isions allow rhe 
usc.:r to crcate \"Jrious !'!trcss. t.klk<.:· 
lion, :antf load c;¡:-.e l·omhinJiions. 
·nleSc re .... ults can thcn he lÍi:-pbyed 
graphically. 

Prohlc.:ms cm be tr~nsfcrred In antl 
from l:lrger c.:omputers. likc DEC \'AX 
:md PrinH..' machines, th:u run \'t:r.Sions 
uf the Super:-.ap p:1ckagc. 

Support. Csns expcrit:tKl"Ú with 
mhcr tinitc demem packages will 
prob:thly he ah le to use this Otll" \\"ith 
justa fnv lb y .... of praukc:. wiql imer· 
acti\-c Uat:t t:tHry an.U sclcc.:tion. t~e 

usc.:r c.loc.s not ha\"l' to ntl"tnoril.<: com· 
rnanUs. ami this _.,implifit:s thc karuing 
pro~ os. 

t::-.l'f que~tions are handlcd h~· tdc· 
phune . .:\n upd:ue di"k is :-.upplinl n·· 
e11· :-.ix molllh:-. .tt addcd <.:tl!'lt. tn 
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DIRECI'ORIO DE ASISTENTES N. QJRSO: EL t>O:TOOO DEL ELIJ!f'NTO FINITO EN LA TNGENTERIA 

DEL 4 N. 9 DE FF.BREJ(O DE 1985 

NOMBJU: Y DTRECCTON 

1.- Sf:RVANOO N<ANA GARCIA 
Olilpa No. 108-401 
Col. 

2.-

3.~ 

4.-

5.-

Dclg. Alvaro Obregón 
C.P. 01460 
México, D.F. 
Tel. 563-84-53 

JAVIER ARTEAGA FLORES 
Cazudores 38 -A 
Col. Bosques de la !Ida. 
Cuauti.tlan Izcalli 
Tel. 

C.AIU .OS Ell.\!IJN!JO C.Al3Af.f.J:I(0 B. 
Av. Universidad No. 1923 
C.ol. Torres de Chimali.stac 
F~10001 Oxtopulco 
C::P. O.-J510 
¡..¡éxi.co, D.F. 
Tel. 

1 

LlJI S CAMA CIJO DORJ\NTES 
Prado Norte No. 403 
cOl. 
IJ9Ig. Miguel llidalgo 
e:. P. 11 ooo 
¡..Jpxico, D.F. 
Tel: 540-19-81 · 

JUI\¡\1 JOSE ~!ARENA IIERNANDEZ 
Lote 4 M.:mzana 64 Calle Guimaldas 
Col. Villa tle las Flores 
Coacalco ~!ex ico 
Tel. 874-45-66 

. HIPJ~ESA Y DI RECC I.Qii 

COMTSTON FEJJERN.: DE ELECTRICIDAD 
Proyecto Hidroelectrtco Ing, Carlos 
Ramírez, Ulloa, ;El Caracol Guerrero 
Tel. 91733 20551 

INDUSTRIAS IEM, S.A. DE C.V. 
A. P. 18 
Tlalnepantla, Edo. de 116x. 
C.P. 54000 
Tel. 565-69-90 

SECRETARIA DE COi<!UNICJ\CIONES Y TRANSPORTES 
Chiapas No. 121 
Col. Roma 
Dclg. Cuauhtémoc 
C.P. 
~léxico, D.F. 
Tel. 574-82-69 

CO"'ISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Mississipi No. 71-10° Piso 

. ¡ 
• 

l 
~ l 
¡. 1 
' . 
:· f i: .! 

!: .. t 
¡: í 
} 1 
~ i 
• 1 
! ' 
• 1 
11: j 

¡ 

l 
¡ 

¡ • 1 
•~ l. !· ; í 

; 

1 
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' DUU:Cf'OfUO DE ASISTENTES AL CURSO: EL METOOO DEL EJ.Ef'.fENTO fiNITO EN LA INGENIERIJ\ 1 • 

DEL 4 AL 9 DE I'EBRERO DE 19R S 

NCNBRE Y IJIRECCION 

6.- DIEC.O 0\RMSCO N-1/\YA 
Orinoco No. 28 llepto 23 
Col. Portales 
Dclg. llenito Juárez 
C.P. 03300 
México, !J.F. 
Tel. 532-43-05 

7 ~ ~ ROLAN! XJ CARRASCO IW11 REZ 
Xicotencatl No. 176-ll-303 
Col. llel. Cannen 
Dclg. Coyoac(m 
C.P. 04000 
~léxico, IJ.I'. 

·Tel. 688-41-50 

8.- I'H/\NCISCO ~11\NUEL Cl'lmO DIAZ 
Soltcpec No. 40-2°i'iso 
CalE JI i púdromo 
Dcli:. 

---·----- -- C.P~ 06100 
México, D .1'. 
TcH 271-12•48 

' ~ 
9.- RMPN CONTRERAS MNAIZ 

Nor;tc 83 No; 500 
Col. Electricistas 
Dclg. Atzapotzalco 
C.P. 02060 
México, D.F. 
Tel. 352-35-91 

1 O. - ROBERTO CORDOV A FRUNZ 
Col6n No. 76 
Col. Ióchegaray 
Dclg. Naucalpan 
C.P. 53300 
T<il. 373-18-30 

'.'• . 

EMPRESA Y DIREa:ION · 

Diru:CSPICER, S.A. DE C.V. 
Bosques de Ciruelos No. 278-3°Piso 
Col. Bosques de las Lomas 
Delg. Cuajimalpa 
C.P. 05120 
México, D .1'. 
Tel. 596-21-44 

COMISION I'EDERAL DE ELECTRICillAD 
MississiJ1PiNo. 71-10° Piso 
Col. Cuauhtémoc 
Dclg. 
C.P. 
México, D.l'. 
Tel. 525-78-80 Ext. ·3189 

r 
' ., 
' 

'1 

l 

¡ 

SECru:TARTA DE COmNTCACIONES Y TRANSPORTES , 
DIR. GRAL. DE AEROPUERTOS j 
Chiap:1s No. 121 1' .B. -
Col. Roma 
C.P. 06700 
México, D.F. 
Tel. 574-83-50 

ffi\IISION I'EDERAL DE ELECTRICIDAD 
MississippiNo. 71 '11°Piso 
Col. Cuauhtémoc 
Delg~ 
C.P. 
México, D.F. 
Tel. 553-71-33 r:xt. 2063 

. INDUSTRIAS 18·1, S.A. DE C.V. 
A. P. 18 
Tlalncpantla, Edo. de Méx 
Tel. 565-69-00 
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. . 

DIRECTORIO DE ASISTENTES J\L CURSO: EL METOfXl DEL ELEMENTO I'TNITO EN LA INGENIERIA 

DEL 4 J\L 9 DE FEBHJ:HO DE 1985 

N~lRE Y DIRECCION f~RESA Y DIRECCION 

11.- ARI-11\NOO O 11\ VEZ P I~!ENTEL DIRJ\C, S .A.' 

12.-

13.-

14.-

15.-

Eimita Iztapalapa No. 429 Edif. Q-8 
Col. Prado Q¡urubusco 
Dclg. Coyoacán 
C.P. 
México, D.F. 
Tel. 582-58-60 

JOSE SJ\LVAOOR EO[EVERRIA VILLAG~Z 
Arquitectura No. 57 
Col. Copilco Universidad 
Dclg. Coyoacán· 
e. P •. 
México, D.F. 
Tel. 658-71-85 

IIECI'OR fu'ITONIO GMCIA AGUilAR 
)lorodin No. 58 
_Col. Vallejo 
,Dclg. Gustavo A. Madero 
C.P. 07870 
México, D.F.· 
1Tel. 762-45-.62 
j 

i 
' i 

;MARIO ALBERTO GARCIA \.ALICIA 
'Paseo Lomas Verdes No. 107 
ÍIV Sección lomas Verdes 
:Naucalpan, Edo. de ~~x. 
C.P. 53120 
Tel. 393-25-11 

JOSE ANTONIO GRACIA GARCIA SANCHEZ 
Río Balsas No. 35 
Col. Colinás del Lago 
Edo. de Méx. · _., - ·• 
Tel. 677-45-89 

.. . - .. -~ - .· "': .. ,. ... ' . '-~" i'\' . ' 

' '· ... ~ 

' -.~:~-~- ,·--~-· -~~ 
. ~ .. ' . 

. ·,-· ·:·~-
'' .• ¡ •. ,;_ 

"- : 

:: . . 

. ,.....: .. .; .. 

·.·. 

- .· .. 

·• ~ ., ' ~ .. • ! 
.. _, • ¡' 

' ..... _. ': \ . 

Insurgentes Sur 1188-11°Piso 
Col. Del Valle 
Dclg. . 
C.P. 03100 
México, D.F. 
Tel. 575-80-32 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE ~!EXICO 
Ciudad Universitaria 
México, D. r:. 
Tel. 555-52-15 

DIRECSPICER, S.A. DE C.V. 
Bosques Ciruelos No. 278-3°Piso 
Col. Bosques de las Lomas 
Delg. Cuajimalpa 
C.P. 05120 
Tel. 596-21-44 586-20-22 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río ~tississipPiNo. 71 
Col. Cuauhtémoc 

.. Delg. Cuauhtémoc 
C.P.· 
Tel. 525-78-80 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
. Río Mississi!Jl.i No. 71 

Col. Cuauhtémoc 
Delg. CUauhtémoc 
C.P. 
Héxico, D.F. 
Tel. 
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DIIU:CfORIO DE i\.')ISTENTES AL QJRSO: EL METOOO DEL ELEMENTO fiNITO EN LJ\ INGENIERIA 

DEL 4 J\L 9 DE FEBRERO DE 198 S 

NOMBRE Y DIRECCION. 

16.- i\NDRES B. GJ\RCIA IIEil.Ni\NDEZ 
·2a. Cda. de Alberto Salinas 
Mza. 3 Lte. 23 
Col. Aviación Ci vii 
Dclg. Venustiano Carranza 
C.P. 15740 
México, D. r:. · 
Tel. 558-52-16 

17. - JOSE GI'E. Gi\SCJ\ ESP ITIA 
Tizoc M-304 Lote 54 
Col. Ci"udad Azteca 
México, D.F.· 

18.-

Tel. 569-30-80 

JO$ E RJ\MON GliTI EIU\EZ IU:ED . 
EsCollo No. 255-202 
Co;l.. Las Aguilas 
Dclg. 
C.P. 01710 
Mé)<ico, D. r:. 
'l'c'l. 569-22-11 

' •. 

' 

. EMPRESA Y DIRECCION 

SEcru:TJ\RIA DE' CQ\1UNICACIONES Y TRJ\NSPORTES j 
Fernando No .. 247 . • 
Col. Almnos 
Del. Benito Juárez· 
C.P. 
México, D.F. 
Tel. 5590-93-52 

COMISION FEDERJ\L DE ELECTRICIDJ\D 
. MississippiNo. 71 · 

Col.· Cuauhtémoc 
Dclg. Cuauhtémoc 
México, D.r:. 
Tel. 553-·26-33 Ext. 2063 

BYRON JACKSON Co, S.A. 
Km. 15 1/2 Carretera Héxico-Larcdo 
Col. Santa Clara 
Dclg. 
C.P: 55540 
Tcl, 569-22-11 

¡· 

19.-
¡ 

BENJI\1-11 N III:RNJ\NDEZ GJ\LLJ\RDO 
Otiente 4 Mza. 24 Lte. 35 
Col. Cuchilla del Tesoro 
Dclg. Gustavo A. ~ladero 
C.P. 07900 

SECRETMIA DE CO~IUNICACIONES Y TRJ\NSPORTES! 
Av. Fernando No. 247 

1-léxico, D.F. 
Tel. 

20.- JOSE ESTEBAN LICONA LOPEZ 
Oriente 25 No. 3709 
Col. La Joya 

Col:, Alamas 
Del,g~ 
C,P. 
México, D.F. 
Tel, 590-89-86 

HOSPITAL A.B.C. 
Sur 136 Esq. Observatorio 
Col. América 

. Delg. ,Dclg. Gustavo./\. ~ladero 
C.P. · · C.P·,. 
México,. D.F. 
Tel. 551-05-45 

. . . -... 
·,¡ ,. 

. -- .!•· . 

. .. '>:.·' -.. . . •. ¡.:-' 

:. · · México, D.F. 
Tel, 277-50-00 

·.: . 

. :; .-_ .. 
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· DIRECfORIO DE ASISTENTI:S AL QJRSO: EL METOIXJ DEL ELEMENTO FINITO. EN LA INGHHERIA 

DEL 4 AL 9 DE FEBRERO DE 1985 

NOMBRE Y DIRECCION 

21. - !IUMilERTO MARENGO MJGOLLON 
Patricio Sanz No. ·1717-4 
Col. Del Valle 
Dclg. B. Juárez 
C.P. 
México, D. I'. 
Tel. 524-32-07 

22.- JOSE LUIS MARIN PRADO 
Calle Luna 125 
Col. Sta. Anita 
Celaya, Gto. 
Tel. 

23.- PEDRO ~IEDINA Si\J\10 mz 
Calle 7 eje Satélite-Tlalnepantla 
Col. Viveros del Valle· 
Tlalnepantla, Edo. de Méx. 
C.P. 54060 
Tel. 397-56-40 

24.- FCO. JAVIER GONZALO PELCASTRE ·c. 
Eten No. 556 
Col. Valle del Tepeyac . 
Dclg. Gustavo A. Madero 
C.P. 07740 
MéXico, D.F •. 
Tel. 754-36-70 

25.- ELlAS PEM am!AL 
Emilio Portes Gil 69 Dpto. 302 B 
Col. Progresista· 
Dclg. Iztapalapa 
C.P. 
~xico, D.F. 
Tel. 691 -11 -11 

·.-· . 

,.· 

........ ,. ...•.. ,. _ ....... --~"-. 

. -,· 

EMPRESA Y DIRECCION 

CQ\!ISION I'EilERAL DE ELECTRICIDAD 
Río MississipPiNo. 71-12°Piso 
Col. Cuauhtémoc 
Dclg, Cuauhtémoc 
C.P. 
México, D.F: 
Tel. 525-52-4·2 

TRANSEJE, S.A. DE C.V. 
Carr. Panamericana Km 284 2a. Fracción 
De Crespo 
Celaya; Gto • 

. Tel. 325-95 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río HississirpiNo. 71-11°Piso 
Col. Cuauhtémoc 
Dclg. Cuauhtémoc 
C.P.,. 06500 
Tel. 553-71-33 

· .. 

DIRECSPICER, S.A .. DE C.V. 
Bosques de Ciruelos No, 278-3°Piso. 
Col. Bosques de las Lomas 

· Dclg. Cuaj imalpa 
C.P. 05120 
México, D.F. 
Tel. 596-21-44 586-20-22 

CQ\!ISION .FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río MississippiNo. 71-11 °Piso . 
Col. Cuauhtémoc 
Delg •. euauhtémoc 

. C.P. 
México, D.F. 
Tel. 525~78-80 Ext. 3310 

.t 
.\1 
" ,, 
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DIRECI'ORIO DE ASISTENTES At aJRSO: EL METODO DEL ELEf\IENTO FINITO EN lA INGENIERIA 

· -DEL 4 hl 9 DE FEBRERO DE 198 S 

NOMBRE Y DIRECCION 

26.- JOSE'MI\NUEL REYES RUIZ 
Zacatecas No. 59-12 

_Col. Roma 
Dclg. Cuauhtémoc 
C.P. 06700 
México, D.F. 

27.- LEOPOLDO G. RAMIREZ MENA 
Buenavista No. 27 
Col. Bo Niño Jesús 
Dclg. Coyoacfin. 
C.P. 04330 

·México·; D.F.· 
.Tel. 554-40-01 

28.- .. PABLO RAFAEL . REYES GONZALEZ 
Arneses No. 14 2 
Col •. Minerva 
Dclg;. Iztapalapa 
C.P. 09810 
México, D.F. 
Tel. 581-83-54 

29.- JOSE LUIS REYES _TIRAN 
Paseo de la Reforma No. 27-418 
Col. Juárez 
Dclg. 
C.P. 

- México, D.F. 
Tel. 

30.- · LUIS RIVERA ~~CIAS 
Maestro Rural L-20 Mza.: 46 
Col. Zona Escolar 
Dclg. Gustavo A: Madero 
C.P. 07230 
México, D.F. 
Tel. 

. ·-: 
' -' . ,. 
. ,· ... 

'·. 

' :: < ••• 

. . · .. ; ·. ~· . 
. ·: .. 

·.· .. 

.¡·· ..• 
. ', 

EMPRESA Y DIRECCION 

COMISION FEDERhl DE ELECI'RICIDAD 
Río Mississipi No. 71-11°Piso 
Col. Cuauhtémoc 
Dclg. Cuauhtémoc 
C.P. 
México, D.F. 

CCMISION FEDERhl DE ELECI'RICIDAD 
Río Mississipi No. 71-8°Piso 

· . CoL Cuauhtémoc 
Dclg. ·cuauhtémoc 
C.P. 
México, D.F •. 
Tel. 

DIVISION DE ESTIJDIOS DE POSGMDO FAC. 
DE INGENIERIA-
Ciudad Universitaria 
México, D.F. 
TeL. ssocs2-15 Ext. 4470 

TMNSEJE; S ,A. DE C.V. 
Carretera Panamericana, Km. 284 
Celaya, Gto. 
Tel. 

', 

) ,. 

LABORATORIOS NACIONhlES DE FQ\1ENI'O 
In¡l. __ Militar No, 261 
Col. Lomas de Sotelo 
Naucalpan, Edo, de Méx. 
Tel. 589-01-99 

''· .. 
·~. . . 

1' . 

·, '·· 
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DIRECfORIO DE ASISTENTES AL CURSO: EL METOOO DEL EIJJ.1ENTO I'TNITO EN LA TNGE.\IERIA 

DEL 4. AL 9 DE FEBRERO DE 198 S 

31.-

NOMBRE Y DIRECCION 

M-\NUEL. ROSAOO SARMIENTO 
Av. Coyoacán No. 1120-4 
Col. Del Valle , 
Delg. Benito Juárez 
C.P. 03100 
MSxico, D.F. 
Tel. 589-73-17 

32.- JORGE EDUAROO RUIZ AVILA 
Playa Revolcadero No. 444 
Col. Militar Marte 
Dclg. · Iztacalco 
C.P. 
México, D.F. 
Tel. 590-07-25 

33.- ARNULFO SANO lEZ ~11\RTINEZ 
Avestruz No. 20 Int. 13 
Col. Bellavista 
Dclg. Alvaro Obregón 
C.P. 01160 
México, D.F. 
\iCl. 271-88-91 

34. - TOMAS G. SANOIEZ REYES 
Tajín No. 28'Dcpto. 6 
Col. Narvarte 
Delg. Benito Juárez 
C.P. 03020 
México, D.F. 
Tel. 538-63-34 

35.- FERNANDO SANTOYO CANO 
Rivera No. 104 
Col. Los Alpes· 

· Delg •. Alvar.o Obregón 
C.P. 01710 
México, D.F. 
Tel. 593-82-86 

EMPRESA Y DIRECCION 

FAOJLTAD DE INC';['NU:rll/1., TJNJ\M 
Ciudad Universitaria 
México, D.F. 

UNIVERSIDAD LA SALLE 
Bcnj amín Frankl in No. tl r· 
Col.· Escandón 
Dclg. 
C.P •. :· 
México, D.F. 
Te1.'277-25-76 

DIRECSPICER, S.A. lll' C.V. 
Bosques Ciruelos No. n~.-:\cr. "iso 
Col.· Bosques de las l.o:•J::~ 
Dclg. Cuajimalpa 
C.P. 05120 
México, D.F. 
Tel. 596-21-44 

CCMISION FEDERAL lll' 1 u:cmiClil.\!.1 
Jlio Mississippi No. 71 12" Pisn 
Col. Cuauhtémoc 
.Delg. Cuauht6moc 
C.P. 
México, D.F. 
Tel. 553-71-33 E.x t. 2066 

CG1ISION FEDERAL DE I'I.I'CrRICm\Il · 
Río ~lississippi No. 71 I2°Pis6 
Col. Cuauhtémoc 
Delg. Cuauhtémoc 
C.P. 
M1ixico, D.F. 
Tel. 553-71-33 Ext. 2799 
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DIRECTORIO DE ASISTENTES N, CURSO: EL METOOO DEL ELEMf:NTO I'INITO EN LA INGENIERIA 

DEL 4 N, 9 DE I'EBRf~RO DE 1985' 
f. 
~ ¡; ,; r 
f NOMBRE Y DIRECCION 

MIGUEL SERRANO SALDAM 
Calle 25 No. 116 
Edo. de Méx. 
C.P. 57210 
TcL 

ALI'ONSO TOVAR SANTANA 
R. Horcs Magon No. 205 Edif. V 
Ccntt,o Guerrero B-704 
Tlatclolco 
Dclg. Cuauhtémoc 
C.P. 06900 
Tel. 583-2937 

.. _. . '. 
·~· .· ... 

·. --~- : 
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EMPRESA Y DIRECCION r ¡ 
' SECRfiTARIA DE COMUNIC/\CIONES Y TM'iSPORTES. 

Av. Fernando 24 7 1 
Col. Alamos 
Delg. Benito Juárez . 
México, D.F. ~ 

Tel. 1 

E.S. I .A. 
Edif. 10 Unídad Profesional· de 
Zacatenco 
Linda vista 
C.P. 07300 
Tel. 586-18-51 
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