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1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

El objetivo principal de este curso es proporcionar conocimientos ~ 
fundamentales de algunos m~todos matemáticos que son atiles para 
resolver problemas estructurales que se presentan en la práctica 
coman de la ingeniería. 

Se ha organizado de tal forma que el participante-alumno primero 
tenga un breve panorama de los conceptos fundamentales de la teo
ría estructural y la importancia que tiene el planteamiento mate
mático matricial del análisis estructural. En seguida, se hace 
una presentaci6n de la teoría de álgebra de matrices y de la sol~ 
ci6n de sistemas de ecuaciones; en esta parte se trata tambi~n el 
problema de valores y vectores característicos. 

En el capítulo tres, análisis matricial de estructuras, se desa -
rrolla de manera bastante completa lo concerniente con los conce~ 



tos de energia de estructuras, que sirven de base para estudiar 
los m~todos de flexibilidades y rigideces; en e5ta parte se hace 
una presentaci6n de los que es el análisis por subestructuras y 
por recursi6n. 

En el capitulo cuatro se estudia la respuesta <'inámica de estruc
turas empleando m~todos matriciales y, finalmerte, en el 'IÍltimo 
capitulo se presenta ~1 m~todo del elemento fi~lto. 

En cada capitulo se proporcionan problemas cuy¡ aplicaci6n a ca -
sos de la práctica· ingenieril es coman. En to<<' momento oportuno 
se hace tlnfasis en la conveniencia y necesidad ¡ue se tiene de 
'programar en la computadora los algoritmos o mé:odos matriciales 
de soluci6n que se presentan en estas notas. 

Aun cuando la idea pueda estar ·clara, conviene c:cir que el ttlrmi 
no 'estructura' se empleará para describir un si tema cuya fu~ -
ci6n primordial es la de tr~nsmitir cargas; puedo consistir de un 

·solo elemento simple tal como una viga, o puede E;tar constituida 

• 
por el 'ensamble' de elementos interconectados . 
pueden ser cables a tensi6n, barras a tensión o 

. stos, a su vez, 
ct1presi6n, vigas, 

\ 

elementos-muro que trabajen a cortante, elementos-¡1aca y elemen-
tos-cascar6n. Generalmente estos elementos se el as fican en la 
forma 
da en 

como transmitenla carga, sin embargo, la clas 
la forma del elemento tambi~n es posible. 

~icaci6n basa 

·, 
\ 

Uno de los principales objetivos del análisis de estr.cturas es 
definir las características del sistema estructural apartir de 

' las propiedades de los elementos; con ello será posibl•'predecir 
el comportamiento de una estructura real. Así, si se p'~de defi
nir a un conjunto de fuerzas que actiian en un sistema, !··podrá 
calcular la configuraci6n deformada del mismo como una ID·Hda ·de. 

1 
la respuesta. 

1 
\ 
' 

El problema matemático~estructtiral de conocer la respuesta•e un 
\ 

' '. 

1 
'· 

; 
\ 
\ 



sistema sometido a solicitaciones ~rbitrarias, y lo que es 
cíproco, esto es, dada la respuesta de un sistema y 

sus característicasi es posible definir las acciones que oca
sionaron esa respuesta. Para recorrer este camino, en una u otra 
dirección, es conveniente discutir conceptos relacionados con la 
medici6n de fuerzas y desplazamientos. 

1.1 Medición de fuerzas y desplazamientos. 

Existe tina gran cantidad de formas atiles para medir fuerzas apli 
cadas a una estructura o el desplazamiento provocado en un punto 
en cualquier dirección. Algunos son manuales, rudimentarios, que 
tienen una gran fuente de error; otros son dispositivos hidráuli
cos-mecánicos; otros se apoyan en la fotoelasticidad, y otros en 
dispositivos electrónicos. Si se miden las fuerzas será posible 
conocer los desplazamientos y viceversa. 

Con la palabra 'fuerza' es coman incluir pares de fuerzas y momen ~ 
tos; con la palabra desplazamiento se incluyen rotaciones; medir 
una fuerza o un desplazamiento implica conocer su magnitud. Para 
establecer dónde y en qué dirección se hace la medición conviene 
emplear un 'sistema coordenado'; en la figura siguiente se indica 
un sistema coordenado usual en el análisis de marcos rígidos 

Fig 1.1 Sistema coordenado de referencia 

El namero de coordenadas en la figura anterior es arbitrario; se 
pueden eliminar algunas de ellas o adicionar otras entre puntos o 
en dirección vertical. 
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Si para cada coordenada de las indicadas anteriormente se aplica 
una fuerza, el vector que define a las mismas está dado por 

F " 

·Fe 

donde los subínd ces sirven para designar el n~mero de la coorden! 
di asociada con .a fuerza. Este es un vector columna y sirve pa
ra definir el pr,mer estado de fuerzas en la estructura. Puede 
darse el caso en que se tengan k casos de carga lo cual dará ori 
gen a los k vect1res columna 

F: F~ 
1 

F2 ... F~ 
F o= • • • 

Fe ... F~ 

cualquier signo ne&ltivo que aparezca en los términos F~ significa 
' que la carga (fuerz) ha sido aplicada en direcci6n negativa a la 
\ 

definici6n positiva ie la coordenada. 

1 

De manera similar a .~ definici6n anterior, se tiene el vector des 
plazamiento dado por , 

u. 
~ 

,r u 
. 1 

'1, U2 

o= 1 • 
' . ' . 
\ 

l'~e 
este vector es un arreglq,1rqenado de mediciones de desplazamie!! 

' tos con posici6n y signo ,u·ucidentes con los términos asociados 
del vector de fuerzas. 
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En general, para cualquier sistema se podrán hacer n mediciones 
. ' 

de fuerzas y desplazamientos, ello dará lugar a definir una m~ -
triz columna de orden nx1, en la cual el primer número se asocia 
con los renglones y el segundo con las columnas. 

Asociado con el hecho de medir desplazamientos está el de '.grado 
de libertad'¡ una estructura elástica tiene un número infinito de 
grados de libertad. Sin embargo, en los problemas estructurales 
de interés basta conocer el comportamiento para ciertos grados de 
libertad lo cual hace que el número de ellos se vuelva finito. 

1.2 Espacios n-dimensionales. 

De geometría elemental se sabe que la posición de un punto en el 
plano se fija con dos mediciones independientes y con tres de 
ellas en elespacio tridimensional. A las ocho coordenadas del 
marco indicado en el inciso anterior se pueden asociar ocho coor- • 
denadas independientes, si bien el marco está en el plano del pa-
pel. Matemáticamente, sin embargo, las fuerzas y los desplaza -
mientas en ese marco tienen el mismo significado que el de las 
coordenadas de un punto en el espacio bi o tridimensional¡ por 
tanto, es usual referirse a los problemas en los cuales se tienen 
n grados de libertad como problemas en el espacio n dimensional o 
en el espacio n. Los vectores de 'mediciones' (fuerzas o despla
zamientos) se denominan vectores n dimensionales, de dimensión n 
o en el espacio n. En un sentido amplio, los componentes de e~ -
tos vectores pueden o no tener dirección, si son escalares se po

drían referir a variables como la temperatura o la presión. 

1.3 Comportamiento de estructuras 

Un aspecto importante en el comportamiento de una estructura es 
la definición de las relaciones fuerza-desplazamiento¡ se distin
guen esencialmente las siguientes: elástica, inelástica, lineal 
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y no lineal. 

a) Comportamiento elástico e inelástico. Esta caracterización 
estructural depende del tipo de respuesta; así, si después de 
que una carga ha sido removida de una estructura ésta recupe
ra su configuración inicial, el comportamiento es elástico; 
si ello no ocurre, entonces la estructura se comporta inelás
ticamente. 

En la estructura siguiente se ilustra el primer tipo de com -
portamiento 

u 

r 
1 

-<urva de carga y descarga 

--.... fuerza F 
GJ 

Fig 1.2 Comportamiento elástico 

El resorte elástico muestrá el mismo tipo de comportamiento 
en carga que en descarga. En la fig 1.3 se ilustra el com -
portamiento inelástico. 



condici6n T 
iniC1al 1 .. . __ l "·ji~ dtsc~rga 

estado 3 u¡ 

estado 2 
F 

~-estado 2 

---- carga 

3 límite de proporcionalidad 
1 u1"-_____ .,. 

Fuerza F 

Fig 1 .3 Comportamiento inelástico 

Se puede observar que el resorte se comporta elásticamente 
hasta un punto que se designa como el 'límite de proporciona 
lidad', más allá del cual el resorte se comporta inelástic~
mente. Cuando al resorte se le lleva al estado 2 de carga ex 
perimenta un desplazamiento u*que no se recupera plenamente 
una vez que la carga ha sido removida. 

b) Comportamiento lineal y no lineal. Esta caracterizaci6n de -
pende de la definici6n matemática de la relaci6n fuerza-despla 
zamiento. Así, para un resorte que sea lineal, la relaci6n 
está dada por 

u = F 
k 

siendo F y u la fuerza y el desplazamiento, respectivamente y 
k es la rigidez. 

• 
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Esta ecuación es lineal y matemáticamente implica que eJ des 
plazamiento debido a un número de cargas que actúan simultáne~ 
mente puede obtenerse sumando los efectos de cada carga por 

separado. Este es el 'Principio de Superposición', el cual 
se aplica a sistemas l~neales. 

1.4 Superposición de fuerzas y desplazamientos. 

En la fig. 1.4 se ilustra el principio de superposición 

+ 

"~ l f .. ·, 

"' 
+ [ 

.~~----~F ~--+---~ 

Fig 1.4 .superposición de cargas y efectos 

En la figura a la izquierda del signo igual se muestra al resorte 
cargado con una fuerza.F 1 la cual provoca un desplazamiento u.; 
en seguida se aplica la fuerza F2 que ocasiona el desplazamiento 
u 2 • A la derecha se tienen los resortes con propiedades idénticas 
al de la izquierda y se han cargado con las fUerzas F1 y F2, que 
generan por separado los desplazamientos u1 y u2 respectivamente. 
Aquí el punto importante es que la historia, de aplicación de la 
carga no es relevante en cuanto al efecto de cada una de ellas; 



asi, la fuerza F2 siempre causará el mismo efecto u2, independien 
temente de cuándo se haya aplicado. 

En estructuras no lineales, la superposición no se aplica y el 
desplazamiento debido a una carga dada depende de la carga total 
que actúa en la estructura, es decir, depende de la historia de 
carga. En la fig 1.5 se muestra por qué el principio de superpo
sici6n no se aplica en un sistema no lineal 

l\ r, 
1 

L ---,-

1 

'11 =- .¡ F" 

...... f ·-

rf 
~ 

.,,: 

"' + 
;, 

, .• _u= ;F'' ..- '-; F" 

+ 
/ ., 

"'. 
,.J r 

F, 

Fig 1.5 Caso·en que no se aplica el principio de 
superposici6n 



La relación carga-desplazamiento tiene la forma 

u = 

donde n f 1 y k es una constante. A la izquierd·a del signo 'no 
igual' (diferente a) e.l resorte está cargado primero con F1 .la 
cual causa un desplazamiento u¡, luego se aplica F2 y genera u2 • 

A la derecha, aparecen dos re,sortes idénticos al de la izquierda 
y se cargan con F1 y F2 por separado; los desplazamientos que se 

. * * provocan son U¡ y U2 , respectivamente. Pero u 2 f u 2 debido a 
la pistoria de carga y F2 aplicada después de F1 ocasiona un des
plazamiento mucho mayor que cuando se aplica antes de F1 • 

El comportamiento no lineal puede deberse a la relación esfuerzo
deformación unitaria inherente al material o debido a cambios en 
la geometría (dimensiones y configuraciones) inducidos por las 
cargas. Si el material tiene una curva lineal esfuerzo-deform~
ción unitaria, entonces en la medida que los desplazamientos cau
sados por las cargas son pequefios en comparación con las dimensio 
nes de la estructura, ésta se comportará linealmente para fines 
prácticos. La teoría estructural que trata con este tipo de com
portamiento es la 'deformaciones pequefias'. Para cuando los des
plazamientos que aparecen en los cálculos se refieren a magnitudes 
completamente finitas, y se tienen impresiciones con la teoría li 
neal, se deberá emplear la teoría de 'grandes deformaciones' .. 

En este curso se tratará•primordialmente con estructuras con com
portamiento elástico lineal. 

\ 

En las figs 1.6 a 1.8 se muestra la superposición de fuerzas y des 
plazamientos para dos estructuras típicas 
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Fig 1.6 Aplicaci6n del principio de superposici6n 
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Fig 1. 7 Aplicaci6n del .principio de superposici6n 
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lol (b) + . . . + 111 

Fig 1 .S Aplicaci6n del principio de superposici6n 

El vector de fuerzas de la fig. 1.8 a) está dado por 

1 
F = IT 

4/i 
2/ i 

-6/ ,_2 
6/ i 2 

al multiplicarlo por U¡ se obtiene 

F~ = (4EI/i)U¡ 

F~ = (2EI/ i)u 1 

F~ = - ( 6EI/ i 2
) u 1 

b 
F~ = ( 6E I / i 2

) u 1 



De la fig 1. 8 e) se obtiene 

F~ e (2EI/i)u2 
e F2 e (4EI/i)u 2 
e (6EI/i 2)u 2 F! e -
e F ~ e (6EI/i 2)u 2 

Al superponer las fuerzas y desplazamientos correspondientes a las 
cuatro coordenadas, se obtiene 

F 1 e ZEI (2u 1 + u 2 ) 
.9. 

F 2 e z¡ I (u 1 + 2u 2) 

Fs e -6EI (u¡ + u2) 
g_2 

F~ " 6EI (u¡ + U2) 
g_2 

U¡ " U¡ + 0; U2 " 0 + Uz ; Ua e 0 + 0; U~ e 0 + 0 

Se puede observar que Fs y F~ pueden obtenerse directamente de la 
fig 1.8 a) si se emplean condiciones de equilibrio. 

En la fig 1.9 se muestra, un marco rlgido con coordenadas 1 y 2 do~ 
de ocurren los desplazamientos U¡ y uz, al actuar F1 y F2 • En las 
figs 1.9 b) y e) los desplazamientos u¡ y uz se aplican por sepa
rado; del principio de superposici6n, se puede calcular F1 y F2 

de la fig 1.9 a), al sumar los valores en las figs 1.9 b) y e): 

F~ 

= + 



lol lb) 

F te¡ 

' 
~~r·0 --;_·-

"' + 

Fig 1.9 Superposici6n de fuerzas en un marco 

Para las fuerzas de este marco, se emplearon los diagramas de 
cuerpo libre que se muestran en la fig 1.10 

Fig 1 .1 O Diagramas de. cuerpo libre 

1.5 Métodos matriciales de ~nálisis estructural 
' 

a) Método de las fuerzas 

La superposici6n de fuerzas mostrada en las figuras anterio -.-
res es típica del método de las fuerzas (algunos autores le 
llaman método de compatibilidad y otros lo definen como méto
do de flexibilidades) útil para analizar estructuras indetermi 
nadas. La condici6n de que el extremo libre del voladizo de 



la fig 1.7 deba permanecer en su soporte, se conoce como una 
'condición de compatibilidad', y se emplea para determinar el 
valor de Fs. Condiciones similares se pueden emplear para co 

•. -
nocer Fs, F, y Fs en la fig 1.8. En general se puede decir 
que las condiciones de compatibilidad son aquellas que garan
tizan que todas las partes de la estructura permanezcan uni -
das sin que se violen las 'condiciones de frontera' en el pr~ 
ceso de aplicar el principio de superposición para obtener la 
configuración final. 

Las condiciones de compatibilidad se pueden expresar como 
ecuaciones de compatibilidad que son ecuaciones de restri~ -
ción para los desplazamientos medidos en la estructura. 

b) Método de los desplazamientos 

La superposición de desplazamientos indicada en la fig 1.9 
es típica del método de los de~plazamientos (llamado también 
método de equilibrio) útil para formular y resolver proble -
mas en ingeniería estructural. En este planteamiento sie~ -
pre se cumplen las condiciones de compatibilidad debido a 
que no se quitan las restricciones geométricas de la estruc
tura. 

El método se basa en satisfacer las condiciones de equili -
brio en los 
de interés. 

cuerpos libres que involucran a las coordenadas 
Para el entendimiento de este enfoque conviene 

ver a las ecuaciones de equilibrio como ecuaciones de restric 
ción de las fuerzas tal como las de compatibilidad lo son pa
ra los desplazamientos. 

Puede verse que existe analogía entre el método de las fue~ -
zas y el de los desplazamientos; así, cuando se superponen 
fuerzas se restringen desplazamientos para satisfacer condi -
cienes de compatibilidad; mientras que cuando se superponen 



desplazamientos, se restringen las fuerzas para satisfacer el 
equilibrio. 

La elecci6n del m~todo de análisis depende en lo fundamental 
d~l tipo de estructura o problema en cuesti6n, la facilidad 
de formulaci6n y el tiempo requerido para la soluci6n. Estos 
dos aspectos dependen de la eficiencia de los programas·y de 
la capacidad de la máquina. En el cap 3 se discuten con ma -
yor detalle estos métodos. 
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l~'TRODUCCJON 

Y r.1ATRICE5 
Considerar.os el siguiente ejemplo: 

Una i.11dustria fabrica tres tipos de produrtos (llamémosles 

A, B y C) y cuenta con un total de SO obreros que trabajan 8 hr. diA 

rías. Es decir, dispone de un total de 400 horas-hoobre al d!a. 

Par~ fabricar un producto del tipo A, se requieren 20 ho

ra~·hombre ¡ para·uno del tipo B, lOO y para uno del tipo C, 40. 

En condiciones normales, no existen restricciones de mat~ 

ria prima ni de maquinaria y los obreros estan capacitados para in-

tervenir en la fnbricaci6n de cualquiera ~e los productos. 

Se quiere saber, que cantidad de productos A, ~y C pue

den fabricarse diariamente empleando la totalidad de horas-hombre 

disponible. 

Podemos entonces plantear el modelo satem§tico siguiente: 

Si x 1 , x 2 y x 1 representan el número de produc~os A, By C 

que se fabrican diariamente, entonces 20x 1 , .100x 2y 40x, serán, el na. 

mero de horas-hombre empleadas diari~~ente en fabricar todos lo~ -

productos A, E y C. 

Como se desean emplear las 400 horas-hombre disponibles, 

los valores de X
1

, x
2 

y x
1 

deben ser tales que 

20x
1
+100x

2
+40x,•400 •.•••• {1) 

Expresiones como ~sta, reciben el no:nbre de ecuaciones 1!. 

neales. 

Una respuesta al pToblerr,a podria ser fabricar· 4 prodUctos 

del tipo A, 2 del tipo By 3 del tipo e, ya .que, al sustituir estos 

valores en la expresión (1), se verifica la igualdad. Entonces, -

.ES 
diremos que 

X •3 
1 

es una soluci6n de la ecuaci6n (1). 

-- --. ~., .... -...--.~~·-

Sin embargo, podemos notar que esta soluci6n no es única 

ya que los valores 

tambi~n satisfacen la ecuación (1), por lo que constituyen otra s~ 

lución. 

Generalizando, la ecuación (1) es una expresión del tipo 

a 1 x 1 +a 2 x2 • ••• •anxn•b ••• 

a la que llamaremos ecuaci6n lineal. 

(2) 

A las constantes a 1 , a 2 , ••• , an se les llama coeficientes, 

a b t~rmino independiente y a x 1 , X2 •••• , xn inc6gni tas o variables. 

Vemos que las inc6gnitas aparecen todas elevadas a la primera pote~ 

cia, de ahS el nombre de ecuación lineal. 

IV-4/5 



IV .1 SISTEMAS DE ECUAC!OSES LINEALES. 

Regresando al ejemplo anterior, supongamos que por ra~o-

nes de demanda los productos B y C deben fabricarse en cantidades 

iguales. 

Entonces, se tiene la restricción adicional x
1
•x 1 , que 

expresada en la forma (2) queda 

(3) 

Ahora el problema consiste en encontrar una solución que 

satisfaga, simult~neamente, las ecuaciones (1) y (3), por lo que

las dos soluciones que antes encontramos no son Otiles. 

Si se fabrican 6 productos del tipo A y 2 de los tipos B 

y e, vemos que se satisfacen simultáneamente las ecuaciones (1) y -

(3). Entonces diremos que 

x
1
•6, x2 •2, x 1 •2 

es una soluci6n del sistema 

zox,•100x2+40x,•400} 

Ox 1 + x 2 - x,• O 
(4) 

el cual consta de 2 ecuaciones con tres inc6gnitas. 

Definición. 

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecua· 

cienes de la forma (2) que deben resolverse simultáneamente. 

En general, un sistema de m ecuaciones con n 1nc6gnitas, 

definido sobre el campo de los números complejos, es de la forma 

IV·6/7 

• • . (S) 

donde aij E e son los coeficientes, xi las incógnitas y bi E C los 

términos independientes. 

Definición. 

Una solución del sistema de ecuaciones (S) ·es un conjunto 

ordenado de n valores que satisface simultáneamente a todas las ec~a 

cienes. 

Una forma de obtener soluciones. 

Tal vez, la técnica fundamental para encontrar las soluci~ 

nes de un sistema de ecuaciones lineales, sea la de eliminación. El 

proceso consiste en transformar el sistema original en un nuevo si~ 

tema de ecuaciones que puede resolverse fácilmente. El nuevo sis· 

tema, deberá tener las mismas soluciones que el original y en este 

caso diremos que ambos sistemas son equivalentes. 

Para obtener el nuevo sistema se hace uso de las siguien

tes transformaciones, que reciben el nombre de '7ransformaciones --

elementales" y consisten en: 

1) Intercambiar dos ecuaciones. 

2) Multiplicar una ecuación por un número k~O 

3) Hul tiplicar una ecuación por un nún.ero ltfO Y sw.ItaT el 

resultado a otra ecuación del sistema. 



No es dificil aceptar que el sistema original y el nuevo 

sistema son equivalentes. Sin embargo, el estudiante puede con~· 

sultar la referencia 1 pag. 414 para una demostración. 

Podemos ilustrar la técnica mediante el siguiente ejem· 

plo: 

Ejemplo IV.l. 

x
1

- 2x
2 

•x, •1 

-x
1 
•x

2 
+Sx

1 
•lO 

si intercambiamos las dos primeras ecuaciones (con el objeto de que 

x 1 aparezca en la primera ecuaci6n) obtenemos 

x ~ 2x +x •1 
1 ' ' 

2x +2x •6 ' . 
-x +x +Sx •10 

1 . 2 1 

si sumamos la primera ecuación a la tercera obtenemos 

x
1 

- 2x: •x, •1 

2x: + 2x
3 

•6 

O-x
2 

+6x
3 

•11 

si multiplicamos la segunda ecuaci6n por 1 y sumamos el resultado 
! 

a la tercera obtenemos 

x
1

-2x
2

+x
1
•l 

2x
2 

+ 2x
1 

•6 

0+7x
1 

•14 

dividiendo las ecuaciones dos y tres entre 2 y 7 respectivamente: 

··-·- -------

De la tercera .ecuaci6n inmediatamente vemo~ que 

X1•2 y sustituyendo este valor en la segunda ecuaci6n se encuentra 

Finalmente, al sustituir en la primera ecuaci6n se en 

cuentra que x 1•1, por lo que la solución del sistema es 

xi•l, x 1 •2 

Ahora bien, hay sistemas de ecuaciones que admiten más de 

una solución; un ejemplo lo tenemos en el sistema 

20x 1 +100x 2 +40x 1 •400} •. 
. . ( 4) 

Ox 1 + x 2 - x,• O 

que empleamos como introducción. La solución que habíamos mencio 

nado es 

x 1 •2 

y el estudiante puede co~probar que 

x 1•13 

es otra solución. A este tipo de sistemas, que tienen m4s de una 

soluci6n, se les llama indeterminados. 

TambiEn hay sistemas que no admiten soluci6n. 

plo, resulta evidente que el sistema 

Por eje!!!. 

no tiene soluci6n, puesto que no existen dos números cuya suma sea 

1 y 3 a la ve :t. A este tipo de sistemas se les llama incompati--

bies (o inconsistentes). 
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En general. de acuerdo con la existencia y tipos de solu-

ción, los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en: 

Compatibles 

(tienen solución) 

Incompatibles 

(no tienen solución) 

{ 
Determinados 
(una solución) 

Indeterminados 
(m~s de una solución) 

M~s adelante, y con ayuda de otros conceptos que tratare

mos, podremos determinar si un sistema tiene solución o no la tiene, 

y si esta es finica o no lo es. 
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IV. 2 MATRICES. 

El estudio de los sistemas de ecuaciones realizado en la 

sección precedente, puede servit como una introducción natural al 

concepto de matriz. En el proceso de construcción de un sistema 

equivalente, puede advertirse que no es necesario escribir las in-

c6gnitas x 1 , x 2 , •••• x
0

, ya que realmente sólo se opera con los

coeficientes aij y con los términos independientes b1 • 

Si analizamos el ejemplo IV.1, vemos que el sistema 

zx,•2x ,·6 

x 1-2x
2
+x

1
•1 

·x 1+x
2
•5x ,•10 

queda completamente determinado al conocer el valor y la posición 

de cada uno de los coeficientes y términos independientes. Esta 

iníormación se puede presentar convenientemente en el siguiente -

arreglo 

[: _: : .:] (6) 

al cual se le llama MATRIZ. 

Este arreglo en particular, consta de 12 elementos (n6m~ 

ros) dispuestos en l renglones y 4 columnas, por.lo que diremos que 

la matriz es de orden lx4. 



Definición. 

Una matriz de orden mxn sobre el campo de los nfimeros -

complejos, es un arreglo rectangular 

• m, a mr. 

.•.•. (7) 

con m renglones y n columnas, donde los aij E C se llaman sus ele· 

mentes. 

Comunmente, se representa a las matrices con letras maya~ 

culas y a sus elementos con letras &inúsculas. En forma abreviada 

la matriz (7) puede expresarse como 

A•(a .. ) donde i•l,Z, ••• ,m y j•1,2, ••• , n .. 
1) 

Los subtndices i, j indican, respectivamente, el renglón 

y la columna en que se encuentra el elemento aij' Ast por ejem-

plo, a
11 

representa al elemento que se encuentra en el segundo re~ 

gl6n y tercera columna de la matriz A. 

Dada la importancia de la posición que guardan los ele-· 

mentes en el arreglo, decimos que dos matrices son iguales si son 

del mismo orden y sus elementos correspondientes son iguales. 

esto obedece la siguiente 

Definición. 

A 

Sean A•(aij) y B•(bij) dos matrices del mismo orden, en-

tonces: 

Hac1endo refere~cia nuevamente al ejemplo IV. 1, podemos 

efectuar con los renglOnes de la matriz (6) ~ransformaciones equi-

valentes a las efectuadas con las ecuaciones del sistema. 

Mili" 

MIV" 

El proceso serta entonces el' que se ilustra a continuación 

[
.: -: 2 :] 

-1 S 1 O 

¡: -2 

,:] 2 2 

o 7 

[: 
-2 

:] o 

(6) 

hemos intercambiado los dos prime

ros renglones. 

hemos sumado el primer ren~l6n al 

tercero. 

multiplicando el segundo renglón 

por 1 • 
"! 

lo hemos sumado al tercero 

hemos dividido el segundo y tercer 

,rengl6n entre 2 y 7 respectivamen-

te· 

La filtima matriz (M¡v) representa el sistema equivalente 

x,-2 

cuya solución puede obtenerse fficilmente. 

La matriz P.1IV• se dice que estfi en forma e!tcalonada o que 

es una matriz escalonada. En general, ·una matriz es escalonada si 

el primer elemento distinto de cero de cada rengl6n, es igual a 1 y 

el nómero de ceros anteriores a dicho elemento aumenta de renglón a 

IV·12/13 



rer1gl6n. Las siguientes matrices son escalonadas: 

r 
3 

:] [: 

2 3 

:] ·- [l 
2 3 4 

~] M• o N• o o 5 

o o 
L o o o o o o o 

Transfor~aciones elementales por renglón. 

Las transformaciones efectuadas con los renglones de la 

matriz M, para obtener finalmente la matriz MIV• se llaTJan "tran.! 

formaciones elementales por renglón" y como hemos visto, pueden -

ser de tres tipos: 

1) Intercambio de dos renglones. 

2) Multiplicaci6n de un renglón por un número k~O. 

3) Multiplicación de un renglón por un número k~O y su-

ma del resultado a otro renglón de la matriz. 

Utilizando las transformaciones elementales por renglón, 

es posible transformar cualquier matriz en una matriz escalonada. 

Definición. 

Diremos que dos matrices son equivalentes, si cualquiera 

de ellas puede obtenerse a partir de la otra efectuando un námero 

finito de transformaciones elementales por rengl6n. 

En el ejemplo anterior tenemos que las matrices t-1, M¡, 

M11 , M111 y M¡v s~n equivalentes. 

Ejemplo IV, 2 

2 4 2 8 -2 

4 8 4 16 -4 
Sea la matriz. A• 

3 -3 9 1 1 

-1 3 1 4 
'3" 

IV·l4fl5 

. ---~· ··- - --. 

transformar a la matriz A en una matriz escalonada equivalente Ut_t 

!izando transformaciones elementales por rengl6n. 

Solución: 

Dividiendo entre 2 el primer 2 1 4 
_, 

renglón de A obtenemos 4 8 4 16 -4 
A¡• 

3 -3 9 

- 1 3 1 4 ! 

Multiplicando por -4 el pri- 2 4 -1 

mer renglón y sumando al 2o. o o o o o 
rengl6n de A1 obtenemos 

An· 
3 -3 9 

-1 3 1 4 ! 

Multiplicando por -3 el pri .. 2 4 -1 

mor rengl6n y sumando al 3er. o o o o o 
rengl6n de All obtenemos 

A¡I!" o -9 6-11 4 

-1 3 1 4 ! 

Multiplicando por -1 el pri- 2 1 4 -1 

mer rengl6n y sumando al 4o. o o o o o 
1 A¡y• rengl6n de A

11 1 obtenemos o -9 6 
_, 

4 

o -3 2 - 1 1 S .,. 
Intercambiando el segundo re!!_ 2 4 - 1 

gl6n con el cuarto rengl6n de o -3 2 - 1 1 5 .,. 
A¡y obtenemos Av· o -9 6 -11 4 

o o o o o 



Multiplicando por ·3 el ·segu!!. 

do rengl6n y sumando al ter· 

cer renglón de Ay obtenemos 

Dividiendo entre ·3 el segun-

do renglón de Ay¡ obtenemos 

Dividiendo entre ·11 el ter-

cer renglón de Ay
11

obtenemos 

1 Ay¡" 

1 

1 

1 
Ay¡¡" 

1 

1 

1 

Ay¡ I 1" 

4 - 1 z 
o -3 z -1 1 S --, 
o 
o 

o 

o 

o 

o o 
o o 

z 1 

z -, 
o o 
o o 

2 

o -1 1 

o o 

4 -1 

1 1 S " -, 
o -1 1 

o o 

4 -1 

o 2 1 1 S -, " -, 
o o o o 
o o o o o 

La matriz AVIII es una matriz escalonada. 

Al hablar de las transformaciones elementales, hemos he-

cho Enfasis en el t~rmino "por renglón". Esto obedece a que exi! 

ten transformaciones, an~logas a las aqu! descritas, efectuadas --

con las columnas de una matriz. En este cap!tulo no se justific~ 

rá la existencia de dichas transformaci~nes y tampoco serán utili-

zadas. El estudiante interesado en saber mis acerca de esto, pu~ 

de consultar la referencia 3 pag. 141, una vez que haya terminado 

el ~ap!t~lo. 

Rango de una matriz. 

Definición. 

Si transformamos una matriz A en una matriz escalonada B, 

el n6mero de renglones de la matriz B con al menos un elemento di~ 

tinto de cero se llama RANGO DE LA MATRIZ A y se representa con --

R(A). El mismo rango se asigna a la matriz B. 

De acuerdo con esta definición, cuando dos matrices son 

equivalentes ambas tienen el mismo rango. Las matrices A, A¡, ••• , 

AVIII del ejemplo IV.2 son todas de rango 3. 

El concepto de rango de una matriz, juega un papel QUY ~ 

importnn.te en ia teoria de sistemas de ecuaciones lineales que ve· 

remos rn§s adelante. El estudiante puede darse cuenta que la defi 

nici6n de rango, tal como se enuncia aquí, proporciona a la ve: un 

m~todo para obtenerlo. 
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IV.3. PRODUCTO DE ~t4TRICES. 

Consideremos nuevamente el siste~a 

20x 1 +1 OOx 2 +40x 1 • 400} 

Ox
1

+ x
2

- x
1

• O 

podemos formar las matrices 

... ( 4) 

40] 
-1 x·[] 100 

donde hemos reunido l~s coeficientes(en A),las incógnitas (en X) y 

los términos independientes (en D) que aparecen en el sistema. 

Con ayuda de estas matrices, podemos expresar el sistema 

(4) como 

(8) 

siempre y cuando demos una definición adecuada para el producto -

Ai.. 

La matriz producto .~. debe ser de orden 2x1 para poder 

establecer la igualdad con D. Adem~s. por igualdad de matrices, 

los·elementos correspondientes de AX y O deben ser iguales. 

Sabemos que la igualdad entre matrices 

[
zox1 + 1 oox, +40x,J 

Ox 1 + x2 - x, 
• 

se satisface si y s6lo si 

20x 1 +100x2 +40x,•400 

Ox 1 + x2 - x1 • O 

que son precisamente las condiciones que establece el si~ 

tema (4). Por tanto 
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[ 
zox,•100x,•40x,J 

AX•· 
Ox 1 • x 2 • x 1 

• • . • (9) 

A la matriz AX expresada en (9) le llamaremos "el produ.E_ 

to de las matrices A y X" (en ese orden). Veamos como puede obt~ 

nerse la rr.atriz Ai, a partir de las matrices A y x: 

El primer elemento de AX, es igual a la suma de los produ.E_ 

tos de los elementos del primer rengl6n de A por los elementos de la 

1inica columna de x. En forma esquem1tica: 

1 1 ~ [ ::] -,..: ~!;: ...... . 
[zo 100 40] 

El se¡undo elemento de AX; es igual a la suma de los pro

ductos de los elementos del segun_do renglón de A por los elementos 

de la 1inica columna de X. En forma esquemfitica: 

ffrH-... :L. 
[ o -1] 
En forma similar, obtengamos el producto de las matrices 

ra" 
La21 

all 

a,. y 

[ 

b, j 
B• ba• 

b, 

con el objeto de establecer una definición general. 

El producto seri la matriz 



[

a 11 b 11 •a11 b 11 +a 11 b 1J 
AB• 

8 zabaa• 81zbza: 8asb,, 

donde observamos que: 

lo.) El elemento que se encuentra en el primer renglón 

primera columna de la matriz producto, es la suma: 

' 

• 8 llbll+al2bZl+allbll• t B¡kbkl 
k•1 

2o.) El elemento que se encuentra en el segundo renglón 

primera columna de la matri' producto, es la suma: 

Generalizando, el elemento que se encuentra en el rengl6n 

i, columna j, de una matriz producto AB, es la suma: 
n 
t 
k•1 

donde' n es el n{imero de columnas de la matriz A y el número de re!!_ 

glones de la matriz B, que deber~ ser el mismo para que pueda efe~ 

tuarse el producto. 

De fin i e i 6n. 

Sean: A• (a;jl (i•l , 2, o •• , m y j •1 f 2, • o • , n) 

y B• (b;j) ( i •1 ' 2, • o o • n y j _,, 2, . .. ' p) 

dos matrices de orden mxn y nxp respectivamente. 

El producto AB es una matriz 

C• (Cij) (i•l. 2. .... m y j •1 • 2. ... , p) 

de orden mxp cuyos elementos están dados por 

1 
~----------------------------------------~ 

Ejemplo IV.3 

Para ilustrar la definición, obtengamos el producto de las 

matrices 

A·[ 2 
·1 

·3 

4 B•[ ~ 
o -2 

o 
·1 ·3 4 

que es una matriz e de orden 2x4 tal que 

e¡~· 2-9+1• ·6 

e 1:r• 0-3+3• o 

e' ... -4+0-4• ·8 

e,._• 2·3·3• ·4 

Cz¡• ·1+12·1· 10 

c22• 0+4-3• 1 

c:r,· 2+0+4 . 6 

e' • 
. -1+4+3• 6 

entonces, la matriz producto es 

~6 o ·8 -:] AB• 
o 6 

Obs~rvesc que el elemento. que se encuentra en el rengl6n 

i columna j de la matriz producto AB, se obtiene efectuando el pr~ 

dueto escalar del renglón i de A por la columna j de B. 

Por ejemplo, el elemento c
11 

es el producto 

[2 ·3 

Podemos concluir, en base a la definici6n, que podemos 

efectuar el producto AB s6lo cuando el-número de columnas de A es 

IV-20/21 



··-- ----------- ------------------------------ ----------------------

igual al n6mcro de renglones de B. En e~te caso, diremos que las 

matrices A y B son conformables para la multiplicaci6n. 

En general, la multiplicnci6n de las matrices NO es con-

mutativa. Incluso. en muchas ocasiones se tiene que dos matrices 

A y B son conformables para multiplicarse en ese orden (es decir -

puede obtenerse el producto AB), mientras que no son conformables 

para multiplicarse en el orden contrario (no puede obtenerse el •• 

producto BA). Por tal motivo, es necesario precisar el orden en 

que las matrices se van a multiplicar. Para el caso del producto 

AB, diremos que A premultiplica a B, o bien que B postmultiplica a 

A 

obtener: 

Soluci6n: 

Ejemplo IV. 4. 

oada las matrices 

R• [: :] S• 

a) RS 

b) SR 

e) TS 

d) ST 

a) RS• [: :] 

[: -1] 
-1 • T• u !] 

[
o -1] [ 6 -3] 
3 -1 12 -7 

(Las matrices R y S son de ord_en 2x2, por lo que les 11!. 

maremos matrices cuadradas y diremos simplemente que son de orden 

2 ) 
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b) SR• [o -1] [1 z] 
3 -1 3 4 

En este caso, pudieron obtenerse tanto el producto RS co 

mo el producto SR, debido a que ambas matrices son cuadradas y del 

mismo orden. Sin embargo, notamos que RS~SR pues, como se menci~ 

n6, el producto de matrices no es una operaci6n conmutativa. 

e) TS• 
[ 

1 o] [o 1
] [ o -1 ] 

~ ~ 3 -1 • ! :! 

E !J d) ST• 
[

o •1] 
3 -1 

no se puede 

efectuar, ya que el nOmero de columnas de S (2) es diferente del • 

número de renglones de T (l). En otras palabras, S y T no son --

conformables para la multiplicaci6n. 

Obsérvese que, aunque pudo obtenerse el producto TS, no 

fu~ posible obtener ST, lo cual resalta la importancia de especifi 

car claramente el orden en que se desea multiplicar dos matrices. 

Definición. 

Si una matriz A es de orden nxn, diremos que A es una ma 

triz cuadrada de orden n. 

Ejemplo IV. S. 

Para las matrices 

M• [-;] N• [·i, 1, i] P• [~:: -~ 
-i 1+8 



encontrar los valores de a,S , p
11

, p
11 

de tal forma que se verifi 

que la igualdad 

MN • P 

Solución: 

Primero obtenemos 

[-: i -:] MN• -i 
_, 

Por otra parte, como MN•P, 

¡.: i 

:] [ 
i+a i 

'] 
i,..n,.l ncl·i 

-i p, -i 

P,: 
p • -1 
_.u_ 

-1 -i 1+6 1 +8"'1 e· o 
Pu •i 

Teorema IV. 1 

La multiplicación de matrices (cuando puede efectuarse) 

es asociativa. 

Demostración. 

cualesquiera de orden mxn, nxp, pxq respectivamente. Queremos pr~ 

bar que 

(AB) C • A (BC) 

De la definición de producto: 

n 
AB• ( r a. . b ) 

j• 1 lJ jk mxp 

donde los índices libres son i~1,2, •.• ,m y k•1,2, ••• ,p, y la matriz 

es de orden mxp. {Los indices libres son los que indican el ren-

gl6n y la columna del nuevo elemento). 

Aplicando ahora la definición de producto a las matrices 

·(ABlmxp y ·Cpxq' 
p n 

(AB)C• ( I 1 r 
k•l j •1 

multiplicando ckr por cada una de las sumas del paréntesis, obtene 

mas: 
p 

(AB)C• ( I 
k•1 

n 

(j~l 8 ij bjk ckr))mxq 

donde los lndices libres son i•1,2, ••• ,m y r•1,2, ••• ,q y la matriz 

es de orden mxq. 

En forma anlloga obtenemos: 

n 
A(BC)• ( I 

j .. , 

p 
( r a .. b.k ck )) 
k•l lJ J r mxq 

Dado que el orden de la suma es arbitrariO. 

n 
( r a·. 
jc1 lJ 

Por lo tanto queda demostrado que 

(AB)C• A(BC) 

Se recomienda al estudiante consultar el apéndice I de la 

referencia 3 para obtener habilidad en el manejo y comprerisi6n de 

los símbolos de !(suma) y ti (doble suma), y hacer la demostración 

completa de este teorema para el caso particular de las matrices 

cuadradas de orden dos. 

Ejemplo IV. 6. 

.V.erificar la propJ~dad asociativa para el producto, con 

las matrices. 
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o Si con la misma matriz I efectuamos el producto IA, donde A es una 

matriz con 3 renglones y cualquier nGmero de columnas, obtenemos -

siempre que IA•A. A la matriz 1 le llamamos matriz identidad de 
Soluci6n; Debemos verificar que 

orden 3 y la representamos mediante 1
1

• 

(AB)C•A(BC) 
En general, a la matriz cuadrada 

[ 

-2 
AB• 

1 

o o o o 
o o o 
o o o 

1 . n [2 
2 

(AB)C• 

o o o 
Por otro lado: 

nxn 

le llamaremos matriz identidad de orden n • 

Esta matriz puede expresarse en forma abreviada como [• 1 
o 

~-J [~ ll [1 

o 
(BC)• 

a 3 .. J 8-3i !"!' 
donde 

si 

r-~ 1 r-1 o J [7:~i 
o 

J A(BC) • 3 1. • 3 1 8-3i !"!' '!-! 

si 

Teorema IV. 2 

Para toda matriz A de orden mxn 5e tiene que: 
por lo que 

(AB)C•A(BC) 

Matriz Identidad. 
Demostraci6n 

Si con las matrices 

[~ 
o 

: 1 y B• [ ~ n l• 

o 1 j - 1 

De la definición de producto: 

efectua.mos el producto lB vemos que donde los !ndices libres son i•1,2, ••• ,m y k•1,2 •••• ,n. 

lB• [ -: n •B 
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donde ahora, los indices libres son ¡"•1,2, •••• ,m y k•"o 2 n , , ... , . 

Como j es un !ndice libTe 

lmA· (a .k) •A 
J mxn 

La segunda parte del teorema se demuestra en forma similar. 

Matrices elementales. 

El re.sultado de efectuar un nGmero finito de transformacio 

nes eleme~tales por renglón a una matrit A de orden mxn, puede obt~ 
, ... , .. 

nerse tambiEn si premultiplicamos A por una cierta matriz cuadrada -

de orden m. 

Para mostrar lo anterior, consideremos por separado cada 

una de las tres transformaciones elementales por rengl6n. 

1) Intercambio de renglones. 

Supongamos que tenemos una matriz A de mxn y que efectua· 

mos el intercambio de sus renglones i y j. 

as! obtenida ~atriz B. 

Llamemos a la matriz -

Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden m 

(Im) e interca~biamos sus renglones i y j, obtendremos una nueva ma 

triz que llamaremos z(i,j)_ 
m 

Si ahora efectuamos el producto tJi,j) A, se obtiene la • 

matriz B. 

-. ·--·-----·-------

Ejemplo IV. 7. 

Sea A• U ~] 
intercambiamos sus renglones 1 y l para obtener la matriz 

B· [~ n 
Por otro lado, consideremos la matriz 

1 ,. u o 

~] 1 

o 
e intercambiemos sus renglones 1 y 3 para obtener 

~~···l-n o 

~] o 
(1 ' J ) Efectuando el producto 1
1 

A, tenem~s: 

I,<'•'lA• [~ ! ~] u ~] • [: ~] 
vemos entonces que, 1~ 1 ' 1 ) A es igual a B. 

2) Multiplicación de un rengl6n por un número ~O. 

Supongamos que tenernos una matriz A de mxn y que multipli 

camas su rengl6n i por el escalar k~O. 

obtenida matriz B. 

Llamemos a la matriz ast -

Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden -

m (Im) y multiplicamos su rengl6n i por el escalar k~O obtendremos 

una nueva matriz qu_e llaca remos lmk(i). 

Si ahora efectuam.os el producto l~(l) A, se obtiene la m!. 
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triz B. 

Ejemplo IV. 8. 

2 
Sea 

10 

multipliquemos el segundo renglón por 3 para obtener la matriz 

B• í 1 

bs 
2 

30 

Por otro lado, consideremos la matriz 

t,· [: :] 

y multipliquemos su segundo renglón por 3 para obtener 

1: (•) . [: :] 
Efectuando el producto x; (a) A, obtenemos: 

1: (•)A• [·: :] [: 1: 2:] • [,: 3: 6:] 
vemos entonces que, ~ (t)A es igual a B. 

3) Multiplicación de un renglón por un número k~O, sumando el re

sultado a otro renglón diferente. 

Supon~amos que tenemos una matriz A de mxn en la que mu! 

tiplicamos su renglón i por el escalar k~O y el resultado lo suma· 

mos al renglón j~i. Llame~os a la matriz asi obtenida, matriz B. 

Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden -

m (lm), multiplicamos su renglón 1 por el escalar k~O y el result~ 

do lo sumamos al rengl6n j, obtendremos una nueva matriz que llam~ 
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remos :;:<i,jJ. 

Si ahora efectuamos el producto ~(i,jJA, se obtiene la 

matriz B. 

E¡emplo IV. 9 

multipliquemos el primer renglón por 2 y sumemos al cuarto rengl6n 

para obtener la matriz 

Por otro lado consideremos la matriz 

... ( 1 o o 

¡] o 1 o 
o o 1 

o o o 
multiplicando el prilner renglón por 2 y sumando al cuarto ren¡l6n 

obtenemos 

[l 
o o 

¡j t(l,~tt) 1 o 
1, • o 1 

o o 
Efectuando el prÓducto ' ( 1 • ) 1111 • A. obtenemos: 

., .. , [: o o 

¡] [¡ ¡.] u ~.] 1 o 
1 111 ' A• O o 1 • 

2 o o 



1 (1 ") 
vemos entonces que, I" ' A es igual a B. 

Definici6n. 

A las matrices I(i,j) 
m ' 

¡k(i) Ik(i,j)se .}es llama matrices 
m • m 

elementales correspondientes a las transformaciones elementales 1, 

2, 3, respectiva~ente. 

Vemos ahora que, cada transforaaci6n elemental puede ser 

llevada a cabo premultiplicando, la matri1 dada, por la matri1 el~ 

mental que se obtiene efectuando en I, la misma transformaci6n ele 

mental. 

Ejemplo IV. 10. 

Hallar ia matriz P, de orden 31 tal que transforme a la 

·matriz A en una matriz escalonada (es decir, que el producto PA sea 

una matriz escalonada). 

Soluci6n. 

En la siguiente tabla aparece una secuencia de transform~ 

cienes elementales que transforma a la matriz A en una matriz ese~ 

lanada, las correspondientes matrices elementales y el resultado • 

de ·efectuar estas transformaciones sobre A. 

__ Tran_sformaci6n. 

IntercaQbic de los ren
glones 1 y 2 

Multiplica~~6n del pri· 
mer $en&l6n por 2 

Multiplicaci6n del ren-

g16n 1 por -2 y sumar al 
rcngl6n 3. 

Multiplicaci6n del ren· 

gl6n 2 por ~ y sumar 

al Teng16n 3. 

Multiplicaci6n del ren-

gl6n 3 por 7 . ;n 

tl.!!tr!• ~l~¡ne'!t]al ¡1::1 6 -o121]·A correspondiente. ~o 

[: ~ ~ t 
o 1 

'1 

o o 1 r~ 1

: -~J 

o 
- 1 

167 -,-

[
: o : J 
o o -.J¡ 

• 

[
: 12 -:] 

o o-~ 

• 

G 1~ -;J 
(matriz 
escalo

nada) 

El mismo resultado que se obtiene al aplicar la secuencia 

de transformaciones, puede obtenerse premultiplicando por las res~ 

p~c~ivas matrices elementales. 

Efectuando estos productos con la secuencia que marca la 

tabla y dado que la multiplicaci6n es asociativa, podemos escribir: 
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~¡: o _:l¡: o :1¡: o :l ¡: o ~ ¡: o :¡¡~ 6 ·:] .¡: 12 J ll O O J O ~ 1j -2 O ;j O O ;j O O ;j 2 'f O O O ~J 
~ Matriz 

esca16n 

La matriz P buscada, será el producto de las cinco matri-

ces elementales. 

Sin embargo, para obtener la matriz P no es necesario mu! 

tiplicar las cinco matrices elementales; bastará con efectuar la ·-

misma secuencia de transformaciones elementales sobre la matriz I -

(referencia 1, pag. 452). 

Las siguientes traatsformaciones sobre 1 conducen a la ma-

trit P (las transformaciones son las de la tabla). 

Para comprobar, efectuemos el producto PA 

Una situaci6n interesante, se presenta en el caso de las 

matrices cuadradas de orden n cuyo rango es también n, las cuales 

pueden transformarse en la matriz identidad In. 

Estas catrices son equivalentes a una matriz eScalonada 

de la forma 
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... a., a~-a a,n 

o a a a, n .. a.n- a 
o o a a,.n-, a,n .. 

( 1 O) 

o o o o 8 n- 1 n 

o o o o o 

donde todos los elementos aij tales que i•j (a los que se llama ele 

mentas de la diagonal principal) son iguales a 1. Es decir, 

a 11 •a 21 •a 11 • ••• •a
0

n•1. 

Mostraremos ahora que, una matriz de este tipo, se puede 

transformar en una matriz identidad In mediante una secuencia de -

transformaciones elementales. 

En efe-cto, si el fi.ltimo r~ngl6n de la matriz (10) lo mul 

tiplicamos por-a
10 

y lo sumamos al primer renglón, luego lo multi

plicamos por -a
10 

y lo sumamos al segundo reng16n, etc., obtenemos 

la matriz. 

o 
o 

o 
o 

a., 

o 

o 
o 

a., 

a .. 

o 
o 

a 

a 

a 

a ,n-a 

a•n-¡ 

s,n-, 

1 

o 

o 
o 
o 

o 

Si ahora, el pen6ltimo renglón de esta nueva matriz lo 

multiplicamos por -a .,n-1 y lo sumamos al primer renglón, luego 

multiplicamos por -a a ,n-aY lo sumamos al segundo renglón, etc., 
-~~,"'. 

tenemos 

lo 

ob 



a, a" o o 
r.::o.,.. o a,. o o 
~~~~ ' " ·, o o o o 

o o o o 
o o o o 

Al final de este proceso se obtendrá la matriz identidad 

ln. 

Ej .. emplo IV. 11. 

Usando transformaciones elementales, transformaremos la 

m3triz escal.6n 

[: 
z ·1 

·:l.;; o 1 
.~' o 1 

" " -; 
o o 

;. 

en una matriz identidad: 

z - 1 l r: 
z - 1 o 

r: 
z -1 o 1 z -1 o] z o ~l o o o 

o o o o o o 1 o o o 1 o o o o o . 
1 o 1 o o 

~J 
o o 

~J 
o o o o o 

;j l: o 
" l: " o o o o o o o o o o o o o o o o 

Este procedimiento puede aplicarse a cualquier matriz e~ 

calonada arbitraria. 

Sin embargo. es importante notar que una matriz cuadrada 

de ordCn n. en forma escalonada y cuyo rango sea menor que n, no -

podr~ nunca transforr.arse en una matriz identidad. f::sto se debe-

a que una matriz de este tipo, tendrl siempre en su Gltimo rengl6n 

~nicamente ceros. 

Asi mismo, una matriz no cuadrada tampoco podrA transfor

carse en una matriz identidad (ya que ésta es una matriz cuadrada). 

Matriz Inversa. 

Con lo que hemos visto hasta ahora, sabemos que si se tie 

ne una matriz cuadrada A de orden n y rango n, es posible (mediante 

una serie de transformaciones elementales) transformarla primero en 

una matriz escalonada y luego en la matriz identidad In. 

Tambi~n se vi6 anteriormente, que el efecto de una suce-

si6n finita de transformaciones elementales sobre cualquier matriz 

A, puede obtenerse premultiplicando A por una cierta matriz P. Por 

lo que, el efecto de toda la secuencia de transformaciones utilizadas 

para llevar la matriz A a la matriz In, se puede obtener premultipli 

cando A por una cierta matriz P. 

Podemos entonces enunciar el siguiente 

Teorema IV. 3. 

Si A es una matriz cuadrada de orden n y rango n, existe 
J 

una matriz P tal que 

No es difícil demostrar(l) que dicha matriz P, cumple t~ 

bien con 

AP • In 

aunque la multiplicaci6n de matrices no sea conmutativa. 

Puesto que }a$-atriz In, es el elemento idéntico para la 

(1) El estudiante puede obtener una demostración, a partir de la de 
mostración del teorema 10-4·9 de la referencia 1 (pags. 454 y 7 
455). 
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multiplicaci6n en el conjunto de las matrices cuadrades de orden r., 

resulta adecuada la siguiente 

Definici6n. 

Si A y P son dos matrices cuadradas de orden n tales que 

a la reatriz P le llamare~os matriz inversa de A. 

Si una matriz A tiene inversa, diremos que es no singu-

lar y a su inversa la representaremos con A- 1
• Se puede demostrar 

que la inversa A- 1de una matriz A es 6~ica y ta~bién que (referen

cia 1 pag. 444) el producto de dos matrices no singulares es una m~ 

triz no singular. 

D~do que una ~atriz cuadrada de orden n y rango menor que 

n no puede transformarse en una matriz identidad, no existe ningu-

na matriz P tal que 

En consecuencia, estas matrices no tienen inversa. A las 

matrices que no tienen inversa les llamaremos matrices singulare~. 

Con los conceptos tratados hasta ahora, el estudiante d~ 

be poder demostrar el siguiente 

¡Teorema IV. 4. 

Si A es una matriz de orden mxn, existe su inversa A- 1 si 

y solo si 

m•n• R(A). 

Ejemplo IV. 12. 

Investigue si la siguiente matriz tiene inversa 
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-2 3 o 

3 -1 7 
! 

A• 4 2 1 o 
2 o 8 ,. 

Soluci6n 

Vamos a transformar A en una matriz escall5n 

-2 3 o -2 3 o -2 3 o -2 3 o 

3 -1 
7 o s-13 o S 11 o S 11 
! ·--r ·--r 

+ + + 

4 2 o 4 2 o o 10 -11 o o 10 -11 o 

2 o 8 2 o 8 2 o 8 o 4 22 ,. , ,. --, 

-2 3 o -2 3 o -2 3 o -2 3 o 

o 1 11 1 o 1 11 1 o 11 1 o 11 1 
"10" , "10" , "10" ,. "Tú , 

+ + + 
o 1 o -11 o o o o -2 o o o -2 o o o 

o 4 22 o 4 22 o o o 1 o o o 1 --, --, , 3" 

-2 3 o 

o 111 1 
"Tú ,. 

+ 
o o o 
o o o o 

ve mes que la matriz escalonada tiene tres renglones diferentes de 

cero, en consecuencia R(A)•3. Entonces, A es una matriz singular 

(no existe A- 1
). 

- - - - - - - - - - - - - - - - -
Para obtener la matriz inversa de una matriz no singular, 

haremt's uso del siguiente teorema. 



' 

Teorema 1\'. S. 

La inversa de una matriz A no singular se puede obtener 

si aplicarnos a 1, la misma secuencia de transformaciones elementn -¡ 
le~ por rengl6~ qae se utilizan para transformar 1~ matriz A en · 

la matriz l. 

Demostraci6n 

Sabernos que podemos transformar la matriz A en 1 median-

te una cierta secuencia de transformaciones elementales. Entonces,·· 

existe una secuencia de matrices elementales E 1, E 1 , ••• , Ek-J' Ek 

tales que 

E k E k_ 
1 

• • • E, E 
1 
A • 1 

si llamamos P al producto de las matrices elementales 

P• EkEk_
1 
••• E,E 1 

podemos escribir 

PA• 1 

AP• 1 

Es decir; P es la inversa de A. 

Como I es el idéntico para el producto 

P• PI 

entonces 

lo cual nos indica que P se obtiene a partir de I, efectuando en 

orden las transformaciones elementales que corresponden a E1 , E2 , 

Ejemplo IV. 13. 

Investigar si la siguiente matriz ~iene inversa y en ca

so afirmativo hallarla. 

Solución: 

z 
-z 

Aplicare~os el proceso descrito en el teorema tv.s. La 

pric.era ·colu~na de la siguiente tabla, describe la secuen-cia de -

t~ansf~Tmaciones elementales por rengl6n, utilizada para transfo~ 

mar la matriz A en la matriz I. ·La segunda colu~na, muestra las 

matrices obtenidas a partir de A con la aplicación de estas tran~ 

formaciones. La tercera columna, muestra las matrices obtenidas 

a partir de I con la _a_l?~ica~H5n de las mismas transformaciones. 
Transformaciones 1 

[! z 

~] [~ 
o 

~] -z •A • 1 

.Intercambio del primero o 
• • y segundo renglones 

u 
-z 

!] [~ 
1 

~] z o 
Suma del primer rengl6n o 

• • al tercero 

[~ 
-z 

~] [~ 
1 ;] z o 

Multiplicaci6n del segu!l -1 
1 • • 

:J 
do rengl6n por z ¡: -z 

:J [I 
1 

o 

Suma del segundo ren- -1 

• ' gl6n al tercero 

[: 
-z 

:] [¡ 

1 

:] 
o 

Multiplicación del te!. o 
+ + 
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cer renglón por } 

1 

[
: _; :] i [ } : :] 
00111111 

T4 7 7 
' Hasta ahora hemos transformado a la matriz A en una ma-

triz escalonada. Vemos que el rango es l e igual al orden de la 

matriz, por lo tanto la matriz A tiene inversa. 

Continuando •1 proceso: 

Multiplicación del tercer 1 
+ 1 + 

rengl6n por -1 y sumar al 

[: 
-2 

J 1 [i 1 

-t] segundo rengl6n 1 -., 
o 1 

Multiplicación del tercer 7 

rengl6n por -1 y sumar + + 
1 6 1 -2 o -.,. ., -., 

al primer rengl6n 
o o 6 1 1 

T4 -7 -., 
o o 1 1 1 

Multiplicación del segundo T4 ., ., 
rer.gl6n por 2 y sumar al + + 

j [~ 
4 

-:] 
o ., 

primer rengl6n 
o -1 

1 ·A-' -., -., 

o o 1 1 
7 ., 

La matriz que se encuentra al final de la segunda colum

~a, es la matriz identidad, en co~secuencia, por el teorema IV. S, 

la matriz que se encuentra al final de la tercera columna es la i~ 

versa de A. Por lo que: 

11 4 3 
T4 7 -7 

-. ·6 i 1 
A • T4 -., "7 

1 1 1 
T4 ., ., 
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··-·-------·--- ·---· 

Pode~os comprobar el resultado efectuando el producto: 

11 4 3 o T4 7 -., 2 2 o o 

A -• A• 6 1 1 
T4 -., "7 -2 o o •1 

1 1 1 
-1 T4 ., ., S o o 

En ocasiones, en lugar de hacer una tabla como la del -

ejemplo anterior, se trabaja con un arreglo que contiene a la matriz 

A en el lado izquierdo Y a la matriz 1 en el lado derecho. Se --

efect6an las mismas transformaciones en ambas matrices, hasta que 

se obtenga la matriz 1 en el lado izquierdo. 

ta en el lado derecho es A- 1
• 

En forma esquemática: 

+ 

La matriz que resu! 

[ 1 



1\'. 4 • SUi.A DE MATRICES. 

.'DC>finici6p. 

1 Sean A•(aijl y B•(bij) dos r.1atrices del mismo orden mxn. 

\ La adici6n o suma A+B de dichas matrices es una nueva matriz - - -

c~(c¡j) de arPen mxn tal que 

cij .. aij+bij 

Es decir, los elementos de la matriz C son las sumas de 

los elementos correspondientes de A y B. 

Eje~plo IV. 14. 

Dadas las matrices 

A• [ ~ :] B• [·: -~1 C·[~ :~ ~] D• ~ -~] 
-1 3 1 2J -1 o 1 ~ 1 

a) Obtener A+B 

b) Obtener C•D 

Solución 

a) [; ~] l~ -3J r-4 7-~] . [~ ~ A .. B .. • 1 • 0+2 4•1 

2 - 1 ... 1 3+2 

b) No puede efectuarse la suma C+D dado que las matrices no son -

del mismo orden, en estos casos se dice que las matrices no son con 

for~ables para la suma. 

PropiedadeS de ia Sümá de rr.8tiices. 

El estudiante puede demostrar las siguientes propiedades. 

Sean A, By C tres matrices del mismo orden (cxn), se cu~ 

-·-··-··- ... ----------·-----. ·-----

ple siempre que: 

1.; (A+B)+C•A•(B•C) la suma es asociativa 

2.- A•B B•A la suma·es conmutativa 

3.- Existe una ~atriz O•(cij) (donde cij•O ~ i, j) de 

orden mxn, a la que llamaremos matriz nula, tal que 

A+O•O+A=A 

4.- Para toda matriz A•(aij) de orden mxn, existe una -

matriz a la que llamaremos sim~trica de A y representaremos con -

-A, tal que 

A+(-A)•(-A)+A•O 

(fici~mente se puede comprobar que la simétrica de A•(aij) es 

·A•(·a .. ) 
lJ 

De la definici6n de suma y las propiedades anteriores, 

vemos que el conjunto de las matrices del mismo orden fQiman un -

grupo abe 1 i ano. 

Un caso particular, es el de las matrices cuadradas de 

orden n. El conjunto (M) de estas matrices, con las operaci~ 

nes de suma y producto, forma un anillo con unidad (no conmutati 

vo), ya que, 

YA, B, C E (M) se cumple siempre que: 

1) A + B < (M) 

A B < (M) 

2) (A+B)+C• A•(B+C) 

(AB)C• A(BC) 

3) 3 o < (M) tal que A•O• O•A•A 

3 In< (M) tal que A In•In A•A 
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4) 

S) 

6) 

'f A E (M), 3 -A E (M) tal que A•(-A)• -A•A •O 

A+B • B+A 

A(B+C) • AB+AC y (B+C)A • BA + CA 

Las propiedades 1 a S, se han tratado ya para el caso ge-

neral de catrices de orden cxn. La propiedad distributiva (6) la 

demostraremos a continuación. 

Demostración. 

Sean.A•(aij), B•(bij) y C•(cij) tres matrices cuales

quiera de orden n. 

De la definición de suma 

B+C• (b- .+c.j) 
1) 1 

De la definici6n de producto 

A(B+C)•(•ij)(bij+cij) 

n 
A(B+C)• r aij(bi¡_+cij) 

j •1 

Como la multiplicación es distributiva sobre la suma en 

e y por las propiedades de la suma 

n 
A(B•C)• r 

j •1 

n 
&· -b· ·•I 

1) 1) j•1 

De la definici6n de producto: A(B+C) • AB+AC-

La segunda parte se demuestra en forma análoga. 

La propiedad distributiva del producto sobre la suma de -

matrice~, tanto por la itquierda como por la derecha, puede gene

ralizarse (referencia 3 pág. 2é) de la siguiente forma: 

A(B+C)•AB+AC y (B+C)A•BA+CA 

siempre y cuando las operaciones indicadas puedan ser efectuadas. 
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Definiremos la resta o sustracci6n de matrices, a partir 

de la suma, como 

A-B•A•(-B) 

lo cual equivale simplemente a restar de los elementos de A, los ~ 

correspondientes de B. Resulta claro segün la definici6n que, pa

ra que dos matrices sean conformables para la rest~ de~en serlo p~ 

ra la suma. 

a) 

b) 

Ejeraplo ¡y_ 15. 

Para las matrices 

-3] [4 4] [2 4] ~ B• -i -~ C• 
-1 3 -1 1 i 

Obtener A-B 

Obtener A-C 

Solución 

a) l4+3i 
A-B• S+i 

-3 

b) A-C no puede efectuarse. 

Producto por un escalar. 

Definici6n. 

Sean: A•(a· .) una matriz de orden mxn y aE C un escalar. 
1) 

El producto a por A, que representaremos mediante aA, es 

matriz 



., 

Ejemplo IV. 16. 

Sean a•3i y A• [; J 
el producto ~ es la matriz 

·3i J 
9i 

-3+6i 

El estudiante puede fácilmente demostrar que esta opera

ción tiene las siguientes propiedades. 

Sean A y B dos matrices del mismo orden y a,B dos n6me-

ros co:nplejos, se cumple sier.~pre que: 

1 o. (a+S)A•aA+SA 

2.· a(A+B)•aA+aB 

3.· a(SA)•(aB)A 

4.- 1·A•A 

Transpuesta de una matriz. 

Definición. 

Sea la matriz A de orden mxn. Lla!Uaremos "transpuesta 

de A" y la representaremos mediante l a la matriz de orden nxm 

cuyos renglones son las columnas de A y cuyas columnas son los -

renglones de A. 

_es decir: 

si A• (a .. ) 
1) 

entonces 

Se puede demostrar (referencia 3 pag. "33) que 

(AB)" • BT AT 

Ejemplo IV. 17 o 

Sean A• [~ ~] 7 

obtener (AB) T y ~TATo 

Solución 

AB• [~ ~] [: :] 
~: 

S 
(AB)T • 

10 

BT AT- [: :] [: 
comprueba que (AB).,. •B.,. A.,. 

Ecuaciones matriciales. 

Ejemplo IV. 18. 

Dadas las matrices 

A- r1 
-

31 
Lo -1J ro • 1J B• 3 2 

·S 4 

obtener una matriz x tal que 

Ax - BT. e + Dx 

Soluci6n 

B• [: :] 

. n 1 o] 
10 

o 

~ 
o 

·1J • [ S 
S :] se 

S 2 10 10 

e·[: :: .:] D• [: 

En este caso tenemos una ecuación cr.tre matrices. donde 

la inc6gnita es la ~atriz x. Este tipo de ecuaciones pueden re-

solverse empleando las propiedades de las operaciones que hemos -

definido, siempre y cuando la ecuaci6n haya sido planteada corres 
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Para el caso que nos ocupa, x debe ser tal que 

Ax~BT •C+Dx 

sumando en ambos miembros 

~Dx+(Ax-BT )•~Dx+(C+Dx) 

-Dx• (Ax-B") •-Dx+(Dx•C) 

-Dx+Ax~B~• (-Dx+Dx)+C 

-Dx+Ax-B"" • O+C 

~Dx+Ax-BT•C 

• -Dx+Ax-+O•C .... B 

-Dx•Ax•C•e'T 

~Dx: 

l. suma es con~utativa. 

' !La suma es asociativa. 

-Dx es el inverso para la suma de 

Dx. 

La matriz nula es el id~ntico pa-

ra la suma. 

Sumando en ambos miembros BT. 

La suma es asociativa. 

-BT es el inverso para la suma de 

¡s'. 
La matriz nula es el idéntico pa-

ra la suma. 

La multiplicaci6n es diStributiva 

sobre la suma. 

(-D+A)-
1

((-D•A)x)•(-D+A)- 1 (C+BT Suponiendo que existe (-D+A)- 1 pre 

ultiplicamos ambos miembros por 

dicha matriz. 

((-D•A)-
1

(-D•A))x•(-D•A)- 1 (C•BTjPor asociatividad del producto. 

1 2 ~·(-D•A)" 1 (C•B') jPor la definici6n de matriz inver

sa. Finalmente, como 1~ es el idéntico para el producto y por la 

conmutatividad de la suma 
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Lo que hemOs hecho es despejar la inc6gnita x de la ecua-

ci6n matricial, justificando los pasos de dicho despeje. Pueden 

omitirse estas justificaciones y algunos pasos que se c~nSideren --

obvios, con el .objeto de hacer ·mas corto el proceso. 

Sin embargo, el estudiante debe tener cuidado al despejar 

una inc6gnita de una ecuación matricial, ya que existen diferencias 

entre las propiedades de las op~raciones con matrices y con nfimeros 

reales. 

si6n: 

[: 
-1 

.2 o 

Efectuemos las operaciones indicadas en la última expre-

[2 -1 4] [o 3 -s] [2 _2
1 

-1] 
o -3 -3 • - 1 2 4 - -1 1 

r1 -3] [3 --2] . [-2 -:] 
Lo -1 o 1 o • "' 

Veamos si efectivamente existe (A-D)- 1
: 

:] . [-: -1 

-~} [: 
1 ·- 1 

-~] [: 
o 1 z',. -! ' -

o o o 

(A-D)- 1
• r-: -tJ 

1 [ -: _:] - 4 

Por lo que¡ la in~6gnita x puede obtenerse como: 

x• (A-D)- 1 (C•B') • 

. i t: -: _:] 
1 
4 [2 1] [l 

o -2 -1 

Finalmente, la matriz pedida es 

2 

-1 

.-

-tJ 

\ 



X• 

La principal diferencia entre las matrices y los nGmeros 

reales es que, mientras que podemos sumar o multiplicar dos núrne--

ros cualesquiera, no siempre podemos hacerlo con las ~atrices. S~ 

poniendo que pueden efectuarse las operaciones indicadas, enlista-

mas a continuación las principales diferencias entre las propieda-

des de las operaciones con números y con matrices: 

1) La multiplicación de números es conmutativa; la rnultiplicaci6n 

de matrices no lo es. 

2) Si d~finimos A2 •AA, el desarrollo matricial (A+B) 2 •A 2 +2AB•B 2 

es en general falso (como consecuen_cia de 1). 

rrecto es (A+B) 2 •A 2 •AB+BA+B 2
• 

El desarrollo ca-

3) El producto de dos números diferentes de cero nunca es cero, 

pero el producto de dos matrices diferentes de la matriz nula -

puede ser igual a cero (la matriz nula). 

Por ejemplo, si 

A• [~ J y B•[ 1 -2] 
-1 2 

se tiene que AB•O 

4) La ley cancelativa para el producto se verifica en los nfimeros, 

pero no en las rnaLrices. 

Esto es, si a, b ( R y a;o 

(ab • ac) ~ (b•c) 

pero en las matrices 

(AB • AC) =;zó> (B•C) 

Por ejemplo, con las matrices A y B del ejemplo anterior 

tenemos que 

AB • AO pero B;o, por lo que no podemos cancelar A. 

Nota_ Aunque (AB•AC) ~ (B•C), sr se cumple que 

(B•C) ===> (AB•AC) ~ A-

AOtes de pasar a la sección siguiente, es conveniente acla 

rar que aunque-hemos definido matriz como un arreglo de números 

(reales o complejos), el concepto de matriz puede generalizarse co-

mo "un arreglo de números, funciones u operadores". En el sigui!_n 

te capitulo s en cursos posteriores se verá la utilidad de dicha • 

extensión. 
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IV. S. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES. 

Como vimos al inicio de la secci6n IV. 3, podemos repre

sentar el sistema 

20x 1 +100x 2 +40x 1 •400}· 
•.• ( 4) 

Ox + x · x • O 
1 ' • 

mediante la expresión matricial 

AX • o 
A esta ecuaci6n matTicial, donde X es la matriz inc6gni 

ta o indeterminada, se le conoce como "forma matricial del siste· 

ma de ecuaciones (4)". 

La matriz 

100 
40] 
-1 

recibe el nombre de "matriz de coeficientes del sistema", y a las 

. matrices 

[::] y 

se les llama "vector de incógnitas" y "vector de términos indepe!!. 

dientes" respectivamente. 

En general, la forma matricial del sistema 

IV·S4f55 

donde l: 

·-~- ---------·--· 

de coeficientes esl la matriz. de mxn! 
'· 

a a 
z l 2 2 a,n 

a a m, ma amn 

el vector de inc6gnitas es la matriz de nx1: 

x• 

x, 
x, 

y el vector de t~rminos indepen~ientes es la matriz de mx1: 

Es claro que resolver la ecuaci6n matric1al Ai•D es 

equivalente a resolver el sistema, por lo que una soluci6n de dicho 

sistema serl una matriz columna de n renglones 

·- (ki E C) 

tal que 

Definiremos una matriz m~s para el sistema, a la que lla· 

maremos "matriz ampliada11 del sistema. la cual juega un;..p,apel impo! 

tante en el estudio te6rico de los sistemas de ecuaciones. 



Definición. 

La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones, que repr~ 

sentare::1.os con 

~~ auraentar. a la 

pendientes. 

(A, O), es la matriz' de orden mx(n+l) que resulta de 

matriz de coeficientes, el vector de términos inde-

Entonce~, la matriz ampliada del sistema es: 

(A ,b) • 

a 
11 

a a z 1 z 2 

Sistemas incompatibles. 

Si analizamos el sistema 

x +x +x •6 
1 ~ 1 

x1 +2x 2 -x,•1 

vemos que las ecuaciones la. y 3a. no pueden satisfacerse simultl· 

neamente, ya que no existen tres números x
1

, x
2

, x
1 

cuya suma sea 

igual a 6 y -5 a la vez. El sistema es entonces incompatible. 

Veamos que sucede con los rangos de las matrices 

[: 
1 

-:] (A,b)·~ 1 

-~] A• 2 y 2 -1 

1 

Al efectuar sol&mente transformaciones por rentl6n, es • 

posible determinar a la vez los rangos de las matrices A y (A. 0) 
\ operarido sobre la matri: ampliada, la cual contiene a la matriz A. 

Trarisformaremos entonces en una matriz escalón el si--

guiente arreglo. 

y 

1 

2 

(A, 

-1 

6 

i 
-5 

+ [: 

- o 

.1 

2 
o 

1 : 6] 
-1 ; 1 + 

o :-11 

De la filtima matriz Vemos que 

R (A) • 2 

R(A, o) • 3 

[~ 1 

o 
-2 
o 

es decir R(A) < R(A, 0), ~ue es una característica de todos los -

sistemas incor.patibles. 

Sabemos que el sistema es incompatible porque las ecuacio 

nes la. y la. no admiten solución simultánea. 

de la incompatibilidad de dicho sistema: 

Daremos otra prueba 

La 6ltima matriz 

representa el siguiente sistema equivalente 

Ox 1 +x 2 -2x 1 • -S 

Ox 1 +0x 2 +0x 1 •1 

donde vemos que no existen valores para x 1 , x 1 , x 1 que satisfagan 

la la. ecuaci6n. Esto implica que el sistema equivalente no tie-

ne soluci6n y en consecuencia el sistema original tampoco. 

Conviene hacer 1~ siguiente observaci6n. 

El rango de la matriz ~pliada de un sistema de ecuacio 

nes lineales, es igual al rango de la matriz de coeficientes o ma: 

oren una unidad. por lo que: 

R(A) 5 R(A, b) 
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En efecto, seA un sistema de m ecuaciones con n inc6gni-

us 

a x +a x + a J 1 a :a a 

+a x •b 
1n n 1 

•aanxn·b:a 

. . . . . . . . . . . . . 
• • • • ( 11) 

cuya matriz de coeficientes es: 

¡: .. a., . .. ] 
A• a 

.::n. 
. . . . ( 12) " " 

a a 
m• ,., mn 

y cuya matriz ampliada es: 

¡· .. a a,n 

::] '"' 
.. 

¡A,oJ· > a a,n " 
a amn bm m• m, 

Sea el rango de la rratriz de coeficientes 

tuando en (A, oJ las mismas transformaciones que se 

R(A)•r. E.fec-

efectúan para 

llevar la matriz A a su forma escalonada. obtendremos la matriz: 

.... : .... { r~ 
c., c,r cl'T+t c,n d, 

e,. en ca'r+1 c,n d, 
... 

l: 
o CTT cr'r•1 crn dr 

o o o o dr+¡ 
: 

o o o o dm 

continuando con el proceso. hasta transformar esta matriz en una ma 

triz escalonada obtendremos: 
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de donde R(A,o) • r+1 • R(A)+1 

Entonces R(A) < R(A, O). 

Por tanto, hemos demostrado que R(A) s. R(A, 'S). 

Teorema IV. 6. 

Si en un sistema de ecuaciones lineales 

R(A) < R(A,D) 

entonces el sistema es incompatible. 



·-- ---·-·-------------------------

Demostración 

Si R(A) < R(A, D). la matriz ampliada del sistema (11) 

puede transform3rse en la matriz (15). 

ésimo renglón representa la ecuación 

de un sistema equivalente. 

En esta altima, el r+l 

Obviamente, esta ecuación no se satisface para ningún con 

junto de valores x
1

, X
2

, ••• , x0 , por lo que el sistema es incompa

tible. 

lución 

calonada 

lonada 

Ejemplo IV. 19. 

Investigue si el siguiente sistema de ecuaciones tiene s~ 

2x
1
+3x 2 +Sx 1 • 2 

6x +9x +lSx • 
1 ' 1 

TransÍormemos la matriz de coeficientes en una matriz es-

R(A)•1 

Transformemos ahora la matriz ampliada en una matriz. eSC,! 

[: 
3 S 

:] ~ 
3 5 :] [: 

3 5 

.:] '[ '[ '[ '[ 

• • 
9 1 5 9 1 5 o o 

. [: 3 S 

:J 
'[ '[ 

o o 

R(A,b)• 2 

Como R(A) < R(A,D), el sistema no tiene soluci6n. 

Obsérvese que se hubiera llegado a la .misma conclusi6n -

de haber trabajado directamente con la matriz ampliada. 

Sistemas compatibles determinados. 

Analicemos primeramente el caso particular de los siste· 

mas de n ecuaciones con n incógnitas, en los cuales la matriz de -

coeficientes es de rango n. 

Un sistema de n ecuaciones con n incógnitas tiene la foL 

m a 

a" x, 

XI 

+ + 

+ + 

·, 

• b 
1 

En este caso, la matriz de coeficientes es la matrit cua-

drada de orden n 

a a ¡n 11 

a a ,n 
A• " 

an, ann 

y si además R(A)•n, por el teorema IV. 4 existe su inversa A-l 

El sistema puede escribirse como 

Ax•o 
Precultiplicando ambos miembros por A- 1 
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A- 1 (Ax) • A- • ¡; 

(A- 1A)x• A->¡; 

IX• A->¡; 

X• A- •¡; 

Entonces, la m~triz columna x que satisface la ecuación 

AX·D puede ser obtenida con s6lo efectuar el producto A. 1 D. 

Puesto que el producto A- 10 define una 6nica solución x, 

podemos concluir que 

Un sistema den ecuaciones lineales con n incógnitas, 

tal que la matriz de coeficientes tiene rango n, es compatible d~ 

terminado y su solución puede obtenerse como: 

Soluci6n 

X•A - 10 

Ejemplo IV. 20. 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones 

3x,·S+2x 2 •-x
1 

2x 1 +4x 1 ., 11+x
2 

Ordenando el sistema tenemos 

x 1 +2x 2 +3x 1 •5 

2x,-x 1 +4x 1 •11 

que en forma matricial puede expresarse como: 

AX • ¡; 

¡;. 
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Investiguemos si existe la inversa de A: 

de donde 

o sea 

o 
o 

I 

o 
1 

o 
1 

3 1 o 
2 1 2 1 
"S" 1 "S" --s-

I 

7 1 2 1 
"S" ; 'S" -., 

3 

-2 -2 

o 

2 

o 

o 

o 
l : 1 o 2 1 2 1 
"S" : "S" --s-

I 2 1 11..,-.., 
1 

En este paso, vemos que R(A)•3, por lo que existe A -. 
Continuando con el proceso 

2 3 

o 

o 

Entonces 

2 : :] "1 -.., -.., + 

2 1 5 
1 "1 -.., "1 

S 
"1 

1 -.., 
1 -.., 

11 --.., 
2 -.., 
S 
"1 

o 

o 

1 ·-.., 

z o 

o 

o - 1 

3 

-2 

-z 

1 3 -15 
"1 "1 ....., 

2 1 2 
"1 -.., -.., + o 
2 1 5 
"1 -.., "1 o 

-5 11 

2 

-5 

En consecuencia, la soluci6n es x·A- 1 ~ 

t:]·-} [-~ -5 1~][1~)·-}[-~]-[-:] t.. -2 -5 3 -14 2 

o 

o 

A-> '_...:.;.._ __ _ 
' 3 5 -11 o : -.., "1 ....., 

o 2 1 z 
"1 -.., -.., 

1 
1 2 1 5 

"1 -.., "1 

Veamos ahora cuales son los rangos de A y A,D píia el sis 
~ 

tema del ejemplo anterior: 



·- --------·--

A 

+ 

2 3 

-5 -2 
-1 

-1!] + [i 
2 . 3 

1 -1 

o 
De la ~ltima matriz vemos que 

R(A) •3 

1\(A,oJ·3 

es decir R(A)•R(A,O) 

Además, R(A)•R(A,D)•n, que es una caracteristica de los 

sistemas compatibles determinados. 

Teorema _ IV. 7. 

Si en un sistema de m ecuaciones lineales con n inc6gni-

tas 

R(A)•R(A,o)•n 

entonces el sistema es compatible determinado. 

Demostraci6n. 

Si R(A)•R(A, O)•n, la matrit ampliada del sistema (11) 

puede transformarse en la matriz 

n o 1 

renglones 

o o 
o o o 

o. o o o 

que representa al sistema equivalente 

X +e X + 
1 1 2 J 

.x,• 
.+ e x !"'d tn n 1 

+ cznxn•da 

X •d n n 

ya que las ecuaciones representadas por los renglones n+l, ••• ,m 

son todas de la forma 

Ox
1
+0x

2
+ ••• ~ Oxn•O 

y se satisfacen para cualquier conjunto de valores x
1

, x
2

, ••• , xn. 

El sistema equivalente tiene n ecuaciones con n inc6gni

tas, y el rango de su matriz ~e coeficientes es también n, por lo 

que es compatible determinado. 

Ejemplo IV. 21. 

Resolver el sistema 

Soluci6n 

·Calculemos los rangos de A Y 

[: -:l [: -~ l [: 
[ 

2' ] [ 2 ] 

1 ;: 2 1 ; 2 
1 

' 3 3 +01•1""•0 I" 

o -i \-1 o o o 
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vemos Que R(A)•R(APD)•n•2, por lo que el sistema es compatlb~~ de 

teminat:!o. 

Res~lviendo el sistema equivalente 

2 
x,-~o'3:;: 1 • 2 

3 
x~· ! 

obtenecos la soluci6n 

8 
7t• ! 

Sistemas compatibles indet~r~inados. 

Volvamo::; n•Jevsmente al sistema 

400} o ..... (4) 

para el que, al inicio del capítulo, dimos las soluciones 

a) x
1
•6, x

1
•2, X •2 • 

y b) x
1
•13, x 2 •1, x 1 •1 

Veamos ahora cuales son los rar.gos do A y (A, o) 
DiviCiendo entre 20 el pri=er rer.gl6r. Ge !a ~atriz am· 

pliada 

100 40 
-1 

En consecuencia 

R(A) •k(A,o) •2 

si en el sist~~~ ~~civalente 
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x
1
+!;x

2
+2x

1
• 20 

x 2 - x 1 • O 

2 

-1 

damos a x
1 

el valor de x
1
•2, tendremos 

X +Sx +4 • 20 
1 • 

x
2

-2 • O 

De la segunda ecuaci6n 

X • 2 • 
y, sustituyendo en la primera ecuaci6n 

X • 6 
1 

con lo que hemos obtenido la soluci6n a). 

Si en el sistema equivalente hacemos ahora X¡•1, obtene• 

mes la soluci6n b). 

En general, haciendo ·x,•k (una constante arbitraria) en 

el. sistema equivalente, obtenemos 

x
1
•Sx

1
+2k•20 

X - k• 0 • 
De la se~unda ecuaci6n 

X • k • 
y, sustituyendo en la primera 

x
1

+Sl+2k•ZO ==> x 1 •Z0~7k 

con lo que podemos dejar la soluci6n en funci6n de k como 

x 1 • 20-71:} 
X • k • 
X • k • 

• • • • • ( 16) 

A la expresión (16) le llamaremos soluci6n grneral del -

sistema (4), ya que, para cualquier valor de k, los valores de x
1

, 

x 2 , x 1 dados por dicha expresión constit~yen una solución del sis

tema. 

Recordemos que el sistema (4} noS-representa el·problema 



de encontrar el nCmcro (x 1 , x2 , x1 } de objetos de diferentes tipos 

tringida a valores enteros no negtitivos (O, 1, 2 ••• j cie üichas i~ 

c6gnitas.. Entonces, de (16), es f~cil ob$ervar que };; puede tomar 

t'inicaf.l~nte lc.s v1.lores O, 1 y 2 _(k 2'3 harfa x
1 

negativo). 

Tc;¡emos por tar.to ü.O sj stema indeterminado con tres sol u 

e iones (para k•O, 1, 2). 

Sin embargo, si consideramos un problema en el que las -

incógnitas ~ 1 , x
2 

y x, pueden tomar cualquier valor, tendremos un 

sistema indeterminado con un nfimero infinito de soluciones (una p~ 

ra cada valor real de k). 

Considerando nuevamente los rangos de A y (A, O) y el n~ 

mero de inc6gnitas n, vemos que, para el sistema del ejemplo ante-

rior 

R(A)• R(A, o) < n 

que es una característica de los siste~as compatibles indetermina-

dos. 

Teorema IV. 8 

Si en un sistema de m ecuaciones lineales con n inc6gnitas 

1 R(A)•R(A, c)•r 

l<nton~:s e: .::tema es compatible indeterminado 

Demostraci6n 

Si R(A)•R(A, c)•r y r < n 

la matriz ampliada del sistema (11) puede reducirse a la forma (14), 

donde e•O. 

Los pri~eros r renglones de dicha matriz son tales que su 

primer elemento di~tinto de cero e~ igual a ono y el nGmero de ce-

ros antcrio~es a dicho elemento au~~nta de renglón a renglón. 

Si llamamos ~ 1 , ~ 1 , ••• , ~ralas inc6gnita' cuyos coef! 

cientes sün los elementos mencionados, podemos ordenar el sistema 

equivalente en la forma 

1 1"'P1a 1
1 + ...... 

z,• ••• + 

z •d ·p 1 - ·p z r T r,r+¡ r•1 • · • rn n 
Si asignamos valores arbitrarios a las incógnitas z.r•l' 

zr+
2

, ••• , z.n trasladadas a los segundos miembros, el sistema es • 

compatible determin&do en las inc6gnitas z. , z , ••• , z.T. 
l 2 

Ahora bien, como a z.T!J' z.r•a•···•'n podemos asignarles 

un número infinito de valores arbitrarios, el sistema además de -

ser compatible es indeterminado. 

Solución. 

Ejemplo IV. 22 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 

x 1 +x 2 •x,-2x--x1 • 1 

3x 1+3x 2 -x 1 •x-•4x1 • 4 

x 1 +x 2 •Sx 1 -9x--sx,• o 

Calculamos primero los rangos de A y (A, D) 

1 1 

3 -1 

5 

'2 
1 

-9 
-:.:]·[~ 
-8 : o o 

1 

o -4 

o 4 

-2 
7 

-7 

-1 : 1] 
7 ' 1 

-7 '-1 
1 
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.. 

o -4 

o o 

·2 

7 

o 

·2 

7 
•• 

o o 

-' : '] 7 ' 1 . .... 
' o ' o 
' 

Como R(A)•R(A, D)•Z•r el sistema es compatible4 

Como r < n. (2 < S), el sistema es indeterminado. 

Tenemos ahora el sistema equivalente 

x 1 +x~•x 1 ·2x,·x5 • 

7 7 1 
x,-4 x~- 4 x5 • -¡ 

Las dos inc6gnitas que dejamos en el sistema equivalente 

son x
1 

y x
1

, ya que sus coeficientes son los primeros elementos ~is 

tintos de cero en los renglones de la Gltima matriz. En consecue~ 

cia, trasladamos las tres inc6gnitas restantes a los segundos miem-

bros de las ecuaciones. 

Asignando a x
1

, x~, x
1 

los valores x
2
•k

1
.x-·k

1 
y x

1
•k

1 
t~ 

nemas el sistema 

x
1

+x
1
•1-k

1
+2k

2
+k

1 

1 7 7 x,. -4 + 4 lc:2 + 4 k, 

Sustituyendo x
1 

en la primera ecusci6n obtenemos final-

mente 

x2•lc¡ 

x,•t (·1+7k2 +7k 1 ) 

que es la soluci6n general del sistema. 

Si por ejemplo hacemos 
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obtenemos la soluci6n particular. 

1 3 
x 1 ·!· x 2 •1, x,·'!· x~·1 x 1 •0 

Otra soluci6n particular seria 

S 1 
x 1 ·~· x2•0, x,• ·i' x,•O, x1 •0 

que se obtuvo para los valores 

k 1 •kz.•k 1 •D 

Los resultados obtenidos en esta secci6n1 pueden resumirse 

en el siguiente cuadro 

Sistemas de ecu!. { 
cienes lineales 

AX • 'S 

Compatibles 
R(A)•R(A,O)•r 

Incompatibles 
R(A)<R(A,o) 

{ Determinados 
r•n 

Indeterminados 
r < n 

.Las condiciones que aparecen en el cuadro,fueron enuncla· 

das en los teoremas IV. 6, IV. 7 y IV. 8 como condiciones suficien· 

tes. No es difícil probar que dichas condiciones son también nece 

sarias. 

De los ejemplcs utilizados en el desarrollo de esta secci6n, 

se ve que un proceso conveniente para obtener soluciones de sistemas 

de ecuaciones lineales es el siguiente: 

1) Se obtienen los rangos de A y (A, D) trabajando directamente • 

con la matriz ampliada. 

2) Se clasifica el sistema en basL al cuadro anterior. 

3) De ser compatible, se trabaja con el sistema equivalente repre 

sentado por la matriz escalonada que_se obtuVo al-calcular los 
".,y_ 

rangos. L· 

4) 
~:;: ·~ 

Se trasladan n-r incógnitas a los segundos miembros de las 



5) 

ecuaciones, de tal forma que se obtenga un sistema compatible 

determinado en r inc6gnitas. 

Se resuelve el sistema obtenido en 4 por cualquier método .. (t!.,! 

triz inversa, sustitución, etc.) 

Ejenplo IV. 23. 

Resolver el siguiente sistema 

•4x 1 +x 2 ·4x 1 a1Qx~•22x 5 +4x,• ·9 

x 1 +2x 1 +4X~ • Sx
5

• x,· 2 

·2x 1 +2x 2 +4x 1 +Sx~+13x 5 +4x,•-3 

3x1 a2x 2 ·2x.•3x.-21x1 +3x,• 15 

Sx 1 

x1 -x1 -2x.-x.·6x 1 •x,•2 

obtengamos los rangos: 

-4 

1 

-2 

3 

5 

o 
o 
o 
o 
o 

1 

o 
2 

-2 

o 
-1 

·o 
1 

2 

-2 
o 

-1 

-4 

2 

4 
-2 

10 

<2 

2 

4 

8 
-8 

o 
-4 

-10 
4 

5 

3 

22 

-5 

13 

-21 

4 -9 

-1 2 

4 1 -3 

3 15 

-4 

-2 
+ 

20 -25 -5 10 
2 

3 

5 

-1 

4 

6 

13 

-9 

o 
-5 

-6 

-5 
2 

3 

-6 

o 
-1 

-1 

o 
2 

6 

o 
2 

2 
-1 o 

o 
g o 
o o 
o o 
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-5 
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13 
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-6 

-5 
2 
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-1 
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4 

3 

-5 
1 

-1 

o 
2 

6 

2 

o 

2 
1 -9 

-3 

15 

10 
2 

2 

-1 

1 

9 

o 
o 

+ 

+ 

1 o 2 

o 4 

o o o 
o o o 
o o o 
o o o 

4 

6 

3 

o 

o 2 4 

o 1 4 6 

o o o 1 

o o o o 
o o o o 
o o o o 

-5 

2 

-1 

-2 

o 

-5 
2 

-1 

1 

o 
o 

-1 : 2 

o 1 ·1 
1 

2 1 3 
1 + 

6 1 7 

2 1
- 1 

' o ' o 
1 

1 
-1 1 2 
o 1-1 

2 1 3 
1 

o 1-2 
1 o 1 o 

o : o 

1 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
1 

o 
o 
o 
o 

2 

4 

o 
o 
o 
o 

4 

6 

1 

o 
o 
o 

-s 
2 

-1 

1 

2 

o 

De esta matriz podemos observar que 

. 
-1 1 2 

1 o 1 -1 

2 1 3 
1 

o 1 -2 
1 o 1 -4 

o 1 o 

R(A)•R(A,D)•4 (sistema compatible), 

Tenemos entonces r•4 

+ 

y n•6 (número de inc6gnitas), por lo que 

el. sistema en cuestión es compatible indeterminado. 

El sistema equivalente que Tepresenta la filtima matriz es: 

x 5 •-2 

Como se dijo anteriormente, debemos despejar n-r•2 inc6& 

nitas, dejando del lado izquierdo aquellas cuyo coeficiente es el 

primer uno de cada rengl6n de la matriz escalonada (x
1

, x
2

, x~, x
1
): 

x 1 +4x.-Sx
5
•2-2x

1
•x, 

x
2
+6x.•2x

1
•-1-4x

1 

x.- x
1

• 3-2x 6 

X 
1

• -2 
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Dando valores arbitrarios a x
1 

y x
1

; 

x1 •k 1 

x 1 •k 2 

obteneQOS el sistema 

donde 

•4x-·Sx 1 •2-Zk 1 +k 2 

x 2 +6x.•2x 1•·1·4k
1 

x.· x 1 •3·Zk 1 

x,·-2 

Est~ sistema es de la forma 

[~ o : -~~ - ¡:1: 
O O 1 -1 x• x 

O O O 1 ..X• _x: xt 
y podemos Tesolverlo utilizando la matriz inversa de A, como 

X•A. 15" 

Como es flcil verificar: 

'- '. [l ; :¡ ll 
Por tanto 

IV-74[15 

o 
1 

o 
o 

-4 

-6 

o 

finalmente 

[ 

2-ZI<.,•k, ·4(3-2k,J-2] 
-1-0:,-6(3-2k,)-8(-2) 

3-21:,-2 
-2 

Entonces, la soluci6n general del sistema original es: 

x1 •-12·21t
1
•9k

2 

x 2 •·3·4k
1 

+12k
2 

x 1 •k
1 

x.•t·Zk1 

x1 •-2 

x,•k 1 

Ejemplo IV. 24. 

Sea el sistema x+y•z•6 

x-Zz •-4 

3x+Zy•8 
Sx+Zy•Szc.O 

¿Qu~ valores puede tomar S para que la soluciOn del sistema sea dni 

ca! Dando a S uno de esos valores resu~lvase el sist~ma. 

Solución. 

La solución del sistema es 6nica para aquellos_valores de 

S que hagan R(A)•R(A,O)•n 

Reduciendo la matriz ampliada a su forma escalonada:. 



: 61 1 1 1 • 6 1 
' 6 

o -z ' -4 -1 -l :-10 o 1 3 ' 1 o ' ' ' + 
i + ¡ o ' 8 -1 -3 -10 o o o ' o [~ ¡ 6 : oj 

[j 
-3 

. ] [ 
-5+6:-30 o -3 

. ] 
-S•B :-30 

fi 
. 1 ¡¡ ' : ll ' 6 
: 1 o ' 3 1 3 •1 o 

+ e o : o o 4+ S: O 
lo o <• ¡; ' o a o ' o ~ ' ~ 1 

De lz fi1ti~a ma!riz vem~s que 

Si 4+8•0 1 R(A)•R(A,0)•2 (compatible indeterminado) 

Si 4+B;o, R(A)•R{A,Ú)•l (compatible determinado) 

por tanto, el sistema tiene s~luci6n única ~ 8 e R, s ~ -4. 

Si 8~-4, de la Oltima matri~ se tiene el sistema equivalente 

x•y•z•6 

y+3z•10 · 

(4+B):•O 

cuya solución es 

Sistemas homogéneos. 

A los sistemas de ecuaciones lineales de la forma ... XI •a11 

8 X +a 

" 1 " 
a x •a 

m1 a m:~ 

Se les llama 

x2 + + 8 xn. . o 1 n 

X + + a xn . o 
2 2 n . 

x2 + ••• + amn xn • O 

sistemas homogéneos. 

+ 

La representación matricial de un sistema homogéneo es 

Ai•O {dor.je O es la matriz nula de orden mxl) 

Estos sistemas son siempre compatibles puesto que admiten 

la solución 

· X 1 •x1 • ••• •xn •O 

llamada soluci6n t¡ivial. Adem~s. e11 un sistema homogéneo se ti!. 

ne siempTe que 

R(A)•R(A,Ii) 

puesto que agregando una columna de ceros no puede elevarse el ,ra~ 

gon de una matriz. 

Si R(A)•n, el sistema solo admite la soluci6n trivial ya 

que la solución Ue la ecuación 

Ai'"'O 

es x·A- 1 0•0. 

Si R_(A) < n, el sistema es indeterminado y admite otras -

soluciones además de la trivial, las cuales pueden obtenerse media!!_ 

te cualquiera de los procedimientos vistos anteriormente. 
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IV. 6. DETERm NANTES. 

cuya matriz de coeficientes es 

A· r·" : "] l8
u zz 

Para eliminar x
2 

por sustracción multipliquemos la prim~ 

ra ecuación por a 22 y la segunda por a
11

, con lo que r~sulta el •· 

sistema equivalente. 

8 t, 8 zzx1+ 8 Iz 8 zzx,•azzb¡ 

8 Iz 8 ztx~•a1z 8 z2xz•a1zbz 

rest"ando- la segunda ecuación de la primera 

(all 3zz- 8 tz 8z¡)xl•azzb1-altbz 

si a 11 aa:a-a 12 a:.! 1 ,f O 

btau- 8 Jzbz 
• • • • ( 1 8) 

En forma similar podemos obtener 

X • 
' 

a,lbZ-blaZI 

8 1 1 8 z z - 8 1 z 8 z 1 
•.•. ( 19) 

Sustituyendo en las ecuaciones (17), los valores de x
1 

y 

x2 . dados por las expresiones (18) y (19), puede comprobarse fácil-

mente que se trata de una solución. 

El comGn denominador de las expresiones {18) y (19) está 

expresado en términos de los elementos de la matri: A de coeficien 

tes. A este número se le conoce como determinante de la matriz A 

IV·78(l9 

y se le representa con det (A). Se dice que es un determinante 

de segundo orden, por ser la matriz de orden 2. 

Para designar al determinante de la matriz A se emplea 

la siguiente notación 

1
:11 :ul·a.tau-a·.aaat· .••• (20) 

a 1 2 a 

donde hemos reemplazado los paréntesis rectangulares por barras -

verticales para distinguir al determinante de la matriz. Es i!!!_ 

portante subrayar que, mientras que la matriz es un arreglo de n! 

meros, el determinante es un n6mero perfectamente definido por la 

matriz cuadrada. 

Por ejemplo 

1
-2 31 •(·2) (5)-(3)(-1)•-10•3•-7 
·1 S 

Los numeradores de las expresiones (18) y (19) tienen la 

misma forma que el denominador, o sea, también son determinantes -

de segundo orden . 

De acuerdo con la expresión (20) que define al determi

nante de segundo orden, podemos escribir 

~: ... , ., 
X • 

1 

1"" 
a,, 

a, Bza 

1::: ~: 1 
X> • ...!...!..! _ _...!...!. 

¡::: :::1 
El numerador de la primera expresi6n es el determi~ante 



---------------

de una matriz que se obtiene a partir de la matriz A, sustituyendo 

la columna de coeficientes de x 1 por el vector de términos indepe~ 

dientes. El numerador de la segunda expresión es el determinante 

de otra matriz, que se obtiene también a partir de A, reemplazando 

ahora la columna de coeficientes de x1 por el vector de términos -

independientes. 

A la regla sugerida por estas expresiones para resolver 

un sistema de ecuaciones se le conoce como regla de Cramer y obvi~ 

mente es aplicable siempre y cuando det (A) ~ O 

Consideremos ahora el sistema de 3 ecuaciones con 3 in· 

c6gnitas · 

allxl•a.ax:a.+al,x,•bl 

a21x 1 +a a :a.x a +a a ,x ,·b a 

a,,x 1 •a
12

x
2
•a 11x

1
•b

1 

cuya matriz de coeficientes es 

A• [::: 

a., ... 
a1l a, ... 

} . (21) 

Mediante un proceso similar al empleado para el sistema 

(17), encontramos que los valores de las inc6gnitas que satisfacen 

el sistema son 

X • 2 

x,• 

a,laaza,,•aaz 8 zsaaa•8 1s 8 za 8 •z-aa,8 zza,,-a,zatl 8 ss- 8 ta 8 zsast 

a
11

b
2
a

1 1
•a

11
a

21
b ,•b 

1
a

2 1
a

11
-a

1 1
b

2
a

11
-a

11
a

11
b 

1
-b 

1
a

21
a

1 1 

(22) 

(23) 

(24) 

Al coman denominador de las expresiones (22), (23) y (24) 

se le conoce como determinante de la matriz A y es un determinante 

de tercer orden. 

cer orden es; 

all 
a .. 
a,., 

Por ejeoplo 

1 o 
-4 S 

1 -2 

a,.\ 
a,. 
a .. 

-3 

2 

o 

La expresi6n que define al' determinante de ter-

• a,,azaa,,•aa:Bz,a,¡+B¡sat,a,t-a,,aa,Bt¡• 
-B 1 z& 11 a11 -B 11 a 2 ,a12 • (2S) 

•(1) (S).(O)+ (O) (2) (1)+ ( -3) ( -4) ( -2) · ( ·3) (S) (1)-

·(0)(·4)(0)-(1)(2)(·Z)•0+0·24+1S-0+4•-S 

De acuerdo con la expresión (ZS), p.odemos escribir la 5,2. 

lución del sistema como sigue 

b1 a., all 
b, a2;t ... 
b, a .. a., 

X • 1 
all a .. 

a"1 a., a .. a,. 
a .. a., a., 

all b1 ... 
a., b, a,. 
a,. b, ... 

x,• 
81. a .. . .. ... a, ... ... a, 2. a., 

a • 1 a., b1 
a,. ... b, 
a .. a,. b, 

x,• ... . .. . .. ... . .. • •• 
a,. a,. a,., 
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con lo que resulta 16gico tratar de generali1ar la regla de Cramer 

para el caso de un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. Sin 

embargo. requerimos de una definici6n para el determinante de or• 

den n. 

Definición de determinante. 

Queremos generalizar la definici6n de determinante para 

un n arbitrario, en base a las expre~iones (20) y (25) que definen 

a los determinantes de orden 2 y 3, respectivamente. 

Sin embargo, no es posible hacer esto del mismo modo (es 

decir, resolviendo en forma general un sistema de ecuaciones line~ 

les), pues a medida que aumenta n.los c~lculos se hacen más compll 

cados y, siendo n arbitrario, son prácticamente irrealizables. 

Estableceremos una ley general examinando l~s determina~ 

tes de segundo y tercer orden, y tomaremos esta como definici6n 

para el determinante de orden n. Antes, definiremos los concep-

tos de permutaci6n y clase de una permutación que necesitaremos p~ 

ra ello. 

Las permutaciones de los n números del conjunto {1,2,3, 

••• ,n} son las diferentes maneras en que pueden ser arreglados. 

Por ejemplo, las permutaciones de los números 1,2,3, son 

los arreglos 

1 • 

Z, 
3, 

1 • 
Z, 
3, 

3, 
3, 

Z, 
z, 
1 • 

1 • 

z 

3 

3 

z 
El conjunto de todas las permutaciones den nümeros, es-' 

ta formado por n! arreglos o permutaciones y se representa por Sn. 
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Llamaremos permutaci6n principal a aquella en la que los n6meros a 

aparecen en el orden natural. 

En el ejemplo anterior tenemos 3:•6 permul.~iones, donde 

la· permutaci6n principal es 1, 2 1 3. 

Consideremos una permutación arbitraria a 1 , a 2 , ••• , an 

de los números 1, 2, ••• , n. Diremos que dicha permutación es de 

clase par o impar según exista un número par o impar de inversio· 

nes en el orden natural, es decir; parejas (a
1

,ak) tales que a1 pr~ 

cede a ak en la permutación y ak<a1 • A la permutaci6n principal 

le asignaremos la clase par. 

Para las permutaciones del ejemplo tenemos que: 

1, 3, 2 es de clase impar ya que existe una pareja, la

pareja (3, 2), t~l que 3 precede a 2 en la permutación y 2<3. 

2, 3, 1 es de clase par ya que existen dos parejas, (2,1) 

y (3,1), tales que 2 precede a 1 y 1<2; 3 precede a 1 y 1<3 

3, 2, 1 es de clase impar ya que existen tres parejas, 

(3,2), (3,1) y (2,1), tales que 3 precede a 2 y 2<3¡ 3 precede a 1 

y 1<3; 2 precede a 1 y 1<2 • 

1, 2, 3 es de clase par (por definición). 

Procediendo en forma imlloga vemos que: 

Z, 1 • 3 es de clase impar. 

·. 3, 1 • z es de clase par. 

Recordando la expresión que define al determinante de Zo. 

orden 

observamos que: 



"-

-~ 

a) 

b) 

e) 

;t 

dl 

e) 

El determinante es la suma algebraica de dos (2!) productos. 

Cada producto tiene doS fictores. 

En cada producto h~y elementos de todos los renglones (y uno s~ 

lo de cada renglón). 

En cada producto hay elementos .de todas las columnas (y uno só

lo de cada columna). 

Si los elementos se escriben de tal manera que los primeros ín-

dices formen una permutaci6n principal, se antepone un signo+ 

al producto en que los segundos índices forman una permulaci6n de 

clase par y un signo - al producto en que los ser:··:...-=---

man una permutación de clase im~~----
Recordan~_,.. ~ • ~Apresi6n que define al determinante de --

3er. ("'-_:... _:---
~- ... a, . .. 

a,. a., a, ... a, a .. ••••• _(25) 

observamos que: 

a) El determinante es la suma algebraica de seis (3!) productos. 

b) Cada producto tiene 3 factores 

e) En cada producto hay el~mentos de todos los renglones (y uno s6 

lo de cada renglón). 

d) En cada producto hay elementos de todas las columnas (y uno s6lo 

en cada columna). 

e) Si los elementos se escriben de tal manera que los primeros ín· 

dices formen una permutación principal, se antepone un signo + 

a los productos en que ·los segundos índices forman una permutación 

de clase par y un signo - a lus productos en que los segundos índi-

ces forman una permutación ~e clase impar~ 

Generalitando, para el determinante de orden n se tendrá: 

a) El determinante es la suma algebraica den~ productos. 

b) Cada producto tiene n factores. 

e) En cada producto hay elementos de todos renglones (y uno sólo 

de cada reng16n). 

d) En cada producto hay elementos de todas las columnas (y uno s6 

lo de cada columna). 

e) Si los elemento~ ~~ -=-··~~·· u~ ~D· Moo •• ~;~ ~~¿ =~~ ~Timeros ín 

·a~ceS formen una permutación principal, se antepone un signo + 

a los productos en que los segundos índices forman una perm~taci6n 

de clase par y un signo - a los productos en que los segundos índi 

ces fo_rman una permutación de· clase impar. 

Establezcamos ahora la ley que define al determinante de 

orden n: 

Consideremos la matriz cuadrada de orden n . .. a .. a 
10 

a a a 
" " 20 

A• .. 
•o, a o, 8 oo 

y un producto de n de sus elementos 

tomados de tal ~aners que haya elementos de todos sus renglones (y 

uno s6lo de cada rengl6n). y que haya elementos de todas sus colU~ 

nas (y uno s6lo de cada columna). 

Los factores de este producto estln ordenados de tal mo· 

do que los primero~ índices forman una permutaci6n principal. La 

sucesi6n de los segundos índices forman un_a permutación. 
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Q l. Q 2 • 

de los nWneros 1 • 

E•+l si 

c•-1 si 

Fonnemos 

o ••• •n 

2, . . . n • Para esta 

la 

la 

el 

permutaci6n es de 

permutaci6n es de 

producto provisto 

BM 
n 

permutación definiremos 

clase par 

clase impar 

de signo 

(26) 

Como el conjunto Sn de ~odas las permutaciones de n núm~ 

ros estA formada por n~ arreglos, podemos formar n: productos del 

tipo (26). 

El determinante de la matriz A se define como la suma de 

estos n! productos dotados de signo (a los cuales se les llama tér 

minos del determinante). 

Defi-nici-ón. 

det (A)·~ e 
n 

• 1a
1 

• •a, •n •n 
•.... ( 27) 

De la definici6n anterior se ccncluye que: 

1) Para obtener ~odas los términos del desarrollo de un determi· 

nante, basta con escribir el término principal (multiplicando 

los elementos sobre la diagonal principal) y a partir de éste ob· 

tener todos los demás dejando fijoS los primeros lndices y permu-

tando de todas las maneras posibles los segundos lndices. 

2) Como de los segundos lndices hay n! permutaciones, la mitad

de clase par y la mitad de clase impar, habrá n! términos en 

el desarrollo del determinante, la mitad con signo + y la mitad 

con signo -. 

3) Los signos + y - se asignan según la permutación de los segu~ 

dos tndices sea de clase pa~ o impar. 
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Ejemplo IV. 2S. 

Obtener el desarrollo del determinante de 2o. orden a pa~ 

tir de la definición 

1 

a 11 
det (A)• 

a., 
"" 
a., 

De acuerdo con lo anterior, el término p:incipal serA 

Dejamos fijos los primeros índices y permutamos los se¡u~ 

dos de todas las maneras posibles: 

12 clase par • + 

21 clase impar .. 

· El desarrollo será entonces: 

det(A) •a 1 1a 12.-a 1 2a 21 

- - - - - - - - - -

Ejemplo IV. 26. 

Obtener el desarrollo del determinante de 3er. orden, a 

partir de la definición 

.,. .,. .,. 
det (A)• a., ... ... 

"" a,. ... 
TErmino principal: . ,. ... a,,. 

Dejando fijos los primeros tndices, las permutaciones de 

los segundos lndices son: 

z 3 clase par • • 
1 3 z clase impar • 
z 1 3 clase impar • 
2 3 1 clase par • • 
3 1 z clase par + • 
l 2 1 clase impar + 



el desarrollo serA: 

det(A)•a11~12 8 ••- 8 tt 8 taa,2-alz 8 zt 8 as• 8 ,z 8 z,a,,+al,az1 8 sz· 

-a 11 a:na 11 

- - - - - . - - - - - - - - - - - - - - - - -
CAlculo de determinantes. 

Si (M) representa al conjunto de las matrices cuadradas 

de orden n con elementos en e, podemos definir la funci6n 

det: (M) e 
que asigna·a la matriz A t (M) el escalar especifico det (A) e C. 

Tal función queda definida por la expresión (27) que re

presenta una suma de n! productos de elementos de A. 

El empleo de dicha expresión para el cilculo de determi

nantes no se acostumbra en la prActica por resultar demasiado labo 

rioso, a cambio se han desarrOllado mEtodos mis sencillos que con-

ducen a los mismos resultados. Tres de dichos m~todos trataremos 

en esta secci6n. 

Regla de Sarrus. 

La regla de Sarrus indica que para obtener el valor de un 

determinante de 2o. orden, al producto de los elementos de la diag~ 

nal principal (lineas llenas) se resta el producto de los elementos 

de la "diagonal secundaría" (lineas punteadas). Así tendremos que 

que coincide con el desarrollo segán la definici6n. 

por ejemplo 

14
3 -~s¡_ ~ (3)(-3)-(-5)(4)•-9+¡0•11 

La regla de Sarrus indica que para obtener el valor de un 

determinante de 3er. orden, a los productos de los elementos de la 

diagonal principal y paralelas a ella (lineas llenas) se restan los 

productos de los elementos de la diagonal secundaria y paralelas a 

ella (lineas punteadas) •. Para observar mejor éstos productos, se 

pueden escribir el primero y segundo renglón inmediatamente después 

del tercero. Asi tenemos que: 

que 

' 
' 

a a a 
11,12"1 ·" -~ a" a a •ll/2l,2! 

' ( ' 
~ ' "~ . "' 
1 • a a' a 

1 1 J 12- , 1! 

' ' '>'':-:-::>t:::;;::::l '-~=o-- ~ 
coincide con el desarrollo 

Por ·ejemplo: 

4 

• 8 ta 8 tl 8 •a•8 tl 8 at 8 as+ 

+a,,a,tat,-a,,altall 

-a a a -a a a 
11 ll 11 11 12 la 

segGn la definici6n. 

2 • (3) (5) (4)+(1) (-5) (4)+(-3) (2) (2)- (4) (S) (-3)-

4 - (2) (1) (4)- (3) (-S) (2) •11 O 

Vale la pena subrayar que la regla.de Sarrus se ha enun

. ciado exclusivamente para los determinantes de Zo. y 3er. orden. 

Es frecuente tender a generalizar esta regla para calcu

lar determinantes de orden mayor, sin embargo¡ el estudiante pue

de fácilmente demostrar-que al aplicar la regla de Sarrus a un de

terminante de orden superior al tercero, se obtiene un desarrollo 

que no coincide con la definición. El método que veremos a conti 

nuaci6n es aplicable a un determinante de cualquier orden. 

Desarrollo por cofactores. 

Volviendo al ejemplo IV. 26, el resultado obtenido para 

el dete.rminante de 3er. orden segtln la définici6n es: 
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factorizando los elementos del primer rengl6n tenemos: 

det (A) •a1 1 ( aZ2 a11 - a1 1 a 12 ) - a12 (a1 , a 1 1 -a. 1 a1 1 ) 

•al, (aaaa12-al1 8 11) 

de acuerdo con la definici6n de determinante de 2o. orden podemos 

escribir: 

det(A)•a11 a12 +a11 1., ... 1- 1""""1 ¡· .. • .. 1 
a12 a31 a11 a,, a11 a12 

para determinar los signos de los términos hacemos: 

det(A)•(-1)1•• a.,¡alt a211•(-1)' ·~a, al Bz¡ Bz•l + 
a12 a. 1 a11 a11 

• +1 
- +(-1) •u 

1 
...... 1 .... (27) 
8 11 8 .1 

donde los exponentes de (-1) son la suma de los índices del elemen 

to del primer rengl6n. 

A la expresi6n (27) se le llama desarrollo por cofactores 

del determinante respecto a su primer renglón. 

Se recomienda al estudiante hacer el desarrollo del mi~ 

mo determinante respecto a alguno de los renglones o columnas res 

tan tes. Es obvio que el resultado de ambos desarrollos es numé-

ricamente igual a det(A). 

En la expresi6n (27) puede observarse que, los determi-

nantes que multiplican a los elementos del primer renglón, pueden 

obtenerse eliminando en el determinante original. el rengl6n y la 

columna donde se encuentra el elemento correspondiente. 
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Por ejemplo. el determinante que multiplica al elemento 

a 12 puede obtenerse suprimiendo el primer rengl6n y la segunda e~ 

lumna del determinante original 

.a.¡r--@--•;; a,.l . .. ... . .. ... a., 

a este determinante se le llama el menor de a 11 y lo representare~ 

mos con l-11 1 • 

Generalizando, daremos la s.iguiente 

Definición. 

Se llama menor del elemento aij de un determinante de or 

den n, al determinante de orden n-1 que se obtiene al suprimir, en 

el determinante original, el rengl6n i y la columna j. 

Al menor de aij lo representaremos con.Mij" 

De acuerdo con esta notaci6n, la expresi6n (27) puede es 

cribirse como 
••• 1.1 ( ••• det(A)•(-1) a11 M11 +(-1) a 11 M11.• -1) a11 M11 • 

o bien, en forma condensada 

1 l +j 
det(A)• r (·1) a 1 i M1 j 

j •1 

Si elegirnos el rengl6n k, para desarrollar por cofacto

res el determinante de 3er. orden, dicho desarrollo estA expresa

do por 

y si elegimos la columna k, por 

. ' 



det(A)• ~ (-1¡i•ka.kM., 
i• 1 1 l .. 

En general. Si A es una matriz cuadrada de orden n: 

(28) 

(29) 

donde k e N y 1<k<n 

Definición. 

Llamamos cofactor del elemento aij at··determinante 

(-l)i•j Mij' al que representamos con Aij" 

Con ayuda de esta definici6n, el método sugerido por las 

expresiones (28) y (29) (al que se llama "método de dé"sarrollo por 

co~act~res") puede enunciarse como sigue: 

El valor de un determinante puede obtenerse efectuando • 

la suma de los productos de los elementos de·una cualquiera de sus 

líneas (renglón o columna) por sus respectivos cofactores. 

Ejemplo IV. 27 

Calcular el determinante de la matriz A por el mEtodo de 

desarrollo por cofactores. 

Soluci6n 

-3 

2 

4 

-s 
o 

-1 

-7 

Primero,-debemos elegir un rengl6n o una columna para-· 

efectuar el desarrollo. Analizando la matriz, vemos que es conv~ 

ni ente elegir alguna d8 las siguientes_ líneas: 

2o. Renglón 

3er. Rengl6n 

la. Columna 

la. Columna 

----- -- ·- -------

ya que cada una de ellas tiene un elemento .nulo y el producto de .. 

dicho elemento por su respectivo cofactor serl igual a cero. Es-
to simplifica el trabajo al cfilculo de s6lo tres determinantes de 

3er. orden. 

Desarrollando por cofactores segGn el 2o. rengl6n:· 

det(A)D1A 11 -3A 21 +0A 11 -6A~, 

Los cofactores Aij se ~btienen como 
i+' 

Aij•(-1) lMij 

Desarrollando por la regla de Sarrus los menores M
11

, 

N
2 1 

y M
1

._ obtenemos: 

Mza· 

M,z• 

M,' ·1 
finalmente 

1 -s 1 
2 -1 2 •-6-40-14+4+60+14•18 
4 -7 6 

2 -s 1 
o -1 2 •-12-10+1+28•7 

-7 6 

2 1 -s 
o 2 -1 ·-28-1•10+8•-11 

4 -7 

det(A)•-18-3(7)-6(-11)•27 

. . . 

En el caso general, el desarrollo por cofactores transfo~ 

ma el problema de calcular un determinante de orden n en el de cal-
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cular n determinantes de orden n·l. Cada uno de éstos determinan 

tes puede desarrollarse a su vez por cofactores, o~teniéndose men~ 

res de orden n-2 y asi sucesivamente. Se acostumbra continuar el 

proceso hasta ob~ener menores de orden 3 o de orden 2, los cuales 

pueden resolverse empleando la regla de Sarrus. 

Propiedades elementales. 

Los determinantes tienen ciertas propiedades que es fitil 

conocer. Son de interés principalmente las condiciones bajo las 

cuales un determinante es nulo; asi como las transformaciones que, 

efectuadas en la matriz, no alteran el valor del determinante o le 

producen una alteraci6n fácilmente calculable. 

Estas propiedades, llamadas propiedades elementales, se 

demuestran a partir de la definici6n(2 ) y son -las que a .continua· 

ci6n se enlistan. En lo que sigue, por una linea deberá entende~ 

se un rengl6n o una columna. 

1) Si una linea estA constituida por ceros, el determinante es n~ 

lo. 

2) Si dos lineas paralelas son proporcionales, el determinante es 

nulo. (En particular, si dos lineas paralelas son iguales, el 

determinante es nulo). 

3) Si se intercambian dos lfneas paralelas cualesquiera, el dete~ 

minante s6lo cambia de signo. 

4) Si se multiplican todos los elementos de una linea por un ndme 

ro k, el valor del determinante queda multiplicado por k. 

S) El valor del determinante no cambia, si se intercambian rengl~ 

(2) El estudiante puede consultar la demostraci~n en la referencia 
2 pags. 35 a 39. 
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nes por columnas y viceversa. Es decir: 

det(A)•det(A •¡ 

6) El valor de un determinante no cambia, si a los elementos de 

una de sus lineas, se suman los elementos correspondientes a 

otra línea paralela multiplicados por un n6mero k. 

Un método de condensaci6n. 

El método de desarrollo por cofactores, aunque aplicable 

a determinantes de cualquier orden, puede resultar en ocasiones de· 

masiado laborioso. Si regresamos al ejemplo IV. 27, vemos qué al 

elegir el 2o. rengl6n en lugar del lo., nos hemos evitado el elle~ 

lo de un determinante de 3er. orden. 

Si en una linea cualquier·a de un determinante, todos los 

elementos excepto uno fueran nulos, sin duda escogeríamos dicha 11 

nea para efectuar el desarrollo. El m~todn q'.lc propondremos a 

continuaci6n se basa en esta idea y consiste en: 

a) Elegir la linea que contenga el mayor híimero de ceros. 

b) Aplicar reiteradamente la pYopiedad (6) hasta reducir a cero • 

todos los elementos de dicha l.fnea excepto uno. (Si todos -

los elementos se reducen a cero, el determinante es nulo por la 

propiedad (1)). 

e) Desarrollar por cofactores seg6n dicha linea. 

d) Repetir el proceso hasta obtener un determinante de segundo o 

tercer orden. 

Ejemplo IV. 28 

Calcular el determinante de la matril A empleando el mé

todo de condensaci6n. 



1 2 - 1 4 

3 2 1 o -1 

A• S 2 o 
4 2 1 -1 2 

2 4 

1 2 -1 4 13 9 6 -1 4 

3 2 1 o -1 o o o o -1 

det(A)• S 2 o S 2 1 o 
4 2 - 1 2 10 6 3 -1 2 
1 2 4 1 1 4 4 S 1 

(3) (2) (1) • 
t 

Eligiendo el 2o. rengl6n, la columna * que sirve como pi· 

vote se ha multiplicado por 3, 2 y 1 se ha sumado a las columnas -
que se indican. 

Desarrollando por cofactores según el segundo renglón, 

tenemos: 

13 9 6 - 1 (1) 14 14 8 o 
S 2 1 • + 1 S 2 1 

det(A)•-(·1) 10 6 3 -1 (1) ·-(-1) 11 1 1 S o 
4 4 S ( -1) 3 -1 3 o 

Se ha aplicado nue~amente el método eligiendo ahora la -

cuarta columna y tomando el segundo renglón * 
rrollando ahora por cofactores según la cuarta 

14 

det(A)•· (-1) (1) 11 

3 

(3) 

14 

11 

-1 

• 

8 

S 

3 

(3) 

·-(-1)(1) 

como pivote. Des a 

columna, 

56 

44 

o 

14 

11 

-1 

tendremos: 

50 

38 

o 

t 
Desarrollando nuevamente por cofactores según el 3er. --

renglón: 

de t (A) •- (- 1) ( 1) (- ( -1)) 56 

44 
so 1 
38 

Desarroll~ndo este rtltimo determinante por la regla de -

Sarrus: 

det (A)•· ( ·1) (1) ( • ( ·1)) ((56) (38)- (SO) (44) )•-72 

CAlculo de la inversa por medio de la adjunta. 

Con la ayuda de los determinantes, podeu~s obtener la in

versa de una matriz empleando un método diferente al expuesto en la 

sección IV. 3. _Antes daremos la siguiente 

Definici6n. 

Se llama matriz adjunta de la matriz cuadrada A. a la m~ 

tri: que se obtiene de A,. al sustitu.ir sus elementos por sus res·· 

pectivos cofactores. 

A la matriz adjunta de A la representaremos con A*. E~ 

tonccs, si A es la matriz cuadrada· de orden n 

A•(aij) 

.la transpuesta de A es 
T 

A •(aji) 

y la adjunta de A es 

A*• (A .. ) 
Jl 

Ejemplo IV. 29 

Obtener la adjunta de la matriz 

A• [-: ~ :] 
3 - ¡ 

Obtengamos primero la transpuesta 
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u -1 3 ] T 
2 1 A • 
3 -2 

La adjunta es: 

1 ~ 11 1 o 
-21 - 4 -~1 1~ ~1 

A"• t -~1 1: -~1 -1: -~1 
~~ ~1-1~ ~1 1~ -;1 

desarrollando los determinantes obtenemos finalmente: 

[ -~ 4 -8] A"• -14 -7 

-7 -1 2 

Se puede demostrar que la inversa de una matriz A, puede 

. obtenerse mediante la relaci6n 

A-
1 

" _,d'"'e"t7(""A"")- A • •••••. (30) 

de esta relaci6n vemos que 

3 A- 1 <====> det(A)~O. 

En consecuencia: 

1) Si A es un& matriz cuadrada de orden n, no s~ngular, las siguie~ 

:es afirmaciones son equivalentes: 

a) 3 A - 1 

b) R(A)•n 

e) det(A)~O 

2) Si A es una matriz cuadrada de orden n, singular, las siguientes 

afÍTQ&Ciones son equivalentes: 
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-···- -------- -----------

a)-¡A- 1 

b) R(A) < n 

e) det(A)•O 

---. 

Empleando la relaci6n (30), podemos obtener 18 inversa de 

la matriz 

A• [-: ~ ~] 
3 -2 

del ejemplo IV. 29. 

En efecto, como 

1-i 
o 4 

det(A)• 2 3 •-35~0 

-2 

existe A-'. 
Del resultado del ejemplo IV. 29 

- 1 1 
A • det(A) 

Regla de Cramer. 

Otra de las aplicaciones de los determinantes, la enco~ 

tramos en 1a resoluci6n de sistemas de ecuaciones lineales. La 

definici6n de determinante dada por la expresi6n (27), permite g! 

neralizar la regla de Cramer (3) enunciada al princ~pio de esta -

(3) La demostraci6n de esta .aifirmaci6n puede consultarse e·n la r!. 
fereneia 2 pags. 50 a 54. 



seCti6ri como sigue: 

Sea el sistema de n ecuaciones con n inc6gnitas 

8 11x1+altxt• ••. •a x •b 
_ 1 n n 1 

& X +a X + ••• +a X •b 
21 1 22 2 tn n 2 

. . . . . . . 
a x •a x • .•. •a x •b n¡ 1 nz a nn n n 

cuya m_atrit. de coeficientes es 

A• 

a a 11 l2 ... a 
" 

• n• 

a 
•n 

ann 

Siempre y cuando det(A)~O, el valor de las inc6gnitas x
1 

que satisfacen al sistema estA dado por 

X • det¡Ai) 
i dct A) 

donde A1 es la matriz que se obtiene. a partir de A. reemplazañdo 

la columna formada con los coeficientes de x 1 por el vector de té~ 

minos independientes. 

Ejemplo IV. 30. 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones empleando la 

regla de Cramer 

x 1 +2x2 + x 1 •2 

3x 1 + X 1 ·2X1 •1 

4x 1 -lx1 - x1 •3 

Soluci6n 

2 
det(A)• 3 1 

4 ·3 

2 2 

det (A 1 )• 1 

3 ·3 

det(A )• 
1 

det(A
1
)• 

1 

3 

4 

1 
3 
4 

2 

1 

3 

2 
1 

-3 

Por lo tanto 

x,• ·30 1 7"!0 

x,• o 
7"!0 o 

x,• ·30 1 7"!0 
. .. . . 

1 

·2 •·1·16·9{4·6•6)•·26·4•·30 
• 1 

1 

. 2 •·30 
·1 

1 

.. z •O 

·1 

2 

1··30 1 

3 

.. - - - .. .. .. - .. .. -
Es importante notar que este método s6lo se aplica dire~ 

tamente tn los casos en los que m•n•r. 

Sin embargo, si recordamos lo expuesto en la secci6n 

IV. S, podemos siempre reducir un sistema arbitrario a un nuevo si~ 

tema en donde m•n•r y eñ este aplicar la regla de Cramer. 

Ejemplo IV, 31 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones aplicando la 

regla de Cramer. 
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-~--~--~---

Soluci6n 

2 

R(A)•R(A,D)•Z•r el sistema es compatible 

2< 3, (r<n) el sistema es indeterminado 

Trasladando a los se~undos miembros la inc6gnita xJ y - -

asignando el valor de k obtenemos 

x 1 +x 1 •3-k 

-x 1 •x
2
•4-Zk 

det(A)·I
1

· 
11-z 

- 1 1 

1
3-1< 

det(A 1 )• 
4-Zic 

det(A,)·1
1 

-1 

x,• 

:l•-1+k 

7-3k 
-y-

x 1 • k 'f k t R. 

Una soluci6n particular es por ejemplo 
1 

x •• -¿ 

7 
x,• l" 

x
1

• O 

la cual se obtuvo hacieftdo kGO 
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1) 

Z) 
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5.1 Valores y vectores característicos 

Definici6n. Un escalar A es un valor característico de una 

matriz A de orden nxn si existe un vector x de n compone.ntes 

distinto de cero tal que 

Ax = AX 

El vector x se denomina vector característico de A. 

La 1nterpretaci6n geométrica de un vector característico es 

que la aplicaci6n de la· matriz A en x, únicamente cambia de 

longitud (y quizá el sentido) del vector x. Conviene sefia

lar que dado un valor caracterís'tico A, la ecuaci6n 

Ax = AX 

es equivalente al ·sistema homogéneo 

[A - A!Jx = O 

6uya soluci6n g+o existe sí y s6lo sí el determinante de la 

matriz [A- A!] es igual a cero. Por lo ·que una condici6n 

necesaria y suficiente para que >. sea valor característico 

es que 

det [A - Al] = O 

denominada la ecuaci6n característica de A y 

P().) = det [A - AI] 

es conocido como el polino~io característico de A 
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La manera de determinar los valores característicos de una 

matriz A es por medio de la solución de la ecuación carac

ter:ística det [A -·>..¡].'"o. Equivalentemente dado que el va

lor del determinante de [A - >..r] es un polinomio de grado 

n en la variable >.. lo que se desea es determinar las rai-

ces de dicho polinomio, las cuales no son necesariamente 

distinta~ y al menos una existe. 

Proposición l. Toda matriz A de orden nxn tiene al menos 

un valor caracter:ístico y un correspondiente vector carac-

ter:ístico. 

Prueba. El polinomfo caracter:ístico de A es de grado n en 

la variable A con coeficiente de An igual a (-l)n. El p~ 

linomio tiene al menos una ra:íz (posiblemente compleja) si 

n?>l, debido al teorema fundamental del álgebra. Asimismo, 

podemos expresar a p(A) en la forma 

donde A. i=l, .•• ,n denota las raíces (no necesariamente 
~ 

distintas) del polinomio: Usandó estas ra.ices 6 valores 

caracter:ísticos.podemos determinar el corre~pondiente vec-

ter caracter:ístico y la prueba termina. 
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Ejemplo l. Considere la matriz 

A = 
[

3. 1] 

1 . 3 

cuyo polinomio característ.ico es 

det [A - U]= (3-A) (3-A) -1 = A2 - 6A + 8 

que puede ser factorizado como p(A)=(A-2) (A-4). Las raices 

de este polinomio son A1 =2 y A2=4. Usando el valor carac

terístico A1=2 se puede determinar el vector característico 

de la ecuación homogenea [A-A
1
I] x~o. Específicamente sea 

[l. 1] ·[x1] [o] · 
. 1 1 .·· x

2 
. = . O . 

cuya solución es x 1 = -x2 y una forma general del vector 

característico es x =·[a, -a]t donde a+o: Una solución 

t particular es x = [1,-1] . Si A2=4 la ecuación homogenea 

es 

cuya solución generales de la forma x= [b, b]t donde b=O. 

Una solución particular es xd [1, 1] 

:/ 
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5.2 Matriz modal. 

Dada una matriz A de orden nxn existe al menos un valor ca-

racterfstico. De.hecho la matriz A tienen valores caracte 

rfsticos pero puede darse el caso de que todos ellos sean·.:!:_ 

guales. Consideremos ahora el caso en que algunos de los 

valores caracterfsticos sean distintos. En tal caso se tie 

ne reiación de independencia lineal entre.los correspondie~ 

tes vectores característicos. 

Proposición 2. Sean A1 ,A2 , ••• ,Am valores característicos 

distintos de una matriz .A. Entonces, los vectores caracte-, 

r!sticos x 1 , x 2 , ... ,xm son linealmente independientes. 

Prueba. Considere la ecuación 

a1 x 1 + a2 + ••• , ·+ a
1
nxm = O 

Defina la transformación lineal P1 (A) = 
n 
~ 

i=2 
que su aplicaci6n a la ecuaci6n anterior implica a 1=0 pues 

n 
~ 

i=2 

dado que P1 (A)x.=O para toda j=2, ..• ,m. Repitiendo este 
J . 

proceso con P2 (A) , ..• ,Pm(A) se demuestra que todos los es-, 

calares 3 1 , a 2 , .•• ,ari son iguales a cero y por lo tanto los 

vectores característicos son linealmente independientes. 



base es 

A = 

donde /, es ll la matriz diagonal cuyos elementos son los va
l 
' lores caract~rfsticos de A, esto es, 

Teorema ·;; TodCl. matriz con valores caracterÍ3ticos distin-., 
.' 

tos pue ,, ser expresada en forma diagonal por medio S~e un 
1 

' cambio le base. Especificamente, asociada a cada matriz A 

de ord~ nxn con valores caracterfsticos distintos se tiene 
' 

que 

1 

donde !1 . ! 
es la matrizmodal y A es matriz diagonal. 

! 
PrueJ¡, 

r 
Se sigue de la discusión anterior. 

' Ejen !Q· Considere la matriz 
1 

1 

l. 
' 

' cu~ls,;ralores caracterfsticos 
1 

.... ·'""i 
son '-1 = 1 y 

toJilS[:atacterísticos. son 

.. ·- ·' 

!.-, = 4 . Los vec-
• ..1 •. :. ¡! ... 



-[ 

1 

-1 
:.:·c·.J. 

' . 
e = 

2 

La matriz modal M y su inversa son 

1 

2 

' -1 [·.2 -1.] M = (1/3) 

1 1 

Entonces, la matriz diagonal A es 

1 ··' .. ' .. ~ ~ --~ .. 

. [0
1.· ·40] 11 = M-lAM = 

Vectores característicos izquierdos y derechos. 

En la discusi6n.de esta secci6n se ha descrito el concepto 

de vector característico derechO pues 

Ax = AX · 

involucra al vector x en el lado derecho de la matriz A. 

Sin en~bargo, también podemos hablar del vector caracteristi-

co izc:uierdo como 

Ahora bien, esta ecuaci6n puede éscribirse como 

-7 ; 



De donde se observa que el vector caracter!stico izquierdo 

de A es, simplemente, un vector característico ordinario de 

At. Sin embargo, existen aplicaciones en que es más senci

llo manejar vectores característicos izquierdos y derechos 

que la transpuesta de A. Conviene'también señalar que de-

bido a la identidad 

det [!> - >. :[] = 

los·valores caracter!sticos izquierdos y derechos son :i:.gudles. 

Ejemplo. Considere la matriz 

Se ha demostrado que x1 = l Y x2 = 4 son valores caracter!s

ticos y que los vectores caracter!sticos.derechos son 

ei = Q-, -l] 

Asimismo, puede verificarse que los vectores característicos 

izquierdos son dados por 

'f2 = Q-, 1] 

Existe una relación importante entre vectores característicos 

izquierdos y derechos que se resume en: 
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Teorema 3. Sea A una matriz cuadrada y suponga que A Y,·.J• · 
~ ~' 

donde A+~ son valores característicos de A. Entonces el 

vector característico derechc x asociado con A es ortogo

nal al vector característico izquierdo f asociado con ~· 

Prueba. Observe que 

premultiplicando por ft y posmultiplicando por x, las res-

pectivas ecuaciones se tiene que 

; 
t t 

f Ax "' ~f X 

. t 
Restando las ecuaciones se tiene O=(A-~)f x, pero puesto 

t 
que Ah se implica .que f x:o. 

corolario. Dados dos valores característicos distintos de 

una matriz, el vector característico izquierdo de un valor 

es ortogonal al vector característico derecho del otro. 

Matrices simétricas 

propiedad l. Si A= At entdnces xtAx es real para todo vec

tor· x real. 

Propiedad 2. Todo valor característico de una matriz simé-

tr ic:l es n:!al 

Propiedad 3. Si A= At los vectores característicos, corres-

l'"ndh'nt''" :1 ciist.intos valores caractcrís.ticos son ortogonales. 
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Propind~rl :l. Si A = At existe una matriz modular M tal que 

sus column1s son ortonormales y que 

donde A ef una matriz diagonal cuyos elementos son valores 

caracteJiJticos. 

Matric1s Hermitianas H· 
(A = A 

Si A = AH entonces xHAx es real para todo 

vector x 

1 

real o complejo. 

1 
Propiciad 2. 

1 

' 

Todo valor característico de una matriz her-

mitiari es real. 

1 

i H 
PropiEdad 3. ·Si A= A , los vectores característicos co-

' 
rresp·rdientes a distintos valores característicos son or-

togon ·les. 

Propihad 4. Si A= AH, existe una matriz modular M t?l 

que s/s columnas son ortonor¡nales y que 

( 
' 

! 
dond• i.\ es diagonal cuyos elementos son valores caracter ís-

\ 
tico:' 

1 

t 



/ó 

~. J . . 

l. Sean A y B matrices de orden 4x4. Suponga que las matri-

ces C, .D y E son de orden 4xl, lx4 y 3x4, respectivamente. 

Determine el orden d~ Las siguientes matrices (si es tan definidas) . 

a. 

b. 

c. 

B + (CD) 2 

EBtEt 

AtBCD 

2. Considere las matrices 

o 

A "' o 

o 

1 

o 

o 

1 

1 

o 

f. 

2 o 1 3 

B = 1 4 e = 

2 1 1 1 

Efectde las siguientes operaciones (si estan definidas) 

a. A6 d. 2BBt + AAt 

b. BAC e. BtAB 

c. ABC f. BCCtBt 

3. Considere las·matrices 

2 o o 4 o o 2 

A "' o o 1 B = o 1 o e "' o 

4 o o o o 1 o 

a. ¿Es (C2) t matriz triangular inferior? 

b. ¿Es CI3C matriz triangular inferior? 
~ 

c. ¿Es 1\-B matriz diagonal?. 

1 1 

1 2 

o 1 



// 

• 
. 4. Sea A matriz de orden 6x6 y suponga que las hileras 3 y 5 

,de A consisten de elementos iguales a cero. Sea B matriz de 

,orden 6x5 

a •. ¿Es cierto que la tercera y quinta hilera de AB consisten 

de elementos cero?. 

b. ¿Es cierto que BBtA tiene la tercera y quinta hilera de 

elementos cero?. 

S. Determine la matriz ·producto AB si 

donde 

1 2 3 2 o 1 2 

Al ; o 1 o ; A2 ; 1 1 A3 ; 

o o 1 2 1 o 1 

4 1 o 2 1 o 4 1 

Bl ; o 1 o B2 ; BJ ; 

o o 1 4. 1 2 o 1 

6. Resuelva el sistema de ecuaciones LX ; b 

2 o o o 1 

1 2 o o 4 
L ; b ; 

4 1 2 o 2 

o o 3 1 1 
"' 



;5-

.] . ·:Resuelva el sistema Ax = b si A = LU donde 

2 o o o 1 1 1 1 1 

4 1 o o o 1 2 1 2 
L = u = b = 

2 1 3 o o o 3 1 1 

o o 1 2 o o o 4 1 

Note que A esta expresada en la forma producto LU donde L es 

matriz triangular inferior y u matriz triangular superior. 

(Sugerencia. Resuelva primero Ly = b y despues Ux = y) 

,··:a.· Resuelva el sistema de ecuaciones Ax = b si 

1 o o 1 3 2. 1 1 2 

o 3 4 2 1 3 1 o 1 

o o 2 2 o 4 1 2 2 

o o o 4 o o o o 3 
A = b = 

o o o 3 1 o o o 1 
·-

o o o o o 1 o 1 4 

o o o o o o 1 2 -2 

o o o o o o o 1 -1 



SOLUCION Tl\llliA 1 

l. a matriz 4x4 

d-e NO DEFINIDAS 

2. 

a o 
A6 = o 

o 

d 10 

2BBt+AA t = 5 

8 

CURSO INTRODUCTORIO 

b 

o 

o 

o 

5 

35 

12 

matriz 3x3 e 

f matriz lxl 

o e -

o ABC = 

o 

8 
f 

12 

10 

Dr. Fuentes Maya 

matriz 4x4 

8 

] 3 

o 

40 52 48 

52 74 64 

48 64 58 



6. X = [1/2, 7/4, -7/8, 29/8) 

7. y= [1/2, O, O, 1/2) X= [11/24, -1/24, -1/24, 1/8] 

8. x =.(-4, 83/12, -35/4, 3/4, -5/4, 5, O, -1). 



/~ 

l. Resuelva la ecuación matricial 

AX '- t BX pq = 

donde 

[; -~ J [ -4 '2+i J r 

[~:i] q = [:i J A= ; B = . p = ; , 
-~ o qi 

2. Resuelva la ecuación matricial 

donde 

A=[~ :] [ i+l 2~ J [:i :] ; B = ; e = 
.4i -~ 

• 

3. Determine la inversa izquierda y la inversa derecha 

(si existen) de las matrices: 

[: 
2 :] [: :] A = . B = , 
1 

4. Determine la inversa de la matriz 

2 3 .. o o 

1 1 o o 
A = - - - - - -

2 1 4 3 

2 1 1 1 ::· 
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5. Determine la inversa de las matrices: 

Al o o A¡ A2 A3 

A = o B2 o B = o Bl o 
o o e· 1 o o el 

donde 

Al = [: :] [o A2 = .4 :] A3 = [: ·: J 
Bl = [: :] . el = [: :] , 

6. En el estudio y manipulaci6n de matrices existen tres 
.. 

operaciones, denominados elementales, que estan asociadas 

con las matrices elementales. 

Definición. Las operaciones elementales en las hileras de 

una matriz son: 

a. Intercambio de dos hileras· 

b. Multiplicar una hilera por un escalar distinto de cero 

c. Hultiplicar una hilera por un escalar y sumarla a otra 

Definici6n. Las operaciones elementales en las columnas 

de una matriz son: 
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a. Intercambio de dos columnas 

b. Multi~licar una columna por un escalar distinto de cero 

c. Multiplicar una columna por un escalar y sumarla a otra 

La colección de operaciones elementales en hileras y colum-
. 

nas se denominan operaciones matriciales elementales. Un 

.aspecto importante de estas operaciones es que pueden ser 

realizadas por medio de la premultiplicación o posmultipli .. 

cación de la matriz original por una cierta matriz denomina-

da elemental. 

Definición. Una matriz E se dice matriz elemental sí resul-

ta de efectuar una operación matricial elemental en la ma-

triz identidad. 

Las matrices elementales se denotan como: 

Epq = intercambio de hileras p y q 

E (a) = multiplicación de la hilera de p por a f O 
p 

E (S) = multiplicación de la hilera p por B y 
pq 

sumarla a q. 

Conviene sefialar que si E es matriz elemental entonces EA es 

una operación hilera en A. Sin embargo AE (si está definida) 

es una operación columna. en A. Note que AE pq corresponue al 

intercambio de lqS columnas p y q de A y que AE (a) 
p 

córrespo!!, 

de a la multiplicación por atO de la columna p do A; 



¡{, 

Sin embargo AEpq(B) corresponde la multiplicación de la co-

lumna q por S y su correspondiente suma a la Columna p. 

En cada uno de los siguientes casos A = EB o A = BE donde .E 

matriz elemental. Determine E. 

a. 2 3 4 2 7 

:J A = 1 2 2 B = 1 4 

4 ·1 3 4 4 

b. 2 7 3 2 2 7 3 2 

A = 4 1 3 2 B = 6 B 6 4 

1 2 1 7 1 2 i 7 

c. 

[: 
3 4 

J B = [: 
3 

1; J A -
2 2 16 

7. Sea A(t) = [aij(t)] matriz rnxn cuyos elementos son fun-

cienes diferenciables respecto a t. Se define la derivada 

de A(t),. denotada dA(t) 1 t · t 1 dt , corno a rna r~z rnxn a que 

dA(t) 
dt [ 

da .. (t) J = ~J 
dt 

Algunas propiedades inmediatas de la derivada son: 

'{·' 



// 

a. = a 

b. d 
dt [A(t) + B(t)] = 

c. d 
dt [A(t) B(t)] = 

dA(t) 
dt 

dA(t) + dB(t) 
dt dt 

dA(t) B(t) + A(t) dB(t) 
dt dt 

Nota. En~ se supone que A(t) y B(t) son matrices del mismo 

orden y en E que las matrices son conformables respecto a la 

multiplicación. 

a. Determine la derivada de.lamatriz 2A (t) + A2 (t) si 

et 2t 10 

A(t) = o t 2t 

2 o t2 

b. Determine la der'ivada de la matriz A(t)=PQ(t)P-l donde 

1 o o t o o e 

p = 2 1 4 Q (t) = o 2t 
e o 

o 1 2 o o t2 

8. Determine la forma escalan de los siguientes sistemas de 

ecuaciones 

X - 2y + 3z = 4 X + y + z + w = 2 

2x + k y + 6z = 6 4x + 4y + 4z + 2w = 4 

-x + 3y + (k-3)z ,;, ,O 3x + y + 2z + w = 1 



SOLUCION TAREA 2 CURSO INTRODUCTORIO Dr. Fuentes Maya 

l. t -1 t Ax - pq = BX ; X = (A-B) pq 

-212li 7+7i 
40 40 

X = 

- 3. 1 
-l. 
5 -5 

2. AX+ B e X -1 (C-B) = ; =A 

[ 5+9i Si J X = 
-3+5i -3i 

3. a. No existe inversa izquierda, La inversa derecha es: 

4 2 1 Hll H12l 1 o 

H 1 . H22 J = . 2 

H31 H32 o 1 3 1 o 

si H31 = a y H32 = B ; resolviendo los sistemas de ecuaciones: 

-1/2(1-a) 1+ S/ 2 

-1 3/2-3/2 -2-3/2S A = a 

a S 

b. No existe inversa izquierda ni derecha. 



4. 

-1 3 o o 

1 -2 o o 
-1 

A = - - -
-2 8 1 -3 

3 -12 :..1 4 

5. a 
-1 

Al o o 
-1 o -1 o A . = Bl 

o o -1 
. ei 

b 

-1 
Al 

-1 -1 
-Al A2Bl 

-1 -1 
-Al A3el 

-1 ·o -1 o B = Bl 

o o. -1 
el 

[ -1~2 1/2] [-1/9. 1/2] [ -1/2 1/2 J 
-1 -1 -1 

Al = B = 2/9 -1/2 
e = 1/2 -1/4 . -1 1 1 



6. 

7. a. 

= 

= [ 8/9 

26/9 

4 

4t+2et 

lOet + 2 + 

4 + 

ilt + 

,."1- ,:, 

2 + 2t 

2 (2tLn2) 

( 2 tLn2) + 2t+l + 

4t + 6t 2 

4t 3 

····. 

20t 

-13/4J 
17/2 



8. a. 

b 

1 

2 

-1 

1 -2 

o 1 

-2 

k 

3 

3 

k 

3 

6 

et 

4 

4 

o k+4 o • :-2 

1 

4 

3 

1 1 

4 

1 

4 

2 

1 

2 

1 

4 

6 

o 

2 

4 

1 

o 

-2e 2t+4t 

4e 2t-2t 

1 

-. o 

o 

1 -2 

o 1 

o o 

1 

-2 

k+4 

1 

3 

k 

1 

o 

3 4 

o • -2 

k 4 

4 

4 

1 1 2 

·- o -2 -1 -2 • -5 

o o o -2 • -4 
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O. Determinantes. Un concepto importante en la manipula-

ci6n y caracterización de clases de matrices cuadradas e~ 

el determinante, esto es, un nlli~ero asociado a cada matriz 

A de orden nxn, denotado detA o bien jAj. Existen diferen 

tes maneras de definir el de'terminante de una matriz. La 

forma que se presenta aqui es por medio de un proceso re

cursivo. Espectficamente ~i A e~ una matriz de orden lxl, 

esto es, A= [a11 J, diremos que detA = a 11 . En el caso ge

neral de,natrices A de orden nxn donde n > 2 es necesario 

introducir los conceptos de menor y cofactor. 

Definición. Sea A matriz nxn. El menor del elemento (i,j) 

de A es el determinante de la submatriz de orden {n~l)x(n-1) 

que resulta de eliminar la hilera i y la ·columna j de A. El 

menor del elemento (i,j) de A se denota como Mij y el número 

A .. = (-1) i+jM .. 
~J ~J 

se denomina el cofactor del elemento (i,j) de A. 

Definición. Sea A matriz nxn. El determinante de ·A=[a .. ] , 
~J 

denotado det A 6 bien jAj, esta dado por la expresión 

n 
det A = l: 

j=l 

esto es, . a suma de los productos de los elementos de la prl:. 

mera hilera de A por sus correspondientes cofactores. 

Los resultados mas importantes de determinantes son: 



t-. Sea A matriz nxn. Entonces 

n 
det A = ¿; a A pj j=l p] 

p=l, ... · .. ,n 

n 
= í: a. A. 

i=l l.q l.q q=l, •.••• ,n 

' 
esto es, la suma de los productos de los elementos de cual-

quier hilera (o columna) de una matriz cuadrada con sus co-

·rrespondientes cofactores es igual al determinante de A. 

B. Sea B matriz que resulta de intercambiar dos hileras 

distintas de una matriz cuadrada A. Entonces 

det B = - Det A 

· G. Suponga detA e# O. 
-1 

Entonces A existe y 

-1 A · = B/det A 

donde B es la transpuesta de una matriz cuyos elementos, di-

gamos Aij' es el cofactor de Aij" Dicha matriz B se denomi 

na la matriz adjunta de A. 

D. Considere el sistema Ax = b. Si A tiene inversa se tie 

ne que la solución del sistema es 

x. = det A./det A 
J J 

J = 1, 2, ..... , n 

donde A. se obtiene de reemplaza~ la columna j de A por b. 
J 

Este m6todo se denomina de Crame~. 



l. Demuestre que Det A = - 8 y Det B = - 10 donde 

1 1 1 1 7 6 3 7 

1 -1 1 1 3 5 7 2 
A = B = 

1 1 -1 1 5 4 3 5 

1 1 1 -1 5 6 5 4 

2. Considere la matriz 

Determine 

a. Det (4A) c. Det (3A)-l 

3. (Continúa problema 2). Calcule Det B y Det e si 

B = 

4. Sea A 

a 

b 

e 

d 

e 

f 

g 

h 

i 

j 

k 

R. 

m 

n 

o 

p 

e = 

2a 

b 

3c 

Sd 

2e 

f 

3g 

Sh 

Demuestre que Det A = Det B 

2m 

n 

3o 

Sp 

2i 

j 

3k 

Si 



S. Considere el. sistema de ecuaciones fue - b dohde 

4 2 1 2 

A = o 3 1 b = 1 

1 1 '3 o 

Determine el valor de x 2 usando la regla de Cramer. 

6. · En la solución mediante la regla de Cramer de un sistema 

t Ax = b donde x = [x
1

, x
2

, x 3 J se tiene la siguiente infor-

mación 

2 1 2 1 1 2 

3 a 4 a 1 4 

1 = 3 Det A 

2 2 6 
X 1 = ....J..=--=.___::...L_ 

Det A 

2 2 6 

Determine el valor de a y x 2 • 

7. Obtenga el determinante de A si 

3 2 2 2 2 

2 3 2 2 2 

A = 2 2 3 2· 2 

2 2 2 3 2 

2 2 2 2 3 



'''Hd-• . ' 
B. Considere la 

•.i -;-::. ;;-~,X~ . ·~ .. i.::-~! .~·! ~~ matr1:z .. 

e ·~ 

-x. y o o 

o -X y o 

B = o o -x y 

o o o -x 

y o o o 

Demuestre que Det B = y
5 ·s 

- X • 

9. Considere el sistema de ecuaciones 

kx + y + z = - 3 

X + ky + Z = 4 

x + y + kz = 3 

2x + 2y + 2z = k 

o 

o 

o 

o 

-x 

Determine los valores del parámetro k de manera tal que el 

sistema tenga: 

a. Soluci6n única 

b. Múltiples soluciones 

c. Ninguna soluci6n. 

10. Sea A matriz antisimétrica de orden 3x3. Obtenga el 

determinante de A. 



SOLUCION TAREA 3 CURSO INTRODUCTORIO Mayo 1984 .· 

l. Usando operaciones elementales que no alteren el valor 

del determinante se tiene: 

1 1 1 1 1 3 7 o 

o -2 o o o 1 2 o 
A B -- -o o -2. o o o -2 -1 

o o o· -2 o o o 5 

~e donde Det A = - 8 . Y·. Det B = 10 • 

2. Det ( 4A) 
4 '' ' 

2560 a. = 4 detA = 

b. Det ( 2A -l) = 2 4detA-l = 16(1/detA) = 16/10 

Det(3A)-l 1/det ( 3A) 
' 4 ' 

1/810 c. = = 1/ (3 detA) = 

3. a. DetB = detAt = DetA = 10 

b. O etC = 

4. DetA = DetP DetB detP-l = DetPx DetP-l DetB 

= Det(PP-l) detB = Det(I) DetB = DetB. 

5. 6. DetA = - 6 . a = 2 ... X = - 1/3. 

4 2 1 2 1 2 

o 1 1 A = 3 1 4 

1 o 3 13 2 2 6 
x2 = = TI detA 



JO 
7. 1 o o o 2 1 o o o 2 

o. 1 o o 2 o 1 o o 2 

A - o o 1 o 2 ·- o o 1 o - - 2 

o o o 1 2 o o o 1 2 

-1 -1 -1 -1 3 
' 

o o o o 11 

donde primero se resta la t:iltima columna a todas las demás 

segundo, se suma cada hilera a la (iltima. DetA = 11. 

n 
8. DetB = E ail Ail 

4 y (y4) = (-x) (x ) + = 

9. El 

k = 

k-1 

o 

o 

k-1 

Si k ~ 2 

i=l 

sistema tiene solución 

4, pues 

1 1 1 1 k/2 

1 1 k 1 3. 

1 k 1 

k 1 1 

k-1 k-1 

o k-1' 

k-1 o 

o o 

.4 

-3 

1 k 2-k 
-2-

1 3-k/2 

1 4-k/2 

1 -3-k/2 

·-

--

t:inica si y solo 

1 1 1 

o o' k-1 1 

o k-1 o 

k-1 o o 

o o o 

o o k-1 1 

o k-1 o 

k-1 o o 

6 k ,¡. 4. No existe solución 

5 - x5 y 

si k 

k/2 

3-k/2 

4-k/2 

-3-k/2 

= 2 

(k-2) (k+4) 

3-k/2 

4-k/2 

-3k/2 

6 

10. Si ;'\ = - l\t entonces DetA = Dct((-l)At) = ( -1) 3 DetAt 

DetA y DctA = o. 

y .. 

= 
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l. Resuelva la ecuaci6n matricial 

X A+ C + XPqt = O 

donde 

A=[4 -~] 
o -~ 

2. Determine la inversa de la matriz 

I o o 

A == o 

o 

donde 
J 

[o o] 
l ' 

o ··~ 
[2 1] [1 1] 

A¡= o 1 ~=1 1. I = 

3. Danuestre usando indu.ccion que: 
-t \ 

1 
•! 

1 1 1 1 n n(n·l)/2 

A = o 1 1 An = o 1 n 

o o 1 o o 1 

4. Esp~cifiguc si los siguientes postulados son ciertos o 

falsos. 



a. AB ; BA 

b. AB ; o implica A = o 

c. A simétrica entonces AB 

d. A triangular inferior 

triangular inferior 

5. Considere las matrices 

2 1 o o 

o 4 1 o 
B ; 

o o 2 1 

o o o 1 

2 

2 
p = 

6 

6 B ; o 

; BA 

entonces 

e = 

4 . 1 

1 o 

1 1 

4 o 

-:L ,_, 

(A2)t 

1 

o 

-0 

1 

o 

o 

1 

o 

2 

1 

o 

o 

(C) 

(C) 

(C) 

<el 

' 3 4 

8 9 

1 4 

o 2 

Calcule el determinante de las matrices A = BC y P 

6. Considere la matriz 

A;[::] 
Cuyo determinante es 10. Calcule 

a. 

b. 

c. 

Dct (2A2 ) 

Det (2A-l) 

Dct (AA-l). 

' (F) 

( F) 

( F) 

(F) 



7. Sea X espacio vectori~l. Sea P subconjunto de X se di-

ce que P es subespacio de X si se cumple que 

b. xe:P ae:R . implica axe:P 

Sea X ~ R3 . Especifique si los siguientes conjuntos son 

subespacios de X. 

a. 

b. 

3 
~ {xe:R 

8. Considere la matriz 

A ~ 

2 

3 

4 

1 

o o o 

2 4 o 

3 2 o 

1 3 2 

a. ¿Son los vectores de A linealmente independientes? 

'b. ¿Cuantos vectores de A son linealmente independientes?. 

9. Sea el espacio vectorial X ~ R3 . Determine si los si

guientes conjuntos de vectores forman una base de R3 . 

a. 1 o o 

2 4 1 

4 1 2 



b. 

1 

2 

4 

o 

1 

2 

10. Sea X = C[O,l) el espacio vectorial de funciones conti 

·nuas en el intervalo [0,1). Determine si los siguientes 

conjuntos de funciones son linealmente independientes: 

a. fl(t)·= t2 + 1 te:[O,l] 

f2 ( t) = t+~2 te:[O,l] 

f3 (t) = t te:[O,l] 

b. fl(t) = 1 te:[O,l) 

f2(t) = et te:[O,l] 

f 3 ( t) 
2t te:[O,l] = e 



-1 
Al 

) ,. . 

CURSO INTRODUCTORIO 

X.= -
t -1 (A + pq ) C. 

(A+pqt) -1 1 [: l+i] 
= -1-i 4-i . 

[l+i 2+2i J 
X. 

1 
= =r:T 5-i 10-2i 

I o o 
-1 o -1 -1 -1 

A = Al -Al A2A3 

o o -1 
A3. 

[~ -1] -1 [~ -: J = Al = 
2 .. o 

Mayo, 1984. 

3. Si n = 1 el postulado es cierto por inspección. Suponga-

•mas que el postulado es cierto paran= 1,2, ... ,k. Suponga 

·· n = k+l. Entonces. 

1 k k(k-1)/2 1 1 o 

o 1 k o 1 1 

o o 1 o o l 
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José Luis Camba C .. · 

1.- I NTRODUCC ION. 

El análisis estructural tiene como objetivo cálcular el es

tado de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de una es

tructura. 

Para el análisis de una ,estructuras se tendrán como datos 

la geometría y las cargas que actúan sobre ella y se calcularán 

las fuerzas internas y los desplazamientos. 

En todo proceso de análisis estructural, deben considerarse 

los tres conceptos fundamentales: 

1.1) Concepto de e~uilibrio 

Toda estructura somedida a un sistema de fuerzas externas, 

deberá estar en equilibrio con las fuerzas internas en todos y 

cada uno de los miembros de dicha estructura, siendo las expre

siones vectoriales que cumplan esa condición: 

en las cuales: 

Mi y Fi son los vectores que indican los pares y fuerzas 
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actuando en la estructura y ri los vectores de posición de las 

fuerzas con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalar 

mentes como sigue: 
en un plano 

~ f,x = 0 ... 

~ f;y =o 
¿M~ ::.D 

.!'f,~=O 

~F. 'T-:. o 
::;:- F;, e :: D 

en el espacio: 
~M,,.=- D 

~~~~=-o 

~ H-.~-::.0 

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad) 

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma 

pero conserva las características de continuidad iniciales, sie~ 

do los desplazamientos finales compatibles con las condiciones de 

deformación de los apoyos. 

El concepto de continuidad o c~mpatibilidad establece que 

los desplazamientos son funciones continuas y derivables, por lo 

tanto una vez conocidos los desplazamientos se pueden conocer las 

deformaciones. Expr~sado en ecuaciones, se tendría: l 
>..) / 1\J'"' '( w 2 l 3. 

E .. =-.d" 
~)< 

. • ~V.._~..,.-

~ ><¡ : .) ~ -;r;; 
-~-+d"' )r•.t!- d1:- d'>< 

~.,... .~ 
"r-t~: ~.,. dy 

E- ¡:b.,. ......._.. .,..._..._..\.,.,.,.,._\ : 
1 - 0. - ~ o a o 

-v -v o o o 
-~ -0 -v 1 a o D 
-¡; <:> 0 0 z(,•»J o ) o 

o o o e> ,(~>--' 0 

0 e a O o J,.~ 

:: t<2.Jic:r( • 

e " ..... r, o ~ " "' ,¡_._J .J.'- · 
) du¡~l~.._ ... .....,,~"".k. 

(!",. 

~~ 
\f.¡, 
t"r 
~-~ -c.,._ 

(i. 3) 

~ -~-tYI'\. c.vLd~~ 
Sl,_,a:+riC'il. !\-""
'r"'"riL~L.,+o. l~ 
,PlQ.-..ol..o l,J...J ..(...( 
e¡_ l Q. - ... "" t.., . 
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1.3-- Relaciones fuerza desplazamiento. 

En él análisis estructural es indispensable para cualquier 

estructura de geometría dad~ conocer las relaciones entre las fuer 

zas y los desplazamientos. 

Si llamamos F al vector, de fuerzas y D el vector despla-

zamientos, sus componentes serán de acuerdo con 1 a Fig. 1.1 

<D(M• 
M .. 

F ¡,.¡c. fl-l, )~ 

'(, [tfy, jFy,. F' "' 
y. 

0 Ci) 
:y,_ 

l f f = 
f¡,.¡, lb\ X• 

e· e ... M· 
:: 

Q• ) 
..,......, F '1'~ '(' .. 

)<. 
F~oh )( .. 

f\1;.. !.1 M .. Q .. 

y la relación entre ellos será: / F ~ = t K J ~ "D~ (1. 4) 
La matrizT K 1se determina a partir de la geometría de la 

estructura y de las características mecánicas del material. 

Si la variación entre ell<ls es lineal, la matriz [K1es una 

cons~nte, y las estructuras que cumplen esta condición se les llama 

lineales (Leyde Hooke) y es aplicable el principio de superposición 

de efectos. 
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2,- ENERGIA DE DEFORMACION. 

Si una fuerza Fi se aplica gradualmente a una estructura pro

duce un desplazamiento Di en la dirección en que se aplica la fuer 

zas, ésta efectúa un trabajo, que se manifiesta por un incremento 

de la energía cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleración 

o bien_. en energía potencial si· mofifica su posición respecto al 

campo gravitacional. 

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformación 

en una estructura, realizando un trabajo cada una de las fuerzas 

aplicadas que se permanece en la estructura bajo la forma de ener

gía de deformación o energía interna. Si el sistema es perfectamen

te elástico el fenómeno es reversible (fig. 2.1a)y cuando se trata 

de un material elástico no lineal, corresponde a la(fig.2.lb). 

/ 

o "Di.. 

e~) F 1 G . t. .i (b) 
j 

El trabajo hecho por un incremento de carga sera: W=FiLl Di 

El trabajo total efectuado será: 

w (i.1) 
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Cuando se trata de un material elástico lineal, el trabajo 

hecho por la fuerza Fi es: 

W =-1 F1· o· 1 • 
2 

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la 

estructura y provocando desplazamientos en la dirección de las 

fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la energía de de

formación será: W = U = -i (FiDi + F202 + •••• + FnDnl=-{c!" FiOi (t..1.) 

La ecuación anterior puede escribirse como: 

lw 1 = ( ?..'~) 

en la cual ~F{ T es el transpuesto del vector ~ F~ que represe.!!. 

ta 1 as fuerzas .. 

El área que se encuentra en la parte superior de la curva 

DA se le llama energía complementaria de deformación. 

La expresión de igualdad del trabajo externo W y la energía de 

deformación o energía interna U, puede utilizarse para cálcular 

deflexiones. 

u ... = 2.. 
(z. • S) 

C'Z..C) 
(2.. 7) 
(z -~) 
Cz.. q) 
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2.1.~ Teoremas de los Trabajos virtuales. 

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema 

ficticio (virtual) de fue~zas en equilibrio o un pequeRo despla

zamiento virtual se aplica a una estructura, relacionándolo con 

fuerzas o desplazamientos reales. 

El mitodo de los desplazamientos virtuales consiste en aplf 

car desplazamientos ficticios (virtuales) de cuerpo rígido en una 

estructura y calcular las reacciones reales, mediante el método 

energético. 

Una variante sería la de calcular desplazamientos reales a 

través de fuerzas virtuales, como se indica_a continuación. 

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un 

si·stema de fuerzas reales aplicadas y llamando oEla deformación 

actual en cualquier punto y sus correspondientes desplazamientos 

en los puntos Dl,DZ .... Dn, se introduce un sistema de fuerzas vir 

tuales Fl, FZ, ..... , Fn en las coord..enadas 1,2, ... n, provocando 

es·fuerzos ~ en esos puntos. 

El principio del trabajo virtual establece que el producto 

de los desplazamientos reales y las fuerzas virtuales correspondie~ 

tes es igual al producto de los desplazamientos internos y las fuer 

zas internas virtuales correspondientes, por lo tanto: 

( 1... l·O) 

en la cual: 

~ = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F 

€ = deformaciones reales compatibles en desplazamientos 

reales /o~ 
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Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para cal-

lar el desplazamiento Dj en la coordenada j, la ecuación anterior 
~------ --.. 

1 " "D j '= f { \f "j~ T i e ( J V .... -r _j 

se escribe (2. . 11) 

(1-·lt.) • --¡); --= ' ,. f \J vj f T ' ( ? d Y 
siendo ~ \f uj( los esfuerzos vrtuales correspondientes a la fuer

za virtual unitaria en j y{E( la deformación real debida a la car 

ga real. 

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexión, cortan 

te y t~rsi6n se indican.a continuación. 

Tipo de deformaci6~ 

Axial 

Flexión 

Cortante 

Torsión 

Componente de 
la fuerza 

virtual. 

p 

m 

V 

t 

Componente del 
desplaz. real 

p 
dl "- dx 

AE 

M 
d0 " IT dx 

V dy = e 1iG dx 

T 
d~ = dx 

GJ 

Trabajo 
virtual 
interno 

dx (t..1~) 

E~ dx(u~J 

V 
AG 

dx (u1) 

De la tabla anterior, para valuar la integral de flexión 

m E~ dx, para elementos de sección transversal constante se 

utiliza para los casos mas comunes de cargas, la multiplicación 

directa de diagramas de momentos flexionantes. 



que: 

a 

Cálculo de deflexiones por el ~étodo de los trabajos virtuales. 

1) Armaduras 

En armaduras, la expresión para el cálculo de deflexiones es: 

- Jp _ij_ dx 
AE 

e t.. ,,) Dj = _¿ 
¿: 1 

Un resultado. igu~l se logrará si multiplicamos matrices tales 

en la cual: . 

lr\ T es la transpuesto de la matriz fp~, siendo esta última 

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria 

actuando en la coordenada correspondiente. 

son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales 

L• 
A,E, L, 

A.E~ · .. o 
siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por 

deformación axial de los elementos aislados. A esta matriz se .le 

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam-

blada. 



, .•. cua~~o se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos 
, . ,,. . "' Z··:_u. ..· • . :.::~ . ·- ·.. i:

1 
,. :: 

de la estructura, la carga virtaul deberá aplicarse por separado 

en cada una de las coordenadas deseadas y que corresponde al con

junto de fuerzas determinadas, la ecuación 

tendrá la forma: 

[ 01 nx p mxm 
(-z.-z.o) 

p = fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando 
en la coordenada~. Los elementos de la matriz [p] son las 

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde-
~- ' 

nada correspondiente 

tM =La flexibilidad del elemento L = 
AE 

p =fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna 

de la matriz { Pl son las fuerzas correspondientes a un ca 

so de carga. 

m = número de elementos 

n = número de coordenadas en las cuales se desea conocer el 

desplazamiento. 

p = número de casos de carga. 

El ejer.lplo No. 1 muestra la aplicación del cálculo de defor-

maciones en armaduras por trabajos virtuales. 
1 

2.22.- Cálculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y 

marcos. 

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a 

una carga cualesquiera en un miembro, de tal forma que los momen

tos extremos internos sean Mi ~2. Si se quieren calcular los des

plazamientos en un extremo, se.aplicaran momentos virtuales unita 



-(0-
e,. '· 

(;imp/o JJo. i. lalcular r?) de~pla;a,m'enfo: ,ho,,,<.;/fal ~n 
e/ punlo e IJ el movtm/enlo relahvo · enlre: /oi. ~·¡¿:ifo~ "_8yf. 

de .lo arma dwo ..5 i g ui en!P : b .. ' . · . 

~ 0,_E -..L:L...L_...,._,¡
1

~0n. horrtB 1 J 2, 3/4: ~-5 :: AF;t>: . 

10 -"/0 
~ 10 

---- ' / .... 
·s<l' 

,,,:u. +'1.1.61 fll.ló1 

t t 
o. 125 p 

(2) 
o. {;15 'P 

6 

o 
o 

-1 

( 3) 

o 

o 
/11.:"/t' 

(4) 

barro::; 
3.15-

[P] 1~, 

1 X Z 

¡ ;' 1 

Gyf 

//.67 
','.i //.67 

o 
·o 

- 10 
- /"1.5 8 

- 1 

- 1 

o 
o 
o 
o 
o 

2.0 8 

-O. 8 
o 

- 0.6 
. -o. 6 
-o. 8· 

o 
1 .· 

'. 

. ! -~· 

..... , 

... 

'. 
,.., .. .... 

. .. ., 
· .... :, 

-~. . 

[ ] r 1' r - ' .t r- ". -" .57 D ?•, = rol~-~ I .,..,., 1 .. P 1, .. , . 



1 

giros debidos a flexión. 

V 

r 

~ 

1 

or trabajos virtuales la contribu-

de desplazamientos por flexión 

'.en j sera: 

m __!:! d x 
El 

= _1. c~l 
6EI 

ml + Mlm2 + M2ml + 2 M2m2) 

matricia lmente: 

, en la cual: 

1 

SE! 

'Z. • 'Z. l 
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Los elementos de [ fMl son los giros izquierda y derecha debi

dos a momentos unitarios en un extremo de la viga. En forma seme

jante a la mencionada en armaduras, lfMles la matriz de flexibili

dad en flexión del elemento. 

El desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elemen-

tos: 

en al cual: 

Dj = ~~ )mu ( T 
· 1 t 2nxl 

m1j 
m2j 

mnj 

M1 
M2 

• 
Mn 

c~.t.t) 

= 

A la matriz rfM1 que contiene las matrices de flexibilidades 

separadas de todos los miembros se le llama matriz de flexibilida

des no ensamblada. 

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena-

das, la carga virtual unitaria debe aplicarse en cada una de las 

coordenadas separadamente para determinar los momentos en los ex

tremos, arregla~dolos en tal forma qu~ 

- / m ( 1 1 )m~ 12 ? m ~ 1 n 

[ nl 2mxn = \m [ 21 h{ 22 "" l 'l. " 
) ~·~m 1 ?~ 1 n2 { ~ ~ n n en la cual los 

elementos de cada submatri~ son los momentos extremos en el elementos. 

El primer subÍndice indica el momento y el segundo la coordena-

da en la cual se aplica el momento unitario. 
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Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento 

se calcularán: 

r D J nxp =[mu] T 2mxn (fr., J 2mx2m I M 1 2mxp . (-z.. t. 4-) 

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura. 

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilida

des de cada uno de los elementos usando la ecuación 2.24. Los ele 

mentas de la matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza 

miento~ en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza 

unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, 

la carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la 

ecuación 2.24 quedará: 

(z.ts} 

en la cual (f] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es

tructura y el subíndice s se refiere a las cuatro causas que pue

den provocar deformación: flexión, axial, cortante y torsión. 

Cuando solo se considera flexión la ec. 2.25, quedaría: 

l ~nx n = 

Z..'Z..C. 

en la cual: m = nGmero de elementos 

n = de coordenadas 

El ejemplo 2 muestra la aplicación de los conceptos anteriores. 
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2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti. 

Si un sistema de fuerzas F1 , F2 , Fn se aplica a una estructura 

en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos o1F;D2F ... , 

DnF Manteniendo el sistema ,de fuerzas F1 F¿, ..... Jn, se aplica 

otro sistema de fuerzas Q1,Q2, ... Qn, provocarán desplazantientos 

D1Q, D2Q .... , DnQ y además desplazamientos D1F, D2F ... DnF en los 

puntos donde actúa el sistema F1,F2, ... Fn. 

El trabajo externo total será: 
W F + Q =+ F i di + + F i Di Q + + F i Di Q 

&VIvttf,.~Jo·. W F+Q = - 1-i_ FiDiF + - 1-¿'FiDiQ + - 1-"E FiDiF 
2 2 2 

como = ~FiQip = 
2 

_1_-E:. Q i D i F 

2 

Z.t.1 

'"Z. • t. <a 

Esta ecuación es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado 

sería que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi 

a través de desplazamientos debidos al sistema Qi es igual al traba

jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza-

mientes provocados por el sistema Fi. 

El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante-

rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i en 

el sistema de fuerzas F y Qj = 1 en la coordenada j : 

DiQ = DjF 

que se puede escribir como fij = fji ¡.lo 

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibili

dad como se vió en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n 

coordenadas, estos coeficientes se arreglarán para formar una ma

triz de flexibilidades. Esta matriz deberá ser simétrica debido al 
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teorema recíproco de Maxwell - Betti. 

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Existen bisicamente dos m~todos generales, para la resolución 

de estructuras hiperestiticas principalmente y que son el método de. 

las flexib.ilidades (o de las fuerzas) y el método de las rigideces 

(o de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguien 

tes. 

Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos m~todos. 

3.1.- Método de las flexibilidades. 

En el inciso 2.2 al hablar de cálculo de deflexiones, se intrQ_ 

dujo el concepto de matriz de flexibi·lidades de una estructura. 

A continuación se definirá el método de las flexibilidades. 

En este método las incógnitas son las fuerzas redundantes que 

se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras isostáti 

cas y planteando las ecuaciones para resolver las incógnitas con 

base en la co~patibilidad de deformaciones de la estructura. 

Las ecuaciones de compatibi 1 idad son del tipo: 

3. j 

en la cual 

D = vector columna de los desplaza~ientos debidos a cargas externas. 

F = vector de las fuerzas redundantes 

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des

plazamientos debidos a fuerzas unitarias. 
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La secuela de cálculo seá entonces: 

1) Determinar el grado de hiperestáticidad 

2) Plantear la estructura primaria· isostática 

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los 

puntos liberados. 

4) Determinar los desplaz~mientos debidos a cada una de las 

redundantes supuestas con valores unitarios, que son los 
¡; 

coeficientes de flexibidad 

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada 

reduntante con base en condiciones de compatibilidad de 

deformaciones. 

A continuación se indica el ejemplo 3 de aplicación. 

3.2.- Mitodo de las rigideces. 

En este mitodo, las incógnitas son los desplazamientos nodales 

y los elementos mecáncios se calculan superponiendo una esttructura 

a la cual se restringen los d~splazamientos nodales calculando las 

fuerzas que provocan estas restricciones. 

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamien

tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-

dientes. 

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los 

desplazamientos y con éstos se determinas los elementos mecánicos 

por superposición. 

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 
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en la cual: 

( F~ = vector columna que depende de las cargas externas 

[ KJ= matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas 

l D ~ 

debidas a desplazamientos unitarios. 

No depende de las carg,as 

= vector que representa las incógnitas que son los despla 

zamientos 

La secuela de cálculo será: 

1 ) Encontrar el número de desplazamientos nodales posibles 

2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuer

zas nodales de fijación correspondientes 

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos 

unitarios inicialmente impedidos, calculando las fuerzas 

correspondientes (coeficientes de rigidez) 

4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los des 

plazamientos 

5) Los elementos mecánicos se obtendrán de superponer la es-

tructura impedida de desplazarse en (2 con 1 as corres-

pendientes liberadas una a una 

A continuación el ejemplo 4 muestra la aplicación de este 

método. 
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4.- PROPIEDADES 8E LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES. 

La relación entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez 

se establecera a través del siguiente ejemplo (Fig . .Lo). 

Los .desplazamientos ~ D \ se pueden expresar en términos. de 

desplazamientos de cada una de las fuerzas actuando y superponiendo; 

(figuraib). 
f1n D1 = fll F1 + f12 F2 + ... + Fn 

D2 = f21Fl + f22 F2 + ... + f2n Fn . . 
: 

Dn = fn1F1 + fn2 F2 + ... + fnn Fn 

[ f 1 nxn ~ F f = nx1 { D \ nx1 4.1 

resolviendo 4. 1 

{ F~ = [ f] 
-1 

i D t nxl nx 1 4.2 nxn 

La ecuación 4.2 puede usarse para determianr las fuerzas for

mando los elementos de la mat~iz de rigidez de la misma estructuras 

A<--. __ 

1 * .... 1 
1 ' 

}2::::=::=- C) 

.. ---·-·- ·--··~ ---------------. 
frj r . Fj ,:;¡ 

(b) ~ -fl (l k¡;¡ 1 . :::::- Ct , lf . . l.;~J 
&.J ~J 

!f.'*" '- ~F .i• .. kj, i (e) .er:::::::: ;;:::::;»" ~..J n•• "'~· o 
J 1< f•U • ¡,.,,., ,. .. , .. ... 

-- ::::.. ~· ... \<: ... ti"'~k, "¡ F .i'-= le:,¡ l 
b ~) .Q. --- ~ ...... 

F ...... ~r::- .... 

¿¡;; 

i F!a.kJi k f,.,¡:k .. j 
C9 ) fJ --=- -- J o < t>· 1 F'-K:' J .. ..,. 1 ,._ 1 . . -4_,- 1'.1 . 
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Si la estructura es deformada por fuerzas F11• F2 1 , Fn!. a 

través de coordenadas tales que el desplazamiento 01 = 1, mien

tras que 02 = 03 = ... On =O, Fig.i(c) 

1 
o 
o 

o 

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la 

estructura deformada ta 1 que 02 = 1, mi entras que 01 = 03 = : .. =On = O 

(fig.id) 

= 

o 
1 
o 

o 

. ·. 

En caso general, si Oj = 1, mientras todos los otros desplaza

mi en tos son cero, 1 as ecuaciones serán: 

F 11 F1z Fin 
rf l-1 

1 o o 
Fz1 Fzz Fzn = o 1 o 
F3 . . . . ...... 
Fn¡ Fn2 Fnn o o 1 

siendo las fuerzas Fij de 1 a izquierda en esta ecuación los ele-

mentes de la matriz de rigideces, por 1 o tanto: 

r K 1 = [ f ]-1 ó [K l-1 = I fl 4.3 
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades 

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas 

y desplazamientos. 
Sin embargo en el análisis por flexibilidad 

se transforma la estructura en isostática, y el sistema de coor

denadas representan. la localizaci.ón y dirección de las restric

ciones y en cambio en rigidece~, se agregan fuerzas para restri~ 

gir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada · 

la localización y dirección de los desplamientos incógnitas; por 

lo tando la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el 

método de las fuerzas en una matriz, en la cual los elementos son 

coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el análi

sis del método de rigidez y viceversa. 

Propiedades de simetrfa. 

Como se demostró en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y 

con relación a la matriz de flexibilidades: hace que esta matriz 

sea simétrica. Como la ecuación 4.3 indica que la matriz de rige

deces es la inversa de la matriz de flexibilidades, será también 

simétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide-

ces serán entonces: 
Kij = Kji 4. 4 

Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diag~

nal principal fii ó K;; deben ser positivos ya que para el cálcu 

lo de fii el desplazamiento ocurrirá en la coordenada i debida a 

una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma dirección y en 

forma semejante para Kii, la fuerza nexesaria en la coordenada i que 

provoca un desplazamiento unitario en i, tendrán la misma direc

ción. 

\ 
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Si en la ecuación (2.3) se substituyen los desplazamientos expr~ 

sados en 1 a ecuación 4. 1 • se tiene: 

1.w11x1 
1 

= -r { F J \x1 [ f 1 n x~ f ) ( 4 . 5 ) 

y por otro lado, substituyendo la ecuación (3.2} de nuevo en ·la 4.1 

L WJlxl 
1 ~O ~ T [ ~ 1 o~ ( 4. 6) = -y-

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen 

forma cuadrática de las variables F o D y ésta es positivamente de

finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de 

la variable y será cer~ si F ó D son cero. 

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba

jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad d~ 

be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa for 

ma cuadrática, las matrices (f] y (K 1 son matrices positivamente de

finidas, siendo los dete.rminantes de [ f] y t K} mayores que cero. 

Selección del método de las flexibilidades o de las rigideces. 

Para seleccionar cualqui~ra de los dos métodos generales, es 

necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca

da caso cual sería de aplicación mas sencilla. 

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios: 
1 

1.- El número de incógnitas es en general mayor en el método de 

las rigideces que en flexibilidades, pero la formulación de las ecua 

ciones es mas sencilla y de mas fácil aplicación para programas de 

computadora, debido principalmente a la dificultad de programar la 

estructura primaria. 
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2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis

temas relativamente pequeños, la selección dependerá de compa

rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el núme 

ro de grados de libertad en rigideces. 
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5.- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

En el inciso 3 se describió este método. A continuación se 

analizan en detalle la aplicación de matrices para su resolución. 

5.1.- Matriz de transformación de fuerzas. 

En una estructura est(ticamente determinada cada una de las 

fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en función 

de las fuerzas externas nodal es, por medio de la ecuación de equj_ 

librio: 

Pl = bll Fl +"bl2 + .... + blnFn 

p2 = b21 Fl + b22 F2 + ... + banfn 

pm = bmlFl + Bm2 F2 + ... :t" bmnfn 

en la cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste 

ma de cargas aplicada a la estructura. 

No existe relación entre los subfndices de F y p 

En forma matricial: 

(s. \ ) 

en la cual 

bll bl2 ... bln 
bF = b21 b22 ... ban (.s-,t.) 

bml bm2 ... bmn mxn 

(b1 es la matriz de transformación de fuerzas que relaciona las 

fuerzas internas con las externas. 

La matriz (b] es una matriz rectangular y el elemento bij 

representa el valor de la componente de pi de la fuerza interna, 

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario. 

, 
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Cuando la estructura es hiperestática, las fuerzas internas 

no pueden determinarse en función de las cargas externas aplican

do solam~nte ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo la 

estructura isostática, que llamaremos primaria, suprimiendo las 

redundantes, como se hace en el mitodo de las flexibilidades, se 

considera la estructura primaria sujeta primeramente a las cargas 

reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for

ma, se puede expresar las fuerzas internas de los elementos en fun 

ción de las cargas externas F y de las redundantes o hiperestáti-

cas R, como sigue: 

(5.1.) 

o utilizando la propiedad de subdivisión de matrices: 

(s . .:t) 

En la cual: 

bF = matriz de transformación de fuerzas externas en la 

que cada columna representa los valores de p producidos 

por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc

tura primaria con redundantes nulas. 

bR = Matriz de transformación de fuerzas redundantes en la que 

cada columna representa los valores de p producidos por 

redundantes unitarias aplicadas· a la estructura primari.a 

con fuerzas externas nulas. 
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5.2.- Solución matricial generalizada por el método de las flexibi

lidades. 

Considerando un elen1ento aislado, despreciando los efectos de 

fuerza axial 

MJ>. MB ' MA 

t>.t C":--é "D .. 

~ 
"DA ~~ ~ 1 ~L~ 4l.J z A lv" HM1 ::CÉ I L. ' 

L L e:> 

e~> ( l:,) 

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden 

expresar: /P\ = ~ ~~ ( lP f = ¡g~ í 
quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma 

componente del vector carga. 

La matriz de flexibilidades de la barra será como se indicó 

anteriormente: 

cienes es: 

[ fM1=· 6 ~ 
1 
l ~ ~ 1 y 1 a relación con 1 as deforma-

{ o \ = ( f ~1 1 ~ P \ (S . 5 ) 

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedarán 

como sigue: 

Pl 

p2 D = 

pn 

D 1 

D2 
-. -

1) n 

Los subfndices se refieren .a la designación de cada elemento 

, 
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en que se ha descompuesto la estructura. 

Aplicando el principio de los trabajos virtuales. 

He= Wi/real 

(:['(+!;(: (s.c;) 

virtual 

( 5.1 ) 
substituyendo en 5.6 

T e 

(s. ¡) 

Esta expresión permite calcular los desplazamientos de la 

estructura a partir de la matriz de transformación de fuerzas vir 

tuales. La transpuesta de la matriz de transformaciones de fuer-

zas, representa la matriz de deformaciones. 

El vector de deformaciones internas le~ si se substituye 

en 5.5. 

Jol = [bd T [fM] 1p~ 
El vector de fuerza internas ~p~ , en función de las cargas 

externas ~F~, mediante una matriz de transformación: 

~p\ = lbF1iFt 
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El término bF ij representa el valor de la fuerza interna 

en el nudo i debido a una fuerza externa unitaria aplicada en j 

Substituyendo valores: 

/of=[bR] 
T 

['fM 1 [ bF·l F 5. 1 o 

Por definición de matriz de flexibilidad de una estructura: 

fof=(f1lFf 5. 11 

Por 1 o tanto, la ecuación de transformación para obtener 1 a 

matriz de flexibilidades será: 

en la cual: 

[ fF1 = Matriz de flexibilidades asociada al vector de cargas 

externas l F{ , referida a los nudos indicados en la matriz b 

( fM J =matriz diagonal, cuyos términos son las flexibilidades 

de los elementos de la estructura. 

[ bR ]= Matriz de transformación del sistema virtual de fuerzas 

aplicadas en los puntos según las redundantes. 

[ b F1 = t·1atriz de transformación del sistema real de fuerza 

externa. 

Aplicando finalmente la ecuación general de compatibilidad 
• 

de deformaciones: 
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en la cual: 

[ f xF 1 = M a tri z de f 1 ex . as o e i a da a 1 as e a r gas . 

Cada término representa el desplazamiento según 

la redundante i producido por un valor unitario 

de la fuerza externa aplicada en ''j', 

. [f] =Matriz de flexibilidades ensamblada de la estru~ 
tura referida al sistema de redundantes. 

Aplicando las ecuaciones de transformación de fuerzas se tendrá: 

[ fF 1 =[bR 1 T [fMl[bFl 5.15 

I f] =(bR1 ( f 1~1 [bR 1 5.16 
nRxnR . 

y substituyendo en la ecuación ~eneral de compatibilidad de de-

formacfones: 

rbR l T r fM1[bF 1lF ( + [bR] T L f~J[bR1~ Rf = {oxf 5.17 

El vector Dx indica los desplazamientos reales de los apoyos, 

que serán iguales a cero en la mayor parte de casos en la práctica 

o iguales a desplazamientos impuestos como asentamientos de apoyos, 

giros, efectos de temperatura, resortes elásticos, etc. 

De 1 a ecuación anterior si ~Dx ( = O : 

}R\= [f}- 1 [bR1T[f1~1lbF1lF\ 5.18 

Con las redundantes ~Rt obtenidas, aplicando el principio de 

superposición se obtienen los elementos mecánicos: 

= [ bF l { F~ + r bR 1l R ~ 5. 1 9 
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Las ecuaciones anteriores son válidas para cualquier tip·o de 

estructuras: armaduras, vigas, marcos, etec., tomando las flexibi 

lidades correspondientes de axial, flexión, etc. 

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua

ción equilibrio: 

~ P ( = r b F 1 ( F ~ ~ l po ~ 
siendo } pot el vector de fuerzas internas en las barras debidas 

a fuerzas externas tF \ aplicada en la estructura primaria, que

dando la ecuación 5.19 

ecuaciones en las cuales no será necesario calcular r bF 1 
Para calcular los desplazamientos, la ecuación 5.3 puede escri 

birse: 

( 5. 4 ) 

( 6.21) 

En la cual: ?oF~ = desplazamientos debidos a l F( 

)oR \ = desplazamientos debidos a la redundantes 
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Por el principio de contragradiencia: 

} D \ = [ bFl T ()~\ (5.22) 

l DR1 = [ bR JT f ~ l (5.23) 

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos 

de la estructura no están realmente ''cortados'', los valores de DR 

deben ser nulos. 

Por otro lado como: 

( 5. 24) 

que es la ley de Hooke al revés, substituyendo en 5.22 

Esta ecuación permite calcular los desplazamientos aplicando 

una fuerza unitaria en la estructura primaria isostática. 

5.21.- Caso de fuerzas aplicadas en los elementos 

La solución matricial generalizada requiere que las fuerzas 

estén aplicadas en los nudos, lo cual supone que en el caso de vi

gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varía linealmen 

te y que los desplazamientos entre mudos son nulos. 
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Sin embargo como en la práctica las cargas se aplican en cua.}_ 

quier ¡::unto, habrá que transladarlas a los nudos previamente se 

leccionados, calculando además los desplazamientos locales debidos 

a estas cargas en los nudos ext~rnos del el err.ento considerado. 

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones 

de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide la 

estructura en elementos. La expresión para obtener los desplaza

mientos según el sistema de redundantes basada en el teorema de 

trabajos virtuales, será: 

en la cual lo .. \ es 

mento debido a las 

el vector de desplazamientos impuesto a cada ele 

cargas aplicadas sobre él. 

5.3- Resumen de aplicación del método de las flexibil idade's 

6.31- Estructuras isostáticas. 

a} Las fuerzas internas se obtienen con la aplJcación de 

la ecuación de equilibrio: 

/r ~ = [bF}lF) 
b} Los desplazamientos nodales se calcularán: 

{ D ~ = [ ~r [ fr~ ll bF 1 f F) ~ l i 1 ( f t: 
(Nota . 7 En el caso de vigas o marcos cargados en lok elementos 

deberán trasladarse las cargas a los nudos}. 

El ejemplo No. 5 muestra la aplicación del método a una arma

dura isostática. 

' 
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5.32.- Estructuras hiperestáticas. 

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto 

especificar cuales son las redundantes 

b) Calcular vector de fuerzas y la matriz de trans 

formación de redundantes [bR1 y la asociada a 

1 as cargas r bF 1 
e) Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla 

da de los elementos fM 

d) Calcular el producto [bR] T L fM][bF] que 

es la matriz de flexib. asociada a las cargas 

e) Calcular la matri2 de flexibilidades ensamblada 

de la estructura 

T 

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati

bilidad de deformaciones: 

, 

o 

g} Si se desea calcular los desplazamientos. 

DA = lbJT [+1 Jr( 
Los sigui~ntes ejemplos ilustran la aplicación de la secuela 

mencionada. 

' 



(I.,V' 1.~ 
v 1 \:) ~ 

1 ¡ f' 

- Y• 

N S.-"· 
e 1 1 ¿ 1 e v: ¿ .....-

b :. -. Y' ~ ~ re ..1 '\) \ v , "· ~ ,L, 
JQ.~~l-..t.. ct.<,....~f r..'"' 

Fl, 
...-----.-~---, ~ __,___ 

L 
~.1'------t -··--·- .. 

1 

/L 
1 

t 

{ .. j 

1 i o!..~ _- ~ i ¿ ¡_ 

~¿_- L-.. 

' 1 <Í.. bf : e~ 1 e . .,\ J c ... I~J~..., 
f,~ \ f'Lc. ¡ 

[6f1 . = -\ o 
/rf= o o 

s-n. -1 / o 
o ..p¿_ 
o d 

(' ' ' 
-\: V ;_,¡ .... \ 1_. ·~· ..... 

d'<-(f~ 
, 

1 r, . 
( 1 ' 
1 -=- ' 

\ L 1 



< 

- ~&-

[ji?mplo /Vo. C. 

R e~alvl?r lo tlr n1C1dwa por /lexlbt/;dad~s. 

' 

4m Al :: · ~ ~~. 

~¡,¡:¡F: 

+ 
111:1•.~·~~ 

· 10 lor. 
-1m ¿¡m 

Solvc•o-:_ 

J . - l a e6frvc lura es hlpere~ la' lico 1?17 

'2!! grCJdo g /a r?.!>lrvclurCJ 
. . 

pr¡;nor;o 6e lecúo11ado 
/ . 

sera lo 3t!J(.If{?/1fl? : 

- 5 

///~l/1 

t 10 t 
6 5 

E 1 ve e .¡. or j '(. 
.fva.tl...ol.. ,.,..J~r,.,o· 

1";[\odld 

El ve e lor{ p t)} 
11 X 1 

1' 
-S 

-6 
- ~ 
- 5 
o 
o 

+ 7 o 1 

o 1 

t 1 o 1 

o 
o 



'2) Obte.VJC/6~ dR [bA'-J 
e¡ ~ 1... 

i-4 t'olumna dt> [b.RJ 

o -o. 707 

-o. 101 
-o. 101 

o 
o 
o 

-o. 101 
t 1 
-o. 101 

o 
t-1 

o 

o 
o 

-o . 707 

-o 1 o 7 
- o 107 

o 
o 

- o. 10 7 

+- 1 
- ~.-· 

o 
t 1 

R, : 1 

o 
o 

- o 7 o; 
-0.701 
-0.101 

o 
o 

- o 1 o 1 

+ 1 

o 
.,_ 1 



o o 
01> 
o 

0¡,.-t 

o 
o 

~:·r:lflOL O-O 
oz·to 1o1·o-1+ 

1Y X 

{ 

8Z . @~ 'J 
8C."&'9 

0 l OL O· lDI"O· lfJL ·o-0 0 

LOL "o-O O 0 LOL ·o-LOL "0-

o o 
o o 

O¡,. .f LD"l -f 

o o 
Ot> t LO "l. .¡. 

- o o 
o o 

oz-e; -
o 2 -<; -
o z -~ -
02 . $ -

[a o'] [ jl J._ ~q] oetJP OJd 

e; 9 <; 
<;9 ., 

"' '5 

~ ~·' ;;,. J 

~ ~· .. 

' ' 

~-....J .-, 

=\·J(LAJ-] 

~9 q 
t;9 . ~ 

<;!! . ~ 

"" 1V '7?"'7 
-1 ¡,. 

¡,. 

p 
¡,. 

¡,. 
,.. 

¡a opuo¡n:;¡o .7 

1>' 

S?"> ';;J';;I 

l. ':)' 7-

/7<;9 ~ 
¡,. 

<; 9 e; 

/7 
JV i.. 

¡,.. 
:a: 1 p 

¡, p. 
t> ~ 
\>" ~ 

:: ct U-J 

11 .,, 

=[f J 

[;] Jp o¡n .J l.t::J .l 

o~ 



-¡.l--

T 

A horo calrulondo el prodvclo [bR] [!Ml [bl<] 
4 -0.701 o - ? 8 3 ( 

..::1 -0.10.1 o - ? 8 '3 o 
..::1 o - o. 701 o - ¡ 83 
4 o -o. 70 7 o - ?.8> 

[Ft1] [bRJ 4 o -o 10 l o -783 

= 4 -1 - ;? 8~ o 
11 X 11 1/l '2 

.5. 65 -0.101 o i :5 6$ o 
~ ti o - '? &3 - '2 e~ 

5.t;5 .:. O. 101 - o 701 o .¡-S,t;S 

5 65 o 1 5 ó5 o 
? 6$ +1 o o 1- S.65 

o rl 

-0-101-0.701 o o 0-0.701-t/-0.701 0+10 - ? 8:! o 
- ?. 8'3 o 

o o 0.1111·0:101-0.101 o o -o. 7 07 1 o o - ?.83 
o - 2 83 
o - ?. 9,~ 

'Z 8;, , 
r!>.65 

- '/. 8:3 - -z 83 
o t :5 . es 

tS 65 o 
o r- ~.65 

1 q_ 3? 2 1 -Al 
2 1 q_ 3 '2 

La de forn1aclo'r1 ' s-era .' ele 

{
68.e.Bl 
68. 28 

1 
x-

A l 



'. 

' 

- 4"Z.

La;, f11er.ra5 Nl las bt1ttas ' .5t'/tU1 ' 

[ p } ~ { po} + ~~ { R} = { O } 

- 2. 73 

- 5 
- !5 
- 5 

- 5 
o 
o 

+ 1. o 1 

o 
+701 

o 
o 

- 2 7 3 

• .se /r¡. 
_.> /"' 

' 

·-o. 101 

-O. 107 . 

o 
o 
o 

+ -a. 101 
r 1 
-0.101 

o 
+-1 
o 

-2 13 

·"" "' t1.52) 
!<b' 

. '~ "' ~ 13. /:'213~ 

o 
o 

• 0.1,0 1 

-0.107 
- 0.101 

o 
o 

-0.101 

t 1 
o 

t 1 

-2 73 

/lf: '''='' 111':111:/11 

t t 
~ 5 

Tv~.rzas f,'rJa les e/l /c¡6 

{. 3. 2} - ?. 7 3 
- 3.'2 - 2. "1 3 

- 2 13 
- 2.13 
t 2.13 

- t 2.13 
t 3. 81 
t "'1. 5 '2 

t 3.87 
- 3. z 
- 3 2 

-+""' ~q,v:.··'~ 
c..o....,._rrQ.~'·J ........ 

borro!- (-/-o.,) 



.. • 
1 

' 

//
O

 

- " 
'J.

 
" 

1 

~ ti
 

'\
 - rl 

o 

" 
_J 

V'
 

1"
 

t 
+

 
( .., 

In
 

•' 
~
 

("
 

~
 

n 
rl

' 
n o S 

:s
-

"
-v

 
~ 

)O
 

\ 
"'\

 

"' 
,_ +

 
,.., 

1
-

\ 

-
+-

-
&

. e 
r 

-
,_, 

"' .5 1-
11

' 
!"

 
5 

~
+
 

,_
 

f' 
..,

_-
; 

"1
' e 

f"'
 

-~
 ('

\ )- r ()
 e r o -n
 

e rt
l '?
 

('
l 

)>
 

1 
~
 

(})
 ~ i . ..._

. -
--

--
4>

 

\J1
 

:()
J 

.._
_ 

Q
 

: ¡
 

S 

G
 

!~
 

S --
-l

>
 

®
 Ñ o +

-
o ~ 

.•
 
-

. 
"'

 

úJ
 

-
-
.
{

-

3 [T
I 

)>
 

11 
,, 

~
 

(J
J 

• 
o 

y. 
r 

o 
~ 

,., 
r 

c3
 
~
 

5 
rl

 

-h
 

'P
 x ~
 

- - "
- " e_

 

1" ,-.
. 

-e
 o ' 

~
 

p ~ 
-.

, o -(... o <
 

' u
· e 



,_ 

• ~· 
~
 

CA
 

J,,
 

¡V
 

r 
'-

--
' 

,, / 
r 

p 
'1

 
o 

(\
 

...
-

o 
f 

.. 
o 

(
/
 

r 
-
4

-

/{
l 

(.
 

" 
<. 

3 
5 

'A
 

o 
"' 

J 
,,

 
' 

3 
/ 

(.
 

5 

/ 
5 

1 

>
 " 

1 
~ 

(l
 

., 
e;

 
l 

tJ
 

o 
~ 

~
 

" 

' 
o 

,., 
S 

, 

;¡d
 

' 
Q

._
_ 

'\
 

L
 

-... 
('

 
' 

IL
 

o 
'· 

' 
o 

r
f
 

-
t-

"-
(
)
 

f' 
Q

_.
 

,, 
.:-

:t.
 
" 

o 
;:

j 

('
 

' 
r-

1
 

{
)
 

o 
'\

 
._

J 
C

) 

1 

¡J
 

' 
;J

 
1 

l 

1 
1 

a-
-1

 

1
'1

 

' 
\ 

-
t..

.--
1 

~
.
 

(
)
 

...f
l.l 

o 
o 

._
 t

-
-
0

 
o 

o 
' 

o 

~
 

--.
1 

-J
 

' 
\
.
 

;:J
 

1 
l 

¡_
_

-!
 

:;J
 

~-
-.

.o
 
o 

d
o

 
o 

·~
:~
··
 

p.
.: 

~
 

f,
l 

r 
;J

 
11

 
.._

 

11 
...,_

 
11

 

1 
+

 
p

.Q
 
o 

._
:-

o 
o 

+
 

0
-
0
0
0
0
~
-
'
-

1 
._,

_ 

-f>
 

~
-
o
o
 

:-
o

o
 

1 
,_,.

. 

-
-
i"

 
+

 +
 

1 
e;

 
<

7 
o 

o 
o 

:_
¡:_

¡ 
:.J

 

/ 



- "'t S-

1:..o 1 -1,1:, -l.t4- · 

o 

-7.2.+ o l<t.'T"t 

e~ 1 eJ 1 .... j:;_ 
1 :!>4t,lq 

.... \,., \,) f c.. 

[ b~ jT [ + \ {v,J _, 
o --A e 

+4-!JI) 

• 1 .. 

Q i 1 1"s.~! +S,t';. 

-IS. 11.1\l -~.:.~ 

T-' - -4S -r ~ ~ . DO¡ - -S,C>¡i 

-
-

t'\'i.S -?.S.'lt -i-I~.S'e 

o -1' .1 ~ _,{,,'l~ 

o -.s.8S - 5.~~ 

o + 1 í.'l~ 41'i.t~ 
í .. "\ + \(. ~ i \ ~ \ 



U
>

 
• 

. .. r 

\ 
¡ 

1 
\JI 

. 
-

V" 

. 
v• 

+
 

-
ú

) 

"' <f' U
) 

1 

o .J 
J .J .. J 
<

( 

u 
1

l 

~ o 
u 

,. . 
~
 

J:' o o ~-7""" 
-~ 

... 1-
+

 \ 
o

'J
c
,D

 
~
 

J:O o
-

l 

&
:¡<

J
o

 o 1-r
-
-
7

 
+¡ 

IJ. .. 

_
j) 

o o 0
1

0
 o 

') 
L

-
J
 

11 
¡1 

_ ______..,. 

__e_ 
? 

~
 

... 
u 

.J
 -

o{ 

) 
~
 

íi 
¿ 

\J 

o o o o o o 11 " 
fl 

. 
~
¡
 

f r cJ o o o . 
o ¡1 

cr-r.U
 

01 ~<( 1
!_

, 

o o o v +
 

o o 
---------

h :r-rl 

fl 

í 
r-IJl 

o o • 
o , .. 



' . 

~1-

Ejt>mplo i/o.- 8 

Re.:Solvn Jo v190 siguienle 
, 

por el metodo de lo 
f/ e úhi!t'dod : 

E 1• de. 

5o lvcio'n.-

El grado de 

lo .!>igvifn IR 
. , 

~ t011(}((J 

h/pe rRs fa iic:dod es dos 

e.!>l(vclvto pn'mor/o : 

~~~Á _..:..._z'lfV\/\/-1. · 
u 

y s e .s e lec-

1 l O!> \'l'c lort' t. de fvu.ea f> y th.s p lotom/elllo ~ ,6(}1() : 

1 \ 

MAe DA8 
MeA O eA 

r= Mac {): Da e 
/r1 & IJ De a 
M, o Deo 
fll o e Do& 

r 
1 

t' o mo el sislef'Yio de fvtrtot> e~lernot> no e!> ft~ aplicado etl 

lo5 nvdos, hal;ta qve ltat./ododo a lo!> apoyo!'> y ca/c(J/iJI 

/Q!> eito5 f?fl /o.5 ethemc!i de lo!> borta~ 

@, •{tn:: ti~ .-.,.... 

.1 

1 
1 

1 

·¡ 

1 

1 
! 



El ve e tor de 
1 

carga =era : 

.3 fon /m .3 ion /m 

Bf:20' A~b.s------:• ~~~A~b ~~z:,. 
0 A e e BA 0 e P e ;. e 

fl veclor 1 
seto : 

27 

1 
21 
o 

1 
o ) -
zl 

¿¡: r. 

l 
21 

1 

td!cvlo de n1alr/ces de fro11s for rncu;/o~ eN fverz o$ 

Tra;!aJ1do los diagro,n~s de 

rfclvt?danle-:, 

m onun los · deb/do.s a 

()/'l;.lor/()s: 



' ' 

J F 1 = 

5----&4-----~¿----~b 

Para la~ condicione~ 

momf'!1TC.s 1/e,úona/e$ 
1 

por 

[b F J: 0 

Fz =1, r3:l y f"'= 1 tampoco 

lo lan fo la mafr,.r [ b,.] 

A )_.8.8 ( C D ). /~,-------+~4-------~\Y~------~~ /\ 
.L-...:::>. ~ ¿;::::.. ,:,,,,, 

j 1 

la malriz de frant.lormt~úon de redv,dol'lle6 

R1 R-z 
M;. e o o o 
M e .o. -1 o - 1 

[bR] : f'/1 13 e - 1 o -1 

Mee o - o _, 
6l<Z f'/1 e o o - 1 o 

M o e o o o 

la/cedo di? [fM] 

Rz = 1 

1 
!>era : 

o 
o 
o 

- l 

- 1 
o 

prodtHM 

sera : 

D 
1\ 

,~;";" 

1 

1 la mcdriz de lleúbi lt'dades ensamblada . 
r'IO ser o • 

1 2 6 o o o 
6 12 o o o 

[fM] [lec] 1 o o 6 o o = :: 

[l,p] 
{,E 1 o o !2 o o 

o o o /2 ~ 

o o o 6 IZ 
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El pro d!lc lo [bR JT [f,-, 1 [hf J : o 

la/lcvlo del prod11,1o [bRJT[¡,..,J [bR], 
de fle tib/lt'dad~-5 eii60f?1b/ada 

que e~ lo matriz 

Los de6plazc¡m/enfos deót'do~ a la5 cor()O'>- e11 lo-s 
/ 

btJHCJ-5 ) iR len· das ol :;,/~ IRma gRnPro 1 ~ ertJn : 

- 1 - 1 o o. ;, 
o o -1 -1 -1 J ,' ~ ~ { - 1 ¡· 

o lii - 1 
o 1 

1 

1 • 
.Sef"tJn. 

1 o? 
J 
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No.li l;emplo 

R t:~olvrr 
y uJicu/ot 

por 
los 

flexiJ:.ilid.Jd•s cO/IStdNt~ndo f'fPc lo:
c/e$plo7amift,lo> de lo!> . nvdos. 

1 o ton. 
8 3m ~ :a- t 
r--------L--~---, 

6 fo11 
5 m. __ .. 

0/) 

/1:11:¡¡;¡/1: 

{) :?.~m 

1/1: ¡/l:¡.t . . · 

A 
tbm 

-+----~------~ 

t-I:6Goo lon-m 1 

01> = f O. 00? rad. 

1 a r.slrvclura 
5ekc c/onara lo 

et>. h,'perr.s tñ/, co ,pn luc/'f grada y -"e 
~~'g'vienf, ~.? lrw.lvro prinl(>f;Cl : 

10 le-n 8 t 
~------~~----~ 

5 Ion 

f:II;IJI. 

St~ lt" n?a d~ 
rl',di/n el ar1./ ~J 

1 
1 .. ¡ 
1 
! 
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L o ó- veciC'tC'~ de !ver ~as 1r1 ter/la~ de~pla zQn?iNJfos 
1 

y ~eran: 

/1 A 8 

f1 BA 

{ j 0
} 

M u 
.::; Mea 

{DJ M e[) 

N oc 

lorno el .s i.s 1 emo d~ ft.lf?r za~ 

~n lo~ .I?CidO!< 
' 

, 
hCibra tfiJt!' 

hacerlo 
' 1 para . :Se a plt e arat1 

... ;. -5 --*1-/-tl _ __,l ~ 

[ 1 ve e lo!' 1 
ceJr9Cl sera: 

' 
DAB 

[) 8.A 

[)e e 
~ Oc s 

lp" [)pe 

e~ferno-;. no f .S re/ t~plitado 

trq.s/a dar/os a los apoyos j 

las ecvOCIOr/ es de fi'S la'l,ca. 

AdNruf$ t?l .súlema n.ferno oe carga~ por e.slot ·CfpÚcado 

en las 

~011 la 

harr()5 onpone dt>foonac/ont'!'- qv~ 

e '(f'Jit~/on de h atlt:IJ'o v/r lvole.s . 

e -=j,.., ~- -.~x r EI "' 

1 



- 5~-

DIBA H Ociel"'dO (/.S o de la~ lt~bla5 pQr a 
3 

m (1 / ¡,·,o !t'ctJr d;agtOflltJS 
b ion. \ 

"' 5 0 lA 13 
1~. 75 

= 
DI AS 

JI 

D~~re IS 
= -¡:1 -·· 

13 Lt 
""}= ---\:- /~. 7~ 

/)' 8 e 
DICB 

?2. -s 18 
/J¡ac:: PJca; 

1 o, : ??. 5 -El ¡;¡ 
??. 5 

o 
o 

' ? an:¡ podi?/ calcl.lhr las matrices de f ron;.for r!ltiC loÍI d, 

fvRI'ra~ , se ca/CIIIC/t'an /o5 t:lt'a q ro n'lo 5 dPól.dos ¡;¡ 

fvnras e>: 11? r na :s li/Jt faf',O.$ !J los de rt> d1111 datJ e: Cl 

bm /a,.to:s 

"'; 1 ft: J f 3 ; 1 

/.0 5 L l i 

,,, l 
1 ,' .• 1' : 1¡ ,, .. , .. ,: 

Id= .o 1'4=0 
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,'< 

R, d Rz '1 

i 

111:¡1 : 

IJ:II··u.: 

J 

,., 
_...¿_;.,.._ 

ll:tl·~·' 1/:.1/:11 

' 1 ¡r: 11 ~ 11 n:¡1:1n 1•:~1 :,,. 

J o 

La 1>1.?/ r ;'." de ff'(Jt!:, lol'm a~ioÍ? ,71? 
1 

<Clf90 5 t>rC1 : 

p~=[bF] { r) 
f 1 '1 f;! •/ f :J '1 

/'1A6 o· o o o o o 
M 8A o o o o o o 
Me e o o o [b.]: o o o 
Mt6 - !!> o o .:, o o 
"''o • :S o o ·6 o o 
Mn o o o o o o 

o 
• 

La mt:l lft'r. PI' Ira~ lor 1'11(1ÚoÍI d~ n• dv 11 do, f., . 

1?1 Rz f(~ 

/tfAB 1 o o 1 o o 
/t18A o o o o 
M se o 1 o ~R} o o 
/1t:6 . ~h Z/J • 7/;J 2/; 

M ro . ?/.3 7/.1 1 .. z,, 11,3 

NPt o o 1 () o 
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La malnz t?O t>n5amb/ada dt? la t>~ lrCiclwa 
/ 

.5 era : 

l{Ae] 15 7.5 o o o o 

[rMJ í 1 Lf BCj 1 7. 5 JfJ o o o o :: 

Lfco] .6EJ o o 12 ~ o o 

o o G 12 o o 

o o o o 10 !5 

o o o o 5 10 

7 3. 3 3 o o 

1 
-103.33 .O o -6E'.! 

ó o 



= 

-

~1-

! a'lculo del prodvclo [b~<]T[IM] [bRJ, qur 

la mafriz de flpvibllidad 

24. 7 8 - 6? 18 - 18 

[r J = 4-4. 18 )( --'---

G E 1 
24 

A lo~ de~pla70mtenlo5 ¡;rodfiÚ dos pot el s;slfma de totqo 

en lo5 nvdos , deber/ s11matse el de la~ carga~ aplicadas ra 

/a;, bartos r; c¡11e re/endo al ~i.slema gl'l?nol, m~Pd/t~t¡le la 
, 

f?CC/OC! 011 ,' 

Por lo fa11 lo 

S/.~ / é'ff' O de 

{Dxp) ~ [1P J 
l )3 ., -/03 . .33 

- 13 5 ~Ff 

1 
3 &. 61 

- ~ /. 67 
¿:_! - ó 7. so 

} { 
o. 7~ 

= .:5:5.60 

zz :>o 

' 
lo:; des pla:ramie11lo$ lolole5 de¡,idos 

~x In na 
1 

carga St'IO .' 

{ r} + { ~.} 
( ' / ' o o 
l ! t 1 l o. 7:. l o o f - S S. 60 

#I ' 2?. so J o O. l ~ J l -i 

1 

1 O. 7S j 3 7. <l'Z 
1 - 1 

~J ss.so ~ - 1- ~; 
q1 

El 
-&1!.50 00 

o/ ' 



- GZ-
\ 
1; 

' 
? • / 

FC IJtJ ClOnes de de 

37. ¿¡2 ?4. 18 - 6 ZB -18 r R ~1 " 1 1 - :3. q 7 f - G. t'6 ~<1.78 + 2'4 lRT o 
H (;fJ 

1?.3 
1 

-o.oo? - <¡~. 00 - 18 t 2'4 41 
1 

1 

' !ft - 1. 601 
~;· 

R'l 3. 21 ' = 
P.3 -+ · 3. ~o j 

~ 

.. 



i 
,. 

' ' J ' ) () !;\" 1 

1 1 --- 1 i"'\ ( 
\ ) l ,1 

' 

4.0!> 

3. 'Z 1 

1 ~J'O'. .~ 'r 

' 

~ 
/1 ~/lr/1 :'lu: 

7 60 

D;aqrc>ma de 171o)nn-dos 

se Ob f!P¡1R/I cal e() 1 Qndo ,POI 

debidos a cotgo t>'l lfrl1tl6 9 

' . .. . , . •. 

;, : ' ·-· 1 . ' ' . •, 

.. '¡ 

\ l ' ; 
í • <l 

' 
) 

' ( ··~ 1 
1 j '¡ }\ i 
' 8. 8'1 

1 

' ' 
1 

'!'l t\ } 
1 
1 
¡ 

í 
,í " 

1+1 
,~ .. ,/ .. ,,_.,,, 

!3. zo 

··, . .. T 

: ,\J ';, ·.· ... · .. 

' 
' ~¡, 
1 
l 

! 
/ 

{/na/es· las lvnras ;r; ler r1a1> 

su s upc?t ,o o ..s túo'n lo.s e>lnlos 

,.oor rRa'vnd;:M /v-o; 

1 
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Principios Funda~entales. 

e).- Continuidad 

e = a. d 

b).- Ley de Hooke 

p = k e 

e).- Equilibrio 

Solución de Estructuras. 

Método de los desplazamientos o de 
( Continuidad --- Ley de Hooke 

F = ii p = aT k e = aT k a d 

F = K d ; K = aT k a . 

Solución: 

e = a d = a K- 1 F 

p = k e = k a K- 1 F 

las rigideces. 
Equilibrio ) 

., 

' 

Si la estructura es isostttica, aT es ~o singular, por consiguiente: 

P=(aTf1 F 

e = (k)-l p 

d = (a)-l e 

1 



1 

Si la estructura es hiperestética estable, la matriz aT se puede 

particiQnar. 

debe ser una matriz cuadrada 

primaria o isostática. 

no singular, que define la estruc-

p
0 

= fuerzas en las barras que forman la estructura 

primaria. 

p
1 

= fuerzas en las barras sobrantes. 

Método de las fuerzas o m~todo de las flexibidades. 

Equilibrio: 

o bien: 

f = k-1 

Continuidad: ,..d \ \ b~] . 

l-__ ! = • __ T [ e l 
u 1 b, -

- -

Relaciones de boo , b1o , a : 



bll = depende de R 

Las redundantes ( R ) f:e obtienen obligando a que 

'·· 

... 

Notas: 

a).- Si: 

u = bT 
1 e 

R = - {b~ 

p = [ b 0 

e = f p = 

d T 
= b 0 e 

p = b F 

T 
= .b. 

( T 
f p = bl f (bo 

f bi rl; b: f b¡¿ F 

1 
fl T ( T - b) b¡ f b¡ b¡ 

f b F 

= bT f o b F 

Por el principio de contragrad.iencia: 

d = bT f b F 

b).- Se demuestra que: 

F + bl R) 

f b 0 J F 

u = 0: 

(K)-1 = matriz de flexibidades de la estructura. 

Demostraciones 

o 

1) .-

Por la ecuaci6n de equilibrio: 

p = b 0 F + b¡ R 

Premultiplicando por aT : 

1 



1 

a T p = a T b 0 F + a T b¡ R 

Pero: 

, .. 
. . 

. . . . . 
La ecuación anterior se de·oe cumplir p&ra cualquier F y cualquier R 

l.q.q.d. 

2) .-

Por ~1 teorema (1) 

T 
ao boo = I 

T La matriz a 0 es cuadrada, por lo tanto: 

l.q.q.d. 

3).-

Por el teorerr.a (1) 

. [aT J [ b1 J = [a~ a~J [~:] 
aT o 

Despejando a 

b¡o 

b¡o . . 

T 
+ a, 

o 

b¡¡ = o 

( T )-1 T = - a 0 a 1 b 11 

'i 

b¡¡ 

= o 



o 

Pero por (2) 

T 
b,o = - boo a, bu l.q.q.d. 

T 
Recordemos que: b = b 0 - b 1 <lF 1 f b 1 

) _¡ 
b, f b 0 por cons.iguiente: 

bT f b = [bo- bl 

T 
= b0 f b- b 0 f b 1 

·T 
( b¡ f 

T 
(b¡ f 

o 

T rl T 
b 0J f bl b, f b = 

-1 T 
b 1 ) bl f b 1 

· T -1 T T )-1 T 
bo f b, (b, f b 1 ) b 1 f b0 - b0 f bl (b1 f b 1 b 1 f b1 

T ( T )-1 T - b0 f b 1 b , f b 1 . b 1 f b0 = O l.q.q.d. 

La matriz K- 1 es simétrica, por consiguiente: 

1 1 T . T T T 'T 
K- =(K-) .. b 0 fb=(b0 fb,) =b fb 0 

Ejemplos: 

2 
1 T/cr;¡. 

1, 2, 3, 4 

D) .- Iéétodo de les rigideces 

a {~ ~] ; k = I 

-1 

J k a = [_~ -~] = K· 

5 

1 



' 
> 

K_¡ = f3/5 2/5] 
L2/5 3/5 

, d • K-
1 

F {: J cm, 

. . . . 4 

Solución para 

e ::: e d = en::. 

p = k e = 

cualquier 

d • [3/5 
2/5 

3/5 
e = 

2/5 

-1/5 

-1/5 

3/5 
p = 

2/5 

-1/5 

-1/5 

1 

-3 

-3 

4 

l. 

-3 

-3 

Ton. 

F 
2/5 J ~ l 
3/5 ~ 

2/5 
[FJ 3/5 

1/5 

1/5 

215l [F ~ 
3/5 i -1 

1/5 1 

1/5 ¡ 
.J 

b).- Kétodo de las flexibilidade3 

bo = 

6 

. . 

o 

11 o l 
1 

o 1 : 

l~ --:-¡ 



, ··-

..... 

,. 

r--- -

T [~ :] b, f b¡ = 

T )-1 [ 3/5 -2/5 ] (b 1 f b J 
= -2/5 3/5 

T 
b 1 (b¡ f b¡ r' 

o;·,•, d = 
T 

b 0 f b F 

T l/5 bo f b = 
2/5 

, 

T 
b, f bo = 1 

r 2 -2 
l 5 

-2 2 

1 -1 

1 -1 

~'] = K-1 
,3/5 

3 2 

2 3 

-1 1 

-1 1 

1 

o 

p = b J 

' 



.. 

I.- Ann<:duree 

Vr::ctores t:uerza y clespl'H.an.iento 
:· :• . 

bJ.- er~~dura plana . ~ ; -. 

F·x dJj 
F. = -¿ ; d' = d 
J J 

Flj d; jj. 
<l 

b).- ér~=du:a er. el esp~cio 

F { = 
(/ 

.r~x l 
l'Ji F_p._ 

; d' ( 
d 

2.- ~atriz de continuidad (a) 

' ~----cr----, 
1 

1 1 : 
' ' ' = 1 ¡- -u¡ +u; _: (a) 

L_ 
u.= 

~ 
[e>en e cos e J · 6 U• = J.. 

3.- ~atriz de equilibrio 

JL. -- .. . 1;1 ---· . --f~ 

---- _¡ 

Si entre al n~do + 

Si Béle del nudo -

l 

·~ : '• 

E~rra j con e~teGos 

' E:Il los nudos (i,) ;¡ (ií) 

[ces ex, ces (3, e os t] 

l;ud o :'j'· conc\U'ren 
'"-" 

barras a, b,. e, ... 



. 

II.- Interpretaci6n Laica ce alt_"Ur,:cs x:;Gtricce en el ¡;,{:todo 

ce las fuerz~:.e 

bo = fuerzas en les b&rrEs producidas por 
:uETZES uni tL.ri&s aplicadas en la es 
tructura primeria 

(D __ __:1 __ ~ 

" . ' 4 ·, 
2 

,, 

. - tJ 11 1 

'"1 xfí 
-0.!1 . >~ 

b 1 = fuerz~s en las barras pro5ucidas por 
redundantes unitarios aplicados en la 
estructura primaria 

b¡ = 

1 

:l -o. 71¡ 
1 

-0.71 

-o. 11 

--d./1 '~ 
+1 

+1 



1 

b 0 F = fuerzas en las barras producidB8 por 

las fuerzés [F] aplic¡¡das en le es -
¡() tructura primaria. 

t_l: ~15:;4 
x,, 

5 -15 

I , -"" ~ ------r-4 

III.- Casos pérticulares de ~~] 

F = 
10 

b 0 F 

-8 

o 

= 
o 

~+ 8 

14.1 

1 o 
L 

Si la estructura es una armadura, que se puede resolver la estruc
tura primaria por el método de los nudos, es posible que la matriz 

sea triangular interior. 
Posteriormente veremos que para algunas estructuras ea posible ha

cer que ~b] sea triangular inferior 6 superior. (Ver ejemplo) 

IV.- Obtención directa de las reacciones y efecto de desplazamien-
to en los apoyos. 

Sean [P J las reacciones y [d~o.]los desplazamientos de los apoyos 
(en general aA = O) si consideramos a estos como nudos, en el méto 
do de los desplazamientos, se ~btiene: 

O bien: 
o 

-1 
d = '·JI Fe/ 

¡o 



·O bien: 

P = K12 K;/ F + [K12 - K12 K;jKJa~ 

Observe que si F = O 

donde K = K22 - K12 K~
1 

K¿ 1 es la contracción de la matriz [K] 

Cuando un apoyo no es completo (tiene algun grado de libertad) se 
puede substituir por un sistema de barras de rigidez infinita 
(flexibilidad nula) que se apoyen en apoyos completos. 

Ejemplo: 

Si el apoyo es completo ho es necesario ni se deoe hacer esta 

substitución. 

V,- .Apéndice 
1.- Inversión de una matriz triangular inferior 

' ' 

See L una matriz triengula·r inferior y M su inversa, es muy 

facil demostrar el siguiente algoritmo para obtener los ele -
mentes de M. 

( 
-1 l .. ) 

).~ 
(elementos diagonales ) 

ID··= JJ-

(i<:j, U es también triangular inferí 

1/ 

' 

,, 

\ 
¡ 



·2.- J. Robinson ha public&do dos &rticulos: 

"Automa.tic. Selection of Redund&ncies in the J;';atrix Force J.:ethod: 

The Rank Technique" 

Csr. Aeron Space J; 11: 9-12 (1965) 
"Disscrtction on the Ronk Technique and its Applic<:tion" J Roy 

Aeron Soc., 69:280-283 (1965) 
en los cuales desarrolla un método bestante ingenioso, b<:sado en 
la eliminación de Jordan, para elegir les redundantes y obtener 

[ab] ; el método es aplicable a 'cualquier tipo de estructura. 

VI.- Ejemplos . 

1.- J,:atriz G~ Jtriangul&r inferior: 

0~ __ 2 ___ _ 

1 q /. 

1 

' 

/ 
/ 

A 

/ 

/ 

@) 6 ----~ 
¡() / f' 

( 
1 ·----x 0 

5/ 
1 

y" . 
0o;:----,-

,_. 

Obter.gamos ~~]con el algoritmo de la inversión óe matrices 
gular inferior trabaj&ndo con submatrices de 2 x 2. 

<• 

trian 

J 



'2.- Despl8zemientos en los apoyos y obtenci6n de reE:;CClO!lCS 

o ~d· 

0 2 
d3 ['' 

. ,.,. 
j ".' 

= 
0 
J cm. 

[-1 o : 
:.3 d4 = 1j cm. 

; 

w-:r·---r0 
k• 1 Ton/cm. 1 = 

-----· 
o 1 1 1 o -/ o o. o o 

ol 
-
t.Ji¿; 1.l o -/ 1 /_ o 

a = 17 o -t211 M .!Ji ~[j_ o IJ 
o o -1 o o f-e __ i 1 a.-:; 

-J. I/ f./1 () o o éJ lf'.t? .-t'.r''/ 
o () o o o 1 1 o -1 

Calculemos aT k a: ' 
a k a ~ 1 ~ K11 : K¡z ___ : ___ _ 

K21 : K22 
. ' . 

l2 ,, 
+l. 5 

dA = ,1 

' -K21 dA = o +0. 5 

o +1 

1 +1 

13 



. . . -
Observe que: 

®1 ' 

Fex = 

' 

' 1 
' ' 1 

' 

-10 

o 

5 

10 

1 

' ' 1 

+ 

.......... ''"" ~ .... " 

(['· .ns 
:-----

C'.S 

' 
' ' 

+ ' 
' 

1.5 l -8.5 •. 

0.5 0.5 
= 

1 6 

1 11 

, 



. - . 

Arm2dura en el espacio 

Merco plano 

Uerco en el esp~cio 

[

Fx
1 

Fy 
__J 

r;:l 
' 1 

/_Fz ~ 

~ l · Fx 
1 

¡ Fy 

1 ' 1 
l.JZ : 

'--· _j 

r 
: Fx 

F'y 

Fz 

Mx 

: lt.y 1 

~zj 

,, 

--, 
F-z 

i 
léx [ 

J~y 

\ ~ ' .' 

dx-l 
dy . 

1 dz 

dx l 
dy 1 

Gz : 

; 

' ~ 

ci x . 

dy 

dz 

Gx 

Gy 

ez 

~~ l 
~~ 1 

exj 
8y 

I L - T.1:~ r;_s f o !'JL~:~ j_ ó~-~_e:_ ___ c_ o SJ_T:~ e;:<: das. 

e).- RotLción 

(Especia tridi~8nsion~l) 

¡J:j 

' z 
\ 

\ 

\ 

1 

1 z 

1 1 
'1 

y' 
-'~""" 

' 



1 

' .. ... . 
l ; l' 1 

Ln rotLci6Jl q1:cóa Cefinid& con 1& m~triz 

Coso</ Cos (:;, · Cos t-:' : 
1 

Coso:..!/ Cos F:/ Cos Y_:j'j' 
Cos C>( r' Cos ,3, · Cos '( z' 

,. 1 - ' 

1 ' "' . -· 1 y 1 z 1 o.',I3J= r.nculos que ~orm&n los eJe, s .A, , , con les ejes X, Y,Z. 
•/ . 

Donde: V1 = Vector referido al sistema 

X,Y,Z (6 componentes) 

V = Vector referido ul sistema 

X,Y,Z (6 componentes) 

T 
'}i: o 1 

= -~-3ii\!= matriz de transfon:::ación (6 x 6) 

(Plano) 

Donde: 

o bien: 

F, d, V 

\, 
yl y 

\ 
\ 

\ 

\ - ·tj 

x' 

r--r--: 

• r.1. 1 l':'l : 

L :L-' L-" J • etc. 

Cos e Sen e' 
1 o 
1 

T = -Sen 8 Co.s e' 1 --------· 1 • 

o 1 1 

= [J~,¡:j 
= Vectores con tres componentes 

16 

( Fx, Fy, ]~ z) , etc. 



1 k+1 k(k+1)/2 

= o 1 k+1 

o o l 



1 

\ ... 1 1 

Si: F
1 = T F 

T 1 
Se sigue que: d = T d (por contragr[;diencia) 

Si 0c J es la matriz de rigidez para ~F J y :d J 
F = k d 

r • · • ,-: r 1 
Se puede obtener k 1 ! '(mé.trir. de ri¿:;idez paré F y · d 1 ¡) 

F = k d = k TT d1 

Aplicaciones:· 

a).,.. :Barras de armaduras 

Sisterr,s F, d: 

1 1 
Si¡¡temn F , d 

0 
ll ~,·---!:'. ------

F =[N]; d r -

= e ; 

e 

® 
---'_.__ r- N 

; \ 



F' = 

Natriz T: (Por est6tiea) 

-Ces el 
T = 

+Sen El 

+Cos 

:J -Sen 

k' = T k TT 

-e' es 
k1 =EA/L. 

es s 2 

¡g 

-es 
----- ---~--------

2 e- es es 

es -s~ 1 -es 

11 o ' -1 

o o 1 o 
- ·- - - - - - ..J - - - -

-1 

Lo 
o 

o ' 

1 

o 

8 2 1 

_j 

·. l 
o 

o i 
- ---1 
o 1 

1 o 

' 



",;:;. •¡,~,/;"·','..~,,' .. '• 

. ~¡.~ '~'\:·· W· 

ANALISIS 

1 E S T R U C T U R A L 11 

R E S U M>E N 6 

1? 



u).- V ict: s ( consic1crLn::o únicrjJ;;cnte · flC:xi 6n), 
u 

Sistema F, d: 

' ' Sistema F , d: 

-6EI/1
2 

J. 
4:EI/L 

,, (Í L ... !' 
WA "--~ . ·--·- ·- -----~ ".s 

(Ver epéndice) 

G

r, Al- -l BA_ - - eB . 

F
1 = (momentos Flex.); d

1 = 
ll·· . .L_.I 

Matriz T: (Por est6tice) 

,-
¡L ll 

' T = ; 1 

l_o 1j 

, ~4 2] k 1 = EI/L 
-2 4 

Note: Obs0rvese' que los 6nculos 8:, y 83 se m~oen a p<:.rtir de la 

linee. (j.J- ~-; , se considerEi o. u e (f) y@ no se d esp} azt:n re la 

tivé¡;,::nte. 

IV.- Ensé~ble de le m1::triz K 

Se ha visto que lé: rr;é:triz K (rigiGez ensarr.blada de la est~uctu 

ra), se obtiene: 

K = s.T k a 

F = aT p 
don u e: 

e = (l d 

~o 

' 



1 

\ . ' 1 

· \ 1 1 · i - · · t . IT ·1· ' l . ·o\l!. ... e;·,·cse que :_o JC::s se.meJCIJ e u ...!.U r:~~ -rlZL _, uondc e s:._r.1.cL1á 

lp] 1 [e }le trc;nsforr..ó &1 ::Jitlt.cmc..i"F!, rd J. 
Hoy dos form&s de obtener K sin afectbr el producto (a1 k o) di 

rec tamcnt e. 

1).- Regla de lo o~~: 

- -
----7---

' / 
1 

/"-.,_ 
. " / 

------
1 

. 1 

-------- -·--~ j. 
1 

' 
' 

Considereruos la barra 0-\l~) de un&. estructura, .sea [k'] su rigidez 

acoplada referid& al sis'tema global X 
1 

1 y 1 

Ejemplo: 

'------ x 

Barra :i'-@ (4) 

1 

·' 

0 e = + 90 

---- -J' 

"J.-1 

A1 = A4 = A 5 = A 

A, = J, J = A/ {T 

o 

o 

o· 

1 
i 

_¡ 



e = cf· 

Barra GJ-:§.'; i 2) 

o 

o = 

-~ 
',¡·-

' ' 
' -,-

Barra (o J2'; ( 3) -'. ~-

e = - 45 
o 

k' 
1 = EA/L 

k' = 
2 

k 1 = El.jL 
5 

,- e¡·, @\ 
1 o "-1 o ·¡ 

G> 1 
)• O' 

) 

o o o . ·.; 
:_1 ----

1 

@ 
-1 o 1 o 

ó o o o 

1'1· 1'()\ 

(lr 1/2 -1/2 ' -1/2 1/2--1 

' -1/2 1/2 . 1 +1/2 -1/2 
1 

El/rf - -- -- -· --
@; -1/2 1/2 1/2 -1/2 

1 L 112 -1/2 -1/2 1/2: 
·_j 

~ ~. o '2 

¡ 1/2 1/2 1 -1/2 -l:./2-1
1 

ro· 1 

1 . 1/2 1/2 . -1/2 ¡-1/2 : 

cgj- ::_l/2-- --l/2- :- l/2~ ~ -l/2. El·/~ 
1 -1/2 -1/2 : 1/i l/2_j 

'-' •.O.• ,_-
----' 1 o 1 

-l 01 
( 2l 1 1 
~-·¡ o o : o o 

¡ _ _--1- - o- : - l - -o i 
o o 1 ó o 

¡ .::J 

o 



' 

1 

K= 

K = 

2).-

r· 

:0+1+1/2 
. (Í' 
,~. 

EA/L 

. 0+0-1/2 

L 

¡ 

o 

o 

3/2 

1-1/2 

o 

1~ o 

Genera1:iz8.ción 

(Ejemplo) 

0+0-l/2 

1+0+1/2 

o 
-1 

-1/2 

3/2 

o 

-1 1 

de aT 

- -¡ 

o 

o 
- -· --

3/2 

1/2 

l ' . 1 

o 

o 

0+1/2+1 

0+1/2+0 

o J -1 

1/2 1 
1 

1 

3/2 : _¡ 

L-. --~J._ ___ ¡--·).!----~ 

o 1 

:-1_ -- J 
0+1/2+0 1 

1 
1+1/2+0j 

~·t:-·-· r.-~-~-0;:·-·-~- "'"r~G) 
• --..1.._'0. . , 8.31.!- 1. EI = e te. 
~ "'-....:.._ ' -- " e. ' o./ ti c-~-l- "-i!t 

Se quiere obtener lK 1l, considerando. solo el desp12Zó.llliento vertical 
L J : 

~.6J en (iJ producido por UllB ccrga )'.], usemos la rigidez a flexión 

en función de momentos. 

Sistema F, d: 

rl.L,,l 
F = M,, 1 . 

1 ' 

' 
d 

hl,; 1 

hlJ¡ J 

4 -2 

' -2 4 :J ____ _¡ 
K = EI/L 

4 -2 

-2 4 



1 
F , 1 

d : 

T = l/L [1 -1 -l 1 J 
K 1 = T K T1 (K' m~triz ensamblada) 

K
1 = EI/L3 l24l 

V.- .Apendicc 

1).- Interpret~ci6n de K 

F = K d 

Si: d = I 

F = K 1' 
Por consiguiente[K] sÓn lbs fuerzL-s que hay que aplictr para producir 

desplazhüentos ur.i tarios; ejeu.plo: 

- .. _ . f,\6EI/L
2 

. 1 ; t d ... = 1 
-------.,®----1 ÓD 

il2EI/L
3 Í 12EI/L.; 

K = l-6EI/r! 

a 

1 
-6EI/L2 ~ 

4Er/~~ 



... - ·• 

·1 

Rcsurr.en ( 4.) 

I.- Rel~c16n entre rigideces "no acopladas" y rigidecec "ncoplad[:.s" 

No Acoplada 

• d 1 

P.s .11 

Por estática: (Ver apéndice) 

~~, r-~·~1 ~. J 
.. 

Por consiguiente: 

Para una viga recta de sección constante, considerando los efectos 
de flexión, fuErza pormal y cortante: 

L o o l fü = EA 

' o L. (l+c) I/. ! ~ 
m 2EI i 1 

o L' L 

.. 

2IT EI 
L. _.J 

1 
1 

?.5 

--.( 



. 2 

e = 6( l+u) ( f /L) k¡ormo 

( (_) = ~ I/ A 
1 

¡ k¡.,,.= P.j A,.r/.:) 

Invirtiendo a ~~ , se obtiene a kBB 

La matriz 

\ 

EA 
k = r-

o 

o 

acoplada será: r 
EA 
'L 

o 

o 

o 

@ 

12EI 
LJ (1+4c) 

-l2EI 
1~(1+4c) 

6EI 
VTI+4c) 

o 

12E'I 
LJ(l+4c) 

-6EI 
V(l+4c) 

)1. 

/ 

_;6EI 
V"Tl+4c) 

o 

-6EI 
L'(l+4c) 

4EI {l+c 2 
1 (1+4c) 

IY 
1 
1 

®----- ¡( 

SDIIETRICA 

O 12EI 
L5 (1+4c) 

o -6EI 
1' (l+4c) 

,. 

Conociendo la matriz r:.coplada de l¡¡.s barras que forrr:an una estructura, 

bastará aplicar la re¡:¡la de la suma para obtener lú ne.triz de 'rigidez 

de la estructura K
1 

(matriz de rigidez ensamblada) 



ll 

Not&: p&ra pasur de coordenedss locales a globales, recu~¡·de que: 

O bien: 
1 T 

kb.ll = T k.bh T 

1 T 
kAA = T k~,.. T etc. 

II.- Matriz de continuidad para marcos planos 
a).- Alternativa 1 

® ® 
' 1 

@ 17\ T ., 
'¿1--T---o--

=CD® ' 1
T B -0 --T---

i ! 

[a] (6b x 3n) 

'k 
2 

ki = rigidez acoplada de 
la barra 1 

Solución: 

d1 = K-' F 1 

e = e d
1 

p = k e 

b).- Altern~tiva 2 

• 

o 

(Obteniendose p y p 1 en coordenadas loc~les, 
de cada barra) 

• 



k!;! 1 

• 

K1 = a T· k a 

Solución: 

l = CK' r' p' 

e = a d1 

• 

\ '- • 1 

[a] (Jb x Jn) 
l"' ~ r k.a.a< = mE:.triz de rigidez "no r.cop ·'·" 

de la barra i. 

p = k e Obteniendose sólo p , en coordensdas locnlcs, 
. .e 1 de cada barra; pA se obtiene por estático: 

PA = -H¡;~ P.a , 

1 o o 
H.BA = o 1 o 

o 1 1 

(Coordenad<=.s 

III.- Flexibilidad de barras encadenadas 

(en serie) 

t:o/ 
1' 

'y' 

(barra recta) 

locales) 

• 

-- -~ 
. x' 



1 

·Por definición: 

d' = fl\B PI a 11 
- -

,T f' 1 ,T r' 1 ¡T 
f' 1 

f¡;¡¡ = H.H H.~~r + HBP H, ~ + H.sr, H .BP, l 3 ' • 1 
- l 

1 

1 1 Nota: Si se tienen dos sistemas F, d y F, d las reláCiones.entre sus 
flexibilidades son las siguientes: 

Si: F = A F 1 

(por contragradiencia) 

f 1 = A T f A 

Por consiguiente: 

.Apendice: 
I.- Matriz~] de transporte de fuerzas. 

y ~ ® (,tA ' YA) [P J =? 

1 

1 

1 ® 
1 {¡¿ 1 y;,) 
1 [PJ 
L-- --- -------- ;< 

Aplicada ~,J en@ se quiere tr&nsporter a A: por estática: 

~~" PAy = 
llt:Az 
~ 

o 

rpfXl 1 o o 
o 1 o 

\ PBY 1 

(yA -y.5) - (X¡, -X¡;) l. ' 1 111..,' 
1 1 -- ¡ 

- '- ·--~ 

~5 ~= Matriz pnra tráns~ortar fuerzas 
:e :B e A 



Nota: Observe que HH = (HAb r 1 

II.- J,:~:;triz [HT]óe tr&nsporte de :;esplaz¡_;micntos: 

y ! 
1 
1 

1 

1 ® 
1 ~J =? 
L--------~1 

SupongLmos que a @ se le de un despl&zamiento @. 11], cuanto vale 

@.e.] si la b<•rra .Al3 se consic era rigida, por geometría: 

o (y~-y~) 

1 -(xA-x1,) 

o 1 

T 
HB~ = Matriz par& transport&r despla-

zamientos de @.@ 

Nota: Este result&do se puede obtener directamente aplicando el 

principio de 

Ejemplos: 

contr&grcdiencia a la formulación anterior. 

I.- Obtención de f 
i Y' 
1 

~-:------ p 

A 

E = cte , 

G == cte 

Sección = constante 

Conviene obtener f,, , suponiendo que '~este unido rigid&mente a 

® 

frr es mós f~cil de c&lcular que f.~ "· ' 
por ser @el centro de la 

circunferencia. 
(\ 

1 ¡1 1 T' 1 

fe e = ) HoP T ~ HcP ds 

L.il -:>0 

1 



1 o o sen o: cos O( o 
¡ 

H o 
! o 

= 1 o • " ~-c:s « 
sen o< 

1 - = 

1 R sen o< -R e os o( 1 
o 1 

i ! 
~ 

x'= R sen o< e = 90--""' 

y'= R cosO( 

1 
EA 

p 
A, := A 

= 1 Ji: /<Y"'"· 
TIA, 

. . 
G = E 

1 2Cl+Ur 
EY 

S -e o S e R~ 
T-r T -Re. 

HCP = e o S 
S . Hc;o T = -e 

1 
1 J.J Rs -Re 1 o o 

S ·-e o 
EA ·u 

~ (TT Hc.P ) = e 8 o 
TIA, TIA, 
Rs -Re 1 
EI EI TI 

[ 32 + e2 + R
23J 

EA TIA, EI 

( H;P T) (p TTHcp) = L~1 + es - Res] Gez +· 3 2 + R
1 

cJ 
TIA, El Et. GAc El 

o 

[M] [:~] [h] 

31 



d s = R u •-: 

Obtengamos les integrales que figuren: 
7T 

S:' ·"· [r 
7T 

- sen 4 2~~t = 

j 6 2 do<= [O( 
. 2 

7T 
+ cos 2 J = 

4 
o 

ü Sime'lrica. ~7TR + lTR + !TR 
~ 2GA, 2EI 

. - -
- ~-

fcc = o ' iTR + TTR + 7TR~ 
2EA 2"' m v.n.c; _j 

lT + 1 
~ 4 

- 1 = 7T 
4 -~ 

de::>( = o 

eRJ ! . o :~] Eí 
' 

Ob-tengamos f.BB : 

1 o o 

, H.!lC = o 1 o 
o R 1 

TJR [h + 1 
+ ~J c~~J GRj 2 TIA, l? 

fe e H .BC = o lB. [1 + 1 ''t Rzl O 
2 El, GA 0 E1_j . 

[2R 2

] ITR
1

l ~Rlj 
l 

TI El j El j 

1 



rR [-1 + 1 + R
2J [2RJJ [.2n] ·- LEA TI, El LEY 2 El 

H~c ( f" H,.c: ) = f:J:. = [ 2R 3
] ~[h + 1 + .\R'][ ~] 

EI TI, TI 'TI 

[ 2R 2
] 

íiT ~rJ l~J 
II.- Obtención de fll13 p' 

E= cte. 
® 1 

1 

aJi ~-------~ G == cte. 
@ Sección constante 

1 o o 1 
EA 

H.op= o 1 o i T == I • ~ = 1 
1 

o -x 1 TIA e ' ; 

1· 
L 

hj 
1 o o 
EA 

T p o 1 H.bP = -x 
GAc EI 

o o 1 
EI 

·~ o o .. .. 

(H.ov~) [h + ~~]-HXP = O X 
'El 

o - X 1 
EI EI 

J: 
= o 

Integrado: ds == dx 

= -L 

'3.3 



, . 

1 o o 
i::A 

( 
..3 12 

f.b.B = o 1 + 1 ) m GA, 2EI 

o 12 1 
2EI BI 

Nota: 1.3 + 1 = 1..3 [1 + 3EI J = 13 ~+~ m GJ., 3EI cA, V 3EI 

III.- Obtención de 

@ 

0 

y' ® 
[1 

:/ ®~· 

f.aB = f/ T 1 
4 + H::,r,.f1 

f,, = 
T . 1 

H,p + H,P, fJ ., 

f,h; = 
T 1 

Hll~ fr. P HcP. 
2 l J :. 

r,s = 
T 

fBC 

f.f.Jl f 0 , fBC fCB ; 

11.00 
0 ® -:f 

1 

0 
i 
l. 00 

e -1 

H_sp2 

T 1 
H,p, + 

T 1 
H,P. f 2 HcP. f 1 ¡ 

H,p • 

E = 2 x 101 T/m 2 

I = 2 x 10-.f m 4 

A= 0.01 mJ 

Despreciemos el efectc 
' del cortunte (e = O) 

' 
Obtención de f· L (flexibilidad en coordenedas locales) 

0.5 -S V -4 m/ 1 l x 10 m Ton. = 0.05 x 10 Ton. 
EA = ro' x 

= 
2 X 0.01 

-3 
1 l 0.083 x 10 m/Ton. 
3EI = 

l01x 104 = 3 X 2 X 2 X o 

-3 
1/Ton. 1 l 0.125 X 10 

2EI = 
X lO?x 

-4= 
2 X 2 2 X 10 

.3 
1/Ton-rn. 1 l 0.25 X 10 

EI = 10_,¡= 2 X lO:x 2 X 



0.05 

o 

o 

0.83 

l. 25 

o 

l. 25 

2.5 

1 
Obtención de f¿ (flexibilidad en coorden8das globales) 

a).- E&.rras [[) [l) !] o -1 o 
o e = -90 T = 1 o o 

o o 1 

0.83 o ~1. 25l 

o 0.05 o ! 
1 
1 

-1.25 o i 
2. 5 ! . J 

0.05 o o l 
o 0.83 

1. 25 J 
o. 1. 25 2.5 

' b) .- Earra []] 

Obtención de 1&s matrices de transporte: 

1 o o 1 o 

Hse = o 1 o H = o 1 
• 

-1. o o 1 +l. O o 

~~ o o 
o 

He?,= 1 o 
1 

i 
Ll.OO 1. 00 1 

- 4 
X 10 

-4 
X 10 

-4 
X 10 

o 
o 
1 

' 



·Obtención de f;-,¡:, • • 

2.08 o -3.75 
T fJ o 0.05 o H.e,p = J 

l 

l. 25 o 2.5 

5.83 o -3.75 
T fl ) H .BP = 0.05 ( H .Bfi o o J ¡ 

-3.75 o 2.50 

6.66 o -5.00 

f = BB o 0.10 o X 10- 4 

-5.00 o 5.00 

Obtención ce (, : 

-0.42 o l. 25 ~0.83 o 11 
T f' T 1 

H'P. = o 0.05 o • (HcP, f 3 ) HcP, = o 0.05 o J 1 

Ll. 25 
, -l. 25 () 2.50 o 2.50 

:l 0.05 l. 25 2.50 2.55 l. 25 2.50 
T fJ 0.83 T J 

H,P. o l. 25 (HCP, f 1 ) H,p, = l. 25 0.83 l. 25 
' 

2 
1 

L o l. 25 2. 5 ' L2. 50 l. 25 2.50 

=1 
-0.42 o 1.2~ ~o. 83 l. 25 l. 25 

T fJ T f: ) H, P Hcr, -1.25 0.05 
2. 5J (Ha = 1 l. 25 2.55 2.50 1 

L 
' ' ¡ oll. 25 -1.25 o 2.5 2.5 2.50 

4. 21 2. 50 5.0 

fCG = 2.50 3.43 3.75 X 10- 4 

5.0 3. 75 7.50 



·obtención ce f.l'.C: 

1 f' f p = r, '1 
1 

2.08 o -2.50 
T 1 o 0.05 H.bP. f 1 = 

1 
O f.BC = (H:~ f,' ) Hcp~ 

-1.25 o 2. 50 

-0.42 -2.50 -2.50 

f.BC = o 0.05 o X 10--1 

l. 25 2. 50 2.50 

Recordemos que: 

(Si: d~ = O) 

O bien: di = 

Obtengamos: [t J-1 

6.66 o -5.00 -0.42 -2.50 -2.50 

o 0.10 o o 0.05 o 

[t] = 
-5.00 o ,,00 l. 25 2. 50 2. 50 

X 10-4 

-0.42 o l. 25 4.21 2.50 5.0 

-2.50 0.05 2.50 2.50 3.43 3. 75 

-2. 50 o 2.50 5.0 3.75 7.50 

~ ' ' ' J [tJ~ kllil ' k3c 
- - - 1 

k~J:, : k,', 



l. 217 -0.067 1.055 -l. 230 

-0.067 10. 224 0.081 0.133 

[~]-~ l. 055 0.081 1.253 -0. 904 

-l. 230 0.133 -0.904 2. 460 

0.133 -0.447 -0.162 -0.266 

0.808 0.086 o. 618 -l. 615 

Obtengamos la métriz de rigidez "acopláda", esto 

d~ 1 o • d~ 1 o • d' 1 o 
' ' e 

Por est~ticu: 

p' 1 1 
-H.BA -Hu. 

A 
p' = 

.B 
I o 

p' e o I 

1 1 1 \ 1 

kA~,kL~ k¡., 

ks~ kH .k .a, = 
·-----·-

1 1 T 1 1 T 
- ktbHb~- k¿, Hu.. 

--_-k/, H;; ~ k" H;~ 

1 ,. 

-HilA ' -H~A 

I o 
' - >.. 

o I 

~~· ' k,~ 

1 
k.?>.:O 

1 k;J 
k~, 

Generaliz¡.ción de la fórmula dada en la hoja 24 

0.133 0.508 

-0.447 ' o. 086 '11 

0.162 0.618 
X ll 

-0. 266 l. 615 

0.895 -0.171 

-0.171 1.360 

es cuando 

[ ' :~ 
_, 

-~.O A_; I 
--H , o : I 



·SO LEC 19:00 

\U.TRIZ A 

,66600000E+01 

-.25000000E+01 

.OOOOOOOOE+OO 

-. 50000000E+01 

• 25000000E+01 

• 12500000E+01 

-.25000000E+01 

.34300000E+01 

• 25000000E+01 

MATRIZ (A) (-1) 

034 10/16/70 

,OOOOOOOOE+OO 

-. 25000000E+01 

. OOOOOOOOE+OO 

• OúOOOOOOE+OO 

• 25000000E+01 

.42100000E+01 

.50000000E-01 

-. 50000000E+01 

. OOOOOOOOE+OO 

. 50000000E-01 

• 5 OOOOOOOE+ 01 

-.42000000E+00 

.25000000E+01 

• 25000000E+01 

.37500000E+01 -.25000000E+01 

.50000000E+01 .37500000E+01 

-. 4 2000000S+ 00 

.10000000E+00 

. OOOOOOOOE+OO 

.1250CJú(J0E+01 

. OOOOOOOOE+OO 

• 50000000E+01 

• 25000000:2+01 

.OOOOOOOOE+OO 

.75000000E.t01 

.12174584E+01 -.66563716E-01 .10545104E+Ol -.12300975E+01 

.13312743E+00 .80781727E+00 -.66563715E-01 .10223654E+02 

.80941477E-O+ .13312743E+00 -.44730816E+00 .85734063E-Ol 

,10545104E+01 • 80941476E-01 - .12526551E+01 -. 904201)4E+OO 

.,-.16188295E+00 • 61769426E+00 . -.12300975E+01 .1331;:7 43E+00 

-.90420153E+OO .24601949E+01 -.26625486E+OO -.16156345E+01 

.13312743E+00 -.44730816E+OO -.16188295E+00 -.26625486E+OO , 

.89461633E+00 -.17146813E+00 .80781726E+00 .85734C63E-01 

.61769425E+OO -.16156345E+01 -.171468131~00 .13595314E+01 



l.- rlo:i·~.l]ilJ¡,js¡, de ·:J~JTuS Cu.lVé.¡; -:e f3C.CCiÓf, '.' .. I'il.tle: 

C::onde: 

Fi~ 

'·!Y 

:·¡1 
~ 
1 

1 
! . 

i 
H.~= 

"'' 

T = 

) 
.. = 

(~' 

e T T T 1 1 H
1 

T 9 T .I¡;;p dS JL j;.";.o 

11 o o 
1 o 1 o 
1 

L y~ 1 
-Xp lj 

r- -, 
1 

Se:n o 1 1 e~~ G o ~-

1 _;:.~·.;' 8 C0s e o 
1 o o , 
' L_ -_j 
r- -! ! l ; 

~ ' . -~· ¡ 

l ! ' . 
; ' 

·J.r.,. 

' ... .!. l 
--' 

( 

.-. - - ' ·-, -... ~ .• ~ .• ~._. ,/_.,_. ·,.· ... · _', .·_ -. 
... l ::::. ~· - - .... . : .... ·..: '; ' ... . - -

·.- r) : .. . ..:.., 

,. 
/ 

~:, -----t),_l__ ... -· ..... 
: .. ·· 

-"''- Y. 

/. \ - r. 1 ,-
'r ' .! .. .,~._,,. .. "1. 

o 

. :;- ·- e 

• · .e . t :._ ~ n .. ..• , · · 

' - . 

1 
-... 



1 

LB ructriz . k 1 
( ":;copl<,dú") tendrá los sit:uientes elerLcntos: 

1 1 1 1 1 

k u~ k~B k¡.,c kAD 

' ' 1 

k' 
k;,B k l>C k ,e¡, 

= Considerando empotrado a 

l 
k;c kd, 

' k~) 

Para obtener esta mo.triz habra que invértir a 1& w&triz t 

~ = 

donde: 

donde: 

' f~" ' fE~ fe.b 

r;, (~ 
r;f) 

¡T 
f ' H = .l + oo 

~, '3 

IT 
H.eP f ~ • 
H l T f~ 

+ '"J "" 

Ilota: Con elementos de n nudos l~s mctrices de rigideces acopl&das 

serán de dimensión (n x n) y se podrá aplic<:r la reglé de la 

~ pera ens:C.!r.blar lél rn:,triz K1 
, utili::::-.ndo las rigiceces 

acoplad~s en coordenadas globales, 

III.- Rigideces de barras con discontinuidades (Heleases) 

@ 

__ ::--:-;"1 

1(/ 
- : .. - .. - ... 

@discontinuidad en clgunos 

componentes C.el desplaza
miento¡ por ejc~plo:· giro 

o si se treta de uné< <1rti 
culo.cién. 

'·:' :: 

( ' ' ' ., ...... ' 

CD 



\'<J.l 

Se 
rv 

deseo. obtener k" tul que 
~~ 

''-' ....V 

pll = kbll d.a 

Sea [x] la discontir,uidRd de ~~ 
X = d - d .. 

(der. L 111. 

___ dll (sin discontinuidad) 

~ 

d» (con discontinuidad) 

d,...,r. 

/ 
'\;:-::'·:::-Q 

,..__, . T 
(-X) db = dll + H.D<: 

En la discontinuidc,d se tiene que: 

dond~ J\ es un& mstriz que define la discontinuidad en~ 1 
Ejemplos: a).- i.rticul&ci6n ~ . f.:..·= ~ o 

p = O (Ko¡;.ento flexionan te en te';= O) 
c. i '--" 

'b).- Discontinuidad y -11- 1 

P - O (Fuerza cortEtnte en@= O) 'j -

Observe que: 

" 
donde x = farte no nula de ~ 

1 
(Si se tr&téi/ue un& Grticul2.ci6n:) 

o 

X= O x = [x J 

· . .:. .. :_ . ~ .. : . ~, ::: • . . - S t. 



1 

T 
/\ :r:)_ - -•-- _(5.1) 

pero 

Sustituyendo en (5.1) 1 

p = 
¡:, k"::~- H~c. j{ < AH,,, k<•H:, t~ r'A ll~, k~ d'3 

L ________ ---,¡--

Por consiguiente: 
~ 

= ku 

Nota: Si 1~ discontinuidad en C ests referiaa a un sistema x: y; se 

tiene: 

En este caso: 

Ejemplo: 

-'p'-
\ -
' 

' 
T p: 

' 

T T f\'T f\1 T ,T_/ ,T 
A= B.Bc -T J'i ( 1 ~ T Hac k 55 HGc T J\) AH.,,kros 

' 
' 

' + 
f' 

' / 1 
--~~L)e:______,. - - - - .- >' 

® 



' ' ~ 1 

IV~- Ri¡:iñeces de rr,icln"L·ros rectos de ·¡¡(;cci6n unifor¡;¡c ccrJ discontinuid::.d 

Discontinuioéid _________ . __ , ___ .. ________ ---
... - .. ----- ---·- ---- --

o 

3EI 
Ll) ~"-) 

-3EI.,( 
L'}:,(j 

1
EA Ir o o 

J--~1----- o o o 

Lo O EI 
1 

~ 

o o 

o 12EI 

i------ .... ---
~ -

o 
1 

o 

-3Eio( 
L¡ y ce\) 

) _ _po(l 

L !J.i"~ 

o 
-6EI 

o( == 

-~ (. •. ) == 
~ 

L2 (1+4c) 

4EI(l+c) 
1 (1+4c) 

a/L 

l+c-3"' +3 o<z 

1 

. ·--- ------------------ -·-- ·--- , __ L _____ ---.. -- ...... -----··--· --------

~·--0--
J .· 

[~' 
Lo 

o 

o 

o 
----·-----------------· ---

1----1 f-1 r--

EA 
r 
o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 
o 

o 

o 

EI 
1 

= 
/"'J 

k (d, 

·---···-------- ---------· ---------·--

--./ 

J k 
' ' ,, " 



Di so:; <.mt in u i u" d k !?t· ----- ----- --~---- ------------

IGUAL C/,SO ( 3) 

--- -------· r 
_;----

EA o O. r ' 

,, . 

'!--J~-o-
~· 

rV 

o o o = k' h .. , 
o o o 

'- ------------ --- - -
o o o 

l -- ~ -- -- --0-·---- --' 
' t- ·----1 

o 
CASO (1) 

o 
'- --

' ., 1 ;¡ - f-¡ --' 

1 

ro o o' 
lo ~ o o = k,¡ 
1 

"~ 

10 o Eij L r 
·---·- ·-------------------- -

"'-' I.- Dcli'e>stn•ci6n ce que k~¡.e:J singuler 

~J 

Se ~u:.e que: kE~= k:;<(I-A) 

01Js<-rve que: 

T 
= H (C 

A .. A = A 

( 4q 

-

·---- ··-- ·-·--

-· 

-- ---·----------



( 4 5 ) 

rre:::u.1 tipl ique!::os pO!' A 

A = I 

a).- Si A no es lE: identidód A-' no existe pues su existencia contradice 

el hecho de que A 1 I, por lo tanto A es sineulnr. 

h).- A es ló identidad. (no singUl&r) 

Si usc.mos la alternativa (a) 

B=@-jrto 
pero: B B = ~ - A] ~ ~ = I 

2 
2A+A 

= I 2A+A = I - A = B 

Por Cé'nsi"1Üent.P. nara:b:se tienen .l<:;s siguientes altcrn&tivc.s 
G ... L .... ) 

e).- [B] no es la idcntit:8d por lo tanto es singular y tacbién ' 

Lk2'?J 
:- "' d).- :_Bj es lo identidód, lo que es imposible porque seria el 

caso de que no hubiera discontinuidad 

Si usemos 1& alternativa (b) 

,...._,. 
A = I :. I - A = O k :-s = O 

""../ 
k~, evi5entcEentc que será singulé:r • . .. 

~' Caso de que le: niscontinuidad sea total A= I. 
o 

Eje:nplos: 

I.- ""' Obtener kEll' 

~'o 

a :¡ 
;J 

viga 

a 

de sección 
! ~ 
1 

1 

B 

-t 

uniforme: 

0 = + 45 
o 



rl o o 1/(2. + 11f2 
' ' 

H = 
" 

o 1 o T = -1/i 2 1/\2 

o a 1 o o 

1 lo o] ¡{ T = [-1/\2 1\.= 1 . 1/{2 
l..:. 

, 

1 
A T H~~ = [-l/1f'Z + 1/{2 o] 

1 

( 

( 

.. 

r~···· = 1 =.1,;,:) ... 

LJ2' L 

'·. '., 

. + 12F:I 

f2'1.(1+4c) 

·,. ,•., .. ' ' ., , .. ,. 
_¡ l. 
) = El, + 6LI 

~--

. 2L 1
3 (l+•íc) 

EA 
L 

o 

o 

o 

12-si 

L=(l+4c) 

--6:EI ] 
\f2' L2 

( 1+4c L1 

+ 6El . \ 

L"(1+4c)) 
. . ' ~ ' ., 

+ J 2:L:I =---
12'L3(1+4c) 

-Ir 
) 1 -EA 

1 

[J2' L 

)
_/ A 

1 :~. T H bC k, 5 = A 

1 • ~ •• , •• l.¡.f .. ..••• 1' 

:J 
~ 

o 

-6EI 
L'(1+4c) 

4EI(l+c) 
L (1+4c) 

-6EI ~ 
'12'1~ (1+4cLJ 

( ~ (. ) 



+EA -6-¡:;I --
2 L l:

3
(1+4c) 

A = -El, +6EI 

2 L 1 3 (1+4c) 

o o 

6EI +6EI -3EI 
L 3 (1+4c) L'"(l+4c) 

I-A = +EA ,. 
.!.Jr. 

2 1 2 1 

o 

Í&EI EA 
IL(l+4C) 1 

+61\I EA --·----

1 

_:!:)_EI 1 
L'(l+~c) 

.=)EI 

1 2 (1+4c) 

o 

1 
+ bLl 

LJ(l+4c) 

-3EI EA 

1 (1+4c) 1 
- - 1 

k"~ Ir-A]= 

L (1+4c) L 

6EI EA 
-- L: ..) 

le = 

L 

1 

1 
1 
1 

·-----
L (h4c) L 

llioétrico 

1 
.r. j,.:.-- ·+--cz:t-----

2 1 1"(1+4c) 

La Exprcsi~n de k pura 

Se y.uedEo s:.r.:pli:f'ic<.:r: 

121¿1 __ 

L;(l+P) 

+1?l:I --·-----
1" (1+n 

-e SI ----

+12EJ -----·-
1~ ( 1+,_=.) 

12EI -·--
r' ( 1+\d 

-tlEI ----
' 

-6EI 
L"(1+~:o) 

-Ci::I 

1;(1+,3) 

l 
1 

( l+:3) l:' 1'(1+.o) 
1 

d {'~ (l+c) -} ?,. }11 
1 .J.+~ LJ 

1 
Ü+4c) 

( 4 7) 

.. 1 > l'" 
' 



li 

d cnr3 e: 

(3 = \ i;4c) ({) 
2 

01JsEorvese que si se C:.espre:cic. el efecto de fue:rz2. norrr,<Jl (1, = oe ) 1 

se tiE.·Yle: 

D= o r.;,_ o J ¡--

Si t::.mbién se desprcci~ el efecto de le fuerze: cortc.nte: e = O 

Se obtiene: 

12 12 -6 
Lz L~ 1 

• 

k.,.= EI 12 12 -6 
=~ L Lz 11 L 

L-~ -6 • 4J L 

o 

(~:-.) 



Re.sumen (6) 
I.- Desplaza~ientoci ~roducidcs pcr c~rg~a 

' elemcmtos JLec~nico:o: en p P. = y 

' 
¡lt J .T o/ d B = H~p T pp 

L 

pp = elementos mec~nicos en p 

th 
~ = 1 

GAc 

1 
1 

1 m: 
L _1 

j' 
t 
1 

,~t 

- - - ·- -- ,- " 
® 

,;;:. 
d2 = desplazamiento en B producido 

' por las car~as intermedias 
ccr.~iGcrando empot~8dc a A 

' 
refe:ridos a co.orG~nadas globe.les 

ds ( 6. 2) - - . - - - . 

referidos a coordenad&s locales 

~ o (y' 
p -:,· ~) 

HT = o 1 -( x' -x~) ,, .'lP p 

o o 1 

L _j 



1 

:j::j C!:.pl OS: r-w 
~ . . 
u--'--,ryy~~-..c:::::.- -- --- ~ x 
~ 1 Pl . 

rx';óJ 

r o o /.=0 

= 1·:, ~ ,T T d'l'.· 
H.BP :: H~P :: l: 1 -X 

8 

o 1 X=-L 

o 

d~-
B 

T = I ~ 

P, = p; = 1 w~ 

= 

r 
1 
1:A 

o 

'* dll = 
1 

L 

o 

o 

' -01 

l1xz 
---, 

o 1 

'-i, 1 ; 

1 ! 
Eij 

o '] 
LO J..,' 

2Gl:c - TI E! 
.3 

-~~ 
6EI 

bien: o iJ d'*' .ol 
= --{~~L ( 1 ll + m. 

3J 3 

L 
-WL 
6BI 

. 

dS = dX 

r-
1 o 
1 3 

:: 1 L<!X + LL.lX . r. X -;;¡-.;;;' 
---<.. ---

l 
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donde: e = 6 (1-t;Jl) 

'* a),- Obt'?nci6n de d~, 

<• 

~ 

(~)-k __ .... =, 
\ L '•• r, 

1.'1' 
1 

e = cuerda 

(en cooruen~das locales) 

Utilezemos le fórmula (ó. 2) (d.S = R de< ) 

la en V{ 

. ....., 
' -, 

e os e\ 

: 1 

j1 o R sen t:f 
1 

H'T 1 
1 

T = 1 :_ .~ ') e,-~ s '?n ole . = o 1 R( l-eos e<) 1 
1 - G --· 1 ' .Si' 1 1 

o l 1 i o o 1 1 
1 1 1 1 
1 

1 
1 ' _j 
'-- ---

,5'2-

(51) 
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1 

H .T p = 

• 

1 
1 S e 
1 

L-: B 

o 

e In G.A._ 

1 -e S 
ü .GA, 

o o 
L 
r-:.u.oR sen o(-, 

EA 

-WR eos o< 
EA 

o 

í :l 
- 2:->R. 1 

]:;' n 1 

' 
o J 1 o 

L 

-..' 

1 
R sen o< 1 

' R(l:oó•J 
R s l m- / 

R(J,~~ 1 
/· 

BI 

J i 
EJ: 

Nota: Este resultGdo es o1.Nio porque el t~rco t:::;i.a tre:.'::lajando a solo 

fuerzé. ncrrr.Ell, por consiQJ.i ente solo sufrirá un aeort,.miento 

su radio, i,c::ual a: tr'R R = ~vR 2 = 6 R 
- l!:A • EA 

<• 

í' • 

(52) 



h),- Ol.tenci6n de 

o 
-LJR 

o 

TJtilizemos el valor de ~-

,.t 
dJ!2 = 

rvr consig~icntc: 

"' 1' 

d B = 

.,~ 

- R2 - /1 /.() 
2 

II.- Fuerz&s de fij&ci6n 

.~ 

l\ (d6.= O) 

/ 
1 

= reacciones en ®y lW , 
consi~er~ndo empotra

dos a(];) y @ · 

., 



( 5 ~ ) 

Par& obtener pi< y p
3 

usemos la ais-uiente superposici6n: 

PA = * PA 
PA :: 

p:o = 

Ejemplos: 

+ 
P.s = O 

* ~ 

PA + H.!~ kE.!l d ~ 

- k•n d;t 
~~ .B 

PA 
J.:. 

p '" = 
A. 

/ 

Reacci6n en(!:) considerando 
suelto a ® ~(cc.ntiliver) 

Usando los resul tf;dos de los eje;;;plos <'interiores 

EA o o 
L ,, 

k = o l2EI -GEI u 
L'' ( 1+4c) L:(l+4c) 

1 
1 
1 " -6:2I A'C'T/,, "") 

1 
V 

1 
~\..L.,"'-" 

l_ . 1.: (l+l:c) J, (J+~cu 



o 
.. í 

k B.B d;, = 3 wL (1+4.SQ) + 
2 1+4C . 

2 1 
+ 3 (.L)L U+4cD)-

4 l+'IC 

Simplificándo: 

í o 
f 

k E,~ dp, = -uJL 
2 

-+WL2 
12 

Por est&tica, se tiene: 

H.!.:!. kf3 

J. 
>1< 

p = 
A 

1 

HH = o 
Lo 

d~ 1.:1 = :> ¿ 

o 

1 

1 

WL 
(1+4C) 

2 1 f-Bfh 1 1+4c 

ol 
1 

o 
1 

1 
1 

J 

l 
o 

- 5 ' (1) 1 L 12 
_) 

( ~ 5) 

1 

,, 



1 

\".Jt.J) 

o l r-o 
PA = +tt>L • p = +wL 1 

2 ) 2 

+uJLZ -wLt 
TI 12 

Resultzdo que es interesente, porque no se ve afect&do por el trabajo 
de ll! fuerza cortente, lo cual es evidente porque el di<.1grama de T es 
antisimétrico y se enula al ser integrado. 

® 

" a).- 0Gtengawos d~ 

p 

f _á __ }-- H -- };_- --1 ® 
~--- l_- -- ----;t 

t 
Gtilize¡r.os l&s ecu&ciones del trabajo virtu<il,'obtenci6n de d"J 

r· d3 l a (-~a)(+ 2 L + b) , .. m = 
TI b .. ~r- . .JJ 

-Pa 
2 

(2 L b) = + 
bEÍ 

r « í---:-· -··- · --
. 37 

)_ 
L -

-1 --·-] 



[' Tt == -Fa 
J UA.: TI ' 

"'" -Pa 2 
d~¿j == ( 21+ b) -Fa 

6EI TIA.: 

Simph fic2ndo: 

ll' 
-l:'a2 GL( lHL/a)+ ~ d == e.:¡ .,...,..,. 

U .C.. .l. 

1 ' 1 ,e == 3EI 1 
. 1 GA

10 
tz,., 

\ . 

'" ~ 
Obtención de d.[;l (== e.B.!) . 

r??= 
[ -f 1 

S~ ds = 
El 

__ _j)l 
"Pez - -

t- o 

o l 
21(l+Cl/e)+b 1 

2 
-Pa 

2D' 
1 

J 
~ 

b).- Obt(ng2o,os k •• d~ (simplificando) --

k~.h 
~ 

¡_ 
or: ·~ b b'll d,:, = 1 -ra l.l+q~+é! ; 1 1 

1 

:!..(l+4c) '-- L ....J 

+P;¿b ~l+2cL/a l 1 

L 1-ll+4c )L J 
58 , _ __} 

1 



1 

d).- For est,tica 

o 

+Pa 

Ilota: Ocserves;; r1ue cuando a = b = L/2 

(Diacr~w~ de T ~ntisicétrico) 

r o l ,... 
1 ·v 

PA = + r p.!:. = + p 
2 2 

+ I'L - PL 
tr ir 

--' 

III.- Fuerzas ce fij2ci6n de barr~s con discontir.uic~des. 

\ //''~~ 
)'/ \f.'_¡.,_ ------( (b) 

~/ se¡ (i:Jit;COntinUÍÓLÜ) 

,, 



a).- Obtecg~mos d~ sin considerar la discontinuidad en c. 
b) .- Considerer;10.s en :a un& :fuerz& F:o <{Ut: cwupla con el t:Y.uili"U:cio· e> 

en e 

( A p = O), o s.E>a que: c. 

------ @ 
F~ 

.. ~ :. ' 

elementos mec~nicos en e consi

derando suelto a B ~in la fuer
za F) 

s&tisfHcen, por ejemplo: 
( 6. 3), bay muchos valores que la' La fuerzs F. no esta determinado por 

~ 

__ (6.4) 

En efecto, sustituyendo en (6.3) 

" ( I ., H AT A) ~ Jl -n.bC C.B pe. = 

T * ·- ( /1 - t\. ,, 1\.\ " = o .L-.l... .L _¿. .J. ~ .t"'c. 

Forque: 
T 

/\/\.A =Á. 

,, 
La fuerz<.: F..,, prociuce en B un desplazamiento f 3 J>F.;;, por lo c,ue el 
ñezplé:Z<-'r:;iE-nto total en B ser.a: 

. '• 

', .. 

• 
67) 



(C.ú) 

e).- Obtenci6n de(p~: 
~ 

........ 
k~~ = rigidez modificada en B • 

"'-/ ...... - d~ pll = - k t.); + Fa D 

.-v ........ "'>../ 1 

PE> = -k.'!! d!l - kE3 fu Fll + F.& 1· 

.....,¡f- '"'-./ '1 
P_. = - ku dD + (.t.: k 2¡, f.ll:b) ?&¡····(6.5) 

o .. ~ien sustituyendo a (6.4) en (6.5) 

(6.6) 

Recordando que: 

donde: 

(Ver resumen (5)) 

y sustituye.ndo en (6.6) y simplificando 

[ 
ll< T T 

( I - A) d.l!> + H .llC A ( 6. 'l 

d).~ ~or est6tica: 

p 11. = P: -H .u P.a ... ____ • _{ 6. 8) 

Sustituyendo (6.6) en (6.8} 

61 
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~ r- '*' PI.= p + !L, k .. d~ + 
" A "'~ L "'"' .., (6'.9) 

O sustituyendo (6.7) en (6.8) 

'f T T 
- A) db + Hbc ~ ( A --- (6.10) 

Ejemplos: 

CD 
~ 

r-c..O 
® 

~ 

© '® 
A= [o o g '\. .b a . ----i- -~ 

'1- .. 
L 

. -- ---1-

a).- Obtención de d* 
~ 

(ejemplo anterior) 

o 

-UlL 
4 

( 1+4 c/3) 
'B};"f 

-UJL3 1 
6EI 

"-' > 
b).- Obtención de k_¡;,3 (Tabla en el resumen (5)) 

EA o o 
L o<= ajL 

A/ 
• k 1I.B = o 3EI -3EI e< 

L .5_.¡t (o< ) L 2_¡t. ("'-) 
l+c-3o<+3'o< 2 j- (o<) = 

o -3EI<X 3EI o< 2 

L2jt(o<) L.fo(c<) 

e).- Obtención de p* y p~ (Por est~tica) 
A e 

o o 

l WL ll 
-Wa = Pe = 

A 
-tWL2 -i.J_)a 2. 

2 2 

Reacción en® Elementos mectnir.:os en© 
65 



, . ..., e:¡ 

d).- J~liquemos 1~ ecu1.ci6n (6.6) pa~e obtener p : B 

'• : ', 

o 

wL [3+4c-4ta] 
BJ-(oe) 

~v21 [3+4c-4aJ 
"8_y,(oe) · t 

L o o 
EI 

fes= o 1.3 ( l+C) 12 

m 2EI 

o 12 1 
2IT EI 

1 o o 
'V (l+c-3a) 3 (l-2a) 
kBll fM = o 

21 . 2Ij.(q-) t 
_fo(ol) 1 

o ( l+c-3a) -3a ( l-2a) -e 
_y:rc¡r "2L 2L_it(o<) 'L 

o o o 
'V 

I - k !l!l f]ll = o -3a (l-2a) 
2LJL-l<i) L 

-3 ( l-2a) 
21_y,loe) 'L 

o a (l+c-3a) 1 (l+c-3a) 
y:rorr 21 Jf l.::!') 2L 

• 

o 1 o o 

ATAl'= o . H = o 1 o 
c. ,, ' c.a 

u la 2 o -a l. 
--z 

o 

. -H 
C.B 



o 1 

- (I- k.B
11

fBll) Hes ATA p:= -}.1.>a
2 

(l-2a) 
4Ljl(ol) . L 

11. = 

Obtengamos pA utilizando (6.8) 

o 

-H • p .E,,. .!1 

' 
2 J 

-WL 3+4C-~-~+12~ 
~~(o;) 

. J 
3+4c-cí(7+4c)+2 (1+2c)+6C!' 

> o 
1 .3 

(l)L 5+4c-20o<+30co'-12c::l' 
b§~ .:0 

;,ILZ l+c:i(4c-5)+2d{ 5-2c)-6 o(
3 

bj(O:) 

,, 



,. 

f;o¡¡w;-,e;:. (7) -¡ 

I.- Túblt: de fue'r?<::s de fijación (Be:rrae rect;:;s de secci6r1 .cte.) 
r·----·--------- --- -------·-· --

Carga PA 

r- -o 

~ ~ -+W1 
J~ ~. 2 

r- -------- ..... - ....._¡. +W12 ' 

1 
L TI 

------ -- -· - ------- -- -·- - ----- ---

' -
-3.!: 

7 
2 

-~ 
. h--p ; o 

~ 

)'---
'L ----¡1 o 

'- -

1 o 
1 /'1 

lp 
J.. J Pb {1+4c+ab-a

2
} 

1 

1 '-< y ~ ,. 
L(l+4C) 12 

(¡. B~ ' 
( 1+2c1 l 1 

1' ·- ... ·-·--)' Fab 2 ., 
L 

1 l - J 1 2 (l+4c) b 

-

o 
e 

,( /'1 
b 

)' 6J.:a b 

1 

f 
B~ 1d(l+4c) 1 C0 !A (, • 3 1 

}- - ··-·· --~ ·- --} -I.:b t .J.T "e-1 ElJ 
L 1(1+4c) 

-Pb 

¡-" " - j, ;¡ 1 

1 ·1 \ . o 
14 p .B' oj ;( ' 
A 

\ . 
·--·-·-·-·-. --,1 

L \. 
~ 

' ·, 

l 

-

1 

1 

1 

1 

·- - --,--

1 

-

Pa 

L( 1+4c) 

-Pa2 b 

>:r} ( 1+4 

PB 

o 

+ulL 
2 

-(1)12 

12 

o 

o 

' -éX.u b 

• 

o 

1.:;( l+4c) 

. 

{ l+4c-~b -r~a. 

L(l+4c) 

1 
J 

-

---p l 
:j 

~ 

• 
-~ 



.. ------------,- ----·- ---- ... -- --- -C<:.rga PP. pp, 
---- --- .. 

--,- o o 

~cv ~~ (1+%0) 
3(J)L 

(1+10) 

t~~{ 
'8 

l+O J +e 
l 

L ----l l\)L o 
8 ( l+O J \ • 

L 
---

o o p 
l+O} {a(2Lill+o} a_--!----/; 1 

~- { a(L;b) + Pa 

1 L(l+c) 21 L( l+c) . 212 

lA .b ·. 

_.¡. 
+Pr. b( L+ b) o -r---· -- --· 

2L2 (l+c) L 

..- - "-' 

o o 
,__\J..') 

-tWL 
t: ,--,..---... ~ /'"""\..--.. ' 1! 

ü 

r-:-· · ----- ---~r¡; · +V]L2 2 
~ b. ~ . -tU-'1 

-~----"[ --- -- --!" 1 e 
- - '- -. -. ----~-

!!.- Futrzas efectivcs producid~s por fuerzas en lEs b~rras, 

CD ;:; ' 
1 ' F,-Í, 

(j) 

r.' 
_, 
.- ' . ' -~ 

~3: @)1 



}'. = Sur.1u de .ruerz~s de fi ~o:ci6n de l<..s b&rrns (iue concurren a 
d 

F·' 
j 

Los 

(eri coor~enLd<..s glub&les) 

= Fuerz:..s: en' el nudo CD 
despl<..z:..rnientos finales se 

F
1 

- F' = K 
1 

d 
1 

obtendr~n: 

O bitm: 

1~ ~oluci6n eer~: 

d' = (K' r' F~¡( 
ad

/ 
e = 

Pb(l) = ki:Ew e<il + P.aCI) 

PI. e ¡t -H:;Au) kssli) e(i) + PA IJ) 

donde: = fuerzas de fijación en 1& 
en coorden&d~s locales. 

• 

0 

EjE:¡;-.plo: (1'or sinplificuci6n considercnos Uilb estructura C:e un so

lo nudo) 

Tc:r>- m. 
Gf 

1 



' 

,, 

L:;a t:-c.c bsr-r:.:8 sen ce i,s-'.1!?.1 secci6n: 

E 

I 

A 

e 

Por consiguiente: 

kBP. = 

= 2x10
6 

k¡;/cm2 

= 105 cm 4 

= lOO cm 2 

= 0.1 

4.0 

o 

o 

0.137 

-o. 343 

o 
-0.343 

1.142 

Orientemos las barras en la forma siguiente: 

·J 

) 

~ 

~ Obten¿;<.mos k. - de la barra (Tabla del ::"e sumen 
-"'-' 

4.0 o o 
rv 

(e<= l. O) k .• = o 0.044 -0. 219 
0!)2 

o -0.219 l. 093 

(Ton, m) 

(5) 

X 10
3 

<-).- Obteng<>~:os pA 1 P.s de cada ·oarra: (Tabla hoja (1)) 

3&rra 1 
¡ .,lf 
1 

1 
1 

2 Ton-m. h 

® j--t._~-----!'l· "0-- -·- )( 
.j-c---,1' 

/,PO 4.00 

• 



p = 
A 

3e.rra 2 

p = 
~ 

3arra 3 

p =· 
~ 

Notó: i 'i~' 
\__} 
- . 2 

• 

p = 
.B 

o 
-0.27 

+0.29 

• 

~ l. 

® ~~-~ =}®----" 
z.oo ,3,00 

.5 rr .... 

-1. 250 

-1.25 

-l. 05 
-' 

= vJL 1 
TI 

= 1 (01 
2 

-p = 
.B 

p = 
3 

= ·,·¡ 

= 1 
2 

,;:. 

í . 1 /. " 1 / .¡ :55) 1 
L'l .J6 = i ' ~-·, t 1) ' ~ . J 

-1.25 

-1.25 
,. 

+l. 05 

1 
TI • 

w 

?O 

1 



' 

. '. 

En resUJ.en: 

_, 

.)} 

-1-----><' 

b).- Obtenea~os F1 (en coordenadas globales) 

+0. 27 

F' = +4.53 

+5.16 

(Obtenidas por estatica elemental) 

1 
c).-'Obtengamos Fe~ 

+10 

o 

+ 3 

F' = 
<:t. 

-, 
-F 

[-o. 27 
=1'-4.53 

L-5.16 

+9.73 

.;..4. 53 

-2.16 

d .- Obten¡;<:¡;,o<> r.. - - us&ndo J.& reg & a suma, que en este ) •• (-- :c.Tk 0·'¡ (ó" " 1 1 

caso son e~uiva1entes) 

T,rl r -1 ol -1 o o 

:j' _¡ T, 

= L~ o T2 = o -1 o 
a = T~J 

,, 
• o o o 1 

TT 
3 

-0.71 +0. 71 () 

T = -0.71 -0.71 o 
.3 

. o o 1 

7/ 



T = 
o o 

• 
' 

1 

donde X, Y son vectores uni turios pr.r&lelos 

a los ejes x, y. 

. ' • 

'V 

(Ver hoja (67) para los valores de kB5 y kBB ) 

Efectuando multiplicaciones: 

16.205 l. 932 +O.lO~l 
K'= l. 932 6.112 +0.462 X 103 

L:-0.100 o. 462 +3. 377J 

e).- Obtenc;a¡;,os d
1 

1 resolviendo el sisten:a F:,x = k 1 d
1 

> 

l. 991 
-3 

-l. 331 X 10 

-0.516 

f).- Obtcn~~~os e (= ad
1

) 

-l. 331 

-1.991 

-0.:,16 
-------
-l. 9':!1 

e = +l.331 X 10-
3 

-0.516 
-------

-0.467 

+2 . .?.40 

-0.516 7~ 
L 

' 



.·--¡ 

e).- e:.. ter.:::.:.:::-~ ~. : (p,-= 1-:'2 + ;'3 ) "-<- -· 

-5.3<'~ 
¡- e Í-5.324 

p = -0. 097 + -0. 27 = ~0.367 f>, 

+0. 095 +0. 29 0.385 

-7.964 o -7.964 

PB = +0.172 + -2.76 = -2.582 
2 

-0.855 +3.82 + 2. 965 
L -

~ 

-3.1181 -1.868 -1.25 1 

p.BJ = +0.497 + -1.25 = -0.753 

-l. 398 +l. 050 -0.348 

ComprobLción: (Equilibrio) 

' 
¿ F.>' = ;c.r:t' 

'ilj:fJ 
L /1 =.J. N 

=1~ 
o ol 

H11A 1 (P~ré1 tod2.s les ·::er!"cS) 

Lo :J • 5 

• 

73 



e+" j. ?J 
1 .... • '- ' 1 

PA = !+O. 0':!71 
1 ~0.39j 

+ 7. 964 

-C.172 

o 

+l. 868 

-0.497 

-l. 087 

o 

+ +0. 270 

-0. 910 

+ 

+ 

-l. 25~. 
-l. 2501 

-l. 05_9j 

Tr~t&mierJto m~trici~l gener&l; 

F = e p 1 ~/ 
don~ e: 

<• 
F = 

1 • 2 

-

a).-

• F. 
j_"" 

F ¡¡ 

n = No. de nudos 

b = No. de ba!'rc.s 

7'/ 

+o; 1 ,, ,l - . ~ ... , 1 
+0.3ó71 

-0. 52~ 
= 

+7.964 

= -2.412 

o 

+0. 618 

= -l. 747 

-2.137 

/CJ ~2 
~J.($ 

~PA 
Pp,, 

1-
' PA 

p = 1 t ,_ 
; P:.t 

- .. 

1 ~Ab 
LE¡, 

' J 



. o//® 
/ . e = lludos 
(J) (nx2b) 

O bien 1& sicuiente regla: 

CD IAl 

n~~-

b).- 'p=p+Dk~ 
donde:, 

- ·T. -- - : 
1 1 

- - - -T---. 
1 ·: 
1 1 

~ 
barra liJ 

' p ::. (fuerzas finales en las barras) 

• 
barra 

D'= m 
(2bxb) 

~ 
1 

9 
1 

6 
' 

f'I'.-_~. · ---0 · - .O -H · ' k 1 _o, 

eJ.!-) · O·- --0 ·· .. · I 
1 

o 

? 
6 

O· 

-o 

-0 

o-
,, 

,... 
' 1 

., 



T . 
• 

' o o 
I 

D = o ' 
I_H 1 
1 ¡,t., o 

I 1 
1 

o 1 o 
---- -~--Ii_---

.C·" a 

! I QJ 

III.- Despl~z~~ic~tos producidos por de f or¡;-,z e i o:r: es 

~- .j' 
inducidé.s 

(v.g.: tt¡¡.perE:tura) _ __...¡... 

~ \ _._.;,.--;_--"'--~ 

L ,..- ----- . ,..-

, .. -

' 

1 
_.:..... - - -·- - ¡,.- ,'{ 

® 

T d~ = desplaz<c.JLiento en @ producido 

por defor~~cioncs inducidas (de) 

T de 

Si se tratH de una d-il<ote.ci6n producida por un cembio de terr.pera

tura e 

ce = ~eco o 

1 



' 

·cunee: 0: = .r . ' ..... 
COt-" lClCIJ -.e de; dil<..t;..ci6::, cünst~.ntf: en } ' ~ ( CCÜ~I:, 

e = i~C:!"'C;:.cnto er. tc!:.pcr~ tu:~, ccn!:'t::r.tc en }:.. secci¿¡¡, 
<"' .;1 o; y e sen const[.!Ües a lo l&rco de }¿, t.:;rr3 

L x' 

Lx'Lu~ proyecciones ~el vector 1 (A- B), con 
o 

respecto a x', y'. 

Si.lP b~rra es recta: ,, 
!<J 

~~--------~~-----1 
~® ® 

o<8L 

IV.- F~crr~s efectivos produci~::s por defo~~aciones inóucid&s. 

b).- Fuerzes en las b~rras p = k e 

= k a d
1 

- k Tdn l p ., 

" • Por eq_uili brio 

1 
F + = F

1 
\ e;( ! 



ct' = 
_, 

T . 
(;,

1 ko) o k Td h 

e = G (t~7 k a( 1 
a 7 k rJ T d .B 

p = k G (1/k e.f' aTk - ~ Tdb 

Observe que si la estructura es isost¿tic~, la c8triz [a] es cua 

dredo y no sin[Ul~r, por lo tE.nto: 

O se2 que les defor~ecior.cs inducid~s no c~ussn esfu0Tzos en l~s 
estruc'tt:.ré.S isost~tic2s, au...'1que si produce:! C.8s:pl<::zc!:lientoE. 

Ejemplo: (Eje~plo hoj8 66) 

Supcr..t;:::!!.cs: 

(Temper;:;tura) [e;= o. ooool5/ 'e J 
e = 20°C J·ara toGEs 12s bErras 

Por lo tcnto: 0.0015 (m) 

o 

(F8r2 todas l&s barr2s) 

o 

E).- Fuerzas efectiv~c: 

¡a.GCl~ 6.0 l o 
1 

o 1 ,, 
• 

o o 
- - 1 ~ ----

o. 001; f G.o 

d = o . k e = o T ¡, T B 

o o 
·-----1 1-:.----
¡o.ool5 j ,b.U 

' o o 

o ¡g o 

1 



e).- •Obten¿-cmos 

1 

d).- Obteng<:c:oos p 

,, 
• 

p = 

d
1 = (k'r' F:~ (6 nsolviendo el s)sten.o:) 

e 

'""""" -1.932 

+0.902 

-0.067 

-3 
X 10 

(= 
1 

ad-Tdll) 

+0.902 

+1.932 

-0.067 

+l. 932 
1 e d = -0.902 

.3 
X 10 

-0.067 

+0.728 

l-2.000 
-0.067 

(=P. ) : 
¡:, 

(p = k e) 

/-2.39l 

+0, 29 1 

1 -0.74 

1 +l. 73 

1 -0.03 
1 +0.13 

1 -3.09 
1 

-0. ¿? ' 
1 

+0. 61 
1 

-0.598 

+l. 932 

-0.067 

+0.432 
1 -· e = -0.902 X 10• 

1-o. Oó7 

1-0.772 

t2.000 
0.067 _1 



·!.jc=-:-;Jc¡: ( ¡ (\ ) 
.. -· 1 

tier:c: '.:!lo defon::.~.ci6!1 p·e:v::.o: (por (·rror de; :cc.ric~) 

0.001 

0.001 

0.0005 

' 
Obtener 1Ls fuerzGs efcctivcs, produciéLs por esta defvrc~ción 

ir.ducidu. 

+4.000 -0.034 
1 

-0.034 F,Jl' = -4.000 

+0.228 +0.228 
- - - -· 

o 

krd 1 = o 

o 
- -- -

1 o 

l o 

o 

V.- SiDlp1i fic aCiÓn de lo S e fe e tos por te:r.per&.tura, CUE.!.ÜO o< y e son 

iguales pGr&. todcs 1&.s bLrr&.s. 

Consid cr&mos una estructura cual<.iuier&. con O( y e i0J<.o} es p&r& 

tod&.s lE.s bGrrLs, sclte~os todos les cpoycs 

l2tEJrse li"t:;re~e:-:te, se2 0 el a¡;o;;·o fijo y 

los &poyos que se h&n re~ov:ido. ,, 

. j//' 
x' -----

(jl 

que le 

@, 

Estruc:tc:rc.: dilt.

t2d2 ( !'.2lJ.Ólo€h a 

1&. estructura ori 

ginc.l) 

1 



I 'L•· 1· -· .. 1· cn·tos rlf' los &_;)oyoc serC.n: Jo.s o ·~·r· ... l,·l·.. .• • . 

· í Lr;l L.m ;..·' 
1 1 

~el ~'J Tdl = o; 1d¡; = T C.m. := cx8 L.:::rr '1' o 

o 
1 1 

dono e: ¡1¡, = x, X-.{. .... 

1 1 •• 
1 

y~ = y. 
··c·l ,¿ 

Td!l := 08 

J 

-
LN , .• 

' \ . : J 

. El p.:--o'::1er::& es equiv?le!:te c. un'- estructuré: cuyos &¡.;oyos h&n sufrioo 

ces.p}é;Z~J:Lisr.-ccs. iVJt:les y· ce signo contr<'rio a los que se obtienen 

&1 dil<..t<-rse 1ibrE::rr:ente 12 estruct¡_;r<=., (Ver inciso IV del Re.su=:en (2)) 

___ Y.' 

• 

1 _a_ 
1 .:.:. 

hoj&. 

\~ = 
O, 000015/ "C 

te = 2o"c 
) '. 

/ '· 
,-' ' 

o~// \_rrr 
f• / 
' / .ill 

'/ / 

f~--¿·--=-
: t Q) 

-q~ m I 

i 1 

10 
1 
1 

.,...L rr 
¡ .. 

..!:;. O:> 

¡-o. oc15~ 
= ¡-0.(;0150 

-- 1 

L o _j 

tf 

;,poyo fijo 

l.ll = 
1-5. ool 
L-'i.OOJ 
l-1. 465']· 

Iz: = l+.L53~ 

-0.00044 

=1 +0.00106 
1 

-d-.- L o J 



1- o 

o I 

o 

+0.00150 

é = +0. UC150 I1 

o 

+0.00044 

-0.00106 m 

o J 
Nota: 

Para la obtención de las fu&rz~s en los apoyos efectivas, producido! 

pcr despl•::c:::c.ifntN', no es neces<.:rio ns&r el procedimiento indic<.:do

en el inciso IV o el Resw::Jen ( 2), q_ue co1~sisti1:.: en consideréor é!. los -

apoyos co~o nudos1 basta con obtener las fuerz:s de fijación en las 

barres vecin<-s a Jos .::poyos, ¡:,roducidf\3 :;;or :Los C:espl<=.::.2:;.iE:ntos C.e -

estos, u cor:tinuacién c<:.:r,os w1 ejeoplo. 

@ Ú) 

~-~ @] "' 
í5i fG! 

/ l?J ·~ '-._) 

¡< CD 
1 ">t. ~-= 

- [I] @ @ ·rB 
x' drr (jm: d' .m: 

·r 

' 



' 

-~ 

lt.::: fuer::::. r. ce f1j~:ci6r. cr. lt.s b:..rr~- s 'l' 
._! 1 3~ t 

iJ ~ PA 
d_ lil 

(_ 
B~rru = K Borra )n = k¡.¡. AA ... • L, 

kH d. 
l--

Pb, = lP- = k::,t .. 
-'"J 

B<-rrc [II k:.:. d- Burra ~ (-
kH P¡: = .1 p~ .. = 

D = k •.. d.... l P, = k u - l:._c -~ -~ -· 
d¡, d¡: t d=· d.:::, €n coorder.r:.dos locales, esto es: 

mT 1 T 1 

di = ... , d- d:rr = T_o drr 

TT ¿' T o 

~ = ~ = T. d_r¡: .5 :¡:::; " 
1 

Por 10 t,;nto l'"Q fue~z2s e!ectivcs (.F.:_,) en les c.-• 
ser~n: 

1 
10) 

Apli~uE~os c~te ~roceLi~isLto ~ L~es"ro eje~plo, 

&) .- Obtención ce d:: ·d= 

,, 

T 1 
. d::n = T 3 dD = 

¡:o. oo15-;1 
1-0.00150 

o 
l_ 

r:;::o, ooo43S 

+0.0Clú60 

o J 

:s; y t> t:(.·r~r.: 
'---' 

el.:: 

d-

d 
-~ 

d--"-

nucos @ 1 @)y '3\ \¿· ' 



-4.00 

.. -
J .. ,. -

.e, 

[6.00~ 
m f PA¡ = k~, d_ = Dé.il·J..-·ú 1-0. 205¡ . -

e o. 514! 
- -' 

( rl. 75~ 
íJ ¡ P,_ < k,¡ d~ = ;+0.145\ B;;rra = _j .... .•. 

' to· 36:) 

' Ootcnción .. e i.- .. .::: }: 

/ 

d) - o''tP·1~c:~·~"' r,'l .. ... -.ot;. ---- '- .... -

1 1 1 _, 

1 d = (Y. ) 
<• 

· !-o. 4301 

d;=i+C>.SO;¡ 

Lo. o62_j 

o 

o 

4.00 

o 

o 

p = 
.S¡ 

. •. -p 
,;~ 

' 1 ' "' ' .l. e>' , 
' 

= 

o .O el 
_,,. l' j J .~ 

-0.137 X J 0 

+0. 343 +0. S7 .3 

o 

+0~34Jl 0.137 .3 
X 10 

+0.343 l.142_j 

1- l 
'· d 

1 6. 00 1 

r,.__ 1 - = +0, 205¡ "'' -
-0. 5l.:J 

j L- -

tl. 7521 

k .. d_ = -0.1~5 

' 
_., - to. 36j 

> 



' 

·O , ..... _,c.cc ..... '~- ···l~1·ce •'· Í.,'lr.. ··r·· '-··}--··le" e .... · ~--l-.J v ,_. \;.VL ..l.V'-' -~.- .. v ~ve L""' J .v....., •. ..Lt,•4- \-•J '-"" •.::> • • ...... ,.,. ~~. 

1~ f.:>jc. C'.') ¡_G=-~lU'.: f:...l:~ s·.:..:J::!" el t:~::::~·l:.::::::.:c!·!t::- :e (f) c:'J .. :!:j~ :;~ 

d i l "- t 6 l L ::-e:~ e:: te , 'lt: e e: s i ;_,"U G 1 a : 

-1. 50~ 

:j 
1:~: :;.~ 1 

L-o. o6~ . 

nos-da: 

x lO ~ue su=i;.dO ~1 anterior 

que es el mis~o vc.lor que el 

obtenido en la hoja (77) 

e).- Obtcn;;c.rr.os [e]·(= e. d '.) 

e = 

Í+O. 9031 

1 +0.430! 

1 
' ' 

-C. 067 : 
1- - - - - _- - ~ 
1 +0. 4j0 : 

i -0. 903 

! -C. 067 
1 ' t- - - - - -1 

1 -0.334 

' 

1

' -0.942 

f).- Obter.¿:c.:r.os 
-0.067 / 

ir e: L ...J 

k e = 

1 +3. 61 
1 

+0.08 

-0.22 
' t- - -- .. 
+l. 72 

-¡ 

1 
1 

ifTl 
.~ 

1 
1 
1 

1 

,---, 
-0. 03 :L.SJ 

1 
1 
1 

+0.13 1 r---- --1 
'-1.34 !. 

!.~l 
-0. 11 ''2.J 

1 

i C> 
1 

,, 



.. ) r . . . < ~e, .. 
• l• •- V .. ' •• P ("' ::. ' e -+ r ) 

-· 

¡- '-¡ 
_¿_~)¡ 

1 +0.29 

-0.7 3 

+l. 72 

p = 
.b 

-0.03 

+0. :u 
J~~~lcs resu]tcdos ~ los 

o·:JteJ:iáos en l<. Loj;, (77) 

-3.09 

-0.26 

+0. 61 

VI.- ,Sir.;plii'i~Lci6:: cuc:nCo u...'r!:::. estrt:ctu.r& es Ei::étric~.:; e .... · 

(íc;c,rcos plenos) 

1).- c~rg~ simétric~ 

á).-

• 

~o hEy nudos en el eje de simetría 

~..L..::·"~r-._;_ __ +-__ .;..,....._ ---._,-.. ~ , 
. ' ' 

1 
~.~-::::':.L:::':.C":~~~.....-... :::::::_e::::::_~: 

1 
~ - . -· --· 

e:· 
~l 

\ 
..:.-:-::::--::: 

.\ 2 --..s:-0 

.F or e e¡ u il i bri o 

T = O 

Si 6 !"-C 
Ior c0ntinuiétd 
d;.,: = (1 

= 

r-eo~ e+.,....( !.o 
t..> ..... "•--. 

' 



b).-

• 

\. 

E?.y nt;.COS (b<:rres) €n el ejto 

1Es 

/l-- }, 

,-.~~[ 
_j_ 1 j_ --~ .. - ..... _... -- ~ 

' 

t~~ 
¡:;e t-1 -·¡-•-'" (o 

N (">( ~-N -- \L 
lT " T 

/ ·1 
f::,S LS 

rj 

.( .1 
)' := 6_. = 0) 

de si::etri<: 

....... 

--:> 
1 r./, - ' 1 

1 

. ~ 
,.L ¡ 

~ = 

for 1.ntis1~etria (ent~reílexión) 

Si~ s--.:-C 

Por equili';rio: ¡; = o 
J.: = o 

cp 
¡,~ ... h~,ix a¿. ,... -

'J' 

Si t. s----0 

Por· C0litint,;.lde:d 
l . ·1 

'¡/ IJ ;~; /- --- - -· --;¡ 
[:.S 1 [:.S ' 

J;; 

d }j = o 



(ü,- = O) 

o bien: 
~---------. 

1 -.,.,-_ 

.--. 

= 

Si h2y b~rr~s en el eje se toe~ l~ rnitLd de su rigiaez, coco en 

el o~so ~ntcrior. 

-- .e,_:.: ~~ 

1 1 1 > u 

~ ~ ~ ""' ~ =-~---_1 

.. ,• ! 

Tf 
---- J ---

1 -2 j{"f .. -::-

L_ . ' ___ .c::::c::.:::. --,·_ i- i 

' 1 

1 5 1 
·' )" ,. 
' 1 " 2-5 . 

( 
\_______ _ ..... x' 

' 



' 

. :. ) . - :-: i e i ~ : e 1 :: 1 1- ) \ .. 

o 

o 

o 
0.191 

-0.668 

r. 
10"' 

o o 1 o. Boc 

k = o q 

o 

0 X 10'~ 
t'i: ¡ 

1__ o 0.600 

0.800 

o 
o 

o 
o 
o 

b) O"t Y. 1 (e~~ 1· re-1 - c·e la s"""·") .- .; er,;::;rr.ce • ~-- "' =•"' _ 

10.191 
--. 

o -'0.668 1 

1 
1 1 X 10

5 
k .. = o o. 400 o 

1 
;' .=.., 

1 . - -o o > 2~ 730 J L:U. bbc. 

1 
k AL; kl'-/..z = 1 o. ;91 

' o -C. 668 1 

! 

K' = 0.400 o 

L:-C. 668 o 'l ~-'lo _, . .;~ ~ 

e).-

X 

(Ver t<-blL hoj<. 43 
del rscur~cn (5) 

o 
o 

'1 

' 

o. 800_¡ 

S 
10 

!i 
X lO 

• lGc del nu~o C en el problema oríci11E1 (Ver tabl& ~1 

:¡:·rinci¡:do ée este resu~en) 

o 
1 

F = -5 ,-;.: 

S9 



,, 
• 

qo 
' 

5 
lG 

' 



' 

. jt:· .. -:='!..'-: 

,-:-, 
1/ . r·. 

1 

r¡, 

z. ., ·-l :e 

I 

= 2,j;;]ü 

= ., J e' ~x cr.: 
t( ()IJ C/111. ¡ 

1' 
1 

.J '· . . = lCO e··¡ ... 

1@ 
--- -1M crn. 

f = \f2c·oc.,c/l-oc-1 
= 14. 1 e::. 

e = dl+n) f'•k = 
( 

.2 

r 1) '"'~~'~4 

2 1 . f , C'· 
J_.J = . ;.:}C ).J .._. 

r- -4óc 

2 

6xl.4x (14.1) :-.l.2=C.:.ül2 
40ú. 

" 

-'/= C.4 

]";" ::;: l. 2 ,.._,,,. .! 

é .( 
12l.'T -- 12>:2. l -(10 ~.;:é):J.C = 0.075x10- k y cw 
J,l (1+4c) 400~ X ( J • C5 ) 

, 
' . 5 

G:t:I 6 ó ~ kg x2.1x1C x2x10 · 15 .• 00x10 

lt(1+4c) 

4EH 1+c) 
1( l+4c) 

= = 
400! X (l. e~) 

6 4 , = 4x2.Jx1C x2x10 (1.01) 
40ú (l. 05) 

6 A ) = 2x2.lxl0 x2xlG x(0.98 
':GC (l.O:;i, 

n .... _, ... ..:¡,.. , .. ~·~-· 
-· ..... 5-L...... .._,¡.... ..L'-" ....................... 

= 4C40x10
5 

/.g-cm 

5 = 1960xl O k¡;-cm 

,,.. - 1 • h'J C • .l 

• 



--. --·-·--

r·· 

.., ··s .. ' o o 

ú ().(;75 ]) ~irr.L tr1 e'' 

(; 1) ~ 040 r 

k = - - - x1o· 
' ' -5. 25 o o 5. 25 o o i 
¡ 

e -0.075 -15 o C.C75 -] 5 

: o 1) ]9ú0 e -15 4040 1 

L 
1 

- ! 
k' = T lr TT etc. ,. .. . . 

r 
! 0.075 o -15 1 -C. 075 o -15 
1 

r 1 

k = (('¡' > o 5. 25 o o -5. 25 o 
1 

~-15 o 4040 15 o 1::;00 i ~ 

]{ = -: x10 
r -0;075 Ci l5 0.07~ o ] 5 
1 

o -5. 25 o o 5.25 o 
2 

' - " o -¡ .-. r'"' 15 o 4C40 ¡-c..J ..J.~VV _1 
L o : :i~ ' ·'-' 

~-

r-""' 

' G> 12' ) : 3'--rr¡; i.?J ""' e = 00 T = I 

r-

l 5. 25 o o -5.é5 o o 

(i', o 0.075 15 o -C.075 15 1 
-

1 
o 15 4C40 o -15 1960 ' 

k = k'= x10 
~ ~s o o 5. 25 o o 1 - :::>. é. _, 

((! o -0.075 -15 o 0.075 -15 
1· 1 Lo 15 1960 o -15 4C40_J 

,c--. ® 1 1-\.::/ 



' 

;,p) ic<.náo 1 ,, rt:¡::J:- ~i e 1a ~U In U 

5.325 o 

CD o 

K' 
15 

= 
:-5. 25 

® o 

o 

J,l tErné.tivc. 2 

1) M_r..triz. [c.] 
_ r-;.:·1 

Jj~rrH L~ y 

T T 
-I 

T 
-T H2 t = H 2,, = 

' 

5.325 

15 
- - -o 

-0.075 
' 

15 

CD 

,.,THT 
--~ J:;o= 

-l 

o 

o 

93 

1 

o 

o 

o 

-1 

o 

15 5 '5 - 'L o 

15 o -O.G7'J 

8080 o -15 
-- - i- - ·- ·-

o 5. 3 25 o 

-15 o 5.325 

19GO 15 -15 

® 

(No Re neccsit&) 

o 

o 

1 

-~ool 
1 

-1 _j 

o 

o 

15 

196C 
xl05 

15 

-15 

!308C 



a = [] 

2) ·l.~L:triz k 

~.25 
QJ ¡ o 

k =0 

' 
io 
1 

\;!-) 

¡-
o 1 o 

-1 o o 

o o 1 
- --- -- - -- -·-

-1 o o 

o -1 -400 

o o -1 
--· -· --

o 

[ __ 

o o 

0.075 -15 

-15 4040 
1 - ,.-· 

5.25 

o 

o 
__ l --

'1i 

' 1 

o 

··-

1 o o 

o 1 o 

o o 1 
··- -·---

o 1 o 

-1 o o 

o o 1 

l 
1 

' - -· -- - ·-- •... 

o ,o 
0.075 -1'} 

-15 
1 

4040' 
1 

- 1 

5.25 
1 

o 
1 

¡O 

o 

0.075 

-15 

' 

1 
. 1 • 
¡x10-

l 
.. ¡ 

o 
lh 

1 

40401 
1 

--' 



. 3) O'utC:IIC i6n dt v.' T k a = 1! 

1 

o 5. 25 o 1 
1 

-0. 075 o -15 1 

15 o 40~0 : 
·--- - -- - -- - ¡- --~ 

-5. 25 o o . . 5. 25 
1 

[k] [a]= o -0.075 -15 
1 

o 

-1 __ o~-- 15 196o'l o 
- ··-- -- --,1-.. . o 

'L 
'i 

o -0.075 

15 
' 

1 :·'" o 15 

5. 3 25 15 

u T k 
~1 1 15 15 8080 

él = .t.=·---- - .. _ ·-- -
-5.25 o o 

o -o. 075 -15 

o 15 1960 

o 

o 

0.075 

-15 
- ·--

5. 25 

o 

o 

"' ')t; 
-.,~.~.....,~ 

o 

o 

-

5.3ó 

o 

15 

I~:,ru;:;J 8 Jc obtenida con le. regle O.e lG sum<::. 

II) ObtFner 

-/ 
(]) 

o ! 1 

' 3 

' L : , 45' 

a 

-· --
o 

-15 x10 5 

4040 
- -

o 

-15 

4040 _ _j 

o o 1 
1 

-0.075 15 

-15 1~60 ~--·lOs 
o 15 

.1" 

5. 325 -15 , 

-15 Bosoj 

1 

-- ~ -- x 

.. --------- '------- -)' - ·-----------~---;t 

L 95 . L/ ff 



:u - cte 

e = G (Jcsprtcitffios el eftcto c~l cortente) 

J::i, = e t <. 

J.p] iquemos }á f6rJJ.ul::.: 

1 T 
f., - f3 + !L z 
;:,~ -· 

doncie: r' = T F TT 

L 
EA 

f = o 

o 

o 

l 

{2 

... 
~2 

o 

LJ 

J.in 

l' 
.2EI 

o 

1 

H .b.z 
T ' + H ll,' f, Hb,r 

:. l ( Flexi bilicr.:d 

:"'j dr.:s locelEs) 

LI 

en coordcnr.:-

- '\ 
X 2 = -.!:.__ \ 

[2') 

1 



' 

1 

H f¡ H. -L,• 

BGrrE. m: e = -90° 

'-~:1 o 

f
1 

= o 1 
1 
}:; /1. 

o 

~~ 

1Z...(2 
El \t. 

= 

' LJ f
1 

11,;, 1 - __ 

2~2:I 

13 ~ ~ - + 
'/, 211/ 

~(1 \ ) + -¡ 
2EI \ '12'' 

12 

'(?:c:I . 

·-1 

o 

o 

H- 1 J!, 

,1 ( l...\ 1? 1 1 
+ ---

2EI 1[2' -J?r.l 

1J (5 1 \ 1
2 

( l+ ~2') 
+ ~21) -, 1 

El 6 2EI 1 

~(1+ {2') 1 J J::l 21-1 

01 
o 

J 
11 

= 1 o 

1 

~2' 

' .L) 
n· 

""l 
, \i 

+-... h 
.r~ 1 
~¿~ 

L 
El 

o 
1 

12 (5 - -+ 
2:LI {2 

31 
El 

1 
1 

1 ' 
1 

1 
__) 

· . .; .• T 
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l .. ; e "· ~ J, o B ü t-'.J ... 1:_ 1-r..(} inl s . . , . -
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¡¡}. -
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Ü"oscrvese que SOn rr:uy ))CTCClGOS "' los UOS ¡JI'i!~E:rCJS l!JOuO,; de lOS 

c~sos ~nteriores. 
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.se USéié.. lé:. ..... _.~,.. ~..: ,~__ . 
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r- ·-~ A r.r,...., e ...... r. .. A , ~A:;--¡ IJ. . .)'tiV -V.LV'::''t - e.)_)Ul- v . .L"1 ::;; ..... 1 
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¡; ¿z = 
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4. RESPUESTA DINAMICA DE ESTRUCTURAS EMPLEANDO METODOS MATRICIALES 

4.1 INTRODUCCION 

Cuando la carga dinámica se aplica a una estructura los desplaza
mientos no son funci6n solo de las coordenadas sino tambi~n del 
tiempo. Para un elemento infinitesimal de volumen, W, sometido a 
una fuerza de inercia -püdV, donde p es la densidad del cuerpo, 
se generará un campo de aceleraciones que se puede expresar en el 
sistema cartesiano como 

ü 
X 

ü = a 
y 

ü 
z 

De acuerdo con el principio de D'Alembert, que es un corolario de 
la segunda y tercera Ley de Newton, las ecuaciones de movimiento 

se obtienen de la condici6n de.equilibrio cuando se toman en cuen 



( .) 

ta las fuerzas de inercia. Puesto que estas son proporcionales· 
al volumen del elemento, constituyen lo que se conoce como fue~ -
zas de cuerpo; así, las fuerzas de inercia de cuerpo en todo el 
sistema elástico, se pueden expresar como 

X. . = -pü 
J.nercl.a 4. 1 

Esto indica que la ecuación de movimiento se obtendrá introducien 
do fuerzas adicionales de cuerpo, en las ecuaciones de equilibrio 
estático. 

En la dinámica estructural es útil la aplicación del Principio 

del trabajo virtual; para ello considérese un cuerpo elástico que 
tiene una deformación por efecto de una carga dinámica, tal como 
se indica en la figura 

T~T,.t,Y,!,r) 

X: Ji, •.~ .• ·,1: 

Se puede suponer que para cualquier instante de tiempo el despla
zamiento u se modifica con desplazamientos virtuales óu, los cua
les son infinitesimales y arbitrarios pero compatibles con las 
condiciones de frontera del cuerpo. Además, los desplazamientos 
virtuales producen deformaciones unitarias compatibles, 6E, a par 
tir de las cuales, si se conoce la distribución instantánea de e~ 

fuerzas, se puede calcular la energía de deformación virtual, ó~i'. 

en cualquier instante. El trabajo virtual de las fuerzas internas 
consistirá además de las fuerzas reales de cuerpo y superficiales 

de las fuerzas de inercia definidas en la ec 4.1. El principio 

del trabajo virtual, generaliz~do para incluir las condi -



cienes din~micas se pueden expresar como 

c5U. 
~ 

siendo V ~ volumen 

donde 

y 

siendo s = superficie 

r· = cSW -/ póu ÜdV 
V 

4.2 

4.3 

4.4 

El tercer término del miembro del lado derecho de esta ecuaci6n 
representa el trabajo virtual realizado por las fuerzas externas 
P que actúan en direcci6n de los correspondientes desplazamientos 
virtuales. La ec 4.2 establece que en un despiazamiento virtual 
del cuerpo, a partir de su estado de equilibrio instant~neo, el 
incremento de energía de deformación, esto es, la energía virtual 
de deformaci6n, es igual a la suma del trabajo virtual de todas 
las fuerzas, incluyendo a las de inercia. 

4.1.1 Ecuaci6n de movimiento en sistemas continuos. Las ecuacio 
nes de la teoría de elasticidad derivadas para sistemas estaticos 
continuos pueden ser adaptadas inmediatamente a las condiciones 
din~micas de carga al incluir fuerzas de inercia. Así, en el sis 
tema cartesiano de referencia, se tiene que las ecuaciones de 

equilibrio de fuerzas son 

aau Oa111 Oa.r: X .. - ~· - + - J. = pll a.,. ay az . J J 

Oa~.z _
1
_ Oa~~~ _ Oa~: ... X :...:.... pü 

a . a . , • ax y z 



las ecuaciones de equilibrio de momentos y las ecuaciones de equi 
librio de fuerzas en la superficie permanecen sin cambio en rela
ci6n al caso estático. 

A las ecs 4.5 se les conoce como las ecuaciones de movimiento de 
sistemas elásticos. Estas son las que conducen a conocer los des 
plazamientos del sistema; se puede suponer que para cualquier ins 
tante es válida la aplicación de la ley de Hooke, lo cual implica 
que todos los esfuerzos en la'ec 4.5 pueden expresarse en función 

\ 

de componentes de deformación y, por consiguiente, en términos de 
derivadas del desplazamiento. A partir de las ecs 4.5 se pueden 

obtener tres ecuaciones diferenciales parciales cuya solución de
termina la propagación de ondas de esfuerzos en los sistemas elá~ 
ticos sometidos a solicitaciones dinámicas específicas; la sol~ -
ción de tales problemas va más allá del alcance de estas notas. 

4.1 .2 Ecuación de movimiento (equilibrio) en sistemas discre
tos. En el análisis matricial de estructuras es común tratar con 
cantidades discretas; así se tie.nen fuerzas y momentos concentra
dos, desplazamientos de puntos y giros de secciones específicas. 
Consecuentemente con ello, todas las ecuaciones de la elasticidad 

para medios continuos deben reformularse como ecuaciones matrici~ 
les empleando esas cantidades discretas. En problemas estáticos, 

los desplazamientos u pueden relacionarse a un número finito de 
desplazamientos seleccionados en puntos arbitrarios de la estruc

tura; esto se puede expresar como 

u = a U 4.6 

donde 
u = {u u u } 

X y Z 

U = {U 1 U 2 

a = a (x , y , z) 



La ec 4,6 es válida para deformaciones pequefias. Las deformacio
nes unitarias se pueden expresar como 

e "' b U 

donde 

b=b(x,y,z) 

y se obtiene diferenciando a los términos de la matriz a. 

En problemas de dinámica, la ec 4,6 no es válida excepto en algu
nos casos especiales; sin embargo, si se considera un número sufi 
cientemente grande de desplazamientos U, la ecuación será una bu~ 
na aproximación, siempre que U sea determinada de las ecuaciones 
dinámicas del sistema. Esta relación se empleará para formular 
un sistema discreto equivalente a partir de un sistema continuo. 
Para visualizar esto, se partirá del Principio del trabajo virtual 
para cargas dinámicas. 

wi = ow - fv póu
1

üdV 

Aquí 

óu "' a .SU 
óe: = óe = bóU 

Si se aplica la Ley de Hooke, con la cual los esfuerzos se defi -
nen como 

siendo cr .. "' 
~J 

tensor de esfuerzos; ó .. =delta de Kronecker; 
~J 

etm "' tensor de deformaciones unitarias; Á y G son las constantes 

de Lamé. 

Se tiene 

a a u. 
~ 

--ax.-
~ 

au. aóu. 
+ G( ~ ~ ax ----ax. 

k k 
+ pü. óu ~ dV = 

~ ~ 

1 
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! t.ou.dS + lv B, ou.dV 
S ~ ~ ~ ~ 

4.7 

Esta ecuación se puede escribir como 

.. 
MU + KU ~ ! t . .Su . dS + lv B. .Su. dV 4. 8 

S ~ ~ ~ ~ . 

donde M es la matriz de masas del sistema equivalente discreto y 

K es la matriz de rigideces. 

La ec 4.8 representa la ecuación de movimiento del sistema dis -
creta; en general, esta ecuación tiene acoplamiento para las m~ -
trices de masa y rigidez, en los términos fuera de la diagonal 

principal. De especial interés resulta visualizar que matemátic~ 

mente los desplazamientos U pueden tratarse como grados de liber
tad del sistema. 

4.1 .3 Masas equivalentes en el análisis estructural. Las pr~
piedades de inercia de un sistema estructural discreto se pueden 
expresar por medio de la matriz de masas equivalente 

se puede demostrar que a existe solo para casos especiales, ta -
les como carga estática o movimiento armónico del sistema. Para 
los sistemas discretos su evaluación es aproximada debido a la 

idealización misma; sin embargo, es común en dinámica estructural 
emplear una configuración estática para definirla, lo cual hace 
que.la matriz M sea una aproximación de la real. Sin embargo, si 
los elementos discretos son pequefios, la aproximación lograda es·· 
aceptable para fines prácticos. Para aclarar ideas se verá un ca 

'o moillo, oo~o lo " el ~~ :·";r:ioad• <n lo figu" 

l ' . / 
¡ ~· ; /Í, 
"""'/ ......... 

u, ¡· u, 

"· Fig 4.1 Desplazamientos nodales en un elemento barra 



De la figura puede observarse que los desplazamientos para un pun 
to a la distancia x del nudo 1 están dados por 

u = U¡ + e u .. - u¡)~ 
X 

u = u2 + (Us - U2H 
y 

u = Us + (U6 + UsH 
z 

donde ~ = x/R. 

Este sistema de ecuaciones se puede expresar rnatricialmente como 

U¡ 
u2 

u 1 - ~ o o ~ o o U a 
ux = o 1 - ~ o o ~ o u .. 
u Y o o 1 - ~ o o ~ Us -z u6 

de donde 

l :' o o ~ o ¡] a = 1 - ~ o o ~ 

o 1 - ~ o o 

Al sustituir estas ecuaciones en la ec 4.9 se obtiene 

m -- j pa 1 a ,JI' 

-
¡1 .;,;: o o (1 - ~); () o 

1 
' -- ~ r~ o () ( 1 - ~)¿ o 1 

11 ( 1 

~1.: 1 () lJ ( 1 - ;): o o ( 1 -

1' 1 -¡:: 
-- pAI 

!tl E1 lJ o /;' o () i' . 
. ' 

1 

~ t 1 ') () o " o 1 11 ' 1 

!t 1 - ~) o u " 1 o ll • ' 

"2 () o () 11 

o 2 u (1 1 u 

p.·tl (1 u 2 u u 1 : .~ (~~r 21, 1, J 
1 

() 1 (1 () 2 () o 1 h . 1~. 21:~ 
1 

o 1 (J o 2 

~ 1 o u 1 () o 



/ 
Los términos fuera de la diagonal, diferentes de cero, represe~-

tan el acoplamiento dinámico entre los grados de libertad; puede 

observarse en este caso que el acoplamiento acurre para grados de 
libertad en las mismas direcciones, esto es, 1 y 4, 2 y S, y , 

3 y 6. 

Ahora se considera un elemento barra uniforme con dos masas con -

centradas, ID¡ y m2, en sus extremos como se indica en la fig 4.2 

u. m, u. m1 Ul 
-o-·--=-=-==~=e>-

1 ··----., 
1 1- . 

Fig 4.2 Elemento barra con masas concentradas en los extremos 

Por simplicidéd, se determinarán dnicamente las propiedades de 

inercia en la dirección longitudinal; los desplazamientos en la 

dirección longitudinal están dados por 

lu]
l 

u =[(1-0E;] 
X 

de donde 
a = [ (1 - E;) E;] 

sustituyendo esto en la ec 4.9 se obtiene 

e_ pA/[2 IJ -t- [111' 0 J 
h 1 2 o m, 



St puede observar que el efecto de las masas concentradas en los 

extremos de un elemento, es tomado en cuenta sumando la masa real 

concentrada y los términos de la diagonal de una matriz 'que co -

rresponde al sistema equivalente. Para representar un sistema e~ 

tructural formado por un nfimero n de elementos, se tendrá que ha
cer el ensamble respetando las relaciones de compatibilidad. 

4.1.4 Matrices de masa y rigidez dependientes de la frecuencia. 
Se puede mostrar con facilidad que para movimientos armónicos los 
desplazamientos longitudinales del elemento barra están dados por 

,,.,,•: m•:] [ :: J •'"' 
la deformación unitaria ~ se obtiene directamente por diferen -

XX -
ciaci6n con respecto a la variable X, esto conduce a 

E 
XX 

[ (senw; + cotw; cosw;) cosecwct cos~j ~J 
De aquí se puede ver 

[ 
wx wt 

a = (cos-e - cote 

que 

senw:) wt 
cosec7 senwcx J 

b = ~ [ (senwcx + cotwct coswcx) 

Después de sustituir esto en la 

rrespondiente se obtiene 

cosecwt cos~l 
e e] 

ec 4.7 y hacer la integración ce 

m· [ 
( ,,,, '"' "") -. Cll~~c- - co .. -

fJ ·11 e· w! • C t 
--. •. i..'lhl'l,: ·-

2 11J/ r ( w/ cu/) 
1--COl-

. e e 

( "'/ wl) l 1 -- -coi-
e e 

,,,¡ UJ/ {IJ/ 
( - Cli!\L'l:- - co~ -) 

t e r 

( 
co/ w/ w/) 
- ~:u .. L'L"- + cos-

AI:.'<u/ cu/ e r r 
k -=- -- - (.:(•.,CC ·-

'2_/ e e ,,¡f wl) 
i·- últ-

2 e 

( w/ wl) l - 1 -¡. -col-
, e e 

ud w/ w/ 
( - l:li.,L'C - + COS -) 

r r e 

1 



Los elementos de ambas matrices dependen de la frecuencia circu -
lar w; en los c§lculos numéricos normalmente se desconoce w y 
ello ocasiona que no se puedan calcular estas'"'matrices de primera 
intención. Para evitar esto, se puede desarrollar al desplaz~ -
miento e" una s~rie de potencias ascendentes de la frecuencia w, 

esto es 

donde 

u 
X 

q = 
'\, 

"' = aU = l: 
r=O 

donde las matrices ar son funciones de x exclusivamente. Si se 
sustituye esta ecuación en la de movimiento, que para esta barra 

está dada por 

con e = velocidad del sonido dentro del elemento barra (veloci -' -
dad de pr~pagaci6n de ondas elásticas unidireccionales) dada por . 
/ETP, con E igual al módulo de Hooke 

Se tiene 

"' r iwt w a qe = O 
"-r"-

¡: 
r=O 

Si se igualan a cero los coeficientes de la misma potencia de w 

se obtiene 

a" = o o 

a" = o 
1 

c 2 a" = - a o 2 

c 2 a" = - a¡ 
3 

... 



Estas ecuaciones matriciales pueden integrarse directamente; la 

primera matriz ao se emplea para satisfacer las condiciones de 
frontera u : U1 en x = O 

X 

resto de l~s matrices a¡, 

x = O y t. Esto conduce a 

a o = [ ( 1 - ') ~] 

a¡ = o 

y u ~ U2 en x = t, mientr~s que el 
X 

a2, a,, .•. deben desaparecer para 

a2 = E.! 
2 

[C z t; - 3~2 + ~S) (~ - ~2) J 
6E 

as = o 

... 
con lo cual la matriz a está dada por 

a = ao 2 + w 82 + ••• 

La matriz a 0 representa la distribuci6n estática debido a valores 

unitarios de los desplazamientos U¡ y U2. 

La distribuci6n de deformaciones se obtiene como 

a u "' wra"qeiwt "' wrb qeiwt e = X r = r 3X r=O "'I'"' r=O "'I'"' 

donde 

da o 1 bo = = [ -1 1] i:IX ~ 
da 1 

b¡ = dx = o 
da2 E.! 3 ~ 2) 3~2) J b2 = dx = [ (2 - 6~ + (1 -

6E 

bs = 
da 3 

i:IX = o 

con lo cual la matriz b de la ecuaci6n e = bU está dada por 
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Sustituyendo estas ecuaciones en las ecuaciones para calcular la 
matriz de masa y rigidez se obtiene 

con 

Mo = e¿t 
[1
22 1] 

45E [ 

1 7/8] 

7/8 1 

y 

K = Ko + w~ K + .. . .. 

con Ko = y AE [ 

1 

-

1 J 
-1 1 

las matrices Mo y Ko representan lo correspondiente a condiciones 
estáticas, mientras que M2, K~ y las de orden superior represe~
tan correcciones por condiciones dinámicas. 

4.2 PROPIEDADES DE INERCIA DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES 

4.2.1 Matriz de masas equivalentes. Para obtener estas matrices 
se parte de la hipótesis que la distribución dinámica de desplaz~ 
mientes en los elementos se puede representar adecuadamente con 

una distribución estática. 



Primero se obtendrá la matriz elemental de masas en coordenadas 
locales y luego se transformará al sistema global de referencia. 
La matriz elemental se obtendrá de la ecuación 

T m ; !V pa adV 

donde la matriz a debe calcularse para todos los desplazamientos 
nodales del sistema. La relación entre los desplazamientos en 
ambos sistemas se obtiene por la ecuación 

u ; ).u 

donde ). es una matriz de nxn de cosenos directores, y n es el nú

mero de desplazamientos (grados de libertad) del elemento. De es 
ta ecuación se obtiene que 

M 

ü ; ).u 

para los desplazamientos virtuales 

el trabajo virtual de las fuerzas de inercia debe ser independie~ 
te del marco de referencia escogido, y entonces se tiene 

donde m es la matriz de masas equivalente en el sistema global. 

De las ecuaciones anteriores se tiene 

-T - T ).:: óu (m - ). m). u ; O 

donde óu y u son arbitrarios; de esta ecuación se obtiene 

- T m ; ). m). 
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De aquí se obtiene 

m "' 
T T fv p/. a a/.dV 

-T-"' fv pa adV 

-con a = a>. 

la matriz a representa la dist'ribuci6n de desplazamientos para Y.!!. 
lores unitarios de los desplazamientos nodales en el sistema glo
bal. 

Para algunos elementos la matriz de masa equivalente es invarian
te con respecto a la orientaci6n y a la posici6n de los ejes coor 
denados; ello es cierto para elementos barra articulados; tetrae
dros yparalelepípedos s6lidos, elementos placa con rigidez en su 
plano únicamente. 

4.2.2 Ensamble de la matriz de masas equivalentes para una e~
tructura. Para ensamblar las matrices elementales de masas, 
-(i) m , se procede análogamente a como se ensamblan las matrices de 
rigideces. 

Las fuerzas de inercia que actúan en cada elemento están dadas 
por 

donde el superíndice i se refiere al i-ésimo elemento. Estas 
ecuaciones elementales se puedencombinar en una matriz . 

.. 
S

1 
= - m u 



donde 

SI = {5(1) 5(2) S ( i) } I I 
. . . 

I 
... 

m = [ iñ( 1) -( 2) -( i) 
J m m ... 

- {~ ( 1) =-< 2) =-< i) u = u ... u } 

En adición a las matrices de masas equivalentes iñ, pueden existir 

masas reales concentradas en los puntos nodales; estas masas se 
asignaran a la matriz diagonal m cuyo orden es igual al del núme 

e 
ro de desplazamientos U. 

Ahora, al introducir los desplazamientos virtuales 

ou = AOU 

e igualar el trabajo virtual de las fuerzas de inercia, se obtiene 

T ·· -T - .:: T - •· oU (-MU) = ou (-m u) + oU (-m U) e 

donde M es la matriz de masas equivalentes para la estructura com 
pleta. De las ecuaciones anteriores se tiene 

de donde 

los términos concentrados en la diagonal de la matriz m se suman 
e 

directamente a los correspondientes en posici6n de la matriz 
AriñA. ) 

4.2.3 Matriz de masas condensada. 

Existe un número extenso de estructuras en que para fines dinámi 



cos solo se requiere conocer el desplazamiento en puntos muy esp~ 

cificos; la parte central de una losa y el centro del claro de 
una trabe, son dos ejemplos dentro de los muchos existentes. Es
to lleva a la necesidad de reducir el orden de la matriz de masas 
equivalente, mediante lo que se conoce como condensación de gra -
dos de libertad. 

Esta condensación de la matriz de masas se puede realizar aplican 
' -

do el principio del trabajo virtual; para ello como primer paso, 
se particiona a la matriz de rigideces, K, y a los desplazamien -
tos. 

K = 

u " 

El vector u1 se refiere a todos los desplazamientos que se desean 
mantener como grados de libertad, mientras que u11 es el vector 
de desplazamientos que si bien fueron empleados en el análisis e~ 
tático, no se emplearán para formular una nueva matriz de masas 
equivalentes. Los desplazamientos u

11 
pueden determinarse de la 

ecuación de equilibrio estático P = KU suponiendo que las fuerzas 
externas P11 que corresponden a los desplazamientos u

11 
son nulas. 

De ello se obtiene 

Si se designa a M como la matriz de masas equivalentes para los e 
desplazamientos U1 y se introducen los desplazamientos virtuales 
óU, se obtiene de la equivalencia del trabajo virtual de la repre 



sentaci6n con dos masas para un sistema continuo que 

= - [óU~ 

Al sustituir u11 se obtiene 

-1 
[ 

I 

-KII,Il 

de donde 

con 

I 

A la matriz M se le conoce como la matriz condensada de masas. 
e 

a) Viga uniforme. Para aclarar algunas ideas considérese el caso 
de la viga uniforme que se indica en la figura. 

!2.. e·~-----:::=~=-=:.!!;_ 
. ¡_ 
~------- -



El vector U está dado por 

¡,_;;;, ;,. 

... 

Al emplear la teoría elemental de flexión y torsión, y despreciar 
defoTmaciones por cortante se obtiene la matriz a(u e aU) como 

donde 

a'l 

X 
E; = 

R. 

; 1 

.l 

·1 

7 

., 
111 

JI 

1 ~ 

- ; 

(1 

o 

¡-2f + 3'')/, 
¡2; .... ''')h¡ 

n =Y 
R. 

z r; = R. 

ll 

(1 

o 

ll 

o 

donde R. es la longitud del elemento. 

,,, 
o 

o 

() 

ll 

o 
3¿• -· 2;' 

-/;,, 
1~- ;')/ 

u 
.J 

Esta matriz se sustituye en la ecuación que define a la matriz 
de masas, m, y efectuando la integración en todo el volumen se ob 
tiene 
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los términos I e I representan los momentos de inercia y Jx re-
x z 

presenta la inercia torsionante. 

Si se quiere simplificar al caso de una viga en el plano, como 

se muestra en la figura 

t' 

u' --- . ~"]u, 
l~ -- ~~ 

1 

l ' .... 



se puede demostrar que la matriz a está dada por 

a 

donde 

.l 

(>(- < ·t ('lry 

Je -- ~~3 -¡ ~<l\ 

12EI 
¡ps = GA .9.2 

S 

4 

(~( . 3!' ¿q>,ilry ] 

1-· f' + ('- ~(; -- l"l<t>,[l 

se refiere a la contribución d~ la,defQrmación pQr 
tituir esta matriz a en la def1nic16n de la mat~1z 
obtiene 

cortante. Al:sus 
de masas, m, se 

<m + (,<1•. + rL~I•,'i/2 
(.,J.}u + /u<IJ, + ~1 •<1 1 ,:!)l 

-(¡}o+ t/ull 11 + d.,ll'~:!JF 
t~ + i~u<f>, + ~ 1 1 1 _,!! 

-(~-\ + 1
1:'ncfl, -f-}1 t)1~!!)[ ( _J. + J <1• ' "'2¡"-l 1 u:. ti u , o T·:o....,, ,-

+ --~ ( ~-)'[( ¡'¡, _: ~q'.ll 
(1+<1>,12

/ --:&-

(t .. - ¡q>,)/ 

( 1~:. + ~<)Js + j<l1,2)F 

( -- ,' .. + ¡q•,)/ 
(--:/u - i-<fl~ + ~q)$2 )[-! 

r representa el radio de giro de la sección transversal de la viga. 

Si se desprecia la inercia rotacional y las deformaciones por cor 
tante,la matriz de masas, m, se reduce a 

156 221 54 _,,] 
• o '"[ "' 

41' 13/ - 31' 

420 54 1 3L 156 -22! 

- 13/, -3/' -221 4/' 



4.2.4 Matriz de masas concentradas (Lumped-mass), La forma más 

simple de representar las propiedades de inercia es con masas con

centradas; en esta idealización las masas concentradas se ubican 
en los puntos nodales en las direcciones de los grados de libertad; 
lo más usual es asignar masas a la traslación y la rotación. Las 
masas se calculan suponiendo que el material dentro del medio se 
comporta como un cuerpo rígido, lo cual excluye el acoplamiento di 
námico, y conduce a una matriz diagonal de masas. Para un elemen
to con n grados de libertad se tiene 

m = [m 1 mz ... m. 
~ 

donde m. representa la masa para la direcci6n del desplazamiento U. 
~ ~ 

Así, para un elemento barra se tiene 

m = pAR. 
2 [01 0,] 

Conviene aclarar que con este t~ de representación la precisión en 
el análisis es menor que con la matriz de masas equivalentes. 

4.3 VIBRACION DE SISTEMAS ELASTICOS 

4.3.1 Análisis de vibraciones empleando la matriz de rigideces. 

En forma matricial la ecuaci6n de movimiento para un sistema elásti 
co con varios grados de libertad se escribe como 

MU + KU = P 

En las estructuras reales siempre existe disipaci6n de energía¡ de 
bido a ello, deben incluirse las fuerzas disipativas en el análi -
sis. Si estas fuerzas son proporcionales a la velocidad, el amor
tiguamiento es viscoso; en tal caso, la ecuación de movimiento-es 

.. 
MU + CU + KU = P 

donde C es la matriz de amortiguamientos. Conviene aclarar que 

existen otros tipos de amortiguamiento. 



a) Estructura no restringida (Libre). Se considerar& primero el 
caso de una estructura con vibraciones libres y con amortigua-

' miento 

MU + KU = O 
·., 

La soluci6n para los desplazamientos se escribe como 
:i 
,, 

t¡ ,. 
;· 

donde q e;;· el vector de amplitudes de los desplazamientos, w es la 
frecuenci~ circular y t es el tiempo. Al sustituir U en la ecuación 
de movimifen to se obtiene . 1 . 

' ): 

; : 
. ' ,. '. 

La solución no trivial de esta ecuación se obtiene al hacer 
L' 

" ¡: 
¡: 

" 
'i '. 

!-w 2 H + K! = O 

Esta ec1iAci6n se llama la Ecuación Característica del sistema y es 
a parti)'de su soluti6n que se conocen las frecuencias naturales; 
cuando ~~ expande el determinante se obtiene el determinante carac 
teristi~~ de grado n en w2

, cuyas raices conducen a esas frecuen-
'. cias. .:~1 número de frecuencias es igual al número de masas en la 

diagon)i principal de la matriz M. Este número incluye a loé valo 
res nulos que representan movimientos de cuerpo rígido. 

' 1 

1 
Para ui valor de w2 obtenido de la ecuación característica, se pue-

de ohl:.ener la ecuación ( -w 2M + K) q = O para conocer las amplitudes 
1. 

q. ~ébido a que la ecuación repr~senta un conjunto de ecuaciones 
"' ' . lind les homogéneas, s6lo se conocerán valores relativos o rela'cio 

1 ' 

nes (~le q. 
{ ,. IV 

i ! 
1 . 

L~.'i raíces w2 solo se pueden obtener directamente si el determina!! ,. lr . t/ es de orden pequefio. En la'mayoria de métodos numéricos se ob-

/ 



. 1 

tienen las frecuencias y las respectivas amplitudes de las masas. 

Estos métodos se pueden conocer en· la bibliograf!a que aparece al 
f~nal del capítulo; en algunos métodos se requiere que la ecuaci6n 

se plantee corno 

2 -1 (w I - M K)q e O 

que es la forma del problema de, 'valores y vectores característicos'. 
Aquí conviene hacer notar que no es posible hacer la transforrnaci6n 

similar postrnultiplicando por K- 1 /w 2 en virtud de que la matriz de 
rigideces para una estructura sin restricciones, es singular. 

En algunos casos prácticos la matriz de masas es singular; ello su 
cede cuando solo se toman en cuenta las masas asociadas con alg~ -
nos grados de libertad. En tales casos, M, K y q pueden particio-

narse corno sigue 

M o 
M = 

o o 

K K 
XX xy 

K e 

K K 
yx yy 

q e 

los subíndices x se refieren a direcciones de despla2amientos en 
las que están preserites las fuerzas de inercia, y el'y'a la direcci6n 

donde no lo están. Al sustituir estas definiciones la ecuaci6n 

de vibración libre,se obtiene 



donde '·) ( 
~.-.. ¡ 

K = K 
C XX 

representa la matriz de rigideces condensada para las direcciones x. 

b) Estructura restringida. Si la estructura está soportada de 
tal forma que se eliminen todos los posibles grados de libertad 
de cuerpo rígido, la matriz de rigideces será no singular. Esa 
matriz se obtiene de la matriz de rigideces K eliminando re~ -
glones y columnas que correspondan a los desplazamientos nulos 
asignados a esos grados de libertad. Si se define a esta ma -
triz reducida como K y a su correspondiente matriz de masas 

I' 

como ~1 , se puede escribir 
I' 

(-w 2M + K )q = O 
r r r 

donde q se refiere a los grados de libertad no restringidos. 
I' 

Ahora, puesto que !Krl # O, se pueden hacer las operaciones al 
gebraicas siguientes 

con 

( 1 I 
¡;jT 

1 
(¡;¡r I - D) q = O 

"'r 

ésta se conoce comúnmente como la 'matriz dinámica'. La ecua
ci6n característica es 

1 ~2 I - D 1 = O 

Conviene aclarar que algunos métodos numéricos conducen a los 
primeros valores, más bajos, de w; ello tiene ventaja cuando 
solo se requiere un número bajo de frecuencias y modos. 



4.3.2 Propiedad de ortogonalidad de modos. Los modos q obtenidos 
"' . . al resolver el problema de valores y vectores característ1cos pue -

den separarse en modos de cuerpo rígido po y modos normales de vi 

bración (modos elásticos) Pe• tal que 

po=[p¡ P2 ... 

P = [P e wt1 

donde w representa el número de grados de libertad de cuerpo rígi
do no restringidos y m el de modos el~sticos. 

Si w2 # O se puede escribir 

(~ K - M)q = O 
w "' 

Al sustituir los modos elásticos se obtiene 

-2 
Kpwtl Mpwtl = o ww+l 

-2 
Kpwt2 Mpwt2 " o w wt2 

• • 
• • 
• • • 

-2 K Mpwtm = o w Pw+m w+m 

que se puede expresar como 

K ¡¡-2 - Mp = o Pe e 

donde 
¡¡-2 [ -2 -2 = wwt1 w 

w+ 2 

Al premultiplicar por p! Se obtiene 
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(a) 

donde 
T 

e p Kp 
e e (b) 

representa a la matriz generalizada de rigideces y 

(e) 

a la matriz generalizada de masas para obtener los modos elásti -
cos. Ambas matrices son simétricas. 

Si se escribe a la matriz de la ec a) como 

A D = S 

siendo A y S simétricas y D diagonal, se pueden encontrar los ele
mentos de S y ~e a partir de 

puesto que 

se debe ten'er 

S .. = 
~J 

S •. = 
J J 

m 
¡: 

r=l 

m 
¡: 

r=l 

S. . = S .• 
~ J J ~ 

esto es cierto si A, esto es, 
es escalar; puesto que eso no 

a. d . 
~r rJ 

a. d . 
Jr r~ 

j,o -2 
~ , es diagonal y D, esto es, n 

e 
es cierto, la conclusión es que la 

matriz A, y la matriz S, esto es,~e' deben ser diagonales. Se 



puede observar de las ecs b) y e) que los modos elásticos p son 
e 

ortogonales con respecto a la matriz de rigideces K y a la.de masas 
M. 

Es interesante hacer un análisis de la ec b); si se escribe como 

_:1_ pT KP = _:1_-*. 
2 e e 2 e 

(d) 

se puede ver que KP representa una fuerza el~stica generalizada 
. e 1 T 

para los modos p , y -2 p KP representa el trabajo hecho por ellas. e e e 

Puesto que* es una matriz diagonal, la ecuaci6n anterior puede in 
e -

terpretarse como que el trabajo realizado por las fuerzas elásti -
cas generalizadas de un modo que actúan sobre los desplazamientos 
en otro modo es igual a cero. Unicamente cuando las fuerzas ac -
túan sobre los desplazamientos de su propio modo el trabajo es dis 

tinto a cero. 

4.3.3 Vibraci6n de sistemas amortiguados. 

La ecuaci6n de movimiento para un sistema estructural amortiguado, 

cuando vibra libremente, es 

.. 
MU + CU + KU = O (e) 

la soluci6n es 

donde p es un complejo. Al sustituir esto se obtiene 

la cual tiene soluciones distintas a cero para q si se cumple que 
'V 



~ ~ ~ 

El método de Duncan reduce estas ecuaciones a la forma normal; este 
método combina la igualdad 

• • 
MU-MU=O 

con la ec e) para obtener 

esta ecuación se puede escribir como 

d<;>nde 

Ahora si se tiene 

/3 {: :J 
U- CJ u = 

la ecuación de movimiento se transforma a 

(p ,_A + ~ ) V = 0 

( f) 

.. 
u 

• u 



la cual está en la forma 'estándar' del problema de valtires y. vec
tores característicos. 

4.3.4 Amortiguamiento crítico. Si se considera un grado de Ji -
bertad, la ecuaci6n de movimiento es 

mü + cú + ku = O 

si se supone que p = - ~ + iwd 

que al sustituirla conduce a 

De la parte imaginaria se obtiene 

e 
~ = "Ziñ 

Al igualar a cero la parte real y emplear este valor de lJ se obtiene 

k 
= - -m 

donde w2 = k/m, es la frecuencia circular del sistema no amortigua 

do (e= O). 

Cuando la frecuencia circular amortiguada es nula, wd = O, el ca -
rlcter oscilatorio desaparece y se presenta el régimen de movimien 
to amortiguado críticamente; en ese caso 

e = ZIKID = Zmw cr 

Si se presenta w~ < O, esto es, cuando e > Zmw, el movimiento está 



:;:/ 
sobreamortiguado y no existir~n oscilaciones; sin embargo, esp no 
ocurre en la mayoría de problemas estructurales 

4.3.5 Una aplicación de interés. Se considera el caso de la vi
bración longitudinal de una barra para cuando no tiene restric -
ción al movimiento y para cuando sí lo tiene. La idealización de 
la barra se presenta en la figura 

u, 

~e===============~~ 

t ~· 1 1 j L.? L/z 
·-;:---~~~ 

Se han escogido dos elementos con tres desplazamientos; U¡, U2 y u, 
Se obtendrán frecuencias y los modos empleando la matriz de rigid~ 
cez. 

a) Barra sin restricciones 

Para esta barra formada por dos elementos 

1 2 3 1 2 J 

T ;] '[' 
-1· 

-:J ¡>..JI. 2AE . 
2 1\1 ·- ---:! 1 4 K~-¡-:-~ 12 

J o -1 

Al sustituir estas matrices en la ecuación de movimiento se 

obtiene 

El determinante característico es 

1 - 2,u~ -(1 + ¡t') o 
-(1 + ¡•'1 2(1 - 2¡•') --(1 1· !•') '~o 

o --(1 + !'') 1 - 2¡<' 



con 
w2 p L2 

l-1
2 ~ 24E 

Al desarrollar el determinante se obtiene ,, 

de donde 

\l~ = o w2 
1 = o W¡ = o 

\l~ 
1 w2 12E = I = p[2 W2 = 3. 46/E/ pL2 

2 

\l~ w2 48E 6 .92IE/pL2 = 2 = w Ws = 3 

La primera frecuencia corresponde al movimiento de cuerpo rígido, 
mientras que w2 y ws corresponden a los modos elásticos. Para es 
te problema existe soluci6n exacta y puede comprobarse con ella 
que los valores anteriores están un diez por ciento por arriba de 
ellos. 

Para cada frecuencia se pueden obtener los valores relativos de q 

empleando la ec e) con ello se determinan los modos p. 
dem6strar fácilmente que para el modo de cuerpo rígido 

P· - r: l 
y para los dos modos elásticos 

pe=[~-~] 
-1 1 

'U Se puede 

La representaci6n de estos mpdos es la que se indica en la figura 
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0~------~------~ 

o~------7o.7s------~ •. o : 

b) Barra con restricciones. En la figura se indica esta barra 

El desplazamiento U1 = O representa la condici6n de apoyo del e~ -
tremo izquierdo; para la barra formada con dos elementos se obtiene 

Sustituyendoenbecuaci6n de equilibrio se obtiene 

¡ ,,~~n~ ~J ~ 

1

21 1 -- 2¡•' 1 

- (1 1- 1'') 

2.-11:"[ 2 -l]iq, ,o 
'- - 1 1 1 
-(1 , ,.,¡

1 

- o 
1 - 2¡•' 
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El desarrollo del determinante conduce a la ecuación característica 

De aquí 

' ~ t ~ 3\~) 
¡-·--

1' l o (U¡ - 1.61141 t¡¡.l.' 

Ji~ ' .. :1 S 3\ '2) 5.1>293 1 L¡pl.' UJ:.! -

Los valores de W¡ y w2 son 2.6 y 19.5 porciento más altas que los 
valores exactos correspondientes. Los modos elásticos para esas 
frecuencias son 

[

\ '2 
P, •... ~-0 -- ';] 

l. O 

la representación aparece en_ la figura siguiente 

10 

-ú ~ 

-10 

ú 05 
• 

1.0 L 

4.4 RESPUESTA DINAMICA DE EDIFICIOS CON COMPORTAMIENTO ELASTICO 
ANTE EXCITACION ARBITRARIA 

En la figura se muestra una estructura típica para represe~ -
tar el comportamiento de un edificio; cuando en los niveles de·pi 
so se tienen losas infinitamente rígidas, tn comparaci6n con la 
de las columnas, la deformaci6n de la estructura se debe esencial 
mente al efecto de la fuerza cortante en las columnas de entrepi-



' ·, 
so. A este tipo de estructura se les conoce como de cortante; es 
práctica común para efectos del análisis dinámico concentrar las 
masas en los niveles de piso. 
estru~tura se puede definir al 

Con ello, el comportamiento de la 
conocer los desplazamientos 

V a' vb y V e V 

M a ¡-- ~ 
p (t) a : 

' ' vb 
' ' ~b 

Pb(t) 

' V 
' Me e 
' 

p (t) e : 
' 

"'"' 

La ecuación de movimiento de cualquier piso se obtiene del equili
brio dinámico de fuerzas que actúan en el nivel, incluyendo las 
fuerzas de inercia, de amortiguamiento y elásticas que resultan 
del movimiento más las fuerzas aplicadas externamente. 

En el caso del marco indicado, las ecuaciones de equilibrio son 

+ FD + Fs = p a (t) 
a a 

FD + ·F = pb (t) 
b sb 

+ 

+ FD + Fs = Pe(t) 
e e 

Las fuerzas de inercia se calculan con el producto de la masa con 
centrada en los niveles por su aceleración 

FI = M v 
a a a 

FI = Mbvb 
b 

FI = M v e e e ' 



'. 

que en forma matricial se pueden representar como 

FI M o o va a a 

FI e o Mb o vb 
b 

FI o o M v e e 
e 

y para un sistema de más grados de libertad esto se puede escribir 

como 

F = Mv 
"vi "" 

Con este tipo de representaci6n (parámetros concentrados) se obti~ 
ne una matriz de masas, M, diagonal; ello presenta una ve~taja 
porque implica que no exista acoplamiento inercial. 

Las fuerzas elásticas dependen de los desplazamientos del sistema 
y se pueden expresar convenientemente en funci6n de los coeficien

tes de influencia 

F = k V + k abvb + k V 
S a a a a e e a 

Fs = kba va + kbb vb + kb V 
b e e 

Fs = k V + k cbvb + k V ca a ce e e 

donde las k .. son 
~J 

los coeficientes de influencia. 

En forma matricial 

Fs kab k r V a a a a e a 

Fs = kbb kbc kbc vb 
b 

Fs k k k V ca .cb ce e 
e 



y en forma matricial para un número mayor de grados de libertad 

Las fuerzas disipativas pueden expresarse como el producto de coefi 
cientes de influencia de disipaci6n multiplicados por las velocida 
des en direcci6n de los grados de libertad. Existen diversos pro
cedimientos para calcularlas; uno de ellos, quizá de los más reco
mendables sea con las series.de Caughey. Por analogí• con las fuer 
zas anteriores, siempre podrán expresarse matricialmente como 

F = e~ 
~D ~ 

De lo anterior, la ecuaci6n de equilibrio se puede expresar como 

F + F + F5 '= P(t) 
I D 

o bien, en forma matricial 

MV + Cv + Kv = P(t) 

Como se ha discutido anteriormente, el problema de vibraci6n li -
bre cuando se considera que no hay amortiguamiento se expresa con 
la ecuaci6n 

Mv + Kv = o 

la soluci6n de ecuaci6n homogénea es 

~ 

v = v senwt 

con aceleraci6n dada por 

---
V = -

~ 

v representa la amplitud del movimiento. Al sustituir en la ecuaci6n 



de vibración libre se obtiene 

o bien 

KV
A 2 A = w·Mv 

Esta es la ecuación para obtener los valores y vectores caracterí~ 
tices. .La solución completa de esta ecuación para un sistema de N 
grados de libertad proporciona la frecuencia w y la forma modal 

n 
~ para cada modo. Para el marco de la figura anterior, en forma ma 

n 
tricial se ha obtenido para ciertas características estructurales 

[1.00 1. 00 1.00] 
4> = [ 4> 1 4>2 ~3 J = . o. 64 -0.60 - 2. S 7 
~ 

0.30 -0.67 2.47 

w e < Wt W2 w3 > = < 14. S 31.2 4 6. 1 > , rad/seg -
a) Ecuaciones modales de movimiento. Las formas modales de vibra

ción tienen dos. propiedades de ortogonalidad¡ una de ellas con 
respecto a las masas y se expresa como 

N 
E mi.in.im = O , para m 1 n 

i=l 

o en forma matricial como 

= o , para m # n 

y la otra con respecto a las rigideces 

para m F n 



Puesto que hay N modos independientes de vibración para un sistema 
con N grados de libertad, cualquier forma desplazada puede expr~ -
sarse en términos de las amplitudes de esas formas modales, consi
derándolas como coordenadas generalizadas de desplazamiento. En 
general, cualquier desplazamiento v. puede expresarse como la suma 

~ 

de la contribución de cada modo 

v. ~ 
~ 

donde Y es la amplitud del n-ésimo modo. En forma matricial esto 
n 

se puede expresar como 

V = ~y 
'V 'V 

Al vector Y se le llama frecuentemente vector de coordenadas gene
ralizadas."' La ecuación de movimiento se puede expresar en fun -
ción de estas coordenadas como 

.. 
M~Y + C~t + K~Y = P(t) 

'V 

si la premultiplicamos por el vector modal ~ 
"'n 

y se aplican las con 
diciones de ortogonalidad se obtiene 

En esta ecuación se ha supuesto que existe ortogonalidad de los mo 
dos con respecto a la matriz de amortiguamientos. Si se definen a 
la masa, amortiguamiento, rigidez y carga generalizadas del modo n 
como 

" ~ TM<I> M = 
n n n 

"' ~TC<I> e = 
n n n 

"' <1> T K<l> K = 
n n n 

" <1> T P ( t) p (t) = 
n n 



. ·.-., 

la ecuación de equilibrio se puede escribir como 

* .. M y 
n n 

A • 
+ e Y 

n n 
* * + K y 
n n 

: p ( t) 
n 

y si se admite que el amortiguamiento y rigidez generalizados se 
pueden calcular como 

* * e : 2~ w M n n n n 

* w2M * K : 
n n n 

entonces se tiene 

* -Y + 2~ w Y + w2Y 
n n n n n n 

p (t) 
n 

Esta ecuación indica que la ecuación de movimiento de cualquier 
modo n del sistema de varios grados de libertad es equiv'alente a 
la ecuación de un oscilador simple con un grado de libertad. 

b) Respuesta sismica. El análisis dinámico de los sistemas con va 
ríos grados de libertad se reduce a la solución numérica de la 
ecuación anterior para cada modo; la respuesta total se obtiene 
superponiendo efectos. Para excitación sísmica, la carga efec
tiva que actúa en cada nivel de la estructura, es igual al pro
ducto de la masa concentrada en el nivel por la aceleración del 
terreno; para cualquier nivel, se tiene 

P. (t) = M.v (t) 
1 eff 1 g 

El vector completo de carga se obtiene multiplicando la matriz 
de masas por la aceleración del terreno 

donde I representa un vector unitario de dimensión N. 



-// 

con ello, la carga generalizada resulta 

" .): V (t) 
n g 

donde;( es el factor de participación sísmica del modo n. 
n 

La ecuación de equilibrio es 

= ~ v (t) 
M g 

n 

La respuesta del sistema para el modo·n y en cualquier instante se 
puede obtener empleando la integral de Duhamel, con lo cual 

y ( t) 
n 

'tn 1 
=-¡¡-

M w 
n n 

El desplazamiento completo se obtiene superponiendo la contrib~ -
ción de todos los modos; una solución aproximada se puede lograr 
al tomar en cuenta la contribución de solo los primeros modos. En 
la mayoría de estructuras ello conduce a una solución aproximada 
que es prácticamente la misma que la que se obtiene con la contri
bución de todos los modos. 

Para la combinación de la respuesta debe tenerse presente que por 
cada modo los máximos de la respuesta no ocurren al mismo tiempo; 
esto se indica, para los desplazamiento, en las figuras siguientes 

' 



Y¡ 

Y2 

Y1 

y 

. i :·. 

1 
~--~~------~----------~-----t 

' r ' 
-~~-Y¡ 

1· . 
'- ' 

max 

\ 1 -
!' 

1 ,-
.... -.... \ 1 ' 1 

~~/~--~--~--~--~'~'----'~----~------ t 

' 
\ 

' 
' 1 

Un criterio de combinaci6n de las respuestas modales que se basa 
en consideraciones probabilísticas, es el conocido como 'raíz cua 
drada de la suma de cuadrados' Para los desplazamientos esto se 
expresa como 

V ., 
'V 

i = 1, ..• N 

en edificios con características regulares en planta y elevaci6n 
es común emplear solo los tres primeros modos. 
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ti. ~IOilELAC 10:\ ~IXIrL\'1' 1 CA lll: S 1 STI'\L\S 

4. L Jntroduc·ción al C:ílculo de V~riacioncs 

Existe una. gran variedad de sistemas físicas que pueden 

ser descritos dúsde ~~ r)untn d~ vista variacicnal y en e·st~ con-

texto, el manejo de c~lcu·lo de variaciones se considera como una 

herramienta matcm5tica que per~ite la. formulaci6n de un sistema 

me~iaritc ·cclnCcpfo~ matem5ticos que pueden relacionarse ~irecta

mcntc con aspectos· físicos del mi~mo. 

El problcn1a cl&sico de c&l6lllo dé variaciones cbnsiste e~ 

en e o n t r a r 1 o s v·a 1 o res es t a e i o na ·r i o s de un fu n e i o n a 1 e 1 e u a l se 

define como una integral definid':!- cuyo valor num'é~\.:co 'díipcnGe 

de la funci6n 'integrada y para encontrar los valores cstaciotla

rios de dich.l int_cgral es necer;ario encontror la func'i·ón que 

Rustituida en el integrando corresp9ndiente ceda un valor extre-

mo, es decir mínimo o máximo. 

Sea el funcional I definido por: , 

(4.1.1) 

cada f~nci6n F(x) que sea sustituida en esta ecuaci6n resulta 

en un valor numérico de I diferente y aquella funci6n F*(x)'que 

resulte en un valor mínimo 0 m¡ximo, hace el funciional I esta-

cionurio. 

E~ con\·~niente rcnsar en el paralelismo que e~iste entre 

t!l CO!lt·epto .de encontrar los valores estacionarios de un funcio

nal y ele una funci6n algebr¡ica. Cuando se bu~ca el minimn G ~i

ximo de una función definida como 

(4.1.2) 



CiL·rt:.as condi.cionQ:; dt:lH:n ser sa_tisff!chas, COr.lCJ 1.n sr;n •-:u(: l-1 

func:if~n sea continuc:t E!n el' ran90 'de intcrf.s, que .sea dcribc~bl(! 

dos v~c~s. en dicho ~ango y qlJe ar1~m5s la primera ~erivada de 

la funci6n con rcs¡lccto a la variable sea rcro es decir 

. ' 

lt' - o ( 4. 1 . 3) 

~~ resultado es un valor de la variable ind~¡•endionte para 

el Cll<ll la función f (x) es estacionario. 

l~ntonces, CIJando s0 extretniz~ una fur1ciAr1 se CllC\lentra un 

va 1 o r de l a va r i a b 1 o i nd e p q n de: i n te , más e u un do s ~ ex r. re mi. z á un 

fur1cional se enc\lCntra ua11 f~nci6ri. La condici6n sufl_Ci0rLtC y 

nccC':3uria parD t•xtrc:mi zar dichn funcional ron si ste en e¡ u .. ~ su 

¡1rirnera vnri üción ~Cl.l cr~ro; es decir: 

\? 
ól - J J F(x) dx 

(A. 

(•1.1.4) 

Esta con~ici6rl es análoga a ·la condici6n de la ecuaci6~ 

( .¡ . 1 . 3 ) , Un Q j ~~m p 1 o d t: .-, p l i e a e i ó n de 1 e o n e~~ r· t l~ v ,1 r i o e ion c1 1 e 5 

o l r) r: o b 1 (:m u de en e o n t r a r l u t r u y e e t o r i a q u 1. .-: L' b i..~ :; e '] u i !. 1l n :1 

p..;,. r l í e u 1 '' de m a s a m p ü ~~ ü 111 ove~ r s e d l'! s de e 1 ¡ 1 u n t" o ,\ ri J p \ 1 n t.: -.J •• 

en ll~ Jllar)o, bajo ia acciAn dt~ la gravedad ~le tdJ for1~~~ (~Uü 

el tiempo liC rt..:corrido se-a mÍr1imo. Figura (4.1. 1) 

o 

\ 
\. ." 
~· 

....... 
....... ()(,,1.\,) 

¡:. . 

F i g u r a ¿1 • 1 . 1 , P r o b 1 t! m a d Q b r .. 1 eh i s toe h ro n e 

C) -



El. funcional que se puede proponer para este ~roblcma cu: 

(4.1.':>) 

en donde: 

(4.1.6) 

y de consideraciones energética~ 

(A • i . 7 ) 
' . ,. ':· . ··.:,· 

entonces ·-combinando las····tres última·s ecuaciones se tiene .que 

t~jx~ dx 
. o Z.~X 

(4.~.6) 

El problema consiste en encontrar una función y;f(x) tal 

que el funcional t sea mínimo. 

Antes de procedir a formular la ~olución es necesario des

cribir la forma ~eneral del problema cllsico de c~lculo de va

riaciones. 

Sea el funcional.n definido por 
(o 

1T == j F (X~ '1. Y') CÍX 
. c.. 

(4 .. 1.)) 

d d 
1 _dy 

'"' 0:1 " y o -liX 
El problema cnnsiste en encontrar iunc1on~~ 

y;y (x) para las cuales pequeñas variaciones arbitrarias Óy(xl 

no cambien el valor de n. 

La condici6n suficiente y necesaria para encontrar .un va

lor estaciona.r'io· de n es de acuerdo con la ecuación (4. 1. 4 l 

' b 
ólT:: j"' J F (x, "\, '{') c1x o 

(4.1.10) 



'l'or~.¿¡ndo ld y<Jri¿¡ciéln de F resulta 

b 

JTl= l (~~ i~ + *'Sl{') ~~~o (4,1.11) 

en dpJ1dc $~',. _4._ (S~) . dx. ( 4 • 1 . 1 2 ) 

S u s t i tu Y'' n d '' ( 4 . 1 • 1 2 ) en ( 4 . 1 . 11 ) e i n te gran el o por p a r t "s ,,¡ re

sultado e~;: 

(, · ¡· [él F e\ ( ~F) J r ¡r = -- - -·- - ~ '\ d X t 
o él~ Q,x ;)~' 

().. 

b 
::0 

( .~ . 1 . 1 3 ) 

tr1tonccs para q•Je 611 sea cero es necesario que: 

( .; . ¡ . ; ) 

y ¡Jc¡r lo t.:tnto 

D 
_(4.1.i5) 

o ~.! 1, ~j u de~ f e e t o q ~H~ l o s d n ~; t.l: r mi no s de 1 a i n t. e g r a l e n l. a e e u -5 e i 0 r. 

(·l.1. 12} !:C:dn l'ct·o, e~·: dt_~cir 

- d f(b) 
;:::O ( ·l • 1 • 1 G ) 

y . b 

L_ r (11.1.17) 

da .-1 o '1 u e .~y es .tr h i t r .1. r i :1 t:! n t re 1 os 1 imites a y · b y no n e e t.::> .:.1 .e 1 a-

( 4 . 1 • 1 ·--; ) 

Esta es ln ecua~i&n conocida· como la ec\Jaci~n Eulcr-Lagrange 

Y aquella función Y(x) qo¡c sati,,faqa la ecuac1ón ('1.18) hace el 

funcional ~ estacionario. 



Re g r ~ ~-;.:a n U o a l pro b 1 e Jn a de: b r tJ eh i ~• t: o r. h r o n e p o d r· rr, ,-,:; i ·: t· :. • i -

f i e ar e 1 ·in te~ r a n el o de 1 a,¡ e e u,, e ion" s ( 4 , 1 , B) y ( 4 ; l. q ) •: s o"-

cir . ~ 

F (X,"',~{')= \f?:i:X 
(4.1.1~) 

y dado que y no aparece explrcitamente en (4. 1. 1,) entonces 

(4.1.20) 

q11e implica.qu~ cL.r~réntesis ~s igual a una constnntc 

'1' 
C> F -
C) o.•- {z.~x (\+tJ,.'i 

14.1;21) 

despejando Y' de (4.1.21) queda 

- (4.1.2<l) 

(4.1.23) 

La solución de os.ta integral a trav~s de tablaL de integraci6n 

y algunas manipulaciones cede la siguiente solción. 

(4.1.21\·l 

en dondn 

e =- c..o~ 1 
( \ - L.\ 1 ¿a. X) (4.1.25) 

Entonccg sustituyendo la ecuación (4.1, 2'Z.l es (4.1.&) se 

r•uvdt..' ·compr'-"b.-lr qu~ el ti.empo de recorrido es mínimo l!n cr.Jf'\¡,arü· 

ci~n c~n ~~~l~ui0r· otr3 trayectoría que pase por los puntoE ~x-

tramos de la curva. 



o t ro p Y. o b 1 e m a e 1 5. s i .e o q u 0 e 1 , l e= e t 0 .r p u e d ~": r r~ a l ¡ z ;1. ~.: .: i; ~..:~ :'n0 ... 
ejercicio consiste en encontrar la .t·rayectoria qtJt. df:bc se:~1td r 

la partícula que haqa la distancia de recorrido mlnima.· El rc

~ultado es obviamente una l!nca recta q·ue une los puntos extrr

mos. El funcional correspondicnt~> ra.ra este otro problr,ma ¡;;¡;; 

(4.1.2(>) 

Un funci9nal en general puede tener varias variobles in~epen

die~tes, por ejemplo: 

11.::: JF(X,'-1, c1 ~ 1 ~~ !Jl" 'Pa) d\1 

V 

( 4. 1 . 2 7 ) 

en donde 1~x , ljly!. ~1z son 1 a s p a re i a 1 e s de tV e o n r e s pe e t o a 1 a s 

tres varinbles inder)cndiontes. Una variaci6n de P ocasi6n6da 

por un pequeño cambio en F es: 

611·= j( * ~q + ~x ~~x + ~~¡~~+~e ~~e) &v. (4.1.28) 

V 
y ap1 icanclo l. a ecuación (4, 1. 11} rcsult~ 

ril'- (1[ ;;¡FfiP+"dF 2...(~~)+~ -}u(~<f)+ dF ..L(Jf)ldv ;.1.1.2~l 
611- JI a¡p ()tp¡¡; o-)<; d<t'~ , ti~¡; ~:e '1 

V 
en esta ccuaci6n los 6ltimos t6rminos satisfacen por el teorc~~ 

(4. 1 .• 30) 

t.."n ... 1.1nd0 

q u l~ : 



... -~':" '.: 

·, .. _, . ·*'f.--: .. · ,, i·' .·· . ::,·.: '·. 

-... "; 

6. Jr"dr ·!L(?.!:)- ~(~)-.2.. (~ )l~cpdv ólT:: L 'd~ · - 'd)(. d~" d't d~~ · éH. Cll/'lo lj 
. ' . - . 

(4.1~11) 

Ahora, un valor estacionara de n.ocurre solamente cuando l~s t~r

minos· de los·paréntesis son cero. Esto da como resultado la ecua¡ 

ción diferencial que gobierna el sistema y sus condiciones de 

frontera. 

El funcional de la ecuación (4.1.31) es aplicable a proble

mas .,<J:ci·:'~~:l.";el};,::~t:.'t~ . ejemplo es e 1 sigui en te; se a e 1 f un e ion a 1, 

V 

aplicando l·a forma de la ecuación (4.·1. 31) el resultado es el si

guiente 

~ -~(.~J.-~(~J-
.>-·· . ·' _,',· .. -

-\." 

( gE_ )=o 
d 'lz. 

(~.1.3'1) 

Las ecuaciones combinadas ceden la jc~ación diferencial quo~apl!

ca para problemas de campo: 

. ::·•·· ·. 

. :·; .. ·· 



'' 

Q+ . i) 

'.;. i 

y co~o conclusi6n tenemos Q\le el funcinn~l 11 rlc- la ecu~ci(:1 

. (4.:1 .. 3,2.l es estrtr.innnrin 
' . '- .. 

. se sat-i.sfdce ... ,, 

., ., -~ . ·, . 

t 
.• ·:~ ·.,' 

!'•. 

· .. 
·'· 

,,. ·\ ·-· 

CllrJndo f:CU•JC i t,ll dif~r~';nr:iül 

_, ' 

\ .i 

' -



4.2 Formnlaci'ón.Vnrincional del l'lcmcnto Finito 

4,2,1 Introducción 

El c'once¡it~ .fu~damental del método del elemento finito 

(MEF) consiste en que cualquier función continua en un domi

nio dado,. puedc,aproximarse mediante una suce~ión de íunci~

nes que i~ d~fin~n en una serie de subdominios dentro de los 

cuales· estas funciones son continuas y las cuales se inter-
' . . - . ·;..~: ' ... _ ..... 

··. · , conect;,n para··a¡:iroximar as! la función düda (Fig,4.2.1) .. "' "' ' .., .. :\· ..... , ·' ··, ,. -~-.-e;~-.. ·- ,. 
,'<,_ ". 

'¡' -· ·-:.'' ,~--~ -~'· ,, . 
De~d~ ~~ ~'J';{·t:'~ de vista fi:sico, el concepto fu:.damer: tal 

del ~&todo del elemento finito consiste en que para rc~olver 

un sistema que representa una estructura f!sica sujeta a 

cierta• .condiciones fSsicas, ~e. puede utilizar un modelo 

aproximado compuesto de uha serie de el.ementos que se i••tur

conectan en una ~cric de puntos llamados nodos (Fig.4.2.2)y 

cuyo comportamiento es conocido a trav&s de ciertas ecuacio

r.'Os prtestablecidas y que corresponden a los tipos de elemen,

tos c~ados y al número de nodos en cada uno de ellos. 

·La sol~ci6·n. de las ecuaciones del modelo pueden ~er 

exactas, pero Cl modelo en si es una aproximación discreta 

al sistema·' físico y la solución de dicho modelo se aproxima 

a la solución del sistema real. Los antecedentes del método 

del cl~mcnto finito datan de los años 50's cuando surgiÓ del 

análisis de. estructuras..:aereonáuticas, y ha evolucionado rá.:. 

p id amen te ·ha s·ta. · e'xpander sus aplicaciones a varios éamp'os de 

la ingeniería como son la transmisión de calor, la elastici-

dad, mecánica de fluidos, estructu•as, lubricación y otros 

muchos. 

·1 .. ',2 Formulac:ión de un Problema do Ingeniería 

La formulación matem5tica en problemas d~ ingenierta 

generalmente se puede efectuar en dos formas diferentes, 
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la pr~1nera considera el comportamiento de una 5rca o volumen 

infinitecimal del ~istcrna y las ecuaciones cot·r~s¡Jondicntcs 

~e formula~ en forma diferenical, y como el &rea o volumen 

considerado es representativo do toda lD rcgi6n, las mismas 

ecuaciones son vSlidas para todo ·el dominio de esa rcqi6n. 

Como ejomplo tenemos la ocuaci6n de Reynolds en la lubrica-· 

ci6n hidrodln&mica de cojinetes Fig4.2~ la cual es una 

ccuaci6n difercnical en do~ ~imensipncs que se deriva a par

tir de un elemento infinctcsimal y es de la foima: 

(4,2,1) 

<'H donde h es el e>'pcsor de la capa lubricante, a es la 

coordenada polar angular, z es la per¡~ndicular al plano 

(x,y),~ es la viscocidad del lubricante, w es la velocidad 

aJJgul~r de rotaci5n de la flecha y P es la distribución de 

la presión al rededor y a lo largo del eje z. 

~~\ la segunda altcrr,ativa se postul~ UJ\ principio 

c¡ue englobe la tcgi5n entera 6 domin{o dado y consc~uente

mcnte es una "formulaci6n en forma Integral y la solución 

(os qeneralJnente dada por valores extremos de dicha in·tcgral. 

Este rnétedo es conocido corno el Método Variacional y como 

ejemplo se tiene el caso de la energla potencial de cuer

pos elasticos, en el cual se establece ;ue la ~onfigura

ción del equilibrio estático de una estructura deformable 

requiere de una energía potencial rn!nirna. Esta energía se 

rrfiere al total de la energra de toda la estructura y se 

obtiend mediante la suma de energías 4e las partes de la 

~~•tructura. 

De to~as las posibles configuraciones que la estruc

tura pueda adoptar, aquella que ceda un valor mínimo a la 

energ!a potcn,:ial nos da la ·configuración de equilibrio. 

Esto. s~ conce corno el Principio de la Enerq!a Potencial 

MÍnima. 
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Resumiendo lo anterio-r, <'1 proce<limiento para des:.rrnlL•r 

el aniilisis·'dc· una· c·si:ructúra deformqble ~on!'.iste en e:;ta:>lO:c<H 

un funcional, el cual es el valor de una integral y que t1cnc 

la forma 

en donde 

'• '·· 

'X b ' ' ' 

Tf :::- L F(x, 11 , '1' ) J x 
. Xo. . 

'tj' :: 

.. ', 

(-L2.2) 

(4. 2. 3) 

Una vez establecido este funcional se procede a encontrar 

sus valores extremos, lo cual requiere que su primera varia-
--:· 

ci6n sea igual a cero, es decir que cumpla con la condición 

de estacionaridad de un.a integral rne'diante: 

(!,.2.4) 

Cabe mencionar que encontrar el valur estacionario de 

una integral es 'Similar a encontrar los valores rn1nirnos o 

mSxirnos de una. iunci6~~~n'c&lculo diferenical, excepto que 

al minimizar,una función se obtiene un valor de la varia

bli:> inde¡)c,;di'é;ri\Oc-'que ·rios da"un rn!nimo en la función,· mien

tras que al minimizar un funcional se obtienn una funci6n 

que al integrarse hace el valor de dicha integral m1nimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a 

.discretizar la integral mediante la siguiente ecuación 

....... _. , .. , .. ' 

(4.2.5) 
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O bien: 

TI== rr1 + .n" -t 1]"3 + ... + lTn 
11 ' • 

La integra 1 t o t a 1 lT ahora e o n ~ i ~le en varias in te g 1· a. 1 e·_.; ¡, :; re i a

les ~r i, cada una extendiCndose. en lo~> subdominios (x i -1,;.:. )· 

El concc1Jto de discretizdr la integral de ln ccua~:to=~ 

pued(: tener una interpr~taci6r1 fisica al dividir 01 do

mirlio de la funci6n en una serie de elementos a los cuales 

~se asigna cada una de las int~~Jrdlos. La ventaja es ~uc ahora 

es posible usar· alguna aproximac:ión polinomial (.lint:·ul, púrL·~

bÓlica etc.) para la función Y (x) en cada inteqr:u.l, e~, d~c ir 

e11 cada· e1.cm~nto, Esto permite _que el valor de cada fu:1ció:1 

intcgral~sea urla:funci6n de lo~; coc~icientes tltiliz~dt)~ -~¡~ 

el polinofn·io de dicho elemento. Entonces la intC:(jt~al tot..1 l 

TI es ta1nbién una función de los cpeficientcs pcd.inorr.ia..:.u~ usa-

dos en cada. uno d8 los cle~nl~lltos y la condición clú l.:1 ecuac.iér¡ 

se !iatisface si 

o 

'-,...., 

donde las a. 's ~on.cl juego completo de cocficiQontc·s IH•l inor.\ia-
1 

les u:sados "en cada elemento •. 

Al su.Jostituir la función Y(x) por una aproxim¡¡ci("'.l'oli
. '2 

nomial y(X)">a
1

x+a
2

x el problema se reduce a cncontrdr los 

COl~ficientes .. de los ~o.linomios usadoz en la aprox.imo.c1ón. 

Es d n e ir , 1 a so 1 u e i ó n di re e t Cl de 1 a e e u a e i ó n { ~;. ~. 2) :;·u j e t.a 

a L1s condiciones ('1.2.3) puede ser bastante complicad,, ·¡' "" 
l 

necesario aplicar los· ~c~n.ce'~t.-os· ;:d·e cálcuio variaciorL1l, slt! 

embargo ol pioblem.:\ se pued~ formulur mediante la ec:~l..lc.:ión 

·' (·I.:'.Siy ,,l substituir. la ap¡:-oxim~cinn polinomial el proble-

ma nc pu~d~ r0solver alqebr~icamcntc 



• 

4.2.3 ¡;,,urgí.:. Potencial 

En la introducci6n de conceptos fundamentales del ~6tod¿ 

del clemerit:ó<Yinito se derivaron unñs ecuaciones algehráicas 

de equilibrio que en forma matricial se pueden expresar como: 

Este sistema de. ecuaciones representa un modelo m~iemáti

co cuyñ. interpretaci6n f!sica está directamente r~lacionada 

CQII l?l def.inici6n .?e un sistema físico el cual consiste de. un . 1 

cuerpo deformable caracteriz~do .por la matriz de propicd!lÓCS 

elá.sticas 1}], y por las cargas que actuan sobre el sistema 

·{P) que ocasionan ciertos desplazamientos en dicho cuerpo íDj • 

En get1cral, ~n cuerpo el&stico es la compos~ci6n de u:1a 

infinidad de part!culas l~s cuales interactuan entre si y 

producen ciertas respuestas a ciertos perturhaciones y dado 

a que existe un nGmero infinito d~·part!culas en cada cuer

po uo es conveniente describir la. ·respuesta de un sistema 

ul5stico en t6rminos . ' de los desplazamientos de cada part1-, 

cula, má~ bien s~ toma un n6mero finito de puntos que pue

dan caracterizar el comportamiento del sistema. 

. 

En ciertos casos es posible formular las ecuaciones d~ 
~quilibrio en base a relaciones direct3s de carga y despla

¿ami~tJlo, ~amo es en el caso de resortes lineales, o vigas~, 

pero en orros casos no es tan evident~ la relaci6n de cargd 

r jeforma~i6n y por lo tantq es conveniente usar métodos 

dlternativos para la formulaci6n de las ecuaciones de-equi

librio. Uno de estos mltodos se basa en la expresi6n. de 1~ 

energía potencial la cual se define como sigue: 

La eiH>rgL,·'·potenci·al de un cuerpo JeformabÍe· suj<1to a 

c11rgas estáticas es igual a ,l.a energía interna o de defot·

maciSn almacenada en el cuerpo deformado menos el trabajo. 
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rcali"2ad.o_!_p_or las carga~; que~ a.ct:ui.Ln eo t:l J. lo largo dt: lc; .• 

desplazamiento~ do lo~ puntos de apli.caci6n de di.ch~s c~r~;~s. 

Es t:o s C I)Ucd9._ e xpre7 a r como si guc 

V ·u- w 

en· aondc V=Energia potcncj_al 

U:..::Energía d0 df:formación o interna 

W=Trabajo du lc1s cargas aplicadas 

l-L:?. ·t} 

Como ejemplo podcmo:> considerar el c_.:~so ~;imple .::.h: u:: :-e-

~; o r te l i n e u 1 rn o!:< t r a do e u 1 a F' i g • 4 . 2. ·1 . E l d e ~~ p 1 ... -, z u. no i 1..: !~ !.:. o ;_:¡ .:: ..:: l 

extremo libre del resorte e~ ocasionado por la carc¡a P ~plica~ 

da en cu0 extremo e11 toncas l.a C!lcrg1a potenci~~l 

pr~sar corr,o; 

D 

V==-Jkxdx 
o. 

s0 puedE: ex;.;.· 
' . 

14. 2. , e 1 

En e~ t a ex p r ~ s i ó n , . 1 a I > r i n1 e r .:1 in te g r a 1 r (• p 1.- es en t: .:1 l a 

l!Dt!rqía de dc:[or~n<tc.:ión '/ lu :·;c.:~¡undn el tr.-il:;ajo rc~:1l: :~ ... : .. :(. ·· 

la e .:1 r 'J a , ti? b r (: ~.:: J. r ü s ó r t ~~ d 4.' e o n ;:; l a n t e K . . !\ 1 i.. 1~ t. 0 q 1· ,::¡ r ·: ... ~ ·. :~ -

t i~.·nc: 

o 

V 
o 

.., • •• • 1 

Es J~cir. !~ expre·si6n de l~ c~er~!a potcncLal ~~ el ~~l.c: 

de una· {n tegro¡l y pot· l. o tanto V es' un funcional e 1 cuil 1 puede 

ser mi11imizado,. do ~cue~do al ¡lr~ncipio de la Cilerg!a potencial 

mínima. Entonct.."S d(~ la ecuaci6n(4.2.4) se tiene yue! 

(kD-P)óD 
_;". 
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Ltt CULtl (!5 COO!;iSL(;lLtC c.·on el p'rincipio <...1(: triJLtljC •ti!"'LU~l 

y dado que ~G a~ diferente de cero entonces 

KD p o (.;. !..)2a) 

Es decif; ·que···el.desplazumic:nlo D que resulte en el cf;u: l·i~-

brio del si~tcma es tal qua: 

(' • 2. 1 2i:>) 

Gráficamente l.;¡. 8CU<lCion<4.2. 11) se puede reprcsent~r r,nr r-.cd(o 

·.dp la .suma, .. dc, dos· ·funciones tal como se muestra en la Fi'J (-;.2.:0; 
' ' • .._, 'f ~ • ,~ •• '. ,:., : ... , .• _, 

d~ tal forma para un potencial ml~imo se tiene que el dcsplaia~ 

miento D es ·aquel que produce el equilibtio. 

~~4.Sistcma:; con Varios Grados cte Libertad 

Por definici6n los grados d~ libertad son aquellas varia

bles que definen completamente y en forma Gnic<l el estado o 

configuraci6n de un sistema dado, por ejnmplo, el uiste~a de 

resorte lincJl que se acaba de ver es un sistema con un so!o 

grado de libort.ad ya qu~.,una s6la. c3ntidad dofine el es:adc 

dol siste~ta,. csJ variable es el -dc~;plaz~micnto lincil ~~l o~-

tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro reso~~c,0r. 

tonces existen dos grados d~ libcrtad y ~si sucesivamente. Sin 

~mbargo la naturaleza de los grados de .libcrt~d no es ~~c0sa

l'idmClll0·la m·isma, ya que 5stos se pueden rcfurir a dcsplc~~

mi~ntos, rotaciones, temperaturas o tambiin coeficientes de· 

un poiinomio que ~proximan una funcian. 

Si cotlsiJ~r~mos un sistúma elistico cor1 n grados ¿ú ¡i7 

lH' t'tn1\ ~ t' cu~tl e st 5 ~· uj e to a e ier tas pe r t u1·bac.· iones. L:r. :.or . .:-ús 
{ 

L\ CIH ... ~l'lJi.l pot~nci.ll tot.Jl se puede cxpr..:os..1r c;:Jno :Jro fL;;.ci<5~ 

dt.~ csro:• n l1r.1dot~ de libertad o Sú.l 
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cntCJuc:cs lu.·pr.imüra va.ritlción <.lel poteh<.:i,;l con rc~:r .. ,;c·t.o .a lu~.ó. 

'rrado:; do 1 il•crtad se <·xpre," como 

,(4,2, 1•1) 

la cual debe cumplir con.la c:ondici6n de estaci6naridad de· 

la ecuaci6n (4. 2. 4), es decir Ótl=O y por lo tanto: 

- ';)TI' :::o 
- ao .. 

. . · . 

(4.2,15) 

. ··., ~~ '-:·-~_,:. . .. ~ . 

De ·acuerdo con el principio 'de energ·Ía ·poten'cial rn!ni.na. 

la ecuación (4.2. 15) define la configuraéi6n de equilibrio d~l 

sistema, 

Un ejmplo de un sistema con dDs grado de libertad es el 

que se muestra en la Fig. 4.2.6 el cual consta de dos resortes' 

lineales empotrados, y una barra rÍgida ligada los d6s r~sor• 

tes· con una carga puntal como se muestra. La expresi6n para 

la energía, potencial se puede escribir ya integra¿a como: 

(4.2.~ól 

Al substituir v por w en la ecuac!ón (4.2.5)el resul~a!c 

es: 

-;JV ¡¿,D + \o:~ D + kl.e1.. - P 
~ 

= o (~. 2. 17) 

'dV ',( 2 LO + 1<1 L2 e ctP - o (-&.2.1!;) :: - ---a e 

.q~e en forma matricial. adq~iere la· si~ui~nte fomra 
1, 

(•' ··-·-. 



(·l. 2. 1") 

que se puede reducir a la forma común de las ecuaciones de 

equilibrio 

[K]{x1={F} (4. 2. 20) 

.. - '' 

E!] •la ecuación 4. 2,19, (P) y {aP) son llamadas las fuerzas ge

neralizadas correspondientei a las coordenadas generalizadas 

(D) y {())' 

. IJe ~5tc ej~mplo se punf.lO conclui1· entonces qttc lJ rn~trii 

de rigidez' QJ'cs u~~ ·matriz simitrica es decir k .. •k .. y 
1) ] 1 

tambi~r• que el producto de 
' . . . . 

una fuerza generalizad~ por su 

c~rrcspondicnte cobrdenada· siempre tiene unidades de trabajo. 

Si un tercer resorte· es ·ane.xado al sistema digar:1os en 'el 

pu.nb> intermedio de la barra, el s-i!.ilema !;e convi1.1rt~ en ür1 s ~~~

t<Jma estaticamcntc indite'rminado. Sin embarqo la,; coo~.·uc;II:ICins 

D y O son aun suficientes para determinar la configuroc•Ó~ del 

·sistema y dos ecuaciones de equlibrio son generadas,. es decir 

la illdetermin,¡.oión estática no afc;cta el procedim1ento g<J:ccral 

basado en la minimizaci&n del potencial. 

Antes de Jesarrollar una cxprcsi6rl gc11cral para la ct~erg!~ 

potenci.1l de cue.rp,os elast.icos· es conveniente describir el éon

cepto de campo de desplazamiento y aproxim~ciones. 

En much·o~ si~tema·s mccSnicos la ~onfiquraci6n del mismo en 

un instante daJo puedu ser expresada en t!rminos de l0~ despla

zamientos de ciertos pur1ton de referencia, los cuales represen-
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LiJ.II un campo dü dcsplu~ilmie:r1LV~~ c:wr1 re!.;:pectc ,.~. u:. r:,.~r·--t..> Ce· rr;

·fcrcnc.:ia. Por ejemplo e::l c~mpo <.1(• dcsplü.ZGl~niento de: una i:.~,-~r:;-a 

·cla~~tica de sección unif~rmo con una carga axial Fig.-i:/..-1 se 

puedt~ de~:icribir en términos d<· lo!~ desplazamienLos er. l 0~ t·x

tre¡nos de la misma en una forn1a lir1eal. Es decir el d~srJl~~a

micnto en cualquier punto int~r1ncdio de una barra se j)~~tit; e~

presar como una funci8~ del. dc:jpJ.azamiento de los punt0:. ex

tremos de la misma con una rcl.J.ción de la forma 

Dx::: O_¡_+ f ( \)~- D;) (4.2.21) 

l.Jonde Dx C!:i el dcsplaZ<IInlenot de un punto en la C(lorder.acia x 

de lil barra, L es la longitud ori<Jinal de lil barr..-, y ü( i, j) 

es el dcsplaz.:.miento del extr"mo ( i, j) de la barra. 

La ccuació'n ('1..2.~21J. puede escribirse en forma matrici,:;¡_l 

Dx (<:.2.22) 

Si consiti0ramos ~ue la b~rrd representa un el0x0:::o ~01~ 

el nodo en el extremo i y el nodo j en el extremo j y c!u~ 

f es el dc~pl.1~ami'c'il'to de un punto cualquiera del elemento e>n

tonccs la ecuaci6n(4. 2. 22) se pu.edc expresar en forma matr·i el al 

como sigue: 

if\=[NHd1 

En el caso de un elemento e11 dos 

trado en la F i g. 4. 2.·8 el- .. vector· (ct l lo's 

dimension~s de los nodoS del clcm~~nto, 

(4. e . 2 3) ten d r í a 1 a f o r m" : 

'"~ •• - :·. '· ,. 1 ··:'. 

dimensiones cOnlO ol rnos-

désplazamientos er\ t!os 

cntor1ces la ecu~c16n 
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en donde: 

O N1. O N?> 

!'\, O Nt o 

) 

~'·'··o;· 

N
1

, 2 , 3 , 4 son llamad~s las funciones 

terpolaci6n. La descripci6n del campo de 

' 

(4.2.25) 

_:;: . ~ . 

de''forroa•• o de in~· 

desplazamiento ~ara 

otros elementos tambiln es posible en base de los desplaza

mientos nodales, es decir que es posible conocer el desplaza

miento absoluto de cualquier punto en un elemento o estructu

ra conociendo el vector de desplazamientos nodales. Por lo 

tanto la forrnulaci6n general usando elementos finitos est& 

orientada a obtener la soluci6n de un sistema con un nGncro 

finito de grados de libertad, en donde los grados de liber

tad son los desplazamientos i11dependientes de cada nodo y 

doride dichos desplazamientos pueden ser de traslaci6n o de 

rotación. 1 

La aproximaci6n a un campo de desplazamiento ·tambii~ se 

puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea 

el mismo que el correspondiente al elemento en cuesti6n, por .. 
ejmplo en el caso de la barra uniforme se,puede utilizar un 

. polinomio del tipo: 

{f 1 = [ l.l1 = t Cl, + Q t X 1 (4.2.2t.) 

o 

tf1 = [ 1 X 1 { ~~1 (4.2.27) 
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en donde a
1 

y a
2 

son lo& coeficientes del polinomio de grado ,, 

1, entonces hay dos coeficientes para un elemento que tiene 

dos grados de libertad. 

Los desplazamientos nodales '!d}se pueden expresar en fun

ci6n de estos coeficientes substituyendo las condiciones de 

frontera 

(4.2.28) 

Entonces substi·tuyendo en (4.2 .• 26) resulta el siguiente 

sistema: 

(4. 2. 29) 

Despejando (a) de N·t. 29) y substituyendo en (4.2.27) se tiene 

-1 

x] [A1 fd1 (4,2.30) 

1 

Invirtiendo la matriz [A] y desarrollando el producto en la 

ecuaci6ri 4. 2. 30 se obtiene la ecuación 4.2.22 o sea: 

(~.2¡·31) 

En el caso de un elemento plano triangular como el mostraJo 

en la fig .4.~~. la aprbximaci6n se puede hacer en base a las 

~iguic11teu poli11omios: 

().:: o.. t ll.t )(-\- 0..1~ 

V'~ 0..'\ -+ o.~ 'f. -t (),, '1 

Quenm forma matrici~l quedan expresados como 



rS 
Cl_, 

: -) úl.. 

1~} l~ 
;1. 'i o o ((1 -

(.;. 2. 3 3) 
- o_, o o X 

a., 
a.. 

'l'omando las condiciOJI(!S de frontera se obtiCIJC quE! 'paru 

la dirección x 

(4. 2. )4) 

.. 

)" IJüfU la dirección y 

¡n - \ 
1 x. Y. 1 ' a_, 1 

- 1 1 X¡ "·!l·'. l 1 X} 'i¡;' Llc) 
J . 

dt' dOnde 

r i'(~c; 
l J\.J ll¡ .. ¡ 

- 1 • ' t (, , J 

'i 

, {o~) [ r' ( v. 1 
~~ :: Áj [J~l (4.2.J"I) 

.?ubstiluycndo(4.2.J(¡)y (.¡,;:,_~-;)en la ecuac,ión {4. :!. ~iJ) se obtic:¡e 

u.:= [ 1 X 

'\}' - t \ X 

g 
.' ~\ 

T Y}(AJ {u. u,. u,) 
. -1 

'!](A] { v. Vt 

y) - "· 
X 1 - X3 

vq T 

(·~.2.38) 

(·1.2.39) 

(4. 2.40) 

• 
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.Substituyendo (4.2.~(J) en (•i.I..1P.) y(4.2.19) y recucicndo el sbter.~· 

res.ulLa.nte es 

en donde 

N,:: _, r '0. 
2A l 3 

o 1'\3 
Nt o 

,'', 

(4. 2. 42) 

(4. 2 • .; 3) 

De la misma manera se puede aproximar al campo de desplazamie~to 

para un elemento cuadrilatero plano de la Fig.4.2.S usando poli-.. 
nomios del tipo: 

u. (4. 2 • .:5) 

(~. 2.46) 

Los cuales conducen a un siste~a. equivalente al dado e~ las 

,,cuaciónes(4.2.24l y ·(4.2.25). 

4.2.6 Exprsi611 Getlcral de la Er1crqta Pot0ncia.l 

Podemos considerar ahora el caso general de un cuerpo elás

tico en el espacio el cual est& sujeto a cargas que produu<on un 

campo de desplazamientos, deformaciones y. esfuerzos tal que en 

un punto dado du dicho cuerpo y con respecto a un mar~o de re

f0rcncia, los vectores· de esfuerzos y de deformacioncs.son: 

(' .. i. ¡¡j 



y 

La realción esfuerzo-deformación puede escribirse como: 

{u)~f.clit:\+ ícr;,\ (4.H~l 
en ·donde [EJ es la matriz de' propiedades elásticas del matc:r cal 

Y el vecotor {cr 0 }es el vector de esfuerzos iniciales {dichos es

fuerzos ini.cinlcs pueden referirse a los esfuerzos present~s 3i~ 
•. 

la,aplicaci6n de las. cargas externas, .corno podrian s~r 0sfu~rz0s 

residuales, esfricrzos de cnsa1nblc etc,). 

La definici6n de energia interna o de deformaci6n ~~~ I'uede 

escribí r como 

{4.2.50) 

Esta encr~!a de deformación es originada por ciertas car

gas que actuan en el cuerpo las cuales desarrolan un cierto 

_trdbajo, ~stas fuerzas so pucderl cl~1sific:~z· en fuerzas i~:~;~~~ 

o de cuerpo, quo en un punto ctialquiüra tiPne la for~a; 

• - ; 1 • 
.. ... • ... • .J • 

y ~l vcclor d~ fUl!t'z3s de superficie expresado por: 

(4.::.52) 

.~ntonces. usan.\.io ··ras· üxp.resionc-s {4.2.41} a la 1..;,:!. ?2) y l.l e::-:¡;.r·t.:

s i\)11 g~o'liCral Je la energía potencia 1. je ld sigui~:-.t~ :·-:·:::~_:¡ . 

1T= Jr .Ut)1[elff:\ + ff1rf.()o\) Jv 

-Jo\ - f { f V { F} ~ IJ S t f n ~ 1 d S (-t.2.Sl) 

'lo\ 



"1_ > 1 

en donde la primera. j:-1~.··rna 

o ·~c'd¿forinación, la ~egunda integral representa el Lrab~J~ de~ 

sarrollado por la& f~erza.s de cuerpo ~obre la estru~tur~ y la 

tercera integral representa el trabajo desarrollado por lA~ 

fuerzas de superficie sobre el cuerpo, La ecuación (4.2.~,¡ es 

una forma· más general de la eCUi!CiÓn (4.2 .• 9) 

~~6 Formulación Elemental en Base a la Eftcrg~a Potnecial 

El objetivo uhora es formular las--ecuaciones que carac• 

· ... · ·t·erizan~:-un,-ele¡nento en· base a la minimización de la energía 

-~· "';~-~-~';;';i~'f·";¡·sa.ndo la expresión general·_.l4:2-.S"3') y'·r•a .·exprcsió:: 
; ·,:, ,. ,.,··;y;~.~··}~"'.:./.¡!;;' .~,·.:-!" \, .. ' . . . . .... '' . .. '·: .. ·• ,. .... ..., .. ·.' 

del cain'po· de desplazamiento {f),;.{u V·::~.J.:-~'V!}"1;~,-<,~,,. 

Primeramente las deformaciones en un elemento se pueden 

expr~~ar en terminos de los desplazamientos nodales a travls 

de la siguiente e~presión 

(4.2.541 ' 

en <.londc [tJ es la m ... "\tt·iz t.!~fuP._rzo-deformüción que cr. e: 

c,l:.;O '.l'!nt:r~i.ll de un motcrial elástico isotropico e~ Uc- la forr:'l.a 

í 1- J) 

J) 

tBJ 
E lJ ---(I+J.I) (HJ.I) 

o 
., o 

o 
.-J. 

.)) 

1 - l.J 

j) 

o 

o 

o 

l) 

V 

\-l) 

o 

o 

o 

'. '"'. 

o o o 

o o o 

o e o (4.2.55) 

1-lV o - o 
L 

o 1-lll o -¡-

o 1~11.1 o -"lo 

'i¿" -~ ... ·~ ..... 
,•' ,·.· 



'·l/ 

Sub~·it.itu¡t:nc~u l.:.t~ ecuacivnc~¡ lt~·2~2J) yt~·l,S·l)c:I{4.1.,SJ) 
. ,. :: .. 

-'"~· •, .. ' 
: i -

1fe = t·~J1T{J [B]T(EJ [Bl J~) )J} + 
1/o\ 

id F j [ [) JT { (!, l J 1} 

Vol 

idt I [NJT1¡: 1 e\~ td}T JLN]1 f ~}~S (4.2.56} 

'io\ s"~' 

En ~·st~·c~ua~i5n el subrndice en no indica que la cr1crgia 

putcr1ci.il ·L.!tj de un elemento y por lo tanto el vccttJr ·id·] o~·; tl 

Vt!CLor lld Jc~¡.~cizamiantos nodalcs de un elemento solam~:~tc, y 

pnr~ una c~tructura compuesta de v~rios elementos ~e ticr1c liUe 

la cnurg!a llOL.erlcial.total se expresa come> la s~matoria du l~s 

cncrg1as ~oter1cialcs.de cada uno de los elementos y la er)ütcJia 

potcnciiil' tot.:1l qUc~lil expresado como: 

\h :- { iD)T(~ J[GJ\Cj LRlJt1) \b1+ [~}T~( j[()Y(tro1 dv · 
l ..¡ \ V0\ 
' o 

-JLwJT(¡:)J'J-J[N)1t~\ds) - {Dr~P) ( ~~. 2. ~l-:) 

~o\ · Jvf 

Ullü vez cr,contrada la expresión general de la cnerg!a 

po t l' n e· : a 1 ~e p r C> e e de c.1 en e o n t r a r e 1 va 1 o: ex t r 1.! m o de 1 fu n e j o

nal 11'1' "ul;stituycndo on la ecuación<4.2.4} lo cual result:. "" 

el sistema de ecuaciones dado por la ecuaci6n(4.2.~} o 

(4, 2. 5Hl 

Entonces al. sul>~·t:ll.u1r :rf' dada por la ecu;:~ci.Sn (<1.! .. 57} en li1 

ccu.-1ci.Ón (~1.~.5€1) !~,¿obtiene el siguiente sistema de ecuacio!lL·~; 

de equilibrio. 



,. 

( ~ J (B),.[tJle) d~J) t {)) = ~ (- j[eJTflí.) dv + J[tJ]TfFl JIJ 
..¡

0
\ Vol .,rol 

(4, 2. 59) 

+ Jtllj1 {1>1ds) t {P1 
Su e 

La ecuación (4.2.59) se puede abreviar en tal forma que ;la 

sumatoria de las integrales del lado izquierdo de la mi~ma 

sea identificada como la ''Matriz de Rigidez" y la sumato

.ria de integrales del lado derecho de la ecuación como vector 

de carg,as generalizadas, entonces la ecuación 1'1·1·~ .. } queda 

[K]{D~= {R\ (4.2.60)· 

Ejemplo. Podemos considerar un caso simple en forma general 

mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia 

de operaciones 

{f1: ~ll) = [i X 1 {ctJ (4:2.61) 

{d) =t~~1 ~ [~ ~1{~~1:: t.A]\({1_. (4. ?,62) 

(4, 2 6,1). 

(4.2.6?)· 



elc.:mc:ntal de rigidc~z ( .; • :. l' .. \ 

_:P9dctnos consi_d~rar un ejemplo unidimC!1Sional para dC!·~~~

bir .. c·_l rné·t.~do.Hay~8igh-Hit'h como el mostrado r:n lct FiCJ.-1.2.10 e:n 

dond<: c,l 5r.eu. (S) y el módulo eListico (E) o;on cunstiinLu>: y la 

car·9a distribuida (q) son tales que 

q=x (-·~.J.(:.~) 

' ... \ . ; ' 

Las CO!ldiciorlcs de front0ra son: 

.~.:: o (Q X=O 
(.'¡. 2. G:J) 

, .. .. "" " -= L U,x ·: o .. r ""· " 

'Lu. enerc¡Ía potencial se pu<~dc exprc~ar como: 

(4.2.70) 

Sub~l ituyC'ndo lqS v_alor(_~s dados en(4. 2.68) y asumiendo que los 

.. i es ~' 1 a z ñ mi a n tos u son de 

~::.0 
"a.. 

la forma u=·u x entonces 
1 

" - .l.. 
LÁ.I - 3 

(4.2.71) 

(4. 2. 7.') 

:u 



Si se asume ahora que 

queda como sigue; 

Surnarizando R~sultados; 

U. {X-=\¡~) U(X=-'h) 

1 
T~rll'\\no . o 8 33 • 1 "" 1 

2 
• 1 )o 2 ·'Z"Z'IZ. Tt.r"'i"o 

E•o.cto .1"2.74 • 2Z. '1 '2. 

entonces la cncrgia p0tc~cial 

\ 1 1 1 J a.,} = f ,Y}} 
o -=D L 1 % la. ! y-.. 

(4.2.74) 

(4.2.7S) 

•f . 

u(x:J/4.) U(X: 1) (f (¡(;.o ) a"( x:¡) 

."l.Soo .• :n ~ .} :. 3 

.2'\,~· • '3~ ~ .osB 

• :. 04 1 • :. ~ 3 .o 

Si asumimos un polinomio de Jer grado para u(~rcs t~rminos: 

ol.:tendrí amo>; la solucion exacta porque la solución exacta e5 

cúbica de la forma u=(3x-x
3
)/6 o sea que el método Rayleig~

Ritz basad¿¡ en 

(4.2. 76) 

dar1a como resultado 

14.1. TI) 



r----=-L __ ________J 

U.==o e! x-==o 

u.,)( ::- o @ ;x. ;;:: \... 

F,
3 
. t{-"l:io Bo..rfo.. t.OI\ ca~ o.. Cl..~<.t...i d IS + r; bv \J-o.. L{ 

S,e.ccibl\ Cof\~+o.C\t<Z. 

' 1· • 

2 Q) > 0 
~---_.L _ _::::::..______j_ __ _:: _____ _ 

+ 
l 

/ 

f,~ '{."Z:\1 Baao.. C.ot\ co.r~a. ax.io..\ di~>l-ri'tlvld~ d(11idJd<t 

el\ +res elemel\tos. 

• 



y si se incluyeran más términos como por e;emplo 

la so~\1Ci6n seria: 

···,• , .. 

el., = y, 

0..•.-=- o 
{).. 1 = - Y c. 

ú.~= ().~:::. 

(4.2.78) 

l4.2.7'J) 

El MEtodo del Elemento Finito y su relaci6n con R.R 

Podemos considerar ahora la barra del ejemplo antcElor 

pern dividida en tres elementos como se mue~tra en ~a Fig 4.2.U 

Para cada elemento existe una matriz de forma tal que el cam

po de desplazamientos .en cada elemento se puede expresar como:' 

[N]. {~'J. 
Á l ). (4. 2. 80) 

y donde {1 (4.2.81) 

Las deformaciones son dadas por: 

- d - (4.2.82) 

es 

Usandu la ecuación(4.2.82) en la ecUación(4.2.80) 

(4.2.83) 

en donde 
(4.2.fl-l) 



Substituyendo la ecuac:ió,, ('l.2.fl5) en la expno~ión para la 

energ!a de un elemento se obtiene que 

(<1.2.86) 

lo cual ~e puede· expresar en forma compacta como: 

(4. 2. 67) 

(4.:!.8il) 

Por otra parte el trabajo realizado por la carga es 

g 

w:: J., '1- u O.s 

y el potcilc_i al total de 1.::. estructura es 

Suponiendo que para cada elemento las propiedades 

co11 l~s propi~d3des de las ecuacioncs(4.2.GB) y además 

i = 1/3 

(4.2.8')) 

(!1.2.90) 

e ump l t; (¡ 

(4.2.911 



Expandiendo los vectores al ra.ngo de la estruct;ur·,, ,,., 

tiene que el vector global es 

(4.2 •. 92) 

Substituyendo las condiciones(4,2.91) en(4.2.90) y expandiendo al 

rango de la estructura, la energía potencial es: 

(4.2.93) \ ~1+ 1 1~ o S~ S 
o o 

S4 

Minimizando ~a cnerg!a potincial se obtiene que 

(4.2.94) 

la cual resulta en el siguiente sistema de ecuaciones de equi.-

librio 

3 -~ o o u, Ys-~ 

-3 " 
...¿, o \.(¡ 

'/s-1 
(4.2.95) 

o -~ ' -) ul 1.1/'1'~ 

o o -~ 3 ll.¡ f/).¡ 

.. 
. ...,. 



1 

La Mat!iz cuadtada del lado izquierdo de esta ecu~~1611 us 

singular debido a que no ~a han impuesto la~ condiciones de 

frontera de ld estructura, !sta condicí8n es 

U.,::: o (4. 2.%) 

1\1 i,mponor la condici8n (3,9b) en la ecuación (4.2.~S) S L.: 

obtiene 

[~: 
-3 o 

]{~] 'f'l (. -3 '>4 g 
- l 3 

(4.2.97) 

de donde se obtiene que u 2 ~.1605, u 3 ~.2840 y u 4 ~.333 los 

cual9s son ex~ctos sin embaruo sor1 aproximados en cualc¡uier 

otro punto, por ejemplo en x~L/2 9e tiene 

(4.2.98) 

·2.2.2. 

El Vdlor exacto de u en x=L/2 es de 0.~~92. ~1 esfuer~o 

en al elemento i es o.~ (E u ) . o también 
l 1 X 1 

cr ~ (·1.2.100) 

SubsLituycnt.lo las condiciones (4.2.91) ¿n (>l.~. lGD) s0 ob:ietJ2(1 

los sigui~11tcs resultados: 



.-·-<:. 

• 

si! 

L 
Ir\ ~ • 4 & 1 S .lXo.c. to E" X= 

" 
<f-z !.1 04 \.. 

:: LX<t c.lv Col\ x;:. -'Z. 

0"3 , 1 4 E \ ~'M c.~ ~" X. -:o 
S:\.. 
¡-

Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des
' plazamientos son más exactos que los esfuerzos como se puede 

apreciar en la Fig. 4.2.12. 

,De. estos dos ojemplos se puede concluir que el método clá.

sico de Rayleigh-R.itz (R-R) es aproximado pero más exacto'' si 

se utilizan más t6rminos en el polinomio. Bn el caso de ca~4ai 

destribuidas el m&todo de R-R puede ser exacto si se usan su

ficientes t6rminos en el polinomio y 1.1 inclusi6n de mSs ter

minos no cambia la solución . 

Por p~ra lado usando elementos finitos se llega a resulta

dos exactos si las cargas se localizan en los nodos y es apro~ 

ximado para el caso de cargas distribuidas pero puede ser bas

tante cercano al cxucto si se usan más elementos. 

El método clSsico de R-R utiliza un polinomio que se apli

ca a todo el dominio de la estructura, mientras que el m&todo 

del elemento finito utiliza un polinomio apra cada elemento. 

4.2.10Modelación de Sistemas con Elementos Finitos 

Existe una variedad muy grande de sistemas mecánicos y es

t~ucturales los cuales requieren de una solución la cual no es 

siempre trivial ni simple de obtener, en tales casos es prác~ 

tica ~om6n hacer una clasificación de efectos significantes y 

otros' que por su naturaleza pueden considerarse insignificantes 

e ignorables, de tal manera que en g~neral siempre se habla en 

términos de una solución aproX>imada a la solución real del sis

tema'o de una solución exacta .o aproximada de un modelo aproxi-
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mado al s·istema re~l. 

En la forrnulacion ~nal!t1ca de un sistema, las suposicio

nes de que algunos efectos son ignorables tier.en corno objet: ivo 

simplificar los procedimientos de cAlculo, sin embargo a 

trav&s del desarrollo de tlcnicas digitales se han podido me-· 

jorar dichos procedimientos, aunque en ge11eral sie~pre es ne

cesario hacer algunas suposic¡¿nes respecto a aquellos efec

tos que pueden ser ignorables o simplemente no dominantes. 

La formulación con elementos finitos tambiln requiere de 

suposiciones lógicas en k>ase a la naturaleza del sistema en 

cuestión y para tal efecto se han desarrollado una variedad 

de elcmntos cuyas propiedades son represntativas de algunos 

casos espec!ficos de sistemas y as! se tienen por ejemplo ele

mentos planos para la simulación de problemas bidimensionales 

de esfuerzo plano o deformación pla~a. elementos viga en dos 
. 

y tres dimensiones, elementos sólidos o de volumen, elementos 

cascaron y otros varios que tienen propósitos específicos. 

En general, el análisis y modelación de un sistema es 

un proceso que se desarrolla en varias etapas que son: 

l.Definición del sistema físico 

2,Definición de condiciones de frontera 

3,Definición de agentes de perturbación 

4,Definición de variables de respuesta 

S.Definicion de efe~tos despreciables 

6.Desarrollo del modelo analítico o 

modelo matemático 

7,nplicación sistemática de procedimien

tos de Calculo 

B.Interpretación de Resultados 

Cabe mcncion.J.r que un cnt,L>nd imient:n qe:r1'~ r;1l del ~• i ·: t t·L"\.1 

en cuestión es siempre b&sico .~ importante pues la defi••i~&&n 



del s.i.~;tema fÍsico, uc: l_¿¡s condicior;v::~ llilCiales y de :r0:.t ~r.l 

y la definición de <>gentes perturhadorr"; J•Ll"d" depender· d., u10 

entendimiento bastar~tc completo del pro~lcrna que se est§ .a:.a

lizando yu. que Uilü formulación erronea. conc,:ptualmente qc:::e;ra 

resultados que no corresponden al verdadero problema. 

En el irca de aplicacioiies del método del elemento finiLo 

se pa.rt12 de la suposición que el análisis conoce y cnticr.(¡·: i.:l 

problc1na en cucsti6n, de tal forma que los putltos del al 

del [O.I"Ce~o de dJ¡§lisis queJen satisfaCLC¡l·l~JnünLe est~L~~Cl~0S. 

En C!l pu11to 6, refe1·cntc al desarrollo d0l modelo ~~~c~r,¿

tic·o es nGcesario que las car~ctL!ristica~ d0 los elemcnLcs ·~m

¡.;l•~é:do~; sean compatible~; con el ·-=omr,ortamic:nto qencra] dt.!l . .sjs-

t·.!l!il y (Jor compulihilid.:td !il! 1:nt :icr,de que ~l conjunto J~ l:l0·-

n:cnt-J!.:. que: componen el si~tcrn.: !.iean capaces ,}e reprodu-;ir et! 

forma aproxim~da la respuesta del uistema a las pcrturL~ci.anes 

y condiciones a que osti sujeto. 

t2J~.:raplu: 

-l<J númvru dl! nodos <.h .. •1 el~lül!nt:.o 

-}:1 r1Gmcro dt~ grados d·c libertad 

-T~po J~ cargas adrnisiLle~; por el c1cmcnco 

-T~po de gco~etria perm1tido po~ el ele1ncnto 

-Sistemas de coordenadas permisibles del elemento 

. . . d 1 t. d! 
-Llmlt~cloncs e 1po elemento 

ral J:lu .... ··~l .. ·¡l s12r ~1pl.íc.3.do..:; a. lJ. mo~.-!Dlación de: var1os ti¡ .• :~; . ,_ . 

.1¡)1 i .. :."lci~._)nc~ a sistema:; rl.·alcs. 

• 
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• 
a.TRUSS ELEMENT 

b. THREE DIMENSIONAL 
BEAM ELEI.IENT 

c.PLANE STRESS,PLANE STRAIN ANO AXISYMMETRIC ELEMENTS 

" d.THREE DIMENSIONAL SOL ID e.THICK SHELL ELEt.IENT 

¡o .;tg 

·~. 
I . b 

!!=~·-1 

i. THIN SHELL ANO BOUNDARY ELEMENT 

1 

TANGENT 

Q. PIP~ ELEMENT 

• 

c.t. 

BEND 

Fi~ C.:·l·\3 '8. i ~ lto h. e.,._ d.J. ili t.U "'+o 1 U p r0-ru "" "'
SAP 



4.3. Formu 1 :1c 1lÍ11 dl! i(l!~ Jduos l'cs:tdos 

Una formulaci6n al~ernativa a la variacional es la ~~=no

minad~ de rcsidiJOS pcsrlclos. E~ta formulaciór1 no requiere de u~ 

postulado variaciona_l q11c aplique al si~t~ma de inter5s y ¡Jar

te de UOr) mani¡lulrJciÓ.n directa sobre la ecuación dift:rcnciúl 

que gobierna ]_a físicü del mismo. 

Una formulüci.ÓII diferencial resulta en una ecuación del 

tipo 

o (4.3,1) 

en dor1dc L es· \111 6perador diferencial, con las condiciones de 

frontl.!ra 

I{J(o) = o 
((> 1(o)::::6 

• 

(4.3.2) 

Una funci6n de campo que puede satisfacer las condiciones ~nte

rioros se puede definir como: 

(4,3.3) 

en donde [N ll! ~;' un a fun e i. ón de 1 as coo rO en .J. das 

es el vector ne valores nodales de 

es una funci6n a ''preuba'' 

entonces, es la verdadera fu n e i ó n , a 1 sus ti tui r 1 a en la 

ecuación (4, 3. 1) el resultado es: 

(4.3,4) 

la vet·dadcra funci~n pero es una buena aproximaci6n do la mis-

1 t .t 1·r n 4 3 1 el resultado es: am, entonces u sus 1 u e ..• 

(4.3.5) 

• 



• 

en donde R es un resirl~1o ~~ "rror ~~rln por 

una buena aproximaci6n de ·la verdadera funci6n 

a es solamentt! 

· . Por lo t a·n t o 

R se puede evaluar en puntos •liscretos (nodos) e igualar la 'su· 

ma a cero para minimizar el error, o sea 

(4.3.6) 

Pero'una mejor solución seria la de distribuir R sobre. una regi6n 

de acuerdo·a alguna función de peso w de las =oordenadas (nodales) 

antes de la i~tegración, es decir 

f W Rd.IJ = 0 
V 

(4. 3. 7) 

o sustituyendo la ecuación (4.3.·3.) en (4.3.5) y esta en (4.3.7) 

se tiene: 

JwL(ENJ[<fl,¡\) d'-J=o (4. 3.8) 

\J 

La función de peso w puede ser· de cualquier forma en general 

pero cuando se selecciona igual a las.funciones de forma o de in

terpolación se tiene que w es igual a N y por lo tanto 

j [t'\] L ( t.tJ1 ~~.i\) JV =o 
V 

La ecuación (4. 3. 9) es la formulación de "Galerkin" de. ele

mento finito y si se aplica a cada elamento en la región, 5e ob

tienen n ecu~ciones simultáneas para n parámetros nodales en 

La solución del sistema de ecuaciones que resulta se desa~ro• 

lla de igual manera que para otros casos, aunque una desvetaja es 

que la ecuación (4.3.9) contiene derivadas de orden más atto que 

las de formulación variacional. 



Consid.crar 1:t C'<.:uación difcn::ncial: 

J,·· 

Lu- f =o (4.3.10) 

en donde Les ur1 operador diferencial, y la aproximaci6n 

u. 
(4.3,11) 

entonces 

l Ll- f == E. 
(4.3.·12) 

en donde (=error residual.La condición es entonces: 

(4. 3.13) 

Es aecir que el error E entre la solución aproximada y ld solu

cióh real es ortcgonal _a las funciones usadas en la ·aproximación 

'Ni .•. Este es el mitodo de Galerkin cuya ecuación estable: 

. · .... .J3"' .J.,j 1 '" ... 
,'(4.3.14) 

donde 

IP==[~j., ~¡, ~~: ... 1 {~} (4.3.15) 

Un ejemplo es el siguiente, sea la ecuación 

(4.3.16) 

con .condicion·~s iniciales 

<.p(o)::l (4.3.17) 

q>'(o) :.O 
Usando la ecución (4. 3. 14) resulta 

(4.3.18) 

1 es el límite dr x 

• 



:.,·. 

• 

Aplicación Jcl ~1étodo de Galerkin a Vis:ts, 

La ecuación fundamental 

(4. 3. 19) 

Usando la ecuación (4, 3.14) 

(4.3,20') 

La función de forma óde interplación se define sobre cada 

ele_mento, entonces para todo el sistema se tiene: 

\1... J L N(tlr ( ~l~~)- H Ce) J ~ 
2. EI X - o 
e=' lccJ 

Las funciones de interpolación son tales que: 
. ., 

\:::NA YJ.-\- Nl'(i ~ ((1-.f), f=l t ~:1= (N(cl]\Y} 

Entonces el Momento M se puede aproximar: 

-~ = l Nlt)] { Yl.i/E't l 
E!. Kl/é-T.J 

(4.3.21) 

(4.3.22) 

(4.3.2:i) 

Para reducir el orden de la integral en la ecuación(4.3.21) se puede 

integrar por partes entonces: 

( 4. 3 • 2'4) 

Substituyendo en (4.3.21) se tiene: 

14. 3. 2'5) 



La primera inteqr..ll nos da lñ matriz Pleme:nt.Jl de COt'fl,·lentcs 

[k(e)J en ld ecuaci6n 

('1.~.:~1"1) 

A través oe la s~~a sobre tonos los elementos, la segunda 

integral produce el vector ( r} . 
.. 

El primer término de la ecuación (4.3.25) contribuye al 

vector lr} si dy/ox se define en cualquier extremo del elemento, 

si no se despre_cia. 

Las integrales de la ecuación (4.3.25} se evaluan como si-

(4. 3. 27} 

(4.3.28) 

Entonces: 

[ 'i~ 1 d. X.::.;_[' -•]{ ~ .. } 
'1 1 I J _, , 'j~ ( ~ . 3 • z 9 1 

y para la segunda integral: 

ll ft".i/er 1 
2 \ L M¡;er ! 

(4.3.30) 
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EJEMP~O ILUSTRATIVO 

1 o; o c."' 

o 

...___ Cc..<-lu- ..J..t ,.... "b 

U>!' ! ~ 30 c. .... 

lloJ.o M/e::t 
1 - o .oocn'l '1 

'2.. -O·OOO~H 

~ -o. ooo'\ 1c. 
1{ -0· 000)11 

S" -o.ooo 1t, 
(. ().0 

.. ·:i{~'~. ecuaciones para el primer elemento son: 

... ~ f1,-11f'iL)-
30 l-1 1 l '\¡ 1 
J~ . 

(4.3.31) 

· -~ol · .,. Ó.)( '/.:.:>
1 

el Último término desaparece. Entonces, una vez 

ensamblado el sistema queda: 

1 - 1 ~. -O. OOOl'l Y 

-1 '2. _, o 1{,. 1. o -o. ooo 6'>\ 
4 1 

-1 "2. -1 l{l -0.000'11<. ={o} f 

+t~o 
1 1.\ 1 • 

:-\ "2. -1 '"~~ 1'"\ 1 -o. o o o 11X 

o 
_, 

'2. -1 1{, o 11 1 _o. o o o 1r'l 

-1 1 'Ü 1 l -o. o (4. 3. 32) 

que se puede reducir a : 

\{, .3'31. 
1 - 1 _, 'l. -1 '\1. • S 11 (4.3.33) 

-\ '2.. -1 '13 • '\18 • - . U'" •• \{,=o 
-1 '2.. -1 '\<¡ 

.l~l 
-1 '2.. -1 'h· • 02..) 

-1 '1, 



,, = 
'! r 

Resultados 

Nodo E.F. Teoría 

1 o o 

2 -. 3334 -. 3335 

3 -1.2385 -1.2388 

4 -].5719 -2.5729 

5 -4.1929 -4.1929 

6 -5.9559 -5.9559 

Conclusión: Sin comentarios. 

Ecuaci6n de campo en dos dímensiones: 

(4.3.3~} 

Aplicable a problemas de: 

-Torsión 

-Transmisi6n de Calor 

-Mec&nica de Flui·los 

La int'ei:¡ral de Galerkin para el caso de la ecuación (4. 3. 34)es·: 

(4.).)•j) 

•'"--'" 
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Table 1 - Coupled Node Displacements 
1 ~-· f.':.-•. .. 

Node 1 Node 2 Directions 

1 1001 ux, UY, uz 
1 

27 1027 ux, UY, uz ' 
1 

' 40 1040 ux, UY, uz i 

1 
.5.5 10.5.5 ux, UY, oz 
70 1070 ux, UY, uz 
8.5 108.5 ux, UY, uz 

102 1002 ux, UY, JJZ 
l .•. ., ¡1\ 

119 .'-;-·· 1119 ux, UY, uz 
21.5 121.5 ux, UY, uz 
6.51 16.51 ux, UY, uz 

> 664 : 1664 ux, UY, uz 
.. 

i 667: 1667 ux, UY, uz 
709 1709 ux, UY, uz 
728 1728 . ux, UY, uz 
747 1747 ux. UY, uz 
764 1764 ux, OY, uz 
781 1781 ux, UY, uz 
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V section Tsection S section Ssec;pin 

U61 * 0.0053>08 0.00'1'100 0.0040~\ o. 00312. 

u63 0.00'5'?.24 o.0049 14 0.00404'1 o.oo!.lS 

U275 Q.OO'S'b~D o.oos211 o.DD4'2.bo o. 004\15 

U277 0.006~51 ().005'115 o .004~ '1 o. 00414~ 
U417 o. o o 1?17 o. o o 161'1 0.00164'5 o.oo21ss 

U419 0.00 Z\6'\ (). 002~0'0 o.oo '22!>? Q.QOZI4B 

U717 0.00 1188 o.oo 1e11 o.oo nqs o .00\173 

U719 o.oo '2.1\7 Q.00214t;. O.OD21ll o .00\)C,G, 

) 
0:1 ** o. 000~2~ o.oo1o~l\ 0.000(,1'\ O.OOOS'20 

0:2 o. 001077 o.ooo9"~ O. ODD l 0'\ o.ooos1s 

1 

TABLE 3 

* U(i) - Tanaential displacement node 

** a:(j)- S lo pe ot pin si de j 
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DIRECTORIO DE ALUMNOS DEL CURSO "MATEMATICAS APLICADAS A LA INGENIERIA 
ESTRUCTURAL" IMPARTIDO EN ESTA DIVISION DEL 18 1\L 29"' DE MARzo; DE 1985; 

1,- ADAME DE LEON JOSE ALFREDO 
INSTITUTO MEXICANO DEL CEMENTO 
Y DEL CONCRETO, A. C. 
BECARIO 
INSURGENTES SUR No. 1846 
COL. FLOHIDA 
DELEGI\CION 1\LVI\RO OBREGON 
524-23-60 

2,- 1\MI\RO DI\RRERA DI\N IEL 
MEXICANA DE AUTOBUSES, S.A. 
JEFE DE AHEA DE ESTHUCTURI\S 
LAGO DE GPE. No. 289 
872-01-99 

3.- ARCE RIOI300 JOSE CARLOS 
RIODOO, S./\. 
CALCULISTA 
LOPE CE VEGA No. 345 
COL. POLANCO 
DELECACION MIGUEL IIIDI\LCO 
11000 MEXICO, D.F. 
545-19-90 

4.- BLANCO ARANDA 1\NDRES 
SECRETA!(!/\ DE COMUNICACIONES 
Y TRANSPOHTES 
ANALIS IS DE ESTRUCRI:JIU\S 
EJE CENTRAL y·EJE XOLI\ 

5;- DOMINGUEZ IIERNANDEZ OSCI\R 
S. C.T. 

6.-. DUEA/\5 GOMEZ JOSE DENJI\MIN 
DIREC. GRAL. 013RI\S MARI'l'IM/\5 
JEFE DE OFICINA 
PROVIDENCIA No. 207-2o. PISO 
COL. DEL VALLE 
523-28-15 

7.- CERVANTES LOPEZ ROBERTO 
I M C.Y C 
REVISOR 'l'ECNICO DE PUBLICACIONES 
INSURGENTES SUR No. 1846 
COL. FLORIDA 
DELEGACION ALVARO ODREGON 
01030 MEXICO, D.F. 
534-24-40 

·CALLE SN BERNARDINO No. 41 
COL. SAN BERNARDINO 
XOCIII MI LCO 
676-12-48 

CICLON N-. 14 
HDA. SAN PABLO 

liD/\. EMILII\NO ZAPATA No. 13 
COL. ECIIEGARAY 
53310 EDO. DE MEXICO 
37 3-12-15 

CERRADA DE SI LGUERO IJ/ 5 M/B 
COL. PALO SOLO 

JORNEL 20 DEPTO. 8 
COL. SAN MIGUEL QIAPULTEPEC 
DELEGACION MIGUEL IIIDI\LGO 
516-34-70 

INSURGENTES SUR No. 1846 
COL. FLORIDA 
DELEGACION ALVARO ODREGON 
01030 MEXICO, D.F. 
534-24-40 
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B.- GARCES CASTILLO JUAN HANUEL 
TESORERIA DEL D. D. F. 
VALUADOR 
Nif!OS HEROES Y.DR. LAVISTA 
COL. DCCTORES 
DELEGACION CUAUI!TEMOC 

. 9.- GO!illEA LUDIAN FEDERICO 
LUZMETAL, S.A. 
CALCULISTA 
PONIENTE 111 No. 204 
COL. ANAIIU/\C 
DELEGACIOH MIGUEL l!IDALGO 
571-28-31 

10.- GRIJAI.VA JIID/\LGO FRANCISCO JAVIER 
MEXICAN/\ DE 1\U'l'OilUSI-~S, S.JI. DE C.V. 
Ll\GO 'DE GUIIDIILUPE No. 289 . 
'I'UI.'riTJ.J\N EDO. DE MEXICO 
872-01-99 ext. 173 y 146 

11 .- LOPEZ DIIUTISTJI FIIBIIIN 
GHUl'O INDUS'l'HIJII. 1\Nlll!UIIC, S .A. 
INGENIERO DE PHOYEC'l'O 
LIMA No. 931-218 
COL. LINDIIVI;iTA 
DELEGACION GUSTAVO A. Ml\DERO 
07300 MEXICO, 1.D.F. 
754-41-37 

12 .- MATIJIS ACEVEDO JUAN 
INSTITUTO MEXICANO DEL PETHOLEO 
INGENIEHO 
AV. EJE CENTRAL LAZARO CARDENAS 15?. 

13.- MENDOZA AVILh DELFINO 
SERVICIOS ESPECIALIZADOS 
DIHEC'l'OR 
CALZ. EHMITA IZTIIPALAPA No. 1584 
COL. Sl\N MIGUEL 
IZTAPAL11PA 
686-00-34 

14.- OLIVA SALIN~S JUAN GERliRDC 
FAC. DE ARQUITECTURA, UNliM 
INVESTIGADOR 

BOSQUE DEL CENTENARIO No. 40 
COL. L/\ IIERRIIDURll 
DELEGACION MIGUEL HIDALGO 
11000 MEXICO, D. F. 
584-01-76 

AV. JUIIREZ No. 34-1 
COL. A'l'I Z/\P l\N DE ZAHJIGOZA 
04500 l,DC. DE MJ::XICO 
822-09-25 

WAKE No. 539-10 "D" 
COL. ELECT!UCIST~S 

DELEG/\CION' 0 AZCJIPO'fZALCO 
02060 MEXICO, D.F. 
352-60-75 

EDIFICIO "C" No. 102 
COL. U. CAMINO Sl\N JUJIN DE ARAGON 
DELEGACION GUSTAVO A. Ml\DEHO 
07920 MEXICO, D.F • 

CALZ. DE TLl\LPl\N No. 2354 
COL. AVANTE 
DELEGACION COYO/\Cl\N 
04460 MEXICO, D.F. 
544-12-95 

CERRO SAN FRANCISCO No. 235 
COL. Cl\MPES1'RE QJURUilUSCO 
DELEGACION COYOACAN 
04200 MEXICO, D.F. 
549-45-35 
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