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1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

- E1 objetivo principal de este curso es proporcionar conocimientos 0

fundamentales de algunos métodos matemf&ticos que son Gtiles para
resolver problemas estructurales que se presentan en la préctica

P

conin de la ingenieria.

Se ha organizado de tal forma que el participante-alumno primero
tenga un breve panorama de los conceptos fundamentales de la teo-
rfa estructural y la importancia que tiene el planteamiento mate-
mitico matricial del anflisis estructural. En seguida, se hace
una presentacifn de la teoria de dlgebra de matrices y de la solu
cién de sistemas de ecuaciones; en esta parte se trata también el
problema de valores y vectores caracteristicos. o

En el capftulo tres, anflisis matricial de estructuras, se desa -
rrolla de manera bastante completa lo concerniente con los concep



tos de energia de estructuras, que sirven de base para estudiar

los métodos de flexibilidades y rigideces; en esta parte se hace
una presentacibn de los que es el anflisis por subestructuras y

Por recursibn.

En el capitulo cuatro se estudia la respuesta (infmica de estruc-
turas empleando métodos matriciales y, finalmerte, en el Gltimo
capitulo se presenta el método del elemento firito.

En cada capftulo se proporcionan problemas cuy: aplicacién a ca -
sos de la préctica ingenieril es comGn. En toto momento oportuno
se hace énfasis en la conveniencia y necesidad jue se tiene de
programar en la computadora los algoritmos o mé:odos matriciales
de solucibn que se presentan en estas notas.

Aun cuando la idea pueda estar clara, conviene c:cir que el térmi
no ‘'estructura' se emplearf para describir un sitema cuya fun -

Sib cién primordial es la de transmitir cargas; pued. consistir de un
e 'solo elemento simple tal como una viga, o puede eitar constituida .
por el 'ensamble' de elementos interconectados. .stos, a su vez,
¥

pueden ser cables a tensifn, barras a tensién o Cipresibn, vigas,
elementos-muro que trabajen a cortante, elementos-jlaca y elemen-
tos-cascarbn. Generalmente eéstos elementos se clas fican en 1la
forma como transmitenla carga, sin embargo} la clas:ficacibn basa
da en la forma del elemento también es posible. l

i
Uno de los principales objetivos del anfilisis de estr.cturas es
definir las caracteristicas del sistema estructural apartir de
las propiedadeés de los elementos; con ello serd posiblﬁpredecir
el comportamiento de una estructura real. Asi, si se p@de defi-
nir a un conjunto de fuerzas que actGan en un sistema, : podri
calcular la configuracién deformada del mismo cOomo una mﬂida'de
la respuesta. K
.

El problema matemitico-estructural de conocer la respuestaty un



sistema sometido a solicitaciones arbitrarias, y lo que es el .re-
ciproco, esto es, dada la respuesta de un sistema y I

sus caracteristicas, es posible definir las acciones que oca-
sionaron esa respuesta. Para recorrer este camino, en una u otra
direccibn, es conveniente discutir conceptos relacionados con la
medicidn de fuerzas y desplazamientos.

1.1 Medicién de fuerzas y desplazamientos.

Existe una gran cantidad de formas Gtiles para medir fuerzas apli
cadas a una estructura o el desplazamiento provocado en un punto-
en cualquier direccién. Algunos son manuales, rudimentarios, que
tienen una gran fuente de error; otros son dispositivos hidréuli-
cos-meclnicos; otros se apoyan en la fotoelasticidad, y otros en
dispositivos electrbdnicos. Si se miden las fuerzas serf posible
conocer los desplazamientos y viceversa.

Con la palabra 'fuerza' es comin incluir pares de fuerzas y momen
tos; con la palabra desplazamiento se incluyen rotaciones; medir
una fuerza o un desplazamiento implica conocer su magnitud. Para
establecer d6énde y en qué direccién se hace la medicién conviene
emplear un 'sistema coordenado’'; en la figura siguiente se indica
un sistema coordenado usual en el an8lisis de marcos rigidos

Fig 1.1 Sistema coordenado de referencia

s

El nlimero de coordenadas en la figura anterior es arbitrario; se
pueden eliminar algunas de ellas o adicionar otras entre puntos o
en direccién vertical. '

\
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Si para cada coordenada de las indicadas anteriormente se aplica
una fuerza, el vector que define a las mismas estf dado por

B,

F,

Fs

E=

donde los subind*ces sirven para designar el nmero de la coordena
da asociada con a fuer:za.

Este es un vector columna y sirve pa-
ra definir el pr;mer estado de fuerzas en la estructura.

Puede

darse el caso en que se tengan k casos de carga lo cual dari ori
gen a los k vectires columna

\
'

. . . . k
cualquier signo negitivo que aparezca en los términos F
4

significa

que la carga (fuerz) ha sido aplicada en direccibn negativa a la
definicién positivaie la coordenada.

.1.

De manera similar a 3 definicién anterior, se tiene el vector des

plazamiento dado por'

ua
‘. .

este vector es un arreglqordenado de mediciones de desplazamien
tos con posicibn y signo U nc1dentes con los términos asociados

del vector de fuerzas.



En geﬁeral, para cualquier sistema se podrfin hacer n mediciones
de fuerzas y desplazamientos, ello dari lugar a definir uﬁa'mg -
triz columna de orden nx1, en la cual el primer nfimero se asocia
con los renglones y el segundo con las columnas.

Asociado con el hecho de medir desplazamientos estd el de 'grado

de libertad'; una estructura elédstica tiene un nGmero infiﬂito de
grados de libertad. Sin embargo, en los problemas estructurales

de interés basta conocer el comportamiento para ciertos grados de
libertad lo cual hace que el nfimero de ellos se vuelva finito.

1.2 Espacios n-dimensionales.

De geometria elemental se sabe que la posicifn de un punto en el
plano se flJa con dos mediciones independientes y con tres de
ellas en elespacio tridimensional. A las ocho coordenadas del
marco indicado en el inciso anterior se pueden asociar ocho coor-
denadas independientes, si bien el marco estf en el plano del pa-
pel. Matemfticamente, sin embargo, las fuerzas y los desplaza -
mientos en ese marco tienen el mismo significado que el de las
coordenadas de un punto en el espacio bi o tridimensional; por
tanto, es usual referirse a los problemas en los cuales se tienen
n grados de libertad como problemas en el espacio n dimensional o
en el espacio n. Los vectores de 'mediciones' {(fuerzas o despla-
zamientos) se denominan vectores - n dimensionales, de dimensién n
o en el espacio n. En un sentido amplio, los componentes de es -
tos vectores pueden o no tener direccifn, si son escalares se po-
drian referir a variables como la temperatura o la presidn.

1.3 Comportamiento de estructuras

Un aspecto importante en el comportamiento de una estructura es
la definicifn de las relaciones fuerza-desplazamiento; se distin-
guen esencialmente las siguientes: elflstica, ineldstica, lineal




y no lineal,.

a)

Comportamiento elfstico e ineléstico. Esta caracterizacifn
estructural depende del tipo de respuesta; asf, si después de
que una carga ha sido removida de una estructura ésta recupe-
ra su configuracidén inicial, el comportamiento es elédstico;

si ello no ocurre, entonces la estructura se comporta inelfs-
ticamente,

En la estructura siguiente se ilustra el primer tipo de com -
portamiento

~fuerza F

Fig 1.2 Comportamiento eldstico

El resorte eldstico muestra el mismo tipo de compertamiento
en carga que en descarga. En la fig 1.3 se ilustra el com -
portamiento ineléstico.



condjcién
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1

Fig 1.3 Comportamiento ineldstico

*™ Fuerza F

Se puede observar que el resorte se comporta elisticamente
hasta un punto que se designa como el 'limite de proporciona
lidad', mis alla del cual el resorte se comporta ineldstica -
mente. Cuando al resorte se le lleva al estado 2 de carga ex
perimenta un desplazamiento u*que no se recupera plenamente
una vez que la carga ha sido removida.

Comportamiento lineal y no lineal. Esta caracterizaci6n de -
pende de la definicidn matemédtica de la relacibn fuerza-despla
zamiento., Asi, para un resorte que sea lineal, la relacidn
estd dada por

- F
U= x

siendo F y u la fuerza y el desplazamiento, respectivamente y

k es la rigidez,



Esta ecuacifn es lineal y matemiticamente implica due e) des
plazamiento debido a un nlimero de cargas que actfian simulténea
mente puede obtenerse sumando los efectos de cada carga por
separado. Este es el 'Principio de Superposicién’', el cual

se aplica a sistemas lineales.

1.4 Superposicién de fuerzas y desplazamientos.

En la fig. 1.4 se ilustra el principio de superposicién

dg

N

vz

T

Ry
Fig 1.4 .Superposicién de cargas y efectos

En la figura a la izquierda del signo igual se muestra al resorte
cargado con una fuerza F, la cual provoca un desplazamiento u,;;
en seguida se'aplica la fuerza F:z que ocasiona el desplazamiento
uz. A la derecha se tienen los resortes con propiedades idénticas
al de la izquierda y se han cargado con las fuerzas F, y F:, que
generan por separado los desplazamientos u; y u: respectivamente.
Aqui el punto importante es que la historia, de aplicacién de 1la
carga no es relevante en cuanto al efecto de cada una de ellas;



asi, la fuerza F: siempre causarf el mismo efecto u., independien
temente de cufindo se haya aplicado.

En estructuras no lineales, la superposicifn no se aplica y el
desplazamiento debido a una carga dada depende de la carga total
que actfia en la estructura, es decir, depende de la historia de
carga. En la fig 1.5 se muestra por qué el principio de superpo-
sicién no se aplica en un sistema no lineal

LS

-~
Y
-
\ 2
-
1
t

Fig 1.5 Caso'en que no se aplica €l principio de
superposicién



La relacibn carga-desplazamiento tiene la forma
U=T£Fn‘

donde n ¥ 1 y k es una constante. A la izquierda del signo 'no
igual' (diferente a) el resorte estd cargado primero con F, la
cual causa un desplazamiento u,, luego se aplica F2 y genera u:.
A la derecha, aparecen dos resortes idénticos al de la izquierda
Yy se cargan con F; y F, por separado; los desplazamientos que se
provocan son u; y ul , respectivamente. Pero u: ¥ u? debido a

la historia de carga y F: aplicada después de F, ocasiona un des-
plazamiento mucho mayor que cuando se aplica antes de F,.

El comportamiento no lineal puede deberse & la relacién esfuerzo-
deformacibn unitaria inherente al material o debido a cambios en
la geometria (dimensiones y configuraciones) inducidos por las
cargas. Si el material tiene una curva lineal esfuerzo-deforma -
cifn unitaria, entonces en la medida que los desplazamientos cau-
sados por las cargas son pequefios en comparacidén con las dimensio
nes de la estructura, ésta se comportari linealmente para fines
précticos. La teoria estructural que trata con este tipo de com-
portamiento es la 'deformaciones pequefias'., Para cuando los des-
plazamientos que aparecen en los cflculos se refieren a magnitudes
completamente finitas, y se tienen impresiciones con la teorfa 1i
neal, se deberd emplear la teoria de 'grandes deformaciones'.

En este curso se tratarf-:-primordialmente con estructuras con com-
portamiento eldstico lineal. '

En las figs 1.6 a 1.8 se muestra la superposicifn de fuerzas y des

plazamientos para dos estructuras tipicas



£y

tb)

Fig 1.6 Aplicacién del principio de superposicién

(o)

b}

tc)

1d)

Fig 1.7 Aplicacién del principio de superposicitn
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Fig 1.8 Aplicacibn del principio de superposicién

E1 vector de fuerzas de la fig. 1.8 a) estd dado por

B ]
4/
F“;S_I 2/
-6/42
6/12

al multiplicarlo por u; S€ obtiene

b s (4E1/2)u)

*
"

gP = (2EI/2)u,

b o L (6EI/2P)u,

e v]
w
]

FP = (6EI/2%)u,



De la fig 1.8 ¢) se obtiene

n

(2E1/%}u;
(4E1/2)u,

- (6EI/2%)u,
(6EI/%?)u,

Al superponer las fuerzas y desplazamientos correspondientes a las

cuatro coordenadas, se obtiene

Fi

F2

Fg =

Fu

u;

uy + 0; uz = 0 + uz

Uy = 0 + 0; uy =0 + 0

Se puede observar que F3 y F, pueden obtenerse directamente de la
fig 1.8 a) si se emplean condiciones de equilibrio.

En la fig 1.9 se muestra un marco rigido con coordenadas 1 y 2 don
de ocurren los desplazamientos u, y uz, al actuar F, y F,. En las

figs 1.9 b} y ¢) los desplazamientos u; y uz se aplican por sepa-

rado; del principio de superposicifn, se puede calcular F, y F;
de la fig 1.9 a), al sumar los valores en las figs 1.9 b) y ¢):

o

c
Fl




Fig 1.9 Superposicién de fuerzas en un marco

Para las fuerzas de este marco, se emplearon los diagramas de
cuerpo libre que se muestran en la fig 1.10

F0 £l
2 7 .
£l Yy fe N 3y
T T N eE
e ” 3 Lpuy Ve W
12ELyus g aflu, 72 tlee
Ll'i ﬁf.’u T ‘ * 15
18
£y
- . 2
— 61
uilu : 1 SINNY 26 e
U“-":—- b 11

Fig 1.10 Diagramas de cuerpo libre

1.5 Métodos matriciales de andlisis estructural
a) Método de las fuerzas

La superposicidn de fuerzas mostrada en las figuras anteripo -
res es tipica del método de las fuerzas (algunos autores le
‘llaman método de compatibilidad y otros lo definen como méto-
do de flexibilidades) Gtil para analizar estructuras indetermi
nadas. La condicifn de que el extremo libre del voladizo de



b)

la fig 1.7 deba permanecer en su soporte, se Conoce COmMO una
'condicibén de compatibilidad', y se emplea para determinar el
valor de Fs. Condiciones similares se pueden emplear para co
nocer Fs, Fu y Fs en la fig 1.8, En general'se puede decir
que las condiciones de compatibilidad son aquellas que garan-
tizan que todas las partes de la estructura permanezcan uni -
das sin que se violen las 'condiciones de frontera' en el pro
ceso de aplicar el principio de superposicibn para obtener 1la
configuracifn final. '

Las condiciocnes de compatibilidad se pueden expresar como
ecuaciones de compatibilidad que son ecuaciones de restric -
cién para los desplazamientos medidos en la estructura,

Método de los desplazamientos

La superposicién de desplazamientos indicada en la fig 1.9
es tipica del método de los desplazamientos (llamado también
método de equilibrio) Gtil para formular y resolver proble -
mas en ingenierfa estructural. En este planteamiento siem -
pre se cumplen las condiciones de compatibilidad debido a
que no se quitan las restricciones geométricas de ld estruc-

tura.

E1l método se basa en satisfacer las condiciones de equili -
bric en los cuerpos libres que involucran a las coordenadas
de interés. Para el entendimiento de este enfoque conviene
ver a las ecuaciones de equilibrio como ecuaciones de restric
cién de las fuerzas tal como las de compatibilidad lo son pa-
ra los desplazamientos.

Puede verse que existe analogia entre el método de las fuer -
zas y el de los desplazamientos; asi, cuando se superponen
fuerzas se restringen desplazamientos para satisfacer condi -
ciones de compatibilidad; mientras que cuando se superponen



desplazamientos, se restringen las fuerzas para satisfacer el

equilibrio,

La eleccitn del método de anfilisis depende en lo fundamental
del tipo de estructura o problema en cuestifn, la facilidad
de formulacibn y el tiempo requerido para la solucién. Estos
dos aspectos dependen de la eficiencia de los programas y de
la capacidad de la miquina. En el cap 3 se discuten con ma -
yor detalle estos métodos.
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STELIAS DE ECUACITIIES LINE

INTRODUCCION R )
Y LDIATRICES

Consideramos el siguiente ejemplo:

Una jindustria fabrice tres tipos de productos (llamémosles
A, By C) y cuenta con un total de 50 obreros que trabajan 8 hr. dia
ries. Es decir, dispone de un total de 400 horas-hombre al dia.

Parz fabricar un producte del tipo A, se requieren 20 ho-
ras-hombre ; para-uno del tipo B, 100 y para uno del tipo C, 40,

En condiciones normales, no existen restricciocnes de mate
ria prima ni de magquinaria y los obreros estan capacitades para in-
tervenir en la fabricacifn de cualquiers Je los productos.

Se quiere saber, que cantidad de productes A, By C pue;
den fabricarse diariamente empleando la totalidad de horas-hombre
dispo;iblé. ‘

Podemos entonces plantear el modelo matemftico siguiente:

Si x,, X,¥ X, representan el nomero de productos A, B y C
que se¢ fabrican diariamente, entonces 20x,, .100x,y 40x, sErén, el nd
mero de horas-hombre cmpleadas diariamente en fabricer todos les -
productos A, B y C.

Como se desean emplear las 400 horas-hombre disponibles,
los valores de X,, X, y x, deben ser tales que
oo (1)

Expresiones como &sta, rcciben el nombre de ecuaciones 1i

20x10100:z~40x‘-400 P

neales.
Una respuesta 8l problema podria ser fabricar'4 productos
del tipo A, 2 del tipo B y 3 del tipo C, ys «que, al sustituir estos

valores en 1la expresién (1), se verifica la igualdad. Entonces, -

-

v me s . o wn -
e e P

ES ‘
di?emos que

x =4, x,=2, x =3

€5 una solucidn de la ecuacién (1},
Sin embargo, podemos notar que esta sclucifn no es Gnica

¥a que los valores

también satisfacen la ecuacién (1), por lo que constituyen otra so

lucién.

Generalizando, la ecuacidn (1) es una expresifn del tipo
X va, Xt X =b L. L L L (2)
a la que llamaremos ecuacifn lineal,.

A las constantes a;, 3;,..., a, se les llama coeficientes,

a b término independiente y a x

10 X3s---y X, Incbgnitas o variables.

Vemos que las incégnitas aparecen todas elevadas g la primera poten

cia, de ahf el nombre de ecuacibn lineazl.

Iv-4/5



V.l SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Regresando al ejemplo anterior, supongamos que por razo- 1 1
nes de demanda los productos B y C deben fabricarse en cantidades L A R L R j (5) ) -
iguales. . e a2 e T = + a = s @

Entonces, se tiene la restriccién adicional x,=x,, que A, X, tAn, X, g X mby

expresada en la forma (2) queda donde aij € C son los coeficientes, x; las incégnitas y b; € C los
0, +Xp=%,*0 . v . . . (3} términos independientes.

Ahora el problema consiste en encontrar una solucifn que Definicibn

satisfaga, simultfneamente, las ecuaciones (1) y {3), por lo que - Una soluci6n del sistema de ecuaciones (5) es un conjunto

las dos soluciones que antes encontramos no son Gtiles. ordenado de n valores que satisface simultfineamente a todas las ecua

Si se fabrican 6 productos del tipo A y 2 de los tipos B ciones.

y C, vemos que se satisfacen simulté&neamente las ecuaciones (1) y - Una forma de obtener soluciones

(3). Entonces diremos que Tal vez, la técnica fundamental pars encontrar las solucip
X, =6, X3=2, x,%2 nes de un sistema de ecuaciones lineales, sea la de climinaci6n. El
es una solucifn del sistema proceso consiste en transformar el sistema original en un nuevo sis
20x,+100x,+40x,~400 (43 tema de ecuaciones que puede Tesolverse ficilmente. El nuevo sis-

I A tema, deberi tener las mismas soluciones que el original y en este

el c 2z ecuaciones con tres incSgnitas. . : .
ual consta de gnitas caso diremos que ambos sistemas son equivalentes,

Definicibn. Para obtener el nuevo sistema se hace uso de las siguien-

i de ecuaciones lineales es un conjunto de ecua- . . .
Un sistema de ™ tes transformaciones, que reciben el nombre de "Transformaciones --

ciones de la forma {(2) que deben resolverse simultfneamente.

elementales' y consisten en:

enera un sistema de m ecuaciones con n incbgnitas . .
En general, & ' 1) Intercambiar dos ecuaciones.

definido sobre el campo de los nfimeros complejos, es de la forma 2) Multiplicar una ecuacion por un nmero kf0
3} Multiplicar una ecuacibn por un nGaerc k¥0 y sumar el

resultado 8 otra ecuacifén del sistema,

-6/7 '




No es diffcil aceptar que el sistema original y el nuevo
sistema son equivalentes. Sin embargo, el estudiante puede con--
sultar la referencia 1 pag. 414 para una demostracién.

Podemos ilustrar la técnica mediante el siguiente ejen-

pla:

Ejemple IV.1.
2x,+2x, "6
X, -2x,+x, =1
'xl*xz+5x’ =10
si intercambiamos las dos primeras ecuaciones {con el objeto de que
X, aparezca en la primera ecuacifn} obtenemos
Tox mIx o ex, =1
sz¢2x’-6
-x'fxz+5x, =10
si sumamas la primera ecuacifén a la tercera obtenemos
xl-sz*x'-1
sz*Zxa-G
0-xz+6x3-11
si multiplicamos la segunda ecuacién por % y sumamos el resultado
a la tercera obtencmos
xl-lxz*x'-1
sz+21,-6
0+7x, =14

dividiendo las ecuaciones dos y tres entre 2 y 7 respectivamente:

e ———

X, ~2x 4%, =1
X % ,=3
x,=2

De la tercera ecuacién inmediatamente vemos que

X,~2 y sustituyendo este valor en la segunda ecuacibn se encuentra

que x,=1, Finalmente, al sustituir en 1a primera ecuacibn se en

cuentra que x,=1, por lo que la solucidn del sistema es
xi=1, X,=1, x,=2

Ahora bien, hay sistemas de ecuaciones que admiten mis de
una solucifn; un ejemplo lo tenemos en el sistema

20x ,+100x ,+40x =400
e (8)

O0x,+ X, x,= 0

que empleamos como introduccibn. La solucién que habfamos mencio
nado es

=2 x =2

X, =6 X, »

¥ el estudiante puede comprobar que

x,=13 x,=1 X,=1

es otra solucibn. A este tipo de sistemas, que tienen mis de una

solucifn, se les llama indeterminados.

También hay sistemas que no admiten solucién. Por ejem

plo, Tesulta evidente que el sistema

x‘*xz-1
X, +x,=3

no tiene solucifn, puesto que no existen dos nlimeros cuya suma sea

1y 3 ala vez. A este tipo de sistemgs_se les llama incompati--

bles (o inconsistentes).
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En general, de acuerde con la existencia y tipos de solu-

cifn, los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en:

mos, podremas determinar si un sistems tiene solucién o no la tiene,

r

Determinados
Compatibles (una solucién)
(tieren solucién) Indeterminados

(mis de una solucibn)

Incompatibles

| (no tienen solucibn)}

M4s adelante, y con ayuda de 0tTOS CORCeptos que tratare-

y si esta es Gnica o no lo es.

IV-10/11

.2 MATRICES.

El estudio de los sistemas de ecuaciones realizado en la
seccidn precedente, puede servir como una introduccién natural al
concepto de matriz. En el proceso de construccibn de un sistema
equivalente, puede advertirse que no es necesaric escribir las in-
chgnitas X, X3, ..., X,s Ya que realmente s8lo se opera con los -

coeficientes 3jj ¥ con los términos independientes bi‘

5i analizamos el ejemplo IV.1, vemos que el sistema
Ix ,+2x =6
X, -2x +x =1
"X, *X 5% =10
queda completamente determinado al céﬁocer €l valor y 1s posicién

de cada uno de los coeficientes y términos independientes. Esta

informacifn se puede presentar convenientemente en el siguiente -

arreglo
0 2 2 ¢
1 -2 1 3 ee.. (8
=1 1 510

al cual se le I1lama MATRIZ.
Este arreglo en particular, consta de 12 elementos (nlime

ros) dispuestos en 3 renglones y 4 columnas, por lo que diremos que

la matriz es de orden 3x4.



Definicifbn.

Una matriz de orden mxn sobre el campo de los nfimeros -

complejos, es un arreglo rectangular

ra“ a,, ) P au-ﬂ

33, 83, e+ 84n

. e ..M
' . “ue -

fm. amz v 3mn

donde los a. .

ij ¢ C se llaman sus ele-

con m renglones y n columnas,

mentos.

Comunmente, se representa a las matrices con letras mayGs
culas y a sus elementos con letras finGsculas. En forma abreviada
la matriz.(T) puede expresarse como
- A-(aij) donde i=1,2,...,m y j=1,2,..., n_

Los subindices i, j indican, respectivamente, el renglén
¥ la columna en que se encuentra el elemento aij'
representa al elemento que se encuentra en el segundo Ten

As{ por ejem-
plo, a,,
gl6n y tercera columna de 13 matriz A.

Dada la importancia de la posicifn que guardan los ele--
mentos en e}l arreglo, decimos que dos matrices son iguales s$i son

del mismo orden y sus elementos correspondientes son iguales. A

esto obedece la siguiente

Definicién.

Sean A-(ai.)

i b B-(bij) dos matrices del mismo orden, en-

tonces:

A=B <= aij'bij % 1,3

Haciendo referencia nuevamente al ejemplo IV. 1, podemos

efectuar con los renglones de la matriz (6) transformaciones equi-

valentes & las efectuadas con las ecuaciones del sistema,

El proceso serfa entonces el que se ilustra a continuacién

[0 2 2 6]
M= 1-2 11 cess (6)
L-! 1T 5 10_
- -
1-2 1 1 hemos intercambiado los dos prime-
MI' 0 2 2 & T0S Tenglones.
(-1 1 510
'—1 =
-2 1 i hemos sumado el primer renglén al
MII' 0 z2-2 6 tercero,
[ 0 -1 6 11
1 -2 11 multiplicando el segunde renglén
MIII' 0 2-2 6 por %, lo hemos sumado 2l tercero
[ ¢ 0 7 14 ]
1 -2 1 1W hemos dividido el segundo y tercer
MIV' 6 1 v 3 .renglén entre 2 y 7 respectivamen-
'LO o 1 2 te -

La Gltima matriz (MIV) Tepresenta el sistema equivalente
Xy=2X,+%,»1 '
X, *X, "3
Xy=2
cuya solucién puede obtenerse fhcilmente,

La matriz M,, se dice que estf en forma escalonads o que

es una matriz escalonada. En general, una matriz es escalonada si.
€l primer elemento distinto de cero de cada renglén, es igual a 1 y

el nimero de ceros anteriores s dicho elemento aumenta de renglén a
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renglén, Las siguientes matrices son escalonadas:

11 6 12 3 4 1203 41

M=l 0 1 5 N~ {0 0 1 1 p- |0 0 T 5 2
000 10

Lo o o 0 0 1 6 6 0 0 o

Transforraciones elementales por renplén,

Las transformaciones efectuadas con los renglones de 1la
matriz M, para obtener finalmente la matriz Miy, se llaman “trans
formaciones elementales por renglén" y cbmo hemos visto, pueden -
ser de tres tipos:

1} Intercambio de dos renglones.

2) Mulriplicacién de un renglén por un nimero k#0.

3) Multiplicacién de un renglbn por un nimero k40 y su-
na del‘resultado a otro renglén de }la matriz.

Utilizando las transformaciones elementales por renglén,

es posible transformar cualquier matriz en una matriz escazlonada,

renglén de AII

Definicibn.
Diremos que dos matrices son equivalentes, si cualquiera
de ellas puede obtenerse a partir de la otra efectuando un nfimero

finito de transformaciones elementales por renglén.

En el ejemplo anterior tenemos que las matrices M, Mj,

Mi1» Mip1 ¥ Mpy son equivalentes,

Ejemplo IV.2

Sea la matriz A=

v-14/15 .

transformar a la matriz A en una matriz escalonada

lizando transformaciones elementales por renglén.

Soluciébn:

Dividiendo entre 2 el primer

Tenglén de A obtenemos

Multiplicando por -4 el pri-
mer renglén y sumando al 20.

renglén de Ap cbtenemos

Multiplicando por -3 el pri-
mer renglém y sumando al 3er.

obtenemos

Multiplicando por -1 el pri-
mer renglén y sumando al 4o.

renglén de AIII obtenemos

Intercambiando el segundo ren
gl6n con el cuarto Tenglén de

Ajy obtenemos

Arrr~

4 8
3 -3
1 -1
1 2
0o 0
3 -3
1 -1
1 2
0 0
0 -9
1 -1
(1 2
0 0
0 -9
0 -3
v 2
0 -3
0 -9
0 o

1 4
4 16
9 1
3 %
1 4
0 ¢
9 1
33
1 4
0 0
6 -11
5 ¥
1 4
0 0
6 -11
2 -4
1 4
-11
L 1
6 -11
0 0

equivalente uti




Multiplicando por -3 el -segun vy 2 1 ¢ -1
do renglén y sumando al ter- 0 -3 2 'l% 5
cer renglén de Ay®
g AV obtenemos VI 0 ¢ 0 0 -11
L0 0 0 0
Dividiendo entre -3 el segun- 1 2 1 ¢ -]
do rengldn de Ayt obtenemos o 1 —% lé 1
Ay
VI e 0 0 0 -1
lo 0 0 o o]
Dividiendo entre -11 el ter- 1 2 1 4 —17
cer renglén de Avxlobtenemos 0 —% l% -%
A -
) VIII G, 5 o 0 1
o 00 o o

Al hablar de las transformaciones elementales, hemos he-
cho énfasis en el término "por renglén". Esto obedece a que exis
ten transformaciones, anfilogas s las aqul dcgcritas. efectuadas --
con las columnas de una matriz, En este capitulo no se justifica
r4 1a existencia de dichas transformacicnes y tampoco serén utili-
zadas. El estudiante interesado en saber mis acerca de esto, pug
de consultar la referencia 3 pag. 141, una vez que haya terminado

¢l capftulo.

Rango de una matriz.

Definicifn.

Si transformamos una matriz A en una matriz escalonada B,
el nGmero de renglones de la matriz B con al menos un elemento dis

tinto de cero se llama RANGO DE LA MATRIZ A y se representa con --

LR(A). El mismo rango se asigna a la matriz B.

De acuerdo con esta definicién, cuando dos matrices son
equivalentes ambas tienen el mismo rango, Las matrices A, A;,..,,
Avipr del ejemblo IV.2 son todas de rango 3,

El concepto de rango de una matriz, juega un papel muy -
importante en 1a teorfa de sistemas de ecuaciones lineales que ve-
Temos mAs adelante. El estudiante puede darse cuenta que la defj

nicifn de rango, tal como se enuncia aquf, proporciona a lsa vez un

método para obtenerla.
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Iv.3, PRODUCTO DE MATRICES.

Consideremos nuevamente el sistema

20x,+100x, +40x,= 400

. £4)
Ox, + X,- X,e 0
podemos formar las matrices
20 100 40 x, 400
A= _ 5=
0 1 -1 xe| x [t}

2

3
donde hemos reunido les coeficientes(en A),las inclgnitas (en X) ¥
los términos independientes (en b) que aparecen en el sistema.

Con ayuda de estas matrices, podemos expresar el sistema
{4) como

O ARF ... (®)
siempre y cuando demos una definicién adecuada para el producto -
AX.

La matriz producto AX, debe ser de orden 2x1 para poder
establecer la ipualdad con b, Ademfs, por igualdad de matrices,
los elementos correspondientes de AX y b deben ser iguales,

Sabemos que 1a igualdad entre matrices

20x, +100x, *40x, 400

0x,+ x,- x, 0
se satisface si y sélo si
20x,+100x,+40x,=400
0x,+ x,- X,= 0
que son precisamente las condiciones que establece el sis

tema {4). Por tanto
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_ 20x,+7100x, *40x,
Axe - eens (9)
Ox,+ x,- X,

A la matriz AX expresada en (9) le llsmaremos "el produc
to de las matrices A y X" (en ese orden). Vesmos como puede obte
nerse la matriz Ax, a partir de las matrices A Y X:

El primer elemento de AX, es igual a ls suma de los produc
tos de los elementos del primer renglén de A por los elementos de la

finica columna de X. En forma esquemitica:

X, —  20x,
*

- | X, 100x,
&+
l- Xy|—— 40x,

X+ Xp*alx,

{20 100 40]
El segundo elemento de AX; es igual a la suma de los pro-
ductos de los elementos del segundo renglén de A por los e¢lementos

En forma esquemftica:

de la Gnica columna de X.
[ X, f———— x,

I

En forma similar, obtengamos el producto de las matrices

Am 3, 25 81 _— bll
aZI azz ai! Y B- bal
b

’
con el objeto de establecer una definicidén general,

El producto ser§ la matriz s



8y,b ,+a . b  +a ,b
ABe AT RS R E AP

a b

aZIbll.a b 23791

o
1221,

donde observamos que:
10.) El elemento que se encuentra en el primer renglén

primera columna de la matriz producto, es la suma:

3
aslblx*alzbzi+aalb:x'k£1 a1 by,

20.) El elemento que se¢ encuentra en el segundo renglén

primera columna de la matriz producto, es la suma:

H]
a“b“*a”b“*a“b“- L azkbkl
k=1
Generalizande, el elemento que se encuentra en el renglén

i, columna j}, de una matriz preoducto AB, es 1la suma:

1 aikbkj

n
. L

k

donde n es el nfimero de columnas de la matriz A y el ndmero de ren
glones de la matriz B, que deberd ser el mismo para que pueda efec

tuarse el producto.

Definicibn.
Sean: A= (aij) (i=1, 2, ..., my j*i, 2, ..., 0}
"y Ba (b33} (3=1, 2, ..., ny 3=1, 2, ..., P)
dos matrices de ﬁrdén mXn ¥ nXp respectivamente.
El producto AB es una matriz
C= (e53) (i=1, 2, Lamy i=1, 2, ..., p)
de orden mxp cuyos elementos estén dades por
-t
k=1

c

ij LRI

Ejemplo 1V.3

Para ilustrar la definicifn, obtengamos el producte de las

matrices

2 -3 -t 1 0 -2 1
A= Yy B=
1 4 i 3 0o 1

-1 -3

L3
(L]

3IXw
que es una matriz © de orden 2x4 tal que

€= 2-9+1= -6
. €, e 0-3+3= 0
c,,= -4+0-4= -8
¢, 2-3-3= -4
. -1+12-1= 10
eyg= 0e8-3s 1
C,,= 2+D+4 = 6
c,.® -1+4+3= §
entonces, la matriz producto es
-6 0 -8 -4
AB=
10 1 6 6
Obsérvesc que el elemento que se encuentra en el renglén
i columna 5 de 1a matriz producto AB, se obtiene efectuando el pro
ducto escalar del renglén i de A por la columna j de B.

Por ejemplo, el elemento c,, es el producto

-2

2 -3 -1] 0

= <4+40-4= -8=c,,

Podemos concluir, en base a la definicifn, que podemos

efectuar el producto AB s8lo cuando el nimero de columnas de A es
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igual al nGmerc de renglones de B. En este caso, diremos gue las
matrices A y B son conformables para la multiplicacibn.

En general, la multiplicacibn de las matrices NG es con-
mutativa, Incluso, en muchas ocasiones se tiene que dos matrices
A y B son conformables para multiplicarse en ese orden (es decir -
puede obtenerse el producte AB), mientras que no son conformables
para multiplicarse en el orden contrario (no puede obtenerse el --
producto BA). Por tal motivo, es necesario precisar el orden en
- que las matrices se van a multiplicar. Para el casc del producto

AB, diremos que A premultiplica a B, o bien que B postmultiplica a

A
Ejemple IV, 4.
Dada las matrices
' 12 0 -1 1 0
R-[s 4] ’ s-[s -1] » Te U
2 3
obtener: a) RS
b} SR
c) TS
d) ST
Solucibn:
1 z] 0 -1 6 -3
a) RS= -
3 4 3 - 1z -7

(Las matrices R y § son de orden 2x2, por lo que les 1la
maremos matrices cuadradas y diremos simplemente que son de orden

2)
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e e — e

0 -1 1 b4 -3 -4
b) SRe © -
3 -1 3 4 0 2
En este caso, pudieron obtenerse tanto el producto RS co
mo el producto SR, debido a que ambas matrices son cuadradas y deil
mismo orden. Sin embargo, notamos que RS#SR pues, como se mencio

nd, el producto de matrices no es una operaciln conmutativa,

r~ -
1 0] 0 -1 0 -1
c) T§= 1 1 - 3 -2
2 3 3 9 -5
0 o 11 0
d) ST= 1 1 no se puede
L3 -1 2 3

efectuar, vya que el nfimero de c01ﬁmnas de S (2) es diferente del -
nGmero de tenglones de T (3). En otras palabras, Sy T no son --
conformables para la multiplicacibn.

Obsérvese que, aunque pudo obtenerse el producte TS, no-
fué posible obtener ST, 1o cual resalta la importancia de especifi

car claramente el orden en que se deses multiplicar dos matrices.

Definicidn.

5i una matriz A es de orden nxn, diremos que A es una mz

triz cuadrada de orden n,

Ejemplo 1IV. §,

Pars las matrices

i i*a 1 <1
M= - ¥ [-1,1,4] 2=]p,, -4 1
1 -i 18 p,,




encontrar los valores de o,8 , Py,+ P,, de tal forma que se verifi

que la igualdad
MN = P
Solucibn:

Primero obtenemos

1 i -1
MN= -1 i 1
-i 1 i

Por otra parte, como MN=P,

1T i -1 ‘ i*a i -1 ivast ', a=1-i
-1 -3 1 '~ pz' 1 1 p =-7

-i 1 i -i 148 p,, 1 +8=1 . g=2 0
Paa¥l

Tecrema IV.1

La multiplicacién de matrices (cuando puede efectuarse)

es asociativa.

Demostracién.

Sean A'(aij)mxn' B'(bjk)nxp y Q'(ckr)pxq tres matrices -
cualesquiera de orden mxn, nxp, pxq respectivamente. Queremos pPro
bar que

(AB) C = A {BC)

De 1a definiciébn de producto:

n

AB= (jf, 35 ) mxp
donde los Indices libres son i=1,2,...,m ¥y k=1,2,.,..,p, ¥ la matriz
es de crden mxp. {(Los Indices libres son los que indican el ren-

glén y la columna del nuevo elemento}.

‘(AB)

Aplicando ahora la definicibén de producto & las matrices
mxp ¥ Cpxq’

P n -
(AB)C= (kfl (jEI 3 bjk) ckr)qu

multiplicando Cyr POT cada una de las sumas del paréntesis, obtene

mos:

P n

AE}C= a__ b ¢

(AE) (kgl (jE1 ij jk kr))qu
donde l0s fndices libres son i=1,2,...,my r=1,2,...,9 ¥ la matriz
es de orden mxq. -

En forma anfilogas obtenemos:

n P
A{BC)= a_. b, c )
(BC) (j£1 (kE1 ij ik kr )qu

Dado que el orden de 1a suma es arbitrario.

B ( z b ) 2 ( g b ) ¥
L I a;: b.y C - - a. i € i, r
k=1 j=1 ij "jk “kr ju1 ke ij ik “kr

Por lo tanto queda demostrado que

(AB)C= A(BC)

Se recomienda al estudiante consulfar el apéndice I de 1a
referencia 3 para obtener habilidad en el manejo y comprensibn de
los simbolos de I(suma) y LI (doble suma), ¥y hacer la demostracifn
completa de este teorema pars el caso particular de las matrices

cuadradas de orden dos.

Ejemplo 1IV. 6.
Verificar la propiedad asociativa para el producte, con

las matrices.
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fEAE =R = - - - c- =t

5i con la misma matriz I efectuamos el producto IA, donde A es una

" z matriz con 3 renglones y cuelguier nlmero de columnas, obtenemos -

>
[ ]
'
-t L]
— <o
[+=]
[ ]
[
[ _—
el L=
- <
'
= )
L]
py
M= O

siempre que IA=A, A la matriz I le llamamos matriz identidad de

Solucibn.  Debemos verificar que orden 3 y 1a representamos mediante I,.
(AB)C=A(BC) En general, a 1a matriz cuadrads
-2 0 -1 0 0 2 0 o0 7 r Y
AB= . 1 0 0 ... 0
1 3001 144 [ 2 1 1.4 7 e 1 0 ...0
20 0 1 0 C 2 0o ¢ ¢ 1...0
(AB)C= 2 1 - I.-
2 1 1bi - . - L] - - -
33 7-3i 3-%i 0 ... 1
L - - “nxn
Por otro lado: T .
_ . le llamaremos matriz identidad de orden n.
-1 0 o 1 0 - 0 - .
(BC)~ 5 T - Esta matriz puede expresarse en forma abreviada come
3 1 1-1
- ) 8-31 31 855°1  si isj
) 7 | In= (Gij) donde :
_ ;520  si i)
-2 0 10 2 0 ot
A(BC)= = Teoremg IV.2
11 8-3i 3-3i 7-3i 354 : :
- “ Para toda matriz A de orden mxn se tiene que:
per 1o que .
IA = A
(AB)C=A(BC)
Alc=A
Demostracifn
Matriz Identidad. 5: 1)
Sean I =(6&;: Yy A={a;.)
$i con las matrices motr1)fmxm jk/mxn
1 0 0 I 2 De la definicién de producto:
I= 0 1 0 Y B= m
o 0 1 -1 Inp = (T 833850)n0
J j=1
efectuamos el producto IB vemos gque donde los Indices libres son i=1,2,,..,m y k=1,2,...,n.
3 2 Como si.-o ¥ oidj:
18- o -3 : IAe (I )
-1 1 _ _ o (j-1 855%5% mxn
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donde ahora, los Indices libres son j=l,2, 0. my k=i,2,.

Como djj-T ¥j:

sl

A= (jE1 2% nxn

Co@u j es un fndice libre
1A= (ajk)mxn-A

La segunde parte del teorema se demuestra en forma similar.

Matrices elementales.

El resultado de efectuar un nlmero finito de transformacig
nes elementales por renglfn a una matriz A de orden mxn, puede obte
nerse tam%agn si premultiplicamos A por una c¢ierta matriz cuadrada -
de orden m.

Pafa mostrar lo anterior, consideremos por separado cada
una de las tres transformaciones elementales por renglén.

1) Intercambic de renglones.

Supongamos que tenemos una matriz A de mxn y que efectua-
mos el intercambio de sus renglones i y j. Llamemos a la matriz -
asi{ obtenida matriz B,

Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden m
(]m} e intercambiamos sus renglones i y j, obtendremos una nueva ma

triz que llamareros Iii'jl

S$i shora efectuamos el producto Iéi'j) A, se obtiene la -

matriz B.

e intercambiemos su

Ejemple 1IV. 7.
- .

Sea A= 1 0

5 6

intercambiamos sus renglones 1 y 3 para obtener la matriz

ERE

B= 1 0

1 2

Por otro lado, consideremas la matriz

1
I,*

0

¢

0]

0

-

s renglones 1 y 3 para obtener

0 0 1}
IE'!')- o 1 0
|1 o o]

1,1
Efectuando el producto If ' )A, tenemos :

o o 1 v 2 s ¢

',

1f Jamlo 1 0 1 of = |1 o
|1 0o o 5 6 1

vemos entonces que, If"') A es igual a B.

2) Multiplicacifén de un renglén por un nimero k0.
Supongamos que tenpemos una matriz A de mxn y que multipli

camos su rtenglén i por el escalar xF0. Llamemos s la matriz asf -

obtenida matriz B.
Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden -

m (I,) y multiplicamos su renglén i por el escslar kf0 obtendremos
una nueva nmatriz que llamaremos Imk(i).

$i ahora efectuamos el producto lk(i)

m ‘A, se obtiene la mg
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triz B. remos §§(i'j).

Si ahora efectuamos el producto ;:(i'j)A, se obtiene la
Ejemplo 1IV. 8.

matriz B,
1 2 1
Sea A=
5 10 20 Ejemplo IV. 9
multipliquemos el segundo renglén por 3 para obtener la matriz 1 2
(1 2 1 Sea A=y > ¢
B= 0 1
15 30 60
5 10
Por otro ledo, consideremos la matriz
N - multipliquemos el primer renglén por 2 y sumemos al cuarto renglén
1 0 :
1 - para obtener la matri:z
2 1] 1 -
- L. . 1 2
y multipliquemos su segundo renglén por 3 para obtener 3 4
— - B=
T e L: :4
- 2 —0 3- 7 .
. 1 tri
Efectuando el producto I:(z)A, obtenemos: Por otro 1adf ;onSIderfmos & mAtni
— - 10 0 © '
' (2) Jg ] 1 2 1 1 2 .
13 ’A‘ s ; 1] 1 1] 0 .
0 3] 5 10 20 1S 30 60 Il o 0 1 o
vemos entonces que, L {2)p es igual a B. [ 0 0 0

[ =]

----------------- multiplicando el primer rengl6n por 2 y sumando al cuarto renglén
3) Multiplicacifn de un renglén por un nfimero k¢¥0, sumando el re- obtenemos

sultado a otro renglén diferente,
Supongamos que tenemos una matriz A de mxn en la que mul I’(‘-') "
’ L 3

0

0

1

tiplicamos su renglén i por el escalar kf0 y el resultado lo suma- 0

N O O -
0 O - O
- O Q O

mos al renglén jéi. Llamemos 2 la matriz asi cbtenida, matriz B. Efectuandn el producto I:('.‘)A' obtenemos :

5i por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden -

1 o 0o 0 1 2 1 2

B (1), multiplicamos su renglén i por el escalar kfD y el resulta IS(I'~)A 0 1 0 ] 3 4 3 4
. *le o 1 o o 1] o
do lo sumamos al renglén j, obtendremos una nueva matriz que llama s 0 0 1 .S 10 7
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(1
vemos entonces que, Iﬁ( * A es igual a B,

> * = & & s e a e ® = ® = o= -

Definicifn.
A las matrices lél'J), I:(l), I:(X'J)se.les llama matrices
elementales correspondientes a las transformaciones elementales t,

2, 3, respectivamente,

Transformacifén.

Matriz elemental
correspondiente,

Vemos ahora que, cada transformacifn elemental puede ser
llevada a cabo premultiplicande, la matriz dada, por la matriz ele
mental que se obtiene efectuando en 1, la misma transformacibn ele

mental.

Ejemplo IV. 10.
Hallar la matriz P, de orden 3, tal que transforme a la

matriz A en una matriz escalonada (es decir, que el producto PA sea

ung matriz escalonada),.

0 1 -2
A= o6 1
7
1
z 3 o

Solucién.

En 1a siguiente tabla aparece una secuencia de transforma
ciones elementales que transforma az la matriz A en una matriz esca
lonada, las correspondientes matrices elementales y el resultado -

de ‘efectuar estas transformaciones sobre A.

Intercamtic de los ren-
glones 1 y 2

"Multiplicacién del pri-

mer rengldn por 2

Multiplicacién del ren-

glén 1 por -2 y sumar al
rengldén 3.

Multiplicacibn del ren-
glén 2 por 1%lry sumar

al renglén 3.

Multiplicacifn del ren-

glén 3 por _ 7
kY]

(o

1
0
0

[~}

4

0
1
0

pr

]
0

'

[~}
e

-

0
0
7

387

-

El mismo resultado que se obtiene al aplicar la

de transformaciones, puede obtenerse premultiplicando por

pectivas matrices elementales.,

Efectuando estos productos con la secuencia que

tabla y dado que la multiplicacién es asociativa, podemos

fo 1 -2
7 6 1]=A
1
2y 0
+
- -
% 6 1
0 1 -2
L} 10
! -
+
1 12 2]
0 1 -2
1
L
+
C1 12 2
0 1 -2
0 -167 -4
» K _
[+ 12 2]
0o 1 <2
[+ 0 -362
L 7
+
(112 27 (matriz
0 1 -2 escalo-
| 0 0 1] nada)
secuencisa
las res-
marca la
escribir:
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-

-2 1 12 2

0
o 1 oijo 1 ollo 1 010100-12-61-01-2
) 167 1
0 0 0 1z o 1{]o o 1fjo o 1z 3 of |o o 1
X MatTiz
escalfn

La matriz P buscada, serf el producto de las cinco matri-
ces elementales,

S5in embargo, para obtener la matriz P no es necesario mul
tiplicar las cinco matrices elementales; bastari con efectuar la --
misma secuencia de transformaciones elementales sobré la matriz I -
(referencia 1, pag. 452).

Las siguientes transformaciones scbre I conducen a la ma-

triz P (las transformaciones seon las de la tabla).

1 0 0l fo 1 00 fo 2z 0]fo z 0] fo 2 olfo 2 o
fo 1 of+fr o olaft o0 of+|1 o0 of~ |t o0 ofs] 1 o 0 |-P
o 0 1} lo o 1 jo o 1] fo-4 1| P-4 ;%% T%% 3ty
Para comprobar, efectuemos el producto PA
o 2 0 [0 1 -2 112 2
PA* | 1 0 ¢ % 6 1] =lo 1 -2
167 14 -7 i
67 TET %67 z 7 ° o o 1

Una situacién interesante, se presenta en el caso de las
matrices cuedradas de orden n cuyo rango es tambifn n, las cuales
pueden transforwarse en la matriz identidad In’

Estas matrices son equivalentes a una matriz escalonada

de la forma
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. 7
1 a, a, . LS TR PO M
0 1 LI . e e aan-: an
0 0 a . s = v - B4 8,
(10)
0 0 0 Y . e e 1 By n
0 ¢ 0 4} e e e s 1] 1
L o

donde todos los elementos a;; tales que i=j (2 los que se llama ele

j
mentos de la diagonal principal) son iguales a 1. Es decir,
311'321'3::'...-ann-1.

Mostraremos ahora que, una matriz de este tipo, se puede
transformar en una matriz identidad I, mediante una secuencia de -
transformaciones elementales.

En efecto, si el Gltimo renglfn de 1la matriz (10) lo mul
tiplicamos por-a, y lo sumamos al primer renglfn, luego lo multi-
plicamos por =a,n ¥ lo sumamos al segundo renglén, etc., obtenemos

1a matriz.

1 8, a, . .« . . &8 ;. 0
0 1 a:, . e e e a,.n-; 0
T T

0 0 0 . s 1 0
0o 0 0 . e e e 0

b -

Si ahora, el pen@ltimo Tenglfn de esta nueva matriz lo

multiplicamos por 8, n-1 y lo sumamos al primer renglén, luego lo
»

multiplicamos por -3, p-,Y lo sumamos sl segundo renglén, etc., ob
r

tenemos -

R



W NF
Y-
i

0 0 S
o 0 e

Al final de este proceso se chtendrd la matriz identidad

Ejemplo Iv. 11, '
Usando transformaciones elementales, transformaremos la

matriz escalfn

1 2 - 1
-a92 ] 1 0 1
i 1

g 0 0

3 z
A

- 0 0 e 1
t 4

en una matriz identidad:

1 2.11 [12-10 [1z-vof f2z-10] {1200 pooo
61 o1 jor o1 o1 oof |03 oo0| for1 00 @100
00 1%* 00 1%‘ 00 1%*00 10/ loo1o] lpoto
00 0 IJ Lo 0 0 ‘p 0 o1 oo © 1J 000 1J 0001

Este procedimiente puede aplicarse a cualquier matriz es

calonada arbitraria.

Sin embargo, es importante notar que una matriz cuadrada
de orden n, en forma escalonada y cuyo TYangoe se€a menor que n, no -
podrs nunca transformarse en una matriz identidad, Esto se debe-

a que una matriz de este tipo, tendri siempre en su Gltimeo venglén

—eirs e mm e e e = o 44 M R A e am s amet abs—

tinicamente ceros,

Asi mismo, una matriz ne cuadradsa tampoco podr§ transfor-

marse en una mattiz identidad (ya que é€sta es una matriz cuadrada).

. Matriz Inversa,

Con lo que hemos visto hasta ahora, sabemos que si se tie
ne una matriz cuadrada A de orden n y rango n, es posible (mediante
una serie de transformaciones elementales) transformarla primero en
una matriz escalonada y luege en la matriz identidad I,.

También se vif anteriormente, que el efecto de una suce-
sifn finita de transformaciones elementales sobre cualquier matriz
A, puede obtenerse premultiplicando A por una cierta matriz P. Por
lo que, ¢l efecto de toda la secuencia de transformaciones utilizadas
para llevar la matriz A a la matriz I, se puede obtener premultipli

cando A por una cierta matriz P.

Podemos entonces enunciar el siguiente

Teorema IV, 3,

Si A es una matriz cuadrada de orden n y rango n, existe

: [
una matriz P tal que

PA = Ip

No es diffcil demostrar(') que dicha matriz P, cumple tam

bien con
AP = I,
aunque la multiplicacifn de matrices no sea conmutativa.

Puesto que la .matriz I,, es el elemento idéntico para la

(1} E1 estudiante puede obtener una demostracidn, a partir de la de

mostracifn del teorema 10-4-9 de la referencia 1 (pags. 454 y -
455).
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multiplicacibn en el conjunto de las matrices cuadrades de orden n,

resulta adecuada la siguiente

Definicibn.
Si Ay P son dos matrices cuadradas de orden n tales que

PA-AP-In

a la matriz P le llamarenos matriz inversa de A.

Si una matriz A tiene inversa, diremos que es no singu-
lar vy a su inversa la Tepresentaremos con AL, Se puede demostrar
que la inversa A" 'de una matriz A es Gnica y tawbién que (referen-
cia 1 pag. 444} el producto de dos matrices no singulares es una ma
triz no singular.

Dado que una matriz cuadrada de ordem n ¥y Tango MenoTr que
n no puede tranﬁformarse en ung matriz iden;idad. no existe ningu-
na ﬁgtr{z P tal que

PA =

En consecuencia, estas matrices no tiemen inversa. A las
matrices que no tienen inversa les llamaremos matrices singulares,
Con los conceptos tratados hasta ahora, el estudiante de

be poder demostrar el siguiente

Teorema IV. 4.
Si A es una matriz de orden mxn, existe su inversa A 'si
y solo si

mene R{A).

Ejemplo IV. 12.

Investigue si la siguiente matriz tiene inversa
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A=

[ -~ W~
L]
= ~ —

o = td

Vamos a transformar A en una

Solucibn
=
1.2 3
3 -1 %
4 2 1
2 o §
1 -2 3
0 1-1p
1o 10-11
22
o a-2
[ .2 3
o 1-3%
-
0 0 0
Lo 0 0
vEemecs

0
1

o -+ o, .,

-

0]

[T, B

1
0

1

=1 T

oo

-2 3
5-%

2

<
v

L]
~
- A

;i_.

L =]
]

N

~N O

cerc, en consecuencia R(A)=3.

(no existe A'I].

Para obtener la matriz inversa de una matriz no singular,

0-|
1

Mot O, -

-

3 -2

0 5
010
2 0
1 -2
o 1
¢ 0
00
-

haremos uso del siguiente teorema.

matriz escalén

3

Ri
s

0

-

1

-‘"QO

Ne o o

-2
5

o

lu‘.a_. u‘—n ::‘L..‘

que la matriz escalonada tiene tres renglones diferentes de

Entonces, A es una matriz singular



Teorema IV, 5. 1

La inversa de una matriz A no singular se puede obtener
si eplicamos a I, la misma secuencia de transformaciones elements
les por renglfn que se utilizan para transformar la ma:iTiz A en -

la matriz I.

Derostracibn

Szbemos que podemos transformar 1a matriz A en 1 median-
te una cierta secuencia de transformaciones elementales. Entonces,

existe una secuencia de matrices elementales E , E

2 oceer B By

tales que
. EA =
Ek Ek_1 E: . I

si llamamos P al producto de las matrices elementales

) ) P= EkEk-,"‘ E,E,

podemos escribir
PA= I -

adem&s, sabemos que
AP= 1

Es decir; P es la inversa de A,

Como 1 es el idéntico parz el producto
P= PI

entonces

P= E E EEI

E .as

k k-1 271

lo cual nos indica que P se obtiene a partir de I, efectuando en
orden las transformaciones elementales que corresponden 3 E,, E,,

.o Ek-, y Ek

Ejemplo IV. 13.

Investigar si la siguiente matriz tiene inversa y en ca-
so afirmativo hallarla,
[o 2 2
A= 1 -2 %
-1 1 5
Soluci6ﬁ:
. Aplicaremos el proceso descrito en el teorema IV.5, Lla
primera-columna de la siguiente tabla, describe la secuencia de -
transformaciones elementales por renglén, utilizada para transfor

mar la matriz A en la matriz I. La segunda celumna, muestra las

matrices obtenidas a partir de A con la aplicacién de estas trans
formaciones. La tercera columna, muestra las matrices cobtenidas

a partir de I con la aplicacién de lss mismas transformaciones. )

Transformaciones 5 o 2 2] K 0 o
— | 1 -2 1feajjo 1 o =1
Intercambio del primero it 1 s LO 1] 1

(-~ + T - + -

y segundo renglones T -2 o0 1 0]

le oz 2 1 0 0

Suma del primer renglén kv o1 s Lo o 1]
+ +

al tercero 1 -2 1] o0 1 0]

’ Y 2 2 1 0 0

Multiplicacifn del segun D -1 6 Y 1 1

- + - - + -

do renglén por ¥ bry a2 o R

i

Ple v y 0o o

Suma del segundo ren- i LD -1 6 LO 1 1
+ +

glén al tercero ! 1 -2 1 0 1 0

o 1 1 y 0 0

Mulriplicecifn del ter ¢ o 7] ¥ 1 1

+ L -
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1
1 | ; ! ‘ :
cer renglén por - % 1 .2 1 ! 0 1 0 Podenos comprobar el resultado efectuando el producto:
I P R 1 s
l | 11;:’:‘ w 7 "7 0 2 2 100
0 0 1
‘ !WT" A A=lvy -7 -7 1 -2 1 =fo 1 of-1
Hasta shora hemos transformado a la matriz A en una ma- 1 1 1
] T 7 v -1 1 5 o 0 1
triz escalonada. Vemos que el rango es 3} e igual al orden de la
matriz, por lo tanto la matriz A tiene inversa. TSt T T T Tttt
Continuando el proceso: En ocasiones, en lugar de hacer una tabla como la del --
Multiplicaci6n del tercer . | . ejemplo anterior, se trabaja con un arreglo que contiene a la matriz
Tenglén por -1 y sumar sl 7 .2 9 o 1 o] A en el lado izgquierdo y & la matriz 1 en el lado derecho. Se --
segundo renglén o 1 3 T% _} _} efectfian las mismas transformaciones en ambas matrices, hasta que
: 1 1 1 se obtenga la matriz I en el lado izquierdo. La matriz que resul
Multiplicacién del tercer _P 0 U T 7 7] ta en.el lado derecho es A~}
- + - +
renglén por -1y sumar 1 .2 J 1 g_ _;j En forma esquemftica:
Bl primer renglién T -
6 1 1
g 1 o - - . '
o SIS IR S
1 1 [
Multiplicacifn del segundo _0 0 U | T4 7 7]
renglén por 2 y sumar al B ¥ R M 11 z 1)
. ! 0 w T 7
primer renglfn
0 1 ol =1 || % -3 -7 At
1 1 1
AR N L A A

La matriz que se encuentra al final de la segunda colum-
na, es la matriz identidad, en consecuencia, por el teorema IV, 5,

la matriz que se encuentra al final de la tercera columna es la in

versa de A, Por lo que:

—l] 4 5'

T T 7

- 6 1 1
At o7 ooy
1 1 1

RESEE S
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SUMA DE MATRICES. -

Definicidén.
Sean A-(aij) ¥ B'(bij) dos matrices del mismo orden mxn.
La adicibn o suma A+B de dichas matrices es una nueva matriz - - -

C={cij) de orden mxn tal que

€172 , |

ts decir, los elementos de la matriz C son las sumas de

los elementos correspondientes de A y B.

Ejenplo 1IV. 14,

Dadas las matrices

s 7 -4 -3 I -2 0 2 -3
A=lo sl B=1{ 2 1] ¢2 -1 2} D=)oO
-1 3 1 2 -1 0 1 1

a) Obtener A+B
b) Obtener C+D
Solucién

a) 5 7 -4 -3 5-4 7-3
AtBe |0 4] + |2 1] =]0+2 41| =
-1 03 12 S1+1 342

b) No puede efectuarse la suma C+D dado que las matrices no son -
del mismo orden, en estos casos se dice que las matrices no son con
formables para la suma.

Propiedadés de la sima de matrices.

El estudiante puede demostrar las siguientes propiedades.

Sean A, B y C tres matrices del mismo orden [mxn), se cum

ple siempre que: -
1.-  (A+B)+C=A+(B+C) la.suma es asociativa
2.- A+B = B+A la suma-es conmutativa

3.- Existe una matriz Dl(cij) {donde cij'o ¥ i, j) de
orden mxn, a la que llamaremos matriz nulas, tal que
A+Q=0+A=A
4,- Para toda matriz A'(aij) de orden mxn, existe una -

matriz a la que llamaremos simétrica de A y representaremos con -
-A, tal que
A+(-A)=(-A)+A=D

(ficilmente se puede comprobar que la simétrica de A-(ai )} es

j
-A-(—aij)

De la definicién de suma y las propiedades anteriores,
vemos que el conjunto de las matrices del mismo orden faorman un -
grupe abeliano.

Un casc particular, es el de las matrices cuadradas de
orden n, El conjunto (M) de estas matrices, con las operacio
nes de suma y producto, forma un anille c¢on unidad (no conmutati
vo), Y& que, ‘

¥A, B, C ¢ (M) se cumple siempre que:

1) A+Be (M '
ABe (M)

2)  (A+B)+C= A+(B+C)
(AB)C= A(BC)

3) 30 ¢ (M) tal que A+D= 0+A=A

3 Inc (M) tal que A In-In A=A

V-44/45



4) ¥ Ae (M), 3 -Ae (M) tal que A+(-A)= -A+A =0
5) A+B = BeA
6}  A(B+C) = AB+AC y (B+C)A = BA + CA

Las propiedades 1 a 5, se han tratado ya para el caso ge-
neral de catrices de orden mxn, La propiedad distributiva (6) la
demostraremos a continuacifn,
Demostracibn.

SeanlA-[aij), B-(bij) Y C-(cij) tres matrices cuales-
quiera de orden n.

De la definicifn de sumsa

B+C= (bij‘cij)

De la definicidén de producto

- A(B*C)'(nij)(bij*cij)
n
- . (b, _*c,
AB+C) 551 311( 1J*clj)

Como 1z multiplicacidn es distributiva sobre la suma en

C y por las propiedades de la suma

n
+L
i=1

n
A(B+C)-j§1 nijbij Bijcij
De la definicifn de producto: A(B+C) = AB+AC.

La segunda parte se demuestra en forma anfloga.

La propiedad distributiva del producto sobre la suma de -
matrices, tanto por la izquierda como por la derecha, puede gene-

ralizarse (referencia 3 pig. 26) de la siguiente forma:

Definitemos 1a resta o sustrsccibn de matrices, a partir
de la suma, como

A-B=A+(-B)
lo cual equivale simplemente a restar de los elementos de A, los -
correspondientes de B. Resulta claro segln la definicifn que, pa-
Ta que dos matrices sean conformables para la restr dehen serlo pa

ra la suma.

Ejemple IV. 15.

Para las matrices

3i -3 4 4 2 4
A= 5 1 Bei-i -1 C»
-1 3 -i 1 i
a) Obtener A-B
B) Obtener A-C
Solucién
-4+3j -7
a) A-B= §ei 2
-3 0

b) A-C no puede efectuarse,

- A e ® 4 mEm B e e m® mo= o= o= - . e = = o = -

Producto por un escalar,

- A(B+C)=AB+AC y  (B+C)A=BA+Ca

siempre y cuando las operaciones indicadas puedan ser efectuadas.

Definicién.
Sean: A'(“ij) una matriz de orden mxn y ge¢ C un escalar,
El producto g por A, que representaremos mediante oA, es

la matriz

aA= (a2 3) ki
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Ejemplo IV, 16, Ejemplo IV. 17.

[0 -1 1 2 4
Sean a»3i y A= i 3 _ © Sean A=|o 5 ¥ B=
1 2+i 12 1 2
el producto cA es la matriz obtener (aB)" y FA.
o -3i ' Solucién
GA= -3 91 13 2 4 510
-3+
L33 -3+61 AB= {0 5 - s 10
--------------- - e e e .- -1 2 12 0 0
El estudiante puede ficilmente demostrar que esta opéra- 5 5 0
T
cién tiene las siguientes propiedades. (AB)" = 10 10 0

Sean A y B dos matrices del misme orden y ¢,8 dos nime- -
. 2 1 1 0 -1 S 5 1}
Tos complejos, se cumple siempre que: B A = - .'. se
4 2 3 5 2 10 10 0
1.~ (a+tB)A=cA+BA
- 2.« a(A+B)=gA+aB
3.- aflBA)={aB)A

Ecuaciones matriciales.
.- 1-Aej

Transpuesta de una matriz.

. Ejemplo IV, 18.
Definicién.

- ) Dadas las matrices
Sea la matriz A de orden mxn. Llamaremos '"transpuesta

1 -3 0 =1 2 -1 4 3 -2

de A" y la representaremos mediante Kr, a la matriz de orden nxm . A= B= |3 2 C= D=
0 -1 -5 4 0 -3 -3 ] 1

cuyos renglones son las columnas de A y cuyas columnas son los --

cbtener una matriz x tal que
renglones de A,

Ax - B'= C + Dx
.es decir:

- Solucibn
si A-(ai-) entonces A =(a,.) .
] ja . .

En este caso tenemos una ecuacibn ertre matrices, donde

Se puede demostrar (referencia 3 pag. 33) que ) )
P ( pag la incbgnita es la matriz x. Este tipo de ecusciones pueden re-
(AB)' = B A" . )
solverse empleando las propiedades de las operaciones que hemos -

definido, siempre y cuando la ecuacifn haya sido planteada correc
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tamente.

Para el caso que nos ocupa, X debe ser tzl gue

Ax-B' =CeDx
sumando en ambos miembros
~Dx+ (Ax-B" ) =-Dx+(C+Dx)
-Dx+ {Ax-H} =-Dx+(Dx+C)
-Dx+Ax-B" = {-Dx+Dx)+C
-Dx+Ax-BT= 0+C

A ' b

-Dx+Ax-B" =C
(-Dx+Ax-B ) +B" mC+¥’
~Dx+Ax+{- BT +B" }=C+B’
-Dx+Ax#0~CaB"
-Dx+Ax=C+E

(-D+A)x=C+B"

(-D*A) P ((-D*A)x) # (-D+A) "* (C+BT)

((-D+A)" ' (-D+A})x=(-D+A)"* (C+BT)
I,x=(-D*A) ' (C+B")

sa. Finalmente, como I; es el

conmutatividad de la suma
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-Dx;

La suma es conmutativa,

La suma es asociativa.

-Dx es el inverso para la suma de
Dx .

L2 matriz nula es el idéntico pa-
ra la suma.

Sumando en ambos miembros BT,

La suma es asociativa.

x R
-B° es ¢l inverso para la suma de
-

B .

La matriz nula es el idéntico pa-
ra la suma.

La multiplicacibn es distributiva
sobre la suma. -
mulriplicamos ambos miembros por
dicha matriz,

Por ascociatividad del producto.

Por la definicibn de matriz inver-

idéntico para el producto y por la

Suponiendo que existe (-D+A)”! pre

x=(A-D) "' (C+B7)

Lo que hemos hecho es despejar la incSgnita x de la ecua-
cién matricial, justificando los pasos de dicho despeje, Pueden
omitirse estas justificaciones y algunos pasos que se cons@ﬁeren --
obvios, con el objeto de hacer mas corto el proceso.

Sin embargo, el estudiante debe tener cuidado al despejar

una incbgnita de una ecuacién matricial, ya que existen diferencias

entre las propiedades dc las operaciones com matrices y con nGmeros

Teales.
Efectuemos las operaciones indicadas en la Gltima expre-
sifn:
B 2 -1 4 0.3 -5 z 2 -1
C+B = + =
6 -3 -3 - 2 4 -1 -1 i
1 -3 3 -2 -2 -1
A-D= - -
o -1 D 1 0 -2
Veamos si efectivamente existe (A-D)"':
[ ' M '
: i 1 141 I
2 -1+1 0 -z -1 ' 1 0 1 T: T 0 10 VT T
' - -+ -+
' v ' 1 ' 1
- - 0 - 0 i -
o -2 : 0 ] 1 : 0 7 o 1I v 1 ' T
1 1] .
T 7 z
. (A-D)7'- 1 -1
‘ b D '2- I 0 '2

Por lo que, la incSgnita x puede obtenerse como:

-2 1 Y] 2 -1
X= (A‘D)-l (CQB‘) - } -

_ 6 -2 R T
[ ss
7 2 2 -2

Finalmente, la matriz pedida es

.
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]
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La principal diferencia entre las matrices y los ntmeros
reales es que, mientras que podemos sumar o multiplicar dos nGne--
Tos cualesquiera, no siempre podemos hacerlo con las matrices. Su
poniendo que pueden efectuarse las operaciones indicadas, enlista-
mos a continuacifn las principales éiferencias entre las propieda-
des de las operaciones con nimeéros ¥ con matrices:

1) La multiplicacidn de nGmeros es conmutativa; la rmultiplicacién
de matrices no lo es.

2) 5i definimos A’=AA, el desarrollo matricial (A*B)3'A302AB~B{
es en general falsc (como consecuencia de 1}. El desarrollo co-
Trecto es {A+B)2-A’*AB*BA+B=. .
3) E1 producto de dos nGmeros diferentes de cero nunca es cero,
pero el producto de dos matrices diferentes de la matriz nula --
puede ser igual a cero (la matriz nula).

Por ejemplo, si

3 3 1 -2
Ae y B
1 1 -1 2
se ticne que  ABs=0
45 La ley cancelativa para el preoducto se verifica en los nimeros,
pPerc no en las matrices.
Esto es, si a, b ¢ R y a¥o
(ab = ac) —=> (b=c)

pero en las matrices

(AB = AC) =z  (B=()

“Por ejemplo, con las matrices A y B del ejemplo anterier

tenemos que

AB = A0 pero B#O0, por lo que no podemos cancelar A.
Nota. Aunque {AB=AC) = (B;C), s se cumple que

(B=C) —> (AB=AC) ¥ A.

Antes de pasar a 1a seccifn siguiente, es conveniente
rar que aunque. hemos definido matriz como un arreglo de nGmeros

(realesno complejos), el concepto de matriz puede generalizarse

acla

co-

mo "un arreglo de ntimeros, funciones u operaderes". En el siguien

te capitulo .y e€n cursos posteriores se verf la utilidad de dicha -

extensidn.
¥
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IV, 5.

SOLUCTON DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

Como vimos al inicio de la seccifn IV. 3, podemos repre-

sentar el sistema

20x, «100x, +40x, ~400
.. (4}

+ X - x = 0
Oxl 2 3

mediante la expresifn matricial

AX = b -

A esta ecuacién matricial, donde X es la matriz incégni
ta o indeterminada, se le conoce como "forma matricial del siste-
ma de ecuaciones (4)".

La matriz

20 100 40
A=
- 0 1 -1

recibe el nombre de "matriz de coeficientes del sistema™, y a las

.matrices
X, 400
x= x| vy 5=
X, 0

se les 1llama "vector de incbégnitas” y "vector de términos indepen

dientes" respectivamente, !
En general, la forma matricial del sistema
ﬁ“xl“alaxl"‘...*alnxn-bl

a,,%X;*8, X *... %8 X =D

* * L 2 =
By Xy *Bg, X, % Yo Xy =by
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e St e ———— e .- e

*

M
donde !: .. de coeficientes es'la matriz\de mXT 4
- = ‘\
G313 B33 s &n
a 8 . a
s 22 2n
a a ees @
mn, Mmz mq_

el vector de incbgnitas es la matriz de mnx1:
- xx‘j
X3
= -

[ *n

y el vector de términos independientes es la matriz de mx1:
-b,7

be b

gbm-
Es claro que resolver 1a ecuaci6n matricial AXeE es
equivalente @ resolver el sistema, por lo que una solucién de dicho

;
sistema serfi una matriz columna de n venglones

(ki € €)

tal que AK=b.
pefiniremos una matriz mfs para el sistema, a la que 1lla-
maremos "matriz ampliada" del sistema, la cual juega un.papel impor

tante en el estudio tebSrico de los sistemas de ecuaciones,



Definicién. j
La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones, que repre
sentaremnos con (A, B), es 1la matriz de orden mx(n+1) gue Tesulta de

aumentar, 8 la matriz de coeficientes, el vector de términos inde-

pendientes.

Entonces, la matriz ampliada del sistema es:
r 9
g0 B -t g b:

-1 b
2 2

(A,E)' v e e h e e e e e e

Sistemas incompatibles.

Si analizamos el sistema

+ *
x, x3 x,=6
x1+2xa-x,-l

X+ -
LS T 5

vemos que las ecuaciones la. y 3a. no pueden satisfacerse simulté-

neamente, ya que no existen tres nfmeros x , x,, X, cuya suma sea

igual a 6 ¥y -5 a la vez. El sistema es entonces incompatible.

Veamos que sucede con los rangos de las matrices

11 11 6
A= 12 4 y (AR 2 -1
1 1 1 1t 1 1 -5

Al efectuar solsamente transformaciones por venglén, es -
posible determ;nar a la vez los rangos de las matrices A y (A, )
ope}ando sobre la matriz ampliada, la cual contiene a la matriz A,

Transformaremos entonces €n una matriz escalén el si--

guiente arreglo.

1 1 6 11

1 . - 11 16
12 -1 e (v 2 st e 01 -2 0 -s
11 1 tesho Lo o o e 1o o o 1

(B
De la filtima matriz vemos que
R{A) = 2
y R(A, B) =3
es decit R{A) < R(A, E),‘gue es una caracter{stica de todos los -
sistemas incompatibles.

Sabemos que el sistema es incompatible porque las ecuacio
ﬁes la. ¥ 3a. no admiten solucibn simulténea. Daremos otra prueba
de 1la incompatibilidad de dicho sistema:

La Gltima matriz

1 1 1 6

0 i -2 -5

0 o 0 1

Tepresenta el siguiente sistema equivalente
Xi+Xa+ Xg= [
0x,+x,-2x,= -5

O0x,+0x,+0x =1 .

donde vemos que no existen valores pare x,, X,, X, que satisfagan

1la 3a. ecuacifn. Esto implica que el sistema equivalente no tie-

ne solucifn y en consecuencia el sistema original tampoco.

/

Conviene hacer 12 siguiente observacién.

El rango de la matriz ampliada de un sistema de ecuacio
nes lineales, es igual al rango de la matriz de coeficientes o ma

iyor en una unidad, por 1o que:

R(A) £ R(A, B)
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En efecto, sea un sistema de m ecuaciones Con n incégni- r

1T ¢y «ee &, i'rer *tr Sin d‘
tas
0 €22 " ar a'rer Sy dz
By X %a, %, ., +a1nxn-b‘ “« . e
3,,%,%8,, X, -.. 48 x =b, e o 0 ... e r'rer *tr Spn 9 .08
Pt e e e e e e e e e 0 0 ‘ee 0 0 PN 0
amlxl*amzxzt A famnxn-bm 0 - 0 0 een 0 0
cuya matriz de coeficientes es: Lo 0 e 1] 0 P 0 0-
30 By eee B4 ij" si  je=k }para algGn X i.
A= ST T SRR B TP donde cg570 si jek
30, Bp, oo 30 Existen entonces 5510 dos posibilidades:
y Cuya matriz ampliada es: e) Si e=0, R{, 5)-r-R(A)
Ma a a b} Si  ef0, podemos dividir el re1 &€simo renglén en-
11 y2 in .
- tre ¢, cbteniendo:
a 8 a
(A E)' 21 112 n ..(13) - -
» . .. . 1 cll PR cl'l.' cl'l"‘l PPN Cln dl
a a a
mi mz mn 0 €2 " Syp c:'r*a see Con dz
Sea el rango de la matriz de coeficientes R(A)sr. Efec- et T T r e e et
tuando en {A, B) las mismas transformaciones que se efectian para 0 0 vt Crr Sprpey oo Srn dr oL (15)
llevar la matriz A a su forma escalonada, obtendremos 1a matriz: 0 0 ser 0 0 e 0 1
r - Y 0 R 0 aea 0 0
1 €3 c:r Civrey ¢ Cin d‘ c e e e et st s e s s e s ae .. s
0 0 ees 0 0 “ee 0 ] J
T 0 €22 Car P8 L2 T €in dz -
. e e . e e e e e e e de donde R(A,D) = 1r+1 = R{(A)+}
renglones 0 0 ¢ c a
T rirer rn T Entonces R(A) < R({A, B).
0 0 0 0 0 d,,
1 Por tanto, hemos demostrade que R(A) < R(A, B).
- e . e C e e e e e s e e U ——
] 0 1] 0 0 dm ) ~£orens
$i en un sistema de ecuaciones lineales N
continuando con el proceso, hasta transformar esta matriz en una ma ..
R(A) < R{A,B) ) :
triz escalonada obtendremos: X ..
: entonces el sistema es incompatible.
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Demostracién . R(AB)= 2

Si R{A} < R{A, B}, la matriz smpliada del sistema (11) Como R(A) < R(A,BF), el sistema no tieng solucidn.
puede transformarse en la matriz (15). En esta Gltima, el r+! Obsérvese que se hubiera llegado a la misma conclusifa -
ésimo renglfn representa la ecuacidn de haber trabajado directramente con 1la mstriz ampliada.

Ox,+0x,+ ... +0xp= 1 . L R TR A : R R R R
de un sistema equivalente. _ Sistemas compatibles determinados.

Obviamente, esta ecuacién no se satisface para ningin con Analicemos primeramente el caso particular de los siste-
junto de valores x , X,, ..., X,, por lo que el sistema es incompa- mas de n ecuaciones con n incbgnitas, en los cuales la matriz de -
tible. _ . coeficientes es de rango n.

Un sistema de n ecuaciones con n incégnitas tiene la for

Ejemplo 1V, 19, ‘ ) ma
Investigue si el siguiente sistema de ecuaciones tiene so By, X * ... v o8, X, 0= b,
lucidn -
80 X T oeeet 8 X b,
2x  +3x,45x = 2 e e e e e a e e e e e e e
6x ‘gx +15x -1 - L4 - - - [ - [ - - - - . L] - -
1 2 ) o
a + ...+ a X =
Transiormemos la matriz de coeficientes en una matriz es- m 5 nn n n
calonada En este caso, la matriz de coeficientes es la matri:z cus-
2 3 s 1 % % 1 % % drada de orden n
- - °
6 9 15 6 9 15 0 4% o B
.0, R{AY= . Ae 3., :.: a?n
Transformemos ahora la matriz ampliada en una matriz esca . .
lonada _ T ag, .-+ 8nn
305 305 . -
¢ 3 5 vy 7! LI 2 S y si adem&s R{A)en, por el teorema IV. 4 existe su inversa A
- -
s 9 15 1 N 6 9 15 1 6 0 ©o -5 El sistema puede escribirse como
[ 35 ] ‘ AX=F
1 x v 1
e Prenultiplicando ambos miembros por A !
[0 D 1] :
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AT (AT - AT
(A" 'A)x= AT'E
IX« A7'%
X= A7'F
Entonces, la matriz columna X que satisface la ecuacién

AX=F puede ser obtenida con s6lo efectuar el producto A™'B.

Puesto que el producte A™'D define una Gnica solucibn X,

podemos concluir que

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, -
tal que ls matriz de coeficientes tiene rango n, es compatible de
terminade y su seclucién puede obtenerse como:

X=AT'F

Ejemplo 1V, 20.
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
Iky-542x,=-X,
2x 44x,= 11+x,
=Xt X,= 3
Solucién
Ordenando el sistema tenemos
X,+2x,+3x,=5
2x,-x ¢4, =11
“X,* Xy=3
que en forma matricial puede expresarse como:

Ax =
2 3 X, 5
donde: A= |2 -1 s X= jx,{ » b= 1
6 -1 1 ' Xy 3
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Investiguemos si existe la inversa de A:

A 1
- - Awlr Jb—'ﬂ 1
1 2 3,1 0 © 1 2 3, ¢ o
2 -1 420 1 o]+ fo-5 c23-2 1 of =
0 -1 10 0 1 -1 1 b0 01
1 2 3.1 0 6 v 2 3/1 0 0] [t 2301 00
212 1 2'2 1 2'2 1
- o 1 -x 0|+ ]o 1 i -w Ol |0 1 1 & - O
T3S LA e 1 $.5°%
4
p 0-1 1,0 0 1 Joe 0 g E-¢ ] |ooo IR
\ [ |
£n este paso, vemos que R{A}=3, por lo que existe A-l

Continuando con el proceso

12 301 0 o] |1 2
I .
R e
]
o0 1,23 3l Jo o-1
Entonces
3 s 11 3 -5 1]
T 7T 77
R It 2 B I R
R EER
En consecuencia, 12 solucién es x=A 'R
de donde
X, 3 -5 11 5 -7 1
xobe oy |-z 1 |- -3 7]
x, -2 1 -5 3 -14 2
o sea X701, x;=-1, @ x,=2

Veamos ahora cuales som los rangos de A y A,§ para el sis
..

tema del ejemplo anterior:



O

A

1 2 3 : sT [ o2 31 s 1 2 31§
2.1 4 v |sJo-se2 !t oajajo-t 1) 3.
-1 11 3] lo-1 1, 3 0-5-2 3 1
(A,B)
12 30 5] 1 2°3 15
= o1 v 3 o1 : -3
[0 0 -7 + -4 000 1 2

De 1a Gltima matriz vemos que
R{A)=3
R(A,B) =3
es decir R{A)*R{A,D)
Adends, R(A)=R(A,B)=n, que es una caracterfstica de los

sistemas compatibles determinados.

egrems _ IV. 7.

Si en un sistema de m ecuaciones lineales con n inclgni-

tas

R{A)*R(A,B)=n

entonces el sistema es compatible determinado.

Demostracibn.

5i R(A)=R{A, B)=n, la matriz ampliada del sistema {11)

puede transformarse en la matriz

1 € + v s v € 4
, n 0 1 S I d,
renglones " - - - . - - . L) - - . -
0 0 . . 1 d,
0 0 . e e 0 0
o, 0 ..... 0 0]

que Tepresenta al sistema equivalente
+ +* + ‘
L RO AR clnxn!d:

Xgt ...+ e, X ed,

¥a que las ecuaciones representadas por los Trenglones n+l, ..., n
son todas de la forma
0x,+0x + ...+ 0x_=0

y se satisfacen para cualquier conjunto de valores x,, Xy, -.., t S

El sistema equivalente tiene n ecuaciones con n incbgni-
tas, Y €l rango de su matriz de coeficientes es también n, por le

que es compatible determinado.

Ejemplo 1IV. 21,

Resolver el sistema

3x,+2x,=6
Xl- x2-1
4xl+ 13-7
Solucidn
-Calculemos los Tangos de A y (A,D)
- [ - ] 1
2 2
3 2, 6] 13 ! 2] 132
MEPYINY [ 0 -5
-l - - : - '3'i -
! 1'7 4 1,7 0 -3.-1
i -
L 1 L : p 3.:
o 20 .1 o 2 1 b
1 v 2 1 12
I, T,
' 3 i 3
10 1. 01
1 I 5
0 -5.-1 6 0.0
- = []
931 |0 0,0
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vemos que R(A)~R(A,B}=n=2, per lo que el sistema es compatible de

terninado,
Reszlviendo €1 sistema equivalente

x,*%zz- 2

Sistemas compatibles indeterminados.

Volvamos nuevsmente al sistema
20x,+100x, +40x,~ 400
Ox, + X,- x,= 0
para ¢l que, al inicio del capftulo, dimos las soluciones
a) xl-ﬁ, xz-z. x.-z
¥y b) xl-ll, x,=1, x,=1

Veamos shorsz cuales son los rangos de A y (A, D)

Dividiendo entre 20 el primer rerglén Je la matriz am-

20 100 40 400 1 5 z
-*>
0 1 -1 1] 0 1 -1
Znh consecuencia

R{A)=R{A,0)=2

plisada
20

<
| FESPRSS—

si en el sistemz oguivalente
< -
X,‘..xz+Zz. n
x

2= %= 0
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damos a x, el valor de x’-z, tendremos
X +5x +4 = 20
x:-z =0
De la segunda ecuacién
x = 2
2
¥, sustituyendo en la primera ecuacién
x =6
1
con lo que hemos obtenido la solucién a).
i Si en el sistema equivalente hacemos ahora x,=1, obtene-
mes la solucisn b).
En general, haciendo'xl-k (una constante arbitraria) en
el sistema equivalente, obtenemos
x|¢sz¢2k~20
X, - k= 0
De la segunda ecuacifin
X,= k
¥, sustituyendo en la primera
xl*Sk*Zk-ZO = x,=20-7k
¢on lo gque podemos dejar la solucifn en funcibén de k¥ como
x- 20-7%
x = k cesee {16)
2
x =k
A la expresibn (16) le llamaremos solucién general del -
sistema (4), ya que, para cualquier valor de k, los valores de x,,
X,, X, dados por dicha expresifn constituyen une solucibn del sis-

tema, ’ !

Recordemos que el sistema (4) nos representa #l-problema



de encontrar ¢l nimero {x,, x,, x,;} de objetos de difercntes tipos
(A, E, C) que se& puvdern iabricar, por lo que la solucisSn estf res-
tringida & valores enteros no negatives (0, 1, 2 ...) de dichas in
céanitas, Entonces, de {16), es ficil observar que k puede tomar
Gnicamente lcs valores 0, 1y 2 (k 23 haria x, negativo).

Tesnemos por tanto un sistema indeterminado con tres soly
ciones (para k=0, 1, 2},

Sin embargo, si consideramos un problema en el que las -

incSgnitas X,y X, ¥ x, pueden tomar cualquier valor, tendremos un

3
sistema indeterminado con un nfimero infinito de soluciones (una P2
ra cada valor real de k).

Considerando nuevamente los rangos ae Ay (A, b) y el nf
mero de incbgnitas n, vemos que, para el sistema del ejemplo ante-
Tior -

R{AY= R(A, B) < n

que es una caracteristica de los sistemas compatibles indetermina-

dos.

{Tesrema 1IV. 8

Si en un sistema de m ecuaciones lineales con n incfgnitas

R(A)=R(A, B)=r

y 1 <n

entonces el sistema es compatible indeterminado

Demostracién

Si R(AJ=R(A, D)=r ¥ r < n

la matriz ampliada del sistema (11) puede reducirse a la forma {14},

donde e=0.

Los primeros r renglones de dicha metriz son tales que su

v R - -

primer elemento distinto de cero es igual a uno y el nGmero de ce-
ros anteriores 8 dicho elemento aumemnta de renglém 1a Tenglén,

5i llemamos z,, Z,, ..., %, & las incégnitas cuyos coefi

T
cientes son los elementos mencionados, podemos ordenar el sistema

equivelente en la forma .
,* Z.* L. - e
1"P1a?, P;rzr'dl Porpa Bpay™eee Pinip

2% ...t - e
2 Par2p®dy=Py perlreyr e Papiy

2p82 P re Erey oo Prptn
Si asignamos valores arbitrarios a las incégnitas Zoeys
H
Ziegrrer I trasladadas & los segundos miembros, el sistema es -
compatible determinado en las incégnitas Zoe To0eeas 2o
Ahora bien, como a zrt‘, zr+,,...,zn podemos asignarles
un nfinero infinito de valores arbitrarios, el sistema ademfis de -

seT compatible es indeterminado.

Ejemplo IV. 22
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
Xy *Xp X, =2X, X, ™ 1
3x 43X, =X ¢x vdx v 4
X,*X,+5x,-9x -8x,~ 0
Solucidn.
Calculamos primero los rangos de Ay (A, B)

1
-2 =111

AR 2R 11 .
3 3-% 1 4.4]+j0 0-4 7 7,1 =
11 5 -9 -3 0 0 4 -7 -7
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i 1 1 1 -2 -1:1
1 - - }

~lo 0.4 7 7% -0 01 -f -E-1
1 1

© 2 0 0 0°'0 000 0 0'o

Como R{A)=R(A, b)=2er el sistema es compatible.

Como v < n, (2 < 5), el sistema es indeterminado.

Tenemos ahora el sistema equivalente

x,+x2+x,-2x~-xs- 1

x5 x, - T x= -

Las dos inctgnitas que dejamos en el sistema equivalente
son X, ¥ X,, ya que sus coeficientes son los primeros elementos dis
tintos de cerc en los renglones de la Gltima matriz. En consecuen
cia, trasladamos les tres incfgnitas restantes a los segundos miem-

bros"de las ecuaciones.

Asignando a Xy X0 X, los valores x:-kl.x~-kl y x‘-kl te
nemos el sistema

x, vx,=1-k, +2k, +k,

N opr gkt Tk

Sustituyende x, en la primera ecuscifn obtenemos final-
mente

x, =7 (5-8k, +k,-3k,)

x, =k,

xy oy (-147k, 47k, )

X, "k,

Xy =k,
que es la solucibn general del sistema.

Si por ejemplo hacemos

k=1, k=1, k=0
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obtenemos la solucifn particular,
x,-%, x,=1, x,-%, X,=1, x4=0
Otra solucién particular serfa
x1-§, x,*0, x,= -}. x,*0, x =0
que se obtuvo para los valores
k,=k,=k =0

Los resultados obtenidos en esta seccifn,pueden resumirse

en el siguiente cuadro

Determinados
Ccmpatibles TN
R{A)=R{A,bB)=r Indeterminados
Sistemas de ecua T<n
ciones lineales
A« ® Incompatibles
R{A)<R(A,B)

.Las condicicones que aparecen en el cuadro, fueron enuncia-
das en los teoremas IV. &6, IV. 7 y IV. 8 como condiciones suficien-
tes, No es diffcil probar que dichas condiciones son tanmbién nece
sarias,

De los ejemplos utilizados en e] desarrolle de esta seccién,
se ve Que un proceso conveniente para obtener soluciones de sistemas

de ecuaciones lineales es el siguiente:

1) Se obtienen los rangos de Ay (A, b) trabajando directamente -
con la marriz ampliada.

2) Se clasifica el sistema en basc sl cuadro anterior.

3} De ser compatible, se trabaja c¢on el sistema equivalenie repre
sentado por la matriz escalonada que se obtuVvo al.calcular les
Tangos. - iﬁf—

w.

4) Se trasladan n-r inc6gnitas a los segundos miembros de.las --




ecuaciones, de tal forma que se obtengs un sistema compatible

determinado en r incégnitas,

5) Se resuelve el sistema ocbtenido en 4 por cualquier método'{ng
triz inversa, sustitucién, etc.)
Ejenple 1V. 23,
Resolver el siguiente sistema
-4xl¢xz-4x'-10x~+22xs¢4x‘- -9
X, 42x +dk, - Sx .- x,;= 2
“Ix +2x,+4x, +5x, +13x, +4x =-3
3x, -2x,-2x,+3x -21x +3x,= 15
5x, +10x,+20x, -25x,-5x,=10
) X, X, = 2%, =% ~6x +Xx =2
obtengamos los rangos:
L4 1 -4 <10 22 4 -9 (1 0o 2 & -5 -1 . 2]
0 2 & -5 -1 2f{ -4 1 -4 10 22 ) -9
-2 2 4 5 13 t-31 -2 2 4 5 13 : -3
L]
3.2 -2 3 -2 y1s{"13 -2 -2 3 -1 15
5 0 10 20 -25 -5 j10{.]5 o0 10 20 -25 -5 .10
L]
L1 -1 22 -1 -6 boz2) L1 -1 -2 -1 -6 L2
"1 0 2 4 -5 -1, 2] o 2 4 -5 -1, 2]
0 1 4 6 z 0! 0 1 4 6 2 0 | -t
0 2 8 13 3 2 : 1 0 2 g 13 3 2 : 1
- -
0 -2 -8 -9 -6 6 + 3 6 -2 -8 -9 -6 6 « 9§
© o 0 o 0 0, 0} lo -1 -4 -5 -1 2,0
0 -1 -4 -5 -1 2.0 Jo 0o o 0o o 0! 0]

-

1 0 2 4 -5 -1! 2] 1 0 2 4 -5 -11 2]
01 46 2 0'-1 0 1 4 6 2 0,1
6 0 0 1 -1 213 0 00 1 -1 2'3
! + i -
0 0 6 3 -2 6,7 0 0 0 0 1 01-2
0 00 1 1 2'- 0 0 0 0 2 0,-4
[0 0 0 0 o o0 (¢ 000 0 0 0]
(1 0 2 4 -5 -1, 7]
¢ 1 4 6 2 01
0 0 0 1 -1 2)3
6 b 0o 0 1 01-2
0000 0 0,0
{0-0 0o 0 o o!o]

Dg esta matriz podemos observar que
R(A)=R{A,D)=4 {sistema compatible),
Tenemos entonces r=4
Y n=6 (nfimerc de inc6gnitas), por lo que
¢l sistema en cuestifn es COmpatible indeterminado.
El sistema equivalente que representa la filtima matriz es:
x, *2x 44X -5x g -X =2 ‘
Xo+dx +6x +2x, =1
X -Xgt2x =3
Xy =2
Como se dijo anteriormente, debemos despejar n-re2 incg
nitas, &ejando del lado izquierdo aquellas cuyo coeficiente es el
prinmer uno de cada renglén de la matriz escalonada (x,, x,, x, x‘):
x, +4x‘-5x’-2-2x.+x‘
X,+6x +2x =-1-4x,
X, - X, - 3-2x

x‘--z
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bande valores arbitrarios a X, ¥ X

x, =k,
x.%k,
cbtenemos el sistema
X, *4x,-5x,=2-2k,+k,
x1+6x.*21.--1-4k|
X, Xg=3-2k,
X =-2

Este Sistema es de la forma

AX=b
donde
1 0 4 -3
001 6 2 _
A" o0 1 -1 x=
0 0 0 1,

y podemos resolverlo utilizando la matriz inversa de A, como

X«A"'S

Como es ficil verificar:

1 0 -4 1
. 01 -6 -8
A=lo o 1
12 0 0 1
Por tanto
[x, 10 -4 1
X, 01 -6 -8
x 1 c o 1 1
Xg 60 0 1
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2-2k ,+k,
-1-4%,
3-2k,

-2

2-2x ¢k
-1-4%
3-2k,

-2

vy L

finalmente

B que hagan R{A)=R(A,DB)=n

x] [ 2-2x, +x, -4(3-2x,)-2
X, -1-2k -6(3-2k,)-8(-2)
Xy S-Zkz-z

[ |72

X -12-Zk1*9ka

x| ] -3 ek a2k

Xy 1-2kz

LIJ | -2

Entonces, la solucifn general del sistema original es:
X,%-12-7k, +9k,

x,=-3-4k +12k,

x, =k,

x, *1-2k,

X,=-2

X "k,

Ejemplo IV. 24,
Sea el sistema x+y+z=6
x-2z =-4

3x+2y=8
Sx+2y+8z2=0

i{Qué valores puede tomar B para que la solucién del sistema sesn 6ni

Dando a 8 uno de esos valores resuélvase el sistema,

La solucién del sistema es Gnics para aquellos valores de

Reduciendo la matriz ampliada & su forma escalonada:



11 1% 6 IR T B R TR S
10 -2 }-41 0 -1 -3 ,-10 0 1 3 '
302 0t 8l (o1 w3 el Tfoo0 o0 v oof T
5 2 8! OJ 0 -3 -5+B)-30 0 -3 -5+8-30
1 1 1 16 11 1.6
001 3 410 0t 3110
o o 0o o] T lo o 480
10 0 aegion 0 9 0'o

|
De la Gltinma matriz vemos que

Si 4+4B~0, R{A)~R(A,B)=2 (compatible indeterminado)

Si 4+840, RtA)-R{A,F)-} {(compatiblc determinado)

por tanto, el sistemg tiene solucién Gnica ¥ g ¢ R, g i--4.
51 By¥-4, de ls Gltima matr;z se tiene el sistema equivalente

X+y+z=6
y+3z=10 -

(4+83z=0
cuya solucibén es

x=-4, y=10, z=0

Sistemas homogéneos.

A los sistemas de ecuaciones lineales de la forma

By X R, Xt ... v E L X T 0
X +a X + ,., * a x_ =0

21 ) 21 2 FR n

a x +a x + ...+ a x =0

m, 1 my 2 mn n

Se les llama sistemas homogéneos.

La representaci6n matricial de un sistema homogéneo es
A?-O {dorde 0 es la matriz nula de ovden mxli)

Estos sistemns son Siempre compatibles puesto que admiten

la solucién

~x1-xz-...-xn-0
llamada solucifin tyivial. Ademds, eun un sistema homogéneo se tie
ne siempre que
R(A)=R{A,B)
puesto que agregando una columna de ceros no puede elevarse el ,ran

gon de una matriz.

i R{AY=a, el sistema solo admite la solucién trivial ya

que la solucién de la ecuacidn ' -
AX=0
es x=A"0=0. -

5i R{A)< n, el sistema es indeterminado y admite otras -
soluciones ademfs de la trivial, las cuales pueden obtenerse median

te cualquiera de los procedimientos vistos anteriormente.
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V. 6. DETERMINANTES.

Consideremos el sistema de ecuaciones

all 333

Para eliminar X, Por sustraccifn multipliquemos la prime
Ta ecuacibn por a,, v la segunda por a ., con lo que resulta el --
sistema equivalente.

+*
allalle allallx?-allbl

b

-
a By, % llxl axz H

o
1272171 alla

restando 1a segunda ecuacibn de la primera

(8,,8,,73,,8,,)%x,"3, b -a b

TR S
si a,,a,,-a ,a, #0
bya,;-2,,;b, (18)
I S
Voa,3,,-3,,8;,
En forma similar podemos obtener
X - 3,,b,-b,a,, (19)
Poag g, ta,d, T ?
Sustituyendo en las ecuaciones (17}, los valores de X ¥
x, dados por las expresiones (18) y (19), puede comprobarse ficil-

mente que se trata de una solucibn.
El comGn denominador de las expresiones (18) y (13) estd
expresado en términos de los elementos de la matriz A de coeficien

tes. A este nfimero se le conoce como determinante de la matriz A
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y se le representa con det (A). Se dice que es un determinante
de segundo orden, por ser la matriz de orden 2.

Para designar al dererminante de ls matriz A se emplea
la siguiente notacifn

By 8,

"8,185,373,,8,,.. . .. (20}
a8 a
11 22
donde hemos reemplazado los paréntesis rectangulares por barras -
verticales para distinguir al determinante de la matriz. Es im
portante subrayar que, mientras que la matriz es un arreglo de nl
meros, ¢l determinante es un nfimero perfectamente definido por 1la
matriz cuadrada.
Por ejemplo
-2
=(~2) (5)- (3)(-1)=-10+3=-7

Los numeradores de las expresiones (18) y (19) tienen la
misma forma que el denominador, o sea, también son determinantes -
de segundo orden.’

De acuerdo con la expresibn (20) que define al determi-

nante de segundo orden, podemos escribir

1 ayz
z 2y,
X,=
- 311 8y,
321 8432
r” bl
a;; by
-
x, g - N . -
21 5,
A2y 33,

El numerador de 1a primera expresifn es el determinante
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de una matriz que se obtiene a partir de la matriz A, sustituyendo
la columna de coeficientes de x; por el vector de términos indepen
dientes. El numerador de 1a segunda expresién es el determinante °*
de otra.matriz, que se obtiene tanmbién a partir de A, reemplazando
ahora le columna de coeficientes de x, por el vector de términos -

independientes.

A la regla sugerida por estas expresiones para resolver
un sistema de ecuaciones se le conoce como regla de Cramer y obvig
mente es aplicable siempre y cuando det (A) ¥ O

Consideremos ahora el sistema de 3 ecuaciones con 3 in-
cégnitas

+
allxl"alzxi al ‘xl-bl

+* + -
CoE X tay XA, xth, o (¥3))
a,,%,%8,,%,%3,,%,"b,

cuya matriz de coeficientes es

v By 8y,
A= azl al‘ 82’
a'l a’l a‘!

Mediante un proceso similar al empleado para el sistema
{17), encontramos cue los valores de les incSgnitas que satisfacen

el sistema son

x bla:za:s+a\:bzasz¢alzazsb:'31saz:b:'blaz:asa'alzbzas; (22)
-
! BB,y B8,y 8,08, ,78,48,,8,,78,8,,8,378 82,8,
. - - -
xzﬂ allpla!"aliazlb. blalla!l al‘bzajl allal.b! blazla‘l (23)
B 88, t R 3,8 VB B8, .78 8,58, 78, 8,,8,,78 18,8y,
alxazzbl*bxazlaaz+ax:bza!l'b|azzaxl'aljbzaxz'alzaznbs (2%)

8118228, 370,58, 8,78, 43,,8,,78,38,,8,5,78,,38;,8;,378,,843,8,,

Al conGn denominader de las expresiones (22), (23) y (24)

se le conoce como determinante de 1a matriz A vy es un determinante

de tercer orden. La expresidsn que define al determinsnte de ter-

cer orden es;

a,, 8,; a,,
Byy Bgz Bpa] % 8y 8;58,,%8,,8,,8);%8,,8y;8,;78) 48348,
a

ya 842 By, T8y28y,8y3-8;185,852. ) {25)

Por ejecplo

1 0 -3
-4 5 2 =(1(53.00)+ (0} (2) (1)+(-3) (-4} (-2)- (-3} (5) (1) -
1 -2 0

~{0)(-4)(0)-(1)(2)(-2)=0+0-24+15-0+4=-5
De acuerdo con la expresién (25), podemos escribir la s

lucidn del sistema como sigue

b; al! a
b
b

13

2 a!‘& a!!

s By, 8y, i

8, 8y, 8,,

13 833 8y,

8,; by 8y
33, b, 8y,
2,, b, dy,y
Xy*
a,, 8,, 8,
25y 8z; By,
A4y By; B8y,
a,, 8, b,
8;, 8;; by
2y, 84; b,
Xy™
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con lo que resulta 16gico tratar de generalizar la regla de Cramer
para el caso de un sistema de n ecuaciones con n incégnitas. Sin
embargo, requerimos de una definicién para el determinante de or-
den n.

Definicifn de determinante.

Queremos generalizar la definicifn de determinante para
un n arbitrario, en base & las expresiones {20) y (25) que definen
a los determinantes de orden 2 y 3, respectivamente.

Sin embargo, no es posible hacer esto del mismo modo (es
decir, resolviendo en forms general un sistema de ecuaciones linea
les), pues a medida que aumenta n,los c.lculos se hacen mis compli
cados y, siendo n arbitrario, son pricticamente irrealizables.

Estableceremos una ley general examinando los determinan
tes de segundo y tercer orden, y tomaremos esta como definicibn
para el determinante de orden n. Antes, definiremos los concep-
tos de permutacién y clase de una permutacifn que necesitaremos pa
ra ello,

Las permutaciones de los n nGmeros del conjunto {1,2,3,
..-,0) son las diferentes maneras en que pueden ser arreglados.

Por ejemplo, las permutaciones de los nimeros 1,2,3, son

los arreglos

1, 3, 2
2, 3,1
3, 2, !
1, 2,3
2,1, 3
3, 1,2

1 T
El conjunto de todas las permutaciones de n nGmeros, es-

ta formsdo por n! arreglos © permutaciones y se representa por S .
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Llamaremos permutacifn principal a aquella en la que los nGmeros -
aparecen en el orden natural,

En el ejemple anterior tenemos 3!=6 permutaciones, donde
la pernutacibn principal es 1, 2, 3.

Consideremos una permutacién arbitraria o,, 0,4, ..., a

n

de los nfimeros 1, 2, ..., 0. Diremos que dichs permutacifén es de
clase par o impar segln exista un nfmero par o impar de inversio-
nes en el orden natural, es decir; parejas (ul,uk) tales que o, pre

cede a o, en la permutacifn y o <o, . A la permutacibn principal

le asignaremos la clase par.

Para las permutaciones del ejemplo tenemos que:

1, 3, 2 es de clase impar ya que existe una pareja, la -
pareja (3, 2), tal que 3 precede a 2 en la permutacién y 2<3,

2, 3, 1 es de clase par ya que existen dos parejas, {2,1)
y (3,1}, tales que 2 precede a 1 y 1<2; 3 precede a 1 y 1<3

3, 2, ' es de clase impar ya que existen tres parejas,
(3,2), (3,1) y (2,1), tales que J precede & 2 y 2<3; 3 precede a 1
Yy 1<3; 2 precede a 1 y 1<2.

1, 2, 3 es de clase par (por definicién).

Procediendo en forma anfloga vemos que:

2, 1, 3 es de clase impér.

-3, 1, 2 es de clase par.
Recordando la expresifn que define al determinante de 20.

orden

observamos que:



—

. -

a) El determinante es la suma algebraica de dos (2!) productos.
b} Cada producto tiene dos factorés.

€) En cada producto hay elementos de todos los renglones (y uno sg
. 10

d) En

de cada renglén).
cada producto hay elementos de todas las columnas (y uno sé-
1o de cada columna).

e) Si los elementos se escriben de tal manera que los primeros fIn-

dices formen una permutacifn principal, se antepone un signo ¢

al producto en que los segundos Indices forman una permutacién de

clase par y un signo - al producto en que los sen ”.— sncaceés for

man una permutacién de clase imn-- -

Recordandr_° ~*PT5515R que define al determinante de --

3er. o l.-
i
-~ 811 2,3 a;;
B3y Bpy By | m8,,3,,8,,%8,,8,,8,,%3,,8,,3,,-3,43,,38,,"
3,1 By, 8y, Ty g8,y 8,78, ,8,,8y, . . . .(258)

observamos que:

a) El determinante es la suma algebraica de seis (3!} productos,

b) Cada producto tiene 3 factores

¢) En cada producto hay elementos de todos los renglones (y uno s

lo de cada renglén).
d} En cada producto hay elementos de todas las columnas (y unoc sélo
en cada columna).
.e) Si los elementos se escriben de tal manera que los primeros fin-
dices formen una permutacibn principal, se antepone un signo +
a2 los productos en que -los segundos fndices forman una permutacidén

de clase par ¥ un signo - & los productos en que los segundos fndi-

ces forman una permutacién de clase impar,

Generelizando, parz el determinante de orden n se tendrs:
a} El determinante es la suma algebraica de n! productos.
b} Cada producto tiene n factores,
€) En cada producto hay elementos de todos renglomnes (y uno sélo
de cada renglén). 7
d) En cada producto hay elementos de todas las ¢olumnas (y uno s6
lo de cada columna).

e} Si

[

los elementos =~ “saeiibin bu lei wesnJ i Guo 15: primeros in

.. - -oices formen yna permutacibn principal, se antepone un signo +

a los productos en que los segundos fndices forman una permutacién
de clase par y un signo - a los productos en que los segundos Indi
ces forman una permutacifn de clase impar. '

Establezcamos ahora la ley que define al determinante de

orden n:

Consideremos la matriz cuadrada de orden n

12 in
a .
11 22z ** %
A' « + Y s 2 e 4 = s
e s e s e e e e
., a
1 Bnr nn

y un producto de n de sus elementos

a a “ee a
.lcl 14, nnn

tomades de tal naners que haya elementos de todos sus renglones (y
unc s6lo de cada renglén}, y que haya elementos de todas sus colum
nas (y uno s6lo de cada columna),

Los factores de este producte estin ordenados de tal mo-
do que los primeros fndices forman una pérmutaciﬁn principal. La

sucesibn de los segundos fndices forman una permutaci6n.
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ul. ul' sray 0

n
de los nGmeros 1, 2, ... n. Para esta permutacién definiremos
e=+1 si la permutacibn es de clase par
€=-1 si la permutacién es de clase impar
Formemcs el producto provisto de signo

€ By B0, o anan (26)

Como el conjunto S, de todas lss permutaciones de n nfme
ros estf formada por n! arreglos, podemos formar nl productos del
tipo (26). |

El determinante de la matriz A se define como la suma de
estos ni productos dotados de signo (a los cuales se les llama tér

minos del determinante).

Definicibn.

i

det (A)-Ene 2,4 3, e B ... (27

1 1 n

De la definicifn anterior se cocncluye que:
1} Para obtener todes los términos del desarrollo de un determi-
nante, basta con escribir el término principal (multiplicando
los elementos sobre la diagonal principal} y a partir de Este ob-
tener todos los demés dejando fijos los primeros Indices y permu-
tando de todas las maneras posibles los segundos Indices.
2) Como de los segundos fndices hay n! permutaciones, la mitad -
de clase par y la mitad de clase impar, habri n! términos en
el desarrollo del determinante, la mitad con signo + y la mitad
con signo -.
3} Los signos + y - se asignan seglin la pgrmutacidn de los segun

dos fndices sea de clase paT o impar,
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Ejemplo 1IV. 25,
Obtener el desarrollo del determinante de 20. orden & par

tir de 1a definicién
det {(A)=

De acuerdo con lo anterior, el término p-incipal sers
8,, 3;,
Dejamos fijos los primeros fndices y permutamos los segun
dos de todas las maneras posibles:
12 clase par =~ «+
21 clase impar - -

"El desarrollo seri entonces:

det{A)=a, a,,-8,,8,,

Ejemplo 1IV. 26.
Obtener el desarrollo del determinante de 3er. orden, &
partir de la definicién

8., B,y 84,

det (A)- 8y, 8,y a8y,
8,, &,4 a,,
Términe principal: a,, a

Dejando fijos los primeros {ndices, las permutaciones de

los segundos fndices son:

123 clase par - +

132 clase impar =+ -

213 clase impar =~ - .
231 clase par - + )
312 clase par - - IR,
321 clase impar ~ - -



el desarrollo ser4:
det{A)=a, &,,8,,78,,8,,8,,-4,,8,,a, 43, ,8,,a, .42 .38 .2

TB1y85,8y,

Dl L . . . T T - e -

CAlculo de determinantes,

5i (M) representa al conjunto de las matrices cuadradas
de orden n con elementos en C, podemos definir la funcifn

det: (M) =+ ¢
que asigna‘a la matriz A ¢ (M) el escalar especifico det (A) ¢ C,

Tal funcibn queda definida por la expresién (27) que re-
presenta una suma de n! productos de elementos de A,

El empleo de dicha expresién patra el cflculo de determi-
nantes no se acostumbra en la préictica por resultar demasiado labo
riosb, a_cambio se han desarrcllado métodos ﬁﬁs sencillos que con-
ducen 8 los mismos resultedos. Tres de dichos métodos trataremos
en esta seccién. .

Regla de Sarrus.

Le regla de Sarrus indica que para obtener el valor de un
determinante de lo. orden, al producto de los elementos de la diago
nal principal (lineas llenas) se testa el producte de los elementos

de la "diagonal secundaria" (lineas punteadas). AsI tendremos que

a
\,—l‘ -
-7 T8,,8;378,,;8;,

23,

By,

a,,

que coincide con el desarrollo seg@in la definicién,
por ejemplo

X -

jr (3)(-3)-{-5)(4)=-9+20=11

La regla de Sarrus indica que para obtener el valor de un
determinante de 3er, orden, a los productos de los elementos de la
diagonal principal y paralelas a ella (lineas llenas) se restan los
productos de los elementus de la diagonal secundaria y paralelas a
ella (lineas punteadas).. Pare observar mejor €stos productos, se
pueden escribir el primero y segundo renglén inmedistamente después
del tercero. As{ tenemos que:
all ,alz,'a;
AX

a ] a

- 21 21 - 212

+ +
allallall allallall

>\g *
- - N - -
a a 8,18128,5,578,,8,,8,,

11 28 - -
B318,28,,78
—

que coincide con gl desarrollo segln la definicifn,

a
Ilall 13

Por-ejemﬁlo:

3 2 4

15 20 33+ (N -5)(4)+(-3)(2)(2)- () (5)(-3)-

2 Al Lo m@- e @

Vale la pena subrayar que la reglas de Sarrus se ha enun-
ciado exélusivamente para los determinantes de 20, y Jer. orden.

Es frecuente tender a generalizar esta regla para calcu-
lar determinantes de orden mayor, sin embargo; el estudiante pue-
de facilmente demostrar-que al aplicar la regla de Sarrus a un de-
terminante de orden superior al terceroc, se obtiene un dessgrrollo
que no coincide con la definicifn. El método que veremos a conti
nuacién es aplicable a un determinante de cualquier orden.
Desarrollo por cofactores,

Volviendo al ejemplo IV. 26, el resultado obtenido para

el determinante de 3er. orden segfn 1a définicién es:
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det(A)=ay,8,,8,3-2,,8,,23,,-8,,8,,8,,%3,,8,,8,,+
t838;,8,,78,,8;,8,,
factorizando los e¢lementos del primer renglfn tenemos:
det (A)=a,, (2,,8,,-8,,3,,)-8,,(3,,8,,-28,,3,,)
‘a5 (8;,8,,72,,8,,)
de acuerdo con la definicién de determinante de 20. orden podemos

escribir:

8z21,, 8,58, a
“8y, a,,

33 8,8y,

a
det (A)=a,, 172

a

432 Ay,8y,

para determinar los signos de los términos hacemos:

a..a ) a8,.4a
dat(A)-[-'l)“lﬂl‘ E g3 :.*('1)‘+‘81l 2171y
A338,, 8,,8;y
) 81832
e ey, L...an
Byy 8y,

donde los cxponentes de (-1) son la suma de los Indices del elemen
to del primer renglén.

A la expresidn (27) se le llama desarrollo por cofactores
del determinante respecto a su primer renglén.

Se recomienda al estudiante hacer el desarrollo del mis
mo determinante tespecto a alguno de los renglones o columnas res
tantes. Es obvio que el resultado de ambos desarrollos es numé-
ricamente igual a det{A).

En la expresifn (27) puede observarse que, los determi-
nantes que multiplican 2 los elementos del primer renglén, pueden
obtenerse eliminande en el determinante original, el renglén y lsa

columna donde se encuentra el elemento correspondiente.
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Por ejemplo, el determinante que multiplicas al elemento
a,, puede obtenerse suprimiendo el primer renglén y la segunda co

lumna del determinante original

| "‘T:’"‘aﬁ

]
a&l al: a

a

By, By,
n 8y,

k
By1 843 By,
a este determinante se le llama el menor de a,, y lo representare-

mos con M,,.

Generalizando, daremos la siguiente

Definicidn,
Se 1llama menor del elemento aij de un determinante de or

den n, al determinante de orden n-1 que se obtiene al suprimir, en

el determinante original, el renglbén i y la columna j.

Al menor de a3 ; lo representaremas con Mij'

De acuerdo con esta notacibn, la expresién (27) puede es
cribirse como

det(A)=(-1)" Ve, M, ¢ (-1)" "2a, M+ (-1 P N,
o bien, en forma condensada

det(A)= £ (-1)'*]
3=1

alj ij
Si elegimos el renglén k, para desarrollar por cofacte-
res el determinante de 3er. orden, dicho desarrollo estfi expresa-
do por
Y ot
d - - Ja_ . M,
et(A) j£1 {(-1) akJ MkJ

y si elegimos la columna k, por



det(A)= I (-135*K
i=y

En general. Si A es una matriz cuadrada de orden n:

ay My

n .
dget)-r (-n¥a . L @8

3=
det(A)= £ (-1)5*K o 1 (29)
i ikik vt

donde k e N y 1<k<n

Definicifin.
Llamamos cofactor del elemento aij al "determinante

(-1)1.3 Mij' al que representamos con Aij‘

Con ayuda de esta definicién, el método sugerido por las
expresiones (28)y (2%) (a2l que se llama "método de desarrollo por

cofactores'") puede enunciarse como sigue:

El valor de un determinante puede obtenerse efectuando -

la suma de los productos de los elementos de una cualquiera de sus

lineas {renglén o columna) por sus respectivos cofactores, i

Ejemple IV. 27
Calcular el determinante de la matriz A por el método de
desarrolle por cofactores,

2 1 -5 1

t -3 0 -6
A= 0 2z -1
1 4 -7 6

Solucién
Primero, debemos elegir un renglén o una columna pera --
efectuar el desarrollo. Anelizando la matriz, vemos que es conve

1

niente elegir alguna de las siguientesllfpeas:

20. Renglén
3er. Renglén
ta. Columna

Ja. Columna

ya que cada una de ellas tiene un elemento nulo y el producto de -
dicho elemento por su respectivo cofactor sers igual a cero. Es-
to simplifica el trabajo al cflcule de s6lo tres determinantes de
3er. orden.

Desarrollando por cofactores segGn el 2o, renglén:-

det(A)=TA,,-34,,+0A,,-6A,,

Los cofactores Ayj se obtienen como

A1 g
‘Desarrollando por la regls de Sarrus los menores M,

M, Y M obtenemos:

26
1 -5 1
Mo,» | 2 -1 2] w-6-40-1444460+14=18 o Ay, -8
4 -7 .
z -5 1 :
M,,- 0 -1 2} =-12-10¢1428m7? . e A”-T
1 -7 6
2 1 -5
Moo= 1 0 2 -13 =-28-1+10+8=-11 e AL =-11
1 4 -7
finalmente

det (A)}=-18-3(7)-6(-11)=27

£n el caso genmeral, el desarrollo por cofactores transfor

ma el problema de caicular un determinénte de orden n en el de csl-
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cular n determinantes de orden n-1. Cada uno de €stos determinan
tes puede desarrollarse & su vez por cofactores, obteniéndose meng
res de orden n-2 y as{ sucesivamente, Se acostumbra continuar el
procesc hasta obtener menores de orden 3 o de orden 2, los cuales
pueden resolverse empleando la regla de Sarrus.

Propiedades elementales.

Los determinantes tienen ciertas propiedades que es fitil
conocer., Son de inter€s principalmente las condiciones bajo las
cu;les un determinante es nulo; asi como las transformaciones que,
efectuadas en la matriz, no alteran el vilor del determinante o le
producen una alteracidén fhcilmente calculable.

Estas propiedades, llamadas propiedasdes elementales, se
demuestran 8 partir de la definiciéntz) y son las que a continua-
cifn se enlistan. En lo que sigue, por una linea deberf entender
se un renglén o una columna. .

1) Si uns 1linea estd constituida por ceros, el determinante es nu

lo.

2) 5i dos lineas paralelas son proporcionales, ¢l determinante es

nulo, (En particular, si dos 1ineas psralelas son iguales, el

determinante es nuloe).
3) S5i se intercambian dos lfneas paralelas cualesquiers, el deter
minante s8lo cambia de signo.
4) Si se multiplican todos los elementos de una linea por un néme
ro k, el valor del determinente queda multiplicado por k.

5) El valor del determinante no csmbia, si se intercambian renglo

(2) El estudiente puede consultar 1z demostracifn en la referencia
2 pags. 35 a 39. .
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nes por columnas y viceversa. Es decir:
det(A)=det{A")
6) El valor de un determinante no cambia, si a los elementos de -
una de sus lineas, se suman los elementos correspondientes a

otra lfnea paralele multiplicados por un ntmero k.,

Un método de condensacifn.

El método de desarrclle por cofactores, saunque aplicable
a determinantes de cualquier orden, puede resultar en ocasiones de-
masiado laborioeso. $i regresamos al ejemplo IV, 27, vemos qué al
elegir el 20. Tenglfn en lugar del lo., nos hemos evitado el chlecu
lo de un determinante de Jer. orden.

S5i en una lines cualquiera de un determinante, todos los
elementos excepto uno fueran nules, sin duda escogerfamos dicha 11
nea pare efectuar el desarrollo. El métodn quu propondremos B «-

continuacifn se basa en este idea y consiste en:

a) Elegir la lines que contenga el mayor nfmero de ceros,

b) Aplicar reiteradamente la propiedad (6) hasts reducir a cero -
todos los elementos de dicha 1linea excepto uno. (Si todos -

los clementes se reducen a cerc, el determinante es nulo por la --

propiedad (1)).

c¢) Desarrollar por cofactores segGn dicha 1inea.

d) Repetir el procesc hasta obtener un determinante de segunde o

tercer orden.

Ejemplo 1V, 28

Calcular el determinante de la matriz A empleando ol mé-

todo de condensacifn,



1T 12 -1 4
32 1 0 1 -
Aw 1T 5 2 1
& 2 1
1T 2 4 1
1T 1 2 a1 4 i3 9 6 -1 4
32 1 0 A 0o ¢ o 0 -1
det(A)= |1 5 2 1 of ~f 1V 5 2 1
¢ 2 1 -y 2 10 6 3 -1
L S S B 4 4 5 1 1
(3y (2} (1} .

Eligiendo el Zo. renglén, la columna * que sirve como pi-
vote se ha multiplicade por 3, 2 y 1 se ha sumado a las columnas -
que se indican.

Desarrollando por cofactores segln el segundo renglén,

tenefnos:_
13 9 6 -11 (1) 14 14 8 o0
1 s 2 1] »- 1 5 2 1
det(A)=-(-1 |49 ¢ 3 -1l Vi s o
& 4 s en 3 -1 3 0

Se ha aplicado nuevamente el método eligiendo ahora la -
cuarta columna y tomande el segundo renglén * como pivote, Desa

rrollando ahora por cofactores seglin la cuarta columna, tendremos:

14 14 8 56 14 50
det(A)=-(-13(1) |71 11 S a- (-1 (M) 44 11 38
3 -1 3 0 -1 0
3 * (B
+
Desarrollando nuevamente por cofactores segln el 3er. --
renglbn:
s0
det(A)=-(-DM-(-1)) | >°
. 44 38

Desarrollando este filtimo determinante por la regia de -

Sarrus:

det (AY=-(-1}(1)(-(-1))((56)(38)-(50) (44))=-72

Cilculo de la inversa por medio de la adjunta.

Con la ayuda de los determinantes, podera2s obtener la in-
versa de una matriz empleando un método diferente al expuesto en la

seccifn IV. 3. Antes daremos la siguiente

Definicién.
Se llama matriz adjunta de la matriz cuadrada A, a la ma |

= s T - ‘o
triz que se obtiene de A al sustituir sus elementos por sus res--

pectivas cofactores.

A la matriz adjunta de A la representaremos con A%, En

tonces, si A es la matriz cuadrada de orden n

-~

A-(aij)
da transpuesta de A es
T
A -(aji)
y la adjunta de A es
"
A (Aji)

Ejemplo IV, 29

Obtener la adjunta de la matriz

1 0 4
A= -1 2 3
3 i -2

Obtengamos primero la transpuesta
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1 -1 3
A= |0 2 1
4 3 -2
La adjunta es:
(12 1o 1w 2]
Is -2|'L -zl ‘4 31
_l-1 3‘ |1 sl l1 -1|
Ar= -
3 -2 |4 -2 la 3
13 |1 317 -1
L |-z 1l “lo 1‘ lo 2 ]

desarrollando los determinantes obtenemos finalmente:

-7 4 -8
At 7 -14 -7
-7 -1 2

Se puede demostrar que la inversa de una matriz A, puede

. obtenerse mediante la relacidn

-1

Ay A e 0
de esta relacidn vemos que
3 A" e== det(a)so.
En consecuencia:
1) Si A es uns metriz cuadrada de ordenm n, no singular, las siguien
tes afirmacjones son equivalentes:
a) 3 At
b) R(A)"n
c) det{A)#0
2) Si A es uns metriz cuadrada de orden n, singular, las siguientes

afirmaciones son equivelentes:
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a) § A
b} R(A) < n
c) det(A)=0
Empleando la relgcién (30), podemos obtener 1a inversa de
la matriz

1
A= -1
3 i -2

~N O
E

del ejemplo IV, 29

En efecto, como

11 o 4
det(A) " -1 2 3 =-3540
3 1 -2

existe A~ ',

Del resultado del ejemplo IV, 29

-7 4 -8
A"--ae—:-m- Ate ool 7 14 -7
-7 -1 2
Para comprobar efectuemos el producto A A™ ':
1 0o 4] [-7 & -8] 35 o ol [t o o
AR et 0 2 s 7 -14 x;J--g;. 0 -35 o|=jo 1 o
301 -2| L7 o-. 2 o o0-35/ |0 o 1

- = s w e * * s = s .

Regla de Cramer,

Otra de las aplicaciones de los determinantes, la encon
tramos en la resolucibn de sistemas de ecuaciones lineales. La
definici6n de determinante dada por la expresibn (27), permite ge
neralizar la regla de Cramer (3) enunciada al princtpio de esta -

(3) La demostraci6én de esta afirmacién puede consultarse en la 1e
ferencia 2 pags. 50 a 54,



£

seccibn como sigue:

Sea el sistema de n ecuaciones con n inc6gnitas

. .
TR R PERCEERC NS SN
& X *a X +,,,+a x_=b
2171 2173 £Y 1

a X +3a X ¢+,,.¥a X =b
np 1 o, n'n n

cuya matriz de coeficientes es

r~ -
-} a -ne
1l 12 a:n

a a . a
A= 11 2z vt 2n

- . . -
. - -
- - - -

Lanx Bha ... ®pn
Siempre y cuando det(A}#D, el valor de las inc6gnitas x;

que satisfacen al sistema estf dado por

- det{kil
X et
donde A; es la matriz que se obtiene, a partir de A, reemplazando

lg columna formada con los coeficientes de X; por el vector de tér

minos independientes,

Ejemplo 1IV. 30.
Resolver el sigulente sistema de ecuaciones empleando la
regla de Cramer
X, *dx,+ X, =l
3x, + x,-2x,=1

4x, -3x,- x,;=3

Solucién

1 2

det(A)= 3 1
4 -3

2 z

det(A; )+ |1 1
3 -3

2

det(A!)- 3 1
4 3

1 F]

det(A, )= |3 ]
4 -3

Por 1o tanto

*1® o5 !

-2
-1

-2
-1

-2
-1

«r1-16-9{4-646)m-26-4=-30

=-30

=

--30

Es importante notar que este método s6lo se aplica direc

tamente en los casos en los que m=ne=r,

Sin embargo, si recordamos lo expuesto en ls seccifn --

IV. 5, podemos siempre reducir un sistema arbitrario & un nuevo sis

tema en donde m=n-r ¥y en este splicar la regls de Cramer.

Ejemplo 1V,

3

Resoliver el siguiente sistema de ecuaciones aplicando la

Tegla de Cramer,
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Xy o, *x, =3

SX X, 42x, >4
Solucidn
11 1S 1 1.3 11 1
+ - !
1 zlla o 2 3':7 0 }.;’z
R{A)=R(A,B)=2=r el sistema e5 compatible ‘
2<3, (r<n) el sistema ¢35 indeterminade
Trasladando a los segundos miembros la incdgnita x, y - - 1)

asignando el valor de k obtenemos

+
X;I

,=3-k

“X,*X,=4-2k

det(A)=
det{A,)~

det(A;)-

1. 1
=2
-1 3

-k 1
wa 14k

4-2k 1

1 3k
7-3k
-1 4-2

X, = -T+k

xy= k ¥keR.

Una solucibn particular es por ejemplo

- 13

2)

3
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5.1 Valores y vectores caracteristicos

Definicién.‘ Un escalar 2 es un valor caracteristico de una

matriz A de orden nxn si existe un vector x de n componentes

distinto de cero tal‘qué
AX = AX

El vector x se denomina vector caracteristico de A.

La interpretacién geométrica de un vector caracteristico es
que la aplicacibn de léjmatriz A en x,'ﬁnicamente cambia de
longitud (y quizé el sentido) del veétdr'x. Conviene sena-

lar que dado un valof ca;acterisfico X,_Ia ecuacidn
AX = Ax
esequivélente al siStéma homogé&neo
[a - Ak = .(_J
cuya solucibn x#0 e%igtélsi y sblo si ei_determinante de 1§ 
matriz [} - Af] eé iguéi a cero. Por 1o”qﬁé'una condicidn

necesaria y suficiente-para gque X sea valor caracteristico -

es que
det [A -'AIj_=‘0

. denominada la ecuaéién caracteristica de A y

P(A) = det [A - AT]

. es conocido como el polinomio caracteristico de A




2.

. :

La manera de determinar los valores caracteristicos de una
matriz A es por medio -de la solucién de la ecuacién carac-
teristica det. [A.xkijﬁ‘o.Equivalentemente dado que el va-
lor del determinante de [A - AI | es un polinomio de grado
n en la variab;e Xlloléue se desea es determinar las rai-
ces de dicho polinomio, las cuales no son necesariamente

~distintas y al menos una existe,

Proposicidén l..AToda matriz A de orden nxn tiene al menos

un valor caracteristico y un cofrespondiente vectorlcarac—
‘teristico.

P;ueba. El polinomio cﬁracteriséico de A es de grado n en

la variable X con coeficiente de A" igual a (—l)n. El po
linomio tiene al menos-una raiz (posiblemente compleja) si
n>1, debido al teorema fundamental del 4lgebra. Asimismo,

podemos expresar é p(}) en la forma
p(A) = (ki-k) (lz—k).....(ln—A)

donde Ai i=1,...,n dencta las raices (no necesariamente
distintas) del polinomio. Usando estas raices 6 valores
caracteristicos podemos determinar el correspondiente vec-

tor caracteristico'y la prueba termina.



>

Ejemplo 1. Considere la matriz

3 1

cuyo polinomio caracterfistico es

2

det [A - AT ] = (3-1) (3-A) -1 = 22 = 6 + 8

que puede ser factorizado como p(A)=(1—21(1-4). Las raices
de este povlinomic son Al=2 Yy A2=4. Usando el valor carac-
teristico Al=2 se puede determinar el vector caracteristico

de la ecuacidn homogenea E}—Allj x=0, Especificamente seg'

2-

i

cuya solucidn es X1 ~X, Y una forma general del vector

il

caracteristico es x = [a, —a]t donde a%0: Una solucién
particular es x =_El,—1]t. si k2=4 la ecuacién homogenea

es

cuya solucibn general es de la forma x= Eb, bjt donde b=0,

Una solucién particular es x=[1, 1] .



5.2 Matriz modal.

Dada una matriz A de.orden nxn existe al menos un valor ca-
racteristico. De hecho la matriz A tiene n valores caracte
risticos pero puede darse el caso de que todos ellos sean-' 1
guales. Consideremos ahora el caso en que algunos de los

valores caracteristicos seah distintos. En tal caso se tie

ne relacién de independencia lineal entre los correspondien

tes vectores cara_c:teristicos.

Proposicifn 2. Sean,Al,Az,...,Am valores caracteristicos

distintcs de una matriz A. Entonces, los vectores caracte-

risticos xl, x2,..,,xm‘son linealmente independientes.

" prueba. Considere la ecuacidn

q1:x1 + s + ...,:+ O Xy T 0
» ' . ) n
pefina la transformacifén lineal Pl(A) = 1 (A-AiI) Yy note
i=2

que su aplicacién a la ecuacifén anterior implica ul=0 pues

|| =

Py (A)x,= (Ay - Aj)xl+0

i=2
dado que Pl(A)xj=0 para ﬁoda j=2,...,Mm. Repitiendo este
procesoc con PZ(A)""’Pm(A) se demuestra que todos los es-

calares a,, G,rse.,0_. SOn iguales a cero or lo tanto los’
1 2 n , _

vectores caracteristicos son linealmente independientes.



base es

donde . es 1ia matriz diagonal cuyos -elementos son los va-

, .
lores caractaristicos de A, esto es,
!

3

Teorema !, Toda matriz con valores caracterfsticos distin-
==22eme .
!

tos pue ¢ ser expresada en forma diagonal por medio de un
r{ '
cambio le base. Especificamente, asociada a cada matriz A

) - ‘ . .
de ordp nxn con valores caracteristicos distintos se tiene

-1

que ! ‘
;’ A = M aM
{
f
donde# es la matrizvwnodal y A es matriz diagonal.
Pruel/. Se sigue de la discusibn anterior.

j AR
Ejenég. Considere la matriz
| .

2 i

, 2 3

4. Los vec-

- Al ke

|
—
e
e
J
it

S :
cuyisivalores caracteristicos son iy = ,
. L R . - =

~  toidglzaracteristicos. son

t .
L Ty

2
i



1 1
o
el = H e2 =
N ] . a - -l . 2
RN cRoEQner . w Laonsg e

La matriz modal M y su inversa son

\‘:‘:&-‘ b "

Vectores caracteristicos izqgierdbé'y derechos.

En la discusibn de esta seccifn se ha descrito el concepto

de vector caracteristico derecho pues
AX = X -
involucra al vector X en el lado derecho de la matriz A.
Sin embargo, tambi&n podemos hablar del vector caracteristi-

co izguierdo como

t t

fa=3f

" Ahora bien, esta ecuacién puede escribirse como

ats = af



4.

De donde se observa que el vector caracteristico izquierdo
de A es, simplemente, un vector caracteristico ordinario de
A”. Sin embargo, existen aplicaciones en que es mis senci-
llo manejar vectores caracteristicos izquierdos y derechos

que la transpuesta de A, Conviene también sefalar que de-

‘bido a 1la identidad

det [ - 2] = det[a* - A1)

3

los valores caracteristicos izquierdos y derechos son iguales.

Ejemplo. ConéidereAla matriz

Se ha demostrado que‘ki =1y AZ = 4 son valores caracteris-

ticos y que los vectores caracteristicos.derechos son

' t
ei = [, -1 . ;o ey = 3, 2]
Asimismo, puede verificarse gue los vectores caracteristicos

izquierdos son dados por
£ =[2r "‘g i 'f2=[1,]:]
Existe una relacién importante entre vectores caracteristicos

izquierdos y derechos que se resume en:



g

Teorema 3. Sea A una matriz cuadrada y sﬁponga que A ¥iu-

L
donde A%y son valores caracteristicos de A. Entonces el

vector caracteristico derechc x asociado con ) es ortogo-

nal al vector caracteristico izquierdo f asociado con u.

Prueba. Observe que

' t t

Ax = AX £°A = uf

-

premultiplicando por"ft y posmultiplicando por x, las res-
pectivas ecuaciones se tiene gue

ftax = A% £t t

-

. Restando las ecuaciones se tiene 0=(l-u)ftx, pero puesto

que A%p-se implica gque ftx=o.

Corolario. Dados dos valores caracterfsticos distintos de
Lotblat =
una matriz, el vector caracteristico izquierdo de un valor

es ortogonal al vector caracteristico derecho del otro.

Matrices simétricas

propiedad 1. Si A = At entonces xtAx es real para todo vec-

tor X real.

Propiedad 2. Todo valor caracteristico de una matriz simé-

trica es real

Propiedad 3. Si1 A = Atilos vectores caracteristicos, corres-

pondientes a distintos valores caracteristicos son ortogonales.



Propicdad 1, Si A = At existe una matriz modular M tal que

" sus columrmis son ortonormales y gue

donde A e: una matriz diagonal cuyos elementos son valores

caracteristicos.

Matrice¢s Hermitianas (A = AH'

"ProPi@éd 1. 81 A= AH entonces xHAx es real para todo

i
i

vector X real o complejo.

foo .
Propieiad 2, Todo valor caracteristico de una matriz her-
]

mitiary es real.

I
]

Propidlad 3. Si a = AH, los vectores caracteristicos co-
rresgﬁdientes a distintos valores caracteristicos son or-

togonies.

Propihad 4. sia = A", existe una matriz modular M tal

que s

s columnas son ortonormales y que

{
j A = UlAU

dondqﬁ es diagonal cuyos elementos son valores caracteris-
1

tico::

ek L . Tt

N U —



1. Sean A y B matrices de orden 4x4.

/0

2
A
.

Suponga que las matri-

ces C, D y E son de orden 4xl, 1x4 y 3x4, respectivamente.

Determine el orden de las siguientes matrices (si estan definidas).

a. B+ (CD)Z.
b. EBtet
" c. abtmcp

2. Considere las matrices

EfectGe las

il
—

t

" ETEDC

B DE

ctaspt

siguientes operaciones (si estan definidas)

a. a® “a. 28B% + At
b. BAC ‘e. BB
c. ABC £. Bectet
3. Considere las matrices
2 0 0 4 0 0 2 1 1
A=(0 0 1 B 0 1 0 C = 0 1 2
4 0 0 0 0 1 0 0 1
2, t . . . .
a. ¢Es {€7) matriz triangular inferior?
b. ¢Es CBC matriz triangular inferior?
2
c. (¢Es A"B matriz diagonal?.



L

4, Sea A matriz de orden 6x6 y suponga que las hileras 3y 5
de A consisten de elementos iguales a cero. Sea B matriz de

orden 6x5

a. - ¢Es cierto que la tercera y quinta hilera de AB consisten
de elementos cero?.
b. ¢Es cierto que BBtA‘tiene la tercera y quinta hilera de -

elementos cero?.

5. Determine la matriz producto AB si

A, AT B 0
e B, By

donde
1 2 3 2 0 1 2
Ay =10 1 0 P Ay = 1 1 P Ay =
0 0 1 2 1 0 1
4 1 0 -2 1 0 4 1
B, = 0 1 0 B, = By =
0 0 1 4.1 2 0 1

6. Resuelva el sistema de ecuaciones Lx = b

[ 2 ] 1]
1

w N O o
- O o o

- N D

=9
o+ N O




7. ‘Pesuelva el sistema Ax = b si A = LU donde
"2 0 0 0] 1 1 1 17 1]
4 1 0 0 ' 0 1 21 2
L = U = b =
2 1 3 0 | o 0 3 1 1
0o o 1 2 0 0 0 4 | 1

L. -

Note que A esta expresada en la forma producto LU donde L es
matriz triangular inferior y U matriz triangular superior.

(Sugerencia. Resuelva primero Ly = b y despues Ux = y)

"B, Resuelva el sistema de ecuaciones Ax = b si

~1 o o ' 1 3 ' 2 1 17 2 7]
o 3 4 ' 2 1 ' 3 1 0 1
o 0 .2 ' 2 0 ' 4 1 2
5 s 8T io o b 3
A= . b =
o 0o 0 ' 3 1 ' 0 0 O 1
A A S S ;
o o o ' 0 0 ' 0 1 2 -2
o o o ' 0o o0 ' 0o o 1 | | -1 ]
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SOLUCION TAREA 1 ‘CURSO INTRODUCTORIO Dr. Fuentes Maya
1. a matriz 4x4 p_ matriz 3x3 c matriz 4x4
d-e NO DEFINIDAS  f matriz 1lxl
2.
2 c 0.0 S 8 14
2 =lo0o 0o o asc = | 3 7
o 0 0 0 0]
| P :
d 10 5 8 £ 40 52 48
23B%+ant = | 5 35 12 seetBY = | 52 74 64
8§ 12 10 48 64 58
e ¢ 8 11 b
B'AB = -
8 4 NO DEFINIDA
3. a sI b NO c WO
4. a 8I b NO
5. o T , ~
A B +A.8, ABq 8 5 3 8 2
' 6 3 2 ' 4 2
AB = | - - - - - v -- |_| 8 3 3 ' 8 3
' 10 °3 4 ' 4 3
A.B ' A 4 1 2 ' 0 1




!

fl

[1/2, 0, O, 1/2] x = [11/24, -1/24, -1/24, 1/8)

-4, 83/12, -35/4, 3/4, -5/4, 5, 0, -1].



1. Resuelva la ecuacibdn matricial
AX -~ pqt = BX

donde

2. Resuelva la ecuacién matricial

AX + B = C

1 2 S i+l 21 2i i
A= ;s B = H C =
1 1 : S41 -1 . 2 i :

3. Determine la inversa izquierda y la inversa derecha

-donde

{(si existen) de las matrices:

4 2 1 11
A = o : B =
301 0| 0 0

4. Determine la inversa de la matriz

2 3 " 0 07
1 1 * 0 0
A=|--7 - =--
2 1 ' 4 3
2 1 ' 1 1




5. Determine la inversa de las matrices:

A 0 0 Al Az A
A = B2 0 B=1"20 Bl 0
0 C 0 0 C

donde

6. En el estudio vy manipulacién de matrices existen tres
operaciones, denominados elementales, gue estan asociadas

con las matrices elementales.

Definicién. Las operaciones elementales en las hileras de

una matriz son:

a. Intercambio de dos hileraé
b. Multiplicar una hilera por un escalar distinto de cero

c. Multiplicar una hilera por un escalar y sumarla a otra

Definicién. Las operaciones elementales en las columnas

de una matriz son:



a. Intercambioc de dos columnas
b. Multiplicar una columna por un escalar distinto dc¢ cero

c. Multiplicar una columna por un escalar y sumarla a otra

La coleccién de operaciones elcmentales en hileras y colum-
nas se denominan‘operacionés matriciales ‘elementales. Un
_aspecto impértante de estas Operacioﬁeé es que pueden ser
realizadas por medio de la premultiplicacién o posmultipli-
cacibn de la matriz original por una cierta matriz denomina-

da elemental.

Definicién. Una matriz E se dice matriz elemental si resul-

ta de efectuar una operacifn matricial elemental en la ma-

triz identidad.

Las matrices elementales se denotan como:

qu = intercambio de hileras p y q
Ep(a) = multiplicacién de la hilera de p por o % 0
qu(B) = multiplicacién de la hilera p por B y

sumarla a g.

Conviene senalar que si E es matriz elemenﬁal entonces EA es
" una operacién hilera en A. Sin embargo AE (si estd definid;)
es una operacidén columna en A. Note que Aqu corresponde ai
intercambio de las columnas p y g de A y que AEp(a) correspon

de a la multiplicacién ﬁor %0 de la columna p de A.



i

Sin cmbargo Aqu(B) corresponde la multiplicaci6én de la co-

lumna q por 8 y su correspondiente suma a la columna p.

En cada uno de los siguientes casos A = EB o A = BE donde E

matriz elemental. Determine E.

a. 2 .3 47 (2 7 4
A=1]1 2 2 B= )1 4 2
4 1 3| 4 4 3
b. 2 7 3 2 7] 2 7 3 2
A=|4 1 3 -2 B=|6 8 6 4
1 2 1 7] 1 2 1 7
c. 2 3 4 7 2 3 4
A = B =
1 2 2 | 8 16 16
7. Sea A(t) = [aii(t)] matriz mxn cuyos elementos son fun-

ciones diferenciables respecto a t. Se define la derivada

dA(t)

at - ' como la matriz mxn tal gque

de A(t), denbtada

dA(t) _ {: dai-(t):'
dt -

Algunas propiedades inmediatas de la derivada son:



d

. _aa(t)
a. E‘ [G-A(t)] = Q dt
b. a _aA(t) . dB(t)
i [A(t) + B(t)] = At + dt
| |
c. 4 | _da(t) ' dB (t)
= (A(t) B(t)) = 2 sr) + ae) B

Nota. En a se supone que A(t) y B(t) son matrices del mismo

orden y en ¢ que las matrices son conformables respecto a la

multiplicaci8n.

a. Determine la derivada de la matriz 2A(t) + AZ(t} si

et 2t 10
2 o t?
b. Determine la derivada de la matriz A(t)=PQ(t)P"l donde
1 0 0 et o 0
P=1s 1 4 alt) = 1 4 2t
2

o
-
[ ]
o
o
t

8. Determine la forma escalon de los siguientes sistemas de

ecuaciongs

U
[}

X - 2y + 3z = Y X+ y+ z+ w
2x + ky + 6z = 6 4 + 4y + 4z + 2w = 4
0

Ix + y+2z+ w

Il
st

-X + 3y + (k-3)z =,



SOLUCION TAREA 2 CURSO INTRODUCTORIO Dr. Fuentes Maya

1. Ax - pqt = BX 3 X = (A'B)—lpqt
[ -212141 7+71
40 40
?{:
B §i -1
_ 5 5

2. AX+B=cC ; X=a"t (c-B)

‘ 549i 51
x‘z
-3+5i -3i

3. a. No existe inversa izquierda. La inversa derecha es:

4 2 1 Hyy H12'1 1 0
Hay o Hpp | T
3 1 0 H31 H3o | 0 1
4H;, + 2H,; + Hyy =1 3Hy; + Hyy =0
4H;, + 2H,, + Hy, = Q | 3H;, + Hyy =1
si Hy; = oy Hy, =B ; resolviendo los sistemas de ecuaciones:
-1/2(1-a)  1+B/2
a™l = | 3/2- 3/2 & -2-3/23
. B

No existe inversa izquierda ni derecha.

o -



o

-1
Ay 0
-1 -1 -1
—hAy AR Ay
[~ -1 3 ' 0 0]
1 -2 ' 0 0
-2 g ' 1 =3
3 -12 ' =l 4 |
ATt o o
-1 -1
= B] 0
-1
0 ¢y
AT SRR By A0y
-1
0 B, 0
-1
0 0 Cy _




o -

fl

8/9
-1 -1
Ay A8y [

26/9

(~1)

.=9 A=E,(-1)B

-5/2 o o e aye
8 ~25/2 17/2

d 2
. [2A(t)+A" (t}]

2et+2

4

4t+2e

10e

e

t

2t

+

2

c h=E,(1/88

= + dt

C2A(t) | dA(E) ... A (L)
rs 3t A{t) +_A(t)

ot nowatetreatinzeetatinr+ 2t
2 + 2t

2 (2%Ln2)

+ (2%n2) + 2t 4+ 20t
+ 4t + 6t2

o]

1
H

n
[y %3

1
[
a8



dA(t)

for

dt

et
= | 2et4+4e°t-8
o2t
-2 3
k 6
3 k-3
-2 3 ' 4
1 k ' 4.
k+4 0 ' =2
1 1 1
4 4 2
1 2 1

1t

-2e

1

[N

-
<

2

t+4t
2t

=2t

k+4

k2+4k

2t

102t ot

' 4k+14



0. Determinantes. Un concepto importante en la manipula-
cibn y caracterizacibn de clases de matrices cuadradas es
el determinante, esto es, un nmero asociado a cada matriz_
A de orden nxn, denotado detA o bien |A]. Existen diferen
tes maneras de definir el determinante de una matriz. La
forma que se presenta aqui es por medio de un proceso re-
cursivo. Especificamente si A es una matriz de orden 1xl,
esto es, A = [alll, diremos que detA = ayy- En el caso ge-
neral dematrices A de orden nxn dbnde n > 2 es necesario

introducir los conceptos de menor y cofactor.

Definicidén. Sea A matriz nxn. El menor del elemento (i,j)
de A es el determinaﬁte de la submatriz de orden {n-1l)x(n-1)
que resulta de eliminar la hilera i y la columna j de A. El

menor del elemento (i,3) de A se denota como Mij y el nfimero

- i i+j'

se denomina el cofactor del elemento (i,j) de A.

Definicidén. Sea A matriz nxn. El determinante de'A=[aij],

denotado det A & bien |A|, esta dado por la expresién
n
det A= I a

esto es, .a suma de los productos de los elementos de la pri
mera hilera de A por sus correspondientes cofactores.

Los resultados mas importantes de determinantes son:



L Sea A matriz nxn. Entonces

n .
det A= L a . A . = l,....0, N
¢ j=1 Pl PJ - P ! d
'n ‘ :
=i£1ai¢13iq 9=1,0e.eey

esto es, la suma de los productos de los elementos de cual-
quier hilera (o columna) de una matriz cuadrada con sus co-—

‘rrespondientes cofactores es igual al determinante de A.

D)

B. Sea B matriz que resulta de intercambiar dos hileras

distintas de una matriz cuadrada A. Entonces
' dgt‘B‘= - Det A

- €. Suponga detA f 0. Entonces A“i exiéte Y

A;l.= B/det A

donde B es la transpuesta de una matriz cuyos elementos, di-

gamos A, ., es el cofactor de Aij' Dicha matriz B se denomi

na la matriz adjunta de A.

D. Considere el sistema Ax = b. 8i A tiene inversa se tie

ne que la solucién del sistema es
xj = det Aj/det A J=1, 2,..... , N
donde_Aj se obtiene de reemplaza: la columna j de A por b.

Bste método se denomina de Cramer.



1. Demuestre que Det A = - 8 y Det B = - 10 donde
1 1 1 17 7 6 3
1 -1 1 1 3 5 7
A = B = '
1 1 -1 1 5 . 4 3
1 1 1 -1 |5 6 5

2. Considere la matriz

m n o p|

cuyos valores son tales que detA = 10. Determine

a. Det (43) b. Det"(za'l

3. (Continda problema 2). Calcule Det B y Det C si

Fa e i m7] ™ 2a
b f 3 n b
B = f C =
c g k o} 3¢
& h & p | | sa

4. Sea A = PBP 1. Demuestre que Det A =

2e

o Of

39
Sh

Det B

) c. Det (3a)~

2m
n
30

5p

1

21 7]
j
3k

5¢ |




5. Considere el sistema de ecuaciones Ak £ b donde

4 2 1 2
A = 0 3 1 b = 1
1 1 3 0

Determine el valor de x, usando la regla de Cramer.

6. En la solucién mediante la regla de Cramer de un sistema

Ax = b donde x% = [xl, Xo0 x3] se tiene la siguiente infor-
macidén
2 1 2 1 1 2
3 a 4 a 1 4
2 2 6 12 2 6 1
X3 *1 7 -3
Det A Det A

Determine el valor de a y X, .

7. Obtenga el determinante de A si




L ¥

) R Ty = aA
8. Considere la matriz

E_L i, &, S

-X y | 0 0 0

Demuestre gque Det B = ys - ks.

9., Considere el sistema de ecuaciones

kx + v+ 2z = - 3
x+ky+ z= 4
Xx+ y+kz= 3

2x + 2y + 2z =  k

Determine los valores del paf&metro k de manera tal que el

sistema tenga:

a. Solucidn Qinica
b. Mfiltiples soluciones

c. Ninguna solucidn.

10. Sea A matriz antisimétrica de orden 3x3. Obtenga el

determinante de A.
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Sé)LUCION TAREA 3 CURSO INTRODUCTORIO Mayo 1984.

1. Usando operaciones elementales que no alteren el .valor

del determinante se tiene:

1 1 1 17 =1 3 7 0]
0 -2 -0 0 o 1 2 o0
A=z : B -
0 0 -2. 0 0- 0 -2 -1
0 0 0 -2 0. 0 0 5|
De donde Det A = - 8 'y, Det B = - 10. ‘

4

2. a. Det(4a) = 4 detA = 2560 |
b. Det (2a°1) = 2%eta™ = 16(1/detn) = 16/10
c. Det(3a)"! = 1/det(3n) = 1/(3%aetn) = 1/810
3. a. DetB = detA® = DetA = 10
b. DetC = Det[E,(2)E;(3)E,(5)A] = 2x3x5xDetA = 300
4. DetA = DetP DetB detP - = DetPx DetP ! DetB
= Det(PP 1) detB = Det(I) DetB = DetB.
5. 6. DetA = -6 . a = 2...x = - 1/3.
4 2 1 2 1 2
0 1 1 A=13 1 4
a0 3] a3 2 2 6
X2 © T 31



0 .0 0 1 2 1 0 0 0 1 -2

-1 -1 -1 -1 3| 0 0 0 ¢ 11

T N 1 e — —

donde primero se resta la ﬁltlma columna a todas las demds y

segqundo, se suma cada hilera a la Gltima. DetA = 11.
ph - 4, 4 5 5
8. DetB = z a1 Ail = (=x)({x") + yly') =y - x

9. El sistema tiene solucifbn fnica si y solo si k =2 6

k = 4, pues
(1 1 1 ' k/27] 1 1 1: ' k/27]
1 1 x ' 3.4 0 0. Kl ¢ . 3-k/2 N
1 k 1 4| 0 k-1 0 .' .  4-k/2 )
Lk 1 1 ' -3 k=1 0 0 ' -3-k/2 |
k-1 k-1 k-1 -k—zi'iﬁ T 0 0 0t (k-2) (ked) ]
0 0 k-l-'3k/2] | 0 0 k1' 3K/
0 k-1 0 ‘' 4-k/2 "l o k1 o 4~k/2
k-1 0 0 '-3~k/2 | | k-1 0 0 -3k/2 |

sik=2 6 k¢ 4. No existe solucién

10. Si A = - AY entonces Deta = Det((-1)A%) = (-1)? peta® =
DetA y DetA = 0.



2
S/

-y

1. Resuelva la ecuacifn matricial
‘ t

donde

I 0 0
A= 0 Al A2
0 0 A3'

donde

n i
4
1 1 1 1 n nin-1)/2
A=lo0 1 1 A = {0 1 n
Q 0 1 0- 0 1

4, Especifique si 105'siguientes postulados son ciertos o

falsos.



a. AB = BA (C)
b. AB =0 implica A=06B =0 o (C)
c. A simétrica entonces AB = BA - (C)

d. A triangular inferior entonces (Az)t

triangular inferior (C)

5. Considere las matrices

2 1 0 07 T1 02 '3 4
0 4 1 0 o 1 8 9
B = C =
o o0 2 1 o o0 1 4
0o o o 1| 0o 0 o 2 |

2 4 0 1 ]
Calcule el determinante de las matrices A = BC y P

6. Considere la matriz

Cuyo determinante es 10, ‘Calcule

a. Det (2A%)

b. Det (2A'1)

c. Det (AA'l}.

(F)
(F)
(F)

(F)



3.5
7. Sea X espacio vectorial. Sea P subconjunto de X se di-

ce que P es subespacioc de X si se cumple que

a. xl,x2 e P implica X %, € p

b. xeP , acR  implica oaxeP

Sea X = R3. Especifique si los siguientes conjuntos son

subespacios de X.

{xer? | :'.x.-='.‘(x1, Xy 0) )

)
o
Y

{xer3 | x = (1, 0, x)}

o2
o

L
0

8. Considere la matriz ..
{2 0 0 0]
3 2 4 0

4 3 2 0

11 3 2

¢Son los vectores de A linealmente independientes?

b. ¢Cuantos vectores de A son linealmente independientes?.

9. Sea el espacio vectorial X = R3. Determine si los si-

guientes conjuntos de vectores forman una base de R3.

a. [ 0 0



b. |
1 To 3 ]

B, = 2 Il 7

4 2 14

10. Sea X = C[0,1] el espacio vectorial de funciones conti
"nuas en el intervalo [0,1]. Determine si los siguientes

conjuntos de funciones son linealmente independientes:

a. £(0) = t? + 1  tef0,1]
£,(t) = t4t? tel0,1]
£,00) =t - tel0,1]

b. £8) = 1 te[0,1]
£,0t) = e - O telo,1)

£,0t) = e°F | £e(0,1]



P

SOLDCIDN EXAMEN FINAL CURSO INTRODUCTORIO Mayo, 1984.
1. xapdh) = - ¢ X==(n+ pq®) e,
. 0 1+i:
t, -1 1
{(A+pg ) = -
“imig 4-i |
‘ 1+1 2421
— ‘
' T o=1-1 5-1i 10-21i
|2u,..
1.0 0
-1 _ -1 -1, -1
A = 0 Al —Al A2A3'
: -1
- y -
U B (%
By = BT
0 2 | - Y 1
. _ 1 0
-1 -1 8
TRy AR3 = L
4
3. Sin =1 el postulado es cierto por inspecci6n. Suponga-
" mos que el postulado es cierto _para n=12,...,k. Suponga
“n = k+1l, Entonces.
1 k  k(k-1)/2 1 1 0
aka = | 0 1 K o 1 1
0 0 1 0 0 1
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José Luis Camba C.. - °©
1.- INTRODUCCION.
E1 andlisis estructural tiene como objetivo cdlcular el es-
tado de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de una es-

tructura.

Para el andlisis de una estructuras se tendrdn como datos
la geometria y las cargas que actlan sobre ella y se calcularan

tas fuerzas internas y los desplazamientos.

En todo proceso de andlisis estructural, deben considerarse

los tres conceptos fundamentales:

1.1) Concepto de equilibrio

Toda estructura somedida a un sistema de fuerzas externas,
deberd estar en equilibrio con las fuerzas internas en todos y
cada uno de 1os miembros de dicha estructura, siendo las expre-

siones vectoriales que cumplan esa condicidn:

12

2] il &l el e

en las cuales:

|

Mi y Fi son los vectores que indican los pares y fuerzas



actuando en la estructura y rj 105 vectores de posicion de las
fuerzas con respecto a cada uno de los ejes coordenados.
Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalar

mentes como sigue:

en un plano . en el espacio:
= hkx=0_ EF.x=0 EMix=0
= FW =0 I 5?&7110 -EHLY:.D
M. =D : sFiz=0 £ Mi2=0

1.2.- Concepto continuidad (o compatibi]idad)

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma
pero conserva las caracteristicas de continuidad iniciales, sien
do los desplazamientos finales compatibles con las condiciones de
deformacidon de los apoyos.

E1 concepto de continuidad o compatibilidad establece que
los desplazamientos son funciones continuas y derivables, por lo

tanto una vez conocidos los desplazamientos se pueden conocer las

Expresado en ecuaciones, se tendria:

f aci .
deformaciones _éy-i-l‘f NJEV NI .2 3

O
O
V)
]

et = [

é-\' =%';2‘7' K”\T-; QY 3_; \ cbmfiov\tv\l-.--l J—‘- ‘
o de:p CRESES SN 55
E\ts- AA—:‘# : k:g: 'Eﬁi*Aa?E / & | 2
w _ w
Exs 0 ke = g3y
Ewn Lov vn vnzlr\mu.:
) € ] —v. -3 o o o ) |Ta
£y D 1 -V o o © vy
ex \ =ty -v 1] O _ o o Ve (1.3)
Yx( TE| o o 2(wv) 8 O Ty
kn. o o o) 1.(&»0 0o Ty .
Yy~ o o ©O o Ywiity |
T ¢ [elemudps cvedre

S Siwaetric: g v &
rAaprelin T ll

-p{.Q_'nl Ln \lll 'i-‘"A ‘Ll-l

q.l!.*-—-‘-‘" .



1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento.

En &1 andlisis estructural es indispensable para cualquier

estructura de geometria dada conocer las relaciones entre las fuer

zas y los desplazamientos.

Si 1lamamos F al vector de fuerzas y D el vector despla-

zamientos, sus componentes serdn de acuerdo con la Fig. 1.1

M«
Fus @(‘M' \ © zuc.

T\ J‘r M Y
\ Fyo Y '
Y O ST Fu| RD% x
M“ RF{‘: M. h J RS
> Fr. %
F e K
Fie. .8 | M. | O«

y la relacidn entre ellos sera: IF§ :[K] ?.Di (14)

La matriz[l(lse determina a partir de la geometria de 1a
estructura y de las caracteristicas mecdnicas del material.

Si la variacion entre ellas es lineal, la matriz [K:Les una
const_ante, y las estructuras que cumplen esta condicidn se les 1lama

lineales (Ley de Hooke) y es aplicable el principio de superposicion

de efectos.



2.- ENERGIA DE DEFORMACION.

" Si una fuerza Fi se aplica gradualmente a una estructura pro-
duce un-desplazamiento Di en la direccién en que se aplica la fuer
zas, ésta efectla un trabajo, gque se manifiesta por un incremento
de la energia cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleracion
o bien,en energia potencial si-mofifica su posicidon respecto al
campo gravitacional. |

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformaciodn
en una estructura, realizando un trabajo cada una de las fuerzas
aplicadas que se permanece en la estructura bajo la forma de ener-
gia de deformacidon o energia interna. Si el sistema es perfe;tamen-'
te eldstico el fendmeno es reversible (fig. 2.la)y cuando se trata

de un material eldstico no lineal, corresponde a la(fig.2.1b).

4? | |

A por:

e e = e m =

¢
/

4

(

|

1

|
o

o

o e
ADe
C‘) FIGg.2.A (5)
/
E1l trabajo hecho por un incremento de carga serd: W=FidZ\ Di

E1 trabajo total efectuado sera:

\,\,zf'paa (2.4)



Cuando se trata de un material elastico lineal, el trabajo‘

hecho por la fuerza Fi es:

W ==L Fi Di.

o

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la
estructura y provocando desplazamientos en la direccidn de tlas
fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la energia de de-

formacidn serd: W = U = —% (FiDi + F2D2 + .... + FnDn)=—%zf FiDi (2.1)

La ecuacion anterior puede escribirse como:

W1 - Hrlo]o] (23)

en la cual }F{ T es el transpuesto del vector } Fi que represen

ta las fuerzas..

E1 drea que se encuentra en la parte superior de la curva
OA se le 1lama energia complementaria de deformacidn,
La expresion de igualdad del trabajo externo W y la energia de

deformacién o energia interna U, puede utilizarse para calcular

deflexiones.
U:%yq—mgwé\/ (2-4)

g_ E"'L_ | Cz,s)

(2.¢)

(z.7)
(2 .¢
(2.9)

Axial © U= 3
Elaxiol - U{.: —:—_‘f%: o
Covtante: Uom 4 °j7\'}&‘é o =
ToctinX. SER] J%&-__Qx



2.1.- Teoremas de los Trabajos virtuales.

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema
ficticio (virtual) de fuerzas en equilibrio o un pequefio despla-
zamienio virtual se aplica a una estructura, relacionandolo eon
fuerzas o0 desplazamientos reales.

E1 metodo de los desp]azamieﬁtqs virtuales consiste en apli
car desplazamientos ficticios (virtqa1es) de cuerpo rigido en una
estructura y calcular las reacciones reales, mediante el método
energético.

Una variante serfa la de calculaf desplazamientos reales a
través de fuerzas virtuales, como se indicaxa continuacion.

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un
sistema de fuerzas reales aplicadas y 1lamando &£ la deformacidn
actual en cualquier puntd y sus correspondientes desplazamientos
en los puntos D1,D2....Dn, se introduce un sistema de fuerzas vir
tuales F1, F2,..... , Fn en las coordenadas 1,2,...n , provocando
esfuerzos I en esos puntos.

E]Iprincipio del trabajo virtual establece que el producto

de los desplazamientos reales y las fuerzas virtuales correspondien
tes es igual al producto de los desplazamientos internos y las fuer

zas internas virtuales correspondientes, por lo tanto:
T" 2.-"0)
vi - [ T{TleldV (2. 10)
FiD1 = :
- .

en la cual:

)
€

esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F

deformaciones reales compatibles en desplazamientos

reales .f Dg



s oy

Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para cal-

. —
—

se escribe : .!.v %j :5 )_“_;'04 f {:J\/ (2.1
- Dj - f{“vJFT{Eé d Y SR

siendo 2(ruji los ésfuerzos vrtuales correspondientes a l1a fuer-
za virtual unitaria en j yif{ la deformacién real debida a la car
ga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexidn, cortan
te y torsidn se indican.a continuacién.

Tipo de deformacidén Componente de Componente del Trabajo

la fuerza desplaz. real virtual
virtual, interno

. P P

Axial p dlL =— dx ﬁa —— dx (2.13)
AE AE (T

. | M M

Flexion m dp = fT'dx Jﬁm T dx(}.l4)
Cortante v dy = —l— dx

AG

Torsidn t df = — dx ¢

GJd 64J

De la tabla anterior, para valuar la integral de flexion
M .2
m —— dx, para elementos de seccidn transversal constante se
Bl
utiliza para los casos mas comunes de cargas, 1a multiplicacidn

directa de diagramas de momentos flexionantes.



Cilculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales.
1) Armaduras

En armaduras, la expresion para el cdlculo de deflexiones es:

Dj =._f“: pﬂ—dx . (z,.l'l)

&=t AE

Un resultado igual se logrard si multiplicamos matrices tales
Dj = ip (T fi P}
J mx 1 mxm mx 1 (2.1%)

ZPmi.T es la transpuesto de la matriz ?‘m{ , siendo esta Gltima

que:

en la cual:

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria

actuando en la coordenada correspondiente.

{ P( son las fuerzas en los -elementos debidas a las cargas reales
= L. :

Nt Lfnl = _&‘:é,-.-@‘

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por

deformacion axial de los elementos aislados. A esta matriz se le

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam-

blada.



&

Cuand% se desea ca]cu]ar 1as def]ex1ones en diferentes puntos
. ¥ !‘1 ; H

de 1la estructura, 1a carga virtaul debera aplicarse por separado

.'\gr ﬂi

en cada una de las coordenadas deseadas y que corresponde al con-
junto de fuerzas determinadas, la ecuacién
tendrd la forma:

E P 3 PN D IR LS

p’ = fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando
en la coordenadas. Los elementos de la matriz [p] son las

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde-

nada correSpond1ente

T

P = fuerza en un elemento debido'a la carga real. Cada columna

La flexibilidad del elemento = KLﬂ
E

de la matriz-[ P] son las fuerzas correspondientes a un ca
so de cargqa.

m = nimero de elementos

n = nimero de coordenadas en las cuales se desea conocer el
desplazamiento.

ndmero de casos de carga.

]
1]

E1 ejemplo No. 1 muestra 1a aplicacidn del cdlculo de defor-
maciones en armaduras por trabajos virtuales.
2.22.- Cél%u]o de deflexiones por trabajos virtuales en vigas &
marcos.
En una estrucfura formada por varios miembros y sujeta a
una carga cualesquiera en un miembro, de tal fqrma que 10s momen-
tos extremos internos sean Mi M2. Si se quieren calcular los des-

plazamientos en un extremo, se.aplicaran momentos virtuales unita

/i
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dcular los giros debidos a flexiodn.

\
M) c
. EI e
. é -
|
M
BT
/
\
' 3 r\ v
L — 1
r
4
v
— 4 °
|
A
=
—pi
Por trabajos virtuales la contribu-
cién de desplazamientos por flexidn
en j sera:
 m'—M dx = L (Ml ml + Mlm2 + M2ml + 2 M2m2)
El 6L1]
NoT . ..
EFE resdndolo matricia Imente:
T .
: fFMiIM}, en 1a cual: 2.7 1
" ml -
m2 ] ) 1 2
N M = —-—
M1 6E1 1 2



Los elementos de [fﬁl son los giros izquierda y derecha debi-
dos a momentos unitarios en un extremo de la viga. En forma seme-
jante a la mencionada en armaduras, lfHIes la matriz de flexibili-

dad en flexidon del elemento.

E1 desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elemen-

) hgat T .
Dj =< {mu ) [ f]
L= { 2nx1 " 2nxen § M| 2mx1 CZ..L t )
en al cual: -
mlj M1 f 1
m2 ] M2 [”'

mn j Mn [?M]'n

! |

A la matriz [}M] que contiene las matrices de flexibilidades

tos:

separadas de todos 1os miembros se le 1lama matriz de flexibilida-.

des no ensamblada, N

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena-
das, la carga virtual unitaria debe ablicarse en cada una de las
coordenadas separadamente para determinar los momentos en los ex-
tremos, arreglandolos en tal forma que

_zm{ 11 lmﬂ 12 8m$1n—l
[ ml 2mxn = \m{ 21 }m( 22 f‘tl‘

?ﬁ{iml {ﬁ {n2 {; Sn n ken Ta qual los

elementos de cada submatriz son los momentos extremos en el elementos.

E1 primer subindice indica el momento y el segundo la coordena-

da en la cual se aplica el momento unitario.

Id



Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento
se calcularan:

[D] nxp =[_mu] 2mxn ”] 2mx2m [ l 2mx p 2— 7—-4')

L

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura.

Esta matriz puede.determinarse a partir de las flexibilida-
des de cada uno de los elementos usando 1a ecuacidn 2.24. Los ele
mentos de la matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza
mientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza
unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas,
la carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la

ecuacién 2.24 quedard:
4 T -
[_f-k:‘.[mu ] . \_fM]s mulS (?..ZS)

en la cual {f] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es-
tructura y el subindice s se refiere a las cuatro causas que pue-
den provocar deformacidon: flexion, axial, cortante y torsion.

Cuando solo se considera flexidn la ec. 2.25, quedaria:

2.2 G
l nxn fmu ] Zmxn l, M] 2mx2m [ mu] Zmxn

numero de elementos

m
en la cual:

de coordenadas

1]

n

E1 ejemplo 2 muestra la aplicacidén de los conceptos anteriores.
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2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti.

Si un sistema de fuerzas Fl’ F2, Fn se aplica a una estructura
en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos BeF,D2F...,
DnF . Manteniendo el sisiema.de fuerzas F1 F2,..u JFn, se aplica
otro sistema de fuerzas Q1,Q2,... Qn, provocarédn despiazanientos .
DiQ, D2Q...., DnQ} y ademads desplazamientos OlF, D2F... DnF en los
puntos donde actia el sistema F1,F2,... Fh.

E1 trabajo externo total seria:

WF + Q =—— Fidi + —— FiDiQ + ——  FiDig 2.1

omictidui W Fq = ——ZFiDiF + ——£FiDiQ + ——EFiDiF 2.9
2 2 2
- N .
como w,_-+0 = Wotp o —l—éFiQip - 1 € QiDiF ¢. 19
2 2

Esta ecuacidn es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado
seria que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi
a través de desplazamientos dgbidos al sistema Qi es igual al traba-
jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza-
mientos provocados por el sistema Fi.

E1l teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante-
rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i en
el sistema de fuerzas F y 3j = 1 en la coordenada j

DiQ = DJF

que se puede escribir como fij = fji 2.%0
lEstos desplazamientos se les 1lama coeficientes de flexibili-
dad como ée vié en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n
coordenadas, estos coeficientes se arfeg]arén para formar una ma-

triz de flexibilidades. Esta matriz deberd ser simétrica debido atl



teorema reciproco de Maxwell - Betti.

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Existen basicamente dos métodos generales, para la reso]ﬁcién
de eétructuras hiperestdticas principalmente y que son el método de
las flexibilidades (o de las fuerzas) y el método de las rigideces
(o de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguien

tes.

Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1.- Método de las flexibilidades.

En el inciso 2.2 al hablar de cdlculo de deflexiones, se intrg
dujo el concepto de matriz de flexibilidades de una estructura,

A continuacidn se definird el método de las flexibilidades.

En este método las incdgnitas son las fuerzas redundantes que
se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras isostdti
cas y planteando las ecuaciones.para resolver las 1nc69n1tas_con
base en la compatibilidad de deformaciones de 1a estructura.

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo:

Jof + [v] ZF€=i°i; 3.

en la cual °

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas,
F = wvector de lds fuerzas redundantes
f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des-

plazamientos debidos a fuerzas unitarias.
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La secuela de cdlculo sed entonces:

1) Determinar el grado de hiperestdticidad

2) Plantear la estructura primaria- isostdtica

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas én fos

puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las
redundantes supuestas con valores unitarios, que son los
coeficientes de f]exib#éad

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada
reduntante con base en condiciones de compatibilidad de
deformaciones. |

A continuacidn se indica el ejemplo 3 de aplicacion.

3.2.- Método de las rigideces.

En este método, las incognitas son los degp]azamientos nodales
y los elementos mecdncios se calculan superponiendo una esttructura
a la cual se restringen los desplazamientos nodales calculando las
fuerzas que provocan estas restricciones. _

Posteriormente se van bermitiendo uno a uno los desplazamien-
tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-
dientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan 165
desplazamientos y con éstos se determinas los elementos mecanicos
por superposicidn.

Las ecuaciones de egquilibrio son de la forma:

H S ESE R I E GRS



en la cual:

Fq = vector columna que depende de las cargas externas

-

of-

2)

3)

5)

matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas
debidas a desplazamientos unitarios,

No depende de 1as.carggs

vector que representa las incégnitas que son los despla
zamientos |

La secuela de cdlculo sera:

Encontrar el nimero de desplazamientos nodales posibles
Fijar 1os desplazamientos posibles calculando las fuer-
zas nodales de fijacidn correspondientes

Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos
unitarios inicialmente impédidos, calculando las fuerzas
correspondientes {(coeficientes de rigidez)

Con base en las ecuaciones de equilibrio, ca]cﬁlar lTos des
plazamientos

Los elementos mecdnicos se obtendrdn de superponer la es-
tructura impedida de desplazarse.eh (2 ) con las corres-

pondientes liberadas una a una

A continuacidn el ejemplo 4 muestra 1ja aplicacidn de este

metodo.

/
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4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.
La relacidn entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez

se establecera a través del siguiente ejemplo (Fig. 4d.
Los‘desp1azam1entos e[)( se pueden expresar en términos de

desplazamientos de cada una de las fuerzas actuando y superponiendo:

(figuralib).

DI = £11F1 + f12 F2 + ...+ fin Fn
D2 = f21F1 + f22 F2 + ...+ f2Zn Fn
Dn = fp1F1 + fp2 F2 + ...+ fnn Fp

[ ]nxn ]) %nxl - {D\nxl 4.1

resolviendo 4.1

NI EA RO

La ecuacidon 4.2 puede usarse para determianr las fuerzas for-

mando los elementos de 1a matriz de rigidez de la misma estructuras
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Si la estructura es deformada por fuerzas Fy3, Fp;, Fni, a

través de coordenadas tales que el desplazamiento Dj = 1, mien-

tras que Dp = D3 = ... Dn = 0, Fig.4(c)
F11 . 1
F21 = f -1 0
F31 dJ
Fnl .
0

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la

estructura deformada tal que D2 =1, mientras que D; = D3 = :..=Dp =0
(fig.1d) "

Fi2 - 0

Foo .1 1

F32 - [ “‘1 C

Fn2 6

En caso general, si Dj = 1, mientras todos los otros desplaza-

mientos son cero, las ecuaciones serdn:

Fi1 Fi2 -.. Fin -1 {1 0 0
Fa1 Fao ... F2,] = [f ‘l o 1 o
F3 . . . v . ..
Fn1 Fno Fnn 0 0 1

siendo las fuerzas Fij de la izquierda en esta ecuacidn los ele-

mentos de la matriz de rigideces, por lo tanto:

[K] [ f ]-1 5 [K"]’l Ifl43
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas

y desplazamientos.
Sin embargo en el andlisis por flexibilidad

se transforma la estructura en isostdtica: y el sistema de coor-
denadas representan. la localizacidn y direccidén de las restric-
ciones y en cambio en rigjdece%, se agregan fuerzas para restrin
gir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada

la localizacién y direccidn de los desplamientos 1incdgnitas, por
lo tando la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el
método de las fuerzas eﬁ una matriz, en la cual los elementos son
coeficientes de rigidez, pero no l1os que se utilizan en el andli-
sis del método de rigidez y viceversa.

Propiedades de simetria.

Como se demostrd en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y
con relacién a la matriz de flexibilidades, hace que esta matriz
sea simétrica. Como la ecuacién 4.3 indica que la matriz de rige-
deces es la inversa de la matfiz de flexibilidades, serd también
simétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide-

ces seran entonces:
Kij = Kji 4.4

Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diago-

nal principal f4ii § Kjj deben ser positivos ya que para el cédlcu

lo de fii el desplazamiento ocurrird en la coordenada i debida a

una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma direccidn y en
forma semejante para Kii, la fuerza nexesaria enla coordenada i que
provoca un desplazamiento unitario en i, tendrdn la misma direc-

cion.
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Si en la ecuacion (2.3) se substituyen los desplazamientos expre

sados en la ecuacion 4.1, se tiene:

{.Nllxl - —- ( }m [ ]"“’2 5(4 5)

y por otro lado, substituyendo Ta ecuacidn de nuevo en-la 4.1

Ilw'}lxl S ln? n{”o% (4.6)

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen
forma cuadrdtica de las variables F o D y ésta es positivamente de-
finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de
la variable y serd cero si F 6 D son cero.

Por 1o anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba-
jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad de
be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa for

ma cuadratica, las matrices [f] y {K] son matrices positivamente de-

finidas, siendo los detérminantes de [f] y [Kl mayores que cero.

Seleccion del método de las flexibilidades o de las rigideces.

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es
necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca-
da caso cual seria de aplicacidon mas sencilla,

Sin embargo se Hueden adelantar algunos comentarios:

1.- E1 nimero de incdgnitas es en general mayor en el método de
las rigideces que en flexibilidades, péro ia formulacidon de las ecui
ciones es mas sencilla y de mas facil aplicacion para programas de
computadora, debido principalmente a la dificultad de programar 1a

estructura primaria,.



2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis-
temas relativamente pequefios, la seleccidn dependerd de compa-
rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el nume

ro de grados de 1ibertad en rigideces.



5.- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES.
En el inciso 3 se describid este método. A continuacién se

analizan en detalle 1a aplicacidn de matrices para su resolucidn.

5.1.- Matriz de transformacion de fuerzas.
En una estructura estdticamente determinada cada una de las
fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en funcidn
de las fuerzas externas nodales, por medio de 1a ecuacidn de equi
librio:
p1 = bll F1 +bl2 + .... + blnFn
p2 = b21 F1 + b22 F2 + ... + banFn

pm = bmlFl + Bm2Z F2 + ...®*bmnFn

en la cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste
ma de cargas aplicada a 1a estructura,.
No existe relacién entre los subindices de F y p

En forma matricial:

IRCIE. (5.1)

en la cual
bil bl2... bln
=} b2l b22... ban (5.1) —

Eml bm2... bmn mxn

bg

[b] es la matriz de transformacidén de fuerzas que relaciona las

fuerzas internas con las externas.
La matriz [b] es una matriz rectanqgular y el elemento bij.

representa el valor de la componente de pi de la fuerza interna,

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario,




Cuando la estructura es hipérestética, las fuerzas internas
no pueden determinarse en funcion de las cargas externas aplican-
do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo 1a
estructura isostétﬁca, gue llamaremos primaria, suprimiendo las
redundantes, como se hace en el método de las flexibilidades, se
considera fa estructura primaria Eujetq priméramente a las cargas
reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for-
ma, se puede expresar las fuerzas internas de los elementos en fun
cion de las cargas externas F y de las redundantes o hiperestétj-

cas R, como sigue: _
M=[bp] For[ow] R - (=3)

o utilizando la propiedad de subdivisidn de matrices:
. ' . '
{pi =[bF E bR] --ﬁ". | (5.4)

En 1a cual:

b = matriz de transformacion de fuerzas externas en la
que cada columna representa los valores de p producidos
por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc-
tura primaria con redundantes nulas.

bR = Matriz de transformacidn de fﬁerzas redundantes en la que
cada columna representa los valores de p produéido; pdr‘
redundantes unitarias aplicadas a 1a estructura primar{a

con fuerzas externas nulas.



<

5.2.- Solucidon matricial generalizada por el método de las flexibi-

lidades.
Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de

fuerza axial

™Ma
Do

MA Me ‘ | -
C—\ a 'D? {\ D-ik 7 | fat 3L
N = S e O E Y
< L & -— »

(a) (b)

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden

o T il B

quedando cada componente del vector desplazamiento con 1a misma

componente del vector carga.

La matriz de flexibilidades de la barra serd como se indicd

anteriormente:

[fHJ=- 1 2 ! y la relacidn con las deforma-
6E 1 2

(-l (s:5)

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedaran

ciones es:

como sigue:

p1 D1
b sl o (2
on D

Los subindices se refieren.a la designacidn de cada elemento



en que se ha descompuesto la estructura.

Aplicando el principio de los trabajos virtuales.

PO SR

virtual

| (5.7 )
como Ip{ = [le F1: substituyendo €en 5.6

et
D} j{F éT b T e

n

(5.%)

1
—
or
=
l"""“
—_
—
(o)
i

Esta expresidon permite calcular los desplazamientos de la

estructura a -partir de la matriz de transformacién de fuerzas vir

tuales. La transpuesta de la matriz de transformaciones de fuer-
zas, representa la matriz de deformaciones.

E1 vector de deformaciones internas Ze i, si se substituye

ol =[] " [w]{o]

£l vector de fuerza internas {p} , en funcidon de las cargas

en 5.5,

externas R med1ante una matriz de transformacion:

H ai



E1l término bF-ij representa el valor de la fuerza interna
en el nudo i debido a una fuerza externa unitaria aplicada en j

Substituyendo valores:

]Df=[bR] T ['fM’l[bF'] F 5.10

Por definicién de matriz de flexibilidad de una estructura:

A GGG S

Por 1o tanto, la ecuacidn de transformacidn para obtener la

matriz de flexibilidades sera:

[fF] =[bR ] k [fM]{ DF] 5.12

[fFl = Matriz de flexibilidades asociada al vector de cargas

en la cual:

externas ’F , referida a los nudos indicados en la matrizZ b
[ fM] = matriz diagonal, cuyos términos son las flexibilidades
de los elementos de la estructura.

[ bR ]= Matriz de transformacidén del sistema virtual de fuerzas
aplicadas en los puntos segin las redundantes.

( b ;1 = Matriz de transformacidn del sistema real de fuerza
externa.

Aplicando finalmente la ecuacidn general de compatib11idad

f[f

de deformaciones:

B

n

DXF&,*' {DRR‘ 5.13
xF

e e



en la cual:

[ fo‘]= Matriz de flex. asociada a las cargas.
Cada término representa el desplazamiento segin
la redundante i producido por un valor unitario

de la fuerza externa aplicada en "j',

1]

[f } Matriz de flexibilidades ensamblada de la estrug

tura referida al sistema de redundantes.

Aplicando las ecuaciones de transformacidon de fuerzas se tendrd:

L1017 [allee
f] [R] M][ ] 5..16

nRxnR

y substituyendo en la ecuacidén general de compatibiiidad de de-

formaciones:

1 L B Lo 17 Ll o

E1 vector Dx indica los desplazamientos reales de l1o0os apoyos,
que seran iguales a cero en la mayor parte de casos en la practica
0o ifqguales a desplazamientos impuestos como asentamientqs de apoyos,
gikos, efectos de temperatura, resortes elasticos, etc.

De 1a ecuacidn anterior si ? { = 0 :

N PR E T

Con Tas redundantes 2R£ obtenidas, aplicando el principio de

superposicidén se obtienen los elementos mecdnicos:

{p( =[bF1{Fi +[bR12Rf 5.19




Las ecuaciones anteriores son vdlidas para cualquier tipo de
estructuras: armaduras, vigas,lmarcos, etec., tomando las flexibi
lidades correspondientes de axial, flexidn, etc.

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua-

¢idén equitibrio:

b= [od (] - o]

siendo }po{ el vector de fuerzas internas en las barras debidas
a fuerzas externas kF'i aplicada en la estructura primaria, que-

dando la ecuacidn 5.19

[bR ]T [fNA{pOi +[bR.lT [fM]{bR( zRS = 0 5.20

ecuaciones en las cuales no serd necesario calcular [ bF]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacidn 5.3 puede escri

birse:
[bF Z‘ —S EY . (5.4
b | :
-9F_. i Q
Dg b T { 5.21)
R
En la cual: eDFi = desplazamientos debidos a ?F(
EDRK = desplazamientos debidos a la redundantes



Por el principio de contragradiencia:

bl o1 7]
(% = [ 1RY e

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que Tos elementos

de la estructura no estan realmente "cortados", los valores de DR

deben ser nulos.

Por otro lado como:

ol [(1{ 0
que es la ley de Hooke al revés, substituyendo en 5.22
i} T ' b ] T~
foi [bF ] 8% [ - LF_l;p&(S-ZS)

Esta ecuacidn permite calcular los desplazamientos aplicando

una fuerza unitaria en la estructura primaria isostatica.

5.21.- Caso de fuerzas aplicadas en los elementos

La solucidn matricial generalizada requiere que las fuerzas
estén aplicadas en los nudos, 1o cual supone que en el caso de vi-
gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia linealmen

te y que los desplazamientos entre mudos son nulos.



Sin embargo como en la prdctica las cargas se aplican en cual
quier punto, habrd gque transladarlas a 10s nudos previamente se
teccionados, calculando ademds 1os~ﬂesp1azam1entos locales debidos
a estas cargas en 1os nudos externos del elemento considerado.

tas deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones
de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide 1a
estructura en elementos. La expresién para obtener los desplaza-
mientos segun el sistema -de redundantes basada en el teorema de
trabajos virtuales, serd:

HARARE

en la cual D"& es el vector de desplazamientos impuesto a cada ele .

mento debido a las cargas aplicadas sobre é&1.

5.3- Resumen de aplicacidn del método de las flexibilidades

t

5.31- Estructuras isostdticas.

a) Las fuerzas internas se obtienen con la ap]lcacién de
la ecuac1on de equilibrio:
Fo( fi
b) Los deSplazam1entos nodales se calcularén:
of -0 [ o3 0al e L1 (R
(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en 1o£ elementos

deberdn trasladarse las cargas a los nudos).

E1 ejemplo No. 5 muestra 1la aplicacion del método a una arma-

dura isostatica.



5.32.- Estructuras hiperestaticas.
a) Definir la estructura primaria y por lo tanto
especificar cuales son las redundantes |
b) Calcular vector de fuerzas y la matriz de trans ‘

formacidén de redundantes [bR] y la asociada a

las cargas[ bF]

c) Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla
da de Tos elementos  fy

d) Ca];ular el producto [bR ]T[ fM][_bF] que

es la matriz de flexib. asociada a las cargas
e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada

de la estructura

f ]R ‘(bﬂl i fm][bal

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati-

bilidad de deformaciones:

o [DXF-& {Ff + { DRR]R=

g) Si se desea calcular los desplazamientos.

oA 571 R

Los sigutentes ejemplos ilustran la aplicacidn de la secuela

'd

[[¥e]

mencionada.
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[jé/np/a No. f
i Resclver /o armadura por  Alexibi)idades.

cn

™,

F

4 m AF = cte.
T
10 For
4 m < m
| - ) - |
I —} | '
¥
Solucmm
1 .= Ja estuctora es hiverestatica en

2% grado ¢y /la eslructura primana  se leccionade
) |

sera /o siguente

£l vector de
fuflrtax mderaas

vo = Jee] |7t

; 7/
. { -5
T 1 s
-5
5 5 .5
£/ vez/or{pv}zé o >
WXl 0
+7 01
o
+ 7 017
0
0
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T
Ahora (a/'(u_/_g_nda_ el produvcto DDR] E[M] [bk]

4 -0.70.7 s -7 83
4 - 0.10.7 ¢ -2 83
4 0 - g.701 0
4 0 -0.101 19)
4 0 -0 101 O
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O
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o
S —
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[{] = iz
Z /9. 22
la occuacion de comporbihidad de de formacion
r
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- ) Ki
€8 .28 | /4. 32 2 Ril )5
X— | " R
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‘ s
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L as Ffverras en las barrac seran :

- {e) (e B (4
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-5 -0.107 0
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-5 o -0701
-5 o - 0701
o O - 0.101
o | -0707  ©
ﬁ +1.01 F 0
o) -0.101 -0.101
+107 o . +1
¢} + | 0
@) o t)
\ 7 | e

Y

-2 73

T2 e
" TEEEL

T 1

5 5

Ferras Finales ¢n las

W W
N

)

fl
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- 213
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4.52
3.871
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Ejemplo  No.- 8

Resolver lo viga siguiente por el metodo  de o
flexibilidad :

e e —— e o

3 ton/m -3 ton /m
| A/L/“w/’\/\g z‘_:'-_/‘xz( A .
iy 6 m 6 m 6 m
ON © O

$0lvcion .- |‘

£l grado de hiperestaticidod es dos se selec- .
cionara’  1a siguiente estroctvra  primoria : !
| |

AN ANANN A Y _
pas {_} N - .45 JE AN S

Mis  Mip Mer Mes Meo Moc
los veclores de foerzas ¢ desplotomienios sero’:
’ 1 p N\
Mas | . Dan
M ea ' ' Dea
Fz ) Mac 1 pe Dac ;
Men Deco i
Mco Deco
L Moc | Doc J
/ I

. . / . ' .
Lomo el sistema de fvercas externas no este aplicado en :
los nudos ,habdra gue trasladarlo a los apeyos y calkulos
los giros en los exhemes ae las  barras

M .
O, sfm 2 9 -. C e



_.4%...

| e |
= (. = 6w Fa AL
El  vector de carga sera’ !
a )
-9
Fzod g 3
-9
¢
. | 3 ton/m B 3 ton /m
| @ S PN - QN\‘J?\;“L‘%
@Als © BA . Ocop @ AL
- : ey g 21
CBA= CBE=0Qcp=O p¢ =3 Lik - 3
Fl veclor de desplazamiente sero’:
7 \ .
27
21
N ‘l o)
. , |
Iy = 4 o Y- _ "
4 I ) 2’7 £T . r
271 .

L,
de malrices de transformacion de fverzos

Lalevio

| Trazando
foerzas  upifarias

los diagramas de momentos. debidos a

redvndantes un/torias :



l Fl : |
) O O
AN AN AN 2N
Fara las condiciones Fez =1, Tz :| y Fa - Tampoco producen

momentcs

)

//aw'o;m/es,par lo tantc la matriz I:b-p_:] sera :

R/:’ R?:’
/
A N\ 8/ ¢ DA 8 N ¢ D
& ; _& \ X 85 s //F_sz //3;\ s izt
1 1
R (=) [t
]_ a ma f{fz de *rans farmm:z'az’w de redvndan fes 5era/ .'
R Rz
Mas o o I o o |
. Mpa -1 (o) - o
_ Msgc - o _ -1 o
[b{l' Mc e o -1 - 0 -
6x2 Mco 0 -1 o) -
Mpc o o o o)
Lotevlo  de | fu]
la matriz de Flexibilidades np ensamblada  serd .
| )2 € 0 O 0
74 6] B & 12 o O 0
I:;M] T e 1 0 0o 6 0 o
6 E1 o) © 12 o o
Dcﬂj o) o o0 iz e
) __o o © & iz |
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£/ prodecto DR]TE‘MI [bF] = 0

[a/f(//O del ,oradycfo [bR] [fﬂ] [bk] que ¢és /0 mm‘nz
de flexibilidades ensaméblada

R ] [od - [ 7

los de:s/o/azam"'fnf'as' devidos a flas cargas en los

borras , yeferidas ol ;f'ffema_ general seron .

- [l (0} [e v s d] ). H

4

-

For lo cval los desplazamientos fotales ~dgebidos o

‘o
Jos cargas sergn .

(oo (A0 o L)

y /a ecuacion de compatibilidad de. deformacicnes seic:

[,va J /] {R :{o}
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Diagrama de momenlos flevionante s (tom-wn )
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Ejemplo No 11

Resolver  por flexibilidades considerando efectos a0 fowon

y calcviar Jos desplaramiénios de  Jos nvdos.

1.0 Ton.
B 3m l -
2 £ s E-T:6¢00 fon-m?
3m - Dp =t 0 0o rad.
5 m
5 ton |
_....._..J ©p
. FITIFIIIIT
9. ' I. D 2.5m
YN
A @‘
—+ =z -
] 1
50/()::'9//1 .
la estroclura es. hiperesiafica en tercer grado y se
selec cionara Iy siguienle  estroctora primarr'_a S
A 10 Ton ‘ : /
| - cﬁ\
/ﬂ‘*ﬂ\
5 ton Rz

el TS E

Fi Sistenta e
OJBA (\""—-——-——-—-/( /éco /fc{(//?dOAJC-J
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Loz vectores

PJ"

[ omio

2r1 los  sudos

para.

5

[ Mae )
M B4
Mac
Mca
Meo
Moc

b

- 5'7_

de fuerzas nternas

)

el sistema de fverzas

)

haéra’ que

hacer/o se aplicaran

10 5

! |

!

— A

2

/
El vector de carga sera’:

A demas

y desplazamientos zeran:

(o
Dag
Dsa
Dec

: < Des L
Deo
Dpc

N !

externas no ests aplicado

frasla darlos

a los apoyes;

las ecvaciones de estatica,

P3:5 .
J

rray

e/ sislema externo de cargas por

ZENyid

estar “aplicado

en Jas barras impone deformacicnes que se calculan

Jon

la e l(p/é’.w'o'n

eﬁffm

de  travajo
Mo
T

virfvales .
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Dina Har/‘enéfa vso de las {qablas
muol triplicar diagramas .
5
D’AB - 15, 7—_
Diag . £T
0 L 18
L4B ¥-T
/0
. |7
Dice .
Dige Digc:= Pics _—3-?-1—5—— D, =

para

/5, 7.5\
18 ,
22 5y —
22 5 ( &
o
o

4

. Fara poder calevior [as maltrices de ‘transformacion de

faé/za_g, se :a/cu/a/a}; /os dragramas

det/idos g

fverzas externas vnitarios y los de redvndancia

oni torias .
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- 4

F AN 4

P P
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la niateis 4€ /rans rorm aclon de carga sera !

Mas
Mpa
Mee
M: s
Meo
Moe

lo_

Mas
Mg 4
Mae
Necs
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Mrc

Fi:i
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OCun000
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— GO-.

lalcvlo de [fM]

La matriz no ensgmblada

?A el

I:fM] = ) [7{3‘}
wa]

o
™
. .
loooo-;‘ ;‘I

73. 33

-)03.33

/1235

de la estrvctyra sera :




T
Lalcvlo del prodovcio [bﬁ] ([M] [bn T ., que  es
lg maltriz de Flev;pilidad ensamblada

24 18 - ¢7 18 -8
)
f] E ~ 2. 18 44 18 24 Y ————
| | v
- 8 24 4z '

L —

A los desplazamientos prodecidos por el sistema  de corga
en 105 pudos y deberd sumarse el de las cargas aplicadas en
Jas barras y que referido al sistema  general, mediante /a

CrUaCIon !
o 75

)
{D d [b/(] {P }‘—' 55 501 —
} 2200 71
k 8
Por Jo tanto Jos desplazamientos lofales depidos al

sislema de  carga externa serd !

(o} =] {7} o)

— —_— r \ 7/ N
13. 232 0 o 3" ; J o, 75
N ! -/0o3. 33 o 0 5 e -E" 55.50 l
6 FT - 135 o 0. L5J l 22.50J
' ’
36 €67 ! a.75 ] 27 492

!

— — - . 67 t -— /
Y2V A :7’ 0 £7 55.50 71 3 41
- 227 350 - 45 00
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?rincipips Fundacentales,
e).- Cogtinuidad
e =ad
b).- Iéy'de Hooke
P = k:e
c)e— Equiliﬁrio
T

F=z2a p

Solucidén de Estructuras,

Método de los desplazamientos o de las rigideces,
( Continuidad — Ley de Hooke — Eguilibrio )

F=eTp=aTke=

a kaad . ‘I'

F=xd;t=a7ka_ 3
Solucidn:

ad=xk"'F ,

e=6&8d=a2a K" F

P=ke=%ka K‘I F

51 la estructura es isostética, a

p=(aT ) ¥
e = (14:)'"l P
d = (8)-l e

T ' . L
es no singular, por consiguiente:



Si la estructura es hiperestétice estable, 18 metiriz a' ge puede

particionar,

- H - [aggq]

38 debe ser una matriz cuadrada no singuwlar, que define la estruc-
tura primaria o isostética,

T« Tl
F:[&O!B.IJPO‘

P,
' P, = fuerzas en las barras que forman l1&8 estructura
primeria, :
p, = fuerzes en las barras sobrantes.

Métodé de las fuerzas o método de las flexibvidades, |

Equilibrio:
¢ e 1= [ee o J[F
. 'R"-
!
o bien: . )
Po bOD :blo F

Ley de Hooke:

[=]= (<] [*)

£ = k-
Continuidad:

Td] oG

22

u ! bI .
1

Relaciones de by, Digs 8 3

o
O
1
{
o
&
O
_m
o



b, = depende de R

las redundantes ( R ) se obtienen obligando & que u = O:

" u=1Db e=0b fp=1b f(byF+ b R)
1
R=- (b fb Y /b fb,F

o 1T
P = [bo -br (b £ ) 1 f boj]F

e=ffp=fDbF

@d=bye=Db fbF
Notas:
8).— Si: p=>bF

;

Por el principio de contfagradiencia:
d=b e | 4"

d=1b fbPF

b).- Se demuestra que:

b, fb=b £b=1b fby=EK"

(K)“|= matriz de flexibidades de la estructura.
Demostraciones

Por la ecuzcién de equilibrio:

p=DbyF+ b R

Premultiplicsndo por al :

5



\4)

BTP aTboF'i'aTb"R

Pero: p=F
F=al b,F+a b R

La ecuacién anterior se deve cumplir para cualquier F y cuelguier R

&Tbo= I
al v, = 0 1.9.q.d.
2).~ Yoo = (ay ) S

Por €1 teorema (1)

.‘[a}[bo]=[ao : aJ i:rig_o_ =1

52 boo =1

. T
La matriz a, es cusadrada, por 1o tanto:

T I
Yoy = (84) 1.9.q.4.
T
3).- by = - boo 8 by

Por el teorems (1)

,[g][m] =[£-;J] bl =0

° by}
ég Yo % ér by =0
Despejando & Dby :
bo = - (20 ) ;T oy

L/



Pero por (2)

T
bio = - boo 8y b” l.q.q.4d.

T T —
4)e- boTb=1 fb=b fbo=K

T -1 T .
Recordemos que: Y = by - b (bI fo ) b f by por consiguiente:
. . o1 T
' fb=|bvg~-Db; (o, £b;,) b fo,| b=

T T =1 T
=by fb-bsf b (b £b ) b fb

‘ -1 T . -1 T
bo £ by (b £ ) b fbg=-105fb (B £b;) by £
. | | - Y
(b £y Y B £ b
. t
C.-w (vl g )t Wl rpg =0 1.9.q9.4d.
La metriz E-' es simétrica, por consiguiente: .
-1 = T . T ) T T iT
K7 =(KE7') .. bofb={(bgfd) =0b f by
Ejemplos:
10
F =
-5
k;=1 T/cn.
d

a).- Nétodo de las rigideces

1 C
-1 0 1 « k=
By | vok=l
-1 1
BTRB.:[B "2=K'
~2 3 .



_ 3/5
2/5

Solucidn para cualquier

L [3/5
2/5

[ 3/5
2/5

-1/5
-1/5
[ 3/5
2/5

-1/5
-1/5

2/5
3/5

1/5j

cm,

cml

Ton.

b).- I'étodo de las flexibilidades

o

o o,

c o'r o

e

(1 1]
1o
Ny
L © 1J



3 2
3

' (beb,)_l=[3/5 _2/5:| o :
L -2/5 3/5

T
b| f bl =

ey

T T _’—2 -2
b, (bl £b; ) b fbo=1/5
o : -2 2
1 -1
1 -1
N J 3
T ! T 3 2
b= bg=bi (b £ ) bl £ bg=1/5 p=b}
-1 1
-1 1

l
|




"kesuzen (2) .

I.; Armzdures
" - Vectores fuerza y desplazaniento
&).- armzdura plena

- —
F: = d é; =| ¢
4 4
F; é
éﬂJ e
b).- erozdura en el espzcio
v, (a7
_ X , X
d ' <

Ny 8jy

¥, a;
42 il
Nztriz ée continuidad (a)

T

u; = [sen e cos 6] é u;
3.~ Katriz de equilidrio [éTJ

., B % ____.e

" Si entre &l nudo +
+ Si-sele del nudo -~

3

hudo j concurren

barres a, b, ¢, .

1
t




11.- Interpretazcién f.sicz ce 2lgunzs miétirices en el nétodo
ce las fuerzes

bo = fuerzeés en lee bérres producides por
Juerzts uniteéries aplicades en le es
tructurs primeria

el -

-1 _ -1 -1 0 -1
0O 0 o -1

bo

]

0O 0 -1 ©
0 1.41 0 1.41 ?

c 0 c ©

o
i

fuer?=s en les terras preiucideas por
redundentes uniterios epliicedos en la
estructura primarie

: B 7
-o7/ L ~-0.71

e

""0. 71
+1

+1




bo F = fuerzas en las barras producidayg por
las fuerzes [Fj]aplicadas en le es -

éf tructura primeria,
2 ’ —/5 £ ] i ]
—\7% 5 -15

10 0]
-8 . I 4 8‘

/ 4.0
|/ ; >E » | o | 14.1
| - LY

II1.- Czsos pzrticulares de [%EJ
Si la estructura es una armadura, que se puede resolver la estruc-
tura primaria por el método de los nudos, es posible que la matriz

sea tfiangular interior,

Posteriormente veremos que péra algunas estructuras es posible-ha—

cer que [%g] sea triangular inferior & superior. {Ver ejemplo)

IV.- Ovtencidén directa de las reacciones y efecto de desplazamien-
to en los apoyos.

Sean E?:]las'reacciones y [?é]los desplazamientos de los apoyos -

(en general dA = 0) si consideramos a estos como nudos, en el méto

do de los desplazamientos, se obtiene:

F |=
P
l T
(KH= K, )
0 bien: F = K” da + K)/ dA
) o ‘
F~X,dy=X,d d = iy Fey

P=K,d+ K,d,

10



-0 bien:

Ovserve que s8i F = 0

P

1]

e

jo 7}
>

Ll -1 P
donde K = K,, - K, K/ K,, es la contraccidén de la matrileJ

Cuando un epoyo no e€s compléto (tiene algun grado de libertad) se
puede suvstituir por un sistemz de barres de rigidez infinita -
(fiexibilidad nula) que se apoyen en apoyos completos.

Ejemplo:

Si el apoyo es completo ho es necesario ni se deoe hacer esta -

substitucidén.

V.- Apéndice ,

1.- Inversién de una metriz trienguler inferior
See L una metriz triengular inferior y lf su inverse, es muy
fecil demostrar el siguiente aslgoritmo para obtener los ele -

mentos de M.

¥

= (111)4 (elementos diagoneles )

o] .
m“}: "(lii) %1” mrat- (i> 3)

n%}= 0 (i< j, X es tembién triengular inferi

‘
!

if

L



‘2.—- J. Robihson ha publicado dos articulos:
"AutomaticfSelection of Redundencies in the Katrix Force Nethod:
The Rank Technique" ~

Cer. Aeron Space J; 11: 9-12 (1965)

"Dissertetion on the Rank Technique and its Applicetion" J Roy
Aeron Soc., 693:280-283 (1965)

en los cuzles desarrolla un método bestente ingenioso, beasado en
la eliminecidén de Jordan, psra elegir lées redundantes y obtener
[é :l; el método es aplicable a 'cuslquier tipo de estructura.
Vi.- EJemplos
1.~ Katriz|ag

trianguler inferior:

4
. o X 2
VS S S__.é 72 7 /0
/ _Q_:_L_/_. ..__0_' Q_i._o i 0. @ ' __0__ &]{/ 0_1
/D 01‘0;_,5_’_;01_9‘&1 7
Jo Vo izl oW oo o oo o
[J} Z/ .0 0ol e _clololeo O
, 3.0 /i oy o -1 |0 0 e AL
o oo/ o2 20 sF
J ¢ i cie0lofl -l 2
OO O 0.=]_ &_-b#_0\-47/. D ]

. T . . . .
Obtengdmos[;:] con el algoritmo de la inversidén ce matrices trien
gular inferior treabajando con submatrices de 2 x 2.

€

[0!7‘7]2—0-'?’_3000“

o oto o ololoi]

; -1 o/ |l eloiofo
£T) = [ood= Lo o e oo o
QL 0Ny o0

-/ </ 1o V) -/ 0 Voo o

L O Sl O SO S A O S

, 0/ /S0t )]




12

‘2.- Desplazemientos en los &poyos y obtencibén de reccciornes

. |.'-
H R
s

r_2_1 RS
a, = cm,
3 LO
FO_?
d, = cm
4 .
1]
ki = 1 Ton/cm,
o1/ 1el-/1ol o olo
AW AV IV ARV AVAY:
a8 = o |\ o oH-07 07\ 2.7 £ | £
o2 lo -/ 0&0_5/ g_
A AN R R AR LAY,
olololo o1/ 1o01-/
: e
Calculemos 8 k &:
s l2s 0 1o V-1 0 <25 05
08| 450 |2/ 0 0 255
O 10 )5 0528505 -/ . O_ R
e ka=EK-= 2 ’Zl__;;ﬁ:,éjj’,‘,....—./-5‘fmﬂ5;£ﬁ o o] ot
-/ 1P 251l 05 AL 0 0 Kal‘KZZ
010 -o5-e5f05tt85 0 -/ | 7
0505 -/ |00 Lo 15 -85
DEl-05 O VO QO V- s O
— - c
2 +1,5
d = ; <K 4, =
A 0 ’ a2l " A +0.,5
o] +1
|1 +1 |

12



Observe que:

Oz

ex

L}

&



VD)

In— Gencrelivieidn de vectlores fuerzl y desplazticnto,

\

frmaédura pléna

u

trmzdura en el espécio

Merco

erco

II.~ Trensforuicidn ¢e cooriens

Pleno

err el espacio

plana

g),- Rotecidn

(Espeeio tridi:

7]

. T
Irx

Kx

Cr

nsionzl)

¢

- —

dx

dy

— -
dx
ay
adz

I
™

&8,

rar——




[y

La rotecién quede Gefinida con lé mitriz _/\.3

/\ Cos Xy Cos 2, Cos Kc
-

Cos < Cos ’,35' Cos 3'),:'

. Y I .
Qq&f: tngelos que Tforman los ejes A,Y,Z, con 1cs ejes X,Y,Z.

T 1
(/\ es ortbgonal'Jﬂﬁ‘zjbﬁ)
4k g s 3 K]

i 71 s
;’FI=|IT11_F‘
A N
Donde: V' = Vector referido &l sistema
X,Y,2 (6 componentes)
V = Vector referico al sistema
X,Y,2 (6 componentes)
i_/&:-o' - '
T = | -3 _._.= metriz de trensforracidén (6 x 6)
0:/\31
Plano f
( n),by R s
\ /
\ /P.x
\ ”-'
\ e
_--19© o

Cos 8 Sen &
~ Donde: 1 O
I
T = ~Sen 8 Cos 9|
e T
B O ol
. | - -
N, 0
O bien: = | -
0 :l
| i

F, d, V = Vectores con tres componentes (Fx, Fy, Lz}, etc.

/6

Cos ey Cos ﬁj'Cos fy'

—_



1  k+1 k(k+1l}/2
= 0 1. k+1
0 o 1
y el postdlado es cierto para toda n =1, 2,..,,.

FALSO

4. a FALSO b
¢  FALSO _ . 4 FALSO o
'S. Det A = Det B Det C =. 8.2 = 16 Det P = - 4,
[0 1 0]

2.

0
1

6 1 1 g
4

_2

6. a Det (2A) Det(A)
1

(4x10)x10 = 400
b. Det (2A"T) = dDet A * = 4/10

c. Det (AA"Y) =1

7. a Es SUBESPACIO

b. NO ES SUBESPACIO

8. a. Son linealmente independientes

b. -Son Cuatro

lor

SI b. NO  10.- a. SI SI

Ww
b

v

a

[6—



[ I

II1I.~ Troneformecién Je rigcidecces

S.'i_: F =T€F

, T . .
Se sigue que: d = T 4 (por contragrediencie)

-
Siik] es la matriz de rigidez para[?} y rd]
[ - L [

F=X4da

e . r,_,!.‘ . ~ ,.: B
Se puede obtener k' (metriz de rigidez pare F' y Iﬁ@)

F=Xda=xt g

TP =T % D @
Pl = (7 x 77 )a
| T

vk = TkT
hpliceaciones: -

a).- Barras de erpadwras

d: C> ’ iD

Sistema F, H oot e R

. - - :
F =[N_}; d=¢€; k :!—EA/L]
— L

I
Sistema F, d




-Cos ©
+Scn ©
+Cos ©

- ¢c* s c‘—cs
. )
cs —8° 1 -cs

~-Sen 8|

(Por ecstiétics)

Vatriz T:

EA/L

Tk T

kl

n

kl

18

Si 6 = O
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b).- Viges (considerando tnicumente flexidn),

15

A M:p

0 Erytee 4
2

. i1?_—'d | —
- Fuy dyy
sistema F, d: S I P | dug !
| iy ‘ G:L!

!12EI/L3 ~6E1/1
Ik = '
Lfenl/Lz 4E1/1L

Sictema F; a: ~ 1
AC - ) )
51 9 I
-~ B
T: ek
F = (momentos Flex, ); 4 =

-Nim‘ . 5 |

(Ver apéndice)

Matriz T: (Por estética)

T 1]
T = | !
o 31
2 4 ",
k' = EI/L
-2 4

Note: Obscrvese que los éngulos 6, y 63 se miden a pirtir de la
" - -] M /_\l -
1inea(§)-k§), S€ considers que@&y(gjno se desplazen rele
tivencnte,

IV.- Ensemble de le metriz X .

: s s ’ o
Se ha visto que le meiriz K (rigicez ensamblada de la estructu

re), se obtiene:

donde:




‘Ohsérvese que l- -Ic,s cemejonte u 1u r-utrlgl'T—l', Gende el sinicnma
l_p-] l |se 'LI‘L—D-‘JiOII":: al sistema !y [dl .

Hay do“ formzs de obtener K sin di‘cctcr el producto (&' ¥ a) di
rectemente,

1).— Regls de la sumc: ® Jg

B

-

~
Considerewos la barra(l) @/lc.e une estructura, seal_k]su rlrldez
acopleda referide 8l sistema global x', y'

4 (
. / | h, = L, = &/y2
-—c-)." ‘ ‘
A » . | !
Barra ) \Uj(4) <:) 0 0 : 0 Oi
7 - , o 1'o0 -1
kK, = EA/L  l---m—--teo oo
' 0 0 ' 0 0
e=+ 90 @ |

0 -1 .0 1
L I _}

2.1



=0
Barra (1)-0){ 2)
o
0 = 45
//,0‘//
\\ -
Barra [0:-2} (3)
6= - 45
Berre (2,0) (5)
6 =0

Oy ~

EA/L

—

22

CD

@ - @
1 0 1£ 0
]
0 o | 0 oJA P
-1 0 |1 0
o 06 i« 0© 0
5N o)
/2 -1/2 ' -1/2 1/2' -
-1/2 /2 . +1/2 -1/2 ,
L. . - — . —_ E;’:‘/I/
-1/2 /2 1 1/2  -1/2
| |
1/2 ~1/2 i =1/2 l/%j
P .
0 I
1/2 1/2 V' o-1/2 -x/2
1/2 1/2 . =1/2  ~1/2
o ../_ —— ._/__ 4_.—-{ - /- -/~- EJ':/T
RV ARV VERVE 8
-1/2 -2 Y2 1/2
® @ ®_
1 0 | -1 ol
o 0 O ol
e el |
-1 0 1 1 Oi
I S
o 0 0 0



. fi h ¢ o

~loelel/2 oko0=1/2 | 0 0
@' i
10+0-1/2  1+0+1/2 | 0 -1
K = e ool T
CD; 0 0 . 0+1/2+41  0+1/240
2. | :
L_ 0 -1 : 0+1/2+0  1+1/2+0
32 <172 0 o0
]-1/2 3/2° 0 -1
K=EAL - - - - m e =
o o 3/2 1i/2 |
o -1 . 1/2 3/2 !
I_.: | / / _l
2).- Generalizacidén de a
(Ejemplo) '
S R E U R
@)ﬂi——-—-n.- dﬁ.—-ﬂm@ogm‘q&;‘sﬂ "~ .,-...-,,--_‘—_!".__.3_
g <6, 67, ¢ EI = cte,
[ X yae
el'l‘c--..;_l. B

Se quiere obtener[K?, consideraﬁdofsolo el desplazamiento vertical
[ZQ en(iﬁproducido por una carga;R], usemos la rigidez a flexién
en funcién de momentos, o

Sistema ¥, Q4:

M., 0y
ki, e
F = ’ ;' d = "
b, 03
I <]
| JIJ i BI_J
4 -2 -
7 "2 4 '
K=EBI/L - - - = — d—w___
4 -2



! /
Sintewa ¥, 4 @

e q':fé]

Matriz T (8! generalizede)

1/L [1 -1 -1 1]

E' = T K 7' (K’ metriz ensamblazda)

3
!

i

K’ = B1/1°| 24 |

V.- Lpendice _
1).- Interpretzcién de K

F K d

il

Sit d =1 .

- .
Por consiguienteLK]son las fuerzis que hay que apliccir para producir
desplazémientos unitarios; ejewplo:

6EI/L?

T | a.= 1

b ' . -

u® O lleI/L " I—IQEI/LJ -6EI/T
" | —6r1/T 4EI/L!

“ "\47:1/11

i ..., . \(B 4

‘@ 6,= 1 C)léEI/Lz



Resumen (4)

I.- Relucidén entre rigideces '"no acoplades" y rigidecec "acopladzg"

No &ecoplada

'Bsdb
(B)

P dp=0

Ty _
T -]

RN

Por estdtica: (Ver apéndice)

"

] ol
A= .._._\L_‘E
I
S oL
Por consiguiente:
Ml )
__ﬁ_h..ﬁ&_‘
A
L_gkl‘kﬁﬂ I
rkA.A;kAs Hyg, kg
k, k) k.. HY
| Sen o Fas BB TEA

Para unz viga recta de seccidén constante, considerando los

‘.

Acoplada

de flexién, fuerza normal y cortante:

L
fbs EA
0

o

]
Hep ' =Hpy Kss
B [
| Kse
efectos
0 0
WY
t H '
L° (1+c) L7 1 '
351 §EI; 1
L’ L L A
2EL I
J —



C = 6(l+u) ( e /L)2 k/orrna.

(@ =N\NI/&; o B/ A )

Invirtiendo & f, , se obtiene & kg,

— _
EA 0 O
k =1T
0 - 12FI ~6EX
L3{1+4c) L7({1+4c)
0 -6E1 4EI (l+c)
L_ L2 (1+4c) L (1+44c)

La matriz scoplede seré: Y VY
|
: :
®— RN _
~ |
EA ) |
T |
|
0 12E1 i
T Ti+4c) ] STMETRICA
k,, k|| © 6ET 4ET(1+c) [
. = T {1+4c) L{l+4c |
. k.ol |~ — —— — 0 e e e e e — = = —
Bk TR 1 _Ea 0 0 ? GA
‘ T
0  -12EI “6ET ) 0 12E]
h L3 (1+4c) L7 (1+4c) | IT*(1+4¢)
0 6EI 2EI(1-2¢)+ O ~6ET 4EI{1+c)
L7 {1+4c) L{1+4c i 15 (1+4c) L{1l+4c)
| 1 . -

Conociendo le matriz zcoplada de 1l&és barras que formén una estructura,
bastaréd eplicer la regla de la sumé para obtener la metriz de rigidez
de la estructura K (metriz de rigidez ensemblada)

26



Note: pzra pasur de coordenzdées locales a globeles, recuerde que:

' =7 x T
. . ) _ ' T
0O bien: }‘:b_13 =T k&BT
! T
kAA =1k, T ete.

II.~ Katriz ¢e continuvidad para marcos pléanos
a),- Alternztiva 1

r® ® -
® @ -1 -0 -
H=@ . ?T'

S o SN LI
| |

e I H —

69 ‘ .‘ [;:l(6b X 3n)

! ' ki = rigidez acoplada de
[k] = | x, la bvarra i

SR

Solucidn:

/
e = & d ' °

p=ke (Obteniendose p ¥y p , en coordenades loczales,
de cadaz barra)

b).- Alternctiva 2

Qy' B
SECIECE S
_ ! ﬁL?' '



L

Ei] (3b x 3n)

— - |
kssl k,,; = metriz de rigidez rno Scoplast
[k]= k ' de la bvarra i.
BB2
*
L kiB_bJ

Solucién:

| -
d‘ = (K’ ) ] F’
e = & d, .

p=ke Ovteniendose sélo p, , en coordenzdas locales,

de cada barra; p, se obtiene por estéticat:

P

A ~Hp, Py
. -
1 0 O© (berra recta)
H =
B Tlo 1 o
0 L 1 )t
.

(Coordenades locales)

III.- Flexibilidad de barras encadensadas

(en serie)

——— o —

® _

N
fol

R



Por definicién:

/ /
d, = fE,B pB
1'_

T
) ! ! '
f, syt Hyp

f

t | I T .
B3 = Hgp, T, Hgp + Hgp 1) Hy,

Nota: S5i se tienen dos sistemas F, d y F: d’las relabiones_entre sus
flexibilidades son las siguientes:

¢ =4 a - (por contregradiencia) -
£/ = A £ &
Por cohsiguiente: (F = o7 F')
£ =1 £
Apendice:

-
I.- MatrizE{j de transporte de fuerzas,

4 4 : C> O@,ﬁ) (P =2

Aplicada[éj en(:)se quiere trensporter & A: por estética:

7 T -
P,y : 1 0 0' %HW }
pAY = 0 1 © ! PBY
Y, (X;'XS) - (xk—xs) 1 | {M5£!

R . U S

Hy, = liatriz ﬁara transyortar fuerzas

Ze B g A

2.9



-
Nota: Observe que Hy, = (Hpp)
IT,- Ketriz [ﬁi]de trensporte de Jesplazumicentos:

Y A d]
| @[5

Supongemos que & (A) se le dz un desplazamiento[ﬁé}, cuanto vale

@Bjsi la barra AB se consicders rigide,por geometria;

- -] — =] [— ]
6 0 0 1 6
%z | 4 L%

¥ . '
H,, = Metriz para transporter despla-

zeémientos de @D.C)

Nota: Este resultado se pﬁede obtener directzmente apliceando el
principio de contregradiencia a la formulacidén anterior,

Ejemplos: , 2

I,- Obtencién de £ /,y |

E = cte,
G = cte
Seccidén = constante

Conviene obtener f,, , suponiendo que f@)este unido rigidemente a

fip = Hpe Te Hye
T, es mds facil de celcular que f,,, por ser(:)el centro de 1la
circunferencia.



1 0
H = 0 1
R seno¢ «R cosex

!
i
x'= R sen e

¥'= R cosex

—
1
EA
¢ = 1
2
8 -C 0
T
T HCP = C L] 0 H
Rs ~Re 1
[ o
s =C 0
EA “EA .
T
(T H.p) =] ¢ 8 0 -
¢ <r GE.  TGh.
Rs -Re 1
EY EI EI
8?4 ¢?
EA GE,
(B! T) | 7' H ) = | [~cs + cs
cp ¢ cP B TA
[ Rs
EI

11}

(@]

3/

ah
w
L

tr:]:n
o
)
1




Obtengamos leés integrales que figuren:

7 7
a? ac & - sen 2o = 7

2 4 2
0 0

7
56260(: X 4+ cos 2 = NV +1 -1=7
' z 4 o 2 4 T 7
50560(:[581’12::' =0 3 Ja daf=2_;5c dx = 0
0 e o 0 _ '
| /r | Simeii N
' 7R + JR + /meirica
[EZEI 2GA, 2EL '
S = = . L 3
f = 0 7R + /7R + Z"R_‘
“c EQ‘E‘!{ 2Gh, ?EI_J
2 R? 0 : (7R
L H ' —

BC

BC 5

fee Hye= 0 H[L*L‘*RZ:J‘O




-
R{1 +1 o+ R [_2R3] [@"]
2 |ER GA, EI |EI EI
T 3 . z
1 (£, H,) = £, = [_2_13] R +1  + 3R .Tra]
be T e TE o ET L\ GL,  EI || FT
2 2 -
. EARCY
| #] OB
II.- Obtencién de fyg VY
: E = cte,
® -
@ g ] v — - — X G = cte.
2 Seccibén constante
T ~ n
1l 0 o 1 .
ER
HBP= 6] 1 0 H T =1 H ¢) = J
0 -x 1 G&,
- . 1
EI
- _J
— hn
1 0 0
A
r ‘
H = 0 1 -X
5P Tk, T
0 0 1
EI
_ —
r_ ™
1 0 0
ER
- 1 2 .
(H3P¢) HJ:P“' © [C_}Ko * %—i:l %—I
0 - X 1
EI I
- —J
x =0
Integrado: ds = dx
X = ~L |

———

—



- o 0 M
=k .
3 2
f,5= | O L + L L
3E] GA, | ZFI
2
0 L L
u 2ET I
3 3
Nota: L +1 =1 1+ 3E =183 E+ﬂ
T GE 3= GhI:| 3%
I1I.- Obtencién de £, £,  f, f.p ¢
k '1=;=2x105rcﬂ/m2
1.00 I=2x10'n"*
]
Y ®L ® =+ A= 0,01 n?
I
m 3] '1.00 Despreciemos el efect
' del cortinte (c = 0)
X

®— ©Cr
fap= f4 + Hpgf) Hpp ‘
£, = Hegfy Hep+ Hp £ Hop+ HLE Hop |

£, = HLQ fé’,} Hep

T
fcs = Ty,

Obtencién de f; (flexibilidzd en coordenadas locales)

L 1 _ 0.5 x 10 m/Ton. = 0.05 x 10 ' m/Ton.
EET 5 x10x 0.01
L 2 _ 0.083 x 10" m/Ton.
3E1 7 3y 2 x 10'x 2 x 107 o
o |
L . _0.125 x 10 1/Ton.
>FT = 7 4=
2 X 2 x 10 x 2 x 10
3
L 1 _0.25 x 10 1/Ton-m.
El " 5 x10x2x106"

27



b

0
0.83
1,25

0
1.25
2.5

——t

Obvtencidn de f:'_ (flexibilidad en coordentdas globales)

a).- Barras[1]

g = —900

. b).- Barra .

= f3= f4=
/
f}=,fz=

e

0
T = 1
0

S —

[ 0.83
0
=-1.25%

0
o

L

Obtencidén de les metrices de trensporte:

Hgp =

2

HC%=

~—

L

1 0 O_

0 1 o !; H
1.0 © 1

1 0 .0

0 1 0

1,00 1.00 1

Y

. 0.05

ey

-1 0
o 0
0o 1
-
0 -1.25]
0.05 O ]l
|
0 2.5Jr
0 0 ]
0.83 1.25
1.25 2.5
1 0
= 0 1
+1.0 0
L

x 10




‘Obtencién de 1y,

T )

HBR fl = O

T )

(Hy, 1 ) Hy,

| [ 6.66
fmz 0
L:S.OO

Obtencidn ce f.. :

~0.42
T !
Bop, & = 0
2 _ln25
0. 05
T L
Hep £, * 0
0
-
~0.42
Hi, f = =1.25
~1.25
—_
[ 4.21
£, = 2.50
5-0

.08

.25

0.10

.05

.25
.83
.25

.05

.50
.43
.75

-
0 -3.75
0.05 0
0 2.5
| )
5.83 0 ~3.75 |
0 0.05 0O
-3.75 0 2.50
~5.00 |
0 x 10'4
5.00
1,25
0 ; (HZP. £1) Hep =
2,50
2.50)
1.250 5 (Hl, f,) B
2,5
1,25] |
2.50] ; (H;rp2 £} H,,
2.5
5.0 |
3.75! x 107¢
7.50

[ 0.83

1,25

2.55
1.25
2.50

-

[ 0.83
| 3,25
1.25

1.25
0.83
1.25




Obtencién ce 1

rct
| !
g = 4
r--2.08
T
Hy, £, =| O
~1.25
—
~0.42
Tpe=| O
1.25

Recordemos que:

W b

—

0 -2.50

0.05% 0

0 2.50

—J
—

-2.50 -2.50

0.05 0 x 10

2.50 2.50

dﬂ £l i pq (si
. di:_J— fclis fec pc' )
"} e
' O bien: a = [3‘] p’
' A
Obtengamos: [?5':)
[ 6.66 0 -5.00  -0.42
0 0.10 0 0
X -5.00 Q 5.00 1.25
[J= ~0.42 0 1.25 4,21
-2.50 0.05 2.50 2.50
~-2.50 0 2.50 5.0
-] Ky Kz

i

27

~2.50
0.05
2.50
2.50
3.43
3.75

-2.50 |

2.50
5.0
3.75

© 7.50

x 10

-4



[ 1,217 -0.067 1 ~1.230  0.133

~0.067  10.224  0.081 0.133  -0.447

— 1.055 0.081  1.253  -0.904  0.162

[3{] © 1230 0.133  -0.904 2.460  —0. 266
0.133  -0.447 -0.162  -0.266  0.895 -

| ©0.808 0.086  0.618  -1,615 -0,171

+

Obtengamos le matriz de rigidez "acopleda", esto es cuendo

., 0,086

0. 608 |

0.618
1.615
0.171

1.369J

! i. |
dA £ 0 d.B 7£ 0 ; 4. £ 0
Por estética:
r- '_1 r_ f 'l—-| '
PA -H-%A —H“\ pB ,
P; = I 0 1%
!
 Pe LO I B
A ] | LI ' ' 1 f T | |
k“.‘=k _kBJa ke "H.BA_" I | 0 _
Ky, 1k, ¥ -H 0 I
K,
[ LT C, T E ; .
(Hyp gy Hi + By deg Hey o+ | R SR
l ! g Bey T Hea - e ™
H., k!, Hi, + Hy kL HL ) i <8 | Bh Fae ~ Hep Kee
' 1 T J T , |
- kbeM - kzc HcA k.BB ) o %{éc- ]
o 5Tk w7 , | f
- kg By o= K Heyg ks \ X!,
i —_—

Generalizicidn de la férmulea dada

en la hoja 24
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‘SOLEC

GATRIZ A
.66600C00E+01
~-. 25000000E+01
. 00000000E+00
-.50000000CE+01
. 250000008+ 01
. 12500000E+01
-, 25000000L+01
. 34300000E+01
. 25000000E+01

MATRIi (&) (-1)

.12174584E+01
.13312743E+00
.80941477E~-01
.10545104E+01
‘.... 16188295E+00
~.90420153E+00
.13312743E+00
. 89461633E+00
.61769425E+00

19:00

034

. 00000000E+00
-, 25000000E+01
. OO000000E+00
. O000000CCE+ 00
. 25000000E+01
.42100000E+01
. 50000000E~01
. 37500000E+01
. 5000C000E+01 -

-.665637T16E-01
.80781727E+00
.13312743E400
.80941476E-01

.617639426E+00
. 24601949E+01

- 44730816E+00
~.17146813E+00
-.16156345E+01

37

10/16/70

- . 50000000E+01
. 00000COOE+00
. 50000000E-01
. 50000000E+01

~. 42000000E+00
. 25000000E+01
. 25000000E+01

~. 250C0000E+01
. 37500000E+01

.10545104E+01
-.66563715E~01
-.44730816E+00

< .12526551E+01

-.12300975E+01

-.26625486E+00"

.80781T26E+00
-.17146813E+00

~. 420000C0%+00
. 10000000E+00
. 00000000E+00
. 12500000E+01
. 0000GOVOE00
. 50000000E+01
. 250000005+01
. 00000000E+00
. 75000000E+01

-.12300975E+01
.10223654E+02
.85T734CE3E-01

~.30420154x+00
«13312743E+00

-.16156345E+01

-.26625486E+00
.865734C63E-01
.13595314E+01
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La neiriz ,k’ ("ucople:da") tendré los siguientes elewmentos:

-, . —
KD xD kL k!
o Kap ¥ X
S ' :
k' ka kb kED
kcc kcb
]
k.'.‘)
L } -

Considerando empotrado 2 (gD

Para oblener egsta matriz habra que invertir a la matriz y

donde:

:QL = 1
f;c = fé

f,, = B
£ = f
g v

rfsg fﬁc fZ,D

fC'C fC_")

fl

it

>

b7 | ! ! T ! 1 T
+ Hep f, H,, + Hc% f, Hc% + H_ ¢

TSI S LU
3 F Bap e Tap Y Rag s

!

T fi IT 1 ! T ! ' T !
+ HBP. . H:-,P,'*' Hf-pzf5 Hspz-i-. Hag f, H.ﬂ::,* H2P4 :f'5 H,-:-pA

£, H

[}
-5

Py

Ay,

Con elementos de n nudos les matrices de rigideces &copledas

serdn de dimensién (n X n) y se podréd aplicir la reglz de la

SUmE peré
acopledes

I11.- Rigideces

ensemoler 1a mpaziriz X'

, utilizando lés rigicdeces

en coordenecas globtales,

de barras con discontinuidzdes (Releases)

(;)discontinuidad en 2lgunos
compenentes del desplaza-
lenvo; por ejemplo:r giro
o si se trata de una arti
culacién,

L S o OO ST L A -

.
-



L&l

Se desea obtener'ﬁéz tal gque
XY, ~7
Sea @q lz discontinuidad de @J
_ . 4y (ein discontinuidad)

¢ der dC irg. .

E; (con discontinuidad)

TR
~ .
4, = d; + Hy (-X)
) T
p, = Kk & =Lk, (dy -Hy X)

En la discontinuidad se tiene que:

donde N\ es una metriz que define la discontinuidad en ()
Ejemplos: a).- Lrticulacidén —o— _fl = [é o) %J’

p = 0 (Korento flexionante en{@): 0)
<f

'b).- Diccontinuided y —|j— A = [o 1 o:]
3@ =0 (Fuerza cortante en(:)z 0)
T ,
Observe que: X = _[X b

[¢]

donde x = Tarte no nula de X

/
(si se trata/de une &rticulacidn:)




T

~ T
pb =k£b (\db = cs st /\.\. I)....f._-(SOl)

. o : :
pero A H.p, = [\ Hyked; - AHy k::s“:-Tc Ax=0

T T -/ ~
X = j\ }{3ck¢bnsu j\- ) j\ chkaada

Sustituyendo en (5.1) /
T T - T -/ ~
Py = kc-.'_-[l ~Hge N\ O NH k,H N RAVINR ktg dy
_ L. ]
Vo
P

Por concsiguiente: = Ky

ot T T T T.-1

kgg = Kzg E[ - :, . A= Hype NCA Hyp Koy Hoo A) AHP:C kzs
Nota: Si 1z discontinuided en C esta referida a un sistema X, y: se

tiene: . Ig
\ }
\.}‘ ¥ |
. 7~ .
v . :
H ~
s
yd
I/ t
‘4 AT ch Py = 0

IEn este caso:

T T_ ! 7T
T T I | T ' - !
A = H.‘Bc -7 A ( f\_ T H, kssHec T j\) Aﬂsc'kbh

Ejemplo: \'% 4: t,lg
N 7 i
4 \\ Sé :
i N e e o
ﬂ \\’ @



IvV.- Rigideces de micmiros rectos de seccidn wniforme con diccontinuidoé

Discontinuiaad k gy
(22 o o
L
‘;1
I T 3BT -3EIW o = a/L
| L | PICES RO
0  -3EI&  3EIL*|  il= l+c-3a 43"
- 1 5l L.El‘ia)J
14 0 0 |
i
1 e | 0 o o |=%
) = %an
0 0 EI
L T ) o
o 0 0
0 12L1 S 0h!
iv—-——{jz-———ﬁ L°(1+4c¢) L7 (1+4c)
4
0 > 4EI(1+c)
L (1l+sc
T N S S
(=2 o o)
i
;1 a - : ~J
d O 0 0= kAL
0 o o]
(EA o o
T
k 0 i‘ —~
L o o HE,
0 o .EI
L L




- Digcuntinuidad _ . Kegp
. IGUAL CASO (3)
e T
EA 0 0
®
. ) ~/
'1E~'—-f e 0 0 of=1x,
gl .
0 0 0
L —J L
0 0 0
]———;:. 0 0
; . CASO (1)
0 ]
oy )

P L

o
o
O

0O 0 0 .
g |
CE o 0 I

L T

e — .
emostrucidn ce cue k... e3 singulsr

i
!
I

~J
Se sube que: K. = k.. (I-%)
Observe que:
T ‘ - T -/ T » _l
Aoh=Hee N fﬁ}kékssHﬁ: f¥ ) lesckszﬂscjl( ) AH, Xk,

A-A = A

y5



V-

Yrevultipliqueros por A

) -1 ) ) 'r

A A A=A A

a).- Si A no es la identidad A" no €Xxiste pues su existenciz contradice
el hecho de que A ¥ I, por lo tanto A es singular,

).~ £ es la identided. (no singulsr)

S1 uscmwos la alternative (a)

- o
iR

N 1 : c o - )
Por consiguiente para[ﬁ-se tienen lés siguientes 2lternctives
]
c).- [Bj no es l&a identicid vor lo tanto es singular y teérbién .

[ies)

d).- CBJ es la identidad, lo que es imposible porque seria el

T - 28+4°

1
i

pero: B B

I - 2L4A = T - A =B

ceso de que no hubiera discontinuidad ) N
-~

Si uscmos l& alternztiva (b)
o J
A:I-'l I-A-:O c'- k:.:O‘JR{'
L8
- . .
k,. evidsntemente que serd singuler,
Caso é¢e que 1l& discontinuidad sea total _[X: I,

=]

Ejemplos: ~
I.- Obtener k_ _, vige de seccién uniforme:
’\ l..ab N ! ,_|
N2 £ 79
yd .

1 O
. O = + 45 -

ﬂ N .’;5c .
ﬁ—n———“7}§>?)n“______jé - —

i a 4 yé



(6€)

rl © © 1/V2 o+ 1/42 0
H-,C"" 0 1 0] T = _1/12 1/\2 0

. _/\_Iz - {__0 | 1 O] | H j\’ T = [—-#/{‘2’ 1/y2 0:'
‘_/\’ T :H.na = [—1/‘4'? + 1/N2 oj‘

| (EA O 0 )
A T R, ku-.{-l/\; 2+ INT 0_]
T — 1221 -6EI
L7(1+4¢) L (1+4c)
0 4EI§1+c2
- L (1+4c) |
. '[P._f‘A CCET1ZRI 681
- Lﬂr—‘L J2 'L (1+4c) QE“L2(1+40)
! / !\’ rn T T 'HA | ‘
INT B kgl AT Heod = ( ¥ U*‘I \ Lo
' oL L (1+4c)/ e T

= 1
( ) =r“*:—"g§f‘

o

2L L’ (1+4¢)

h..!\)
)
—

i -GFI .
“.'_| e " T » *
L‘.‘Z L y2'L7(1+4c) W2'L7 (l+dc)

¥



(47)

[ —
XA -6vI 435
2 1 L7 (1+4c) LP(2+4c) _
A= - 611 -3L1

[ -
6EI +6EI -3E1
L7(1+4c)  L¥(1+dc)  1P(1+4c)
’ 1
I-t = +E4A EA i}EI LA 4 BEL
21 2 L L (1+dc) 2L L%(1+4c)
0] 0 EA + 611
2 L L°(1+4c)
[;%1 _EL +6EI_ EA -3EI EA
L (1+4c) L L (l+4c) L L (1+4c) L
L. i
I [1-4)= i 6EI EA . 36E I  -6EI BA_ 46Z1
- L (1+4c) L L (1+4c) L (1l+4c) 2 L L (1+4c)
simétrice -18E I +4EI(1+c) EA  +6X1 |
> L (1l+d4c) L{l+4c) 2L L (1+4c)
. 1 i N ol
x :“—- ‘T}-"-CEI______ \:b . /l/ l'!
2L L' (1+4c) . , |
N (2,0
La expresién de k para ) SN V97 L
] NS T
Se Tuede simplificer: ¥
1251 +12ET -6%1
L¥(1+4) L7 (1+3) L7 (1+%) c
k = i.]_.‘/_:i_.l ___]_._E’T‘:I _ :(:BI ) 1
L7 (1+2) 1%(1+¢) L' (1+43) (I+dc)
™ T -
:.?._']._..._- .-—-’—'I".I»__ _._i 4 ( l+ C ) — .3——?;
L' (1+8)  D7(1+3) 1 5

y®



cende:

2
@ = T%‘f'm(%) o p=\F

Observese que 8i se desprecia el efecto de fuerza normal (A = o0 ),

ce tiene;

O _ . o
j O } | l-n O
51 tombién se despreciz ¢l efecto de la fuersze cortente s c =0

Se pbtiene:

e !

=
L
i
tqm
=
1
n

tr

t

3
~ vle el
L J

|
ll = ls-' - ||»—'
ol AN [T PN

SREN

49
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Va3

Regumen (6)

- —_—— " . PR
d,™- DEby;aZomlcut

Us producidos por cargos in

dgrz.desplazamiento en B producido

por las cargzs intermedias --

connidcrando empoirado a A

p' = elementos mecénicos en P referidos & coordonadas globales

-

¥ ' T .
dB=JHBP Tgp ods . (6.2)
L :
P, = elementeos mecénicos en P referidos a coordenzdas locales
fi;T _W r* )
EX 1 0 (y) -yal
T
o = 1 s HT = 0 1 —(x, -x.)
GAL Toeer P
0 C 1
1 ,
1 L J
L _

S0



Ejcuplos:

w 1
) ;‘“’ .
@ ﬂ’\"\"YX RTINS - -~ = - - —X
(P :
S
(X,0)
: )T T i >
5 Hpp = Hp = | O —* P4y
; 0 1 x=-L
ds =
T =1 -
0
p' = WX
P .
w2
2
__ —
— —/
1 0 0 - ‘ )
Ei 0
T ' T 3
0 1 -X H H = |wX + wX
Hpp 5. FI i BP (P Py -{C—Kc 12:.1,
0 0 ;T -ty ?
E 2l
L _J L _
o |
i = d';‘-_- _wll wif
2Gh ~ BEI
3
-u7T
) BLI _
0 bien: 0 ]
% 4
d. = L
B 2 (1 + 4c)
- 3
3
~JL
vl Ny

5/



(51)

123 - - L .
Para obtener dB nagemos 12 siguiente superposicidn de fuerzusu:
s
FAvE

Bl )
//l

= a U)c ’
.c cuerd /// ]LL%?

A

a),~ Obtencién de &

P
p% =| 0 (en.coordenaées locales)
0
(. L
Utilezemos le férrwula (6.2) (d5 = R de )
ey s g n
senw cosX O 1 0 R seng

T = | 208! sendt 01 Hg; = |lo 1 E{l-cosa)i
G 0 Y e 0 T
— — L. -




: (52)
- 7

_ s c R sen e
;v o
pr T = -c 8 R{1-cose)
0 0] 1
S —d
s c R s y
FE GA, EI /
T
Ho, TO = ¢ s_ R(1=c) ’
wr 1 E‘X GAL L
0] 0 1
L . EL ]
- ™
~uH Sen
EA
H T p = ~R co08 o
b
] 0 —
| ¥ ( T
dg, N Hep T¢Pp ds
o
2 - -—\ e
~2wR‘\
A |
X
d;, 0
0
-

Nota: Este resuliitado es obvio porque el arco e¢si& trevajando a solo
fuerze nerm2l, por consiguiente solo sufrird un zcort:miento

su radio, isuel ez R , R=wR' = AR
ER TA

[ 4

s ™~
/ \\
[ )
. 1 —
! } .
= 4 Lol LTS
AR b iR = £X
- EA

53



ﬁ ' - {537

. %
h).- Obtencidén de d., _ : : .

il1tilizemos el valor de ﬁﬁ

B - 2R ]
EI
%: = —Fsz 1 + 1 + R?
2 X GR, EI
-7wR
L _

Por consiguiente:

4
-29R*_ 2.R
FA T ET
~
ay = | wmwR® 1 + 1 >+ 3 R?
2 FE  GA, I
-i?de
551
L _J

= rezcciones en )y @,
consicerécnde empotra-

dos 2l y ®

54



Pars obtener -‘SA N }53 usemos la Biguiente superposicién:

ag
B, = Hy Kypdy P, = ~kzdy
=p, + Hy k.,d, p:%= Reaccién en (A) considerando
suelto & (centiliver)
= -k, d

Ejemplos:

1 'F_ S J

} /W-v-v—\ PN, S e e o
O ; %)

) U _.i:_.w R

Usazndo los= resultsados de los ejemplos santeriores

[ o |
#
a, = | il (144 c)
EI > 3
3
. GEr _J
[ EA 0 0 )
L®
k= | O 12F1 ~6E1
L7 {1+4¢) L¥{1+4¢)
o] —EEI iE__"g(lq'-c! |
- 1°71+42) I, {(l+dc)_J

35



54

l+¢
§1+4c§

—J

)
&
Kpp dp = |- 3 WL (1+4[‘)+ WL
BB Vb k)
2 l+4c (1+4¢)
+ 3w _1i8ﬁi>
4 l+4c
L
Simplificando:
Kyp dp = ‘%-Ll
+oL?
| T2
Por estética, se tiene:
- -
¢
o Wi
Ik = .
2
> | 2
—
*
' 1 0 0
HEA 0 1 0
0 L 1
L _ —
[ o
=" Z
5w Lz

(

5)




[~ T
0 0
.1-)- = +1£_I_._| . 'I-). = +_U_)L
A 5 5 2
+—u%z -_‘1)1112
1 17
L R

\voy

Resultzdo que es interesante, porque no se ve afectzdo por el'tr&bajo

de lez fuerza cortante, lo cual es evidente porgque el diagrzma de T es

antisimétrico y se &nula al ser integrado.

4.1L P
B L l_.l‘..‘.?_‘.,'
\_ML 2

@ | . _d__.l e b

®

8).- Ottengamos d,

TN
|
P
-

= 5?32 (2 L+ b)
Rl
- 27 ' :
== ) - -1_.—“__*——-———--— - —_ L = _' —--——--..._..j
7 = / L.



-

[ Tt. = -P

J GAc GE¢
i
d,, = -Pa’ (2L+b) -Pa
d  BEI X,

Simplificeéndo:

3 2 sy S
dﬁg = _PE EL(1+CL/a)+E]

oLl
;/ "
1 C = 3EI
,\\ mz’}
s *
Obtencidn de d,, (= 6p;)

d Lz = "Paz
- 2kl
B 0 )
* 2
d, = | -Pa® 2L(1+cl/a)+d
s oTT
_Eaz
L 2El _

g

& .
b).- Cbtengemos X, d. (simplificando)

5% L



c).- Obtenstmos H,, k.. 4

]
g

)

~-Pa
L{l+4c)

Pab2

L?2(1+4C) 3

d).- For estética

P -
ot "
5 T
2 (8
, ( p¥ = +P
A
?P._ +Pa
— _
0
. IT; =!Py rl+ﬁ.c+ab—n2—‘ : 35 =
" ‘L(1+4c)l_ LZ_J
I R¥5) i
) 3
L (1+4c)l_ b
. _
liota: Otservese que cuendo @ = b =

(Diegreme de T cnticinmétrico)

™ 07 [~ o 7]
pA=+_121 3 P, = +_§

+ L - EL

_ 3 | T

1+2CL-Lz (1+4c

0
[%+4c+eb—b2

~2
L

]

bz
~ -
0
Pa f&+4c+ab-h%}
L(l+4c) 12
-Fa’h (14201
1% (1+4c) &8
L _J
L/2

T
TR~

Ly
— A

\

(Discontinuidua)



' x - o
a).- Obtengumos 4, sin considerar la discontinuidad en C,
b).- Consideremos en B una fuerze Fu que cuwpla con el equilivrio d
. oo
en C

( Ap = 0)! 0 Sea que;

ﬁf = elementos mecénicos en C consi-
QD' ' derando suelto a-B(sin la fuer-
_H. T ' : za F)

La fuerzs F, no esta determinada por' (6.3),’ hay muchos valores que 18.
setisfuacen, por ejemplo: ‘

Fy = -H, ATA pf_ oo o (6.4)

En efecto, sustituyendo en (6,3)

. T A4
A(I-E g Hog A A) oY =
-~ ( .;.A.\. - .L} .JAA.T ..l’\.) p'* = O

[

Torque: A AT/\ =A

! : )
la fuerze F_, produce en B un desplezamiento f_, F,, por lo gue el
dezplazeriento total en B sera: ‘
~t

A

di = dg v faan.“;

¢0



(60)

¢).- Ovtencién de p

Lol
e

-~ . .
k,, = rigidez modificada en B, -

P = -

Py = -Kpadp = Kpa Ty Fy + Fy ;
- T~ ¥ - L I - |

Obien .sus"?i.‘bu}'endo a (6-4) en (605) .

-— —~ ¥ e \ ¥ - .
PB = - kbbd.s - (I - kasf"nB) ch ATA. Pé._ : - (6'6)

Becordando que:

8. v _ 1 ' .
: Ky, = Ky I—AJ = |I-D| Kk,

donde:

e

‘ - T >
ch AT (A Hpe kpp Hoe A ) A Hy Xy '

T .7 1 4l T -t -
Kpp Hpe A (Afy kg lpe A' ) AHpe

A

I

D

1}

(Ver resumen (5)) ]
y sustituyendo en (6.6) y simplificando

Roe-k |I-naeul A (A, kbsfércz\TJ'i\pﬂ (6.7

d).~ Por estética:

Sustituyendo (6.6) en (6.8)

1



ANALISIS ESTRUCTURAL 1

~I

RESUMEN

Ll



AW

- ¥ . ~ ¥ ~ . T, X
p“ = PA + HEA ll:kf'ivdﬁ + (I - ki‘.BfE.B) ch/\ Ap{,—]" - EEEETE (6-9)

O sustituyendo (6.7) en (6.8)

- * ~r T T - ‘
P, =P, t HLAkBBEI - A) 4, + Hge A (A HBCRBBHJ) A p:] __. (6,10
Ejemplos:
ON @ |
LR T
a).- Obtencién de di (ejemplo anterior)
* 4
4, = ~WL (1+4 0/3)
8 BEI
3
. =WL
. el

~ b :
b).- Obtencién de ky; (Tabla en el resumen (5))

L ; « = a/L
Fa ¥
. k,, = 0 3BT ~3EI o
Lig(x) = 1)
4 (X)) = lec=3oi+3ax®
0 ~-3El 3BT x?
L L4 (e L (x) ]
c).~ Obtencién de p: y pf (Por estética)
- M '
r-O 0
] ¥
= WL =] {8
PA ’ IL
Wit ~a’
° ¢

Reaccién en (® Elengtos mecénicos en ©)



d).- fpliquemos 1& ecuscién (6.6) pare outener 5;:

fep=
P
kBB f&B =
—
vy TB8 =
T
T *
AN AB F
T
AAP

|"_.

0
*
at = u)L [3+4c—4a:\

_wel [3+4c 4a]
| Bl _

69

—

0 0
3 2
L (1+e) L
3ET 7EL
12 L
Z2ET T1
0 0
1+c-38) 3 (1-2a)
(Lre-22) Somay T
VAC))
-2 (l+c-3a8) -38 (1-22)
Pl 2L ATICIE L
=
0 0
~3a (1—2a)' -3 (1—28
CLp(A) 2LE (o) -
0 a (1+c-3a) 1 (1+c-3a)
A 2L LA
O_-_‘ 1 0 0
ol; Hy=|0 1 o0
0 -8 1
=
0T :
0 (= FB)~‘
+wal '
rFa
L

vway




£,5) Heg A A B = —%ﬁ% (1-28)

wa? (14c-—3a)
- 2_5;(«5 ?IJ_J

2 3
wkl - [3+4C—4o{—6o(+12d J
B N

—:oLz A E3+4c-4o(( 2+c)+6a’2]
i 8_;‘&(0(5 .

ol
"

_
Obtengamos EA utilizando (6.8)

0

. WL 34bo-tbol-60312ef°
G |

. |12 3edo-d(T+40)+2 (1+2¢)+6el

o 0 )

WL - 5+4c-200 30621200
b G A)

" .'sz 1+o{(4c—5)+2pf(5—2c)—6 a('a
8_,’;(0()

i
]

—

6>



(7)

I'esurexn

(64)

I1.- Table de fuerres de fijacidn (Burras rectzs de secciébn .cte,)

Carza ISA ] 1_33— -
(0 ] 0 )
L
fVae ! 0L +ulL
EJA B 2 \ ) A
e s’ | —w1?
12 | 12
B [a
; : :
}ﬁmupp—ﬁ—mf-- O O
dx B
_ 0 )
0 0
ya) i 1.
. a | - f Fb {1+4c+ab—a27 Pa (1+4c+ab-b2I{|. '
%—L Y Bi;. L(1l+4c) L’ L(l+4c) 1 12 41.
A !
Y= '”t;""?* Fab? (l+2cL ] -Pa?b £'1+20L ?
12 (144c) | b 1Z(1+4e) | a )
0 0
;G 5, 6lizD © _glot
; (ﬁ” | 1% (1+4c) L (1+4¢)
IA x / BL _ f_‘ q ] ’ )
e e e - -iib J.+‘+C"'§_CE o 1A {14,4(:..}_‘9
L L(1l+4c) i LJ L(1+4c) L j
-Eéj rlPé—
)'_-..4- . l_,._é. — b IJ_
1 . F 0 0
.Iﬁ t "‘.‘ B:
3 P\ b 0_1 0
’ ———— —f L. -
A B S Y




Carga P =
& Pa _p_a
SUL <1+4) BUJL (1+4c |
—_ ) ~
¥ .
) = /‘wv:m;\{ l+c 1 +¢ )
S A B
I _y LUL
' T l+c '
L
0 0 |
P : . .
Nl 1 b Pb a(L;—b) + l+c Pa af 2L;-b)+c
1 : {{ L(1l+c) | 2L L(l+c) | - 2u
1A Bb
+Pab(L+b 0
4= - 4 2
L 2L (1+c)
~— — r— -
0 0
)
. gy ' AL 0
PETNTINANS NN
‘ o L | ':32 ”“%2
l:"’-_—__-—_ » - - --_—4' ’
s L
I1,~ Fuerzas efectivis producidis pof fuerzes en les borras,
o -;:;' iy 5 —_ = F F_: iy
' zG 0 ’ =l R
AT TN TN TN, e T w4 }; @ @ @
o
-—-n—b ,
d=0
I - P =
;.; .-'—”; — ,‘u /- _L };— 5 FJ - ;'4
@ @ — @ @/ b @
%' 7

L7




—

_Sune de fuerzes de fijeciédn de 1les berras que concurren a @

F

d (en coordentdis giovbales) :

i . , _ .
Fj Fuerz.s'en' €l nudo @ .
Los despluezimientos finsles se obtendrén:

/ ) . /
F - F =X 4
Y A
O bvien:
/ P -’ / -,
F“—’X = K d ra}( = F - F
I2 gsolucidn sers: )

=t
d'= (K') Fuy

1

I
e = agd

Keo &0 ¥ Pagy

"'H.‘:AL.-; ksﬁri) €t By ()

iy = rzas de Iijacid & burre
donde Burys Poaiy fuerzas de fijacién en la terre (3),
en coordencass loczles,

Ejemplo: (Yor simplificacidén consideremos una estructurz ce un so-

2

lo nudo)
) T2 /4401:0/1 7{?:/)
0 L

[ONONINENTTN NN,




2x10° kg/em?

E =

I=10 cm*

A = 100 cm?

c = 0.1 '

Por consiguiente:

~ . .

4.0 0 0
k,, = |0  0.137 -0.343| x0° (Ton, m)

0 ~0.343 1.142

- _

Orientemos lzs barres en l1la forma siguiente:

Obtengimos ﬁ;s de lz bverra (2] (Tebla del resumen (5)
(4.0 0 0
~S 3
r=1.0) k;; = [0 0.044 -0,219] x 10
2
0 -0.219 1.093
L _

i.).— Obtengazos Eg, 5; de cada varra: (Tavla hoja (1))

(<
Rerra 1 h
——————— i
2 Ton-m,. L
ﬁ r/—\] Ko o oo e X
® 1 x l;Jc
+ _/.M_"L T 400 i



At

-
0 | o ]
pA= 0.27 i3 P, = -0,27
-0.91 0.2
7024 [+0-29 |
Rerra 2
Jl 1Y K [ 3

2.00 3.00
5 Trn.

[ o [ o ]
PA= =-2.24 |3 PB= -2.76 |

L_ 0 ' Lj3.82
2arra 3 AR®

. .t
0 7] Ea Forisons .
0.7/ 77 } /{-J
. / ’
/,/ -~ A Tn ,4‘4//-5’—”-"} 72/,
-~ 2 4, L

D

Hﬁ . | / r)
” {’I 28 = 21 t/: rf’l S 55
®N
/'1
X~ Y
1. 250 STy, 28]
"'lc l‘-SO "'1- 25
D - -1. 25 7 = ""142
3 Py . >
-1.05 +1,05
L_ — e —
Nolas (__/_,_J_Iiz = w1 L = W L
12 12 12
[ 1 =1wL =14
-T2 Z 2

20



/
. I1” '/
En resuent \Nies
' EAE NS
230 --*-———--t ,
B RC 2.24
A
J
]
0.9 | X
-—0.27

b).- Ouvtengzrmos F/ (en coordcnadsas globales)

[ -
+0. 27
F' = | +4.53 (Obternides por estatica elemental)
Lj5'16
c).- Obtengemos Py
slRn S N
+10 | -0,2
=] ol ;3 -F =|-4.53
+ 3 : Lj5.16
. - -
[+9.73]
/ e
By = | 453
-2.16

’

d).- Obtengemos K (= &' ka) (6 usendo 1&g regla la sumé, que en este

A
/
cuso son eguivelentes)

~ (6 -1 0] 1 0 0
_ 1=]1 0 0; TZ=|0 -1 o0
g = Té ; [ 4] .
v . o o0 1 o o0 1
T.‘]
il
7,=[-0.71 =-0.71 0O
0 0 1

27



hota:

XK’ YA'. O
T = Xg- Y, 0 |3 donde X, Y son vectores unitiérios paralelos
0 0 1 a los ejes x, Y.

(Ver hoja (67) pera los velores de kKgg ¥ ﬁ;b )
Efectuando multipliceciones:

6,205 1.932 +0.,100
K =

1.932  6.112  +0.462 | x 10°
+0,100 0.462 +3.37ZJ

/

, :
e).- Obtengenos d , resolviendo el sistemz E&’ = k’d

1.991)
d = ~1.,331) x 10

L:b.516

[-1.331 |

-1.991
-0.%16

[4)
|

+2.}40

-0.516
L ]



— - - - —~

-5.3¢4 C ‘ -5.324
p, = |-0.097| + -C. 27 = | ~0.367
! c.

L50.095 +0, 29 L:O'BSEJ

.—.-.7, 964 B 0 —1 _'_-7- 9U;
P, = +0.172| + }-2.76 = | -2.5C¢8
2 .

-0.85 3,82 +2,96

SRRl B Rk

. - _ — _ -

-1.868 -1.25 | -3.118
pﬂg +0.497| + |-1.25 = | -0.753
3 .

L:l.39.8_J _+1.050 L:0.36,?J

Comprocicién: (Zquilibrio)

FZAS (A7) ?* 2./ _[35 -
| | sif - SFy= i0.00

557 r
, TE =0

5.3z
k SH =0/

h).-~ Obtengamos p, ; (sz ~Hy, ke + D, )

75



Tretvamiento

a).,-

\

-E-‘-::C}_).

doncie:

.

+ +0,270
-0.910
L _
r —

)
+ -2.240
L 0._

P

metriciel general:

F/
i?—z
F = .
T,
-
S
L
de nucdos




C = Nudos

&  (nxep)

i

D
P
— p‘- ’ |
. D 2 { (fuerzes finzles
p

en las barras)




"Ljer;lo: (M1 ejemplo enterior)

! |
F‘_HBL | :
| B O O
1 o
— I‘Hgf.z I
D = i 0 | | 0
< 1
o j.w___flijd-
Bl o 1o,
[ | I
! I
l'__ v

I1I.- Desplczenmientos producidos por deformzciones inducides
(v.g.: tenperetura) + A
\;\ ” I.
p = ,
' |
);/—\: 1

— - >
™=
‘ . - .
TdB = desplazemiento en (B) procducido
. por deforcezciones inducides (de)
d’ r R T o4
= - e
T B EF -
UL

Si se treta de una dilstacién producida por un cémbio de tempere-

tura 6
[4

de = =xXBas -0 76



o
o
o
.
o

o
&

incrcrnento en teoperitiuri, censitonte cen 2

coeficicnte ¢ diletiecidn, constinte en 1. cceid.

. ceccién.,

Si evy © scre constointes a lo lérge de la berra

& ©

—
Lx‘

LJ’

JE—

M

: Lxr%gh proyeccicnes cdel vector L (A - B), con

respecto & x/, y’.
Si. la barré es recta:
1
{
; .
1® ®
N
Tdiﬂ:’- o0 L 0.'
0|
.

I1V.- Fuerzes efectivas

producicce

ror deformeciones inducidas,

2).,- Deformeciones (e)

b).~- Fuerzes en las berras

«

en 1es burres [e

Por equilibrio

=ae¢’ - dp
p=%ke
lp:kad,—deB
ek ad - aTdeb
!
Fe)(!l
J



/
W1 ¥ = 0, ce tifne 1: oizuiente colucidn:

L]
=

o (&7 Ty '
p a (eka) ake- {] 195

Observe que si lz estructura es isostética, la mutriz [a] ¢s cua

dredoe y no singulér, por lo tento:
-/ ' oy
(e'k a) =a'x'(a")
oy
[; (2"k a)  aTk - %] =0

gee gue les deiormeciones inducidis ne coucen esfuerzos en las
zemi

O
estructurcs isostétices, aungue si producen cdescla
E _

iemplo: (Ejemplo hoja 66)

sSupcrgomes: o}: 0.000015/¢C '
(Temperztura) | 6 = 20°C Fera todes lus berras

b ]

= ——
Por 1o tento: ;dp = (0.0015 (r} (Pare todes lo¢s berras)
O
L0
g).- Fuerzes efectivis:
F—-— r— -—
0.061;} 6.0
0 0 ]
0] 0
0.0015 | 6.0
Tdb= 0 s deB— 0
0 0
0.0015 b, 0
0 0
0 78 0




— -—
-1C. 25

F, = a (k-a,) = + 1.75]

L 0

' -1
b).- Obten;cmos d'; a' = (x’)" F,., (6 resolviendo el sisteng)

[(1.932]
-3
a'= | +0.902| x 10
-0.067
— —
¢).- 'Obtengzmos e (= a a - +dg)
| B ] - ]
+0.202 -0.598
+1.932 ' +1,932
-0.067 , -0,067
+1.932 +0.432
. . . ,
e a'= | -0.902 | x10 e ={-0.902 |x 10"
~C. 067 - |-0.067
+0.728 ~0.772
-2.000 -2.0C0
-0.067 1=0,.067 |
— — L —_—
d).- Obtengemos p (:pb): (p = X e)
[ ]
-2,39 y
+0, 29
‘0 A 64'2'5
-0.74 \ 56!
| +1.73 ¢ oA 6.2
oo | 0.0 | A
1?‘ 0.03
+0'13 ' .29
l -3.09
i -0.25
i f0.61 77




1. torre 1) tiere unt deforrncién previzc (por error de ffirice)
irucl e
rb.OOl
. 185 = | 0.001
0. 0005
— _J

Obtener lis fuerzis efectives, preducidis por esta defeoermicidn

inducida.
— — — —
+4.,000 -0.034
~0.034 F, = | -4.000
+0,226 +0.228
6' . — —
X, d, = 0
0
__ﬁ_o- ]
0
o

V.- Simplificacién ce los efectos por teuperatura, cusico <y © son
iguales pare todis les barres,
Consideremos uneg estructura cualguliere ccn &y 0 iguules para
todas les berrcs, sclitemos todos los cpoycs que le inrilen

letarse libtrerente, sec (i) el 2royo fijo ¥ CEQ Q;; (IV)

los &poyos que sSe hén recovido. .
W' *
g

LTI T Estructure dilt-
tade (heoubdloze &

le estructuras ori

ginel)




Los duuplurenientos de los epoyos sering

er'i rlam)g"
I f )
le = O,‘de = X6 l-_r_»c;"; Td_m = ot B L;ng‘ TdJI = A 8
0 0
L.
donae;: L,,» = Xi - X}
L = } —
A2 Y g

¥l protlemez es equivelente & unt

despluzerxicentcs igutles y £e signo contrario & los que se ootienen
2] diletirse livremente l& estructurs,

1
)F‘__—_}‘ = - K‘z d

. Ejerplo: (Zjemplc hoje (32))

-

i

¥ -

0.0C0015/ °C -

le = 20° ¢
b
bR
;"/.'l\
o7 NI
¢ 7
g / _
~ -/'

CO.OOISO

~C.COL50 | ;

L © —J

g/

Apoyo flJO

I B

.Ln = '
-5.00 |
L _J

-1.465]

+3.535!

L -

—

-C.0C044

G = +0,00106

o

estructure cuyos &poyos hen sufrido

(Ver inciso IV del Recumen (2))




Jieredvires 1o eotructwa con los cisuicntes Cesples 1 ricy en leoo

L1ovos:
. ' — — ) r
0
0 I
0
+0.00150
¢ = |+0,00150 | IX
0
+0.00044
~0.00106 11T
0
Notea:

Pzra 1z obtencidbén de leés fusrziés en loes eapoyos efeciivas, producidas
per desplicizrnientos, no es necesarip user el procedimiento indicedo-
en el inciso IV del Resumen (2), aue consistic en considersr & los - .
epoyos coio nudos; basta con obtener las ruerzis Ge fijacidn en l1es
berres vecines 8 103 tpoyos, producicfis por los despleazermientos de -

estos, & continuescién damos un ejemplo.,

/ 2 3]
i (1

v 4
| — )
. ~ 1 0
X dg
b oty o4
1) ¢

¢ 2



Apliguewos esgie procecimisnto

z).- Obtencién ce

o
1]

=)
L]

d: ‘d:

[ =8

"li.c fucrczise e fijocidén en lis birres 12 y 3,
Porre (1] p = d_ ; Ysrra ’j] (7' =
o = A AA IV ¥ El %‘Lg = T Ak
P,, = K. d; lpﬂ—.a"’_ks!‘
. — (-
Berra [5] p, = k,. d—; DBurra @ B =k,
pk; = k..,b d:l [p:.:'_= kBA
d.y 4., d-, 8=, &n coordencdés loceles, esto es:
T T
T ) T '
dp = T5 S5 dr =T, dp
/
Per lo tentc leg fuerzes efectives (F./)
serén:
r"' -
N -7, P, @
! By
/ - -
~
Fex _T3 p.l“_g @
PR Ay
L__Ti B -t psé”éj

ruesiro ejesaplo,

Zo.00159

S

L

0

(40, 000438
+0. 001060

-0. 00150

0

£3

erx 1cs rudos @},

—
oY
I

y

€



b)Y, Furrsos de fadodd; iy
= T -4.C0 0 o . |
- :
Borras kiA= - hf_“a; = 0 ~0.137 -0, 343
o . _
i1l {2 0 +0.343 +0.573
g - ‘ CJ
[ 4. 00 0 o |
. al
k,=H, k. H, = 0 0.137 +0.343
L o +0.343 1.142
+6.,000 -6.00 |
Barra {pm = Ky do = =0.2000 5 B =k do = 140,205
-0.514! -0.514
L_ — I I _J
'ﬁl r- B
{ F1.752‘l ~1.752
Berra 3] ;5 =k, d.= .‘+o.145|I . D =k.d_= [-0.145
= ’.\:' er, e l ‘-‘3 - —
‘ UO'365_J +O.363
c}.- Cotencisn ro, N
i N
/ —
FE.,_,—_-I[ T3, - T P, |
_J
— —
' |
Fg,},: +4.660
+0.,149
- -/ \‘
d).~ Ovtengimes [d!] (dl = (K') Fé;)
v © ¢ > g
-0. 430
, _a
. d'= | +0.S03] x 10
-0, 067

59

x 10




cO.ocervest

L
™
()
@)
Ly
| -
= O
P
™
v
(9
i
& B suimn'!
L
—_J
=
c'
4
=
4
|9
i
1
~y
ol
r
st
[
o
(@]
[ 9]

:‘
1= rojc () zorque it

dileté li.rcrente, qu

s

-1.53C
nos -da: +C.903 que €s el miszo velor que el
ottenide en 1z hoja (77)

| -0.067]

e).- Cotencenos [e] (= & d’)

+0.430{

e = | -G.903°
~C.067

-— - —

' ~0.334

-0.942

~-0.067
f).- Obtengizos &k e: -

+3.61
+0.C8

=

-C.22
+1.72

e

ke = -0.03




p = -0.03 Tuzles resultedos a los
ootenidos en le hLoje (77)

VI.- Sinpld
( c

1).- Cirgc simétrice
&).- No hey nudos en el eje de simetria

\NSyCVNzwf\ ! f"\f\ﬂp//f'

1
' 3
|
3
I D N T NN T S g TN
| .
| &= o
lgnuzajvia,
N | e A
Tir simetria: (rofloxién)
¥ \
" £.8. M
' ‘\
- N Si Aes—=0

“ ; - e
JT ) j T . for eguilivrio

AS' AS- T =0

o
~
wn

i Ase—wt -
‘or continuidid
d. = C)

F.

1 - 0

RN
|
No— -
oy
(1)
. o



b).- Fey nuldos (teérras) en el eje de simetria

’ES.
;" -
/
4
|
|
f £
A i 1A
Ll o rr Farpers I3
]
|
2).- Ceirge cnticimlirico:

; T =

L

£.5.
] £S5 ~
<
S BV B -
N i Ly
IT | £

For intisiretria (antireilexién)

Si A e—aC

Por eguilitrio: = C
I' = C

Si A s-—0

Por continuided



o bien:

d

Si hty berrus en el eje se tore la mitec

-

el cuso etnicrior.
Ljemrlo:

i 1.‘:._....’ Peay
3 |
5 | o=

Orientemos les serresi

T

(&5

-
P,
e
Bt
1
&
!

/
>

Ficez,

CCIZO0 en




[ 0.400 0 o .
z
k., = 0 0.131  -0.06563) x 10
3 0 -0.€EE8 | 2.730
0.50CC 0 0 (Ver tible hoji 43
kr‘ - 0 0 0 v 105 del resurmen (%)
0 0 0.600]
) ]
0.800 0 0 |
- T 5
ky,, = By ke Hy = 0 0 0 x 10
0 0 0.800 |
b).- Obtengimece ' (con la regle ée la suny)
[0.191 o ~0.668 i
5
.. =l G 0. 400 0 |x10
Ll | .
| -0. €68 0 > 2,730 _]
x, =X
hf\kg - AL,
’ -
C.991 0 ~C.668 |
‘ 5
K' = 0.400 0 x 10
| -C 668 0 2.230 |
c}.- Las fucrsce cfectives y les de fijocién son 1ts mismos gue
¥ les del nucdo C  en el provleme orisinel (Ver tasla &1 —-

rrincipio ce este resuren)

0
_‘!
rsx— -5
9,15
[ =237



ovtiezre:




DAt Yo

1.- Cote..ir i

tl
W
n
=
L
o

196 &m. i, s L= 100 enf
-, = 0.4
1@ @ x5 1.2

F00cm

p = Veooeg/106"= 14,1 en

. B ,
T/ o= 2.1x20°5300 = 5.25x16° ko/en

i

I 4£0C

12vT . = 12x2.1-308%2x1¢Y = 0.075%x10° v=/em
1° (1+4c) 4CC° x (3.05)

611 6x2.131¢° x2x1¢" = 15.00x10% xg
L (1+4c) 400° x (1.C5)

4EI(1+c) = 4x2.1x16°x2210°(2.01) = 4640x10° xgz-cm
L(1+4c) 400 (1.0%)

2TI(1-2¢) = 222,1x10°%2x1¢"%(0.98) = 1960x10° kg-cm
1{1+4¢) ACCT {1005

O -1 ,¢C|
6=-30° ; 7=|1 0 0 :
o o 1.



L

at}

o)

()

.25 0 0 :
e 0.C75 30 bimetracu :
2 o 15 ' 440
-5.25 0. 0 5.25 0 0
e ~6.075 =15 o C.c75 -15
.0 19 1960 G -15 4040 ;

' |
¥ TT etc
- | -
| 0.075 0 -15 ' -C.075 © -15 {
3 0 5.25 0 0 ~5.25 0 ;
L ~15 0 4040 15 0 1500
~0:075 0 15 0,075 0 15

0 -5.25 . 0 0 5.25 O ?
i_zs c 1360 15 o 3040 )
— © ' D -

[
— @)
=0 ;T=1

5.25 O 0 |-5.25 0 0

0 0.075 15 o -C.075 15

c 15 4C4C O -15 1960
-5.25 © "o 5.5 o o

0 ~0.075 -15 0 0.075 =15
L_O 15 1960 0 -15 4C40

@ ®

92

”xlor

- %10

x10




splicindo la regle e la sumu

5.325 0 15 losius oo 0
@o - 5325 15 o ~0.675 15
, 15 15 8080 - 0 -15 156
K = . i e - e e |.._ —_ e em o — - = %10
~5.25 0 0 . 5.325 © 15
@ 1| o -0.075 -15 ;0 5.325  -15
0 15 13900 j 15 ~15 08¢

@ | ®
Ltlverneative 2
1) Metriz EJ

Barra (11 ¥ bnrra[j ;

TuT o Ty . .
-TH, .= -T H. = (No se necesite)

Durra [2]

T,T T
~T H,, = -1 H,, =

F] L

1
)
|
= (@]
|
£ [
(@)
°c

o O

93



2)
k

¥
Q
1
~
i
_
]
\
{
- _
ﬁ ! !
| (@ — O o 4 —_—— e —— = —
i : @)
' <r
i ! . N O
. . < — ~r
o . — 0_1 O o s '
t _ N
; o~
H m O
‘ © © 0 A O .
e . | "o o 1.*
—— _ L G e e ~
. Q _ bed
] O . . . ,
©- e _ T T . jw o o
_ . T -ofm
| <+
— o — (] (@] " e
: | © o T
! _ {
O i O o ! —
: _ i o ,
i ! _ H ST
o O —
A~ __
o
(=] kvl @ o N |
] . O 0_
n £ —r|.----1.-.-
“ -
° - = 1

L

C.07% -

4040

1

79



3) Ovuvtencidén de
0 5.25
-0,075 0
15 0
5,25 0
k] [al=| © -0.075
0 15
: 0
’_5.3”5
0
15
c'.lT k & = I‘;I‘——- - -
~5. 25
0
0

|
0 |
.
4040:
o | 5.5
-15 ; 0
15601 o
Z : =
| "~0.075
7
o 15
5.325 15
15 8080
)
~0.075  -15
15 1960

i

0
0 0
0.075 -15
-15 4040
5.25 0
0] -15
0 4040
~0.075

Tguzl & 1z obtenide con 1o reglé de 1o suma.

11) 1Fex |

®

Obtener IT.. |-

%10

=10

i



g

tl = cte

o]
1

O (desprecienos el efecto del cortante)

LA = cte

Lpliquemoes la férunule:

_ ! T ! T !
fpy = $, + Hop I, Hy, + Hy, I, Hy
donae: ff =1 F TT
(1L o 0
LA
. J .
f= 0o 1_ I (Flexibiliced en coordena-
Sl 2kl dés locéles)
o 1 1
crnl ot
- —_

(2 L)L

L
21k eI, \NzzZ=~ 61
3 Lé

N <1 (L‘ )
‘ -|- :
21/ \grt  6EI/ \o{Pz1/:

LuH’..
It
h
ry
e
+
laal Y o

1 0 0
!
f, =1,; H,= 0 1 0
(5 =1 50y - )
2 V2 N V2 2/
—

(
N



6 = -90°

Barre EL] :

B a— AN
i

§ >

o ~
- 1 N
BN - T i >
d fﬂnl\/_- \1_2 \_md 5_.|3\._ 5___.r|w ﬂﬂ
~ | | b= ~ PR
+ ‘ + - -4
(o T —M o~ i e # idl
— —t — _> o
7 fw\ AP & A
= =
o~ _ I R, ‘ fog [ev
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I L b
& TL.Z lﬁm P SIS & i \l_...a/
E md i | + |
1_ = ! MmN 4y ™
H ol - P m/..
o af o B e e
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Nzu_lv.v JL N L_ . l_ K —
a2 = + el¥ A
H — . L < - )
o+l __ A5 AlE
il =
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o
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MARZO, 1985
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1“;}("""}’105 de +nflisis dindmice ae estructiures.

Ejemplo 1@ Gttener los perfodos y nodos de vivrer (vioricién liocre)

S0X2
N@® _ @ <@

| I |3

J. 00 ot : - L 26240

BN L ¥
N - | S ——— i e
.. 5 YERV s
S0

il

Datos: v, = W,= 30 ton,

=
1

/
14700C kg /em? (f.= 210 xz/cn?)

~7 = C.2%
_ .
Hegeros los siruicnties elternciives,
1) fnélisis cinrdnico cecmpleto.

g) OQObntercién de (K_](IQV12), vs<ndo 1s recla de 1 sume !

7%



2
Chl

e beo: 1 = ___j__ 250 = 2,105:210 ety &£ o= 3Cx50 = 1500
17
51 v (6]
1/4 = 208 em’ 1 C o= 6x1. 25x0CE x1,2 = 0.0052
6cc’
: -3
195 = 12x1.47510° x3.125%20 = 249.0 tor/x
1’ (1+44¢) 6,007 x 1.0208
(3581 = 6%1.47x10°%3.125%10 = 750.0 ton
1% (1+4c) 6.067 x 1.0206
-3 .
ARI(d+c) = 4%1.47>10°%3.1 25210 x1.0052 = 2480.0 ton/m
L{1+4¢) 6.00 x 1.0208
-4
B4 = 1.47x10°x1500%10 = 36750.0 tor/m.
T )
2E1(1-2¢) = 1470
T{I+é4c)
[ B
36750,0 O 0
k,, = ki, = 0 249 ~750 .
ey e
. 0 ~750 +2980
L. )
2 a £ o :
Colunnis I = 25240 = 1,33x10° cm 3 & = 10CC cn”

_ 17
, 2, 3}, 74 .
I/h = 133.3; ¢ = €x1.25%153. 1.2 = C.0133
300
1211 e 10y1.4751.333%10° = B4
L (1+4¢) 3,007 x 1.0552
(11 = 1236
L' (1+4¢) ’
AET(34c) = 4x1.47x1.33x10° »1,0133 = 8520
"L{1+4c 3 x 1,0h37
EL = £9000.0
T
2BI(1- gﬂl 1210.0
1 +4c

199



1236
49000

2520
-

27 R 0, -4

|
gi2é7 7i0 O

0. 247 750 o

fE0 Pold 2 - / 50 150 128
. R e
D n o G0 O
] |
o o o TSP

-

. j -
| 0 soo Hip O -7 Pﬂ.-?) P
XK = o - .
~E27 AR XL p e it 0 U
: | o
o =g P /) L A4S S0 o -2F S5
_iidE O 200 | 224 J50 ssp0 £ -0 WP
= = et e e — 1 | —— —_— - — —— -— - —— -
-l 0 23R L3S0 P p A 0 /5
. | 1
0 /I 5 A A - R C A
N ' ’
L22E 0 J20, 0 FEO pgfp i ~fD L8D

—

b) Obutencidédn dée kK (permutendo k)

tel gques

F -t G _]
r.;',l_l_i"”_f AN
R TR l-_f'f_J
e U7

) ol

@

@

{9 - / -‘? 97.0’
1
|
A0 0 Y,

o 12

"1- P2d O -1253F
b O - 72500




P A Ty ,.(;','," (O
-d424 0

KT 7

o S 3050 .-,‘f.-f//I

!f/}{’f - 2/% ,‘7';7"-‘»:’11 p

. N AGN
I—d7/ /b [ b B I

0

l - '//6' : ."f ﬂ 4 ﬂ);{ ;’ —/"-v/?!'

O 400 2T LT

__1 — _— ——

; O P3O JLO -0 0 O
|

}
"‘r{iy f ﬁ !

- - 7
o o O p2EE 2
1 .
_/i?jé ‘f:? I/'(ﬂ_’f,é; p ﬂ ﬂ ;[/:’-:\ -‘r:j.f?

A LIDSE ) R 28

La ecuzcidn cerrz=cteristice serdi
r— i Y — —
! ! FI
~ 1~ Gx’ (O mdyx
K‘u ! K/"_)
! . U 2-" /
oS T AL Sk w LJGdf/
Kﬂ R | e B
f ¢) 0
1
L : i __ _J

For lo tinto se puece contrcer (eliminénio

—~ ~ ) e i (:’v T 7R V3PN
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PLOTUANA PALA LA ORTANCION D PERI0ODNS Y MOPDS MNATURA-
LE> DE V1iAis PHOGAAMADO PO Je DANMY Res MEXICO NOVIEMIG.E L ) %70
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L ritriz de wuses 1 seré:

3,06 : ‘ : : ,

I =

| | 1.53

1.53

10.66 1/s 3 T,=.0.589 seg -

Wy =

w, = 33.67 T,= 0.187
wy= 110.60 I.= C.057
= 111.30 T,= C.056
(h = 289,56 " T,= €.C22
(= 283.78 T,= C.022
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MATRIZ K - :
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+27200000E+403 ~-.27200000E+03 .98400000E+023
1 GHZ000DE403 --03740000K402 237400002403
-+ 1 2E20000E403 =+ 8OTUONDE+DS -.21000000Z402
-«21000000E402 =-.A8972000E+05 +AS0E4000E405
A0 EA000E+05
MASAYE
«30GO0000E D1 » 30G00000E+01 +153020J30E+01
«15300000E-01 +15300000E+01

MODO

OMEGA = 1066050970 PERIODO = -58938884
«25H0622757E100 «31092425E400 <294G064KT7E-02
«3997040IE-02 ~«393794G9E-02

MODO 2
OMEGA = 33.67011000 PERIODO = -18£6101 8
«S10905B9E4+00 -.25612072E+400 -.50193496E-02
=+ 93926081 E-02 .93926080E-02

mobe 3 - '
oMEGA = 110.€0265000 PERIODO 05680862

SON24470TE-09 -.82412281F-09 30054CT70E+Q0Q
AB62.245212+00 ABC2B8453E400

]

mobG 4

OFEGA = :11.20092000 PERIODO
-« 72833551 £-02 91 8K5200E-02
-e 486336592400  -4K8633667E+00

05645220
~30022755% 400

MObO 5

OMEGA =  289.5609G000 PERIOLO 02169901
AL 201 6E-09 .ANDO92534E-10  «4BG62BA28E+00
~«305%4749E 400 --300540E6E+0Q

mODO 6

orEGA = 2069.7801 7000 PERIODO «N2168259
= 774G9L00E-03 -GT0BATOSE-0O4 JAUCAAINRE D)
-+ 3002831 6E+00 <300 2U2TIE LT

«3460000NE+02
-«16520D000E+03
« 9Bl 2RO00E+0S5
- 981208000 - 5
-.H53200000E+02

«15300000E+01

~«294664EGE-Q2

+501934906E-D2

« 300540 64E+00

-« 3002273 9E+00

<A EO2EABTEHO

-4 56H42B3E+00



-
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Cuscrvese gue sSon muy Direccicos & 1los dos primeros wmodos de 1os
cesos enteriores. '

~
Kotz: En los tres c&ésos wintériores, perd obicner el valor de U | .

vt i M m pmre v o
wscra Jde CSALI T 3
3

w
(10
[
s
-

~__] F-:’j d /'_“
q) = _KZZ ‘2."
> _J '.c'l'
(Ver hojes 4G, 3%, 100 y 1iCl1)
~_/
donde Kzz’
|1.3470  -0.203¢  -0.33¢2 0.1493]
o | 1.3470  ©.1491  -0.3362
L.z : ’
‘ 2,0472 -0.5800
Simétrico
2,0472
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o Gabenedddar Crreete e T lta

1: motric K™ se jucie outencer cCirectimentie contriyenco uni nilris

dorce k son lis rigideccs de lig bérirce sin consider.r scortomien
to, referides & loc nomentos extremos ix,, il '
Le metriz k  en Tuncidn de M, y iy, peré unes berra recte de seccién

uniforme, es:
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L l_L\l-'réCj L{1+4c) B

2
Tera 1o deduccidn de este motric, veose l1os Kesumencs (23] y (4)
FPerec nuestro cjcmplo:
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Lfectuurnco el producteo & k & , se oblicne
AI AI[ ¢‘i ¢z é_! (,f'4 '
N SR PR - f
i2uyo  =1v40 0 O 1236 1250
|
-1648 1648 '—1236 -1236 -1236 -122
r 1T 0 o136 o200 147¢ 1210 0
al kx a =L°i’._}= '
0 -1236 | 1470 gC20 0 1210
! .
1236 -~1236 | 1210 0 550C 1470
1236 -~1236 G 1210 1470 5500
L -
NHote: FEsta métriz puede obtenerse directamente de 1 meirie

X (hoja GO yA99); por ejemplo:

3296 = 38358+38358-36750-36750
1848 = —824_824

etc...

L& natriz K se puede perticionir y cotenerse la siguiente

ecus¢ cidn cerccterdstice:

Tor lo cue se puede eliminur & ¢, ooteriendose:

iy ]
oy
L

- e d..p
=%, ¥, n;,lﬁ\ = w' iy
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et s

"'!‘..‘.2 N A3 '.l'Lz/

Chservese uue

Cutndo 1t metiriz ¥, tiene menos columnes que 9, no conviene in-

. " . g ol
vertir este ¢ltims pireé cbtener H™ |, y& gque K, K, tiene por ele-
lés reices del sirsuiente sisitemté de ecurnciones:

mentoes &

V .
Ko Z = Ky,
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“en nucostro ejorpio li ortencidn ¢ h WL, iU reducye ©operolver el

- 1

8020 1470 1210 0 ¢ -1
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1470 £C20 0 1210 [ J ' -1236
P A =

1210 G 5500 1470 1230 -1236

e
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L N _ J

este proccdimiento simplificu beslente el probdleme de Jo contric--

cién de. ¥, cu.ndo se trets de mercos con muchos nudos y 30cos ni-

Singlificicidn .or 1l siretrie de l&¢ estructurz,

si
Con 1L3 lternitives (1) y (2) (enzete  gin veoertinmicnte on tre.

ves, rcsvectivinentie) no se vuede llevir & cibo ningunt simplifi-
ce¢idy vor Ik siweicie 08 J& estrucitars ¥i Gue 8010 Joa n0Gos 3,

2, 4, & (en 1z ¢lternctive (1)) son completimente entisirétricos,
loc modos 3, 5, 6, 7 son simétricos y enticimétricos en iorme Si-
rultones (Ver hode 100 1),

Con 1l¢ &ltern:ztive (3) (sin zecortimiento en trabes y columnes) si
se puece efectuisr simpliticeciones, y& ue 1los moGos corresponden
siempre & cendicioncs cntisimétrices. In nusctro ejcrrlo considg;

+
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"1 rmtriz X (en funcién ce I, ¥ W) vers las birrcs g

— [ - —J
- X, = 301
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y. lés meses son lé mited de las messs
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ron O ’
Observese que: I{Ja:l/E LKtJ

de 1le elternztive (3), por 1o tento los perioios y los modos

los mismos.
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#n#lisis dindmico de uné

v

estructurd

con

-

ha sido nece-

censicerinéolaes concentrudis en los
s muirices de rigiceces e lis estrvcturis, es -
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4. RESPUESTA DINAMICA DE ESTRUCTURAS EMPLEANDC METODOS MATRICIALES

4.1 INTRODUCCION

Cuando la carga dinfimica se aplica a una estructura los desplaza-
mientos no son funcién solo de las coordenadas sino también del
tiempo. Para un elemento infinitesimal de volumen, W, sometido a
una fuerza de inercia -plidV, donde p es la densidad del cuerpo,
se generard un campo de aceleraciones que se puede expresar en el
sistema cartesiano como

De acuerdo con el principio de D'Alembert, que es un corolario de
la segunda y tercera Ley de Newton, las ecuaciones de movimiento
se obtienen de la condicibn de.equilibrio cuando se toman en cuen



</
ta las fuerzas de inercia. Puesto que estas son proporcionales -
al volumen del elemento, constituyen lo que se conoce como fuer -
zas de cuerpo; asi, las fuerzas de inercia de cuerpo en todo el
sistema elfstico, se pueden expresar como

inercia  PY 4.1.
Esto indica que la ecuacifn de movimiento se obtendrd introducien
do fuerzas adicionales de cuerpo, en las ecuaciones de equilibrio
estitico.

En la dindmica estructural es Gtil la aplicacién del Principio
del trabajo virtual; para ello considérese un cuerpo eléstico que
tiene una deformacién por efecto de una carga dinimica, tal como
se indica en la figura

Ayt

i) iuz(,)

(224 STAT N

T sl Ayt

CRYY

/un-'i \:J‘U"t

Se puede suponer que para cualquier instante de tiempo el despla-
zamiento u se modifica con desplazamientos virtuales &u, los cua-
les son infinitesimales y arbitrarios pero compatibles con las
condiciones de frontera del cuerpo. Ademds, los desplazamientos
virtuales producen deformaciones unitarias compatibles, 8¢, a par
tir de las cuales, si se conoce la distribucibén instanténea de es
fuerzos, se puede calcular la energia de deformacién virtual, Gui,’
en cualquier instante. El trabajo virtual de las fuerzas internas
consistiré ademis de las fuerzas reales de cuerpo y superficiales
de las fuerzas de inercia definidas en la ec 4.1. El principio

del trabajo virtual, generalizado para incluir las condi -



ciones dinimicas se pueden expresar como

§U. = &W -/ péuliidy g2
1 V']
siendo V = volumen
donde
s5U. = £ 6 odV 4.3
i ) ¢
y
T T T
6W = J 6u ¢dS + [ 86U XdV + §U'P 4.4

siendo s = superficie

El tercer término del miembro del lado derecho de esta ecuacidn
representa el trabajo virtual realizado por las fuerzas externas
P que actdan en direccidn de los correspondientes desplazamientos
virtuales. La ec 4.2 establece que en un desplazamiento virtual
del cuerpo, a partir de su estado de equilibrio instanténeo, el
incremento de energfa de deformacién, esto es, la energia virtual
de deformacidn, es igual a la suma del trabajo virtual de todas
las fuerzas, incluyendo a las de inercia.

4.1.1 Ecuacibtn de movimiento en sistemas continucs. Las ecuacio
nes de la teorfa de elasticidad derivadas para sistemas estaticos
continuos pueden ser adaptadas inmediatamente a las condiciones
dinimicas de carga al incluir fuerzas de inercia. Asi, en el sis
tema cartesiano de referencia, se tiene que las ecuaciones de

equilibrio de fuerzas son

do,, Oa 0o,

—I . ¥ — X = pii
P oy Tt AT P
do dao,, da,, .
v ML X = i
oy ey T e T
ds,, Oa,, ' o,

Fer v o o X, = pi

FIA



; —
las ecuaciones de equilibrio de momentos y las ecuaciones de equi
librio de fuerzas en la superficie permanecen sin cambio en rela-

cibn al caso estidtico,

A las ecs 4.5 se les conoce como las ecuaciones de movimiento de

sistemas eldsticos. Estas son las que conducen a conocer los des
plazamientos del sistema; se puede suponer que para cualquier ins
tante es v8lida la aplicacibn de la ley de Hooke, lo cual implica
que todos los esfuerzos en la ec 4.5 pueden expresarse en funcién
de componentes de deformacibn y, por cons1gu1ente, en términos de
derivadas del desplazamiento. A partir de las ecs 4.5 se pueden

obtener tres ecuaciones diferenciales parciales cuya solucién de-
termina la propagacibn de ondas de esfuerzos en los sistemas elfs
ticos sometidos a solicitaciones dinimicas especificas; la solu -
cifn de tales problemas va més alld del alcance de estas notas.

4.1,2 Ecuacién de movimiento (equilibrio) en sistemas discre -
tos. En el andlisis matricial de estructuras es com{in tratar con
cantidades discretas; asi se tienen fuerzas y momentos concentra-
dos, desplazamientos de puntos y giros de secciones especificas.
Consecuentemente con ello, todas las ecuaciones de la elasticidad
para medios continuos deben reformularse como ecuaciones matricia
les empleando esas cantidades discretas. En problemas estéticos,
los desplazamientos u pueden relacionarse a un nGmero finito de
desplazamiehtos seleccionados en puntos arbitrarios de la estruc-
tura; esto se puede expresar como

u=al _ 4.6
donde

u = {ux uy u }

U= {U;y Uz ... Un}



La ec 4.6 es vilida para deformaciones pequefias. Las deformacio-
nes unitarias se pueden expresar como

e=b U
donde
b = b(x,y,z)

y se obtiene diferenciando a los términos de la matriz a.

En problemas de dindmica, la ec 4,6 no es v4lida excepto en algu-
nos casos especiales; sin embargo, si se considera un nimero sufi
cientemente grande de desplazamientos U, la ecuacién seri una bue
na aproximacidn, siempre que U sea determinada de las ecuaciones
dindmicas del sistema. Esta relacifn se empleard para formular

un sistema discreto equivalente a partir de un sistema continuo.
Para visualizar esto, se partirﬁ del Principio del trabajo virtual
para cargas dindmicas. '

TI.
GUi = §W - IV pdu 4adv

Aqui

du = adU
§e = 8e = b6U

Si se aplica la Ley de Hooke, con la cual los esfuerzos se defi -

nen <omo

= )6 e

+
43 1 €kt 26ey;

]

siendo cij = tensor de esfuerzos; 6ij = delta de Kronecker;

e = tensor de deformaciones unitarias; A y G son las constantes

£m
de Lamé.

Se tiene

Su, su, déu, au. @ddu
1 1

Buk | ( N i k) - av
/ [} —_ + G + . + pl, u;] =
v Exk Bxi axk axk axk Bxi i i




P

A tiﬁuids + L B 6uidv 4.7
Esta ecuacidn se puede escribir como

MU + KU = é tiéuidS + &I Bi 6uidV’ 4.8

donde M es 1la matriz de masas del sistema equivalente discreto y
K es la matriz de rigideces.

La-ec 4.8 representa la ecuacibn de movimiento del sistema dis -
creto; en general,'esta ecuacibn tiene acoplamiento para las ma -
trices de masa y rigidez, en los términos fuera de la diagonal
principal. De especial interés resulta visualizar que matemitica
mente los desplazamientos U pueden tratarse como grados de liber-
tad del sistema.

4.1.3 Masas equivalentes en el anfilisis estructural. Las pro -
piedades de inercia de un sistema estructural discreto se pueden
expresar por medio de la matriz de masas equivalente

M= fv paTadV 4.9

se puede demostrar que a existe solo para casos especiales, ta -
les como carga estdtica o movimiento armbnico del sistema. Para
los sistemas discretos su evaluacibén es aproximada debido a la
idealizacibn misma; sin embargo, es comin en dinfmica estructural
emplear una configuracién estética para definirla, lo cual hace
que .la matriz .M sea una aproximacibén de la real. Sin embargo, si
los elementos discretos son pequefios, la apfoximacién lograda es -
aceptable para fines pricticos. Para aclarar ideas se veréd un ca

so sencillo, como lo es el de la barra indicada en la figura
Ve

” o
Fig 4.1 Desplazamientos nodales en un elemento barra



De la figura puede observarse que los desplazamientos para un pun
to a la distancia x del nudo 1 estén dados por

u_= U + (Us - Uy)¢
X
u_ =U; + (Us - Uz)E
y
u = Ug + (Us + Us)ég
A

donde ' E = x/%

Este sistema de ecuaciones se puede expresar matricialmente como

n
U2
- 1-¢ 0 0 £ 0 Us
x = 0 1-¢ 0 0 0 Us
.{ 0 0 1-¢ 0 E Us
4 L_Uﬁ_l
de donde
1-£ 0 £ 0 0
a = 0 1-¢ 0
0 1-¢ 0

Al sustituir estas ecuaciones en la ec 4.9 se obtiene

m o | patad)
(- &) 0 0 (1 - &) 0 0o
0 (- & 0 0 (1 — 5)§ 0
~ ] 0 (- &P 0 0 (1 - 5k i
"PA{j & 0 £ 0 0 ;
) Sl - %) 0 0 ke 0 1
0 0 Hi -8 0 0 it

20 00 0 U
0 2 06 0 1 v
A V]

01 w0 20
boo L 00 2




Los términos fuera de la diagona{, diferentes de cero, represen -
tan el acoplamiento dinfimico entre los grados de libertad; puede
observarse en este caso que el acoplamiento acurre para grados de
libertad en las mismas direcciones, estoes, 1y 4, 2y 5, vy .
3y 6.

Ahora se considera un elemento barra uniforme con dos masas con -
centradas, m; y m;, en sus extremos como se indica en la fig 4.2

Fig 4.2 Elemento barra con masas concentradas en los extremos

- Por simplicidad, se determinarin Unicamente las propiedades de
inercia en la direccifén longitudinal; los desplazamientos en la

direccién longitudinal estin dados por
U,

u =[-8 £7)

de donde
a=[( -8 €]
sustituyendo esto en la ec 4.9 se obtiene
M=/ paTadV

l‘p(l — S “pll S E) BV
vy vy

J.PE(] — S}V J perdl’
Y Y

_ p.4![2 ! A m, 0
o) 2 0 m,



Se pucde observar que el efecte de las masas concentradas en los
extremos de un elemento, es tomado en cuenta sumando la masa real
concentrada y los términos de la diagonal de una matriz ‘que co -

rresponde al sistema equivalente. Para representar un sistema es

tructural formado por un niimero n de elementos, se tendrf& que ha-
cer el ensamble respetando las relaciones de compatibilidad.

4.1.4 Matrices de masa y rigidez dependientes de la frecuencia.
Se puede mostrar con facilidad que para movimientos armbnicos los
desplazamientos longitudinales del elemento barra estén dados por

q

WX wl wX wl wX iwt
u = (cos— - cot—— sen—) cosece= sen e
X C C o C Q2

la deformacidn unitaria e _ se obtiene directamente por diferen -
ciacifn con respecto a la variable X, esto conduce a

da
ou .
W wl wx wl wX iwt
= - + cot—— COS§—— cosec— COsS— e
“xx DS c [ (sen'c c c c_j|q:z

De aqui se puede ver que

wXx wl wX wl wXx

_ - —_— n— — G e —

4 = [ (cos== - cot—= se =) cosec™ c c
wXx wh wx
b = [’ (SEH‘E— + COt‘-'— COST COSECE‘C& COS"C—]

Después de sustituir esto en la ec 4.7 y hacer la integracidn cg

rrespondiente se obtiene

wrf m!‘ el wl , (UI
(— CustC — — Oy — (l -~ — cot ——)
‘(J ” ¢ lI![ v e ¢ ¢ c
i0n - ":‘ Al O AT W
2w ¢ w! ! ol ulf wl
( | — Ot — — st — — COs —-)
[ ¢ [y
ml m[ \ (u! {ui wf
(—un.cc-—-+;cos—) —(l -f-—col——)
K AF(UI tuld ¢ (& r \ ¢ fal
L = —— — LO»eC
2 ¢ ol ! ) crd wl
- (I + Y cut -w) — Cuael — -+ COS —) '

- C ¢ r C



A
/

Los elementos de ambas matrices dependen de la frecuencia circu, -
lar w; en los cflculos numéricos normalmente se desconoce w y
ello ocasiona que no se puedan calcular estas matrices de primera
intencién. Para evitar esto, se puede desarrollar al desplaza -
miento en una serie de potencias ascendentes de la frecuencia w,

esto es
o o :
u =al = I wrarU = ¢ wfa gel®t
r=0 r=0 T,
donde
qa
q =
N
qz

donde las matrices a, son funciones de x exclusivamente. Si se
sustituye esta ecuacifén en la de movimiento, que para esta barra

estd dada por

con ¢ = velocidad del sonido dentro del elemento barra (veloci -
dad de propagacién de ondas elisticas unidireccionales) dada por
YE/p, con E igual al m6dulo de Hooke

Se tiene

= iwt % r iwt
c? 1 w'a qe + w? % =0
=0 LY r=0 LY
Si se igualan a cero los coeficientes de la misma potencia de w

se obtiene

ay, =0
a? = 0
c?al! = - ag

ctay = - a



Estas ecuacjiones matriciales pueden integrarse directamente; la
primera matriz ao se emplea para satisfacer las condiciones de
frontera u = U, enx =0 vy u, o= U, en x = 2, mientrésfque el
resto de 14s matrices a,, a2, 2s,... deben desaparecer para

x =0y 2. Esto conduce a '

ag = [ (1-8) £]

a;y = 0 {

az = ﬁ—’gz[(ze: - 382+ €) (£ - £ ]
asy = 0

con lo cual la matriz a estd dada por
a = ao + wzaz + ..

La matriz a, representa la distribucibén estética debido a valores

unitarios de los desplazamientos U; y Uz,
La distribucidén de deformaciones se cbtiene como
au .
e = — I wa
oX -

donde

dag

dx
da;

blga—i'-':O
daz

L z
b: = g = ¢ L (2 - 68+ 38%) (1 - 3]

da
aX

o
[ -2
]

L]
ro| s
1
¥
——
—
L

o
w
I
It
[ame ]

con lo cual la matriz b de la ecuacién e = bU estd dada por

b = by + w?b2 +



/£

Sustituyendo estas ecuaciones en las ecuaciones para calcular la
matrlz de masa y rigidez se obtiene

MgMo"'szz'F

con
2 1
L
Mo =£5—A
1 2
e s 1 7/8
M, 2p“AL
45E 7/8 1
y
K'-"Ko"'w Kh+ ..
1 -1
con Kg = %? '

1 7/8

L
4 Ky = (pAL)? TSAE
7/8 1

las matrices My y KXy, representan lo correspondiente a condiciones
estdticas, mientras que Mz, Kv y las de orden superior represen -
tan correcciones por condiciones dinémicas.

4.2 PROPIEDADES DE INERCIA DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES

4.2.1 Matriz de masas equivalentes. Para obtener estas matrices
se parte de la hipftesis que la distribucién dinfmica de desplaza
mientos en los elementos se puede representar adecuadamente con

una distribucién estética.



Primero se obtendrd la matriz elemental de masas en coordenadas
locales y luego se transformard al sistema global de referencia.
La matriz elemental se obtendrd de la ecuacién

m = % paTadV

donde la matriz a debe calcularse para todos los desplazamientos
nodales del sistema. La relacibn entre los desplazamientos en
ambos sistemas se obtiene por la ecuacifn

u = Au

donde X es una matriz de nxn de cosenos directores, y n es el nd-
mero de desplazamientos (grados de libertad) del elemento. De es
ta ecuacibn se obtiene que

para los desplazamientos virtuales
§u = Aéu

el trabajo virtual de las fuerzas de inercia debe ser independien
te del marco de referencia escogido, y entonces se tiene

551 (-m u) = 6ul (-mii)

donde m es la matriz de masas equivalente en el sistema global.
De las ecuaciones anteriores se tiene

T — el

fu (m - ATml)u = 0

-

donde éu y u son arbitrarios; de esta ecuacibén se obtiene

m = ATmA



De aqui se obtiene

m = " pATaTaAdV

—T—
Q pa adVv

con a = ai

la matriz a representa la distribucibn de desplazamientos para va
lores unitarios de los desplazamientos nodales en el sistema glo-
bal.

Para algunos elementos la matriz de masa equivalente es invarian-
te con respecto a la orientacibn y a la posicibn de los ejes coorxr
denados; ello es cierto para elementos barra articulados; tetrae-
dros y paralelepipedos s6lidos, elementos placa con rigidez en su

plano Ginicamente.

4.2.2 Ensamble de la matriz de masas equivalentes para una es -
tructura. Para ensamblar las matrices elementales de masas,

—_— i - . .

m 2 se procede anélogamente a como se ensamblan las matrices de

rigideces.

Las fuerzas de inercia que actfian en cada elemento estsin dadas
por

S(i)

—~(1)=(i)
1 -m " u

=

donde el superindice i se refiere al i-ésimo elemento. Estas
ecuaciones elementales se puedencombinar en una matriz.

(4 H

SI = - m



donde

- (1) (2) (1)
§I {SI SI . SI P |
me [atD a2 0 w9
u= @y gy

En adicidn a las matrices de masas equivalentes m, pueden existir
masas reales concentradas en los puntos nodales; estas masas se

asignarin a la matriz diagonal Ec cuyo orden es igual al del nidme
To de desplazamientos U. -

Ahora, al introducir los desplazamientos virtuales

Su = AdU
e igualar el trabajo virtual de las fuerzas de inercia, se obtiene
sUT(-MJ) = 6" (-7 u) + 5UT(-Ecﬁ)

donde M es la matriz de masas equivalentes para la estructura com
pleta. De las ecuaciones anteriores se tiene

sUT(M - ATRA - m )0 = 0
de donde
M=AmA+D

c

los términos concentrados en la diagonal de la matriz m, se suman

directamente a los correspondientes en posicidén de la matriz
T

A mA.

4,2.3 Matriz de masas condensada.

Existe un nlmero extenso de estructuras en que para fines dinémi



cos solo se requiere conocer el desplazamiento en puntos muy espe
cificos; la parte central de una losa y el centro del claro de
una trabe, son dos ejemplos dentro de los muchos existentes. Es-
to lleva a la necesidad de reducir el orden de la matriz de masas
equivalente, mediante lo que se conoce como condensacibn de gra -
dos de libertad. '

Esta condensaci6n de la matriz de masas se puede realizar aplican
do el principio del trabajo virfual; para ello como primer paso,
se particiona a la matriz de rigideces, K, y a los desplazamien -
tos.

1,1 1,11
X =
KII,I KII,II
UI
U =
UII
. 4

El vector UI'se refiere a todos los desplazamientos que se desean
mantener como grados de libertad, mientras que U;; es el vector
de desplazamientos que si bien fueron empleados en el anflisis es
‘tdtico, no se emplearin para formular una nueva matriz de masas
equivalentes. Los desplazamientos UII pueden determinarse de 1la
ecuacidn de equilibrio estdtico P = KU suponiendo que las fuerzas
externas PII que corresponden a los desplazamientos UII son nulas.
De ello se obtiene

v, = - K} K U

I1 11,11 11,1 1

Si se designa a Mc como la matriz de masas equivalentes para los
desplazamientos UI y se introducen los desplazamientos virtuales
§U, se obtiene de la equivalenc}a del trabajo virtual de la repre



sentacibn con dos masas para un sistema continuo que

T L T L 1)
UL (-M_U.) = su’ (-Mi)

T T ﬁl
= - [[8u, U, M )
Uy '
Al sustituir UII se obtiene
. I
. T -1
SUMU. =38U [I-K X J -1 o
I"e’'I I 1,11 II,11 |M -KII,II KII,i UI
de donde
M = ATMA
C C o]
con
I
Ac =
. _K—1

II,II KII,I

A la matriz MC se le conoce como la matriz condensada de masas.

a) Viga uniforme. Para aclarar algunas ideas considérese el caso
de la viga uniforme que se indica en la figura.




El vector U estd dado por

U = {U] UZ ... Ul?)

Al emplear la teoria elemental de flexibn y torsibn, y despreciar
deformaciones por cortante se obtiene la matriz a(u = al) como

g uy iy

| | - & U i

2 (s~ iy [ - 33y 28 0

3 6LE — £y 0 I =33 23

4 T SR B Y/ 4 =i = &)y

SR it 7 KLY/ A Y (—§ - 282 - &y
Lob A ey e B o
4 ? I3 0 0

A —§ 4 Yy 38— 2 0

Y o- 5 4 &N U g -2

n ) ~ &L =y

Nl =2 30 0 (£~ £y

2 128 - 3§00y (—£ & 0

donde
£=3: n=%¥; t=7

donde & es la longitud del elemento.

Esta matriz se sustituye en la ecuacidtn que define a la matri:z
de masas, m, y efectuando la integracién en todo el volumen se ob

tiene
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los términos Ix € IZ representan los momentos de inercia y Jx re-
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presenta la inercia torsionante.
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Si se quiere simplificar al caso de una viga en el plano, como

se muestra en la figura
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se puede demostrar que la matriz a estd dada por

I u, s -»‘ .fz)q [—1 - 47 - A&* (- Ejm.]h]
U o[- 3824 285 4 )~ S, [E = 280 4§+ KE— D)L
3 4

ol—¢ 4 (28 38 Loply
R L T L (L enm.jJ

donde

se refiere a la contribuciéa de 1a,%efarmicién Qr gortante. Al:sus
tituir esta matriz a en la definicidn de la matriz de masas, m, se

obtiene

K !
R O

pAl (A + S 2y (s3x + &, + 7! FUIRIYLS ' ]

(] “EV ('h’).-l fyo 'i lao(bp + {’q’pl—. (ijﬁnu '1' ‘:“l(l,s + -:‘a‘l’.:')l '}3 + ﬁ.(}), "‘ '_Ji(l',ﬂ

A AP+ AR — Gl A LGN (A, - RO (1 + A, o0
4

__pal (5)2 (fo = 20 (§ 4 b+ D2

(1 + @2 \} -& (- + 30 I3

o= 00 (=3 =40, $40AF (= + 30,0 (55 + 30, + 1047

T representa el radio de giro de la seccién transversal de la viga.

Si se desprecia la inercia rotacional y las deformaciones por cor
tante,la matriz de masas, m, se reduce a

156 2% 54 -1y
pall 22 a1y -3p
0| sa oy 1s6 —221

~13, =3 -2 ap

nm =



4,2.4 Matriz de masas concentradas (Lumped-mass), La forma més
simple de representar las propiedades de inercia es con masas con-
centradas; en esta idealizacién las masas concentradas se ubican

en los puntos nodales en las direcciones de los grados de libertad;
lo més usual es asignar masas a la traslacién y la rotacibn. Las
masas se calculan suponiendo que el material dentro del medio se
comporta como un cuerpo rigido, lo cual excluye el acoplamierto di
nimico, y conduce a una matriz diagonal de masas. Para un elemen-
to con n grados de libertad se tiene

m= m m L ] ml LN I m
[ ! 2 1 n]_

donde m. representa la masa para la direccibn del desplazamiento Ui

Asi, para un elemento barra se tiene
1 0

0 1

Conviene aclarar que con este tipo de representacién la precisifn en
el anflisis es menor que con la matriz de masas equivalentes.

4.3 VIBRACION DE SISTEMAS ELASTICOS

4,3.1 Andlisis de vibraciones empleando la matriz de rigideces.
En forma matricial la ecuacién de movimiento para un sistema elfsti
co con varios grados de libertad se escribe como

MU + KU = P
En las estructuras reales siempre existe disipacifn de energfa; de
bido a ello, deben incluirse las fuerzas disipativas en el andli -

sis. Si estas fuerzas son proporcionales a la velocidad, el amor-
tiguamiento es viscoso; en tal caso, la ecuacidn de movimiento es

MU + CU + KU = P

donde C es la matriz de amortiguamientos. Conviene aclarar que

existen otros tipos de amortiguamiento.



a) Estructura no restringida (Libre). Se considerari primero el
caso de una estructura con vibraciones libres y con amortigua-
miento

MU + KU = 0

’

La solucién para los desplazamientos se escribe como

i

1. n

it

H

i ’

donde q es el vector de amplitudes de los desplazamientos, w es la
frecuencia circular y t es el tiempo. Al sustituir U en la ecuacifn
de movim%ento,se obtiene

i
i

v
I
|

(-w?M + K)q = 0
N

[
1

La solucibén no trivial de esta ecuacibn se obtiene al hacer

i
& l-w?M + K]

N ‘r‘
Esta ecuacidén se llama la Ecuacitn Caracteristica del sistema y es
a partiy de su solucién que se conocen las frecuencias naturales;
B . . .
cuando e expande el determinante se obtiene el determinante carac

2

a ezl
terlst:ro de grado n en w®, cuyas raices conducen a esas frecuen -

cias. 1 nfimero de frecuenc1as es igual al ndmero de masas en la
dlagonxk principal de la matriz M. Este nfmero incluye a los valo
res nuios que representan movimientos de cuerpo rigido.

=5

!

Para v valor de w? obtenido de la ecuacidn caracteristica, se pue-
de ohtener la ecuacibn (-w®M + K)q = { para conocer las amplitudes
q. waldo a que la ecuacién représenta un conjunto de ecuaciones

llne.les homogéneas, sb6lo se conocerén valores relativos o relaC1o

nesme q.
i‘ i: ’\J
/o
Lei ralces w? solo se pueden obtener directamente si el determinan

1/ es de orden pequefio. En la' mayoria de métodos numéricos se ob-



“

tienen las frecuencias y las respectivas amplitudes de las masas.
Estos métodos se pueden conocer en la bibliografia que aparece al
final del capitulo; en algunos métodos se requiere que la ecuacibn

se plantee como
(w*I - MK)q = 0 .

que es la forma del problema de 'valores y vectores caracteristicos'.
Aqui conviene hacer notar que no es posible hacer la transformacifn
similar postmultiplicando por K™'/w? en virtud de que la matriz de
rigideces para una estructura sin restricciones, es singular;

En algunos casos précticos la matriz de masas es singular; ello su
cede cuando solo se toman en cuenta las masas asociadas con algu -

nos grados de libertad. En tales casos, M, K y q pueden particio-
4"

narse como sigue

M 0
M =
0 0
K X
XK Xy
K =
KYX kyy
qx
q =
qy

los subindices x se refieren a direcciones de desplazamientos en

las que estin presentes las fuerzas de inercia, y el'y’a ia direccibn
donde no lo estédn. Al sustituir estas definiciones 1a ecuacidn

de vibracidn libre,se obtiene

q

21 - M -
(0®I M, th)qx 0



donde AR
K =X _ -k Kk
c XX XY ¥y ¥x

representa la matriz de rigideces condensada para las direcciones x.

b) Estructura restringida. Si la estructura estd soportada de
tal forma que se eliminen todos los posibles grados de libertad
de cuerpo rigido, la matriz de rigideces serd no singular. Esa
matriz se obtiene de 1la mafriz de rigideces K eliminando ren -
glones y columnas que correspondan a los desplazamientos nulos
asignados a esos grados de libertad. Si se define a esta ma -
triz reducida como Kr y a su correspondiente matriz de masas

como M _, se puede escribir

2 =
(—w’Mr + Kr)qr 0

donde q, se refiere a los.grados de libertad no restringidos.
Ahora, puesto que IKPI # 0, se pueden hacer las operaciones al

gebraicas siguientes

1 S TP
Gr 1 - KM, = 0

con

Esta se conoce com(nmente como la 'matriz dindmica', La ecua-
cidn caracteristica es

1
=2 I -D

"
(=]

Conviene aclarar que algunos métodos numéricos conducen a los
primeros valores, mis bajos, de w; ello tiene ventaja cuando
solo se requiere un nlimero bajo de frecuencias y modos.



4,3.2 Propiedad de ortogonalidad de modos. Los modos q obtenidps
al resolver el problema de valores y vectores caracterigticos.pug -
den separarse en modos de cuerpo rigido po y modos normales de vi
bracién (modos eldsticos) p,, tal que o -

po =[pP: Pz ... Pw:]

Pe *© [pw+1 Ipw+2 Ut pw+m:]

donde w representa el nlmero de grados de libertad de cuerpo rigi-
do no restringidos y m el de modos eldsticos,

Si w? # 0 se puede escribir
(7 X - M)q = 0
w? %

Al sustituir los modos eldsticos se obtiene

ww+1 pr+1 - Mpu-i-l =0
w . X - M = 0
wt2 pw+2 pw+2
-2 x¥p Mp = 0
wt+m w+m wtm

que se puede expresar COmo

-2

Kp 07" - Mp_ = 0

donde
-2 _ [ -2 -2 -2
i B [ww+1 Cue2 Tt mwﬂn]
oo T .
Al premultiplicar por p_ Se obtiene

Teo om2 _ T
pereQ " PMp, = 0



-2
ket T M, (a)

donde
T
A, = pKp, )

e

representa a la matriz generalizada de rigideces y
T | .
oM, = p Mp, (c)

a la matriz generalizada de masas para obtener los modos elfsti -
cos. Ambas matrices son simétricas.

y
Si se escribe a la matriz de la ec a) como

AD=35

siendo A y S simétricas y D diagonal, se pueden encontrar los ele-
mentos ée S y'QMe a partir de

m
s,.= LI a.d ., =a,.d..
ij =1 Air ri ij i3
m .
s..= L a.d ., =a..d..
33 poq Jr ¥l jivii
puesto que
S,. = §,.
ij ji
se debe tener
%53%5 7 251%

. . . -2
esto es cierto si A, esto es, 4<e, es diagonal y D, esto es, Q °,
es escalar; puesto que €so0 no es cierto, la conclusibn es que la
matriz A, y la matriz S, esto és,Q}Ae, deben ser diagonales. Se



puede observar de las ecs b) y c) que los modos eldsticos p, son
ortogonales con respecto a la matriz de rigideces K y a la.de masas
M. '

Es interesante hacer un anflisis de la ec b); si se escribe como

1 Typ = 1 '
5 P KP K, (d)

e e 2

se puede ver que XP, rep¥esenta una fuerza eldstica generalizada
para los modos P.» ¥ 5 P KP_ representa el trabajo hecho por ellas.

Puesto que*% es una matriz diagonal, la ecuacifn anterior puede in
terpretarse como que el trabajo realizado por las fuerzas elfsti -
cas generalizadas de un modo que actfian sobre los desplazamientos
en otro modo es igual a cero. Unicamente clando las fuerzas ac -
tGian sobre los desplazamientos de su propio modo el trabajo es dig

tinto a cero.
4,3,3 Vibracibn de sistemas amortiguados.

La ecuacibn de movimiento para un sistema estructural amortiguado,

cuando vibra libremente, es

MU + CU + KU = 0 (e)
la solucién es

U = qept
donde p es un complejo. Al sustituir esto se obtiene

(p?M + pC + K)q = 0

4

la cual tiene soluciones distintas a cero para q si se cumple que

"

|p?M + pC + K| = 0



._9. {2
El método de Duncan reduce estas ecuaciones a la forma normal; este
método combina la igualdad

MU - MU = 0

con la ec e) para obtener

)
o

0 M U M 0
+ . = (f)

e
Leee ]
-
=
L]

M C

esta ecuacidn se puede escribir como

M&{ +73¢(.f-=0

donde
e/4 0 M7
) M C_
. -M 0]
. 0 X |
U .U
U = U -
U U
Ahora si se tiene
U = veP?t

la ecuacidn de movimiento se transforma a

(pg/’+73)v=0



la cual esté en la forma 'esténdar’' del problema de valores y. vec-

tores caracteristicos.

4.3.4 Amortiguamiento critico. Si se considera un grado de 1i -
bertad, la ecuacifn de movimiento es

mi + ch + ku = 0
si se supone que p = - p + iw,
que al sustituirla conduce a
(pim - wém - uc + k) + i(wdc - Zuwdm) = 0

De la parte imaginaria se obtiene

C

W=

Al igualaracero la parte real y emplear este valor de p se obtiene

wg = % (v2m - pc + k)
= K | (2
m (Tﬁ)
= p? - (52
w ()

donde w? = k/m, es la frecuencia circular del sistema no amortigua

do (¢ = 0).

Cuando la frecuencia circular amortiguada es nula, wy = 0, el ca -
ricter oscilatoric desaparece y se presenta el régimen de movimien
to amortiguado criticamente; en ese caso '

c = 2/km = 2mw

cr

S5i se presenta wé < 0, esto es, cuando ¢ > 2mw, el movimiento estd




=/
sobreamortiguado y no existirin oscilaciones; sin embargo, eso no

ocurre en la mayorfa de problemas estructurales

4.3.5 Una aplicacidén de interés. Se considera el caso de la vi-
bracidn longitudinal de una barra para cuando no tiene restric -
cidn al movimiento y para cuando si lo tiene. La idealizacién de
la barra se presenta en la figura

4 — Uy

Se han escogido dos elementos con tres desplazamientos; U;, Uz y U,
Se obtendrén frecuencias y los modos empleando la matriz de rigide
cez. '

a) Barra sin restricciones

Para esta barra formada por dos elementos

(]

3
1210 1 = o

2
kN
™

M . p.-“._. L4 K - S 2
. 9

Tl
<
]
L
<
|

Al sustituir estas matrices en la ecuacifn de movimiento se

obtiene

!
=
!
|
(=] —_— T
Y
[ =]
-4
[
o — —
| |
—_ c
F-
ll

El determinante caracteristico es

1~ 25 =+ pf) 0
—(1 ot 20 -2t = bty =0
0 — (1 pd) = 2



con

Al desarrollar el determinante se obtiene

6u? (1 ~2u*)(u? - 2) =0

de donde
pi =0 w? =0 wy = 0
pl =%— w? = ;EE’ w; = 3.46VE/pL?
p2 o= 2 w§=—?%§— wy = 6.92/E/pL?

La primera frecuencia corresponde al movimiento de cuerpo rigido,
mientras que w2 y wy corresponden a los modos elésticos. Para es
te problema existe solucibn exacta y puede comprobarse con ella

que los valores anteriores estin un diez por ciento por arriba de

ellos.

Para cada frecuencia se pueden obtener los valores relativos de q
empleando 1a ec c¢) con ello se determinan los modos p. Se pUEdem
demostrar fidcilmente que para el modo de cuerpo rigido

1 Uy

fl
—

Uz

1 Us

Puo

y para los dos modos eldsticos

La representacidn de estos mpdos es la que se indica en la figura



q 33

10

N ——
N~

O

o

ot

O
r—|g

b) Barra con restricciones. En la figura se indica esta barra

El desplazamiento U, = 0 representa la condicidén de apoyo del ex -
tremo izquierdo; para la barra formada con dos elementos se obtiene

2 -1
K = 2AE
r L
-1 1
4 1
= PAL
Mr 1_2— !
1 2

Sustituyendoenlecuacibn de equilibrio se obtiene

ol e

M- 2p%) — (] 4 ¥

Sl & B R VLS bo— 28
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El desarrollo del determinante conduce a la ecuacibn caracterfstica

7u* - 10u2 + 1 = 0

De aqui

< /5 . e
mte U5 WY = 164N Bl
FUPAT Y L 3\/:’.:) wy = 56203 FI—_:/;J-[:E

Los valores de w; y w2 son 2.6 y 19.5 porciento mis altas que los
valores exactos correspondientes. Los modos elfésticos para esas
frecuencias son

V2 A2

3

pr = - . 2
1.0 Lo

la representacidn aparece en la figura siguiente

1.0
os
O I -
'O
R
C 4
-0
-10%-
x
o cs o L

4.4 RESPUESTA DINAMICA DE EDIFICIOS CON COMPORTAMIENTO ELASTICO
ANTE EXCITACION ARBITRARIA

En la figura se muestra una estructura tipica para represen -
tar el comportamiento de un edificio; cuando en los niveles de’pi
so se tienen losas infinitamente rfgidas, en comparacifn con la

de las columnas, la deformacién de la estructura se debe esencial
mente al efecto de la fuerza cortante en las columnas de entrepi-



so. A este tipo de estructura se les conoce como de cortante; es
préictica comlin para efectos del an&lisis dinimico concentrar ‘las

masas en los niveles de piso. Con ello, el comportamiento de la

estructura se puede definir al conocer los desplazamientos

va’ vb Yy Ve

. Vv
Ma
P_(t)—y : 113
" ;o
Py (8) H‘:i/
B J A
/ Mc y c
o (0—p=]
Y £

La ecuacidn de movimiento de cualquier piso se obtiene del equili-
brio dindmico de fuerzas que actlan en el nivel, incluyendo las
fuerzas de inercia, de amortiguamiento y elisticas que resultan
del movimiento més las fuerzas aplicadas externamente.

En el caso del marco indicado, las ecuaciones de equilibrio son

F, + F, + F, = P_(1)
a a a

F + F + F =P (t)
I, Dy, Sy b

FI + FD + FS = PC(t)
[+ C C

Las fuerzas de inercia se calculan con el producto de la masa con

centrada en los niveles por su aceleracibn

FI - Mava
a

F = M, V
Ib b'b

F = M ¥



T .

que en forma matricial se pueden representar como

- - = "—' [ "
FI Ma 0 0 v,
a
FI = 0 Mb 0 vy
b
F 0 0 M W
I c c
L ¢ L o L

y para un sistema de mids grados de libertad esto se puede escribir

como

F. = My
'\;I n,

Con este tipo de representacibn (pardmetros concentrados) se obtie
ne una matriz de masas, M, diagonal; ello presenta una ventaja

porque implica que no exista acoplamiento inercial.

Las fuerzas eldsticas dependen de los desplazamientos del sistema
y se pueden expresar convenientemente en funcién de los coeficien-

tes de influencia

FSa N kaava * kabvb * kacvc
FSb B kbava * kbbvb + kbcvc
FS = kcava * kcbvb + kccvc

donde las kij son los coeficientes de influencia.

En forma matricial

— ...1 - "1
FFSa hkaa ab kac Va
I:sb = 1k be Kpe Vb
{_FSC kca cb kcc VC




y en forma matricial para un nfimero mayor de grados de libertad

il

F. = Xv
NS N

Las fuerzas disipativas pueden expresarse como el producto de coefi
cientes de influencia de disipacidn multiplicados por las velocida

des en direccibén de los grados de libertad. Existen diversos pro-

cedimientos para calcularlas; uno de ellos, quizi de los més reco-

mendables sea con las series.de Caughey. Por analogfa con las fuer
zas anteriores, siempre podrin expresarse matricialmente como

De lo anterior, la ecuacifn de equilibrio se puede expresar como
. :

F, + Fy + Fo = P(t)
o bien, en forma matricial

MV + CV + Kv = P(t)
Como se ha discutido anteriormente, el problema de vibracidn 1i -
bre cuando se considera que no hay amortiguamiento se expresa con
la ecuacidn
MV + Kv = 0
la solucidn de ecuacidn homogénea es

-~

Vv = v senwt

con aceleracibn dada por

—_ e
v = -« w'v senwt

v representa la amplitud del movimiento. Al sustituir en la ecuacién



de vibracidn libre se obtiene
2 ~ ~

- w'My + Kv = 0
o bien

KV = w?My
Esta es la ecuacifn para obtener los valores y vectores caracterfis
ticos. La solucién completa de esta ecuacién para un sistema de N
grados de libertad proporciona la frecuencia wo Y la forma modal

¢ para cada modo.. Para el marco de la figura anterior, en forma ma
tricial se ha obtenido para ciertas caracteristicas estructurales

1.00  1.00  1.00
o= ¢ ¢,] =7 0.64 -0.60 -2.57
0.30 -0.67  2.47

LW = < wy Wy wy > = < 14.5 31.2 46.1 > , rad/seg

a) Ecuaciones modales de movimiento. Las formas modales de vibra-
cién tienen dos propiedades de ortogonalidad; una de ellas con
respecto a 1as masas y Se expresa como

N
f mi¢in¢im =0 ., param # n

¢ K¢ =0 , para m ¥ n



Puesto que hay N modos independientes de vibracibn para un sistema
con N grados de libertad, cualquier forma desplazada puede expre -
sarse en términos de las amplitudes de esas formas modales, consi-
derdndolas como coordenadas generalizadas de desplazamiento. En
general, cualquier desplazamiento v, puede expresarse como la suma
de la contribucibn de cada modo

N
Vi © nfl ¢inYn
donde Yh es la amplitud del n-&simo modo. En forma matricial esto
se puede expresar como '

v = ¢Y
n N
Al vector Y se le llama frecuentemente vector de coordenadas gene-
. n . .
ralizadas. La ecuacién de movimiento se puede expresar en fun -
cibn de estas coordenadas como

MOY + CoY + KoY = P(t)
n

si la premultiplicamos por el vector modal ¢, Y se aplican las con
diciones de ortogonalidad se obtiene v

I

n

Tuo ¥+ oTco
@nMQHYn + ¢ CQnYn + ¢

K6 Y = ¢ P(t)
n nn n

En esta ecuacidn se ha supuesto que existe ortogonalidad de los mo
dos con respecto a la matriz de amortiguamientos. Si se definen a
la masa, amortiguamiento, rigidez y carga generalizadas del modo n

COmno

»

¢ Mo

n

=
n

(o]

S o» D » & o» D

= ¢ Cé
n

0~ D9+ 385

~

= & K¢
n

P (t) =,¢Ip(t)



e

la ecuacibn de equilibrio se puede escribir como

Ao ®, * o
MnYn + CnYn *KY = Pn(t)

y si se admite que el amortiguamiento y rigidez generalizados se
pueden calcular como

"
C
n

"

) *
26Ilwl.'lMI]
% -3
K = w?M
nn

entonces se tiene

- o P(D)
Yo ¥ 2hu Yy vy, s _;T##

n

Esta ecuacidn indica que la ecuacibn de movimiento de cualquier
mode n del sistema de varios grados de libertad es equivalente a
la ecuacibn de un oscilador simple con un grado de libertad,

b) Respuesta sfismica. El1 an@lisis dinfmico de los sistemas con va
rios grados de libertad se reduce a 1la solucifn numérica de 1la
ecuacibn anterior para cada modo; la respuesta total se obtiene
superponiendo efectos., Para excitacidn sismica, la carga efec-
tiva que actfia en cada nivel de la estructura, es igual al pro-
ducto de la masa concentrada en el nivel por la aceleracién del

terreno; para cualquier nivel, se tiene

P. (t) = M.V (t)
tefs 8

El vector completo de carga se obtiene multiplicando la matriz
de masas por la aceleracién del terreno

P

= MIV (t
P, £ (0

ge(t)

donde I representa un vector unitario de dimensifn N.
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con ello, la carga generalizada resulta
* T (2]
Peff(t) = @nMIvg(t)
= vag(t)
dondeQZ; es el factor de participacifn sismica del modo n.

La ecuacidn de equilibrio es
. . ’ Ap
Yn + ZgnwnYn + U.\nYn = M—f Vg(t)
n .
La respuesta del sistema para el modo n y en cualquier instante se
puede obtener empleande la integral de Duhamel, con lo cual

Zn1

Y (t) = =% — ty (T)e'Enwn(t'T) senw (t-1)dt
n M w o g n
n n
El desplazamiento completo se obtiene superponiendo 1a contribu -
ci6én de todos los modos; una solucibn aproximada se puede lograr
al tomar en cuenta la contribucidén de solo los primeros modos. En
la mayorfa de estructuras ello conduce a una solucién aproximada
que es pricticamente la misma que la que se obtiene con la contri-

bucién de todos los modos.

Para la combinacibén de la respuesta debe tenerse presente que por
cada modo los méximos de la respuesta no ocurren al mismo tiempo;
esto se indica, para los desplazamiento, en las figuras siguientes
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Y2 max

ax
Y1 e L~ Y,y
A\ ;0 max
: . -
Y Y \ "'.‘5 ! Lt LN 7 \\ r' t
N Vo d ~ s
A
Y oy
! . -~ /
- 1
-7 \\ / il N i t
: 7
i\ b 7 AS }
! / \ 1
\ ' ,I‘" \ P
\ -
:‘7\- Y
v max

Un criterio de combinacién de las respuestas modales que se basa
en consideraciones probabilisticas, es el conocido como 'rafz cua
drada de la suma de cuadrados' Para los desplazamientos esto se
expresa cComo

vV = JG? ; i=1,... N

n T

en edificios con caracterfisticas regulares en planta y elevacién
es comln emplear solo los tres primeros modos.
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4.5 METODOS PARA CALCULAE VALORES Y YECTORES
4.9.4 WETOLO DE  JACORT

En ‘05 Pm\o\emas de vibisicion Lot qQue se lienen en dinamien eS'\(chm-

el se tequiete resolver un sistema de eruadienet que malricialmenie
se 'exptesd como

B ca 1|« i o1 ¥
. Q“ O‘z---am >~ o . Q \
) 4 A
Q‘u qu in %o . > L
‘ . .
_in On'L v GM’L tn | © IR )'-'- 2 %ﬂ—
4 ]
o bien
A X = A p &
con A N auecd\os mq\ticiq\es.

K

T '9\o\o\env,q consiste en oblener un dalor de ).;(FUa\or catacieristico) 4
cu roveseondiente vedar % (veclor caractedstico); pala ello, en el
mélodo 'de Jacoki se aplican Transformaciones sycesivas pata -l\eaar
a la identidad

- v 1 -
Q, o o] [~ [, 1
b . I
L] . .. . v I‘
o o ... LX) I PO

¢ !
t\"x| 005 e’ - x;t %ne’

2, = X, Senb r ¥ cose
]

x,|  |eos® —aen&-] lxt]
%,  lsens  cos®] 1%

i

LXe VX




n

M sustiluic esta Yansiormacion =e tiene

ATY = L Tx' "
A pmmu“fp\imr pof T’ se obliene
Al \ bt 1
TATYL =0T Tx
Se puadé mostiar qoe TT=1 , con lo cual
TATX = L
M\om, el sbielivo consiste en Aiaiona\iaar \a mahi’b
B-TAT%
Con los salotes de la mahi}) T resultq
Q.. Cos'B +2a, senb cosb a,,5e0® " Q(toe’s-sen’d) 4 Cosbsent (4,5 du) a

B= ‘
alz(co{‘ B-senB)+ os8senb (a,7d,)  Q,Sen’s - 20,;5e06¢089 + A, Cos"8

Po\a que e\ e\emen\o 5\2 sen nu\o sSe rec;tuieff' GQue

! ?
a, (cos’s -sen'6) 4 casOsenl (a8 ) =0

‘O CU.EL\ Se \0%(0 con

26 = ana#dﬂ __2_0“__.2

Ou- all

Ee\( ma‘umc-n#o Hace J& e\ e\emer\%o b '\'amlonen sed nu.la; {on é“O
se \o%\A que \a ma*n} ? sea dia ono\

La ‘\\ans({oxmauon em? EC\AOd Ha serndo paa e—\\mrr\ar a un e\eman\ j:ue(c:‘q de
lemento simetrico cl caso éeheml ora e\i-

e
\imif‘r af ("os egmenfos ?ue(a de \a c\\aao se reqieren tians-

Setmaciones

7T T_T.T .,
\m"'TstTu A'TITZTB ...Trn

Se poecle demOS'\(aF Gue es‘fe proAuc*o de ma*ﬁas con\fercée a uhd ma-‘m’z
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4, MODELACTON MATEMATICA DE SESTEMAS

4.1, Introduccidn al Cilcule de Variaciones

Existe una gran variedad de sistemas fisicos gue pueden’
ser descritos desde un puntn do vista variacicnal y en este con-
texté, el manejo de cdlculo de variaciones se considera como una
herramienta matematica que perﬁite la formulacidn de un sisctena

mediante conceptos matemdticos que pueden relacionarse directa-

mente con aspectos fisicos del mismo,

Ll brob]emé clidsico de chlculo de variaciones conciste er
encontrar los valorcs'eStaEiona}ios de un funcional! el cual se
define como una integral definida cuyo valor numérico depence
de la funcidn integrada y para encontrar los valores estaciona-
rios de dicha integral es necesario encontrar Jla funcidn gue
sustituida en el integrando correspondiente ceda un valor extre-
mo, es décir minimo o méximo.

Sca' el ‘funcional I definido por:

| I:JF(“MX (4.1.1)

L]

Cada fincidn F(x) que sea sustituida en esta ecuacidn resulta

en un valor numérico de I diferente y aquella funcidn F*(x} gque

resulte en un valer minimo ¢ midximo, hace el funcional I esta-

cionario,

Es conveniente pensar en el paralelismo que existe entre
vl concepto de encontrar los valores estaciconarios de un funcio-

;

nal y de una funcidn algebraica. Cuando se busca el minimn o ma-

ximo de una funcidn definida como

(f=5(*) - . (4.1.2)



Ciertas condiciones deben-ser satisfechas, camo ‘e son cuce la
funcidn sea continua en el rangg ‘de interés, gue sea deribable
dos veces en dicho rango y que ademids la primera derivada de

la funcibn con respecto a la variable sea cero es decir

.

- v

y' = dy =Q o (4.1.3)
] =

;r; _ 1.
El resultado es un valor de la variable independiente para

¢l cual la funcidn f{x) es estacionario.

Entonces, cuando se¢ extremiza una funcidén se encuantra un

valor de la variable independcinte, miés cuando se exXtreomiza un

funcional se c¢ncuentra uan funcién. La condicién suficiconte vy

necesaria para cxtremizar dicho funcional consiste @n que su

-

primera variacidn zea cevo; es decir:

b :
§1 = JJ E(x) AX ' ' (4.1.4)
[/

Esta condicidn c¢s andlogo a la condicién de la ecuacién
(4.1.3), Un ejemplo d¢ aplicacidn del concuepte variacional €s
¢l problema de encontrar la trayectoria quo deboe seguir una
particula de masa m para moverse desde el punte A al punto B
en un plano, baijo la accifn de la gravedad de tal forma auc

el tiempo de recorride sea minimo, Figura (4.1.1).

‘

o)

Figura 4.1.1 Problema deé brachistochrone



(o

El“funéional que sc puede. proponcr para este problema eu:

Sl. T .
L_ dS' .
- KT | ta.1.%)

[~

en donde: )
d S = i V 4 Tzvtix Coe (4.1.6) 

y de consideraciones energéticas

(4.1.7)

Y = max
"“!?mﬁzﬂﬂyv _5 .

entonces'cdmhinando las“tres Gltimas ecuaciones se tiene .que

- Y e g? dx : -

t= ' | (4.7.6)
Jo N 28x R |

El problema consiste en enconpraf una funcidn y=f(x) tal

gue el funcional t sea minimo.

Antes de procedir a formular la solucidn es necesario des-

cribir la forma ~eneral del problema clisico de calculo de va-

riaciones,

Seéa el funcional. 7 definido por
b .
"T:'{ F(xa "{a q‘)dx ' ‘ (4.l,1.9)
. o )

. 4 ‘ _ o
en donde y'r“l El problema c¢onsiste en encontrar tunciond:

- .

ax
y=y (x) para las cuales pequefias variaciones arbitrarias dyi{x),

no cambien el valor de T.

L

La condicibn suficiente y necesaria para encontrar .un va-

lor estacionario de T es de acuerdo con la ecuacidn (4.1.4)

Sk - :
JTT:j JF(",“\.‘V)AXI'-'-O " (4.1.10)
(/W



Y

Temando la yvariaclidn de F resulta

b
w 9F 1y 4 3F gu) 4. _
é.ﬂzjo.(b‘\ N Qﬁ'gq)a‘xwo ) - (d.1.11)

en donde §Y 2 gi(g‘{) | o (4.1.12)

Sustituycendo {4.1.12) en (4.1.11} e integrando por partes ol re-

sultado o4

A b
- [rsfF _d ¥\ 2t =
{1 o_[g‘q’az(aqu)]“"” T Wil v

Entonces para que 67 sea cero es necesarioc que:
Y(a) = Y(b) = constunie | i
¥y por lo tanto -

L) = §4) = O

o et su defecto que les dos tiérminos de la integral en la ecuacidn

{4.1,15)

(4,.1.12) sceaun cero, oo decir

pF@ _ 2FM (1.1
2 Y 2y
y b _a_f,ﬁ\-(-"lf.)]m"“‘o
-~ > Ax 34 : (4.1.17)

dado que Sy es arbitraria entre los limites a vy b y no necesaria-
mentae corvy entaneves
Eﬂi - d_ [Eﬁf) = O
Y T dx LRy
Esta es la ecuacidn conocida como la ecuvacién Euler-Lagrange
y aquella funcidn Y{x) gue satisfaga la ecuacidn (4.18) hace ¢l

7

funcional " estacionario,

ol



"

Regresando al probhlema de brachistochreone podeman i-iens 1=
ficar elt;ntegrando de lag ecuacicnes (4,3,8) y (4:1.84) s dae-

cir

| I+ Y
F 44 =\ 7%

(4.1.19)

y dado gue Yy no aparcce explfcitamente en (4.1.19) entonces

%(%):O | | | | (4.1‘.20)-

que implica>qué.bL,paréntesis ¢s igual a una constante
. %l .
L = . —_. = C
a4 Jagx ity
despejando Y' de (4.1.21) gueda

A4 ] 24X

T ' ' C O (4.1.22)

TIX TN - 29étx

‘de donde

1 \ |

La solucidn de esta integral a través de tablas de integraciln

y algunas manipulaciones cede la siguiente solcidn,

__,_1_.._- — )
u‘.—_‘l‘jc“(g. S ©)

en donde

c.os(\-' g¢ tx) | (4.1.25‘.)

u

Entonces sustituyendo la ecuacion (4.1.22) es (4.1.8)} se
puede comprobar que et tiempo de recorride es minimo en coumjpara-
cidn con ¢cudalguicr otra trayectorfa que pase por los puntos nx-

tremos de 1la curva.



‘ | Otro.pkoblema cldsico que ¢l Jccnor puede realizar-ébio
ejercicio consiste en encgntrar la trayectorla dua depbe smcqguir
la particula que haga la distancia dé recorrido mfnima. El re-
sultado es obviamente una linea recta qﬁe une los puntocs extre-

mos. El funcional correspondiente para este otro problema es:

| Xy |
S=j\/_\+—w?dx ‘ (4.1.26)
/o L

Un funcional en general puede tener varias variables indepen-

dientes, por ejemplo:

1F(X, 4,2, @, ¢, 9 Pa) AV

(4.1.27)
V

en donde Wx, Yy, Yz son las parciales de Yy con respecto a las

& -
tres variabhles independientes. Una variacién de 7 ocasignada

per un pequefioc cambio en F es:

§T= j’a‘:cW*'B; §% + §%‘1'W1+%%zgcpa)av. . (4.1.28)

y agllcando la ccuacidn (4,1.11) resulta

ST J[ EF‘W*:& gx( ) acp aq(g(ﬂ 3‘? 32 (W}]dv L1, 29)

en esta ecuacidn los dltimos t&rminos satisfacen por el teovena

de divergencia de Gauss lo siguiénte:

"

|35 2 (s0)du fpx?f- $9ds - [%‘ M‘wdu

en Jonde 1x es ¢l coseno direccional de-la normal a la surcerii

ie con respecty al eje x., La ecuacidn (4.1.29) zueda cormo 51~

]

que:



SCARNCA RIS

F | -
J" aq a(&.&éq’ {4i.:i!|)

Ahora, un valor estacionaro de 0 .ocurre solamente cuando les tér-

minos de los -paréntesis son cero, Esto da como resultado la ecua~-
cién diferencial que gobierna el sistema y sus condiciones de

frontera.,

El funcional de la ecuacidn (4.1.31) es aplicable a proble-

;:ﬂmas de campo‘y‘un ejemplo es ol 51qu1ente. sea el funcional
: AT

Tl'..f[kxx( )‘*‘kq ( )+ Kaa (2 ) 2q>ﬂdv

(4.1, 32)
VV .
aplicando la forma de la ecuacién (4.1.31) el resulEado es el si-
guientg- - 7 '
IF (Q_E.‘_Q_(Bf— =0 | -
S0 )—?“\ otul 23V (4.1.33)

y-gonsidefﬂﬁddglps términos individuales resulta

_[dF \_ 2. K bR
—37( ’57?,)= DX (Zk"" 3><3 2 Toxr
e %Y 1w
aF" (4.1.34)
S8 5_—@".\_ Sk t) =2 e o
L aF v 3 o9\ \Lz‘a?.i‘f
2 (Ga)=5z (2Fe )= 250 5

Las ecuaciones combinadas ceden la ecuacidn diferencial que apli-

¢a para problemas de campog



L z

n : 2' 0 o '{’7‘1 J:":: : ,. - '
Q Ve J. : \4 M g

H "';r '.“.

y como conclusidn tenemos que el funcional 1 de. la ecuacidn

1..32) ¢s estacionario cuande la ecuacidn diferencial (4.1.738)
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4.2 Formulacién Variacional de i filemento Finito

4.2.1 Introduccidn’

:El conccpto fundamental ‘del método del elamento fxnxto
(MﬁF) conqlste en gue cualquler funcidén continua en un domi-
nio Qadq,.puedpfaproxxmarse mediante una sucesidn de funcio-
nes Queiéé definen en una serie de sﬁbdominios dentro de los
cuales:. estas funciones son continuas y las cuales se inter-

"proxlnar asi la funcién dada (Fig.4.2.1}

el

i - Sk L,
Lconectan para

Desde un punto de vista fisico, el concepto fundamenval .
del metodo del eclemento finito consiste en que para iusolver
un sistema que representa una estructura fisica sujeta a
ciertas_condicionés fisicas,.se.puede utilizar un modelo
aproximado compuesto de unha serie de elementos que s¢ inter-
conectan en una scrie de puntos llamados nodos (Fig.4.2.2)y
cuyo comportamiento es conocido a través de ciertas ecuacio-
nzs prestablecidas y que corresponden a los tipos de elemen-
tos uvsados y al nimero de nodos en cada uno de ellos.

"La solﬁciéﬁ,de las ecuaciones del modelo pueden ser
exactas, pero ¢l modelo en si es una aproximacidén discrota
al sistema fisico y la solucién de dicho modelo se aproxima
a la soluciédn del:sistema real. Los antecedentes del método
del elemento finito datan de los afos 50's cuando surgié‘ﬁei
andlisis de- cstructuras aereonautxcas, y ha evolucionado ri-
pidamente - hasta expander sus aplxcacxones a varios campos de
‘la 1nqenxer1a como son la transmlsxon de calor, la elastici-
‘dad, mecanica de fluidos, eétructUras, lubricacidn y otros

muchos.

4.%2 Formulacidén de un Problema de Ingenicria

1 R

La Eormulacxon matematica en problcmas de ingenieria

generalmente se puede efectuar en dos formas diferentes,
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Ry 422 Sistema’ de un cverpo’ deformable sujeto o cargas y

feskricciones y discretado on elementos Finitos
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la primera considera el comportamicnto de una area o volumen
infinitecimal del sistema y las ecuaciones corrcspondientes

se formulan en forma diferenical, y como el drca o volumen

considerado ¢s representativo de toda la regidn, las mismas
ccuaciones son validas para todo ‘el dominio de ¢sa reqidn.
Como ejemplo tenemos la ecuacidn de Reynolds en la lubrica-
¢idn hidrodindmica de cojinctes Fi§4-23 la cual es una
ecuacién diferenical en dos dimensiones que se deriva a par-

tir de un elcemento infinctesimal y es de la forma:

3 9P 2 (3 2P 7 _ ah
:-? W .,_.]+ _-[}\ --«—}.. U T 2

——

L=
R e[ 2e 27 a2

eh doade h es ¢l cspesor de la capa lubricante, & es la
coordenada polar angular, z es la perp2andicular al plano
(»,y),u es la viscocidad dcl lubricante, w es-la velocidad
angular de rotacidn de la flecha y P es la distribucidn de

la presién al rededor y a lo largo del eje =z,

En-la Qequnda alternativa se postula un principio
que englobe la regidn entera 6 dominio dadeo y conseccuente-
mente es una “formulacién on forma Integral y la solucidn
¢5 generalwmente dadqpor valores extremos de dicha irtegral.

Lste métedo es conocido como el M&étodo Variacional y como

-ejemplo se tiene el caso de la energia potencial de cuer-

pos eclasticos, en ¢l cual sc establece ;ue la configura-
cién del GQuilibrib estatico de una estructura deformable
requiere de una enefgia potencial minima. Esta energia se
refiere al total de la energia de toda la estructura y se
obtience mediante la suma de enérgias de las partes de la

estructura,

De todas las posibles_configuraciones que la estruc-
tura pueda adoptar, aquella que ceda un valor minimo a 1la
energla potencial nos da la'configuracidén de equilibrio.
Este. se conce como el Principio de la Enerqgla Potencial

Minima.
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Resumiendo lo anterior, ¢l procedimiento para desarrollar
el andlisis-de una estructiura deformabilc conéiate‘en extablecer

un funcienal, el cual es-el valor de una integral y que ticne

la forma
= R4, dx |
m= (%) (4.2.2)
Xa,
en donde
' oo, 44
Y= Yxy « -y Y = —a—-;"‘ N (P}

SR e,

VLTt s e [ SR .
Taplhoce sl L Moo

Una vez establccido este funcional se procede a encontrar
sus valores extremos, lo cual requiere gque su primera varia-
cidn sea igual a cero, es decir gque cumpla con la condicidn

de estacionaridad de una integral mediante:
§T=0 | | §.2.4)

Cabe mencionar que‘enconprar el valur estacionaric de
una inteérai‘esysimilar a encontrar los Qalores minimos o
miximos de una. funcibn én’cdlculo diferenical, excepto que
al_mjnimizar:unp.fpncién se obtiene un valor de la varia-
ble ihdeﬁéﬁgféﬁﬁEQQhetﬁos‘da“uh'minimo en la funcién, mien-
tras que'al'ﬁihiﬁizar-un‘fﬁncional se obtiene una funcidn

que al integrarsc hace el valor de dicha integral minimo.

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a

discretizar la integral mediantg la siguiente ccuacidn
T= | F49)dx = | FxY, 4 ox + PO A o RO G2y

Xo - KXo X Xw
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0O bien: | ' ' . ;
R

m= T+ 'ﬂ'z'} Ty + o + Tn T al2.6)

La integral total 7 ahora consiste en varias integralcs parcia-

les 7., cada una extendiéndose. en los subdominios (x.-1,x ).

. 1 -

in
—
6.

El concepto de discretizar la integral de la ecu
puede¢ tener una interprotacién fisica al dividir ¢l do-
minio de la funcidn en una seric de elementos a los tuales
ise asigna cada una de las inteyreles. La ventaja es que ahora
es posible usar alguna aproximacién polinomial {(lincal, para-
bdlica etc.,) para la funcidn Y{(x) en cada integral, e» devir
en cada elemento. Esto permite que el valor de cada funcion
integral-sea una:funcidn de 105 coeficlentes utilizados -on
¢l polinomio de dicho elemento, Entonces la integral toual
7 es también una funcidn de los gpéficiéntes polinomialcs usa-

dos en cada uno de los c¢lementos y la condicién do la ecuacién

se satisface si

{(4.2.7)

9 4,

donde las ai‘s son el juego coumpleto de cocficientes palinomia-

les usados en cada elemento.

Al substituir lé fﬁnciéan(k) por una aproximacion, poli-
nomial y(x)wa1x+a2x2... el prohleﬁa se reduce a encontrar los
couficientes. de ;os,Qp;inomios usados en la aproximacidn,

Es decir, la solﬁcién dircctg de la ecuacidn {(6.2.2)ysujeta
a las condiCiones(ﬂ.LB) pué%e ser bastante complicada y ey
necesa{ioaaplicar los conceptos de cilculo variacional, sin
embargo ¢l problema ée puedé formulur mediante la ecuacidn

(4.2.5)y al substituir la apfOximaciﬁn polinomial el proble-

ma se puede resolver algebrdicamente
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4.2.3 Bnergia Potencial

En la introduccidn de conceptos fundamentales del método
del clementd finito se derivaron unas ecuaciones algebridjcas

de equilibrio que en forma matricial se pucden expresar como:
[K]{D} :{P} | (4.2.8)

Este sistema de ecuaciones representa un modéib matemdti- -
co cuya‘interpretacyén fisica esté directamente_;élac$pnada
con la definicidn dec un sistema £fsico el cual consiste de un

_cuerpo defé;ﬁabie'céradterizédoﬂpor la matriz de propiedadcs
eladsticas 1}], y por las cargas que actuan sobre el sis;ema'

’ s . . - ) T
4P} que ocasionan ciertos desplazamientos en dicho cuerpo 1},

. En general, un cuerpo eldstico es la composicidn de una

infinidad de particulas las cuales interactuan entre éi y
producen ciertas respuestas a ciertos perturbaciones y dado
a que existe un nimero infinito de ‘particulas en cada cuer-
po no es conveniente describir lat:espucsta de un sistema
ulﬁﬁtico en términos de los dcspl&zamicntos de cada parti-.
cula, mis bien se toma un niimero finito de puntos que pue-
dan caracterizar el comportamiento del sistema.

En ciertos casos es posible formular las ecuaciones dé
equilibrio en base a relaciones directas de carga y despla-
zamiento, como es en el caso de resortes lineales, o© Viga;.
PCro ©n olros casos ho es tan evidente la relacidn de carga
v deformacidn y por lo tanto es conveniente usar métodos
alternativos para la formulacidn de las ecuaciones de-equi-
librio. Uno de estos métodos se basa en la expresidn. ce li
energlia potencial la cual se define como sigue: '

La energia ‘potencial de un cuerpo Jdeformable sujeto a
cargas estat;cas es igual a la energla intecrna o de defor-

macibn almacenada en el cuerpo deformado menos el trabajo.



realizado por las caxgas que actuan en ¢l a lo larxgo e 1G.
desplazamientos de los puntos de aplicacidn de Jdichas cargas.
Esto sé, pucde cxpresar como sigue

V= U- W - (4. 2.0
en donde V=Energia potencial
U=sknergia d¢ deformacidn o interna
W=Trabajo de¢ las cargas aplicaday
. ¢ et
Como ecijenmplo podemos considerar el caso simple de un re-

sorte 1ineal'mostrado en la Fig.4.2.4 .El desplazamienso O el
extremo libre del resorte cs ocasionado por la carga P aplica=-
da en euc cxtremo en tonces la energla potencial se puede F:*'

presar cono:

D D -
: V:'JKX ix — [7dx | : _ (4.2.1C)
o o - O- .

.

En esta expresidn, la primcra integral representoe ia

Lo

¢nergia de deformacidn y la sequnda el trabajo realizado
la carga sobre ol resorte doe constante K. Al intoeqgrar e oo
‘tiene;
D ' D ‘ 2
— L \{xz) — Px{ = z%kD-70
V= ¢
Z Q

[}

Es Jecir la expresidn de la erergla potencral ¢ el valer

de una’ integral vy por lo tanto V es ' un funcional el cual puede
ser minimizado,. de acuerdo al principio de la energla potencial

minima, Entonces de la ecuacidn(d4.2.4) se tiene que:

1 &

sv=(k0-f)§0 L



La cual e¢s consistente con ¢l principio de trabaije sirtual

y dado quc AL ¢s diferente de cero entonces

KD - P =0, . (3.2.323)

AR

Es decik”que“el.desplazamignto D que resulte cn el uquzlié_

brio del sistema es tal quc:

P
E)g = WZ

Graficamente la ecuacidn(4.2.11) se puede represcntar por medio

code la. 3uma~do dos fun01on05 tal como se¢ mucstra en la Figia, 2,20

st s

de tal forma para un potenc1a1 mlnlmo se tiene que el desplagu—

miento D es "aquel que produce ¢l equilibrio.

4:24.51stemas con Varios Grados e Liberpgg

Por definicidn los grados de libertad son aquellas varia-
bles que definen completamente y en forma Gnica el estado o
configuracidn ‘de un sistema - -dado, por ejemplo, el sistema deo
resorte lincel gue se acaba de ver'és un sistema con un solo
grddo de llbfltdd ya. gue una sola. cantidad define el estadc '
del sistewma,. esd varlable es_el desplazamiento lineal Z21 ¢x-
tremo del resorte, Si en ese extremo se anexa otro rescrie,on

tonces existen dos grados de libertad y asl sucesivamente. Sin

;u

embargo la naturaleza de los grados de .libertad no ¢s n<eces

tC
viamente-la misma, ya que éstos se pueden referir a desples
ientos, rotaciones, temperaturas o también coeficientes de -

un polinomio que aproximan una funcidn. ,

Si cousideramos un sistema eldstico con n grados &o¢ i

[#]
(:,‘
%]

QL

o
1

bertad el cual estd sujeto a ciertas perturbacicnes. b
{

v o
-

la energia potencial total se puede expresar csmo un fun

»a
LTS
Jo

de estos noarados de libertad o sea

TTT = Ty (_.b.,Dz,§3--- b“) ' (4.2.1‘11.'
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entonces lu primera variacidn del potencial con reupecto a lous

4

qrados de lihertad se expre.a como

ST-' 3“150*3"“5“;;17 50, aDnJD . 4.2, 1)

la cual debe cumplir con 1la condxc1on de estaciénaridad de

la ecuacidn (4.2.4), es decir §n=0 y por lo tanto:

9'“ —9___'[{.. = ... :?;-'-E =0 (4.2.15)
ab\— ER CAL | L

i

‘1‘-,---.‘1“:,:,1? T , LA

- 5_, e .
e R

De acuerdo con el prlncxpxd de encrgla potencial nin‘na.
la ecuacidn (4.2.15) define la confzguracion de equilibrio ‘Gel

sistema.

Un ejmplo de un sistema con dos grado de libertad es cl
que se muestra en la Fig.4.2.6 el cual consta de dos resortes’
1§nea1és empotrados, y una barra rigida ligada los dos réso;?
tes' con una carga puntal como se muestra. La expresidn para

la energia, potencial se puede escribir ya integraca como:

V=2 K,Dz + % Ko (D reLY -~ P(0+ea) L 4:2,78)

‘Al substituir v por T en la ecuacidn (4.2.5)el resultade

[35-3H

a——

AL = V\D 4+ k.0 + ktéL -P = O | : {4.2.%7)

L

)

v kzLD-i- K- ng - qa®f ::"_O' '. (4.2, 10

—

|

a)
Q

que en forma matricial adquiere la siguiente fomra
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(k). Kal | (D Py [0

-— _ - (4, 2.1

K2l k2P| 1O av o

que se puede reducir a la forma comin de las ecuaciones de
‘equilibrio '

L [ ]{] {F} | a2z

- e

En‘la ccuacidn 4.2.19, (P) y (aP) son llamadas las fuerzas ge-
neralizadas correspondientes a las coordenadas generalizadas

(D)_y (6).

lic este ejemple se pucde concluir entonces que la matriz
de rigidez r}]“es una ‘matriz simétrica es decir kijskji y
también que el producto de una fuerza generalizada por su

correspondiente coordenada siempre tiene unidades de trabajo.

Si un tercer resorte es ‘anexado al sistema digamos en el
lmnu)'intermedio de la barra, el sistema ge convierte en un sis-
tema estaticamente inditerminado. Sin embargo las coordcenadas
Dy 6 son aun suficientes para determinar la configurac:on del
‘sistema y dos ccuaciones de equlibrio son generadas, es deocir
la indeterminacidn estftica no afccta el procedimiento general

basado e&n la minimizacién del potencial.

:

A tormulacida Genoral Usaﬁdo-Campos de Desplazamiento

Antes de Jesarrollar una expresidn general para la cnergla
potencial de cuerpos elfisticos-es conveniente describir e! c¢on-
‘cepto de campo de desplazamiento y aproximaciones.

En muchos sistemas mecdnicos la configuracidn del mismo en
un instante dado puede ser expresada en términos de los despla-

zamicntos de ciertos puntos de referencia, los cuales represen-
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tan un campo de desplazamicntol Coub respectlc o Ul marwe ¢Corio-
ferencia. Por ejemplo el campo de¢ desplazamiento deo una tarra
‘elastica de scccidn uniforme con una carga axial Fig.4z.7 se

puede describir en t8rminos de¢ los desplazamicntos ern los ex-
tremos de la misma en una foxrma lineal., Es decir cl desplaza=-

.

miento en cualquier punto intermecdio de una barra se pucdu e¥-
presar como una funcidén del. dcuplazamiento de los punrto: ox-
tremos de la misma con una relucidn de la forma

%

DX:D1+%;(D;-DH (4.2.21)

Londe Dx es ¢l desplazamienot deo un punto en la coordenada x
de la barra, L es la longitud original de la barra y 0(i,3)

es e) desplazamiento del extroemo (i,j) de la barra.

La ccuacidn (1.2021). puede cscribirse en forma matricial

como sigues- tovl o .
: (v

Dx:{(]_&“) ('T:)-l D ‘- (4,2.22)

Si consideramos gqgue la barra representa un elemento IO
¢l nodo i en ¢l extremo i y el nodo J en el extremo j v due
f es el desplaczamiedto de un punto cualguiera del elemento en-

tonces la ecuacibn(d4.2.22) ge puede expresar en forma matricial
t

(=(n 0y

como slgue;

En el caso de un elemento en dos dimensiones comoc €! mwos-
trado en la Fig.4.2.8 el.vector I{dllos désplazamientos en dos
dimensiones de los nodos del clemento, entonces la ecuacidn

¢.2.23) tendria la forma:

A . 1

P



0 N, O Noa O N3 0, NyO

' - L Vo L
- = (4.2.24)
{ﬂ v o N, 0 Nip Ny O Ny ™ — :
Vs
Va
vV,
en donde: (B* 3(C+W)
*
b-l}(C'\‘\\ ' e
= e 0T T
(orX)(c-4) (jjl_(.f.f:?—- (4.2.25)
Na.= T oo AT A\OC T
N1 2,3,4 son llamadas las funciones de"forma" 6 de inrf

tcrpola01on. La descripecidn del campd de desplézaniLnto gara
otros elementos tambidn es pOblble en base de los desplaza-
mientos nodales, es decir gque es posxble conocer el desplaza-
miento obsoluto de cualquier punto en un elemento o estructﬁ-
ra conociendo el vector de desplazamientos nodales. Por lo
tanto la formulacién general usando elementos finitos estd
orientada a obtener la solucidn de un sistema con un nincro
finito de grados de libertad, en donde los grados de liber-
tad son los desplazamientos indepéndientes de cada nodo vy
donde dichos desplazamientos pucden ser de traslacidn o de

rotacidén. /

La aproximacién a un campo de desplazamiento tanbién se
puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea
el mismo que el correspondiente al elemento en cuestién, por
ejmplo en el caso de la barra unlforme se. puede utilizar un

.polinomio del tipo:

{} [u} {a""a X O a2.20)

) - o : : |
{f= (‘_ x_] o (4.2.27
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¢n donde a, y a, son los coeficientes del poljnomio de grado =«
1, entonces hay dos coeficientes para un elcmento que tiene '

dos grados de libertad.

Los decsplazamientos nodales {d}se pucden expresar en fun-
cidén de estos cocficientes substituyendo las condiciones de

frontera

ux:o = u; , :
. {4, 2, 28)

Wt = W)

(R . .Entonces substituyendo en {4.2,26) resulta el siquiente - -

sistema:

T A N S

{d‘ 5 e [J\l {ay - ..(%.2;29)

Pespejando {a) de-2.29) y substituyendo en (4.2.27) se tiene
' ’ _\ ' .
i” = | x] A {‘n | C(4.2.30)
! .

Invirtiendo la matriz Dﬂ y desarrollando el producto en la

“ecuacidén 4.2,30 se obtiene la ecuacidn 4.2.22 . o sea:

(=] 2y D]fdy = N4 6230

En el caso de un elemento plano triéngular como el mostrado
en la fig.4.29, 1la aproximacidn se pdede hacer en base a las
siguientes polinomios:
U= a, T+ O X & a3y
Ve Qg+ Qex + Qe

(4.2.32) -

Quen en forma matricial quedan expresados como

v



UL_."XL.i.OO.O Uy
N i '__ o \ X Y 04 (5.'2;33)

Tomandp las condiciones de frontera se obtienc Gue& para

la direccidn x

Aul ‘ Kn q, ‘0\|
U = |1 % Hejqe (4.2.34)
(/{3 { YI bi) Gl

y para 14 direccidn y
U‘ 5 i /(l L{l T f(l“
U'l - } KZ tt?‘ fl'i (4.2, 353
Ul 1 X) \f.'} ULJ

de donde

| SNATE
Ay ] (1

- S tia 1 -

a& ot \- J J'Ll‘l» { 2.30)
s l“x}

Y ,

S (g T‘ v, _ -
Qs [.Aj‘ {1\51 (4.2.37)
3 .

1

Substituyendo {4.2.36)y (4, 2.17) en la ecuacidn (4.2,33) se obtiene

&

U= (‘. X “][J\]‘{u uﬁ‘uh_}"r (4.2.38)
Vo= [t oX 4] [J\]‘{U‘ Vi U}}T (4.2.39) |

y donde . ' xl\,h_x,s\'.{i XY, - %, 4y XMy - X1 Y,

{4’\-]— M2 -4y Ya - ¥, Y- e (4.2.40)
X3 - X2 X, - X3 Xq = X
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Substituyendo (4.2.40) ¢n (4.2.38) y('4.?...39) y reducicndo el sisterd
resultante es
u,
N N O N2 O N3 0|V |
. — L H
{v , O N, o Nao Nif)y (4.2.41)
Triangulo 3: :
en donde . A '
N, - A [7:___ A (\h-q-})x A (X3- Xt)"\l {4.2.42)
V- 2A 3 . -
L of2ac % X34 (4.2.43)
LI By 2 S w)x o+ | :
Nl p ZA[ Y (ul'b ] ] |
ﬂ I 1 et L (Xz'-"ﬁﬂ (dazess)
3T 7AL e

De la misma mancra se puede aproximar 21 campo de desplazamiernto
para un elemento cuadrilatero plano de la Fig.4.2,8 usando poli-

nomios del tipo:

W= 4 4+ Gk + 04 + Ja XM {4.2.43)

‘j'-_-; Qs + QX Ay + 48 XY (£.37.4

[¥id
R

4

Los cuales conducen a un sistema equivalente al dado er las

acuaciodnes(q.2,24) y (4,2.25).

4.2.6 Exprsion General de la Energfa Potoncial

Podemos considerar ahora el caso general de un cucrpo élés-
tico en el espacio el cual estd sujeto a cargas gque producen un
campo de desplacamientos, deformaciones y esfuerzos tal quc’cn,
un punto dado de dicho cuerpo y c¢on respccto a un marco de re=

ferencia, los vectores de esfuerzos y de deformaciones son:

{G} = {GX Oy G? Ta Crwz sz'f (4.7 47



f

;-6 =y Ex Eq €2 Ky Sy Sax ' (4.2,
{ 8

La realcidn esfuerzo-deformacidn puede escribirse como: .
{G‘j: 1e) Stg‘g ¥ iﬁ-"\ (4.2 44)
en ‘donde [}ﬂ es la matriz de propiedades clisticas del matcrial
y €l vecotor {g,les el vector de esfuerzos iniciales (dichos es-
fue erzos iniciales pueden referirse a los c¢sfuerzos presentes sin
la:apllcacxon de las cargas externas, .comoc podrian sex csfuerzos
residuales, esfuerzos de ensamble etc.),
La definicidn de energla interna o de deformacidn s« pue&e

escribir como

=i{£r[€]{£} _ {&.} [ {E} {(4.2.50)

Esta encrgla de deformacidn es originada por ciertas car-
gas que actuan en el cuerpo las cuales desarrolan un cierto
trabajo. bEstas fucrzas se puecden clasificar en fuerzas 1Intw:In033

o de cuerpo, gue en un punto cualguicra tiene lua forma:

T
{‘ﬂ:{@" Py (‘02\5 (<.2.3
y el vector de fuurzas de superficie expresado por:

L i;'l . {Fx Fy BT (4.2.52)

.ﬂntonces,usahdotfas expresiones (4.2.47) a la 4.2.33) y 13 cuprie- .

$1a0 gene Lal de la vnerglia potencial Jde la siguiente rovfy

= [(4 eV Telie + gelpo) |
\Jo\ J{,{-} F}d\J __J’{f ds (4.2.53)

Nol



Soen donde la primera inteqgral répresenta la encrafa jnturha;
o Rc dcformacxon, la segunda integral representaAei*traba)o'dcr
sarrollado por las fuerzas de cucrpo sobre la eStrgbﬁura-y la
tercera integral representa el trabajo ‘desarrollado pot-las
fucrzas de superficie sobre el cuerpo., La ecuacidn (4.2.5:) es

ﬁna'fqrma mads general de la ecuacidn m.z;m

44-6 Formulacidn Elemental en Base a la Energia Potnecial

El objetivo ahora es formular las ecuaciones que carace

terizan=un.-elemento en base a la mlnlmlzaCLOn de la energia
R i S

potenc1a1 Usando la expresidn qcneral M 2 5” la expresxo“=

1-—_,,.4 et

el campo ‘de desplazamiento {fl}= {u vr,w,».r}.,‘\,ﬁjﬁw‘“A

Primeramente las deformaciones en un elemento se pueden
-exprééar en terminos de los desplazamientos nodales a traves

. de la'siguiente expresxén N o B
{ES [B]{ ] | - - '(~:.2.5";\'\

cn donde ]h1 es la matriz c'EUﬁr o-deformacibén que er el

caso yeneral de un material eldstico isotropico es de la forma
r
-Y oy vy ©o o o]
Y-y Y o o o
[B] R )y v v o ¢ o i34.2.35)
- H—.\ﬂ (\'?—U) -2y
( o o o Li_?:- O o
-2y

o o © o =5 ©

' -

Q © o o o F

L. J




SubﬁLiLuyLﬂdolldS ccuaciones (82,23) yl4a, %4)en 4,331 1a encrdla

Te-i dﬂ( 5 s MU e e e
Vol
- (eTEL - (T T (g s
Vol o , Sw ' '

En c¢sta ccuacidn el subindice en 7e indica que la energla
potencidl 'vs de un elemento y por lo tanto el vector id; es el
veclLor dé'dcsylazamientos nodalcé de un elemento zolamente,
para una cstructura compuesta de varios elemcntos se tiene que
la encergla potcencial total se expresa como la sumatoria de las
energlas potenciales . de cada uno de los elementos y la encigla
potencial total qleda expresada como:

L1
Tt = 072 eI E VN g« [ feriede
nT z I

\[0\ bt

| _""I[N]TEF} & “J[N]T{@‘IS - {DETSPB (6.2, 37

Vol Sula

Una vez encontrada la expresidn general de la energia
potvnc:al se procede a encontrar el valor extremo del funcio-
nal i, substituyendo en la ecuacidn®.2.4) lo cual resulta o=

el sistema de ecuaciones dado por la ecuacién{1.2.7) o

aﬁ} | | o
{ 3D O : ' (4.2.58)

Entonces al substitulr T, dada por la ecuacidn (4.72.57) en la
ccuacidn (1.2.58) ne obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

de equilibrio,



S

(E ,([B]T["'“B] ‘W) M s .5:.(- f[B}T[\YJ) dv +J[M1Tm N

Vol Yol
v! (4.2159)

+f[“3‘{@145) + {n

La ecuacidn (4.2.59) se pucde abreviar en tal forma que 1la
sumatoria de las integrales del lado izquierdo de la misma

" sea identificada como la "Matriz de Rigidez" y la sumato-

. ria de integrales del lado derecho de la ecuacidn como vector

de cargas gencralizadas, entonces la ecuacidn (4-314) queda

| [K]{Dg: {Q\& | | | | (4.2.60)

Ejemplo, Podemos considerar un caso simple en forma general
mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia

de operaciones

“‘1"' {LOJ = [ x]{_a} ' (4:2.61)

{4} :w:} :[: f]{i;i = ‘.J\“a‘l - (4‘lT9.-62)
@0 oAl =(en @1 e

L | L o
-U:J(-'Lsgf‘mlx = %J ETE e pdx .24

v

L ) . : |
V=3 [dlrf[ﬁ]r E [B}AJX {d} (4,2.65) 5
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._r . — T Vool
Ke ) (837 (87 Adx —J {:}Ei-z 1 adX L
C g Jo o v 1oL B0
By oA . .
SRR f‘ ".:. e .
_hg"g ll{':-.q i'}"-'J; Lo o o
{23 1 Qe.—-t _y ey = Matriz clcemental de rigidez (L Doe

4.2.8 K1 Mitodo faydcigh-Ricz

‘Podemos considerar un ejemple unidimensiconal para docopr)-
bir ¢l wétodo Rayleigh~Rith como el mostrado en la Fig.d,2.4i0 en
donde )1 drea (%) y el mbédulo eldstico (E) son constantes vy la

13 oL .

carga distribuida (q) son tales que

LN
o
o
—

.o
e

.F\:E:L"‘_‘! 3 q=X {4.:

Las condiciones de frontera son:

l&?*é @! AT O

e (4.2,09)

u,;-.-o-'r@. =L

*Lq ¢nergla potencial se puede expreésar como:

3

. . \
pE 2
Tr:L'z’ Wi x dX‘ 'jou(q dx ) : {4.2.70)

Suhslituyondo los valores dados enl(d4.2.68) y asumiendo que los

Jesplazamientos u son de la forma u=a1x entonces

at Q. .
T=dal 3 | (4.2.71)

o ' \
i - 9N oz M-y = & % (4.2.7)

1} H H
.ao“ ib{ A8y ey s y u
I :. Aid; ‘:‘! I{r:}f‘}’?

Or
AT IS
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—

- t

. 2 . .
Si se asume ahora que u=a, x+a,x -, entonces la energla potencial
-

queda como sigue;

| i
T =j%(a.+ 2a,xYd x -J(a.x-r o x*)x dx

] o

. 4, y
" atl _ o { -3
all - E—&L—O 54 L 4/3-1 G v,

Sumarizando Resultados;:

UW{x=") U.[x-.-.;/lj u(x=3/4) ulx=1) (]'(xr.-.o')

(1,2.79

(4.2,74)

(4.2.7%)

u-( x.::')

) <
Terminol . 0 8§33 L6611 21500 -.333 233
2 | | : . 3333
Terminoy ¢ 302 . 2282 -2“6“ .333
Exacto| 32724 . 2282  .3041 -333 .5000

«333

.0833

.0

Si asumimos un polinomio de 3er grado para u{<res té&rminos)

obtendriamos la solucidn exacta porque la solucidn exacta es

- £l 3 - n>|
cibica de la forma u={3x-x })/6 o sea que el método Rayleig:-

Ritz basada en

: 1

U=A X+ a1 X + 0-3)(3
daria como resultado

-y =0
ay=-"%

(4.2.78)

7Y N



N

A,E constuntes

Y . T
9 Carga axal distribvida

5\\\\\$\1\§\\§~

L. | N
- 7

—
4

Condiciones de frontere -
Forzada W= @ Xx=0O
Natoral - yx=o0 @ X=L

F\j.‘(-l-lo Barro. con COAQ anlad distribvida y

Seccion cof stante

A E Constantes -
r\ @ {2 @ b3 @

..._...__._;..__.'.._p,..'._.y__,—.p..__‘.—m...—.,

I—q- Cufgf.L axial diﬁr'lbuida

PRSI SV

VY 2t T2 s 14

I
u=IN]§j‘A w.[ﬂ{t:} ‘ “4“1{?«}

4 axial dis*r(bUl'dq d(\l\'dl'da,

F\ﬂ 411l Barra con Caf
en tres elementos.



FL

y si se incluyeran mis términos como por ecjemplo

WE GuX 4 A1 X4 QX+ 0K £ 4 An X"

la solucidn

serila:
4= "
Gi= O
o a;:—\/b
T fsBgE e = QA= 0

(4.2.78)

(4.2.79)

El MCtodo del Elemento Finito y su relacidn con R.R

Podemos considerar ahora la barra del ejemplo anterior

pero dividida en tres elementos como se muestra en la Fig 4.2.1

Para cada eclemento existe una matriz de forma tal que el cam-

o de desplazamientos .en cada elemento se puede expresar comot:’
P P

Q; = [NL {%.1.7]‘

- .

y donde [N]j:lg_i_i'_'rs_ ..f:]

Las deformaciones son dadas

por:
= 2 .2
€e= U 5753

Usando la eccuacidn(4.2.82) en la ecuacidn{4.2.80)

£x= 53 1n]14] = (61443

en donde [8]3 ggiNj p id} ; {tgl

(4.2.80)

(4.2.81)

(4.2.82)

(4.2.83)

(4.2.8%)
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Y donde gque E£x es uscaiar cntonces g
| T T
Exz . E: Ex = idl US ] LB ] {AI (.2 H5)

‘Substituyendo la ecuacidn {4.2.85) en la expresidn para la

energia de un elemento se ohtjcne que

)
UL:J'

o

for ‘
AE E: dx = %idliJAE /s [_ Y, Yg]ds {Ld} (4.2,86)
,2- b 1/1

i

lo cual se puede expresar en forma compacta como:

_ Ui ‘—f-' ‘Q‘_‘ {d}j [K];{d}i (4.2.87)

-~
J ne |

' =\
_ VaE /s -2 ‘/1]6\‘3 = A (4.2.80)

en donde

[+

Por otra parte el trabaio rgalizado por la carga es
n ot
T i
W:J q was = [d}i J [N] q ds | (4.2.89)
o ]

y el potencial total de l: e¢structura es

Te= To+To + Ty .2.99)
Suponiendo que para cada elemento las propiedades cumplen
con .las propio.dad‘es de las ecuaciones (4.2.68) y ademds
Y=vs
X gara 2l elewmento } 4. 2.01)

q =
4 = 4+S qua_d clementv 2
Q =

L
3
3‘3—_- +5 gara el clementv 3



Expandiendo los vectores al rango de la estructura nu

tienc que el vector global «g

u, :
- ul (4.2.92)
{D} " U, T
Uy

Substituyendo las condiciones(4,2.91) en(4.,2.60) Yy expandiendo al

rango de la estructura, la energfa potencial es:

: T 3 -3 00 0 6 0o o6 o © o © a
1 - -
' T(T;E{D} I 3 oo +.o3:\o + o_oo‘o {D}
_ ©c o o @© © -3 3 o 6 o 3 -3
i o o o D 'o o o o oo_s 3
g | 0 o
T 01t h 4 L4y Lo (4.2.93)
—iD} S4 | o S4 ) S S4 |1 o
o o 3

"Minimizando la encrgfa potencial se obtiene que

5?}_‘1’\] _ 0 | (4.2.94)
20 o

la cual resulta en el siguiente sistema de ecuaciones de equi-

librio
\—3 -3 0 o | (W /54 !
-3 6 6 O U, —4¢/54 (4.2.95)
o -3 & -3 Uz \2/54
Lo o -3 3 | Uy ¥/54




La Matriz cuadrada del lado izguierdo de esta ecuaciGn us
singular debido a que no s¢ han impuesto las condiciones de

frontera de la estructura, @sta condiciBn es

U, =0

(4.2.906)
Al imponer la condicidn (3,96) en la ecuacidn (4,2,95) sc
obtiéne '
. & -3 0 U, t 6
-3 ¢ -3 U ¢ = o X (4.2.97)
o -3 3 Ua g

de donde se obtiene gue u2=.1605, u3=.2840 y u4=.333 los
cuales son exactos sin embarqgo son aproximados en cualquier

otro punto, por ejomplo en x=L/2 se ticne

TR VAR
=N = L “L]‘“?}

(4.2.98)
L

160

{k:{\/‘t. }’1] 2340 | 2l

2

il valor exacto de u en x=L/2 es de 0,229

El esfuerczo
en el elemento i es G.=(Eu ).
1 x 1

!

; :- efe] \i‘ \

A

o también

{1.2.100)

. 2,160
Substituyendo las condiciones (4.2.91) en (4.7.160)

sc obrienan
los siguicentes resultados:
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LI

0= .48\S Axacto en X= T ]
-

dz = .3704 Lxack €n Xx= 7

0y = L1481 2xaclk en X=»%§ ;

Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des-

plazamientos son mas exactos que los esfuerzos como se puede .

aprecliar en la Fig. 4.2.12 . ' .

) M

De. estos dos ejemplos se puede concluir que el método cli-
sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproximado pero mis exacto si

se utilizan mas términos en el polinomio. En el caso de cargas

destribuidas el método de.R—R puede ser exacto si se usan Su- _
ficientes términos en el polinomio y 1. inclusidn de més tér-

minos no cambia la solucidn,

Por otra lado usando elementos finitos se llega a resulta-
-dos exactos si las cargas sc localizan en los nodos y es apro- -
ximado para ¢l caso de cargas distribuidas peroc puede ser bas-

tante cercano al exacto si se usan mas elementos,

El método clisico de R-R utiliza un polinomio que se apli-

B

ca a todo el dominio de la estructura, mientras que el m&todo

del elemento finito utiliza un polinomio apra cada elemento.

4.200Modelacidn de Sistemas con Elementos Finjitos

Existe una variedad muy grande de sistemas mecanicos y ées-
tvucturales los éuales requieren de una solucidn la cual no es
siempre trivial ni simple de obtener, en tales casos es pracs
tica comlln hacer una clasificacidén de efectos significantes y .
otros' que por su naturaleza pueden considerarse insignificantes
c ignorables, de tal manera que en general siempre se habla en
términos de una solucidn aproximada a la solucidn real del sis-

tema o de una solucidn exacta o aproximada de un modelo aproxi-
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mado al sistema real,

En la formulacidn analitica &e un sistema, las suposicio-
nes de que algunos efectos son ignorables tiernen como objetrivo
simplificar los procedimientos de cdlculo, sin embargo a
través del desarrollo de té@cnicas digitales se han podido me-"
jorar dichos procedimientos, aunque en general siempre es ne-
cesario hacer algunas suposicidnes respecto a aquellos efec-

tos que pucden ser Ignorables o simplemente no dominantes.

La formulacidn con elementos finitos también requiere de
suposiciones ldgicas en base a la naturaleza del sistcma éen.
dgestiéh y para tal efecto se han desarrollado una variedad
de elemntos cuyas propiedades son represntativas de algunos
casos especificos de sistemas y as? se tienen por ejemplo ele-
mentos planos para la simulacidn de problemas bidimensionales
de esfuerzo plano o deformacién plana, €lementos viga en dos

y tres dimensiones, elementos sdlidos o de volumen, elementos

cascaron y otros varios que tienen propdsitos especificos.

En general, el andlisis y modelacidn de un sistema es

un proceso gue se desarrolla en varias etapas que son:

1.Definicién del sistema fisico
2.Definicidén de condiciones de frontera
3.Definicién de agentes de perturbacidén
4.befinicibn de variables d=2 respuesta
5.Definicidn de efectos despreciables
6.Desarrollo del modelo analitico o
modelo matematico
7.Aplicacidn sistemitica de procedimien-
tos de Calculo

8.Interpretacidn de Resultados

‘Cabe mencionar que un cntendimiento general del siteaa

en cuestidn es siempre basico e importante pues la definlcion



%

del sistema fisico, uwe las condicionvs iniciales y de fruntuera
y la definicidn de agentes perturhadores puede depender de un
entendimiento bastante completo del problema qgue se estd una-
lizando ya que una formulacidn erronea conceptualmente gencra

resultados gue no corresponden al verdadero problema.

O

En el area de aplicaciones del métcdo del elemento finit

[

se parte de la suposicidn que el analisis conoce y entiandc o
problewka en cuestidn, de tal forma que los puntos del 1 ai S

del porceso de andlisis gueden satisfacLorianente estubliecrios,

En el punto 6, referente al desarrolloeo del modelo matani-
tico es nacesario que las caracteristicas de los elemcntcs m-
pleados sean compatibles con el comrortamicnteo ceneral del sis-
tuna y por compatibilidad se entiende que ¢l conjunte do elo-
mentas gue cowmpouen el sistema sean capaces le reprodugir en
forma aproximada la respuesta del sistema a las perturbacicnes

y condiciones a gque esta sujeto. , .

ty

Son vari1ou los aspecltos quue se deben tomoar ©n Ccucnti Dari

Ja welecerdn de los elementos aprupiados para coda cale, o

eyenplos

-;i':l namero o nodos doel elemento

-l nimero de grados de libertad

-Condiclunes saturales o f:on:c}a GolLoelemento
~-Tipo dv cargas admisibles por el ciemento

-Tipo de yeometria permitido por el elemento
-Sistemas de coordenadas permisibles del elemento

-Limitaciones del tip&ﬂelcmento

“n la Fig. §T13 se muestran algunos ~lementas (ue en gen
ral pucden ser aplicados a.la modelacidn de varios tipos 10 . .-
temas y a continuacidn ge presentan algunos casos espod

aplicaciones a sistemas reales.
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4.3. Forpulucidn de Residuosg Pesados (Método de Galerhin!
Unglformulacién alternativa a la variacional es la dano-
minada de résiduons pesados. Esta formulacién no requiere de un
postulado variacional gue aplique al sistcema de interés y par-
te de una manipulacién directa sobre la ccuacidn diferencial

que gobierna la fisica del mismo.

Una formulacidn diferencial resulta en una ecuacidn del
tipo

[ {4)=o0 (4.3.1)

]

o
L

en donde L ¢és' un operador diferencial, con las condiciocnes de
L]

frontera

(?(0\ = QG
{4.3.2)
Pol=b
Una funcidn de campo que puede satisfacer las condiciones ante-

riores se puede definir como: ’ ‘

{(‘D}a.: [Nﬁ]{(‘);& (4.3.3)

, .
en donde[ﬂ]us una funcidn de las coordenadas
'[@{\es el vector de valores nodales de

{Qli es una funcidén a "preuba"
4

es la verdadera funcidn, al sustituirla en la

-

ecuacidén (4.3.1) el resultado es:

entonces, sSi yﬂa

| L(W}k):o | : (4.3.4)

-

1a verdadera funcibén pero es una buena aproximacidn de la mis~

am, entonces al sustituir en 4.3.1, el resultado es:

| L(W}A:R’«-‘—’»O (4.3.5)
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en donde R. es un residuo de error dado por a es solamente
“una buena aproximacidn de la verdadera funcidn . Por lo tanto
R se puede evaluar en puntos aiscretos {nodcs) e igualar la :su-

ma a cero para minimizar el error, o sea

(4.3.6)

JQd\J =0
Vv

t . - ) - . . T &
Pero una mejor solucidn serfa la de distribuir R sobre una regidn
de acuerdo-a alguna funcidn de peso w de las coordenadas {(nodales)

antes de la iategracidn, es decir

IWRdU: O
v

© sustituyendo la ecuacidn (4.3.3.) en (4.3.5) y esta en {4.3.7)

(4.3.7)

se tiene:

fwieate) dizo S
NV '

La funcidn de peso w puede ser de cualguier forma en general
pero cuando se selecciona igual a las funciones de forma o de in-

terpolacidn se tiene que w es igual a N y por lo tanto

[ L (e dv=o

{(4.3.9)
La ecuacién (4.3.9) es la formulacidn de "Galerkin" de.ele-
mento finito y si se aplica a cada elsamento en la reqgidn, se ob-
tienen n ecuaciones simultdneas para n pardmetros nodales en .
La solucidn del sistema de ecuaciones gue resulta se desarro-
lla de igual manera que para otros casos, aungue una desvetaja es

. que la ecuacidn (4.3.9) contiene derivadas de orden mas alto que

las de formulacién variacional.
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Considerar la ccuacidn diferencial:

Lu_--F::O (4.3.10)
en donde L es un operador diferencial, y la aproximacidn

W= 2 Niu

{(4.3,11)

entonces
. . A (4.3.12)

La-fs

en donde £=error residual.La condicidn es entonces:

jN), EJdR=0 - (4.3.13)

v
3
v P

Es declr que el error £ entre la soclucidn aproximada v la solu-
cidh real es ortcgonal a las funciones usadas en la aproxlmaCLOn

+ Ni.. Este es el método de Galerkin cuya ecuacidn estable:

JNﬁL (¢) dR=0 B=1i,k
R

L (4.3, 14)

donde

tP:[N).,Nl,Ni--']{Q} ' (4..3.15)

Un ejemplo es el siguiente, sea la ecuacidn

L((P\ ——}—(—1 -\-—5-3‘)'( =0 (4.3.16)
con candicionés iniciales

¢o) = ! (4.3.17)
(p'(o):,o : '

‘Usando la ecucidén {4.3,.14) resulta
A de d¢ |
JoNﬁ('axl-*'gw*q)dxmo (4.3.18)

1 es el limite de x



Y

: f[N(c)]T d

4

Ap]icaciéh del Método de Galerkin a Vigas,

La ecuacifn fundamental

'z_ .
%_% = -ét%‘_ : , (4.3.19)
. AX -

Usando la ecuacidn (4.3.14) o
J{N] (iq T.\ ax =0 (4.3.20)

La funcidn de forma &de interplacidn se define sobre cada

elemento, entonces para todo el sistema se tiene:

[Nm] (d 16 _ Iicf.).)dx

d Xt .
e-~ 1o (4.3.21)
Las funciones de interpolacidn son tales que:
%
() 3
"‘[ NAYJ.""NY \:(‘ L)JL]{J] {N ]{Y (4322.)'

Entonces el Momento M se puede aproximar:

E"]-_" Mj /et 'A (4.3.23)

Para reducir el orden de la integral en la ecuacidn(4.3.21) se piede

integrar por partes entonces:

[N T - 49 oy
ax

dx  dx

o

1
(& dx : (4.3.249)
2 X lm '

Substituyendo en (4.3.21) se tiene:

[N(d ]T%rj-_ f(%?ﬂ.r %:l [.Nm] ET }O\X o (4.3.25)

l(e)
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La primera integral nos da la matriz elemcntal de covfivientes

[k{e)] en la ecuacion

k(1= )

A través de la suma sobre todos los elementos, la segunda
integral produce el vector (Fl

: .

El primer término de la ecuacidn (4.3.25) contribuye al
vector {F] si dy/dx se define en cualquier extremo del elemento,

si no se desprecia.

Las inteqgrales de la ecuacian (4.3.25) se evaluan como $i-

‘gue:

4 [N}T: a .(\‘%) = —E— [—:} (4.3.27)

| ' \; . |
k-‘%%___.; ,d_ [_N'HY} :-i-['—\ V] {ﬂi]) (4.3.28)

Entonces:

0 e e (S b Y

y para la segunda integral:

! ‘ ! Mi/Zer
N D dx= | [T [N] } dx =
JO EI— L MJ /Et {4.3.30)

p (2 \{M;/er'
Ty o2 1Lmer
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EJEMPITO ILUSTRATIVQ 4500 N
- t1SO cwm

/

fn +72 a b e __te

ﬂ . EYI=825% los N‘(,n\l L._._,, CO-do- _Ql.lment'ﬂ

ton §=30¢m
° o Hodo M/€T
\ - 0.0007144
2. -0.00063%
3 -0.000476
4 -0.000M138
¢ -0.000119
M 1500 N-em : -2

i

B L Ty, L e

30 [2
e

\

3

Mx/er}_{
M} /e

i-
X
(%%

.3

—

L}dﬂ ‘ :‘{o}
o= X=o ol (a.3.31)

""Las’'ecuaciones para el primer elemento son:

S

.L'Ei’olno,el iltimo término desaparece, Entonces, una vez

ensamblado el sistema queda:

-4 2
-\

O

[ -1,

=1 o
72 -1
t =\ 1 -
L A
o L

l'\.L 7
Ya
4y
My

¢

e
-

-+ 150

que se puede reducir a:

-

P ~1
2
-{

-1
i
-t

-

A
-

-1

2
S

[

T
2
|

' O
y
(S S |
Y |
'ty
0 -

.33
.S
.48
. 286
. \43
.02}

|

}
'3
-

- 0.00079Y ]
-0. 00065Y

-0.0004176
-p.000%3
-0.0001§4
-0.0

e

—
——

g

(4.3.32)

(4.3,33)
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Resultados

Nodo E.F. Teorfa
1 0 0

2 -.3334. -.3335
3 -1.2385 -1,2388
4 -1.5719 -2.5%729
5 -4.1929 '-4,1929
6 -5.9559 -5,9559

Conclusiodon: Sin comentarios.

Ecvacidn de campo en dos dimensiones:

Y, 29 - .
L(¢) = Sk T -§T{1+Q = 0O , (4.3.341

Aplicable a problemas de:

-Torsién

~Transmisidn de Calor
~-Mecinica de Flui-los

L

La integral de Galerkin para el caso de la ecuacidn {4.3.34)es’:

Iyt 24 |
(4.3.35)

(W (3L + Sa+e)dv=0
N
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5. BBLIOTECA DE clLeHenTos vy
APLICACIORES

S.l  Desarrolle de Viatrices Elameﬂtales.

Coda QQQmen{:o eatdl asociado a own numero dﬂ.{‘er_

minado de nodos y estos a so ver a un. numam -
especifico do grades do libertad (gd ), En gerw-
ra,Q depgndlemia do lo. vartable do campo. (ri.ocple%a- |

mtenb temporatvre, oke) se- pue&n dalinve el (:.190 de
grades de \lberkad que se requieren para. la, rc(m;#...-

tacion fisica del comportamients dd sistema ;- PO"'
Mewplo, st se frate dd  decplazamients de ona
*part\fcu\& Ln oha “_"19-&-, se tHene enfonws on (3:1‘12),
i se frate de dosplazamientos en vn plano &2 la
Cmisma. pnkoncs se Henen dos (34 2) y se Henen
- tres (g d2) para el aso dp, des?lamm\en%os 2 g,(

.ufa,uo
LOS. e,\e_me_m*:es Comonmen{-_e_ vsades en la. ’prac:HCA.

de elementos flaikos pueden clasificarse. de varlas
formas 4 en varies categorias, algunas de attas  poedan
~ ser las que se indican en la. tabla Sei-L. L\\Sunas&,q
las caracter(thicas indicadas gn osta tabla pood.on ser
fistcamente m’cErpra‘cada: por gjeviplo el admerp de
nodos  necesarios  para. describir fa tepologia. dd g.\.;__
mento, forma relativa ( rectangolar ’fYapzto&Jd al@
pero otas no son tun. owias como pOY L Q»uplo 2l
orden da la m{‘f‘.cjrd.c,con explicita, ol 4ipo da lay. fon -
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Rl
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Geowmetrica

e

Lmnalm (U“td-ﬁu&&“ﬂof\aha )

ba'rra \fl 90.

_Trianguleres
~ cvadrilghens

b‘an.os (b\ohw-\ﬂonaho\

Jo{—uxrso f\a w0, d,q.gf...u_

C10 A lana, axtsimetricos
e Qo

Eifac(al.ﬂo (Trtdudn:xondu)

so\vdps,

?{CLCM gfutsas

Trianavlares . vectangolures

F‘;OTML\_ rt\)a‘\-ural_ja ( rl.qdkafvﬂ.&)
Relahva \
T mekricas (requlares) | ‘
sopa\raz 53 (’un{-'os do \r\hamu.a-« e tj&omﬁjh'(a. \regular
Ocdun du o8 Liveales ( wodos -ML(U"M«LM) ledos vectns

P&\'\aa'wx(o& dz wlber-
Po\au:ém

C{Ja_dm)-(tm (ﬂodos 204G 9 L m’rwmd&)

Vados pambo\lwx

Coboveas (vodes toq. 4 2 wlemudio)

ledos  coblas
Tigo da ?rados Tras\ausnaus bara, plangs, selides
do \ivertad
2ot peales \ligas , Caslurones,
P
placas .
TRELA | Sel-d AHU“M dﬂ“-’i(’lfo.dom A Elowentos Epdns
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C.IO(\QS &Q \h&'ﬁ ('?O‘QCEO,V"\ de (CL Uaftabfe. A_Q_ CQW\PO Q{‘:C
 En on pograma. generad do elawentos findos, cada
Jonontn 2k debidamente formulade a’fYaves de.

Cler‘-‘is @CUQC/LOMS q,de '{'Dmaﬂ en CJUQI‘\{T(& (CL.S S\ﬂUleﬂ"
tes curache riskicas :

- Nuwem d2 nedos -

- Nuowuero 4o qmdm'ob__ loectad por nodeo |

— Coordenadas nodales

— Conactwidad de\ elemento

- l\lumem da pun’cas Ao m“'agrau&, (\soparame.’cmas)
—_ froenedadu del mcd‘eﬂal .

a ,Fara. cada. abmento en un sisfema , SE (—orm_d[gn |ag
matrices elementales gue carmcterizan sus propiedades
«éc{ue ® ensamblan on matrices gldeales gue caracke-
rizan la estuclura fotad del sistema, Por demplo la
estruchuree moshzda en la fgum Sopet Rlone g
Jomentos cuyos nodos Henen un sdo gredo do lserbad
( fempecatia por Gowplo) . &0 resoltado do ensawblar
las matices elomentales en la matrie globad on unac
ma}n’\& cot{os Fermines Mgmnhzs de cevo se indican con
ona ‘X" como se wmoesha én las siquientes ecuaciones

mdxca.ola.s
Sea [Ki] \u matriz  del elemento & wyo orcle-r\

L w ¢ Ua.Q ad aomerd s nodos (cla.zbb que cada nods
’c\em Un solo 4d 1) pudoneas o obhewn (as s‘icju(on"Es
matrices ehew gntales
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Yxy 3x3 4xyq /

[F"]zxz ) [k1]2rz , [ IZ?]zxL ' (go-i.‘l)-

€0 vechor ﬂlobaﬁ da grados o \iberbad se ordena da
awerdo ol esquema dy viomera clda nodal trk que

; |
(OF={d,de. . dq (Se12)

'} los vectores dementa.les se ocdenan do acuerds o |og

noduOS ‘{,UQ d&{at'ﬂﬂf\ d‘demeﬂt‘ol .QV\{'D‘AC,QS se ,Henen los
siguientes vechores elementales -

(1% {4 4, ds]

{Dz}Tz {d. di d¢ dc}
{D;}rs {dq dg 0\2}
o {0afte {ds de ds de] (5e1-3)
oo b
[0 = (ds dy}
[0, = {d.; d}

0= 44

Al @xpar\der (CLS_ matrices ($4) ol fawans de o wahiz
-“%\o‘oal se. pueden somac fermino o Termino Y el requlhado
"‘"36((0,- on G Ma.‘hi?: [K] CU(-‘DS terminog Merm#es e Coro
Se indican en la siquiente eouacion:



- ¥ 2 3 4 5 ¢ 1t 9
! X X O X X x 0 O Oﬂ
2| X x X 0 x x 0o O 0O
s| O X A 0 O X X O O
[K-}"‘l X O O X X 0 0 X O
s| X X O x x x O X X ~‘(€-1-q').
¢l x x x.0 x X X x X
i1lo 0 X 0 O X X 00X
il o O O X X X O X X
qLO O o O X X Xx X x|

y 4«
- N ' |

'FiquaL‘ Sei-1  Sistema Con ée\émen%os Q(Cmos‘ |
(fres )trianqulares y dos cadrilaterms) y res clementos
barra, con o qrado da \bertad por nodo |
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De las ecvacionss (5-1-9) 4 (S-1-10)  se tiens que

[B]: %[N] | _ | (§.|';||)

9

o ! p
De la exprecion de la emergio. do doformacdh se Hons -
] ) ,

U= J (ETE (e} Adx (s
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L N - |
U= 4 {d}T[j [8]7E (8] Adx} 4] (5-113)

: La wa&‘se ?uedn 28 crthir COVALO

0= 3 {d}‘"[\é] - ‘ (5e1-14)

Enboaces pare obtense [kel <o Hona
1

L ,
kel = J [817e (5] Adx "-’J {hﬂ el-t t)adx (S
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Systems 1 _ 2-3

2 ‘ 7
vi
GaussPr.1 “E Gauss 3
PL3
V — Unit base wpcTor

z ?F — Elemuntal X-axis

.- ' 7 24
.'.-yl"‘ - B -——"Y4

Causs P, 4

3
Y
X
i11.38
1. Ri- ?i- ?i = unit vectors defining. directions of local coordinate axes
at Gauss point (i),
2. X = glemental X-axis tangent to middle surlaceat t = n=¢ = 0.0

and paralie! to local § dircction,

3. Vv = unit base vector defined by rotation angle a with respect to
veclor Xe. '

4 ?i is normal to middle surface at Gauss point (i}

b -\Ei =V x Z| . ' :

6. X =Y x 2 .

Figurc 1§1.5.3
Definition of Elemental Gauss Point Coordinate
Axes for Shell Elements
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No. of ‘ Associated
Pointa Loeations Weipghts 1,
H 7 == GOM0OORBOOKNNNNINMRGODOY 2.
2 x,, rg == | 0577300260 I8NGIGTEIHANT 184 1.
h
3 Xy, ¥y = o4 077460006924 LIRTITTOANSA 3 (= 0555, .)

. 8
1y == 0.0000000000003000000000000 3 (= QORR1 . )




SomeE  ELEMENT TYPES 2N

e

AT D A

!
—r
:

i

lineayr ?“""f'"“%"c- j’—‘{‘-a’r“f"c lihear—z;aao.‘ra

= X ¢4
_linear quac{ra.?({c. : | Y
’ . _g—:(em-eu'lls' ‘For aX]Sthme_llr‘
IZ,W | ‘ __ So’ids & ‘H{Hn sf/)e//.s
!l :
x/ o) R
Shc”

—P,‘I%: éﬁ“di’ﬁ
SOME ASSEMBLATE

L7

edﬂe bcmm on SO“L{ Prolpe”an_/_ ‘Fou.r s‘f’r‘;‘nU{-rS

a.p[a'f—é’. th rjoc!(ef Cd.Sf’_ on shem— ioan-

5 fefru I.' E.a’ rc_‘.

Combine Tz
l !
a hexzhsar:s




PLANET GZAR

PLENST GEAL CARBAER

FIc 2

PLANETARY GEAR TRAIN
SYSTEM ~




W,
N N

N\

N

7
. TIMTNTY —
T =41 022 Vb-in B —Reaction @ planes

- cic.25 1 P —Load @ Carrier
p = 4lolz/3x|.( = 8546+ Fe=2F = 17 042.5 b

(1-K) &

FIG 3
FREE BODY DIAGRAM AND REACTIONS
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Tablf_e l‘; Coupled Node Displacements
Node 1 = Node -2 Directions
1 1001 Ux, UY, Uz
27 1027 ux, vy, Uz
40 1040 ux, UY, Uz
55 1055 UXx, UY, 02
70 1070 ux, vy, Uz
85 1085 ux, Uy, vz
102 1002 Ux, UY, UZ
19 " 1119 U, UY, UZ
215 1215 ux, Uy, Uz
651 1651 ux, UY, UZ
664 1664 ux, Uy, UZ
667 1667 Ux, vy, Uz
709 1709 Ux, Uy, 02
728 1728 .UX, UY, U2
747 1747 ux, UY, Uz
764 1764 ux, U0Y, UZ
781 1781 UX, UY, UZ
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V section Tsec':tionr S section|Ssec/pin
Uest1® | 0.005308 | 0.004900 | 0.004031 | 0.00212
Uegs 0.005324 | 0.004914 | 0.004048 | 0.00315
Usss | 0.005¢20 | 0.005221 | 0.004260 | p.004i75
U277 | 0.006251 | 0.005945 [ 0.004d9¢7 {0.004143
U417 | 0.001577 | 0.0016t4 | 0.001645 {0.002!5S
Uato | 0.002t63 | 6.00220% | 0.002236 | 0.002148
U717 | 0.001788 [ 0.0018\7 | 0.001798 |0.001173
Uz |0.00217 | 0.002145 | 0.00212] {0.001766
1" [0.0010% | 0.000923 [0.000614 |0.000520
X2 0.001077 | 0.0009¢3 | 0.000704 |0.000515

TABLE 3

U(i) - Tangential displacement node i

O‘(j)-Slope of pin side j
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18.4 (@) .z INDICATES DYNAN DEGREES OF FREEDOM 1NCLUDED FOR THE MoL
AND FREQUENCY Ru. JINSE ANALYSES,
& .~ INDICATES DYNAMIC DEGREES OF FREEDOM INCLUDED ONLY IN THE
SECCHD MODAL ANALYSIS.,
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DIRECTORIO DE ALUMNOS DEL CURSQ "MATEMATICAS APLICADAS A LA INGENIERIA:
ESTRUCTURAL" IMPARTIDO EN ESTA DIVISION DEL 18 AL 29" DE' MARZO, DE 1985.

- COL.

ADAME DE LEON JOSE ALFREDO )
INSTITUTO MEXICANO DEL CEMENTO
Y DEL COQNCRETQ, A. C. '
BECARIO

INSURGENTES SUR No. 1846

COL. FLORIDA

DELEGACION ALVARC OBREGON
524-23-60

AMARO DBARRERA DANIET

- MEXICANA DL AUTOBUSES, S.A.

JEFE DE AREA DL ESTRUCTURAS
LAGOC DE GPE, No. 289
872-01-99

ARCE RIOBOO JOSE CARLOS
RIOBOO, S.A.

CALCULISTA

LOPE CE VECGA No. 345
POLANCO

DELEGACION MIGUEL IIIDALGO
11000 MEXICO, D.F.
545-19-90

BLANCO ARANDA ANDRES
SECRETARIA DE COMUNICACIONES
Y TRANSPORTES

ANALISIS DE ESTRUCRURAS

EJE CENTRAL Y EJE XOLA

DOMINGUEZ HERNANDEZ OSCAR

8. C.T.

" DUERAS GOMEZ JOSE BENJAMIN

DIREC. GRAL. OBRAS MARITIMAS
JEFE DE OFICINA

PROVIDENCIA No. 207-20, PISO
COL. DEL VALLE

523-28-15

CERVANTES LOPEZ ROBERTO
IMCYC

REVISOR TECNICO DE PUDBLICACIONES
INSURGENTES SUR No. 1846

COL. FLORIDA

DELEGACICN ALVARO OBREGON

01030 MEXICO, D.F.

534-24-40

- CALLE SN BERNARDINO No., 41

COL. SAN BERNARDINO
XOCHIMILCO
676-12-48

CICLON N-. 14
HDA, SAN PABLO

HDA. EMILIANO ZAPATA No. 13
COL. ECHLGARAY

53310 EDO. DE MEXICO
373-12-15

CERRADA DE SILGUERO L/5 M/B
COL. PALO S0LO

JORNEL 20 DEPTO. 8

COL. SAN MIGUEL CHAPULTEPEC
DELEGACION MIGUEL HIDALGO
516-34-70

INSURGENTES SUR No. 1846
COL. FLORIDA

DELEGACION ALVARO OBREGON
01030 MEXICO, D.F. ‘

534-24-40



10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

GARCES CASTILLO JUAN MANUEL
TESORERIA DEL b, D. F.
VALUADOR
NIROS HEROES
COL. DOCTORES
DELEGACION CUAUHTEMOC

Y.DR. LAVISTA

GORBEA LUBIAN FEDERICO
LUZMETAL, S.A.
CALCULISTA
PONIENTE 111 No.
COL. ANAHUAC
DELEGACION MIGUEL HIDALGO
571-28-31

204

GRIJALVA HIDALGO FRANCISCO JAVIER
MEXICANA DE AUTOBUSES,
LAGO "DI. GUADALUPE No.
TULTITLAN EDO.
B872-01-99 ext,

289 .
DE MEXICO
173 y 146

LOYEZ BAUTISTA FABIAN

GRUPO INDUSTRIAL ANAHUAC, S.A.
INGENIERO DL PROYECTO

LIMA No. 931-218

COL. LINDAVISTA

DELEGACION GUSTAVO A. MADERO
07300 MEXICO, 1.D.F.

754-41-37

MATIAS ACEVEDQ JUAN
INSTITUTO MEXICANO DEL PETRCLEO
INGENIERC

AV. EJE CENTRAL LAZARO CARDENAS 152

MENDOZA AVILA DELFINO

SERVICICS ESPECIALIZADOS
DIRECTOR :
CALZ. ERMITA IZTAPALAPA No. 1584
COL. SAN MIGULL

IZTAPALAPA

686-00~34

OLIVA SALINAS JUAN GERARDO

FAC. DE ARQUITECTURA, UNAM

INVESTIGADOR

S5.A. DE C.V,

BOSQUE DEL CENTENARIO No., 40
COL. LA HERRADURA
DELEGACION MIGUEL HIDALGO
11000 MEXICO, D.F.

584-01-76

AV. JUAREZ No. 34-1
COL. ATTZAPAN DiE ZARAGOZA
04500 EDO. DE MEXICO

B22-09-25
WAKE No., 539-10 "p"
COL. ELECTRICISTAS

DELEGACION ®AZCAPOTZALCO
02060 MEXICO, D.F.

- 352-60-75
EDIFICIO "C" No. 102 .
COL. U. CAMINO SAN JUAN DE ARAGON
DELEGACION GUSTAVO A. MADERQO
07920 MEXICO, D.F.
. CALZ. DE TLALPAN No. 2354

COL. AVANTE
DELEGACION COYORCAN
04460 MEXICO, D.F.
544-12-95

CERRO SAN FRANCISCO No, 235
COL. CAMPESTRE CHURUBUSCO
DELEGACION COYOMCAN

04200 MEXICOQ, D.F.
549--45-35
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