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Con base en la experiencia que se ha obtenido a lo largo 
de muchos semestres al impartir la materia de METODOS NU
MERICOS, se ha observado la necesidad de que los alumnos 
cuenten con ejercicios suficientes con el objeto de que 
puedan practicar los desarrollos matemáticos vistos duran 
te la clase. 

El presente cuaderno de ejercicios trata de satisfacer las 
necesidades antes mencionadas, además de complementar a los 
apuntes de la materia. 

Este cuaderno se elaboró acorde al programa vigente de la 
asignatura, consta de och~ temas, teniendo en cada uno de 
ellos ejercicios resueltos y propuestos. Recomendamos 
que el alumno estudie los problemas resueltos y posterior
mente intente resolver los propuestos ya que de esta mane
ra podrá adquirir habilidad para resolver otros problemas. 

Agradecemos al Ing. Roberto Rufz Vilá su participación·~n 

el presente trabajo ya que colaboró grandemente en la ela
boración de la primera versión de este material. 
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TEf~A INTRODUCCION A LA COMBINACION Y TEOREMA DEL BINOMIO 

1.. ~na empresa est~ formada por dos divisiones, la A y la 
B, ln la A éxisten trece departamentos y en la B s6lo 
hay cinco. En cada departamento de· la divisi6n A se deben 
seleccionar tres representantes para un comit€ mientras 
que en el B deben ser cuatro por cada departamento~ 

·~oe cu~ntas perso~as estará formado el comit€? 

Solución: 

Por la regla de la multiplicación, _para A 

nx3'=39 

y para. :8 

5 X 4 20 

Pqr la regla de .. la .. suma 

39 + .20 ·sg 

2. 1Cu~ntos nGmeros de 3 cifras, mayores de 500, se pue
de'n' .formar con los dígitos 1, 3,' 5, 7. 9 .. 

a) Si no se pued•n repetir los dígitos en la mismi ci
fra? 

b) ICu~ntos de ellos ·terminan en siete? 
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Solución: 

a) Para que sean mayor-es de, 500, la primera cifra pue
de ser S, 7 6 9, es decir que existen tres maneras 
de ubicar el primer d!gito. 

\ 

La segunda cifra podrá ser cualquiera de los .cinco 
d!gitos,menos el d!gito que ocupa la primera cifra1 
esto es que hay cuatro posibilidades. 

La &ltima tambi~n puede ser. cualquiera d~ los cinco 
d!gitos menos los dos que ya fueron seleccionados. 
Entonces por la regla de la multiplicación existen 
3 x 4 x 3 = 36 nGmeros diferentes mayores que 500. 

b) Si el nGmero termina en (7) solamente existe una 
forma de ubicar el tercer d!gito. En la primera ci
fra quedarán sólo 2 alternativas (5 ó 9) y en la 
segunda quedarán sólo 3 alternativas. 

Por la regla de la multiplicación hay 2 x 3 x 1 a 6. 

Observe que la ubicación debe hacerse en el orden 
seguido anteriormente. De otra manera se pueden pr~ 
sentar resultados diferentes. 

3. Resolver el inciso (b) del problema anterior mediante 
un diagrama de árbol. 

Solución: 

Marcand·o en cada etapa del árbol las alternativas que 
existen para ubicar los d!g~tos. 
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1a. cif1:a 2a. cifra 

517 

537 

597 

917 

937 

957 

4. En una asociación civil existen 3 candidatos para ocu-
par el puesto de director, 2. par.a el de tesorero y 2 pa-
ra- el de vocal. · 

a) ·LOe cuálltas maneras diferentes u pueden seleccio.
•nar los tr.es puestos?· 

·. b] ·si uno 'de los tres .candidatos para ocup.ar el puesto 
de director, tambtén puede ser nombrad.o como .tesor!_ 
ro en.caso de no ser nombra~o ~irector. 

-LCuil seda la res·puesta· del inciso a)? 
. . 

,c) flabor:ar ·un diag:rama de irbol para resolver el inci 
so ante·ri or. 

SolucUiDI 

a) Por la 1:-egla de la multiplicaci6n, exi·sten: 

3 x 2 x 2 = 12 maneras 

:. ; : ,-·'·'.\""" 
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b) Si la persona con doble candidatura ocupa el puesto 
de director, existen 2 x 2 = 4 maneras de seleccio
nar al tesorero y al vocal. 

:' .~-· 

... 

... , 

En caso contrario, la direcci6n la puede ocupar 
cualquiera de ·lo• otrDs dos candidatos. Para tesore 
ro aumenta~¡ a 3 y para el vocal seguir!n siendo 2~ 
Por lo ~ual, en este.ca~o existen: 

2 X 3 X 2 12 maneras 

En total existen ·entonces, por li r~gla de la suma: 

4 + 12 16 maneras 

,: .. 

e) Usando la sigui~nte notaci6n: 

CT. 1 .. 
·J 

e,s el j-h~mo can~idato para t~sorero; 
1 ~-

)=~,2 

' ':'· ' 

Cl7k es el k-é~:i?ui~ ·ca-ndidato para voc·al; k 1 12 

•. 

' 
·col t; es el ;c:andidat·o a d-irector o, te.so;e.ro. 

' . -~ :· 
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Director Tesorero vocal 

Con el número total de ramas al final del árbol se ve
rifica el resultado del inciso (b). 

Se desea sentar a cinco hombres y cuatro mujeres en 
una fila de manera que las mujeres ocupen posiciones pa
res. lOe cuántas formas diferentes pueden sentarse? 

solución: 

Considerando el siguiente diaqram'a: 
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2 3 4 5 6 7 8 9 

posiciones 

Las posiciones impares, ocupadas por los hombres, son: 

3 5 7 9 

posiciones 

De estas posiciones, se observa que las difer,ent,es f,or 
,mas en que pued-e-n permutar S'US lugares-, son,: 

t 
as! _mismo, l<as posiciones ocupadas por las muje-res,, ,son: 

2 4 6 8 

posiciones 

En forma similar, las ,diferentes maneras en que pueden 
permutar sus lugares son: 

A:p~icando la regla del -prod-ucto, e:l ,núm_er-o -total -de 
fo'r,mas en que pueden -Senta_rs,e e-s,: 

120 X 24 = 2880 
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6. ¿cuintos nGmeros diferentes de 3 cifras se pueden for
mar con los dfgitos 1, 2, 3, 4. 

7. 

a). Si no es posible rep~tir cada dfgtto. 

b) Si es posible repetir cada d{gito~ 

al Debido a que en la numera~i6n aribica el valor de 
la cantidad, d~pende del orden en el qu~ se presen~ 
tan los d!gitos, se trata de ordenaciones ~e ~ 
elementos tomados de r en ~. esto es: 

4! 
O(n, rl = 0(4,3) = (4 _ 31 ! 4 X 3 X 2 24 

b) Si los d!~itos se pueden repe~ir, se trata entonces 
de ordenaciones con rep·etici6n;- de esta manera · 

OR(4, 3) 

Para que valor dt 
es verdadera. 

Soluci6n: 

64 

n la identidad O(n+l , 3) = O(n; 4) 

como O(n+1, 3) = (n+l)! 
(n+1-:-3l! 

(n+1l ! 
· (n-2)! 

= (n+1) n (n-1) (n - 2)! 
(n-2)! 

., (n+.1) n (n:-1l 
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Por otra parte 

n! 
· O(n, 4) = (n-4)! 

iqualando 

n (n:-11 (i1~2l ·(n:-31- (n-4)! 
(n- 4)! 

= n<n;::-11 (n-2) (n-3) 

(n+1) n (n-1) n (n-1) (n-2) (n ~ 3) 

n+1 = (n-2) . (n-3) 

n 2 - 6n+S O 

Resolviendo la ecuaci6n n¡ 5 

Verificando para n¡ S 

O(n+1, 3) 0(6, 3) 
6! 

( 6-3)! = 120 

O (n, 4) 
5! 

O(S, 4) = (5-4)!= 5•4•3•2 120 

para n2 = 1 las ordenaciones no cumplen con la restric 
ci6n n>r entonces el único resultado es: 

n = S 
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8. , ~as placas para. au~fimovtl, en cierto estado se codifi

can por med1o de letras·~ ~ígitos, las letras c6nsignadas 
al estado son A, B y e eiclusivam~rite. Cada placa se for 
ma con 2 letras primero y 3 dígitos a continuación, 
Lcu~ntas placas diferentes se pueden formar: 

.al 
1 

Si se per,mi te repetir tanto letras como dígitos? 

b) Si no se permite repetir ni letras ni dígitos? 

e) Si se permite repetir 1 etr.as pero no dígitos? 

Soluci6n: 

al Como una placa se forma primero con 2 letras, el 
primero y segundo lugar podrá ser ocupado por cual
quiera de las 3 letras, entortces se tienen: 

OR(3, 2) = 3 2 = 9 maneras 

Los· d,l.gito·s .ocupan 3 lugares.¡ el prime.ro lo pue
den ocupar l.os 1 o· dí.gitcis, el segundo también y 
lo mismo el'tercero, por tanto son 

OR( S, 3) 1000 maneras 

Por la regla de multiplicaci6n, se tendrán entonces: 

9 x 1000 ~·9000 placas diferentes 

bl De manera semejante 

o ( 1 o, 3) 
1 O! 

( 1 o - 3)! 
10 X 9 X 8 720 

6 .x 720 4'320 placas 

e) . OR ( 3 , 2) O ( 1 O, 3) 6480 
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Cuántos mensajes en clave diferentes ·se pueden enviar 
con cinco. sfmbolos alineados si: 

a) Se tienen en total cinco sfmbolos diferentes que no 
se pueden repeifr en un mismo mensaje. 

b) Se tienen siete sfmbolos y se pe~mite repetirlos. 

Solución: 

considerando que dos mensajes son diferentes si su arr~ 
glo es diferente: 

a) Ps =· S! " 120 

b) OR(7, S) = 7 5 16 807 

10. De cu.ántas formas diferentes se pueden alojar .7 cien-
tfficos.en un cuarto triple y en dos cuartos dobl~s en un 
hotel, considerando que no importa el orden en el ·que se 
acomodan dentro de cada cuarto. 

Solución: 

Se tienen permutaciones de 7 elementos por acomodar en 
1 lugares, de los cuales se forman grupos con caracter!~~, 
tieas iguales que serían los cuarto~esto es q 1 = 3 y los 
otros q2 = qs = 2, entonces: 

P(7, 3, 2, 2) 7! 
3! 2! 2! .. 210 

\ 
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11. Una compaPiia de av1aé1ón cuenta con el $igui.ente equi~ 

po para cubrir sus rutas. 

~ 3 aviones tipo A 

~ 4 aviones tipo B 

Se desea dar servicio diario a las ciudades de Mexica~ 
li, Mazatlin, Acapulco,· Veracruz, Mfirida y Villahermosa. 

Tomando en cuenta que los aviones tipo A, sólo pueden 
ser usados para ~ar servicio a las ciudades de Mazatlin, 
Acapulco, Veracruz y Méril.ia; mientras que los de tipo B 
pueden cubrir cualquier ruta. 

LOe cuintas formas diferentes se pueden programar los 
vuelos en un día? 

Soluci6n: 

Como hay siete·aviones y solamente se deben cubrir 
seis rutas uno de los apáratos. deber& quedarse. ~i el 
avi6n que no sale es de tipo A. El nú.mero de formas en 
las cuaies se pueden p~ogramar los recorridos es: 

Para los de tipo A 

4t 
0(4, 2) .; (4~2)! .. 12. 

pára los de tipo B 

0(4, 4) • 4t - 24 

por ·la regal del producto 

12 X 24 = 288 

Por otra parte, si el avi6n que no'-sale e11 de tipo B, 
se tiene: 
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Para los de tipo A 

o (4, 3) 
4 ~ 

(4-3)! "' 24 

para los de tipo B 

o ( 3, 3) 3 ~ "' 6 

por la regla del producto 

24 X 6 144 

finalmente por la regla de la suma, existen en total 

288 + 144 432 maneras 
,. ,, 

12. Si O(n, r) 
de n y r? 

336 y c(n, r) 56, lcuál es el valor 

SolUción: 

O (n, r) 
n~ 

(n-.r)! 
y C(n, r) 

haciendo el cociente O(n, rl J C"(n, r) 

O (n, rl 
c·(·n, ¡:l 

n~/(n-rl! 

n~/ Cn-r) !r~. 
r~ 

n! 
(n-rl~r~ 

se obtiene: 
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Por otra parte, de las cond.i.ciones del proble111a 

O (n, r) 
C(n, r) ~~6 = 6 

entonces r~ = 6 y r = 3, con lo cual 

O('n, rl 336 
n~t 
(n~3l ~ 

lo ,que equivale a 

:p6 = n(n~1) (n~2) 

336 n 3 ~ in 2 + 2n 

resolviendo la ecuaci6n: 

n 1 8 

nz = _2. 5 + 11. 96i 

n3 2.5 ~ 11.96i 

co111o la Gnica soluci6n•entera es n¡ 
es: 

1 

n = 8 \ y r = 3 

verificando el resultado 

8, el resultado 

8! 
0(8, 3l = TI 336 e (8, 3l 

8~ 3TsT = ;;6 
·,.' 
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Demostrar que C(_n, r) + C(n, r - 1) C(n + 1, r) 

Soluci6n: 

A partir del primer miembro 

~· n! 
C(n, r)+ C(n, r- 1] = r!.<h:rl! + (r-1)! (n-r+1)! 

• 

= n! 
(n - r + 1) + r 
r! (n - r + 1) ! 

n! (n + 1) 
r! (n - r + 1)! 

(n + 1) ! 
r! (n + 1 - r): 

., C(n + .1, r) 

14. Expandir 

a) 

b) 

Soluci6n: 

1 ~ 
(x + x) 

a) Por el teorema del binomio se tiene que 

(a + b)n = 
n 
1: (~) 
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donde 

(} a C(n, r) 
r 

entonces 

b) 

1 ' 4 
(x + ;> .. l: 

r=O 

S 
(x2 '-2)5 .. l: 

raO 

.. (~) (x2)s(-2)o+(~l (x2)'(-2)+(~) (x2) 3(-2)2+ 

+ (~) (x2 ) 2 (-2l~<!> (x2 l (-2) '+ (~) (x2 ) 0 (-2) 5 
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Hallar el coeficiente de 

nomio (:x2.. + ~l 10 

-4 
X en la expansión del bi-

x2 

Solución: 

Del teorema de binomio 

(x2 + 3 } 1 o ;r 

Ana·lizando únicamente los factores que involucran a x 

(x'Z,} 1 0-r (~} r = xi.0-2r 3r x2r 
X 

20-4r 
X 

como se quiere que el exponente de x sea igual a - 4 
entonces: 

20 - 4 r - 4 

resolviendo la ecuación 

con lo cual 

-4 
X 

r = 6 

210(729} 

-4 
X 

-4 
X 

por lo tanto el coeficiente es 153,090. 
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EJfRCICIOS PROPUESTOS 

l. a) lCuintos nQmeros de 3 cifras, entre 100 y soo. pue
den formarse con los d'igitos o. 1. 2, 3, 4 y 5 si 
'cada d'ig·it.o se puede usar una vez? 

b) lCuántos de ellos son impares? 

e) lCuántos de ellos son ~ayores de 330? 

Soluci6a: 

a) 80 b) 48 e) 48 

2. De cuintas formas se puden acomodar 2 libros de Alge
bra. 1 de Matemiticas II1 4 d.e Ecuaciones Diferenciales, 
2 de Métodos Numéricos y 1 de Mecinica, en un librero -
lineal: 

a) De tal forma ·que todos los de tada materia quedeh -
juntos. 

b) lCuintos si los de Ecuaciones Diferenci~les van al 
inicio? 

e) lCuintos si lo·s de Matemiticas II deben quedar jun
to a los de A 1 gebra'?~ 

d) lCuinto·s si en los de Ecuaciones 3 de ellos forman 
una colección y cteben quedar juntos y ordenados? 

Solución: 

a) 11,520,, b) 2304 e) 4608 d) 960 
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3. Para llenar una boleta de pronósticos deportivos, se 
debe marcar para cada.partido, una de las tres alterna
tivas G, E ó P. Considerando que hay trece partidos en 
cada boleta. 

De cuántas maneras diferentes se puede llenar·una boleta, 

a) Sin ninguna otra restricción. 

b) De tal forma que haya cinco marcas en G, 2 en E y 
las demás en C. 

Soluc~ón: 

al 31 3 b) 36,036 

4. Mediante un diagrama de árbol, determine de cuántas for 
mas puede terminar un jugador de tenis un torneo de cua-
tro encuentros, de los cuales en ~os resulta vencedor, en 
uno empatado y en el otro derrotado. 

5. De cuántas maneras di f.erentes se puede· formar un com-
puesto de 5 elementos, si debe contener dos elementos del 
grupo A, uno del B y los demás del grupo C. En total son 
20 elementos disponibles, de los cuales 8 ~on del grupo A 
y 6 del grupo B. 

soluc'ión: 

2520 maneras 
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6. A partir de un diagrama de ~rbol determine il nQmero de 
maneras diferentes en las cuales se pueden colocar 3 esfe 
ras rojas (idénticas), 2 azules (idénticas) y una verde,~ 
alrededor de una circunferencia · 

Solución: 

10 ramas· terminales 

7. Encuentre el coeficiente de x25 en la expansión ~el 

binomio (xz + ~> 25 
x3 

Solución: 

53130 

8. Encuentre el ~alor de n que ~atisface la ecuación 

6C(n + 1, 3) = 2CR{n, 2) 

Solución: 

n = 2 
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TEMA 111 SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS Y 
TRASCENDENTES 

1, Encontrar una aproximación a la raíz de la siguiente ecua
ción trascendente: 

ex- 1 - 1.5 x o 

Utilizando el mét"odo de aproximacione.s sucesivas. Proporcionar· 
la aproximación a la raíz con un error relativo menor del 0.5%. 

Solución: 

Tabulando la funci6n a intevalos de 0.5 unidades cqn el fin de 
localizar alquna ra!z se obtiene: 

1 X f(x) e x-1 1.5 - X 

l o.o 0.3679 

1 

0.5 -0.1435 

1. o -0.5000 
----··-~···---

Se observa ·que existe un cambio de siqno entre x = O. O y 
x = 0.5 1 por lo tanto se puede asegurar que existe una ra!z 
real de. la ~cuac~6n en el intervalo: 

0.0 <.X <. 0.5 

utilizanqo el método de aproximacwnes sucesivas 

se tiene 

sustituyendo 

n = 11 21 31 ••• 

G (x) f (X) + X 

G(x) ex- 1 - 1.5x+ x 

G(x) ex- 1 - 0.5 x 

X 
n 

n = 11 21 3 ••• 
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tomando i 

X i 

Considerando x 0 como un valor prom6dio entre los dos valores 
de las abscisas en donde se encuentra dl cambio de siano 

sustituyendo 

X 1 

o + 0.5 
2 

0.2500 

e 0 • 2 S- 1 -'0. 5 (O. 2 5}- 0.3474 

considerando que la raíz buscada es x 1 ; 0.3474 y que 
xo ; 0.3500 es una aproximación al valor x 1 se tiene que el 
error relativo es 

1
0.3474 - 0.2500 1 100 

0.3474 X 
28.04% 

tomando i ; 2 

X¡-{ 
e - 0.5 X 

0.3474-1 
e 

- 0.5(0.3474} 0.3470 

y el error relativo en esta iteración es: 

o. 11% 

como X2 ; 0.3470 proporciona un error relativo mencT ~v~ 

0.5% COn respecto al valor anterior X¡ ; 0.3474 se considera 
que la aproximación a la ra!z buscada es 

R; 0.3470 

2. Elaborar un programa en una calculadora programable 
para resolver el problema anterior, considere como con
dición inicial x 0 = - 4, proporcionar la aproximación 
a la raiz de la ecuaci&n con siete cifras decimales exac 
tas. 

Solución: 

Utilizando una calculadora con notación RPN el progr~ 
ma es el siguiente: 
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00 

01 23 00 STO o 

02 1 1 

03 41 -
04 1 5 1 

X 
y e 

05 24 o RCL o 
' 

06 73 

07 5 5 

08 61 X 

09 41 -
10 1 3 00 GTO 00 

los resultados que arroja son: 

, -:-4.000000000 

i i; X¡ 2.006737947 

i 2; x2 1.733290337 

i 3; x, = 1.215274399 

i 4; X~ 0.632564962 

i 5; Xs 0.376225831 

i 6; x6 0.347805055 

i 7; x, 0.346998644 

i 8; X e = 0.346981959 

i 9; x, : 0.346981617 

i 1 O; X 1 O = 0.346981610 

Debido a que el resultado que proporciona la iteración número 
diez es igual a el resultado de la iteración nueve se puede 
considerar que la ra!z buscada es 

R " 0.3469816 

Con sj- te cifras decimales correctas. 
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3. Encontrar una ralz de la siguiente ecuac1on trascendente por 
el método de aproximaciones sucesivas: 

2 
(~) 

X . 2 

Soluci6n: 

Como primer paso se debe escribir. en la. forma F (x) 
decir 

2 
(se~ xl 1 

- 2 o 

O es 

Su soluci6n es un valor de •x• tal que satisfag• dicha ecuaci 
6~, se trata de encontrar el punto de intersecci6n de _la grs= 
fica de la funci6n F(x) con el ej~ •x•: 

El término (~) 2 deberá valer cerca de 1/2 para estar a~ 
X 

rededor de una raSz. Para lograr esto,.si se sabe que "sén x• 
varía de -1 a 1, el denominador "x" tendrá que valer alre
dedor de 12 , es decir, x ;, 12. 

As! el intervalo que se ~~b~ tabular serl entre x = - n y 
x = w aproximadamente, con la seguridad de que se encontrará 
una raíz, tabulando se tiene lo siguiente 

X F(x) 

- w -o.s 

- w -0.0947 2 

w 0.3106 -;r 

o 0.5 ·-

w 0.3106 4 

w -0.0947 2 

1T -o.s 

Al analizar la tabla, existen dos cambios de signo en F (x) , ·lo 
cual indica que 1• funci6n tiene dos raíces, una en el inter-

1T 1T y otra en .el intevalo de x = ! 
va lo 1 x = - ¡ a x = - 2 4 

1T 
.a x 2 
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·para aplicar el método de aproximaciones sucesivas, es ne-esa
rio exp~~sar la ecu~ci5n F(x) =O, como x = GCx), ~s decir; 

.s5lo basta con sumar "x" en ambos miembros de la primera ecua
ci<Sn 

- 2 .o - 2 
(se~ x) _ 2 + x X 

o sea 

X 

,, 
La f<Srmula antericr constituye la fórmula de recurrencia Y se 
expresa en general: 

sen x 2 + 
(---n-) xn - 2 

X 
n 

.se determinará la raíz contenida en el intervalo de 1T x = 4 
1T a X = -
2 

Se toma, como una primera aproximaci5n el punto medio del in
tervalo, esto es que x 0 = (7T/4 + 7T/2)/2 o sea x 0 = 1.1781, 
i través del cual se prueba si el método converge, como el 
ériterio de convergencia es: 

1 ~· (x)·l < 1 

en donde 

{i (x) 
. 2 
(~) 

X . 

y 

ft'. (x) 
x - sen x ) + 1 

X~ 

entonces 

ti' (x) 2.:¡sen L1781) (1.1781 cos L1781- sen 1.1781) + 1 
' 1.1781 (1,1781)2 

X 1.1781 

ti' (1.1781) 0.4654 como 0.4654 < 1 es probable que el método converja. 

, Con base en 'lo· anterio'r sé itera eón la fórmula·· de recu.rrencia 
y un valor inicial xo ~ 1.1781 

X¡ (sen (1.1781)¡2 + 1. 1781 _ o.5 = 1.2931 
1.1781 
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Evidentemente x 1 -,1 x 0 ·difieren en 0.115, sin .embargo; co-
mo esta dife~encia es pequefia, esto indica que la rar~ esta -
cerc-a, entonces se continua iterando, tomando· x 1 :para encon
trar x2 

X2 = ¡sen 1.2931)2 + 1. 2931 _ O.S 
1. 293 ·¡ 1.3462 

1 X2 - X¡ 0.0531 S.31\ de diferencia 

x, 1sen 1. 3462) 2 + 1. 34.62 _ ó. S 
1. 3462 

1. 3706 

lx3 - x2l = 0.0244- 2.44' de diferencia 

Esto indica qu~ el m~todo esta convergiendo a la solu~i6n, se 
continua iterando hasta que esta sea casi nula. ' 

X~ 

·xs 

1 X S 

X& 

¡x 6 

X7 

IX7 

xa. 

x, 

-

-

1sen 1.3706)2 + 1 _3706 ~ o.s 
1. 3706 

0.0113 1. 13% 

(sen 1. 3 81 9) 2 + 1. 3 81 9 _ 0 • S 
1. 38·19 

x~j O.OOS2 O.S2\ 

1sen 1.3871)2 
1. 3871 . + 1. 3871 - 0.5 

X S 1 = o. 0024 0.24% 

( s··e n 1 • 3 8 9 S ) 2 
1.3895 + 1.3895 - o.s 

- X.&, o. 0011 o: 11\ 

1. 3911 1 xa - X7 1 
o. 00.05 

1. 3913 1 X 9 - X B 1 0.0002 

1'. 3819 

1. 3.811 

1.3-895 

1. 3906 

0.05% 

0.02\ 

Como la diferencia entre los valorea de las •x• es cada vez 
mlls f&qu.efia la ra{z ser.ll a tr·es ci.fras decimales de exactitud 
X. =•· 1 • 3 9.1 • 
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~.Con el método de Newton- Raphson, encuentre la raíz negat! 
va de la siguiente ecuact6n: 

2 sen x x 

Solución: 

Expresándola en la forma F(x) O, se tiene: 

2 sen x - x = o 

Tabulando la función para valores negativos 

X F(x) 

o o 
1T 

0.6288 - 4 -

- 1T 
0.4292 2 -

- 1T 3. 1416 

La raíz negativa se encuentra en el intervaló de x = - 11 a 

1T 
. x = - 2 ) tomando como x al punto medio de ese intervalo se 

tiene xo = - 2.3562. 
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Usando el criterio de convergencia se verifica si se puede 
llegar a la raíz por el· método especificado. 

Si 

entonces 

y 

como 

F(x) 2 sen x - x 

F' (x) 2 COS X - 1 

F" (x) - 2 sen x 

1 
F (X) F" (x) 

(F' (xl) 2 
< 1 

es criterio de convergencia, se sustituyen valores en esta ex 
presión para 

xo - 2.3562 

así se obtiene que: 

(2 sen (-2.3562) + 2.3562) ( -2 sen (-2.3562)) 

(2 cos (-2.3562) - 1) 2 
0.2153 

Como O. 2153. < 1 , es probable que el método converja. 

Aplicando el valor x o - 2. 3562 a la fórmula de recurrencia. 

X 

F (x ) 
n 

xn+1 xn- ~) 
n 

2 X 
sen 

X n+1 X 2 n cos X 

2.}562 
2 sen (-2. 3562) 
2 (-2. 3562) cos 

es decir 

X 
n - n 

- 1 
n 

+ 2.3561 
-1 - 1.9660 

1 X¡ - X O 1 0.3902 39% de diferencia 

X2 
_ 1 • 966 _ 2 sen (-1.966) + 1.966 

2 C09 (-1.966) - 1 
- 1. 8981 

\x2 - X¡ \ 0.0679 6.79\ de diferencia 
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_ 1. 8981 _ 2 sen (-1.8981) + 1.8981 
2 cos (-1. 8981) - 1 

0.0026 0.26% de diferencia 

_ 1. 8955 _ 2 sen (-1.8955) + 1.8955 
2 cos (-1 .8955) - 1 

- 1.8955 

- 1.8954 

Se puede afirmar que a tres cifras decimales exactas la raíz 
es x =- 1.895, ya que en las dos dltimas iteraciones se re
pitieron. 

5. Encontrar una rafz ·de la siguiente ecuaci6n por el mitodo 
de Newton - Raphson. 

Solución: 

Para valores negativos de •x•, ex < O y no hay posibilidad do 
tener ninguna raíz. Sin embargo, se puede ver que para valo
res positivos de "x" entre 1 y 2, ex es positivo y cercano a 
4, por lo que se puede encontrar una raíz en ese intervalo. 
Para valores de "x" mayores, eX serS ciuy grande y nb se ten 
drá ninguna raíz.· Se tabula entonces en un intervalo de x .-, 
a x = 3. 

X F (x) 

o -3 

1 -1.2817 

2 3.3891 

3 16.0855 

La raíz se encuentra en el intervalo x = 1 a x = 2 toman
do como valor inicial a x 0 = 1.5, se prueba la convergencia. 

Como 

F (x) = 

F' (X) 

F" (x) 

X e 

X 
e 

X e 

- 4 
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valuando para x = 1.S 

e - e··).= 0.107S ( 1.S 4) ( 1.SI 
(el.S)z 

es probable que el método converja. 

La fórmula de recurrencia es 

a si 

X¡ X O -

con un error relativo 

F(x ) 
n 

x n - F"('i(") 
n 

e 1. S _ 4 
l.S - l.S 

e 

< 1 

1. 3 92 S 

X 1 - X O 

X¡ 
0.0712 7. 1 2% 

1 . 3 92 S 
4 1. 392 S e - 1 o 3 863 xz - 1. 3 92 S 

e 

con 

1 X 2 
- X¡ 

1 
0.004S = 0.4S% X¡ 

1.3863 ·-
e1.3863 - 4 

1. 3863 x3 
1. 3863 e 

entonces la raíz a cuatro cifras exactas es X = 1.3863 
~~ 
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'~Hallar por el m€todo de Newton - Raphson de la doble divi
sion sintética, las raíces de la ecuación 

X 5 - 3 X~ - 2 3 X 3 + SS X 2 + 7 4 X - 1 2 o o 

Solución: 

Aplicando la regla de lo• signos de Descartes se forma la si
guiente tabla que contiene las posibles rafees del polinomio. 

I II III IV 

Positivas 3 1 1 3 

Negativas 2 o 2 o 

Complejas o 4 2 2 

Total S S S S 

Como la ecuación tiene coeficientes enteros, hay posibilida
des de que existan rafees racionales 

Posibles numeradores: todos los posibles factores de 120 

Posibles denominadores: + 1 

Al menos, existe una rafz positiva, por lo que se prueba primero 
a través de división sintética, las posibles raíces 
racionales positivas. 

-3 -23 55 74 -120 

-2 -25 30 104 
Hay cambio de signo entre 

-2 -25 30 104 -16 X ; 1 y X ; 2 por lo 
que existe una raíz irra-

2 2 -2 -so 10 168 cional en este interv<~lo. 

S 84 1 48 Hay otro cambio de signo 
-1 -25 

existe otra raíz irracio-
3 nal entre X ; 2 y X ; 

3 o -69 -42 96 

o -23 -14 32 ·-24 

Como se tienen localizadas dos rafees positivas forzosamente 
tiene que existir la otra para cumplir con la tabla de los si<I_ 
nos·de Descartes. 

3 
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S~ continua, entonces con las posibles ra!ces racionales 

4 -3 -23 55 74 -120 

4 4 -76 -84 -40 

-19 -21 -10 

5 
5 10 -65 -50 120 

2 -13 -10 24 

luego x = 5 es ra!z racional positiva 

Se determinará la ra!z que se encuentra entre x = 1 y x = 2 
a partir del polinomio reducido, dado por·la división sintéti
ca anterior, en donde se dedujo que 5 era una de·. las raíc;:es 
esto es 

:x~ + 2 ·x 3 - 13 x 2 - 1 o x + 24 = o 

Utilizando el método de lá doble división sintética 

COn un valor inicial X o 1 • 5 1 punto IJUidio del intervalo don 
de se encuentra ~a ra!z se tiene lo siguiente 

1 .5 2 -13 -10 24 

1. 5 5.25 -11.625 -32.4375 

3.5 -7.75 -21.625 
1-8 •. 4.~7~ =e-. R 

1.5 7.5 -0.375 

5.0 -0.25 1-22.00·: ~ R' 

= 1.5- 8.43'5 
X¡ 22.00 

cia 

1.1165 ¡ 1 ~~X~ Xo 1 25.57' de diféren-

c'ontinuando 

1.1165 2 -ü -10 24 

1.1165 3.4796 -10.6296 -23.0329. 
: 

3.1165 -9.5204 -20.6296 ;..;>e. 

1.1165 4. 7261 -5.3528 

4.233 -4.79Ü =1> R' 

o. 9671 
1.1165 +25.9824 = 1.1537 3 •. 37'l de diferencia 
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1.1537 2 -13 -10 24 

1.1537 3.6384 -10.8005 -23.9975 

3.1537 -9.3616 -20.8005 -=> R 

----· 
1.1337 4.9694 -5.0672 

4.3074 -4.39221-25.86771 ~ R' 

X¡ 1.1537 
0.0025 +--.-

25.8677 
1.1537 96 1 X¡~2X21= 8 X 10-5 

a tres cifras decimales la raíz es 1 • 1_?.1. 

Ahora se determinar§ la ra!z irracional que se encuentra ~r-
tre los valores de x = 2 y x = 3 con xo = 2.5 

2.5 2 -13 -10 24 

2.5 11.25 -4.375 -35.9375 

4.5 -1.75 -14.375 j-11.9375 ~R 

2.5 17.5 39.375 

' 7.0 15.75 !25.00 - R' 

X¡ 2.5 
11.9375 
+~= 2. 9775 1 X¡X: XO r= 19.1% de diferencia· 

2.9775 2 -13 -10 24 

2.9775 14.8205 5.4206 -13.6353 

4.9775 1.8205 -4.5794 10.3647 -R 

2. 9775 23.6860 75.9456 

7.955 25.5065 171.3662: 
L.:...:..::.:-·· - R' 

X2 = 2.9775 
10.3647 2.8323 1 X2 ~IX¡ 1 4.88% de diferencia 

- 71.3662 ; 

2.8323 2 -13 

2.8323 13.6865 

4.8323 0.6865 

2.8323 21.7084 

7.6646 22.3949 

Xs 
1.1842 

2 "8323 - 55.3736 2.8109 

-10 24 

1.9444 -22.8158 

-8.0556 G_.18421 - R 

63.4292 

55.3736! - R' 

1 = o. 76% 
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2.8109 2 -13 -10 24 

2.810'9 13.5230 1.4701 -23.9767 

4.8109 0.5230 -8.5299 ~R 

2.8109 21 .• 4241 61.6912 

7.6218 21.9471 'ls3:16131 ~ R'. 

X~ =:2.8109 "'- 0.0233 
= 2.8105 53.16i3 

X~·- X3 

1 = 
14 X 10-s 

X3 

a tres cifras decimales la raíz es 2.810 

Para saber si las otras dos ra!ces Son n~gativas o complejas 
a través del teorema d factor, y de· la división sintética 
se reduce la ecuación 'a un.a de segundo gráqo. 

-3 -2~ 55 74 
5 

5 10 -65 -so 

1 2 -1l -10 24 
1.153 

1.153 3.6354 -10.7974 -23.9794 

3.153 . -9.3646 . -20.7974 lo.o2o6 
2 •. 810 

2.81.0 16.7560 20.7699 

5.963 7.3914 i-0.0275 ,;, o 

la ecuación proveniente del ·polinomio reducido es 

x 2 + 5.963 x + 7.3914 = O 

DISC B 2 - 4AC = 5.991769 

B + IDISC 
·2 A 

- 1·.7575955 

xs B - IDISC 
2 A - 4.2054045 

redondeando a 3 cifras decimales x~ - 1. 7 58 

Resumiendo !'as ra!ces son 

X¡ 5 1 X2 2 .• 810 , x, 1.153 1 X~ .;. 1. 758 , x·s 

xs 

-120 

120 

o i 

ol 

- 4.205 

- 4.205 
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1. Encontrar una rafz de la ecuac~6n 
por el método de Newton - Raphson. 

- (x-1 l e , sen x - 1 

Solución: 

Expresando la ecuación en la forma F(x) O se tiene: 

e- (x- 1 l sen x + 1 O 

tabulando 

X F(x) 

. -2 -17.2638 

-1 -5.2179 

o 1 • 0000 

1 1. 8415 

2 1.3345 

La raíz 
tomando 

se encuentra en el intervalo de x = - a x = O 

con 

y 

entonces 

X¡ 

xo = - 0.5 y aplicando la fórmula de recurrencia. 

F ex > 
n 

xn - Fi(i(¡ 
n 

- (x-1 l F (x) = e sen x + 1 

F' (x) 

X 
n 

-(x-1) . . 
e (cos x - sen x) 

_(xn-ll 
e sen x + 1 

n 

e 1 ' 5 sen (-0.5) + 1 - o.s - ~1-.~5~~~~~~~~---------
e (cos (-0. SJ - sen (-0. si] 

- 0.3112 

- 0.3112- e1.3112 sen (-0.3312) + 1 e =-0.282 
1.3112 r. )il e cos L(-0.3112) -sen (-0.3312:.¡ 
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continuando así: 

X~ = - 0.2813 y X~ = - 0. 812 

~uego, se puede afirmar que la raíz a tres cifras decimales 
es x =- 0.281, ya que son las cifras que se repitieron en 
dos iteraciones sucesivas. 

8. Obtener una raíz de la ecuación: 2x 3 - 3x + 4 = o, por el 
método de Newton - Raphson de la doble división sintética. 

Solución: 

Como primer punto se investigar~, cu~ntas raíces positivas y 
negativas puede tener esta ecuación. Para esto, se emplea la 
regla de los signos de Descartes. 

Raídes positivas 2 x 3 - 3 x + 4 
~____.. 

Existen dos cambios de signo, por lo que la ecuaci6n puede te 
ner 1 dos raíces positivas o ninguna. 

Raíces negativas 2 ( -x) 3 - 3 ( -x ) + 4 

-2 X 3 + 3 ........__...,...__ 
1 

X + 4 ., 
o 

Como existe un cambio de signo, la ecuaci6n tiene una raíz ne 
gativa. 

Con los datos anteriores se puede formar la siguiente tabla 

Posibilidades 

I II 

Positivas 2 o 

Negativas 1 1 

Complejas o 2 

Total 3 3 
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Como segundo paso, se ve si •xisten ralees racionales, que 
tendrán que estar entre las siguientes, 

+ 2 , ~ 1 , ~ 2 , ~ 4 

Para locali~arlas se usa la divisi6n sint~tica, i as! se 
prueba cada una de las posibilidades anterior~s. ~ 

Como existe una ra!z negativa, se empieza a probar por las ne 
gativas 

-o.s 2 o -3 4 

-1 O. S 1. 25 

2 -1 -2.? b 
-1 .o 

-2 2 

2 -2 -1 L?._i 

} -2. o cambio de signo 
-4 8 -10 

2 -4 S l61 
-4.0 

-8 32 -116 

2 -8 2'9 i-112! 

No· hay· ralees r~cionales negativas, sin embargo se observa que 
existe un cambio de signo ·e·n los residuos para los valores de 
x = - 1 y x = - 2, por lo que existe una ralz irracional 
negativa entre dichos valores. 

Se ve aho~a si existen ra~ces ra6ionales .posit~vas · 

2 o -3 4 

0.5 
0.5 -1.2 5 

2 -2.5 b. 751 

2 -1 

2 2 
2 

-1 ~1 
.4 8 1 o 

2 4 5 ~1 
4 

8 32' 116 

2 8 29 ~T 

No hay ralees racionales positivas, ni se observa ningún cam
bio· de signo del polinomio para los valores positivos. 

Se recomienda determinar la ralz irracional negativa por él 
m~todo de la doble divisi6n sint~tica, reducir la ecuaci6~ a 
segundo grado, ~ara ·entonces posteriormente, con la f6rmula 
general, ver si exis~en dos ralees positivas o dos complejas, 
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X = X 
n+1 n 
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-~ R:., 

Como valvr inicial x 0 

lo de x = - 1 a x 
se tomará el punto medio del interva-
2~ esto es x 0 = - 1.5 

2 
-1.5 

2 

2 

X¡. 

2 
•l. 67 

2 

2 

o 

-3 

-3 

-3 

.:06. 

- 1. 5 

o 

-3.3 4 

-3.34 

-3.3 4 

-6.68 

-3 4 

4 .• 5 -2.25 

1. 5 1. 751 9> 

9 

liiil => R' 

1 .,7 5 - 1. 67 -:¡--o:s 

11.1\ de diferencia 

-3 

5.578 

2.578 

11; 156 

4. 

-4.305 

i . 
¡-0.3051 
---··-·····---! 

- 1.67 + 1~:~~~ - 1. 648 

X2 - X¡ 

X¡ 
0.013 1,3% de diferencia 

-1.648 
2 o -3 4 

-3.296 5.432 -4.008 

2 -3.296 2.432 j -o. oo8J 

-3.296 10.864 

2 -6.592 13 •. 2961 R' 

1. 648 0.008 
= 1.6474 X3 - +13.296 -

IX3- X21= 0.0004 
X2 . . 

6.04% de diferencia 

R 

- R 

=> 



-1.6474 2 

2 

2 
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o -3 

-3.2948 5.4278 

-3.2948 2.4278 

-3.2948 10.8557 

-6.5896 ¡13.28351 

- 1.6474- 0.0004 
13.2835 

4 

-3.9996 

1 

0.00041 

=> R' 

- 1.64743 

La raíz a cuatro cifras decimales es x =- 1.6474. 

=> R 

Aplicando la fórmula general de solución, 
descriminante D = B 2 - 4 a C = - 8.5667, 
dos raíces son comple4as. 

se tiene que el 
por tanto las otras 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

l. Encuentre una raíz de la siguiente ecuac1on 
por el método de aproximaciones sucesivas 

Solución: 

X = 0.567 

-x 
e - X o 

2. Encuentre una raíz de las siguientes ecuaciones por el méto
do de aproximaci0~es sucesivas 

Soluciones: 

a) ex - 3 x O 

b) 

e) 

a 3 

sen x 

X = 0.619 

-a 
e 

2 X 

a = - 1. 857 

X] ;::; 0; X2 1. 8955 X¡ - 1.8955 
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3. Encontrar dos rafc~s de las siguientes ecuaciones por el ~~

todo de Newton - Raphson. 

Soluciones: 

a) cos x - xi = O 

b) 2 X 2 + 

e) x tan x 

X¡ 0.824 

x 
- e o 

X2 '7 0·,824 

x 1 O x 2 0.740 

X¡ 0.86 X2 3.426 

4.· Ha)lar una rafz de cad~ una de las siguientes ecuaciones, 
con el método de Newton - Raphson con tres cifras decimales de 
exactitud. 

(aplicar 
do). 

a) 4 x - tan x = O 

b) eX - 4 sen x = O 

logar~tmos en este inciso, para que converja el m~to-. 
\' 

é!) 
X 

e ·sen X - 2 X o 

d) 
2x X o 2 X e + e 

.. e) .+ 1 
' 2 o sen X - X 

f) X 
= 3 e X 

Soltlciones: 

X = 1. 393 

X = 0,370 

X 3.070 

X = 0.456 

X = 1. 41 o 

X = ·o. 619 
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s. Por el método de aproximaciones sucesivas, y el de Newton

Raphson,. encontrar la rafz positiva a tres cifras decimales 
exactas de la ecuaci6n x = cos x~ comente el grado de di
ficultad y la convergencia comparando los dos métodos. 

Solución: 

X = 0.739 

6. En las siguientes ecuaciones, con el método de Newton -
Raphson, encuentre las rafees localizadas en los intervalos 
indicados: 

a.)· 4 sen x 

b) X 
e sen x 

X 
e 

2x 

para 

para 

e) 2 sen h x = cos h x para 

Soluciones: 

X • 0.3705 

X = 3.0702 

X = o. S'-\"\'l. 

O < x < 0.5 rad 

O <' x < 11 rad 

O < x < 1 rad 

~ En la siguiente ecuaci6n el factor K tiene diferentes va
lores. Encuentre una rafz en cada caso, con tres cifras deci 
males de exactitud, con el método de Newton - Raphson. -

~.:ot X = Kllt 

a) K 200 

b) K 5 

'C) K 1.·111 

d) K o. o 11 

Soluciones: 

0.07065 

0.4328 

0.8274 

1.553 
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s. Obtener todas las ra1ce·s de las .. sigúient·es ·ec;uaciones 
algebr~icas, por el m~todo de Newton-Raph~on ~e la doble 
divisi6n sint~tica, a 3 cifras decimales de exactitud. 

~,>· x~ - 9x~ + 25x 3 - ~x 2 - 26x + 24 = O· 

b) 2x 3 - 3x + 4 = O 

e) X~ + 1. 2x 2 - ·4x - 4.8 = o 

d)· x3 + 6.6x 2 - 29 . .-o5 ,x +' 22.64 o· 

e) x3 - 4.65x 2 - 49.92x - 76.69 o 

--f) X~ + x3 + 0.56x 2 - 1. 44 X - 2.88 = o 

g) b3 - 0.8 b2 + 0.2b ,. 3.6 = o 

h) x3 - 1 2. 1 ·x2 + 7.2 X + 41.5 = o 

i) b-3. + 12. 1 b2 + 13. 1 b.+ 22. 2' = o 

j) e~ + c3 + 0.56 cz . - 1_. 44c ·- 2.88 o 

k) x 3 + 3x - O 

Soluciones: 

~f - 1.091; 4 compl. 

X.¡'=- 1.647 2 compl. 

x¡ 2 •· Xz - 2 x3 1.2 

x¡· 2. 1 Xz - 9.'8 x3 1.1 

,... x¡· 10.25 Xz -. 3,. 4 x3 .,:..22 . 
. x·¡ 1. 2, Xz 1.2 ;2 compl. 

b¡ 1. 8 2 .compl. 

_.X¡ 11. 12 . Xz = 2.474 x3 -
'b.i .. '~os ~- A~~ti b¡ - 11.1 -2 compl.' 

C¡ 1.2 Cz - 1. 2 ¡ 2 compl. 

xj o. 322 2 compl. 

X¡ - 0.7548 4 , compl. 

1.494 



44 . 

TEMA IV SOLUCION NUMERJCA ilE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

1. Aplicando el m~todo de Gauss-Jordan~ resólver el siguieh
te sistema de ecuaciones: 

a) lomando como pivote los elementos de mayor valor abso
luto. 

b) Tomando como pivote los elementos de menor valor abso
luto. Comparar los resultados al redondear a. tres ci
fras decimales: 

3.1 X¡ + 4.3 X2 - X3 = 2.31 

0.5 X¡ - 2 X2 + 3.1 X3 = 5.77 

-0.7 Xo + 0.3 X• - 3.58 

Solución: 

Para resolver el problema·por el m~todo de Gauss-Jordan, se 
hacen transformaciones elementales para·modificar la matriz 
ampiiada(A; b], en la matriz [I, x), donde (A) es lama-· 
triz de coeficientes, [ b] el vector de t~rminos independien
tes, ( I J la matriz identidad y [x] el vector solución del 
sistema. 

Escribiendo el sistema en forma matricial 

[
3.1 4.3 -1.0J rX¡J [2.31l 
0.5 -2.0 3.7 X2 5.77 

-1.0 -0.7 0.3 X3 -3.58 

- -
a) Se pide tomar primero como pivotes los elementos mayores 

y despu~s los menores, ésto es para comprobar que la so
lución es más aproximada cuando se toman como pivotes 
los mayores elementos, en valor ~bsoluto. 

La matriz ampliada es: 

[ i.1 
4.3 -1 .o 2. 31 

J 
0.5 -2.0 [] 5.77 

-1. o -0.7 0.3 -3.58 

Tomaddo c6mo pivote el 3.7 (que e~ el mayor elemento en va
~or absolutoi y dividiendo el renglón entre él, se tiene 

3.100 4.300 -Lo· 2.310 [ '·"' -0.541 1. o '·"' J 
-1.000 -0.70'0 -o. 3 -3.580 
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Ahora se h~cen ceros los elemento' de la columna del pi~ote, 
para lo cual se multiplica el seguildo rengl6n por (1) y se 
~u~a al 1a,por otra parte multiplicando el 2°por (-0.3) y su
m~ndolo al 3" se tendr~ 

[ '·"' h.7~ o '·"'l 0.135 -0.541 1.559 

-1.041 -0.538 o -4.048 ., 

De esta nueva matriz se elige el mayor elemento en valor ab 
soluto (en este caso 3.759) v se divide todo el renglón entre 
él l-0.861 

0.135 

-1.041 

1.000 

-0.538 

o 1. 03.6 

1. 559 

o -4.048 

Se hacen ceros los elementos ee la columna del p~vote, para 
ello se multiplica el 1er. renglón por (0.541) v se suma al 
2•, después se multiplica el 1er. renglón por (0.538) y se 
suma al 3", as! · 

l-0.861 

,_:::::, 
o 

o 

O. o 

1. 036] 
2.119 

-3.491 

Repitiendo el proceso se elige (-0.578) como pivote y se di 
vide el renglón entre él 

[. ::::: 
1. 000 

o 

o 

o o 

1 .036 ] 

2. 11 g 

6.Ó40 

Finalmente para obtener la ~oluci6n buscada se hacen ceros 
los elementos de la columna del pivote, para lo cual se mul
tiplica el 3er. renglón por (-0.861) y (-0.601) y se suma al 
1" y 2" r~nglón respectivamente 

r o o -4.164 ] 1 

o o -1.511 

o o 6.040 1 ... 
Reordenando la matriz se tiene 

l 
. 
1 o o '·"' J o o -4.164 

o o -1.511 
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Por lo cual, la soluci6n buscada es x¡ 

X3 = -1.511 
6.040, X2 = - 4.164, 

Sustituyendo valores en el sistema original, se"' compru~ban 
estos resultados: 

3.1(6.04) + 4.3 (-4.164) - (1) (-1.~11) 2;330 

0.5(6.04) - 2 (-4.164) + (3.7) (-1.511) 5.757 

(-1) (6.040)-0.7 (-4.164) + (0.3) (.-1.511) .. -3.579 

b) Tomando corno piVotes ios elementos de menor valor absoluto 

.... 
3. 1 4.3 -1.0 2. 31 

J [ ':' -2.0 ·3. 7 5.77 

-1.0 -0.7 ~. -3.58 

se elige a (0.3) como pivote y se divide el rengl6n entre 
~1 mismo, ~e e&ta ruancra 

[ _,_,, 4.300 -1.000 
2.310 1 

o. 5.00 -2.000 3.700 5.770 

-3.333 -2.333 1. 000 -11.930 ..... 
Pára que los el~mentos de ia columna del pivote sean ceros, 

se multiplic'a el.: 3er. rengl6n por (-3.7) y (1) y se suman al 
2 • y 1 er. renglones· respectivamente:,· con lo <.:u al 

r-~·''~1 
1. 970 o -··'"] 12.820 6.620 o 49.910 

.,;;3.333 -2 .• .33 3 1.' -11.930 .. 

Ahora el pi'vote es (-0.230,) y dividiendo é'l reng 16.n, entre- iÜ 

[ 1 

-8.565 o "·"' J 12.820 6.620 o 49.910 

-3.333 -2.333 -11.930 

Multiplicando el 1er. rengl6n por (-12.ri20) y (3,333), y 
sumándose ·? los renglones correspondientes, se 'tendrá 

[ : 
-:-8.565 Q 41.826 

.,116. 4231 o -""'" J 
-30.877 127.476 
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El úl:timo pivote es• (116;423Í; dividiendo id rengl6n entre 

él 

[ 1 ·-8.565 o 41.826 

T o o -4.-177 

o '-30.877 127.476 

Finalmente multiplicando el·2" rengl6n ~or (8.565f y 
(30.877), se .le suma al 1" y 3er rengl6n ~espectiv~mebte. 

o o 6.050 l o -4. 177 

-1. 49 7 j r: ó 

La soluci61". es 

X¡ 6.05 - 4. 177 y X3 =! - 1.497 

Comprobando el resultado. 

3.1 (6.05) + 4.3 (-4.177) - (1) (~1.497) 2.291 

0.5 (6.05) - 2 (-4.171) + (3.7) (-1.497) 5.840 

-<1> ~6.o5> -o.7 <-<..177> + <o.Jl ··<-1.497l =- 3.575 

Comparando los errores relativos entre los resultados.obte
nidos se t.iene 

Para pivotes: ·mayores menores 

1a. ecuaci6n 0.86% 0.82\ 

2a. ecuación 0.23% 1'.20% 

3a. ecuaci6n 0.028% . 0.14% 

En estos. porcent.ajes se observa que 1~ aproxim¡¡ci6n es en 
general mejor al tomar cGmo pivotes los ~lementos d~ ~ayo~: 
valc>r abso:u te. 



48 
2. Obtener la matriz inversa del siguiente sistema de ecuacio
ne~ utilizando el mªtodo de Ga~ss-Jordan. 

2.5 X¡ + 3.2 X2 + 4.0 X3 = 27.29 

1.3 X¡ - ;2.3 X2 + 3.4 X3 9;76 

2.0 X¡+ 4.8 X2- 1.3 X3 = 14.52 

Soluci6n 

E~ sistema en forma matricial es 

[

.5 

.3 

2.0 

3.2 

-2.3 

4.8 

4.0] [X¡] [27.2~ 
3.4 X2 9.76 

-1.3 x, 14.52 

El. problema se puede resolver trabajando con los renglones 
de la matriz [P., . Il , ya _que se puede demostrar q~e a_~ real!_ 
zar ope.raciones elementales se obtiene la matriz Lr 1\-11 . !'e 
esta forma: 

[

.50 

.30 

. 00 

3.20 

-2.30 

4.00 

3.40 

-1.30 

o 

o 

o o 

Aplicando el m~todo con(4.8)como pivote y dividiendo todo el 
rengl6n eritre ~1 

[
.so 

1. 30 

0.42 

3.20 

-2.30 

1.00 

4.00 o 

3.40 o 

-0.27 o o 

Al ~ultiplicar el 3er. renglón por l2.3l y sumirselo al 
2°, además de multiplicar el 3er. renglón por t-3.21 y 
sumárselo al· primero, se hacen ceros los elementos· .. de la 
columna del privote, de esta forma 

Ahora el 

[

1.16 

2.27 

0.42 

pivote es 

r,. 2.27 

0.42 

o 

o 

4.84 y 

o 

o 

o 

2.78 o 

-0.27 o 

dividiendo el 

0.21 

2.78 o· 

-0.27 o 

o 
-0.67] 

0.48 

0.21 o 

1er. rengl6'n entre 

o -0.11 
0.48 

o 0.21 

él 

Al repetir el procedimiento, se multiplica al 1er. renglón 
por (-2:78) y por (0.27), sumándolos respectivamente al 2o. 
y 3er. renglón. 
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o 0.21 o -0.1 j 
o o -0.58 0.87 

o .• 48 o 0.06 o 0.17 

El pi.vote es 1. 6. Dividiendo toc;lo el renglón entre él 

r·" . o 0.21 o -0.1] 
o o -0.46 0.63 0.54 

0.48 o 0.06 o 0.1 7 

Finalmente se multiplica ei 2° renql5n por (-0.24) ~ (-0.48~ 
y se sumiln: al 1 • y 3er .• reng~ón rea¡_>e,!civainente •.. .. 

~ 
o 0.32 -o. 15 -u] o 9 -0.46, 0.63 .0.54 

o 0.28 -0.30 -0.09 

Re.orde.nando les re_n9·lone·s para tener la matriz. en la forma 
(r A-1) s.e tiene 

r: 
o o -0.46 0.63 

o. "1 o 0.28 -o. 30 '-0.09 

LO o 0.32 -o. 1s -0.27 

Entonc·es l. a m.atr iz· inversa es 

r·· .. 0.63 '·'] [A J-1 0.28. -·0.30 -o. 09. 

0.32 -o. 15 -0.27 

3~ R~solver el sig~iente sistem~ de ~cuaciones y obtener lama 
tri'z. inversa de.l mismo por el método de· Gauss-Jord-a.n. 

X•¡ - X2 + 4 X3 6 

\ 2 X¡ + 3 :IG2 - X3 18 

3 X¡ +'xz +. X3. = 19 

s.ol.ución: 

Escribiendo ·.el si.stema en. forma· matricial se 'tiene 
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Realizando Óp~raciones •lementales se resuelve el sistema 
y además se ob~iene la matriz inversa, a través de traba~ar 
con 1~ matriz LA, b, r] para obtener [I, x, A-1L as! 

f 

-1 GJ 6 o 

:¡ 3 -1 18 o 

19 o o 

Tomando como pivote el 4, y dividiendo el renglón entre él 

['"" 
-0.25 1 .00 1. 50 0.25 o 

:J 
2.00 3. 00 -1. 0.0 18.00 o 

3.00 1. 00 1. 00 19.00 o o 

Haciendo ceros los elementos en la columna del pivote 

0.25 -0.25 1. 50 1 0.25 o 

:J 
1 

2.25 2.75 o 1 9. 50 1 0;25 
1 

1. 2 5 o 1 7. 5o ~ -0.25 o 

Se elige como pivote al 2.75~ se ~ivide el renglóri entre él 

t~:2500 2.2500 

1 

-0.2500 

2.7500' o 

0.4545 o 

1.5000 0.2500 o 

19.5000 0.2500 

6.3636 1 -0.0909 o 

Repitiendo la operación de hacer ceros los elementos de la 
columna del pivote 

r 
-0,3636 -0.0909 0.2727 o -'·'"~ ¡ 1. 72731 o 5.1818 0.4545 -0.8182 

0.4545 o 6.3636 -0.0909 ·O 0.3636 .. 
Finalmente el pivote es ( 1 . 7 2 7 3), con lo cual 

[: 
-0.363 -0.0909 0.2727 o -0.09091 

o 3 0.2632 0.5789 -0.4737 

0.4545 o 6.3636 -0.0909 o o. 3636 

Haciendo ceros los elementos de la columna del pivote 
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r: 
o ·1 1 o o 3648. 0.2105 

-··'"J 1, 
o 3 1 Q.2632 ,0 .• 5789 -0'.4737 

o ~ 5 1 -0.2105 -0.26·31 0.5789 

Reordenando 

[: 
o o 5 1 -0.2105 ,o, 2631 

0.5789 l 1 ~~ 

o 3 1 0.2632 0.5789 -0.4737 

-1 
o 1 1 0.3648 ·o.21o5 -0.2632 

Por ¡o cual el ve.c:to_r solución es 

nylaoa~io 
r,,, 0.2631 0.5789" 

x inversa; [A] -1 0.2632 0.5789 -0.4737 

-· 0._3648 0.2105 -0.2632 

4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método 
de Ga_uss-Seidel, con una aproximación a ,dos cifras decimales: 

X¡ 

2X¡+3xz 

3 X¡ + Xz + X3 ·• 19 

Sol-ución: 

6 

18 

Para que el método de aproximaciones sucesivas, tenga con
vergencia, cada urto de los elementos qcie est~ e~ la diagonal 
principal tiene que se:i:- may~r.o igual en valor absoluto que 
la suma de los valores absolutos de cada uno de los elementos 
restantes del renglón correspondiente. (Condici6n suficient~ 
m~s no necesaria). 

En este sistema: 

Para el 1er. reng.lón: 11 1 < l-11 + 141 , por tanto, no cumple. 

Para el 2" renglón: 131=121+1-i 1, por tanto, s.i cumple. 

Para el 3er. rengl-ón: I1I<I3r+l11 , por tanto,. no cumple. 

.. 
Por lo que de esta forma no se puede asegurar la convergencia. 
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Sin embargo si se reordena el sistema en la siguiente for 
ma, se asegura la convergencia (n6tese que ahora. si se cum= 
ple la conqici6n requerida) • · 

3 X¡~ X2+ XI • 19 

X·l- X2+4XI = 6 
'\ 

Despejando de la primera ecuaci6na x¡, de la segunda a x2 
de la tercera a xs 

X 1 ,. 19-xz-XJ -
3- - • 6.333 - 0.333 (X¡ + XJ) 

·18 - 2 X¡ + XI ,. 6 ( • 
x2 = 3 - 0.333 2 x¡ - xal 

XI "' 
6 - x, + x, 

4 • 1.5 - 0.25 (Xl - X2) 

El método consiste en suponer un vector soluci6n inicial, 
sustituyéndolo en la primera ec·uaci6n. 

sea 

x(O) = (O, O, O) 

entonces 

Xl = 6 •. 333 

x2 = 6 - o.333 C2 (6.333) -o) • t. 78 

XI • 1.5- 0.25 (6.333 - 1.78) • 0.36 

por tanto 

;c!tl = (6.333, 1.78, 0.36) 

Como los valores del vector soluci6n ;c<tl difieren mucho 
del. vector inicial~ se continua i'erando 

XI 6.333- 0.333 (1.78 + 0.36) • 5.~2 

X2 = 6 - 0.333 (2 (5.62) - 0.36) • 2.38 

x1 '"1.5- 0.25 (5.62- 2.38) • 0.69 

entonces 

;c<2 l ... (5.62, 2.38, 0.69) 

Como la diferencia entre ;c< 2 l ~ ;c<tl 
centésimas. 

es superior a las. 
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X¡ 6.333 - 0.333 (2.38 + 0.69) S. 31 

6 - o. 333 (2 (S.31) 0.69) 2.69 

x 3 1.5 - 0.2S (S.31 - 2.69) = 0.8S 

con 10 cual 

-(3) 
X (S.31, 2.69, 0.8S) 

repitiendo e) proceso 

6.333 o.333 c2.69 + o.8Sl S. 1S 

6- 0.333 (2 (S.1S) 0.8S) 2.8S 

x 3 1.S- 0.2S (S.1S- 2.8S) = 0.93 

-(4) 
X (S. 1 S, 2. 8 S, O. 93) 

X¡ 6. 3 3 3 - O. 3 3 3 ( 2 • 8 S + O. 93) S.07 

6 - 0.333 (2 (S.07) o. 93) 2.93 

X3 1.S - 0.2S (S.07 - 2.93) = 0.97 

x(S) (S.07, 2.93, 0.97) 

Cortinuando de esta misma forma hasta tener 2 cifras decima
les repetidas en iteraciones sucesivas se tiene 

;;< 6 ) (S.03, 2.97, 0 •. 99) 

;;< 7 l (S.01, 2.99, 1.00) 

;;< 8 l. cs.oo, 3.00, 1.00) 

-(9) 
X (S.00 1 3.00, 1.00) 

5. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de 
Gauss-Seideiy aproximando a dos cifras decimales. 

5.6 X¡ + 1.1 X2 3.4 X3 8.28 

1.7 X¡ + 4.3 X2 + 7.3 X3 1. 3 7 

0.3 X¡ + S.7 X2 + 3.3 X3 - 6.7S 

Solución: 

Las ecuaciones deben ser reordenadas, pues como están el mé
todo no converge 
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5.6 X¡+ 1.1 X2- 3.4 X¡ 8.28 

0.3 X¡ + 5.7 X2 + 3.3 X¡ - 6.75 

1.7 X¡+ 4.3 X2 + 7.3 X¡ 1 • 3 7 

Despejando x 1 , x2 , x 3 , respectivámente 

X¡ 1 • 48 - 0. 1 8 ( 1 • 1 X 2 - 3. 4 X 3 ) 

x2 - 1.18- 0.18 (0.3 x 1 + 3.3 x;) 

X 3 0. 1 9 - 0. 1 4 ( 1 • 7 X 1 + 4. 3 X 2) 

Partiendo del vector i(O) (O, O, O) 

X 1 1. 48 

X 2 - 1 • 1 8 - 0 . 1 8 , ( 0 • 3 ( 1 ~4 8 ) + 3 • 3 ( 0) ) , = - 1 • 2 6 

X3 0.19- 0;14 (1.7 (1.48) + 4.3 (-1.26)) = 0.60 

-(1) 
X (1.~8, - 1.26, 0.60)' 

Continuando d~ esta misma forma 

-(3) 
X 

-(4} 
X 

( 5) 
X 

(2.10, - L62, 0.67) 

(2.21,- 1.70, 0.69) 

(2.24,- 1.71, 0.69) 

(2.24,_- 1.71, 0.69) 

6. Aplicando el m~tqdo de aproxi~aciones sucesivas obtener pa
r a e 1 s i g u i en te s i s t em·'a d e !!_C u a e i o n e s hom ó g é neo : 

a) El mayor va 1 or. caracter:ístico, y, su v,ector correspondieri-
te. 

b) El menor va 1 of. cara~'ter,ístico y su vector correspondí en-
te. 
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2 x.¡ + 2 X2 + x, o 

X·¡ + 3 X2 . + ... x, o 

X>¡ + 2 x.z + 2 lll.¡ o 

Solución: 

a) Este método se dedujo a .P,artir. de la ecuación [A] ~ = A~ 

y ~onsiste en suponer un vector inicial ~(O) que se aproxi 
me a un vector característico de la matriz [A] . o•spués s; 

-(O) ' ' . 
multiplica [A] x . Del vector product~ as! obtenido, se -
factoriza el mlximo el~men~o, en valor abs6luto (A¡), el 
cual representa una primer aproximación al mayor valor carac 

ter!stico A, obteniendo [~ ~(O) = A¡ ~( 1 ). Tomando el vec-
-(Ü . ' . 

ter normalizado x para ~ultiplicarse de nuevo por [Aj, se. 
in.icia utta segunda iteración. Este proceso se crepite h<i.sta · 
conseguir que la diferencia éntre los elementos del vector 

~(~) y los de ~(n- 1 ) se~ m~nor que ~n~ tolerancia de error 
preestablecida. Iterando sucesivamente se llega al mayor va 
lar característico y a su ve¿tor correspondiente. 

Así,como el sistema en forma matri~ial es 

r2 2 1]' [X 1. 01 
1 3 1 X2 0 

1 2 2 x3 o_ 

' d t ' ' ' 1 -X (O) --·.l
0
0
1 

t ' y supon1en o un vec or 1n1c1a se 1ene 

[A] x(O) .= .r:. 
. 1 

2 

3 

2 
·-

factorizando el mayor elemento en ~ale~ áb•oluto de este vec 
ter producto 

. [A] ;e< o> 
2 [ : • .'] 

El escalar 2 representa 
lar característico A 
rrespondiente 

Continuando 

0.5 

una primera aproximación al mayor v~ 
y ·el vector [1 ] su vector co-

0.5 
0.5 
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¡; J ·:.51 
.. 

["'") 
2 '·'] [A J x( 1 > 3 3.0 = 3 

2 _o. 5 3. o_ 

¡, ]•"'{ 
2 :1 ~-"l :S.GGi 

f"'J 3 5.833 = 5.833 

2 ,?.833. 

(A]x( 3 ): ¡: : :] [~· 971 l[:~:;;. 4.971 r~1 • 994 
1 2 2 1 J 4.971 

[AJx( 4 ): 1 3 1 1 = 4.994 = 4.994 _1 
_ [2 2 1] [.994]. [4.989] r0.999J 

• 1 2 2 1 _4.994 l1 

[A]x( 5 ) = ¡:
1 

: 
1

. 1:· 999 =[:.-:::] 4.999 r:¡ 
2 2 ~ 4. 999 1 . . 

Es claro que ). S y X = 

b) Para encontrar el me~or valor característico y su vector 
correspondiente, se puede aplicar el mismo m~t0do modificSn 
dolo en tal forma de llegar a la siquiente expresi6n 

1 -
X = f X 

donde es el mayor valor característico 'de [A]- 1 y 
vector correspondiente. 

-
X SU 

Así pues, se necesita obtener [AJ -l . Aplicando el m~todo · 
de Gauss-Jordan se obtiene 

[o. a 
-0.4 -o.] 

-0.2 0.6 -0.2 

-0.2 -0.4 0.8 
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Aplicando el mi! todo con un vector inicial X( O),,. r: ~ 
o.~ 

-0.4 -0.2-1¡1 1 ¡0·81 

0.6 -0.2 o .. -0.2 : 

-0.4 0.8 o :-0.2 J 
=. 0.8 -0.25 

[Ar1[-:.25j 

-0.25 

[ J-1 -( 1) 
A X = -.... r~:::::J 

o. 95 

-0.30 

-0.30 

Se ve que 

f.l -1 
(1 

Por tanto 

y 

X = 

-X = 

-0,316 =[-:::::]· 
-0.316 -0.326 

.. ·0.:990 c:.330 ·¡ 
l-0.330 

r-:.330] [-:~:::] 
1-:-o. 330 -o. 332 

0.998 [-~- '"J ' 
-0.333 

[ _:_ 3.33 J" -

-0.333 '·"' ~::::~ 
¡o.999 ·¡ 

~· 333 J' 
ho.333 

y el vector caracter~stico tiende ·~ 

r-:-,·¡ Iterando con es~e valor 

-0.333 

f '·' 
-0.4 -0.2 [-:., ]= t:., - •1 ~:., -0.2 0.6 -0.2 

-0.2 -0.4 0.8 .-0,333 0,333 -0.333 

). = 1 

X '" -:.333 '] 

-0.333 . . 
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7. Calcular la ecuaci.ón característica y los valores característicos de las 
siguientes matrices por el método de Krylov. 

a) b) 

Solución: 

El mi! todo de Krylov, determi·na la ecuación característica C!:!_ 
rrespondiente mediante el cSlculo de lo$ coe~icientes bi ; 
cort i ~ 1, •• ~, n de la expresión 

n ,n-1 ,n-2 
). + b¡ A + b2 A + ••• + bn_ 1 

A partir del teorema de Cayley ~ Hamilton · 

~ n-1 n-2 
A + b¡ A + b~ A + 

que ·equivale a 

+ b 
n 

o 

Ari. y+ b¡ An-1 y + b 2 An-2 y+ .•. + bri_1. A y.+ bny = O 

donde y es un vector cualquiera y n = 3, ya que la ecua 
ción ·característica que corresp~nda a esta matriz es de -
3er. grado, con lo cual 

A3 y + 'b¡ A2 y + b2 A y + ~3 Y O 

La expresión anterior repreienta un sistema de tres ecua
cio·nes, con .tres· incógnitas b 1 , b2, b 3 y b- • 

Para plantear el sistema se partirá de 

y = 

y como 

A = [: , J 
entonces 
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A2y A ~y] (: 2 ·:w 
[ l 

2 

Al y A 1~2 y]= 2 3 

Sustituyendo 

4. 

9 + 

S 

de donde se obtiene el siguiente sistema 

2 b¡ 4 

9 

5 

Resolviendo por Gauss-Jordan 

[: 
o -4 r o -4 

l o -9 o -9 

o -5 -2 o o 4 
( 

b¡ = - 2 b2 = - 3 b3 

Por tanto la ecuaci6n. ca~a~ter!st·ica serg 

).. 3 -2A 2 -3A D 

cuyas ralees son· ).. 1 = O, A2 = 3, A3 ·= -
valores característicos correspondientes. 

biEn este casJ el sistema ser§ ~e la fcrma 

r 
{~. 
r 

i. 5: .... · 

r: 
o o 

o -3 

o o -2 

o 

que son los 
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donde 

con lo cual 

- 22 b¡ + 2 bz + bs .. 298 

-· 34 b¡ - 1 o bz ., ~ 62 

- 62 b¡ - 2 bz 650 

Resolviendo el sistema con el método de G_auss-Jcrd,.n r, 2 

:::] -[: 
2. 711· 67.354 

-34 -10 o .-8.902 o -·"·"']" -62 - 2 o 650 0.032 o -10.484 -.-

r 
o -60.065 

.. o o 47.008 

1 o o -12.002 

b1 = - 1'2 bz = 47 bs = - 60 

la ecuaci6n es 

cuyas,,. ra!ces son, J..¡ = 3 J..z 4 J., = S 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Resol~er los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando el 
m~todo de Gauss-Jordan redo~deando a dos cifras ·decimales, Co~ 
probar el resultado obtenido. 

á) 2 X + 6 y z =. - 12 

5x-y+2z= 29 

-3 X - 4 y + Z = 5 

e) -1 

2 

2 

1·- flJ r-1-
0 X2 1 

3 X 3 2 5 

e) 2X¡ +2X2'-X3 

X¡ - X2 + 2 X3 

-X¡ - X2 + 3 X3 

g) 6 

-1 

3 
~ 

2 

-3 

2 

-1 1 

2 -1 

4 -2 

. -5 2 

i) ~ + 6 - y = 3 

-<1 - 41! + . y '= 3 

3~ + 46 + 2 y = 2 

X¡ 

- 9 

13 

12 

b) 2 X¡ - X2 .+. 5 X.3 = 13 

2 X¡ + 3 X2 + 4 X3 = 20 

3 X 1 - X2 + 3 X 3 = 10 

d) 3 X + 2 y - 5 Z - 16 

X - y + Z = 6 

-x + 2 y - 2 ~ = - 11 

f) 5 X - 2 y = 1 

~2 X + 3 y - Z = 5 

y .+ z - 3 

h) 8,4 X - 2.6 y + 3 Z = 5,3 

-3.9 x - o.7 y + 2.3 z = - 1o.s4 

1.07 X+ 1,2 y- 0,5 Z = 5.08 

j) T 2 

r-1 
' 

-1 1J[x· ¡·4 1 S -2 

-1 a_ 11 l. -2 

2. Obtenga la matriz inversa de cada uno de los siguientes sistemas de ecua 
ciones por el m~todo de Gauss-Jordan. 

a) 2.2 X - 4.6 y.- 0.92 = 5 b)r2 -1 

')[:" 
2 

-1,7 X+ 2.31 y + 2 z = - 0.01 

l~ 
2 -1 X2 -5 

3.8 X- 0.75 y+ 1.7 Z = 7.95 -1 '2 ><3 3 
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e) W + 2 X + 2z = - 6.8 

-w + 2 x - 2y.- 2z = - S. 74 

w + 3 x -y+ 2z = - 12.0 

X + 2y + Z = 3.81 

3. Obtener la solución de los siguientes sistemas de ecuaciones así como la 
la matriz inversa aplicando el método de Gauss-Jordan.Aproximar a tres ci
fras decimales. 

a) 2x¡ + 3X2 - Sx3 = - 3 b) 3w+ 2x +y- z = 1 

4x¡ - X2 -2xl = - 12 -w+ 4x -y+ 8z = 7 

-3x¡ + 10x2 - Sx3 = 11 2w + x - Sy + 3z = - 14 

fd '+X -y + 2z = - 4 

e) 10x¡ + 2x2 + X3 = 6 T :: ::Jll r-:1 
2x¡ + 20X2 - 2x3 - 14 

-2x 1 + Jx2 + 10xl - 25 

4~ Obtener la solución de los siguientes sistemas de ecuaciones empleando 
el método de Gauss-Seidel. Aproxime a tres cifras decimales: 

a) X¡ + 10x2 + 9xl 7 b\ 4.71 X- 1.72 y- 0.21 Z = 4.03 

2x¡ 7X2 - 10x3 17 0. 73 X -6.3 z= 8.06 

10x¡ + 2X2 + 6X3 = 28 -2.1 X + 5.6 y + 2.3 Z = 13.67 

e) a + o 2 

'l 
2 X¡ 

[" a+ 4 e - ó = 4 -1 2 X2 -4 

a + y 2 1 3 -1 X! 13,1 

y+ ó 2 
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e) 4x¡ ~ X2 2 f) ~3.9 y+ O.J z .+ 2,1 w = 0.6 

6 ~x + 2.3 z + 0.7 w = 3.5 

~ X2 + 4x 3 2 0.5 X + 4.3 y+ 5.5 W = ~ 14.3 

8.4 X+ 2.8 y~ 1.7. + 2 W = 4.9 

g) 20x + 2 y + 6 z = 38 

X+ 20 y + 1 9 • = ~ 23 

2 X - 7 y ~ 20 Z = ~ 57 

5. 'Del sigui ente sistema de ecuaciones' obtener el mayor valor 
caracterfstico y su respectivo Vector, por el mitodo de apro
ximacio~es sucesivas. Tomar como vector inicial: 

x. = 1·.: 
J 

3 2 

:1\: l:1 2 o 

4 2 

6. Por el método iterativo (aproximaciones sucesivas), obtener 
el mayor valor caractérfstico con su correspondiente vector de 
los sistemas homogéneOs. Redondear a tres cifras decimales: 

a) ¡: 2 ¡ 1 1 ' 
b) 4 2 

-:J 
X¡ () 

2 ..\ ¡: ! = : 1 ~5 3 "2 o 

~2 4 X] ·,o 
. .1 ' 

e) x + 2y + 3z O 

1lx + y+ ~z O 

-2 X + 4 y + 9 Z = 0 
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d) 2x 2 + 3x 3 = O e) 2 x + 2 y + 3 z = O 

-1 Ox 1 - x 2 + 2x 3 = O -10 X - y + 2 Z = 0 

-2 X + 4 y + 9 Z = 0 

1. De los sistemas del problema anterior, obtener por el mismo 
,. §todo, el menor valor característico con su respectivo vector 
(No incluya el inciso (e)). 

a. En el diagrama de la figura suponga los cables inexten~ibles 
y sin peso, considere que no hay fricci6n entre la polea y el 

·cable, Calcule la ~celeraci6n del sistema y las tensiones de 
los cables. Plantee el sistema de ecuaciones y resuélvalo por 
el m~todo de Gauss-Jordan apr6ximando a dos cifras decima1es. 

ll coeficiente de fricci6n entre el plano 

cuerpos. 

Peso de "A" WA 1 o Kg 

Pe. so de "B" WB 20 Kg 

Peso de "C" "'e 50 Kg 

Sugerencia: Aplique la segunda ley de Newton 
Recuerde que la fuerza de fricci6n es 
en este caso. 

F = ~ 
f ll 

y los 

m a 
y N w 
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9~ Del circuito de la figura, el siste~a ~e ecuaciones que per 
mite calcular las corrientes i 1 , i 2 , fi, se obtiene a par= 

tir de las leyes de Kirchoff, que dicen: 

n. 
¡: 

k=1 

n 
e: = 

k 
¡: 

k=1 

O en un nodo 

Resuelva el sistema que se plantea a continuación por el mé 
todo de Gauss-Jordan. 

ti+ i 3 = i: 

¡:: + ·e: 2 R¡i¡ + R2 .i2 

+ e:3 R3i3 + R2i2 

lO.El circuito de la figura ~uestra tres inductancias o b6binas 
en paralelo. 

.¡ .... L: 
~ 

t olA ·~ } 

l-. ~ i 
L.z 

Se sabe que la matriz de inductancias es 

H -r: 
2 

4 -1 

-1 2 
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y que el sistema de ecuaciones que resuelve el circuito es: 

_, 
Calcular las corrientes i 1 , i2, i 3 • Obtenga la matriz [Lr 
por el m~todo de Gauss-Jordan y resuelva el sistema plante~~ 
do por el mismo m~todo. 

11. Los lados de un tri~ngulo son A; By C. Si se·sabe que la 
suma de las longitudes de los tres es de 60 metros, el lado 
B es dos veces mayor que el lado e y el lado A es cuatro ve 
ces la suma de los otros lados, calcular la longitud de ca~ 
da uno de lcis lados, planteando un sistema de-ecuaciones Y 
resolviéndolo con el método de Gauss-Jordan. 

12. A partir del· diagrama mostrado, plantear el sistema de 
ecuaciones que permita cal¿ular el valor de las tensiones 
en los cables y resúelvalo por el método de Gauss-Jordan. 
Considere los cables inextensibles y sin peso. 

t.L...:.L / / / / 
; 45'' 30" 

A e 

.. 2 00 l<g. 

Recuerde que E F O 
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13. Obtenga las intersecciones de cada uno de los pares de rec
-tas dados a continuación, aplicando el método de Gauss-Seidel. 

a) 8 x + y 3 b) 3 X + 6 y 2 

2 X - 5 y - 6 -4 X y 

e) 4. 5 x - y 3 

-2 X + 4 y S 

14. Obtener la ecuac1on caracterfstica y lo~ valores caracterfs
ticos de las siguientes matrices po~ el mfitod~ de Krylov. 

b) . e) 

2 o 2 

a) ¡: 2 o 

-6 

-1 21 

2 

2 

d) e) 2 o 

3 4 

2 S 
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S O L U C I O N E S 

PROBLEMA No. 1 

a) x = 3, y - 2, z = 6 

e) X¡ 1, X 2 

e) X¡ 2, X2 - 5, X 3 

g) :'.¡ 1, X2 - 2, X3 1, Xc. 

i) 4, S - 2, y= - 1 

PROBLEMA No. 2 

a) [A ~-1 

b) 

e) [A J -1 

r,, 
-0.354 

0.253 

f 
0.429 

-0.143 

0.143 

[" 1.5 

2.5 

-6.5 

b) 3 

d) X = 1, y - 2' z 3 

3 f) X o. 5' y 0.75, z=-3.75 

3 h) >: 1.69, y= 2.33, z - 0.95 

j) x = 4, ·s - 3, a = - 1 

-0.287 0.240 

-0.242 0.097 

0.535 ~.092 

0.571 

o. 143 'j 
0.286 

0.714 

0.286 

0.429 

2 -8 2 

0.5 -1 o 

0.5 -2 o 

-1.5 -5 
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PROBLEMA No. 3 

r·"· 
0.614 '·'"] a) [AF1 = -o.4s6 0.438 0.280 

-0.649 0.508 0.245 

X¡ - 3.929, X2 - 0.807, X3 - 1.456 

-0.044 -0.253 -0.223 

'-"') [Aj-1 
0.477 0.373 0.388 -1.835 

b) 
-0.074 -0.089 -0.373 0.880 

-0.253 -0.104 -0.268 1.194 

W = - 4 1 X S, y= 1, z = - 2 

r ,_,, -0.008 

·O.o>'J 
e) [A) -1 -0.007 0.049 0.010 

0.022 -0.016 0.094 

«¡ 1, x2 - 1, x3 -2 

r·' 
o.s _:_,) 

d) [A)-1 == 0.3 -0.01 

0.8 1.4 -0.2 

X = 2, y = - 3, z = 5 

PFOBLEMA No. 4 

a) x1 = 1.003, x2 = - 2.990, 'x!3 3.994 b) X 2.15,· y= 3.67, Z - 1.03 , 

c)C<=1,e 1,y=1,c5=1 d) X¡ -z,_«2 = 1, X3 5 

f)x 2,y=-1,z 3,w=~2 

g) X 1 1 y -3 1 Z = 4 
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PROBLEMA No. 5 

8 X = 

PROBLEMA No. 6 

al A 4 X = [0.667] 

1.000 

e) A 6.862 ¡0.397]·· 

X = 0.336 

1.000 
L ·, 

dl X 6.381 X = [-:::::} 

1.000 

e) A 3 
-
X f

o.5ol -o. 75 

1. 00 

PROBLEMA No. 7 

0.50 

a) A= - 1 bl A = X 0.25 

1.00 

r-o.m1 ~-"'1 dl A 1.595 X = 1.000. el A X= 1.000 

-0.542 -o.782 



PROBLEMA No. 8 

T¡ 7 Kg 

PROBLEMA No. 9 

i 1 1.9286 Amp. 

PROBLEMA No. 10 

i 1 0.6667 Amp. 

PROBLEMA No. 11 

A=48m., 

PROBLEMA No. 12 

B 

1 7 9. 31 51 Kg 

.PROBLEMl, No. 13 

71 

25 Kg a = 4.91 m/seg 2 

.2.7143 Amp. O. 7857 Amp. 

1.8333 Amp. 2.8333 Amp. 

8 m., e 4 m. 

146.4102 Kg 

al P(0.214, 1.286) b) P(-0.381, 0.524) e) P(1.25, 2.625) 

PROBLEHA !lo. 14 

al )..3 + 6)..2 + ?)..· o At o A2 1. 5858 A3 4.S142 

b) ).. < .1 o).. - 6 o A¡ - 0.5678 A2 10.567!l 

e) )..3 - 21. 2 - 8).. o At - 2, A2 O, A3 4 

d) )..2 - SA - 11 o A¡ - 1.65' A2 6.65 

e) )..3 -BA2 -9A o A¡ - 1' A2 O, A3 9 
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TEf•1A V FORMULA DE TAYLOR CON RESIDUO 

l. El departamento de pro~ucci6n ·de la CompaHia ALFA ha -
determinado que el pron6stico de ventas de uno de sus 
productos en el mercado se comporta de acuerdo a la si-
guiente funci6n · 

f(t) 1
'1 

10 6 X Ln 2 + 

donde la v~riable t representa el tiempo medido en aHos, 

Determinar: 

a) El polinomio de Taylor de grado cinco de la funci6n 
en el entorno del punto t = .!. aHo. 

2 

b) Las ventas para t = 9 meses 

Utilqzando la funcion f(t) 

Utilizand~ el polinomio de Taylor obtenido en el 
inciso an.terior. 

Solución: 

a) El polinomio de Taylor ped~do es: 

[ 
5 f (k) (a 2 

P(t) = Ts f(t; I)l=. E ----~k~.--~-
. k=O • 

desarrollando 

P(t) 
f 1 ¡.!.) . f"(.!.) f"' ¡.!.) 

f (-21) + __ 2_ (x - .!.) + -2! 2 (x - .!.) 2 + __ 2_ (x - .!.) 3 + 
1! 2 2 3! 2 

evaluando las derivadas 

f(t) = 10 6 X Lll 1~ +ti 
f(.!.) = 10 6 X Ln ( 1) = o 

2 

f' (t) 10 6 
f 1 ,.!., 10 6 X - 1-= 10 6 

.!.+t 2 .!.+.!. 
2 z 2 

-10 6 
f" ¡.!.) 106 -1 - 106 f"(t) 

= ¡.!. + t)2 2 ,.!. + .!., 2 
2 2 2 
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f"' (t) 
2 X 10 6 

f'" ¡.!) 2 X 106 
2 X 106 

¡.! + t) 3 2 ¡.! + .!)3 
2 2 2 

fiV (t) - 6 x 106 
fiV ¡.!) -E! X 106 

6 X 106 

c.!+tl~ ¡.!) + .!) ~ 
-2 

2 2 2 

fv!tl 24 X 10 6 
fv c.!l 24 X 10 6 

24 X 106 

¡.! + t) 5 2 ¡.! + .!) 5 
2 2 2 

sustituyendo 

P(t) = 10 6 !.-(1) (t-.!_) + J..::!l.. (t - .!_) 2 2 (t-.!_) 3 + (-ó) (t - ..!_)~+ 
,_ 2 2: 2 + 3! 2 4! 2 

s~mplific"':ndo 

P(t) 10 6 [ 0.2000 t 5 - o. 7500 t~ + 1.3333 t 3 - 1.6250 t 2 + 

+ 1.9375t - 0.6886 J 
b) Las ventas para t = .9 meses son 

• Utilizando la función f(t) 

/ 1 
f(t = 0.75) = 10 6 x Ln 2 + 0.75 223,143.55 pesos 

utilizando el polinomio T5 [f(t; ~) J 

P(t = 0.75) = 106 [0.2000(0.75) 5 - 0.7500(0.75)~ + 

+ 1.3333(0.75) 3 - 1.6250(0.75) 2 + 1.9375(0.75) - 0.6886] 

P(t = 0.75) = 106 (0.2231) = 223,100.00 pesos 
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2. La respuesta de un sistema de segundo orden a una en
trada impulso es: 

y(x) 
w 

n 
w 

n 

Encontrar el polinomio de Taylor correspondiente 

Solución: 

La expresión anterior se puede expresar en la forma 

siendo: 

-ax -bx 
y(x) = K e - K e 

K 
w 

n 

Partiendo de que el polinomio de Taylor de la función 

f(x) = ex es 

P(x) 
n k 

X r ,-k, 
k=O • 

y aplicando la propiedad de sustitución' se obtiene que 

n (-ax)k 
¡: -· --= 

k=O k! 

·así mismo 

[ -bx] Tn -= '" 

ahora aplicando la propiedad de linealidad 

Tn [k e -ax - k e -bx} = k Tn [e_, - k Tn [e -bx J 
s.usti tuy~ndo los polinomios correspondientes 

+ ~~- b~72 + b;~3 - ... + 
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simplificando 

Tn [y(x)} k [<-a + b) X + 2T (a2 - b2) x3 + 

+ (-a3 + b3) x3 + ••• + 
(-1) n 

(a n + bn) 
'IT ---n! 

~Obtener él ~rea bajo la curva de la siguiente funci6n 

f (x) 
4 sen x 2 

X 

en el intervalo 
Solución: 

El l~ea bajo la curva es 

4 sen x 2dx 
X 

xn] 

Como esta función no se puede integrar por los métodos 
tr•dicionales se utilizará un polinomio de Taylor para 
resolver el problema. Teniendo en cuenta que 

Tn (sen x] X -

sustituyendo x por x 2 

ahora, sustituyendo en la integral 

A = la Tf /2 4 Tn ...=~c.::::s:.::e.::_nc...:_x_• J dx 

l Tf/2 X6 XIO XI~ (-1)n (X )2n-1)d 
A = 4 ( x 2 - 'IT + s-r- - '7! + • :_·_+ ____ __;(:..:2:;.;n~--'1.,.,l.....:...! __ x 

O X 

considerando un polinomio de Taylor de grado 14 (despre
ciando los demás términos) se obtiene 

A 
Joir/2 



76 
simplificando 

3Q X 9 - 1 • 2 6 0 X l 3 ) dx 

efectuando la integral 

A 2 X~ - 1 X 6 + X lO-
9 300 17,640 

1 

rr/ 2 
xl4 

o 

289,013,760 

realizando las operaciones 

4. Determinar el error que se comete al evaluar la inte-J rr/2 
gral 4 sen x2 dx con el polinomio de Taylor uti 

0 • X 

lizando en el ejercicio anterior. 

Soluci6n: 

Para calcular el error involucrado en la integral se 
toma el siguiente término no nulo que aparece en el 

polinomio generado, el cual resulta ser iguat a 

4 xle/9! 4 xl7 ---x---- = g:- , según el ejercicio 3 valuando este 

para x ~ [o, Tr/2] se tiene que el error es ~gual a 

0.0237 este coincide con el error E2 (x 2 ) esto es: 
' n 

E 2 n(x 2 ) = --1-, [-rr/ 2 (x 2 - tl 2 n f 2 n+ 1 (t) dt en donde la 
2n. Jo 

derivada se evalua para t = O y se considera n = 4 
que corresponde a los términos existentes en el polino
mio entonces: 

Ea --1 f rr/2 (x 2¡ = 
8! o 

(x 2 ) 8 dx 

ya que.;. la novena derivada de sen x'2 valuada en cero es 
igual a uno. 

Haciendo 

l.__j Tr/2 
8! 

o 
u 8 du 1 

Tr/2 
u9 

o 



el error 

ser!a 

sustituyendo 

esto implica 

para 

4 
X 

Es 
~l4 

4 Es (u) 
X 
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como 

X E (o, Tr/21 

el error ser!a el antes calculado, esto es: 0.0237 ==-=-=-= 

5. Se ha determinado que la fuerza que ejerce un soporte 
d~ una mesa vibradora sobre el piso esta dada por la si-
guiente expresión · 

F 
S )o 

Tr/4 
( sen(2x) - cos(2x)) dx 

2x 

cviluar la integral, utilizando un polinomio de Taylor 
de grado menor o igual a cinco. 
Solución: 

La magnitud de 1~ fuerza se puede determinar al evaluar 
la integral 

siendo 

-- foTr/4 F f(x) dx 
S 

f(x) = sen (2x) - cos (2x) 
2x 

esta función se sustituirá por un polinomio de Taylor de 
quinto grado, el cual se obtiene como sigue: 
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desarrollando: 

Ts [f(x)] 
f'(O) f"(O) 2 f"' (O) x 3 + fiV(O) ~ 

f (0) + - 1-!- X + ~X + --3-!- --4-!- X 

!11 tratar de obtener la!. derivadas f' (O), f" (O) ••• fv (O) se ob
serva que el proceso es sumamente tedioso, por lo cual conviene me 
jor utilizar las propiedades del operador de Taylor. Partiendo de 

·los siguientes polinomios de Taylor 

Tn.[sen x] 

2n-1 ' 
X 

(2n-1) !· 

-l -j x2 + ~ - x6 
T n COS X = 1 - 2f 4 ! 6T + • • • 

2n 
(-1)n ~ 

2n! 

utilizando la propiedad de sustitución, se obtiene que 

Ts [sen 2x J = 2x - <;~) 3 + (~~) 5 

L- J"T (2x) 2 (2x)~ 
T 5 cos 2x = l - - 2-!-- + - 4-!--

Ahor~ utilizando la propiedad de linealidad 

Ts [sen (2x) - cos (2x) J = Ts [cos 2x] - Ts [sen 2x J 
sustituyendo 

Ts [ sen(2x) - cos(2x) 

simplificando 

]= 

[ :::s:..::e:.:n.:.!.( ::.2:.:x.:..l_-_c=o.=s....:<c.::2:.:x~)'- ] = 
Ts 2x 

sustituyendo este polinomio en el numerador de la inte
gral 

F 
S 

simplificando 

( 2x + 2x 2 4 x 3 - 2 - 3 3 

2 X 

X~ + 4 xs 
1s ) dx 

fo rr/4 2 2 
F S ( 1 + X - 3 X 2 - 3 X 3 + 1s X~) dx 

efectuando la integral 

F 
S 

F 
S 

X + 

por lo tanto 

Fs 962 Kg 

0.962 
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&. Calcular el error que se comete al evaluar la integ.ral 
.·. , .. ~·· 

de la función f(x) = sen( 2x) 2x cos( 2x)' en el interva-

1~' [o, w/4] a través del polinomio de Taylor de grado -
c1 neo .. 

Solución: 

El error esta dado como 

E (x) 
n 

Esto implica la determinación de la sexta derivada de 
la función f(x) ¡ en el ejercicio 5 se calculó esta 
integral, el operador se obtuvo a través de polinomios 
de Taylor ya conocidos, así la derivada sexta de la fun
ción sen(2x) es nula y la derivada sexta de cos(2x) es 
igual a - 1 para x = O que con el signo negativo de 
la función resulta 1. 

Sustituyendo valores en la expresión que da el error 
se tiene: 

Es (2x) 

haciendo 

u = 2x 

entonces 

para 

X (. [.l, 

( 11/4 

5T )o (2x) s (1) dx 

Es (u) 

E$ (u) 

E S ( 2x) 

-1 !o1T/4 
5! o 

6T (u)6 

(ÍX) 6 
6T 

Es ( 2x) 

u s du 
6 

(~) 5T 6 

o. 02 o 9 

est~ error es el de la función f(x) = sen(2x)- cos(2x) 

y se quie~e el ne f(x) 
2x 

el error de esta función sería 

para 

Es (2x) = í .!__ (2x) 61/2x 
2x 6! 

Es (2xl = O. 0133 
2x 

6T (2x)s 

el cual coincide con el sexto término del operador~ esto 
es 

[<~~~ 6 J /2x 
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7.Una partícula dentro de un fluido, describe una~ 
toria dada por la función ~ 

f(t) = sen 2 t + cos t t 

Obtener 

a) El polinomio de Taylor de séptimo grado que repre
senta a la función f(t) en el entorno del punto 
t = o. 

b) El polinomio de Taylor que representa la velocidad 
de la partícula. 

Soluci6n: 

Partiendo de los polinomios de Taylor de las funciones 

f1 (t) sen t 

cos t 

los cuales se obtienen de la siguiente forma 

P1 (t) T¡[f1(t)]= 

desarrollando las sumatorias 

7 
l: 

k= O 

7 
l: 

k=O 

f 1(n) (O) 

k! 

1 " 
(VII ) 

P1 (t) = T¡[f1(t)J = f1 (C) + f1 (O) t + f¡(O) t2 + ••• + f1 
1: 2! 7! 

1 " 
(VII) 

(O) 

P2(t) = T1~2(t)J= f2 (O) + f2 (O) t + f2 (O) t2 + ••• + 
f (O) t7 

1! 2! 7! 

Calculando las derivadas 

f1 (t) sen t f2 (t) cos t 

f 1 (O) sen (O) o f 2 (O) cos (O) 

f i (t) cos t f ~ (t) - sen t 

f; (O) e os (O) f ~(O) sen (O) o 

f" (t) - sen t f" (t) - e os t 
1 2 

f" (O) - sen (O) o f"(O) - cos(O) - 1 
1 2 

f"' (t) cos t f" 1 (t) sen t 
1 2 

f"' (O) -
1 

cos (O) - 1 f"' (O) sen(O) o 
2 \ 

e 



fiV(t) = sen t 
1 

fiV (O) sen(O) = o 
1 

·v ." f -(t) = cos t 
1 

fv(t) = cos(O) 1, 
1 

fVI(t) -· sen t 
1 

fVI (t) - sen(O) = o 
1 

fVII(t) - cos t 
1 

fVII(t) - cos (O)= - 1 
1 

sustituyendo 

P1 (t) T7 r 1 <t >,. 
l. 
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fiV(t) cos t 
2 

fiV (O) cos (O) 
2 

fv(t) - sen t 
2 

f (O) - .sen (O) o 
2 

fVI (t) - cos t 
;¡:, 

fVI (O) - cos(O) -
2 

fVII(t) sen t 
2 

fVII (O) sen (O) = o 
~. 

Aplicando la propiedad de ·sustitución para obtener los 
polinomios de Taylor d~,la~ ftinci~nés 

se obtiene 

1 
P¡ Ctt> 

F 1 (t) = f (ct) 

F2 (t) = f (ct) 

1 t sen 2 

cos .Lt 
2 

e~> a e~> s c.!.> 1 
~ 2 2 2 2 - __ 3_!_ + _s_:_ - 7! 

ahor~ aplicando la propiedad de linealidad 

P (t) = T7 [en ~ + cos I ~ = T7 ~en I t J + T7 ~os I t ~ 

t 2 t~ t 6 
- --+ -·-- --

222: 2~4: 266: 

1 

•:.: 



82 
simplificando 

t t.2 t 3 t~ t 5 t 6 t 7 
P(t) = 1 + -- --- -- + -- + --- -- - --

2 2 22! 2 33! 2'4! 255! 266! 2 7 7! 

bl Para encontrar la vel~cidad de la partícula ser¡ ne 
cesario encontrar la derivada del polinomio que se
encontr6 anteriormente, para lograrlo se utiliza ia 
propiedad de derivaci6n de los.polinomios de Taylor. 

sustituyendo 

v (t) = :t T7 [sen I t + cos } t] = T&[~t (sen J t .+ cosit>] 

v (t) .. T 6 [t cos t t ... I sen t t] 

Aplicando la propiedad de linealidad 

v(t) =} T& [cos ~ t ] - ~ T&[r~en ~ t] 

1 t 2 t' t 6 1 1 t 3 · t 5 
( 1 - -- + -- - --l - - (- t - -- + -·- ) 

2 2 22! 2t 4! 2'6!· 2 2 233! 255! 
V (t) 

simplificando 

Otra forma de obtener el resultado anterior sería deri 
vando directamente el polinomio de T.aylor obtenido en el 
inciso anterior. 
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B.Calcular el error en los incisos a y b del ejercicio 
anterior. 

SolucHin: 

a) Como ya se vió en los ejercicios anteriores 

j •t 

E 7 (t)=~! a(t-k) 

coincide con el sigui.ente término del polinomio de Taylor 
generado por la función 

este 

b) El 

f(t) = S<¡!n 

igual 
te 

es a 8T 

E7 (t) 

error ser!a 

d E7 (t) 
---ci"t 

2 t + cos 2 t 

te 
8T 

't Evaluar 1 a integral de probabi 1 idad 

3 -1 t2 

- 1- e- 2 dt 
3 l2il 

entonces 

utilizando un polinomio de Taylor de grado 30. 

Solución: 

A partir del plinomio de Taylor de la función f (t) = et 

n tk t t2 t3 t~ 
E - = 1 + - + - + 3! + ••. + n.' 

k=Ok! 1! 2! 

se puede obtener el polinomio de Taylor de la función 

t2 

f(t) = e-2 haciendo uso de la propiedad de sustitución, 

cambiando t por 
t2 

-2 se tiene: 

,_L¡k t2 2 2 

n (-2) (- !...¡2 ( - ~)n 

E 
2 

1 
2 2 

--¡:--= + --,-!- + __ 2_!_ + ••• + __ n_! _ 

k=O 
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simplificando y considerando un polinomio de grado 30: 

-~+ tl6 tl8 t20 

645120 10321920 - 185794560 + 3715891200 

t22 
+ 

t2~ t26 

8,174960x10 1 o 1.961990x1012 5.1 01175x1 o13 

t28 tao 
+ ------

1.428329x10 15 4.2850x1 o16 

integrando 

ti S tl7 tl9 
+'96'7"68o'ii+ 1li,472640 3530096640 

+ 
t21 t13 

+ 
t25 t27 

+ 
1,803371x10 10 1.880240x1012 4.90475x1 o1 3 1,377317x1 015 

3 

1328345x1 018 . -3 

sustituyendo límites: 
- 2-13 .le- ~ ~t = 2 [ 3 . _ 27 + 243 _ 2187 + 19683 

T3 0 .J 6 40 336 3456 
3 

- 177147 + 1594323 - 14348907 
42240 599040 9676800 

+ 
129140163 1162261467 
175472640 3530096640 

+ 1•0460x1 o1 0 - ~4143x10 10 

70803371x10 1 0 1.880240x1 o12 

+ !1.472886x1 o11 - j,625597x1012 

4,.90475x1 o13 1377317x101 5 . 
efectuando operaciones: 

~63037xl013 ~7é733x1Ql ~J 
+ 442154x1oJ& - )28345x1ol e • 

1 J 3 

,l21r -3 

(2.4998) o. 9973 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

Obtener el polinomio de Taylor de cada una de las si
guientes funciones: 

Soluci6n: 

1. T2n+1 [: 1+xÍ] ? P(x) n ( "') k k~O k X 

[1!x ] 

n k 
2. T ? P(x) k~O (- 1 ) X 

n 

- X l n 2k+1 
3. T 

l1-x2J 
? P(x) k~ O X 

n 

k 

[(Áx J 
n (log o.) k 

4. T ? P(x) k~O n k! 

[sen 2 x] P (x) ~ (-1) k+1 
22k-1 

5. T2n = ? = ( 2k)! 
X 

k=1 

(considerar que cos 2 X 1 - 2 sen 2 x) 

r 1 
n (-1 )k+1 k 

6. T Llog(1+x>j = ? P(x) k~1 X 
n k 

í }--:¡¡-;¿·-, n 2k+1 
P (x) X 

7. T2n+1 '.og -- . = ? k~ O~ L 1-x ~ 

: 1 
n k 

P (x) k~O 
X 

T 1- ? T+1 8. n -x 

k 
X 

2k 

n-1 ( -1) k 2k+1 

J P (x) k~O 
X 

9. T2n+1 arctan X ? 2k+1 
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TEMA . VI INTERPOLACION, DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA 

1. Aplicando el m~todo d~ interpolaci6n de Newton y usando la 
siguiente tabla calcul~r: 

al El valor de 1 para x = o.s 

bl El valor de y para x = 4 

e) El valor de .y para x = - 3.4 

d) Los coeficientes del polinomio d.e Newton 

1 : ¡_:: ¡_;: ,_,: ¡_: ¡.: 1 

Solución: 

al· P.ara poder aplicar este método es necesario que los espa 
ciamientos en las x sean constantes como ocurre en este
caso, en que h = 2 0 Construyamos la tabla de diferenci.as 
finitas: 

X Y· Ay Azy A3y 

-3 -51 

40 

-1 -11 -40 

~ 
48 

1 -11 
~ 8 
~ 3 -3 56 

64 

S 61 

Como ·las terceras diferencias se vuelven constantes, el grado 
del polinomio que corresponde a los datos es 3. 

calculemos el valor de y para x = 0.5. Para esto aplicaremos 
la fórmula de Newton, debido a que los espaciamientos en las x 
son constantes. La fórmula en cuestión es: 

Yk = Yo +K Ayo + k(k-1) 8zy0 + k(k-1) (k-2) 83Y + k(k-1) (k-2) (ic-3) ·-y+ 
... 2! l' o ' 4! Ll o ••• 
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así mismo el valor de k está dado por: 

h 

donde es el valor de x para el cual deseamos encon-

es el valor anterior de al introducirlo en trar y , x 0 

la tabla y h es el incremento constante de los valores de -

x en la tabla, en este caso h = 2. 

As!, el valor de k es: 

k 0.5-(-1) 
2 

0.5+1=0.75 
2 

Sustituyendo este valor y los de la tabla en la f6rmula se tie 
ne: 

y = _11 + (O 7S) (O) + (O. 75) (O. 75-1) (8) + (O. 75) (0. 75-1) (O. 75:..2¡ (48) o. 75 • 2 . 6 

efectuando las operaciones necesarias se tiene.que: 

Y0.75 - 9.875 

es decir que para x = 0.5 y - 9.875 

b) Para obtener el valor de y cuando x = 4 no se tienen en 
la tabla las segundas y terceras diferencias, sin embargo 
como se sabe que las terceras diferencias son constantes 
se completa la tabla. Así: 

--·--------
y lly 

-51 

40 

-1 -11 -40 

o 48 : 
-11 8 

8 48 

3 -3 56 

X='l --+ 48* 

S 61 

48* 
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Los valores con asteriscos· se obtuvieron en ba·se a .las terce
ras diferencias constantes. Ahora bien, como sabemos que una 
cantidad "x" menos 56 debe ser "igual a 48 tenemos: 

z - 56 .. 48 z = 104 

Una vez completada la·tabla 
en el inciso anterior. 

se calcula y para x = 4 como 

Ex.is:te también otra forma de resolver este problema y consi·ste 
en invertir la tabla original, obtener las nuevas diferencias 
y aplicar la f6rmula En est'a forma se resolver& el inciso. 
La tabla queda de la siguiente forma: 

X y lly ll2y 

5 61 

- f- -64 

3 -3 56 

-8 

1 .;.11 8 

o 
: 

-1 -11 -40 

1 
-40 

1 

1 
-3 -51 

Ahora se sustituye en la f6rmula: 

(0.5) (0.5 -1) 
Yo.s = 61 + (0.5l (-641 + 2 (56) 

y el valor de y para x 4 es: 

y = 19 

ll'y 

-48 

-48 

El valor de k es: 

k=~ .. 0.5 
-2 

(0.5)(0.5 -1)(0.5 -2i 
6 (-48) . 

e) El valor de y para x = - 3.4 queda fuera de la ta
bla por lo cual el problema es de extrapol.aci6n. Para 
resolver el problema se vuelve a utilizar el hecho de -
que las terceras diferencias son constantes, con lo cual 
la tabla queda: 
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X y t. y t.2y t.3y 

-5 -179"" 

128* 

-3 -51 -88* 

40 48*· 

-1 -1.1 -40 

o 48 

1 -11 8 

8 48 

3 -3 56 

64 

5 61 

Calculando k: 

k 
-3.4 - (-5) 

2 
"73.4 + 5 

2 
0.8 

Sustituyendo valores 

Yo.8 = - 179 + (o.s¡ (128) + (0.8l <~.8 - 1l <-88) + (0.8) (0.8 ¡n (0.8 -2)(48) 

por tanto el valor buscado es: 

y= - 68.024 

d) En este inciso se .busca el polinomio del cual provieJ.cn 
los datos de la tabla, ésto es, determinar el valor de 

y para cualquier x se inter~ola en cualquier inter
valo de la tabla .. Si se interpola entre x = - 1 y 
x = 1 se tendr!i: 

X y 

-3 -51 

1 -1 -11 

1 -11 

·\ 3 -3 

5 61 

k.= 

t. Y 1 t.2y t,ly 

40 

-40 

o 48 

8 ~ 
~ 8 K. 

64 

X - (-1} 
2 

56 

X + 1 
= --2-

1 
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Sustituyendo en la fórmula obtenemos el polinomio: 

1x+1l 1x+1 _ 11 (~ (x+1 _ 11 (!!.!_ _21 
y k= - 11 + (~ (O) + 2 2 2 (8) + 2 2 6 2 (48) 

Agrupando para hacer operaciones: 

yk = - 11 + (~ (x+H <}l (x+1-2l (4) + <}l (x+1l (~ (x+1-2) (x+1-4l (8) 

• Desarrollando los productos indicados: 

Finalmente agrupando y reduciendo términos semejantes se ob
tiene: 

y x 3 - 2 x 2 - x - 9 

que es el polinomio buscado. 

2. Dada la funci6n definida por la tabla, calcular el valor de 
y cuando x = - 1 

X y 

--
-6 40.1000 

-4 4.2200 

-2 -27.6550 

o -55.3790 

2 -79.2130 

4 -99.1570 

6 -114.7720 

8 -126.0940 

1 o -133.2430 

12 -136.0100 

14 -134.6800 

16 -129.3590 

Use la f6rmula de interpolaci6n de Newton. 
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Solución: 

La tabla de diferencias de la función es: 

X y !J. y ~1Yo ll 3Yo ll~Yo !J.syo !J.&yo 

-6 40.100 

-35.880 

-4 4.220 

-31.875 4.013 

0.138 

-2 -27.655 4.151 ¡-0.399 

-27.724 -0.261 1.221 
1 

o -55.379 3.890 -0.561 0.822 1.505. 1 -2.726 
-~3.831! 

2 -79.213 4.451 -0.683 2.274 
1 

-19.944 -0.122 o. 769 

4 -99.157 4.329 0.086 -0.939 
-15.615 -0.036 0.170 

6 -114.772 4.293 .-0.084 0.583 
1 

-11.322 -0.120 0.413 

S -;-126.094 4.173 0.329 -1.236 

- 7.140 0.209 0.823 

10 -133.243 14.382 
-0.494 1.496 

- 2.760 -0.285 0.673 

12 . -136.010 4.097 0.179 

1.330 -0.106 

14 -134.680 4.991 

5.321 

16 -129.359 

Se observa que las diferencias no se h~en constantes, sin 
embargo se puede ver que las segundas diferencias son las 
que más se aproximan a serlo. Por esto, a pesar de que las 
siguientes diferencias son diferentes de cero, se puede de
cir que •polinomio que mejor se ajusta a los datos es de se 
gundo grado. 

As! sólo se usará la siguiente parte de la tabla: 
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X y Ayo b.2yo 

-6 40. 100 

-3S.880 

-4 4.220 

-31.87S 4.013 

-2 -27.6SS 

~ 
4. 1S1 

o -5S.379 

~ -23.834 

2 -79.213 4.451 

1 

-19.944 

4 -99.1S7 4.329 
¡ 

1-114.772 

-1S.61S 

6 4.293 

-11.322 

8 -126.094 
1 

4. 173 

- 7.140 

10 -133.243 4.382 

- 2.760 

12 -136.010 4.097 

1. 330 

14 -134.680 4.991 

5.321 

16 -129·.3S9 

siendo el valor de k 

X - X O k ~ ...;.;;k....,.. __ 
h 

-1 - (-2) = 
2 2 = O. S 

La f6rmula se reduce a 

Yk = Yo + k Ayo + k(~7 1 ) b. 2yo 

Sustituyendo valores numéricos 

27 6ss O.s( -27.724) + C.S(0.5-1) 
Yo. S = - • + 2 

(3.890) 

Haciendo operaciones 

y 0 • 5 = - 42.490 

Es decir, el valor de y cuando x = - 1 es aproximadamente: 

y = - 42.49 
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3. Obtenga los valores de y para x = 3 y para ~. 6 para 
la funci6n.~efinJda por la siguiente tabla: 

solución: 

Debido. a que los espaciamientos de las x no son constantes 
no es posible aplicar la fórmula de interpolación de Newton, 
sin embargo podemos usar la fórmula de interpolación de Lagr~ 
ge. 

Dicha .fórmula es la siguiente: 

X '1 

X¡ o S 

X2 1 ·7 

xs 2 9 

X~ S 1S 
' 

X 7 19 

Hagamos que los puntos queden tepre~~ntados por un polinomio 
de 4to. grado,para lo cual tomaremos los S puntos de la tabla 
y la .fórmula se redu,cir.a a• S términos. Cabe .mencionar que no 
es necesario. usar todos. los té.rmin'os d·e la tabla· pará la in
terpolación, sino que generalmente se toma un intervalo de la 
misma de acuerdo al grado del polinomio que se quiere aproxi
mar y que incluya los puntos ~e interés. As! al sustituir los 
valores numéricos·· de .la• tabla te~emos: _ 
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Y .. (x - 1) (x - 2> (z - 5) (:11:. - 7) (~) (x - O) (x · - 2) (x :.. S) (x - .7) 17) 
(O- 1)(0- 2) (O- S) (O~ 7) + (1- O) {1- 2) (1- S) (1 - 7) \ 

+ (z- O)(x -1)(x- Sl(x- 7) l9'• (x- O)(x- 1)(x- 2)(x- 7) l.) 
(2 - O) (2 - 1) (2 - S) (2 - 7) .'1 (S· - O) (S - 1) (S.- 2) (S -. 7) 1S 

(z - O) (x - 1) (x - 2) (x - S) \ i\ 
·+ (7- O) (7- 1)(7 -· 2) (7- S) 191 

Para x = .3 tenemos: 

y = (3 :- 1) (3 - 2)(3 - S) (3 - 7) (s'+ (3 - O) (3 ..; 2) (3 - S) (3 - 7) (7) 
(O -1) (O- 2)(0- S) (O- 7) 1 (1 -O) (1 - 21(1- 5) (1 -,7) 

+el- 0)(3'-1>Ó.., S)(3- 7)l9)+ (3- 0)(3 -1)(3- 2)(3- 7)~1S) 
(2 - O) (2 - 1) (2 - S) (2 - 7) (S - O) (S - 1) (S - 2) (S - 7) 

(3 - 0) (3 - 1) (3 - 2) (3 - S) t · ,\ 
• c1·-.o> (7- 1> (7- 2) <7- s> ~ 9' 

oesarroflarido: 

(2) (1) (-2) (-4) lS)+ (3) (1) (-2) (-4) t 7)+ (3) (2) (-2) (-4) ¡9\ 
y'" (-1) (-2) (-S) (-7) (1) (-t) (-4) (-6) \ (2) (1) (-3) (-S)\ '1 

+ (3) (2) (1) (-4)(1S)+ (3) (2) (1) (-2) '19) 
(S) (4) (3) (-2) (7) (6) (S) (2) ' 

Haciendo operaciones: 

y 
16 24 48, ~ -24( \ -11 ,\ 
70\S) + -2il7) + 3()'9' + ::-rro 1S¡ + . 420 (19, 

y = (0.22) (S) + (-1) (7) + (1.6) (9) + (0.2) (1S) + (-0.029) (19) 

Finalmente: . 

y= 1.143- 7 + 14.4 + 3- o,s4~ 

Y el valor de .y para x = 3 es: 

't = 11 

Ahora bie~ para .x = 6 tenemos: 

., (6'-1)(6-2) (6-S) (6-7) (S)+ (6-0) (6-2) (6-S) (6-7·)·17) (6-0) (6-1) (6-S) (6-7)(9) 
y (0-1) (0-2) (O-S) (0-7) (1-0) (1'-2) (1-S) (1-7) \ + . (2-0) (2--1> (2-S) (2-7) 

+ (6-0) (6-1) (6-2) (6-7) (1S)+ (6-0) (6-Ú (6-2) (6-S) (19) 
(S-0) (S~1) (S-2) (S-7) (7-0) (7-1) (7-2) (7-S) 
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Y haciendo operaciones: 

-20() -24t) .-30' ~ -120 ) 120 ( ;\ 
y .. 7o. S + =24'\ 7 +. :JO .9¡ +. ·::"120 (1S + 42 .0 . 191 

y.- 1.429 + 7-. + 1S + S.429 

E~to es, el valor de 'y para x = 6 ~s: 

.. y = 17 

4. De la siguiente .tabla se quiere saber para que valor de X 
se obtuvo y= 3.3, aproximando un pol~nomio de 3~r. grado. 

X. 0.3 1 0.7 1.2 1.4 

y 4,S68 ¡ 3.126 3.S62 4.11S 

Solución: 

Se trata de una interp~laci6n inversa, por lo tanto se invier 
te la tabla, o s~a, las x ser¡n ahota y y vicevers~¡ una ~ 
vez' hecho esto se procede .a interpolar con la fcSrm.ula de La
grange por no tener e·spa·cios constantes. 

La tab~a ~hora _es: 

X y 

4.S68 0.3 

3 .1.26 0.7 

3.562 1':2 

4. 1.1 S 1 .• 4 

La· fcSrmula de· ·Lagr.ancje:.para el caso. es: 

y = (x - xz) (x - xal (x - x~) 
.(x¡ - xz)(x¡·-·x,).(x¡ -.x-) 

·ex- x¡) (x -. x 2) (x- x~l (x- X¡) (x- xzl (x.- xal 
;+ (X3 -X¡) (xa - xz) (X3 -X~) y,+ (X- -X¡) (X- - Xz) (x~ - X3)" ·Y-
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Sustituyendo los valores de la tabla y considerando x ,. .3. 3 
se tiene: 

(3.3 - 3.126)(3.3 - 3.562)(3.3 - 4.115) ~ 
Y= (4.568- 3.1261 (4.568- 3.5621 (4.568- 4.1151 (0•31 + 

+ (3.3 - 4.568) (3.3 - 3.562) (3.3 - 4.115) ( ~ 
. (3.126 - 4.568) (3.126 - 3.562) (3.126 - 3.562) o. '1 + 

+ a.3- 4.568)(3.3- 3.126)(3.3- 4:115) < ) 
(3.562 - 4.568) (3.562 - 3.126) (3.562 - 4.115) 1•2 + 

(3.3 - 4.568) (3.3- 3.126) (3.3 - 3.562) ( ) 
+ (4.115- 4.568)(4.115- 3.126)(4.115- 3.562) 1•4· 

Resolviendo: 

y= o.o11o + o.3048 + o.8896- o.3266- o.884a 

Por lo tanto la x es: 

X = 0,8848 

s. Para la función definida en la tabla 

X 0.2 0.4 0.6 o.8 1.2 

y 0.938 0.864 0.832 0.867 1.3 

calcular: 

a) La primera derivada en x = 0.2 utilizando fórmulas de 
derivación obtenidas con polinomios de lo., 2o. y 3er. 
grado. 

b} La segunda derivada en x = 0.6 utilizando una fórmula -
de derivación obtenida con un polinomio de 2o. grado. 

e} La primera derivada en x = 1.2 usando fórmulas de derfv!_ 
ción obtenidas con polinomios de 2o. y 3er. grado. 

Comparar con los resultados exactos si: 

Solución: 

al Para x • 0.2, se deben utilizar fórmulas de detivación 
que tengan el pivote en primer término, pues este es el 
primer valor de· la tabla. Tomando e.n cuenta lo anterior P.!. 
ra la interpolación a través de un polinomio de.primer gr.!_ 
do la fórmula correspondiente es: 

, 1 [ Yo = - · -1 
h = 1 l es decir: 

donde h es el incremento de las x • Para este caso h=e.2, 
sustituyendo l~s valores correspondientes en la fórmul.a se -
tiene: 
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y' (0.2) .. 0~2 ' [ (•1) (0.938). + (1) (0~864!] 

haciendo operaciones·: 

y' (0.2) = - 0.370. 

Ahora bien, para interpolaci6n de segundo orden la f6rmula 
que se aplica es: 

y¡ = .L (- 3 4 -1 J es·decir, 
2h = 

Sustituyendo valores y realizand~ las oper~ciones indicadas se 
tiene: 

y' (0.2) = [ (-3) (0;938) + (4.) (0.864) + (-1) (Q.832)] 

2 (O, 2) 

y' (0.2) - 0.475 

Para la int6rpolaci6n de tercer orden, la f6rmula que se uti

liza es: 

1 1 [-11· 18 Yo = 6h _ -9 

Sustituyendo valoresi 

y' (0.2)':6 ~.2)[(-11) (0.938) + (1.8) (0.864) + (-9) (0.832) + .(2) (0.867)] 

y (0.2) ~ - 0~433 

Calculando ahora el valor exacto: y' 

que se obtuvo como: 

xz Lx 
x2 

ex 2Lx y = X e 

x 2 Lx 
y' = e [ d~ ~ x 2 ~x)] 
y' 

y' 
sustituyel\do 

x2 Lx[.Z1 J e x x + 2 x Lx. 

= y(x + Lx 2X) 
x = 0.2 tenemos: 

X 2 ·2X 
X (X + LX ) 

y' (0.2l = (0.2l <0 • 212 [o.2 .¡. L(o.:ií 2 ' 0 '· 2 ~ 
y 1 (o. 2) = - o. 41·6 
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Por lo cual se ve que los v·alores obtenidos con las f6rmulas -
de derivaci6n tienen errores del 11.08%, 14.15\ y 4.14\ respe~ 
tivamente. 

b) En este inciso se debe utilizar la f6rmula: 

-2 

ya que"en la tabla tenemos valores anteriores y posteriores a 
· x = 0.6, esto es, que el pivote en la f6rmula debe ser interme 
dio. 

sustiiüyendo valor~s: 

y" (0.6) = [ (1) (0.864) + (-2) (0.832) + (1) (0.867)J 
(0.2) 1 

Ha~iendo operaciones: 

y"(0.6) = 1.675 

Ahora se compara con el resultado exacto: 

y"(0.6) = [ (0.6) (0'. 6 ) 2 (0.6) + L(0.6) 2 (0. 6) J [ (0.6) + L(0.6) 2 (0. 6)] + 

+ 0.6 (0. 6) 2 [3 + L(0.,6) 21 = 1.646 

por lo cual el error que se presenta es de 1.95\. 

Aqu! ae aprecia la utilidad del método, pues el error no es 
muy grande y la deriva!a se calcula m!s rSpidamente que con mé 
todos exactos: 

e) En este inciso debemos utilizar f6rmulas que tengan el -
pivote en el Último término, ya que X= 1.2· es el Últi
mo dato de la tabla. 

Para una interpolaci6n de segundo orden la f6rmula es• 

y' = .!_ [ 1 
2 2h 

Sustituyendo valores: 

-4 

y 1 (1.2) = 2(~.2) [ ('1) (0.867) + (-4) (1) + (3) (1.3)] 



99 

Para la interpolaci6n de tercer. o.rden la f6rmula a utilizar 
es: 

9 -18 11] 
Sustituyendo los valores correspondientes: 

y'(1.2) = 6 ( 0 ~ 2¡ [<-2l (0.832) + (9) (0.867) + (-18) (1) + (11) <D>] 

y 1 (1.2) = 2.033 

Ahora se calcula el valor exacto y se comparan resultados: 

Y los errores que aparec.en son del "1. 94\ y 4. 54\ respectivame.!!. 
te. 

Se debe hacer notar que las f6rmulas con pivotes centrales dan 
una mejor aproximaci6n, siendo éste el caso del inciso b). 

6. La trayectoria de un efectr6n e~tá defin1da por la siguien
te tabla. Calcule la pendiente de la trayectoria cuando el -
electr6n esta a 2, 4 y 5 p (micras)~ medidas del eje de las a~ 
cisas. Use la f6rmula de derivaci6n que mejor se ajuste a los 
datos. 

x(p) 1 2 3 4 S 

y {p) 1 1..26 1. 44 1..59 1 • 71 

Soluci6n: 

Se pide calcular la pendiente de la trayectoria, para lo cual 
se calcuiar4 la derivada de la misma en los puntos pedidos. 

La tabla de diferencias finitas será útil para ver el or
den del poli~omio que mejor se ajusta a los datos& 

X y !:J. y l:J.2y t:J.'y 

1 1 
0.26 

2 1. 26 -0.08 
0.1 B o.os 

3 1. 44 -0.03 
O. 1 S 0.0 

4 1. 59 -0.03 
o. 12 

S 1 • 71 
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Como las segundas diferencias se hacen constantes, la fór
mula de derivación que se debe utilizar es de segundo or
den. 

Para calcular la derivada cuando x = 2, la f6rmula que se 
aplica es: 

2h [ - 1 

la cual corresponde a una interpolación limitada a un polinomio 
.de segundo grado con pivote central, sustituyendo valores y efec 
tuando operaciones, se tiene 

y· (2) = 2·~1) I (-1) (1) + o. (1) (1.44) J = 0.220 

Por lo cual la pendiente de la trayectoria en x = 2 es 
m = 0.220. 

Ahora para x = 4, la fórmula que se va a utilizar es la mis
ma, ya que es para un t'rmino medio de la tabla. 

Sustituyendo valores y calculando la derivada: 

y'(4) = 2(~) [(-1)(1.44) +o+ (1)(1.71)]= 0.135 

• Por lo tanto m = O. 1 35 euando x = '1 

Finalmente para x = 5 la f6rmula que se usar4 es: 

pues el pivote está en el último término, as!: 

y'(S) = 2 (~) [(1)(1.44) + (-4)(1.59) + (3)(1.71)] = 0.105 

Es decir, en x 5, la pendiente es m= 0.105 
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~ Obtener un valor aproximado de la pendiente de la tangente 
a la curva en el punto donde cruza el eje x. 

Soluci6n: 

Se pide la pendiente donde y = O, pero se desconoce el punto 
x en el cual ocurre ésto. Sin embargo podemos calcularlo con 
una interpolaci6n inversa de Lagrange. 

Para realizarla se debe invertir la tabla: 

y X 

-2 o 
-1 1 - 1- 2 2 'i=O 

Ahora se aplica la f6rmula de interpolaci6n de Lagrange: 

(0 + 1)(0- 2) (O+ 2)(0'- 2) (11 (0 + 2) (O+ 1lt2) 
X = (-2 + 1) (-2 - 2) (O)+ (-1 + 2) (-1 - 2) ~ + (2 + 2) (2 + 1) 

~ealizando operaciones: 

x = 1.67 

Y la tabla resultante es: 

X 'j 

o -2 

1 -1 

1.67 o 
2 2 
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a}!..ora Sf1!. obtiene la derivada en x • .1. 67, pero los espacia-: 
mientes no son constantes, para poder· aplicar una féSrmula de 
derivaciéSn es. necesario completar la tabla para lo cuai se. 
obtendrá el valor de y para x = 0.33, con esto se logra 
un intervalo con espaciamientos constantes entre 0.33 y 1.67. 

Aplicando la f6rmula de interpolación de Lagrange 

Y = (0.33.,. 1) (0.33 - 2ll-2l 0.33(0.33-2)(-1) + Q.33(0.33-1) (2¡ ·-1 89 
{O - 1l (O - 21 + l1-0l (1-2) (2-0) (2-1) • 

la tabla con espaciamientos constantes queda de la s,t.guie.!!_ 
te forma 

ll ., 
0.33 -1.89 

1.00 -1.00 

1.67 o.oo 

ahora se obtiene la derivada en x = 1-.67 que da la p.endien-
te pedida, aplicando la siguiente fórmula de der.ivación nu111érica 

y' .. .!... [ 1 
2 2h 

.sustituyendo ·valores: 

-4 

y'(1.67) .. 2(.~67) [1(-1.89)- 4(-1.00) + 3(0.00)] 

realizando operaciones: 

y'(1.67) .. 1.57 

Es decir, la pendiente de la tangente a la curva en y • O es: 

m= 1.57 

a. Obtener una raiz de la siguiente ecuaci6n por el m~t~do de 
Newton-Raphson, usando f6rmulas ~e deriva~i6n numErica. 

3 x 2 - 6 x + 1 .. O 
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Solución: 

La f6rmula de Newton-Raphson es la siguiente: 

F(x l 
n 

xn+1 = xn- ~~ 
n 

para valuar e~ denominador ~e pue~e utiiizar una fórmula 
de d~rivaci6n num&rica, sustituyendo por ejemplo F'(x) por 

F 1 (X) = tL (-y O .¡. Y¡) 

Pudi&ndose expresar de la sigüiente forma: 

F' (x) = {- F(xn_ 1 ) + F.(xn)} 
n xn -· xn-1 

Sustituyendo en la ecuación de Newton-Raphson 

F (X ) [ X - X 1] n · n n-

para este caso 

rx - x 1 n n-1 

aplicando esta fórmula de recurrencia se obtiene la ra!z 
buscada, tabulando la función para localizar un valor ini
cial 

X f(ll..) 

o +-
-2 

2 

3 10 
1 

como hay un cambio de signo entre x O y x = 1, ello impl~ 
ca que en este intervalo hay una ra!z. 

consideremos x 0 = O 
de recurrencia 

x¡ = 0.6,.aplicando la fórmula 

x 2 = 0 • 6 _ (J(0.6l 2 - 6(0.6) + 1l (o.6- o) 

(3(0.6) 2 - 6(0.6) + 1) -(3(0) 2 - 6(0) + 1) 
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Haciendo operaciones 

-0.912 
0.6 - =27520 = 0.238 

Interando con x 2 = 0.238 

X3 = 0.238 -
[3(0.238) 2 - 6(0.238) + 1) [0.238 - 0.6 ] 

G<o.238> 2 - 6(0.238> + 1] - [3 (0.6) 2 - 6 (0.6) + 1] 

0.093 x, = 0.238 - '1:'2'62 = 0.164 

Haciendo una nueva iteración 

G (0.164> 2 - 6(0.164> • 1J l0.164 - o.2J8] 
0.164 -

[3(0.164) 2 - 6(0.164) + 1] -[ 3(0.238) 2 - 6(0.238) + 1] 

x,. = 0.164- -0.007 
0.355 

= 0.184 

Iterando nuevamente 

xs 0.184 -
[3(0.184)2 - 6(0.184) + 1] Lo.184 - o.164] 

[j(0.184) 2 - 6(0.184) + 1]-[3(0.16 - 6(0.164) + 1] 

-0.00005 
x 5 = 0.184- _0 • 09912 = 0.184 

Como se repite el valor de x , la ra!z es aproximadamente 

~ = o. 184 

Comprobando el resultado 

3(0.184) 2 - 6(0.184) + 1 =- 0.0024 

Se ve que el error es muy pequeño. 

Este método es muy útil cuando el cálculo de la derivada de la 
función es dif!cil. 
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9. Encuentre la siguiente integral definida utilizando la f6r
mula de integracf6n numérica que más se aproxime. 

¡1 x 2 loq x dx 

SolucicSn: 

Primero se hace una tabla de esta funci6n con puntos que se 
encuentren entre 3 y 7. 

Mientras más puntos se tenqan, la inteqral se aproxima mejor 
a la exacta, por lo tanto se toma un incremento h = o.s 

i xi yi 

o 3.0 4.2941 

1 3.5 6.6648 

2 4.0 9.6~30 

3 4;S 13.2276 

4 s.o 17.4743 

S s.s 22.3960 

6 6.0 28.0134 

7 6.S 34.34S6 

8 7.0 41.4098 

Sobre esta tabla haqamos la de 
que los espaciamientos de las x 
de qu' qrado es el polinomio que 
funci6n dada. 

i xi y 

o 3.0 4.2941 

1 3.S 6.6648 

2 4.0 9.6330 

3 4.S 13.2276 

4 s.o 17.4743 

S s.s 22.3960 

6 6.0 28.0134 

7 6.S 34.34S6 

8 7.0 41.4098 

donde :• 

diferencias finitas, ya 
son constantes para ver 

se puede ajustar a la -

/:;y Azy 

-2.370~ 
O.S97S 

-2.9682 
0.6264 

-3. S946. 
0.6S21 

-4.2467 
0.67SO 

-4.9217 
0.69S7 

-S.6174 
0.7148 

-6.3322 
0.7320 

-7.0642 

en la tabla se puede observar que las sequndas diferencias 
son aproximadamente constantes. 
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Esto quiere decir que se puede aproximar un polinomio 
de segundo grado·a la func~ón que definen los puntos de 
la tabla • Por lo tanto podremos utilizar las fórmulas 
de Simpson y el error ser{ pequeño. 

En este caso ·n (número de espaciamientos) es igual a 
8 , y como es par podremos usar la fórmula de Simpson -

de 1/3. Si n hubiera sido múltiplo de 3 podríamos usar 
la de 3/8 y si hubiera sido iapar y múltiplo de 3 uti 
zar!amos las dos combinadas. 

La fórmula de Simpson de 1/3 es: 

A .. ~3 [Y 0 + Y + 2 \ordenadas .de + 4 \ordenadas del 
n L orden par L orden imparj 

h .. 0.5 

sustituyendo valores 

1~2 1og x dx= 035 [4.2941 + 41.4098 + 2(9.6330)+ 17.4743 + .28.0134 +. 

+ 4(6.6648 + 13.2276 + 22.3960 + 34.3456)] 

A = 77. 0802 u 2 

calculando la integral exacta 

integrando por partes 

J u dv = uv - J v du 

u . Ln X du .. .!. dx 
X 

dv - x2. dx x• 
V .. 3 
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sustituyendo 

5 x1Ln x dx .. x• Ln x -·J· x• 2!. • x• ~ x ·- x• .. x• (Ln x -!) 
3 3 X 3 · · 9 3 .J. 

por lo tanto 

11 
1 

Lñ'TO • x1 ·Ln x dx .. --1--
Ln 10. 

[ 
x 1 . . 1 

-(Ln X--
3 ' 3 

= 80.07143 - 2.9912 .. 77.08022 u 1 

al calcular la integral exacta se observa que presenta.ma
yores dificultades que, al evaluarla utilizando mlltodos nu
mllricos, siendo el resultado prácticamente el mismo. 

10. Dada la. siguiente funci6n tabulada 

i xi yi 

o 1 -4 
1 2 6 

2 3 1'8 

3 4 32 

4 S .48 

S 6 66 

6 7 86 

7 8 108 

8 9 132 

calcular las integrales definidas para los intervalos si.-
!JUientes: 

a) 1 ~ X ~ 9 por Simpson j 
b) 1 ~ X ~ 9 por Trapecial 

e) 1 ~X ~ 6 
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soiucicSn: 

Primero se hace una tabla de diferencias para ver si .la funcicSn 
se puede ajustar· a algdn polinomio. 

r 

i xi yi 4Yi A2yi· 

o 1 -4 
-10 

1 2 6 2 

2 3 18 
-n 

2 
-14 

3 4 32 2 
-16 

4 5 48 2 
-18 

5 6 66 2 
-20 

6 7 86 2 
-22 

7 8 108 2 
-24 

8 9 132 

como las segundas diferencias se hacen constantes, la funci6n ta 
bulada se ajusta a un polinomio de segundo grado," por lo tanto -
al utilizar las f6rmulas de Simpson el error será nulo. 

a) Para el intervalo 1 < x < 9 por Simpson 1 
3 se obtiene: 

A ,. !!,3 ry 0 + Y- + 2 '" ordenadas de + 4 ~ ordenadas de] r .. L- orden par l-orden impar 

rdonde h es el espaciamiento entre cada punto tabulado; para 
este caso es 1 

sustituyendo valores 

1' d 1 f4 + 132 + 2(18 + 48 + 86) + 4(6 + 32 + 66 + 108J 
1 y X"'J ] 

"' t (1U\O) .. 426.661 u 2. · 
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b) Ahor.a utilizando la fiSrmula trapecial 

h 
A., 2 

sustituyendo valores 

f , y dx ;. .!. r_4 • 1 32 • 
1 2 [ 

+ yn + 2 ' resto de las] L ordenadas 

2(6 .• 18 + 32 + 48 + 66 + 86 + 108) J = 428 u 2 

como se ve el resultado es basta~te diferente del anterior. 

La tabla se obtuvo al tabular la funci6n 

por lo tanto, la integral exacta es 

[' (X 2 + 7 X - 12) dx = r~ 3 + 7x 2 
-2- - 12 X 

(9) 3 7(9) 2 1 7 = -3- + --2-- - 12(9) - 3- 2 + 12 = 426.667 u 2 

Como se puede observar, con la f6rmula de Simpson 1/3 se 
lleg6 al resultado exacto, y con la trapecial el error es de 
0.314\. 

e) Para el intervalo 1 < x < 6 el valor de n(número de subin
tervalos) es cinco por lo-tanto no se puede usar la fiSrmula 
de Simpson 1/3 y tampoco se puede utilizar Simpson 3/8. Loque 
se hará es divi'dir el intervalo en dos, uno de 1 < x < 4 e·n 
el que se usará Simpson 3/8 y otro de 4 < x < 6 en-que-se u
tiliza,rá Simpson 1/3. Para el primer intervalo la tabla es 

i xi yi 

o -4 
---

2 6 

2 3 18 

3 4 32 .. ·-
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la f6rmula de Simpson de .3/8 es: 

A = !_ h 
8 [ 

~ ordenadas de + 3, resto de ] 
Yo+ Yn + 2 Lorden mdltiplo Llas orde-

de 3 nadas 

sustituyendo valores se tendrl quea 

~-y dx = i [-4 + 32 + 2(-) + 3(6 + 18)] ='37.5 u 2 

para e.l intervalo 4 < x !. 6 la t._bla qued~ 

.o 4 32 

5 48 

2 6 66 

La flirmula dé 'simpson de 1/3 esa 

1 
A = 3 

e 

h [ Yo + Y + 2 ~ordenadas de + 4 ~ordenadas de] 
· n Lorden par· L orden impar 

sustituyendo valores 

/..'y dx • t [32 + 66 + 4(48) ]= 96.667 u 2 

Sumando los dos resultados 

37.5 + 96.667 a 134.167 u 2 

La integral exacta es 

~ 
6 

x• 7x2 
-+ -·-- 12 x] 3 2 1 

(6) 3 7 (6) 2 . 1 7 2 = -3- + -. -2- - 12. (6) - 3- 2 + 12 .. 134.167 u . 

Se puede observar que el resultado es exacto, esto se debe a que 
el Índice de error en las dos f6rmulas es el mismo y se trata 
de un polinomio de segundo grado, por .lo tanto el error es nu
lo.-



111 .. 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

1 •. Encontrar el g.rado del polinomio que puede representar 
al conjunto de valores de la siguiente tabla: 

X -4 -2 o 2 4 

y -4.333 2.333 . 7~667 38.333 

Soluci6n: .Jer. grado. 

2. De la tabla del problema ariteri~~apl~tando el m~t~do· 
de interpolación de Newton, obtener: 

a) El valor de y para x =· - 1 

b) El valor de y· para X = 3.53' 

e) El valor de y para x = - 4.5 

d) El polinomio que de'fine 1 a función •. 

Solución: 

a) y 1.6667 

b) y = 28.1232 

e) y =.· "'·69.875 

d) 
x' xz 1 y .= -+ + l. 

3. Para lá sigui'ente tabla obtener los valores del de's.Pl!; 
zamiento s para los tiempos:. 

a). t 7.5 seg 

b) t - 1 seg •. 

e) t 28;3 seg. 

interpolaci6n Newton. 
: 

Utilice la fórmula de de 

30 t (tiempo en seq ~ ) O 5 1 O 15 20 25 
1--------4-+--+-t--+---+-....... -11---1 (s=t3 ~Jt2 ) 

s (distancia en m.) O O. 5 7 27 68 137.5 243 
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Solueilin: 

a) s = 2.5313 m 

b) S = 0 

e) s = 202. 6252 m 

4. En la siguiente tabla se tienen los datos d~ peso y al 
tura de varios individuos de diferentes edades. Calcular 
el peso de cada individuo para las siguientes alturas: 

h (altura en m) 

w (peso en Kq) 

Solulfilin: 

a) h 

b) h 

e) h 

1. 73 

72.21 

1.84 m 

l. 72 m 

l. 76 m 

1.75 1.77 

72.26 72.30 

a) w = 72.395 Kg 

b) W = 72.215 Kg 

e) W = 12.275 Kg 

1. 79 1.81 1.83 

72.32 t72.36 72.38 

5. Haciendo una interpolaci6n lineal calcular f(x) =ex, 
para x = 1.2. Si f(1) = 2.7183 y f(1.4) = 4.0552. 

¿cuál es el error? 

Soluei6n: 

f(1.2) = 3.3867 error -:o 2.0067\ 

6. Del problema anterior, calcular f(x) para el mismo -
valor de x haciendo una interpolación de segundo or~ 
den , si f(l.8) = 6.0496. Calcular el error y comparar 
el resultado con el de interpolaci6n lineal. 

soluei.6n: 

f(l.?.l = 3.1374 error : 5.5023\ 
-- - -

7. La energfa cinética (E) de un cuerpo de masa (m) está 
dada para diferentes velocidades (v) por la siguiente ta 
bla. Determinar la energía cinética cuando: -

a) v = 0.6 

b) V = l. 3 

e) v = 2.5 
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v (m/s) 0.8 1.2 1. 6 2.0 2.4 

E(Joules) 0.145 0.327 o.58• 0.908 1.308 

Solu.cicSnl 

a)· E =·O .082 Joules 

b) E = o .384 Joules 

e) E = 1 .419 Joules 

a. Los siguientes datos corres ponden al crecimiento de 
una planta. Calcular la altu ra de la misma: 

a} A los 10 días 

b} A los 20 días 

e)' A los 30 d"ías 

semana 2 3 4 S 6 

Altura (m) 0.75 1.2 1.75 2.5 3.45 4.7 
~--------~--~ 

9. Encontrar el polinomio cor~espondiente a la siguiente 
tabla por medio de la fórmula de interpolación de Lagra~ 
ge. 

X y 

-2 25 

1 -a 

2 -15 

4 -23 

SolueicSn.: 

Y = x2 - 1 o x + , 

10. Calcule el valor de y para x = 5.6 y x = 7.8 de -
la siguiente función: 

X y 

1 3 

4 12 . 

6 18 

9 21 

Soluci6n1 
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. y .. 1"6 • 9S para x .. S. 6 

y·· 21.07 ·para x • 7.8 

11. Obtenga los valores de y para x = 0.5 y x. = 2 por me
dio de la f6rmula de interphci6n de Lagrange. Obtenga des
puis ~1 polinomio al cual corresponden los valores de la ta
bla: 

X y 

o 1 

1 -3 

3 2S 

4 129 

S 381 

soluci6n: 

y ... 0.937S para X .. o.s 

y . - 3.00 para X .. 2 

y -x' - 2 x' + x2. - 4 X + 

12. Experimentalmente se han obtenido las deformaciones de un 
reso~te para diferentes cargas. datos que se registran en la 
tabla. Hallar la carga que corresponde a una deformaci6n de 
14 mm. en el resorte 

x[-J p [kc¡J 
S 49 

11 1 os 
17 172 

21 2S3' 

25 '3S2 

Soluci6n: 

p .. 160.96 !Ce¡ 
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13. La ~iguiente tabla nos muestra las diferentes velocidades de 
un autom6vil. Calcule la velocidad para t = 3.5 s 
t = 6 S y t = 11.6 S 

t [s] v [m/s] 

o 25 

5 60.5 

7 82. 1 

1 o 95.6 

12 105 

SoluciiSn: 

v = 52.96 m/s para t 

v = 74.07 m/s para t = 6 S 

V = 1 0 1 • 2 8 m/ S para t 11.6 S 

14. Una pelota es lanzada hacia arriba y su altura para diferen 
tes tiempos se muestra en la tabla siguiente. Calcule las co 
rrespondientes a t = 2.5 s y t = 4 s -

t [ s] b[m] 

o o 
2 5 

3' 8 

S 7 

SolucicSn: 

h = 6.63 m para t = 2.5 s 

h 9.20 m para t = 4 S 
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15. Calcular los valoras padtdos para cada una de las tablas 
siguientes por ~adio de la f6rmula de tnterpolact6n de La
granga. 

a) 
X o .2 2.5 4.0 5; 1 6.0 6,5 7,0 

~(x) 3 6.84 14.25 27.00 39.21 51.00 58.25 66.00 

f(2) = ~ f(4.5):: f f(6.3):::? 

Soluci6n: 

f (2) = 1 1 f (4. 5) = 27.58; f(6.3) = 55,25 

b) 

X o 1.4 ~.5 3.8 5.4 6.0 6.7 7.0 

. f(x) 5.00 1.36 1.25 
1 
4.24 7.56 17.00 23.09 26.00 

.· 

f(2)::.:.! f(3) = ~ f (6.40)=? 

Soluci6n: 

f(2) 3.06¡ f(3) = 2; f(6.4) = 21.29 

·16. Obtenga el valor de y 
iriterpola~i6n de Lagrange. 
puesta exacta, si ~sta ·es 

correspondiente a x = 4.5, usando 
Compare el resultado con la res

Y = 5.456. 

X 2 3,5 4 5 5,5 

y 2,827 3.623 4.573 5,920 5.998 

Soluci6n: 

y= 5.402; Erro~= 0.99\ 

17. Dada 1 a .sigui ente tabla de puntos. encuentre e 1 va 1 or de y 
para x = 2.5, utilice la f6rmula de interpolaci6n Lagtange. 
Compare las respuestas con la respuesta exacta. 
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xi yi 

o 1 

1 1. 209 

l 1. 837 

3 0.423 

4 -3.027 

Solución: 

R exacta y(2. 5) = 1.498 

R Lagrange y (2. 5) = 1.442 

18. Encuentre utilizando la f6rmula de interpolaci6n de Lagran
ge una x que proporcione una y= 7.386, basándose en la t~ 
bla siguiente: 

X. yi 
~ 

0.2 -2.619 

1 3 

1.3 4.425 

2.2 8.177 

Solución: 

X = 1.999 
19. La siguiente tabll muestra la producci6n y el consumo apa

rente en toneladas de ácido sulfúrico en México, encuentre la 
producci6n y el consumo aparente para los años de 1953 y de 
1958. 

año producción cons umo 
a par ente 

1950 43.374 43 .754 

1951 56.667 5'6 .744 

1954 109.962 115 .263 

1956 156.915 159 .543 

1957 186.203 186 .940 

1960 248.828 249 .248 

1961 275.984 276 .1 95 
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Soluci6n: 

año producci6n consumo 
aparente 

1953 102.503 102.865 

1958 200.000 200 •. 270 

o. Calcular la primelll y segunda derivadas de las funciones de
finidas por la~ siguientes tablas pa~a los valores pedidos; 
(Use la f6rmula del orden que mejor se ajuste a los datos). 

a) Para x = - 0.4, x = 0.2; x = 0.6 

X ~ 

0.6 0.4573 

0.4 0.6827 

0.2 0.9720 

o 1.3333 

-0.2 1.7747 

-0.4 2.3040 

-0.6 2.92 93 

soluci6n: 

y'(-0.~).- 2.2222 

y 1 (o. 2) 1 • 61 98 

y' (0.6) 0.9808 

y"(-0.4) - 2.4000 

y"(0.2) - 1.800b 

y"(0.6) - 1.3950 
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b) Para. t - 2; t = o 

t S 

-3 13 

-2 3' 

-1 -1 

o ~ 
1 9 

2 23 

Soluci6n: 

S 1 (-2) = - 7 

S 1 (O) =· 5 

S~(-2) = 6 

S" (O) = 6 

e) Para t "' - 0.45; t = 0.55; t = 0.05 

.t V 

-0.70 6.470 

.-0.45 5.608 

-0.20 5.120 

0.05 5.008 

0.30 5.270 

0.55 5.9a8 

Soluci6n: 

v' (-0.45)· - 2.1oo, v"<-o.45l = 5.984 

v' (-0.2) - 1. 192'1 ¡-·V" ( 0 • 2) = 6. 016 

V 1 (0.05) 0.300 v"(0.05) a 5.984 
' ~ . 

• ·~· r J < • 

21. Para la -función definida por la siguiente tabla calcular 
usando interpolación de tercer orden: 



úci 
a) La primera derivada para X = - 3; X = 1 ; X = 7 

b) La segunda derivada para. X = ~ y X = T 

e) La tercera derivada para X = 5 

X f(x) 

·3 0.368 

-1 0.717 

1 1. 396 

3 1. 718 

5 5.294 

7 1 o. 312 

Solución: 

a) f'(-3) = 0.144; f'(1) = 0.449 f 1 (7) 3.318 

b) f"(3) = 0.314 ; f"(7) = 0.908 

e) f''' (5) = 0.149 

22. Usandd fórmulas de interpdlaci6n de segundo y tercer orden 
calcular para la siguiente tabla: 

X y 

2 1. 0986 

3 2.0:,794 

4 2.7081 

5 3.1781 

6 3.5553 

a) Y'(2) 1 y'(4)·; y:'.(6) 1 y"(5) 

b) y"' (3) 1 y"' (4) 1 y"' (5) (sólo con fórmulas de tercer or
den). 
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Soluci6n: 

al Segundo orden Tercer orden b) 

y 1 (2) 1.1S69 y 1 ( 2) 1.0647 y"' (3) o. 1934 

y' (4) o.S494 y' (4) o.S38 y"' (4) = o.06S9 

y' (6) 0.3308 y' (6) 0.3S28 y"' (S) 0.6S90 

y" (S) =-0.0928 y" (S) - 0.0928 

23. Obtener las derivadas pedidas aplicando fórmulas ue inter
polación de Primer , Segundo y Tercer orden para la función -
definida en la tabla. En el caso de que no pueda obtenerse -
la derivada con las fórmulas conocidas explicar por que: 

a) z'(-0.3) z'(-0.2); z'(0.3) 

b) z '" (O) z " ( o • 2) ; z "' ( o • 2) ; z" (o) z" (-0. 1) 

w z 

-0.3 2.473 

,.0.2 1. 992 

-o. 1 1. 499 

o 1 

o; 1 0.501 

' o!. 2 0.008 

0.3 -0.473 

Soluci6n: 

Primer orden Segundo orden Tercer orden 

al z'(-0.3) 4.81 z 1 (-0. 3) 4.7S z'(-0.3)=-4.73 

z 1 (-0. 2) 4.93 z' (-O. 2) 4.87 z'(-0.2) = -4.88 

z' (O. 3) no se puede z 1 (o. 3) 4.7S z'(0.3) =- 4.73 

b) z 111 (0)=6 z" (O) = O 

z" (o. 2) 1. 2 z" <-o. 1 l = - o. 6 

z"' (0.2) 6 
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24. Calcular para la función definida por la tabla: 

a) y' (-1 >: y' (-0.2); y1(0.6l usando interpolación de segundo 
y tercer orden. 

b) y"(-0.2); y"(0.6) usando interpolación de segundo y ter
cer orden. 

t Ht) 

-1 0.5403 

-0.6 0.9359 

-0.2 0.9992 

0.2 0.9992 

0.6 0.9359 

1 0.5403 

Soluci6n:· 

segundo orden tercer orden 

a) y • ( -1 ) = 1 • 4 o 44 y' (-1) = 1.6285 

y'(-0.2) = 0.0791 y'(-0.2) = 0;0635 

y' (0.6) = - 0.5736 y'(0.6) =- 0.4685 

b) y"(-0.2) = - 0.3956 y"(-0.2) = - 0.3956 

y"(0.6) = - 2.0769 y"(0.6) = - 2.0769 

25. En la siguiente tabla se muestran los valores de la veloci
dad (v) de un tren que frena al llegar a la estación en los -
diferentes tiempos (t). Calcular la aceleración para los ins 
tantes t = 15 y t = 20 . Use interpolación de tercer orden. 

t [s] v (m/s] 

S 6.6328 

10 4.7590 

15 3.6.741 

20 2.9164 

25 2.3412 

30 1.8842 1 
Soluci6n: 

a (15) 0.1794 m/s'-

a(20) 0.1285 m/s:ll 
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26. Usando fórmulas de derivación con interpolación de tercer 
orden y la siguiente tabla, calcular: 

;tl e• 1-2111 , e• !-311/21 1 e• 1-111 

bl e•(-211) 1 e•(-311/2) e" (-11) 

e) e•• (-711/4) ; e•• (-511/4) 

p e 

-211 o. 8415 

-711/4 o. 6496 

-311/2 o 

-511/4 -o. 6496 

- 11 ,.o. 8415 

Soluei6n: 

al e• c-2111 = o.2413 , e•(-311/21 =- o.9242 , 8'!-111 = o.24o9 

b) e•(-271) = - 1.4840 ; 8"(-311/2) = o. ; 8"(-71) = 1.484 

e) e•• (-711/4) = 0.944? ; 8"' (-511/2) = 0.9447 

27. Los datos de la tabla nos fndi~an la energia ~nterna de una 
sustancia (u), al aumentar la entropia (s). Si s'e define a la 
temperatura como a la derivada de la energía interna con res
pecto a la entropia a volumen especifico ~onstante, calcular: 

T(-0.6) ; T(-:,0.4) ; T(-0.2) y T(0.1) (use in:"erpola-
ei6n de tercer orden) • 

S u 

-0.6 o. 6081 
~ 

-o.s o. 5303 

-0.4 o. soso 

-0.3 o. 5251 

-0.2 o. 5961 

-o. 1 o. 7389 

o 1 ( 
1 1. 4777 



Soluci6n: 

T(-0.6) 

T(-0.4) 

T(-0.2) = 
T (O. 1) 

124 

1. 0642 

0.0352 

1.6833 

6. 18 77 

28. Los datos de la siguiente tabla'nos muestran la posici6n de 
un cierto proyectil teledirigido en los instantes marcados. 
Calcular: 

a¡) La velocidad del proyectil en los instantes t = 'IT; 
t = 'IT/2; t = .'IT/4. 

b) La acele~aci6n del proyectil para t = 3'1T/4 y t = 'IT/2 
Utilice f6rmulas de interpolaci6n de segundo orden. 

t [s] x (m] 

'IT 0.106 

3'1T/4 0.238 

. 'lt/2 0.397 

1f/4 0.604 

o 1 

Soluci6n: 

a) V('IT) ""- 0.151 m/s ; v('IT/2) =- 0.233 m/s ·, v('IT/4) =- 0.384 m/s 

bl a(3'1T/4) = 0.044 m/s'& ·; a(1f/2) = 0.078 m/s"& 

29. Los datos de la tabla fueron medidos empfricam~nte de un 
circuito RC . Si t es el tiempo y q la carga en el capa 
citor, calcular la corriente i en el mismo capacitor si -

i ~ ~ para todos los tiempos mostrados. Use fórmulas de in 
terpolación de tercer orden. 
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t [s] q (coul] 

o o 
1 2.379 

2 4.532 

3 6.480 

4 8.242 

S 9.837 

Soluci-ón: 

i (O) 2.499 amp i (3) 1. 852 amp 

i ( 1) = 2.263 amp i (4) 1. 675 amp 

i ( 2) 2.047 amp i (5) 1. 518 amp 

30. La utilidad bruta de una empresa particular t años des
pués del 12 de enero de 1970' es p millones de pesos, estan
do p deffnida en la tabla. 

Encontrar la tasa a la cual estuvo creciendo la utili 
dad bruta al 12 de enero de 1972, al 12 de enero de 197! 
y al 12 de enero de 1980. Teniendo en cuenta que la Liti 
lidad bruta es dP/dt 

t p 

2 15.6 

4 24.4 

6 36.4 

8 51.6 

10 70.0 

Solución: 

P 1(2) 3.6 millones de pesos por año. 

P'(6) = 6.8 millones de pesos por año 

p•:1~1 = 10.0 millones de pesos por año 
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31• Una escalera se encuentra apoyada como se muestra en la fi
gura. En el tiempo cero empieza a resbalar disminuyendo la -
altura de su extremo superior. Ba•ándose en la siguiente ta
bla calcular la velocidad y aceleración del extremo superior 
cuando t = 4 s ; t = 8 s Aplique fórmulas de tnterpola 
ción de segundo orden. · -

t [s] h [m] 

o 15 
2 13 
4 9 

6 5 
8 2 

10 o 

Soluci6n: 

v (4) 2 m/s 

v' (4) = O 

v ( 8) 1 • 2 5 m/ s 

v'(8) 0.25 m/s 

32. Un automóvil registra valores de velocidad con respecto al 
tiempo, como en la gráfica 

'· 
3 t,. t (s] 
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al ¿cuál es su aceleracicSn par. a t .. 2 S ?· 

b) lCu41 es su aceleracicSn para t = 4 S ? 

el lCu41 es su aceleracicSn ·para t = t ? 
X 

d) Intet;prete re11ultados 

SolucicSn: 

a) alt=2 = m/s 

b) alt=4 m/s 

e) alt=t ... o 
X . 

d) La aceleración hasta t = 4 ·s es igúal al 1 m/s~ porque 
la pendiente de la recta es 1, la recta es y= x. La 
aceleración para t = tx )Tale ·cero pues es. un punto de 
velocidad constante. 

33. Dada la tabla de ~alores a contin~aci6n: 

p T 

1 0.13 

2 2 

3 1 o. 13 

4 32 

S 78.12 

6 162 

Encontrar: 

a) d 3 T en P =- 3 
dP 3 

b) d 3 T para p 2 
dP 3 · 

SolucicSn: 

a) d 3 T 

'P=l 

= 1 o. 51 
dP 3 

b) d 3 T 

1 
7.48 

dP 3 P=2 
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34. Un pist6n se mueve registrando los siguientes valores de v~ 
locidad en diferentes tiempos: 

t [s] 
1---

v [m/s] 

1 1. 57 

0.84 1 

2.14 2.71 3.28 

0.84 0.42 -0.14 

lCuál es el valor de su ac~teraci6n para t = 1.57 s ? 

Soluci6n: 

at = 1 . 57 =- 0.0175 ém/s2 

35. Un submarino "Polaris" dispara un proyectil y por medio del 
sistema de radar se encuentra que a los 2 s ha recorrido 
4m (debido al choque repentino con el agua), a los 4 s deja 
el agua y ha recorrido 56m, a los 6 s + 204m, a los 8 s 
+ 496m y a los 10 s ha viajado 980m. 

Se quiere conocer su velocidad y aceleraci6r en el momento 
de dejar el agua y a los 10 s de haberse disparado. 

Soluci6n: 
v(4) = 46 m/s 

a.(4) = 24 m/s'l. 

; v(10) = 298 m/s 

; a.(10) = 60 m/s 2 

J 2 -x2 

36. La integral 0 e dx es muy importante en ~stadfstica ma-· 
matemática, se le ~onoce como "integral de prob~bilidad" y no 
pueder ser valuada.por cálculo diferencial e integral. Usar 
la f6rmula trapecial con n = 6 para encontrar un valor apro 
ximado y esperar el resultad~ con tres cifras decimales. -
Soluci6n: 

0.882 u 2 

37. Sabiendo que e·l valor exacto del
2 

,l4 - x2 dx es 11. Aprox_! 
mar la integral definida por la regla trapecial a tres cifras 
decimales con n = 8, y comparar el valor obtenido con el -
eitacto. 

38. Ninguna de las integrales definidas, en los siguientes inci 
sos puede calcularse exactamente en términos de funciones ele 
mentales. Use la regla de Simpson de 3/8 para encontrar los 
valores redondeando a tres cifras decimales. 

a) J(2 senxh x dx ; n = 4 

b)/.2 -x2 
dx 4 e ; n = 

. o 

e) ¡2 d~ n = 8 
/t + X 3 

1 
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Soluci6n: 

a) 1. 445 ti¡ o:.aaJ e) 1.402 

39. Una partfcula sobre el eje x es atrafda por una fuerza ha 
cia el origen, la magnitud de la fuerza es: 

F 

Hallar el trabajo hecho por la fue~za si mueve a la particula 
de una distancia 2a a una distancia -a del origen. 

Utilice la f6rmula de integraci6n de Simpson de 3/8 si a·= 1m 
y k = 1, recor~ando que. W F dx. 

Solución: 

W = 0.634 69 Joules 

·4o. La siguiente tabla muestra ~1 comportamiento de cier~a m~qui 
na térmica en 1 a cual se comprime cierto gas desde 10(} pl g a ~ 
hasta 40 plg 5 • 

Halle el trabajo hecho por esta m~quina, procurando que el 
error con la respuesta exacta no sea mayor de 0.71% 

Recoerde que el trabajo hecho, es ~1 ~rea bajo la curva defi
nida por los puntos de la tabla. 

Nota:. 1 pie = 12 pulg. 
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v(plg 3] p [lb/plg 2J 
40 288.5399 

60 163.56 

80 109.3362 

100 80 

Solución: 

W = 7 36 lb - pie 

41. Una placa con la forma de un segmento parab6lico, se sumer
ge verticalmente en agua éomo se indica en la figura, la si
guiente tabla muestra la curva de presi6n contra área de la 
placa, encuentre la fuerza que actúa sobre la placa, recordan 
do que esta equivale al área bajo la curva descrita por la ta 
bla. Procure que su resultado no difiera en más de 7.5% de Ta 
respuesta real. 

A[m .. J P [lb/m~ 

o o 
4 78609.9040 

8 85013.2647 

12 72082.7723 

16 46241 .1200 

SW> ----11 

1 
'" W\ 

1 
Solución: 

F 1) 124,584.038 lb 
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42. La siguiente tabla nos muestra los puntos de la gráfica fuer 
za contra distancia q~e se obtuvo al estirar un resorte desde
lO hasta 25 cm. Encuentre el trabajo hecho por la fuerza al 
estirar este resorte 

Fuerza = k X 

donde 

k = 120 Kg/m 

x[m] F (KgJ 

o o 
0.025 3 

0.05 6 

0.075 9 

,O .1 O 12 

Solución: 

w 0.6 Kg - m 

43. Para las siguientes integrales definidas haga una tabla y -
por medio de las diferencias encuentre qué f6rmula de integra 
ción es la más adecuada e integre, usando una cantidad no me= 
nor de 6 puntos (n~6). 

1) !110/2 cos x dx 

2) fll /1 + x 2 dx 

3) i 7 
log x dx 

I s dx 
4) 
~ 

5) 4 ( 1 dx 

}o 1 + x 2 

integral exacta 1.000 u 2 

integral exacta 60.5229 u 2 

integral exacta 2.. 7 469 u 2 

integral exacta 1.8274 u 2 

integral exacta = 11 u 2 
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[' 6) . ' 
dx 

{16 X - ,a 
integral exacta ... 0.5236 u 2 

7)/.' dx 
. o 

{25 - xz 
integral exacta :-0.9258 u 2 

44. Utilizando la fórmula de Simpson de 1/3 encuentre el valor de 
la siguiente integ~al definida. 

[
lO 

dx 
T"'+X para n .. 8 

soiuciSn: 

R = 1.29959 u 2 

Rexacta = 1.704748 

45~ Resuelva la siguiente integral definida utilhando: 

a) Fórmula trapecia 1 para n = 10 

b) Combinando Simpson de 1/3 y 3/8 para n • 10 

e} Compare resultados entre a) y b) 

SoluciSn: 

Rexacta • 6.051615 u 2 
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46. Utilizando la fórmula trapecial resuelva la siguiente inte
gral definida: 

para n = 8 

Solución: 

R = 2.62488 u 2 

47. Encuentre la siguiente integral definida para n =" 2 y n 4 
utilizando la fórmula trapecial. 

¡o.8 
Jo coshx 2 dx 

Solución: 

A 2 0.835 u 2 

A~ 0.834 u 2 

48. Encuentre la siguiente integral definida para n = 2; 
n = 4 y n = 6 usando la fórmula trapec1al. 

L'll' sen3 x dx 

Solución: 

Az 1. 571 uz 

A~ = 1.342 uz 

A& 1. 335 uz 

Exacta = 1. 333 uz 
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SOLUCION.NUMERICADE ECUACIONES Y SISTEMAS DE 
ECUACIONES DIFERENCIA.LES 

L Resolver la siguiente ecuaci6n diferencial de primer ordent 

Condici6n inicial 

d 1 . 
dx Y = T (S + x)y ; y(O) = 2 

Utilizando el ml!todo de Runge-Kutta de cuarto orden, en el in
tervalo ú ~ x ~ o. 8. Considerando un incremento constante 
h = 0.2. 
Sc¡luci6n: 

Las expresiones del m~todo de Runge-Kutta de cu.rto orden Bon: 

i = o, 1, 2, ... ' 
donde 

siendo ,, 

k¡ = f(xi, Yi) 

kz f(Xi 
h 

= +-y. 
1 

Yi + 2 hk¡) 

k3 f(Xi 
h 1 

= +-y. Yi + 2 hkz) 

k~t = f (Xi + h, Yi + hk3) 

Para este problema f(x, y) es 

f(x, y) = __!_(S + x)y 
4 

considerando i = O en la expresi6n (a) 

Yl = Yo + h 0(xo, Yo> 

siendo · 

donde 

• '" (a) 

• • • (b) 

(e) 

(d) 

(e) 

(f) 

1 .. ' 1 
k¡ = f(xo, .Yo) "'-¡;-<S+ xo) Yo = -¡;-<s + 0)2 = 2.sooo 

k2 = f(xo + ~, Yo + +k1). = + {S + (o + 022))( 2 +t(0.2)(2.S)) 

kz .. 2.8687S 
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k 3 = f(x0 +~·Yo ++kz).;+ (5 +(O+ 0i 2 l)(2++ (0.2)(2.86875)) 

k3 = 2.91577 

k4 = f(x 0 + h, Yo+ hk3) = ! (5 + (O+ 0.2))(2 + 0.2(2.91577)) 

sustituyendo 

Y¡ = 2 + ~2.5 + 2(2.86875) + 2(2.91577) + 3.35810) 

Y¡ = y(x1) = y(0.2) = 2.58090 

Para i = 1 

siendo 

donde: 

Y2 =Y! + h 0(x¡, y¡) 

k 1 = f(x 1 , Y,¡)= -i-<5 +_ 0.2)(2.58090) 

k¡ = 3.35518 

h 1 
k 2 = f(x 1 + 2, Y¡ + 2 hk1) = 

= t( 5 +. (0.2 + 0; 2 )) (2;58090 ++ (0.2)(3.35518) ). 

~ = 3.86425 
h 1 

k 3 = f(x¡ + 2• Y¡ + 2"bk2) 

:= + ( 5 + co.2 + 022 1) ( 2.58o9o; + (0.2)(3.86425)) 

k3 = 3.9317i 

= + t 5 + (0.2 + 0.2)) ( 2.5809 + 0.2(3.93171)) 

k4 = 4.54578 

sustituyertdÓ 

:f2 = 2.58090 + 0 / (3.35518 + 2(3.86425) + 2(3.93171) + 4.54578) 

Y2 = y(x2) = y(0.4) = 3.36400 

Para i = 2 ~ 

Y3 = Y2 + h 0(x2' Y2) 

1 0(x 2 , y 2 ) = ¡; (k¡ + 2k 2 + 2kj + k 4 ) 
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1 "' f(x2; ,y2) "'+ (5 + 0.4)(3.36400) 

k¡ .. 4.54140 

a+ ( 5 + ( 0.4 + 022 )) ( 3.36400 + + (0.2) (4.54140)) 

k2 = 5. 24994, 

h 1 
k3 • f(x2 + 2, Y2 + 2 h k2~ = 

.. i<s + (0.4 + 022> > (3.36490 + Í (0.2)(5.24994)) 

., k3 = 5.34737 

-,+ (5. (0.4 + 0.2))(3.36400 + 0.2(5.34:37)) 

k .. "' 6.20686 

sustituyendo 

y3 = 3.36400 + 0¿2 (4.54140 + 2(5.24994) + 2(5.34737) + 6.20686) 

Y3 = y(x3) "' y(0.6) "' 4.42877 

Para i = 3 

y" = y 3 + h 0(x 3 , Y3) 

1 
0(x 3 , y 3 ) = 15 (k 1 + 2k 2 + 2k 3 + k") 

k¡ = f(x3, y 3) = + (5 + 0.6)(4.42877) 

k¡ .. 6.20028 

h 1 
k2 = f(x 3 + T• y 3 + T hk¡) .. 

-+ ( 5 + (0.6 + 022 ¡) ( 4.42877 + + (0.2) (6.20027)) 

k2 = 7.19453 

h 1 
k3 = f(x3 + T• Y3 + T hk2) .. 

.. + ( 5 + (0.6 + 022 l) ( 4.42877 + + (0.2)(7.19452)) 

k3 .. 7.33621 
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k3 a f(xo + ~, Yo+ +k;)·+ (5 + (O+ 0;/)) (2++ (0.2)(2.86875)) 

k3 = 2.91577 

1 k4 = f(x 0 + h, Yo+ hk3) = 11 (5 +(O+ 0.2))(2 + 0.2(2.91577)) 

sustituyendo 

Y¡ = 2 + ~2.5 + 2(2.86875) + 2(2.91577) + 3.35810) 

Y¡ = y(x1) = y(0.2) = 2.58090 

Para i = 1 

siendo 

donde: 

Y2 = Yl + h ~(x¡, y¡) 

k1 = f(x 1 , y1) = ~(5 + 0.2)(2.58090) 

k¡ = 3.35518 

h 1 
k 2 = f(x 1 + T, Y¡ + T hk¡) 

= t( 5 + ( 0.2 + 0:/)) ( 2.58090 + + (0.2)(3.35518)) 

~ = 3.86425 
h 1 

k 3 = f(x 1 + T• Y¡ + 2"hk2) = 

;= + ( 5 + (0.2 + 0/)) ( 2.58090 + + (0.2)(3.86425)) 

k3 = 3.93171 

= + t 5 + (0.2 + 0.2)) ( 2.5809 + 0.2(3.93171) ) 

k4 = 4.54578 

sustituyendo 

y2 = 2.58090 + 0/ (3.35518 + 2(3.86425) + 2(3.93171) + 4.54578) 

Y2 = y(x2) = y(0.4) = 3.36400 

Para i = 2 ~ 

Y3 = Y2 + h ~(x2' Y2) 

1 ~(x 2 , y 2) = ¡; (k¡ + 2k2 + 2k~ + k 4) 
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. f 

1 = f(x2 , y2) = ~ (5 + 0.4)(3.36400) 

k1 a 4.54140 

h 1 kz = f(xz + T• Yz + T hkl) = 

.. + ( 5 + ( 0.4 + 022 )) ( 3.36400 + + (0.2)(4.54140)) 

k 2 = 5.24994 

h 1 
k3 • f(xz + 2, Y2 + 2 h kú = 

1 o. 2 1 ) .. ¡(5 + (0.4 + -2-)) (3.36400 + 2 (0.2)(5.24994) 

, k3 = 5.34737 

.. + (5~(0.4 + 0.2))(3.36400 + 0.2(5.3437)) 

k .. = 6.20686 

sustituyendo 

y 3 = 3.36400 + 0¿2 (4.54140 + 2(5.24994) + 2(5.34737) + 6.20686) 

Y3 = y(x3) = y(0.6) = 4.42877 

Para i = 3 

y'+ = y 3 + h 0(x 3 , y 3 ) 

1 
0(x 3 , y 3 ) • 15 (k 1 + 2k 2 + 2k 3 + k'+) 

1 kl = f(x3, y 3) = ~ (5 + 0.6)(4.42877) 

kl = 6.20028 

h 1 
k2 = f(x3 + T• Y3 + T hk1) a 

-+ ( 5 + (0.6 + 022 ¡) ( 4.42877 + + (0.2)(6.20027)) 

k2 = 7.19453 

h 1 
k3 = f(x3 + T• Y3 + T hkz) .. 

.. + ( 5 + (0.6 + 022 l) ( 4.42877 + + (0.2)(7.19452)) 

k3 a 7.33621 
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kit • f(x3 + h, Y3 + hk3) • 

· + {5 + lo.6 + 0.2)) ( 4_.42877 + 0~2(7.33620)) 
~ - 8.54921 

il!ltituyendo 

Ylt "4.4287 + 062 (6.20028 + 2(7.19453) + 2(7.33621) + 8.54921) 

Y1t • y(xlt) • y(0.8) • 5.88913 

Por ·lo tanto, ia. solución qu41 proporciona es te mi todo e.s 

X y(x) 

0.0 2.00000 

0.2 2.58090 

0.4 3.36400 

0.6 4.42876 

0.8 5.88913 

2. Elaborar un programa de computadora en lenguaje BASIC para re 
solver ecuaciones- diferenciales de primer orden, utilizando ef 
mEtodo de Runge-Kutta de cuarto orden. Comprobar el programa 
resolviendo _la ecuaci6n diferencial del probljma anterior. 

Solución: 

a) Dia¡rama de flujo: 
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yO(x) • y 0 • Condici6D hiclal 

., . G:~J l . . 
·-E:~:::r .. ~ • ~._ 

e}).··· 
¡._1 • F(:r;, y) 

1 1. 2 • Jl(x + H/2, y+ H * k. 1 /2) 

l lq • F(x + H/2, y + H • k 1 /2) 

k~ • F(x + H, Y + H * k 3 ) 

. ~- .. 

1 
~ y • y + H 

-~-. 

b) Qxli.ficacl6n (BASIC, 'lm-8G-II) 

1l (JGJ ' IIUr.ICL / MN 
j .11/1 

Valor final 

Inc~ramento 

L:'k1 LC::~ 

13121 CI$ 

l"HII 

u y' 5 + X ·M- \1 / 411 

190 
;.~ll)VI 

·:::·1. !ll 

"Y(I,~) 

)(12) 

XN 
1·1 

VALOr< INICIAL 
Vl·'oL .. UH FlNI'\1 
l NCHE11EN 1 U 

DC CLJ>.I !t. C 1 ONCS 

DEF FNF<X·,Y) (5+X)*Y/L .. 

:;;..~>:~, Cl...!::; 

\ 

·:.·~·)L'l pf,~ I I'JT 11 1'1 C T O D O 

/'di PI'UI~T 

D E R U N G E - K U T T A" 

Z%11 PRINT 
·;::~{.(/1 Pf~ INT 11 r:cl.lo;t.•: ion ·1 i fer·,::.nc l. a 1:" 

21111 PFHNT 
·:?fK1 PIUI\rl EC!~ 

;:·912: P 1! [ NT 
Ji2HZJ P R Ii'.fT C I $ 

.llVI PRTtH 
3:-:.:tZJ i '~' .l.l\1.1 
:·.~. ·.~:; 1 r::· e T~) r~~~ u¡· CONU I ': '1 OI·Jc~··; .1. NI C I ALES 

T ¡·.:¡ '1 JT "(:,·,no.J i . . :· i .-·,no:'·:,~·. 1 n 1 .:: i -'t "l 12::-: ( Xcth Y0) 11 ; Xt?.h Y 

::\'jfll .!:·Cil.IHo'l DF 1 A~:; C<.>I\IDIC:IOI\IFD DF OPCHAC!OI\I 

::-.v ... v: ¡;·.¡:·: .. •T " 1 /al•~•r f:i.n..:J.l ~-:! ir,,··:r··:.~mel·tto:: (XI\I,f-1) ••;xN,H· 
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~7~ ' IMPRE~!ON DE E~tABLZADO 

30"' 
:·\9C. 

ce'; 
PRINT "M C T O D O 

400 PfHNT 

D E H U N G E 

~;-i~:J PHIN·r ~·E.:ua.•:ion· .• -iif·er·\~n·;irJ.l :" 

420 PRTNT LCS· 
'f:>~~ t NT· 

Prii 1\rr ·• X ", .. y 

f~ U T T A" 

4:)0 . F'HTN'T. "--- ----------- -·•_;. 11 ------- -- -¡:-- _ -·--
.::~{..~~~ (:Al_CULu~: 

'+ 7'1 ·r·c•f! X· ~· Xi1l TO XN STEP H 
4H~Jl PrnN·l lJSTNCi 11 ###~L##.#ii·#";X; 

49~ .PHJNT USING" ######.#Mi##";Y 

:;Ht, 
~ ... , 

~OHMULA DF HFCURRENCTA 
'¡ .. : :1 FI\W-- ( )~" ·.¡) 

FNF{X~~ii2~Y·+~-f~•<t/~) 

·~ f NF< X >H/::.: •. Y .. :II,h.C/.0.:1. 

1 ,.:.: : NI'·-~>>~ H '/'y!: PI i\.!,) 

e) utilizando la ecuaciál diferencial del problena anterior, se 
obtienen los siguientes resultados 

1'· l.i 1 

r ,. ; ':; •·· ·i •) n d i t· .. .;. r· (~ r, , r ;.~ 1 :: 
,''"¡ 1· .)( ,, ) '~: ·y: j /.¡ 

X 

~1- L1)q:·:':!.-;Jt:~·; 

:-'1,. ,'\,',::l:i,.%·: 

f))" .:¡.!_ __ p,_t1(11¿} 

r;1 .. \',i-111/I'<~G~ 

v: .. ~ iíiJI/!f;·ir. ·¡ 

. ':.iU~'JC'~;:; 

.. "·'· í ...•. :.;.~11/l 

..:¡ .. , -·,:.-.:{:)"//, • 

"'~i .. f.lH~:.'t 

1·\ u' 1 . : A 

3. El motor de una bomba de agua se encuentra funcionando en es
tado estable, ~limentándofe dé una fuente de voltaje como lo 
muestra la siguiente figura 

.,. 
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El fusible i ~1 motor del esquema ante~for -se reprejentan 
e Uc tri ca me n,te como 

donde: 

L _______ J 

V(t) 
I(t) C ... 

. 

Fisura.3.l 

V(t) .es el voltílje··de 1a1imentacUin 

Rf es una resiste~cia, que al paso de una 
determinada corriente se funde, abrie~ 
d«! el. circuito 

Rm es la resis,tencia del motor 

Lm es la inductancia del embobinado del motor 

Considerando que el voltaje de la fuente de a11me.ntaci6n es 

V(t) • 120 M: aen(l20 • t) 

y que los párlmetros Rf• Rm y Lm tienen los siguiente~ valores 

Rf • 10 O 

Rm • 70 O 

Lm • 0.15 R 

Calcular la corriente que circular~ por el fusible a partir 
~e que el tn~erruptor es cerrado, considerando.que en ese mo
mento la corriente generada por el e~bobinado del mot~r es de 
:..1 amper.· 

$oluci6n: 

Para resolver el· problema es necesario obtener un modelo mate
matico del cir~~ito de fisura 3.~. este modelo es 

Lm ddt I(t) + (Rf + Rm)I(t) • V(t) I(t 0) • Io 

Conclici6n· inicial 
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como se observa, el modelo matemitico del circuito eli~trico es 
una ecuaci6n diferencial de primer orden, cuya soluci6n es la 
funci6n I(t), la cu~l representa la corriente que ctrculari por 
el fusible a partir de t • O, considerando este· tiempo e.l momeil 
to en el cual se cierra el interruptor. -

Utilizando el m&todo de Runge-Kutta de cuarto orden, para re
solver. la ~~uaci6n diferencial se tiene· que 

I' (t) • !.itl. -Lm _ 

sustituyendo valores 

Rm + Rf 
Lm 

'r(t) ; I(t 0 ) • 1 0 

Condici6n inicial 

120 rr . I'(t) • 0 • 15 sen(l20 11t) 70 + 10 
0.15 I ( t) , I (O) .. - 1 

Condici6n 
··inicial 

efectuando operaciones 

I' (t) = 1.131.37085 sen(376.99112 t)- 533.33333 I(t)· 

Esta ecuaci6n es de la forma 

I' • f(t, I) _ I(t 0 ) • 1 0 

siendo 

f(t, I) • 1131.37085 sen(376.9,9112 t) - ,533.33333 I 

sustituyendo en las f6rmulas- d~l m&todo de Runge-Kutta de cuar
to orden 

k¡ .; f(ti• Ii) 

k2. .. f(ti h +2, Ii + 
1 . 

2 hk¡) 

k3 -f(ti h +2, Ii + 1 2 hk2.) 

k,. .. f(~i + h, Ii + hk3) 

.i -o, 1, 2, ... 
.. ~ 

Se obtiene, para i • O 
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k 1 e f(t 0 , I 0) = 1131.37085 sen(376.99112 (O)) - 533.33333 (-1) 

k¡ e 533.33333 

kz = f(to + ~, I 0 + + hk¡) e 1131.37085 sen(376.99112 (o + 1f)) 
- 533.33333 \ -1 + + (10-3) (533.33333j 

k2 = 603.10887 

h 1 
k 3 = f(t 0 + T• r 0 + T hk2) 

-3 

= 1131.37085 sen(376.99112 lO+ 1~ )) 

- 533.33333 t- 1 + + (l0-3) (603.10887)) 

:k3 e 584.50206 

k., = f(to + h, Io + hk3) = 1131.37085 s~n(376.99112 {O+ 10-3)) 

- 533.33333 1~ -1 + 10-3(584.50206)) 

k., = 638.08429 

sustituyendo: 

-3 
I¡ =- 1 + 1 ~ (533.33333 + 2(603.10887) +2(584.50206)+638.08429) 

1 1 = - 0.40889 amp. 

Procediendo en forma similar, con ayuda del programa del pro
blema anterior se obtiene 

Para i = 
r 2 = r 1 + : (k1 + 2k2 + 2k3 + k.,) 

k¡ f(t¡, I¡) = 634.56006 

kz = f(t¡ 
. h 
+T• 

1 ¡ 1 + T hk1) = 655.07747 

k3 = f(~¡ h +T, 1 
11 + T hkz) = 649.60616 

k., = f(t¡ + h, I¡ + hk3) = 646.09469 

sustJ..~uyendo 

1 2 =-0.40869 + 1 ~- 3 (634.56006+2(655.07747) +2(649.60616) +646.09469) 

1 2 = 0.23945 

Para i e 2 
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k¡ = f(t2, 12) = 646.76998 

k2 = h 
f(t2 + 2· 1 

12 + 2 hk¡) = 615.11959 

1<.3 = 
h 

f(t2 + 2• 1 
12 + 2 hk2) u 623.55969 

k4 = f(t2 + h, 12 + hk3) = 563.42312 

sustituyendo 

-3 
13 = 0.23945 + 1 ~ (646.76998 + 2(615.11959) + 2(623.55969) + 563.42312) 

13 ;= 0.85404 

Para i ·3 

1 4 = 1 3 + 

h 1 
k2 = f(t3 + 2· 13 + 2 hk¡) = 488.81690 

h 1 
f(t3 + 2• 1~ + 2 hk2) = 509.98759 

f(t3 + h, 13 + hk3) = 401.65697 

sustituyendo 

14 = 0.85404 + 1~- 3 (568.20696 + 2(488.81690) + 2(509.98759) + 401.65697) 

.r., = l. 34862 

Para i = 4 

k1 = f(t 4 , r 4) = 409.87435 

h 1 + 2• r 4 + 2 hk1) ·= 293.88583 

' h 1 . k 3 = f(t., + 2 . r 4 + 2 hk2) = 324.81610 

sustituyendo 

,rs = 1.34862 + 1 ~- 3 (409.87435+ 2(293.88583) + 2(324.81610) + 183.49837) 
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15 .. 1.6S37S 

Anilogamente 

i " S I&., 1.726S9 

i .. 6 17 .. l.S8486 

i- 7 18 • 1.26122 

Finalmente, la corriente que fluye a través del fusi~le.se re
sume en la si.guiente ta~la 

t I (t) 
(ms) (Amp.) 

o -1.00000 

1 -0.40889 

2 0.2394S 

3 0.8S404 

4 1.34862 

S 1.6S37S 

6 1.72659 

7 l.S8486 

8 l. 26122 

. . . 
' . . . . 

4• Para el rescate de un barco antiguo hundido durante-el siglo 
XIX, se piensa utilizar un batiscafo para grandes profundida
des. 

Para que la maniobra tenga éxito es necesario sumergir el ba 
tiscafo lentamente para que los cambios de presi6n en la cori 
za del mismo sean graduales. Considerando una velocidad de 
hundimiento constante se obtuvo el siguiente modelo matem~ti
co de la variaci6n de la presi6n con respecto al tiempo 

~ • i600 PasuaBt 
dt p 

Determinar como ~arfa la presi6n conforme pasan los primeros 
cinco minutos del descenso. 
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Solución: 

Una vez determinado el modelo matemático, representado por la 
ecuación diferencial anterior, el problema se reduce simplemen 
te a resolverla. Sustituyendo los valores de las constantes -

se obtiene 

-3 
Pagua = 1.0021 X 10 

g = 9.807 

~ = 1600 
dt 

1.0021 X 10- 3 (9.807) t 
p 

simplificando 

~ 15.724 _.!.._ 
dt p 

Siendo la condición inicial de la ecuación diferencial la pre
sión s 0 bre la coraza del batiscafo al nivel de la superficie, 
la cual es la presión atmosférica 

P(t 0 =O) = Po = 1.013 ba~ 
Utilizando el método de Euler se tiene 

P' ,; f(P,t) 

siendo f(P, t) igual a 

f e P • t > = 1 5.7?. '1 
_.!.._ 
p 

La fórmula de recurrencia del método de Euler es 

i=0,1,2, .•. 

considerando que se registra una lectura de presión cada medio 
minuto se tomara h = 0.5. 

Para i = O 

Po 1.013 

h = 0.5 

f(P 0 , t 0 ) = 15.724 
(O) 

15.724 1.013 =o 

sustituyendo 

P¡ = 1.013 + 0.5 (O) = 1.013 
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P(t¡ = 0.5) = 1.013 

Para i = 1 

P2 = P¡ + h f(P¡, t 1 ) 

P¡ = 1.013 

h = 0.5 

f(P¡, t¡) = 15.72~ ;~ = 15.724 ~:~l3 
sustituyendo 

p2 = 1.013 + 0.5 (7.761) = 4.894 

P(t2 a 1.0) • 4.894 

Procediendo en forma similar hasta llegar a t a 5 minutos 

i = 2 p3 .. 6.501 

i = 3 p'+ = 8.315 

i = 4 Ps = 10.206 

i = 5 p6 = 12.132 

i = 6 p7 = 14.076 

i 7 Pe .. 16.031 

i 8 Pg .. 17.993 

i = 9 P¡o = 19.959 

Por último, se construye la siguiente tabla para analizar pre
siones contra tiempo 

t(min) P(t)(bares) 

0.0 l. 013 

0.5 l. 013 

¡.o 4.894 

1.5 6.501 

2.0 8.315 

2.5 10.206 

3.0 12.132 

3.5 14.076 

·. 4 .o 16.031 

4.5 17.993 

5.0 19.959 
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~ En un proceso metalGrgico, se ha observado que para lograr un 
buen resultado la aleaci6n procedente del horno de fundici6n de 
be ser colada a una temperatura superior a los 1 000 ~C. Si la 
aleaci6n se extrae del horno a una temperatura de 1 300 °C y a 
partir de ese momento se enfria segGn la 1ey de enfriamiento de 
Newton 

ddt u ( t) = - k [u ( t) - T ] 

donde 

u(t) es la temperatura de la aleación conforme avanza 
el tiempo 

•• • (a) 

K es una constante que depende de los materiales de 
la aleación 

T es la temperatura amhiente 

Investigar si se obtendrá un resultado satisfactor1o, considi 
randa que la operaci6n entre la extracci6n del horno y la termT 
naci6n del colado requiere de 1.5 minutos. 
Solución: 

Para obtener un resultado satisfactorio se requiere que la 
temperatura de la aleación sea mayor de 1000 •e después de 
un minuto y medio de haber sido extraida del horno. Habrá 
que investigar cuál es la temperatura de la aleación para 
t = 1.5, en otras palabras, es necesario conocer 

u(t = 1.5) 

para ello se resolverá la ecuación diferencial (a). 

Considerando que la temperatura ambiente es de 35 •e y que 
la constante K para los materiales con los cuales se esta 
trabajándola aleación es igual a 0.1567, entonces se tiene 
que 

d~ u(t) = - 0.1567 [ u(t) - 35 J 
siendo la condición inicial u(O) = 1300. 

Aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, cuyas 
fórmulas de recurrencia son 

i=0,1,2, ..• , 

k f( h u1· + 1 2 = ti + 2· 2 hkl) 
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h 1 
k3 .. f(ti + T· Ui + T hk2) 

-~- • f(ti + h, Ui + hk3) 

f(t, u) para la ecuaci6n diferencial dada es 

f(t, u) = - 0.1567 u(t) + 5.4845 

considerando un incremento h constante igual a 0.5 minuto~ 
se tiene 

para. i = 0: 

u¡= uo + JL (k¡ +.2k2 + 2k3 +k-) 
6 

k¡'" f(t 0 , uo)•·- 0.1567 u(to) + 5.4845 .. - 0.1567(1300) + 5.4845 

198.2255, 

k2 = f(to + ~, u0 + + hk¡) =- 0.1567 ~ 1300 +i- (0.5) (-198.2255)- 35) 

·- 190.4600 

h. 1 ( 1. ) .k3 = f(to +·-p u0 +Thk¡)•-0.1567 1300+ 2 (0.5){-190.46)- 35 

=- 190.7642 

~ = f(t 0 + ~, u 0 + hk3) = - 0.1567 (1300 + 0.5 (-190. 7642) - 35) 

183.2791 

sustituyendo 

U¡ = 1300 + 0;,5 ( -Í98.2255 + 2 (-190.46) + 2(-190. 7642)- 183.2791 ) 

u¡ = 1300 - 95.3294 

u(0.5) = u 1 = 1204.6706 •e 

Para i = 1 

h . 
uz = u¡ + ¡¡ (k¡ + 2k 2 + 2k 3 + k-) 

k¡= f(t¡! u¡)=-0.1567 u(t¡)+5.4á45=-0.1567Ú204.6706)+ 5.4845 = 

=- i83.2874 

kz = f(t¡ + ~, u¡ + + hk¡) = -0.1567 ( 1204.6706 + + (0.5)(- 183.2874)- 35) = 

.,_ 176.1071 

k3 = f(t¡ + ~, u¡ + + hk2 ) = -0.1567(1204.6706 + + (0.5)(-176.1071)- 35) = 

.. - 176.3884 
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k4 = f(tl + h, Ul + hk3)·= -0.1567 (12 04.6706 + 0.5 (-176.3884) - 35) 

= ..., 169.4674 

sustituyendo 

u2 = 1204.6706+ 0¿5 (-183.2874 + 2(-176.Hi7l) + 2(-176.3884)- 169.4674) 

u2 = 1204.6706 - 88.1455 

,u(1.0) ~ u2 = 1116.5251 •e 

Para i = 2 

k 1 f(t2, u 2) =- 0.1567(1116.5251) + 5.4845 = - 169.475 

k2 = f(t2 + ~, U2 + + hk1) = -0.1567(1116>5251 ++ (0.5) (-169.4751) - 35) 

=- 162.8358 

h 1 . . 1 
Ht2 + T· u2 + 2 hk2·> = -0.1567(1116,5251:+--z (0.5)(-162.8358)- 35) 

=- 163.0959 

k4 = f (t2 + h, uz + hk3) = -0.1567(1116.5251 +o. 5(-163. 09589) - 35) 

=- 156.6964 

sustituyendo 

u:¡ = 1116.5251 + 0¿5 (-169,475 + 2(-162.8358) + 2(-163.0959)- 156.6964) 

U3 = 1116.5251 - 81.5029 

u(1.5) = u 3 = 1035.022 •e 

1;:1 valor anterior nos dice que la temperatura de la ill.eaclón 
después de 1.5 minutos de haber sido extraida del horno es de 
1035 •e aproximadamente, por lo tanto, se concluye que el re 
sultado del proceso será satisfactorio. 
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6. En el laboratorio de electricidad se construy6 el siguiente 
circutto 

R, ~ \Ooo..n. 

Por medio de los amperímetros A 1 y A 2 se midieron las corrien
tes 1 1 e 1 2 respectivamente a partir de que el interruptor fue 
cerrado en el tiempo t = o, obteniéndose los sig~ientes valo
res 

t 1¡ 12 
(miliseg.) (Ampets) (Ampers) 

0.0 0.000 3.000 

0.5 0.279 2.860 

l. O 0.518 2.740 

1.5 
( 

0.725 2.638 

Calcular la corriente que pasa por el condensado~ cada 0.5 mi
lisegundos durante los primeros 4 milisegundos. 

Solución: 

El problema se resuelve al conocer como varían la corrien 
te 1¡ e 12 con respecto al tiempo, estas funciones 1¡(t) e 
1 2 (t) se obtienen al resolver el siguiente sistema de ecu~ 
cienes diferenciales de primet orden: 

~ 1"'2(t) = 1 (11 (t) - 12(t)) dt CR2 

Como ya se conocen los cuatro primeros puntos de la solu
ción se puede utilizar el método de Milne para resolver el 
sistema planteado. Las ecuaciones de reéurrencia son, co~ 
siderando que x = t, 1¡ = y e 12 =. z: 
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Yi+1,p = Yi-~ +' t h ( 2fi_ 2 - fi_ 1 + 2fi) 

i=3,4,5, 

Yi+1,c 
.. 

Yi-1 + h 
( fi-1 + 4fi 3 

h 
( 8i-1 Zi+l,C .. Zi-1 +-

3 

i = 3, 4_, 5, 

donde la.s funciones f y g son 

f(x, y, z) = CR1 (z - y) 
1 

1 
g(x, y, z) = CR 2 IY- z) 

' 

+ 4gi 

sustituyendo valores, el sistema es: 

y' = 

z' = 

1 ( . 
( 5 x '1 o-"> 1 o 3 z - Y 1 

1 
(5xl0- 4 )2xl03(y- z) 

Efectuando operaciones 

+ 

+ 

y' = 0.2 (z -y) Yo = o.ooo 

z' = 0.1 (y- z) zo .. 3.000 

fi+1 

gi+1 ) 

y(t =O)= Yo = 0.000 

z(t =O)= zo = 3.000 

Condiciones iniciales 

valuando las ecuaciones predictoraspara i = 3 se obtiene 

4 
Y&tp =Yo·+ 3 h (2f 1 - f 2 + 2f 3 ) 

z'+P = z 0 + f h 1 2g 1 - g 2 +. 2g 3 ) 

donde 

h • 0.5 

Yo .. o.ooo zo .. 3.000 
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f 1 a f(x¡, y¡, z¡) = 0.2 (z¡-y¡) 81 = 8(X¡, Yl• z¡) = 0.1 (y¡- z¡) 

f¡ = 0.2 (2.860 - 0.279) = 0.516 81 = 0.1 (0.279- 2.860) =- 0.258 

f 2 = f(x2 , y 2 , zz) = 0.2 (zz - yz) 82 = 8(xz, Y2> z2)= 0.1 (yz - z2) 

f 2 = 0.2 (2.740- 0.518) = 0.444 8z = 0.1 (0.518- 2. 740) =- 0.222 

f3 = 0.2 (2.638- 0.725) = 0.383 83 = 0.1 (O. 725- 2.638) =·- 0.191 

sustituyendo 

Y~t,p = 0.000 + + {0.5) [ 2(0.516) - 0.444 + 2(0.383)] 

z 4 ,p = 3.000 + + (0.5) [ 2(-0.258) + 0.222 + 2(-0.191) J. 
efectuando operaciones 

Ylt,p = 0.903 

2.549 

J ~as ecuaciones correctoras son 

donde 

Y2 

f 2 = 0.444 

f3 = 0.383 

0.518 

= Yz + ~ 

+JL 
3 = Zz 

h o. 5 

fq ~ 0.2(2.549 - 0.903) = 0.329 

sustituyendo valores 

[ f 2 + 4f 3 + f" J 
[ 82 + 483 + 81t J 

82 = .,. 0.222 

83 =- 0.191 

81t a 0.1(0,903- 2;549) =- 0.165 

Y = o.518 + 0
3•

5 [o.444 + 4(0.383) + o.329 J lt,C 

Zlt,c = 2.740 + 0 j 5 ~- 0.222 + 4(- 0.191)- 0.165] 
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efectuando operaciones 

Y4,c m 0.902 

z 4 ,c = 2.548. 

Considerando i • 4 en las ecuaciones predictoras: 

Ys,p=y1 + ~ h [zf2 -f3 +2f4 ] 

zs,p = z 1 +th [2g2 + g3 + 2g4 ] 

donde 

, f 2 = 0.444 

Í3 = 0.383 

h = 0.5 

Yl O. 279 

f4 = 0.2(z4 - z4) =0.2(2.548-0.902) 

= 0.329 

sustituyendo valores 

z 1 = 2. 860 

g2 =- 0.222 

g3 =- 0.191 

g4 = O.l(y4-z4)=0.1(0.902-2.548) 

=- 0.165 

Ys,p = o.279 +1-<o.5> ~.<o.444)-o.383+2(0.329>] 

zs,p = L 860 ++(o. 5) ~(-O. 222) + 0.191 + 2~-0.165) J 
efectuando operaciones 

Ys,p = 1.054 

z 51 p = 2 .• 4 71 

y las ecuaciones correctoras son 

...~-zs,c a 113 + ~ [g3 + 4g" + gs] 

siendo 
he 0.5 

y 3 =0.725 

f3 = 0.383 

• f4 e 0.329 

f 5 = 0.2(z5 - y 5) = 0.2(2.471- 1.054) 

= 0.283 

Z3 = 2.638 

g3 e- 0.191 

g .. =- 0.165 

g5 = O.i(ys-zs)•O.l(l.054-2.471) 

e- 0.142 
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sustituyendo valores 

Ys,c "' O. 7~5 + 0•/ [ 0.383 + 4(0.329) + 0.283] 

Bfi,c = 2.638 + 0j 5 [- 0.191 + 4(- 0.165)- 0.142 J 
efectuando operaciones 

Y~,e = 1.055 

zs,c = 2.473 

Procediendo en forma sim.ilar se obtiene 

i .. 5 Ys,p = 1.186 Ys,c "' l. 041 

zs,p e 2.186 zs,c = 2.479 

i .. 6 Y7,p e l. 283 Y7,c e 1.596 

z7,p = 2.360 z7,c e 2.204 

Í e 7 Ye,p = l. 64 7 Ye,c e 1.790 

ze,p e 2. 176 ze,c e 2.107 

i = 8 Yg,p e 1. 637 Yg ,e 2.021 

Zg.p = 2.184 Yg,c = 2.045 

Por lo tanto,, las corrientes I¡ e !2 durante los primeros 
cuatro milisegundos son 

t I¡ !2 
(ms) {Ampers) {Ampers) 

o. o 0.000 3.000 

0.5 o. 2 79' 2.860 

1.0 0.518 2.740 

1.5 0.725 2.638 

2.0 l. 055 2.473 

2.5 l. 372 2.316 

3.0 1.596 2.204 

3. 5 ' 1.790 2.107 

4.0 2.021 2.045 
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Finalmente la corriente en el capacitar es 

Tabalandose para cada instante se obtiene 

t Ie 
(ms) (Ampers) 

0.0 -3.000 

0.5 -2.581 

1.0 -2.222 

1.5 -1.913 

2.0 l. 418 

2.5 -0.944 

3.0 -0.608 

3.5 -0.317 

4.0 -0.024 

~ De un globo aerost~tico se suelta u~a bolsa de lastre con un 
peso de 30 Kg tardando en llegar al suelo 16 S~5Uft~c5. 

Calcular la altura del globo en el momento en que fue lanzada 
la bolsa, considerando que sob·re ella actúan una fuerza hacia 
abajo debida al peso propi.o de la bolsa y otra fuerza hacia arri 
ba pro~ocada por el aire, la cu~l es proporcional a la veloci-
dad de la bolsa durante su cafda. 
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Soluci6n: 

Utilizando la segunda ley de Newton 

F = ma 

d2 
- Faire + Fpeso e m dtT y(t) • • • (a} 

siendo y(t) la distancia recorrida por el saco para un tie.!!!_ 
po dado. 

Como la fuerza del aire es proporcional a la velocidad, se 
puede escribir 

d 
Faire e k dt .y(t) 

d donde k es una constante de proporcionalidad y dt y(t) es la 

velocidad de la bolsa. 

La fuerza del peso y la masa se escriben como: 

m e 

sustituyendo en (a) se obtiene 

- k~ y(t) + w = _y_ 
dt g 

sustituyendo los valores de 

w peso de la bolsa e 30 kg 

_y_ 
g 

g e aceleraci6n de la gravedad, a una altura 
de dos mil metros sobre ~1 nivel del mar 

m 9.7826 -;z 
y considerando 

ke0.12~ 
m 

se llega a la siguiente ecuaci6n diferencial 

-0.12 y'(t) + 30 = 30 y"(t) 9.7826 

simplificando 

0.1022223 y"+ 0.004 y' - 1 e O 

multiplicando por 1000 

102.222 y" + 4.000 y' - 1000 = o 

La soluci6n de esta ecuac~on diferencial de segundo orden 
es una funci6n y(t) que representa la distancia recorrida 
por la bolsa de lastre a partir de que es soltada del glo~ 
bo. 
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Las condiciones iniciales del problema son 

y(O) = O la distancia recorrida en el timepo 

t = O es nula 

y'(O) =O la velocidad en el tiempo t =O es nula 

y por último, la altura del globo en el momento de soltar 
la bolsa estará dada por 

d = y(t = 16) 

Para resolver la ecuación diferencial planteada, se utili 
zara el método de diferencias finitas, el cual consiste bá 
sicamente en sustituir Las derivadas de la ecuación dife-
rencial por formulas de derivación numérica qeu sean con
sistentes, es decir, que todas ellas tengan el mismo orden 

de error. 

Considerando ias siguientes formulas de derivación 

y~ 
__l_ { - 1 o 1 + er 

1 2h ' 
= 

yi_ = 
1 t 1 -,é, 1 + er h7 

las cuales son consistentes, ya que ambas tienen el mismo 
orden de erroT(h~ ). Sustituyéndolas en la ecuación dife
rencial se obtiene 

102.222 [ t!'z ( Yi-l - 2yi + yi+l)] +4 [ ~h (-Yi-l + Yi+l)] -10,00 = O 

considerando h = 2 segundos 

102.222 ( ) .4 Yi-¡-2yi+Yi+¡- Yi-l + Yi+¡ - 1000 = O 

despejando Yi+l. 

Yi+l = - 0.9247 Yi-l + 1.9247 Yi + 37.6577 

esta última ecuación se utilizará para i =O, -1, 2, •.• , ob 
teniendo de esta forma la solución de la ecuación difere~-
cial. 

Para i = O, se tiene 

y 1 ~ y(t 1 = to + h) =- 0.9247 y_ 1 + 1.9247 Yo+ 37.6577 

para conocer el valor de y_ 1 se debe sustituir la condi
ción inicial 

y'(O) =O 
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por 

·A (-Y-¡+ Y¡) =o 

de aquí s~ observa que 

Entonces sustitu.yendo valores se obtiene 

Yl = y(t = 2) = - 0.9247 y 1 + 1.9247(0) + 37.6577 

despejando Y¡ 

y 1 (1 + 0.9247) e 37.6577 

37.6577 
Y¡ = 1.9247 

Y¡ = y(t = 2) ~ 19.5655 

Para i = 1 

y 2 = - 0.9247 Yo + 1.9247 Y¡ + 37.6577 

~ustituyendo valores 

y2 =- 0.9247(0) + 1.9247(19.5655) + 37.6577 

y 2 = y(t = 4) • 75.3154 

procediendo en forma similar, se obtiene 

i a 2 Y3 = y(t 6) 164.5250 

i ~ 3 y4 m y(t 8) a 284.6748 

i " 4 Ys = y(t 10) = 433.6875 

Í a 5 Y6 " y(t 12) = 609.1372 

Í m 6 Y7 " y(t 14) = 809.0333 

i = 7 Ya " y(t 16) 1031.5349 

Por lo tanto, a los 16 segundos de haber sido soltada la 
bolsa, la distancia que ha recorrido (altura del globo) 
es de 

d m 1032 mts. 
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8. Teniendo en cuenta el problema anterior, determinar la veloci
dad de la bolsa de lastre desde el momento en que fue soltada 
del globo hasta que lleg6 al suelo. 

Solución: 

Efectuando el cambio de variable 

z = y' 

En la ecuación diferencial del problema anterior 

102.222y" + 4.000y' - 1000 = o 

se obtiene 

102.222z' + 4.000z - 1000 = O 

donde la solución de la ecuación diferencial z(t) represen
ta la velocidad de la bolsa de lastre 

z = y' = d~ y(t) = velocidad 

despejando z' de (a); 

z' = - 0.0391 z + 9. 7826 1 

conqición inicial 

z(O) = zo = y'(O) =O 

Resolviendo esta ecuación diferencial de primer orden de la 
forma 

z' = f(t, z) 

con el método de Euler-Gauss 

Zi+¡p = Zi + h f(ti, zi) 

Zi+¡c s zi + ~ [f(ti• zi) + f(ti+l' ,zi+¡p)J 

se obtiene, para i = O 

z 1 P = z 0 + h f(t 0 , z 0 ) 

z 1 c = z 0 + + [ f(t 0 , 'z 0 ) + f(t 1 , z 1P) J 

donde 

zo = o 

y considerando h • 2, se tiene 

f(to, zo) =- 0.0391 Zo + 9. 7826 • - 0.0391(0) + 9. 7826 = 9. 7826 

(a) 
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sus.tituyendo en la ecuación predictora 

z 1p "' O + 2(9. 7826) = 19.5652 

y para la ecuación correctora 

zo = o 

h = 2 

f(to~ to> • 9.7826 

· f(tl, zlp) = - 0.0391 zlp + 9. 7826 =- 0.0391(19.5652) + 9. 7826 = 9.0176 

sustituyendo 

z¡c"' O++ '[9.7826 + 9.01761= 18.8002 

Para i .. 1 

siendo. 

l:z )1 PJ 

f(t 1, z 1) =-0.0391 z1 +9.7826=-0.039.1(18.8002) + 9.7826'" 9.0475 

sustituyendo en la ecuación predictora 

z 2 P • 18.8002 + 2{9.0475) • 36.8952· 

y sustituyendo 

f(t2, z2P) •- 0.0391(36.8952) + 9.7826 • 8.3400 

en la ecuación correctora se obtiene 

. z2c • 18.8002 + ~ [9.0475 + 8.3400] .. 36.1877 

procediendo en forma si~ilar 

i = 2 z3p = 52.9230 z3c = 52.2687 

i = 3 z4p - 67.7465 z.,c .. 67.1413 

i- 4 ., zsp .. 81.4560 zsc -80.8964 
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i"' 5 z6p .. 94.1355 .z6c = 93.6179 

i .. 6 z7p .. 105.8622 z7c .. 105.3834 

i .. 7 zep ... 116.7076 Ese .. 116.2648 

Finalmente, en la sig~iente tabla se pue~en apteciar las ve 
locidades de la bolsa a intervalos de 2 segundos hasta que 
toca tierra a los 16 segundos de haber sido soltada con una 
velocidad de 116.26 m/s 

t V (t) 
(ms) m/s 

o .o 

2 18.8002 

4 36.1877 

6 52.2687 

8 67.1413 

10 1 80.8964 

12 93.6179 

14 105.3834· 

16 ·116.2648 

9. El sfgufente sistema de ecuaciones diferenciales de primer 
orden 

d. T 1 (t) -: 2T 2 (t) + TA 
dt, Tz(t) ., R CL 

Representa el modelo matemático para obtener la~ temperaturas 
T 1 (t) y T 2 (t) en un condensador de superficie. 

La función'de este equipo es recoger la energfa calorffica 
del vapor de escape para condensarlo por medio del lfquido que 
pasa por las paredes del tubo exterior, según se .muestra en la 
•1iguhnte figura 



donde: 

q¡ es el 

qz es el 

T¡ es la 

Tz es la 

TA es la 

R¡ es la 

Rz es la 

cv es la 

eL es la 

:': ... :·\>.:··:·.-~· 
: :\¡fí:~.6V;: ··:. 

3!íY\~ 
. ·>: ~ ~· .:. : .. 
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~, 

flujo de calor del vapor al líquido 

flujo de calor del agua a la atmósfera 

temperatura del vapor 

temperatura del líquido 

temperatura ambiente igual a 293 °K 

resistencia térmica de la pared A: R¡ ,. ~.X 

resistencia térmica de la pared B: Rz • .1_ X 
3 

capacitancia térmica del vapor m 180 
Joule 

-o¡-

capacitancia térmica del líquido e 200 J~ule K 

10-2°K min 
, Joule 

10-2°K min 
Joule 

Considerando que inicialmente la temperatura del vapor es de 
800 •K y la temperatura del lfquido es de 300 •K, obtener, a 
partir del sistema de ecuaciones diferenciales, las temperatu
ras tanto del vapor como del lfquido durante el primer minuto 
en que el equipo empieza a funcionar. 

Solución: 
' Susti-t'uyendo valores en el sistema de ecuaciones: 

~ T¡ e 
dt' 

(T 2 - T¡) 

ddt T2 = -:-(-:2~,-~1 -.,-)---) (T1 - 2T 2 + 293) 
3 x 1o-z (200 

simplificando: 

Tz e 0.75 (T1 - 2T 2 + 293) 
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siendo las condiciones iniciales 

T 1 ( t • O) = 800 y T2(t ~ O) ., 300 

Utilizando la serie de Taylor en el entorno de t = O, para re
solver el sistema, la solución es 

T' (O) T" (O) T(n) (O) 
( ) (o) 1 1 2 1 · tn T1 t = T1 + 1! t + ~ t + ••• + --ur-- + ••• 

T' (O) T" (O) T~n) (O) 
T2(t) ~ T2(0) +-TI-- t +y t 2 + ••• + n! tn + ••• 

Considerado loa primeros cuatro términos de la serie de Taylor, 
'loa valores de \.o, T 1 (\o), T2 (to) y sus correspondientes deri V.!_ 
d•• son 

T¡ (to) • T¡, o 

T¡ (O) = 800 

Ti(t0) "'%(r 2 , 0 - r 1 ,o) 

Tl<P> .. % (3oo,- 8oo) .. -416.667 

T'i(to) "'f(T2, O - Ti ,o.) 

rt 0 = o 

T'i(O) =% (369. 750- (-416.667)) = 655.347 

T'i' <to> "' Í ( r2. o - r i', o) 

'l"i 1 (O)"'% ( -867.125- 655.347)"' -1268.727 

T2(to) = T2•0] 

. ¡condiciones iniciales 
T2 (O) m 300 

T2_(t0 ) =t ( Tpo - 2T2 , 0 + 293) 

r2<.o> "'t (8oo-2(3oo> +293 )= 369.750 

T2<.to>=t(ri,o- 2Ti,o) 

Tz (O) =t (-416.667- 2(369. 750)) =- 867.125 

T" 1 (t > .. l(r" . - 2T" } 2·0 41,0 2,0 

T2' (O) =t ~655. 347- 2(-867 .125)) = 1792.198 

t1V(.t ) ., 1_ (r"' - T" 1 \ T1V(t ) = l ( T" 1 - 2T" 1 \ l O 6 2 , O 1 , O) 2 O 4 1 , O 2 , O} 

TtV(.O) •% (1792.1~8- (-1268.727))-2550.770 TiV(Q) =% (-1268.727- 2(1792.198)) •-3639.842 

auatituyendo valo~~~~ la ealucion 

'
- (-) 800 + (-416.667) t + ~ t2 + (-1268.727) t3 + 2550.770 t~ 

l t • 1! 2! 3! 4! 
• 300 + 369.750 t + (-867.125) 

!2(t) 1! 2! 
1792.198 t3 + (-3639.842) t~ 

3Í 4! 
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efectuando operaciones 

T¡(t) = 800- 416.667t + 327.674t2 - 211.455t3 + 106.282t4 

T2{t) a 300 + 369.750t - 433.563t2 + 298.700t3 - 151.660t4 

Valuando la solución á intervalos de 0.1 minutos se ob
tiene 

t T 1 (t) T &(t) 
(min} [O K) ( •K) 

o. o 800 300 

0.1 761 333 

0.2 728 359 

0.3 700 379 

0.4 675 394 

0.5 654 404 

0.6 636 411 

0.7 622 412 

0.8 612 409 

0.9 606 400 

l. O 606 383 

Debido a que esta solución presenta errores muy grandes 
conforme se aleja del entorno (en este caso el entorno es 
la condición inicial del sist~ma) es conveniente utilizar 
solamente los primeros cuatro puntos y los demás calcular 
los utilizando el m~todo de Milne. Las ecuaciones del -
m~ todo son 

T¡,i+¡, a 
T l 'i- 3 + ih (2f. - f. + 2fi) p 3 1-2 1-l 

T2'i+l, = T2'i-3 + 4 h ( 2gi-2 - + 2gi ) p 3 gi-l 

i=3,4,5, ... 

T¡, "+ = T¡,1·-¡ + 
1 ltC 

i = 3, 4, 5, • • • 
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• ...1. 
6 

3 
T 

Tomando i a 3 en las ecuaciones predictoras del m~todo 
de Milne, se obtiene para la temperatura T1: 

donde 

Tl•O • 800 

h "' 0.1 

f1 • f(tl, T¡,l> T2.,¡) • i IT;t,¡- T1,1) ·., i (333-761) •- 356.667 

5 5 
f2. • f(t2., Tl•2.• T2.,2.) "6 (T2.•2.- T¡,2.) = 6 (359-728) =- 307.500 

y para la temperatura T2 

donde 

T2.•0 ., 300 

h .. 0.1 

81•g(t1> T¡,¡, T2.,1)" f(Tl>l -·2T2.•1 + 293)•f~61 -2(333) +293)=291.00 

82. • g(t2., Tl•2.• T2.,2.) =f (T¡,2.- 2T2.t2. + 293 j., f ( 728 -,2 (359) + 293) 
~ 227.250 

B3'"s(t], ~lt3• T2.,~>·t (T1,3- 2'i.'2 , 3+293)··f.(7oo -2(379) +293)=176.250 

sustituyendo valores en l<;ls ecuaciones predictoras de. T1 
y Te se tiene · 

T1 , 4p = eoo + 4 (0.1l [ 2 <:-356.667)- (-307.500l + 2 <-267.500l J 
T2., 4p = 300 + 4 (0.1) [2(291.000) - 227.250 + 2(176.250) J 
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efectuando operaciones 

T¡,~¡p "' 674.555 

T2•4P = 394.300 

utilizando lás ecuaciones correctorás 

donde 

) 

f 2 307.500 

f3 .. - 267.500 

f~¡ .. %(T2,4p- Tl,4p)=% (394.300-674.55)=-233.51¡6 

82 .. 227.250 

83 .. 176.250 

84 =% ( TI,4p.- 2T2,4~ + 293) =% ( 674.555- 2'(394.300) + 293) : 134.216 

sustituyendo 

Tl,4c = 728 + 0 • 1 -3- (-307.500 + 4{-267.500) - 233.546) 

T2,4c = 359 + ~ (227.250 + 4(176.250) + 134.216 ) 

efectuando operaciones 

Tl,4c = 674.-298 

T2,4c .. 394.549 

Repitiendo el procedimiento para i = 4 

T¡,sp., T¡,¡ + + h [2f 2 - f 3 +2ft¡] 
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fz • - 307.500 82 • 227.250 

f3 .. - 267.500 83 " 176.250 

f,. 233.124 8'+ = 133.650 

sustituyendo valores 

T¡,sp a 761 +~ {0.1) [2{-307.500)- {-267.500)+2{-233.124)] 

Tz,sp" 333 + ~ {0.1) [2{227.250) - {176.250) + 2{133.650) J 
efectuando operaciones 

T 1 , 5 p "652.500 

T2•SP = 405.740 

y los valores corregidos son 

Tz,sc 

(f3 + 4f,. + fs) 

(s3 + '48,. + ss) 

f3 "- 267.500 

f,."'- 233.124 

fs 205.6B 

83 = 176.250 

8'+ "' 133.650 

SS = 100.515 

sustituyendo valores 

T 1, 5c • 100 + 0 j 1 (- 267.500 + 4(-233.124) + (-205.633)) 

T " 379 + 0•1 2•5C -3-

efectuando operaciones 

( 176.250 +4(133.650) + 100.51.5 ) 

T¡,sc = 653.146 

Tz,sc • 406.046 

Procediendo retiradamente en forma similar, hasta alcan

zar t • i minuto, se llega a 



i Cl 5; 

i .. 6; 

i = 7; 

i = 8; 

i .. 9; 

T1(t "· 0.6lp = 632.839 

T2(t = 0.6)p = 414.991 

T1(t = 0.7)p = 616.964 

T2(t = 0.7)p = 420.276 

T1(t = 0.8)p = 599.718 

T2(t = 0.8)p = 441.991 

T1(t a 0.9)p = 587.193 

T (t = 0.9) = ~27.280 
2 p 

T1(t = 1.0)p·= 573.399 

T (t = 1.0) = 438.539 
2 p 
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T1 (t = 0.5) e ... 632. 722 

T2(t .. 0.6)e = 415.257 

T1(t = 0.7)e = 616.510 

T2(t = 0.7)e = 420.607 

T1 (t = 0.8) e .. 600.894 . 

T2 (t = 0.8)e = 424.278 

T1(t = 0.9)~ = 587.492 

T2(t = 0.9)e = 426.882 

T1(t = ~.O)e ~ 57~.502 
T2(t = 1.0)e = 427.539 

Finalmente las temperaturas, tanto del vapor como del li
quido durante el primer minuto de funcionamiento son 

t T¡ (t) T2(t) 
(min) (o K) (o K) 

o. o 800 300 

TAYLOR 0.1 761 333 

0.2 728 359 

0.3 700 379 

0.4 674 .395 

0 .• 5 . 653 406 

0.6 633' 415 

MIL NE o. 7 617 421 

0.8 601 424 

0.9 587 427 

1.0 575 428 
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10. El departamento de mantenimiento de una empresa desea reali
zar pruebas de vibraci6n en una máquina. Antes de llevar a ca
bo estas pruebas, se hizo el siguiente análisis te6rico 

El modelo simplicad~ del equipo se consider6 como 

rv 

donrte 

k' 1 y k' 2 contantes de los resortes 

m¡ y m2 Masa de los elementos ' 

4 
kl k¡ = ¡; 

i=l 1 

4 
kl k2 = ¡; 

i= 1 2 

El sistema se representa matemáticamente con las siguientes 
ecuaciones diferenciales 

d2 x¡ (t) 
k¡ x 1 (t) + k 2 [ x 2 (t) - X¡(t)] m¡ 

dt2 

d2x2 (t) 
= - k2 [ x2 (t) - x 1 (t)] m'Z. dt2 

Siendo x 1 (t) y x2 (t) los desplazamientos con respecto al 
tiempo de las masas m1 y m2 respectivamente. El sistema se co~ 
sidera inicialmente fijo de la siguiente forma 
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~n el tiempo t • o son retirados los brazos A y B y las mas~s 
m1 y m2 comienzan a desplazarse. 

Utf11zando un. polinomio de Taylor de 6°grado , ca'lcular el des 
plazamiento que sufren las masas m1 y m2 durante los primeros-
600 milisegundos, considerando que: 

m1 .. 100 kgf 
175 

1t8f __ _ 
k¡ .. 

m 

kgf 
k2 = 125 m 

Las condiciones iniciales del ~istema son 

X¡(t ., O) • 0.03 m 

x2(t • 0) = 0.08 m 

estas condiciones se pueden observar claramente de la figura 
anterior; además 

x~(t • O) =O 

x 2'(t • O) .. O 

La derivadas de x 1 (t) y x 2 (t) representan la velocidad de cdda 
una de las masas, siendo ~stas iguales a cero, ya que est&n su
jetas por los brazos A y B respectivamente. 

Soluci6n: 

El sistema de ecuaciones que se' obtiene al sustituir valo
res es 

100 x'i • - 175(4) x 1 + 125(4) [ x 2 x 1 ] 

200 x2 '• - 125(4) [ xi - x1] 
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x¡ • ~ 12x1 + 5x2 

x2 • 2.5x 1 - 2.5x 2 

La solución del sistema que proporciona el polinomio de Taylor 
es: 

x'(O) x"(O) z'"(O) x(u)(o) 2 2 2 2 3 ~u 
x2(t) = z2(0) +---¡-y- t +""""2! t + ~ t + ••• + ~ t + 

Obteniendo las derivadas de ambas funciones 

xr = - 12x¡ + 5x2 

x"' 1 

l. V X¡ 

12xi + 5x2 

12x'i + 5x2 

x~ • 2.5x¡ - 2.5x2 

x"' 2 .. 2.5xi 

x~V a 2.5x} - 2.5x2 

De las condiciones iniciales y de los valores de las primeras 
seis derivadas se tiene 

x'i(O) =- 12x¡(O) + 5 X2(0) m- 12(0.03) + 5(0.08) - 0.04 

x2(0) • 2.5x1(0) - 2.5x2(0) = 2.5(0.03) - 2.5(0.08) •- 0.13 

x1'(0) = -12xi(O) + 5 xi(O) =- 12(0) + 5(0) • 0.00 

x2'(0) = 2.5xi(O)- 2.5x2(0) = 2.5(0)- 2.5(0) = 0.00 

xtv(O) = - 12x}(O) + 5 x2(0) .. - 12(0.04) + 5(-0.13) • -, 1.13 

x~v(O) .. 2.5x1(0) - 2.5x~(O) • 2.5(0.04) - 2.5(-0.13) .. 0.43 

x!(O) .. - 12x1'(0) + 5 x2'(0) •- 12(0) + 5(0) • 0.00 

xi(O) = 2.5xt'(O) +l.Sx;"(O) • 2.5(0)- 2.5(0) • 0.00 

xl1 (0) .. - 12x~" (O) + 5 x~" (O) Ú(-1.13) + 5(0.43) • 15.69 

xi1 (0) • 2.5x~~ (O) - 2.5x~v (O) • 2.5(-1.13) - 2.5(0.425) •- 3.89 
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sustituyendo 

x1(t) • 0.03 + (O)t + 0;~4 t 2 + (O)t3 + -1¡~3 tlt + (O)ts + 15¿f9 t 

simplificando 

x¡(t) • 0.03 + 0.02t2 -0.05tlt + 0.02t6 

X2(t) - o.os - 0.07t 2 + 0.02t .. - O.Olt6 

Tabulando las soluciones durante los primeros 600 milisegun• 
considerando incrementos de h • 100 milisegundos, se obtien• 
finalmente 

t Xl X2 
(s) (cm) (cm) 

o.o 3.00 s.oo 
0.1 3.02 7.93 

0.2 3.07 7. 72 

0.3 3.14 7.38 

0.4 3.20 6.93 

0.5 3.22 6.36 

0.6 3.17 5.69 

11. En el sfstema mec4nfco de la siguiente figura 
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Se encontr6 que después de un segundo, la masa habfa recorri
do 20 cm. Encontrar la velocidad inicial de la masa 
(v(t =o¡ =? ), considerando 

m 3 Kgm 

K cte de resorte 
cm 

Solución-: 

A partir de la segunda Ley de Newton 

F ma 

se obtiene que: 

F = - Ky(t) 

sustituyendo: 

-y K = m 

igualando a cero: 

~ K 
dt+mymO 

Al resolver esta ecuación diferencial se obtendrá una 
función y(t) que representa el desplazamiento de la ma
sa, de esta función se conocen los siguientes puntos 

y(O) e O 

y 

y(l) 20 
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Los cuales son las condiciones de las front~ras del pro
b1ema1gráficamente 

X 

El comportamiento de la funci6n entre las dos fronteras 
se obtendrá al resolver la ecuaciSn diferencial 

a o ... x 
,:', .. 

t 

A trav~s del m~todo de diferencia~ finitas, se obtiene al 
sustituir la segunda derivada por la f6rmula num~rica 

Y" 1 ah2 - 2 

lo siguiente 

l y. a Q 
m 1 

Pivote 

despejando yi+l 

(-
Considerando h • 0.2 y sustituyerido los valores de k y m 

se obtiene: 

••• (a) 
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A partir de la condición de la frontera inicial 

Yo = y(O) • O 

y suponiendo 

Y1 = y{0.2) • 4 

Se puede obtener el valor de Y2 • y(0.4) considerando 
i • 1 en la expresión (a) 

y 2 • 1.9333 Yl - Yo 

au~tituyendo valorea 
Y2 • 1.9333(4) -O • 7.7332 

en forma análoga 

i - 2; 

i D 3; 

i = 4; 

Y3 • 1.9333y2- Yl • 1.9333(7.7332) -4 • 10.9506 

Y4 .. 1.9333y3- Y2 • 1.9333(10.9506) -7.7332 • 13.4376 

Ys = l. 9333y~¡ - Y3 • l. 9333(13.4376) - 10.9506 • 15.0283 

Graficando estos resultados 

~lt\ 

a o 
.x--· 

-·-
- x- - x-

1(:..----+----+----+- --·-----4 ··-- _____ ... _ __. 

o.e o. c. Cl."\ 10 t. 

Se observa que la condición de la frontera final AO se 
~atisface. Suponiendo que Yl en lugar de cuat~o t~nga un 
valor de seis, se obtiene que 

i ~ 1¡ 

Í a 2; 

i - 3; 

i = 4¡ 

Yo = o 

y 1 = 6 

Y2 • 1.9333y1 - Yo. • 1.9333(6) - O • 11.5998 

Y3 • 1.9333yz- Yl., 1.9333(11.5980) -6 a 16.4259 

Y4 • l. 9333y3 - Y2 l. 9333(16.4224) - 115980 • 20.1564 

YS • 1.9333y., - Y3 • 1.9333(20.1514) -16.4224 • 22.5424 
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.· ·lt 
- 111-

a o l( .. -
.)(." 

)( 

o. e 0.1. 0.'-\ o.ro o.'!s \.0 
\.. 

La condición de la frontera final tampoco se satisface 
considerando el valor Yl = 6, pero con este análisis se 
puede asegurar que el valor correcto de y 1 se encuentra 
entre cuatro y seis. Efectuando una interpolación li
neal c:on la siguiente tabla 

Y6 Y 1 

15.0283 4 

20.000 
22.5424 6 

Yl ~ 

\ l20- 15.0283) 
{ 2 o - 2 2 • 54 2 4 (4) 1 6} 

~15.0283 - 22.5424) + l22.5424 - 15.0283) \ 

Yl = 1.3534 + 3.9699 = 5.3233 

Resolviendo el problema de nuevo 

Yo = o 

Yl = 5.3233 

i m 1; Y2 a 1.9333y1 -Yo = 1.9333(5.3233) - 0.0000 = 10.2915 

i- 2; Y3 "' 1. 9333y2 - Yl m l. 9333(10.2915) - 5.3233 = 14.5733. 

i = 3; Y4 = 1.9333y3 - Y2 = l. 9333 (14. 5 733) -10.2915• 17.8831 

i a. 4; Ys .. 1.9333y., - Y3 .. 1.9333(17.8831) -14.5733 = 20.0001 

Siendo esta la solución correcta debido a que satisface 
las dos condiciones de frontera 
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t y(t) 

o.o 0.0000 

0.2 .:..3233 

0.4 10.2915 

0.6 14.5733 

0.8 17.8831 

l. O 20.0001 

Como y(t).representa la distancia recorrida por la masa 
entonces y'(t) debe representar su velocidad. Para de
terminar la velocidad inicial de la masa es necesario ob 
tener y'(t • O). Derivando numéricamente, haciendo uso
de la siguiente formula 

ae obtiene 

1 
y~ .. 6h {- :bb 18 - 9 

y'0 .. 6 (~. 2 ) 1- n(o.oooo) + 18(5.3233)- 9(10.2915) + 2(14.5733)) 

Finalmente, efectuando operaciones y despreciando el 
error, se tiene que la velocidad inicial de la masa es 

v(t • O) • y' = 27 cm/s 
' o 

+e r 

12. El departamento de ventas de la compaftfa "ALFA" ha determi
nado que la demanda de un nuevo producto se desarrollará de 
acuerdo a la siguiente ecuaci6n diferencjal 

y" + y' .. o 

donde y(t) es una func16~ que representa las ventas del produ~ 
to en un tiempo dado. 
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Para que la producci6n sea rentable le consideri necesario 
que al cabo de un ano, se deben vender cuatro mil .unidades dia 
rias. I.Cu41 debe ser la producci6n trimestral. para lograr al:
canzar la meta al finalizar el primer ano? 

Solución: 

Al res~lver la ecuación diferencial, con las siguientes 
condiciones de frontera1 

'1000 

y(O) •• O 

y(l) .• 4000 

)( 

ll 

se obtiene la respuesta a la pregunta planteada. Utili~ 
zando el mltodo de diferencias fiait,as para.res.Olver la 9 

ecuaciiSn~ por las . fórmuías 

!'la. obtiene 

y" - ~ '1 - 2 ll 
y' - 2~ f-l o 11 

. h1
2 {7i-1 - 2Yi + yi+d + 2~ f- yi-1 + yi+1} -o 

considerando h • 0.25 (un trimestre) 

simplificando 
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Valuando esta ecuación para i • 1, 2, 3 y 4, se obtiene 
el siguiente sistema 

14y 0 - 32y 1 + 1By2 

I4y 1 - 32y2 + ~ay 3 

14y2 - 32y3 + 18y4 

sustituyendo las condiciones de frontera 

• o 

14yl - 32y2 + 18y3 • o 

14y2 - 32y3 

• o 

• o 

.. o 

72,000 

Resolviendo el sistema, utilizando el método de Gauss
Seide~se obtienen los siguientes resultados 

y¡= 1402 

Y2= 2492 

y3= 3340 

Por lo tanto, el resultado de la ecuación diferencial 
es: 

X y(x) 

o.oo 0000 

0.25 1402 

0.50 2492 

0.75 3340 

1.00 4000 

~t><.) 

't,ooo 
"' 

X 

" ?< 
"' x" 

/ 
'2.,000 " / 

)(. 
/ 

/ 
1 

o.~ 1.0 X 
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SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES EN DERIVADAS 
PARCIALES 

l •. La ecuación elfptica de Poisson 

3 2 u(x,~) +·a' 2 u(:i,::tr ... 4. 

-3 X 2 'i¡ y2 

representa la temperatura de una placa de metal, como 
la que se muestra en la figura, la cual forma parte de 
una máquina procesadora de alimentos. 

y 

2 

u(t, y) • (y ~· l)~ 

1 • S 

u(O, y) • y 2 

o.s 

o 
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La temperatura en el centro de la placa, debe mantener 
se entre cero y un grado centígrado para asegu~ar el buen 
funcionamiento de la m&quina, las temperaturas en la peri 
feria de dicha placa varían en las cuatro caras debido a
la e~tructura de la propia m!quina. 

En forma experimental se ha determinardo que la distri
buci6n de temperaturas en la periferia es como sigue: 

u (x 1 O) 

u(01 y) = y 2 

u (x, 2) 

u ( 11 y) 

(x - 2) 2 O< x ~ 

(y - 1) 2 o ~ y < 2 

¿se podría asegurar el buen fun donamiento de la máqui 
na para las condiciones establecidas? 

Solución: , 
Sustituyendo en la ecuación la fórmula de derivación 

parcial 

se obtiene 

[ : -4 :] 4 

Como AX AY h = 0.5 1 entonces 

= 4(0.5) 2 

que equivale a 

+ u(xi+11 yi) = 1 

Tabulando las condiciones de frontera 

~ o 0.5 1 

o o 0.25 1 

0.5 0.25 T¡ T2 

1 1 0.25 o 

1 • 5 

2.25 

TJ 

0.25 

• •. (A) 

••• (B) 

2 

4 

2.25 

1 
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Para facilitar la aplicaci6n da la ecuaci6n de recu~ 
rrencia se sobrepone la matriz da la ecuaci6n (A) sobre 
los primeros valores de la Tabla, centrándola en T 1 ·y 
multiplicando cada elemento de la matriz por el corres~ 
pondiente elemento de la tabla, 'sto equivale a usar la 
f6rmula de recurrencia (B'), tomando como pivote el .valor 
de T¡; de 'sta manera, se establece la rela~i6n · 

0.25 + 0.25 - 4 T¡ + T2 + 0.25 = 

·repitiendo el procedi~ie~to ~on T2 y T3· 

2.25 + T2 - 4 Ts + 2.25 + 0.25 = 

simplifiCando 

- 4 ~1 + 'r2 - 0.25 

T¡ - • T2 + Ts = 2 

T2 - 4 Ts =-3.75 

como se t"iene un sistema cuya matriz de coeficientes 
contiene ios elementos de mayor valor absoluto de la 
diagonal principal ·se p1,1ede aplicar el m'todo de Gauss
Seidel. 

En donde: 

T¡ = 0.25 (Ta - 0.25) 

T2 = O. 25 (T, + T, ) 

T a· = O. 2 5 ( T1 + 3 • 7 5) 

Resolviendo el sistema con .T a o, o, O -coJ [ ] 

T¡ = - 0.0039 -0.0005 1 0.0000 o 

'r2 .. 0.2344 0.2480 l 0.2498 1 0.25 

T 3 ... 0.9375 0.9960 1 0.9995 1 

Por lo tanto · 

T2 • 0.25 T1 "' 1. 

La temperatura en el centro de la placa es menor que 
uno, se puede asegurar entonces el buen funcionamiento 
de la máquina. 
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2. El voltaje en cada punto de una lfnea de transmisi6n, durante 
las primeros instantes después de haberse conectado a una fue~ 
te de enrgia, se puede model~r mediante la ecuaci6~ 

- {RC + LG) 3E{x,t) • RGE {x,t) 
"IT 

donde R y L son respectivamente la resist~ncia e inductancia 
del conductor por unidad de longitud. Por otra parte e y G r~ 
presentan la capacitancia y conductancia que hay entre la ti~ 
rra y el conductor, por unidad .de longitud. 

Considerando los sfguientes valores: 

R o. 031 [ohm/km] 

G 6.6 X 10- 7 fmho/km] 

L 1.122 x 10- 3 [henry/km) · 

e 4.42 x 10-~ ~lrad/km) 

Tabule el voltaje E{x,t) para una l'lnea de 4 kn: de. lo~ 
gitud, durante un milésimo de segundo, usando el méto
do de diferencias finitas, con las siguiente condicio
nes: 

E{x,O) o 

E{O,t) 23000 sen 120nt [vo lts] 

E {lO, t) E{9,t) 

aE{x 1 t) = O; X > 0 at t=O 

t.x = 1 (km l 
t.t = [10--seg.] 

SOLUCION: 

Sustituyendo en la ecuaci6n lás siguientes f6rmulas de 
derivaci6n parcial (ordenadas ~n forma matricial) • 

~2~~ .. • 1z [~ -! ~ol_·. 
vX . i=j LlX 0 1 1 
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3 2 E 

li,j.; 
1 [o 

o !l 'li"tT ~ti ~ -2 
o 

a E 
li,j= 2!tl-! o !] at 

o 
o 

-se obtiene 

1 
-2 

1 
~] - i& l~ --~ 
o t o o 

0
0
;1_ RC + LG r_ ~ J 2At' [o 

o 
o 
o 

sustituyendo los valores de R, e, L, G, ~t y ~x 

1 
-2 

(1.122x1o-'> (4.42x1o-'> 
( 1 o-'> 2 

(0.031) (4.42x10-')+(1.122x10- 1 ) (6.6x10- 7J 
2(10-~) . 

_, 
= (0.031) (6.6x10, ) [~ 

o 
1 
o 

[! o 
-2 

o !] 

haciendo operaciones y sumando los términos semejantes se ob
-tiene 

[-:9.52 97.18 .. o 

lo cual equivale a la siguiente ecuaci6n 

E(xi_ 1 ,tj) ~49.5~E(xi~tj_ 1 )+ 97.18E(xi,tS) 

• • • (A) 



Como no se conoce el 
.l.!nea .para el tiempo 
resolver.el problema 
despeja E(~i' tj+1 ) 

lBS 

voltaje que habr¡ en cada punto de la 
t ~ 1 x 10- 3 -·seg~ndos. es necesario 

en forma iterativa para lo cual,_ se · 
de la expresión (A) , de esta manera 

E(Xi' tj+1) = 0.02 E(xi-1' tj}-E(xi;tj-1f+1.96 E(xi,tj)+ 

+ 0.02 E(Xi+ 1 ' tj) 

Antes ·de aplicar esta fórmuia de ·recurrencia es conve
niente tabular las condiciones i·niciales y, de fronter_a, 
como se muestra a continuación 

1 

1~ o 1 z 3 4 5 . 6 7 8 9 10 ( 

o o 866 1.73Z Z,$95 3,455 4,309 5,158 5, 999 6,831 7,654 8,466 

1 ·O o 
z. o o 

3 o o 
4 o o 

i.os valores del. primer renglón E(O,t.l se obtienen al ev!. 
luar la condición E(O,t) = 23000 sen 120llt en t = 0,1,2, ••• 10, 
y los valores de E(x, 1) son iguales a E'(x, O) debido a 
que la condición 

indica que no existe variación del voltaje en t=O. y x > O. 

Como no es _posible calcular· E ( 1 O, t; l , . usando- la . fór_mula 
de re~urrencia, por. la falta de loa.valores E(11,t._ 11, 
se usar¡ la c.ondición . · l 

E(10,t) ,. E(9,t) 

Aplicando la fórmula de recurrencia (B) sobre las con
diciones iniciales, se obtiene la siguiente t;abla que 
presenta el voltaje eti fun~ión de la distancia x(km) y 
el tiempo t(diéz milési111as. de segundo). 
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[ ··J 

ó . 

o· 
o . 

866 1732 

17 

186 

2595 3455 4309 

67" 166 327 

10. r~lo- 4 s·eg 1 

5158 5999 6831 7654 8466 

561 .876 1276 1763 2335 

15 35 n 129 217 

.o 

3) Se ha observado que la temperatura en los diferentes 
puntos de una barra delgada, que sé encuentra aislada 
del medio ambiente y parte de un estado de desequilibrio~ 
esta dada por la·siguiente ecuaci6n: 

au (t, x) - a2 n u(t, x) o para un tiempo 

· en el punto xi 

Considerando una barra de 2 metros de longitud y las 
siguientes condiciones iniciales: 

u(t, 0) = u(t, 0.2) = O t > o 

u(O, x). = sen ~ x 0 < X < 2 m. 

Cuánto tiempo tiene que transcurrir para que la barra 
se encuentre a cero grados centigrados en todos los pun
tos, aproximando a dos cifras decimales. 

solución: 

Para aplicar ei método de diferencias finitas, se .divi 
dirá la barra· en .. cuatro partes · igu·ales de O. s·m ca.da una-:" 
y se calcular! la temperatu~a en cada punto de la barra 
para diferentes tiempos. 

1T u(O, x) .. sen 2 x 

2) = o 
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Las fórmulas de derivación parcial que se utilizan en 
este ejemplo son: 

~t u(t,x) ¡ 
i,j 

1 

(6x) 2 

Sustituyendo en la ecuación diferencial 

-u(t. x.) + u(t. 1 x ) 
l., J l.+ , j 

(6x)" 
o 

Por las condiciones iniciales y la forma del problema, se debe en 
contrar una fórmula de recurrencia que proporcione las temperaturas 
en el tiempo ti+ 1 a partir de las correspondientes en ti' para lo 

cual se despeja de la ecuación (A) el d:oni.no u(ti+1 ,xj). Esto es, 

u(t. x.) + ~ [u(ti x. 1¡ - 2 u(ti x.) + u(ti,x. 1¡1 
l., J (6x) 2 , J- , J J+ 1 

Como 
llt 

(6x) 2 
tiene que ser menor que 0.5 para tener una 

solución estable y se ha fijado 
tomará llt = 0.05, de manera que 

6x = 0.5, entonces se -

6t 

(6x) 2 

sustituyendo estos valores 

~=0.2 
(0. 5) 2 

(A) 
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= 0.2 u(ti xj 1¡ + 0.6 u(t. x.) + 0.2 u(ti x.+1l 
, - 1, J , J 

Para facilitar la aplicaci6n manual de esta f6rmula de 
recurrencia, se puede plantear en la siguiente forma 

j-1 j j+1 

i 
[ :.2 :.6 0~21 

o o o 

i-1 

i+1 

Tabulando las tempera~uras u(t,x) para t = O median 
te la condici6n 

se obtiene 

1T 
u(O, x) = sen 2 x 

X o o.s 

u(O, x) o 0.7071 

O < x < 2 m 

1 1.5 2 

1 0.7071 o 

A partir de estos valores y tomando en cuenta las con
diciones 

u(t, O) = O t > o 

u(t, 2l a O 
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se pueden calcular las temperaturas en t = 1, sobrepo
niendo la plantilla (C) en los pun~os u(O, x), con lQ 
cual 

u ( 1, O) = O 

u(1,0.5l = 0.2(0) + 0.6(0.7071) + 0.2(1) = 0.624 

u(1,1) = 0.;!(0.7071) + 0.6(1) + 0.2(0.7071) = 0.8828 

u(1,1.5) 0.2(1) + 0.6(0.7071) = 0.624 

u( 1 ,2) = O 

Como la variación de la temperatura es lenta, es conve 
niente utilizar un programa de computadora, como el que se 
muestra a continuación, para hacer los cálculos. 

H:l DIM V143,5l 
-:~~1 CL S> 1'1\'!l:,- "· 

J~ PCM CONDlCIC~LS INICIALES V DE FRONTERn. 
~~~O~ X"~ 1'0 2 STEP 0.5 
SD U(J,J>~ SIN(0.5~3.1415'~2~X) 

é.>D PrH~If UGHIG A·n;I;' r>nHH USHIG A1;;J; 
1(; rr~H.IT U':;ING [!,t¡;T;: I"P.INT U~>ING lYI>;X; 
811l P!1HIT USING EYt>;UII,S>: ··•!UNT 
l'.'fj J~J ·1 1 
1 ~l111 NL:<T X 

·: 10 HE11 

1:2D f.'!.O!"i CALCULO DE LA ECUr•.CION. 
1 ::.:~12l n::7M 
¡ 4-0 I'F.' I l·lT 1~\'~; 

1 'Jta !'\! ·J ··1 

16~ roR r~o TO 42 
J 1e1 J · '", x ~l1 
!Ba 1~1~o.05 

l~~ PRINT USli~G A~; I·l·t;: PRll~l USII~G A$;J; 
'2'.00 P~Ii'JT U~::IING 8·t;T~ ~ P!~II'JT USING B·H;X; 
210 PP.INT USING B~;U(It1,Q): PRINT• 

FOR ,r~,l TO t-J-·J. 
x-x+0.~ 

.. " ~ 

220 
::''30 
240 
2:JG 
·:a, o 
27~1 

.-,·eo 

U ( I -> 1 , J) ~ 0. 2·• (U ( I , J -- 1 ) 1 U ( I , J ·1 1 ) ) > Q. 6 x U ( I , J l 
f'!1!1·JT USING A•;;;I<ll' r'RINT USING A•,;J·; 

;:"7(~ 

:m0 
31('1 

PRINT USTNG n$:T;: PRJNT USING 8~;X; 
I'!'~INT USING 8~>;U( l+1,Jl' Pr<INT 
NEXT .J 
;{ :IX ·:·(J.:) 

f'RINT USING A$;!11;: PRI~r USING A~;J; 
Pf¿INT U!3ItJG B~.;T;.: r->niNf liS!t'IG ü·~:¡!(:; 

PRINl USING B&;UCI•1,JI> PRINT 
33~ 0~TN1 PY~ 

·y,Q NEXT I 
3::.illl END 
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Este programa ha sido elaborado para una m'quina Radio 
Shack, TRS-80 modelo I y los re.sultados obtenidos fueron 
los siguientes: 

i j ti+1 xj u(ti, xj) 

--------------···--------------------
1 0 0.05 0.00 0.00 

1 1 0.05 121.5121 121.62 

1 2 121.1215 1. 0121 121.88 

3 0.05 1.!:1121 121.62 

4 121.05 2.00 121.0121 

----------------- .... ---------------.... 
2 121 0.1121 121.121121 0.121121 

2 121.1121 121.5121 121.55 

2 2 121.10 1.0121 121.78 

2 3 0.10 1.5121 121.55 

2 4 0.10. 2.121121 121.00 

·---------------------------------~ 
• 

• 
-----------------------------------

4:2 0 2.10 0.121121 121.121121 

42 1 2.,1121 121.5121 121.121121 

42 2 2. 10. 1.121121 121.1211 

'•2 3 2.1121 1. 5121 121.1210 

'•2 4 2.1121 2.121121 121.121121 

-----------------------------------
' '•3 121 2.15 0.121121 121.121121 

43 2. 15 121.5121 121.1210 

43 2 2.15 1.121121 121.0121 

43 3 2.15 1.5121 121.1210 

43 4 2.15 2.121121 121.121121 

Por lo tanto se puede concluir que el tiempo necesario 
para que se estabilice la temperatura es t = 2.15 unida 
des de tiempo. · -
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Para la ecuación en derivadas parciales, 

a u(x,y) 
ay 

con las siguientes condiciones: 

u(O,y) = 1 l u(2,y) 
u(l,O) • 3 ¡ u(1,3) 

tJ.x = tJ.y = 1 

2 
4 

o 

encuentre mediante el método de diferencias finitas, una 
aproximación a los valores de u{1,1) y u(l,2). 

Soluci6n: 

u(1,1) = 2 , u(1,2) = 1 

2. 6nauP.ntre una fórmula de recurrencia para determinar 
l?s ~alores de ~~xi+l j), que resuelven numéricamente la 
stgu1ente ecuac1on ' 

X + y 

con tJ.x 1 y tJ.y 2 



192 

Solución: 

3. Con el m~todo de diferencias finitas,.genere el si~temac 
de ecuaciones (sin resolverlo) que pueda proporcionar ~ 
uaa aproximación a la solución, de la ecuación 

en la región R = f (x,y)/o ~ x ~ 3 

con las siguientes condicione~: 

ulo,y) 2y - 1 u ( 3 ,y) zY 

u(x,1) = x ; u(x,4) = x2 

·ll.x = ll.y = 1 

Solución: 

-u13 + u22 + u23 = 

-u12 - u22 + u23 = 

u12 - u13 - u23 = 

u12 + u13 - u2.2 
.. 

0 <X.< 3 

14 

6 

-s 

4. La presión que hay en un tubo de longitud t en función 
de la distancia al origen de refere:11cia x y del tiempo 
t, se puede representar mediante la. ecuación 
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donde K es una constante que depende de las caracterís
ticas físicas del tubo. 

Considerando las siguientes. condiciones: 

<! 
3P (X 1 t} 1 P{o,t) t 

ax x=t 
o t > o 

P{x,O) o aP{x,t) 1 
at t=O o 0 < X < 5 

1 5 m; K 1 

Encuentre una aproximaci6n de la presi6n que tendrá el 
tubo en t = 5 y x = 1,2,3 y 4. 

Solución: 

X t P (x,t) 

o S 5 

1 5 4 
2 S 3 
3 5 2 
4 S 1 

5 5 1 

5. Dada la ecuaci6n 

a2 u(x,t) + 10au(x,t} 
3t2 at 

-100 u(x,t) 

Con las siguientes con~iciones 

u{x,O) = O au{x, t) ¡' 
3f t=O 

10 X 0 < X < 1 

u(O,t) = O u{1,t) o t ~ o 

t:.x = t:.y = 0.1 

Obtenga una aproximaci6n a la funci6n u{x,t) para t=0.3 
Y X = 0.5 




