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Hoy en día las ciudades crecen a un ritmo exponencial, en algunos casos particulares
podemos ver el aumento de autos al doble, como el caso de la Ciudad de México donde
el parque vehicular creció a casi el doble en 10 años. En 2004 el censo vehicular registró
una cantidad de 2,556,032, para 2014 la cantidad era de 4,737,749, el doble en tan solo
10 años. Beijing es un caso extremo en el cual en el año 2005 contaba con 2.6 millones de
automóviles y al finalizar el año 2010 contaban con 4.8 millones de automóviles, el doble
en un tiempo muy corto, con un crecimiento anual del 13%. Esto obligó a las autoridades
de Beijing a partir de 2011 a realizar un sorteo para aquellos ciudadanos que pretendían
adquirir un automóvil. Con esta política se logró reducir la congestión vehicular, aunque
este esfuerzo no es suficiente. Otras ciudades no crecieron a este ritmo exponencial, el
caso de Nueva York parece ser diferente pues para el año 2004 el número de automó-
viles registrados era de aproximadamente de 1.92 millones mientras que para 2014 este
número incrementó a 2.05 millones. Este incremento tan poco representativo puede de-
berse a las altas cuotas para registrar un automóvil1, la ineficiencia de un automóvil en
una ciudad con poco espacio o la basta cantidad de transporte público.

Una matriz de origen-destino es una herramienta que se suele utilizar para el análisis
de movilidad urbana y poder desarrollar iniciativas de transporte público o planeación ur-
bana. La construcción de una matriz origen-destino, tradicionalmente, se ha hecho con
base en encuestas a usuarios o contando el tránsito de automóviles en vialidades. Estos
análisis tienen un espacio muestral muy pequeño puesto que los conteos o encuestas
levantadas no son suficientes para cubrir la toda la población de una ciudad, pues una
ciudad medianamente grande está en el orden de millones, además de ser análisis muy
costosos en relación a la cantidad de datos recolectados, por lo que los resultados pue-
den ser sesgados o insignificantes y actualizar estos datos de manera periódica tomaría
mucho tiempo.

1?iiT,ffrrrX+`�BMbM2rvQ`FX+QKf�`iB+H2fkyRdykyefh_�LaSP_h�hAPLfRdykyNN99
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En el caso de conteo de automóviles los sensores suelen ser costosos, por lo que imple-
mentar sensores en una cantidad suficiente en el que estudio sea considerado correcto,
esto es que cuente con una cantidad de información suficiente, llegaría a ser altamente
costoso, además de todas las implicaciones de logística que habrían de hacerse pues di-
chos sensores tendrían que colocarse en distintos puntos a lo largo de la avenida, recibir
mantenimiento, etc. Una alternativa prometedora serían los servicios tales como Waze,
Google Maps, etc. en el que el usuario comparte sus datos de geolocalización a cambio
de encontrar la ruta más óptima a su destino. Sin embargo se suele denegar acceso a
estos datos, por obvias razones de privacidad. Por lo que primero habría que establecer
condiciones y reglas para garantizar la privacidad de los datos recolectados.

Actualmente las compañías telefónicas recolectan datos de los dispositivos móviles con
fines técnicos o para generar estados de cuenta. Los CDR por sus siglas en inglés (Call
Detail Records) contienen información del dispositivo cada que interactúa con la red, es
decir cada que se recibe o manda un mensaje o cada que se recibe o hace una llama-
da. Así mismo registra el tiempo en que se hizo la interacción y con que antena tuvo
interacción. Las compañías telefónicas no suelen abrir estos datos, ya que se podría ma-
linterpretar su uso, pero si se les trata de manera correcta podemos obtener patrones
de movilidad. En el caso de México la telefonía celular representa un gran sector pues
tienen una penetración de 89 suscriptores por cada 100 habitantes 2. Mientras que a nivel
mundial en países desarrollados la penetración de la telefonía móvil es de 128% (cada
habitante tiene uno o más teléfonos móviles) mientras que en países en vías de desa-
rrollo es de 89%(International Telecommunication Union (2015)). Por lo que de hacer un
análisis de estos datos móviles permitirá caracterizar la movilidad a un nivel muy especí-
fico (granulado). Es por ello que generar una matriz origen-destino derivada de datos de
telefonía móvil resultaría ser más eficiente que los métodos tradicionales. La recolección
de datos será fácil, la actualización de la matriz podría ser en tiempo real y el espacio
muestral sería más grande. La generación de una matriz origen-destino derivada de da-
tos móviles da pie a otros análisis, que se pueden derivar directamente de esta matriz
o que puede complementar. No solo podremos conocer qué cantidad de viajes existen
entre dos puntos, sino también cuál es la ruta utilizada, que no es el caso de estudio de
esta tesis.
La matriz origen-destino puede ayudar a determinar sitios donde la población reside y
labora, estimar tiempos de viaje, horas pico, demanda de viajes, modo en que se trans-
portan los usuarios. Es decir, podemos hacer un análisis más detallado utilizando este
tipo de datos.

2?iiT,ffrrrXB7iXQ`;XKtfbBi2bf/27�mHif7BH2bf+QMi2MB/Q;2M2`�Hf2bi�/BbiB+�bf
�Mm�`BQ@2bi�/BbiB+Q@kyR8@�++nRXT/7



4 1 Introducción

En el caso particular de la Zona Metropolitana del Valle de México no se ha podido ha-
cer un experimento con estas características. La última encuesta origen-destino data de
2007, cuyo costo fue $53,525,000.00 de pesos y la cantidad de viviendas encuestadas
fue de 46,500 (Instituto Nacional de Estadística y Geografía (2007)), dado que la cantidad
de habitantes en la zona era de aproximadamente 29 millones (Instituto Nacional de Esta-
dística y Geografía (2011)), el tiempo total entre levantamiento de encuestas y resultados
fue de 6 meses.
Con estos datos es fácil apreciar que un experimento de este tipo realizado de la manera
convencional es muy costoso en tiempo, dinero y eficacia. De hacer este experimento
para la Zona Metropolitana se podría dar cuenta del flujo y comportamiento diario de la
ciudad, para poder dar solución a los problemas de movilidad con el fin de reducir los
tiempos de viaje.

RXkX P#D2iBpQb

RXkXRX P#D2iBpQ T`BM+BT�H

Desarrollar una matriz origen-destino mediante un algoritmo heurístico, haciendo uso de
los viajes y lugares más comunes para cada usuario en el conjunto de datos.

RXkXkX P#D2iBpQb b2+mM/�`BQb

Estimar la cantidad de viajes en días laborables y no laborables. De ser los datos
muy refinados, estimar el método de transporte y transbordo.

Determinar las horas con mayor concentración de viajes así como el tiempo prome-
dio de los viajes.

Determinar zonas habitacionales y no habitacionales.

RXjX >BTƦi2bBb

Es posible desarrollar un algoritmo capaz de identificar viajes y sitios comunes para cada
usuario además de generar una matriz de origen-destino, usando un conjunto de datos
conformado por CDRs.
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RX9X CmbiB}+�+BƦM
La justificación de este trabajo se centra en la posibilidad de mejorar las condiciones de
movilidad en las grandes urbes, que actualmente presentan un gran problema, puesto
que muchas ciudades no fueron planeadas para albergar tal cantidad de población lo que
resulta fatal para trasladarse dentro y fuera de las ciudades. Las vialidades presentan
problemas de congestión que nunca antes se habían visto, de igual manera el transporte
público es insuficiente para la cantidad de usuarios. Por lo tanto es un problema al que se
deben de encontrar soluciones rápidas y eficaces, dado el crecimiento exponencial de las
ciudades. En resumen este trabajo parte de la motivación de entender, conocer y mejorar
las condiciones viales o de movilidad que cada ciudad afronta.

RX8X 1bi`m+im`� /2H /Q+mK2MiQ
En el capítulo segundo se presentan los antecedentes teóricos que sirven como base pa-
ra el presente trabajo. En este capítulo se explica de forma general el funcionamiento de
una red celular, las categorías de células, los rangos de los teléfonos móviles dentro de
la red, las variables para calcular este rango y una breve descripción del uso de teléfonos
móviles a nivel mundial. Posteriormente se define lo qué es una matriz de origen-destino
así como investigaciones anteriores que han generado resultados utilizando CDRs.

En el capítulo tercero se describe el conjunto de datos a utilizar, el área geográfica donde
toma lugar el estudio. Posteriormente se explica a detalle el algoritmo propuesto, ade-
más de las consideraciones que se hacen para un mejor desempeño en la obtención de
resultados. También se explica la complejidad del algoritmo. Se muestra la posible imple-
mentación para su ejecución en paralelo. Finalmente se muestran las especificaciones
técnicas de una plataforma web en la que se visualizarán los resultados de manera grá-
fica.

En el capítulo cuarto se describe a detalle los resultados. En la primer sección se concen-
tran los resultados de la frecuencia de actividad en la red para unmuestreo aleatorio. En la
segunda sección se muestra la matriz origen-destino resultante y tres análisis derivados
de la matriz. El primer análisis es la distribución de los viajes, para obtener la dinámica de
los viajes. El segundo análisis muestra resultados temporales, para identificar la dinámica
de los viajes en días no ordinarios. Finalmente se muestra la plataforma de visualización
gráfica, la cual facilita la conceptualización de los resultados.

El capítulo quinto presenta las conclusiones, objetivos cumplidos así como las contribu-
ciones de este trabajo y el posible trabajo a futuro.
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kXRX .�iQb /2 i2H27QMő� +2HmH�`
Los CDR(call detail record) son datos históricos que las compañías celulares almace-
nan con fines de administración y contabilidad, estos datos contienen detalles acerca de
la interacción del teléfono móvil con la red, es decir recaba información de mensajes o
llamadas entrantes y salientes, a que antena se conecto, tiempo de conexión, número
marcado, tiempo en que se realizó y terminó conexión etc. (Horak, 2007)

Existen otro tipo de datos asociados a los teléfonos móviles como los IPDR(Internet Pro-
tocol Detail Record) que almacena registros del tráfico de datos en la red, similar al CDR
pero conmayor granularidad1. El Signalling es la comunicación constante entre el teléfono
y antena con la finalidad de mantener, liberar la conexión, generando datos de manera
pasiva2.
Aunque se ha comprobado que al tener un conjunto de datos más robustos, una combi-
nación entre IPDRs, CDRs y Signalling, se genera una mayor granularidad en los datos
en espacio y tiempo, por lo que existe mayor exactitud en la determinación de comporta-
mientos demovilidad y se generan trayectoriasmás precisas ((Pinelli & Calabrese, 2015)).
Aunque en este trabajo de tesis no se cuente con los dos conjuntos de datos antes men-
cionados, IPDRs y Signalling, sí podemos determinar con precisión las ubicaciones más
concurridas por personas (Pinelli & Calabrese, 2015). Que en particular es uno de los
casos que sí aborda este trabajo.

kXkX _2/2b +2HmH�`2b
En 1947 Bell Telephone se desarrolló formalmente el concepto de células de radio, el cual
estaba compuesto de antenas transmisoras y receptoras de baja potencia.
Las antenas están distribuidas en un área tal que está dividida en células, pequeñas
áreas de cobertura, de manera que esta arquitectura sirve para incrementar la capacidad
1?iiTb,ffrrrXBM+Q;MBiQX+QKfiBTb@�M/@imiQ`B�Hbf7�[@#�M/rB/i?@KQMBiQ`BM;@rBi?@BT/`f
2?iiT,ff�+2Xm+pX`QfbBMi2bRRfoQHmK2kf8$Wky1G1*h_PLA*af1ye$Wky@$Wky*PLah�LhAL�*>1$
WkySQKTBHBmXT/7
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de suscriptores (Horak, 2007). Por lo que los canales pueden ser rehusados, el rehusó
de canales está basado en la premisa de que si múltiples sesiones de comunicación es-
tán lo suficientemente lejanas pueden evitar la interferencia, cada frecuencia puede ser
rehusada en células no adyacentes. Además, cuando el tráfico de conexiones o sesio-
nes aumenta, estás células pueden volverse a subdividir y aplicar el mismo principio de
rehusó de canales. Por lo que el sistema se vuelve altamente escalable.

El diseño de la red está pensado como una malla de células hexagonales (Figura 2-1). El
uso del hexágono es razonable ya que se pueden representar grandes áreas de cobertura
además debido a que aproxima a un círculo. El la practica las células no son hexagonales,
no tienen orden y muchas de ellas están empalmadas.

Figura 2-1.: Diseño de red
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kXkXRX *�i2;Q`ő�b /2 *ûHmH�b
Las células están categorizadas en tres grandes grupos: macrocélulas, microcélulas y
pico células. Como se mencionó con anterioridad, mientras las células se van haciendo
más pequeñas la reusabilidad de canales aumenta (Figura 2-2).

Figura 2-2.: Tipos de célula

Como se puede apreciar en la Figura 2-3 la configuración de la Macrocélula está com-
puesta de microcélula y por tanto reutilizar canales no contiguos. Sin embargo la red se
vuelve más compleja y costosa. Aunque una macrocélula pueda cubrir una gran exten-
sión no permite múltiples sesiones, por tanto si se divide la macrocélula en picocélulas se
puede dar soporte a más sesiones.
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Figura 2-3.: Macrocélula

kXkXkX _�M;Q *2HmH�`
Para determinar el rango es necesario calcular todas las pérdidas y ganancias que hay
entre el transmisor y receptor, a través del medio, puesto que existe ruido externo al siste-
ma. Es por ello que se necesita un parámetro fiable para poder descartar todos los ruidos
y adicionar las ganancias del sistema. Este parámetro es denominado link budget, el cual
está en función de distintas variables, el número de variables dependerá de la principal
funcionalidad que se le quiera dar a la red como: cobertura, capacidad, calidad etc. Algu-
nas de las variables fundamentales a considerar son:

Transmitted carrier power

Transmitter antenna gain

Path loss
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Receiver antenna gain

Received signal power

Receiver sensitivity

Receiver noise power

Receiver noise density

Receiver noise bandwidth

Thermal noise density

Interference margin

Handoff gain

Location probability

Blocking probability

Area type information

Propagation condition

Spectrum available

Traffic density information

Coverage regions

De manera general se puede definir al link budget como una forma de cuantificar el
desempeño del enlace de comunicación, del transmisor en el medio. El link budget en
general es una función de parámetros de enlaces de comunicación tales como: la ener-
gía transmitida, pérdidas y ganancias en el transmisor y receptor.
Los cálculos del link budget estiman el valor máximo de atenuación de señal, llamado path
loss, entre el dispositivo móvil y la antena base. El valor máximo del path loss permite
determinar el valor máximo del rango de la célula, el cual puede determinarse con un
modelo de propagación adecuado. El rango de la célula estima el valor del número de
antenas que se necesitan para cubrir un área geográfica determinada (Holma, 2009).
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Para calcular el valor máximo del path loss se requiere de los siguientes parámetros:

Base station transmission power Pb

Base station antenna gain Gb

Cable loss in the base station Lc

Equivalent Isotropic Radiated Po-
wer (EIRP)

EIRP = Pb +

Gb − Lc

Noise figure Nf

Boltzmann constant k

Termal noise t

Noise bandwidth Nb

Terminal noise or total input noise Nt = (k)(t)(Nb)

Energy-to-noise ratio Eb/N0

Interference margin Im
Control channel overhead Oc

User equipment antenna gain Gu

Body loss Lb

Tabla 2-1.: Parámetros para el cálculo del path loss

El path loss se define como:

Max(Lp) = EIRP − (Nf +Nt + Eb/N0)− Im −Oc +Gu − Lb

Como se mencionó antes se debe escoger un modelo de propagación adecuado tales
como Walfish-Ikegami, Lee-Young y Okumura-Hata. El modelo más comúnmente usado
es el de Okumura-Hata descrito de la siguiente manera. En el modelo de Okumura-Hata
la definición del path loss es la siguiente:

Pl = A+Blog(d) + C

Donde A ,B y C son factores que dependen de la frecuencia y altura de la antena, mientras
que d es el rango en km. Sea

fc: frecuencia de transmisión

hb: Altura de la antena

hm: Altura de antena del dispositivo móvil

De tal manera que.

A = 69,55 + 26,16log(fc)− 13,82log(hb)− a(hm)
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B = 44,9− 6,55log(hb)

La ecuación C y la función a(hm), dependen del medio de transmisión. Por lo que para
mediana y pequeñas ciudades se tiene que:

a(hm) = (1,1log(fc)− 0,7)hm − (1,56log(fc)− 0,8)

C = 0

Para áreas metropolitanas

a(hm)

{
8,29(log(1,54hm))2 − 1,1, f ≤ 200Mhz

3,2(log(11,75hm))2 − 4,97, f ≥ 400Mhz

C = 0

Para áreas suburbanas

C = −2(log(
fc
28

))2 − 5,4

Para zonas rurales

C = −4,78(log(fc))
2 + 18,33log(fc)− 40,98

La función a(hm) en las áreas suburbanas y rurales es la misma qué expresión para
medianas y pequeñas ciudades. Dadas todas estas funciones podemos determinar el
valor del rango(d) y finalmente obtener la distancia máxima que tendrá la célula. Para
una banda de 1900MHz para un red WCDMA(3G) los valores del rango promedio de la
célula son los siguientes:

Tipo Rango(km)
Urbano 0.447
Suburbano 1.178
Rural 9.387

Tabla 2-2.: Rangos promedio por áreas

El tipo de tecnología GSM, 3G, 4G no demuestra un incremento del rango de manera
significativa, por lo que las variaciones son muy pequeñas, el cambio más notorio es el
incremento de un intercambio de datos mayor, de igual manera el cambio de banda no
representa una alteración importante en el rango de la célula (Holma, 2009) en la Figura
2-4 se puede observar la distribución del rango en kilómetros comparado con el tipo de
banda que se utiliza.
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Figura 2-4.: Rango de frécuencias (Horak (2007))
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La red debe localizar cada dispositivo móvil para poder proveer del servicio de manera
rápida y con poco retraso. Por lo que la red es capaz de localizar la célula en la cual se
encuentra registrado el dispositivo móvil. Las dos operaciones básicas de la red son: la
actualización de la ubicación y paginación.

La actualización de la ubicación consiste en enviar una señal al dispositivo móvil para
poder actualizar su ubicación. Después el registro es actualizado en la base de datos
del sistema con el mensaje regresado por el dispositivo móvil con su ubicación. Este
funcionamiento es activado en ciertas circunstancias como: el dispositivomóvil se conecta
a la red, es decir es encendido o dado de alta en la red, el dispositivo móvil se mueve a
una nueva célula, el temporizador de la red expira y automáticamente tiene que registrar
la localización de este siga en la misma célula.

La paginación es una operación realizada por la red celular. Esta se da cuando una lla-
mada entra a un dispositivo móvil, entonces la red busca al dispositivo móvil por la red,
en todas las posibles células, enviando un mensaje de paginación. Este procedimiento
intenta encontrar en cuál célula está el dispositivo móvil para que la llamada entrante
pueda ser transmitida a la antena correspondiente.

Un teléfono celular dentro de esta red celular tiene dos funciones básicas; debe de loca-
lizar estaciones(antenas) activas e inactivas, una vez ubicada debe conectarse a la que
esté disponible. Las siguiente tarea requiere de monitoreo constantemente para asegurar
que la conexión sea de calidad, además toma en adición factores como la topología y la
cantidad de tráfico en la red, en caso contrario se elegirá una nueva base para conectarse.
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Las Matrices Origen-Destino son aquellas representaciones matriciales de la demanda
de viajes entre dos puntos. Son utilizadas como información necesaria en la toma de de-
cisiones en construcción, planeación de transporte y vías de comunicación. Así mismo
para la optimización y futuro re escalamiento de estas. El resultado final de toda esta
planeación se vería efectiva en los tiempos de viaje más cortos y cubrir la demanda de
manera eficaz en todos los puntos.

Actualmente las matrices Origen-Destino son construidas a base de encuestas a hogares
o censos y encuestas de tráfico. Los principales problemas que enfrentan estas metodo-
logías se presentan a continuación.

Las encuestas solo representan una muestra muy pequeña de la gran cantidad de viajes
realizados. Por ejemplo la zona metropolitana de la Ciudad de México la última encues-
ta origen-destino realizada en 2007 encuesto a un total de 46,500(Instituto Nacional de
Estadística y Geografía, 2007) participantes mientras que la población total de la zona
metropolitana era de 29 millones según datos del último censo de población (Instituto
Nacional de Estadística y Geografía, 2011).

Limitación en espacio y tiempo en el conjunto de datos. Los viajes no son representados
en su totalidad, puede que tengan escalas, por lo que el nivel de granularidad es poca.
Dado que las encuestas solo incluyen viajes cotidianos no se incluyen aquellos realizados
en fines de semana, temporada vacacional o aquellos realizados en condiciones extra-
ordinarias. Que en términos de movilidad podrían resultar interesantes para determinar
factores de caos vial.

La frecuencia de actualización es difícil. Dado que las encuestas llevan mucho tiempo
en realizar y obtener resultados, así como el costo de realizarlas es alto. Se vuelve di-
fícil la actualización de las matrices de manera continua. Por lo que no representan el
rápido crecimiento de las zonas urbanas y la transformación de los comportamientos de
movilidad.

Actualmente los dispositivos móviles como GPS y teléfonos móviles, brindan una manera
alternativa para mostrar donde está y no está la gente. Con las que podemos crear una
nueva tendencia del estudio de sociedades, de manera actualizada, granular y de bajo
costo, comparado con el método tradicional de encuesta.
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El crecimiento de la telefonía celular a nivel mundial ha ido en aumento de manera acele-
rada durante los últimos 10 años(Figura 2-5) la penetración mundial es del 97% y el 95%
de la población mundial vive en una área con cobertura de telefonía celular International
Telecommunication Union (2015). En los países desarrollados el índice de penetración es
de 128% mientras que en los países en vías de desarrollo es del 89%.

Figura 2-5.: Penetración celular (International Telecommunication Union, 2015)

Es decir que casi toda la población mundial tiene acceso a un teléfono móvil de segunda
generación(2G) y en el caso de los países desarrollados, los habitantes tienen uno o más
teléfonos móviles por persona.
La penetración de otras tecnologías móviles de datos, tales como 3G o LTE, aún no tiene
una penetración tan grande. En países desarrollados es del 90% mientras que en países
en vías de desarrollo es del 40%. Este tipo de tecnología arrojaría huellas digitales más
granuladas, en adición a los CDR como demuestra (Pinelli & Calabrese, 2015).
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Anteriormente se ha abordado este problema desde diferentes perspectivas, soluciones,
conjuntos de datos y ciudades.

Uno de los primeros esfuerzos realizados en la determinación de viajes y matrices origen-
destino utilizando datos de telefonía celular es abordado por White (2002) hace diferencia
entre los tipos de datos que pueden ser usados para la determinación de viajes. En su
estudio hacen uso de los registros telefónicos CDR para el análisis del área conurbada
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de Kent, UK. Su matriz resultante es comparada y actualizada con otra anteriormente
construida la cual se originó de un conteo de tráfico realizado en 1992. En este primer es-
fuerzo se detalla el esfuerzo de privatizar los datos de los usuarios, la diferencia entre los
tipos de datos telefónicos y cuales son ideales para este tipo de experimento, así mismo
recalca las posibles implementaciones del análisis de estos datos.

Gonzáles (2008) utiliza los CDRs para caracterizar la movilidad humana, la cual muestra
que las trayectorias humanas tienen un alto grado de regularidad en espacio y tiempo,
en el que cada individuo está caracterizado de manera independiente por una distan-
cia de viaje y una significativa probabilidad de regresar a algunas locaciones altamente
visitadas. Y de manera casi obvia, mientras más se observa al individuo más alta la pro-
babilidad de que visite un lugar nuevo.

Calabrese (2010) utiliza un conjunto de datos más amplio, además de los CDRs recolecta
datos de cuando alguna aplicación del teléfono hace uso de la red. Por lo que su con-
junto de datos será más robusto y granulado como se demuestra en Pinelli & Calabrese
(2015). Realizó un estudio detallado de la generación de una matriz origen-destino para
la la ciudad de Boston, con el conjunto de datos mencionado. Caracterizan el tiempo pro-
medio de viaje así como una distribución de los viajes. Así mismo hacen énfasis en que
este método puede caracterizar algo que no pueden las encuestas, como días festivos o
anormalidades como eventos deportivos, en los que la dinámica de la ciudad se comporta
diferente.

Sus resultados son comparados con dos fuentes el US censo 2000 y el CTPP (Census
Transportation Planning Package). Su primera comparación es basada en el censo US
2000 dado que logran caracterizar zonas residenciales con el supuesto de que los indi-
viduos están en su hogar en un rango de 6 p.m. a 8 p.m. de esta manera establecen los
hogares de los individuos. Usando el censo y la estimación de población en conjunto con
los datos móviles, logra crear un factor de escalamiento lineal.
El CTPP mapea el flujo de los trabajadores entre su lugar de trabajo y hogar. Por lo que
al emplear los factores de escala para poder comparar resultados, resulta en una alta
correlación con el CTPP, por lo que la matriz OD estimada es muy parecida a la matriz
OD generada con otro tipo de información. También hacen una fuerte diferenciación entre
los viajes semanales y aquellos en fin de semana, asimismo compara días festivos, un
lunes festivo contra lunes regulares, para mostrar cómo la actividad reduce o aumenta.
Lo mismo hace para eventos extraordinarios como un concierto o evento deportivo, por
lo que la actividad en ese específico lugar varía significativamente a la actividad usual.
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Iqbal (2014) hace un análisis para Dhaka, Bangladesh. El estudio no cuenta con infor-
mación de censos o estudios respecto a la movilidad, por lo que no puede comparar
resultados, algo común en países en vías de desarrollo. Sin embargo emplea un con-
teo de tráfico utilizando cámaras que detectan la cantidad de autos en cierta vialidad.
La matriz OD es generada mediante CDRs y factores de escalamiento determinados por
una simulación que tiene como entrada los resultados del conteo de tráfico, para obtener
una matriz más realista. Así mismo en su algoritmo toman en cuenta un error de des-
plazamiento causado por la red celular cuando tiene mucho tráfico tiende a balancear el
tráfico y por tanto crear un desplazamiento de antena, que no necesariamente significa
un desplazamiento físico. Este estudio hace consideraciones técnicas para rectificar los
errores de desplazamiento, por lo que sus resultados finales podrán ser más precisos a
comparación de otros estudios del mismo tópico.
No solo se pueden usar los datos móviles para determinar orígenes y destinos. Como
el experimento llevado a cabo por Ratti (2007) en el cual, con datos proporcionados por
una telefónica Austriaca, desarrolló un mapa en tiempo real de la movilidad de la ciudad
Graz, Austria, en la que se se siguen miles de individuos por la ciudad que tienen su
celular prendido. Los tres tipos de mapas que fueron desarrollados fueron: densidad del
tráfico de dispositivos móviles, origen y destino de las llamadas y el movimiento de los
individuos a través de la ciudad. Esto desde una una perspectiva de planeación urbana
resulta interesante pues se tiene el pulso de la ciudad en tiempo real. Podríamos detallar
de manera precisa problemas viales, poder dar predicciones etc.

Uno de los trabajos más actuales y que utiliza puramente CDRs es el de Dong (2015) en
el cual desarrolla todo un framework para detectar actividades inusuales en multitudes,
pueden diferenciar entre una actividad cotidiana en la multitud o una conglomeración
inusual como una manifestación. El experimento se llevaba a cabo con datos extraídos
durante 5 meses en 2012 en Costa de Marfil, cabe resaltar que no se usan más datos
móviles extra como en trabajos anteriores, se basan totalmente en CDRs, lo que hace
interesante el trabajo pues logran detectar con cierta granularidad la localización de los
eventos extraordinarios. Con esto existe un gran potencial de detectar y monitorear a las
multitudes en tiempo real. Que en términos de seguridad resultaría interesante.
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Para demostrar el funcionamiento de lo propuesto se realizará el experimento con una ba-
se de datos real. La base de datos se obtuvo del concurso Data for Development Senegal
(D4D Senegal) 20141, este concurso libero millones de CDRs de la compañía telefónica
Orange, en la edición de 2014 se liberaron datos de Senegal. El objetivo de este con-
curso es ayudar al desarrollo socio-económico de la región encontrando soluciones o
aplicaciones usando los datos.
El conjunto de datos se compone de CDRs detallados de 300,000 usuarios, elegidos
aleatoriamente, durante dos semanas. Y cada dos semanas se renovaban los usuarios.
Estos datos se recolectaron entre 1 de enero de 2013 y 31 de diciembre de 2013. Por
lo tanto se tienen 25 subconjuntos de dos semanas cada uno con CDRs de 300,000
usuarios. Así mismo se proporcionó datos complementarios como: tiempo de llamadas,
tipo de actividad y coordenadas geográficas de cada antena de la red.
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Para cada usuario el registro contiene un identificador de usuario, hora-fecha y antena a
la que se conectó como se muestra en la Tabla 3-1. Esta información se registra cada 10
minutos para cada usuario, si es que interactúa con la red.

Tabla 3-1.: Datos iniciales
Usuario_id Timestamp Site_id
1 2013-03-18 21:30:00 716
1 2013-03-18 21:40:00 718
1 2013-03-19 20:40:00 716
1 2013-03-19 20:40:00 716
1 2013-03-19 21:00:00 716
1 2013-03-19 21:30:00 718
1 2013-03-20 09:10:00 705
1 2013-03-21 13:00:00 705

1?iiT,ffrrrX/9/XQ`�M;2X+QKf2Mf�++m2BH
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La descripción de las antenas contiene el sector geográfico al que pertenecen, longitud y
latitud, la Tabla 3-2 muestra este conjunto. Cada antena pertenece a un sector asignado
por la telefónica. Está sección se apega a la distribución geográfica de Senegal, es decir,
va acorde a las divisiones departamentales de Senegal.

Tabla 3-2.: Datos antenas
site_id arr_id lon lat
1 2 -17.525142 14.746832
2 2 -17.524360 14.747434
3 2 -17.522576 14.745198
4 2 -17.516398 14.746730

Se puede observar en la Tabla 3-2 que la antena con identificador(site_id) 1 pertenece al
sector(arr_id) 2 y sus correspondientes longitud(lon) y latitud(lat).
La última tabla de importancia es aquella en la que cada sector es asignado a un área
geográfica de Senegal, esto nos permitirá elegir el área a analizar. Esta contiene el iden-
tificador del sector, la región a la que pertenece, departamento y barrio, como lo muestra
la Tabla 3-3. El sector(arr_id) número 1 pertenece a la región(reg) de Dakar, al departa-
mento(dept) de Dakar y al barrio(arr) Parcelles Assainies.

Tabla 3-3.: Datos departamentos
arr_id reg dept arr
1 DAKAR DAKAR PARCELLES ASSAINIES
2 DAKAR DAKAR ALMADIES
3 DAKAR DAKAR GRAND DAKAR
4 DAKAR DAKAR DAKAR PLATEAU
5 DAKAR GUEDIAWAYE GUEDIAWAYE
6 DAKAR PIKINE PIKINE DAGOUDANE

Estas tres tablas, aquí detalladas, serán suficientes y necesarias para realizar el análisis
de la matriz origen-destino propuesta.
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Senegal se encuentra en el oeste del continente Africano con una extensión territorial de
196,712 km2 su población es de 13.5 millones de habitantes (Agence Nationale de la Sta-
tistique et de la Démographie, 2013) la penetración de la telefonía móvil para Senegal en
el año 2013 era del 96.8% (Autorité de Régulation des Télécommunications et des Pos-
tes, 2013) por lo que podríamos suponer que al menos cada habitante tendría un teléfono
móvil. En términos de movilidad el número de automóviles en 2013 era de 401,910. Don-
de el 72.8% se concentraba en la ciudad capital de Dakar. Menos del 30% eran vehículos
de modelo reciente (Agence Nationale de la Statistique et de la Démographie, 2013), por
lo que la mayoría son vehículos usados.

Para este caso de estudio nos centraremos en la ciudad capital de Senegal, Dakar. Dakar
tiene una superficie de 550 km2 y es una ciudad costera. La ciudad está dividida en
cuatro departamentos: Dakar, Pikine, Guédiawaye y Rufisque. La población en la ciudad
de Dakar hasta 2013 era de 3 millones un 23.3% de la población de Senegal, en su
mayoría jóvenes. Dakar es la ciudad con mayor densidad poblacional de Senegal con
5704 personas por kilómetro cuadrado. El 96.5% es población urbana mientras que el
restante es población rural (Service Régional de la Statistique et de la Démographie de
Dakar, 2013).

Figura 3-1.: Población por departamento

La distribución de la población en los cuatro departamentos de la ciudad de Dakar se
representan en la Figura 3-1
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Tabla 3-4.: Encuesta de movilidad (Service Régional de la Statistique et de la Démograp-
hie de Dakar, 2013)

Encuesta 2011 Encuesta 2015
Desplazamiento por día (de todas las maneras) 3440000 6545000

Motivo de desplazamiento por día
Trabajo, estudio 35.3% 25.9%
Domestico, personal 23.3% 16.8%
Social, recreación 19.3% 13.7%
Regreso a casa S/D 42.9%
Otros 22.1% 0.7%

Horas pico
Mañana

Caminando 7-14: 46% 7-11: 29%
Motorizado 7-11: 30% 7-10: 26%

Tarde
Caminando 17 - 20: 21% 17 - 20: 23%
Motorizado 16 - 20: 20% 16 - 19: 24%

Duración de los desplazamientos por día de la semana
<= 15 min : 69% <= 14 min : 53%
16 - 30 min : 16% 15 - 29 min : 23%
31 - 60 min : 11% 30 - 59 min : 17%
>60 min : 4% >= 60 min : 7%

1 Todos los encuestados mayores de 14 años

El transporte público en Dakar se compone principalmente por autobuses, microbuses,
camionetas y taxis. Además de contar con un transporte ferroviario PTB (Petit Train de
Banlieue) que ofrece un servicio entre los departamentos de Dakar y Rufisque, con un
número promedio de pasajeros anual de 2.5 millones (Service Régional de la Statistique
et de la Démographie de Dakar, 2013). Uno de los pocos datos de tiempo de traslado que
se tienen es de la construcción de la carretera Dakar-Diamniadio, carretera que conecta
el departamento de Dakar con el de Rufisque, el cual redujo un tiempo de trayecto dos
horas a menos de 30 minutos. Datos de una encuesta de movilidad de 2015 nos pueden
dar una perspectiva más amplia del transporte en Dakar (Tabla 3-4).

Se cuenta con 256 vehículos motorizados por cada 1000 casas habitación y 40 vehículos
motorizados por cada 1000 habitantes. Existen 169 vehículos particulares por cada 1000
casas habitación y 25 vehículos particulares por cada 1000 habitantes. Hay 1.7 millones
de viajes en transporte público por día en Dakar, de los cuales el 40.5% pertenecen
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al departamento de Dakar. El 80% de los desplazamientos en vehículos motorizados
se hace en transporte público. De manera más general la movilidad en Dakar se podrá
resumir, para individuos de más de 11 años, de tal manera que de Lunes a Viernes se
registran un total de 7.2 millones de desplazamientos diarios, de todas las formas. Se
registran 3.36 viajes por persona por día y 70% de los desplazamientos son peatonales,
es decir el medio de transporte más usado es caminar y el tiempo estimado de transporte
es de 61 min (Conseil Exécutif des Transports Urbains de Dakar, 2015).

jXjX .2Tm`�+BƦM /2 .�iQb

Figura 3-2.: Antenas en la ciudad de Dakar

El conjunto de datos está depurado al momento de su recolección, con el fin de proteger
la privacidad de cada usuario, es decir, para cada conjunto de dos semanas el identifica-
dor de usuario puede ser el mismo pero no implica que sea el mismo usuario. Por lo tanto
es poco probable rastrear al mismo usuario.

El conjunto de datos en su totalidad contiene CDRs de todo Senegal, en este presente
trabajo trabajaremos con la ciudad demayor densidad en Senegal, Dakar, con el propósito
de hacer una mejor caracterización de una gran urbe. La siguiente etapa de depuración
será excluir todos aquellos CDRs que no pertenezcan a la región de Dakar. En la región
de Dakar al momento de recolección de datos se contaban con un total de 489 antenas
para una región de 550km2 es decir casi un antena por kilómetro cuadrado (Figura 3-2).
Para extraer los datos que solo pertenecen a Dakar, se excluirán todas las antenas que
no pertenezcan a la región. Utilizando las tablas 3-1, 3-2, 3-3. Se filtraran primero todas
las antenas que pertenezcan a la región de Dakar y posteriormente todos los CDRs que
cumplen la condición de las antenas.
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La tabla preliminar de la intersección de los datos pertenecientes a las tablas antes men-
cionadas, será la siguiente (Tabla 3-5).

Tabla 3-5.: Datos por usuario
id uid timestamp siteid lat lon
1 6000201358 2013-03-18 09:20:00 10 14.747767 -17.508766
2 6000201358 2013-03-18 09:40:00 10 14.747767 -17.508766
3 6000201358 2013-03-18 09:40:00 11 14.751808 -17.505067
4 6000201358 2013-03-18 09:50:00 6 14.748411 -17.512103
5 6000201358 2013-03-18 10:20:00 10 14.747767 -17.508766
6 6000201358 2013-03-18 11:10:00 10 14.747767 -17.508766
7 6000201358 2013-03-18 11:20:00 10 14.747767 -17.508766
8 6000201358 2013-03-18 11:30:00 11 14.751808 -17.508766

Como se puede observar el identificador único del registro se denomina por id, al identi-
ficador de usuario se le denomina por uid, el registro de fecha y hora por timestamp, al
identificador de antena por siteid, finalmente longitud y latitud.
De esta última tabla (Tabla 3-5) se filtra de manera final, que tiene como objetivo quitar
los CDRs repetidos, existen CDRs que están en la misma hora y fecha pero en diferen-
tes antenas como el registros de la Tabla 4.4 con id: 2,3. Esto sucede debido a un falso
desplazamiento, es decir el teléfono móvil cambia de antena sin necesariamente haber
cambiado de posición, esto debido al funcionamiento de la red, ya que al existir alta de-
manda en la red esta necesita balancear el tráfico de la red y desplazar el flujo de aquellas
antenas que tienen alta demanda a aquellas que no, de tal manera que la carga del tráfico
de manera distribuida. Es por ello que esto ocasiona un falso desplazamiento y registra
un mismo usuario a la misma hora pero en distinto lugar.

Por lo tanto con el fin de evitar errores se eliminaron los valores duplicados, sólo se man-
tendrá el primer registro y los demás incidentes, repetidos, serán eliminados. Una vez
eliminados estos datos la tabla se redujo en número de registros a procesar por el algo-
ritmo así como reducción de errores.
Finalmente se creó una tabla con datos de cada mes, es decir 12 tablas o subconjuntos
de datos. Con ello podemos procesar en etapas por cada conjunto de datos y no tener
que procesar todo en un solo conjunto.
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Para poder hacer un análisis de movilidad y generar la matriz de origen-destino se nece-
sita analizar el movimiento individual de cada usuario del conjunto de datos, se definirán
dos tipos de movimientos viajes y segmentos de viaje. Para cada usuario se toma de
manera consecutiva los registros de los CDR que serán definidos como segmentos de
viaje. Los viajes están compuestos de un origen y destino, mientras que los segmentos
de viajes conforman la totalidad de un viaje. Es decir serán transbordos. El origen del
viaje se definen como el primer registro (CDR) del usuario y los destinos son aquellos en
los que el usuario permanece, de manera consecutiva, estático por más de cierto tiempo
(∆t)
Este trabajo no pretende generar las rutas más concurridas por las que un usuario se
desplaza, solo se almacenan los puntos iniciales y finales, es decir orígenes y destinos.
Los orígenes y destinos, referentes a la matriz no son los mismos que los de viajes, más
adelante determinaremos el proceso para extraer esta información.
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Antes de la creación del algoritmo, se hicieron algunas consideraciones para poder de-
terminar la demanda de viajes lo mejor posible de los CDRs, que como se mencionó en
el capítulo anterior carecen de una buena resolución en espacio y tiempo.
Se considera que el usuario avanzó, si este se desplaza entre dos sitios(antenas) más
de 3 km o si el origen y sitio(antena) actual se encuentran a una distancia mayor a 3 km.
Se considera un viaje completo si el usuario de manera consecutiva está estacionado o
estático por más de 20 minutos. Después de esto se crea un nuevo viaje, con un nuevo
origen. Si el viaje se completa en un plazo mayor a 3 horas entonces se descarta y em-
pezara uno nuevo.

El Algoritmo 1 servirá para extraer los viajes de cada usuario. Debido a la gran cantidad
de datos, se analiza información mensualmente, por lo que el conjunto se dividirá en doce
subconjuntos, respectivos a cada mes. De cada mes se extraerán los identificadores de
usuarios y entonces se seguirá el siguiente análisis.
Para justificar las constantes nos basaremos en algunas presunciones y factores técnicos.
Al ser un área conurbada es de esperar que los viajes no sean prolongados entonces
basados en tiempos promedios de grandes urbes como Beijing 52 min2, New York 48
min3 y D.F. 1 hora 21 min ((Instituto Nacional de Estadística y Geografía, 2007)). Por lo
2?iiT,ffrrrX##+X+QKf+�TBi�HfbiQ`vfkyRdykkR@i?2@;`m2HHBM;@bBt@?Qm`@+QKKmi2@Q7@#2BDBM;b@rQ`F2`b
3?iiT,ffT7Mv+XQ`;fM2rbf
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tanto delimitamos este parámetro a máximo 3 horas. El parámetro de 3 km es debido a
que la falta definición espacial y temporal escogeremos un parámetro mayor al del rango
celular urbano y suburbano (.5 km - 1.1 km) y menor al rural (9.1 km). Con esto podemos
caracterizar movimientos reales y no falsos desplazamientos.

jX9XjX �M�HBbBb /2 �H;Q`BiKQ
Para determinar la complejidad del algoritmo (Algoritmo 2), su máximo tiempo de eje-
cución y si puede determinarse una mejor implementación utilizaremos la notación big
O (O(f(n))). Para cada parte del algoritmo se analiza su complejidad y posteriormente se
suman todas las variables y/o constantes que nos resultan en el tiempo de ejecución total.
Por lo que la suma de las constantes y variables

T (n) = n(m+m− 1 +m− 1 + c1 + c2 + c3 + c4) = O(n(m)),m < n

El tiempo máximo de ejecución será polinomial, de los datos que se tienen sabemos
que por cada conjunto de datos existen 300 mil usuarios y que se registra la actividad
del usuario, si se conecta a la red, cada 10 minutos. Por lo que en el peor escenario
todos los usuarios tendrán actividad cada 10 minutos de manera continua es decir para
cada usuario del conjunto se tendrían 2160 CDRs, por lo que el tiempo de ejecución por
conjunto sería de:

T (n) = n(m) = 300000(2160)

Que en un supuesto teórico tardaría 10800 minutos en determinar los viajes de cada con-
junto de datos. Claro el supuesto teórico nos puede dar una estimación pero dependiendo
de la tecnología usada, lenguaje, memoria, etc. este parámetro podría incrementarse.

jX8X S�`�H2HBx�+BƦM
Dado que la cantidad de datos resulta inmensa, intentar ejecutar el algoritmo de manera
secuencial podría resultar tardado dado que su complejidad es del orden de O(nm) y en
el supuesto de que m tiende a n podríamos decir que O(n2). Por tanto para poder incre-
mentar su velocidad de respuesta es necesario poder ejecutar el algoritmo en paralelo.
Python cuenta con bibliotecas para hacer uso de paralización por hilos o procesos, al usar
hilos no hacemos uso total del CPU dado que Python cuenta con un Global Interpreter
Lock, es decir un candado global de intérprete, esto es principalmente porque el manejo
de memoria no es segura de usar con hilos (thread-safe)4. Por lo que los hilos se ejecutan
en una sola instancia de GIL y de Python. Al usar paralelización por procesos, se crean
4?iiTb,ffrBFBXTvi?QMXQ`;fKQBMf:HQ#�HAMi2`T`2i2`GQ+F
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Algoritmo 1: Extracción de viajes por usuario
Datos:
S={conjunto de sitios}
U={conjunto de usuarios}
∆t− = 20min

∆t+ = 180min

∆d = 3km

Resultado: Viajes individuales por usuario
1 para todo u ∈ U hacer
2 para cada si ∈ S hacer
3 si origen nuevo entonces f P`B;2M Mm2pQ TQ` /272+iQ  f
4 origen = si

5 si si ̸= si+1 entonces
6 si d(si, si+1) > ∆d entonces
7 continua viaje
8 en otro caso
9 si d(origen, si) > ∆d y ∆t(si, si+1) > ∆t− y ∆t(origen, si) < ∆t+

entonces
10 destino = si
11 viajej=(origen, destino)
12 Establece origen nuevo

13 en otro caso
14 si d(origen, si) > ∆d entonces
15 si ∆t(si, si+1) > ∆t− y ∆t(origen, si) < ∆t+ entonces
16 destino = si
17 viajej=(origen, destino)
18 Establece origen nuevo
19 si no, si si = si+1 = si+2 y ∆t(origen, si) < ∆t+ entonces f 1pBi�

Tö`/B/� /2 pB�D2b  f
20 destino = si
21 viajej=(origen, destino)
22 Establece origen nuevo
23 en otro caso
24 continua viaje

25 en otro caso
26 Establece origen nuevo
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Algoritmo 2: Complejidad de Algoritmo
1 para todo u ∈ U hacer f M  f
2 para cada si ∈ S hacer f K  f
3 si origen nuevo entonces
4 origen = si

5 si si ̸= si+1 entonces f K@R  f
6 si d(si, si+1) > ∆d entonces f c1  f
7 continua viaje
8 en otro caso f c2  f
9 si d(origen, si) > ∆d y ∆t(si, si+1) > ∆t− y ∆t(origen, si) < ∆t+

entonces
10 destino = si
11 viajej=(origen, destino)
12 Establece origen nuevo

13 en otro caso f K@R  f
14 si d(origen, si) > ∆d entonces f c3  f
15 si ∆t(si, si+1) > ∆t− y ∆t(origen, si) < ∆t+ entonces
16 destino = si
17 viajej=(origen, destino)
18 Establece origen nuevo
19 si no, si si = si+1 = si+2 y ∆t(origen, si) < ∆t+ entonces
20 destino = si
21 viajej=(origen, destino)
22 Establece origen nuevo
23 en otro caso
24 continua viaje

25 en otro caso f c4  f
26 Establece origen nuevo

diferentes instancias de Python, que no comparten memoria. Entonces se puede ejecutar
simultáneamente el algoritmo, aprovechando al máximo la capacidad del CPU.

Para su funcionamiento se hicieron modificaciones al Algoritmo 1, que no afectan la parte
central del cálculo de rutas, solo se asignan usuarios a cada proceso, es decir si se tienen
32 instancias que ejecutan el algoritmo entonces los n usuarios se repartirán entre esas
32 instancias. Con eso se asegura que los datos no se corrompan. Por tanto se particiona
de manera balanceada los usuarios entre n instancias.
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jXeX J�i`Bx `2bmHi�Mi2

jXeXRX J�i`Bx i`�MbBiQ`B�
La matriz resultante de la determinación de viajes (Algoritmo 1), es un matriz que contiene
todos los viajes realizados por el usuario, de manera que se denomina matriz transitoria,
dado que no es la matriz final. Esta matriz transitoria sirve para obtener una perspectiva
de la dinámica general de la ciudad. Pues toma en cuenta viajes no habituales: viajes de
fin de semana o eventos especiales.

jXeXkX J�i`Bx Q`B;2M@/2biBMQ
La matriz origen-destino se deriva de la matriz transitoria, para obtener los lugares donde
los usuarios residen y donde realizan sus actividades diarias: trabajo, escuela, etc. Para
ello utilizaremos el rango de las horas pico para Dakar, como se muestra en la tabla 3-4.
Por la mañana se tendrá un horario de 7 am a 11 pm y por la tarde de 5 pm a 8 pm de esta
manera podremos obtener los lugares habituales por la mañana y tarde. Por lo que para
todo el conjunto de usuarios no se pueden determinar lugares cotidianos, dado que su
actividad no fue la suficiente para determinar más viajes y por tanto su lugar de residencia
o trabajo, es por ello que estos usuarios se discriminaran, por lo que la matriz origen-
destino resultante está compuesta únicamente con usuarios que cumplan la condición de
cotidianidad en el rango establecido. El Algoritmo 3 explica el procedimiento para obtener
la matriz origen-destino resultante.
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Algoritmo 3: Extracción lugares más comunes
Datos:
T={conjunto de viajes}
U={conjunto de usuarios}
X={conjunto de orígenes}
Y={conjunto de destinos}
P={conjunto de pares ordenados (x, y) ∈ T | x ∈ X & y ∈ Y }
Resultado: Viajes más comunes por usuario

1 para todo u ∈ U hacer
2 para cada pi ∈ T hacer
3 si viaje nuevo entonces f UQ`B;2M v /2biBMQ /2 +�/� pB�D2V  f
4 pxi = 1
5 pyi = 1

6 en otro caso
7 pxi += 1
8 pyi += 1

9 orígenes[xi] = pxi

10 destinos[yi] = pyi

11 origen frecuente = máximo(orígenes)
12 destino frecuente = máximo(orígenes)
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jXdX SH�i�7Q`K� /2 pBbm�HBx�+BƦM
Para poder visualizar los flujos de los viajes de una manera geográfica y gráfica, se desa-
rrolló una plataforma interactiva, que explica el flujo de la ciudad de Dakar. Esta aplicación
web permite observar detalladamente cuales son las áreas residenciales o laborales, así
como los puntos de mayor demanda en la ciudad de Dakar, se puede acceder a las rutas
o viajes con mayor demanda.

Los aspectos técnicos de la aplicación Web se presentan a continuación mientras que
el desarrollo y modelado de esta aplicación no es la intención de este trabajo, podrá
encontrase el repositorio público de BitBucket5.
La aplicación Web está construida en Django, un frameworkWeb para Python, los mapas
qué se utilizan son open-source (OpenStreetMap). La arquitectura de la plataforma es un
modelo básico de MVC (modelo-vista-controlador). Se alimenta de una base de datos
(Postgres) con los valores finales de la matriz transitoria y la matriz de origen-destino. La
interfaz de usuario está desarrollada en JavaScript y HTML.

5?iiTb,ff#Bi#m+F2iXQ`;fHm/rBM;np�Mf/�F�`
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9XRX 6`2+m2M+B� /2 �+iBpB/�/

Para poder tener más claro un panorama general de los datos analizados, se muestra la
frecuencia de actividad o interacciones con la red por usuario, en un periodo de tiempo
mensual o diario, la cual se eligió de manera aleatoria.

Figura 4-1.: Llamadas por día

La frecuencia de actividad diaria (Figura 4-1) y mensual (Figura 4-2) muestra que existe
una gran cantidad de usuarios que interactúan con la red de manera muy esporádica, la
gráfica nos muestra que existe una gran cantidad de usuarios con menos de 10 llamadas,
lo que nos da la impresión de que no se podrán determinar tantos viajes para analizar.
Sin embargo uniendo todos los meses analizados (Figura 4-3), se observa que prevalece
una cantidad enorme de usuarios con poca actividad, sin embargo se tiene una cantidad
suficiente de usuarios en el rango de 10 a 100 llamadas, por lo que es suficiente el número
de viajes.
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Figura 4-2.: Llamadas mensuales

Figura 4-3.: Llamadas mensual promedio
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9XkX J�i`Bx P`B;2M@.2biBMQ
La tabla de viajes resultante del análisis de los viajes es la que se presenta en la Tabla
4-1. Esta tabla contiene un identificador único(id), el identificador de usuario (uid), el ti-
mestamp de inicio del viaje(t_i), identificador de la antena de inicio(site_i), latitud(lat_i) y
longitud(lon_i) de la antena de inicio y de manera recíproca para los valores subsecuen-
tes que pertenecen a la antena de destino, donde el viaje termina. Está tabla es la que
se denomina matriz transitoria, pues contiene todos los orígenes y destinos de todos los
viajes realizados

Tabla 4-1.: Datos por usuario (Matriz transitoria)
id uid t_i site_i lat_i lon_i t_d site_d lat_d lon_t

1687755 400023928
2013-
02-19
10:40

23 14.74 -17.49
2013-
02-19
11:40

65 14.69 -17.46

687757 400023928
2013-
02-20
08:40

23 14.74 -17.49
2013-
02-20
10:10

47 14.69 -17.47

689070 40005031
2013-
02-21
09:00

430 14.76 -17.30
2013-
02-21
10:00

248 14.72 -17.43

689071 40005031
2013-
02-22
11:00

39 14.71 -17.47
2013-
02-22
11:10

216 14.66 -17.44
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id site_id lon lat site_id_d_fk count
1 456 -17.268864 14.783741 443 109
2 420 -17.316665 14.776986 447 107
3 481 -17.16592 14.82036 480 105
4 479 -17.184373 14.789131 171 85
5 486 -17.150519 14.743846 141 77
6 447 -17.284472 14.761459 296 72
7 412 -17.327504 14.776569 104 69
8 425 -17.310757 14.782069 247 62
9 488 -17.136879 14.745807 56 59
10 420 -17.316665 14.776986 272 56

Tabla 4-2.: Matriz origen destino

La matriz transitoria es la resultante de todos los viajes encontrados, posteriormente se
deriva la matriz de origen-destino. La determinación de esta matriz se hace con el aná-
lisis de los lugares más frecuentados por cada usuario, definiendo dos locaciones más
comunes de viaje.

Es de importancia poder analizar propiedades cuantitativas de los resultados, por ello pa-
ra poder verificar la veracidad de este trabajo se procederá a comparar con resultados
anteriores de experimentos similares. Dado que no existe un parámetro que nos permita
verificar o comparar los resultados de la matriz resultante sí podemos identificar las zonas
residenciales y aquellas donde se encuentran concentradas los centros de trabajo esto
podremos verificarlo con el trabajo de Borderon (2010). Además verificaremos las horas
pico y la duración de los viajes con los de la Tabla 3-1.

La duración de los viajes como se muestra en la figura 4-4 se puede observar que el
14.7% son viajes con duración menor a 30 minutos, el 25% de los viajes se realiza entre
30 minutos y 1 hora, entre 1 hora - 2 horas corresponde el 39.4% de los viajes mientras
que el 20.9 de los viajes restantes duran más de 2 horas. Es decir que casi 40% se realiza
en menos de 1 hora, esta ligera variación respecto a la Tabla 3-4 se debe a la restricción
del algoritmo, dado que los CDRs son poco precisos en espacio tiempo, necesitábamos
un rango de tiempo de espera mayor para poderlo clasificar como un viaje, como la tabla
3-1. supone que el 53% de los viajes se realiza en menos de 14 minutos, no podemos
determinar este tipo de viajes pues tenemos que tener unamayor granularidad en espacio
y tiempo. Aunque si pudimos caracterizar algunos viajes con duración corta, estos son
poco significativos.
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Figura 4-4.: Duración de viajes

Las horas pico (Figura 4-5) se pueden observar en la mañana en un rango de 7am a
12pm, con un 27.5% de todos los viajes, por la tarde la hora pico va desde las 4pm hasta
las 8pm con un 39.7% de viajes. Comparado con la tabla 3-1 las horas pico coinciden con
los rangos aquí determinados, si bien la cantidad de viajes puede variar en la mañana,
sí podemos determinar cuales son las horas de mayor concentración de viajes. También
se puede observar que en el rango entre 8 pm y 6 am la cantidad de viajes es muy baja,
esto debido a que la cantidad de CDRs registrados durante la noche/madrugada son muy
pocos para poder determinar una mayor cantidad de viajes.
De ambas comparaciones podemos determinar que la extracción de viajes mediante
CDRs tiene algunas limitaciones, sin embargo se pudieron determinar valores pareci-
dos a los de la encuesta(Tabla 3-4), con lo que se muestra los posibles potenciales de
trabajar con CDRs.
La detección de zonas residenciales y laborales, se obtiene en base a los sitios que cada
usuario visita de manera frecuente, estableciendo rangos de hora, podemos establecer
cuál es la residencia y cuál es el sitio donde laboral. Los rangos de hora para determinar
una zona residencial es de 8 pm a 7 am y para las zonas laborales en un rango de 8 am
a 7 pm. Es decir si un usuario está más de una vez en el mismo sitio durante el rango de
horas definida, podemos clasificar por residencia o actividad laboral. En el trabajo presen-
tado por Borderon (2010) identifica zonas residenciales de manera geográfica, utilizando
fotografías satélites determinando el uso del suelo, comparándolo con los censos dispo-
nibles. Con eso logran determinar ciertas áreas y clasificarlas por su uso de suelo. Este
trabajo nos sirve para comparar las áreas detectadas como residenciales y de actividad
diurna. Además en el último censo para Dakar, no muestra cuales son los departamentos
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Figura 4-5.: Horas pico

más poblados, lo que es un inconveniente para generar esta comparación.

Figura 4-6.: Población en la región de Dakar

En los resultados presentados por Borderon (2010) hemos de identificar dos figuras im-
portantes. En la figura 4-6 podemos apreciar la densidad de población en una gama de
blanco a rojo, de menor a mayor poblado respectivamente. Se puede observar con pre-
cisión las áreas que cuentan con mayor concentración residencial, una gran parte de la
población se encuentra concentrada en los departamentos de Dakar y Pikine. En la Fi-
gura 4-7 se muestra como se encuentran divididas la zonas urbanas determinadas por
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Borderon (2010), nos debe de importar aquella representada por el color amarillo pues
es una área no residencial, es decir se encuentran principalmente ocupada por industria,
oficinas o comercios. Las demás zonas, representadas por otros colores, muestran áreas
residenciales dependiendo del estatus de dichas viviendas, bien establecidas, irregula-
res o zonas rurales. Estas no son estrictamente residencial, pero cuentan con una gran
cantidad de casas habitación por lo que se podrán encontrar comercios, oficinas etc.

Figura 4-7.: Uso de suelo de Dakar

Los resultados obtenidos de la matriz origen destino para cada usuario nos muestran
que para la zona delimitada como mayormente industrial en Borderon (2010) es bastante
parecida al resultado de la Figura 4-8 resultante de este trabajo. Representado con un
mapa de calor toda la costera y parte del departamento de Dakar, se muestra con una
fuerte actividad diurna, que nos puede indicar que son lugares de trabajo. Además nos
da una estimación de la vida diurna de Dakar.
Para las zonas habitacionales (Figura 4-9), estas zonas antes mencionadas aparecen
ahora sin actividad o con poca actividad, mostrando aquella regiones donde podemos
establecer casas habitación, nos muestra otra vez con una gran distribución en la región
de Dakar y Pikine. Sin embargo no podemos apreciar la densidad de la población. Esto
debido a la falta de resolución en los CDRs en espacio tiempo. Por lo que al obtener esta
figura final los datos de usuarios con sitios frecuentes son muy pocos.
A pesar de este inconveniente si podemos distinguir entre zonas potencialmente residen-
ciales e industriales. En la figura 4-10 se aprecian de un manera más clara la demanda
de viajes en la región de Dakar. Podemos notar que existe una gran demanda de la zona
conurbada hacia el departamento de Dakar, es decir gran parte de la actividad diurna se
concentra en este departamento. Por lo que la mayoría de los traslados se hacen desde
las afueras de la ciudad. Podemos comparar estos resultados con los presentados en
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Figura 4-8.: Zonas industriales y comerciales

Figura 4-9.: Zonas residenciales

Gundlegard (2015) donde realiza una demanda de viajes a nivel estatal pero también se
hace un análisis de Dakar. En los resultados que él presenta se aprecia un gran pare-
cido a la figura aquí presentado. Con una gran actividad desde las afueras de la ciudad
de Dakar, por lo que se puede notar un comportamiento similar con el resultado aquí
presentado

9XkXRX .Bbi`B#m+BƦM /2 pB�D2b
Una característica de importancia es determinar la dinámica de las trayectorias humanas
que impactaría directamente al planeamiento urbano, prevención de epidemias, detec-
ción de eventos masivos imprevistos, es decir el entendimiento de la movilidad humana.
Como se menciona en Gonzáles (2008) las trayectorias humanas tienen una distribución
de probabilidad, independientemente de las trayectorias individuales, la cual sigue sim-
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Figura 4-10.: Zonas industriales y comerciales

ples patrones reproducibles. En dicho trabajo la distribución de las trayectorias está bien
aproximada por una ley de potencia (distribución de Lévy truncada).
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Figura 4-11.: Distribución de distancias de los viajes

Sin embargo en distintos trabajos como se demuestra en Alessandretti (2016) la distribu-
ción de trayectorias humanas están mejor descritas por dos distribuciones, dependiendo
de la distancia de las trayectorias la distribución mejor aproximada para distancias cortas
es log-normal mientras que para trayectorias lo suficientemente largas la distribución que
mejor describe el comportamiento de movilidad es una ley de potencia. Además se mues-
tra que la distribución log-normal es la que mejor describe trayectorias nuevas, es decir
nuevas rutas que un humano pueda descubrir o tomar, por lo que es una característica
del comportamiento de movilidad humano. Dado que este trabajo cuenta con distancias
tanto cortas como muy largas podemos verificar los valores en ambas distribuciones.
En la figura 4-11 se muestra la distribución actual para los viajes, como se vuelve a mos-
trar una vez más aquí, se tiene una gran cantidad de viajes de gran distancia, que como
se mencionó se debe a la poca granularidad en espacio y tiempo de los CDRs, por lo
que como se propone en Alessandretti (2016) la distribución que mejor se ajusta a las
trayectorias humanas es una distribución log-normal. En este trabajo se hizo un ajuste a
los datos para verificar a cuál distribución se ajustaba de mejor manera.
Para determinar los distribuciones se tomaron muestras del conjunto de datos, cada
muestra con cardinalidad n = 1000, el muestreo de los datos se realizó de manera alea-
toria. Para ciertos intervalos de distancia tenemos distintas distribuciones que se ajustan
a los datos, en un intervalo menor a 15 km se tiene una distribución log-normal con pará-
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metros µ = 2,14 y α = 0,58. Para distancias menores a 22 km la distribución que mejor se
adapta es una ley de potencia de parámetros α = 2,05. Como se mencionó, no es tema
principal de este proyecto el estudio de las distribuciones de las trayectorias humanas, sin
embargo nos ayuda a sustentar nuestros resultados puesto que los valores son similares
a los encontrados en (Gonzáles, 2008) o (Alessandretti, 2016) .

9XkXkX �M�HBbBb i2KTQ`�H
Para una análisis temporal se examinarán eventos extraordinarios, algo que los CDR nos
permiten, como el día del trabajo o el día de la independencia, que son días feriados en
Senegal, por lo que se debería notar alguna diferencia respecto a los viajes. Además se
analizó días que muestran actividad diferente a la habitual, es decir se analizaron los fines
de semana contra la semana laboral habitual(lunes-viernes). Como se puede observar en
4-12 la actividad semanal y de fin de semana sigue una comportamiento similar pero en
cantidad de viajes mucho menor. Esto muestra lo que es común en un fin de semana
pues la actividad decrece de manera considerable.

Figura 4-12.: Actividad semanal y fin de semana
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Como el comportamiento es similar en la actividad en horas, se analizó a nivel más deta-
llado para poder determinar las variaciones en las actividades por hora. En la figura 4-13
se puede determinar que la actividad del domingo difiere completamente del sábado o
lunes, aunque el sábado parece tener una actividad parecida al lunes, se puede detectar
claras variaciones respecto a la cantidad de viajes y a las horas en que estos se realizan.
En el caso del día de la independencia celebrado el 4 abril, día Jueves en el año 2013,
podemos notar una clara afluencia por la mañana, comparable con cualquier otro día de
jueves, tomado aleatoriamente, sin embargo por la tarde, después de medio día, la acti-
vidad disminuye de manera significativa, que no se asemeja a cualquier otro jueves, esto
puede indicar que ese día las actividades laborales fueron casi nulas, por ser un día fe-
riado (Figura 4-14).
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Figura 4-13.: Actividad en fin de semana y lunes

Respecto al día del trabajo, se tiene una actividad similar aunque por la mañana se re-
gistra un pico no visto en otros días Miércoles, esto pudiera indicar dos escenarios, que
el conjunto de datos analizado resultó mayor, sin embargo no se registra un pico tan alto
por la tarde, por lo que podemos descartar esta opción. El segundo escenario pudiera
parecer que las actividades del día del trabajo se centran todas en la mañana, es decir la
mayoría trabajó media jornada esto pudo concentrar toda la actividad diurna durante gran
parte de la mañana y por la tarde como se puede observar, la actividad decae después
de las 3pm (Figura 4-15).
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Figura 4-14.: Actividad en día de la independencia de Senegal
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Figura 4-15.: Actividad en día del trabajo
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9XkXjX SH�i�7Q`K� /2 pBbm�HBx�+BƦM
La plataforma de visualizaciónmuestra el número de viajes, demanda entre dos puntos de
cualquier región de Dakar, esto ayuda a determinar en qué zonas de la ciudad se realizan
la mayor cantidad de desplazamientos humanos y con eso poder analizar si existen los
medios para que se puedan realizar estos desplazamientos o poder distribuir la carga de
los desplazamientos.
Como se muestra en la figura 4-16 la plataforma en un inicio muestra todas las antenas,
se puede elegir alguna para obtener más información acerca de ese punto geográfico.

Figura 4-16.: Plaforma web interactiva



4.2 Matriz Origen-Destino 47

Después de seleccionar la antena correspondiente, se muestra el conjunto de destinos a
los que está relacionado. En una escala de colores de azul a rojo (menor a mayor inten-
sidad de viajes) para distinguir los puntos con más viajes entre sí, como se muestra en la
figura 4-17.

Al seleccionar un destino particular se podrá observar la cantidad de viajes que existe
entre los dos puntos seleccionados, figura 4-18. Con flechas que indican la dirección de
los viajes y la cantidad de viajes realizados.
La plataforma muestra todos los datos de la matriz temporal, es decir todos los viajes re-
gistrados por todos los usuarios, por lo que podemos tener una radiografía de la movilidad
en la ciudad.
Se puede filtrar por rangos de tiempo: día, noche o total de los viajes. Con esto poder
observar las diferencias entre los viajes diurnos y nocturnos.

Figura 4-17.: Plataforma web interactiva
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Figura 4-18.: Plataforma web interactiva
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8XRX *QM+HmbBƦM
Se ha podido dar una alternativa para el análisis de movilidad humana, en particular el
estudio y extracción de matrices origen-destino. Esta alternativa de extraer con mayor
facilidad, relativa a la manera usual de entrevistar o hacer conteo de tráfico, resulta más
económica y representa un muestreo más grande de la que una entrevista puede apor-
tar, puesto que los CDRs se almacenan de manera periódica con fines de facturación.
Además nos permite tener información actualizada y analizar en un rango de tiempo más
corto que las entrevistas. En un caso muy favorable, se podría analizar los datos en tiem-
po real, esto daría la posibilidad de poder predecir acontecimientos irregulares, poder
manipular el flujo del tráfico, transporte, prevenir la propagación de enfermedades, etc.

Una de las grandes limitantes de los CDRs, dependiendo de la operadora telefónica, es la
granularidad de los datos en espacio y tiempo. Agregado a este problema de granularidad
está el hecho de que no se puede tener un análisis completo utilizando exclusivamente
estos datos, para este trabajo en particular, debido a las pocas fuentes de información no
se puede comparar o complementar con encuestas o conteos de tráfico ya existentes. De
haber sido así se pudo complementar para poder obtener una mejor aproximación de la
movilidad como bien se plantea Iqbal (2014). Donde utiliza una combinación de CDRs con
un conteo de tráfico en las principales vías de comunicación para después poder hacer
una simulación a mayor escala y poder utilizar un factor de escalamiento, que posterior-
mente le ayuda a construir la matriz de origen-destino final.

Debido a esta falta de datos extra en este presente trabajo, se tuvieron que hacer un nú-
mero mayor de consideraciones así como un análisis más grande respecto al conjunto de
datos por analizar. Una de la grandes consideraciones particulares es la especificación
técnica del rango de las antenas, en muchos trabajos anteriores este valor es omitido,
pero juega un papel importante pues el rango de las antenas varía en función de las zo-
nas donde la señal es transmitida además con esto se puede evitar el problema de ubicar
a un usuario al mismo tiempo en distintas localidades, es decir un falso desplazamiento.
Con este parámetro podemos controlar la mínima distancia para considerar un verdadero
desplazamiento dependiendo de la zona donde se realice el estudio, en una zona urbana
o rural.
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Se pudo determinar que a pesar de la ausencia de datos adicionales, para poder extrapo-
lar, los CDRs en su sola naturaleza nos pueden ayudar a determinar zonas potencialmen-
te residenciales o zonas potencialmente laborales. Con lo que se puede determinar una
matriz de origen-destino y distinguir aquellas regiones en las que se tiene una demanda
de movilidad importante. Con esto poder aportar una solución a la demanda entre esos
dos puntos de conflicto.

Cabe mencionar que respecto a las distribuciones de distancia en comparación con los
demás estudios como Gonzáles (2008) o Alessandretti (2016) los parámetros tienden a
variar en gran medida pues los datos analizados en este conjunto cuentan con una gran
diferencia en espacio y tiempo. Además el parámetro mínimo de desplazamiento es de 3
kilómetros para evitar falsos desplazamientos por lo que los viajes finales tienden a ser
más largos. Esto provoca que los factores en las distribuciones log-normal y potencial
difieran en cierta medida con lo parámetros encontrados en Gonzáles (2008).

Otro gran impedimento es que el conjunto de datos se encuentra parcialmente completo,
por lo que la actividad de un usuario podría estar interrumpida lo que deriva en un análi-
sis incompleto. Además los datos, en algunos subconjuntos de datos mensuales, cuentan
con un mayor número de registros repetidos, debido a los falsos desplazamientos o erro-
res en la recolección de los datos. Esto ocasionó que se detectarán más viajes en unas
semanas y otras tuvieran una representación significativamente menor.

La plataforma de visualización ayudó a tener un mejor panorama de la actividad en la
ciudad de Dakar, con esto podemos tener a mayor detalle los puntos de desplazamiento,
el nivel y dirección del flujo de los viajes. Podemos determinar áreas de mayor intensidad
respecto a la actividad, poder generar un análisis más detallado. Además es una manera
visual e interactiva de poder interpretar los resultados, que ayudan a entender el contexto
y resultado final de este trabajo.

8XkX h`�#�DQ 7mim`Q
El algoritmo 1 fue desarrollado de tal manera que funcione con cualquier conjunto que
se componga de puntos geográficos, puntos con latitud y longitud, por lo que se puede
reutilizar o adaptar para poder analizar cualquier conjunto de datos que cumpla estas
condiciones, un caso particular son los CDRs, pues cuentan con la localización de un
usuario con puntos granulados en espacio y tiempo. Uno de los trabajos propuestos, es
poder utilizar el Algoritmo 1 para datos similares en la CDMX y poder comparar con la
encuesta origen-destino 2017.
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41 iB/b 4 ()
42 p�H 4 Mm W M
43 7Q` t BM `�M;2Uy- MV,
44 B7 p�H 54 y �M/ t 44 UM@RV,
45 iB/bX�TT2M/UB/b(t /Bp,)V
46 2Hb2,
47 iB/bX�TT2M/UB/b(t /Bp,UtYRV /Bp)V
48 B7 p�H 54 y, O aB H� HBbi� 2bi� /BpB/B/� 2M T�`i2b /2bBm;�H2b
49 �mt 4 iB/b(M@R)(,/Bp) O o�HQ`2b MQ`K�HBx�/Qb mHiBKQ 2bT�+BQ
50 �mtk 4 iB/b(M@R)(/Bp,) O aQ#`�Mi2b
51 iB/b(M@R) 4 �mt
52 7Q` t BM `�M;2Uy- p�HV,
53 iB/b(t)X�TT2M/U�mtk(t)V
54 `2im`M iB/b
55

56 /27 +`2�i2+QMM2+iBQMUV,
57 ]]]
58 +`2� +QM2tBQM +QM H� #�b2 /2 /�iQb
59 ,`2im`M, +QM2tBQM � #�b2 /2 /�iQb
60 ]]]
61 +QMMnbi`BM;R 4 ]?Qbi4^HQ+�H?Qbi^ /#M�K24^b2M2;�H^ mb2`4^+?`Bb^ T�bbrQ`/4^^]
62 +QMM� 4 Tbv+QT;kX+QMM2+iU+QMMnbi`BM;RV
63 `2im`M +QMM�
64

65 /27 +HQb2+QMM2+iBQMU+QMM2+iBQM- +m`bQ`V,
66 ]]]
67 *B2``� +QM2tBQM
68 ]]]
69 +m`bQ`X+HQb2UV
70 +QMM2+iBQMX+HQb2UV
71

72 /27 BMb2`iQM/#U+QMM2+iBQM- +m`bQ`- bBi2R- bBi2kV,
73 ]]]
74 6mM+BQM T�`� BMb2`i� HQb pB�D2b /2i2`KBM�/Qb 2M H� i�#H� K�i`BxQ/�mtUK�i`Bx i`�MbBiQ`B�V
75 ,T�`�K +QMM2+iBQM, +QM2tBQM /2 � H� #�b2 /2 /�iQb
76 ,T�`�K +m`bQ`, +m`bQ` /2 H� #�b2 /2 /�iQb
77 ,T�`�K bBi2R, �``�v +QM HQb /�iQb /2 bBiBQ /2 Q`B;2M
78 ,T�`�K bBi2k, �``�v +QM HQb /�iQb /2 bBiBQ /2 /2biBMQ
79 ]]]
80 +m`bQ`X2t2+mi2U]ALa1_h ALhP K�i`BxQ/�mtUmB/-7Q`B;2M- QB/- QH�i- QHQM- 7/2biBMQ- /B/- /H�i- /HQMV o�Gl1a UWb- Wb- Wb- Wb- Wb- Wb- Wb- Wb- WbV]-
81 UbBi2R(y)- bBi2R(R)- bBi2R(k)- bBi2R(j)- bBi2R(9)-
82 bBi2k(R)- bBi2k(k)- bBi2k(j)- bBi2k(9)VV
83 +QMM2+iBQMX+QKKBiUV
84

85 /27 i`BTU+m`bQ`- B- KQMi?V,
86 ]]]
87 6mM+BQM `2;`2b� *._b /2 mbm�`BQ B
88 ,T�`�K +m`bQ`, +m`bQ` /2 H� #�b2 /2 /�iQb
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89 ,T�`�K B, B/ /2H mbm�`BQ � �M�HBx�`
90 ,T�`�K KQMi?, K2b � �M�HBx�`
91 ,`2im`M, iQ/Qb HQb *._ /2H mbm�`BQ B
92 ]]]
93 +m`bQ`X2t2+mi2U^a1G1*h mB/-72+?�?Q`�-bBi2B/-H�i-HQM 6_PJ &' q>1_1 mB/ 4 &' ^X7Q`K�iUKQMi?- BVV
94 iQi�Hi`BT 4 +m`bQ`X72i+?�HHUV
95 `2im`M iQi�Hi`BT
96

97 /27 i`BTBU+QMM2+iBQM- +m`bQ`- HBbiB/b- KQMi?V,
98 ]]]
99 6mM+BQM Bi2`� bQ#`2 iQ/Qb HQb mbm�`BQb /2 HBbiB/b- +QM bm �M�HBbBb `2bT2+iBpQ
100 ,T�`�K +QMM2+iBQM, +QM2tBQM � H� #�b2 /2 /�iQb
101 ,T�`�K +m`bQ`, +m`bQ` � H� #�b2 /2 /�iQb
102 ,T�`�K HBbiB/b, �``�v +QM B/b /2 mbm�`BQb
103 ,T�`�K KQMi?, bi`BM; K2b � �M�HBx�`
104 ]]]
105 7Q` B BM HBbiB/b,
106 iQi�Hi`BT 4 i`BTU+m`bQ`- B- KQMi?V
107 �M�Hvx2i`BTU+QMM2+iBQM- +m`bQ`- iQi�Hi`BTV
108

109 /27 b2i/2biU+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q`�mt- bBi2V,
110 ]]]
111 *`2� pB�D2 v 2MpB� /�iQb � H� #�b2
112 ,T�`�K +QMM2+iBQM, +QM2tBQM � H� #�b2 /2 /�iQb
113 ,T�`�K +m`bQ`, +m`bQ` � H� #�b2 /2 /�iQb
114 ,T�`�K Q�`�mt, �``�v Q`B;2M /2H pB�D2
115 ,T�`�K bBi2, �``�v /2biBMQ /2H pB�D2
116 ,`2im`M, #QQH2�M 2bi�/Q /2H Mm2pQ Q`B;2M
117 ]]]
118 Q/�mt 4 (Q`�mtXTQTUV- bBi2)
119 BMb2`iQM/#U+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q/�mt(y)- Q/�mt(R)V
120 Q`B; 4 h`m2
121 `2im`M Q`B;
122

123

124 /27 iBK2nBMnTH�+2U+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q`�mt- bBi2R- bBi2k- 2biV,
125 ]]]
126 6mM+BQM �M�HBx� bB mbm�`BQ T2`K�M2+BQ 2bi�iBQ 2M mM� /2Hi� /2 iB2KTQ
127 ,T�`�K +QMM2+iBQM, +QM2tBQM � H� #�b2 /2 /�iQb
128 ,T�`�K +m`bQ`, +m`bQ` � H� #�b2 /2 /�iQb
129 ,T�`�K Q�`�mt, �``�v +QM Q`B;2M /2H pB�D2 �+im�H
130 ,T�`�K bBi2R, �``�v +QM 2H TmMiQ i`�MbBiQ`BQ
131 ,T�`�K bBi2k, �``�v +QM 2H TmMiQ /2biBMQ TQi2M+B�H
132 ,T�`�K 2bi, #QQH2�M bB b2 K�MimpQ 2bi�iB+Q- T�`� �M�HBbBb bB b2 2M+m2Mi`� H2D�MQ /2H Q`B;2M Q`�mt
133 ,`2im`M, #QQH2�M bB b2 �;`2;Q Q /2b2+?Q 2H /2biBMQ TQi2M+B�H
134 ]]]
135 /2Hi�i 4 Rkyy O b2;mM/Qb kyKBM
136 /2Hi�m 4 Ry3yy O mM pB�D2 MQ Tm2/2 /m`�` K�b /2 mM j ?Q`�b
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137 iBK2/2Hi� 4 bBi2k(R) @ bBi2R(R)
138 /2Hi�B 4 iBK2/2Hi�XiQi�Hnb2+QM/bUV
139 iBK2/2Hi� 4 bBi2R(R) @ Q`�mt(y)(R)
140 /2Hi�D 4 iBK2/2Hi�XiQi�Hnb2+QM/bUV
141

142 B7 /2Hi�B =4 /2Hi�i �M/ /2Hi�D I /2Hi�m,
143 Q`B; 4 b2i/2biU+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q`�mt- bBi2RV
144 2HB7 2bi �M/ /2Hi�D I /2Hi�m,
145 Q`B; 4 b2i/2biU+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q`�mt- bBi2RV
146 2HB7 /2Hi�D = /2Hi�m, O Lm2pQ Q`B;2M Tm2b `2#�bQ 2H /2Hi� /2 j ?Q`�b
147 Q`B; 4 h`m2
148 2Hb2, O LQ b2 +QKTH2iQ pB�D2 Q bB;m2 pB�D2
149 Q`B; 4 6�Hb2
150 `2im`M Q`B;
151

152 /27 �M�Hvx2i`BTU+QMM2+iBQM- +m`bQ`- i`BTV,
153 ]]]
154 6mM+BQM �M�HBx� *._b /2H mbm�`BQ T�`� 2ti`�2` HQb pB�D2b
155 ,T�`�K +QMM2+iBQM, +QM2tBQM � H� #�b2 /2 /�iQb
156 ,T�`�K +m`bQ`, +m`bQ` � H� #�b2 /2 /�iQb
157 ,T�`�K i`BT, �``�v +QM iQ/Qb HQb *._b /2H mbm�`BQ
158 ]]]
159 Q`�mt 4 ()
160 `/Bbi�M+2 4 jyyy
161 M`�M 4 H2MUi`BTV
162 Q`B; 4 h`m2
163

164 7Q` B BM `�M;2UM`�M@RV,
165 B7 Q`B;, O Q`B;2M +QM 2H T`BK2` 2H2K2MiQ /2H �``�v Q bB b2 /2i2`KBM�` mM Mm2pQ Q`B;2M
166 Q`�mtX�TT2M/Ui`BT(B)V
167 Q`B; 4 6�Hb2
168 B7 i`BT(B)(k) 54 i`BT(B Y R)(k), O o2`B7B+� bB b2 KQpBQ Q T2`K�M2+BQ KBbKQ Hm;�`
169 bBi2R 4 i`BT(B)(j,) O P`/2M /2 H� i�#H� B/%72+?�?Q`�%bBi2B/%H�i% HQM
170 bBi2k 4 i`BT(BYR)(j,)
171 /2Hi�/Bbi�M+2 4 pBM+2MivUbBi2R- bBi2kVXK2i2`b O JB/2 H� /Bbi�M+B� [m2 /2#2`� b2` K�vQ` � jyyyK
172 B7 /2Hi�/Bbi�M+2 = `/Bbi�M+2, O 1H mbm�`BQ b2 KQpBQ bB;mB2Mi2 TmMiQ �M�HBx�`
173 T�bb
174 2Hb2, O 1H mbm�`BQ b2 [m2/Q 2bi�iB+Q
175 B7 pBM+2MivUQ`�mt(y)(j,)- bBi2RVXK2i2`b = `/Bbi�M+2, O p2`B7B+� bB H� /Bbi�M+B� /2H Q`B;2M �H TmMiQ �+im�H 2b K�vQ` � jFK
176 2bi�iB+Q 4 6�Hb2
177 Q`B; 4 iBK2nBMnTH�+2U+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q`�mt- i`BT(B)- i`BT(B Y R)- 2bi�iB+QV O G2DQb /2H Q`B;2M mM TQi2M+B�H /2biBMQ
178 B7 Q`B;, O aB Q`B;2M Mm2pQ b2 p�+B� 2H Q`B;2M �+im�H
179 Q`�mt 4 ()
180 2Hb2,
181 T�bb
182 2Hb2, O p2`B7B+� bB /2H Q`B;2M �H /2biBMQ b2 KQpBQ mM� /Bbi�M+B� p2`/�/2`�
183 B7 pBM+2MivUQ`�mt(y)(j,)- i`BT(B)(j,)VXK2i2`b = `/Bbi�M+2,
184 ��AO p2`B7B+� bB H� /Bbi�M+B� /2H Q`B;2M �H TmMiQ �+im�H 2b K�vQ` � jFK
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185 B7 B I UM`�M@kV,
186 2bi�iB+Q 4 i`BT(B)(k) 44 i`BT(B Y R)(k) �M/ i`BT(B Y R)(k) 44 i`BT(B Y k)(k)
187 2Hb2,
188 2bi�iB+Q 4 6�Hb2
189 Q`B; 4 iBK2nBMnTH�+2U+QMM2+iBQM- +m`bQ`- Q`�mt- i`BT(B)- i`BT(B Y R)- 2bi�iB+QV O G2DQb /2H Q`B;2M mM TQi2M+B�H /2biBMQ
190 B7 Q`B;, O aB Q`B;2M Mm2pQ b2 p�+B� 2H Q`B;2M �+im�H
191 Q`�mt 4 () O �;`2;�/Q TQ` i?`2�/BM;
192 2Hb2, O S2`K�M2+BQ 2bi�iBQ
193 Q`B; 4 h`m2
194 Q`�mt 4 ()
195 Q`�mt 4 ()
196

197

198 /27 ;2MTQQH/#UTQQH+V,
199 ]]]
200 *`2� mM TQQH /2 +QM2tBQM2b T�`� HQb KmHiBTH2b T`Q+2bQb
201 ,T�`�K TQQH+, h?`2�/2/*QMM2+iBQMSQQH T�`� ;2M2`�` +QM2tBQM2b
202 ,`2im`M, TQQH /2 +QM2tBQM2b
203 ]]]
204 +QMM2+M 4 TQQH+X;2i+QMMUV
205 +QMM2+MXb2inBbQH�iBQMnH2p2HUyV
206 `2im`M +QMM2+M
207

208

209 /27 /2ibi�i2Ui?2�/HBbiV,
210 ]]]
211 .2i2`KBM�` 2H 2bi�/Q /2 +�/� T`Q+2bQ- bB 2b [m2 7BM�HBxQ
212 ,T�`�K i?2�/HBbi, �``�v /2 T`Q+2bQb
213 ,`2im`M, #QQH2�M bB iQ/Qb HQb T`Q+2bQb v� i2`KBM�`QM
214 ]]]
215 �mt 4 h`m2
216 7Q` t BM i?2�/HBbi,
217 �mt 4 tXBbn�HBp2UV Q` �mt
218 `2im`M �mt
219

220

221 /27 K�BMUV,
222 ]]]
223 6mM+BQM K�BM [m2 ;2M2`� HQb T`Q+2bQb v
224 H� +�MiB/�/ /2 b2;K2Mi�+BQM2b � +`2�`
225 ]]]
226 +QMM2+iBQMnHBbi 4 ()
227 T`Q+2bbHBbi 4 ()
228 M 4 KmHiBT`Q+2bbBM;X+Tmn+QmMiUV O LmK2`Q /2 +Q`2b � miBHBx�` /�/�b H�b +�T�+B/�/2b /2H *Sl
229 KQMi? 4 ^MQp2K#2`^ O J2b � �M�HBx�`
230 iB/b 4 B/bHBbiUM- KQMi?V
231 TQQH+ 4 Tbv+QT;kXTQQHXh?`2�/2/*QMM2+iBQMSQQHUR- MYR- ?Qbi4^HQ+�H?Qbi^-
232 /#M�K24^b2M2;�H^- mb2`4^+?`Bb^-
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233 T�bbrQ`/4^^V
234

235 7Q` t BM `�M;2Uy- MV,
236 +QMM2+iBQMnHBbiX�TT2M/U;2MTQQH/#UTQQH+VV
237 7Q` D BM `�M;2Uy- MV,
238 T`Q+2bbHBbiX�TT2M/UKmHiBi?`2Ui�`;2i4i`BTB- �`;b4U+QMM2+iBQMnHBbi(D)-
239 +QMM2+iBQMnHBbi(D)X+m`bQ`UV- iB/b(D)V- KQMi?VV
240

241 7Q` B BM `�M;2Uy- MV, O AMB+B�HBx� HQb T`Q+2bQb
242 T`Q+2bbHBbi(B)Xbi�`iUV
243

244 7Q` ? BM t`�M;2Uy- MV, O 1bT2`� � iQ/Qb HQb T`Q+2bQb � i2`KBM�`
245 T`Q+2bbHBbi(?)XDQBMUV
246

247 B7 MQiU/2ibi�i2UT`Q+2bbHBbiVV, O *B2``� +QM2tBQM2b
248 TQQH+X+HQb2�HHUV
249 +HQb2+QMM2+iBQMU+QMM- +m`V
250

251 B7 nnM�K2nn 44 ]nnK�BMnn],
252 K�BMUV
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