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Las siguientes prácticas surgieron a partir del tema que 

me fué as i gnado en el concurso de oposi c i ón para ocupar la plaza de -

Profesor Asociado en el área de I nvest i gac i ón de Operaciones. Se pre

tende que sirvan como material de trabajo en el l aboratorio de la mat� 

ria de I nvesti gación de Operaciones. Han sido di señadas con objeto de 

que el alumno comprenda los principios básicos involucrados en la simu 

lación . 

Cada práctica consta de una introducción teórica y un -

ejercicio que se debe realizar en una sesión de dos horas por gr·upos 

de has ta cinco al�mnos. Para pro fund i zar en algunos de los aspectos 

se recomienda consu l tar la Bibliografía. 
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I N T R 0 D U C C I 0 N.- Un examen de los orfgenes de cual 

quier campo cientifico, sea Astronomfa, Ffsica o Psicologia, indi-

ca que la disciplina comenz6 como una masa de observaciones y exp~ 
I 

rimentos. Es natural, entonces, que los primeros pasos en cuantifi 

car la materia deban involucrar la colecci6n, presentaci6n y trat~ 

miento de datos. Consecuentemente, e~ estudio de la Estadistica ha 

jugado un papel dominante en la preparaci6n matem~tica de estudian 

tes que trabaja• en las ~reas cuantitativas de las Ciencias Socia-

les y de la vida. Un tratamiento estadfstico de los datos puede 

ser muy elemental, involucrando un poco m~s que listado, selecci6n 

y unos pocos c~lculos. Puede ser tambi~n muy sofisticado, involu--

crando complica•a• ideas ~atemiticas y problemas delicados de dis~ 

no de experimentos. 

El probleaa original casi siempre se presenta en el mundo 

r .. l, algu~a• vee•• .. la• •on•iciones relativaaente ceatrela••• 

de un laboratorio y algunas veces en el menos entendible ambiente 

de todos los dfas. Por ejemplo, un ingeniero observa el numero de 

artfculos defectuosos producidos por cierta m~quina, un genetista 

anota los resultados de un experimento de hibridizaci6n o un eco-

nomista registra el volumen de transacciones internacionales bajo 

ciertas politicas de tarifas, y entonces, conjeturan ciertas raz~ 

nes para sus observaciones. Estas conjeturas pueden estar basadas 

ca:npletamente en la. intuici6n, pero m~s a menu do son el resul tadCJ 

de un estudio detallado y del reconocimiento de ciertas similitu-

des con otras situaciones que se entienden mejor. 

___.,, 
'!?''"'"" 

-~~~·····"~'>'''·~'· ,;,·,·~~~~~~-~---:--~ .. ~ 
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El siguiente paso es un intento de hacer al problema tan 

preciso como sea posible. E~to quiere decir un entendimiento cla

ro y definido de las palabras y conceptos usados. Un aspecto im--

portante en estc paso es el intento de identificar y seleccionar 

aquellos conceptos que se consideren b~sicos en el estudio. El 

prop6sito es eliminar informaci6n innecesaria y simplificar la 

que se conserva tanto como sea posible. Este paso de identifica-

ci6n, aproximaci6n e idealizaci6n se conoce como construcci6n del 

rnodelo real. Por ejemplo, en el caso del ingeniero, el puede cons_ 

truir un modelo real en el cual todos los art!culos se puedan-cl~ 

sificar como defectuosos o no defectuosos y nunca esten en un ni-

vel interm<dio. 

En el siguiente fl'!iso despues deJ. estudio y formaci6n del 

rnodelo real, uno ve este modelo e intenta identificar el proceso 

operativo. La meta es expresar la situaci6n entera en terrninos 

sirnb6licos. Entonces el mo1elo real se convierte en un rnodelo rna-

tematico, en donde las cantidades reales y los procesos se reem--

plazan por sfmbolos y operaciones matem~ticas. A menudo mucho del 

---valo::r.- Uel t:~ludio se p.ieLle en esle pdsO, Ue"uidu a que und identi 

---ficaci6n inapropiada entre el mundo real y el mundo rnatem~tico no 

puede llevar a resultados utiles. 

Despues de que el problema ha sido transformado en termi--

nos simb61icos, el sistema matem~tico resultante se estudia usan-

do tecnjcas e ideas matematjcas apropiadas. Los resultados del e.§_ 

tudio m3tem~tico son teore~as, desde el punto de vista matem~tico, 
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y predicciones desde el punto de vista ernpfrico. La motivac16n P.a 

ra el estudio matem~tico no.es producir nuevas matem~ticas, es d~ 

cir, nuevas ideas abstractas o nuevos teoremas, aunqu~ esto puede 

suceder, sino m~s importante, producir nueva informaci6n acerca 

de la situaci6n estudiada. 

El paso final en el proceso de construcci6n del.modelo es la 

comparaci6n de los resultados predichos en base al trabajo matem! 

tico, con el mundo real. 

El proceso anterior se puede representar de la siguiente rna-

nera: 

Aproximaci6n 

Idealizaci6n ~o) _--
. -.Jia--Comparac16n a'Dt'e- -

esc --
t ~~o;:--

~. 

Teorias y tecnicas 
matem~ticas 

. 
Uno de los primeros aspectos que se deben determinar acerca 

de una situaci6n es si se debe modelar m~s apropiadamente en ter-

minos deterministicos o estoc~sticos. Un modelo se dice que es d~ 

terministico si dada suficiente informaci6n en un instante de 

tiempo oen una etapa, entonces se puede determinar exactarnente el 

comportarniento futuro del sistema. Per ej<=n.plo, se puede escoger 

modelar el crecimiento de una poblaci6n en terminos deterministi-

cos. La hip6tesis es entonces que el crecimiento de la poblaci6n 

ae conoce y que se d~ el tamanc de ella en un instante de tiempo, 

----~~-----~"- __ • ..;u._____ --- ' ' '----"" -•· '" ·-~11'!\!l# ._ • .: "'-· *-'-- -·· a·r·tiEtM 

) 
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de manera que se puede determinar exactamente el tamano de la po-

blaci6n para todos los tiempos futures. 

Por otro lado, un modele estoc~stico sf incorpora el compor-

tamiento probabilfstico. Para estos modelos las predicci6nes son 

de tal naturaleza, que no importa cu~nto se conozca del sistema 

en un instante de tiempo, es imposible deterrninar con certeza ab-

soluta el estado del sistema en el futuro. 

Muchos de los modelos m~s utiles en las clenci~s So~iales y 

de la vida, son modelos cuya descripci6n matem~tica involucra la 

incertidumbre, y ~sto es de esperarse, ya que aunque el mundo real 

es un sistema determinfstico, la imperfecci6n de los medios que t~ 

nemos para percibirlo y lo limitado de nuestros sentidos, nos lo 

presentan co~o un sistema estoc~stico. 

Una de las t~cnicas m~s f~ciles y adecuadas para obtener re-

sultados de estos sistemas y modelos, es la simulaci6n, por lo que 

se impone una buena comprensi6n de sus conceptos. \ ... " 

'l 

n 

fl-.~ ...... 
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PRACTICA N°l: Simulaci6n de la caminata aleatoria. 

] ... ~ r· 

Definici6n: La simulaci6n se puede definir como una t~cnica 
para resolver problemas efectuando experimentos en un modelo del 
sistema. En esta definici6n se pueden destacar dos puntos impor
tantes. El primero es la naturaleza .experimental de la tecnica. 
El segundo es la utilizaci6n de rnodelos. La naturaleza ~xperimen
tal obliga a utilizar herrarnientas estadfsticas, tanto para el m~ 
nejo de los datos de entrada, como para la interpretaci6n de los 
resultados y el disefio de los experirnentos. La utilizaci6n de mo
delos es metodologfa propia de la investigaci6n de operaciones, 
lo cual implica conocer el comportarniento del sistema que se va a 
modelar y que, el modele, refleja en forma m~s o menos exacta es
te comportamiento. 

Prop6sito de la simulaci6n: el prop6sito de simular un sis
tema puede ser: 

son: 

Describir el comportamiento del sistema 
Construir teorfas o hip6tesis que expliquen el cornportamie~ 
to observado. 
Usar estas tecrfas para predecir el comportamiento futuro. 
Predecir efectos que se producir~n por ~ambios en el sistema. 

Aplicaciones: Algunas de las aplicaciones de la simulaci6n 

En rnercadotecnia para decidir si se lanza o n6, al mercado, 
un producto. 
En educaci6n para la planeaci6n de carreras. 
En Ciencias Sociales para estudiar la interacci6n de grupos. 
En Ciencias del Comportarniento para estudios de migraci6n. 
En transportes para estudiar la ampliaci6n de sistemas de 
transport e. 
En la industria para efectuar balanceo de lfneas, decidir 
polfticas de inventarios, etc. 

Ventajas y desventajas de la simulaci6n: Dos son las prin
cipales ventajas de la simulaci6n. 1) su rango de aplicaci6n y 
2) la simplicidad de ejpcuci6n. La simulaci6n se puede aplicar a 
problemas de gran complejidad para los que no existen ninguna 
otra t~cnica de soluci6n. En particular a problemas con un gr~n 
nllimero de componentes, con patrones de interacci6n y comporta
miento complejos. Adem~s usar la simulaci6n requiere muy poco en
trenarniento formal. 

Las desventajas de la simulaci6n son. 1) Es una tecnica ex-

,, t··,_ {~· • jf) __ '-~ ':_. _.if?;_ ~-.:_. __ •:-~.::. ••• .'.,J • ...,i~';. . :---~ __ : .,, (-•l/;-(w.,;,._.__ · .,_',::·-:-•. :-.- •fah?E!kesowt·¥· "" ].......-......_ 
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perimental y cualquier recomendaci6n o inferencia que se tome de 
este estudio se debe derivar estadisticamente y, 2) su falta de 
generalidad al quedar los datos resumidos en forma estadistica y 
no en una f6rmula matemStica. 

Modelos de simulaci6n: los modelos que se utilizan en simula 
ci6n se pueden clasificar en forma general como: 1) discretos o -
continuos y 2) deterministicos o estocSsticos. Un sistema cuyas 
variables cambian continuamente con el tiempo es un sistema conti 
nuo y se mo~elarS como un modele continuo. Un sistema discrete es 
un sistema cuyas variables cambian s6lo en puntos especificos del 
tiempo y se ajustarS a un modelo discreto. Los modelos estocSsti
cos involucran cierto grado de aleatoriedad o incertidumhre. Un 
modelo deterministico estS completamente determinado po~ la estru£ 
tura del modele y por sus condiciones iniciales. PrScticamente to
dos los modelos que se tratan en este Curso son modelos discretos
estocSsticos, por ser los roSs frecuentes desde el punto de vista 
industrial. 

Problema: Considera la siguiente situaci6n. El centro de la 
ciudad de M~xico tiene una estructura roSs o menos regular, el tr~ 
zado de sus calles es de tipo ortogonal. Entre los lugares de roSs 
tradici6n en esta zona se encuentran varias cantinas. Una de estas 
cantinas se encuentra ubicada justo en una esquina del centro de 
la ciudad. El problema consiste en que, uno de sus clientes habi
tuales s~le en un estado tal, que no sabe donde se encuentra su c~ 
sa y est~ totalrner.te desorientado, de manera que cada vez que lle
ga a una esquina tiene igual probabilidad de irse al norte, al sur 
al este o al oeste. Si en total el senor camina diez cuadras, 
lCU~l es la prob3bilidad de que quede a tres cuadras o menos de la 
cantina? 

Soluci6n: como se puede apreciar esta es una situaci6n discr~ 
ta y probabilistica, que se puede modelar de la siguiente forma. 
Por el trazado ortogonal de las calles, la posici6n del borracho 
se puede indicar en un eje coordenado con la cantina localizada en 
el origen. Cada movimiento al norte o al sur equivale a desplazar
se en el eje Y, y cada movimiento al este o aloeste equivale a de~ 
plazarse en el eje X. Si en total camina diez cuadras, las posici2 
nes factibles se indican en la siguiente gr~fica 

r :8. 

y 

-< (:; -~ !. ~ -~ _l._ _!if ! ! ~ ! ! ~ .• I ' ; "t ~ ~ ~ 
.., ... '!<~ 

"' w 
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Los puntos encerrados en el rombo pequeno dan las posicione~ 
en las que el borracho se encuentra a tres cuadras o menos de la 
cantina. 

Para poder simular este problema se tiene que definir en qu~ 
consiste, para su situaci6n particular, un experimento. Un exper~ 
mento ser~ una caminata aleatoria de diez cuadras. En cada experi 
menta se ver~ si el borracho queda o n6 dentro de la zona de int~ 
res. Con objeto de dar una estimaci6n de la probabilidad requeri
da, se deben realizar varies experimentos, mientras m~s. mejor s~ 
r~ la estimaci6n. El siguiente problema consiste en generaY, al 
azar, una caminata. Una forma posible es lanzar des monedas, si 
las monedas son legales, cada posible resultado (~guila-~guila , 
6guila-sol, sol-~guila y sol-sol) tiene la misma probabilidad de 
ocurrencia, es decir, 1/4 para cada uno, de rnanera que se puede 
asignar una direcci6n a cada resultado. Por ejemplo 

/, 
Resultado 

lanzamiento ~ Direcci6n 
AA 0.25 N 

·~ AS ' 0.25 • -to s 
SA '} I(). 25 ' E 
ss .. 0.25 w ' 4 • 

If 

Otra forma ~osible de generar direcciones al azar es lanzan
do dos dados, los eventos de interes ser~n: ndmero par en el dado 
1 y n6mero par en el dado 2; ndmero par en el dado 1 y n6n en el 
dado 2; n6n en el dado 1 y par en el 2; n6n en ambos dados. Cada 
evento tiene probabilidad de 1/4. 

Cada tirada del par de dados equivale a una caminata al azar, 
de una cuadra, en la direcci6n indicada. De forma que cada exper~ 
menta consiste en tirar diez veces el par de dados e identificar 
la trayectoria en cada tirada. Al finalizar se comprueba si ~e 
teimin6 o n6 dentro de la zona de interes. Si se encuentra dentro 
d~ ella, el experimento se registra como un exito. Para dar un 
estimador de la probabilidad se tienen que realizar diez experi
me,1los como minima, y se divide el nwnero total de exiles entre 
diez. Por ejemplo 

Tirada Resultado 
_#_ dadq__l dado~ Direcci6n 

1 par par N 
2 non par E 
3 par non s 
4 par par N 
5 par par N 
6 par non s 
7 non non w 
8 non non w 
9 non non w 

10 non non w 

.... 
' .... :~.~.~-

9 
-~: 

En este case el resultado fue que el borracho qued6 a cuatro 
cuadras de la cantina, es ~ecir, se registra como un fracaso. No 
es necesario efectuar la representaci6n gr~fica, en cada experi
mento, para saber si fue exito o fracaso. Con s6lo aumentar o dis
minuir una unidad en la direcci6n Y si el resultado fue norte o 
sur respectivamente, y en la direcci6n X si el resultado fue este 
u oeste. Al final se suma el valor absolute de X y el valor 
absolute de Y, si la suma es menor o igual que tres, se registra 
un exito, en case contrario, un fracaso. El diagrama de flujo para 
cada experimento se muestra en la · figura. 

Conclusiones: con este experiment0 quedan bien marcadas algu
nas de las ventajas y desventajas de la simulaci6n. Tambien su na
turaleza experimental. La simulaci6n planteada es muy f~cil de 
efectuar y pr~cticamente no requiere de entrenamiento matem~tico 
previa. Sin embargo, para dar un estimador de la probabilidad so
licitada, se requiere efectuar un gran nlimero de experimentos. 
Mientras m~s experimentos, es mejor la estimaci6n, pero se consu
me mucho tiempo. Por otro lade, la generaci6n de los eventos al 
azar se hizo por un metodo totalmente aleatoric, como es el lanza
miento de un par de dados. Se podrian haber utilizado otros, como 
lanzar cuatro monedas o girar una ruleta. Todos ellos son metodos 
totalmente aleatorios que garantizan el azar en los resultados. 
Sin embargo desde el punto de vista pr~ctico de la simulaci6n, 
consumen mucho tiempo. Otra forma de generar los eventos es utili
zar una tabla de nlimeros aleatorios, como la que se anexa. Estes 
nlimeros est~n unifo~emente distribuidos entre 0.0000 y 0.9999, 
lo cual equivaldria a lanzar un dado con 10,000 caras, cada una 
numerada del 0.0000 al 0.9999, de manera que cada n6mero en este 
range tiene la misma probabilidad de aparecer. La forma de utili
zar estas tablas es seleccionar un rengl6n o una columna, y leer 
los nlimeros hasta agotarla y proseguir con la siguiente. En este 
case la asignaci6n de los eventos seria: 

Nlimero aleatoric Direcci6n 
0.0000 a 0.2499 N 
0.2500 a 0.4999 s 
0.5000 a 0.7499 E 
0.7500 a 0.9999 w 

Esta forma de generar eventos al azar se conoce como genera
ci6n pseudoaleatoria. Tiene la ventaja de que, especificando la 
selecci6n de los nlimeros aleatorios, se pueden repetir todas las 
ocurrencias de un experimento; son f~ciles y r~pidas de manejar 
pero pueden llegar a agotarsP y, al repetirse una secuencia, se 
pierde la aleatoreidad de los eventos, de aqui su no~bre de 
pseudoaleatorios. Una tabla de nlimeros aleatorios lo suficiente
mente grande como para satisfacer una simulaci6n complicada, pu~ 
de consumir una cantidad excesiva de memoria en la computadora. 
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------- PRACTICA N°2: Selecci6n aleatoria de nUme~oE • 

• Introducci6n: Los rnodelos de sirnulaci6n deben reflejar en 

forma m~s o menos exacta, el comportarniento del sistema. Un estu-

dio detallado de ~1, perrnite observar d6nde est4 presente la in-

certidumbre y obtener la distribuci6n de frecuencia relativa del 

evento. Con esta distribuci6n se desea comprobar si los eventos 

aleatorios se pueden ajustar a una distribuci6n especffica, te6ri-

ca o arbitraria. Este paso es el primero, tanto en estudios de si-

mulaci6n, como para aplicar las tecnicas analfticas de la investi-

gaci6n de operaciones. La forma de decidir si los datos siguen es-

ta distribuci6n, es por medio de las pruebas de bondad de ajuste. 

- :: ~- --z:;----::- -. .........__. 
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PRUEBAS DE BONDAD DE AJUSTE. 

Estas pruebas sirven para efectuar inferencias acerca de la distri 

buci6n de la poblaci6n. Se toma una muestra y se prueba la hip6te-

sis nula de la forma general: 

Ho: la muestra corresponde a una distribuci6n dada. 

Se puede probar cualquier distribuci6n sin importar si 'es bien co-

nocida (binomial, Poisson, normal, etc.) o es arbitraria. La hip6-

tesis alternativa es siempre de la forma: 

H1 : la muestra no corresponde a la distribuci6n dada. 

Una prueba de H0 contra H1 , se llama prueba de bondad de ajuste. 

Hay dos pruebas utilizadas para evaluar la bondad de ajuste. 

1.- La prueba x1
, que est& basada en un estadigrafo x 2 apro-

ximado. 

- 2.- La prueba de Kolmogorov-Smirnov (K-S). Esta es una prueba 

no par~Metrica, y3 que usa un estadigrafo prueba que no requiere 

suposiciones acerca de la distribuci6n. 

La prueba x 2 (chi-cuadrada} es la mejor para probar una dis-

tribuci6n discreta, y la prueba K-S es la mejor para distribucio-

nes continuas en conde los valores de los parametres se especifi-

can independientemente de los datos de la muestra. Para determinar 

cual usar. hay que contestar las siguientes preguntas: 

1.- lES la distribuci6n discreta o continua? 

2.- lSe especifican los parametres de la distribuci6n? Si no 

se especifican se deben estimar de la muestra. 

,, 
''"' 

·---·'~ 
PRUEBAS APROPIADAS PARA BONDAD DE AJUSTE 

lEs la distribuci6n lLOs parametres se 
discreta o continua? especifican o se estiman? Prueba a usarse 

discreta especificados x 2 

discreta estimados X 2 

continua especificados K-S 

continua estimados x2 

Hay que tener presente que una prueba de bondad de ajuste no 

se puede usar para seleccionar la mejor distribuci6n, sino que 

despues de que se escogi6 la distribuci6n, la prueba utiliza los 

datos observados para determinar, estadisticamente, si la selecci6n 

fue buena. 

PRUEBA DE AJUSTE x 2 
(C'HI-CUADRADAJ PARA DISTRIBUCIONES DISCRETAS. 

La prueba chi-cuadrada usa un estadigrafo prueba que tiene una di~ 
.J.._ __ 

tribuci6n x~aproximada. Es una medida de la diferencia relativa e~ 

tre los valores de frecuencia, observados y esperados, pa:ra cad<~ 

valor de la variable. 

tc: 2 
"""""'(Oi - Ei) 

/~ Ei .... ·-· x2= 

donde k=nUmero de valores diferentes de la variable 

Oi=valor observado de la frecuencia 

Ei=valor esperado te6rico de la frecuen~ia 

Los valores Ei, son el producto del tamai'lo de la muestra y la 

probabilidad de la distribuci6n hipotetizada. 

Ei nPi 

L 
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Los grados de libertad para leer el nivel cr!tico en las tablas 

de la distribuci6n chi-cuadrada se calculan por: 

.,;,k-r-1 

donde r es el ndmero de par~metros de la distribuci6n que se estiman 

a partir de los datos. 

SECUENCIA PARA LAS PRUEBAS. 

La secuencia para las pruebas de•bondad de ajuste es: 

1.- Establezca las hip6tesis. Desarrolle las formas exactas de 

Ho y Hl 

2.- Seleccione el nivel de significancia a • El valor mAs co-

m1ln es a= 0.05 

3.- Estime los parAmetres necesarios a partir de los datos. 

4.- Calcule el estad!grafo prueba. 

5.- Determine las regiones de aceptaci6n y de rechazo por medio 

de los valores leidos en las tablas de la distribuci6n adecuada. 

6.- Rechace o no rechace a0 • Si el estad!grafo prueba cae en 

la regi6n de aceptaci6n, no rechace a0 • Si cae en la regi6n de're
( 

chazo, tambi~n llamada regi6n cr!tica, rechace H
0

• 

Las pruebas de bondad de ajuste siempre son de una sola rama, 

de rnanera que la regi6n de aceptaci6n de H
0 

e~ para todos los vale

res del estadigrafo prueba rnenores que el valor critico leido en 

las tablas. 

EJEMPLO: Se ver~ un ejemplo de la prueba chi-.cu.adrada pa-

ra ajustar una distribuci6n te6rica discreta 

Un gerente de producci6n cree que el ndmero de articulos de-' 

•• "%~ • ~'f':' 
~·~· !,,, 
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fectuosos en- un ~e de tamano fijo, de un proceso de producci6n, -··--

tiene distribuci6n binomial. Para investigar esta suposici6n, tom6 

muestras de 20 art!culos repetidamente, y registr6 el. nnmero de a£ 

t!culos defectuosos. Esto lo hizo 80 veces con los ~iguicntes re-

sultados: 

N" de art!culos defectuosos frecuencia 
0 33 

···-:;: 1 25 
2 13 
3 7 
4 2 

Comente la aplicabilidad del modelo binomial a esta situaci6n. 

SOLUCION: Aplicando la secuencia establecida se tiene 

1.- Ho: el n1lmero de articulos defectuosC?s en lotes de tamai'lo 20 

tiene distribuci6n binomial. 

H1 : el n~ero de articulos defectuosos en lotea de tarnai'lo 20 

no tiene distribuci6n binomial. 

2.- a = 0.05 (nivel de significancia) 

3.- n = 20; p = 80/1600 0.05 (par~metros esti~ados para la dis-

tribuci6n binomial). 

4.- N° de art!culos 
defectuosos oi pi Ei=nPi ---

0 33 0.3585 28.68 
1 25 0.3774 30.19 
2 13 0.1887 15.09 

!I ~~9 0.0596 4.78,5.84 
0.0133 l. 06 

Aplicando la f6rmula de la prueba chi-cuadrada y con los· valores 

de la tabla anterior, el estadfgrafo prueba X2= 3.5438. 

··..,;, 

" 
·' 
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Nota importante: en la prueba chi-cuadrada, todos los valores e~ 

perados de la frecuencia Ei deben tener un valor m!nimo de ~pa

ra que la aproximaci6n sea adecuada. Si es necesarioise deben 

combinar valores de Ei y de Oi adyacentes para garantizar que 

todas las Ei ~ 5. Esta adici6n se debe hacer de forma tal que la 

combinaci6n sea realista. 

En la tabla anterior 1 para garantizar esta condici6n,se agru-

paron los valores 3 y 4 ya que en ellos el valor de Ei era menor 

que 5. Esta reducci6n tambien se debe tomar en cuenta al determi

nar el ndmero de grades de libertad que se requieren para leer el 

valor cr!tico de las tablas. 

5.- De la tabla de la distribuci6n chi-cuadrada con ~ = 0.05 y 

v = 4 - 1 - 1 = 2 grades de libertad, el nivel cr!tico es de 

2. 

17-

de estes se inscribir~n. Una muestra aleatoria de los registros 

de anos pasados muestra el siguiente resultado: de 200 individuos 

aceptados, se inscribieron 140. Por otro lado, un colega del adm~ 

nistrador, dice que el 80% de los alumnos aceptados se inscribi-

r~~- Pntebe la hip6tesis del colega. del administrador. 

SOLUCION: aplicando la secuencia establecida 

1.- H0 : el porciento de los alumnos aceptados que se inscriben es 

80. 

H1 : el porciento de los alumnos aceptados que se inscriben es 

distinto de 80. 
t"' 

2.- ll' = 0.05 (nivel. de significancia). 

3.- No se requiere estimar ningun par~metro. 

4.- Para calcular el estad!grafo prueba se construye la siguiente 

Xc= 5 • 99 · tabla: 

6.- Ya que el valor del estad!grafo prueba es menor que el del n~ 

vel cr!tico, es decir cae en la regi6n de aceptaci6n, se acepta H0 i 

de manera que se puede concluir que ~1 numero de art!culos defec-

tuosos en un lote de tamano 20 tiene distribuci6n binomial con p~ 

r~metro p = 0.05. 

EJEMPLO: aplicaci6n de la prueba chi-cuadrada para ajustar una 

distribuci6n arbitraria. 

El administrador de un colegio neceslta predecirel tam~no 

de la poblaci6n estudiantii de primer ingreso para el pr6ximo se

mestre. Se conoce el numero de alumnos aceptados, perc n6 cu~ntos 

Observado en los datos Segdn la hip6tesis del 
Oi colega Ei 

alurr~os aceptados 
que se inscriben 

alumnos aceptados 
que no se inscriberi 

140 

60 

160 

40 

El estad!grafo prueba se calcula aplicando la f6rmula: 

t (140 - 160) 2+ (60 - 40) 2 
X = ----- -----

160 40 12.5 

5.- De la tabla de la distribuci6n chi-cuadrada con el nivel de 

significancia establecido y v = 2 - 1 = 1 grade de libertad, el 

nivel crltico es de 3.841. 

, 

W .... "", tilr d!M}':).lx;\.:·.:..•;\,'7ZN!"!~k·F~l..fi4 ·ti ... ·.w;, ';:'fw·;t· ..• •· ~-.~;:.J.,;.. ·.;·v:;···;,.~·- )+· ,,.,_ ·'mi¢9(, "i'' '/"rr· f;t.;r,Ir,. ""''»· n("'fft·e:£:,.-.y .. r · »··,·,. ,~·,. ·,,, #·rr· ,:es'ti!c > M• .. or. 
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6.- El estadigrafo prueba 12.5 cae en la regi6n de rechazo de u
0

, 

de manera que no hay bases estadSsticas para aceptar la hip6tesis 

del co1ega del administrador. 
.t'I· 

LA PRUEBA CHI-CUADRADA PARA ~JSTRIBUCICNES CONTI~~AS. 

E1 procedimiento para probar ~ualquier distribuci6n continua es 

id~ntico al anterior, excepto ~e los datos se deben agrupar en 

k ce1das, antes de calcular Ei para la distribuci6n hipotetizada. 

Debe haber cuando menos cinco celdas, y la probabilid~d Pi de que 

la variable est6 en la celda i se usa para calcular E1 • Se debe 

de garantizar tambi6n que el ndmero de observaciones esperadas por 

celda sea mayor o igual que cinco. 

EJEMPLO: Se registr6 e1 tiempo entre llegadas de 200 clientes 

a una taquilla. 

'l'iempo 1112131415161 7 
----·----- ;., min. 

frecuencia l6o bo l4o lio ho ho l1o 

tSe ajustan los datos a una distribuci6n exponencial? 

SOLUCION: aplicando la secuencia establecida: 

1.- "o= el tiempo entre llegadas tiene distribuci6n exponencial. 

Hl: el tiempo entre 1legadas no tiene distribuci6n exponencial. 

2.- Q = 0.05 (nivel de significancia). 

3.- Para poder calcular las prohabilidades de cada celda de acuer-

do ala distribuci6n expon~n,;?-1, es necesario calcular el par~me-

,~,, 

., 
Celda .oi pi Ei= nPi 

2 
(Oi - Ei) /Ei 

0 - l 60 0.3351 67.026 0.7365 
1 - 2 30 0.2228 44.564 4.7597 -.~ 

2 - 3 40 0.1481 29.629 3.6301 
3- 4 30 0.0985 19.699 5.3866 
4 - 5 20 0.0655 13.098 3.6370 
5 - 6 10 0.0435 8. 708 0.1917 
6 - 1 10 0.0289 5.789 ·, r;. 3.0631 ")'J 

21.4048 

El estad.lgrafo prueba x1 = 21.4048. 

5.- De la taLla de Ia distribuci6n chi-cuadrada con un nivel de 

significancia del ~ y • = 7 - 1 - 1 = 5 grados de libertad, 

se tiene que ';f· nivel crttico x:= 11.07. 

• 
6.- Ya que el estad.lgrafo prueba cae en la regi6n de rechazo por 

ser mayor que el nivel cr.lt:ico, se rechaza Jlo• es decir, el tiea_ 

po entre llegadas de clientes a una t:aquilla no tiene dist:ribu-

ci6n exponencial. 

LA PRUEBA DE KOLMOGOROV-SMIRI!IW. 

Est:a prueba se usa para det:er.inar si la .uest:ra proviene de una 

poblaci6n que tiene una dist:ribuci6u cont:InWl cuando se especifican j 

sus pariimetros. Es una prueba exacta para cualquier t:amaoo de 

muestra, y para efectuarla se debe de det:er.inar la funci6n de 

distribuci6n acuauiada (funci6n de probabilidad acu.ulada) de 

los datos observados, y la funci6n de distribuci6n acuaulada de 

la dist:ribuci6n estipa.lada en n
0

• El est:ad!grafo prueba d, es 

la ~xima diferencia absoluta entre las dos funciones de distr~ 

tro p1 que corresponde a la media de la distribuci6n. ~ = 2.45 min. buci6n acumuladas, para todos los valores observados. El rango 

4.- Para calcu1ar el estadigrafo prueba se construye la siguiente de d es 0~ d;; 1. y la f6nau1a es: 
tabla: 

:1 

I'. 
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d = max Is (x) - F (xll 
X 

donde x = cada valor observado 
u 

S(x) = funci6n de distribuci6n acumulada para los datos 
observados 

F(x) = funci6n de distribuci6n acumulada te6rica 

Para calcular el nivel cr!tico de esta prueba, se proporcio"1a 

una tabla con niveles de significancia de 0.10, 0.05 y 0.01. Si e1 

estad!grafo prueba calculado no excede el nivel cr!tico obtenido 

de la tabla, se acepta la hip6tesis nula. 
:f'!!W 

Para calcular el estad!grafo prueba d, se deben seguir los 

pasos mostrados a continuaci6n, los cuales se deben colocar en el 

paso 4 de la secuencia de las pruehas de hip6tesis mencionada an-

___ teriormente. 

a) Ordene la muestra de menor a mayor 

~ I1J 

xl~ x2 ~ • •• ~ xn ,_ ••. r 

b) Calcule la funci6n de distribuci6n acumulada observada 

.... 

ra cada x: S(x) = i/n 

c) Use la expresi6n matem~tica para calcular F(x) segdn la 

distribuci6n te6rica hipotctizada. 

d) Calcule las diferencias js (x) - F (xll 

e) Calcule d = max Is (x) - F (xll 
X • ,,.. r·(~, 

EJEMPJ,O: El taller mec~nico para reparar las camionetas del 

servicio de agua, se disefi6 de manera que el tiempo de inspecci6r. 

tuviera una distribuci6n uniforme con 1fmites de 10 y 15 minuto .. 

Se tom6 una muestra de la duraci6n de 10 tie~pos de inspecci6n, 

con los siguientes resultados: 11.3, 10.4, 9.8, 12.6, 14.8, 13 

'll 

... ,:, ·~ 

14.3, 13.3, 11.5 y 13.6. 

iCorresponde la m•Jestra a una distribuci6n uniforme? 

Soluci6n. De acuerdo a la secuencia establecida se tiene 

1.- H0 : la muestra corresponde a una poblaci6n con distribuci6n 

uniforme entre 10 y 15 minutos. 

H1 : la muestra no corresponde a una poblaci6n con distribu-

ci6n uniforme. 

2.- Q = 0.05(nivel de significancia). 

3.- Se especifican los par~etros. 

4.- Los pasos establecidos para calcular el estadigrafo prueba 

d dan origen a la siguiente tabla: 

i X S (x) F (x) Is (x) -- F (x)l - -- --· -- -----
J i-1 

1 9.8 0.1 0.00 0.10 
f 2 H0.4 ,o.2 0.08 0.12 -r 3 11.3 0.3 0.26 0.04 

4 11.5 0.4 0.30 0.10 
5 12.6 0.5 0.52 0.02 

'\ ~ 6 13.0 0.6 0.60 0.00 
7 13.3 0.7 0.66 0.04 
8 13.6 0.8 0.72 0.08 
9 14.3 0.9 0.86 0.04 

. I' 10 14.8 1.0 0.96 0.04 
't• .L 

.J:. Recordamos que para calcular la funci6n de distribuci6n acu_ 

mulada de la distribuci6n unifoL~e se tiene la f6rmula 

F(x) = (x-a}/(b-a) = (x-10)/5 '( 

El estadigrafo prueba es simplemente el valor m~ximo de la 

ultima columna, es decir, d = 0.12." 

4*-· 'l,.'i,,;.(;M, --•··r:J,'•,-····~-'-1<h•··t _..... _________ .-....!. __ .... _ _ ·f.!_::';. _r;.: '..::_•.!~_ ·--~---..L.. ___ _,__...._ __ ·___ __.........:....! ... :.. _____ ~_ • ..__...._ _ __,_" __ ,_L 
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5.- De la tabla de la prueba de Kolmogorov-Smirnov, con un nivel 

de significancia del 5% y un tamafio de muestra n = 10, el ni~el 

critico d = 0.41. 

6.- Como el estadigrafo prueba es menor que el nivel critico, es 

decir, cae dentro de la regi6n de aceptaci6n, se acepta H , o sea 
0 

que la muestra proviene de una poblaci6n con distribuci6n unifor-

me entre 10 y 15 minutos. 
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Table III. Frac!ilcs of lbe x' Dislribulioo 

Thi• tohle giH·s th• .005, .OJ, .025, .05, .10, .25, .50, J{h_IX'l 
.75, .90, .95, .9i5, .99, .995, and .999 fractiles of the 
Jf! dirtrihution l\-lth II" df•grt-es of fref>dOm for r = 

1(1)30(10)100. . 0 . •' 

Eumple: For • = 14, th• .025fractil• i• 5.62S72. 

. F(z') 

.005 .01 .025 .05 .10 .2.5 .50 
I !i270.fi·JD-• U7081-10-.. 5ftl061·10 .... nJzJt-Jo .... 0.01&1'101 e.JOUJOI o_ .. ,..;;, • 0.01002.51 0.0201007 •. 0~51 •. 102~ D.l10i20 0.17!.314 1.111_ .. • 0.01!7212 0.)14132 0.2157'11 0.3~11-41 O.A8417i 1.212$341 2 .l<.Jn • 0.206WO 0.21i17na 0.4144.11 0.710;'%) •. 063623 1.02211 •-»c:w 
• 0.4JI740 O.!MlOO 0.1312~1 J.HS1171 1.61031 2.674M 4.Jll • • ..675727 •. 11720&5 1.237347 ).63.5.31 2.:104JJ 1.4.HM Jl.lUtJ • ..989265 I .239043 J .68917 2.1173$ 2.13JII 4.~41.5 ~-hl&J • 1.344411 I .646412 2.17173 2.T.l:>tt 1.4!954 1.07064 7.3HlJ , J. 734;21 2.017V12 :r.7ooa J.l.UU 4.36111 6.8111i8 .. ,._ .... 

10 2.155&1 2.$.\ll21 J.:l'46i7 1.94031 4.86$11 • 7373 l.l4JQ 
11 2.60321 J.O~t7 3.11$75 4.$7411 $.$77~ 7.:.8412 JD.1u1 .. 3.04382 3.$;0:.. •.• 8371 3.22~ 6.303111 1.4380 ll.lttl 
II J.36M3 4.10t,ll 1.00:74 .$.191M 7.04UI ,_,.... I>,.. .. t.D:'·UA 4.6(.1.~ $.61&72 6 . .$'J063 7.7fi~ li.IIM 13.1311 

II ....... l.:r:1V3S 8.26214 7.76094 ·-~"' JJ.GU U.1W 
M .5 1422f 6.11221 1.111761 7.96114 11.312'23 11.1122 u.uu .. 5.6"72f 1 . .con1 7 .56UI 1.6<171 II U$2 JJ.71JI Jl.l.liJ • .. e.:r&•ll 7.11411 1.2JI7.5 t.lNtl 11.1641 11.1753 17.1171 ., 6.114391 7.63273 1.1106!,6 10.1171 n.~ lf.l62e II.Utl 

• 7.43311 1.2&040 l.$1013 JO.U. J:J.tUI U.45JI JI.3JJt •• I.C\.1366 1.111'11;~· II.:Ok;/'93 JJ .3911 u .2396 16.3U.f 20.ll';J .. 1.64272 t . .H:I41 ID.Iiii2J l2.lJI' U.OCII J7.23H 21.&UI .. ,_,6042 10.19:.67 JI.68&S U.DVD5 Jf .8471 11.1373 22.JJ<O .. I.R8623 10.~6-4 12.401) 13.1414 u.e:.ar 11.0372 ~.130 .. J0.$117 1!.!11240 11.1117 Jt.61J4 16.4734 11.9JIJ J4.:U61 
:r6 11.1603 12.11111 ll.M31 U.l711 17.2'111 70.f.43f 2S.l3M 
:n JJ ,8{171 12.87111 J4.5733 16.1$11 !1!.!!:!1 :!! .7414 ".llG.J .. 12.4613 U.M.d 15.3071 16.1271' JI.IIJV2 22.1U72 27.S36J , JJ .1211 It .2~65 J6.047J 17.7083 U1.76n 23.$6&6 21.1lU .. J3.7Ht.7 14.\o~$ 16.7110a Jl.4ftl 70.:.992 %f.4.'71!1 29.1310 .. 20.7065 22.J643 2f.433J :l(i.SOQ' 2'11.0l05 3J .bb03 n.:auc .. 27.\'?07 2i.70C.7 32.3574 34.7642 3;' .£.831 4.2.1421 49.llct .. !S.!-346 37 . .U.CI 40.41:7 4J.JI71 46.4~ 57.XIll :.o.ll41 

70 U.2H2 4S.H:I cl.n71!1 5J.1JG3 S.S.J::'90 61 f9S,J ev ll4f .. 51.)720 ,:i.l,$400 17.)~2 {,().?911 64 2771 71 .IH$ 7t.lJ4J .. 3I.Jitl!l3 61.754) 6\.!.t£,6 f;9.1260 7l.Z912 M.t2l1 00.330 , .. b7.J276 70.0641· 74 .22Jt 7J .G2'9S P-1.2::.11 ioO.IlJ2 99.llfl 
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Table III (continued) 

F(:c'J 

I .75 I .90 I .95 I .975 I .99 ! .995 I .999 

' I I I 1.32330 
2.i72SI 
.f.IO&JS 
6.3M27 

1.82~ 

J.70M4 
4.60b-J7 
8.25131 
7.77tlft 

1.23635 

7.&40801 10.&448 
t.o.nu 12.0170 

10.21U 13.3611 
11.3187 

U.M8'9 
13.7007 ........ ~ .. 
U.IIJJ 
17.1170 

Jl 2451 
)9.36.&8 

:'0 4587 
21.6049 
72.7178 

23 nn 
2t.93U 
25.0J93 
27 .14lJ 

~1.2.U2 

29.3319 
30.4.345 
31.521-1 
32.8205 
J3.7101J 

34.7911 
4S.61&0 
!'>6 J..:\36 

t.6 981., 

14.15&17 

U.9171 
J7 77:.0 
11.5494 
)9.8118 
21.0642 

22.3072 
Z3.MII 
24. ~690 
25.1§4 
27.20.18 

2!.412'0 
2iU5151 
30.8133 
32.0069 
33.1963 

34.3816 
35.5631 
36.H12 
37.1159 
39.0815 

40.25C.O 
51.8050 
63.1671 
74.31i170 

J.h146 
5.911147 
7.11473 
t.f877l 

11.0705 
12.~911 

14.0671 
U . .S.OT.J 
J6.tll~ 

11 3070 
10.6751 
21 0261 
2'2.3821 
2l.M41 

2C.W58 
25.~62 

27.!>.'l71 
21 1693 
JO.UJS 

.S.CZ-119 

7.37776 
0.3d40 

li.UlJ 

., .6325 

It H94 
16 0128 
17.5.346 
Jfi.OT.'ll 

2'0.4~1 

2!.91'00 
1"3.3367 
24.73!16 
26.1190 

27.4~'W 

21.8.4~ 

JO.IliiO 
31.!264 
32.1.523 

31.4104. ., Jt,.HII6 
32.1170.5 JS.47!9 
33.924-4 36.7807 
35.1725 38 0757 
31.4151 31.36-41 

37 -~25 I 40.~6.5 
38 8.'1..">1 41 .liZJ:t 
40 1133 43.1~H 

4J.:l37:1 U.4C.07 
o.~!.fie 4.5.7712 

43.772'91 4II.W7112 
~.7!.&5 ~li.JU7 

67.$048 71.4202 
111.011~ &1.2'976 

f.&l.COO 
... 21034 

ll.JUI 
Jl.2767 

15.0863 
16.8119 
Ul 4753 
:10 0902 
%1.(;~ 

23.2'0Vl 
~4.72!10 

7ti.7J70 
Z7.6UJ 
29.1413 

30.~'07; 

31.99V9 
33.4087 
34.8053 
36.lP08 

l7.S662 
38.9371 
40.7894 
41.!1384 
(2.97111 

44.3141 
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Para mostrar c6mo estas pruebas pern.iten efectuar inferencias 

sobre el mundo real, se realizar~ el siguiente ejercicio. 

Ejercicio: se pide a cada alumno que seleccione, en forma a-

leatoria, tres de los· siguientes veinte n~eros: 11, 12, 13, 14, 

15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 y 30. 

Si la selecci6n fue completamente aleatoria, cada una de las si-

guientes hip6tesis debe ser cierta: 

1) Los 20 numeros son igualmente probables. 

2) Los 10 n~eros pares juntos son tan probables co;no los 10 

nUJ:neros nones junt,as. 

3) Los 6 n~~ros primos juntos tienen probabilidad de 0.3 y 

los otros nameros juntos tienen probabilidad de 0.7 

Se deben probar estas hip6tesis utilizando el m~todo adecua-

do. 

I 

.... ,.. . w ., 
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PRACTICA N°3: Simulaci6n para decidir si se lanza o n6, 
al mercado, un producto. 

Introducci6n: en la simulaci6n se deben generar datos o even
tos aleatorios que est~n presentes en el comportamiento del siste
ma. Una tecnica para hacerlo es el m~todo de Monte Carlo, en el 
cual los nameros aleatorios uniformes entre 0 y 1, se usan para 
producir una corriente de variables aleatoreizadas,. que duplican 
la experiencia esperada que produciria la distribuci6n de probab~ 
lidad especificada. 

El metoda Monte Carlo. El metoda consiste de los siguientes 
pasos: 

1) Se grafican o tabulan los datos de interes (no los n~eros 
aleatorio3) como una funci6n de distribuci6n de probabilidad acum~ 
lada, con los valores de la variable en el eje X, y las ~robabili
dade5 de 0 a 1 en el eje Y. 

2) Se selecciona un n(~ero aleatoric entre 0 y 1. 
3) Se proyecta horizontalmente el punta en el eje Y, correspo~ 

diente a este nfunero aleatoric, hasta que se intercepte la curva. 
4) Se proyecta hacia abajo el punta de intersecci6n e~ li 

curva al eje X. 
5) El valor de X que se lee en el eje, se utiliza como valor 

de la muestra. 
6) Se repite la secuencia hasta obtener el n~ero necesario 

de observaciones. 
Para ilustrar la aplicaci6n de esta tecnica, se resolver~ el 

siguiente ejemplo. 

Problema: una·compania est~ considtrando lanzar al mercado 
un nuevo producto. Se sabe con confianza razonable que el costa 
fijo ser~ de $250,000.00 y el precio de venta debe ser de $50.00 
por razones competitivas. La campania desea alcanzar, cuando me
nos, el punto de equilibria en el primer ano de ventas. El probl~ 
rna surge porque existe incertidumbre en los costas variables, los 
cuales p·ueden ser cualquier valor en el intervale de $23. 7S a 
$26.~. La demanda parece que depender~ de la reacci6n de la com
petencia. Si esta reacciona fuertemente durante el primer ano, las 
ventas esperadas ser~n de 8,000, 9,000 o 10,000 unidades. Si la 
~eacci6n no es fuerte las ventas pueden ser de 10.000, 11,000 o 
12,000 unidades. La campania cree que existe un 6~/o de probabili
d2d de que sus competidores reaccionen fuertemente. E1 gerente de 
esta campania quiere saber si con todos estos riesgos uebe 1anzar 
e1 producto al mercado, quiere tener una idea de la probabilidad 

, 
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que existe de alcauzar el punto de equilibria. 

Soluci6n: la ecuaci6n b~sica del modelo es la que proporciona 
el beneficio en funci6n del precio de venta, los costos fijo y va
riable y la demanda. La ecu~ci6n es la siguiente: 

beneficio = (precio de venta - coste variable) (demanda) 

- costa fijo 
Susti tuyendo las cant ida des conocidas r•:on certeza, la ecua-

ci6n queda. 
beneficio = (50 - coste variable) (dc:i>.&nda) - 250,000 
Aqui, cada experimento consistir~ en calcular un beneficia, 

para lo cual hay que calcular: l) el costo variable, 2) la reac -
ci6n de la competencia y, 3) en funci6n de la reacci6n de la ccm
petencia, la demanda. Todos los c~lculos se har~n por medic de el-
metodo de Monte Carlo. 

l) Gr~ficas de la distribuci6n de probabilidad acumulada pa
ra el coste variable, para la reacci6n de la com?etencia y para la 

demanda. 
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2) Se requieren, para cada experimento, tres n1meros aleato
rios uniformes entre 0 y 1. El primero nos sirve para determinar 
el coste variable. El segundo sirve para determinar si la reari6n 
de la competencia es fuerte o debil. Dependiendo de este resulta
do, el tercero nos sirve para determinar la demanna. 

Los puntas 3), 4) y 5) se iJuestran con el siguiente ejcmplo: 

Experirr.ento Kuroero Cos to Nu.-nero I Nt'i.mero 

I)Q_ . # J>.le9_!._c:>rio '@!'_ia_bl§! Alea_torig Reacci6!} ~~atorig J2c>Ic,~nda 
i, ~~- ,. 

- . 1 0.5'841 25.20 0.1243 debil 0.5214 11000 

sustituyendo el =osto variable de $25.20 y la d~~anda de 
11,000. unidades que se obtiene por una reacci6n debil de la,yompe
tencia, .en la ecuaci6n b~sica del modele, el beneficia es de 
$22,800.00: 

6) Se prosigue de esta manera hasta obtener, cuando menos, 
20 beneficios'. Si el beneficia es una cantidad positiva, se sobre
pas6 el punta de equilibria. Si es una cantidad negativa, se qued6 
por c•ebajo del punto de equilibria. 

Para obtener un estimador de la probabilidad de sobrepasar el 
punto de equilibria, hay que contar cu~ntas veces se qued6 por 
arriba de el, y dividir este nO~ero entre el total de experimentos. 

Conclusiones: En esta pr~ctica se pue: apreciar que, para a
plicar el metoda de Monte Carlo es neccsario obter.er la funci6n de 
distribuci6n de probabilidad para los eventos aleatorios del sist~ 
rna. Se pucde aplicar el metodo tanto si la distribuci6n cs te6rica 
o arbitraria,o las variables son continuas o discretas. Este meta
do se puede implementar en una computadora t:sando comDaraciones 
16gicas en vez de las gr~ficas 0 tablas del paso 1) del metoda de 
Monte Carlo. 
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PRACTICA N°4: Simulaci6n de incendios. 

~"'-., 
"' .. : :. ' : . 
• ~'<$-' '~> V ".I' .• ~:\ 
i.,..::J c·o:· ,. b\• 
\~<( c }'Jo :.-.:\~ 
~- MEXICO ~~/ 

\)Q •• ~~!.. II l;l- '"1~/~ 
'~----~~---

FAGULUD iiE IIIEIIElll 

Introducci6n: para generar los eventos aleatorios en los exp~ 
rimentos de una simulaci6n, se pueden utilizar m~todos totalmente 
alefttorios como puede ser lanzar un par de dados, lanzar monedas, 
girar una ruleta, etc. Tambien se pueden usar m~todos pseudoaleat2 
rios como es la tabla de n6rneros aleatorios. Dentro de estos meto
dos existen f6rmulas matem~ticas para generar n6meros aleatorios 
con las principales distribuciones de probabilidad te6ricas. La 
base para su generaci6n son los n6meros pseudoaleatorios uniforme
mente distribuidos entre 0 y 1. 

a) N6meros pseudoaleatorios uniformes (0,1). 
El algoritmo m~s comun para generar n6meros aleatorios produ

ce una secuencia no aleatoria de n6meros, cada n6mero est~ comple
tamente determinado por su predecesor y, en consecuencia, todos 
los n6meros est~n determinados por el n6mero inicial. 

El generador tiene la forma: 

Zi+l = aZi + c(mod m) i==l, ... ,n 

Zo es el n6mero inicialmente especificado o semilla, y el 
sirnbolo congruencial = y la operaci6n m6dulo (mod n) significan 

que 
zi+l = azi + c- [azi + c]m 

. . m 
don de los pa r~ntesis [ ] in-dican que se toma el mayor entero que 
exista en la cantidad dentro de ellos. 

Ejemplo: con a = 4, c = 0, m = 5 y z 0 = 3 
u 

i z o. (o 
0 3. 
1 ( 4) ( 3) + ' 0 .- [( (4) (3) +. 0)/5], 5. = 2 ·c.4 
2 (4) (2) + 0 - [( (4) (2) + 0)/51'" 5 = 3 a.& 

Los valores Zi no pueden ser mayores que m, de manera que 
los n6meros pseudoaleatorios en el intervale (0,1) se obtienen 

por: 
ui ~ zi/m 

Esta forma de generar nfuneros pseudoe>leatorios se conoce co
mo metoda de generaci6n lineal congruencial. cuando c = 0 se cono
ce como congruencial multiplic~tivo, si c ~ 0 se llama cong,uen-
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cial mixto. Tiene las siguientes ventajas: 1) requiere de muy po
ca memoria en una calculadora, 2) cuando a, c y m se escogen de 
acuerdo a las caracteristicas de la computadora o calculadora, se 
pueden producir los n6meros en forma muy eficiente, 3) dando la 
misma semilla se pueden reproducir las secuencias, 4) se puede i~ 
terrurnpir y restablecer el arden de la secuencia simplemente con
servando el ultimo n6mero. 

• Otra f6rmula para generar n6meros pseudoaleatorios uniformes 
(0,1) apropiada para pequei'ias calculad.oras es: 

Ui+l = parte fraccionaria ( " + Ui) 
5 

Se debe especificar unicamente u 0 c~~pliendo con que se encuentre 
en el intervale (0,1). Con esta f6rmula se obtuvieron los n6meros 
pseudoaleatorios de la tabla anexa. 

b) Nlli~eros pseudoaleatorios uniformes (a,b) 
Para generar n6meros pseudoaleatorios uniformes entre cuales

quiera limites a y b (se tiene la certeza de que no ocurren nume
ros menores que a ni mayores que b) se utiliza la funci6n de dis
tribuci6n de prohabilidad acumulada F(X), la cual se iguala al nu_ 
mero uniforme (0,1) 

F(X) = (Xi - a)/(b - a) ~ ui Ui es aleatoric uniforme (0,1) 

xi = (b - a)Ui + a Xi es aleatoric uniforme 

Ejemplo: para generar n6meros aleatorios unifonnes entre 
23.75 y 26.25 

U_.: X· ... 
0.5841 (2.5) (0.5841) + 23.75 = 25.20 
0.1243 (2.5) (0.1243) + 23.75 = 24.06 
0. 5214 (2.5) (0.5214) + 23.75 = 25.05 

c) Numeros pseudoaleatorios Poisson (.A tl. 

(a,b) 

Para generar numeros aleatorios con dist.ribuci6n de Poisson 
con media igual a .A t, hay que generar nfuneros aleatorios unifor
mes (0,1) hasta que se cumpla la siguiente condici6n 

fi X+l 
~ ,-H > fl 

A_=O .;.=o 

X es aleatoric Poisson con media -~ t, y es igual al n6mero de alea
torios uniformes (0,1) menos 2Jque se requirieron para que se Cllln

pliera la condici6n. 

'~ 

l 
; 

~ 

J 
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Ejemplo: generar tres nUffieros a1eatorios Poisson con media 

,!t = 4 
e.At. =.e-4 = 0.0183 
Primer nUffiero i U;_ nu ... 

0 0.6625 0.6625 

1 0.4791 0.3174 

2 0.5934 0.1883 

3 0.1118 0.0211 
4 0,5076 0.0107 

Para que se cumpliera la condici6n, se requirieron 5 nUffieros 
aleatorios uniformes (0,1), de manera que el nUffiero aleatoric 

Poisson es 5 - 2 = 3. 

Segundo nUffiero i U· nu ... .... 
0 0.838L. 0.8381 

1 0.6337 0.5311 

2 0.5778 0.3069 
3 0.1569 0.0481 
4 0.4061 0.0196 

·s 0.5793 0.0113 

Para que se cumpliera 1a condici6n, se requirieron 6 nUffieros 
a1eatorios uniformes (0,1), de rnanera que e1 nUffiero aleatoric 

Poisson e& 6 - 2 = 4. 

Tercer nu'llero i U..;. nu~ 
0 0.2741 0.2741 
1 0.8712 0.2388 

2 0.~051 0.1206 
3 0.0788 0.0095 

Para que se cumpliera 1a condici6n, se requirieron 4 nUffieros 
~leatorios unif@rmes (0,1), de manera que e1 nUffiero aleatoric 

Poisson es 4 - 2 = 2. 

d) NUmeros pseudoa1catorios exponencia1es (1/ft). 
Para generar numeros pseudoaleatorios con distribuci6n expo

nencia1 y media igua1 a ~ , se genera un numero aleatoric unifor
me (0,1) y se ap1ica la siguiente f6rmula: 

xi = - ~ lnUi Ui es aleatoric unifotrne (0,1). 

Ejemplo: generar 10 n~~eros a1eatorios exponencia1es con me

dia igua1 a 1. 5 
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" 
i U.i.. X.;. 
T o. 3484 l.5al6 
2 0.0587 4.2530 
3 0.0552 4.3452 
4 0.8917 0.1719 
5 0.3261 1.6808 
6 0.9944 0.0084 
7 0.2567 2.0398 
8 0.8566 0.2322 
9 0.5587 0.8732 

10 0.1483 2.8628 

e) NUffieros,pseudoaleatorios no~ales con media 0 y variancia 1. 
Para generar nUmeros aleatorios con distribuci6n normal, r.1edia 

igua1 a 0 y variancia igua1 a 1, se dcben seguir los pasos que se 
presentan a continuaci6n: 

1.- Generar dos nUmeros a1eatorios uniformes (0,1), Ul y u2 

2.- Calcu1ar V1 = 2Ul 1 y v 2 = 2u2 - 1 

~ 2. 
3.- Calcular S = Vl + V2 

4.- Si S es mayor o igua1 a 1, se regresa al paso 1, si no, 
se continua a1 paso 5. 

5.- Calcular R = \/(-21nS)/S 

6.- Ca1cular z 1 = v 1R y Z2 = v
2

R 

Z1 Y Z2 son n•.:imeros ·a1eatorios con distribuci6n normal, media 0 
y variancia 1. 

______ Ejemplo: generar 6 nameros a1eatorios N(0,1) 

Ut u2. v, v2 s z, Z:~, 

Q."6418 0.1952 0. 2836 ~~-0.60% o.-45-20 o:s"Jrs -=l~i426 

0.8137 0.0650 0.6274 -0.8700 l. 1505 
0.6897 0.4770 0.3794 -0.0460 0.1461 1. 9472 -0.2361 
0.6817 0.9007 0.3634 0.8014 o. 7743 0.2954 0.6514 

Como se puede ccpreciar se requieren r;.~s de 6 nUffieros a1eato
rios uniformes (0,1) para generar 6 n~'lleros a1eatorios N (0,1). En 
promedio, para generar 100 aleatorios N(0,1) se requieren 120 uni
formes (0,1). 

f) !\G..-c ,,ros pseudoa1eatorios norma 1es N ( I' , o- ) • 
?era s···nerar nl:ir.leros aleatorios con distribuci6n roor".al, cua1-

q~.Jier ;;edia u y desviaci6n •_:slander CJ , se cpl ica la sigc1iente 
trans fori-:- aci6n: 

... :...·· , .. ,.. --.--··· ·-·- --------· ........ _____ - -·. • /l~a:.~ .. ,;,,j·.t~~-~~,r',i£w·•uef.tii'fiHSt1eei.iitt7•vwoo··ii*t •·et:bihtt • , 
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xi = zi lr + "' Zi es n6mero aleatoric N(O,l). 

Para ilustrar la aplicaci6n de las f6rmulas anteriores se re
solver~ el siguiente ejemp1o: 

Problema: el j~fe de bomberos de cierta poblaci6n, ha encontr~ 
do que el nlimero de incendios que ocurren en un dia sigue una dis
tribuci6n de Poisson con media de 4 fuegos. Examinando incendios a~ 
teriores el jefe encuentra que e1 75~ de todos el1os requieren un 
solo cami6n, y el tiempo necesario para apagarlos est~ norma1mente 
distribuido con media de 3 horas y desviaci6n estandar de 0.5 hr. 
El 25% restante requiere de 2 camiones y el tiempo para apagar1os 
est~ normalmente distribuido con media de 4 hr. y desviaci6n estan
dar de 1 hora. Se tienen suficientes camiones para responder a la 
demanda. lCu~1 es la demanda pro~edio diaria, en horas por dia, de 
cada cami6n? Use una muestra de 10 dias. 

So1uci6n: aqui un experimcnto es observar lo que sucede un 
dia determinado. La secuencia de so1uci6n es como sigue: 

1.- Para cada dia, encontrar e1 n6mero de incendios que se 
presentan, por medio de nlimeros aleatorios con distribuci6n Poisson 
y media igual a 4. 

2.- Para cada incendio del dia, det~rminar si se requerir~n 
1 o 2 camiones para apagarlo. 

3.- Una vez determinado el tipo de incendio, para cada uno de 
e1los hay que calcu1ar el tiempo que requiere apagar1os. 

4.- Terminados los 10 dias, se hace e1 c~lcu1o de las horas 
multiplicando el tiempo que se re~1iri6 para apagar el incendio 
por el n6mero de camiones necesario para apagar1o. Se suman todos 
estes va1ores y se divide e1 resu1tado entre 10. 

~~Ejemplo: 

Dia 
1 

Numero 
incendios 

1 
2 
3 
4 
5 

·---- -'-· 

Tipo 
1 o 2 camiones 

1 
1 
1 
1 
2 

tiempo 
3.69 

2.61 
2.76 
2.54 
3.11 

hr-carni6n 
~69--

2.61 
2.76 
2.54 
6.22 

Conclusiones: Disponer de f6rrnu1as que perrnitan gene~ar nume
ros aleatorios con las m~s importantes distribuciones te6ricas, fa
cilita efectuar los experim.entos de la sirnu1aci6n en calcu1adoras y 
computadoras e1ectr6nicas, 1o cua1 agiliza la obtenci6n de los re
sultados. Se puede obtener ~na f6rrnu1a para generar nlimeros a1eato
rios para cua1quier distribuci6n continua de 1a que se disponga su 
funci6n de probabilidad acumu1ada expresada como una ecuaci6n. 

0.5841 0.8719 0.3987 
0.1243 0.5626 0.3851 
0.5214 0.4276 0.2494 
0.3635 0.0695 0.4183 
0.7063 0.5647 0.3740 
0.0441 0.1257 0.3322 
0.8565 0.5663 0.8578 
0.2130 0.8034 0.4647 
0.9942 0.7858 0.4199 
0.0001 0.0802 0.1163 

0.0088 0.3197 0.8231 
0.5778 0.7774 0.4496 
0.2645 0.4127 0.2008 
0.1485 0.5228 0.8009 
0.4778 0.1005 0.2055 
0.0612 0.0232 0.5068 
0.3895 0.9658 0.9910 
0.3947 0.0382 0.0744 
0.0290 0.4225 0.1384 
0.6181 0.1811 0.0262 

0.9751 0.2828 0.9164 
0.3660 0.9714 0.0573 
0.9406 0.6114 0.4933 
0.5461 0.0190 0.4043 
0.5849 0.6194 0.5447 
0.6665 0.8405 0.2856 
0.7827 0.6529 0.6289 
0.0627 0.8197 0.3623 
0.1206 0.4227 0.2312 
0.4420 0.9932 0.5196 

0.8648 0.1817 0.3869 
0.9604 0.3597 0.2232 
0.2966 0.4622 0.8182 
0.6126 0.7466 0.6636 
0.7320 0.0743 0.9670 
0.6359 0.1799 0.2521 
0.1616 0.2795 0.6412 
0.6047 0.9325 0.3720 
0.4749 0.6616 0.3121 
0.4051 0.1672 0.6175 

0.6625 0.5793 0.2140 
0.4791 0.2741 0.9648 
0.5934 0.8712 0.5210 
0.1118 0.5051 0.8735 
0.5076 0.0788 0.3816 
0.8381 0.2509 0.3455 
0.6337 0.9148 0.2809 
0.5778 0.7939 0.0245 
0.1569 0.4628·0.3965 
0.4061 0.9564 0.7705 

0.3484 0.7861 0.7167 
0.0587 0.6898 0.6378 
0.0552 0.8767 0.6493 
0.8917 0.3701 0.0712 
0.3261 0.4445 0.1037 
0.9944 0.3383 0.2992 
0.2567 0.1989 0.9741 
0.8566 0.6900 0.8026 
0.5587 0.7473 0.4883 
0.1483 0.3959 0.9339 

0.2805 0.3096 0.6178 
0.9314 0.9477 0.5280 
0.4099 0.0453 0.7366 
0.3133 0.2678 0.6335 
0.7582 0.0209 0.3399 
0.4630 0.4999 0.3611 
0.2171 0.3884 0.1230 
0.8222 0.4390 0.5657 
0.3125 0.6338 0.0475 
0.8571 0.3046 0.0357 

0.7935 0.5649 0.5462 
0.1050 0.7157 0.9557 
0.7822 0.1060 0.2697 
0.9218 0.6910 0.9143 
0.5160 0.5670 0.5511 
0.6210 0.1503 0.5507 
0.2137 0.2824 0.6059 
0.1346 0.4427 0.6148 
0.9604 0.4009 0.9166 
0.7331 0.3561 0.4638 

Tabla de Nlimeros A1eatorios 

0.6418 0.1952 0.6890 
0.8137 0.0650 0.0315 
0.6897 0.4770 0.4489 
0.6817 0.9007 0.2536 
0.1505 0.7060 0.2769 
0.8541 0.5229 0.8250 
0.9412 0.5023 0.4727 
0.7740 0.4398 0.2147 
0.8949 0.5343 0.1744 
0.9150 0.4844 0.7882 

0.2582 0.1941 0.9637 
0.1089 0.8858 0.5677 
0.1904 0.7197 0.3413 
0.4863 0.4326 0.3295 
0.8540 0.3477 0.2302 
0.8129 0.1021 0.0730 
0.2670 0.1150 0.2554 
0.3585 0.2880 0.4556 
0.3343 0.4088 0.1537 
0.5434 0.5202 0.3272 

0.2433 0.3211 0.8485 
0.3699 0.8644 0.7440 
0.6595 0.4949 0.9763 
0.0424 0.2272 0.8707 
0.8285 0.2806 0.3569 
0.0624 0.6314 0.5559 
0.1056 C.0257 0.7518 
0.6053 0.5536 0.9861 
0.2268 0.6165 0.6356 
0.8270 0.3832 0.0655 

0.2733 0.3914 0.4715 
0.7119 0.6768 0.6783 
0.3086 0.8613 0.7715 
0.4897 0.4274 0.0592 
0.9678 0.8469 0.3336 
0.8609 0.2151 0.1499 
0.3516 0.0938 0.5119 
0.9377 0.5661 0.6716 
0.2325 0.3161 0.2659 
0.3729 0.2072 0.1705 

uniforrnemente distribuidos entre 0.0000 y 0.9999 

--· 
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Random norma) numbers 1J = 0. a • 1. 
---------------~-----------

1.38 -1.73 0.33 0.24 -0.29 1.93 -1.40 0.51 
~0.77 -0.69 1.32 ~0.93 -1.14 -0.06 -0.35 1.04 
~0.48 0.06 0.43 -0.24 2.63 0.65 ~0.38 1.25 
-0.92 0.53 0.51 0.65 -0.40 0.68 0.05 -0.45 
-0.89 ~0.04 -0.01 1.64 1.46 ~0.14 0.36 0.43 

-1.02 0.6~ -0.13 0.22 -0.94 -0.64 -0.00 ~0.31 

1.61 0.42 1.19 -1.98 1.04 ~0.69 -0.83 -0.78 
0.40 -0.38 -0.92 -1.11 -0.01 1.10 -1.83 -0.57 
0.74 -1.36 -1.60 -0.35 -1.78 1.17 -0.73 -0.87 

-1.96 -0.93 - 0.91 -0.72 0.08 -0.61 -0.89 1.04 
-~-

1.39 -0.61 -0.98 0.76 -1.22 0.99 -1.29 -0.12 
1.70 -0.83 -0.91 0.43 -1.11 0.04 -1.96 -0.06 

-0.~1 0.93 ~0.67 0.92 -0.72 -0.47 0.15 0.30 
-1.85 . 0.52 -0.79 0.66 1.70 - 1.02 1.82 ~0.42 

-0.13 ~0.13 ~0.55 -0.07 -2.08 -0.35 -0.17 0.20 

-1.99 -1.14 -0.42 0.46 -0.61 -0.78 0.77 0.33 
0.15 0.02 0.10 -O.J3 -0.52 0.18 0.38 0.23 

-0.3S 0.32 0.11 -0.65 0.30 -0.36 0.54 0.33 
O.G'.? 0.32 ~(~2 1.01 0.10 ~0.20 0.71 -1.25 

-1.09 ~0.09 0.17 1.75 ~0.86 0.93 ~0.98 0.41 

1.08 0.6~ -0.~2 0.66 0.24 -0.08 -1.10 0.74 
-o.•o 0.59 ~ 1.50 ~0.13 0.81 0.43 0.21 -0.09 

1.76 ~0.25 1.08 0.06 -0.50 -0.46 0.06 0.64 
-1.~5 0.10 2.04 -1.40 0.34 0.02 ~ 1.94 ~0.41 

-0.82 0.11 -l..S 0.23 -0.47 0.13 ~0.78 1.24 

-0.36 ~0.14 -0.16 1.33 -0.28 -1.01 ~0.63 -0.52 
0.01 -0.23 -1.82 0 69 -0.12 0.51 ~0.82 -0.44 

-1.36 -0.20 0.92 -1.10 -0.~3 1.90 -0.32 -0.21 
~0.06 -0.73 1.03 -0.72 ~o.Jo -2.27 0.41 0.69 
-'.?.39 -0.74 -0.8~ -0.60 0.07 0.50 1.10 -1.25, 

-1.40 -0.49 -0.3fi -0.91 1.57 -1.08 -0.09 -f).27 
0.-t.'l 1.90 0.13 ~0.90 ~0.23 ~l.H 0.24 ~0.-lB 

0.38 ~0.43 0.57 0.27 l.H ~0.79 1.10 0.60 
-1.2:.'! 1.50 1.03 -1.71 0.50 -0.26 ~ 1.96 -0.97 

2.36 -0.32 O.f6 -0.02 -2.56 0.55 0.1:1 ~0.03 

0.&2 O.::i9 0.53 -0.51 2.23 ~0.48 -0.32 !!.SG 

0.1 ~ 1.00 -1.01 0.22 0.81 0.6~ lAS -0.93 
0.~6 ~ 1.1 ~ 0.6: -0 20 0.17 0 01 -0.59 ~0.85 

-0.01 0.5t3 ~0 28 ~ 1.31 ~ 1.06 -1.2S -0.57 -0.36 
3.1-t -0.20 1.54 -1.24 -2.39 ~ 1.11 -0.52 -0.57 

1.31 -0.91) -0.04 -0.~9 0.25 - 1.-ll 1.32 -0 ?6 

0.<3 -0 96 - 1.38 0 '3 .. } 17 ··0.79 -1.02 1.53 
\. ~I '·~ 0.97 0.69 0.07 0.08 0.34 -1.26 ~ J .34 

i 0 .. -:;.-, -0.76 1.17 -2.07 0.9-t -0.07 1.71 2.44 

__,-. 

0.71 
0.10 
0.43 

-0.00 
-0.08 

0.45 
-1.13 

0.93 
0.80 

-3.33 

-1.15 
0.47 
0.71 

~0.38 

-0.51 

0.<6 
0.56 

-1.26 
-0.52 
~0.48 

1.83 
-0.98 

0.10 
-0.99 

0.56 

2.00 
0.85 
1.08 
1.34 

~0.19 

~ 1.98 
~0.89 

1.3-l 
~o gs 
-0.35 

!.OS 
.. 2.71 

0.18 
0.55 
0.50 

0.47 
-0.21 
-0.22 

1.45 
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PRACTICA N"5: Simulaci6n para determinar el tiempo de 
terminaci6n de un proyecto. 

Problema: El sigui~nte diagrama ilustra la red de actividades 
de un proyecto. La duraci6n de cada·~tividad es incierta, con las 
di-stribuciones de probabilidad indicad,as. 

Tiempo 
(sern.) 
--1-

Probabilidad para la actividad 
(1,2) (2,4) (3,5) (4,5) 
-- -- D.T ~0. 3 

2 0.1 0.2 0.2 0.1 
3 0.2 0.3 0.3 0.1 
4 0.4 ___ 0.4 0 4 ~ 

5 -·- 0.2 ~~o.1 0.2 
6 0.1 

,. 

La actividad (4,3) es una actividad ficticia con duraci6n de-
~errninfstica de cero semanas. La duraci6n de la actividad (2,3) 

~igue una distribuci6n exponencial con media de 2 semaDas. La dura
ci6n de la actividad (5,6) sigue una distribuci6n normal con media 
de 4 semanas y desviaci6n estandar de 1 semana. 

a) Utilizando las probabilidades indicadas, calcula los tiem
pos de duraci6n esperados de cada actividad y determina la ruta 
crftica del proyecto. 

b) Simula 10 veces la terrninaci6n del· proyecto. 
c) ,::culil es lei duraci6n promedio del proyecto bas'lindote en la 

--simul aci6n? 

d) ,::Culil es la probabilidad, para cada actividad de que se en
cuentre en la ruta crftica? 

Soluci6n: cada experimento consiste en asignar, en forma alea
toria (por medic de nlimeros aleatorios) una duraci6n a cada activi
dad del proyecto. Aplicar el metodo de la ruta crftica y determinar 
asf la duraci6n total del proyecto y culiles actividades se encuen
tran en la ruta crftica. Sumando los tiempos totales de duraci6n del 
proyecto y dividiendo el resultado entre el numero total de experi
mentos, se obtiene el tiempo medic de duraci6n. Para determinar la 
probabilidad de que una actividad se encuentre dentro de la ruta 
crftica, se calcula culintas veces estuvo en ella y se divide entre 
el numero total de experimentos. 

·;., :·,·.-, ...... ·'· ·:'· _ ..... --- ------ -- ___ --- -·--·--- -· __ ... t.>.i'·i.:;.~.t ... .alltitl;r.·s'k... tt 1nt.w··;;~;··~'t.w· "'g ,. * *'t "' 
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Experimento 
1 
2 
3 

Experimento 
1 
2 
3 

Red del 

Red del 

promedio del 

I 

3.8 

# aleat. (1,2) # aleat. (2' 3) # aleat. (2,4) 
-3 0.0088 -2- 0.5778 1.1 0. 2642 

0.0612 
0.3197 

# aleat. 
0.1485 
0.0290 
0.5228 

2 0.3895 1.9 0.3947 3 

4 0. 7774 0.5 0.4127 3 

(3,5) # aleat. (4,5) # aleat. (5,6) 
-2- 0.477-a- -3- -1.73 

1 0.6181 4 -0.69 
3 0.1005 1 0.06 

Duraci6n 8.3 semanas 
A 

Q~7(0 
HT=o I 
~ r. , 

Q.3 
3.3 
4.1 

58 dias 

E::l Ruta crJ.t1ca 

~ ~-G---0 

12.3 semanas 86 dias 

crftica 

~ 
14.1 semanas 99 dias 

r .. 

.ll<l 

de que una actividad se encuentre dentro de 

~ i:• ;·. :: •. J -.! ., 

' y?--

.,,..t 

3'1 

Actividad !'robabilidad 
(1. 2) 1 
(2,3) 0 
(2,4) 1 

'< l .'!'l 
(3,5) 1/3 
(4,3) 1/3 

"XC-
(4,5) 2/3 

~ t~~ 
(5,6) 1 

0' 

ao:-r 

~~ '· ;;jP.tp,l.) -...~,-. --~ 

•, 

------~~ ----· ----:---r--:---~-
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PRACTICA N°6: Simulaci6n de un taller de tornos. 

Introducci6n: Ya que la mayoria de los estudios de simulaci6n 
conciernen con la operaci6n de un sistema a lo largo de un periodo 
de tiempo

1 
una de las consideraciones m~s .importantes al disenar 

un modelo y al seleccionar el lenguaje con'el que se simular~~ es 
la forma de llevar el tiempo de simulaci6n. Llevar el tiempo de si
mulaci6n tiene dos aspectos o funciones: el avanzar el tiempo y el 
preveer la sincronizaci6n delos varios elementos y ocurrencia de 
los eventos. Ya que las acciones de cada elemento dependen del est~ 
do y acciones de otros elementos, se deben coordinar y sincronizar 
en el tiempo. De manera que el modelo se debe disefiar para que el 
tiempo en la simulaci6n se mueva causando que, los eventos 1 ocurran 
en el orden apropiado y con los intervalos apropiados entre eventos 
sucesivos. Existen dos mecanismos b~sicos para mover el tiempo de 
simulaci6n: el incremento en intervalos constantes y el movimiento 
hasta el primer evento. El primer metodo actualiza el tiempo en el 
sistema

1
por intervalcs de tiempo de longitud fija. El segundo mete

do actualiza el tiempo del sistema>hasta la ocurrencia de algun e
vento significative, sin importar el tamano del intervale entre los 
eventos. 

a) Incremento en intervalos constantes 

......._ e~ 
e,i- e. ~ .. • •c~ e,~ 

! . ~ 

~1L-....r--JtL._,-.-.JtL~1~1 
6t s

1 
6t s

2 
6t s3 6"t. s'-~ 6t s.s 

El tiempo de simulaci6n asume sucesivamente los valores 
s1. = 6 t S2. = 2 6 t s 3 = 3 6 t s"i = 4 6 t s 5 = s 6 t 

Se puede ver que siempre se avanza la misma cantidad de tiempo 6 t. 
Si el tiempo de simulaci6n se fija en un valor S~ I todos los even
tos con tiernpos de ocurrencia e~ ,e~ ,e-.- , ... tales que 

si<-1< e"l' ,e'l- ,e ......... ~ SK 
se procesan antes de que el tiempo de s}mulaci6n avance hasta el si-
guiente valor S K+i. De manera que el tarnafio de 6 t tiene una influen 
cia critica en la simulaci6n, ya que la ocurrencia de todos los eveQ 
tos parece suseder en el tiempo del limite superior del intervale, 
es decir, e~ parece ocurrir en 5 1 1 e 2 y e 3 parecen ocurrir en 
s 2 , etc. Si el tamafio del intervale se escoge en 2 6 t 1 e1. 1 e2. y 
e~ parecerian ocurrir en s 2 ,e 3 y e "i en s,. 1 y los resultados son 
totalmente diferentes. 

.:::_;:. .• #, 
·- 1 ... --

Ltl 

b) Incremento hasta el primer evento. 

I ·-e. e, e:. • e. e, 
o • I e e ) 

T T i l l s. s,_ '=>~ 5.., s 
Cada vez que cambia el tiempo de simulaci6n 1 el reloj avanza hasta 
el tiempo exacto en ~e ocurre el evento futuro m~s pr6ximo. El 
tiempo de simulaci6n S~ ser~: S~ = ocurrencia de e~ , s 2 = ocurre~ 
cia de e 1 1 S "!> = ocurrencia de e:) , S "i = ocurrencia de e '1 y e s 
que son simult~neos, etc. Se recornienda usar este metodo cuando: 
1) los eventos ocurren regularmente 1 2) en modelos iniciales~ cuando 
los efectos no son bien conocidos y 3) cuando la duraci6n de los e
ventos es corta. 

La forma de manejar el tiempo de la simulaci6n se ilustrar~ en 
el siguiente ejemplo. 

Problema: un taller que trabaja 24 horas siete dias a la sema
na, tiene tres turnos que son el equipo m~s caro y mas importante. 
Hay una sola maquina que puede reparar los tcrnos y trabaja con un 
solo torno a la vez 1 esta disponible las 24 horas del dia. El tiem
po de operaci6n antes de cada falla tiene distribuci6n exponencial 
con media de 10 horas y es independiente en cada torno. El tiempo 
de reparaci6n tiene distribuci6n exponencial con media de 1.5 horas. 
La jdea es simular un mes de operaci6n del taller con objeto de ob
tener las siguientes estadisticas: la media y desviaci6n estandar, 
para cada torno 1 de las horas por dia de operaci6n, horas por dia 
en reparaci6n y horas por dia en espera para reparaci6n. 

a) Soluci6n utilizando el metodo de incremento en intervalos 
constantes. 

El primer paso es determinar la longitud del intervale 6 t. 
Para hacerlo, hay que recordar que si la ocurrencia entre eventos 
tiene distribuci6n .exponencial, la ocurrencia de los eventos es 
Poisson. Asi que, en este caso, la ocur:rencia de fallas es Poisson 
con partimetro .A = 0.1 m;jqu.inasLhi;-i~ ocurren.;-ia de la terminaci6n 
de composturas ~·i~n Poisson con- parametro .A= 2/3 maquinas/hr 
EI tamano- 'deT intervale 6 t, se debe seleccionar d'e -tal-manera que 
en el s6lo ocurran o una descompostura o ninguna 1 o una terminaci6n 
de reparaci6n o ninguna. Si la f6rmula de Poisson da el nlimero de 
exitos en n intentos 1 en un proceso cuya intensidad es .A y en un 
intervale de tamafio t, se debe buscar un At tal que s6lo exista 
una probabilidad para 0 0 para 1 exito, definienno un exito como 
una nescompostura o la no terminaci6n de una :ceparaci6n. n.,be exi.!!_ 
tir probabilidad casi cero o cero para valores mayores que los es
pecificados. 

De las tablas de la probabilidad de Poisson se tiene que, para 

.A.t = 0.1: 

l 
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P(X=O) = 0.9048 
P(X=l) = 0.0905 
P(X=2)-...= 0.0045 
~(X=3) = 0.0002 
P(X 4) = 0.0000 

--------~na tabla como la del ejemplo, se pueden calGular las estadisticas 
solicitadas. 

Para 1a ocurrencia de fallas A= 0.1 m!iquinas/hr, de manera 
que t = 1 hr = 60 min., cumple los requisites. 

Para la terminaci6n pe reparaciones J. = 2/3 m!iquinas/hr , de 
manera que t = (0.1) (3/2) = 3/20 = 0.15 hr = 9 min., clli~ple con 
los requisites. 

De los dos valores se debe se1eccionar el menor, es decir 
t = 9 min. = 0.15 hr , que cumplir!i los requisites en los dos 

casos. Con este intervale se tiene que para fallas Att= 0.015. 
Para reparaci6n At.= 0.1. Aplicando la f6rmula de Poisson para 
calcular probabilidades se tiene: 

~ 
0 
1 

J.t,= 0.015 
0.9851 
0.0149 

At.= 0._1 
0.9048 
0.0952 

La forma de proceder es la siguiente: se comienza con las 
tres m!iquinas operando, se mueve e1 reloj de simulaci6n 9 min. Y 
se calculan tres nlimeros a1eatorios. Si los n~~eros se encuentran 
entre 0.0000 y 0.9851 la m~uina sigue funcionando. S~ el n~ero se 
encuentra entre· 0.9852 y 0.9999, esto implica que la m!iquina se 
descompone. Cuando una m~~~ina se descompone s6lo se cambia el ran 
go de comparaci6n; si el nlimero se encuentra entre 0.0000 y 0.9048, 
no se termina la reparaci6n; si se encuentra entre 0.9049 y 0.9999, 
se termina la reparaci6n. Para simular un mes de .30 dias de opera
ci6n, se tiene que mover el reloj 4,800 veccs, es decir, hay 4,800 
intervalos de 9 min. en un periodo de 30 dias. Ejemplo: 

M!iquina 1 M!iquina 2 M!iquina 3 

Re]_Qj ~ aleatoric estat_u~ # aleatoric estatus ~ aleatoric estatu! 

0 - op. - op. - op. 

b) Soluci6n utilizando el metodo de incrementar hasta el pri
mer evento. 

Con este metoda hay que calcular, para cada m~quina, un tiempo 
de operaci6n o un tiempo de reparaci6n, segun sea el caso, aplican
do la f6rmula para generar nlimeros aleatorios con distribuci6n expo 
nencial. El siguiente ejemplo muestra la forma en que se mueve el 
tiempo de simulaci6n para cada un,o de los eventos de las m~qui1 .s. 
El tiempo est!i expresado en horas. 

Reloj 
-0-

M!iquina 1 
op. rep. esp. 5:37------

5.37 5.57 
5.57 15.69 
6.51 
7.37 

10.85 

M!iquina 2 
op. rep. esp. 

20. 85 -------

M!iquina 3 
op. rep. esp. 6.51"------

7.37 
10.85 

Como se puede ver, la rn!iquina 1 es ·la primera en descornponerse en 
la hora 5.37. Su reparaci6n te~~ina en la hora 5.57. El siguiente 
evento m§s pr6ximo es la dcscompostura de la m!iquina 3 en la hera 
6.51, la reparaci6n se termina en la hera 7.37. Y asf sucesivamente, 
La forma de llevar la informaci6n es m§s compleja, pero rn§s r§pida 
y requiere de mucho,rnenos nurneros aleatorios. 

conclusiones: con esta pr§ctica queda bien ejernplificada la 
forma de mover el reloj de una sirnulaci6n, con las ventajas y des
ventajas de cada rnetodo, lo cual permite para un problema dado se
leccionar el rnetodo m§s apropiado. 

j 
~ .. 

l • 

0.5841 0.1243 op. 0.5214 op. -------· -- - ~~ ~--'--- .......... ---- ---
9 op. 

18 0.3635 op. 0.7063 op. 0.0441 op. 

27 0.8565 op. 0.2130 op. 0.9642 op. 

36 0.9861 desc 0.6336 op. 0.0655 op. 

45 0.2733 desc 0. 7119 op. 0.3006 op. 

54 0.4897 desc 0.9678 op. 0.8609 op. 

63 0.3516 desc 0.9377 op. 0.2325 op. 

72 0.9539 op. 0.8571 op. 0.3046 -op. 

En los 72 min. mostrados de la simulaci6n, s6lo se descompuso 
·1a ml\quina 1, lo cual ocurri6 en el minute 36. La co:n:;:>ostura de la 
m§quina se termin6 en el minute 72, de manera que estuvo 36 min. en 
rcparaci6n. Esta secuencia se tiene que repetir 4,800 veces. Se re
quieren 14,400 numeros aleatorios. Con la informaci6n que muestra 

,:,..,, '· •1' 1•1,,,,. 
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ANALISIS Y SIMULACION DE UN PROBLEMA DE INVENTARIOS 

Un articulo simple de inventario debe solicitarse bajo un sistema de 

punto reorden-cantidad de pedido. La d~Danda y el ti~rnpo de entrega del ar 

t1culo varfan aleato~iamente de acuerdo a las siguicntes distribuciones: 

r-------- -- -

;t.Unidades 
demand ad as -----

5 
6 
7 
8 
9 

10 
1 1 
12 
13 
14 

Ti-ernpo de 
Entrega (d!as) 

2 
3 
4 
5 
6 

Probabilidad 

0.01 
0.03 C>,o'-1 
0. 06 (). !0 
0.11 "· 21 
0.190.40 
o. 31 :'.~I 
0.1711.8~ 
o.o7o.t.1S 
0.03 o. qg 
0.02 ,.{)0 

Probabi lid ad. 

0.15 
o.2o o.~, 
0. 30 ('.(, 
0.200·~ 
0.15 l.oo 

... 
\ ~' 

En case de que el inventario llegue a cero y exista demanda del art1c~ 

lo, hay cierta probabilidad de que se pierdan los pcdidos, lo cual depende -

del nGrnero de d1as que se retrase. 

# de d1as re Probabilidad 
retraso. de perdida. 

--
0 0.3 
1 u.1 o.~o 
2 o.1s 0 .ss 
3 o.2o o.75 
4 0. 25 ~ ,()() 

La tabla se interpreta de la siguiente Qanera. Hay una probabilidad de 

0. 3 de que si llega un pedido y no hay irNentario con que surtirlo, este se 

pierda. u~a probabilidad de 0.1 de que si llega un pedido y no hay inventario 

este espere un dla y si no llega una orden a ree~plazar el inventario, Cste se 
N.'•....,.r/~ 

Y5 

Se puede ver que ningGn pedido esperara ~as de 4 d1as a que se reponga el in-

ventario. 

El art{culo cuesta $500.00 la Unidad para la co~pra, y se vende a - -

$1,000.00 cada uno. Los costas· de rnantenirniento de inventario, son de1 35\ 

anual respecto al valor (precio de cornpra) del inventario prornedio. El cos

to de pedir y recibir cada arden, es de $2,000.00 independienternente del ta

mano del pedido. Cuesta $1,000.00 registrar un nuevo pedido cuando no puede 

------------- surtirse la demanda y la perdida de ordenes debido a la falta de existencias 

es de $500.00 per concepto de margen de beneficia unitario. 

El objetivo es hallar el punta de reorden y la cantidad de pedidos que 

reduzcan al minimo el costa anual total del articulo. 

f{X) 
1.0 

.E& 
# unidades 
demar1dadas F(x) 

!> 0.01 
6 0.04 

.11 
7 0.10 
8 0.21 
9 0.40 

'!0 0.71 
11 0.88 
12 0.95 

.t;c 13 0.98 
.,4 1.00 

,(.\ € 
i:' (;. 

:'' X 

,It •· 
I r 

__r_;_ -----·---------------:s ~ 7 '6 1 lo r; 11.. ;~ 

•t'-1 

~1~N'1·,W>•Ji<~l;t;l1! ~'t:A •':21' ··~-'*-~fik!'[~~ .. · .. i-. _.,.~ ...•. :"'"~·-~-·--.-~ . .:~~:Am.t<.:!.!I ... •J~<.-•. ;(i'~K~-.;_, .. -·- --. ... .. - --- --- --- - ...... - ... -- .............. -- >r:i1k~ jr '' :-- :·6.-"• ~.·,, a;; l ,:,.~ . . ~.;I 
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t.C>::>l 
.�s t 
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r _ _j 
1 r - -� 

'-ll 

.15 

r _ _  j 

�J- -- . �·----{.>X. 
'2. 3 '-1  5 (, 

·i·iempos de 

Entrega F(x) 
2 0.15 

3 0.35 

� 0.65 

5 0.85 

6 1.00 

, 

1-l i· 

C0�'TRUL !)¡; ·:A�.l DAD 

Una emp�esa recibe lotes de ;su articules que va 

a ensamblar. Quitar una pieza defectuosa del ensa�ble y 

reemplazarla por una buena cuesta $50,00. !;] costo ante 

rior podrla evitarse :nspeccionando totalmente el lote -

pero lsto costar1a 5120,00 por lote mis $20,00 por pieza 

inspeccionada, ¿Q_ul conYiene más, inspeccionar el 1COt -

del lote e no inspeccionar? l-lay incertidumbre en cuanto 

a la fracción defectuosn�que trae el lote. Pero se tiene 

la historia de los últimos 10 lotes r�cibidos. 

1 de Lote # de Defectuosos ------
1 102 
z 32 
3 b9 
4 b2 
S .;8 
6 54 
7 4!1 
8 23 
9 42 

lU 81 

�e piensa que quizá convenga instalar un mues-

tvto de aceptación. Se quiere determinar cufil será el 

tamafio óptimo de la muestra y cuál el limite de aceptación. 
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Table VI (conlinued) 
----

" 

11 12 JS ,. JS " 17 )1 19 20 
----

:tS .0001 .000( . OOJO .ocnt 00>0 .009:! . 015f. .0"..37 0336 .Ou5 
26 .0000 , 0002 ,0003 .00!3 .00:.'9 .OO.H .0101 . 0154 .l•::u, .O.H3 
:n ,0000 .OOOl ,0002 ,0007 00l6 0014 0063 .OJOS! . OJ;J .0254 

211 , 0000 ,0000 ,0001 ,0003 .0000 .0019 ,0038 .oo;o .0117 .0181 

29 ,0000 .0000 .0001 ,0002 .000< .001!. 0073 .OOH Oúi7 OIZS 

.. .0000 ,0000 .0000 0001 .0002 ,0006 .0013 .00:6 .00(9 ,00&3 
3j 

1 
.rox. .0000 .0000 .0000 .0001 00"'..3 .0007 .00!� _00.10 00.\<1 

32 .0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0001 ,0001 ,0004 ,0009 0018 .003< 
SS .0000 , 0000 ,0000 .0000 ,0000 ,0001 .0002 .000> .0010 .00:!0 

.0000 .0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 0001 0002 ,0006 .001% 

.. 

1 
.0000 _ ocoo , 0000 .«lOO ,0000 _ nooo """" ,0001 ,0003 .0007 

.. .0000 ,OOOC .0000 ,0000 .0000 ,0000 .0000 .0001 .0002 ,0004 
37 .0000 .0000 ,0000 .0000 0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0001 ,0002 
.. ,0000 ,0000 .0000 ,0000 ,0000 0000 ,0000 .0000 ,0000 ,0001 
39 ,(1()()() .0000 .0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 0000 , 0000 ,000] 

Tbis bble U reptqduced by permission from R. S. Buric&tc.n $:"Id D. C. �hy, 
Ho.ndbook of Probobility cmd S!.dtis:ic's u.;th Tal.lc.s. )tcGrs.w-P.ill Book Cempany, 
loe., 1953. 

Table \11. Standard :-;ormal Density Funclion 

This table gh·es values of the �t�ndard nonnal density (undion, 
1 • 

1(•) = v'2,r ,-.·¡:, 

for z = 0(_01)4.29. For z <O, take1(z) = 1(-z). 
Eumples: 1(2,16) = .0387, and1(-Ló7) = 1(1.57) = .1163. 

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 

0.0 .3989 .3989 .39e9 .3'988 .3986 .3984 .:?982 .3'930 
0.1 .3970 .3965 .3'961 .3956 .3951 .3?45 .3939 .3932 
0.2 .3910 .3902 .3€94 .3895 .3876 .3867 .3857 .3847 
0.3 .381-4 .3802 .3790 .3778 .376S .37S2 .3139 .3725 
0.4 .3683 .3668 .3653 .3637 .3621 .3605 . 3589 .3572 

.08 .09 

.3977 .3973 

.39]5 .3918 

.3836 .3875 

.3712 .3697 

.3555 .3538 

f_J Ul 
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