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Proélogo

En las dltimas décadas, los sistemas que han trabajado con circuitos analdgicos son reem-
plazados por sistemas digitales. El objetivo de este libro de texto es ensenar a los estudiantes
el disenio de los filtros digitales que se utilizan en las aplicaciones de procesamiento digital
de imagenes, procesamiento digital de voz, procesamiento digital de las senales biomédicas
etcétera.

El libro de texto estd escrito para los estudiantes de las carreras de: electronica, tele-
comunicaciones, computacion y la carrera de control. El autor espera que los estudiantes
que realizan sus proyectos o preparan su tésis profesional o de maestria, encuentren en esta
materia, algunas ideas interesantes.

Este libro esta dividido en nueve capitulos. En los primeros tres, se presenta la clasi-
ficacion de las seniales y de los sistemas. Ademas dichos capitulos cuentan con ejercicios
para la transformada z, la convolucion v la correlacion. En los capitulos cuarto y quin-
to se explican las tranformadas de Fourier v la transformada de Fourier rapida. FEn los
capitulos 6 y 8 el estudiante encuentra bastantes ejemplos para disefiar los filtros digitales.
En el capitulo noveno (Anadlisis del filtros digitales) se expone un método nuevo no conocido
en otras publicaciones, que utiliza un analisis matricial basado en el diagrama de flujo de
senales.
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Clasificacion de las senales y sistemas

1.1 Clasificacion de las senales

Tipo de las senales en el tiempo:
1.) Continunas
2.) Discretas

1.1.1 Las senales continuas

Los senales continuas las clasificamos en scniales periddicas y no periddicas. ISstas senales

podemos ver en la figura 1.1.

x(t) | X}
x() | xt) |
~
—t >t

Figura 1.1: Las sefiales continuas periddicas y no periodicas

La transformacién méas conocida de las funciones z(t) cn el tiempo, a funciones X (w) en

la frecuencia, es la transformada de Fourier, definida por la ecuacion

X(jw) = /_oo 2(t)e ¥ dt

oQ

y la transformada inversa de Iourier

a(1) L /00 X(jw)e? dl

:27r oo
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Figura 1.2: Senal z(¢) y su espectro

[El espectro de la sefial continua y no periédica es continuo y no per‘iédicﬂ

Ejemplo:

Qué espectro tiene una senal z({) no periddica en la ccuacion 1.3

x(l) =

A ==z <<l .
{oluii o (1.3)

2

Si utilizdmos la transformada de Fourier directa ecuacion 1.1 obtenémos

a wty

2 . N —
‘wﬂ):/iAawmzAhfﬂz (1.4)
. 1

La grafica del espectro es en .a figura 1.2.

St desplazamos la sefial en la f gura 1.2 a la derecha como sc ve en la figura 1.3, obtenemos
una sehal sin ningiin valor para ¢ < 0. Esta funcidn se llama impulso causal.

El espectro de un impulso de Dirac es constante como sc ve en la figura 1.4

X(t)
T $xiw)
A /\f\/\/\[\/\k
(S pu— 2TA) e
7 15"((.))
—_—
..77*..

Figara 1.3: Senal x(f) y su espectro
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Figura 1.4: Impulso de Dirac y su espectro

D(jw) = /jo §(t)e ¥ dt = 1 (1.5)

0

Condicién de existencia de la transformada de Fourier'
Para que exista I" {z(1)}, debe cumplirse que [ |z(1)|dl < co. Las funciories periddicas
no cumplen la condicién

/_OO |z(¢)ldt < oo (1.6)

o0

y por eso no cxiste la integral

X(jw) = /OO z(t)e™ (1.7)

oo

Entonces no podemos calcular el espectro via la transformada de Fourter. Los espectros
de las sefiales periodicos se calculan por medio de las series de Fourier

g

z(t) = 5 + Z ak.cos(kwot) + br.sen(kuwot)
k=1
3

.COS kwot)({lf (18)

b, = / sen(kwot )dl

[\D

o en la forma exponencial

z(t)= ) el (1.9)

:_/ o=kt (1.10)
Ejemplo:

Calcule el espectro de la seiial analdgica continua por partes v periddica de la figura 1.5

donde

S A o ,
Cl. = —— / A(jmﬂkw@[(“ =57 ((1‘“%» — 1) (1\ 1)
0
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Figura 1.5: Seiial continua por partes y periodica
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Iligura 1.6: Ispectro de un tren de impulsos

% para k =0
o =< & parak=1,3,5"7. (1.12)
0 parak=20,2,4,06,8...

Il espectro es discreto y se ve en la figura 1.6

[El espectro de la senal analégico y periddico es discreto y no periddico.

1.1.2 Las senales discretas

Las seniales discretas las podemos dividir también en
a.) Senales periodicas

b.) Senales no periddicas

La senal discreta periddica estd en la figura 1.7a y la senal discreta no periddica es en la
figura 1.7b.

Il espectro de una serial discreta y periddica se puede determinar por la transformada
discreta de Fourier que estd defnida por la ecuacion

N-1

Xp(k) =" wy(n)e I (1.13)
n=0
N-1 .

zp(n) = Y Xp(k)ed F (1.14)
k=0

6
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Iigura 1.7: Las senales discretas periddicas y no periddicas

El espectro de una senal discreta y periddica es discreto y periédico.

Jsta situacion es mostrada en la figura 1.8

El espectro de una senal discreta y no periddica se caleula usando las ecuaciones

| o
z(n) = 5—7;/ X(jw)e™  du (1.15)
X(jw)= Y a(n)e™" (1.16)

La serial en el dominio del tiempo y su espectro son mostradas en la figura 1.9

El espectro de una senal discreta y no periédica es analégico y periddico.

=)
1/F T = Jlwr L °F —k

Pigura 1.8: Bl espectro de una senal discreta v periodica
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Iigura 1.9: Ll espectro de una sefal discreta y no periédica

1.2 Sistemas discretos en el tiempo

Sistema invariante en el tiempo

Sistema invariante en el tiempo es el sistema que cumple las condiciones:
H
z(n) — y(n)

z(n — k) N y(n — k)

St la senial z(n) en la entrada esta retardada acerca de tiempo k, y si la sefial en la salida
esta retardada tambien de lo mrismo tiempo k lucgo la sistema es invariante en el tiempo
(SIT).

Sistema lineal

El sistema es lineal, si cumple para cualquiera senal z;(n) y zo(n) las condiciones:

Hlaz1(n) + ayza(n)] = aHz1(n)] + aol [z2(n)]

El sistema causal

El sistema es causal si la sefial en la salida y(n) es dependiente solo en la sedal de entrada
z(n) y en las senales retardadas z(n — 1),z(n — 2),...,z(n — k) y no depende a las senales
z(n+1),z(n+2),...,z(n + k).

La sistcma estable

La sistema estable es la sistema que cumple las condiciones

th{n)] < oo

donde h(n) es la respucsta al impulso
Un sistema discreto tienc una salida y una entrada, como se ve en la figura 1.10, donde:

z(n) es la sefial de ertrada en ¢l dominio de tiempo.

X{jw) es la senal de ertrada en ¢l dominio de la {recucncia.

y(n) cs la sental de saida en el dominio de tiempo.

Y{jw) es la senal de salida en el dominio de la frecuencia.

H(jw) es la funcidn de transferencia definida por la ccuacion 1.17



H(jw) = ;83 (1.17)

y(n) cs la respuesta del sisterna y se determina por la convolucién de z(n) y y(n). Bn-

tonces en ¢l dominio del tiempo se calcula la respuesta del sistema por la ccuacién

y(n) = z(n) * h(n) = h(n) * z(n)

y cn el dominio de la frecuencia

Y (juw) = X(jw) % 1(jw)
[.a convolucidon discreta esta celinida por la ecuacién

o0
y(n) = Z z(k)h(n — k) (1.18)
k=-o00

pero para calcularlo necesitamos muchas operaciones. Por lo tanto transformamos la
sefial 2(n) a X(jw) y calculamos Y(jw) como prducto de X(jw) y H(jw). Ll resultado

Y (jw) lo transformamos con la transformada inversa para obtener y(n).
Para transformar una senal ecn el dominio del tiempo a una senal en el dominio de la
frecuencias utilizamos la transformada de z o la transformada de Fourier. La transformada

7 esta definida por la ecuacion 1.9

X(z) =) w(n).z" (1.19)
n==0
donde la relacién entre el domrinio de s y z queda establecida por la ecuacidon

z=c" (1.20)

T es el intervalo entre dos muestras (Intervalo de muestreo)
La sefial 2(nT') que se tambicn escribe 2(n), se puede escribir como una serie de niimeros

en la siguicnte forma

z(nT) = z(n)={0.10.20.20.10.30.40.10.00.0 0.0} (1.21)

jemplo _
Determine la convolucidn de las seniales z(n) y h(n)

z(n)={1/4 1/2 1. 1/4} hin) ={1. 1. 1/2 1/2}

x(n) | hm y(n)
X(w) H(w) Yiw) = F{yn}

Figura 1 10: Sistema discreto en el tiempo
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Figura 1.11: La sefial discreta en ¢l dominio de ticinpo

Podemos substituir esos nirneros en la ecuacion

o]

y(n) = > a(k).h(n—k) (1.22)

k=-c0

Pero eso necesita escribir muchas ecuaciones. Nl mismo resultado sc obticne mas fasit
usando la convolucién matricial

y(n) = e¢ykl h(n).x(n) (1.23)
o graficamente
Fl método grafico

1/4 1/2 1 1/4

1/2 1/2 1 1 y(0) =1.(1/4) = 1/4
1/2 1/2 1 1 y(1) = 1.(1/2) + 1.(1/4) = 3/4
1/2 1/2 1 1 y(2) =14 1/2+(1/2).1/4 = 13/8
1/2 1/2 1 1 y(3) =13/8
1/2 1/2 1 1 y(1) =1
1/2 12 1 1 y(5) = 5/8

y(n)={1/4 3/4 13/8 13/8 15/8 1/8}

y(n) = {0.25 0.75 1.625 1. 0.625 0.125)

La convolucion matricial

y(n) = cykl x(n) x h(n)

140 0 0 0 0 | C0.25 ]
1/2 1/4 0 0 0 0 1] 0.75
1 12 140 0 0 1 1.625
14 1 1/2 1/4 0 0 / 1.625
yn) = o/ 1/4 1/ 1?2 a0 2 T
0 0 1/4 1 1/2 1/4 0 0.625
0 0 0 141 1/2 0| 0.125
00 0 0 141 0]
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( ?( )} Y(z)=H(z). X(2)

Figura 1.12: Sisteme. discreto alimentado con un tren de impulsos

Se obtiene el mismo resultado.

Ejemplo
Determince la respuesta de un circuito a un tren de impulsos. La funcién de transferencia
es

0.2
H(z) =
(=) z—038
Primero determinamos con la ayuda de transformada de z inversa b{n) usando la ccuacion
h(n) = 27 {H(z2)}. Podémos utilizar la tabla de transformada-z, o dividir del numerador
H{z) entre denominador de (z). Entonces obtenemos

02:2—-0.8=02"140.162"240.1282"2+0.10242~*

Los coeficientes de la seria h(n) son los coeficientes de las potencias de z.

Entonces
h(n) = {0 0.2 0.16 0.128 0.1024 ....}

Ahora calculamos la convoluc én de dos secuencias z(n) y h(n) mediante la convolucion
circular (matricial). La sefial {n) es el tren de impulsos unitarios.

1 0 0 0 0 0] T0 ] 0
110000 0.2 0.9
11 2000 0.16 '
y(n) = L1 100! % o | T 0.36 (1.24)
I1: 110 0.1021 R
BRI | |

La grafica de la respuesta a un tren de impulsos es en la figura 1.13.
Hasta ahora hemos analizado 2l circuito en el dominio de tiempo. Aplicando la transfor-
mada z a Ja funcion z(n) obtenemos X(z).

X{z)== {JT(?’Z)}

La respuesta en el dominio de frecuencia es

Y(z) = X(z).H(z)

Para ¢l mismo ejemplo calculamos ahcra X (z) usando la transformada de 2.

11
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IMigura 1.13: La respuesta de la sistema a un tren de impulsos

1 —>» N

donde z(n) es
zn)y={1 11111 ... }

~1

~

X(z)=1+ P R E R H Jmultiplicando por =
Xz l= Mzt et 27
Si sustraemos estas dos ecuaciones obtenemos

1

__41—7~1

X(2) - X(2)z7' =1 = X(2)

sste resultado lo podemos escribir también en esta forma

Xe)=z{l 11111 )=

La respuesta del circuito en ¢l dominio de z esta dado por:

z 0.2 2

0.
Yi(z) == =
(&)= T X T T P850

La respuesta de la sistema en el dominio del tiempo se calcula mediante la transformada

== {V(2))

z inversa y(n) =
Dividiendo el denominador entre numerador de la funcidén de transferencia 7/(z) obten-

2

emos el mismo resultado que anterior.

9= o apa—2 P F() -4
02z:27 —1.82 4+ 0.8 =02:"" 4036277403677+ 050277+ ..
ntonces

y(n) = {0 0.2 0.36 0483 0.50 ..}



Capitulo 2

La transformada-z

2.1 Definiciones de la transformada-z directa y inver-
sa

La transformada-z esta definida por la ecuacion:
o0
X(z) = E x(n)z™" (2.1)
st las muestras x(n) son iguales a cero para n < 0 podemos utilizar la ecuacion:

a(z) = Zw(n):_” (2.2)

n=>0
Esta transformacién sc llama transformada-z directa, v transforma una senal z(n) desde
¢l dominie de tiempo en la sefial X(2) en el dominio de la frecuencia 1z = ¢/*%. Esa relacién
sc puede escribir en la forma
z
X(z) = z{z(n)} a(n) <= X(z)
La transformada z inversa se calcula usando la formula
1 4 n—1 9«
2(n) = — ¢ X(z2)"" dz (2.3)
277
Pero esta formula en la practica no se utiliza, porque los funciones de transferencia son
porq

guecbrados de dos polinomios.
[Sjemplos

Determiinar la transformada-z de las siquientes scnales:

a.)



za(n)=4{0 01 2 5}

4 22492245

~1

~

Xo(z) = 0.2° 4027 4127249224 5.2

usando la transformada-z inversa obtenemos el resultado original

donde:

zn)={0 0 1 2 5 }

Los coeficientes z; son los coeficientes que se multiplican con el factor z7*

c.)

.174(71,):{'2 4 Elj 70 ]}

Xain) = 22 44z 4+54+727 4278
_ 225 4+ 42 + 523+ 7272 41

~3

~

Xa(z)

r5(n) = 6(n—4)
zn)={0 00010 ..}

Xs(z) =1.27"

La funcién delta de Dirac o tren de impulsos es muy importante para cl analisis de
sistemas:
Determinar la transformada-z de un tren de impulsos.

zsn)={1 111 1..}
Usando la ecuacion 2.4

X(z) = Z Tpz " (2.4)
obtenémos

X(z) =141z 412724 1270 4 127 41270

1

multiplicando la ecuacién por z=' obtenémos

14



[".gura 2.1: Tren de 1impulsos

-1y -1 —2 _: - -5
X)) = e T e T T T
Si las ecuaciones anteriores las sustraemos nos da

X(2) = 2 X (2) = 1 = X(2) = —— =

1 —z-1 z— 1

2.1.1 Propiedades de la transformada-z

Lincalidad:

Si existen las transformadas

z1(n) <= X, (z) ra(n) <= Xo(2)
entonces se cumple

a1z1(n) + agze(n) = a1 X1(2) + axXo(2)

Ijjemplo:
Determina X(z) de la sefial

z(n) = 3ri1(n) — 1zo(n)

Si escribirnos z1(n) y z2(n) por una sccuencia de fos numeros obtenemos

ri(n) = {1
vo(n) :{

Con el mismo procesamiento jue en el cjemplo anterior obtenémos

2 2 23+.,.}
1
f



Y el resultado es

3 4
T 1 =220 ] <3z

X(z)

Desplazamiento en el tiempo:

Si existe {a transformada

e(n) < X(2)

entonces

z(n — k) <= 275 X(2) (2.6)

IYjemplo

Calcular 7;(n — 2) y z;(n + 2) si conocemos la secuencia a4(n)

zi(n)={1 2 5 7 0}

La transformada-z de una sefial z1(n) es:

entonces:

simijarmente

entonces:

rin+2)={1 2 5 7 0}

En la figura 2.2 se ve cémo se desplaza cl senal z,(n)

Convolucién de dos series:

Si existen las transformadas

ty
—

zy(n == X (z) ry(n) = Ny

entonces existe .zt(n) tal que:

16



Figura 2.2: Desplazamiento del senal z,(n) a la derecha y a la izguierda.

z(n) = z1(n) * 22(n) = X1(2).Xy(2) = X(2) (2.7)
La convolucidn estd definida por la ecuacién

o0

zn)= Y x(k).aan — k) (2.8)

k=—n0

Ejemplo:
Calcular la convolucién de las sefiales zy(n) y z2(n).

St xi(n) =
1

92 1}

{1
<n<d

]

.’L‘Q(n) =
0 paraelrestoden

Las scnales en el dominio de # son

Xi(z) =1 =227 4 272
Xo(z) =1+ P R Ry
Si multiplicamos estas dos serales obtenemos el producto

X(2)=2X1(2) Xo(2) =1 =270 —27% 4 277

Y la senal en ¢l dominio de tiempo es

zn)={l -1 0000 -1 1}

Reversion del tiempo:

Si existe

entonces

17



v(—n) &= X(=7)

Ejemplo:

Determinar la transformada del la senal

(n) <> —
u(n
11—zt
Usando la ecuacion (2.9) obtenemos
{
X(z) =
(=)= =

Diferenciacion en el dominio de z:

Si existe
r(n) = X(z)

entonce existe

Ejemplo:

Determimar la transformada-z de la scnal

z(n) = {n.a"}

Conocemos la transformada-z de la sefial {a"}

zi(n) = {a"} &= :

Usando la ccuacion (2.10) obtenemos

| —az™!

(K‘\/l(:) az”
X(z) = — _
(z) Tl (1 —az"1)?
Corrclacion_de dos series:
Si existe
z1(n) = X () ry(n) = Xy(2)

entonces la correlaciéon de xy(n) con xy(n) se define:

Fa () = 3 mi(m)raln = 1) < Repsy(0)

n=-0oo

No(2).Xa(=7")

(2.10)

(2.11)



[jemplo:

Dectermina la autocorrelacién de la senfial

- i
"=
{a } 1l —az-!
1
JY =
(2) 1 —az!
1
Xz =
(=) 1 —az
1 1
Rl‘l‘ = X = !

l—az! " 1—az 1—a(z+z")+a

2.1.2 La transformada-z inversa

La transformada-z inversa sc calcula dividiendo el numerador entre el denominador, o con
la ayuda de tablas de la transformada-z.

Ejemplo:

Determinar z(n) de :

1
X(z2) = - X
1_53—1+53—2
3 1 3 7 15 . 31
1l — 2V 2P =14 S by 272 4 23 ot
2" Y HCAR S 16

Los coeficientes de la serie componen la senal z(n) en ¢l dominio de tiempo.

3 7 15 31
z(n)=<1 - - —
2 4 8 16

Determina la transformada-z ‘nversa de la funcion

Ejemplo:

Y(z) 1
A(z) X(2) 1 —az™]
1 .
— a
1 —az"!
a.) para a = % obtenemos la secuencia

. 1 1 1
hin) =<1 — — — ...
s 2 4 8

Si ponemos en la entrada un impulso de Dirac, entonces h(n) = y(n) y si la senal en la
salida converge a ccro, como se ve en la figura 2.3, entonces la funcion de transferencia es la
funcidén de una sistema estable.

19
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Figura 2.3: La respuesta de una sistema cstable

an 116

8.
6 |
2%4? T

[Yigura 2.4: La respuesta de una sistema no estable

—

b.) para a=2 obtenemos la sccuencia

hn)=1{1 2 4 8 ..}

En este caso la senial no converge, entonces para a = 2 la funcién de transferencia /{(z)
es la funcion de una sistema que es inestable.

1
H(z) = —————
(z) 1 — 221
La grafica de la respuesta es en la figura 2.4
c.) Para a=1 obtencmos la secuencia

1
H(z) =
(=) 1 —2z7!
En este caso cl sistema es cuasicstable. La grifica de la respucsta es en la figura 2.5
d.) Para a=-1 obtenemos las muestras de la salida
xinf
| T T T T T
——’n

Figura 2.5: La respuesta de un sistema cuasiestable
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x(n)

AR

I'igura 2.6: La respuesta de un sistema cuasiestable

ym +

(UL

IR -

H(z) =
() 1427t

La gréfica de la respuesta es en la figura 2.6
En la figura 2.7 son mostrados los polos de la funcién de transferencia en el dominio de

7 y su respuesta.
Ejemplo
Determine X (z) con la ayuda de la transformada-z, si se conoce la senal z(n)

z(n) = {coswon}

Usando la formula de Euler obtenemos

Cngn + e—jwon

(S
—



pwon

z1(n) = 5
¢~ iwon
zo(n) =
2
sustituyendo :a = jwyn
a z 1
® =
1 —az-1
entonces
eJL‘-’O'” ﬁz ] —
] — g/wony—!
e—jw()n ¢é> ———1—
1 _ c—]wo'n;,—l
( ) | 1 . 1 1 — 27} coswy
cosS{won ) <= = , : = - »
9 11 — piwony=1 ' ] _ p—jwon~—1 I — 2z Vcoswy + 272

[
W)



Capitulo 3

Correlacion

La operacion matematicamente parecida a convolucion es la correlacién. Como en el caso de
la convolucién trabajamos tambi¢n con dos secuencias de numeros a(n) v y(n). Pero en el
caso de la correlacion examinamos si Jas seccucncias son parccidas. La correlacion se utiliza
en las telecomunicaciones, en la tecnica de radar y geologia ete.

Si tenemos dos sefiales z(n) y y(n) que querdios comparar, la senal z(n) es la sernal que
transmitimos y la senal y(n) es la sefial recibida que se rebotd de un objeto, la senal y(n)
es practicamente la sefial z(n) transmitida, pero retardado sobre un factor D, disminuido
con el factor o y deformada por un ruido. Isa senal reficjada la podémos expresar por una

ccuacion

y(n) = a.x(n— D) -+w(n) (3.1)

Ista situacion cstd representada por la figura 3.1

Figura 3.1: La senal transmitida x(n) v reflejada y(n)

Nuestro problema cs comparar las sefiales z(n) y y(n) v de esa manera identificar la pres-
encia del objeto y determinar D, si conocémos cl retardo D podemos calenlar la distancia de
objeto. Fsta informaciéon muy importante la podémos obtener con la ayuda e la correlacion.

Si tencmos las sefiales z(n) y y(n) entonces la croscorrelacién del senal x(n) y y(n) es la
secuencia de los mimeros r,({) v estd definida por las ccuaciones:

[ee)
L ")

roy(l) = ,>_4 e(nyy(n =10 {=0£1.42... (3.2)

~O
W™

rey(l) = >

a——
iz —ox<

rn+Dyny (=0x1,£2... (3.3)



Si cambiamos x(n) por y(n) podemos expresar la croscorrelacién por las ecuacidnes (3.4)

y (3.5)

re = Y y(n).a(n—1) [=0+1,42... (3.4)
r = z y(n +1).2(n) [=04+1,42... (3.5)

Ejemplo
Determinar la croscorrelacion r,({) de las sequencias

{
{02—]3 71‘2—300}

{
{01—12—2 41—250}

Afectuando la suma de los productos de z(7) y y(z)

!
rey(0) = > 2(i)y(3)

entonces r;,(0) = 7. Para [ = 1 obtenemos

!
{02—13712—300}

1
{01—]2—2 4 ]—‘250}

Con el mismo procedimiento obtenemos las series para
rey(1) =13
Para [ =2,3,4,5,6 y 7 obtenemos:

rey(2) = =18 14y(3) =16 rgy(1) = =7 ray(5) =35 1py(6) = =3 14y(7) =0

@l<0



Si multiplicamos y sumamos os términos obtenemos:

rey(—1) =0

Y similarmente para | = =2 obtenemos las series

!
{002—13712—300}

!
{1——12—2 4 1 =2 50 0}

Para [ = (-2,-3,-4, -5 — 6, -7, —8) obtenemos

Pay(=3) = =1 (=) =36 (=) = 19
Pay(=6) = =9 1y (=T) = 10;  rpy(=8) =0

La croscorrelacién de las sccuencias 2(n) y y(n) es la secuencia ryy (1)

rey()=1{...0 0 10 —9 19 35 —14 33 0 7 3 —18 16 —7

In el caso especial, st 2(n) = y(n) hablamos de la autocorrelacion de la secuencia @(n)

o

Ter(l) = Z a(n).z(n—1)

(=—

rl‘l‘ -

z(n+1).z(n)

E

==

La autocorrelacion normalizada esta definida por la ccuacion

rer(l)

Prr =
re(0)
de manera semejante la croscorrelacion normalizada por ecuacion 3.8
ry(0)

ay(l) = e
f () \/rrr(o)-rw(o)

(3.6)

(3.8)

(3.9)

En ejemplos practicos usamos la correlacion para descubrir la senial periddica en la senal

destruida por el ruido, en la que ¢l periodo no es evidente.

Si tenémos una senal z(n) deformada con ¢l ruido w, entonces obtenémos la secuencia

de los numeros en la forma
y(n) = z(n) + w(n)

Si utilizamos el factor M para la normalizacion es la autocorrelacion ry,

1
Pyy = i Z y(n)y(n —1)

25
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w(n)

1 IiITUJ - lpf?mlm“ﬁo L

o—-
o
O—T
i
]
o—j
K=
o
o
oA

‘3

<
o—1
poa—
o—
&3

[igura 3.2: autocorrclacion de una sefial y(n)

Si sustituimos por y(n) y y(r. ~ [) obtenémos

ryy (1) = ]Tlxj Z[J(n) +w(n)l.lz(n —~ 1) 4+ w(n - )] (3.12)

n

Tyy (1) = % ; z(n)z(n — 1)+ ;:r(n)w(n - 1)+ zﬂ: w(n)z(n — 1) + Z w(n)w(n — 1)
(3.13)

El primer termino a la derecha es la autocorrelacién de la secuencia x(n)

ree(l) = - Z (n—1) (3.14)

Debido que la secuencia z(n) es pcnodlca la autocorrelacion r..({) de la sciial z(n) es
también periddica. Tiene sus méximas en { =0, N,2N 3N, .... Los maximas se disminuen,
porque la secuencia tiene mimere de término finito. La croscorrelacién entre la sefial y ruido
es muy pequeila.

riw(l) = %1 Z z(n).aw(n —1) (3.15)

ruell) = 57 Z (n—1) (3.16)

Al fin la autocorrelacién del ruido va a tener su maximo en el { = 0. Y la autocorrelacién
va a converger a cero.

1
Tuw(l) = Vi Zw(n).w(n =) (3.17)

[lsa cualidad nos permite descubrir la serial periédico #(n) en la serial y(n). Ion la figura
3.2 se presenta esa idea.

De la autocorrelacién podemas ver el periodo del senial z(n). El periddo os en este caso
N =10. Los méaximos se disminuyen por no tener secuencia infinita.
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Capitulo 4

Transformada discreta de Fourier

La transformada de Fourier de una sefial discreta no periodica esta definida por la ecuacion

[e0)

N(w) = Z z(n)e T dl (1.1)

n=-—oo
y para la transformada inversa de Fourier podemos escribir

r(n) = ZL / X(w).e’" dw (1.2)

T J_a

. C P
Esas dos cquaciones las expresamos simbdlicamente z(n) <= X (w)

Ejemplo

Determinar el espectro de una seiial z(n) definida por la ccuacion

A -M <n < M

0 para todas olras n

IYigura 4.1: La senal discreta

M
cos wn) (4.3)
n=1 T=1

M
Xw)= Y Al =4 (1 + 2.

T'L:’:—A’\/]
X(w) = q5en (M —i: 3w
sen 5
] sen (M + 1—)w
X ()| = [A—p ]

SEMN. 5

[N}
-]



Ax(n)
—O—AIELM——
fX(w)
AVVAYYA
_27 \/_77.\/ 0 \/7}\ > \J__f;)
x|
-2 - 0 ™ 2T ed
Y fw,)
8 Bl
' _Y
4- 9

Iligura 4.2: La senal discreta no periddica y su espectro continuo y periddico

o

para X(w) >0
(X (w) =

7= para X(w) <0

La griafica de un sefial x(n) y su espectro se muestran en la figura 4.2,

4.1 Simetria de la transformada Fourier

Supongamos que la sefial en ¢l tiempo z(n) y su espectro son complejos.  Iintonces las
podemos expresar en la forma rectangular como

r(n) = zp(n)+ jr(n) (4.4)

X(w) = Xp(w) +j X (w) (4.5)

Si sustituimos esas ccuaciones v e77% = cosw — jsen w en las ecuaciones (4.6) y (1.7)

z(n) = —/ X (e T de (1.6)

X(w) = Z a(n)e =T (4.7)



obtenemos las partes real y imaginar de las senales 2(n) v X(w)

o0

Xp(w) = _Z zp(n)coswn + ay(n)sen wn] (4.8)
f: [zp(n)sen wn — a(n) cos wn] (1.9)

zp(n) = 2% /QW[‘XR(LJ) coswn — Xj(w)sen wn]dw (1.10)
z(n) = 217r/ [(Xn(w)sen wn + X (w) coswn]dw (4.11)

Ahora vamos a investigar algunas casos especiales:

IA. [La senal rca‘lj]

Si la senal z(n) es real entonces vale

zr(r) = z(n) zi(n)=0

y las ecuaciones para cl espectro toman la forma

o0
E z(n}). coswn (1.12)
n=-—-—mn20
X
g x(n).sen wn (1.13)
= —00
de estas ccuaciones podemos escribir
o [ee)
= Y
Xp(—=w) = E x(n). cos(—wn) = g x(n)coswn (1.14)
n=—ou — 00
Sntonces la parte real de la sefial es par Np(—w) = Np(w). La transformada inversa
Fourier y senal real se calcula con la ayuda de la ecuacidn (4.15)
1 m
z(n) = —/ [Xn(w)coswn — Xj(w)senwn]dw (4.15)
T Jo

Iol médulo v la fase de espectro lo podemos calcular para senales reales de las ecuaciones

X (] =/ Xh(w) + X(w) (4.16)
- X[(w)

(X (w) = arct 117

(w) retan X (o) (1.17)

B. La scnal real y parJ

Si la senal z(n) cs real y par vale z(n) = r(—n) v de las ecuaciones
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[ee)

Xp(w) = Z r(n)coswn
Xi(w) = Z z(n)sen wn

obtenemos

Xn(w) =z(0) +2 Z z(n) coswn
n=1

/\’[(W) = 0

1 ™
r(n) = ;/ Xpr(w) cos wndw
0

La sefial par y real tiene su espectro real que es la funcion par de w

C. La senal real e impar]

Si la senial z(n) es real e impar z(—n) = —z(n) entonces

z(n)coswn es tmpar y x(n)senwn es par

y de la ecuacién (4.22) y (4.23)

Xnp(w) = Z z(n) coswn
Xi(w) = Z z(n)sen wn

1 m
z(n) = ;/ [Xp(w) coswn — Xy(w)senwn]
0

obtenemos

Xn(w) =0
Xi(w) = -2 Z x(n)sen wn
n=1
1

__/ Xi(w)sen wndw
0

T

Si la sefial z(n) es real impar su espectro es funcién impar de w

D. Las seniales imaginarias

Para las sciiales puras imaginarias podemos escribir zg = 0y z(n)
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Xp(w) = Z [zr(n) coswn + x7(n)sen wn]

n

XNi(w) = - z [zp(n)sen wn 4 z(n) cos wn)

— 00

1
ri(n) = 5 / [Xr(w)sen wn 4 X1(w) cos wn]dw
27
se reducen a:
Xp(w) = z zy(n)sen wn (1.26)
Xi(w) = z zr(n)coswn (1.27)
zi(n) = / [Xnr(w)sen wn + X;(w) coswnjdw (4.28)
0
Si zj(n) es impar —z;(n) = z;(—n) entonces
Xp(w) =2 Z z;(n)senwn (1.29)
n=1
X(w) =0 (4.30)
‘l m
zr(n) = —-/ Xp(w)sen wndw (1.31)
T Jo
Si zy(n) es par xy(n) = x;(—n) obtenermnos
Xp(w) =0 (1.32)
Xij(w) =z(0)+2 Z x(n) coswn (4.33)
n=1
1 m
zy(n) = —/ Xi{w) coswndw (1.34)
s 0 °

Estas propiedades de la simetria nos simplifican los caleulos
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4.2 Propiedades de la transformada Fourier

Lineali;@

Si existen zy(n) = X (w) y z2(n) & Xa(w) entonces

arzi(n) + ayza(n) é» a1 Xy (w) + a1 Xp(w) (4.35)

Ijemplo

Determinar la transformada Fourier discreta de la senal

n

I(n):aH —l<ax<!

La senal z(n) podemos expresarla como la suma de dos seniales 2(n) = zy(n) -+ ry(n),
donde

a® n>0
zi(n) =
0 n<0
y
a ™ n<0
72(n) =
0 n>0

o o0 o0
Xi(w) = Z zy(n)e™ ¥ = Z ae TN = Z(uc““)”
n==00 n=0 n=0
oy o !
Hw) = 1 —aew
Ilsa funcién converge para |ae™7*| = |a|.|e77*"| = Ja| < 1

Similarmente para el sefial 2(n) obtenemos

o -1 —1 >
Xo(w) = Z zo(n)e™ V" = Z a eV = L (ac’)™" = z:(a,c]“’)A
7= — 00 n=-oco n=-00 k=1
, B aev
Xalw) = 1 — aev

Si sustituimos en las siquier tes ecuaciones
X(w) = Xj(w) + Xo(w)

obtenemos el resultado

1 —a?
Xlw) = 5
1 —2acosw + a

Grafica de la senal z(n) = ¢I"l'y su espectro esta en la figura 4.3
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tx(n)

o] mh’mmn

tX(w) -

JAWAWAN

21T -r o T T W

Figura 4.3: Grifica de la sefial 2(n) = a"l v su espectro

Desplazamiento en el tiempo}

St existe z(n) L X(w) entonces

2(n = k) < e X (w)

[Reversién del tiempo ]

Si existe z(n) LI X{w)

entonces r(—n) RN X(—w)

La convolucién |

Si existen xy(n) YEEN Ni(w) To(n) ek Xy(w)

entonces existe la transformacion
zi(n)x zy(n) PR X (w). Ny(w)

ISjemplo
Determine la convolucién de dos senales zy(n) y ro(n)

:cl('n,):rz(’n,):{l ] 1}

La senal cs real v par como se ve de la figura 4.4

1 x{n)

1]

-1 01 —_—

[igura 4.4: La senal real y par

y por cso utilizamos la ecuacion:

Xpiw)=2z(0)+2 Z z(n)coswn

n=1

33
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X4()

(n)
T"11 n }
J_[M “ /%\
N fxtn) Xy o\ ~_

« —_D F [ S @,
x1(n) 3 <> 12

x1(u)
w) —ool Ll X (@)
xz(n) — N -T' w Xz(a))
X~(n)
if 2 3 sz(w)

P

Iigura 4.5: La grafica de convolucion de dos senales

entonces

Xi(w) = Xp(w) =14+ 2. cosw
St multiplicamos Xy(w) por  X,(w) obtencmos ¢l espectro:
X(w) =34 4cosw+2c05 2w = 3+ 2(e’¥ 4+ ¢77) (MY 4 %)

Si calculamos la transformaca Fourier inversa #(n) = /7' {X(«w)} obtenemos

‘r(n):{l 2 TJO 21 }

La figura 4.5 muestra la convolucion grifica de dos senales.

| Correlacién de dos senales

Si existen las transformadas de Fourter de

z1(n) = Xi(w) Ta(n) FEN Xy (w)

entonces la relacion (4.38) define la correlacion

7‘171372([) é AXVI (""‘)‘/Y'Z(—u“) = ‘S’i'«'lf2<z)

ud

Syizp (W) es la densidad de espectro
Ejemplo:
Determine la densidad de espectro de la senal z(n) =a” —1<a <]

Para ! > 0 obtenémos

re(l) = 5 z(n)z(n—1) = z ata" =t Z((IQ)”
n=0 n=0 ne=!{
r ([) = —1— ‘ ] > 0
¢ I —a?

para < 0 oblenémos

(1.38)



x(o)

VAN \NIVANS

-~ T/ 0 T2 T

fx(u)

VAN VANEIVAN

-2f W, 2T+ o),

-—.—

Figura 4.6: Desplazamionto de la frecuencia

J 3

ree(l) = z(n).z(n—1) = —ZZ ()" = - a™

1—02
n=0

o

n=

las dos ecuaciones las podemos escribir en la forma

I
rex(l) = l 4)(L“[

— ac

Si utilizamos del resultado de e¢jemplo anterior

9

o I —a
v e ‘ﬂ‘ <1:> 1\, { fny
. (n) ¢ (u)) 1 —2acosw 4 a?
obtenemos la densidad del espectro
F (D)} = ——F (") = §
{rea(} = === F {1} = Sia(w)
1
Ser(w) =

1 —2acosw + a?

Desplazamiento de la frecuencia

. S . F
Si existe la transformada de Fourier de la senal v(n) <= X(w) entonces

¢TIz (n) e X(w —wp)

El desplazamiento de la frecuencia estd mostrado en la figura 4.6

[El teorema de modulaciénj

L : . r
Si existe la transformada Tourier de la senial z(n) 2(n) <= =(w) cntonces
roly 1o
x(n). coswyn <= 5/\ (w+wy) + 3,\ (w = wo)
demostracién
Si multiplicamos z{n) por

coswgn = (eﬂ“o" + c"]w””)

[ R
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y utilizamos las propicdades de desplazamiento de la [recuencia obtendémos

(cjwon + e—jwon) — ‘T(n)ejw()'n . I(”)(f—jwon

|
w(n) =3 5 5

.r(zn)ejwon N r(2n)c_jw0” <L—,> X(w;wo) . \,(w;“ wy)

El ejemplo de modulacién estd dado por ya(n) = x(n)cos7n en la figura 4.7

r(n

~—

y(n) = z(n).cosmn =

o

V() = I {y(n)} =

[Diferenciacién en el dominio de frecuencia

. . - r
Si existe la transformada Tourier de la senal @ (n) «(n) <= X{(w) entonces

, IX
) < /M‘ (4.41)
e
Demostracion
(LX w d i L ot dl——_/;un ' o) )
- d(i ) —_ (_iz; ; T(TL)C_an = ; :[Y(n) edw‘ — = ; Tl.’L'(n)fi_"]wn
Jjemplo

Determine las muestras en la salida de un circnito que tiene la respuesta a impulso
n . ~
hin) = {(3) } sien la entrada cs la scfial

Jmn

z{n) = AT (w=7/2)

Primero calculamos la transformada de Fourier de la respuesta a impulso

¢ 1 n_—jwn 1
Hw) = 3 (G = =i
{x!u)
1

AN

7> ar &

¥ E
} X(@)
AL
3 o | & oo W,
2 2 2 2

FFigura 4.7: La modulacidn de senal x(n)
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Para w = 7 /2 obtenémos

1 1
e Ji
2 < 1/2 2
H(r/2) = — 70701 —
(m/2) 7

y las muestras en la salida del circuito son

—726.6%
0

Vi '

y(n) =A <_2?€—j26.60> Cj%"— = A 2_()](000n-26.0")
V5 5
Ejemplo

Para un sistema lineal e invarnante en ¢l tiempo determine la respuesta de la magnitud y
la fase. Il sistema esta definido por la ccuacidn de diferencias

y(n) = ay(n —1) + bz(n)

Yi{w) =ae™7*YV(w)+ bX(w)

Y(wi b I
][((,J) passac )((Lu) = 1 — ac—jw

| —acosw -+ ja.sen w
I
H{w)| =
| ( ) V1 = 2a.cosw + a?

.81 W
Lil(w) = = arctan —————

L CosWw

4.3 La transformada Fourier de una senal discreta y
peridodica

La transformada discreta de Fourier DI'T de un senal discreta v periddica esta definida por
la ecuacion (4.42)

N-—

X(k)y =) a(n)Wi" |

n=0

—

(4.42)

La transformada inversa de Iourier esta definida por la ccuacion (11&)

donde

EESTE )

Wa (4.44)
La relacién entre la senial en ¢l dominio de tiempo v [recuencia lo escribimos sim-
bdlicamente

DET

z(n) <= X(k)

(A
=1



$xem

Iligura 4.8: Senal discreta y periddica

Ijjemplo

Transformar la serial discreta periddica z(n) usando la transformada discreta de Fourier

L para n=4[ [=04£142...
z(n) =
0 para otras n

La grafica de ¢ésta senal disceta y periddica estd mostrada en la figura 4.8
Usando la ecuacion

obtenemos para N =4

et
—~
o~
~—
I
o
d
w|;_
=]
I
—

n=0

X{3)=1

al hscrcta y periddica y su espectro

Entonces X(0) = X (1) = X(2)
né

En la figura 4.9 tenemos la se

4.4 Las propiedades de la DFT

| Periodicidad |

St z(n) y Y(k) es el par de N-punto de DI'T despudés vale

1X(k)
fX(n)
1 ) 1

Ly L
Figura 4.9: Sefial discreta y periddica y su espectro
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z(n+ N) =z(n) para todos n X(k+ N)=X(k) para todos k
Linez}@ad
Si existen las transformadas discretas de Fourier de las sefales z1(n) 2,(n)

:cl(n) ‘Iv)‘_—g /“,l(k‘) CI?Q(TL) ,35"_—1; ‘X’z(k)

entonces para los valores reales o complejos ay,a; vale

arzi(n) + azze(n) 2 ar Ni(k) 4 ax X2 (k) (1.45)

[Convolucion circular en el timpo]

Si existen las transformadas discretas de ourter de las seitales ay(n) z2(n)

21(n) 22 X, (k) za(n) 5 X, (k)

entonces la convolucion circular estd definida por la ecuacién

wi(n) ¥ 2o(n) 2 X (0).X(k) (1.16)

[Sjemplo
Determine la convolucidn de las sefiales discretas periodicas

o(n)=4{2 1 2 1}
zo(n) = {1 2 3 4}
Primero determinamos la trarsformada discreta de Fourier de 2y(n) y x2(n)

3

Xi(k) =Y ay(n)e 5 k=0.1.2,3,. ..
0
Xi(k =24 ¢ 4207 g F
para k=0,1,2,3 obtenemos
Xl(O) =z
i , T . 37 ) 37 o )

Xl(l) .—_—2+cos§—]scn §+2cos7r—‘2]scn 7r+(:037—]scn — =2 -~2-=040+4)

Xl(l) 3:0

,\'1(2) =2-+cosT —jsen T+ 2cos 2w —2jsen 27 -k cos 3T — jsen Ix = 2—-1-042-0~-1-0

3 , 3 , 9r
7rv]scn +2cos3r—2)sen 37—!—0057~]

I's

97 : :
5 sen T:‘Z—I—(Hf]w‘Z—O—H)—]
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)\r] (3) = 0

La transformada discreta de l'ourier de la senal z,(n) cs

3
XZ(AT) = ng(”)(j_éﬁ;_lk
n=0
Similarmente obtenemos
/\r2(0> = 10 /‘{2(]> = -2 -+ 2] ){2 = (2) -2 /Yz(:}) o

Il resultado lo obtencmos calculando la ecuacion

X:}([\’) = 1\’1 (k)‘xlg(k)

X3(0) = X,(0).X,(0) = 60
Xa(1) = Xy(1).X,(1) =0
X3(2) = X5(2).X,(2) = —4
X3(3) = Xu(3).X((3) =0

Usando la transformada ourier inversa [ DT

obtenemos

1 2mkn
l"}(n) = ;I— Z /\/3(1-)("72 4
k=0
; 1 Eied
Ty(n) = n (GO —4¢? )
paran = 0,1,2,3 obtenémos
I

,(0) = 14 z3(1) = (60 +4) = 16
1 1 |
va(2) = (60 ~4) = 14 r3(3) = 2(60 4 1) = 16

entonces

sa(n) = {14 16 14 16}

Il mismo resultado lo obtenemos con la matriz circular

x3(n) = cire xa(k).x1(k)

z3(0) 1 13 2 ) 14
z(1) | _ 2 043 L) 16
z5(2) | T 13 2 1 4 9 14
z3(3) 43 2 1 1 16
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Desplazamiento circular de la senal en el dominio de tiempo

Si existe x{n) VAEN X (k) entonces

&L X (ke (4.47)

o(n =Dy

Desplazamiento circular de la seiial en el dominio de la frecuencia

St existe a(n) AEA X (%) entonces

r(n)eﬁxﬂ DET

RS YU (1.48)

|La correlacién circular]

Si existe la transformada discreta de Fourier de las senales @(n) y y(n)

e(n) 2 X (k) y(n) 22 v (k)

entonces

DF]

rey (1) €5 X(£)Y ™ (k) (4.19)

donde r,,(!) es la croscorrelacién circular definida por la ccuacion

N-—1
rall) = 3 x(m)y(n = (1.50)
n=>0
Para la autocorrelacion vale
RIT |y o
Tl‘_r( ) [‘X( )} (/1.;)1)

Multiplicacion de dos ser:ales en el tiempol

Si existen

DI'T nrrT

z1(n) & Xi(k) T9(n) &= Xo(k)
entonces
zy(r).x(n) 21 l— Ny (k) o« Xo(k) (1.52)

N
la multiplicacién de dos sefiales en ¢l tiempo coresponde a la convolucién circular de las

sefiales X, (k) y Xa(k)

rEl teorema de Parseval

., “ . o DET
Para la sucesion z(n) y y(n) s existe la transformada discreta de Fourier r(n) & X(k);

y(n) 2 Y' (k) entonces:

N-1 1 N1
S i)y (n) 5 T 2o XY () (4.53)
n=0 k=0
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para y(n) = z(n), la dltima ccuacidén se reduce a

Ilsa ecuacion le presenta la cnergia de la sucesion z(n)

Ejemplo

Usando DFT e IDFT determine la respuesta de un filtro FIR que tienc la respuesta a
impulso h(n)

hin)={1 2 3}
si en la entrada es la senal

(n)y={1 2 2 1}

La respuesta al impulso tiene tres muestras M = 3 y la sefial en la entrada tiene cuatro
muestras [ = 4. Esas dos secuerncias establecen una secuencia de longitud

N=M+L-1=6

La longitud de la DF'T tiene que ser minimo 6. Para nuestro caso elegimos ocho-punto
DFT, porque el algoritmo mas conocido, la transformada rapida de Fourier I"F'T es elabo-
rada para la longitud N, que es la potencia de dos. Entonces ocho-punto DI'T' de la sennal
z(n) es

7
k) = Z 1‘(n).c_jyﬁkjl

n=0

&)

mk

.bl

X(k) =1 F 207 42T 407

Si sustituimos por k£ = 0,1,2,3,4,5,6,7 obtenemos

X(0) = X(1) = 252 - e
X(2):—1—] X(3) =22 4 ja=d
X(4) = X(5) = 252 ja=
X(6)=—1+j  X(0)=22 4 ju3/

Ocho puntos de la DI'T

o
o]
<]
2]
0]
H
=
Y
i)
=
~
3
SN’
(9]
wn

entonces
(0) =6 H(1)=1+v2-j3+V2)
H2)=-2-2 H(B)=1-v2+j(3-V2)
H(4) =2 HB)=1-v2-3(3~-2)
HE)=-2+42]  HO=14+vV2+;73+V2)



Solucionando la ecuacion Y (k) = H (k). X (k) obtenemos el resultado

Y(0)=6.6=236  Y(1)=—14.07 — j17.48
Y(2) = j4 Y(3) = 0.07 + j0.515
Y(4) =0 Y (5) = 0.07 — j0.515
Y (6) = —j4 Y(7) = —14.07 + 5j17.48

obtenemos el resultado

y(n)={1 4 9 11 8 3 0 0}

1
y(0) = £ [36 = 14.07 = j14.07 + 14 +0.07 + jO.51 +0.07 = jO.51 ~ j4 — 10.07 + j17.48] = I

De este ejemplo hemos visto que necesitdmos muchisimos operaciones. Iiso influye en cl
tiempo del cdlculo. Por eso algunos autores diseniaron el algoritmo que se llama la transfor-

mada Fourier rapida (FIF'T).

Ejemplo
Usando la convolucién circular calcule la respuesta y(n) = h(n) * z(n) si cononoce las
sefales:

h(n)={1 2 3}
zn)y={1 2 2 1}

St utilizamos la convolucién circular y(n) = cyk! h(n).x(n) obtenemos

10 3 2 1 9
210 3 9 7
y(m) =g 5 1 g1 X1 a2]| =9
0321 1 1

Y la respuesta es

y(n)={9 7 9 11}

Si completamos las sefales con uno cero

2 30 0)

h(n) =

1
(n)={1 2 2 1 0)

(l

es la convolucion circular
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1 00 3 2 1 4
21 00 3 2 |
yn)=13 2 1 00 |x|2|=1]9
03 2 10 1 iy
00321 ] o] |8
Y la respuesta es
Si complementamos los sefales h{n) v z(n) con dos ceros
s h(n)={1 2 3 0 0 0}
r(n)={1 2 2 1 0 0}
la convolucidn circular toma la forma
ftoo0 03 2] v} 1]
2100 03 2 4
y(n) = J72 1000 " 20 19
W=l 321000 1T
Cc 03 210 0 8
| C 0030 0| 0] 3

y la respuesta en el dominio del tiempo cs

yin)={1 4 9 1l & 3}

La respuesta ys(n) es la misma que obtuvimos cn el ejemplo anterior. Las respuestas
y1(n) v y2(n) no son corectos, porque en éstas casas ocurio “alhasing”.



Capitulo 5

La transformada rapida Fourier

La transformada Fourier discreta esta definida por la ecuacion 5.1

N-1

Ny =) s(m)Wi (5.1)

n={0

, L
donde W = ¢™/¥
Para N = 4 se pucden escribit las ecuaciones

N(O) = 2(0)W° 4+ 2(1) WO 4 2(2)1W0 + 2 (3)W°
X(1) = 2(0)V0 4 a(DWT 4 2(2)W?2 4 2 (3
X(2) = o)W+ (I o (20 (310
X(3) = 2(0)W0 + o DV 4 o211 4 o)1

X(0) 11 1 1 Fa(0) ]
N oWt oweowe x(1)
Xy bW ot e x(2)
X(3) [ S 7E N S U S § O z(3)
Si sustituimos en la ecuacion matricial por W= ¢ =% obtenemos la ccuacion matricial:
X(0) | S I [ 2(0)
X | 1 o=y =1y y a(l)
X)L S0 -1 o1 =1 e
X(3) L 1oy —1 =y |_ x(3)

que se puede escribir en la forma X(k) = F.x(n) donde F es fa matriz Fonrier. Desde la
ccuacién matricial podemos dibujar la mariposa basica pera '/ — 4

Podemos ver, que tenémos 12 sumas v cnatro multiplicaciones.

La Malriz Fourier s pnede dividir en dos matrices v obtenemos la ccuacion madricial

X(0) [ 10 1 0 r+ o 1 0 (0} ]

XD Jov 0 =5 b0 =t 0 ()

Xyl 1o -1 0 | ! 01 0 1T 1

L X(3) | 001 0 4 L0 0 =T a3 ]
1

Isa ceuacién matricial la podidmos eseribir en dos ccnacienes
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X(0) 10 1 0 21(0)
X1) | |01 0 —j xy(1)
X | Tl 0 =1 0 |7 2
X(3) 01 0 g 21 (3)
z:(0) 1 0 1 0 z(0)
!ﬁx](U {10 -1 0 2(1)
22 [ Tlo1 0 1 |7 22
z1(3) 01 0 =1 2(3)

De estas ecuaciénes matriciales podemos escribir las ocho ccuacidnes siguientes

X(0) = z1(0) + z,(2) x1(0) = z(0) + x(2)
X(1) =z(1) = yz:(3) (1) = 2(0) — 2(2)
X(2) = 2,(0) — z,(2) z1(2) = z(1) 4 z(3)
X(3) = () 40 5d) =) - 2(3),

en las que podemos dibujar la mariposa mostrada en la figura 5.2. invertiendo los bits
de entrada.

Desde las ecuaciones anteriores podemos ver, que necesitamos ocho adiciones. La suma
sc reduce a N logaN. La figura 5.3 muestra la dependencia del nimero de operaciones para

DIFT y FFFFT en N.

5.1 El algoritmo ”"Decimacion en el tiempo”

La secuencia de datos z(n) en 'a entrada de un circuito discreto lo podemos dividir en dos
secuencias par z(2n) e impar x(2n + 1).

N
1(n) :1‘(271)—{—:1:(272—{—1) TI,:O,I,2,3,...-2—-—1 (52)

z(2n) = {z(0) =z(2) z(4) ...} z(2n+1) = {z(1) 2(3) z(5) ...}

la sccuencia z(2n) se compoue de los datos par de z(n) y la sccuencia 2(2n 4 1) tienc los
datos impar de z(n). La transforrnada Fourier se puede escribir como

Figura 5.1: Mariposa basica para 4-FF'T
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X(k) = z(n) Wy
n=0
g1 X
X(k) = > z@n)WE" + > o(2n + WY
n=0 n=0

El término Wy esta definido por la ecuacidn

WN = e_jW
que es periodico y vale

g n(k+ 2 :
W:,+ 2 _ _wv]}\iy IV'N(k+ 1) — I/v&k
0 2

y también podemos escribir

N
X(k)=X(k+ ?)

Si aplicamos las condiciones pzriddicas a la ecuacion 5.4 obtenemos

oz

N
-1 g1

X(k) =Y z2n)WF+ Wk > 2(2n+ HWL

=0 n=0

3

Wit = Wik
2

1084

DFT

NUMERQS DE
OPERACIONES

3109 ¢

2.10° ] .

256 512 1024 N

Figura 5.3: La dependencia de los nimeros de operaciones para DFT y I'I'T
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Cada término en el lado clerecho de la, ecuacién (J 6) esla trcmbfonnada (luccta do Tom 1er‘b'
-y entonces la ecuacién (5. 6) Ia podemos escnblr en la forma ik ot

X(]c) (k‘)- 4’—' W,’f, Xa (k)
Si sustituimos por W,]\c, Nl_%”'—WN obten.emos ]a,s ecuaciones - =

= X(k) X1(lb) + WNX2(I”)

(€14
v 3)
\’_/

X(A+~)—X1() W,SXz(k) »"(ﬁ':i

De estas ecuaciones podemos dxbujar una grafca de las scnales ﬁmua 5 4

X4K "")5(‘k) S ), L x,m-__.,*

L NG

Xok XN TG 1 Xlena)

Tigura 5.4: Mariposa de FFT

Esa grafica es muy conocida y la llamamos mariposa (butterfly), necesita ‘dos sumas 'y
dos multiplicaciones de nimeros COI’I’IplC_]O% TEsta grafica de senales se pucde SImpth(n y
obtenemos la mariposa nueva que ‘necesita sélo una. multlphcacxon figure-5:4b. .-

Para N = 8 podemos escribir las ecuaciones (5 8) en la seric de ocuauonoq i 012, 0.7
X

+_WNX2-_ X(4) = X,(0) — WNX(

(0) = X1 (0) _ (0) 1 0)
X(1) = X (1) + WEX(1)  X(3) = Xy(1)— WEXa(1)
X(2) = X1(2) + WgXa(2) X(6) = X1(2) = W Xs(2)
X(3) = X:(3) + W3Xa(3). . - X(1) = X, ) = w* Xl3).

De estas ecuaciones dibujamos la gréfica mostrada en la ﬁgum 0:H

De la grafica podemos ver que necesitamos en vez de N multlphca ciones @0]0 % multi-
plicaciones. El mismo procedimiento lo. apllcamoq a la funcién Xi(k) y Xo (k) k-=0,1;.:.4
De la ecuacién (5.7) tenemos ' | : '

|
-

N F
Xo(k) = @-2(TL)14/§A‘ SRS (5.9)
nz=0 .
: L1 T
Xu(k) =) admIWare e (5.10)
: 2 ' y
: n=0

La secuencia z1(n) se puede separar en una secuencia par ¢ impar como lo anterior.
Entonces escribimos ' '
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XOQ) o

X2) o

X(4) o

X(6) o————

X(1) &—
X(3)o—

X(5)o—

X(7) o—

Iigura 5.5: Mariposa para FFT-8

! 21

X, (k) = z1(2n)W§"“ + Z (2n + 1)W§(2n+l) (5.11)
n=0 n=0 :
Ko L

Xy(k) = ) m(2n)WR + W > a(2n+ W (5.12)
n=0 n=0

Esa ultima ecuacién se puede escribir como la anterior, en dos ecuaciones generales
N 2k
X1 (k) = X1 (k) + W X2(k)

Xi(k + %) = X1 (k) + W Xy5(k) (5.13)

Lo mismo podemos obtener para X, (k)

Xg(k) = XQ](]C) + Wﬁ/kX22(k)
Xolk + ) = Xoa(k) + Wi Xaa(k) (5.1)

La periodicidad es %. De estas ecuaciones obtenemos la serie de las ecuaciones siguientes:

X](O) = X“(O) + ‘V}(\)’X12(0) X2(0) = X2](0) + WI(\)/X22(0)
Xl(l) = X“(l) + ‘/VI%Xn(l) Xg(l) = Xgl(]) + WK,XQQ(I)
X1(3) = Xu(1) + WEX12(1)  Xa(3) = Xar(1) + WS Xa(1)
Pero W) = —W3 W} = =V y entonces las ecuaciones toman la forma:
X1(0) = X11(0) + WeX12(0)  X2(0) = X, (0) + W X5(0)
Xl(l) = X“(l) + VV82X12(1) Xg(l) = Xgl(l) + W82X22(1)
X1(2) = XII(O) - WSOX12(0) X2(2) = X21(0) - I/VSOXQQ(O)
X1(3) - X“(l) - VV82X12(1) X2(3) = Xgl(l) - W82X22(1)

De estas ecuaciones podemos dibujar la otra parte de la grafica del algoritmo I'IFT.
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X(0)

P
b
Di=

x 9
Q
.blz

=
@
D=

Figura 5.6: La grafica del algoritmo I'l'T para N=8

De la misma manera que le anterior podemos escribir

-1

Xpi(k) = ()WY (5.15)
=0
-1

Ni(k) = 41‘12(”)“”if (5.16)
n=0
g1

)\l'gl(k) = TQ](H)I rg'” (5 17)
n=0
£

Xoo(k) = Z rpa(n)l ,k\_n (5 18)
n=0

Separando las ecuaciones zi;(n) en las secucncias par ¢ impar obtenemos

£ -1
Xn(k) =Y en@n)WE + > 120+ 1)1yt (5.19)
n=:0 ) n=0 !
Si tomamos en cuenta el periodicidad Hil = H"% Xy (k) = Xy (h+ %,) podemos escribir
la ecnacion:
LAY £
Xn(k) = Y an(@n)WE + WE Y oo (20 + HWE (5.20)
n:=0 " ' n=0 )
N N
g1 T
Xu(k) = } T (2n)WEE 4 Wk Z ru(2n + W (5.21)
— 8 8
n:=0 n=0

esa tiltima ecuacion se puede escribir en la mancera
v - ~ rak
;\11<l\') = )\1”<ilx‘) +_H/N )\,n;}(l\')
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o——X,(0)
X w><
e X1

(o -1
&1 O 0- X120)

X12{D< Xaol1)

y41(0) 4.
Xon, o XpsO)

2, Xoy(1)

X140 -
>(221 >< Xp0(0)
@
2, > Yool1)

Figura 5.7: lLa grafica parcial de FI'T para n = §
N ; AR+ ) .
X]](k+ 8) ‘Xlll(k)+M/N X112(]C) (022)
Igualmente obtenemos
Xlz(k) = X]Ql(k) + I/V4ka122(k‘)
N
=) = Xua (k) + Wi Xao()

8
X21<k) = X211(k) + ]’V‘”cXﬂQ(k\]

X12(/€+

N
X (k + g) = Xou(k) + WM(H Xo1a(k)
X2 k) = Xogr (k) + W X0 (k)
N
Kaalh + ) = Xam(k) + WA X o (k)

Para k£ = 0 obtenemos una seria de los ecuacionces

X11(0) = X111(0) + ”/19;)\’112(0) X21(0) = Xo11(0) + WR X212(0)
X11(1) = X111(0) + Wi X112(0) Xo1(1) = Xo11(0) + Wi X212(0)
X12(0) = X121(0) + H/ v X122(0) X2(0) = X221(0) + VVNXzzz(O)
Xlg(l) = X121(0) + W X122(0) /ng(l) = X22](0) + LV;:/X222(O)
pero Wi = —WJ. La gréafica de sefiales que representan las ecuaciones anteriores esta

mostrada en la figura 5.8
La gréafica completa de algoritmo FI'T esta mostrada en la figura 5.7
Pero las senales en la entrada estan en desorden . La primera decimacién transforma la

secuencia de las scnales de la entrada a la secuencia
z(0) z(2) z(4) z(6) =(1) z(3) z(5) =(7)
La segunda decimacién transforma la secuencia de las senales a la secuencia
z(0) z(4 z(2) z(6) z(1) z(5) =(3) =(7)
Si expresamos este cambio en bits obtenemos la tabla 5.1
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Figura 5.8: La grédfica completa de algoritmo FFT paran = §

[ nanino [ [ monuing ]
0000 ] o] o000
[{001 [ 4] 100
2010 | 2010
37011 |6 110
£]100 | 1] ool
51101 |5 101
6110 |3 o1l
711 7

Tabla 5.1: El cambio de la secuencia en la entrada en bits

X(0) x(0) x(0)
X(1) x(2) xt4)
x(2) X(4) >< x(2)
X(3) X(6) X(6)
X(4) x(1) = x(1)
X(5) x(3) >< x(5)
X(6) X(5) X(3)
X(7) X(7) > x(7)

Figura 5.9: La influencia de la primera y segunda decimacion en la entrada del algoritmo



En la figura 5.9 se muestra el cambio de seriales después de la primera y segunda deci-
macioén
Otro algoritmo muy importante es la decimacién en la frecuencia

5.2 El algoritmo ”Decimacion en la frecuencia”

El algoritmo ”decimacion en la frecuencia ™ es muy semejante al algoritmo de "decimacion
en el tiempo”. Se deduce de la transformada discreta de Fourier que escribimos en la forma

-1 N-1
X(k) =Y z(m)Wi+ ) z(n)Wit (5.23)
n=0 n==N

."L..] E—l
2 - 2 N N

X(k) = D a(mWRE+ Y zl(n+ )Wy “wik (5.24)
n=:0 n=0

5

N g N 4
. nk %,'k < N nk =

X(k)= > z(n)WHF+ Wi ) z(n+ IV (5.25)
n=0 n=0

E s . . .
Wy * no es dependiente de n y por eso este término lo podemos escribir delante de la

N
suma. También podemos sustituir por (W )¥ = (—1)*

(W,?)k = (e_j")k = (-1)* (5.26)
y obtenemos
X(k) = ’z: [:z:(n) + (=1)*z(n + —;X)] % (5.27)

Ahora tomamos en cuenta las muestras en la frecuencia par e impar. La dltima-ecuacion
se divide en dos ecuaciones par £ = 2r e impar k = 2r + 1

§-1
N
X(2r) = [:z:(n) + z(n + ?)} wir (5.28)
n=0
2o N
Y n(2r+1 =
X(2r+1)= ;) [z(n) —z(n+ 7)} W+ (5.29)
Aplicando a estas ecuaciones las propiedades de la simetria Wi = _,;!" obtenemos las

ecuaciones



11(0)

x(o,- / o . X(0)

X1t X(2
"“’va A I

/i X(6)
" _X1zo> wO ()
X(5) _1>>(<12m w; N [ XQ3)
X6) - X12‘:)"‘3— 2L xE)
X7 E AP L X(7)

Figura 5.10: El grafo del algoritmo FFT con decimacién en la frecuencia

X(2r) = [m(n) +z(n + %)} T%” (5.30)
X(2r+1) = 2 [z(n) + z(n + g)J WIQ,.W%” (5.31)

De estas dos ecuaciones podemos escribir

Xn(n) =z(n)+ z(n+ E)

5 )
N n
Xi2(n) = [z(n) —z(n+ —2—)} Wy (5.32)
Para N = 8 de estas ecuaciores escribimos la serie de ecuaciones siguicntes
X11(0) = z(0) + z(4) X12(0) = z(0)Wg — z(41) Wy
X11(3) = z(3) + z(7) X12(3) = z2(3) Wy — «(T)Wy

De estas ecuaciones podemos dibujar la grafica mostrada en la figura 5.10
St aplicamos el mismo procedimiento en las otras escalas obtenemos el algoritmo completo
de la decimacion en las frecuencias. El algoritmo completo estd en la figura 5.11

Ejemplo:

Usando la transformada rdpida de Fourier y la grafica de algoritmo decimacion en el
tiempo para N = 8 transformar la senal de la figura 5.12

Si utilizamos la grafica del algoritmo FF'T de decimacion en el tiempo figure 5.13 podemos
escribir las siguientes ecuaciones:
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X(3) = 2(0) + 2(2).Wg(=1) + 2(3). W2.(~1). W + z(1).W;

Si sustituimos en esta ecuacidn

We=(e7%) == Wi=e T 207071 -507011 W2 =o% = _01071 — j0.7071

obtenemos

X(3) = 0.5+ 0.5.(=7).(=1) 4 0.5.(3).(=1).(=0.707 = j0.707) + 0.5.(—0.707 — 70.707)

X(3) =0.5~;0.207
X(0) = z(0) + 2(QWE + z(1)W2 + 2(3)WO = 0.5 4+ 0.5+ 0.5 + 0.5 — 2

X(1) =z(0) + z(2)W2 + r(1)Wg + z(3)Wgw,
X(1) = 0.5 -350.5 4 0.3535 — 50.3535 — j0.3535 — 0.3535 = 0.5 — 71.207

X(2) = -0.5+0.5 - 0.5W_. W2+ 0.5W7 =

similarmente

X(4)
X(6)
El valor absoluto de X (k) es:

0 X{(5)=0.5+750.207
0 0.5+

O+ 70.207

|X(0)] = 2 |X(1)] = V0.5 + 1.2072 = 1.306
1X(2)] =0 IX(3)] = V0.52 +0.2072 = 0.54

O

X(0) — - X(0)

i%\/‘; S Ko
W .

@) . o - o X(2)

i(s)im? /\1 v e X(6)

x(4)><><>< " i

X(5) X W v

X(6) ¥

x(7) & W M

Figura 5.11: El algoritmo completo de la transformada rapida de Fourier de la decimacion
en la frecuencia

(W
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Figura 5.12: La sefial discreta en el dominio de tiempo

= ST X2
;‘:;’>< Py %&wi_:::
s
R A

Figura 5.13: Algoritmo de I'FT completo para ejemplo

|X(4)] =0 1X(5)] = V0.57 + 0.2072 = 0.54
|X(6)| =0 |X(7)| = V0.57 + 1.2072 = 1.306

La grafica de la respuesta esta en la figura 5.12 b
Ejemplo

Determine la matriz de Fourier para N =8

Primero calculamos la simetria de la matriz Fourier F:

8 8 modulo 8 0
W8 = W} = WS
M/Q WQ modulo 8 Wl
8
W0 = W0 medule8 — W2 | etcetera

La simetria de la matriz de Fourier estd mostrada en la figura 5.14
La matriz Fourier tiene la forma

Tt 1 1 1 1 1 1 1]

2 W4 WG WO W2 W4 WG
3Sowe W' Wt W' w? ws
Wll WO W4 WO W4 WO W4
ws wr w o wt W' we w?
Wts W4 W2 WO WG W4 W2

Fg =

btk ek b b b b et
w
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) 14 2
5 21 WN"WN'W;?:
5
W wWaw 7 w523
WJ N WN-WN-WN
4 12 20 16
LYAAN wr? et WNB' N
W wilw!9 wlowo_wl7
N NN NT N N
wa W w'e
N N

Figura 5.14: La simetria de la matriz Fourier N=8

;27

Si sustituimos en la matriz W = e¢~37%

Wt =0.7- ;0.7 WS = —0.7 + ;0.7
W?=—j We = ;
W3=-07-307 W'=0.7+307
W4 = -1

la matriz Fourier tiene la forma:

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 07-3j07 —; —0.7-30.7 =1 —=0.74+370.7 ;7 0.7+70.7
1 - ~1 j 1 - -1 j

po |1 “07=407 5 07-3507 -1 0743507 —j —0.7+;50.7
1 -1 1 -1 1 1 1 -1
1 074707 —j 40.7+30.7 -1 0.7-307 j —0.7-3;0.7
1 j ~1 — 1 J ~1 ~J
1074507 j -07+43j0.7 -1 -0.7-3j0.7 —j 0.7-;0.7 |

La matriz inversa de Fourier se calcula simplemente usando la ecuacién

1

_ 1
Fi(W) = ZF(3)

N
No necesitamos calcular un determinante. Esto es una ventaja muy grande.
Ejemplo:
Calcular la matriz inversa de Fourier para N = 4
Si sustituimos en la matriz Fourier para N = 4 el término W = e¢™7% obtenemos

.. 2 L2 :
W2 =cos0+ jsin0 =1 W,,I:cos—f—]sm—g:—]

. 6r ., 6
W2 = cosm — jsint = —1 Wf:cos—4——]sm—z—:]
Wi=w)=1

La matriz Fourier es



1 1 1 1
I R e e G
Fa=lp 01 4
I 5 -1 —
y entonces la matriz Fourler inversa
1 1 11
1y1 7 -1 —3
-1 __ * J J
Fao=101 2101 21
1 -y -1

[jemplo:
Calcule la matriz diagonal, desde la matriz circular h
Para la diagonalizacion de la matriz circular utilizamos la ecuacién

DiagH = F.circ h.F~?

1 1 1 1 ) }lo }L3 }Lg h] 1 1 1 1
‘ I I R B B hy ho ha hy l 1y =1 = | _
DiagH=1 0 0 00, by by ks |31 <1 1 -1 =
1 ] —1 —] i }L3 hg }21 ho 1 —] —1 ]
}I,() + }l] -+ }LQ + }l;; 0 0 0
0 ho - j}ll - /Lg + jhg 0 0
0 0 ho —hy +hy —hy O
0 0 0 ho+ jhy + hy — 7hs

Si aplicamos a la ecuacién circular la transformada Fourier
y = arc h.x

v =Feire h F7HIx

calculamos el espectro utilisande la ecuacion

Y = Diag HX



Capitulo 6

Filtros digitales con respuesta infinita

La funcién de transferencia de los filtros digitales con la respuesta infinita 1IR se puede

escribir en la forma

-1

Y(z) bo+biz7' 4 bzt 4 bzt Zf:o bz

= = 6.1
X(z) lHazt+az 2+ +az™™ 14 e (o

H(z) =

Utilizando la transformada-z inversa podemos expresar la ecuacién de diferencias

k k
y(n) = Z bix(n —1) — Z a,y(n —1) (6.2)

Para recalizar csa funcion de diferencias necesitamos
a.) sumador b.)multiplicador d.)elemento de retardo

x1(n)
"T‘"’"Z(") X4 xye x 94 ay ﬂ_D x(n-1} 1'1
2 - . -1 -
>[D_k = x2 ;(:T{>_C!FM) xo LI 7
12(")

De la funcién de diferencias se puede dibujar directamente el filtro digital que se llama

forma directa no candnica, comc se muestra en la figura 6.1

x(n}

Figura 6.1: El filtro digital no candnico de forma directa
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x{n)

Figura 6.2: El filtro digital canénico de la segunda forma

Esta forma del filtro digital no es candnica, porque tiene 2k elementos de retardo mientras
el 6rden de la funcion de transferencia es k. La forma del filtro digital directa se puede disenar
en la forma canénica. En otras palabras la forma canénica tiene tantos elementos de retardo
como €l orden de la funcion de transferencia. Esa estructura esta en la figura 6.2

La estructura canénica de la primera forma se obtienc desde la estructura canonica de la
segunda forma bajo las siguientes condiciones:

1.) Convertimos los sumadores por nudos y nudos por sumadores y cambiamos las di-
recciones de la corriente de las senales. Cambiamos las direcciones de las flechas, figura

S <<

Figura 6.3: Las reglas para convertir el circuito de una [orma a la otra

2.) Cambiamos las direcciones de los amplificadores como sc ve en la figura 6.4

Figura 6.4: Cambio de direccién de los amplificadores

y cambiamos en la estructura de salida por entrada y entrada por salida.

Ejemplo:

Escribir la funcién de transferencia de un filtro digital de orden n = 2 y disciar la
estructura. De la funcién generel para k = 2 obtenemos:

Y(Z) _ bo + b]Z—l + b22_2
X(z) l4+az7!'+az7?

H(z) =

-2

Y(z) = X(2)bo + X(z)blz_1 + X(Z)b22—2 — a;Y(z)z’l —aX(2)z
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x(n)

Figura 6.6: Filtro digital de la primera forma de segundo 6rden

Si utilizamos la transformada z indirecta obtenemos

y(n) =z(n)bo + biz(n — 1) + baz(n — 2) — ayy(n — 2) — azy(n — 2)

De esta ecuacion en diferencies el filtro digital de segundo orden tiene la forma en figura
6.5a. Para obtener la estructura de la forma canonica a 6tro tipo, convertimos nudos por
sumadores y los sumadores por nudos y cambiamos las direcciones de los multiplicadores.
La gréfica del filtro candnico de la forma segunda es mostrada en la figura 6.5b. Algunos
autores dibujan este filtro en la forma mostrada en la figura 6.6

6.1 La estructura cascada de un filtro digital

Para realizar el filtro digital en la forma de cascada es necesario arreglar la funcién de
transferencia en la forma

H(2) = Hi(2).H2(2).H3(2). ... Hi(2) (6.3)

donde las funciones parciales H;(z) se pueden expresar en la forma

14 binz™! + bix(2)27?

14 b -1
_ i hbaz H»m(z)
14+ anz7! +ajpz7?

14 an27} '

Las estructuras correspondientes estan en la figura 6.7 y tienen las funciones de diferen-
cias:

HY(2) (6.4)
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big=1

Figura 6.7: Filtro digital de primero y segundo orden para la estructructura cascada

y(n) == z(n) + byz(n — 1) — any(n — 1)
y(n) =z(n)+ bhz(n = 1)+ bpz(n - 2) —ajy(n —1) — ai2y(n — 2)

6.2 La estructura paralela de un filtro digital

Para realizar un filtro digital en forma paralela es necesario ajustar la funcién de translerencia
en la ecuacion (6.5)

H(z) = H\(z)+ Ha(2) + Ha(2) + - - + 1:(2) (6.5)
Las funciones de transferencia parciales [1;(z) las podemos expresar

by b, 27!
HO(z) = 20 (6.6)

I+ an27! + appz™?

Las ecuaciones de diferencias correspondientes a las funciones de transferencias anteriores

b
HY(z) = .

- 1——?(1,-12‘1

son

;'/(n) = bioI(Tl) - ail?/(n - ])
y(n) = bi0$(n> + b,’ll‘(n - 1) - a,-ly(n - 1) - ai’l?/(n - 2)

Las estructuras de los filtros digitales correspondientes a las ecuaciones de diferencias son
mostradas en la figura 6.8
La estructura general esta ccnstruida de estructuras conectada en paralelo como se ve de
la figura 6.9
Ejemplo
Disenar un filtro digital que realiza la funcién de transferencia
bio  yim Do

Figura 6.8: Las estructur-as para el filtro paralelo de primero y segundo orden
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x(n}

Figura 6.10: [iltro digital de secundo orden

. Y(z) 3+ 3.6:"1 406272
- X(2) L4012 =252

H(z) -
De esta funcion de transferencia podemos escribir

Y(z) =3X(2) +3.6:71X(2) +0.6:7°X(2) = 0.1z7'Y(2) + 0.227%Y(2)

Usando la transformada z inversa, la funcion de diferencias se puede escribir en la forma

y(n) = 3z(n) 4+ 3.6z2(n — 1) + 0.6z(n -~ 2) — 0.1y(n — 1) + 0.2y(n — 2)

Al filtro digital lo podemos dibujar de la ecuacion de diferencias. Il filtro digital estd
mostrado en la figura 6.10

Ejemplo:

Disenar un filtro digital en cascada si el filtro digital tiene la funcién de transferencia

1(z) = 3+ 3.627" +0.6:77
400z - 0.2:72

La funcién de transferencia la tenemos que repartir en las funciones de transferencias

[11(2).112(2).]]3(2)

14 27! 1402271
X
1 4+0.5271 1 — 0.4z




entonces

14271 1+0.2271
H =3 H =— H = =7
1(2) 2(2) = 705 o(2) = T
Las funciones en diferencias son
y1(n) = 3z,(n) y2(n) = z2(n) + z2(n — 1) — 0.5y2(n — 2)

y3(n) = z3(n) + 0.2z3(n — 1) + 0.4y3(n — 1)

Las estructuras correspondientes a las ecuaciones de diferencias se muestran en la figura

6.11

x(n) [3 y(n)

Figura 6.11: Las estructuras parciales de un filtro digital

La estructura final que realiza la funcidén de transferencia total estd en la figura 6.12

Figura 6.12: La estructura final de un filtro digital

Ejemplo
Disenar un filtro digital en forma paralela con funcién de transferencia

3(z+1)(2+0.2)
(24 0.5)(z — 0.4)

St este quebrado lo descomponemos en fracciones parciales

H(z)=

H(z) 3(x+1)(2+0.2) A B C
= =24 +
z z(z+0.5)(2—-04) =z 2405 =z-04

y calculamos las constantes A,By C

3(z+1)(z2+0.2)
(z+0.5)(z — 0.4)
3(z + 1)(z + 0.2)

b= z(z —0.4) =-1

A= = -3

]z=0

|z=—D.5
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3(z + 1)(z +0.2)

C = 7
2(z +0.5) lecos
obtenemos
E(z) _ _§ B 1 N 7
.z z405 z-04
H(z) = =3 — z Tz 3 1 7

2+ 0.5 t z—-04 - 1 4+ 0.5z"1 + 1—-0.4z"1

Las funciones de transferenc.a parciales son

-1 7
T 140.52-1! Hy(2) = 1 —0.42-1

y las ecuaciones de diferencias las podemos escribir en la forma

[’[1(2) = -3 H2

yi1(n) = =3z1(n) y2(n) = —z3(n) — 0.5y2(n — 1) y3(n) = 7:1:3(n) + 0.4y3(n — 1)

De estas ecuaciones de diferencias construimos el filtro digital de la forma paralela. figura

6.13

Figura 6.13: La esiructure del filtro digital en la forma paralela

6.3 Filtros digitales con la respuesta finita al impulso
-FIR

La funcién de transferencia de los filtros digitales con la respuesta finita FIR tiene la siguiente
forma

H(z) = %Q = by + bz 4boz™ 4 b2 (6.7)

k

H(z)y=) bz (6.8)

1=0
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Si utilizamos la transformacla z inversa en la ecuacién anterior obtenemos la ecuacién de
diferencias

y(n) = Z biz(n — 1) (6.9)

xin)

Iigura 6.14: La estructura directa del filtro FIR

o una grafica de filtro norecursivo de la primera forma canénica figura 6.15

x{n)

hk Pk

Iligura 6.15: La estructura del filtro IR de la primera forma

De la funcién de transferencias, ecuacion (6.9) estd claro, que los coeficientes de la funcién
de transferencia son simultaneamente las muestras de la respuesta al impulso de Dirac.

Ejemplo:

Escribir la funcién de transferencia de un filtro IFIR de orden sinco. Mostrando dénde
estan los ceros y polos en él plano de z.

Hs(Z) = bo + blz_l + 1)22—2 + 1)32—3 + b,12_4 + 1)52_5

_ boz® + bzt + by23 + byz? + bz + bs
- 5

H(z)

z

Los polos estan todos en el centro y por eso los filtros I'IR son siempre estables. Si los
coeficientes b; de la funcidén de transferencia son simétricos, vale

by = bs by = by by = by

luego los ceros estan situados cémo se ve en la figura 6.16 y la fase cs lincal en todo cl
dominio de frecuencias.

Las ventajas del filtro FIR

e Los filtros con la respuesta finita son siempre estables

o La fase de la funcién de transferencia es lineal en todo dominio de {recuencias

66



IYigura 6.16: Los polos y seros en el dominio de z

e Las muestras de la salida son dependientes sélo del muestreo en la entrada y de las
muestras de cntrada retrasadas. Por eso no son tan sensibles a errores de redondeo
como los filtros con la respuesta infinita.

Desventajas del filtro FIR

e Para cumplir las especificaciones de la plantilla se necesitan muchos sumadores, am-
plificadores y clementos de retardo en comparacién con los filtros TIR.

e Il retraso de las sefiales es mayor que en los filtros con la respuesta infinita 11R.

6.4 Sintesis de los filtros IIR

La funcién de transferencia en el dominio z puede ser obtenida aplicando la formula

z=e"7 (6.10)

La rclacion cntre el dominio s y z queda establecida por esa ecuacién. Para nuestro
proposito expresamos la ecuacidr en la forma

1
s=—=In = 6.11
s=xln (6.11)
Si expresamos In (z) en forme de serie obtenemos
2 [z-1 1 N’ 1 ]
z— z— z—
= = | — 4 = + - 6.12
T z+1+3<z+1> 5<z+1> (6.12)

1201 1 /22102 1/z-=1\" |
s=— |42 - 6.13
T z +2< z >+3< 2 ) ( )

a primera seric converge en la region z ~ 1 muy rapido. lintonces podemos sin cl
primer término despreciar todos los términos. Entonces obtenemos en el primer caso la
transformacion bilineal

[N
|
—

=

S =

(6.14)

12
-+
—

y en el segundo caso la transfbrmacion
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l1z-1
§= —
F oz
La transformada bilineal en esta forma se utiliza para transformar la funcion de trans-
ferencia H(s) (no normalizada) a la funcién H(z). Pero en las tablas estan las funciones de
transferencias normalizadas y por nuestro objetivo escribimos la transformada bilineal en la
forma:

(6.15)

z-—1
c—_
z+1’
donde ¢ es una constante que nos corrige la distorsion del eje de la frecuencia. Para

calcular la constante ¢ sustituimos en la ecuacién por s = jws v z = ¢/“PT donde wy es la
frecuencia analdgica y wp es la frecuencia digital.

(6.16)

efwrT — 1
w =C——F
Jwa ool 1 1

. . . ’ . -— y _&_“J T
Multiplicamos el denominador y numerador por el término e™? ™2~ y obtenemos

o _ iR

g 2
Jwa = C—77 opT
e’f_g__+e_Jig_
2
. jsin 2T
W4 Sl=m——r
Jwa cos EILT

2

En las tablas de filtros estan las funciones de transferencias normalizadas. Las frecuencias
del corte en el filtro analdgico es wyq = 1. Si arreglamos la ultima ecuacién obtenemos la
constante c.

wlDT

(6.17)

¢ = cot

donde wip es la frecuencia de corte del filtro digital wip = 27 fip. Si sustituimos por
Tr= 717; fm en la frecuencia de muestreo obtenemecs

T fip
f'm

La figura nos muestra corno se deforman los ejes de frecuencias gracias a omitir los

¢ = cot

(6.18)

términos en la serie.

La transformada bilineal sirve sélo si transformamos la funcién de transferencia If(s) de
paso baja a la funcién de transferencia discreta también paso baja. Si queremos transformar
la funciér de transferencia [ (s) paso baja a una funcién de transferencia discreta paso alta
con la frecuencia de corte w_;p tenemos que utilizar las ccuaciones

. (6.19)
z—1
d:wnl%f- (6.20)
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Figura 6.17: La deformacidn de los ejes en el dominio de frecuencias

HHI HHi i

1/1[// 1 LLLL Ll 1 g4

///é 277777 { a

ol 2 4 3 3 4
vp Y wip - Wi wip >

Figura 6.18: La plantilla de los filtros pasa baja, pasa alta y pasa banda

Si queremos transformar una funcion de transferencia analdgica de paso baja a una
funcién de transferencia discreta de paso banda tenemos que utilizar las =cuaciones

Z—l /Z+1

= 6.21
“ +1 e z—1 (6.21)
¢ = cot ™10 (6.22)
fm
¢ =tan Wj];_lD (6.23)

fip vy f-1p son las frecuencias del corte de paso banda como es mostrado en la figura

6.18

Ejemplo:

Disefiar un filtro paso baja, cuyas especificaciones estan en la plantille. 6.19

Si elegimos la aproximacion de Butterworth tenemos que calcular el orden del filtro de
acuerdo con la siguiente ecuacioén

1 EO.QJaml'n—l
n e0.-23amazx ]

n > ——
- 21n}{27

£0-23(12)=1

n> I omey _ 4738
= 9pB800
3400
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Figura 6.19: Las especificaciones del filtro paso baja

ni{ag a, as as Qa4
111 1

21 V2o 1

311 2 2 1

4| 1 |2.61315 | 3.41423 } 2.61315 | 1

Tabla 6.1: Los coeficientes de la funcién de transferenci de Butterworth

Elegimos n = 2. De una tabla para los filtros Butterworth determinamos la funcién de
transferencia de un filtro analdgico

G(s) = a0 + a1 + a8’ +a3s® + -+ a,s"

Usando la tabla 6.1 la funcion de transferencia H(s) para n=2 es

1 1
G(s) 142+ s?

En la funcién de transferencia H(s) sustituimos por s la transformacién bilineal

H(s) =

z—-1 7 fip
=c ¢ = cot
z4+1 fm
Para fip = 3400 y f,, = 24000 es la constante
¢ = cot 5300 5 006,
24000
y la transformacidn bilineal es
z—-1
s = 2.096
z+1
Si sustituimos en la-funcién de transferencia H(s) por s obtenemos
1
H(z) =
1 ++/2.(2.096) 251 +2.096 (51)°
2242241 _0.1196 + 0.2393z" 4 0.11962~*

H(z)

= 835722 — 6.7862z + 2.429 1 — 0.8120z-! 4 0.290622
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x'n) D196 Y(n)
> - —pe
2-1
0,2353 0812
' +

2—1

0,1196 ] 0,2906

Figura 6.2): Filtro paso baja de segundo orden

De la funcion de tronsferencia obtenemos usando la z-transformada inversa la ecuacién
de diferencias

y(n) = 0.1196z(n) + 0.2393z(n ~ 1) + 0.1196z(n — 2) + 0.812y(n — 1) — 0.2906y(n — 2)

Esta ecuacion de diferencias es realizada por el circuito en la figura 6.20
Ejemplo
Disenar un filtro paso alta segun las especificaciones en la plantilla 6.21
Elegimos la aproximacién de Butterworth. El orden del filtro es:
(023).12 _y
InSems 2.70029
n 2 3400
2In 22 1.83258

1360

= 1.4734

Elegimos n = 2. La funcién de transferencia de un filtro analégico de segundo orden es

1
_1+\/§s+32

Para transformar la funcién paso baja analdgica en la funcién de transferencia discreta
paso alta utilizamos la transformacion

H(s)

2+ 1 : Tf-1p
s=c ¢ = tan ——
z—1 fm
Para f_,p = 3400 y f,, = 16000 obtenemos la constante ¢
) 73400
=t = 0.7883
¢ = " T6000
0 1360 3400 1600 f {HZ]
7 "
-3t 4
A
7
4
-i2 /f’//’///
b2 38

Figura 6.21: Las especificaciones de un filtro pasa alta
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x(n)

Figura 6.22: Filtro paso alta de segundo orden

y la transformacién bilineal es

s = 0.78832 1
7 —
Si sustituimos en la funcién de transferencia H(s) por s = 0.78832%} la funcién de
transferencia H(z) toma la forma
1 . - 0. -1 . -2
H(z) _0.3654 — 0.730927" + 0.36542

- 1+ \/5.0.78832—% + 0.78832 (:_-1%)2 1 -0.2767271 4 0.185122

Obtenemos la ecuacion de diferencias usando la transformada-z inversa

y(n) = 0.3654z(n) — 0.7309z(r. — 1) + 0.3654z(n — 2) + 0.2767y(n — 1) — 0.18151y(n — 2)

El circuito en la figura 6.22 realiza la ecuacién de diferencias
Ejemplo:
Disenar un filtro paso banda cuyas especificaciones estan en la figura 6.23

fem

0+ yanara
-3 7 777

SO XN
SN ANN

. 000000 } ¢ P
50 300 3400 4700 6000 —e

Figura 6.2%: Especificaciones del filtro paso banda

Elegimos la frecuencia de muestreo f,, = 2. fpa.- = 2.(6000) = 12000 H 2
Primeramente tenemos que determinar la frecuencia del corte paso baja normalizada.
Aplicamos la transformacion de frecuencias

2
wia - CL)]w_l

Qia =

w;ta(wl - w—l)
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wi —ww_; 47007 — 300.(3400)
wo(wy —w_y)  4700(3400 — 300)

w?, —wiw_; _ 502 — 300.(3400)
woa(wy —w_y)  50(3400 — 300)

Las especificaciones del filtro paso baja normalizada estan en la figura 6.24a

0y = = 1.446

N, = = —6.564

skell Lo
=3 Y777777;

0
94794 /3 L
777777,
L 15 -5

A Y
N LXNKSN
— INaAS

LYV (T a— 1445 6564 2]

Figura 6.24: La especificacion normalizada del filtro paso banda

Esa plantilla de especificaciories la podemos dibujar en otra forma, figure 6.24b. En esta
plantilla podemos ver dos pasos bajas. Elegimos el paso baja con las condiciones rigurosas
para cumplir las ganancias en ambas frecuencias del corte de paso banda. Ahora calculamos
el orden del filtro Butterworth

1 £(0.23).5

N 5333

n> <"1 _105
- 1.446
2In ==

Para cumplir las especificaciones de plantilla es necesario escoger el orden del filtron = 2.
La funcién de transferencia de Butterworth es
1

1 4+2s 4 82
La transformada bilineal para transformar la funcién de transferencia normalizada paso
baja, a la funcién de transferencia discreta paso banda desnormalizada es

H(s)

A 1 1 & + 1
=c c
z+1 z—1
¢ = cot mfip ¢ = tan mf-1p
fm Jm
Entonces
3400~ ) 3007w
_ . =0. 4 = = 0.0787
¢ = cot 12000 0.80978 c tan 12000

la transformada bilineal tiene la forma
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_y(n)

Figura 6 25: Filtre paso banda de cuarto orden

2 - 1.645z + 1
22 —1

1
6 =0,8007"2% 4 0.0787L — 0.88847
z-+1 -1

z

. . L, : 72—
Si sustituimos en la funcién de transferencia H(s) por s = 0.8884£=1543241 ohtenemos:

1
14 V/2.(0.8884) ELfitl | 88842 (=laszel)?

z2-1

H(z)

Si arreglamos la funcién de transferencia con el fin de realizacion resulta la forma:

0.329 — 0.65827% 4 0.329z71

H =
(2) 1 — 1526271 +0.55127% — 0.165273 + 0.17282—¢

Si realizamos la funcién de transferencia obtenemos un circuito mostrado en la figura

6.25

6.5 Diseno de los filtros desde la respuesta al Dirac

Hasta ahora diseiamos los filtros digitales desde las especificaciones en la plantilla. Pode-
mos tambien disefiar los filtros si tenemos exigencias a la respuesta al impulso. En otras
palabras buscamos una funcién de transferencia discreta de un filtro digital que tiene la
misma respuesta de impulso que un circuito analdgico. La respuesta de un circuito analégico
es continua y para nuestro propdsito es necesario conseguir las muestras como se ve en ia
figura 6.26.

[ste método se llama "impulse Invariance” invariancia de impulsos. Si conocemos la
forma analitica de la respuesta 1 un impnlso la transformacion se puede llevar a cabo usando
la transformada zeta.
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Figura 6.26: La respuesta de circuito analdgico a un Dirac y sus muestras
Ejemplo

Disenar el filtro digital cuyas respuesta a impulso es igual a la respuesta del circuito de
la figura 6.27. Elige la frecuencia de muestreo f,, = 800 Hz.

750mH

UN 750,26r'F-|— 1000 *U2

—

[ligura 6.27: Filtro paso baja RLC

Calculamos primeramente la {uncién de transferencia de circuito en la figura 6.27.
»

R

U _ __T¥sRC__ _ R _ s

U2 3L+rf(ﬁ S2LCR+sL+ R 32+SCI_R+E]-5
U, 1.777.108

U, s2+1.3329.10%s + 1.777.106

Si la ultima ecuacidn la arreglamos en la siguiente forma

U, 1.777.10% _ 1.5392.10%.(1.1545.10%)

Uy~ (s +666.45)% + 1.3328.106 (s + 666.45)% + (1.1545.10°)?

entonces usando la transformada Laplace inversa a esa ecuacién obtenemos la respuesta
al impulso:

L1 {gi} = h(t) = 1.5392.10%e 704 sen (1154.5.¢)
1

La respuesta al impulso de un circuito discreto es

666.45 1 4
h(n) = 1.5392.10%¢™ s "sin 185(’)0571 = 1.53924.10%¢ 7283 sen 1.443208n

de una tabla de la transformada-z podemos escribir las siguiente transformaciones

zsen aT
2?2 —2zcosal +1

el o X (e“T.z)

V4
sen nal <=

7

)



Usando estas transformaciones obtenemos

zsen 1.443208 0.99182

Z {sin 1.443208n} = =
{ n} 2% — 22c0s1.443208 + 1 22 —0.2544z + 1

Si sustituimos por 2

z = 228304 = 9 30032

obtenemos

0.9918.(2.3003 )z, 1:5392.10° 0.82962"!

800

H(z) = Z {h(n)} = =
(2) = Z {h(n)} (2.3003z)2 — 0.2544.(2.3003)z + 1 1 —0.11063z~" + 0.18898z 2

El circuito que realiza esta funcion de transferencia y tiene la misma respuesta al impulso
esta mostrada en la figura 6.28

y(n)

Figura 6.28: Filtro digital de segundo orden

6.6 Sintésis de los circuitos discretos con la ayuda de
las matrices circulares

Los coeficientes a; y b; de la funcién de transferencia de un sistema discreto sc pueden calcular
con la ayuda de las matrices circulares. Si disefiamos los filtros IIR con la respuesta infinita
tenemos que suponer, que las muestras de ia respuecsta en la salida se translaparin. Los
coeficientes de la funcién de transferencia se calculan usando la ecuacion

cyklh xa=">b
La ecuacién se puede escrib'r en la forma matricial

TG



[ ho hnay hvea 0 hnen ] T 1] T b ]
hy ho ha_y --- hN—n+1 T ay by
hq hy ho T hN—n+2 ce as by
hn hn-—l h'n—2 e hO e an bn
hn+l hn h'n—l T hl e 0 0
Rota  hnpr nooc h; S O I R (6.24)
han  hon—y hop_g - h, e 0 0
L ) A N 3 A VA R N
La ecuacién matricial (6.24) la podémos dividir en dos ecuaciones matricial (6.25) y (6.26)
[ ho hn-1 hn—g -+ Ay | [ 1] [ b ]
hl ho h’V—l tee hN—n+l a, bl
O et I Bl o B (6.29)
| hn hn—-l hr{—? T hO ] L an ] L bn ]
[ Pt ] [ hr Aoy o0 by ] i ax ] ( 0 ]
hn+2 hn+1 hy e hy a 0
el I I S B e (6.26)
L h?n | L h?r,—l h?n—-? e hn | L an J L 0 ]

Si arreglamos la ecuacién (6.255) obtenemos la ecuacién matricial (6.27 . De esta ecuacién
matricial podemos calcular el vector a, si conocemos los coeficientes de la respuesta al impulso

h1 hasta hgn

[ a ] [ hn Rnoy oo g 17! | Ryt 1

a g hn+l R e hy Pnta

as — _ \hn+2 Rpyr -+ hg % hoys (6.27)
L an ] L h?n—l hQn—-Z hn | | h?n N

Los coeficientes de la respues-a al impulso hg,,; hasta hy_; no los podemos prescribir,
pero los podemos calcular con la ayuda de la ecuacidn (6.28)

}Lk = -—th_ia,; (628)
=1

-1



Si queremos calcular los coeficientes de la funcién de transferencia tenemos que conocer
2n + 1 términos de la respuesta al impulso. Estos impulsos se llaman impulsos relevantes.
Los impulsos restantes los varios a llamar impulsos redundantes. Desde los coeficientes
2n + 1 relevantes de la respuesfa h obtenemos los coeficientes 2n + 1 de vector a y b. Para
calcular el vector b primeramente tenemos que determinar los coeficientes redundantes de la
respuesta a un impulso A(n). La sintesis no es univoca y por eso no podemos prescribir para
cierto sistema cualquiera respussta al impulso, si queremos realizar el sistema con minimos
elementos.

Ijemplo

Calcular los coeficientes de la funcién de transferencia II(z) del orden n = 2 si conoce
usted los coeficientes de la respuesta a un impulso y la longitud del period. N =6

ho = 0.23408792  hy = 0.52158126  h, = 0.32765012
hy = —0.0060618 hy = —0.06228814

Primeramente calculamos con la ayuua de los 2n + 1 elementos relevantes de la respuesta
a un impulso ho hasta h4 los cceficientos a; y a;. Entonces

ar | | 0.32765016 0.52158126 - « —0.0060618 a; | | —0.276
az | | 0.00606108 0.32765016 —0.06228814 a; | | 0.185
Usando la ecuacién (6.28) podemos calcular el coeficiente redundante de la respuesta a

un impulso hs. No podria ser elegido, si queremos calcular la funcién de transferencia de
segundo orden.

hs = —hga; — hzay = —0.06228 x 0.276 + 0.00606 x 0.185 = —0.0160702

Ahora podemos ya calcular los coeficientes b; de la funcién de transferencia H(z)

bo ho hs hy 1
by | = | hi ho hs a,
b2 hg hl hO az
bo 0.234087 —0.016070 —0.062288 1
by | = | 0.521581 0.234087 —0.016070 | x | —0.276
bq 0.327650 0.521581 0.234087 0.185
bo 0.227
by | = | 0.454
b, 0.227

Ya que conocemos todos los coeficientes de la funcién de transferencia H(z), es

02074045427 40,2272
(2) =~ 276.-1 1 0.18522
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Capitulo 7

Filtros digitales con la respuesta

finita FIR

La funcién de transferencia de un filtro con la respuesta finita es

.
H(z) =) bz (7.1)

Con una aproximacién conveniente podemos obtener los coeficientes b; sirnétricos. Los
polos de la funcién de transferencia H(z) simétrica se muestran en la figura 7.1

MMz /

- &N

] ™~ In
s X ~ 611447
— T e ‘3.*" i (

01

;

SR

0

[Figura 7.1: Localizacion de los polos en el dominio de =

Los polos de la funcién de transferencia que no estan situados sobre el circulo de radio
unitario deben ser reciprocos 1/z,. Entonces podemos escribir la funcién de transferencia en
la forma

\ 1 /. b : 1 3
1(z) = H(0)—=(z — ){z + 1) T](z = 20)-(2.= —) (7.2)
z* e 20
La respuesta al impulso puede ser dividida en cuatro grupos, como podemos ver de la

figura 7.2

e In la figura 7.2a el nimero de impulsos es impar, pero la simetria con respecto al
punto M es par, y por eso podemos expresar la funcién de transferencia en la ecuacion

(7.3)
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Figura 7.2: Cua‘ro posibilidades de la respuesta a un impulso

n_y

H(w)'? =4 (g) £ 2h(3) cos(—g _—— (7.3)

e En la figura 7.2b el nimero de los impulsos es par y la simetria con respecto al punto
M es también par. La furcién de transferencia es en la ecuacién 7.4

w

w)r = Z 2h(1) cos(n — 21) = (7.4)
1=0

¢

e En la figura 7.2c el nimero de los impulsos es impar y la simetria con aspecto al punto
M es también impar. La funcién de transferencia se puecde expresar en la ecuacion

(7.5)

H(w)”:ZQh(z’)sin S (7.5)

e En la figura 7.2d el nimero de los impulsos es par pero la simetria con respecto al
punto M es impar. La funcién de transferencia se puede expresar en la ccuacion (7.6)

H(w)"! = ZQh(z’)sin(% —iw (7.6)

Ejemplo
Hallar la funcién de transferencia H(w) de un filtro '/ R con la respuesta a un impulso

mostrado en la figura 7.3
El nimero de los impulsos 2s impar pero la simetria de los impulsos es par. Intonces

podemos escribir la funcién de iransferencia H(w) de la ecuacion (7.7)
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1h(n)
3
2
14 |

hg Ny hyhy hy hg hg ho hy N,

Figura 7.3: La respuesta de un filtro FIR a un impulso

n

H'P(Ww)=h (%) + 2 Qh(i)cos(g — 1w (7.

1=0

-1
-1
~—

Si sustituimos en la ecuacién (7.7) por

n =4 }10=h4=1 }11:h3:2 h2:3

obtenemos

H'P(w) = h(2) + 21(0) cos 2w + 2h(1) cosw = 3 + 2cos 2w + 4 cos w

Ejemplo
Hallar la funcién de transferencia en el dominio de z y de w de un filtro /TR que ticne
la funcién de diferencias

y(n) =3z(n) +2z(n - 1) + 2z(n — 2) + 3z(n — 3)

Utilizando la transformada de z obtenemos

Y(z) =3X(2) +2:7' X (2) + 272X (2) + 3273 X (2)

Y(z)

=3+2:71 4227743277
X(z) + 227" + 2z ° 4 3z

H(z) =

La respuesta del sistema a un impulso estd en la figura 7.4

hin)
S

I

hohy My hy L.

Figura 7.4: l.a respuesta del sistema a un impulso

El nimecro de los impulsos es par y la simetria de los impulsos es tambien par. La funcién
de transferencia en el dominio de w se puede escribir por la ccuacién (7.8)
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0%}

HPP(w) = Z2h(z‘) cos(n — 21) (7.8)

Q]

Si sustituimos los valores:

en la ecuacion (7.8) obtenerios

3 )
H(w) = 2h(0) cos —gi + 2h(1) cos ;—) =2 <3 cos 37“ + 4 cos g)

Las respuestas de los cuatrc tipos de filtro F'JR estd en la figura 7.5
f } H

LM .

* f. U 1
T~ @ 1. ' o -
S\ \__/

Figura 7.5: Las respuestas de cuatro tipos de filtro I'IR

Q)

-

pi,
tH
by a) H
.

7.1 Diseno del Filtro FIR

Aproximamos la caracteristica en la figura 7.5a o en la figura 7.6 de la scrie de Iourier

M
H|=A(f)= Y e (7.9)
m=-M
tH
U 1 {‘Z_\—M

Figura 7.6: Las especificaciones de un filtro paso baja
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Figura 7.7: Especificaciones para un filtro FIR

donde las constantes ¢, y c..m las podemos calcular mediante la ecuacién (7.10)

Im
2 2
Cm = Copy = ———/ A(f)cos2r fTmdf (7.10)
Jm Jo
Si sustituimos en la ecuacién (7.9) por e/2™/T = 2z obtencmos
M
Hy(z)= > 2™ (7.11)
m=—M
Esa funcion es la funcion de transferencia de un sistema no causal. Para a; = cpr—; la
ultima ecuacion se puede escribir en la forma
2M

H(z)=> a;z™ (7.12)

1=0
Esta funcion es una funcion de transferencia de un filtro causal F//R. El término 2M

significa que el filtro FIR tiene 2M elementos de retardo. Si la frecuencia de muestreo
normalizada es 2, los coeficientes c,, se calculan por medio de la ecuacién (7.13)

Cm = /l cos mm fdf (7.13)

Ejemplo
Diseriar un filtro paso baja con la respuesta finita al impulso. Con las especificaciones

"1 0<f<125 Hz
MD={

. 0 en todas otras fracuencias

La frecuencia de muestreoes f,, = 1 kHz. La respuesta al impulso tiene veinte muestras.
Antes de normalizar las especificaciones de la plantilla dibujamos las especificaciones en la
figura 7.7a. Pero la frecuencia normalizada de muestreo es 2. Por cso elegimos

fn

fo

Ahora podemos dibujar la plantilla normalizada. Estd en la figura 7.7b
Usando la ecuacién (7.14)

1000
= L"i: — =500

== fo 5 5
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Im

2
Cm = / |H| cos mm fdf (7.14)
0
podemos determinar los coeficientes c,,
0,25
Cm = / 1. cos mmvdv (7.15)
0
sin 0, 25mm
o (7.16)
mr

c0=0,25 23=0075  ¢;g=—0,053 co=0,025
01 =0,225 2,=0,000 ¢ =-0,032 cio=0,032
¢ =0,159 5= —0,045 ¢ = 0,000

Porque vale a; = cps_; sera

A0 = Ag = C10 = 0,032 Alg = A4 = Cg = —0,053 Qi = dg = Cy9 = 0, 159
ajg =a; =¢cg=0,0025 a5 =as=cs=-0,045 a;, =ag=c =0,225
a13202263:0,000 (114'—‘(16264:0,000 (110:(110260:0,25
ay; =az3=c;=-0,032 ai3=ar=¢3 =0,075

Estructura de un filtro FIR estd en la figura 7.8 y la funcién de transferencia se puede
escribir en la forma

H(z) =0,032 4 0,025z7" —0,032z7> — .- —0,03227"® +0,0252""" + 0,0322*°

7.2 La influencia de las ventanas a la respuesta del
filtro

Para mejorar la respuesta del filtro a una senal se utilizan varias ventanas, las mas conocidas
ventanas son

e la ventana rectangular - la ventana de triangular

e la ventana de Hamming - la ventana de Von Ilann

Figura 7.8: Filtro FIR de orden veinte
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Figura 7.9: La infuencia de la ventana a la respuesta del filtro

¢ la ventana de Kaiser - la ventana de Poisson

e la ventana de Cauchy - la ventana de Bohman

En la figura 7.9 podemos ver la influencia de las ventanas a la respuesta del filtro. En
primera imagen podemos ver, si tenemos numero infinito de los coeficientes de la funcién
de transferencia obtenemos la respuesta del filtro ideal. Pero esos filtros no los podemos
realizar. Y por eso limitamos el nimero de los coeficientes con una ven:ana. Si utilizamos
una ventana rectangular obtenemos la respuesta de un filtro que es mostrada en la figura 7.9
b. La amplitud de la respuesta no es buena, su oscilacién es muy grande en el banda de paso.
Si utilizamos la ventana que propusé Hamming, Von Hann o Kaiser , las oscilaciones de la
amplitud se disminuien. La vertana rectangular limita sélo el nimero de los coeficientes
(muestras). Pero la ventana Hamming, Von Hann o Kaiser limita no sé.o el numero de los
coeficientes (muestras), sino también la magnitud de las muestras (coeficientes de la funcién
de transferencia)

Los coeficientes nuevos se determinan usando la ecuacién (7.17)

€. = Wm.Cm (7.17)
donde w,, son los coeficientes de la ventana

La ventana de Hamming

La ventana de Hamming esté definida por la ecuacién (7.18)

27
.= 0,54 + 0,46 cos —— 7.18
w 54 + cos i ( )

para M = 20 obtenemos los coeficientes de la ventana de Hamming
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Figura 7.10: Ventana de Hamming y su espectro

H __
Wy -==

WH = 0,54 40,46 cos 2% = 0,977486

20

WH =0,54 40,46 cos 4= = 0.9121478

20

WH = 0,54 + 0,46 cos & = 0,8103812

20

Wi =0,54 + 0,46 cos & = 0, 6821478

WH = 0,54 + 0,46 cos 12° = 0, 5233846
WH = 0,54 + 0,46 cos 128 = 0, 3978522
WH = 0,54 + 0,46 cos 147 = 0, 2696188
W = 0,54 4 0,46 cos 2= = 0, 1678522
W = 0,54 + 0,46 cos 12T = 0,102524

Wit = 0,54 4+ 0,46 cos 2 = 0,08

Si transformamos la ecuacién (7.18) en el dominio da las frecuencias obtenemos

W(f) = M cos(m fM) [0.54 —0,08(fM)?
B TfM 1—(fM)?
El espectro de la ventana de Hamming esta en la figura 7.10 b. De esta grafica podemos

ver, que la ganancia en [dB] no cae bajo 43 [dB]. La ventana de Hamming estd mostrada en
la figura 7.10a.

(7.19)
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Ejemplo
Del ejemplo anterior utilizar la ventana de Hamming y determinar los nuevos coeficientes
de filtro. En el ejemplo anterior determinamos para filtro paso baja los coeficientes ¢y,

Cp = 0,25 Cz; = 0,075 Cg = —0,053 Cg = 0,025
0 =0,225 ¢, =0,000 ¢ =-0,032 cp=0,032
c2=0,189 ¢ =-0,045 ¢35 =0,000

Usando la ventana de Hamrring calculamos los nuevos coeficientes del filtro usando la
ecuacién (7.17)

ajo = co.wl =0,25.1 =0,25

as = ayy = ¢;.wlil =0,225.0,977486 = 0,220

ag = a1 = co.wi =0,159.0,9121478 = 0, 145

ar = ay3 = ca.wh =0,075.0,8103812 = 0,0607

ag = a4 = q.wf =0

as = a5 = cs.wi = —0,045.0,5233846 = —0,0235
a4 = a1 = cs.wg’ = -0,0211

as = a7 = c7.w;’ = 0, 0086

ay = a1 = cg.wil = 0,0000

a; = ay9 = co.w =0,0026

dp = Qgp = cl.w{{, = 0, 0025

Para completar escribimos ot:as ventanas interesantes
Ventana de Bohman
2 2nr 1 21
w; = (1 - MZ> Ccos % + - sin o (7.20)

Ventana de Blackman

k :
: 27
w; = g (—1)'a; cos 2 (7.21)
1=0

para los parametros ap = 0,42323, a; = 0,49755 y az = 0,07922 la ganancia no cae bajo
-70,83 dB.
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Ventana parabolica

Ventana de Poisson

Ventana de Von Hann

Ventana de Cauchy

Ventana de Kaiser

Io(0)

donde I, es la funcién de Bessel
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Capitulo 8

La Funcion de transferencia de los
sistemas

8.1 La funcién de transferencia de los sistemas analégicas

Para el circuito RLC de la figure 8.1

itt)
—» R L C}_‘
w| Y B, L

Figura 8.1: Circuito RLC

podemos escribir la ecuacion que modela al sistema:

u(t) = R.i(t) + Ldil(:) + é/i(t)dt (8.1)

du(t)  R.di(t) di*(t) 1.
i~ @ Tl too (8:2)

Si utilizdmos la transformacion de Laplace obtenemos

I
sU = Rsl + Ls*I + - | dividiendo entre s

I
U=R.I+3L.I+z

entonces la impedancia de circuito RLC es

U 1
= — = L+ — 8.3
A i R+s +3C (8.3)

En general para un circuito de dos puertos podemos escribir la ecuacién de diferencial

dr d‘n—l d ar dn-—l d
Sy bt b= anE ba o b b fao (84)

b din T din1 dt din-1 dt
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T ) T
o ! | —
ol dt — of gy
___i___ H(p) __,,_y_.__

Figura 8.2: [l sistema analdgo, las sefiales de entrada y salida con las derivaciones en punto

T

z(t) es la senal de entrada
y(t) es la sefal de salida
Si aplicamos a la ecuacion (8.4) la transformacién de Laplace abtenemos

Xbps™ 4+ Xbp_ 8™ 4o+ Xbys+ Xbg=Yapns"+ Yan18" '+ 4+ Yays + Yag (8.5)

y la funcién de transferencia de H(s) = %% es

bnSn + bn_ls”_l + ...+ b13 + bo
AnS™ + Q1S 14 ...+ as 4+ a,

H(s) = (8.6)
Si conocemos la derivada de la sefial de entrada ‘;—f y de salida ‘;—lt’ en varios instantes del
tiempo, podemos obtener la fur.cién de transferencia H(p) y construir el circuito.
En la entrada del circuito discreto tenemos una senial en la forma discreta. Y en la salida
obtenémos las muestros. Esto es representado en la figura 8.3
En este caso, no podemos construir en el tiempo discreto una derivada %, pero si podemos
calcular una diferencia entre las dos muestros.
A Y1 — 1 Az z1—=z
LRy =T (8.7)
AT Al AT AT

[gual como en el caso de los circuitos analdgicos podemos escribir la ecuacién de diferencias

1x(nt) Fyian
»C xz—*—\ > y4< —Q
ST <1A |
I %2 [ o
ol 2] ar a1 _nf O Tl2r| ot ar _ Nt
At Ot
B e
X(z) Y(2)

Figura 8.3: Sistema discreto y las senales en la entrada y salida
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Figura 8.4: Transformacién del plano del dominio de s al plano de dominio de z.

b Atz 4 A1z P Az b — Aty A1y
"ATR T O AT VAT T T A mpe T O R AT

Esta ecuacion se puede escribir en la forma

bpz(n)+bpz(n—1)+ - +b2(1)+ by = any(n) +anyy(n—1)+ -+ a;z(1) + a(0) (8.9)
Usando la transformada-z

z {byz(n)} <= b X 2" (8.10)

obtenemos

b X2t 4 by Xz o+ 0 X2 4+ Xbg=a,Y 2"+ an Y2" 4+ +a,Yz+ Yao (8.11)
La funciéon de transferencia es:

Y(Z) bn2n+bn_12n_l + - +b12+b0
H(z) = = 8.12
(2) X(z) apz+ap2" '+ -+ a1z +ag (8.12)

Algunos autores escriben la funcién de transferencia en la forma causal

Y(2) bo+biz7 ' +bz7? 4+ 4 byz"

H(z) = = 8.13
(2) X(z) 1T4azl'+ayz"2+---+arz" (8.13)

La relacion entre el dominio de s y 2z queda establecida por la ecuacién
z=¢e7 (8.14)

T nos transforma el cje imaginario

T es el intervalo entre dos muestras. La ecuacion z = e®
del dominio s al circulo unitario en el dominio de z, figura 8.4

El lado izquierdo del plano s se transforma dentro del circulo en plano z. y el lado
derecho del plano s se transforma fuera de circulo en plano de z. Entonces los polos de un

filtro analdgico que es estable estan en el lado izguierdo del plano s y se transforman dentro
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Figura 8.5: Los polos y ceros del filtro Cauer de orden n=3

de circulo en el plano de z. Para una aproximacién de Cauer y n = 3 polos y ceros de la
funcién de transferencia de acusrdo con la figura 8.5

Ejemplo:
Determinar la funcién de transferencia de un circuito donde la ecuacion de diferencias es:

1
y(n) = Ey(n — 1) + 2z(n) (8.15)
Si aplicamos la transformada-z obtenemos
Y(z2)= %Z_IY(Z) +2X(z)
1
Y(z). |1- 52 | = 2X(z)
2.
e _ 2 22 (8.16)

El polo y el cero estan dibujados en la figura 8.6
fim 2

FFigura 8.6: Los polos y ceros de la funcién de transferencia en cl plano de z

Ejemplo:
Determine la funcién de transferencia de un sistema definido por la ecuacién de diferencias

() = 3y(n 1) = zy(n —2) + z(n) (8.17)

Usando la transformada-z obtencmos



H(z) = =
(2) X(z) 1-Z27141z72
1
H(z) = .
SRR P O (S19
Los polos y ceros de la funcidn (8.19) son localizados el el plano z, figura 8.7
;2
(8.19)
(z-3) (2= 3)
M2
4 T\
; —REz

Figura 8.7: Los polos y ceros de la funcién de transferencia H(z)

Ejemplo:
Calcular la respuesta a un tren de impulso de un circuito que esta definido por ecuacién
de diferencias

y(n) =y(n - 1)+ z(n) (8.20)
Usando la transformada-z obtenemos
Y(z) =27V (2) = X(2)

la funcion de transferencia del sistema es

Y(z) 1

H(z) = = 8.21
(2) X(z) 1=271 (8.21)
Entonces la respuesta en el dominio de la frecuencia es
1
Y(2) = X(z2)—— 8.22
() = X(z)—— (8.22)
La transformada-z de un tren de impulsos es
X(z2) = ! (8.23)
&= 1 —21 '
Entonces
1
Y(2)= ——— (8.24)

(1 —2-1)?

La transformada-z inversa es
101 =227 4272 =142 43272 44270 +5274 4 -
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x{n) ? y(n)

il il

[ O, I N
) B2y e

Figura 8.8: El sistema discreta inestable

y(n)={1 2 3 4 5 6 ..}

Esta serie de muestras diverge a pesar de que la senal en la entrada es limitada. Por cso

el sistema no es estable, figura 8.8.

8.2 Analisis de circuitos discretos en la frecuencia

La funcién de transferencid se s>uede escribir en la forma

M —k
bz
H(z) = Zk“}& -
1 + Zk:] arz

si sustituimos en la ecuacién por z = e’¥ obtenemos
M b —jwk
H(e) = H(w) = —&uizg "
14 Zk:l age~Iwk

Pero el médulo de H lo pocemos determinar como

|H(w)| = H(w).H(~w) = H(z).H(z™")
pero
e = |H(w)[*
a= %ln\Hl (Np]

a = 10log|H| [dB]

El procedimiento de analisis es explicado en el siguiente ejemplo.
Ejemplo:
Para el sistema con la ecuacion en diferencias

y(n) = —0.1y(n — 1) + 0.2y(n — 2) + z(n) + 2(n — 1)
determine el médulo de la funcién de transferencia H(z)
Y(z)+0.1Y(z)z7' —0.2Y(2)z7% = X(2) + X(z)z!
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Y(z) 14 27!

H = =
&)= ¥ = TT00 -0 (8:29)
1 -1
\H(2)P = H(z).H(z"") = *z v 1F?
1401271 =-0.2272  1+40.12 - 0.22?
|H(z)|2= l+z4+2z7141
14012 —-0.22 +0.1271 4+ 0.01 — 0.02z — 0.22-2 — 0.02z~! 4+ 0.04
2424271
H(z)]* =
) = T o8 4 ) 022 7 279 (8:30)
En la ultima ecuacidon sustitu:mos por z
z = Tt =¥
2%t = eWv 2% = g7
obtenemos
242 (—'*'— ;"“)
|H| = elwW fe—Iw 52]w+€—21w (831)
1.05 + 0.08(2) (££2) — 0.2(2) (&2E—=)
2+ 2cosw
H| = 8.32
I 1.05 4+ 0.16 cosw — 0.4 cos 2w ( )
Ejemplo
Para el sistema analdgico definido por la funcién de transferencia
H(s) 1 (8.33)
§) = ———— N
242541
determine a,;, en dB paraw =1y w = 3.
H(s).H(—s) : (8.34)
s).H(—s)= i
' (32+\/§s+1).(32—\[23+1)
, 1
H(s).H{—=s) = e
. o 1
H(jw).H(—jw) = T

1 a
|Hlum = 5 = 1075
entonces
1
ajp = 1010g§ =-3 dB
para w = 3 obtenemos
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Figura 8.9: La respuesta del filtro Butterworth

1 1
H2_ = e——— O ——
Hlu=s 1+81 82

1
= 10log— = —19.138 dB
(4B 0982
La grafica de la respuesta esta en la figura 8.9
Ejemplo:

En el sistema muestreado de figura 8.10 determine la funcién de transferencia H(z), si
conocemos:

ha(n) = {27} ha(n) = {17} ha(n) = {(-=1)"}

h3(n)

x(n) hytn)

)
-~ ha(n) g

Figura 8.1): La estructura de un circuito discreto

De tablas, la transformada-z vale

h(r) = {a"} <= H(z) = 1__%1? (8.35)
entonces
(2"} <= 1_122_1 = Hy(2)
(1) & ——— = H(2)
(1)) & —— = H(2)

la funcién de transferencia del sistema en la figura 8.10 es
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H(z) = Hy(2). [Ha(z) + Hs(2)]

1 1 1
H o=

@) = T [T T T (8.36)
Hz) = 2 8.37
1= 27— 27242273 (8.37)

Si aplicimos la transformada-z inversa

2:1-22"" =277 42,3 =24 4271 410272 420270 4 - -
es la respuesta de Dirac
y(n)=h(n)={2 4 10 20 ..} (8.38)
Si analizamos el circuito en el dominio de tiempo, obtenemos el mismo resultado.

h(n) = hi(n)  [ha(n) + ha(n)] (8.39)

hi(n) ={2"}={1 248 16 32 .-}
ho(n)={1"}={111111 -}
ha(n) = {(-1)"}={1 =11 =11 —1 -}
h(n)={12481632 ---}x{202020 -}
h(n) ={2 4 10 20 ---}

Los dos resultados son equales y como se ve los muestros divergen y por eso el sistema
no es estable.

La funcién de transferencia de los circuitos discretos la podemos escribir en la forma

M —jwk
Ek:o bke

H(jw) = - 8.40
VT T, e .
o por medio de los polos y ceros en €l plano z.
m 1— —jwk
Hjuw) = boidim (L — ) (8.41)

N i
Hk:l(]’ — DPk€ ka)
Los polos de la funcién de transferencia deben estar dentro el circulo unitario si el circuito

es estable. Los ceros pueden estar dentro del circulo o afuera, pero también en el circulo
unitario. La ultima ecuacion se puede escribir tambien en la forma
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Figura 8.11: Dislocacién de los polos y ceros de un filtro digital

A M (eiw _
H(pw) = boer¥- iz (€7 = =) (8.42)
Hk:l(ejw - pk)

Los términos en el parantésis los podemos expresar en forma polar

el — 7 = Vk(w)ejg“(‘”)

e’ — pp = Up(w)e?®) (8.43)
donde

| — 2] = Vi(w)

]ej‘“ — pi| = Pe(w) (8.44)

El valor absoluto de H es iqual a producto de valores absolutos de todos los términos de
la ecuacién (8.42). Entonces obtenemos:

Vi(w). Va(w) ... Vi (w)
Uy(w).Uz(w) ... Un(w)

El valor absoluto de e/“(Y=M) es equal 1. La fase de H(jw) es la suma de las fases de los
téerminos en el numerador menos la suma de las fases de los términos en denominador.

|H(jw)| = bo

(8.45)

LH(jw) = Lw(N = M)+ 04() + 0a(w) 4+ -+ 0as () = [1(0) + p2(e) + - + o ()] (8:46)

Ejemplo
Determinar el médulo de la funcién de transferencia H(z) para la frecuencia w = 0.5

(z+2)(z +4) (8.47)

(z+1)(z+3)

H(z) =

|67 + 20umos = | c0s 0.5 + jsen 0.5 + 2| = 2.917247
lejw + 4iw=0.5 = } cos 0.5 + jsen 0.5 + 4! = 4.901087
1’ + 1]y=05 = | cos 0.5 + jsen 0.5 + 1| = 1.937824

Tl
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e~ W v

by X d 6
1 ; -

pk ), k

/ RE Z _RE 2

Figura 8.12: Construcién de la fase del circuito

r/

lejw + 3|w=0.5 = |COS 0.5 + jsen 0.5 + 3’ = 3.907108

(2.917247)(4.9010877)

H = = 1.888 8.48
H(=2)| = T o378218)(3.5071083) (8.48)
Ejemplo:
Determinar la fase de la funcién 8.47 para w = 0.5
(€7 4+ 2)um0s = |cosw + 2 4+ jsin w\ejamglﬂ—’:
sen 0.5
0y = tg————— = 0.1650907
L AT s 0.5 +2
sen 0.5
0, = arctg————— = 0.0979769
2= AT s 0.5 +4 7
sen 0.5
£1 = tg——— = 0.25
L 0.5+1
sen 0.5
= arctg————— = 0.123016
P2 AT 0.5 +3

Ejemplo
Calcular el valor absoluto de H(z) y la fase de H(z) si conoce la funcién de transferencia

en la forma:
. 200 /1N 1 /3\"] _.
Jwy - - - b —jwn
ne =315 (5) +3(5) ]

n=0

La ultima ecuacién se puede =scribir en la forma

99



~ 1 1 1 1
H(e™) = = +=

21 —teiw 21— 3emiv

Para obtener mas fasil el médulo de H y la fasc escribimos la ultima ecuacién en la forma:

ey = 2 = 3)

e

(8.49)

e’ (cosw — % + 7 sen w)

H(e™) =

[cosw — ;— + 7 sen w} [cosw — % + 7 sen wl

La ecuacién analitica de médulo de H(w) es

[T

IH(ejwl _ %—COSU)
(}—7 - %COSU)) (%‘% — %COSL«))

Desde la ecuacién 8.49 podemos expresar el médulo de la {uncién de transferencia en la
forma

7 — 1

2
7w — §l.ler — 3]

|[H(e™)] =

Y la fase se puede calcular ce la ecuacién

' : 1 : 3
O(w) =w + arg(e’™ — %) —arg(e’” — Z) — arg(e?* — i)

o usando la ecuacion 8.50

., senw _; senw -1 senw
6’(w)=w+tan 1———1—tan —_—

COSL«)—E Cosw —

(8.50)

| —

COSw — 1
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Capitulo 9

Analisis de filtros digitales

Los métodos de analisis para filtros digitales se fundamentan en la teoria de los diagramas
de flujo de las senales, asi como en las ecuaciones de estado.

El procedimiento seguido resulta similar al utilizado en el analisis clasico de los circuitos
analdgicos, en el que primeramente se sefialan los nudos, para luego formar la matriz de
admitancia Y, la cual caracterizara al circuito cerrespondiente.

Las senales relacionadas con los filtros digitales generalmente se clasifican en:

e senales de entrada X; 1=1,2,3---, ¢
e senales de salida Y; 1=e+l,e+2, --n
e senales internas U; y V; i=n+1,n42,:.-m

Las sefiales internas revisten tna gran importancia, ya que ellas son las que determinan
el estado de los circuitos. Las sefiales U; a la salida de los elementos de retardo se indican en
la figura 9.1, mientras que las resiantes sefales de la red digital estan representadas por V;.

1 O0—" ——oE+1
20— ——oe+2
—)—-2'1 b
U¢ \
e o— ——o0 i1

N

N+l N+l Nir+le M

Figura 9.1: Red digital
Cada rama de la estructura ce la red digital de la figura 9.1 estd caracterizada por la

funcién de transferencia definida por las respectivas senales de entrada y salida figura 9.2
De esta forma la transmisién del nudo j al nudo ¢ se puede expresar en la forma

fij = { £ (9.1)

z
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1

donde k es una constante y z7! reprezenta un elemento de retardo. Asi el sistema digital

puede ser formulado por las ecuaciones:

Y(z) = F.X(2) + F,,U(z2) + F, V(z)
U(z) = Fu: X(2) + Fo U(2) + F, V(2)
V(z) = Fy:.X(z) + F,.U(z) + F,, V(2) (9.2)

donde

e X(z) es el vector de las sefiales de entrada
e Y(z) representa al vector de las sefiales de salida

e U(z) y V(z) son los vectores de las seniales internas.

Por otra parte, los términos F en el sistema de ecuaciones (9.2) representan a las funciones
de transferencia f;; y pueden ser descritas por la expresién matricial

e
Nf>< U(z) =0 (93)
V(z)
donde
"F,. -E F, F(yv)
Ny= F, 0 F,, —-E F(u) (9.4)
 F,., 0 F, F(w)-E

N¢ viene siendo la matriz representativa del diagrama de flujo de las sefiales. Tal como
se podra comprobar mas adelante, en el analisis, revisten suma importancia las sefiales U;(2)
a la salida de los elementos de retardo de la red digital.

Si en la expresidn (9.3) reducimos las sefiales V;(z) obtendrémos:

X(z)
Nex | Y(2) | =0 (9.5)
U(z)
donde
N=| DE © (9.6)

Figura 9.2: Diagrama de flujo de senal
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A N, se le conoce como matriz de flujo de estado, y a los términos A,B,C,D de

esta matriz se les denomina matrices de estado del sistema digital, cuyos elementos son
reales.

Si se conocen las matrices de estado de una red digital, entonces el sistema de ecuaciones
(9.7) tendra solucidn:

=zU(z) = AU(z) + BX(z)

Y(z) = CU(z) + DX(z) (9.7)

De este modo, si no se toman en cuenta a las sefiales U;(z) en la expresién (9.5) se obtiene
X(z) | _

Np x [ Y(z) } =0 (9.8)

De esta forma, a la matriz de transferencia N7 se puede expresar en la forma:

Nr=[D+C(zE-A)"'B; -E] (9.9)

En la ecuacion anterior, E es la matriz unitaria y el elemento ny; representa a la funcién
de transferencia H(z) de la red d.gital.

9.1 Ejemplos

Si se quiere determinar la funcién de transferencia de un sistema digital, c¢ debe establecer
la matriz del diagrama del flujo . Por ejemplo, para el filtro digital de la figura 9.3, primera-
mente se le asigna los nimeros 1 y 2 a los nudos de entrada v sali<a. Sequidamente se pueden
numerar los nudos a las salidas dc los bloques de retardo con los nurneros 3 y 4 respectiva-
mente, para asignar finalmente los nimeros 5 , 6 y 7 a los nudos donde aparecen las seniales
interiores Vs, Vs vy V7. De esta forma se obtiene el sistema de ecuaciones correspondiente a

los nudos:
2 Y= V
3. Us= Vyz7!
4 Uyg= Vgz!
9 V5 = ‘\’1 ag + L‘rg
6: Vo= Xja;—b0V;

e |

Vo= Xia = bV + U,

Utilizando la forma matricial se pueden expresar las ecuaciones en la “orma:

0 -1 0 0 1 0 0 );‘

0O 0 -1 0 0 0 =z U2

0 0 0 -1 0 =27' 0 .

@ 0 1 0 -1 0o o |X|U|=0 (9.10)
as 0 0 0 —bg -1 0 “//5

ay 0 0 1 —b] 0 -1 /6
L S I

Y asi se obtiene la matriz de flujo de senales del filtro digital
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0 =1 0 0 1 0 0 ]
0 0 -1 0 0 0 z!
(n _ 0 0 0 -1 0 27! 0
N @ 0 1 0 -1 0 0 (9.11)
@ 0 0 0 —b —1 0
4 0 0 1 b 0 -1

Para ilustrar el procedimiento seguido en la determinacion de la matriz de flujo de senales
, se toma como ejemplo el elemento de retardo localizado entre los nudcs 4 y 6, de modo que
en la matriz N(7), el término ng4 correspondicnte a este elemento toma el valor 2!

En forma similar , al mult plicador situado entre los nudos 5 y 7 le corresponde en la
matriz de flujo N(7) la posicién del elemento ng; representado por la constante -b;.

Con el propédsito de determminar los elementos de la matriz de {lujo de sefales se puede
aplicar la ecuacién recursiva (9.12).

M @ _ () () -1
6) N3y .Ngp — N3y .N 0.(=1)—1.z _
ng4) _ N3q N7y = 37 74 _ — S (9.12)

Na7

Si en la expresién (9.11) se reduce el nimero de filas y columnas, se obtienen ecuaciones

(9.13) - (9.15)

0 -1 0 0 1 0
az’! 0 =1 z7!' —pz7t 0
N© = o 0 0 -1 0 2! (9.13)
ao 0 0 1 -1 0
| a2 0 0 0 —b, -1
0 -1 0 0 1
-1 -1 -1
(5) _ aiz 0 -1 =z —blz
N az”! 0 0 —1 —byz7! (9.14)
ag 0 1 0 -1



Figura 9.4: Filtro digital de segundo orden

ao | 1] 1 0
N® = (e —aohy)z™t | 0 | =1 —=by2z7" 27! (9.15)
(ay — aphy)z™t | 0 byz™! -1

Comparando las expresidnes (9.6) y (9.15) se obtienen las matrices de estado A, B, C,D

del filtro digital

— _-bl l —
A._{__bQO] c=[10]
B— | @~ b D = 9.16
- ag—aobg a aq ( )

Para determinar la matriz de transferencia N(T2) se eliminan los nudos 3 y 4 en la matriz
(9.15) y asi se obtiene:

(2) — a9+a]z‘l+azz“1_
NT - { 1+4byz=l4byz—2 -1 (917)

Analizando la matriz de la expresién (9.17), se puede observar que el elemento ngi)
representa la funcion de transferencia H(z) correspondiente al filtro digital de la figura 9.3.

Si se intercambia la numeracion a la salida de los elementos de retardo, se obtendra un
nuevo juego de matrices de estado A, B,C,D como se muestran en la ecuacién (9.18) | de
acuerdo a la configuracion de la figura 9.3

[0 —b 3

A_[]_ —bl] C=[0 1]

B= | 92 dobs D= (9.18)
B a ——a0b1 - e

Sequidamente se determina la matriz de flujo de estado N, correspondiente a la figuracion
de un filtro digital de segundo orden, figura 9.4.

Primaremente se numeran los nudos de la red tal como se ilustra en la figura 9.4, y
tomando en cuenta el procedimiento seguido en el analisis del ejemplo anterior, se determinan
los elementos de la matriz de flujo de senales, la cual toma la forma:
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( d -1 ¢ ¢ 0 0
0 0 -1 0 27! 0
N®&=10 0 0 -1 0 2 (9.19)
bl 0 ayy Q2 -1 0
b2 0 aqy1 Q492 0 -1

Si disminuye el nimero de filas y columnas en la matriz de la expresién (9.19), se puede
obtener la matriz de flujo de estado (9.20)

d l -1 [ ¢y C
NW = | 2775, [0 [ =1 Fayz ! a1927 ! (9.20)
Z_lbg 0 Z—lagl -1 + a«222~—1

Comparando las expresiénes (9.6) y (9.20) se pueden obtener la matrices de estado
A, B, C,D del filtro digital de la figura 9.4, llamada estructura de flujo d= estado especificada
por:

ail a2
A= B=|b b
[ 21 422 } [ v ]
C= [ @ J D= d (9.21)
C2

Se puede observar que alguros de los elementos de las matrices de estado de la ecuacién
(9.21), resultaran nulos o unitarios, tal como se ilustra en la ecuacién (9.16). Este compar-
tamiento es explicable por la ausencia de algunos multiplicadores en el arreglo mostrado en
la figura 9.4. Tomando en cuenta el procedimiento sequido anteriormente, el filtro digital de
segundo orden de la figura 9.4 s= puede optimizar hasta obtener la configuracién equivalente
de la figura 9.5 cuyas ecuaciones de estado se encuentran representaclas por la expresién
(9.16).

El método propuesto permite el analisis de redes digitales simultdneamente en el tiempo
y la frecuencia, proporcionado las correspondientes matrices de estado de forma tal que para
diferentes arreglos en la numeracion de los nédos a la salida de los e.ementos de retardo
se obtienen diferentes juegos de matrices de estado a los que les corresponden distintas
configuraciones de caracter equivalente, pudiendo seleccionarse la que mejor converga de
acuerdo a los propésitos de diseno.

[ ( -
x(n
) 22 d
¥(n)
— 1
3 “
-2
-y
Q21
C2

Figura 9.5: Filtro digital de estado de segundo orden.
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Capitulo 10

Filtros digitales de onda

EL diseno de los filtros digitales de onda se hace desde los filtros analdgicos. El filtro analégico
tiene una estructura de escalera. Las estructuras de escaleras de LC tienen una pequefia
sensibilidad del amplitud al cambio de valores de sus elementos. Por eso estos filtros tienen
una gran importancia. Los filtrcs digitales de onda son disefados usando las matrices de
dispersién S. Los valores de multiplicadores de los adaptadores paralelos y en series que son
terminados en un puerto con elemento de retardo se calculan desde los valores L y C del
filtro analégico. Con este método podemos disefiar todo tipo de filtros.

10.1 Reemplazo de los elementos L a C por el circuito
discreto

Si disefiamos el filtro digital de onda utilizamos la transformada bilinea. con el tiempo de
muestreo T = 2.

1—271

= 10.1
1 + z—] ( )

S

Reemplazo del inductor

La onda transmitida A y reflectada B en la figura 10.1 esta en relacion con la corriente I'y
voltaje U en el puerto de entrada por la ecuacion

A=U+RI B=U-RI

Si sumamos las dos ecuaciones y sustraimos obtenemos

A+B=2U A—-B =2RI
El voltaje en la inductancia que marcamos R es U = sf2]. Si multiplicamos ambos lados

de la ecuacion por 2 obtenemos

2U = s2RI
Si sustituimos por 2U = A+ B, 2RI = A— By por s la transformada bilineal 10.1 obtenemos

la relacion

B=—-Az"!
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La dltima ecuacién estd representada por un multiplicador de valor -1 v un elemento de
retardo en serie. La realizacién de un inductor en la forma discreta estd mostrada en la

figura 10.1.

J» ﬁ*[;
Ul RA z*
B
o— o—

Figura 10.1: Sustitucién de la inductancia por un circuito discreto

Reemplazo de un capacitor

Para el circuito en la figura 10.2 podemos escribir como en el primer caso

A=U+RI B=U-RI

Si sumamos y restramos las dos ecuaciones obtenemos

A+ B=2U A—-DB=2R]

Si el valor de capacitancia es C = 4 la voltaje U se puede expresar por la ecuacién

U= B;!. Multiplicamos ambos Jados de la ecuacion por dos y obtenemcs

R
2U =21 —
s

Sustituiendo por 2U = A+ B y por 2RI = A — B y por s la transformada bilineal 10.1
obtenemos la ecuacion

z+1
z— 1

A+B==(A+D)

que se simplifica en la ecuacién

B = Az}

La tultima ecuacion esta gréficamente expresada en la figura 10.2. En la grafica cs la
sustitucion de un capacitor por un circuito discreto.

Similarmente podemos deducir los circuitos discretos que sustituyen al transformador,
girador, etc. El alumno podra cncontrar estas sustituciones de circuilos analdgicos en la

bibliografia FET !

I Fettweis,a.:Digital Filters Structires Related to Clasical Filter Networks. (Arch. Illektr. Uebertragung,
vol 25,pp.78-89, Feb. 1971.
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o o—
A
Ul =43 4
B
o—— -

Figura 10.2: La sustitucion de un capacitor por un circuito discreto

10.2 Los adaptadores

Los adaptadores son las circuitos de tres puertas no dependiente de la frecuencia. Los
podemos dividir a los adaptadores de seric y de paralelo dependiente y no dependiente.
Si los adaptadores son terminados en una puerta con elemento de retraso representan un

capacidor o inductor.

10.2.1 Adaptador paralelo

El adaptador paralelo es un circu'to de frecuencia independiente. Si conectamos a un puerto
el elemento de retardo obtenemos el circuito de frecuencia dependiente, que realiza capaci-
tancia en la rama diagonal. Utilizamos el adaptor paralelo con el fin de conectar los siguientes

circuitos que estan terminados en sus puertos por los resistores 2, b =1,2,....
U2 R,
| T
L e 13 A |14

o = » -1_, %L

o—— H »

UT‘ an R1 81 _H- Aa F?3
-—— -

- . o— S E—

Figura 10.3: La grafica del Bloce y simbolo del adaptor paralelo

La onda reflectada B y transmitida A en las puertas de adaptores se obtiene desde el
voltaje U y corriente [ en las puertas de entrada mediante las ecuaciones

A=U+ RI B=U-RI
Para el adaptor paralelo se puede escribir desde la figura 10.3

U1 -—_—Ug == U3 [_]+]2+]3:O (102)

Si supongamos que el adaptor paralelo tienc tres puertas n = 3 podemos cscribir las

ecuaciones en la forma
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Ay =U+ R I; By=U -1,
Ay =U, + Ry, By =U; — Ry,
A3 = U3 + ]%3[3 A3 = L’rg - Rg[g (103)

Ya que l/; = U; = Us podemos transcribir las ecuaciones (10.3) en (10.4)

A] 24/1—{-1{1[1 ]31 :U']—Rl[]
Azzljl +Rg[2 B2 :U1 _R212
A3 == 4]1 —+- Rg[g [33 = U1 - R:;Ig (104)

Ahora calculamos 1, + Iy + I3 = 0 y determinamos ;. Intonces
U = A1Gy + A Gy + AGh
! G, + Gy + Gs

Ya que en las ecuaciones (10.4) vale A; + B; = 2U; obtenemos las ecnaciones de la grafica
de flujo del adaptor paralelo

(10.5)

B = (a1 Ay + asAy + a3Az) — Ay
By = (0 A} + aa Ay 4 a3 Az) — Ay
B(; = (a1A1 + QQAQ + 03A3) - A3 (106)

En las ecuaciones 10.6 los coeficientes a; estan expresados

20, .
= =k =1,2,3. 10.7
a NN de 1 ( )
Bajo la condicion Gs = () + G4 sera
_ 2(Gh + Gy) _

= =1
PG, + Gy

y en el circuito el multiplicedor a3 = 1.
Para a3 = 1 las ecuaciones (10.6) toman la forma

By = (A + oAy + A3) — Ay
[.‘fg = ((11A1 -+ QQAQ + Ag) - AQ

B3 = (a1A1 + (12A2 (108)

De las ecuaciones 10.8 podemos disefiar la estructura, que estd mostrada en la figura
10.4. TFacilmente podemos verificar que para el circuito en la figura 10.4 son cumplidos los

ecuaciones 10.8.
Los coeficientes a; y a9 son los coeficientes de los multiplicadores.
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Iijgura 10.4: Adaptador paralelo dependiente

10.2.2 Adaptador de serie

Similarmente al anterior para el adaptador paralelo podemos deducir las ecuaciones del la
grafica de flujo orientada para €| adaptador de serie 10.5 usando las ondas transmitidas y

o TJ@ lﬁ, ]TBzAf R,

reflectadas.

°A"_—,— "'—:_‘z

Uyy Us T 1 — ’
1 814._ ——83
———0

Figura 10.5: La graf ca del bloce y simbolo del adaptade. 4s serie

En las ecuaciones (10.3) sustituimos I} = [, = [3 v calculamos By, 3;, B3. Arreglando
las ecuaciones, si sabemos que vale {'; + U; + U3 = 0 obtenemos

]))[ = A — 31(/‘1 + A + /13)
B‘Z - Ag - ,82(/\1 + 142 + A3)
B;; = ‘43 — 33(/‘11 + /12 + A';) (109)

donde los coeficientos 8; ¢ == 1,2,3 son los coeficientos del multiplicadores que calcu-
lamos desde la ecuacién (10.10)

2R;
R+ R+ Ry

Si vale para el circuito que i3 = R+ Ry luegosera 33 = 1y 31+ 5, = | y en la estructura
va a faltar un multiplicador 03 y las ccnaciones 10.9 toman la forma

B; = pro 1=1,2,3 (10.10)

B = /11 - :7)1(/11 + /12 + /13)
B(g = /1.2 - 32(/‘11 + AQ + A(})
B;g = —"/11 el /12 (1011)

La estructura del adaptador de serie que cumple las ecuaciones 10.11 es en la figura 10.6
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Figura 10.6: La estructura del adaptador de serie dependiente

10.2.3 Adaptadores elementales

Los adaptadores elementales scn adaptadores que tienen sélo un multiplicador. Se dividen
también en adaptadores de seriz y paralelo. No podemos utilizarlos en ¢l fin de los circuitos,
donde la impedancia de la salida estd definida. El adaptador clemental de serie esta en la
figura 10.7 y el coeficiente del rnultiplicador lo calculamos en la ccuacién

Ry + Za(w)

R 1

B (10.12)

o— } 0
—> —
A1 I] 83 o—oi{ o
& § g
o— :f+,‘ ‘ —0

IFigura 10.7: Adaptor elemental de serie

El adaptador elemental de paralelo esta en la figura 10.8 y ¢l valor del coeficiente de
multiplicador se calcula usando la ecuacién

G,

= —— 10.13
T O+ V(o)) (10.13)

Ejemplo

Proponer un filtro digital de onda de paso baja de orden N = 2. La ganancia dcbe ser
3 dB en la frecuencia w = 1 rad/sec. Se utiliza la aproximacién de Butterworth.

En el catalogo de los filtros de Butterworth encontramos los valores LC del filtro But-
terworth de segundo orden. El filtro paso baja estd en la figura 10.9.

Los valores del filtro paso beja son 79 = 1 [, = /2 a ¢; = v/2. De la figura 10.9 podemos
ver que el circuito exige un acaptor paralelo elemental y un adaptador de serie con dos
multiplicadores.



+—
S
I.f’___._

Figura 10.9: Prototipo del filtro analogico L.C

El valor del multiplicador en adaptador paralelo es

= Go _ ! = 0.414213
T Go+Yi(l) T 142 ‘

Los valores del adaptador de serie son

Q)

B 2R, _2%0.414213
TR 4+ Zy(1) 4+ Ry 0.41421 +/2 4+ 1

2R,

041423 + V2 + 1
De la Figura 10.9 podemos ver, que

A

= (0.292893

B

= 0.707106

]
Ri~ Re ' Z:(1)

El circuito resultado de un filtro digital de onda estd mostrado en la figura 10.10

El disefio de los filtros digiteles de onda es muy simple, porque podemos utilizar cl
catalogo de los filtros LC. De esa manera no es necesario utilizar la transformada bilineal
para construir la funcién de transferencia H(z). Por eso el calculo es facil. La respuesta de
estos filtros no es tan sensible a redondeo o truncamiento de los coeficientes como los filtros
proyectados usando la transformada bilineal. Para representar los coeficientes alcanzamos

con poco bits.
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2-1
1
— T
- ‘.
|
—— + -0
o E—
o— }———o
2‘1 J 2'17-1
x4=0,414 fB41= 0,292
62 = O,?O?

I'igura 10.10: Tiltro digital de onda de segundo orden



Capitulo 11

Filtros digitales de la forma cruz

11.1 Filtros con la respuesta finita al impulso

Para los filtros con la respuesta finita al impulso IFIR podemos escribir la funcidon de trans-

ferencia en la forma
Hp(2) = An(2) =1+ Y an(k)z™* m=0,1,2,3.. (11.1)
k=1

o la ecuacion de diferencias

y(n) = I(n)+Z:am(k)x(n—k) m=0,1,2,3,... (11.2)
k=1
En la figura 11.1 se muestra la estructura del filtro con la respuesta finita al impulso FIR.
La estructura del filtro FIR en la figura 11.1 se puede dibujar en la forma mostrada en la
figura 11.2. En la salida del filtro de la figura 11.2 se obtiene la siguiente senal

y(n) = a(n) — 3(n)

donde

X(n)

1 /o N

om(Z) A 3)
H—G +

Figura 11.1: Estructura del filtro con la respuesta finita al impulso FIR
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x(n)
——

-a_{1) la_2) a0 _(3)1-q W)
m m+m+°m+_

y(n)

b

Figura 11.2: Prediccidn error filter

foln) (n) = y(n)
0 " t(n)=y(n

x(n)
- K1

go(n: goin-1 g4 (n)

Figura 11.3: Filtro de la cruz de primer orden

es una prediccidn del valor z(n), esta estructura se llama "prediccién error filter”. Vamos
a suponer que tenemos un filtro FIR de primer orden. En la salida tenemos la respuesta

y(n) =z(n) 4+ a;(l)z(n — 1) (11.3)

La misma respuesta en la salida se obtiene mediante la estructura de la cruz mostrada
en la figura 11.3. Si alimentamcs ambas entradas de la estructura de cruz con la seftal x(n)

obtenemos las salidas

fo(n) = go(n) = z(n) (11.4)

filn) = z(n) + Kyz(n - 1) (11.5)
gi(n) = Kiz(n) + z(n — 1) (11.6)
En la salida de arriba de la estructura de la forma cruz para Ky = a; obtenemos la

ecuacién (11.3). El parametro /; se llama el coeficiente de reflexién. Ahora vamos a realizar
el filtro de la forma cruz de segundo orden, que tiene la siguiente funcién de diferencias

y(n) =z(n) + ax(V)z(n — 1) + ax(2)z(n - 2) (11.7)

Se puede ver, que la estructura en la figura 11.4 realiza la ecuacién de diferencias (11.7).
En la salida del primer circuito tenemos

filn) = a(n) + Kjz(n - 1)
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E,(n) f1(n) ot = Yin:

>~ ¥ ¥
X(n) \ K, Ko
z-1 ‘Z + ‘2-1 +

Gyin Gy Gotn)

Figura 11.4: Dos circuitos de la cruz de primer orden en la cascada

g (n) = Kiz(n) + z(n — 1) (11.8)

y en la salida del segundo circuaito tenemos

fain) = filn) + Kagi(n — 1)
g2n) = K2 fi(n) + g1(n = 1) (11.9)

Si sustituimos fi(n) y ¢g1(n) en lasecuaciones obtenemos

fa(n) = z(n) + K1z(n — 1) + K[ Kz(n — 1) + z(n — 2)]
fo(n)=z(n) +z(n — DK (1 + ) + Koz(n — )

Si comparamos la ultima ecuacién con la ecuacidn (11.7) obtenerios

]\’2 = (12(2)
]\’1(1{2 + 1) = (12(1)

Y el valor del coeficiente de releccion K, se obtiene calculando la ecuacién (11.10)

az(1)

Ky =—"7=
! 1+ 02(2)

(11.10)

Si conocemos los coeficientes de multiplicadores del filtro FIR a,,(k) podemos calcular
los coeficientes de la refleccién del filtro FIR para la estructura cruz. El vector {a,,} de los
coeficientes a; es

{am) = {1 as(1) as(2) az(3) ...} (11.11)

La funcién fp,(n) de la salida de un filtro cruz se puede escribir mediante la ecuacion

(11.12)

fm(n) = am(k)z(n — k) @ (0) = 1 (11.12)

k=0

m

En la salida de abajo del circuito cruz de la figura 11.4 obtenemos las ecuaciones
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n

Ky fiin) + g1(n — 1)

Ky[zin) + Kiz(n - 1)] + Ki1z(n — 1) + z(n — 2)

Kyz(n)+z(n - DK (1 + K3)] + z(n —2)
@(2)(r) + as(Da(n ~ 1) + 2(n - 2)

La respuesta en la salida de abajo del circuito 11.4 se puede calcular mediante la con-
volucién

g2(n)
g2(n)
(n)
(n)

ga2(n
ga2(n

gm(n) = ) bm(k)z(n — k) (11.13)

k=0

Los coeficientes de un vector g, (n) son representados en la ecuacién (11.14)

{gm} = {.023) 52(2) bo(1) 1} (11.14)

Los coeficientes b,,(7) t=m—1,m — 2,...,1 son ordenadas cn orden decreciente, en
comparacién con la ecuacion (11.11) donde son en forma ascendente, y entonces podemos
escribir

b(k) = am(m — k) (11.15)
Aplicando la transformada z inversa a la ecuacién (11.13) obtenemos la ecuacion
Gm(z) = Bn(z).X(2) (11.16)

La funcién de transferencia By, (z) toma la forma

(11.17)

y los coeficientes by, (k) son los coeficientes de la funcién de transferencia By (z) que se
puede expresar en la forma

Bn(z) = i b (k)z7* (11.18)

k=0

La relacién entre los coeficientes by (k) y am(k) estd expresada por la ecuacién (11.15).
En este caso se puede expresar la ecuacién (11.18) en la forma

z) = Zam(m - k)z_k = Zam(l)z[_

Bn(z)=2"" 2T An(27) (11.19)

(]
p
=
Il

=0

El polinomio B,(z) es reciproco al polinomio A (z). Las ecuaciones (11.9) las podemos
escribir en la forma general |

fo(n) = go(n) = z(n) (11.20)



fm(n) = fmo1(n) + Kongm-1(n — 1) m=123,..,.M-1
gm(n) = Kp fro1(n) + gma(n = 1) m=123,...M—1

Y utilizando la transfermada z obtenemos

Fo(z) = Go(z) = X(2) (11.21)
Fo(2) = Fri(2) + Kz 7' Goi(2)
Gn(z) = KpFro1(2) + 27 Gy (2)

Si dividimos las ecuaciones (11.21) entre X (z) obtenemos al final

Ao(z) = Bo(z) =1 (11.22)
Am(2) = A 1(2) + Knz™ ' By (11.23)
Bu(2) = KmAm_1(2) + 27 By (2) (11.24)

Las ecuaciones (11.23) y (11.24) se pueden presentar en la forma matricial como:

[ 3:53 ] = [ }x’m {{m ] X [ fﬂ}ffg(z) } (11.25)

Ejemplo:

Calcular los coeficientes de un filtro FIR directo, si conocemos los ~~eficientes de refleccion
de un filtro cruz.

1

]\’1 == 5 ]\’2 = ]\’3 =

l 1
3 4
Usando la ecuacién (11.23) obtenemos para m=1

Ai(2) = Ao(2) + K1 Bo(2) = 1 + K z7*
1
Al(Z) =1 + 52_1

El polinomio B(z) tiene sus coeficientes en la forma reciproca, entonces el polinomio B(z)
toma la forma

1
Bl(Z) = 5 -+ Z_1

Sustituyendo m=2 en la ecuacién (11.23): obtenemos

1 1 1
Ay(2) = A(2) + K27 ' By(2) = 1 + 52_1 + gz'l [5 + z"l]

2 1
A2 =1 + 52_1 + 52—2

El polinomio B;(z) se escribe en la forma reciproca al polinomio As(2)
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Yin)

X(n)

g(n)
wl——

X{n)

yin)

Figura 11.5: El filtro I'IR de la estructura de cruz y la estructura directa

1 2
B2=§+§Z_]+Z_2

Si sustituimos en la ecuacion (11.23) m=3 obtenemos el polinomio A;(z)

;- 2 _ 1 _ 1 ,/1 2 _ _
Az(2) = Ax(z) + Kzz 182(2):1+§z 1+§z 2+Zz 1<§+§z "4 2 2)

3 1 1 _.
A;;(Z) =1 + ZZ_I + 52_2 + ZZ_J

Los coeficientes del filtro FIR de la estructura directa son
3 1 1

a0:1 (1121 a2:—2‘ a3:Z

y la estructura del filtro con la respuesta finita al impulso es mostrada en la figura 11.5

Ahora vamos a transformar el filtro FIR directo a un filtro I'IR de la cruz. Supongamos
que tenemos los coeficientes de un filtro FIR en la forma directa o un polinom A,,(z). Para un
filtro FIR de cruz de orden m, el ultimo coeficiente de refleccion es igual al ultimo coeficiente
del polinomio A,,(z). Entonces K,, = a,(m).

Para obtener los coeficientes de reflecién restantes K,,_; nccesitamos calcular los poli-

nomios A,,_1, Am—z, ..., A1. Esos polinomios pueden calcularse usando las ecuacidnes (11.23)
y (11.24)

An(2) = Apaa(2) + Kz 7' Boa (2)

Bn(2) = KnAm-1(2) + 27 B (2)

Apno1(2) = Ap(2) — Knz7'B,_1(2)

Bm*l(z)z—1 = Bn(z) — KnAn_1(2)



Si sustituimos a la tercera ecuacién por B,.-1(z) obtenemos

Am—1(2) == Ap(2) = KB (2) + K2 Ap_1(2)
Am-1(2) [1 = KL] = =K Br(2) + An(2)

y al fin areglando la ultima ecuacién obtenemos

An(z) — K B
Amr(2) = (2) (2) m=M—-1,M-=2,..1 (11.26)
L= K2
Calculando la ecuacién (11.26) param = M — 1, M — 2,...,1 obtenemos los coeficicntes
del polinomio A(m) en forma reciproca. Estos coeficientes son los coeficientes reflexién del

filtro FIR de la forma cruz.

Ejemplo:

Calcular los coeficientes de reflexiéon de un filtro FIR de cruz si se conoce la funcién de
transferencia del Filtro FIR

3 1 1
As(z) = H(z) =1+ ZZ'I + 52‘2 + Zz_s
El primer coeficiente K3 es el ultimo coeficiente de A3(z). Entonces K3 = % Calculamos
el polinomio Bs(z). Polinomio B:(z) es en la forma reciproca al polinomio Aj3(z).
I 1 3
Bs(z) = i 52‘1 + 22"2 +27°

Si sustituimos por As(z), B3(#) y K3 en la ecuacién (11.26) obtenemos para m = 3

As(2) = K3By(2) 14327 '+ 52704120 -1 (5 +327 + 3277+ 279)

Aqx(z) = = 4
2(2) 1 - K? - (1)
B
d(z) =1+ 27" + 32
y el polinomio B(z) es
1
Bs(z) = 3 + =27 4272
y el coeficiente de reflecion K, es
, 1
IXQ = §

Para m = 2 utilizando las ecuaciones (11.26) obtenemos

As(2) = KaBy(z) _ 143527 +327 —5 (54527 +277)

— 3
Al =T =iy

El ultimo coeficiente de reflecién es K; = % y el Filtro de la cruz estd mostrada en la

figura 11.6
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y(n)

X(n)
—— % _13_ 1
4
= = gtn)
71—’ Omti £

Figura 11.6: Filtro FIR de la cruz de tercer orden

11.2 Filtros con la respuesta infinita al impulso

Filtro que tiene solo los polos podemos tambien realizar con una estructura de cruz. La
funcién de transferencia que tiene solo los polos se puede expresar en la forma

Y(z): 1 ~ H(z) = 1
X(z)  Alz) 1+ i an(k)z*

La forma transversal directa que realiza la ecuacién (11.27) se muestraen la figura 11.7.

(11.27)

La ecuacién de diferencias de esta sistema es

y(n) = z(n) = 3 an(k)y(n — k) (11.28)

k=1
Esa ecuacidn es la ecuacién de diferencias de un filtro transversal IIR. Si cambiamos
salida por entrada y entrada por salida obtenemos

z(n) = y(n) — ZaN(k):r(n — k) (11.29)

y(n) =z(n)+ Y an(k)z(n - k) (11.30)

obtenemos la ecuacién de d:ferencias de un filtro FIR que esta definida por las ecuacién
H(z) = A(z). La funcién de transferencia de un filtro IIR esta definida por la ecuacion

.qN(n)

Figura 11.7: El filtro IR transversal solo con polos
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Figura 11.8: Filtro IIR de la cruz
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Figura 11.9: El filtro IIR de la cruz de segundo orden

H(z) = ﬁ. Entonces un sistema se obtiene del otra si cambiamos salida por entrada. Si
cambiamos salida por entrada en la figura 11.3 obtenemos un filtro I[IR del primer orden de
la forma cruz figura 11.8.

Desde la figura 11.8 podemos sscribir las ecuaciones

2(n) = fi(n)
fo(n) = fi(n) — Kigo(n — 1)

g1(n) = K1 fo(n) + go(n — 1) (11.31)
y(n) = fo(n)

y(n) =z(n) — Kiy(n = 1)

y similarmente para g;(n) obtenemos

gu(n) = Kiy(n) + y(n — 1) (11.32)

La ecuacién (11.31) represente. un filtro IIR y la ecuacién (11.32) un filtro FIR. Para el
filtro de segundo orden figura 11.9 obtenemos los ecuaciones

(n) = ( )
; T 4 1)
TL _]‘2 1 + g1 n+1
fom) fi(n) — fﬁlzo(n —1) (11.33)
n) = Ky fo(n) + go(n — 1)
( ) = fo(n) = go(n)

Sustituyendo en estas ecuaciones y calculando y(n) y g2(n) obtenemos
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Figura 11.10: El filtro FIR y IIR de la cruz.
y(n) =z(n) — Ki(1 + K2)y(n — 1) — Key(n —2) (11.34)
g2(n) = Kyy(n) + K1 (1 + Ko)y(n — 1) + y(n — 2) (11.35)

La ecuacion (11.35) representa el filtro IIR con dos polos en el cenominador y ecuacién
(11.35) representa el filtro FIR con dos ceros. La funcién de transferencia de filtro IIR es

Y(z) Fo(z) 1
H,(z)= = = 11.
)= X0 " )~ Anl) (11.36)
y la funcion de transferenciz del filtro FIR es
Hy(z) = Bn(2) = 2™ Apn(z7h) (11.37)

Los coeficientes del filtro FIR son identicos con los polos de la sistema IIR solo con la
excepcion que son reordenados al reverso. Los filtros [IR y FIR de la forma cruz tienen
coeficientes iguales, solo la estructura es diferente como podemos ver en la figura 11.10:

Los filtros IIR de la forma cruz que tienen solo polos se utilizan para modelar el vocal de
tracto.

11.3 Filtros IIR con polos y ceros

Los filtros IIR que tienen polos y ceros son expresados por la funcién de transferencia

Yo cm(k)z™*  Cm(2)
1+ SN an(k)z=% An(2)

Esa ecuacidn se puede escribir en la forma

H(z) = (11.38)
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Figura 11.11: Filtro IIR la forma directa

M %z_%
- X em(k)z™F = 22
1+ Zivzl an(k)z=* ; (£) %%‘?)

De esta ecuacion podemos escribir dos ecuaciones de diferencias
A(z) N ) —k
iy = Lt ke ailk)z
Yz _ N ) -k
Wiz) — 2 kmo @i(k)2
utilizando la transformada z inversa obtenemos

(11.39)

(11.40)

(11.41)

(11.42)

La ecuacién de diferencias (11.41) representa la sistema 11R solo con polos y la ecuacién

En la salida de la estructura 11.12 se obtiene la respuesta

y(n) = 3 vmgm(n)

v, son parametros de los amp.ificadores de la sistema FIR.

[\
(&2

(11.42) representa un filtro FIR. Desde la ecuacién (11.42) podemos ver que la salida y(n) del
filtro FIR es la combinacion lineal de salidas retardadas de la sistema I1R. El filtro completo
se puede ver en la figura 11.11. La forma directa de un filtro IIR en la figura 11.11 puede
ser dibujada con la forma de cruz y esta mostrada en la figura 11.12

(11.43)
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Figura 11.12: Filtro IIR la forma cruz



Capitulo 12

Los filtros digitales de dos
dimensiones

La funcién de transferencia de los filtros de dos dimensiones con la respuesta infinita al

impulso se puede escribir como
M <N ¢ g
2 im0 Dm0 Bij-21-22
2 (12.1)

Zgo Z;‘V:o bijz;zé ‘

En algunos libros o articulos se escribe la funcién de transferencia en la forma matri-

}1(21,22) =

cial,como se muestra a continuacion

- - - -
gy Qo1 Qo2 --- Qon 1
a0 411 Q2 ... Qn 22
2
a20 a1 a99 N X, <
[ 1z z? 7 ] X o x 2
Amo Qm1 Am2 ... Qmn 2
H(Zl, 22) = = = — = (122)
boo bor  ag2 ... bon 1
bio b1 b1z bin 22
bio  ba1 b2 b, 22
1 2z 2?° 2™ x n X 2
1 1
L me bml bm? bmn B L Zq |

El elemento a;; (resp. b;;) es el coeficiente de polinomio de numerador, (resp. denom-
inador) al lado de z} a z]. En algunos libros las variables z se escriben con las potencias

negativas

—1 -2 -m
[lz{ LI 2 ]

Los filtros de dos dimenciones se pueden disefiar mediante dos maneras
a) Las especificaciones de la plantilla se aproxima en el dominio de dos dimensiones. Pero

de esta manera la aproximacién es muy exigente.
b) Las especificaciones de la plantilla se pueden aproximar en el dominio de una dimen-

sion de variable s y despues utilizando la transformacidn en el dominio de s, para transformar
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Figura 12.1: Especacificiones del filtro digital de paso bajas de una dimensién

la funcién de tranferencia de una dimensién H(s) a la funcién de transferencia de dos di-

menciones H(sy,s;). Posteriomente utilizando la transformada bilineal para transformar la

funcién de transferencia desde el dominio analdgico al dominio discreto obtenemos H(zy, z3).
Vamos a utilizar esta método para diseriar los filtros digitales de dos dimensiones.

12.1 Diseno de un filtro de paso bajas

Disenar un filtro de dos dimensiones paso bajas que cumpla las especificaciones de la plantila
segun la figura 12.1. La frecuencia de muestreo en los dos ejes son iguales fy; = fv, = fy =
16000 Hz.

Para calcular el orden del filtro de typo CAUER tenemos que calcular el coeficicte de
selectividad k y la constante gq.

f, 3400
=222 0 666
7, " 5100
k? k\ N ne 1
- il BN sis0 ()L
0= 1+2<4> +15(4> + 00<4>

4
6662 0,666\ > 0,666\ * 0,666 °
q= 0, T {1 +9 <—’41_6> +15 <;4.__> + 150 <’—4—> = 0,036458.

Obtenemos el orden n del filtro sustituyendo en la ecuacion

2amas _ -2 min 27 77
n -l 1) = 2a . (12.3)
Inq

Sustituyendo amaz = 0,1 , ¢ = 0,036458 y amin = 2,5 obtenemos

In(e?®! — 1) —2.2,5-2,77
n = e ) 0751 9 81,
In 0,036458
Elegimos n = 3. Los ecuaciones para calcular los ceros y los polos de la funcion de
transferencia que escribimos en este capitulo las podemos utilizar si caculamos los filtros

del orden n impar. La funcién de transferencia se puede calcular utilizando las tablas de las
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funciones elipticos. En caso de no tener las tablas de las funciones elipticas podemos calcular
la funcién de transferencia por medio de estas series que convergen muy rapido.
Los ceros de la funcién de los calculamos mediante la ecuacién (12.4)

1sm%1 q*sin &2 6’” + ¢®sin 1252

Qox = 2¢7 —22
T 2q cos T 2’”’ + 2¢% cos 12X “‘"

Sustituyendo ¢ = 0,036458, k=1an =3 obtenemos

IOkW

(12.4)

0,8660254 — 2,0337.10~°
Qo1 = 0,873933 — i = :
o = 0,87393 14 0,036458 — 1,7667.10-6 0, 75123

Para calcular los ceros de la funcién de transferencia, tencmos que calcular el parametro

w
1 2 a?
= — Gmaz | .
v Mot T (12.5)

Sustituyendo n y am.: obtenemos

1
= 72,9573 + 0,00083] = 0,499427.

La funcién de transferencia es de orden impar por lo que un cero es real y otro cero es
complejo. El cero real se ,obtiene mediante la ecuacién

. senh w — ¢* senh 3w + ¢% senh 5w
1 — 2q cosh 2w + 2¢* cosh 4w

ap =t = 2¢° (12.6)

La parte real de la raiz complerja la calculamos sustituyendo en la ecuacién

b/ =05 (k + k' — OF,)
1+ 202,

QL = (127)

y la parte imaginaria de la raiz compleja se calcula sustituyendo en la ecuacién

Qok/1 + t2(k + k=1 + 12)

0, =
File =2 1+ 1202,

(12.8)

Sustituyendo en las ecuaciones (12.5), (12.6) a (12.7) calculamos

0,520449 — 0,002825 + 1,4167.1078
t =2.0,436466— : : = 0,5090
0,43 1-0,112417 4+ 0,0000133 ’ 8

0,50908+/1 — 0, 730232(0, 666 + 0,666-! — 0, 730232)

=0,16046
1 + 0, 509082.0, 730232

) =

0,730234/1 + 0,509082(0, 666 + 0,666~ + 0,509082)
1+ 0,509082.0, 730232

La funcidn de transferencia resultante se calcula mediante

Q, = = 0,81877.

24+ 2.01.5+ a2+ Q2

G(s) = K(s +1) (12.9)
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La funcién de transferencia toma la forma

s% +0,32092s + 0, 6961317
0,5332359s2 +1
[l constante K se calcula bajo la condicion de que ¢l médulo de la funcidn de transferencia
para w = 0 es igual a uno. Para |G(0)] = 1 es K = 2,8217761.

Vamos a checar si las especificaciones de la plantilla se cumplen para las frecuencias
w=0,816 yw=1,224. Para w = 0,816 obtenemos

G(s) = K(s+ 0,50908)

0,696 — 0,816% + 50, 3209.0,816
1—-0,533.0,8162

G(0,816) = 2,821.(50,816 + 0, 509)

|G| = 12,3025 + 1,436 x |0,0469 + j0,406| = amez = In1,109 = 0,103 Np.
Similarmente para w = 1,224 se obtinene

0,696 — 1,224% + ;.0,3209.1, 224

G(1,224) = 2,821.(9,509 + j1,224) NIRRT

|G| = |1,436 + 73,4538 x | — 3,9879 + j1,9529]. == apmin = 2,81 Np.

De esta manera verificamos, que las frecuencias de corte para las especificaciones de
la plantilla se cumplen. Para transformar la funcién de transferencia desde el dominio
unidimensional a el dominio de dos dimensiones utilizamos la transformada de Shanks.

s = sycos B — sysenfs. (12.10)

La funcién de transferencia G(s) la escribimos como H(s) = -G_zﬁ’ que es la relacion de

sefial salida/entrada.

« 1 + 520, 53332359
s +0,509908 = 0,6961317 + 0,32092s + s2°

La transformada de la frecuencia y la de Shanks sera mostrada en la funcién de transfer-
encia Hy(s)

H(s) = 0,3543867

1
s+ 0,509908°

Usando la transformacién de frecuencias s = s/wp, donde wy = 273400 obtenemos:

H(s) =

W
s + wp.0, 509908
Si sustituimos en la ultime ecuacién la transformada de Shanks de dos dimensiones
(12.10), obtenemos

,Hl(S/u}o) =

Wo
g;c08 B — sysenf + wp.0,509908
Ahora transformamos la funcién de transferencia desde el dominio de s a dominio de z
usando la transformada bilinea.

Hl(slv‘s?) =
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21—21 21—22
= — SS9 = — .
T1+Zl 2 T1+22

Sustituyendo s, y s la funcién de transferencia toma la forma de:

S

H(z) = Two(l + 21 + 22+ 2127)
boo + ba121 + biaza + bazzy 2y’

donde
byy = 2cos B+ 1senfS + 0,509908w,T

by = —2cos f — 2senf + 0,509908w, T
by = —2cos B + 2senf3 + 0, 509908w, T
boo = 2cos § — 2senf3 + 0,509908w, T

Para [ =270°, fo =3400 Hz y f, = 1/T = 16000 Hz la funcién de transferencia toma
la forma de:

14+ 214 29+ 2729
1 —0,492082z, + 23 — 0,492082z,2,

Al igual como la funcién de ransferencia H,(s) se calcula la funcién de transferencia
parcial Hy(s). Las circuitos con las funciones de transferencia H;(s) y Hy(s) se conectan en

H(z,2,) = 0,493048

(12.11)

cascada.

Hy(s) 1 +0,53323s?
S) = .
2 0,69613 + 0, 320925 + 2

Despues de un calculo similar como en el caso de la funcién de transferencia H,(s),
obtenemos el siguiente resultado

i 1 2 1 T 1]
[1 21 2] x| —0,7669 —1,5337 —0,7669 | x | z
H(z\,z) = 1,3191 L ! : : L % | (12.12)
1y<2) — 4 = 1 2 1 r]_ = . .
[1 21 28] x| —1,2587 —2,5173 —1,2587 | x | z
1,391 2,782 1,391 E

12.2 Analisis del filtro digital de dos dimensiones

Utilizando la transformada de dos dimensiones obtenemos la funcién de transferencia paso
bajas H{z, z;) representada en e/ dominio de las frecuencias w; y w, en la figurana 12.2.
Si analizamos la amplitud en ¢l plano w; w, de la funcidon

H(zl,ZQ).H(zl,zQ_l),

obtenemos la respuesta de un filtro simetrico como se ve en la figura 12.3.
En el caso de la simetria de orden mayor, por ejemplo la simetria octagonal es necesario
calcular el médulo de la funcidn de transferencia

H(zy,29).H(z1, 27" ). H(27 ' 22). H(2] Y 25 ).
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Figura 12.2: Representacion de la caracteristica del amplitud del filtro de paso baja de dos
dimensiones en el plano. La banda de paso esta marcada con numecro 1.
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;
!

Figura 12.3: Caracterist.ca de la amplitud de un filtro paso bajas simétrico
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El filtro recursivo de dos dimensiones con la fase cero, lo obtenemos si conectamos en
cascada los filtros simetricos en el cuadrante. Si filtramos una senal de dos dimensiones
en la entrada X(ny,n,) primeramente por medio del filtro simetrico en el primer cuadrante
con la funcion de transferencia F(z;,z2;) y despues usando el filtro en el tercer cuadrante
con la funcién de transferencia H(z', 27"), obtenemos el filtro resultante con la funcién de
transferencia

Hy(z ,z3) = H(ZI,ZQ).]J(ZI_I,ZEI),

que tiene la fase cero

12.3 Diseno de filtro de paso bajas simétrico

Ejemplo

Disenar un filtro de dos dimensiones con la caracteristica de Butterworth de orden n = 2
para

Gmaz =3dB,Qo=1af="1.

La funcién de transferencia del filtro de Butterworth de segundo orden es

1

H(p) = .
(P) = T4z 5 o2

Si sustituimos por s la transformada de Shanks 12.10 v en las ecuacidnes para la trans-
formada bilineal como en ejempl> anterior obtenemos la funcion de ....«ferencia de dos
dimensiones H(z1, z2). Este filtro discreto de paso bajas no es simétrico. Ll filtro simétrico
lo obtenemos calculando la ecuacion

Hpp(z1,29) = H(z1,29).H(z1,271).

Usando el programa obtenemos la matriz de los coeficientes del filtro paso bajas simétrico

I 4 6 4 1
4 16 24 16 4
A=1]6 24 36 24 6
4 16 24 16 4
1 4 6 4 1

9,219577  62,98387  158,6508  —54,98386 19,57162
—32,45760 —245,6205 —83,16479 —440,1478 147,6223
B =] 96,08774 100 5395 593,021l —52,55957 435, 5436
—32,45760 —245,6205 -—-83,16479 —440,1478 147,6223
9,219578  62,98387  158,6508  —54,98386 19,57162

La caracteristica de amplitud del filtro de paso bajas simétrico Hpp(z;, 22) se muestra
en la figura 12.4.



Figura 12.4: Caracteristica de la amplitud del filtro de paso bajas simétrico
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Figura 12.5: Caracteristica del amplitud del filtro paso altas no simétrico

12.4 Diseno del filtro paso altas simétrico

Usando la transformada (12.10) en la funcién de transferencia de paso altas H(s) obtenemos
la funcién de transferencia discreta de filtro de paso alta H(z1,z;). La caracteristica de la

amplitud esta mostrada en la fizura 12.5.
Para poder sumar las funciones de transferencia y no solo sus modulos, es necesario que
tengan la fase cero. La funcion de transferencia con la fase cero se obtiene mediante la

ecuacion

Hyp(z1,22) = H(zl,ZQ).H(zl_l,z{l),
En esta ecuacién la funcién de transferencia H(z;, z2) se obtiene por medio de la trans-

formada de Shanks.

Como ejemplo disefiamos la funcién de transferencia de un filtro simetrico de segundo
orden con las especificaciones como en el primer ejemplo. La funcién de transferencia de un
filtro analdgico de paso alta de segundo orden es

52

H(p) = .
() =57 1.41421s + 1

Usando la transformada de Shanks y la transformada bilineal los coeficientes de la funcién
de transferencia de paso altas de dos dimensiénes toma la forma
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Figura 12.6: a) Caracteristica de la amplitud del filtro paso altas en dos dimensiones b)
Caracteristica de la amplitud del filtro paso altas en tres dimensiones

13,39569 0 0
A=10 —26,79120 0
0 0 13,39569
9,219 —3,176021 1 1
B=| —1,17602 —22,79120 7,1760215 i
1 7,176021  19,571620 |

Ahora calculamos la funcion de transferencia del filtro simétrico de pasc altas con la fase
cero. La matriz de la funcién de transferencia tiene 13 x 13 elementos y por esto razon no
la escribimos. En la figura 12.6a esta mostrada la caracteristica de la amplitud del filtro
simétrico de paso altas. In la figura 12.6b se muestra la caracteristica del mismo filtro en
tres dimensiones.

12.5 Diseno del filtro supresor de banda

La funcién de transferencia de un filtro supresor de bandaa se obtiene si sumamos las fun-
ciones de transferencia de un fi.tro paso bajas con una frecuencia del corte QO]DP‘ y la
funcion de transferencia de un filtro paso altas con una frecuencia del corte Qg gp. Calcu-
lamos Hpz = Hpp + Hyp. Es necesario calcular otra vez la funcion de transferencia con la
fase cero. Para calcular la funcion de trarsferencia de un filtro simétrico supresor de ban-
da aprovechamos las funciones de transferencia del filtro paso bajas y paso altas desde los
ejemplos anteriores. Necesitamos cambiar la frecuencia del corte del filtro paso altas para
cumplir la ecuacidon

Qoipp < Qoimrp.

Las caracteristicas de amplitud en dos v en tres dimensiones se muestran en la figura
12.7a,b.
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Figura 12.8: Caracteristicas de la amplitud del filtro paso banda simétrico

12.6 Diseno del filtro de paso banda

La funcién de transferencia de un filtro paso banda se obtiene si multiplicamos las funciénes
de transferencia de un filtro paso bajas con frecuencia de corte Qg1pp con la funcién de
tranferencia de un filtro paso a'tas con frecuencia del corte Qg1pp. Para estas frecuencias se

debe de cumplir

Qoipp > Qorup.

El grafo de los niveles del filtro paso banda Hpp = Hpp.Hyp es en la figura 12.8a. La
caracteristica de la amplitud de paso banda en tres dimensiones es mostrada en la figura

12.8b.
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Figura 12.9: Realizacion directa de la funcién de transferencia

12.7 Realizacién de las funciones transferencias de
dos dimensiones

La estructura del filtro de dos dimensiones con la respuesta infinita al impulso se dibuja
desde las funcién de transferencia H{(z, 2;).
La realizacién directa de la funcién de transferencia

Ggo + o122 + G102 + @112122
2 2
1 + boyza + bo2zi + biozy + briz122 + by22123

H(z1,22) = (12.13)

estd mostrada en la figura 12.9.

La estructura en la figura 12.9 contiene mucho elementos de retardo. Otra posibilidad
es la realizacion de la funcién de transferencia de dos dimensiones mediante el quebrado de
escalera.

La funcién de transferencia H(z, z2) se puede decomponer en el quebrado de escalera de
varias maneras. Pero no todas las posibilidades fisicas se pueden realizar.

Si decomponemos la funcién de transferencia H(z;',2;") en el quebrado de escalerade
la siguiente manera

1

H(z,2:) = Cy + - : (12.14)
Alzl + i1 __ A
PTBya Ty
y si los constantes ¢;,c3,... A1, Ay... B1, By no son iguales a cero, la estructura toma la

forma mostrada en la figura 12.1C.
Si descomponemos la funcion de transferencia H(z,22) en la forma mostrada en la e-
cuacién (12.15), obtenemos la estructura mostrada en la figura 12.11
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Figura 12.10: Realizacién H(z7},z; ') en el quebrado de escalera
X(=.22) Gy Y (2, 11)

Figura 12.11: Otra posibilidad de la realizacién de la funcién de transferencia H(z, z;)

1
H(21,z2) = C] + . (1215)

Alzl + Ch + ”‘—qa_;——

Si descomponemos la funcién de transferencia H(z, z;) en la forma de la ecuacién (12.16),
obtenemos la estructura mostrada en la figura 12.12.

1
H(z,2z) = - (12.16)

C =
1t Ava ¥
2 Byz; 4o

Ejemplo: Realizar con el quebrado de cadena la funcion de transferencia de dos
dimensiones

482% .29 + 122] + 144225 + 3321 + 81z + 15

H =
(21, 22) 482%.29 + 1222 + 1221.29 + 2729 + 2

Si descomponemos la funcién de transferencia en quebrado de cadena obtenemos
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X(zy =) o Y(z,n)

1/4

P

1/8,

/

22

Figura 12.12: Realizacién de la fuacién de transferencia H(z, z7) con el quebrado de escalera

)

X_(‘n-:y) 1 <Y (2, 23)
-2 l
+.

Figura 12.13: Estructura de ejemplo

1

1 .
et
20 + 2+
Jzo 4
i+

21

H(z,22) =1+

La estructura esta mostrada en la figura 12.13.
Otra posibilidad de obtener la estructura del filtro digital de dos dimensiones es mediante
ampliacién de las matrices similarmente como se realizo en los filtros unidimensiénales.

12.8 Realizacion de la funcién de transferencia medi-
ante ampliacién de matriz

Disenar la estructura del filtro que realiza la siquiente {funcion de transferencia

(1+ 27 )((1+2)
Cdazyt b2t 4 ezt 4 dey 2yt

H(Zl, 22) =
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} Y(n, )

=~
2

Figura 12.14: Estructura de un filtro digital de dos dimensiones

Primeramente construimos la matriz de segundo orden

-1
T (L4 51 + 22 »
L4 azy! 4 bz; ! + oyl zp—1 4+ d2jt 25
Si elegimos
-1 —
nogy =1+ 2, n31:1+$11
nag = —1 —az;'— bzy' ~ 27tz — dzyt 2t nse = 0,
obtenemos
3 .3
N5a.M
ny = g + 23‘3 * =0
N33
3 .3
NN
3 _ 12 23-M32 _
Ny, = Nay + 7 = —1.
133
La matriz con dos renglones y tres columnas toma la forma
-1
N(3) _ 0 1 1+ 2, o

= -1 -1 ~1 ~1,-1
1420 0 —1—az] —bzy —cz; z; —dz 2,

Si seguimos esta procedimiento ampliando las matrices obtenemos al fin para N(7)

r -

0 -1 1 0 1 0 0
1 0 -1 0 —b 2P 0
(7 - J 0 —a -1 —C 0 1
N ) 0 z' 0 -1 0 O
L0 0 1 0 -1 0

') 0 0 0 ~dz' 0 -1

Con la matriz del flujo N(7) se puede graficar la estructura del filtro de dos dimensiones.
El orden de la fiuncién de transferencia es igual al nimero de elementos de la estructura.
Por lo que la estructura es candnica. Si ordenamos los nudos como se ve en la figura 12.14
podemos construir la estructura del filtro.
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Capitulo 13

El efecto de cuantizacién

En los sistemas discretos los numeros se representan en forma binaria. Un nimero z se
puede expresar por la ecuacién (13.1).

B-1
=) b2 (13.1)
n=0

El término b,, tiene valor 0 6 1. Por eso los numeros se llaman numeros binarios. El
término B dice en cuantos bits el nimero x estd expresado.

Ejemplo

Queremos expresar el numero z = 0,236 en la forma binaria por B = 7 bits.

0,236.2
0,472.2

0,144.2

1,888.2 7=0.20+0.2"1 +0.2"2 +1.273 + 1.271 4+ 1.2-5 4 1.2-6
1,776.2 z=.0001 111

1,552.2

1,104.2

Pero

=127 +12""4127°4+12°=0,125+0,0625 + 0,03125 + 0,015625 = 0, 234375

Como se vé expresamos el nimero z por un numero zg con el errorr Ig = = — zp =
0,001625. Ese error puede ser la causa de la inestabilidad del filtro.

Ahora expresamos el mismo nimero por B = 13 bits.
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0,236.2
0,472.2
0,944.2
1,888.2
1,776.2
1,552.2
1,104.2
0,208.2
0,416.2
0,832.2
1,664.2
1,328.2
0, 656.2
1,312

cp=1274+12"1 41254126 41.2°104192-11 41913
zg=.00011110001101

zg = 0,2359619

el error en este caso es menor

Eiy =z —xp =0,0000381

Los numeros negativos pueden ser representados como aditivos inversos de los nimeros
positivos.En la aritmética complementaria base dos los nimeros negativos tienen en el bit
mas significativo siempre nimero 1.

Ejemplo

Expresar en nimero z = —(.236 en la forma binaria por B = 6 bits. Primero calculamos
el mismo numero pero positivo.

25=0,2%60=.000111,

Cambiamos cero por uno y uno por cero y sumamos el nimero 1

Tp= 1 1 1 0 0 0

IE = 1 1 1 0 0 0 1

El nimero negativo es

tp=—-1+2"14272427%=-0,234375
En la figura 13.1 se muestran los nimeros en el circulo de la aritmética complementaria
base dos usando 3 bits
De la figura podemos ver, que el nimero mayor positivo utilizando tres bits sera 0,75 y
el nimero mas negativo sera -1.
Ejemplo
Qué nimero binario negativo estd representado porz =1 1 17

r=—-14+2"142"%2=-0.25
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2075 073
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100

Figura 13.1: Numeros fraccionarios y niimeros enteros representados por 3 bits

X *q
- CUANTIZADCR

Xq=X+n
s Q

X
W/n

Figura 13.2: Cuantizador lineal y no lineal

Gracias al error de cuantizacidn se realiza el nimero zg en lugar del nimero exactamento
z. La cuantizacién de una sefial es una operacion no lineal. Iisa operacién no requiere
memoria y estd mostrada en la fizura 13.2

e x es un voltaje en la entrada
e 2 es el voltaje de salida crantizada

e n representa un ruido gracias al error de cuantizacién

La relacién no lineal entre la sefial z y la senal cuantizada zo depende de la aproximacion
de'z, si utilizamos redondeo o truncamiento. La relacién entre el voltaje x y su aproximacién
de tres bits se muestra en la figura 13.3 si aplicamos redondeo.

Si aplicamos en aproximacion de los nimeros, truncamiento, obtenemos la relacion entre
voltaje z y voltaje cuantizado z¢ la grafica se muestra en la figura 13.4.

Como podemos ver de la figura 13.5 el error de cuantizaciéon para el truncamiento se
encuentra entre 0 y Q) y para el redondeo se encuentra entre 92‘ y ——05.

Q es el paso de cuantizacidén y se calcula por la ecuacion

Q =278+ (13.2)

Para e] nimero expresado por 3 bits B=3, el paso de cuantizacién es
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0,75
05 1
025

0,25 05 073 » x
0,25

-05
-0,75

-1

Figura 13.3: Aproximacién dzl nimero expresado por tres bits usando el redondeo

v
075+ i
[ / O
03 -
v

02505 075 —» X
0,25

05
075
-4

n (EROR)

NN

Figura 13.4: Aproximacién del numero expresado por tres bits usando el truncamiento
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Q=2"%"=0,25

La varianza de truncamiento se calcula usando la ecuacién
Q
1 2
2 2
= — u du 13.3
PE Q ,/:szz (13.3)

aolwg 1(5+5) @
Em@s3'-$47¢Q 3 12

si sustituimos por Q = 2-B+! |a varianza del ruido es

(2-B+1)2 2—28

12 3

El error que se comete al convertir una sefial continua en amplitud en una representacion
discreta se evalia en términos de la relacién sefal a ruido (RSR). La sefial debe ser limitada
en amplitud para evitar las posibi.idad de desbordamiento. Para eso utilizamos un factor de
ganancia G como se muestra en la figura 13.6

Valores pequefios de GG nos aseguran, que el desbordamiento nunca ocurra. Pero en
este caso se reduce la relacion seital a ruido (RSR). El ruido de cuantizacién es fijo y al
bajar el valor de G (factor que nos limita la ganancia) reducimos la amplitud de la sefial.
Este compromiso entre el desbordamiento y el ruido de cuantizacién siempre lo tomamos en
cuenta si utilizamos los microprocesadores, que trabajan con punto fijo.

La relacion entre sefial a ruido se define por la ecuacién

Py = (13.4)

RSR =10log % = 10log _12,((5_,3:) (13.5)

n PE

donde P, = p% y
P, = p2 = E[z*(n))] (13.6)
o P, es la potencia de ruido

e P, es la potencia de la senal

0 Q % 09_

Figura 13.5: El error de cuantizacién para el truncamiento y redondeo
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x{n) XQ(H)
+ CUANTIZADOR —>

Figura 13.6: Serial z(n) limitada con factor de ganancia G
Pero la potencia P, depende del factor de ganancia G. Si P.(G,z) = ;1; y p=4
obtenemos

1 9-2B
RSR = 10 log 7 ~ 10 log ~5— = —12,0412 + 20. Blog 2 + 10log 3

RSR=6.B-17,21  [dB]

Ejemplo
Calcule usted la relacion seiial a ruido para 8-bits cuantizador y para 16-bits cuantizador
RSRg =8.(6) — 7,27 = 40,73 dB

RSRye = 6.(16) — 7,27 = 88,73 dBB

No sélo la senal en la entrada es cuantizada durante la conversidn a los nimeros. Los
coeficientes de la funcion de transferencia deben ser cuantizados también.

13.1 Cuantizacidon de los coeficientes

Los coeficientes de un filtro digital deben ser cuantizados con B bits. La senal en la salida
del filtro con la respuesta finita se pueden expresar por la ecuacion

2

y(n) = 3 ho(k).x(n — k) (13.7)

k=

o

ho(k) es el término, que representa los coeficientes cuantizados del filtro FIR. La Funcién
de transferencia de un filtro con coeficientes cuantizados H(f) sc pucden expresar por la
ecuacion

H(e™) = h -wT+Z o — h(i)]e™ T (13.8)

ATy = H(eT) + H.(e™7) (13.9)

146



H.(e’*T) es una funcién de transferencia que representa el error gracias a la cuantizacién
de los coeficientes. El maximo error que puede alcanzar la respuesta decl sistema a una
amplitud esta expresada por la funcién

|H (%) < N mazlhg(i) — h(3)| (13.10)

N es el tamario del filtro o nimero de los coeficientes. Si los coeficientes son redondeados
a B bits el error del sistema en arplitud es

|H.(e™)] < N.27F (13.11)
y en Decibel

|H.(e’*] <20log N — 6.3 (13.12)

B es el numero de bits usados para representar los coeficientes del filtro.
Ejemplo

Hallar el error H.(e’*) que puede alcanzar el sistema representado con 100 coeficientes
representados por 16-bits.

20 log |H.(¢’*)| = 201og 100 — 6.16 < —56 dB

Si tenemos un filtro F'1 R con 50 coeficientes el error no es mayor que

20log |H.(e™)| = 20log 5 — 6.16 = —82 d 3

13.2 Cuantizacion de los coeficientes del filtro IIR

La funcién de transferencia de un filtro /712 se puede expresar en la forma

M bkz_k
H(z) = "':N(; (13.13)
1 + Z;c:l asz—k
la funcién de transferencia con los coeficientes cuantizados es
M ~k
broz
Ho(z) = Lo bia (13.14)

M _k
L+ 3 ko) a2
Los coeficientes cuantizados los podemos expresar por medio de los coeficientes originales
y los errores:

A = A — Aak
bro = by — Aby (13.15)
También la posiciéon de los polos y ceros se cambia gracias a la cuantizacion de los
coeficientes.

ZQ,‘ZZ1'+AZI' (131())
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Figura 13.7: L.calizacién de los polos y ceros de un filtro con ancho paso banda

En ciertas condiciones el sistema es estable, pero debido a la cuantizacién de los coefi-
cientes puede ser inestable, commo podemos observar de la figura 13.7

En la grafica son dislocados ceros y polos de un filtro paso banda. La variacién de los
ceros, polos y amplitud se muestra en la figura 13.8

Algunas estructuras son muy sensibles a la cuantizacion de los coeficientes. Las estruc-
turas directas del orden mas grande como n = 3 son muy sensibles a las cuantizaciénes de los
coeficientes, porque la dislocacién de los polos depende de muchos coeficientes de la funcién
de transferencia. Las estructuras en cascada y las estructuras paralelas son menos sensible.

i

1. L LLLL L
i
Y,” 7/ /74
#aG
%
’
/

Figura 13.8: La caracteristica de la amplitud del filtro ideal y cuantizado
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