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Log Métodos Numéricos han adquiride en la dCtualidagq i
gran importancia, debido al desarro]lo de las Computa /

mdtigos con muy buenasg aproximaciones, dependiendo des
de Tyego dej nimero de digitos con 1os Gue cuente g

elementos que le Permitan Obtenerp Soluciones aproxima
das de modelos Mmatemdticog Usuales en 14 ingenieria.

La ela:orac16n de este trabajo se realizé con el ob-
Jeto de que Jos e€studianteg de la asignatyra Citada

Contaran con apuntes pap, un mejor desarroTTo del cur
so.
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El contenido temdtice de estga obra comprende siete
capitulog, 145 Cuales tratap 10s Métodos Numéricog ba
Sicos pana resolver €Cuaciones a]gebraicas Y trascen-
dentes, Sistemas de €Cuacioneg algebraicas Yineaies,
aproximacign de funciones por polinomios, derivacién
€ integra i6n, solucign de €Cuaciones diferenciales
Ordinariag Y en derivadas Parciales, incluyendo ade-
mds un apéndice Sobre Ané]isis Combinatorio.
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NTRODUCC I oN

En este capftulo, se estudiargp los di
eérror que se Presentan al realizap Ooper
€as en 14 aplicacign de lgs métodos num
Pondran ep capftulos posteriores. Se tp
Concepto de aproximacién numérica, las
tes que originan los errores Y la forma
Propagan,

.1 CONCEPTYQ DE APROXIMACION NUMERT A

En e1 Campo de 1, 1ngenierfa, existen
menos fisicos que nNecesitan representap
los Matemdticgg,

mv*@%ﬁﬂ*

Consideremos Por ejempio el siguiente

m

Figura 1,4

_ . c e

ferentes tipos de
aciones aritméti.
éricos que se ax.
atars tambijép, el
principales fuen-
en que €stos Se

Infinidaq de feng
Se Mediante Mmode-

Clircufto:
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La c¢orriente que circuiarg a través del circuito al cernar

el interruptor, se puede representar por la siguiente fun —
cion: .

£(e) = ky el 4y, eU2t

dondi ky, kp, m; ¥ m, son constantes que dependen de R, (¢
L y de las condiciones iniciales del circuito, siendo m)#my
La variable independiente ¢, representard el tiempo transcurni-
do a partir del momento en que el interruptor es cerrado.

La Auncién f(t) es el resultado de haber obtenido la sollu-
cidn del modelo matemitico, que representa el comportamiepn-
to del fendmeno eléctrico mostrado en la figura I.1,

To, riepresentan en muchos casos, una imposibilidad para r
solverse, es aqui, donde los métodos numéricos proporcion
(utilizando procedimientos aritméticos sencillos) una apr
ximacién numérica a la solucién del problema, esta aproxi
cidén se debe a que dichos métodos, para realizar los cdlc
los, se auxilian de las computadoras digitales, que al tr
bajar con un nimero determinado de cifras, producen inevi
blemente earcies.

Ll - =4
[~ I ]

AT Ty BOY AR s ey
ERRORES - v ]
BIFEN nq%-y;‘:_;_,_ ;y-;;._%:: -k r v 7
Dependiehdo de la fuente que los produzca, los errores en

Tos que se incurre al utilizar computadoras digitales para

resolver problemas, pueden clasificarse en alguno de los
siguientes tipos:

- Ernrores inherentes. : .
- trrores por truncamiento. %

- Errores por redondeo. T "

Los errores inherentes o errores propios de 10s datgs,
son aquellos que se producen al leer en algun dispositivo
de medicién una magnitud, al transmitirla o al reproducir
la, debido a la imprecisién en los instrumentos o por erro
res humanos.

Los errores por trurcamiento, son aquellos que se presen
tan al utilizar series en los cdlculos; como por ejemplo
las series de las furciones trigonométricas sen(x), cos(x),
tan(x), etc. Estas series tienen un nimerc infinito de
términos y al hacer algin cdlculo con ellas, se utiliza
un nimero determinado de términos, truncando los demgs.
Este tipo de errores se presenta también, cuando se utili
zan nimeros irracicrales tales come V2, v, e, etc.

LosAmétodos matemdticos para obtener la solucién del mode-

[t 3 %

!
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como multip]icacidn s}

. tes que involucran £S
P tas: Operaciones, En este caso, g] resultado se redonde§

i 0 aproxima a3 nimero méximo de digi s

tos con 15 que se (¢
Pone parga trabajar

; tidad Cualquiera X Y una aproximaci6n 4 esta cantidag r
' Odresentada por x,: |
!
S u - : BUP e aac
R Y vgee ;

ET error relativo se define como e}
absolyto, del erropr absoluto entre x.
rror relativo Seé expresa ep Porciento

Cociente, ep valor
Genera]mente el e-
» Por lo cual:

if::f (2)
st
Ejemplo I.1 e :
E1l niimero €, con cinco cifrag decimales, es ipual ,
2.71828; calcular e] error absoluto Y el error relati
VO en el que ge incurre al tomar hasta e} primero, se
8undo, tercerg 0 cuarto té€rmings de la serje:
o
k=0 *° : !
Solucidn: . ! J
e R rE ob 4. j
Tomando hasta e3 Primer término de la serje: §
R {
0 1 1
. N T
& k=g k! 0]

el error gbsolyteo eg:

Wi

i

I

ea - Ix- i],
donde : 19
X = 2,71828




sustitlyendo:

6

ry . e
; ¢a = |2.71828 - 1.00000] ~ 1.71828
E i el error relativo:

er - ' x-x
Y X
E,
e sustituyendo:
-
3 2.71828 - 1.00000 1.71828

r 2.71828 I 2.71828 = 0-63212

E lo que ﬁmplica que el error en el qué’se incurre es

del 63.21 x.

Tomando hasta el segundo término de la serie:
.

11 1 1 o
e = I F=0—'+F= 2
k=0 " ' * ¢

procediendo de igual forma se obtiene:

¢q = |2.71828 - 2.00000| = 0.71828

Yy el error relativo:

0.71828

er = 2.71828 ~ 0.2642

Tomando hasta el tercer término de la serie:

2
e=7 Lol .1 1
ko KL OTTITY

procediendo de igual forma se obtiene:
error absoluto:
eq = [2.71828 - 2.50000] = 0.21828

error relativo: .

0.21828 _
Cy = m = 0.08030




en €ste CGSO,

3r = 2.66667

(se ha ¢

| €alizagg Ul redondeo Superior ep la Ultima ci-
fra decimal ge x1).

Err&r absoluto:

€a = [2,71828 - 2.66667] = 0,0516;
ErroL relativoe;

0.0516] "
ey 577?333 ~ 0.0189g .

I.3.1 ESTABIIIDAD

Cuandg en un sistema cual
quefias en 1, salida

hes en 13 éntrada, e dice

En casg de' que f(n) aumen te exponencialmente, se considg
ra que e} método eg Tnestaple

.
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En la 'figura 1.2 se muestra el comportamiento de un sis
tema estable, cuyo error en 1a salida es f(n) = ky ne,
donde ki1 €s una constante y ¢ es el error en los datos de
entrada. La otra curva corresponde a un método, cuyo e-
rror en la salida es de la forma f(n) =k3 ¢ donde k, es
una conftante mayor que la unidad.

‘ f(n)A o o ’ , st
/
/.’ fln)=kge
/ B s
/
// ﬂn)=K?€
/. " b ow 2 ¢ — —®— —e
e o @ O—
2 ebfif"_—.———._
’ 1 2 3 4 5 6 7 8 [} 10 ;;

Figura 1.2

mecee G Ay

E1 crecimiento 1ineal de un error es usualmente inevita-
ble. Cuando k; y e son pequefios 10s resultados que se
obtienen en la solucién de un problema son por 1o general
aceptables. En cambio, el crecimiento exponencial de un

eérror se debe evitar,-ya que el factor k3 crece rdpida-
mente aun para valores relativamente pequefios de n por
To cual, los resultados que se obtienen en la soluciSn de
un problema llegan a ser inaceptables.

2 CONVERGENCIA

()

El céchlo y generalmente el andlisis estdn basados en
la nocién de convergencia. Los conceptos b&sicos tales
como derivada, integral Y continuidad se definen en térmi
nos de sucesiones convergentes. Llas funciones elementa-
les como Ln(x) 0 sen (x) se definen también por medio
de series convergentes. En la ingenierfa no se requieren
respuestas numéricas exactas, mis bien, se busca una apro
ximacién a la respuesta, hasta un ciento nimero de cifras
decimales o precisas dentro de una tolerancia.

En muchos métodos numéricos para hallar la respuesta x

a2 un problema, se producen los primeros n términos de
una sucesién  x;, x,, xj, ... » xp (soluciones aproxima-
das), para observar la posible convergencia a la respues-
ta.




3 u
Meros Converge , un valor X, S1 para todo ¢ » 0 existe
un enterg m, tal que Para todo , , m, Se cumple que:

[x-‘xnl >

-8

Para determinar la convergenciy de un método numérico po
€S posible aplicar 14 definicidn anterior, debido 4 que no
S€ conoce de antemang o] valor de x. Sin eémbargo se pue
de demostrar que si @] método Converge, 1, diferencia en

gual que e] error absoluto, es decir, que esta
diferencia €S una cotg del errgp absoluto. €on lo cyal se

= entonces, si tenemos un método numéricgo que produzca una

: Sucesifp X1» %2, x3, ... j s
ta buscada, Se podr§ Obtener con cualqyier éxactitygd
dada, detgrminando adecuadamente el valor de n.

Resumiend los resultados del ejemplo 1.1, se obtiene 14

sfguiente.
Nimero de Aptoxi'maci&n Error Difetencias
Té€rminog del nimero e Absoluto Bucesivag .
!
n €n ¢ l e, - €n-y | i
1 ' 1 1.71828 -
2 2 0.71828 1
3 2.5 0.21828 0.5
4 2.66667 0.01g9 0.16667
Como se Puede Obseryvap en los resultados anteriores, Tos

valores (e ia ltima columna disminuyen 2 medida que p
aumenta y op todos 1o Casos |e . en.,] >€as 1o cual ve-
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INTRODUC

€ presenta frecuentemente dend
€ampo, de 14 ingenierfa. Debido 4

.,.,\N
\N&:, - ,-
‘ I
1.1 CARACTERISTICAS DE Los METODOS DE APROXIMACIONES‘
SUCES] VAS
& T
\-.. ~

de abro??ﬁiéiones
tes, Citaramos algunosg con los Cuales se

Sucesivas existen
caracterisﬁ1cas anteriores

ilustrarén las —
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‘ mactén de la rafz.

IT.2 METODO DE BISECCION

Este método parte de un intervalo Cxi, x2] en el cuai
Se encyuentra una de las rafces, es decir que F(x;) y
F(xp) tienen signos contrarios. E1 método consiste en va-
luar la funcién F(x), continua y derivable, en el punto
medfo del intervalo x1, x5 (ver figura IT1.1). st F(xy)
Y F(x;) tienen signos contrarios, se reducirs el interva-
lo de x; a XM, Y2 que dentro de este nuevo intervalo se
encuentra la rafz buscada. Al repetir este proceso hasta
lograr que el intervalo sea mds Pequefio que una toleran-
cla prefijada, el dltimo valor xM serd una buena aproxfi-

F(x)4

F(l.\)'

F(xw)

xi’

Figura II.1

Ejemplo II.1
Determinar la rafz real positiva de 1la siguiente ecua
cidn con dos cifras decimales exactasg:

x3 - x - 1 =090

Tabulando para valores positivos:

X F(x)
1.000[- 1.000

2.000 5.000




&
x

como e

Plica Que 1
tanto ge el
tervalo com

Procedien

tervalo ¢

€ observya

F(X)

Figura 17,55

Punto medio

q-%- 1.5
i
°rdenada: ] .
Fxy) = (1.5)3 _ 1.5 - 1 wg,875 —
8te valor €8 positivo Y F(x)) es
a rafyz

Negativo, ip-
se €ncuentrg entre | y 1.5, Por 1o ..
imina e3 Punto x, = 5 Quedando ¢3 nuevo in
Prendido eéntre 1,0 <« x < ]

do de igual forma e3 Punto medjg del nuevo in
8:

1.000 + 1,500 T
o= <2904 1,500 1.250 ,

s,

13
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o d

ahora se

elimina el punto

tervalo fueda:

procedien

X1

F(xy) = (1.25)3 - 1.25 - 1 = - 0.297

=1 y el siguiente in

X F(x)
1.250 - 0.297
1.500 0.875

do reiteradamente en esta forma se obtiene:

. S e C i
X F(x) x F(x) x F(x)
1.250 - 0.297 1.313 - 0.049 1.313 - 0.049
1.375 0.225 1.375 0.225 1.344 0.084
3 3
X F(x) X F(x) X F(x)
1.313 - 0.049 1.321 - 0.016 1.321 0.016
1,329 0.0:8 1.329 0.018 1.325 0.001
i
$
de aqui s¢ puede afirmar que la rafz buscada es:

con dos ci

R =

1.

32

fras decimales exactas.




F(x) = ¢ qn
Sumando en ambos Miembrog Se obtiene: !
'
F(x) + x = x l e (12)
Cuyo|miembpg T2quierdo eg otra funcigy de x que se defi
ne como:
) ) faq
G(x) = F(x) + .. (3#
susti

0 bien,

cano a 13

BSe que cya

)
lquier €cuacign Puede Presentarge en es-
do e} Procedimije

nto anterijor,
€s una raq; de 1a ecy

siguien

acién (1), implica que:

e,

X = G(XO)

diffeiy ¢

€ que ocuyrp,,
1 Proporcionado Xg

Ya que el ya.

€s solamente

un valor cep.
rafz, entonces:

X0 # G(xg) 0 bien,

X1 =~ G(xg)

C—

- VRN -+
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donde x;, serf la nueva aproximaci8n de la rafz a.

tuyendo «x,
se obtiene

Susti-
en el segundo miembro de la expresién (4),
el siguiente valor:

x2 = G(x])

?rocegiendo reiteradamente en esta forma, 1a n-ésima apro
Ximacion es:

n=1,2,3, ... eee (6)

De acuerdo con Yo visto en el capftulo anterior, puede

afirmarse q

ue si el método converge, la diferencia en va-

lTor absoluto entre Tos valores proporcionados en dos ite-
raciones sucesivas ser{ cada vez mds pequefia a medida que

n  aumente

y con esto se tendrd un criterio para saber

cuéndo terminar 1la aplicacién del método.

Ejemplo 1IJI.

Obtener la
gebraica, u
sivas.

La funecidn

y la funcié

utilizando

recurrencia:

<&V

BT

2 c19 wet

e ]

rafz negativa de 1a siguiente ecuacién al
tilizando el m&todo de aproximaciones suce

eX sen x - 1 x=0
2
F(x) @es:
% 1
F(x) = eX gen x - 7 X

n G(x), definida em la expresidn (3) es:
1

G(x) = eX gsen x + % X

la expresidn (6), tendremos la ecuacidn de

X, = en éen Xn + %-xn or (a)

n=1,2,3,.,.

R R e T~ )




&

la funcign

o

.

Otro Procedimiento Para obtener
€cuacidn como sigue:

que equiva

para‘determinar el valgy inicial

De 1a tabla ge observa que x = o4
€cuacidn, dagd, qQue F(0) = g (s0lucifgn

apliciandolga Para n = )

8e obtiene:

X1 = G(xg) = %0 sen x,

X0

F(x), Para diferentes valores de
nos g} origen copg Sigue;

eX sen x - % x =0

eX gen x-%'x

<

"
N

»

Una rafz de 14

Xp es Teescribir 14

+ T1 Xg ... (b)

8e puede tabular
X cerca

trivial), Pero

(c)
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y=exsen x

-m
v .
raiz negativa i
y=4x J o

Figura 1II1.3

De la gridfica se aprecia

que la rafz negativa se ep-
cuentra en o y - ¢

» de aquf que el valot»xo se estima
como a2 parte media del intervalo:

1X Yea . T QInakemi i

X = -~ 2= = - 1.571

obs&rvese que este valor difiere
que se obtluvo al tabular la funcién, Pero cualquiera
de los dosj es correcto, ya que son solamente una pri-
mera aproxlimacidn a 1a rafz. Para el desarrollo del
Presente ejemplo se Sustituird el valor Xop = -0.7 en

la ecuacién (b), por 1lo que la siguiente aproximacién
a la rafz es:

del valor inicial Xg

x1= ¢ %7 sen (-0.7) 4 71 (-0.7)

X} = - 0.670

e




#
B
€,
=

Aplicando la
Rente ge obtie

pR=2 . Xy =

3 =3, x
ne=4 ; 5

D=5 . 4

n=6 . Xg = g

ne&7 ., x

n=*g ., Xg =

o =g . Xg =

n=10,; x
n=J1. 4

n=12. 4

de egtag ite
"p" Crece, ]
jantes €ntre g
8iendo Converg

buscads,

Para hacer| yn
Partiremos de
bro 3 miembro

CONVERGENCIA DEL METODo DE APROXIMACIONES SUCESIvas

€cuacifn de Tecurrencig (a) reiterada-
ne:

L ]

~0.67 ’
e 0 sen(-0.670) + 0-5(~0.670) = g, 655

=0.653

3=~e sen(-0,653) + 0.5(-0.653) = -0.643

~0.643

y = e sen(—0.643) + 0.5(-0.643) = ~0.636

=0.
e 636

5 = sen(-0.636) + 0.5(-0.636) = ~0.633

~0-633 #en(=0.633) + 0.5(-0.633) . ~0.630
7 = e 0630 Sen(=0.630) + 0.5(-0. 630y . -C.629
e™0:629 sen(-0.629) 4 C-5(=0.629) = _p,42g
e 0628 #en(=0.628) + 0.5(-0. 62y - -0.628
10 = 70-628 5en(-0.628) + 0.5(-. 525y . -0.627
11 = e70-627 sen(~0.627) + 0-5(-0.627) « _g, 657
12 = e70-627 5en(-0.627) + 0.5(-0. 62y . -0.627
.

i; 10 Que significa que el m€todo va
€nte al vajloy -0.627 que es 1, raiz

fe : b B . TS : 2
Ta . .

o ;-l 2

anédlisig de Ta €onvergencia de este método
las EXpresiones (5) y (6), Resténdo]as miem
S5eé obtiene:

s e

e
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m;ﬁm%'{"‘r‘,‘x e T e

.i
3
i
|
b

multiplicando el segundo miembro de 1a ecuacidn por:

& - xp-
a - xp,

v Y
G(a) - 6(x,_)
- - \1_ -
a Xp a - xp, (a Xp-)
3.
EI frea

aplicando el teorema del vaton medio def cdlculo difenen
cial:

a - xp = G'(71) (a-xn_l); Xp~) €T < a

despejando G'(t):

, a - xq
G(T)‘“;xn_1<1’<a
a - Xn—l

(7)

sustituyendo n por k, donde k seri una iteracién cual

quiera, comprendida entre la primera Yy la n-ésima, y analy

zando el segundo miembro de la ecuacién se puede ver gque
Para que el cociente sea menor que la unidad, se debe cum-
Plir lo siguiente:

<

a - xp a—xk_ll ces (8)

esto quiere decir que la diferencia en valor absoluto en-
tre el valor de 1la raiz a y el dltimo valor aproximado
calculado Xk, €S menor que la diferencia en valor absolu
to entre el valor de la rafz y e} penidltimo valor calcula
do xk_;, lo cual implica que el valor x;, estf mis cer-
ca de la rafz que el valor xy_;, por lo tanto, se puede
afirmar que en 1a k-ésima iteracién el método se estd apro
ximando a la rafz, o estd siendo convergente a la rafz.

s a»_-.‘fvv T




" por i1t 1imo

R

1o cual|signiss método converge Cuando 1a deriva-
da de G(

interva]o (xk-l, a) es
menor qy

Por otJa parte e} método serd divergente Cuandg:

la = x| > [, - -1l 8 Jer(xy| 5> 4

Xk estd mis

e€sto impilica que el Gltimg valor calculade
a rafz 4 que Jla Peniltima aproximacign XK-)

lejano de 1 z

3 Cuando slceda que [a - xk| =
condicign de estancamiento. Y& que la peng
cidn es Tgual a 1, Ultima, esto quiere deci
do no avanza hacia Ta rafz
aleja.

[.3.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METoDo DE APROXIMA-
CIONES SUCESIVAS

- ‘ ™

&

Para interpretar geométricamente el método,

Se expresa
1a ecuacign X = G(x) como sigue:

Yy = G(x) fovne +ee (10)
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T T T TR, T

Las
geomé
obser

figuras 11.4.a y Il.4b., muestfa
trico del método cuando 16N (x) |

n el comportamientg
< 1 en las cuales se

va que el método converge a la rafz,

YA}

v P 1 £ ye P
y=6{x)
- !
vl
] I:I X
o —
| !
, f‘, AW B Taps
// i | I
! ! !i; M
i : 1
A A b
| — —
lo ll lz lsﬂ x
0<G'(x)<i 5
FE Figura 11,45 dp
BY e
Y* ;

-1<6'(x)<0

Figura II.4.b

Rt ca




Cuandg IG'(x)I > 1 el método diverge y o1 Comportamientg
5.a y Il

geométrice de
5.b.

TS

; Xo x; x x
% G'(x)>-,
&
& .
= Figura I1.5.a
R ¢ b
£ " fn &ysn
Y
RN 7 A
yex s
=~ { REE
I A 4
52, 32
H I "
X2Xo @ X,
GYx)<-I
[

Este se Muestra ep las figuras I7

Figura IT.5.p

—
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I1.4 METODO DE NEWTON - RAPHSON

Este método iterativo considera un valor inicial xo aprg
ximado a la raiz; toma como siguiente aproximacién
X)] = G(xg), que geométricamente equivale a trazar una reg
ta vertical desde x, hasta G(xg), ¥y el hecho de igualar
x) COn G(xg) equivale a trazar una recta horizontal que
va desde G(xg) hasta la recta y = x. Finalmente, la pro-
yeccifn de este punto sobre el eje X representa el valor
x;. Repitiendo el proceso a partir de la abscisa x; se
obtiene x,, y a partir de x; se obtiene x3, etcétera.

ResuLiendo. el m&todo consiste en 1o siguiente: a partir
de un valor inicial x,, dirigirse verticalmente a la cur-
va y = G(x) de ésta, horizontalmente a la recta y = x, de
nueve verticalmente a la curva, horizontalmente a la rec-
ta, etcétera.

LY

*

N

LB : :
Partiendo de la ecuacidén de recurrencia del método de a-
proximaciones sucesivas:

Xp = G(xp-)) para n =1, 2, 3,

o bieh: : ‘ 1

¥n+1 = G(xn) para n=20,1, 2, ,.. ‘ vee (11

ecuacjbn que se puede escribir en la forma:
Xn+1 = Xn + G(xp) ~ x, para n = 0, 1, 2, ...

al sumar y restar x, simultineamente en el segundo miem
bro y s1 se representa G(x,) - Xp CON A x5, se obtiene:

- - Xn4+]1 * Xy + A Xq el (12)

E1 método de Newton - Raphson consiste en afectar el in-
cremento A xp en la expresién (12) con un factor qe peso
a obteniéndose la siguiente ecuacién de recurrencia:

Xn+1 = Xp + o A xq .. (13)

Sy

A,




@ Se deterpmi
rizonta]ment
Yy I1.4.p
nadas

Figura II.s6

A partir de 1
Se puede conoc
razonamiento,

0s datos

e g
Se observa que:

(a - 1) 4
tan g = o 2 *n

Pero tambigp-

tan 6 = G' (xp)

—

que proporciona la fi
er el valgp efectuandg

gura anterior,
el siguiente

Xn

————

de dirigirsé)ho
11.4.a

i
i
H

LA

25
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por lo tanto: : : ctosme e

G' (xn) =

despejando el valor de o:

1

=TT G' (xg)

1= “\\

sustituyendo en 1la expresién (13):

1

X = X +\AX

ol n 1 - ¢'"(xp) n
pero: , ’ K

b xp = G(xy) - xq )
y:

G(xp) = F(xg) + Xp
con 1e |que se oftiene:

& xp = F(xq) + x, -~ Xq
derivando la expresidn (15): !

G'(xp) = F'(xq) + 1

~ " F(xp)

¥ntl = Xp + T (F' (xq) + 13

AR PP

LY

|

fees (14)
(15)
(16)

oo (17)

tituyendo las expresiones (16) v (17) en 1a expresién
) .

A Gl .




firalmente,

de Naewtgn .
tangented.

Ejemplo II.3

Obtener 3, rai
cendente

la funclisg F(x) es: e s/
F(*) 2 cos x ~ gx »
Yy su derivada:
F'(x) = . é se; X - ex
aC

Sustituyéndo eén la e
" te €cuacidn e recur

Para propo
lar 1a fun¢igp F(x)
€n este cas
Sigujente mManera:

sfmp]ificando:

Esta expresign o
Raphson co

(a)
(~ 2 sen Xn - e*n)
n=0,1, 2,
cCRIUJT
lor inicial Xp se Puede tapy-
para Valoresg positivos, 0 bien,
reescribjp la €cuacidn de la

BT oa ey

-~

v (18)

la €Cuacidn de r

€currencia del método |
nocido tambia

n comg método de Las

au
XPresidn (1g) Seé obtiene ], Siguien '+
rencia;

(2 cos x - exn)
*n+1 = x, -

27
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ahora en

81

forma paramétrica: R L I T N

y = 2 cos x

y = eX

[E——

Graficando estas dos funciones en un plano (x, y) 1la
s X .
raiz se iencontrarid en la interseccidn de las curvas.

encuentr

Luego, 4
rrencia (

thoe R R ST A ~x N -
x
v 3 -4 y=€
- 2
|
I | y=2cos x
|
\ 7 ! _
T T T T T —-
-aw a7 -7 .4 a am L4 3T 2w x
2 2 2 =
-1
-2
\
. o3
-3
S ’v‘.‘]‘ 3
Figura II.7
T . - N
De la figura II.7, se observa que la ecuacidn tiene

un nimerq infinito de rafces negativas y sSlo una posi
tiva, adj

mds se puede afirmar que la raiz positiva se
entre 0 y n/2 por lo que un valor inicial

xo apropiado serd el punto medio del intervalo.

= 0,785

I
0+ 2
Xp = T

s
A

plicando reiteradamente la fdrmula de recu-
a) se obtiene:

(2 cos xp - eX°)
(- 2 sen xp - eXo)

Xy = X9

s

i 223NN

Legnity.




1%y w 2 cos (0.785) - e0.78s5 -
B X1°% 0,785 _
! (-2 sen (0. 785) = ev.77TE)
X1 = 0.569
5 S « .
Cabe aclarar que losg dTgumentos 4e las funciones tri
gonon tricas ge €Xpresan ep radianes, -
n =] !
o - (2 cos x; - exl)
2 X1 (- 2 sen X1 = eX])
. (2 cos (0.569) - el.569,
X2 ™= 0,569 -
2 ? (7 sen (0-589) = ev. ey
§ Y
= X21= 0.54¢0
n o= 2; ¢ * e,
v (2 cog X2 ~ eX3
. x3 X2 - (- 2 gen X2 - eX2)
W (2 cos (0.540) - e0.540) ’
X3 0.540 = sen 5 SN I
X3 = 0,540 '
como X2 = x3, ge Puede Considergr que Jla Talz eg
i
§ R = 0.540 !
con tres tifrag decimales €Xactas, ____
Ii.4.l CONVERGENCIA DEL METODO DE NEWTON - RAPHSON
1o o M
Para determinar ep qué casgs converge egte método, 'se par
tird de 1, comparaci nes (9) y (11}, |4

Raphson

Se pue-

i

29

]
4




k
F
b

P

30

donde pn este caso G(x) se deffne de la siguiente forma:

si

F'(x)

G(x) = x - F(x)

se sabe que el mé&todo de aproximaciones sucesivas con-

verge siempre que ]G'(r)l < 1 para Xk-1 < T < a, entonces
derivando G(x):

G'(x) = 1 - LF'(x))2 - F(x) F" (x)

simplificando:

el

II.4.2

(F'(x))2

' e 1 - (F' (x))2 F(x)‘F"(x)
G'(x) 1 ?in_T;TTE + —=e = XJ

(F'(x))2

Yy por analogfa con el métsdo de aproximaciones sucesivas

método sers convergente siempre que:

F(1) F" (1)
(F Gz | <!

Xk-1 < T < a

2q

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METODO DE NEWTON -

RAPHSON

compontamiento del método para las
de G(x), se muestra en las figuras

diferentes pendien-
IT.8.ay I1.8.b.

S o e o R




m

Figurg II.8.b

[i2d

todo de Newton-Raphson para y < G(x).

i
ee—

S

T
A 7
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Debido a que 1a deduccién del mé&todo de Newton - Raphson
se hizo a partir del método de aproximaciones sucesivas,
en las figuras II.8.a y 11.8.b se graficaron en un plano
x y, las ecuaciones Yy = 6(x) ¥ y = x con el fin de ex-
plicar sy comportamiento geométrico; pero como este méto-
do trabaja directamente con la funcién F(x), en 1la figura
I11.9 se presenta el comportamiento geométrico del método
graficando las ecuaciones y=F(x) ¥y y=0.

Yi

\- .
Figura II.9

Para verificar que 1o anterior es cobrrecto, basta con ob
tener la ecuacidn de la recta tangente que pasa por el

punto de coordenadas g;n, F(xn[] y tiene a F'(xy) como
pendiente, partiendo de 1a forma general de una recta:

(y - ¥y0) = m(x - xq)
-
v 23
siendo en este caso:

vo = F(xn)
X9 = X
M m o= F'(xg) n? A toe




S

kX]
i SUstituyendo en la forma general se obtiene:
(y - F(x)) = F'(xn) (x - Xp) ~ee [(19)
st 4
si se desea Conocer e} valor de la abscisa ep el punto de ;
1nfersecc16n de esta recta con ej eje x, se podr4 logralr i
Sustituyendg el valgr de sy ordenada ep €se punto, que Ls
cero, en 1a expresign (19), despejandg el valor de x:
- R . :
(0 - F(xy)) = F'Gen) (x - xp) 4

= Flxy) = F'(xp) x - F'(xn) xp
F'(xq) Xn ~ F(xy) = F'(xy) x

ey F'(x,) Flrg) o mian
’ x= F'Gp) *n - F(x)

+ ! 'F(xn) w4
TN Ty

g

esto indica que x €s el valor (e la nueva aproximacign
Xn+1 de acuerdo con el métode de Newtopn - Raphson.

E 3

IT.5 METODD DE LA posLE DIVISION SINTETICA

i SR

¥y nhaghs

E1 método de 1la doble divisign Sintética €S una aplica-
cidn directa del método de Newton-Raphson Para resolver
exc]usivamente €Cuaciones a]gebraicas.

Debido |5 que este métodg sélo es aplicable tuando F(y)
es un polinomio, 1, expresign (18) se puede representar
como:

I
j
xuey = ki POy o _\ ee (20)




o
>

3
5
4
3
£

g,f

i

donde P(x) es un polinomio de 1la forma:

na e UIT

n n- -
P(x) = ap x" + a; x"71 4 azx""? 4...4 an-1 x +a,

el valor| de P(x) valuado para cuando x = x5 puede deter-
minarse considerando el residuo R que resulta de dividir

P(x) entre (x - xq):

P(x) = (x - xg) Q(x) + R

Y haciendo x = Xn Se obtiene:

P(xy) = R

(21)

(22)

para obteher e) denominador P'(xn), se deriva la expre

sién (21)

P'(x) = (x -~ xp) Q' (x) + Q(x)
X

haciendo |x = Xp ¢

P .y

P'(xn) = Q(xp)

donde Q(xp)) puede determinarse como el residuo'que resul

ta de divildir q(x) entre (x - xg), ya que:

haciendo x = Xn:

Q(x“) = g* "‘D R

I

sustituyendo las expresiones (22) y (23) en (20):

T i+nX

Q%) = (x - x3) S(x) + R* 130

(23)

(24)




iy

Obtene

aplicangd

dado que ell
tes enterog
bles raiceg

* Ejemplpo II.4

Xn) en ]

gebrajcy con dos cifyp

residuo que resulta de
4 n-ésima it
residuo que resulta
» bién ep Ta n-ésima 1

de dividipr
teracién,

eraci6n y, Ry
Q(x) entre (x -

dividir P(x) en-
* representa e]

Xn) tam-

2 donde
c

Por lo que

Probando por d
vos:

tq,

ivigidn sintética,

+

serd factor de
serd factor de

2’

* 3, + ¢

@ 2 ‘
RAICES I ’ Ir ’
———
POsitivag 1 1 *
————— S—
Negativagg 1
complejag 0 2
Total 4 4 Tagy faca
—————

4n = ‘5,
apg = 1

i

las Posibleg raices Tacionaleg son:

H
H
Para vdlores

—— L,
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. mbi Ny e e e
debido a que se Presenta un cambio de signo, se pue-
de asegurar que la rafz Positiva de la ecuacign alge

1 +2
2

X9 = = 1.5

utilizando 1la expresidn (24) Para n = Q;

Rg e
X] = %9 -~ —%
Rg

realizando la doble divigign sintética:

1.50 1.00 2.00 1.00 ~-1.00 ~6.00

1.50 5.25 9.38 12.57

1.00  5.00 13.75 129.01| Ry
oo
11-1.5

sustituyendo:

T

~ 6.57

0 - 29,01 = 1.27
X} = 1.27

aplicando reiteradamente la ecuacidn de recurrencia
(24) se obtiene:

Ry

n = 1; 4
!
X2 = x] - = 1.27 1.00 2.00 1.00 -1.00 -6.00
R}
1.27  4.15 6.54 7.04
1.00 3.27 5.15 5.54 1.04
1.27 5.76 13.86
*
1.00  4.54 10.91 Il9.40l R}
f- . toe ‘ R
; B 1.04
i X = 1.27—m— 1.21
% = 1.21

SETERE L TR |




E; nj= 2.
3 R
oy Xy =xp - 2 )y,
H R
Zil RZ
flanm 1,00 4.42 10,22
¢ . (-0.07)
X3 1.21 - m— 1.21
como x4 = X3 Se puede considerar que la ra7, real pogj
tiva eg
Ra= 1.21 -
con dos cifrag decimaleg €Xactag, )
r
,(ﬂ
IT.6 METODO pE LoOS FACTORES CUADRATIGOS
g ER ¢ p R
~-1
Al igua que el de 7a doble divisign sintética, este mé-
todo es dplicable Para resolver solamente €Cuaciones alge
braicas,
; E1 método de 7145 factores cuadrg

ticos o método de Lip tie

aices complejas de una ecua-
aunque es igyal ¢

o
taja de obtener 1as r
= cidn algebraica,

e eficiente Para obtener
as raijces reales.
Si se tiLne una ecuacign algebraica P(x) = 0 donde
P(x) es: e -
P(x) l aoxn+a1xnbl+a2xn-2+ ey, +an_1x+an (25)
de este poh1nom1o Se puede obtener up factor Cuadrdtico
de la orma
x? 4+ Px + q
con lo que|1a e€xpresién (25) se puede expresar como:
P(x) = (xZ+pxtq) T see b b )iRyes (26)
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efectuando la multiplicacién:

. . o )
PO = box™bopx" +bax™ 245" gl 41 2y gy D box™ 2aph 5%

T
+ gb,yxA~hy ..+bn_3x3+pbn_3x2+qbn_3x+bn_2x2+pbn_2x+qbn_2+Rx+S (27)

Ies

i

iqualando coeficientes de las mismas potencias en los se-

gundos miembros de (25) y (27) Y despejando los coeficien .
tes del polinomio reducido:

ag = bO bO = a,
. - ¥ I
ap = b +ppy o8l by ="a; - pb,
42 = by + pb; + gb, b, = a; ~ pb, - ab,
] . » . . , *
’_ . . ...(28)
: - .:ﬁ-f\r-.u 3T rnam e
ﬁ‘ a . =R+pb _4qb _ _ _ _
! n-1 n-2 n-3 R = a pbn_2 qb _3
’ ln-S+qbn_2 S=an—pb -2 wp
2007 1¢
én general, los coeficientes de] polinomio reducido estsn
dados pon:
Ak AR ;,1?5-7,7§3 r n'“)f B
Pk T A T b - aby
k=20,1,2,3, ..., (n-2) -ee (29)
b, =b_ ,=0

rwmuq»»
i
K
i
3

[




ST ' e o2y, L
Y los coeficientes del residuo g Y 8, se calculan direct
mente con:
5 R I -
N veo (30
e
‘ Ahora bien, analizando 1, &xPresicn (26) Para que 42 4 PX + q
sea yn factor del Polinomig P(x), se requiere que R y
S sean iguales a cero, por To tanto:
~h
R =90 = 841 - pbn_2 ~ qb . (31)
S$20=a . g .y T <e. (32)
il
R S ; .
despejando P Y q de 1ag éxpresiones (30): j
8n-1 - ab,_ 5 :
- \ * v e
p b (33)
a e ST — e
n H
. = - ; (34)
4 bn~2
.
v !
A n'!
) los coeficientes bo, by, b,... bnZ; del
g do, se podrfan ob

tener de

Ta éxpresién (
do se Conozcan Jog valores de P Yy q.

A partir de valores iniciales para
procedimiento iterativo,

tos valopes €on la precisig
Se definen Tos incremento

: -1
o n e,

p—

Polinomio reduc
29) Siempre

Y cuan

i-

T

39
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donde px y
derando que

q* son 1os nuevos
estos valores e

pectivamente se tiene:

p*-

a -~ gb

n-1 n-3 | an

n-2 n-2

sustitiuyendo en 1a expresion (35); ————

a - qb
n-1 n-3
Ap =‘—*“j;_————— - P 5
n-2 '
y: L—-«—%w
an
8g = - - 4
n-2
simplificando: ]
S 7.7, BT N LA AN
an—1 - pbn—z "~ qbn—a an - b
Ap = 5 3 bq = b
n-2 n-2

como el numerador de estas

expresiones (30), entonces:

) ,ngﬂ;,?w PR . .
las exrresiones (29), (30) y (36) definen el método de Lin,
Para facilitar sy aplicacién se utilizard la siguiente ta-

Aq =
n-2 n-2

valores calculados.
stén dados por (33) y (3

n-2

ecuaciones corresponde a las

4) res

Consi-

.. (36)

bla:
ag bo ;
a) b,
ajs b,
an-, R
an S
Ap =
Aq‘=

Tabla fI.1

sl

AR
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factorizando P(x) segin (26):

|

+6x2- 354 4m (x2+px+q)(b0x2+b1x +b)+Rx+S=0

tomo valoreg inicialeg de p y q:

gl i P=0; qap

byg, b y b, se Pueden obtener de

la expresign (29) Pa
ra k = 9| ] y respectivamente:

bo‘&o - 1

: aib
br = a; - pp, = -1
by = a, - Pby =~ gb, = 6

<
Ry s ge obtienen cop las eXpresioneg (30):

R = a3 - Pby - gb,

"
!
w

S = ay, - g,

]
~

POor dltimo Op ¥y Aq ge obtienen con la expresign (36):

R _ -3 R
Ap=b—2=T—-0.50, Aq b2—6-0.67

Por lo tanto

la expresigg

"

"

» p* y
(35):

q* ge obtienen despejindolos de

TP *t4p = 0.00- 09,50 o 0.50

T 9t 89 = 0.00+0.67 . 0.67

(a)

41

R




RN S E g

42

susti

tuyendo esta primera iteracisn

en la tabla (I1.1),

[ 3V

p = 0 -0.50
q = 0 0.67
ag 1 bg 1
aj -1 b -1
az 6 by 6
as -3 R -3
ay 4 S 4
Ap = -0.50
Aq = 0.67
Tabla II.2

Procediendo en f

Ry S tenderin a

asi como los de q,

rancia prefijada.

bo

b1

b2

I7.

"

-1 -

orma similar, si el pét
cero, asi como Ap y Aq.
ando la diferencia en valor ab-
timos valores calculados de P,

Seéan menores o iguales que una tole

(=0.50)(1) = - 9,50

odo converge,
El m&todo ge

6 - (-0.50)(-0.50) - 0.67(1) = 5.08

=3 - (-0.50)(5.08) - 0.67(~0.50)

4~ (

0.67)(5.08) =
= = 0.02; op*x =
= 0.113 q* =

0.60

= =-0.13




r'i?ﬁ’i?‘"

Prosiguiendo en forma aniloga, finalmente 8e obtiene
la sfiguiente tabla:

donde p = ~0.53 y 9 = 0.81 con dos cifrag decimaleg

-@Xactasg

Sustit yendo 1log Gltimos valores de P, q, by, b,,
bo, Ry s en (a):

- 234 6xp 3x+4 = (x2- 0,53, 4 0.81)(x2-0,475+ 4.94) + (0) x+0.02=0

despreciando el residyo:

(x2 -~ 0,53, 4 0.81)(x2 . 0.47x + 4.94) - 0

utilizandp la f8rmula Para resolver €Cuaciones Cuadrj

ticas:
R - 0.53 # v(-0.53y2 = 4(1)(0.81)
1,2 = T 2(1)

Por lo tanjto:

Ry = 0.27 - 0,865

y: _
o . 0.47 * V(To.47y7 = XISXTRTS)
. Ty ey

Ry,y = 247

N

LR 398

R1 = 0.27 4+ 0,863 . _ Can ag

43




por lo {tanto: : S R TS S
Ry = 0.24 + 2,214

Ry = 0.24 - 2,214

; | T,

e

II. APLICACIONES

[* B

T

Como se mencioné al brincipio del capftulo, el problema
- de obtener las rafces de una ecuacién de ]a forma F(x) =0

————— . o —— o e e

. Seé presenta frecuentemente dentro del estudio de problemas

relacionados con la fngenferfa. A continuacidn se presen

ta un ejemplo para flustrar una aplicacién de los métodos

vistos en el presente capftulo a un problema real.

Ejemplo| II.6

El modelo de crecimiento de una cierta poblacisn ge
' puede representar Por la siguiente ecuacidn diferen-
cial:

£ R =2 p(e) + 1

BRI S L & S WL PN

donde: o o : R

P(t) Es, una funcidn que nos proporciona el tamafo
de, la poblacidn Para un tiempo dado.

A EsLla constante del crecimiento de 1la pobla-
cidn por nacimiento en un periodo de tiempo.

I Es la constante de crecimiento de 1la pobla-

i cidn por inmigracién en un perfodo de tiempo.

La solucidn de la ecuacidn diferencial es:

=

P(t) |= Py e?t 4 % (e*t _ 1 .

donde:

e

Lo Pp es el [tamafio inicial de 1a poblacién.

(a)

L - ‘ R o ik




. [
13.838 x" 106 . |, x 106 o) | O'sﬂ et . g,

L T METODO DE BISECCION 93¢ 3¢ 3¢

"4
- — i

18  RepM
, < Rem
et DER DR A2
40 DER FNF(X)=13E+6*EXP(X)+(Q.jE+b/X*(FXP(X)~1))—13.838E+6

S5 cLg ) .
[=-Y"} INPUT o Cuates ER=Ta T I panametros AsB":A;B

70 LPRINT“CuaIes 5on 1, Farametrgs AR “tAaB

80 INPYT o Y la to)erar'la“:1L

e LPRINT"y la to1erancia “yTL

100 XB:(A+B)/2

lia  ¢Lgy .

120 LpriNT 7AB(17>¢‘H§*%DthE BISECCIong.

130 LPRINT 1AB(2);"rt@raclﬁh"

149 LPRINT rAB(lS):“Error Aproximacimn“
130 vimy),,

160 py FRF Cxg )

170 Fas=

188 ¢

190
200
210
230
248 XN=(g4 B)/z

250 D=ABS(X0-XN)

<68 IF peay THEN ENnp ‘
278 X@=xp : i '
<8O LprinT USING « Wit sy,

=98 LPRINT USING« x##.####n#ww##“:b;X@
B398 GOTG 445 ‘ -
310 END

i

T




Las aprbximaciones a la raiz que Proporciona el pro
grama son las siguientes:

METODO DE BISECCION

Iteracion Erro#ﬁ Ap'roscitmacion R
1 Q. 2499750000 @. 2502750000
2 8. 1249875000 Q. 1350875000
ER 3 Q. QhHE437500 R. 0625937500
4 0. 0312468750 Q.31 3468750
5 0. 0156234375 B V157234575
& V.v78117188 0.0:35351563
¢ 0. BA3ID53594 0.V 744101596
8 0. WP YBE9 97 2. 8254880859
v V. QUBY 7buba Sl16311
1@ 0. BOBAEEESE
11 V. @iy :
z ©. 001 B.0251219116
13 y @. 0251829407
la W OMBAIES 1 45 O WS 2134592
. 15 V. IO00153573 V.25 1981979
16 B Buaw 7 6ebe 0. 091905693 )
17 0. JUVRRIE143 8. 051943536 i
18 @. VIADD L YBTE 0.0E519:476%
19 0. UBVRRAAY S 3s  B.@251915229
' o B.0uB0UR4768 T @.82%1910461
21 @ . DBIRINE 384 . 0251915845
2z . BOBELDT 195 @.2251914037

Con lo anterior se puede afirmar,que la tasa de cre
cimiento de la poblacidn Por nacimientos, es de
2.5191% con cuatro cifras decimales exactas.




At

- : S v

Utilizando el método de biseccic‘m, €ncontray una
$0lucifn de lag siguientes €Cuaciones;

) e =~ 1.5x = ¢
B) el/x -y 2Busy
c) cosx—2x+l"0 0 - “ oz
d €os?y o 2 gen x )
e) xe¥ . 1
¥ I o y.2

b) e* 3x

gt L
¢) x3 . e F8s si

a) osx—xZ-O "

b) sen x = X N n ‘xs
c) 22+1-e"-o

d) Xtan x = }

e) 4‘—tanx=0

£) 2x 4+ eX . a2x _ —

g) senx+l—x2=0

h) 2 glen hx = qq hx
i) e7¥H1 senx = .

R
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4.
5.
6.
7.

Resolver 1los incisos de 1a Pregunta 2, utilizando
el m&todo de Newton - Raphson. Comparar el Proce~
dimiento y el resultado obtenido.

Resolver 1los incisos de 1la Pregunta 3, utilizando

el m€todo de aproximaciones sucesivas. Comparar

el Procedimiento Yy el resultado obtenido.

i <31
e . - d6isw;

Obtenker las rafces reales de las siguientes ecua-
ciones algebraicas, utilizando el método de 1a do
ble divisién sint&tica:

a) x? +3x-1.9 v ©xI . xmos

b) 2x3 - 3x + 4 = ¢

c) xT +12.1x2 + 13.1x + 22.2 = ¢ = %5,
) x3+ 6.6x2 - 29.05x + 22.64 = 0 .
e) x* - x? - 2x2 _ g3 - 4.9 Cosm e ~§? .c
£) x* + x% 4 0.56x2 - 1.44x - 2.88 = 0wt wape
8) x5 - 9x* 4+ 25x3 - 552 _ 26y 4 24 = 0 g
xf = d
Obtener todas las rafces de las siguientes ecua-
ciones algebraicas, utilizando el método de Lin:
| .
a) x3 |- 20x2 4 10x + 30 = ¢
b) x3|- x2 - 4x - 6 = ¢
©) x3 - 20x2 + 15x + 50 = @ ¢
d)  x* |- 2x3 + 35x2 + 30x + 72 - 0 . )
e) x* - 2x3 + 85x2 - 60x + 40 = o ‘e oy
U +
[ = % g:
2 =~ xan x$
S+
ez €




INTRODUCC I ON

ITI.1 srIste

.

Un sist
Junto de

MAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES

“ . . P
- F Do

Grye .

ema de ecuaciones algebraicas Tineales es un.
de la rma:

BCuaciones fo

R11%; + a)12x, + a13x3 +, , 4 a1nx,
421x; + a422x; + a23x3 +, |, 4 aAnXxp

431X1 + ag,x, + 233x3 +. |, 4 a3nxy

201X1 + an,x, + 3n3x3z +, , ¢ 4nnXp

con-

SN

R

P
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R Y

0 bien, en forma matricial:

o

B ° — - -
rall a)2 413 ... a)q rxr Fbl
az) az2 423 ... ajp X2 b2
asz) azz 433 ... azg x3 b3
an) any ans annJ an an

que|a su vez se puede representar como:

Ax =%

. donde A es la matriz de coeficientes, X el vector de in{
, cognitas y b el vec’:ir de términos independientes, por {1
time Ta matriz (A, b) de orden n x (n+1), se conoce comg
la matriz ampliada del sistema.

' : La IsoTucién del sistema de ecuaciones es un conjunto de
n  valores x;, x,, X3, ..., xn que satisfacen simults-
neamente a todas las ecuaciones.

. | : ah . et .o
‘ En la solucidn de estos sistemas pueden presentarse treb
! casos:
]
; Primer caso.- Que su soﬁuc1on sea unica; se dice entont

; ces que el sistema es compatible y determinado.

Segyndo caso.- Que admita mis de una solucién;. enton-
ces @1 sistema es compatible pero indeterminado.

_ Terder caso.- Que no admita solucidn; entonces el sistd
i ma ed incompatible. .

#

R

SN




‘1.2 METQDO DE ELIMINACION COMPLETA pg GAUSS-JoRDAN

Un métogo atil y sencillo para €ncontrar 1, solucifn de
un sistema de €Cuaciones lineales, es el de eliminacsgy
completa, Este método €onsiste ep obtener sistemas equi
valentes, 4 Partir dej Sistema originaj dado, utilizandg
las Operaciones elementa]es sobre 1gs renglones de la ma
triz ampliada del sistema, que son: -

a) Intercambiar un rengldn POT otro, esto €quivale 4
reord i

b) Multiplicar todos 1log elementog de un renglén por

¢) Bumar té€rmino 4 t&rmino dog Trenglones, que eg

El métodg de Gauss-Jordan tonsiste ep sistematizanr la
obtencign de Sistemas €quivalenteg hasta obtener uno, en
el cual 14 matriz de} sistema se Convierta en 14 matriz
identidad[IL a partir de eéste iltimg sistema se podrad op-
Servar Su isolucién directamente.

) Los pasosLa Seguir para 1, obtencign de sistemas equiva-
- lentes en 1 métodop de Gauss-Jordan son

Pivote; Zgte debe sor algiln elemento de la ma-
triz de ceeficientes

2. Ckoertir €2 uno e] elemento Pivote mediante ope
radionesg elementales.
i, 8 :
3. Conlvertir Ch ceros todog los elerentos de la co-
.

lumna donde se €hNcuentre ej] elemento pivote,

4, Seleccionar un nuevo Pivote, e} cual no debpe es~
tar|ni en e} renglén, ni en la columna donde ge
éncontraba(n) o1 (los) Pivote(¢) anterior(es),

{
f
!
{
.




F
: 52
3. Repetir los pasos anteriores hagta obtener una mg
triz de coeficientes formada solamente con unos y
ceros, en caso necesario intercambiar renglones
Para obtener 1a matriz identidad.
. foan
Ejemplo III.1]
Resolver el siguiente sistema, utilizando el método
de Gauss-Jordan:
3x; - 6!2 + 7!3 =4
8x, - S5x3 = 19 : :
1R TRrdme e e o s
R X1 - 2x3 + 6x3 = §
E;. la matriz ampliada del sistema es: © - : ;. o
| 3 -6 7 | §
(4,%) = |@ 0 -5 |19
1 -2 6 | s

seleccidnando el elemento az; =
diendo todos los elementos del s
8, se obtiene el siguiente siste

8 como pivote y divi
egundo renglédn entre
ma equivalente:

3.000 -6.000 7.

1.000 0.000 -0.

1. 000 -2.000 6.
e

Ahora se requiere convertir e
Y a3), Puesto que son los que
de se encuentra el pivote, ©p
cardn los elementos del segun
ampliada del sistema por la
con sus respectivos elementos

anterior se puede expresar como (-3)(2do R) + (18T p)

con lo que se obtiene:

0.000 -6.000 8.875
1.000 0.000 -0.625
1.000 ~2.000 6.000

para convertir en cero el elemento a3y, se hard lo siguiente:

(-1)(2do R) 4+ (3er g,

000 ; 4.000

1
625 | 2.375
000 | 5.000

0 ceros los elementos ay)
estdn en la columna don-
ara lograrlo, se multipli
do renglén de 1la matriz
constante -3 v ge sumarin
del primer rengldn, lo

[ -3.125](-3)(2do gy 4 (per R)
[ 2.375

| 5.000




elementos

0.000
1.000
0.000

El Siguiente Paso eg
cual po debe estar ep
gundo renglgn

tos delaprimer renglgn éntre 8.87

multiplicando

vy g ;
-6.000 8.875 | _4 12§ .
0.000 ~0.625 | 2.375
~2.000 6.625 | 5 606 D@ Ry 4 (38f 4
{ X
selec%ibnar Un nueyo Plvote, e1

* POr lo que &ste Puede ger 4,
aj)s,
8.875,

l.ooo | =0.3537 (jer R)(1/8.87s)
0.000 ~0.625 | 2.375 i
~2.000 6.625 | 2.625

¥ rengleh

tercero, 8e obtiepe el gi —

0.000 0.676

l.ooo | ~0.357
1.000 ~0.423 0.000 | 2.155 (0.625) (1er gy . (2do py
0.000 2.479 0.000 | 4.957/ .

por ﬁltimo,
elemento aj
S8e obtiene:

0.000 050 1.000 | 1 404 (0-676) (327 &) 4 (yer R
1.000 0.000 0.000 | 3 40 (0-423)(3¢7 p) 4 (340 R)
0.000 1.000 0.000 | 3 090/ (3er R)(1/2.479)

6.625)(1er R) + (3er R)

el tercer

Pivote seleccionado debe ger el
2 ®.2.479

Procediendo én forma simjilarp

~

-

i
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reacomodando:
oA bozr =
1.000 0.000 0.000 | 3.001
0.000 1.000 0.000 | 2.000
0.000  0:000  1.000 | 1.000 09!
= s B
1 1 lucid :
por o:que a4 solucion es 2¢a Do n:
x; = 3.001
‘s X; = 2.000 89 oast 9Iinstugts
 x3 = 1.000
ki
‘. L EES S ST S 2730 90°
II1.2.1 ERRORES EN EL METODO DE GAUSS-JORDAN . Gt
a Cac,.e
:
e v 70 o 1%u a8,
voam oo :

E1 método de Gauss-Jordan ng es un mé
nes sucesivas, por lo tanto su solucig
pero no lo es, debido a los errores qu
desarrollo del mismo.

todo de aproximacig-
n deberfa ser exacta,
e se presentan en el

At [

La solucién del ejemplo IIT.1, es en:}ea1idad

x; = 3,
obtenidos,

X, = 2 X3 = 1, que difiere de los resultados

debido que al efectuar las operaciones se trabajé redon
deando tres cifras decimales, incurriéndose en un error
de 0.001 en el valor de Xq.

Este problema se presenta

al resolver sistemas lTineales en computadoras digitales,
ya que ﬁstas tienen siempre un 1imite con respecto al ng-
; mero de digitos en las constantes con las que trabajan.

I . Para reducir el error por redondeo,se puede demostrar que
si se selecciona como pivote el mayor elemento en valor ab
soluto de la matriz del sistema, se minimiza el error por
redondeo,.

—
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vg

1.3 METdDO DE JacoB]

Jordan, e de Jacobi es
Ones Sucesivas, 4] igual que Jos
el capitulo anterior, éste es iterg

la solucign en ca

Supéngage que en g1 sistema:

Ax=p

la matri; A se Sustituye por:

A =D+ g

Gnicos diferentes de cero, g €s otra matrj
Ne ceros en gy diagonal Principal Y los restant

tos de A, en sys demis e]ementos. Sustituyend
Presién (1):

(0 +Rr) X =7p i
- _ ToBAY = pp

Dx+Rx=b /
Dx = b - gy (g

; Premultiplicande por p-1,
4

%
1]
=]
[
-
o

b - p-! g%

N . .

€ N [
€cuacidn qug puede manejarse como for
de 1la siguiente forma:

- (z);
mula de recurrencii

;(k+1) -
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El método de Jacobi, definido por la férmula matricial
de recurrencia (2), significa que dado el sistema (1) se
despeje x, de la primera ecuacidén, x, de la segunda,
x3 de la tercera, etc., quedando:

(1) |1 (i) (i) 3
X, = m (b1 T8, X " - aj3x; - ... - anx )
k+l)_ 1 (k K) e k
x )=3§?(b2°"21"1)'823x§)‘---‘azn":(l))
[ EUY e
(k+1 1 k k k
X3 )= ass (b3 ~ asz] xf‘) - a3y xg ) T e = oag, xé ))
smad ) a.
= A
“0Q <. - A m
: 1+ a
(ktl) 1 - (k) k) - - (k)
x, = Y (bn - a, x; an, X, - ... - an(n-l) xn—l)
LI
e L 2] “Q “3 £ < i
k=0,1,2, ...
;' ! - 1)

partiendo de una primera aproximacidn;:

(0 . E‘fO)' {0, X(0, "iO):'T

i se sustituird en Tos sequndos miembros de las ecuaciones
i (3) para obtener 1a nueva aproximacioén:

(1) [%fl)’ {1, £V, xil{]r

a su vez, sustituyendo x(l), se obtendra:

A

- . a 1
a - R
| ER N I S S N O w7

O i e e —




II.

y ast Sucesivament
cidén a 14 solucién
condicién:

[ Y5 { b S
- b by bs n |T
X = j— ’ ’ Tty
aj; 422 L K] 2nn

€ste Gltimo vector
Inicial X(0) ep 1a
Jacobi,

3.1 CONVERGENCIA DEL METODO DE JACOB

La_condicigz
Seageiaion T

La condici n sufj
que los coeficient

e. Se considerars una buena aproxima-
del Sistema aquella que cumpla con 1,

.x’

se
solucién de sfstemas Por el métode de

€ los elementos que se eéncuentran

acipal de Ta' méatriz de coefitientes ~-o
a]ok”ébstUtg?’Eue ’ s e} s




En algunas ccasiones se

presentan sistemas en los que se

cumplen Tas condicion
de las ecuaciones Y,
da sobre la convergen

A manLra de ilustrar

de ecuaciones del ejemplo 11I.2,

es anteriores solamente en algunas
en tal caso, no se puede afirmar na-
cia.

lo anterior, consideremos el sistema

en el que se ve que el coe

ficiente de x;
coeficientes de x

es dominante en la primera ecuacién vy los

cera ecuaciones respectivamente.

e

I P . -

nd

Ejempllo III.2

Resolver por el método de Jacobi el siguiente sistema

de ecuaciones algebraicas lineales:

6x; + 2x, + x3 = 22
-x) + 8xy3 + 2x3 = 30.°
X] = X, + 6x3 = 23
e
despejdndo x; de la primera ecuacién,

da y xq de la tercera:
A s me e
Xy = 3 (22 - 2x; - x3)
1
X, = 3 (3C + x; ~ 2x3)
1
x3 = ¢ (23 - %7 + x5)
o

haciendo recursivo este sistema, segln la

2 ¥ x3 son dominantes en la segunda y ter

X

x; de la segun

AT I H

expresidn (3):

x{EFD) 3 (22 - 2x {0 x{F) ) (a)
x{kHD 3 (30 + £ 2x{K) (b)
x§k+1) % (23 - xfk) + xék) ) (c)
k=0,1, 2,




- T
#. tomando e} Vector injciag x(0) = %r s %r ’ %? } y
: Sustituyendg k =

0 en las €cuacign

es de recurrencia
(a), (b) ¥ (c) ge obtiene;

.. isiimy, E:nonsbaisJiex .

T xl(l)-zl(22-2x2(o)-x§o)) L
T s .
;__aorxz(l) =§l (30 + xl(o) _ 2xgo)) ©x
Y o
xa(1) . % (23 = ,(0) . xz(o)) »
g i = 9 a

sustitwyendo valoreg:

W82lzfa [gf «dulae ;; L]

R TN

3 ?“'?) - 3.847“? e
obteniéndose:
J EAR DI S PPN 3.250  3.847)T :
' '.',. qf r,
8ustituyendo k =] en (a), (b) Yy (c): 31 0q

x{2) | 31 (22 - 2(3,250y . 3.847) = .94
x{2) | % (30 + 1.778 - 2(3.847)) = 3,013
"3(2) - % (23 - 1,778 + 3.250) 4.079

59
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por lo tdnto:

procedien|

finalmentle, la solucidn del sistema es:

con tres

I11.4 METODO

Este mét
nica dif
se acerca
verge, de
x.(k+1) la

1

esto es:

= x fso- i Yo3sav Q-

2 . ma 3011 4.074)T

do reiteradamente en forma similar se obtiene:

r
¥
N
TN
~~
w
<
"

[1.983 2.973 4.012]7

k= 3; x() « [2.007 2.995 3.998]7
k = 4: x(5)

[2.002 3.001 3.998)7
k= 5; x(68) = [2.000 3.001 4.000]°T

,,(k = 63 X(7)

[2.000 3.000 4.000]°

ey a { x; = 2,000 . i (1), -
x2 = 3.000 )
e (/ x3 = 4.000 ooty
,', »
T e

cifras decimales exactas. Toow

DE GAUSS-SEIDEL

. v
o

odo es pricticamente idéntico al de Jacobi, 1la
erencia estriba en que el método de Gauss-Seidel
mds rapido a la solucidn cuando el método con-
bido a que una vez que calcula. la componente

utiliza inmediatamente en la misma iteracién,

i
13

a




ian ¥
(k+) 1 k k ' (k)
X, ) = m (b; - alzxz( ) - '13"3( ) See.= ajq Xn )
(k+1) | 4 (k+1) Gy oy
x, = ;;; (b, - ay ) x; TAy3xy - - 22n x,°7)
[
(k+1) 1 (k+1) (k+1) (k)
X, " B3, (b3 - a3ix, T 23zx, Teee a3 xp )
. | (« )
(k+1) _ _ (k+1) (k+1) (k+1)
*a ang, (bn 1% 2n2%, T an(n-l)xn-l )
k=0, 1, 2
P e o a5y :
El Criterio de €onvergencia de este método eg el mismo
que el de dacobi, . .
Ejemplo I11.3
Resolvet el sistema del ejemplo IIIJZ‘utilizando el
método de Gauss~Seidel.
Las €cudciones ge la expresign (4) se reducen g:
vy
(k+1) 1 _ (k) (k) E
X = 3 (22 2x2 - x0 ) cee (a)
l xz(kﬂ} . 1 (30 + x1(k+1) - 2x§k)) h few ) to
8
DL oy e + x (kD) coe (o)
6 1 2
S k = 0, 1, 2, . ) i
vVl a X

tomando e}
.Sustituyen

mismo vector injciajl (véasgg ejemplo I11.2)
do k = g en

lasg €cuacioneg 2, by ¢;

. (1) %, (0) (0O)) ia ¢

':uxl _3(22-2x2 Txy ) e 5
(1) . 3 (0 + x {1 2x {9,
x3(1)=31(23_x1(1)+x2(1)) -

B

.. 4)

e

S T
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& - i R Xgos [d) —T:‘-
| () J Ly 5(30 _Q) -
' x g (22-2(R)-L 1.778 —
- &d) —»:; » °
xg =3 (%0 + 1,778 - 2 (&) - .0 _
s | L [ =y Peoe
! Y =L 23~ 1,778 43.014) = 4.0
X ’ oGy ey R S
se obtiene: g® T Eea® P o f
- PR
I 3 s .01 4.039) ‘
{
i 3 &9 0DC: :3 2iJN9PYSY 0T [ARES LT
! ' xh is

procediendo reiteradamente en forma similar, las si —

guientes iteraciones resultan:

k=135 %(2) = [i.989
k|= 2; 73 . [2.004
‘A

k= 3; (%) = [2.000

por lo tanto la solucidn es: _ (i

(! X 4+

) (s
x) ; 2.000
x2 = 3.000
x3 = 4,000

’;IL

ofqm3yn
2.989  4.000)7 22
03
T
.001 .
3.00 4.000] 7 b
3.000 4.000]T
*ﬂ?x + (xwlz’t
+ai3 ey 4 '
X 1) 3
o = o
Tt oo [
5l 15 obis

que es la | misma solucifn que proporciona el m&todo

de Jacobi con la ventaja que &ste,
iteraciones menos.

la obtiene en tres




7 ) 5o~ N ’ ~
111.5 E¢dAcioy CARACTERISTICA -

aturales de
son realmente valor
Esto hace

€ una matpi,,
que el Cdlculo de valores Y vectore
ticos seq un problema 1mportante.

CHSINES R,

E1 problema €S entonces, la determinacién de los valores
caracteristicos A en aAx = Ax, tales que Proporcionen sol
Ciones diferentes a la trivial ep el
Las soluciones de

u
Sistema Planteado,
este sistema serdn 1los vectores Caracte
risticos de a,
B )9 H ~
Para obtener Tos vValores Y vectores

ristica, ‘La
orden Superior 3
métodos tradfcionales;

en estos €asos, es g7 siguiente.

8y ...

i . AT, . T . ieo- i .. g~
IT1I.5,} METODO DE gRRryLoy e 837

i

Este método se bas

a en el teorema de Cayley-Hamilton que
eéstablece: Toda matri, A vernifica du propia ecuacibn ca
aacteal4t£ca.

P(A) = ¢
5 r ¢
& sea: . P8 .
i RS ERTSL I A"‘2+...+an_lx +a =0 . (5)
la ecuacién Caracteristica de 1a matriz A de orden g,
L}
—_— ]

ciones de yng
€S caracterfsts

e g,

\
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Dado que
n y enton
ne:

LmEt s

el orden de A es n, esta ecuacidn es de grado
ces ag # 0, dividiendo (5) entre a, se obtie-

P b ™ b, ™2 4+ A 4D =0 cee (6)
n-~1 n
.y ~ S o aﬁwhf y o oan b
donde b; = 2i
ao

Aplicango el teorema de Cayley-Hamilton:

897
r

tmyg¥ab 6: . 835 18 28 & idovYq
A"+ 51A" 4 b A" P b A+ T =0 e (D
00 ~led 9 .

Los términos de la ecuacidn anterior son matrices de or-

den n x
ciones al
bl{ bo, b
trices, s
tible con

al resoly
la ecuacj
la expre

Ejemplo

Obtener
matriz ug

-~

—ar

g

n y la suma de ellas forma un sistema de ecua-
gebraicas lineales, cuyas incdgnitas son

3, +:., bp. Para sumar vectores en lugar de ma-
e multiplicard por un vector cualquiera y, compa
A y diferente de cero, con lo cual:

-~

BY +b,a" T + baA™2F 4.+ bn_lA"y’ +b.y =0 ... (&

er este sistema se obtienen los coefigientes de
6n caracteristica, los cuales se sustituyen en
ién (6).

II1.4 G ot 3% (9 ne s28° -2 O 23
RN . : Titkre ~Y R
la ecuacidn caracteristica de la siguiente

ilizando el método de Krylov.

3 1 2 -
S
seEfeld T g8




La edquacidn caracteristica estd dada por la expresidn
(6), en este caso para n = 3 que corresponde al or —
den del sistema, esto es:
A3 41122 + byl + by =0 € + (d vee (@)
y el sistema de ecuaciones para conocer los valores de
by, by, b3, se obtiene de la expresidn (8):
A3y + b1A%Y + bAy + b3y =0 eer (B)
utilizando el vector:
. g
1
] ;= ) © Hm oy
0=t -« LO ‘
se tiene:
3 1 2 1 3 ¢
Ay = | -2 -1 0 0 |=]-2
-1 0 -3 0 -1
5 RV SWoave
» . -~ v hegdam
3 1 2 3 5
A2y & A(Ay) = -2 -1 0 -2 | =|-4
L-1 o -3 -1 0
Ao ; at
™3 1., 2 5 11
: 3y
Ady = A (A%y) = | -2 -1 0 -4 | =|-6
L -1 0 -3 0 -5
. 5
sustitluyendo en (b): '
11 5 3 1 0
-6 + by |-4 + by -2 + b3 0 =10
-5 0 -1 0 0

65"

e A
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|

o ———— e e o

S,

simplificando se llega al sistemas: .54,

5b1+3b2+b3=-11 b

i

b as1- - . ;. ~4b; - sz«nq = 6 4 ab smy
", Lor ae a
- b, = 5
id: [

t AU T ytAd e gFa

resplviéndolo: 162nev

by = I; by = - §; by = - 1

por| filtimo, sustituyendo en (a) se obtiene 1la ecuacidn

caracteristica:

A3+A2-5A-1-0

I11.6 METODOS ITERATIVOS PARA DETERMINAR VALORES CARACTE
' ISTICOS -

=~

a
i
! !

3 {- Q

e

Estos métodos son utilizados cominmente cuando se dese
conocer de una matriz e} valor caracterfstico de mayor

. menor valor absoluto. Una ventaja de estos métodos es la
obtenci6n simultdnea del correspondiente vector caracte-

ristico asociado.

II1.6.1 METODO DE 1LAS POTENCIAS i

Tl raw o . .

E1 procedimiento consiste en utilizar la expresién:
« A

| ~“‘A X = A x I_‘J

como férmula de recurrencia, tomando. un vector fnicial

X(0) ¥ 0 de la forma:

ne

¥ LW

9

™
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sust1tuyendo este vector en el primer miembro de la ex-
presidn (9) y efectuando la multiplicacién indicada se
obtiene una primera aproximacién en el segundo miembro,

esto es: ’ i
A %oy = A1) %) “ |
donde: i . i i
[ S | |
|
Ay X T A
(5EIR 3% @20
«cf'.,: ’C Fd - ’
“ fEpEneps b
es el vector del producto rea]izado.

E1 siguiente paso consiste en seleccionar el mayor elemen .
to de este vector y tomarlo como A, posteriormente se nox 1
mafiza el vector del producto, lo cual consiste en dividiT
dicho vector entre Ac1). E1 factor de normalizacién serd .
una aprox1mac1on al mayor valor caracteristico* x y el vec 4
tor x(1) serd una aproximacién a su vector asociado.

. ' \
Si tomamos ahora la primera aproximacién del vector carac :

teristico §(1) y lo multiplicamos por la matriz de coefi | - r
cientes se tiene:

Axeny = Moy %2 P e ! I
en donde A(z) serd una nueva aproximacién al valor carac k.
teristico ¥y E(z) a su correspondiente vector,

Iterando sucesivamente se obtiene:

.

A Xy = A3) X(y)

A X(3) = Mey) F(u) 1

# La demogtracidn se encuentra en Numerical Analysis
de FP. Sheid serie Schaum's.
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1 . P w9y gt DA
en general, podemos escribir:
- - A
A AL
*(k-1) (k) *(x)

[ )
Este proceso se repetird hasta que la diferencia, en
lor absaluto, entre los valares caracteristicos obteni

en dos fteraciones sucesivas sea menor que una toleran
preestablecida.

jabe hacer la aclaracién que el vector inicial X o) P
d

ser cualquiera diferente de cero; por ejemplo:
19 ~go
- - - T
. Xo) = Lloo ... d]
o |bien: .
£ . T
x(o)xD.ll...l:] 3
2
Bjemplo III.S ¢ Tt
Slea el sistema: : -
- 2X1+4X2=0
x1+3X2=0 \\
-:ud oh
obtener de 1la matriz de coeficientes, el mayo® valor
caracteristico y su correspondiente vector por el

método de aproximaciones suc%sivas, utilizando como

vector inicial x = [1 1]

(0)

EJ sistema expresado en la forma de la ecuacifn (9)

queda:

(10)

va-
dos
cia




utiliz4ando la expresidén (10) para k = 1:
E -
Axo = Aq1) X(y)

@ustityyendo valores:

normalizando se tiene:

por lo [tanto: >

1.000 7]

A = 6 x =
1) y
(}) 0.667

utilizgndo la expresidn (10) para k = 2:

2 4 1.000 |‘4.668
o 13 0.667_| | 3.001

Wk osv¥ne (i

normalijizando se obtiene: "
F2 s 1.600 1.000""
i = 4.668
L1 3. o0.667 0.643 |
ol -
) —— i
por lo tanto:
[1.0007]
1(2) = 4.668 vy X(2) = ! i
: . 0,643 ]

.

. -t oy

f

—

ppra k = 3; A(3) = 4.572 y Y(g) a

[
©

i

o

| —

(=)

o

i~

o




e

o g

‘ . o SOTYKE ab- {
piosiguiendo reiteradamente y en forma s;'.m)é.lar se ob- 5
tiene: %

l ‘ ' 1.000 ' .
Para k = 45 A(y) = 4.564 y F(y) = ot

S > " | o.640
. - Ce
: o f 1.000
para k = §: Aesy= 4.560 y X(sy =
(s) ( )’ 0.640
! 1.000
prak-6;16-6.560y?6-
(e) (e) 0.640
por lo tanto el mayor valor caéaéteristiéo con tres
cifras decimales exactas es:
A = 4,560 tnt cug
Yy 8u vector asociado:
= L o 3 = (i :
% = [1.000 o0.640] T
NN L ¥ Y T
Para 1a obtencidn del menor -valor caracteristico premylti
pliquemos la expresign (9) por la inversa de A:
ATl Ax = A"l a b
x ~a1alx 4 oo {11)
Dividfendo (11) entre a Y haciéndola recursiva queda:
-1 — 1
A X -
k-1 (A) k
( ) (k) <) .. diny
k=1, 2, 3, .
T3y

300,
B0 oy s ‘«‘\K

esta ecuacién es simflar a 1a que se obtuvo para determ
nar el mayor valor caracterfstico, utilizando en esta o

sién la inversa de 1a matriz de coeficientes y el recipy

co de A.

fa
o




Ejemplo III.6

Obtener de la siguiente matriz, el menor valor ce-
racteristico y su correspondiente vector:

A=
3 13 . L LIBEC

!

cuya inversa es:

.- : ' (o)t
R0 0.928 -0.286
A"l =
-0.214 0.143
T, Ch e el LAY L i i ‘42&
aplicando la expresifn (12) para k = 1:
-1 — 1 -
A x = (—) x
(o) A () (1) , L
(g) Boen
sustituyendo valores y utilizando el mismo vector
inicial que en el ejemplo III.5, tenemos:
0.928 - -0.286 17 [o.s42 "
-0.214 0.143 1 -0.071
normalizando:
.»\; { . ; L TS ' 3
0.928 -0.286 1 1.000
= 0.642
-0.214 0.143 1 -0.111
por lo |tanto: LT )" - A s
1 1.000
A = ——— = 1,558 y X -
(1) = o0.642 1) -0.111

utilizando la expresidn (12) para k = 2:

0.928 -0.286 1.000 0.960
-0.214 0.143 -0.111 -0.230

n
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prmalizando:

n

L CugT
0.928 ~0.286 1.000 R 1.000
= 0.960
-0.214 0.143 -0.111_ -0.24p0
Pdr lo tanto:

: 1 ' o 1.000
Y2) " Grogp T 1-042 ¥y E(y) =

prones-

-0.240
A
o Latl0 [P
- [ o4
Priosiguiendo en forma similar se obtiene:
va T L ~»TqES 2l
HE Sl r 1000
para k = 3 ; A = 1.003 y x =
3 3 1-0.249
+3a8% & o . ob -l Y
CTane X R )
1.000
para k = 4 ; A = 1,001 y
(*) ~0.250
.__.~.‘.u-_J i NS ‘J’J
: 1.000f ==
para k = 5 ; A = 1.000 y
) -0.250
N S ;
: o .ot Li !
1. 000
para k = 6 ; 2 = 1.000 ¥y x
. P M (6) -0.250
1
i _ .
P v v RRE i =

por lo que, el menor valor caracteristico con tres ci
fras decimales exactas es:

s A =1.000 . gliasxqxs e8! ebme
Yy §u vector asociado: B B
A S i £ge.0 |
%= [1.000 -0.250]
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1.7 APLICACIONES

i a ;3A2-pe®yatd ERN |

Para ejgmplificaf la utilidad de los métodos vistos en
este capftulo consideremos el siguiente problema de In-
genierﬂa Eléctrica.

Sea el siguiente circuito eléctrico: % -

# T DA Ti
e
THAOIDAAIT T RATY
ISV
E 23
“ROANT .- |
P A1
10V io!
C s
ot}
HERY 1

del cual se desea conocer la corriente que fluye a tra-

vés de

cada rama.

Con ayuda de las leyes de Kirchhoff

estas corrientes se pueden conocer al resclver el siguien
te sistema de ecuaciones algebraicas linecies:

nona:

11i, “4ig  -5ig = 10
iy, -i, MR - g 0
i, - i3 - ig 0

-1y ig - ig 0

-4i, 12i5 -3ig = 15

-5i, “3ic  15i¢ = 0
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100
110
120
130
140
150
14602
170
180
190
200
210
220

23a
240
250

260
270
280

290
Joa
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440
459
4460
470
480
490
500
51@
520
530
540
550
560
570

580

aplicando el mé&todo de Gauss-Seidel Yy con ayuda del s

guiente programa:
* GSE IDEL /MN

"

H -

'"METODO D E GAUSS-SETIDEL

'VERSION 1.1

DEFINT I-N S :

DIM A(15+15)+BC15YyX(19) bs 8l = t

cLs st “vehbts> Cow
PRINT TAB(15) "M E T O D O D E GAUSSB8-SEIDE.L®"
PRINT

T, = @ 001 3 03fudNis s¥nstur

INPUT *QUE TOLERANCIA DESEAS "sTL

IF TL <= @ THEN
TL = 9.020001:
l PRINT *>> TOLERANCIA = @.20001"
IT = @
INPUT *"CUAMNTAS ITERACIONES DESEAS *J§IT
IF IT < 1 THEN .
PRINT *">> ITERACIONES = 1000°
"UECTURA DE DATOS
INPUT “ORDEN DEL SISTEMA *iN
IF N < 1 THENM
PRINT *">> ERROR®:
GOTO 279
ELSE IF N > 15 THEN
PRINT *>> ERROR®:
PRINT *>> MAXIMO 1S5°:
GOTO 278 ’
PRINT "AHORA TECLEA LOS DATOS DEL SISTEMA:z®
PRINT
FOR I =1 TO N ,

ey
Y

&)
FOR J = 1 TO N e AN
PRINT “A(YSI$","5J5%) = =3 . .
INPUT ACI+J) ¢
NEXT J

PRINT "B(*3I1%) = *3
INPUT B(I)

X(I) = @
NEXT I :
"DESPLIEGE DE DATO8 g}, .-  -f ... Be -
CLs 2§ F R

PRINT “S I S TEMA ORI GINALs"
'DESPLIEGE DE DATOS LEIDOS

GOSUB 2000

" ORDENAMIENTO DEL SISTEMA

GOSuUE 3ou0

'DESPLIEGE DE DATOS ORDENADOS

GOBUB 1000

PRINT “S I S TEMA ORDENADO1"
GOSUE 2000

"SOLUCION AL SISTEMA

K =@
FOR J = 1 TO N 7
S =@ = e

M =0 .
FOR I =1 TO N Tt
IF I <> J THEN
G = S+A(T»I)#X(I)

NEXT I

IT = 1000: RAGEES

o2 !,
. abes




%‘m XPl = (B(J)-8)/A(JI+J)
&0 IF ABS(XP-X(J)) > TL THEN
M o= M+1
H10 X(J) = XP -
V2@ NEXT J :

630 K = K¢l
640 IF K » IT THEN
PRINT:

PRINT "> EL METODO NO CONVERGE EN *:IT3*ITERACIONES C

UNA TOLERANCIA DE “3sTL:®

GOTO 758
650 IF M K> @ THEN
Goro s3e
660 ’DESPLIFEGE DE RESULTADGS
678 PRINT “S O L UCION DEL SISTEMA 31*
680 PRINT
698 FOR I = 1 TO N
700 PRINT TAB(1@) *X("tI3®) = "3 . .
710 PRINT TAB(1@) USING "####iiti. RREERE" X (1) o
720 NEXT I
730 PRINT .
748 PRINT! “EL METODO CONVERGE ENt*®iK3:" ITERACIONES®
758 *SOLUCION PARA OTROS SISTEMAS DE ECUACIONES
768 INPUT “DESEAS RESOLVER OTRO SISTEMA DE ECUACIONES (S/N) *
770 IF 6% = “S* THEN
GOTO 170
ELSE IF Q% <> "N* THEN :
PRINT *>>» ERROR": '
GOTO 760 -
780 END ‘
1000 ’SUBLUTINA PARA CONTROL DE BORRADO DE PANTALLA
191@ PRINT
102@ PRINT "OPRIME 'ENTER’ PARA CONTINUAR®
1830 YV$ = INKEYS
1048 IF YY$ <> CHR$(13) THEN T
GOTO 1030
10958 OLS
1868 PRINT TAB(1S) "M ETODO DE GAUSS~-SETIDE
1070 PRINT
1680 RETURN
1290 END ) < !
2002 ’SUBRUTINA PARA DESPLEGAR DATOS EN PANTALLA
2010 PRINT
7@Z@ FOR I = 1 TO N
7030 FOR J = 1 TO N . :
2040 PRINT USING "#H4#4H4. HH#R" AT+ T) 3
2058 NEXT 7
C060 PRINT USING * = ###t###, $444" BC(1)
2070 PRINT
2088 NEXT I
209@ RETURN
2100 END
3800 ' SUBRUTINA PARA ORDENAR EL SISTEMA DE ECUACIONES
3010 FOR 0 = 1 TO N-1
1020 MAX = ABS(A(1s>J)) .
an3e IC = J
AB40 FOQR T = 2 TO N
3050 IF ABS(A(IvJ)) > MAX THEN

3040

MAX = ABS(A(IyJ)):
IC = I
NEXT I

DN

as

L
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iE

N

2.16173]
1.0939
0.0518
1.0421
2.2372

1.1679]
(%)

-1
2.3164
1.0814

-0.0101
1.0915
2.3310

1.2384
(N

2.3217]
1.0810
-0.0122
1.0933
2.3340

1.2407]

;(11)

3078 IF IC = J THEN
GOTO 3160 e
3080 FOR K =1 TO N
3002 AT = A(JsK)
. 3120 A(JIK) = A(ICK)
31108 ACIC'K) = AT
3120 NEXT K
31302 AT = B(J)
3140 B(J) = B(IC)
3150 B(IC) = AT
3160 NEXT J
3170 RETURM
3188 EMND
seobtienen los sfquientes resultados:
vector inicial e an X
0.9091 1.5151] 1.9364)
0.0000 1.5151 1.0803
s 0.0000 -0.1515 0.1813
0.0000 1.6667 0.8989
1.6667 1.7550 2.1094
o.ooogJ o.esng 1.0673]
(0) (1) Z(2)
1RO
) AF .
2,2535] 2.2928) 2.3097%]
1.0856 1.0830 1.0819
0.0162 0.0002 0.0071
1.0693 1.0834 1.0891
2.2931 _ 2.3167 2.3267
1+
1.2098] 1.2276 1.2352]
i(") ;(5) %(6)
. @
LT -
2.3196] 2.3209] 2.3214]
1.0812 1.0811 1.0811
-0.0113| -o0.0l18 -0.0121
1.0926 1.0930 1.0932
2.3328 2.3335 2.3339
1.2397]  1.2403] 1.2406]
;(B) ;(9) ;(10)




:m@

por lo

con cu

2.3218
1.0810
-0.0122
1.0933
2.3341
1.2407

;(12)

tanto, 1a solucibn es:

».
2.3218
1.0810
-0.0122
1.0933
2.3341
1.2407!

;(13)

o =

i
iz
iz
iy
is

ig

i

F.om
atro cifras decimales exactas.

2.3218
1.0810
-0.0122

1.0933 amp.
2.3341
1.2407

eX 4+ X

g€.2 = xt + gxa.8 -

&1 P AL
80.28 = :x2.9 -~
.Y ab
- i oh -
* * X

B -
L
B
< o
vy 5
gK(O:i
- @
NS 3
X
s
3|
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver por el m&todo de Gauss -~ Jordan los si-
guientes sistemas de ecuaciones:

a) 2x) + 6x9 -~ x3 = - 12
5x) - x; + 2x3 = 29 NP

"3!1 - 4!2 + x3 = 5

b) 2x; - x + 5%x3 = 13 -
2x; + 3x; + 4x3=20

3x; - x2 + 3x3 =10

c) 5xp - 2x3 =1
-2x) + 3x2 - x3 =5

22+X3 --3(

d) B8.4x; - 2.6x3 + 3x3 = 5.3
.=3.9x) = 0.7xz + 2.3x3=-10.54

1.07x; +1.2x; - 0.5x3 = 5.08

Obtener la solucidn de los siguientes sistemas de

ecuaciones, utilizando el m&todo de Gauss - Seidel:
a) 3x;'+ Xy + x3 = 19
2x; + 3x; - x3=18

x] - x2 + 4x3 = 6

+

b) x] 10x, + 9x3 = 7
2x) - 7x3 - 10x3 = -17

10x; + 2x, + 6x3 = 28




g

c)

d)

0b

4.71x; - 1.72x, - 0.21x3 = 4.03

0.7

3x,

-2.121

€05484

- 6.3x3 = B8.06

+ 5.6x2 + 2.3x3 = 13.67

5.6x; + 1.1x, - 3.4x3 = 8.28

1.7x; + 4.3x5 + 7.3x3 = 1.37

0.3x) + 5.7x2 + 3.3x3 =-6.75

tener la ecuacifn caracterfstica de las siguien

tes matrices aplicando el m&todo de Krylov:

a)

b)

e)

d)

(=]

-10

-2

1]

FACRLIAD & wicmiay
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a2 o
S

pOe=nn
b a1,
Utilizando el método itera

las siguientes matrices:

a)
1 2
3 2
2.8 ~ xa,f
b)
4 2 i v
-5 3 2 *E
-2 4 1
ol
c) . cona
2 2 3 -
-10 -1 2
-2 4 9 |
d)

L

obtener el mayor y el menor valor caracterfstico
c¢on sus correspondientes vectores asociados

.

i, i

L
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CAPITULO IV‘ FORMULA DE TAYLOR CON RESIDUO

-
LR AN

s,

=z
3
i
~J
~
2
]

rofls smaldpas
el B o

Las funciones mas sencillas que se utilizan dentro del
andlisfis numérico son las funciones algebraicas o polino-
mios.

Realizar cdlculos con polinomios, asf como obtener sus
derivadas o integrales no es complicado, la determina-
cién de las rafces o soluciones de una ecuacién algebrai
ca resulta ser mis fdcil que en una ecuacién trascenden-
te.

SRR

Para facilitar los cdlculos que se tengan que realizar
con una funcidn cualquiera, existen diversos métodos para
aproximar la funci@n a través de un polinomio. En este
capitulo se verd como obtener un polinomio P(x) que coin
cida con una funcién cualquiera f(x) y con sus n prime-
ras derivadas, asi como la estimacidn del error que se co
mete a] aproximar la funcidén por el polinomio.

E i

POLINOMIOS DE TAYLOR GENERADOS POR UNA FUNCION

Si unad funcidn f(x) posee derivadas continuas hasta de
orden |n en el punto x = 0, siendo n > 1, se tratard
de encontrar un polinomio P(x) que coincida con f(x) y
con sus, n primeras derivadas en x = 0, esto es:

£(0) !

CP(0) =
P'(0) = £'(0) Co
= fll(o)

P”(O)

p(n) (0) = f(n)(O)

LA._:Z‘_ S e
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el jpolinomio buscado deberd ser cuando menos de n-ésimo
grado para que pueda contar con =n derivadas dijferente
de cero, este polinomio se expresa de la siquiente form

n
P(x) = ag+ ayx + apx? + a3xd +,,.4 a, x

Elproblema ahora es, determinar 105 n + 1 coefic1ent
ag, aj, az, ..., ag. Para obtenerlos se proceders de la
siguiente forma:

sustituyendo x = 0 en el polinomio de la expresién (1
se obtiene:

P(0) = ag ; .. ap = £(0)

derfivando P(x):

P'(x) = a; + 2a,x + 3a3x? +...+ n a X!

valuando en x = 0:

P'(0) = a; ; v a; = £'(0)
derfivando nuevamente:

P"(x) = 2ap + 3+2a3x +...+ n(n - 1) a, X2

valuando en x = 0:

P"(0) = 2a, oa =20

e
-
-

volviendo a derivar:
P""(x) = 3:2a3+...+ n(n - 1)(a - 2) a, 3
valdando en x = 0:

£1 (0) “

P" (x) = 32 a3; '), a3 = 7

en deneral:

P(X)0) = k! ay ; k=0,1,2, ..., n

despejando ay:

f(k)(o)
ag = k! .
k=20, 1, 2, , n

v

1)

2)

%

AT

i
Y
o




sustitulyenco estos valores en la expresidon (1) se obtiene:

" "y (n)
P(x) = £(0) + £'(0)x + fZSO) x2+ £ 3$°) x3 +.. .+ f——gégl %"

polinomio que se puede expresar como:

- BEPLE (S ¢
P(x) _kEO o f 0)
. ST se 'requiere que el polinomio P(x) sea igha] a la fun- gl
cién f(x) y a sus n primeras derivadas, en el punto 4!

x = a, esto es:

P(a) = f(a)
P'(a) = £'(a)
P"(a) f"(a) N . |

p() (a) = £(7)(a)

entonces, se trasladard el polinomio a wunidades en el
sentido positivo del eje de las abscisas, el argumento 1
del polinomio expresado en (1) serd (x - a) y la expre .
cién (8) quedard como: 3

.k
(x ; a) f(k)(a) cee (&)

n
P(x) = E

k=0

Esta Gl1tima expresibn recibe el nombre de polinomio de Tay
Lon de grade n generado por f(x) en el punto a., Para
representarlo se establecerd la notacién siguiente:

P(x) = T, [f(x;a)]

donde T se denomina el operador de Taylor y significa
que el polinomio de Taylor de n-ésimo grado de la fun-
cién f(x) en el entorno del punto x = a es P(x).
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Ejemplo 1IV.1

grade de la funcién:

enl el punto x =

IR

Cayr

5]

r 1
P(x) =T, [f(x; 3)] =k_§_

desarrollando la sumatoria:

N
s L 273)

Obtener los polinomios de Taylor de primer y tercer

f(x) = cos x

1 polinomio de Taylor de primer grado es:

(-3)
f(n/2) + 2

- ‘

R TRY

+ - i

£ D aup « 3%

(-3)"
LI
. WEL ey e

- m—

T £'(n/2) 9v8i.-
o Il ros oy ,
@ g
donlde :
f(x) = cos x ; f(n/2) = cos "/2 = @
y R .

£'(x) = - sen x ;
sustituyendo:

PCO = (x - %)(-1) - -

agregando dos términos m3s e
tiene el polinomio de Taylor

k! 2 e
. I) ns
desarrollando la sumatoria:
N 7l
(-3 (-3) .
P(x) = o7 f(n/2) + I7 £'(x/2) +
: 2 3
(x-3) (-7)
+ 77 £'(n/2) + 37 £ (n/2)
donde: R I 3b gyrinan ty a4 R
. .
f(x) = cos x H f(n/2) = 0
f'(x) = -sen x - H £'(n/2) = - 1
f"(x) = -cos x : f"(n/2) = 0 .
"' (x) = sen x ; "' (n/2) = 1 ’

TN
P(x) = T3[f(x ; %)] =kzo 2 f(k)(n/Z)

L&

£'(n/2) = - seg

N

m
+—
x*3

n la expresidn (a) se ob-
de tercer grado:




i sustituyendo:

P(x) = uo)+(x—-§) 1) +

simplificando se obtiene:

En la figura siguiente se puede apreciar la aproxima

P(x) = 0.167 x® - 0.785 x2 + 0.234 x + 0.925

cifn que presentan los polinomios de primer y tercer
grado obtenidos en este ejemplo a la funcién
f(x) = gos x en una vecindad del punto x = w/2.
YA
,fsil. [ pakl~re" W
\\\i;
c— P(x )= - T
(x)=-x4 >
(A o»
i
T T -
2 3 x

FIGURA 1IV.1 ’

o
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: . T4
IV.2 | CALCULO CON POLINOMIOS DE TAYLOR 5
Para obtener el polinomio de Taylor de grado n de luna
fluncidn cualquiera en el punto x = a, es necesario cjong
cer las n primeras derivadas de la funcign f(x), {véa-
se expresidn (4)). E1 cdlculo de éstas, resulta ser en
ocasiones una tarea complicada.
Las siguientes pnopieda&eé del operadon (Tn) seran de
tilidad para obtener polinomios de Taylor a partir de
tros ya conocidos, éstas son:
AY
4
S 4
a)) Multiplicacién por un escalar '
Si: v
F(x) = kf(x) e
., N 3
entonces: 2 e 5
‘ - oY 2
: — — i n kf( ) (a) k §
Tan(x ; a)] = Tnfkf(x ; a)J = I —_— (x - a 2
P - k=0 :
n (k) e
rn[F(x; a)] = Tn[kf(x; a):' =k I f—k.ﬁ x - aF @
k=0 )
TnE< f(x: a)_] = k Tn[f(x : a)]
b Suma de funciones
Si )
F(x) = f1(x) + f-(x)




entonces: ) LR S

TnE’(x) ;a):| = Tn[fl(x;a) + f(x;a):| =

£ (a) + ¢80 (a)

n
k
= 3 ; (x - a)
k=0 k-
Tn[fi(x;a) +f(x;8)] -
n  g(k) o g(k)
- 1_k(_°l (x-a)% + 1 _z_T'ﬁ) - a)
k=0 * k=0 °

T“El(x;s) + fy(x; a):l =Tn[f1(x H 8):| +Tn[f2(x;a):|

c)

g

Derjivacidn

- (k)
4 d Bt £77(a) K
 Talocin] - & o X =@
d (k-1)
- n - f (x) -
d—i nf(x,a):| = I dx e = 1)'x a(x-a)k !
L k=1=0
d (k)
d - n-1—f (x) -
Fhfieo] - B Eleme o oF

d d
I Tn[f(x; a):] = Tn-l[?i f(x ;a)]
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Si:

ento

=)

Tn

d) Integraci6n

n (k)
/Tn[:f(x ;a)]dx = z_{——f—TfQ (x - a)k dx
k=0 :
. n ff(k+1)(x)dx X =a k+1
/Tnl:f(x ,a)-—J'dx = k+)]3=0 e + D7 (x - a)
n+1 (k) -
/Tnl;(x : a)]dx - JE (x)di'x = 3 (x - a)k
- k=0 :

) /Tn[:f(x ;a):ldx = Tn+ll:/f(x ;a)d{]

} Sustitucién

(x) = f(cx) donde c = cte

nces:

- ~“n" (k
n[l"(x;a):]= b f_).ﬁ (x - a)k
k=0 ke

f'"(ca)

-
F(x 3 a)_i = f(ca) + f'(ca)(cx-ca) +

-
Tnl:F(x H a)‘J = Tnl:f(cx H ca):l

> (cx-ca)2+.,,

L e
Tn[F‘(x H a)_‘ = f(ca) + cf'(ca)(x-a) + c*zz_a (x-a)? +.. .+ ——— 122

n!

. f(n)gca
n!

o P

=y

z,

- (cx~ca)

S




Para ilustrar la utilidad de estas propiedades tonsidere

mos:

el pol
punto

P(x) =

donde:

£1(x) = e¥ :

inomio de Taylor de grado n de la funcidn en el

sustitiuyendo:

P(x) =

P(x) =

E1 po
de

Nf—
-

v

se obt
un esc

P(x) =

P(x) = 1

x = 0 es:
-9

n (k) "
TnE!ﬂ -1 L0 Ko s e x + E0 2

- . 2!

k=0 )

"y (n)
o, .\ - + é——Tigl x3 4.+ E———Tigl xk
' 3 s 3. n.
vfrnfﬁ!b ‘el
f(x) = eX 3 £(0) =1
. 3
£'(x) = e° : £1(0) = 1
£ (x) = e* H £¢0) = 1
. c at
.
£ (x) = & ; ™) =1 .
L
3 n o
Tn(é] =1 +x+ 57*'%7 + +—§T
-1 n _k P S A

Tn]})]=£ o3 j3 e 5

k=0 °

1inomio de Taylor de esta funcién mu1t1p11cada por
hotada como:

£2(x) = 7 €

Ng .
ene aplicando la propiedad de multiplicacién por

alar:
a1 x] 1.1 x2  x3 - X"
fn[fz("L' e L I S v A T TSR P
n k
2 to
k=0 .

89
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Si se desea obtener el polinomio de Taylor de grado
qe Ta funcidn:

f3(x) = % e"Xx

o

e aplica la propiedad de sustitucidn del operador de
or en la expresién (5). Reemplazando el argumento x
~x Se obtiene:

noo 2 n
(x) = Tn[% f] =3 $E¥—— =1-x+ %T - 3Tt (-0 f?r
k=0 . . . !

ahora, si definimos:

lex+%e- = cos hx

fi,(x) = E)

oo

e Taylor, el polinomio de esta funcién sers:

o] -4 e

1 x?  x3 xt x?
Tn [}(x)] =7 ( 1+ x+ 357+ Frheet Tt l - x+ I3y -

2!

3 n
X nx
- 3T bt (-1) ET)

PR

2 4 x2D

N R R RSIRE e

(2]

omo este polinomio s6lo tiene té&rminos con exponente
e puede escribir:

m 2k
TZmI:coshx] = I X

n

dande:

plicando la propiedad de suma de funciones del operaflior

Tay
por

par

-
r
=4




mediante la propiedad de derivacién, se puede obtener el
polinomio de Taylor de:jrado
X

a partir de T

Para

una funcién definida como sigue:

el pol

el punto

—

2m-1 de la funcibn senh x,

cos h ; de esta manera:

2m

e 7% S . AN

sz_l[senhx] = d—dx Tom |:C°5 h x]
TZ‘_XEenhx]

- -4
dx

sz_lEEth -ﬁ*‘—!

] x x20-!
sz-l[.enhz -x+-3—!+ ...+m—!—
’ - . ka-l
sz_l[senhx = [ (2k- 1)
- k=0

ilustrar la propifedad de integracién, consideremos

f5(x) = 1 - x

[

inomio de Taylor de grado n de esta funcién, en

x = 0, es:

a4 F

Tnl__l -

n
IRK:
k=0

(k) "
£ O K mr0y + £z + 50 52 4

"ne
FE SUTCORNE

(n)
3 + ———f (0) xrl

n!

. (6]

TS S

et s

91
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donde:

Ty

f(x)
£'(x)

f"(x)

f"'(x)

f(n)(x)

3b batb-
N y
HET T S B0
1
- 1 - x H £(0) =
1 -
T -0z £ -
2 1"

T -3 £'(0) =
6 ne
BT £"'(0) =

R T = (n)
1 - nFT s f (0) =
. -

sustiituyendo en 1a'expresi6n (6) se obtiene:

=1+x
n

=1z xk
k=0

+ x? + x3 +.o.4+ x

integrando esta (ltima expresidn:

como:

|

1

X

<« {x t
n
} ” dx = z xk dx
k=0
n xk+l
I
k=0 k+1 )
.}—+
dx = - Ln (1 - x)

n
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E se puede concluir, de acuerdo con la propiedad de integral
cién gue: - -

kel
Tn+1[’1‘n(l - x):[ = kZ )

reemplazando x por (1 - x) se obtiene:

‘ n (1 - x)k+1
Tn+1[‘ Ln(l -(1 - x))] =k£0 e
k+ +1 «
POV Py PR L Tl © Ml I Vi '
oy | Ax =0 k +1 k=0 k + 1 '
%€
e | {

IV.3 RESIDUD EN EL POLINOMIO DE TAYLOR

3

Al aproximar una funcién cualquiera f(x), mediante un po.
Tinomio de Taylor To[ f(x; a)], 1a funcién y el polinomio
coinciden en el punto x = a 'y se separan conforme x se
aleja de dicho punto tal como se observa en la figura 1V.
1, pon 1o tanto se puede escribir:

PN
£(x) = To[F(x ; a)] :
- »’
o bien: : o
b (7 e
£(x) = Tplf(x;a)] + En(x) . cee (7
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0 £ 2o it

donde E,(x) es el error que se comete al efectuaf 1a
aproximacién, la expresién (7) se denomina g§6nmula de T
Lon con nesiduo. Para determinar la magnitud de Ep(x)
considérese primero el érror que se comete al utilizar
polinomio de primer grado:

(k)
0 E——E§él (x - a)k + Ej(x)

f(x) =
k

" M=

£(x) = £(a) + £'(a)(x - &) + E;(x)

despejando Ej(x): ~ -

Ex(x) = £(x) - f(a) - £'(a)(x - a)

X X
E; (x) =[ £'(t)ae - f'(a)/ dt
a a

X
E) (x) -[ (£'(t) - £'¢a))dt
a

integrando por partes:

u=f'(t) - £'(a) H du = f"(t)dt

dv = dt

sustiltuyendo: ' -

x X
E1(x) = [£'(t) - £'(a)] ¢ -f t £"(t)de

a a

X
Jl(x} = ') - £'a)] x -~ ['(a) - £'(a}] a-/ t £'"(t) de
a

a

X . X
By (x) = x/ £1(e)de -[ t £"(e) de
a

. :
i (x) =/ (x - t) £'(¢) at
a

=

gk




.

'S1 1a funci{én se aproxima a través de un polinomio de sg|
¢ gundo grado se obtiene:

2 (k)
t0 =1 L8 -kt gm0
k=0 :

..x)

mediante un proceso anflogo al que se hizo con una aproxi
macién lineal, se 1lega a que E,(x) es:

. 1 x :
Ex(x) = 27 / (x - t)2 ' (t)de
a

i

A partir de estos resultados, se puede demostrar por in-
duccifn matemdtica que cuando f(x) tiene'derivadas con-
tinuas hasta de orden n + 1 en el entorno del punto a;

entonces para toda x en ese entorno, el error Ep(x) es
td dado por:

e

M R I SO . 2 obnsut:

x
Ep(x) = l/ x - ) £y qe e (8)

n!
a

£ ey N

I1V.4 ESTIMACION DEL ERROR EN LA FORMULA DEkTAYLOR

B Y ¥ ; BT T

Calcular el érror que se comete a1 utilizar un poTinomio
de Taylor con la expresifn (8), no es una tarea sencilla
debido a que la funcibén que se integra estd formada por
el producto de una potencia de t y la (n+1)-ésima de
rivada de la funcién original. Por este motivo se presen
ta a continuacién una forma de estimar dicho error median
te la'fijaci6n de cotas.

Para; ello se parte del conocimiento de dos valores m y
M, tales que:

m< £+ () <y ()
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donde 7ag Constantes 4 Y M son lag cotas (mfnima y
ma) de un cierto intervalo que contenga ,, Considery
que x > ,, entonces Ja integracign de E,(x) deberyg
tuarse en o) intervalo [z, if, Para cada ¢ “gp este

tervalo se tiene que (x - ¢ym 2 0, con esto 1, desigy
dad (9) multiplicada por:

T

(x - ¢)n
{x - c)n
S n!

!

queda:

n n n
o (";\!tL < ("ﬁ_i f<n+1)(t) <M (";\'t)

integrando'enfre a Y x tenemos:

m * n M x n ‘
—r/(x-t) dtiEn(x):F/ (x ~ )% gqe T
a a

!
' .

efectuando e] cambio de varfable:

entonces:

|
|
|
|

Sustiituyendq en la integral: 4

it

x x-a . _ n+1l
i / (x - t)ndt =/ " dy = M)\
F : n + 1
2 a 0

con lo que 1a é€xpresidn (10) se reduce a:

- a)n+1 < Ealx) < y (x - a)n+1 o s (11 .
(o + DT X Ep - (o + )T 3 .

si consideramos que x < a2 1, integracign debersi efecf
I tuarse entre x y a, por lo tanto mu]tip]icando la desi-
; gualdad (9) por el factor No negativo:

DM - D
n!

. . 5 )




Obtener: °- : P T A
Ay
a) [l polinomio de Taylor de séptimo grado que

b)

representa a la funcidén £(t) en el entorno
del punto a = 0.

El polinomio de Taylor de sexto grado que re
presenta la velocidad de la particula.

~hau

43
Obtener el drea bajo la curva de la siguiente fun
cidn:
T g2
£(x) = i_Eiﬂ_Z_ + g

en el intervalo [0 <x< %:l, utilizando un poli

nomio de Taylor de grado catorce, en la vecindad
del punto a = 0.

Evaluar la integral de probabilidad:

utilizando un polinomio de Taylor de grado 30, en
el entorno del punto a = 0.

Determinar el error que se comete en la solucién
de los problemas cuatro y cinco.

q?
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1 3
(a+T)T < Eq(1) < (m+ )7

tabulande Para po]inomios de Taylor de ptinero, segun
0, tercero, ‘**> 8rados ge obtiene:

) ML B s -

T

0.500000 <%y, < 1.500000 %

0.166667 < Ea(l) = 0.50000¢ e e

0.041667 < Ej(1) 0.125000

Ia

; 0.008333 E, (1)

IA

0.025000

0.001389 < Es(1) 0.004167

in

0.000198 <

A
<]
(2]
~
—
~—
A

< 0.000595

0.000025 <

A
=
~N
~
—
~—
A

< 0.000074




PROBLEMAS PROPUESTOS

- v oe—— s it

Obtener el polinomio de Taylor de cada una de
las siguientes funciones:
a) Tn[(Z-x)'l]- en a =1
. sy
b) rn[u + 1)1/2] - en a =2
L o

c) Tn[arc tan x:[ - en a =0

b4

S L

—C 22
v

El departamento de produccidn de la compafifa AL~
FA ha determinado que el prondstico de ventas de
uno de sus productos en el mercado se comporta
de acuerdo a la siguiente funcidn:

%+ t | [pesos]

don;ﬁe la variable t representa el tiempo en aifios.

£(t) = 106 Ln

Determinar:

-

a) |El polinomio de Taylor de grado cinco de la

. . 1 .
funcidén, en el entorno del punto a = 3 ano.

b) |Las ventas para t = 9 meses, utilizando la
funcidn f(t).

¢) Las ventas para t = 9 meses, utilizando el
polinomio de Taylor del inciso (a).

Una partfcula dentro de un fluido describe una tra
yectoria dada por la funcién:

: 1 1
f(t) = sen 2 t + cos 3 t




100

Y dsta funcignp €S mongte
desigualdad:

e integrando 5e obtiene:

20Tesy s

i,
Ejempio Iv.2

Calcular el e

Fabiendo que:

e
. Lm
{ - m < f(n+1)(:) < M
“i8 ne LoSa b
Y utilizapg, la €Xpresigp (11) se obtiene:
i £ O+1
(n+1)7 = En(x) M (n+])7
ST Cimes
. Sal Iy
haciendo X = 1.
: ¢ Ci8q -
m M D
(n+7Dr 2 Eg(1) < (n+ )T
aq
T st
COmo ge sape que: ‘
flx = 1) = o1 2.71
? «sb ok. |y au ah CTI-veh - :
Considerando: e s EEY
= ; M= 3

i N ~ (331

_—

™ L

Tror que ge Comete a1 valuar 3

X) = eX op 4 1, Utilizange €l polinopmie
Or de egtg, funcigp €n a = g,

-

v

4 funcigp

de Tay~

€X eg gx

[ 4

* S® satisface la

(13)

LA

i

¥l
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" CAPITULO|V INTERPOLACION, DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA

NTRODUCCION

[y

hi:

En cunsos de calculo diferencial e integral se estudié
como obtener las derivadas o integrales de una funcién
F(x). Se vio que el problema de integracidn presenta se
rias dificultades, ya que fuera de algunos casos senci =
110s, el problema en matemdticas no tiene solucidn, algu
nos ejemplos son: -

b \

2 ) been x -
] e"x  dx ; ‘ ——= dx ;
a a *

estudiarin los métodos con los que
cuenta el andlisis numérico para derivar o integrar fun
ciones definidas en forma tabular, ya sea obtenidas como
resultado de alglin experimento o simplemente tabulandoe
la funcién gue se desea inteqgrar o derivar.

En este capitulo se

Una ventaja adicional Qque presentan los métodos numéri-
cos es que son facilmente programables en cualquier equi
po de cdomputo, desde una calculadora de bolsillo hasta
una cgmputadora de gran capacidad.

' LRI S SRt (R

DIFERENCIAS ¥ POLiNOMIO DE NEWTON DE UNA FUNCION TABULAR

MF sy 93 s Lp BF Ll reiamgee il seRanngs

una funcién continua y diferenciable en el interveal
de la cual, para nuestro estudio, s6lo se co

Xr 2K S Xpos
nuntos tabulados como los aue se muestran a

alquncs
contipuaciin:




.

Las




En general, para valores de

k mayores que la unidad las

k - ésimas diferencias hacia adelante se definen ccmo:

. = k-
yi & lyi+1

- sk=ly, para i=0, 1, 2,

donde A|es el operador diferencia

’éonsfdeLando i-=
despejando y;:

considerando i =
despejando y,:
considerando i =
despejando ay,:
sustituyendo las
simplificando se

considerando i =

!

despejando y,:

0 ‘en Ta expresién (1), se obtiene:

4yg = ¥y1 = Yo

Y1 = Yo t 4Yyg
1 en (1):

AYy = Y2 = Y

Y2 = ¥1 t Ay,

0 en (2):

A2y, = Ay, - AYg

Ayy = AZyg + ¥
expresiones (5) y (A) en (4):
yo = (yg + Ayg) + (a2yg5 + Ayp)

tiene:

Yo ® ¥yg t+ 28y, + A2y,

2 en (1), se obtiene:

AY, = Y3 = Yo

Y3 = ¥ t Ay,

. (3)

‘ ,.'Jf'

(a)

(4)

(5)

(3)

(6)
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considerando i=

Len (2),, Ty Ny b
Azyl = 4y, - 4y, o - ;
i 7 despejandg 4y, :
S dy, = A2yl + 4y, . vee (7)
g, sustituyendo i=g Y k = 3 ap (3): ?
4 . |
E ( A3yo = Azyl - AZyo : ;
; despejandg 4%y,
Azyl = Azyo + A3yo (8) I
i
SUustituyengo las e€Xpresioneg (5) y (8) en (7), se obtie- ;
ne: . ;ﬁ
4yy = (a%y, 4 83y4) + (8%y5 + ay,) 9)
» 4 su vez, sustltuyendo las expresvones (B) y (9) en (j6)
. Se obtien
14

Y3 = (yy + 28yg + a2

Yo) + (2%, 4 8%p) + (42
i ppr Gltimo,

simp]ificando:

¥ Y3 % yo + 34y, + 382y, 4 ady, s ()
Ut111zando el Operador g las eéxpresiones (AY, (B) v ¢
Se pueden escribir como:

y1 = (1 +A) Yo
Y2 = (1 + 4)2 Yo
¥3 = (1 + 4)3

5 ok
generalizandog: '

2y fe

el nayiagier

N T T
Ve = (1 +hyk

k =1, 2, 3, ... n

i

"o bien, desarrollandg o] binomfo .

YR = yq + (T) byo + (5) £;y3 ..+ (k) sk Yo oo ... (10




Si se toma un valor j cualquiera, menor que k v si las
j - ésimas diferencias son constantes, entonces todas las
diferencias de orden superior a j serdn cero, por lo
que la axpresidén (10) queda:
_ k k\ .o k\ i k ) k)
=y + (1) Ayg + (2) 82y +...+(j)A Yo +(j+1 (0)+...+(k (0)
sabiendo que:
da - X
(k)= k! Jk(k - D)k - 2) ... (k-3 + 1)
h| Ji(k - §) j!
esta expresién nos dice que (;‘) es un polinomio en k de
gradc j, por lo que y, se puede expresar en la forma:
. 4X
at R b i -
i3 R Yk = ag + alk + azkz +...+ aij ees (12)
considerando aue la funcidn de la tabla V.1, se obtuve pa
ra valcres de x con un mismo espaciamiento h:
9%t « y = F(x) ins
X0 Yo &
x] = xp + h ¥y1
x2 = xg + 2h yo
s
. . ik
Xk = x¢o t kh Yk
Xn = X0 +\ nh ¥n ‘ ?
Tabla V.2
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106
entonces:

Por 1o tante; |
k‘xk_xo - s

N . , S e o a
g%v n i b 5 .

Xk-Xo

sustituyendo k por en e} Segundo miembro de

la expresign 112), se obtendrs up Polinomig ep xg  de
grade j 4o 1a forma:

* Yk = by + bix, + bzxi +.. .4 bij cee (14)
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J -~ ésimas dife-
rencias de los Puntos de Una funcigp tabulada Con espacfa
mientos Constantes son iguales, €ntonces dichos datos co-
rresponden a un Polinomig de grado j,




Ejemplo V.1

Obtener las diferencias hacia adelante de la siguien
te funcidn definida en forma tabular:

x |y = F(x) b

0 -5 ‘
1 1 ;

2 9

3 25

4 55

5 105

Lo

Las primeras diferencias son, segln la expresidn (l):

Ayg =
Ay, =
Ay, =
Ay3 =
Ay, =

s
Las segundas

a%yg =
A%y, =
A2y, =

AZY3 -

llas terceras
a3yg =
a3y, =

A3y2 -

¥y
y2
¥3
Yy

ys

diferencias son, seglin la expresisn (2):

Ay,

Ay,

Ay3

Ay y

- dy, = 16 - 8 = 8

yo=1-(5) =6
y1=9-1=28

y2 = 25 - 9 = 16
y3 = 55 - 25 = 30

yy = 105 - 55 = 50

- Ayg = 8 -~ 6 = 2 &

%

Y

- Ay, = 30 - 16 = 14

- Ayy = 50 - 30 = 20

diferencias, segin la expresibn (3):

a2y, - a%yg = 8-2=6

a2y, - 8%y, = 14 - 8 =6

A2yy - A2y, = 20 - 14 = 6

10:
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procediendo de igual manera que én el’éjemplo anterior,
se obtiene:
fds i vei
x y = sen x Ay Azy A3y A“y Asy
0 0.000
0.383
% 0.383 o -0.059
0.324 -0.048
% 0.707 -0.107 0.014
0.217 -0.034 0.009
2 0.924 -0.141 0.023
0.076 -0.011 ~0.001
N 3 1.000 - 1-0.152 0.022
~0.076 0.011 0.001 N ;
%; 0.924 -0.141 0.023 i
-0.217 0.034 ~0.009 1
3= 0.707 -0.107 0.014
-0.324 0.048 : ‘
- |
= 0.383 -0.059 . I |
-0.383
" 0.000
. |
1

En este caso las diferencias no se hacen constantes,
pero tienden a serlo conforme avanzan las diferencias
hacia adelante. Si redondeamos a una cifra decimal,
las segundas diferencias serfn précticamente constan-~
tes y las terceras diferencias gserdm cero excepto dos,
por lo que la funcifn y = sen x se puede representar
aproximadamente por un polinomio de segundo grado de
la forma:

y = sen x % by + byjx + byx?

.2 INTERPOLACION L

i E1 problema de interpolacidn consiste en encontrar el va
lor de 1a funci6bn F(x), de la cual s6lo se conocen algu
nos puntos, para un valor de x que se encuentre entre dos ) !
valores consecutivos conocidos.

- |
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Se
dio

F(x)

€N un puptg intery
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Sin emt
camente

argo, debido a que la funciéh P(x) se conoce (ni-
en dos puntos, se pueden unir mediante una recta,

como se muestra en la figura siguiente:

|
5
A1 pae | ~
I 2 I
| o
!
; ! L P
i T T et
*o Xk X X
h -]
- :
'3 n.. Figura V.4 v

Evaluando la recta en. el punto xg se tendrd una buena
n

aproximacidén de F(xyg). La ecuaci

tenerse mediante el polinomio de Newton, haciendo j = 1
en la expresién (11):

simp1if

que es
F(x).

Yk = vo + (1;) byo + (’;) (0) +...+(:) (0)

fcando:

yr = Yo + kiyp

Sustituyendo k por (xk - xg)/h

Xk - X9
Y = Yo +t —— &Y

el polinomio de primer grado que se dproxima a

de la recta puede ob-

111
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Debe tomarse en

uenta que el polfnomfo de Newton fue de
sarro??ado cons{ erandg un nime nterog BositiT
0y i terpo?acidn s norma?mente Un valop frac-
Cionarj s Sin embargo, no Ifmita 1 p11cacf6n del
p011nom1o ’
: b
( :
(15)

: <l<.)= (‘E’~0)<k-1)<k~2 e (k-g4
i Y '
‘ :

donde i =1,2,
f

: no hay inconveniente €n que
F rio.

sea yp nimerg fracc1ona-
I

3 En generay, si se Cuenta cqp un
; tos, "se puede Utiliza

Mayor Cantidag de
rej po]inomfo de N

aproxime a Ja funcién, consfderando
nomiog Puede s¢ n -

a

e grado ge 1
r hastga de 1, donde n es e} Numero de
datos )
/

Cuande Se desega Obtenep a
f- tos de F(x), no es indispensab
' n en funcign de ., .
€ k con 1a~expresi6n (13¥ y
\




Al gbtener sus diferencias hacia adelante, se forma
la sijguiente tabla:

X -

Como

X y = F(x) Ay Ay ady Aty
0 -5
6
1 1 2
1.5 — 8 6

8
16 \\\\‘<:‘\\5

30 6

50
5 105

las terceras diferencias son constantes, se de

be utilizar un polinomio de Newton de tercer grado,
de esta manera, por la expresidn (15):

Tk

k k k
Yo+( )AY0+( )AZY<>+( )A3yo
1 2/ 3 + - vR

consfiderando xy = 1 y yg = 1, se obtienen:

Ayo =

sustituyendo: . .

- k k k ‘
Tk l+<1>8+<2>8+<3>6 e ()

donde

8; AZYO - 8; A3Y0 =6 \ tobu. ...

el valor de k esti dado por la expreqiig (13):

Xk ~ %0 _ 1.5 - 1
h” 1

k = = 0.5

sustituyendo: K

efect

- 0.5 0.5 ' 0”.5
Yo.s 1+(1)8+<2>8+(3)6

nando operaciones:
- 14+0.5(8) + 0.5 (2.5-1) 8+ 0.5 (0.5—;)(0.5—2)

Yo.5

Yo.5 = 1 +4 -1+ 0,375 = 4,375
.

6
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Por 1o tanto;

la funcigp F(x)
* S€ puede hacer interpolan

= Sustityj, este valor en
a €XPregigy (13) 8e obtjep
——— 2
' Xk - 1
k.k\lnx-l
R .
4 8y ye,

R éustituyendo k en 1, €xpresign (a);

) _‘ - x-) x~] x-1
Y = F(x) 1+(1)a+(2)a+(3)

E

¥

H

b

; v

;é efectuang, OPeracionegs
4

FL:) T8 e ¢ el (g =2 g, 5\)\"'”(";2 =3 ¢

F(x) - +8x -84 4x2 . 8x - 4x + 8 4+ x3

= 6x? 4 1p o 6
/ f

ai-plificando: ’ 8

' F(x) = x3 _ 2x2 4 gy . 5 .o
Ejempio V.4 ' '
De 1, Slguiente funciSn tabulada'
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La tabla|de diferencias de‘ia fﬁnci6n es:

s

X y = F(x) Ay A2y Ady Aby

15
“a -2 15 -12

10 15 E‘i

vy

En este caso no es conveniente considerar xp = - 3
Yy yo = O, debido a que si se utiliza un polinomio
de tercer grado, los puntos que se toman en cuenta
para ajustar el polinomio de Newton som los primeros
cuatro; es decir, que el ajuste cubre el intervalo
de’ -5 a &4 y no cubre el valor que se desea interxr
polar.

i
Ly

Por esta razdén es mids conveniente considerar
xg = 1 yyo = 18, con lo cual:

: k K k
(7.1) = yy 18+<1)( 3)+<2>0+<3>6

in-ﬂ"

]

de la expresidn (13):

Xk = Xo 7.1 -1 _ .
k= —— 3 2.033

. RN o e
gsustituyendo: :

‘ RS LX)
Y2.033-'118+<——2'(:33) -3) + (——2:‘:33>o+ (——2":33) 6

: : -y

efectuanlo operaciones: : e

¥2.033 = ¥2.109 7 A

115
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A este Problepg
W0 parg

inter
k- 10,4 - = 0.867
~3
luego: te - b
0.867 = 30 4 (b‘fsi) (-15) 4

Por 1o ¢ nto;

F(10.4) =~ 16.172

10,4 , .
Para ypga X dadlg en~
tabla que define a la fug

Valor ge Y parg 4
la, 1%
Co-~ iF
cigg :

57 & Oy
EXS NN e
(0.867) (a2 . (0.867) ~6)
2 3
131 < 14,1,
Y38}




,2.2 INTERPOLACION CON ESPACIOS VARIABLES

N

C X} { . ) (gx -
S1 se presenta una funcién tabulada en la forma:
# ’ T“"\"
x y = F(x)
X0 yo
L x) -
x] = xqg + ho y1
x2 = x1 + h) y2
Xp = Xn_, + h__ y
" n-1 =1 , '8 s B
Tabla V.3 .
_ ~xY oL {ex o= axdT 0 o X A N T
donde:
N )
hg = x3 - xo o
g hy = x5 - x;
x * X
(e - x
hpoy = % = Xpoy

y no necesariamente se debe cumplir que:
ho = h1 = se. = hn

entondes, el polinomio de grado n que pasa por 1

puntos seréd:

L

y = box™ + b1xP~l + b,x72 4...4 by x + by

I

0s

n+1l
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0 bijen como;

yaao(x—
+ a;(x -

+ a(x -

+ an(x -

Las coefitientes a

tal forma, que

0S puntog Conocidos de 1, func1on
la €xpresigy (16), para

despejando a,

ap =

valuando para

Y por 1o tanto;

X)) (x - X2)(x *423) v (x - x.) +

X0) (x - X2)(x - X3)

Xp) (x - X)) (x - x3) ... (x - xp) +

X0)(x - X1)(x ~ x2) .., (x =« 4

Yo = ap(x, - X1)(xp - x2)(xp = x3)

o .
(xo = x1) (x4 = x2) (x4 = x3) .. (xp = x,)

Y1 = a1(x; -~ xo)(x1 ~ Xz)(X] = x3)

oy .
41 = (x; < x0) (x7 = x2) (x; = x3) .o (x7 = Xp)

N forma an&loga, se obt‘enen los dem§s Coe-
Tmo

- (16

a, ... a, se determinar&n de
el po]inomio Pase pop todos Y cada Uno de
ién, €ntonces si se valiq
X = x5 se obtendrs.

" ee (XO - xn)

y

X =x; se Obtendpg

e (xy - Xp)

kY]

L e

€xpresigp (16}, el Ggr¢ de elygs se op-
esta N para Xn con Jo que a,

)

-




e

sustitiuyendo los valores de

presion(16)se obtiene:

t

La ex
ma:

p

ag, ay, az, ... ag en la ex

n+

v2 +

- (!‘xl)(x'xz)(x‘xg) vee (X - xn)
Y = Txg - x1) (xq - X2) (Xo - X3) -.- (xg — xp) 0 +
(x - xg)(x - x)(x - x3) ... (x = xp)
(x1 - xQ)(x3 - %) (x} = x3) ... (x1 - %xp)
b (x - xg)(x - x1)(x - x3)h.. (X - xn)
(x5 = x¢)(xy =~ x})(xz ~ x3) ... (%3 - %)
. (x = x0){x - x)(x - x3) ... (x - xp-1)
(ko - x) (Xn = X (Xg - x,) ... (X - Xp—y) 0

£)

Esta'expresibn recibe el nombre de §6rmufa de interpota
cibn de Lagrange y es aplicable para cualquier valor de”
x cuando la funcidn F(x) se encuentra tabulada segin la

abla V.3.

da

(x - x4) ] v
(xj - x3) 1

n
.
i=° J-o

j#i

Ejemplo V.5 T e g,

Dada la funci8n definida por la siguiente tabla, en-

contrar el valor de la funcidn para x = 3

x y = F(x)
\ 0 5
r 1 7
" 2 9
X = 3 —p—
5 15 '

presifn (17) se puede expresar de la siguiente for

O O

(17

oo (18)

L

119




utilizando la €Xpregigy (18) se oBtiene:

- = X~ Xk - X)) (x - X3)
y F(x) = (XO = xl)(xO = xz)(xO = X3) Yo +
(- x) (x - X2)(x - X3)
* (x; = x0) (x7 = X2 (x] < x5y Y1+
. 4 X=X (x - X (x - xj) '
F ' ) (xp = X0) (x; = x1)(x; = x3) Y2 +
; b (x- %) (x ~ X)) (x - X;)
o (x3 = X0) (x3 = G5 = 5y 7

sustituyendo Valoreg Para x . 3:

i

e LT e

, ) L0 - 5, 5)

i : M D=3 7y +

! C

; s 3 - 9)(3 ~ 1y¢3 . 5)

F + 5= SO TS 5 (9 +
(3 ~ 0y¢3 - D (3 -

s OGS 2y (15)

efectuando operaciones:
e
F(3) = 2 - 10.5 4 18 + l.5 o 11

{ .

; !
; ,
; L . —

V.2.3 INTERPOLACION INVERg,

TFE——
o
-1}
Q.
(o]
(1]
[
-—
o

; (3 < 1y¢3 . 2)(3 - s
, Y= F@Q) . O I35 2O 5y (5) 4+

La inierpo]acidn invers, Consiste en determfnar el va -
Tor de x 1 vy r de Variable dependfente F(x),

} P



E1 probllema se resuelve ficilmente

por medio de 1la féﬁﬂh

la de interpolacién de Lagrange, formando una tabla con
los valores de la variable dependiente como valores de «x

y los de

k

Para po

la variable independiente como los de Ve

.G
der realizar una interpolacién inversa, la dnica

condicidn que se debe verificar es que la variable x sea

una funcién de y

ponda un

En el s
interpol

&

es decir, que a cada valor de y corres
solo valor de x.

iguiente ejemplo se presenta una aplicacién de la
acidn inversa para resolver ecuaciones.

4
T B | . ad;d sUp X sh vYoi: o ol oang
Ejemplo| V.6 ) =z 3
Obtenerl 1a raiz real positiva de la ecuacign:
x3 + 3x2 + 2x - 2 = Q0 “-

utilizan

do interpolacifn inversa. T sa : Can

Tabulando el polinomio para valores positivos de x:

Se obse
encuentr
narla se
cando un
P(x) sea

P () 5
.2 - 1,472
4 - 0.656
0.6 0.496
| o 3
ah : " Al
rva que existe una ralz real positiva que se
a en el intervalo (0.4, 0.6), para determi —

puede hacer una interpolacién inversa, bug-
valor de x tal que haga que la funcidn

cero, esto es: o
- P(x)
- 1.472 0.2 LN
o - 0.656 : ‘F
P(x) = 0 4+—
.496 0.6 . .
0 -ab g ug
X y
avi T v
N xn

121
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b S mW}w*:*

V.3

sustltuyendo en lga f6rmu1a de interpolaci6n de
ge:

= (0.000 4 0-656) (0.000 - 0.496)
y 1.4 0.656) (< T 455 0.43%) (0.2) 4

9:000 4 1,47, 0. 000 - 9446
-t oese * LT (o e 0.456) (0.4) 4

+ £0.000 4+ 1.472y (0.000 + 0.656) (0.6)
(0.49¢ % 1.472) (0.49¢ % 0.656) :

. [
efectuando operaclones: 19}

" ——

umérica Consiste en obtg

que hace que P(x) . D=

mig~

aproximados. Se dceptg-

una funcign tabulag, en
algunosg de syg Puntos .

X = xq, X1, xg ceeoxpg

Partiendo de qye la funcigp que se desea derivar,

tabulagd, con espaciamientos constantes, segq
as

€ puede aproximap por y
nomio de grado ; dado pop la expresign (15)

F(XJ < Yo +(i<) Ayo +(:)AZYO +(:)43y0 +...+(;)Ajyo cas (IL'

Su primera der1vada es: . ’

[e—

¢ x
d . d k) 3 kY ; k
£ £ L + byq + A%, 4 yo+.. 4f K
ax F(x) ax Yo (1 Yo (2) 0 (3) Yo (J

)]

S




en funcibn de «x Yy no de «x,

tiplicarlo por la derivada de K con respecto a x,
esta manera:

- Sy [

. K\ k k K\ i
F(x) & -cd-l-{ E"’ +(1)Ayo +(2) A%y, +<3)A3yo +...+(J,> AJyJ g—:

teniendo en cuenta que:

entonces su derivada es:

sustituyendo en la expresién (20):

2!

1-

derivando:

d . 1 2k-1 3k2-6k+2 | 4 d (k) .j
KF(X)’E[Ayo‘f'TAzyo‘F—TAyo‘f'...‘f'dk j Ayo

denivando nuevamente:

3

211 d 2k-1 ., 3k2-6k+2 5 d K\, j
—YF(X)_de_ [Ayo+ 2 Ayo+TAyo+...+dk 4y

B 2 oa. o~ & o+ -97Q91 82 8y

Ta segunda derivada es:

d? .1 a2 (k\ ,j
w7 F(x) + vl [Azyp + (k-1) ady, +...+-dk—2<j>AJy0]

x, equivale a obtener 14
derivada del polinomio de Newton con respecto a K y myld

la

de

oo (20) j

«es [(21)

J

e (22)

dk
dx

. ~ k(k-1) (k-2 k i
= F(x} = Bl-% Ero + kdyg + k(k-1) Azyo +£%—) Asyo +... <> Ajya

R3)




T r—

— ——

1eup T TTE RN boe
Considerando un p071nomio de Newton de Primer grado se
Obtiene , Partir ¢ expresigp (22) Que 13 Primerg deri
Vada de F(x) se Pued aproximar por: -
: 2% - itvsp ve 1an
d . 1
dx F(x) = h EY‘J e (24)
To chay equivale 4. ¢4 HIEETTTT 8l ng Obngy, “teg
. [ J-’. avSa LL-y Covdd < ‘ (x:
d - i . M
Fry Nx)-h Eyﬂ t e,
: Y otivivyep
donde er es e} error ep el que ¢ Tncurpe al aProximar
Ta derjvada de 1a funcign F(x) €omo g indica la €xpre
Sién (24). Sustituyendo Yo por (y;
la derfvada pPara

derivando Ta

éxbresién (23
Se Obtiene la tercera

d =
dx F(x)
X
a” R pviﬂ .
Expresidn que seo represent,
c28 gb;
1
- — yg =i -1

X = x; se Obtiene

)y Utilizang, la expresig
derivada:

~Yo) y va?uando

T ——

————

1
h Cyo+y)) g e,

= xy

. (x5
[

con 1, Stguiente notacignp.

R Ty

n(21)




|

Geohétricamente,
ra derivada a 1la p
puntos considerado

(s ‘Y * 9

To anterior equivale a tomar como prim
endiente de la recta que une los dos
s de la curva:

/V
k)

- . Figura v,s5 t !

S R L CTx e

donde: ot

tan a = d~d F(x) o ,

N X x“-*x(o“ “+ g Sevix “(
Y ono S R T. ) S S - ndtsslon -~

con To cual se puede concluir que:

- o 4

Al coeficiente de la ordenada Yi que corresponde con 1la
ordenada del punto en el cual se realiza la derivacién,
se le denomina pivote de La §6rmula.
en la férmula se subraya dicho coeficiente, como por

ejemplo;

vV, -
tan £ = ——%yﬂ. = % (Ayc)

LIS riiE
F(x) itA = tan g + eyfq Au erpa
X = xq 25,

Para fdentificarloe

Y R I

Yo =

1
M (-l 1} + e,

o
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|

Considerando un polinomio de

s€gundo grado, 14 ‘expre-
si6n (22) se reduce a:

4 -1 2k = 1,9 '
Ix F(x) h E&yo + 2 A yﬂ + e, «.. [(25)
o A >
donde: o

Ayo = y)1 - yo

A
y

8%yp = Ay} - Ayg = yp - y; - Y1 ¥ y0 ¥y -2y, +y

S1i por ejemplo, se desea obtener la primera derivada dé¢
F(x) en x = x, implica que k¥ = 1, seglin la tabla V.2, ya
que x; = x9 + (1) h ; por 1o que sustituyendo:

: 1 ‘ 2-1 '
x.xl'ﬁ[)'l‘YO"'T(YZ‘z}'l"'}’o)]*"—r

simplificando:

1
Y; =3 (Yo + y2) + e,

segGL la notaci6n establecida

» esta férmula se represen-
ta como:

L2 . X
L . :

a

Sbol

¥l =5 (-1 0 1) + e

2h r

"3n03 ahsuq e fe ce- (26)

e

Medfante un procedimiento similar es posible obtener tam
bién férmulas de derivacién para F'(xp) ¥ F'(x,) con un
polinomio de segundo grado, sustituyendo k = o Yy k=2
respectivamente en Ta expresién (25), con lo cual:

4 bi.
N a3

' 1

' Tees (Y7
?o =5t (-3 4 -1} + ¢, : an

=

o= EL {1 -4 3} 4+ e S oo (28)
, E2

j-a

ik
& 4

;’a-iia. o
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{
Ademis de las férmulas anteriores se pueden desarrollar
otras a partir de polinomieos de grado superior a tres.

Ejemplo V.7

e,

Con' un polinomio de tercer grado
miento semejante, se obtienen las siguientes férmulas pat
ra la primera y sequnda derivada:

jw

Ju

2} + e,

.000.{):

Para la funcidn definida en 1la siguiente tabla:

v = 08 Xx
1.000

3 0.924

T 0.707

| 0.383

é- 0.000

y siguiendo un procedil

lles
o1y

‘nj

(29)
3p)
(&1 )
&} )
3%
b
(35)

(36))
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a) Utilizando la expresidn (26) que corresponde a

utilizando la expresién (30) que corresponde a un po-
linomio de tercer grado:

Calcular:

b) Comparando los resultados aproximades en el in-

a) La primera derivada en x = % utilizando las foy

segundo y tercer grado.

b) . Comparar los resultados del inciso anterior conl
el valor exacto de la derivada.

+

¢) La primera derivada en x = % utilizando las f&r]

mulas de derivacidn obtenidas de unm polinomio
de tercer grado.

.9 L -5 N ' o=

i

olucidn:

un polinomio de segundo grado, se obtiene un va-
lor aproximado a la primera derivada de la fun-

cibn:
v 1 4] -
Yy =35 (-1 0 1} + eg
sustituyendo: . . . - .
y, = 1_")[:-1(1.000) + 0(0.924) + 1(0.707):]+e,
2(—
8

y; 2 - 0.373

52 2nvolbmwatppr 2i° 1h

na

(A0

y, = 6—/%7 l:-z(1.000) - 3(0.924) + 6(0,707)~ 1(0.383
\z

' .
vy, = - 0.387

v 20
-
ciso anterior con el valor exactc que es:

= -sen = = -~0.383

4 cos X m
x=3 8

dx

Se observa que el error relativo en el cual se
incurre al aproximar la derivada con una f&rmu-
la limitadz 2 Jas segundas diferencias ec:

X - x)
X

€y =

-0.383

. .

'-0.387 + 0.373]
|

mulas de derivacidn obtenidas de un polinomio de

+ ey




V.4

o

b

mientras que al utilizar la expresién (30), el error
relativo es solamente:

. |-0.383 + 0.387] _ ovj |
er ’ ~0.383 = 1z

c) VUtilizando la expresidn (32) y considerando -

Yo = 0.924
y, = lﬁ (- 2(0.924) +9(0.707) - 18(0.383) + 11(0.000) ) +
6 (%) A
' . /'\“ o .
yy # -1.010 ‘, L
e ! ¢

Comparando las férmulas de derivacién numérica, (expre-
siones (27) a (36)), se observa que las de orden impar
son antisimétricas con respecto al pivote, siendo éste e]
punto en el cual se obtiene 1la derivada, mientras que la
de orden par son simétricas. Compdrese (27) con (28) y
(29) con (32) que son antisimétricas o (33) con (36) que
son simétricas.

ta *a\ ea {2 e 3w
! "a‘u)*“"(.\ aJtoe g w

INTEGRACION NUMERICA

C;ala

oy

‘257 1a1s%tb 2= at1q 2sl s3zed abns  nie.

Para obtener un valor aproximado de 1la integrg] de F(x)
en el intervalo xg < x < x, se partird de la férmula de
interpolacién de Newton.

Fkx) = yo + <k Ayq + <k AZyO + k Aa}'o +o.0+ k AJyO
ol 1 2 3 3

. . N FT. enA. g L

integrando:
X, Xp . - k . .

/ Flodx 2 /(YO+ <l:> by + (:) 8%y ‘<§> B3y +...+ <J) tlyo) dx
Xp Xp .

de la expresién (21):

oV - ¢ A
dx = hdk
ps LZy
y de la tabla v.2 ¢i:
Xg = xg + (0) h entonces k =0
Yy si:
Xn ® xg + nh entonces k = n

REV ISR
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|

sustituyendo: Simavy: DI & 3

Xn n <
[Fwax s | <y0+kAyo+——A(k Dzy g kD oD 3y, <§)Ajyo h dk
0
N
integrando: : - (5€) rqxe Bl RS S

3 2 4 3 2
k k
/D(F(x)dx = h(kyo+ Ay0+ (1‘6 - —4-) Azyo +(12‘4 T+k6 >A Yo +

X0

sustituyendo 1fmites: s

Xn . 2 3 2 4 3 2
/ F(x)dx & h(ny, +“T Ayo+(“?-“7) A2yo+(;7-“—6-+ “T Adyg +...
X0

CoLsiderando hasta las primeras diferencias:

Xq 2 10ibv
Xo r
[ B £
la integral sélo se calcu1ara entre 1os dos primeros valo
res de la tabla (V.2), es decir, entre x, y x;
P
ba?! ' PN Ian e
/ F(x)dx = h [yo + 3 Ayo:l + e, PR oo R
Xo . .
per+:
Adyo = y1 - yo gxs
J . ‘o bd =
sustituyendo y simplificando:
“a¥ g

X0

X h 0¥ -
/F(x)dx =7 [yo + yl:] + e,

(37)




P

La expresidn anterior es igual al &rea bajo la curva en
tre los puntos de coordenadas (xg, yo) ¥y (x1, y1). Ambos
unidos per una recta definida por la expresién:

Yy = yo + kdyp

PR
l . R AN
4 = xbk {#- ‘%
Y su interpretactén geométrica es: -
— PP
SR (B B T TR T RETEE
- ovoley [ adtasmix. us - ¢ bav
CE 2omen’ - AN

Figura V.6

. 24
.\ . i
{

En la misma forma, integrando entre x; y Xy, Se obtiene.

Xz h
/F(xt:lx-i(y1+yz)+er
x)

Y sucesivamente hasta:

x J . .
n h *
/xF(x dx-i(yn-l +yn) + e
n-1
por 1o que: ; 1

q

/xrl;(x)‘dx = le'%‘(x‘)dx + /xl%‘(x)dx +...+ /:xb}(x)dx

g x0 x] -1

2
X0

*n h h h
f F(x)dx = = (yo+yy) + e, + 2 (14y2) + e +...+ 7 (yn_1+yn) +<’.lr

131
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sggoniendg que ¢, tiene la misma magnitud en cada iﬁtegra
¢ion parcial y simplificando se obtiene: -

R

Xn h n-1
/ F(x) dx = E[yo + yn + 2i£1 Yj] + ey
X0

La expresion anterior se conoce como férmula de inte
dién thapecdal.

Fara obtener una mejor aproximacidén al valor de la nte

gral definida entre Xp ¥ xpn de F(x), consideramos hasta|las
segundas diferencias en la expresién (37)

. ——
ey T g, w— "
< “ : " ——— ’\
n 2 3 2 T
] F(x)dx = h nyg + nT Ay, + <E6— - —:—) Azyo‘] + e,
X0 / —a ..
v

ok
Calculando Ta integral entre los tres primercs valorles
de la funcién definida seain la tabla (V.2) se obtiern

o
la

a.% &
*2 4 8 _ 4
] F(x)dx = h [2y0-+ 7 by +(E - Z)Azyoj + e,
X0
92 .-x ¢ ;x s¥¥as _. c3dgi (B0l amatm
donde: )
d
. + + P K
byg = y1 - yo . Tl g

'6326f 93, Lvi:
A%yg =y, ~ 2y; + Yo :

"

ustituyendo en la expresién (39) y simplificando:

x pUp
? 5 —l
]F(x)dx=h [Zyo 2l - yo) +F (ve - 2y1 +yg) | 4 e,
XO -
Fooax = b 4 )
F(x)dx = = + +y .
fxn(x x =3 (yo Y1 + y2 4, PR oy

S




siendo su interpretacibn gecmétrica:

Y4

Xo Xy X2

>V

Figuma V.7

En forma similar, integrando entre x, y x, Se obtienc:

Xy
Iy
f F(x)dx = 3 (y2 + bys + yu) + ¢,

X2

v asi sucesivamente las dltimas integrales son:

Xn
f F(x)dx =% (yn + 4yn—l + yn) tie,
Xn—?

por lo tanto:

XH X2 Xy Xn
fF(x)dx= f F(x)dx + f F(x)dx +...+ / F(x)dx

X0 Xy X2 XH—?

h
% (Font 4yy + ¥2) + e + 3 (a2 + 4y3 +Ph) + ey #
o Ble o + yn) + ey
- - g o Yn-1 n

suponiendo que ¢y tiene la misma magnitud en cada inte-
gracién parcial y simplificando se obtiene:

Xn

[ h — ordenadas de ordenadas de

F dx = — + +

2 () dx 3 EIO In & 2'orcler\ impar o Z orden par 7
0

(40)

|

expresidn conocida como férmula de integracibn de Simnscn
1/3. A diferencia de la férmula de integracién trapecial,
la expresidn (40) es aplicable solamente para valores pa-

res de n, ya que de 1o contrario, no se podrd obtener el
valor de la (1tima integral:
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/x%(x)dx

Xn-2

Considerando hasta

sidn (37) e integrando entre xo ¥ x3 tendremos:

X
. . - LN ¥ l
donde: -~ . . N
o R :
== ~ |
Ayg = y1 - vy ) - :
A2y =y, - 2y; + Yo - |-
8309 = y3 - 3y, + 3y, <y, ) |

sustituyendo y simplificando:
*3 - 9 9
I F(x)dx = hEiyo t7 01y +5 (2 - 2y1 +yg) +

Xg
!

o 4. i

3
* g 3= 3yy + 3y; +YO):|+"—r

, nl.
X3 3 B D v - .‘.A"\»‘()? ! )
/ F(x)dx = 3 h[yo + 3y + 3y, + ys_-_, + e cen
Y,
Y| su interpretacién geométrica es: e .
: = X
A
) YA N i g » ' ‘

Y230 « () Ayo+ (F)Byor(§)AYo

Xo X Xz X3

xV

Figura V.8

las terceras diferencias en la expre-

X3 81 27 9 : .
/ F(x)dx -hEYO +%Ayo +(%—%)AZ}'O +(-27-T+—6~)A3y(:]+er i i

4

ﬁhm n g



|

por lo| que:

Xn : X3 X6 'x,;
/ F(x)dx = /F(x)dx+/ F(x)dx +...+/ F(x)dx

b Is3zg- 8l 9h .1y Ta  sxaiesia

Xp X0 X3 xn_3
sustitJyendo: :
[ voadse - fne Y oag g oon (&
al yazij
*n 3 3
F(x)dx—ghy0+3y1+3y2+y3 +e,r+§h y3+3yq+3y5+y6
Xp f ~
3 S Y]
+oo+ =
[ 8 h Etn_a + 3yn_2 + 3yn_1 + ytj + e
U8

suponiendo que ey tiene la misma magnitud en cada inte-
gracién y simplificando, se obtiene:

)
_3 ordenadas de resto de
FGodx = 3 hE'U * Y0t 23 rden miltipto de 3 * I3 :]* er

ordenadas

esta expresidn se conoce como férmula de integracibn de
Sdmpson 3/8 y es aplicable para valores de n miltiplos
de tres "

!

' ® ® ® f"
Ejemplo V.8 : .

A partir de los siguientes' datos:

"
b
M.

¥i-= F(xji)

-4

18
32
48
66
86

R

® NNV S W N = O
O 0N O v s W N e

108
132

i

e

S
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(i

encontrar el valor de la integral de la funcidn e
siguientes intervalos:

h los

Figura V.9 .
se0 . .

entonces:

9
/ F(x)dx
1

9
‘/1F(x)dx

i
sustituyendo valores:

/‘F(x)dx
1

’ A o
| (ix)T = ;¢ f

]

i)

xb(x: a) 1 <x=<9 - .
B) 1 <x< . )
Solucidn:
o HE fud
a) Como n es igual a ocho y &ste es par, se phede
utilizar la férmula de Simpson 1/3, graficamente: g
LS T s e S o &
: - 8 T b
Y‘} s Tt
140
£
. Ja
IE’“ I AT AT AR
120- B
st t 00 buitr: - smaim ol snoty
coratido e2 ot - RN
80
; oo 7
‘ 1§ - 80 oA
i ax
L_,__._ 40 - < mrett——
20
o | X
-10

wi

h
31y

-
3 Iy
R I

17
3h

—ordenadas de
+
o tys * 22lor:den par

Y ordena@as de_x Her :
orden impar _|
-+ ‘g

octyst 2(ya +yu tye) + 4y +ystys +y7)|+ r
Sf ! é €
1

a

4+ 132 +2(18 + 4B + 86) +4 (6 + 32 + 66 + 108]+er

i

P - LI
efectuando operaciones v despreciandn el crror:

3
/‘r(x)dx 2 426.6£7 u?
1
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3 si utilizamos la férmula trapecial para valuar la mis

ma iptegral: .

9 b i
/lf‘(x)dx = 12‘. [Yo + 3y, + zzresto de.s:] +er

ordenada

|

3 ! | s |y r
/IF(X)dx='2‘[yo+ya+2(Y1+YZ+Y3+)’u+YS+Y6+Y7)] + e,

S B

i | S
%g sustlituyendo valores:

.‘ Y
9 lr
/F(x)d =—L—4+132+2(6+18+32+A8+66+86+108ﬂ+e_
1 2 _J r
L :
efectuando operaciones y despreciando el error:

-

bo .

La diferencia en los resultados obtenidos utilizando ’
la formula de Simpson 1/3 o la férmula trapecial, {
se debe a la magnitud del error, que por ahora se es-
td despreciando. i f

9
/IF(x)dx = 428.000 u?

La funcidn definida en este ejemplo se obtuveo al ta
bular el siguiente polinomio:

P(x) = x2 + 7x - 12 w____l___ {
- [ L ) l

cuya jfintegral es:
9 %3 7 19 ' )
/‘(x2 * T - 12)dx = |5+ 5 x2 - 12;31 = 418.5 - (-8.167) = 426.667 u?
i

- RS %

Obsérvese que con la f&rmula de Simpson 1/3 se lle-
ga al valor exacto, existiendo un error relativo al
utilizar la fdrmula trapecial de:

[x-x1‘ - f426.667 ~ 428.000

er == %76 667 ! = 0.312 Z. i1338
) e, sb asbagsbyo .. _ L !
Yo o c - - S
b) 0D este caso n = 5, por lo tanto no es par, ni
tltiplo de 3, por lo que no se pueden utilizar 4
23 las férmulas de Simpson 1/3 & 3/¢, a menos que ﬁ
s$e divida el intervalo de integracidn, de 1 a ¢4 5

en el que se integrarid con Simpson 3/8 v de & a ¢ 3
jntegrando corn Simpson 1/3. La suma de Jos re - k
gultades nos dar3d el drea total dentro del inter
valo pedido.

de oy
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thUIBVY

i X y = F(x) .
~ 0 1 -4 £\
Tt 12 6 :
2 3 18
0 3 4 32 -
e 1 5 48 '
2 6 66
Y4
. -
3 70 A8 + 32 + B3 + SE - 8] 4+ 9) S+ £LI + .
601 .
3 L2
50
401
2 it - Bat
30 . PE S -
vo.104q sup
201 ,
E 104 Jidx 9B % ,
V /1 . Y T —
2 3 4 5 7 X
-109 @ @
SIMPSON 3/8  g5IMPSON 1/3
- ae €A ¢ ab ., 13V
vijels1 ~ ~is my Figura V.10 8v
. N B Tan Aci wo- v
utilizando Simpson B : : =
4
3 ordenadas de . resto
/IF(x)dx 8 h [yo tyg+ 2l orden mGltiplo de 3 " ordena

/:F(x)dx-%h[yo +y3+ 2 (=) + 3 (y, + Yz)] +

sustituyendo valores:

/“r(x)dx -3 |:-4 +32+2 (--) +3 (6 + 15)] + ey
1
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g efectuando operaciones y despreciando el error:
:._i_j 4
[Fdx 2 37,5 u? :
utilizando Simpson %: ;
6 :
h ordenadas ordenadas de :
“F(x)dx 3 [yo ty, 21 de orden par t4I orden impar:] *pr
’?C;‘-
6 h
- /“F(x)dx=3 l:yo +y, +2 () + 4 (yl):] + e
- suétituyendo valores:
Preoax =132 + 66 + 2 (—-) + & (48)| +
n b er
|
efectuando operaciones y despreciando el error:
6 {
/Lp(x)dx 296,667 u2 g
|
poxT lo que el 3rea total es: ‘ . |
F 4 6 . '
/1F(x)dx = /1F(x)dx +/HF(x)dx = 37.5 + 96.667 = 134.167 u2
siendo el valor exacto de la integral: ' ’ |
3 2 6 .
/1F(x)dx - E‘TJ'%' 12{]1 = 126 - (-8.167) = 134.167 u? !
por lo tanto, el error en este caso es igual a cero.
.
V.5 ANALISIS DEL ERROR EN LAS FORMULAS DE DERIVACION E IN
TEGRACION NUMERICA
Por medio de la serie de Taylor se pueden obtener las
férmulas de derivacién o de integracién numéricas, permi-
tiendo ademds, determinar el orden del error que se come-
te al utilizarlas en una aproximacién.
|
Considerando que exfisten las o primeras derivadas de la
funcién y desarrollando 1a serie de Taylor en el entorno
al punto x5 se tiene que:
(x - xg)2 , 5
F(k) = F(xg) + (x - xp) F'(xg) +'—% F'(xq) + :
fx - X0)3 oy
. + > T F'" (xg) +... (42)




valuando esta expresifn para x = x; = xq + h

‘ _ 2 - 3
F(xy) = y1 = yo(x; ~ xq) yp + & 2f°) yo + %L 3.x°) Yo oo
pero: o
x) xg = h ’ . !
K pori 1o que: : - xXb(x
£ ' hz ’ 3 = ’ ’ .
E ¥ yo + hyo + '2—!- y'(; + -g—r y(')" +... e es (43) ‘
valiuando la expresién (42) para x = x, = x; + 2h, se op
tiene:
— x0)2 %) m
F(xp) = y2 = yo + (x2 - xq) y(; + (x2 2vx°) Y'(; + (x2 'Xo) Y('J' +et. &
ero: .
P S (38) - i Cor e
Xy xgo = 2h = -
por|lo que: ' . ey !
v 4h2 8h3 o . %
: YzLYo‘th Yo + 31 Y0 35 y0 heer i il (hey 7
en forma similar valuando la expresién (42) para

x = %x_; = x5 - h se obtiene:

4 h2 " h3 "e \,l
Yo1|® Yo = hyo ¥+ 37 yo = 3T yo ... ¥ coe (B5)
ypara x = x_, = xg - 2h: ViaExa
‘ v 4h2 n gp3
; Y_,|= ¥yo - 2hyq + T Yo - 37 y.o' +... . ves (§6)

despejando y, de la expresidn (43):

”
ATy
il ol

1 h " hz "y
YE) E(-Yo+Y1)-7yo*Tyo - cee (BT7)
Siendo esta expresién una fdrmula de derivacidn para ol-
tener la primera derivada con un polinomio de primer gra-
do, que se representa como:
ey 1 }
y0=E{—=]; 1}+(’,r :
\
dcnde el error es: . et J
h " h2 .n
er-_iyo-TYO'—”.

Calcular exactamente el valor de er resulta imposible,
deb%do a que la serie que 1o forma es 1infinita y ademds
no tiene sentido que para calcular el error que se come-
te en la primera derivada se requiera de las derivadas
de orden superior a uno.

[ S - 1 U . N i



Como en general §-

es un ndmero fraccionario y el deno

minador de cada términ

0 de e

r aumenta considerablemente

en los té&rminos consecut{vos

primero de los términos es en buena medida el que determj

na el valor de e,.

Como no se conoce yY, se concluye que puede esperarse
que el error sea del orden de h.

de representarse como:

’ T 1
Vo= L

» entonces se tiene que el

En la férmula esto pu¢

1} + (0K ina

Par encohtrar el orden de error de ]a férmula de 1la pri

mera derivada en x =

X

do dos,

se parte de resta

considerando un polinomio de grd
r cuatro veces la expresién (43)

de la (44), esto es:

[ 4h3
Y2 - 4y) = - 3yq - 2hy +3—!y"' +... a
sty 3 ~ az
despejando yg:
n:
' 1 h2 2y
Yo = 3m CHo+dyi -y + -y 4. . R
se obtiene:
' 1 .
yO-E{.i 4 ~l}+er . ee. (44
dondel:
hz [ 1]
. er-Tyo +... ees (49

£ b

por la expresién (49) se observa

error del orden de h2, con lo cual:

' 1
Yo = 35 (-3 4

restando la expresién (45) de 1la
Y1 - yo; = 2hygy +

despejando yé:‘ 2.

se obtiene:

LY 1
Yo = 35 C-y-1 + y1) - 5 Yo *+...

que la férmula tiene un

-1} + (0) n?

~

(43):

2h3 "
T Yo +...

14}
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De 1a misma manera se pueden obtener las demds férmula
de derivacidn numérica donde se podrdn observar los dif
rentes 6rdenes del error. Sumando las expresiones (43)
y {45) se obtiene otra de las férmulas de derivacign:

N

h h v
y1+y-1-2>'o+2—ryg+2ﬂygl)

+...

y despejando yj: I

+

Y’o %z (yo1 =259 + y;) - % h?

sejl]ega a una fdrmula para obtener la segunda derivada
con interpolacién limitada a segundas diferencias:

o = or {1 -2 1} + (0) n2

Los errores en las férmulas de integracién pueden obter
se en forma andloga a las de derivacidn., §i integramos
expresién (42) en el intervalo x, < x < x;, se tiene:

. ' X 1 X3 A Yoo (x - x 2
F(x)dx -/ (yo + (x - xo)y , + Sty o+
X0

2! 0
X
i . _ 3
' + 'h—3;il)—y;'+...)dx
gle o
haciendo:
S, Z = X - Xg
entonces: N (28} nBrrave obe
dz = dx
y si:
- LT
x| = xp entonces z =0
Yy e - .
V x/= x; = xg + h entonces z = h
C npts
por lo que la expresién (51) queda:
R
X1 h 2 3
/F(x)dx=/ (y0+zy;+%!-y'o'+%y;’ +...) dz
Xq 0

o or

en Iste casc el error de esta férmula es del orden de h¥.

Yo - .. (50)

oy

51)

e




- o

)
%1 intégrando:

28f ab otby- St et Tmmen
§* x] 2 3 4 h
2 z t z ] z "y
;g foy /F(x)dx=Eyo+2—,yo+?yo+4—,yo +...] .
t,:yv LR xo . . . 0

sustiituyendo 11mites:

X1 2 3 4
/F(x)dx-hyo+l21—!y6 +};—!y;+2—,y;' +...
X ’

sién (47) se obtiene:

X1 2 2
h 1 h n h "e
/F(x)d.x-hyo+?!-\F(-yo+y1)—5yo-3—.,yo -...\+
Xg ’
hl' "e

+E-y0 +...

simplificando:

g X) 3o 3 4 LI
'h h " 'h "t
/F(x)dx=3(>'o+71)'ﬁyo‘ﬁyo e

de la misma forma: O
- %3 N . h3 . hk .
/xf'(x)dx =373 01 +yy) - 2% " 359 =
Xn 3 4
h h " h "e
F -2 -y bt -
/x V=7 Gy +7) 12 Y0-1 24 Yguy "o+

J n-1
Y sumando las integrales:

/x.rfl‘(x)dx - /xl!‘(x)dx + /:iz?(x)dx +...4+ /:g(x)dx

Xp Xp =1

sustituyendo y simplificando:

¥n resto de
l F(x)dx = % [70 *¥n *+ 2 zordenadas + ey
X9

donde:

©

h3 " " " " _
Tt T ORIy eyt ) -

T

sustiituyendo en el miembro de la derecha ya por la expre
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|

Considerando y" como un promedio de las segundas deriy
das, entonces:

3 E :
er = - %5 (ny") , ‘ R

y dado que:
Xp ® Xg + nh
entonces: ; A S

n_xn‘xo
h G . vewatm la sy -

sustituyendo en la expresién (52):

h3 [Xn = X0} _,, o A e ek
A 3 i e EANRCLL T '
y .por Gltimo: ‘ od

h2 '
er =~ 13 [("n' xg) y'] -

por 1o que se concluye que la fdrmula de integracién t
pecial tiene un error del orden de h2.

De la misma forma en que se obtuvo la férmula trapeci
y su error a partir de la expresién (42) se pueden obt
ner las férmulas de integracién de Simeson 1/3 y 3/8 1
cuales tienen un error del orden de h'.

. o ! Lo R =

«45.153_5—-".”«“' oA

(52)

ra-

3

J

R

e
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Aplicando la interpolacifn de Newton calcular de
la siguiente funcidn tabulada:

x y = F(x)
-3 -51
-1 -11
1 -11
3 -3
- 5 61 <8
Y3
a) El valor de y :para x = 0.5
b) E1l valor de y para X = 4
c) El valor de y para x = -3.4 [}

d} E1l polinomio al cual corresponde la funcidn
tabular.

Obtener los valores de vy para x =3 y x = 6
respectivamente para la funcifn tabulada em la
siguiente tabla:

x y = F(x)
0. 5
1

| 2 9

i )

’ 5 15

; Y 19

145
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3.

Para la funcifn definida por la siguiente tabla:

x y = F(x)

0.2 0.938
0.864
0.6 0.832
0.8 0.867
1.0 1.000
1.2 1. 300

calcular:

a) La primera derivada en el punto x = 0.2 utili
zando f8rmulas de derivacidn limitadas a pri-
meras, segundas y terceras diferencias.

b) La segunda derivada en el punte x = 0.6 uti-
lizando fd8rmulas de derivacibn limitadas a
terceras diferencias.

c¢) Comparar los resultados obtenidos en los inci
808 anteriores gl derivar ditrectamente la fun
cidn F(x) = xX

La trayectoria de un electr8n estf definida por
la siguiente tabla. Calcular la pendiente de 1la
trayectoria cuando el electrdn se encuentra a

2, 4y 5 micras de distancia.

o |7 Y

1 1.00 -
2 1.26-.
3 1.44
4 1.59
5 1.71




'S o ealmIgetal snefugie .7 s
En' 1a siguiente tabla se muestran los valores de
la velocidad de un tren que frena al llegar auna
estacién. Calcular la aceleracién para los tiem~
pos t = 15 y t = 20 segundos.

a Lo
t v(t) o
Cs] Cu/s ] nxeeg Ly
[
5 6.6328
10 4.7590 .. 898 ,
15 3.6741 ¥ »
20 2.9164
25 2.3412
30 1.8842 )
LT 3818t pi zeulis.
SI

£ o-

Los datos de la siguiente tabla fueron obtenidos

directamente efectuando mediciones sobre un cir

cuito eléctrico. Si t es el tiempo y q la carga,
calcular la corriente 1 que fluye por el circui
to, teniendo en cuenta que la corriente i es la
variacidn de la carga respecto del tiempo.

bab.
sk

0 0.000 | -—
1 2.379
\ 2 4.532
3 6.480
4 8.242
5 9.837 .
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7. Valuar 1las siguientes integrales utilizando 1la
férmula de integracisn trapecial:

7

a) ’ x2 log x dx
3
—_
1|'/2 3 t
b) ’ ecosxd ‘--.j
0 ‘——-i
3T TN e
) [ ? osenx o g :
! " x av: . a1
2 ate.g 0s
e X

8. Valuar 1la integral de probabilidad:

ant srde o it sl

CA e

[x]

pmbinando las f&rmulas de Simpson 1/3 y 3/8.

i

=T

9. Un vehfculo parte de la ciudad de MExico hacia el
puerto de Acapulco, el cual se encuentra a 400
km. de distancia. La siguiente tabla muestra la
velocidad del vehfculo desde el momento que par-
ti6 de la ciudad de México.

I

t v(t)
[hrs ] s [km/nyr 1

85
0.5 100
120
1.5 ) 100

90
3.0 110
3.5 100
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determinar: i /,uf”//

a) |Si al cabo de tres horas y media de viaje el
vehfculo ya arribd al puerto de Acapulco.

b) Qué velocidad llevaba en t = 1.7 horas.

! 10. La siguiente tabla muestra la produccidn en tone
ladas de &dcido sulfdrico en México, encontrar la
produccidn para los atios de 1953 y 1958.

produccién

t
[afios ] Lol

1950 43.374
1951 56.667 |
1954 109.962
1956 186.203 |
1960 248.828 !

1961 275.984
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; CAPITULO VI SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

RODUCCION

e e . 30

En el c¢apTtulo I se mencioné que los fendmenos ffsicos
que estudia la ingenierfa, se pueden representar median-
te modelos matemdticos; &stos en algunos casos se redu —
cen a una ecuacién diferencial, siendo su solucién una
funcién que representa el comportamiento del fendmeno.

La solucibn de ecuaciones diferenciales no es un proble
ma sencillo, una forma de resolverlas, es a través de
los métodos numéricos que permiten la utilizacidén de 1la
computadora digitai.

En este capitulo se estudiarin los métodos numéricos b&
sicos para obtener la solucidn de ecuaciones diferencia-
Tes. !
wxi¥tvey v vgfg- 9L »

Deax o~ e

1 CONCEPTOS BASICOS SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES

4
&

Se entiende por ecuacibn diferencial, aquella que rela-
ciona dos o mids variables en términos de derivadas o di-
ferenciales. Para su estudio conviene mencionar las si-
guientes definiciones acerca de estas ecuaciones:

a) Ecuacdibn diferencial ondinania.- Es aquella en la
que existe solamente una variable independiente,
por lo tanto sus derivadas serdn totales.

-
~ -

'b) Ecuacibén diﬂenencidl parcial.- Es aquella en la
que existen dos o mds variables independientes, por
lo que sus derivadas seran parciales.

c) Oxrden de una ecuacibn diferencial.- E1 orden de una
ecuacidn diferencial es el de la derivada de mayor
orden que aparece en la ecuacién.

d) Grado de una ecuacibn diferencial.- Es el grado al-
gebraico de la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacidn.

151
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.2] SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

e)

Ecuacibn diferencial Lineal.-

Una ecuacién dife
cial es l1ineal

» $1 en ella no aparecen potencias

tos de la variable dependiente por sus derivadas
productos entre derivadas,

i

La solucibébn de una ecuacién diferencial, es una fun
que no debe incluir derivadas o integrales de funcio
y que verifica idénticamente la ecuacién diferencial
ejemplo, 1a relacién funcional que satisface a la si
te ecuacidn diferencial:

y'(x) - sén x = 0
y(x) =

-cos x + ¢

¥a que esta relacién
diferencial. Nétese
milia de curvas, las

verifica fdénticamente a la ecua
que esta solucidén resulta ser un
cuales son:

la varfable dependiente y sus derivadas, ni produc-

Ly

ci6n
hes
Por
juien

il e i s -

cidn !
a fa

Figura VI.1




Para d
una con

: W e aaes .
eterminar una solucidn particular, serd necesaria
dicdién {nicial del problema:

£

°

S

con la
se cons
cial:

g N

Figura VI.2

|

tual serd posible seleccionar una sola curva que
iderard como una solucién de la ecuacibn diferen-

;/,".

y(x)d

g3

b

Figura VI.3 "
at e O S Lo

153
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VI

VI.

.3

nes diferenciales de primer orden con condiciones inid

1
1

i

(1)

.1 METODO DE EULER

ertré un punto

METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER ECUACIONES DIFEREN-
CIALES

Los métodos numéricos Hue se estudfarén a cont*nuaci

para resolver ecuaciones diferenciales con condiciones
.dAniciales, se denominan métodos de solucidn paso a pa

Ya que a partir de uno o varios puntos conocidos calc

u-
lan el siguiente, una vez calculado se apoyan en ésteLy

en los anteriores para calcular uno mis y as{ sucesiv
mente, esto es:

ey - -

v
y(x)h

6n

SO,

Figura VI.4

|

1
———

) ——— . .. A
Uno de 1os métodos mis sencillos para resolver ecuaci

es, es el método de Euler. Este consiste en

integran
a4 siguiente ecuacidn diferencial:

\

g y'(x) = £(x, y)
X

xj Y el siguiente:

Xi+y Xi+1
f y'(x) dx = [ f(xi, yi) dx
x5 xj

ntegrando el miembro de la izquierda de la expresifén

xV¥

(1)

2




5 b Wt

. X ;
Xi+ i+l
DA / f(x;, yji) dx

y(x) x4 x;

Xit) ’
Yi#1 - Vi = £(xi, y4) dx
x§

Para integrar el miembro de la derecha en Jla expresifn
(1), se aplica la integracién numérica, estudiada en el
capftulo V.

Xn
/ f(x) dx = h
Xp

(2)

2 3 4
n- D _ D) ,2
Eyo+2 Ayo+(6 4)AY0+"':I e

Intelrando.entre el punto xy y x; se obtiene:

X
/ f(x) dx = h

1 1
l:yo +—2-Ay° -—-12 Azyo +...]
Xo

Yo = f£(xg)
Ayg = y1'- yo = £(x1) - £(xp)

a%yg = yy - 2y + yo = £(x3) - 2f(x;) + f(x

tuyendo f(x) por una funcibn de dos variables
y) e integrando entre un punto cualquiera x; ¥y
se obtiene:

y) dx = h [%(xi, yi) + % (EKi4q Yip1) - £(x4, ¥i)) +..]

E1 método de Euler consiste en integrar el segundo miem
bro de la expresién (1), considerando Gnicamente el pri-
mer sumando de la expresién anterior con su correspondien
te error:

N

Xit+1 )
/ f(x, y) dx = h £(xj, yi) + e,
X
i

o
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Despreciando el error sustituyendo esta d1tima ecua
ci6n en la expresi6n (1) se obtiene:

y Lespejando Yi+

~ Yi+y - ¥i = h £(xj, yi)

Yit+p = ¥i + h £(xj, yji)

i=0,1, 2, ... ‘e

Ejemplo VI.1
Resolver la siguiente ecuacidn diferencial y' - 2xy
con condicidn inicial y(0.5) = 1 utilizando el métod

de Euler, en el intervalo 0.5 < x < 1.0 considerandg
h = 0.1.

El método de Euler se désarrollﬁ, a“partir de la ec
cifén diferencial de primer orden:

y'(x) = f(x, y)
por lo que:
. f(x, y) = x + 2xy

utilizando la expresifn (6)4Para i = 0, se obtiene q

¥y1 = yo + b £(xp, yo)

donde:

condicidn inicial

]
—

Yo

h = 0.1

f(xgp, yo) = xg + 2x9yg = 0.5 + 2(0.5)(1) =1

sustituyendo valores:

+

y; =1 0.1 (1.5) = 1.15000

grificamente:
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Figura VI.S .

Repitiendo el proceso considerando i = 1 en la ex
presidn (4): |

y2 = y1 + h £(x1, y1) - !

donde: )
y1 = 1.15000 : .

h =0.1 ) - “

fxy, y1) = x1 + 2x1y; = 0.6 + 2(0.6)(1.15000) = 1.98000 ’ j

sustituyendo valores:

y2 = 1.15000 + 0.1 (1.98) = 1.34800 : :

grificamente: _
t y (x)4
= 2.0

X
10— — — — — — — — ———*/”VX/A’
!
I
I
|- -
[} T T T T T -
0.5 o X

'Figura VI.6

rtvm‘ﬁ'ﬁ; HIER S RRRIRSON D Pl o e
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x ! y (x)
) 1.00000
0.6 1.15000
0.7 1.34800
0.8 1.60672
‘ 0.9 1.94380
Ve \ 1.0 2.38368

* Consultar el libro de Ecuaciones Diferenciales y

Procediendo en forma similar:

i=2; ¥y3 = y2 + h f(x2, y2)

i=3; Y y3 + h f(x3, y3)

[ S
-
o~

e

ys Yo + h £(xy4, yy)

POr lo que la solucidn de la ecuacidn diferencial em
el intervalo 0.5 < x < 1.0 es:

Si se resuelve la ecuacidn diferencial de este eje
plo por un método directo, se obtiene la siguiente
solucidn,*

-x2 1
, y(x) = 1.16820 e -3

Tabulando la solucidn en el intervalo 0.5 j x £ 1.0
y comparandola con la que proporciona el método de
Euler, se obtiene:

Euler Exacta

x y(x) y (x)

0.5 1.00000 1.00000
1.15¢00 1.17442
1.34800 1.40687
1.60672 1.71547

0.9 1.94380 2.12601

1.0 2.38368 2.67550 .

en Diferencias, Facultad de Ingenierfa, U.N.A.M.

y3 = 1.34800 + 0.1 (0.7 + 2(0.7)(1.34800)) = 1.60672
yu = 1.60672 + 0.1 (0.8 + 2(0.8)(1.60672)) = 194380

ys = 1.94380 + 0:1(0.9 + 2(0.9)(1.94380)) = 2.B38368




y ()4
3.0
2.0+
1.0
T T T T T T T T T ] —-
0.5 o X

Figura VI.7

’T.3.2 METODO DE EULER-GAUSS

s

La aproximacién que proporciona el método de Euler pue-
de mejorarse al integrar la ecuacién diferencial:

E’ xit) k X+ ' ,
. : ] y'(x) dx = I f(x, y) dx cee (5)

Xi Xi

‘ Aplicando la férmula trapecial, lo cual es equivalente
" a considerar los dos primeros sumandos de la expresidn
(3), se obtiene:
x:‘.+L 1
/ f(x, y) dx = h[}(xi, yi) + E‘(f(xi+l, Yi+p) — £(xy, Yi)i] + e,
31
i
simplificando:
Xi+1 h ’
f f(x, y) dx = 5 l}(xi» ¥i) + £(xj41, Yi+1)] +er

xq

sustituyendo en la expresién (4):

A

E . Yi#y = Vi = % [f(xi, vi) + £(xi4q, Yi+1):, +ep
‘ , '
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despejando yi+; Y despreciando el error:

. h . . .
Yi+1 = ¥i +3 E(xi. yi) + £(xi4gs Yi+1)]
4 -~
* .

A diferencia del método de Euler, con esta Gltima expre

si6n, no es posible conocer el valor de yi+1., debido
que este valor estd en funcién de sT mismo (ver aster
co). E1 problema se resuelve obteniendo el valor de

Ji+1, @ través del método de Euler, el cual se considera
rd solamente como una prediccibn que serd sustituido en

el miembro del lado derecho de la expresién (6), con
que se obtendrd un nuevo valor coarnegido de g,

Por 1o tanto, la expresifn (4) serd una ecuacibn pred
tora y la expresidn (6) una ecuacién correctora, esto

Yi+1p =yi+ h £f(x3, yi)

h
Vivl, = Yi *t 3 [f(xi. yi) + £(xi41y Yit1, ):I

Ejemplo VI.2

Resolver la ecuacidn diferencial del ejemplo VI.1,
utilizando el método de Euler-Gauss.

La ecuacidn diferencial es:
y' = x + 2xy con condicidn inicial y(0.5) =

Para i = 0 se tiene que la prediccifn de y, segi
la expresidén (7) es:

Yip, = Yo +h £(xg, yo) = 1+ 0.1 (0.5 + 2(0.5)(1)) = 1.1
y la correccidén de este valor es:
yi. = Yo + ) f(xo, yo) + f(x3, y1_)
1C 0 2 0> YO 1s 1p
donde:

f(xp, yo) = 1.50

f(x,, ylp) = x; + 2x1y1p = 0.6 + 2(0.6)(1.15) =

(o)

1.98

3
&




&1.3.3 LA SERIE DE TAYLOR COMO SOLUCION DE UNA ECUACION DI

‘gustituyendo:
0.1
Y1 = 1 4 —2— [1.50 + 1.98] = 1,17400 -

Prosiguiendo en forma similar, se obtiene 1la siguien
e tabla:

[xd

x Yip Vig Yera =

1.00000 | 1.00000 | |- COODD
1.15000 | 1.17400 | [-17442
0.7 |1.37488 | 1.40568 | !.4ogn7
0.8 |1.67248 ) 1.71288 |1. 71547
. 2.06694 [ 2,12094 |2 12601
1.0 |2.59271 | 2,66610 |2-67550

FERENCIAL

La 5olucién de una ecuacién diferencial de cualquier or|
den para un problema con condiciones iniciales, es una
funcidn y(x) tal que verifica idénticamente a la ecuaci§
diferencial. Esta funcidn puede representarse por medio
de la serie de Taylor como:

Y =y (x0) +3" (x0) (x- x0) + -7 (2= x)2 + L (30 (33 4

Esta solucidn seri correcta, siempre y cuando se valde
en el entorno de x = x5, y a medida que se aleje de este
punto, la solucién tendr& un mayor error.

E%emplo VIi.3 . SR s T

REsolver la ecuacidn diferencial del ejemplo VI.I
utilizando la serie de Taylor.

La ecuacidn diferencial es:
y' = x + 2xy con condicidn inicial y(0.5) =

la funcidén y(x) solucidn de esta ecuacidn esti da-
da por la expresidn (8), donde:

X = 0.5
y(xg) =1
y'(xg) = xp + 2xg y(xp) = 0.5 4+ 2 (0.5)(1) = 1.50

(8)
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VI.3.4 METODOS DE RUNGE~RUTTA

s

|

Y"(Xo) =Ly

Ey

-4 = ' '
X = xo~ dx (x + 2x y(x)) 'x - xo 1+ 2xy' (x) + 2 y

y"(xq)‘= L+ 2x07"(xp) + 2y(xg) = 1 + 2(0.5)(1.50) + 2(1) = 4.50

y" (%) = % Y"'x.xo 'ﬁ A+2xy' (x) +2y () | xg 2" (x) +4y" (x)
y" (xg) = 2xgy" (xq) + 4y'(xg) = 2(0.5) (4.50) + 4(1,50) = 10.50

sustituyendo:

y(x) = 1 + 1.50(x - 0.5) + iﬁgg (x - 0.5)2 + lggig (x -~ 0.5

Tomando en cuenta los pPrimeros cuatro términos de 1
serie de Taylor y simplificando, se obtiene:

=1 .3 _ 2 ., 9 19
y(x) = x A Ie xt+t 53

tabulando la solucidn para 0.5 < x <1.0 conh = 0.1

x y (x)
N 0.5 1.00000
0.6 1.17425
1.40400
0.8 1.69975
0.9 2.07200
2.53125

Para estudiar los métodos de Runge-Kutta, considérese 14
estructura de los métodos de Euler Yy Euler-Gauss:

r'yi+1 = yi + hf (xi, vi) (Euler)

i=0,1, 2, ...

Yi+l = yi +% [f(xi, yi) + £(xi+i, Yi+1'):l ., (Euler-Ga




L

ambos métodos pueden escribirse como:

yi+1 ®= yi + h¥ (xi, yi)

i=20,|1, 2, ... C e (9)
donde en el método de Euler:

¥(x,y) = f(x,y) _

y en el método de Euler-Gauss:

¥Y(x, y) = % [%(x, y) + f(x + h, y + h yiﬂ

Los métodos de Runge-Kutta, consisten en obtener una
ecuacidn similar a la expresién {9) que en forma general
se escribe como:

"Yi+1 = yi + (wik) + wak, 4...4 wn kp) ... (10)
i=20,1, 2, ...

donde:

k] h (Xi, Yi)
k2 = h f(xi + ajh, yj + 81,) k1)
k3 = h £(xi + azh, yi + B2 1 k] + Bz 2 kp)

ky =h f(xi + ash, yi + B3,1 kj + B3 2 ko + £3,3 k3)

b f(xi+on-1h, yj+8n-1 1K1+ 8a-1 5 Ko+oo #Bn-1y,n-1kp 1) .. (1

kp

Ay
siendo Wls W2, «.. Wn, Qay, 2, «e. Qn, 81’1, 2,2, -..Bn’n-
constantes que deben determinarse, de tal forma que pro-
porcionen la mayor exactitud posible a la solucién de la
ecuacidn diferencial.

La ventaja de ios métodos de Runge-Kutta con respecto a
los métodos de Euler y Euler-Gauss, consiste en que los
primeros cuentan con un orden de error menor. Con res-
pecto a la serie de Taylor, estos métodos tienen la ven
taja de que no requieren valuar ninguna derivada, sino
dnicamente a la funcién f(x,y).

£
~
METODO DPF RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

E1 método de Runge-Kutta de segundo orden consiste en
considerar n = 2 dentro de las expresiones que definen
a estos métodos, esto es:

1)
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notacién siguiente:

i+l = yi + (v1k) + wyk;)
i=o0,1, 2, ...

donde:

ky = h f(xi, yj)

ky = h f(xi + ajh, y; + 81,1 k1)

Desarrollando en serie de Taylor, el miembro de la| iz-

quierda de Ta expresién (12) en el entorno del puntp
x = xj ¥y considerando hasta los términos de orden hP

obtiene: T

Vit = y(xit1) = y(xi) + y'(xi) (xi+) - x) + L"%Q (xi+] - %1)2 +

m Py
+1465’l (xi+) -~ x1)3 +...

simplificando:

2
Yi+1'Yi+hy{+hTy'i'+ b2

1

h3
6

Por'otra parte, desarrollando en serie de Taylor, Ja
funcién de dos variables f(x, y) en el entorno del punto

X =xjyYy=yi se tiene:

£(x, 3) = £ty 79 + 52 102, ) (- 1) + 2 £0x, 9|65 - o) +
x X = xj y X = Xj
y=7yi y = PVi
+3 g fe ) |- w2+t |- 2@ - 1
2 gxZ (= y) [(x- x4 dxay T V(= - xi)y - yi) |+
x = xj X = Xji.
y=yi v =i
+352 £ 9 | - y)? 4. 3
ZW » yi . (15)
x = xj
y=73i

Para simplificar la exprestién antefior, se utilizard

mn Jm dn

f(m, n)

y asumiendo que las derivadas parciales de la funcidn
se valdan en x = x5 y y = yp la expresién (15) queda:

i} P S R TR SN




AP it ok

£(x, 7) = £(xa, yn) + £x(x = %) + £5(7 = ) + 3 fyx(x = xp)?

+ fxy(x - x) (¥ - yo) +% fyy(y - yo)? +...

valuando la funcibn para x = x3 + a;h ¥y y = yi + 81,1 k)
se obtiene:

f(x; l- ajh, yi + 81,1 ky) = £(x4, yi) + f4(xi + ajh ~ xi) +
+ fy(yi + 81,1 k1 - y9) + 7 fxx(xi + aph - x)2 +

+ fxy(ki + a1h - x1) (y1 + B1,1 k) - yi) +

+-21- fyy(yi + B1,1 k1 - 7i)2 +...

simplificando:

f(xi + a1h, yi + B1,1 k1) = f(xi, yi) + aihfy + 81,1 ky fy

2 2
af n? 81,1 ki

+—2——‘ fxx + 01h B1,1 k) fxy +——2'— fyy +eoeo
De las expresiones (13) se observa:

k2
£(xi + a1h, yi + B1,1 k1) = 5~
despeJando ko

a2 h3 e

ky = h £ (xi, yi) + a1h? fx + By 1 kih £y + 12 fox +
8119
+oh® Br,1 kg fxy + S £y

Sustituyendo esta expresidén y la (14) en la expresién

(12) teniendo en cuenta que k; = h f(xj, y;) Se obtiene:

3
h?y'." +... = yi +wih £f(xi, yi) +

1

hz 1]
. LI L
y1+hyi+2yi+

a2 nd

1
walh £ (xi, yi) + ajh? fx + By ) h? £(xi, yi) fy + —5— fxx +

g2 h3£2(x.; y:)
+ a;h? Br,1f(xi, yi) fxy + —1‘1—-2;’1— fyy +..¢)

-1651!




{

|

fgualando potencias de h:

h y; = wih f(xji, yi) + w2 h £(x5, yi)

y como y; = f(xj, yi) entonces:

1= w; +w, cee (16)
igualando potencias de n2:
h2 " 2 - - 2 B -
2 Yi % w2 o1 h® £y 4+ wy By ) hZf(xi, yi) fy e (17)
siendo:
d k-
=S tx, ) =2 fx, ) + 2 tx, )| £, i)
X = xj X = x; y X = x;
y=7yi . y=yi y=pi
utilizando 1a notacidn indicada se puede escribir como
Y;-' = fx + fy f(x;, yi)
sustituyendo en la expresign (17):
h2 .2 B o ) .
5 (fx + fy £(xi, yi) = vy a;h fx + w2 By ; h? £(xi, yj) fy
entonces: ‘ » -
L _ N
2 T W2 61 =wp By, el (1R)

Con las expresiones (16) y (18) se forma el siguiente
sistema: :

vl +tw =1

v2 B1,1 =5 -

Como el sistema tiene cuatro incégnitas y solamente tre
ecuaciones, éste tiene un nimero infinito de scluciones,
una de ellas es: .

(RIS

ap = B3,1 =1

[
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de segundo orden:

Sustituyendo en la expresidn (12), se obtienen las f6rmu
las de recurrencia que definen al método de Runge-Kutta

T

donde:

ky = h f(xj, yi)

i 1
Yit1 = yi + 5 (ky + ky)

kg = b £(xi + h, y5 + h £(xi, yi))

(19)

yi+) = yi + (wlkl + waky + wiks + wukq)

i=o0, IL 2, ...
donde:

ky = h £(xi, yi)

ky = h f(xi + ayh, yj + By ) ky)
k3 = h £(xi + azh, y; + By,; ky + Bz,2 k3)

ky = h F(xi + agh, yi + b3,; ky + B3,2 ky + B3,3 kj3)

l .
Si se +ea]12a un andlisi{s similar al del método de Run-
ge-Kutta de segundo orden se obtiene:

Wy =

Wy =

I}
[FIT - NP

w3 =

- LR RY e

sustituyendo:

METODO| DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN

E1 método de Runge-Kutta de cuarto orden se obtiene al
considerar n = 4 en las expresiones (10) y(11) quedando:

1
Bi,1 = B2,2 =5 ; B3,3 =1

B2,1 = B3,1 = B3, = 0

"
&
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Yit1 = yi+ 5 (k1 + 2ky + 2k3 + ki)

i=0,1, 2, ...

donde:

ky = h £(xi, yi) .
ko = b £(xi + 7B, yi + 1 k)

ky = h f(x; + %11, yi + % ky)

ky = h f(xij + h, yi + kj)

Ejemplo VI.4

Resolver la ecuacidn diferencial del ejemplo VI.1,

utilizando el m&todo de Runge-Kutta de cuarto orded.

La ecuacidn diferencial es:

L}

y' = x + 2xy con condicidn inicial y(0.5) = 1
Considerando i = 0 en la expresidm (20):
yx-yo+%(k1+2kz+zka+k.,) -

donde:

ky = h £(xg, yg) = 0.1(0.5 + 2(0.5) (1)) = 0.15000

kz = h £(xg + 3 h, yo + 3 (0.15000))

ky = o.ll:(o.s+%) + g(o.s+9£_1)<1 + 0.13000)] -0/

ks = h £(xo + 3 b, y0 + 3 (0.17325))

k3 = 0.1 [(o.s+°—2'1-) +2(o.s+%)(1 +%)J -
ky = h £(xg.+ h, yo + 0.17453)

k, = 0.1 [:(0.5 + 0.1) + 2(0.5 + 0.1)(1 + 0.17453)]-

sustituyendo en la expresidn (a):

Y1 = 1+ ¢ (0.15000 + 2(0.17325) + 2(0.17453) + 0,200

y1 = 1.17442

0.17453

Gk s

o R

(a)

17325

94)




Prodiguiendo en forma similar para i = 1, 2, 3y 4
8e obtiene el siguiente resultado:

y(x)

0.5 1.00000
0.6 1.17442
0.7 1.40688
0.8 1,71548
0.9 2.12602
1.0 2.67551

»3.5- METODO DE MILNE

k' Otro método de integracidn paso a paso, que tiene la ven
taja de proporcionar un orden de error menor, comparado

f con los métodos vistos anteriormente, es el predictor-co

. rrector de Milne. Este método se basa en la informaci6n

£ de cuatro puntos para calcular el siguiente, esto es:

y(x)}

- — ———x

‘: Xi-s X|-2 Xi- Xi Xi41

x ¥

Figura VI.S8

para desarrollarlo se parte de una ecuacién diferencial
de primer orden de la forma:

¢ | y'(x) = £(x, y)
cuya solucibén se obtiene integrando:

5 o [y'(x) dx -[f(x, y) dx )
§ ’ y (x) -[f(x, y) dx cee (21)
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Para integrar el segundo miembro de la expresién (21),

se representard primero a f(x,y) por medio de la sefie

de Taylor en el entorno del punto xo considerando soja-

mente a l1a variable x:

f(x,y) = f(xo,yo)+(x-x0)f'(x0,yo) +

(x-x,)2 (x-x,)3
+ ‘-T!Q_-f"(xo’yo) + —‘TQ_ £ (xo,yo) +..

sustituyendo en la expresién (21) e integrando entre
X-n = xg - nh ¥y x; = xg + nh, se obtiene:

y(x)

= /xxn (£(xg,y0) + (x-x9) £'(x9,yq) +
-0

-0

- ) ) ) 3 .
ﬁ + (x zx.g) fu(XO’YO) + (x ;(!0) £ (XOrYO) +... )dx

Xn

. . _ 2
y(x) =xf (xo,yo)’r(szzlL £' (x0,y0) +

-n

- ~x0)3
+ SE—%{)—-f" (xg,y0) +

[ '+ (x-xg)" fm( ) + xo+nh
F 5! X0,Y0) *err ]y - nh
Xn : n3h3 .
y (x) = 2nh f (xg,yq) + 5 f'"(x9,y9) +
-n
5,5 ‘ ‘
TR L £V (xo,y0) +... .. (22)

Si se sustituye f"(xo, ¢) por la férmula de derivagifn
dada en la expresidn (sog del capitulo V, se obtiene:

e
q"(xo,yo)-;}f (£(x_,»y_ ) = 2£(xq, yo) + £(x1,¥1)) - 75 b2 £ (xo.y0) =0 §

y sustituyendo ésta en la expresidn (22) se obtiene:

Xn n3h3 1 . . g'

y(x) =2nhf(xo,yo)+—3— 77 (Flx_1, ¥-1) - 2£(x0, yo) + £k, 1)) -
P X.n
; W2 5.5

h? _1v hS IV
- f (XO,yo)----]+n60 £ (%0, ¥0) +..

% simplificando:
E IXn 1 3 n2
v 1, =3 ehflxg, yop) + (1l - S )hf (xg, yo) +
: -n
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& Por @ltimo, la ecuacién predictora del método de Milne
I3 que proporciona un error del orden de h5 es:

4

Vit " Yi-3 +3h I:Zfﬂi-z, Yi-2) = £(xi-1s yi-p) + 2f<><i,>'i):l

' i=3,4,5, ...

: La correccidén del valor Yi+1 4que proporciona esta @l-
% tima expresidén se obtiene integrando la ecuacibn diferen
?A cial de primer orden, entre xj_; y Xi+)

£ Xi+1 Xi+1 .

£ / y'(x) dx = / f(x, y) dx

% Xi-1 Xi-1

¥,

¥ N .

- -

1 1 2 '
+3n3h £(x;, y;) +(:—O - %) i f(Iv)(xo, yo) +... ees (23

ComL el método de Milne requiere de cinco puntos, (con
.“Omg.uatro primeros obtiene el siguiente), se sustituirg

n = 2 en la expresién (23), con 1o que la integral se ca}

culard desde x_, hasta x,.

2 N SN SR )+§hf<x‘ ) +
x_z 3 -1* Y-, 3 0> Yo 3 1» N1

y(x)

1 |
+ 4—2 15 £(IV) (x0, ¥0) +...

ecuacibn que se puede expresar, centrando el pivote en
Xgp, GCOmMoO:

X2
vy | ) % h l:(O) £(x_y5 y-p) + (2) £(x), yo) + (-1) £(xq, yq) H

+ (2) £f(x1, y1) +(0) f(xz,yzﬂ + (0) kS

Considerando los cince puntos mostrados en la figura
(vI.8), se obtiene:

Xi+r 4
y(x) xXiog 3h [}0) £(xi-3, ¥i-3) + (2) £(xj_,p, yi-2) +

+ (=1} f(xi-), yi-1) + (2) £(xi, yi) + (0) f(xj+1, yi+1):l + (0) B®

simplificando: ' Titaes

Yit+1 -Yi-s-% h[2f<xi-z» Yi-2) - f(xi-1, ¥i-1) + 2£(xj, Yi):l +(0) n®

|

17

(24) !}
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}
{
1
i
i
i

|
|
i

Xi+1] i+
y(x) = f(x,y) dx
Xi-1] Xji~1

a través de la férmula de Simpson 1/3:

h
Yi#l = Vi~ = 3 [%(xi-1, Vi-1) + 4E(xi, yi) + £(x44, Yi+li] +

por 1o qu. la ecuacibn correctora queda:

h
Yitl, = Vi +3 [%(xi-l» Yi-1) + 4£(xi, yi) + £(Xi41, Yi4, )

i=3,4,5, ..

La desventaja que presenta este método es que requier
de los primeros cuatro puntos de la solucién para pode
utilizarse, esta limitacién puede superarse féicilmente
plicando alguno de los métodos vistos anteriormente, @
particular la serie de Taylor puede ser usada para obte
ner la solucién de los primeros puntos, sobre soto si
valor de h con el que se trabaje es pequefio, ya que 3
los puntos estardn cercanos al entorno de xg Y por lo
tanto el error que se comete serd pequefo. :

Ejemplo VI.S5

Resolver la ecuacidn diferencial del éjemplo VI.1,
utilizando el método de Milne.

La ecuacidn diferencial es: ~

y'(x) = x + 2xy con condicifn inicial y(0.5) =

Tomando la condicidn inicial y los primeros tres pu

os obtenidos utilizando la serie de Taylor en el ej¢g
lo VI.3: '
x y (x)
~-.10.5 1.00000
/ 1.17425 -
2{ 0.2 1.40400
3 1.69975 .
PT 1.0
wtilizando el método de Milne para calcular la orde-

nada en x = 0.9 se obtiene de la expresidn (24) para
i = 3:

=]

[
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4
Yu, = Yo +3h [Zf(xl, y1) - £(x3, y2) + 2f(x3, ya)] .

donde:
yio = 1.00000 : '

h = 0.1,

£(x1, y1) = x1+2x1y1 = 0.6 + 2(0.6) (1.17425) = 2.00910
£(x2, ¥y2) = xp+2x2y5 = 0.7 + 2(0.7) (1.40400) = 2.66560

£(x3, y3) = x3+2x3y3 = 0.8 + 2(0.8)(1.69975) = 3.51960

sugtituyendo:

Yo, = L+3 (0.1) |2 (2.009T0) - 2.66560 + 2(3.51960%]
= 2,11891
Yup 9
y la correccidn de este valor se hace utilizando 1a

expresidn (25) para i = 3;

h
Yup = v2 + 3 I:f(Xz, y2) + 4£(x3, y3) + £(xy, yup)]

donde:
y2| = 1.40400

hi = 0.1

f(x2, y2) = 2.66560
f(x3, y3) = 3.51960
I
f(xy, yup) = 0.9 + 2(0.9)(2.11891) = 4.71404

sustituyendo:

th = 1.40400 + 931 [%.66560 + 4 (3.51960) + 4.7140{]
Y, ~ 2.11927

Prlcediendo en forma similar se obtiene el valor de
la ordenada para x = 1.0, quedando finalmente la so-
lucidn como:

I




x y(x)

0.5 1.00000
1.17425
1.40400
1.69975
0.9 2.11927
. SR 1.0 2.65723 Lo

En la siguiente tabla se presentan los resultados obtel
nidos por los métodos estudiados anteriormente, con el
fin de comparar los valores proporcionados por cada uno
de ellos,

METODO METODO METODO METODO METODO
DE DE DE DE DE SOLUCION
EULER  EULER-GAUSS TAYLOR  RUNGE-KUTTA MILNE  EXACTA
i (4%orden)
. 1
]
; x y(x) y(x) y(x) y (x) y(x) y (x)
0.5 1.00000  1.00000 1.00000  1.00000 1.00000 1./00000
: 0.6 1.15000  1.17400 1.17425  1.17442 1.17425  1.17462 |
‘ 0.7 1.34800  1.40568 1.40400  1.40688 1.40400 1.40687 | :
0.8 1.60672  1.71288 - 1.69975  1.71548 1.69975 1.71547 g
., 0.9 1.94380  2.12094 2.07200  2.12602 2.11927  2.12601 §
' 1.0 2.38368  2.66610 2.53125  2.67551 2.65723  2.57550 | *
: M
{ s

Cabe hacer notar que adn cuando el mé&todo de Milne tied
ne un error menor que el de Euler-Gauss, el método de Mj
ne proporciona valores mends exactos debido al error inh
rente provocado sobre todo por el valor de y asociado a
x = 0.8 proporcionado por Taylor que cuenta con un errof
grande.

o]~

¥I.4 SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFEREN
CIALES ¥

La solucibn de sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden, es de gran utilidad, debido a que cualquiepr
ecuacibn diferencial de orden superior se puede transfor
mar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden, cuya solucién numérica se puede obtener utilizan-
do cualesquiera de los métodos de integracién paso a pa-|-
s0 estudiados en el inciso yI.3.

|
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Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferen|
ciales: :

y' = f(x, y, z)

z' = g(x, y, z)

en donde Tos valores jniciales de y y de z son:

y(xg) = yo ; z(xp) = zy

Utilizando el método de Milne se pueden determinar los

va]ov:es de Yur Y55 Y65 sea, Yn_.V Zy, 25, Z65s +4., Zp res
pectivamente, siendo las ecuaciones predictoras:

A .
Yitl, = ¥i-3 + 3 h [%fi-z - fija + Zf%]

A ;
Zit+]_ = 2zj-3 +3 h [Zgi_z - gi-1 + 235] coo (26)

i=3,4,5,...

Yy las' ecuaciones correctoras:

h
Yit1, = ¥i1 * 3 I:fi—1 + 4fy + fi+J

~ s

h B
Zitl, = Zi-) +t 3 [gi—l +4gy + 8i+1] . .. (2

i=3,4,s5,...

Ejemplo VI.6

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen
ciales de primer orden, utilizando el mé&todo de Mil-—
ne, para las condiciones iniciales: y(0) = };

z(0) = 1, en el intervalo 0 < x <1, considerando ‘e
h=0,2,

g~

Yy = 4x -y 4+ 1

o 8 = 27 -y

Primero se obtendrdn los valores de yy1, y2, v3 y z,,
22, %23 Trespectivamente, utilizando la serie de Tay-
lor en el entorno de cada una de las condiciones ini
ciales, esto es:
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- 2 - 3
y()s) =y(x9) + (x-xq) y'(xg) + (1_2’.'9)_ " (xp) +Sx—3—’,flL y™" (xg) +.

—x0)2 . ‘
2(x) = 2(xq) + (x- x0) z' (xg) + ("—2’,‘-& 2" (xq) +("3—’,‘°)3 2" (xq) +. |

onsiderando los primeros cuatro t&rminos de la se-
ie de Taylor, los valores de xg, y(xg), y'(xy),

y"'(xo), v (x9), z(xg), z'(xg), z"(xq) y z"' (xy) se
ran:

xg = 0

y(xg) = yy z(xg) = zy

y(0) =1 z(0) = 1 (condiciones iniciales)
| |

y'(xqg) = 4xg - yg+ 1 z'(xg) = 2zg - yp

y'(0) = 4C0) -14+1=0 z'(0) = 2(1) = 1 =}

"(xg) = 4 - yp 2"(xg) = 229 - yg

") = 4~0=4 z'"(0) = 2(1) - 0 = 2

" (x0) = -~ yo T 2™(xo) = 220 - ¥y

") =-4 - : 2" (0) = 2(2) - 4 =0

ustituyendo en (a) y (b) respectivamente; conside-
ando los primeros cuatro términos de la serie de
aylor:

- 2 - 3
YO = 1+ (x - 0y0) + LES O gy 4 Lx 07y,

- 2 - 3
2(x) = 14 (x - 0)(1) + ZZ0 () 4 07 (g,

simplificando:

y(x)=1+2x21§

t
"

z(x) = 1 4+ x + x2

[a)

abulando las soluciones para los primeros cuatro
puntos:




x y (x)
1.000
. 1.075
1.277
0. 1.576

x z(x)

. 1.000

.2 1.240
1.560
1.960

W

= yo +
Yu, = Yo

(RPN

qu -Zo+

donde:

h=0.2

vo + 1.000

£ % 4x,y - y1 +1

fy = 4(0.2) - 1.075+ 1 = 0.725

e

fo 3 4% -y, +1

[

f2 = 4(0.4) - 1.277 + 1 = 1,323

f3 4X3—y3+1
f31

4(0.6) - 1.576 + 1 = 1,824

- R TN e —

' susLituyendo valores:

- -

y las ecuaciones correctoras
presiones (27), para i = 3:

Utilizando el m&todo de Milnpe
toras para calcular el siguien
las expresiones (26) para i = 3:

h [Zfl— f2+2f3:|
h [231-32+233:|

20

3

91

82

g2

83

€3

.~y

vo =1 +% (0.2) |2(0.725) - 1.323 + 2(1.824)]

» las ecuaciones predic
te

punto estdn dadas por

1.000

2z) -y
2(1.240)

2z3 - y2

2(1.560)

2z3 - y3

2(1.960)

2= 1 +30.2) [201.405) - 1,843 + 2(2.344)] -

i S

1.075 = 1.405

1.277 = 1.843
1.576 = 2.344
2.007

2.508

» estdn dadas por las ex

PO =" LR -3

N

1
!
i
|
!
{




wl=

Yy, = ¥2 +

[f2+10f3+f:£l

h [ .
zuc'=z+3[32+433+s€I

donde:
h = 0.2
y2 = 1.277 ... z2 = 1.560
£, = 1.323 . g2 = 1.843
£3 = 1.824 L g3 = 2.344
fi, = 4x - +1 ’ =2z, -
L3 x th Bb zup Yu
fy = 4(0.8) - 2,007 + 1 = 2,193 g, = 2(2.508) - 2.007 = 3.009

Bustituyendo valores se obtiene:

ug = 1.277 + % [1.323 + 4(1.824) + 2.19{] =1.9p8

zZy, = 1.560 + 9—3—2 [1.843 + 4(2.364) + 3.009] - 2.509

Procediendo en forma similar, se obtienen los valo:
res de ys5 _, z5_, ¥Y5. ¥ Z5 por lo tanto, la solucién
. P P c c
final es:

M yo s, v | [ x a0 =) z@]]
0.0 1.000 0.0 1.000
0.2 1.075 0.2 1.240
0.4 1.277 - 0.4 1.560
0.6 1.576 0.6 1.960
0.8 2.007  1.998 0.8 2.508 2,509
1.0 2.469  2.454 1.0 3.209  3.183

Ejemplo VI.?

Dada la siguiente ecuacidn diferencial de segundo
orden:

PR LT Rty | [V S R S
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obJener su solucidn en el intervalo 0 0.3 para
= 1.

< X <
las condiciones iniciales y(0) = 0; y'(0)
Esta ecuacidn diferencial se puede transformar en
un sistema de ecuaciones diferenciales de pPrimer or-
den, haciendo el siguiente cambio de variable:

= 4y
entonces:
d

u o
l H-Su-ﬁ-x-OA ees

Las expresiones (a) y (b) pueden expresarse como un
sistema:

y' = u ¢

u' = 3y - x

el cual puede ser resuelto por algiin método de inte-
gracidn pasr - -~. Si ge geleccionr el métc?n de
Euler-Gauss para resolver el sistema, las ecuaciones
predictoras seran:

Yit1, = yi + h uj

- l-li+1p = uj + h(3uj - xj)
i=0,1, 2, ...

COﬂsiderando h = 0.1 y simplificando las ecuaciones
anteriores, se obtiene:

Yit1p = yi + 0.1 uy

ui+1p =uj + 0.1 (3uj - xj) = 1.3uj - 0.1xi,

i=0,1, 2, ...

las |ecuaciones correctoras seran:

h
Yit1, = 7i +' 3 [;i + ui+1;]

. h - oy
Uity = uf + 2 [}ui x{ + 3u1+1p 11+£]
sustituyendo h = 0,1 y simplificando:

Yi+1, = ¥i + 0.05(uj + ui+1p)

vi+1, = l.15u3 - 0.05(xi - 3ui+1p + xjp1dp o

i=0,1,2,...

utilizando las ecuaciones predictoras dadas en (c)
para i = 0, se obtiene:

(a)

(b)

(c

(d)

179
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5

§1p - Yo + 0.1 ug

ulp = 1l.3ug ~ 0.1xg

xg = 0 H Yo =0 ; up =
por lo que:
Vi, = 0 +0.1(1) = 0.1

U, = 1.3(1)- 0.1 (0) = 1.

Y1, = Yo + 0.5 (ug + ulp)
1, = L.15up -~ 0.05 (x4 -
YIé =0+ 0.05 (1 + 1.3) = 0.115

L 1.15(1) - 0.05(0- 3 (1.3) + 0.

Prosiguiendo en forma similar para i =
las ecuaciones predictoras Y en las ecuac
Trectoras, se obtiene:

de las condiciones iniciales del problema, se

y'(0) = ]

3

utilizando las ecuaciones dadas en la expresidn (d
para i = 0, los valores corregidos serian:

3u
p

1) =

ly 2 en

iones

tienfp;

+ x1)

1.340

co-

x y(X)p y(X)c u(x)p u(X)C
0 0 1 1

0.100 0.115 1.300 1.340

0.249 0.269 1.735 1.786

0.3 0.448 0.473 2,302 2.374

do orden los valores corregidos y(x).

PROBLEMA DE VALORES EN LA FRONTERA

En el inciso VI.3 se desarrollaron métodos numéricos pa
ra resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, ljos
cuales debfan satisfacer una condicién inicial al pringdi
pio de ta integracién. Consideremos ahora ecuaciones di
ferenciales de orden superior a uno, en las que se estd-
blezcan dos condiciones en tos extremos del intervalo de

integracién.

siendo solucién de la ecuacidn diferencial de segun-
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y(x)4

..x

-

» 4
X o ————— e —

o

Figura 9

A este, tipo de problemas se les. conoce como problemas

 de vatohes en La frontena.

Su so]hcidn numérica es mis diffcil que la de los pro-
blemas con condiciones fniciales, ya que ésta debe satis
facer ambas condiciones, esto es: -

y(x)4

S
s
\

Mo e e

-]

¥

Figura VI.10

Existen en general, dos tipos de métodos para resolver
estos problemas, los 1lamados métodos ripidos o de tan-
teos y el método de diferencias gfinitas. :

E1 método de diferencias finitas, sirve para resolver
ecuaciones diferenciales de cualquier orden con condicio
nes iniciales o condiciones de frontera, consiste en: di
vidir el intervalo de solucién en n subintervalos 11a-
mando pivotes a cada uno de los puntos que definen cada

H
o)
—

<

R N

ez e

;
i




rdn las derivadas de la ecuacién diferencial por férmu-
las de derivacidn numérica, todas ellas con el mismo lor-
den de error y referidos al mismo pivote.

182 J
.E ubintervalo. Una vez efectuado 1o anterior se sustitui

La ecuacidn en diferencias finitas que resulta, se ple-
de aplicar en forma recursiva para cada uno de los pun —
tos pivotes que forman el intervalo de solucidn, reso] —
viéndose en términos de la solucién previamente obtenfda
con el mismo procedimiento en los puntos pivotes anterio
res,

Ejemplo VI.8

Resolver la siguiente ecuacidm diferencial de seghn
do orden:

y"' - 2y' + 5 =209

con condiciones en la rrontera y(0) = 0; ;(1) =2
utilizando el método de diferencias finitas y consi-
| ) derando h = 0.2.

Dividiendo el intervalo de solucidn en cinco subig-
tervalos de magnitud h = 0,2, se obtiene:

! y(x)4
2 ' X

0.2 0.4 0.6 0.8 Lo X

Figura VI.11

Sustituyendo y" y y° por las siguientes fdrmulas de

derivacidén numérica: B
y' e {12 1)

. 1
A SRRy




PRI g

R T S SR

congsiderando el pivote en el punto y; y sustituyen
do en la ecuacidn diferencial, se obtiene:

1
(0.2)2 [Yi—l - 2y; + Yi+J -(2) ﬁ [‘Yi—l + yi.,_J +5=0

simplificando:

23yi-1 = 50yi + 25754 + Syj.) - Syj4y + 5 =0

30yi-1 - 50y; + 20yi4; + 5 = 0 : . see (a)

despejando yji+; de la expresidn (a), se obtiene 1la
siguiente ecuacidn de recurrencia:

yi+1 = - 1.5yj-) + 2.5y; - 0.25 ] oo (b)

considerando i = ] en la expresidn anterior, se ob
tiene:

Y2 = - L5y + 2.57; - 0.25 ee. (€)
donde yp = 0, y; no se conoce pero suponiendo que 1la

solucifn de la ecuacidn diferencial es una linea rec-
ta que pasa por los puntos establecidos en las condi-
ciones de frontera, esto es:

y(x)d

2 ’ X

| | | ' ~

Figura VvI.12

entonces el valor de y; sgeri:
Y1 = 0.400

ya que la ecuacidn de la recta que se supone como sgo
lucidn es:

y = 2x
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Con esta suposicidn se puede calcular el valor d
en la expresidn (c¢):

¥y2 = - 1.5(0) + 2,5(0.400) ~ 0,25 = 0,750

utilizando la expresidn (b) para i = 2, 3 y 4 se
tiene:

1i=2; y3=-1.5y; + 2.5y, ~ 0.25

y3 = = 1.5(0.400) + 2.5(0.750) - 0.25 = 1.025
i=3; yy=- 1.5y, + 2.5y3 - 0.25

yy = = 1.5(0.750) + 2.5(1.025) - 0.25 = 1,188
i=4; yg5==-1.5y3+ 2.5y, - 0.25

¥5 = - 1.5(1.025) + 2.5(1.188) - 0.25

1.183

Comparando el Gltimo valor obtenido (yg) con la ¢

dicidén final de frontera y(l) = 2, se observa lo gi-~

guiente:
y(x) 4
2 X
y
y 5
Ys . é% — —X
[ A P
P o
ST
P
Yo -~
o2 0.4 o6 0.8 Ho

Figura VI.13

;.
A

es decir, que la condicion final de frontera no se
. X P
satisface. Para corregir el error se supondrd:

y1 = 0.500

Utilizando nuevamente la exprexidn (b) para i=1,
3y 4 se obtiene:

i=1; yp=~1.5(0) + 2.5(0.500) - 0.25 = 1.000

i=2; y3=-1.5(0.500) + 2.5(1.000) - 0.25 = 1.500




ORI

AR Wy g e

i=3; Yy = ~ 1.5(1.000) + 2.5(1.500) - 0,25 = 2.000

i=)4; ¥s = = 1.5(1.500) + 2.5(2.000) - 0,25 = 2.500

én este caso el valor eg MAYyOor que la condicidn de fron
tera, esto es: -

y(L)A

2{5- X
~
2/0 ;;x’/ X
/
1.5 x
~
~
1.0 1 X
~

L —

0.5 //x/

i -

-~
—_— : T T -
0.2 04 o6 0.8 Lo x

Figura VI.1y

Se ha visto que 1la suposicidn y; = 0,400 hace que
no se verifique la condicidn de frontera y5 = 2,000,
asimismo aumentando el valor de y;(y; = 0.500), se
observa que tampoco se verifica 1la condicidn de fron
tera., Con la informacidn de estas dos suposiciones,
se puede obtener 1la siguiente tablag

ys Y1

1.183 | 0.400
2.500 | 0.500

interpolando linealmente para ys5 = 2,000, se obtiene
que y3; vale:
|
_ 2.000 - 2.500 2.000 - 1.183

Y17 1183 = 2.500 (0-400) + Z555——g3 (0.500) = 0.462

Utilizando nuevamente la expresidn (b) para i = 1,
2, 3y 4 se obtiene:

i=1; y;=-~1.50) + 2.5(0.462) - 0.25 = 0.905

i=2; y3=- 1.5(0.462) + 2.5(0.905) ~ 0.25 = 1.320
i=33 yy=- 1.5(0.905) + 2.5(1.320) ~ 0.25 = 1.692
i=4; y5=- 1.5(1.320) + 2.5(1.693) - 0.25 = 2,002

§
i
!
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por lo que una aproximaci8n a la solucidn de la ed
cidn diferencial con condiciones en la frontera es|:

x y (x)

0.000
0.462
0.905
1.320
1.692
1.0 2.002

El error que se comete al utilizar este método depen
del orden de error de las férmulas de derivacién que
utilicen.

Para una ecuacibn diferencial de cualquier orden per
Tineal, el procedimiento visto anteriormente se puede
dificar obteniéndose un sistema de ecuaciones algebra
cas simultdneas en lugar de suponer valores de las or
nadas. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento
seguir,

Ejemplo VI.9

Para resolver la ecuacidn diferencial con condicig
nes de frontera del ejemplo anterior, la expresién
(a), se puede escribir como un sistema de cuatro ec
ciones algebraicas lineales siendo la primera de
ellas la que se obtiene para i = 1 1la segunda se
obtiene para i = 2, etc., el sistema que resulta e

i=1; 30y - S0y; + 20y, + 5 = 0

iw2; ) 30y; - 50y, + 20y3 + 5 = 0 !

i=3; 30y, - 50y3 + 20y, + 5 = 0| . o
i=4; 30y3 - 50y, + 20y5 + 5 = 0

donde yp = 0 y ygs = 2 por las condiciones de fr
tera del problema. Dividiendo el sistema entre 5,
despejando el vector de términos independientes y s
tituyendo ygp y ys5 se obtiene:

‘10y1+10y2 = - ]

6y: - 10y, + 4y; = -1

]
-

6yz - 10y3 + 4y, =

6ys - 10y, = - 9




F

ne que:

y3

yu

Siendo 1a solucidn que
tica a 1la que se obtuvo
del ejemplo anterior,

resolviéndolo pPor el métod

Y1 = 0.462
Y2 = 0-905

= 1.320

1.692

© de Gauss-Seidel ge obtie

L

Proporciona este método idén
utilizando el procedimiento

x y(x)
0.000
.2 0.462
4 0.905
0.6 1.320
0.8 1.692
1.0 2.000
fX-34
LER: S soeo by
2o~ .
\
B e A
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver la siguiente ecuacifn diferencial:

yl-%(sd-x)y

[ . . [

con la condicifn inicial y(0) = 2 en el inter-
valo 0<x<0.8, considerando un incremento cons
tante h = 0.2, wutilizando los siguientes méto-
dos:

a) Euler
b) Euler - Gauss
c) Taylor
d) Milne

e) Runge ~ Kutta de cuarto orden

Elaborar programas de computadora de los métodos
de Euler, Euler - Gauss, Milne ¥y Runge - Kutta de
cuarto orden, verificar su correcto funcionamieg
to comparando los resultados obtenidos al resol-
ver la ecuacifn diferencial del problema ante-
rior.

El siguiente sistema de ecuaciomes diferenciales:

T} -% (T2 - T))

Ty - % (T, - 2T, + 293)

representa el modelo matem&tico para obtener las
temperaturas T); y T, en un condensador de su-
perficie.

Considerar que inicialmente T es de 800°K y T,
es de 300°K. Obtener los valores de las tempera-
turas Ty y T, durante el primer minuto de fun-
cionamiento del equipo. Utilizar inicialmente el
mé&todo de Taylor y continuar con el método de Mil
ne.

PRy . RPN




. 4. En un proceso -etalﬁrgico, 8e ha observado que pa
i ra lograr un buep resultado, la aleacign procedeg
te del horno de fundicign debe ger colada g una
temperatyrg Superior g los 1 000 °c, Si 1a alea-
cifn ge eéxtrae del horno g una temperatuta de
1300-° Y & partir de €se momento ge enfrfa ge- .
gln 1a siguiente ley: i
u' = _ g (u- 1)
donde:
U es 1, temperaturg de 1la aleacign
N K es una Conatante que depende de los
materiagleg
T

es la temperatura ambiente

Investigar 8i ge obtendrg yp resultado satisfac-
torio considerando que la OPeracidn entre la ex-~
traccidn dejg horno y 1, terminacigp del colado

Tequiere de 1.5 minutog, Considerar K = 0.1567

y T = 35, utiljizap el método de Runge-Kutta
de cuarto orden.

El depattamento de ventag d
terminado

que la demandg de
desarrollarg de

difetencial:

€ una compafif, ha de-~
un

donde vy s la funcigp

que representg las ventas
del Producto por dfa,

e e
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CAPITULO VI SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES EN DERIVADAS :
PARCIALES ‘

7
INTRODUCCION ) A B ‘

[ 8 Ce

En este capftulo se estudiarg 1a solucién numérica de

€cuaciones en derivadas Parciales de segundo orden de la
forma:

2 ' 2 :
u a‘u 9°u _
2 3x2 t b5 oy Ve ayz = f T (D)

en donde, generalmente, los coeficientes a, by ¢ son fun

e

ciones de x , y ¢ es funcién de x, y, u, gﬁ y g;

Este lipo de ecuaciones Se presenta en problemas de ip-
genierfa que se relacionan con transferencia de calor,
vibracfones, elasticidad Yy otros.

Elfptica

Parabdlica

Hiperb6lica

En este capftulo se utilizarg el método de diferenciasg fi
nitas para encontrar una aproximacién a 14 solucidén de 103
tres tipps de ecuaciones,

Basicamente 1a aplicacién del método es igual que en las
€cuaciones diferenciales ordinarias, 1a inica diferencia
consiste en que las €cuaciones en derivadas parciales tie-
nen dos variables independientes Y POr consiguiente Se re-
quieren formulas de derivacign parcial en Tugar de 1as de-
rivadas ordinarias,

—_—
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5
: VII.1 FORMULAS PARA DERIVAR PARCIALMENTE

Para obtener las férmulas es necesario partir del conbci- ‘
miento de una funcién de dos varifables u(x, y), tabulada “
para diferentes valores de X, y; como se muestra en la|si- A
guiente tabla. é

‘o2 87 P N
y
X Yo yi y2 Ym
xg u(xg, yg) u(xg, yi1) u(xgp, y2) u(xg, yp
, x1 ulx1, y0)  ulxi, y1)  u(xy, yp) u(xj, ym)
' - u(xz, yo)  ulxz, y1)  u(xz, ya) u(xz, yo)
. & 29% S 2 S S
'g Xn u(xn, yo) u(xn, y;) u(xn, y2) ... u(xg, yp)
I Tabla VII.1

Partiendo de las expresiones vistas en el capitulo V pa-
iy ra derivar en forma ordinaria una funcién, es posible de-

ducir las férmulas

que corresponden a las derivadas part

ciales,

considerando que para aplicar las férmulas de de-

L rivacion ordinaria, se requiere que la diferencia entre

P lTos valores consecutivos de la variable independiente sdan
constantes. En las derfvadas parciales se tendri un espa
ciamiento constante para x, que se representa con Ax y
otro espaciamiento constante para y, representado por ay.

La derivada parcial de una funcién u(x, y) con respecto
a x, equivale a derivar en forma ordinaria la funcién
u(x, y), considerando como constante a ¥

Asi, para obtener la férmula de la primera deriv}da pan
cial de u(x, y) con respecto a x, en el punto (x,, yq),
se parte de aplicar la férmula:

d 1 '
o =FF2+Y1:I
x=xg

EEOR. 5% SN,
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sobre la funcidn u(x, y) en

debido a que en estos puntos y

fgual a y,, ademds como

du (x, y)
ax
x=xq
¥Y=Yo

Considegrando como pivote u
utilizando Ta notacién uj,
obtiene:

du
Ix

de manera anéloga:

3u
3y

1’J

Paral Ta segunda derivada p
puede partir de la férmula:

dy (x)
dx

Xi

tomando en cuenta que:
32 u
Ix dy
. Xi,y
con lo cual:

32 u
9x dy

i,j
- 1
2Ax

aplicando nuevamente la fér
dos puntos marcados:

32 u - _l_[ 1 [ us
KA. -3 - uj-
Ix 3y i,j 24x 2Ay

AR A

1
o 'TKE“i.j“*“iﬂ,j] e (2)
1,]

1
Ty E uj,j + “:i.,j+1] e (3)

-—3 # . . + 3 .
. 3y | 2ax |7 Yi-1,j Uit1,j

.3 g!!F» -

Tos puntos (xq, y,), (x1, yo)
permanece constante e
= 4x, la férmula buscada es:

we

—

1
iy [; ul(xg, yo) + u(xy, yg
E

n punto cualquiera (xj, yi) ¥
j en lugar de u(xi, yi), se

arcial con respecto a X, y se

z—iI-Eyi+yi+1] oo (&)

i

. 2u 3u
Wi-1,5 | ie1,j
mula (4), sobre u(x, y) en los

1,j-1 + “i-l.j+1i]

1
* Zay [; Uitl,j-1 F Ui+l 541

193
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simplificando:

Bhu - 1 Exi-l,j-lwi-l,jﬂ'Ui+1;j-1+Ui+1,j+J -« (5)
3X o9y 4(&x) (Ax)

‘Mediante un procedimiento semejante, se puede obtener ég
cualquier férmula de derivacidn parcial aplicando las éx- )

presiones del capftule

V. Algunas de ellas se presentan
a2 continuacién.

. : : [ i .
3 1 . ";ﬂ
|, . - 7hx {:“i‘lsi + “i+1,i] <o 46) 3
1,)] -
Bui 1 N
—y;i j‘- 24y E“i,j-l + Ui,j+1:[ e (7))
32y .1 ) L
%7 . T GEoZ |vi-1, - 2u1,j tuitr,j .. (B)
liJ
a2y 1
3;;‘. . T Tayyz [}isj‘l T 2u4,j +“ivj+£J cee (9
i,j]

Cuando se aplican manualmente las férmulas de derivacign
parcial, es conveniente ordenar los términos en forma ma-
tricial y anotar inicamente los coeficientes de las ordd-

. nadas que corresponden a cada posicidn. De esta manera

las expresiones anteriores equivalen a lo siguiente:

i ) 0
’ 3 | .
L x| . Tax |0 -1 (1ep
: *J 0 1 o
&
; ) 0 4
i Ju . 1 _
1 |, . &y | -1 1 oD
E 123 0 0 o
i .0
f;‘,
¥
0 -1 g
i du | \
E x|, . “7ax (0 2 0 cee (12
o a1 0 1 o ;
"0 0 ¢ 1
du 1 -1 0 1 s
3y = . (13 .
Yli,j 28y 0 o o
ik

e I

¢ el




[r.

32u
3xZ

i) 1 ¢ '
324 1 0 2
2. . T o2 - 0 (14)
1,3 0 1 0 §
\ 0 0 o !
3<u 1
W( BC RN (1s)
Ls 0 0 o
, -1 0 I
3¢ u _ 1
% 3y : = ZZ;—K; 0 0 0 ves (16)
’ 1 0 -}

ObsérJ;se que Tas férmulas de derivacién parcial de x so
lamente varfian €n una columna, mientras que las parciales
con respecto a v, varfan €n un so6lo renglén.

2 "ECUAClTONES N DERIVADAS PARCIALES ELIPTICAS

En Tas ecuacicnes en derivadas parelales de tfpo elipti
¢o se cumple que:

b2 - 4ac < 0

stendo a, b y ¢ los coeficientes de 1a ecuacién (1),

Dos casos de estas ecuaciones son:
a) La ecuacidn de Laplace: S

92

62
3v2 u(x, y) = 0

g;riu(x, y) +

b) La egcuacién de Poisscn:

92 92
322 (x, y) + 5;7 u(x, y) = £(x, y)

| .
La sotucién de 1a ecuacién de Laplace o ecuacién de ca-
Tor que representa el comportamiento de la temperatura en
una placa, se puede aproximar mediante la aplicacién del
método de diferencias finitas, sustituyendo Tlas expresio-
nes (8) y (9) en 1a ecuacién dfferencial, como sigue:

3%u 1 L T T D I O
._+gzij=Aﬂ Uklu‘2%u+uwh1 ay? mmrl‘th+Wd+ﬂ‘
i,j s
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COMo Ax = Ay = ) -

3%y 32y s 1

Fre) B + 3;3 o= Juieg,g - 4“i,j + Uit),j + ui j-; + “i,j+£
1,] 1,]

en forma matriciaj:

Para ilustrar 1a aplicacién de! método de diferencia

nitas, considérese e] siguiente problema de valores ¢
frontera.

S$1 la funcién u(x » ¥) representa las temperaturas qu
Se tienen en diferentes puntos de una placa, de 1a cy
SOn conocidas las temperaturas en la frontera de la
ma; entonces esta funcién debe satisfacer a la ecuaci
de Laplace, asf como las condiciones de frontera en ¢
la periferia de la placa, cuando ésta se encuentre en
equilibrio térmico. '

-

Para conocer 1las temperaturas internas de Ta placa s¢

brepondrd a é&sta, una mafla con ax = Ay = 1, de la sig
te forma:

, , ;) 1 ¢

3<u 3<u

w2, . tayEl. =1 -4 1 ool
1sd a3 0 1 o

Swn

al
is-
6n
oda

u(xi,Y1) u(x;,y;) u(xy,ys3) u(xy,y,) ulx;
ulx2,¥1) 4 ulxz,v2) | ulxz,y3) | ulxp,y,) u(x,
u(x3,y;) u(x3,y2) u(x3,y3) u(xs,yy) u(xs

ulxy,y1)  ulxy,y;) u(xy,ys) u(xy,y,) u(xy,ys)

dohde u(x),y1), u(x1,y5), ulx;,y3), ulx),y4), u(x,ys)
u(x2,ys5), u(x3,ys), ulxy,ys), ulxu,y4), ulxy,y3), u(xy
ulxy,y1), ulx3,y;), y u(xy,y1) son las temperaturas
la frontera de la placa las cuales se conocen. Lo que

desea determinar son los valores de u(x2,y2), u(xy,y3),

u(xz,y4), ulxs,yp), u(x3,y3)
Presentan las temperaturas int
grarlo se aplicard el arreglo
tos internos. Considerando u(
tiene:

| sz NS &

y2),
én
se

Y u(x3,yy) los cuales rg—

ernas de la placa.

Para

To

(17) a cada uno de 1os pun-
X2, yz) como pivote, se gb-
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z 0— | J
L i u(xz,y;,) u(xy,y3) u(xy,yy)

- 1
u(x3,y5) u(x3,ys) u(x3,yy)

0 —0

Yo cual significa que:

' [;(!2,Y1) + u(x2,y3) - 4u(x,y,ys) + u(xy,y,) +1Kx;,y2)]= 0

Efectuando 1o mismo para los demds puntos internos:

E-'(’FZsYZ) + u(xz,y4) = bu(xz,y3) + u(x,y3) + u(x3,y3)] =0 j

]
o

{}(12:Y3) + ulx2,ys) - 4ulxz,y4) + ulxy,yy) + u(xa.yui]

[;(xa.y1) + u(ia.ya) = 4u(x3,y2) + u(xz,y3) + u(xu,yzi] =0
[;(23.yz) + u(x3,y4) - 4ulxs,ys) + ulxy,ys) + u(xu,y3£] =-0
=0

[;(Xa,Y3) + u(x3,y5) - 4ulxs,yy) + ulx,,y,) + u(xk,yki]

suponiendo que las temperaturas en la frontera de la pla
> €ca son:

u(xy,y;) = 50 u(xy,ys) = 70
u(x),yz) = 5 u(xy,yy,) = 80
u(x;,y3) = 5 u(xy,y3) = 90

u(xy,yy) = 10 u(xy,ys) = 80

i
A
=
]
b
3

u(x1,ys) = 30 u(xy,y1) = 70

R R R e iSO

u(xz,ys) = 40 u(xz,y;) = 30

u(x3,ys) = 40 u(xz,y1) = 30
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se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas
Tineales:
Ta 30 + u(xz,y3’ - 4u(xé,y2).+ 5 + u(xjy,y3) =0
u(xy,y,) + u(xy,yy) - bu(x,,y3) + 5 + u(x3,y3) = 0

' u(xz,53) + 40 - 4u(xy,yy) + 10+ u(xj,yy)|= 0

30 + u(xj3,y3) - 4u(xj,yy) + u(xy,y2)+ 80=0
u(x3,yz) + u(xy,yy) - du(xj3,y3) + u(x,,y3) + 9= 0

u(x3DY3) + 40 - 4U(x3,YI4) + U(Xz,}'q)‘f' 80|= 0

Resolviendo el sistema por el método de Gauss-Seide , con
dyuda de una computadora digital, se obtiene que las tem-

peraturas internas de 1a placa son:

u(xy,yz) = 22.185 u(xs3,yz) = 46,481
u(xz2,y3) = 27.636 u(x3,y3) = 53,739
u(xy,yy) = 29,619 u(x3,y,) = 50,839

VII.3| ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES PARABOLICAS

-as ecuaciones en derfvadas parciales de tipo parabéli-
€0 se presentan en problemas de propagacién. La reladién
que cumplen los coeficientes a, b y c de la ecuacién (1)

es:
E b2 - 4ac = 0
Para el an&lisis de este tipo de ecuaciones, se utiliza T
rd el problema clisico de transmisién de calor en una S0 ;
la direccién; este problema se representa por Ta ecuacfign:
é Wi 92 o
T3 u(t , x)= k Fia u(t , x) oo (118)

cuando el flujo de calor es enr la direccién x, siendo| t
. el tiempo y k una constante que depende de la conductiyi
Eé dad térmica, densidac Yy calor especifico del material.

Aplicando el método de diferencias finitas, las férmut
las de derivacidn numérica que se utflizan son:

j% u(t , x)

-1 _
i, - Atl(ti+l » %) ule, ”‘4)
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oxz ot )

i,j

cfs :
- (ATI)Z {uCts, x5-1) -2uley, xj) +ulti, xj+1))

: en'donLe el anflisis de la temperatura se ha
to j en el instante
de la temperatura en es

ré en el pun
i, desedndose averfguar el valor
€ punto en el instante i + 1.

. Sustituyendo las férmulas de derivacién numérica en 1la
% ecuacién diferencial (4), se obtiene:

ulti+y, x5) - u(ti, xj) _ _k
| At Ax2

despejando el punto de interés:

E‘(ti, Xj-1) = 2u(ti, %j) +ulti, xj+1):l

u(ti+y, x§) = u(ti, x§) + IZ—)A(E u(ti, xj-1) - 2u(ty, x§) + u(ty, xj+1):, (1)

para quL Ta solucibn sea estable se debe cumplir que:

At <o.5

’ k

Considérese por e
aislada en tres de

Ax2

Jemplo una barra delgada 1a cual ests
sus lados y cuenta con una fuente de

calor de 100 °c por el

lado restante seglin se muestra en

la siguiente figura:

AISLAMIENTO

(L

7

BARRA DELGADA

100°C

z 7 I/ 24

h)

Figura vITI.1

si en el instante ¢

a ba

7

to Se suprime el aislamiento del

extremo jzquierdo de 1

rra entonces ese punto queda en

tura como 20

contacto con el medio ambi
o
C.

ente,
Dividiendo la

consideremos esta
barra en nueve tra

tempera
mos de

£
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la misma longitud se obtiene:

m
x
=
T

=
E
<]

- =X

P

7.

AISLAMIENTO

—

100°¢C

z

3 5 5

/~ |
%
6 /4/17/ 8 7 /33/;27;
/
u(0,x) =100 %ﬁ:o

Figura VII.:
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La 3% 5 igual a cero en el extremo derecho de la |

debido a que en ese
tante por la fuente

Como una simplificacién, supSngase que la constantd
es igual a la unidad, de donde At = 0.5 para que @
mino kAt/ax? = 1(0.5)/(1)2 = 0.5 garantice una sg

estable.

punto la temperatura permanece ¢
de calor de 100 °c.

Sustituyendo este valor en (19) se obtiene:

simplificando:

u(ti+1,xj) = O.SEx(ti,xj_l) + “(ti"j*'l):l

esta expresidn indica que la temperatura en la posidg

de la barra en é1 tiempo i + 1, es funcifn de las t

raturas en el tiempo i en las posiciones j -1y
\

Aplicando la expresidn (20) a cada uno de 10§ puntog

que se dividi§ la barra, se obtiene para el instante

u(tl, xl) = 20

u(t), x,) = O.SE.l(to, x1) + u(tyg, x3)] = 0.5(100 + 100) 3

u(ty, x3) = O.SEx(to, x3) + u(ty, x..)] = 100
u(ty, xg) = o.sE.(co': x5)+u(t0,xlo):] - O-SE‘(tO’xB) + u(ty

para el instante i = 1, resulta:

. ot a

u(ty, x3) = 20

u(ty, x3) = O.SEx(tl,xl)+u(t1,x3)] = 0.5(20 + 100) = 60
u(ty, x3) = 0-5Ex(t1,Xz)+ u(tl,x;.)] = 0.5(100 + 100) = 10
u(ty, xy) = O.SEx(tl,x3)+ u(tl,xSEI = 100

u(ti+y, x3) = u(eq, xj) + O.SEx(ti,xj_l) - 2u(ty,kx;) + u(ti,xj.,.l)]

- i
u(tz, x9) » 0.5|u(t;, xg) + u(tl,nogl‘ °-5E1(t1, xg) + u(t), xg

arra
ons-

1 tér
lucién®

(20)

i6n j
empe-
i+ 1}

en
i=0:

e AR S B i
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‘%. Este proceso se debera continuar para i = 2, 3, 4, ey
. hasta que 1a temperatura de la barra se estabilice en to-
dos sus puntos. El resultado es el siguiente: ;
t X] X5 X3 Xy Xg Xg X7 Xg Xg X}
- ]10.0 120 100 100 100 100 100 100 100 100 1900 4
0.5 20 160 100 100 100 100 100 100 100 1¢0
1.0 20 60 80 100 - 100 100 100 100 100 100
1.5 20 50 80 90 100 100 100 100 100 100
2.0 20 50 70 90 95 100 100 100 100 100
2.5 po 45 70 83 95 98 100 100 100 140
3.0 o 45 64 83 91 98 99 100 100 100
3.5 20 42 64 78 91 95 99 100 100 100
4.0 20 42 60 78 87 95 98 100 100 100
4,5 20 40 60 74 87 ;3 98 99 100 10p
19.0 | 20 32 44 55 65 74 82 8 95 100

\

\

A

-I.4 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES HIPERBOLICAS

S

En este tipo de ecuaciones, la relacién que guardan los
coeficientes a, b, y ¢ de la ecuacién (1) es Ta siquien-

te:

b2 - 4ac > 0

La solucién de una ecuacifn de este tipo tiene las mis-~
mas caracterfsticas que la de una ecuacin de tipo para-

bélico.

Un ejemplo cl4sico de una ecuacifn en derivadas parcia-~

les de tipo hiperb6lico es el siguiente:

92

brando, en donde la funcign y(t , x) proporciona

k2 22 ¢ -2y, w0
oxz y(t s X) ez Y(t, x PN

(21)

esta ecuacibn representa e] movimiento de una cuerda vi-

la dis

tancia perpendicular a 1a cuerda en el instante ¢ en

Ta posicién x, esto es:

ASWE:

o O
el SR

RS

RN

;
<
J
-

P
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Y

y(t,x)

Cuerda

T
X

Figura VII.3

Como ejemplo ilustrativo, considérese una cuerda f{ja
en sus extremos, de longitud unitaria, la cual se tdnsa
0.3 unidades en un punto situado a 0.4 unidades de gu lon
gitud. La siguiente figura muestra la cuerda dividida en
10 tramos de magnitud 0.1 cada uno.

0.24

<39 eh

t t f

0.3 04 0.5 0.6

Figura VII.4

Las condiciones iniciales del problema, para ;67= o} son
fdciles de obtener a partir de la figura VII.4.

BB i SRR U T e T =

——t+—— w‘%

1
0.7 0.8 0.9 E X




&
Y

%% U < x < 0.4
y(0', x) = -
%(1-;‘) 0.4 < x < 1.0
ademés:
2 o(e . x) -0
e V(e |, _ . (22)

- debido a que la cuerda antes de soltarse parte del repo-
S0 con una velocidad nula en el instante tg = 0.

Los desplazamientos en los extremos de la cuerda son nu
los, debido a que estd fija, por lo tanto:

’ y(t,0) =0 ;  y(e,1) =0

Iag férmulas de derivacién que se sustituirdn en la ecuad
cién (21) son:

92 1 - — R
ErRALEE M i B2 E'(tl, xj=1) = 2y(ti, x§) +y(ti, xJ+1)]

(23)
y: ‘
92 1
Ty RACER I i 'ATZE’(H-I» x§) = 2y(ti, x§) + y(ti4y, Xj)] (24)

siendo el valor de y(tg »xj) el desplazamiento de 1a cuer .
da en el 1instante i “en &l punto 3. -

Cabe hacer la aclaracién que aidn cuando y(t, x) es una
funcidn continua, cuando se trabaja con el mé&todo de di-
ferencias finitas, esta funcién se considera discreta,
obteniéndose el valor de la funcién s6lo en los puntos
de divisién j. En la figura VII.4 se observa_que x5 = 0,

X1 = 0.1, x; = 0.2, ..., %19 = 1.0; en general se puede
expresar como:

xj = T% para j=0,1,2, 3, ..., 10
Por otra parte t; representa el tiempo en el instante

i,

Sustituyendo_las férmulas de derivacign (23) y (24) en
Ta ecuacién (21):

2
Ak? [_;(ti, xj~1) = 2y(ti, x§) + y(ti, xj.H):l - (_Aﬁ .E'(ti—l: xj) -

2y(ti, xj) + y(ti+1, %) ]

s ks e B

B Lo
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despejando y(ti+y, xj) que proporciona el desplazamien

to de la cuerda en el” punto j en el instante i + 1
se obtiene:

| vor

y‘(tiﬂ, x5) = 2y(ti, x§) - y(ti-y, x5) + Cz[y(ti: xj-1) - 2y(t; , xj

+
+y(es, xj+1)] (25)
3 =
dande: é
k2(at)? )
c? = —Ax—z— 1IN n 2
La estabilidad de 1a solucifn estard garantizada, si pl
valor del cuadrado de la constante k es cercano a la upt
dad, pero sin exceder este valor.
Para simplificar los cdlculos consideremos k = 1, ep-
tonces si At = 0.1 y Ax = 0.1 se obtiene:
2 . 12¢0.1)2 _
“*"wonr -!
con lo cual la solucidn serd estable. Sustituyendo en| la
ecuacién (25):
g
ytit+y, x5) = y(ti, xj-1) + y(ti, xj+1) - y(ti-1, x§) vl (26)

donde j =1, 2, 3, ..., 9 ya queen j =0y j =
los desplazamientos son nulos.

E1 método para resolver la ecuacién (21), implica la
lizacidén de la ecuacidn (26) para Tos instantes
i F 0o, 1, 2,

Para i = 0

y(ty, xj) = y(to, xj-1) + y(tg, xj41) = y(t_, x3) e (2

j=1,2, 3, ...9

V)

B

%=




en donde y(tg, x) se obtiene de las eondiciones fniciald
del problema y el dltimo término del segundo miembro de
Ta formula (27), se obtiene expresando en diferencias fi
nitas la condicién (22):

1
22¢ [:y(tx, Xj) = y(toy, xj)] =0
de donde:

y(t.,, x;) = y(ty, x3)

sustituyendo en la férmula (27):

1
Y(thxj)‘f [y(to,xj-l)'l' y(to,xj+1)] oo (28)
j=1, 2,3, veey 9

Pard i = 1:
y(ty, xj) = y(ty, xj-1) + y(ty, x541) - yCeo,x§) . ... (29)

i=1,2,3,.,.,,9

para |los instantes siguientes, i = 2, 3, 4, ... se util
za la formula (26):

Aplicando las férmulas (28) y (26) se resuelve la ecua-
cién (25).

Los resultados que se obtienen, con ayuda de una compu-~
tadora digital son:

Al

v

X0 X) X2 X3 Xy X5 Xg X7 Xg Xg X10

.0 0.00 0.08 0.15 0.23 0.30 0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 (.00
.1 0.00 0.08 0.16 0.23 0.24 0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 d.00
0.2 0.00 0.08 0.16 - 0.17 0.18 0.19 0.20 0.15 0.10 0.05 d.00
0.31 0.00 0.08 0.09 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.10 0.05 d.00
0.00 j 0.01 0.03 0.046 0.06 0.07 0.08 0.08 0.10 0.05 d.00

0.5} 0.00 : -0.05 -0.04 -0.02 -0.01 0.0l 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00
0.00 -0.05 -0.10 -0.09 -0.07 -0.06 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0|00

&
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Estos resultados que proporciona el método como solucién
de la ecuacidn diferencial, se pueden apreciar mejor, grd
ficando los diferentes valores de x para cada uno de 19¢s
tiempos. Con esto se observa el comportamiento de la
cuerda a partir de que es soltada.




;
2
1

3
=

- APENDICE

ISIS COMBINATORIO Y TEQREMA DEL BINOMIO

|

Para efectuar el andlisis y resolucifn de diversos pro-
blemas que se Presentan dentro de 1a Ingenierfa, de las
ciencias Fisicas, Sociales, Econémicas Yy otras, ha ido
cobrando gran importancia, el andlisis combinatorio como
instrumento matematico,

Por ejemplo en 1a Ingenierfa de Trinsito (rama de Inge-
nierfa de Sistemas), el anflisis combinatorio resulta §-
til para 1la determinacién, Programacién y control de los
horarios del sistema de transporte urbano en la Ciudad
de México.

Como 1los ejemplos anteriores se podrfan mencionar muchos
otros, en los cuales el andlisis combinatorio es de gran
utilidad, por esto, resulta necesario su estudio.

En este apé&ndice se Presentan a manera de introduccién
los elementos bidsicos del andlisis combinatorio, asf co-
mo algunos ejemplos flustrativos.

PRINCIFIO FUNDAMENTAL DEL CONTEO

Si tenemos por ejemplo, tres objetos a, b, ¢y se de-
sea determinar de cudntas maneras se pueden ordenar es-
tos objetos tomando uno, dos o tres a la vez, podemos co
nocerio obteniendo 1los arreglos, que son:

tomando un solo objeto:
a, b, ¢
tomando ldos objetos a la vez:

ab, ac, ba, bec, ca, cb

e Ak

20;
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tomando tres objetos a la vez:

abc, acb, bac, bca, cab, cba

Cuando se tienen tres objetos, resulta fdcil enumerar
cudntas ordenaciones se pueden formar tomando los obje

tos de uno en uno, de dos en dos o de tres en tres. Sin

embargo, resulta prdcticamente imposible enumerar todag

las ordenaciones que se pueden formar si se cuenta no d
tres objetos sino con treinta, cuarenta o més.

Un procedimiento mds adecuado para averiguar el ndmerp
de ordenaciones que se pueden obtener con n objetos tof

mando r a la vez, serfa el conocer una expresidn que pro

porcione este nimero sin tener que enumerar las ordenar

ciones. Para deducir esta expresidn se partird de las

siguientes reglas, con las cuales se enuncia el paincipio

fundamental de conteo.

REGLA DEL PRODUCTO.- Si un evento puede ocurrir en o

distintas formas y otro evento puede ocurrir en a dig

tintas formas, entonces existen m x o distintas formas

en las que los dos eventos pueden ocurrir.

RlGLA DE LA SUMA.- S1 un evento puede ocurrir de m di
tintas formas y otro evento puede ocurrir de o distin
tas formas, entonces existen mw + n distintas formas 4
la que uno de esos dos eventos pueden ocurrir.

Como ejemplo para ilustrar estas dos reglas, considerd
mos las cinco primeras letras del alfabeto a, b, c, d,
y las tres primeras del alfabeto griego «, B ¥y v

a, b, Cc, dv e, a, B: Y

EY claro que existen 5 x 3 = 15 distintas formas de sq
le¢cionar dos letras, una de cada alfabeto, é&stas son;

ao aB ay
ba bB . ) by
ca cB cy
da ds dy
ea . : eB eY

también es evidente que existen 5 + 3 = 8 distintas fd

mas de seleccionar una letra, ya sea de uno o de otro al

fabeto, éstas son:

a! b! c) d’ e! al B’ Y

=




jemplo 1 . : 2

La compafifa de transportacién maritima "Canguro"
cuenta con 5 barcos que navegan entre las ciudades
de Barcelona (Espaifia) y Gé&nova (Italia). ;pe cuin -
tas maneras Puede una persona ir de Barcelona a Géno
Va y regresar em um barco diferente? -

Solucidn

. ins AR

Existen 5 diferentes formas de efectuar 1la Primera
travesia y con cada una de éstas, existen 4 diferen-
tes formas de regresar (ya que la Persona no puede
regresar en el mismo barco); entonces el nimero de
maneras de efectuar egtag dos travesias es:

5 x 4 = 20

Ejemplo 2

En un librero se tienen 22 libros, 5 estdn escritos
en inglés, 7 en alemin y 10 en francés,

a)| ¢(De cuintas
libros que

! maneras se pueden seleccionar dos
i
- ’ tes?

estén escritos en idiomas diferen —

b) ¢De cuiantas

maneras se pueden seleccionar dos
libros sin

importar el idioma en que estén?
: Solucién
a) Se puede obtener alguna

naciones para seleccio
en idiomas diferentes.

de las siguientes combi
nar dos libros escritos

inglés, aleman
inglés, francés
' alemin, francés

Existen 5 x 7 maneras de obtener un libro en in
‘8l8s y otro en aleman, 5 x 10 maneras de obtener
un libro en inglésgs Yy otro en francés y 7 x 10 ma
neras de obtener un libro en alemdn y otro en

francés, por lo tanto, el niimero total de mane -

ras en la que se pueden obtener dos libros escr
tos en idioma diferente es:

i
5%x7+5x10+ 7 x10 = 155

b) Para seleccionar dos libro

ma en que estén escritos,
siguiente:

S sin importar el idio
el razonamiento es el

s sl 7 8 « < bmbasaiital. P
i

i
L




Se tienen 22 maneras diferentes de seleccionar
el primero; una vez seleccionado, existen 21 for
mas de seleccionar el segundo, por lo tanto exis
ten 22 x 21 = 462 formas de seleccionar dos 1i — i
bros cualesquiera. _ :

DIAGRAMAS DE ARBOL

o
A

¥,

n diagrama de drbol es una representacibén grifica, que
se utiliza para mostrar la secuencia en la cual ocurren
ciertos eventos.

E1 drbol estd formado por puntos o nodos que represenr
tan instantes en el tiempo o lugares en el espacio, Yy e
por 1fneas o ramas que representan las posibles acciones ag
que pueden tomarse. Los nodos y ramas se encuentran uni :
dos como se muestra en la siguiente figura:
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E1 nodo (Np) representa simplemente el inficio del Arbol.
Las ramas siempre estdn unidas por dos nodos, pero de un

nodo pueden partir dos o mis ramas.

Por ejemplo, el diagrama de &rbol que representa el pro

blema enunciado en el ejemplo 1 es:

garc0 2
BARCO3

e BARCO 4
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Ejemplo 3

En la fase semifinal de un torneo de tenis, se en-
ycuentran cuatro jugadores, para identificarlos llame
mos A, B, C y D a cada jugador. Elaborar unm diagra-
ma de arbol que presente todas las diferentes alter-
nativas en las que puede terminar el torneo.

Solucidn

El primer lugar del torneo puede ser ganado por cual -
quiera de los jugadores A, B, C 8 D, si consideramos que
gana C, entonces el segundo lugar puede ser ganado por A,
B &6 D, si consideramos que el segundo lugar lo obtiene A,

l —_ PN ialtriaialiid
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ibles se representan grdficamente como sigue:

|2 22 32 4
O—g 3
O—O=——F 3
O3

O —O=——8 ¢
@==
O—5— &
E—o=—"3 9
=83
O—8

®
I=inicio © :; :;

ORDENACIONES Y PERMUTACIONES

se pueden formar al seleccionar r de los n

que se pueden ordenar estos niimeros son:

tokando un soio nimero:

1, 2, 3

toLando dos nimeros a la vez:
12, 13, 21, 23, 31, 32

toLando tres nimeros a la vez:

123, 132, 213, 231, 312, 321

entonces el tercer lugar podrd ser‘ganado por B § D
;guiendo este razonamiento, todas las alternativas pq

Si tenemos por ejemplo 1, 2 y 3, las distintas formas

Se debe entender por ordenaciones de n objezos tomang
de ellos a fa vez a los diferentes grupos ordenados qy

objetqg

si=-
§i —

0 r

[1]

S.
en
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Sea 0(n, r) el nimero de ordenaciones de = objetos que
se pueden obtener tomando r de ellos a la vez; para ha
1lar una expresidn que nos permita conocer O0(n, r) consi
deremos el siguiente andlisis:

el nﬁmeLo de formas en que se pueden ordenar r de n obje-
tos, equivale a colocarlos en r distintas localidades. E-
xisten n formas para llenar la primera, n ~ 1 formas de
llenar la segunda, y asf sucesivamente existirdn n - r + 1
formas para llenar la r-ésima localidad.

LAP , n-1 l n-ZAT— ‘e lin-r+fw

1 2 3 .o

aplicando la regla del producto:

O(n, r) = n(n - 1)(n - 2) ... (n~-r+1)

esta expresién se puede escribir como:

(n—r—l)(n—r)(n-r;15 p;. (n~-1) n

_ 1 x 2 x 3
O(n, r) = 1 x 2 x 3 (n-1r-1) (n-r)
finalmen'te:
n!
0(n, r)-(n-r)! e (1)
C oy L2
Ejemplo 4

Consideremos el ejemplo presentado inicialmente, en
el cual se desea saber de cuintas formas se pueden
ordenar los nimeros 1, 2 y 3 tomando uno, dos o tres
a la vez, esto equivale a obtener 0(3, 1), 0(3, 2) y
0(3, 3) respectivamente,

Solucidn

3:

0. D =TT -

estag tres ordenaciones tomando un solo elemento son:
1, 2, 3

a suvez:
3!
6

003, 2) = =5y = .

las seis ordenaciones tomando dos elementos a la vez
son:

12, 13, 21, 23, 31, 32
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el nimero de permutaciones de n objetos se representla-
ra por Pp, por lo tanto:

an = n!]
asii en el ejemplo 4, cuando se obtuvo el nimero de orde-

na
ve

y por {ltimo:

0(3, 3) = 73_%i37T =6

las seis ordenaciones tomando tres elementos a la
vez son:

123, 132, 213, 231, 312, 321

Ejemplo 5§

Ocho personas entran en un autobis que cuenta con
20 asientos disponibles, (de cuintas maneras diferen
tes pueden sentarse?

Solucidn

La primera persona puede seleccionar 20 diferentes
lugares para sentarse, la segunda 19, la tercera 18
y asi sucesivamente hasta que la {ltima persona (l&
nimero ocho), se podra sentar en alguno de los 13 lu
gares disponibles que quedan. Utilizando la regla
del producto, el niimero total de formas en las que
se pueden sentar es:

20 x 19 x 18 x ... x 13 = 5,079,110,400
o bien:

\
0(20, 8) = 7528y = 5,079,110,400

n particular, se deberd entender por permutaciones
s ordenaciones que se forman con = objetos conside-
ndo todos ellos a la vez, esto es:

o

0(n, n) --mf“:n)!-= n!

ciones de los nimeros 1, 2 y 3, tomando los tres a lh
Z, se obtuvo el nimero de permutaciones, esto es:

P3 = 0(3, 3) = 3! = ¢

L]

3
1
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ORDENACIONES Y PERMUTACIONES CON REPETICION - - o

Las oLdenacioneé con nepeticidn son aquellas en las cua
les pueden repetirse los objetos que la. forman, as7 por
ejemplo el nimero de ordenaciones con repeticién que se
pueden formar con las letras A, ByC son:

tomando una sola letra:

A, B, C

’ tomandl dos letras a la vez:

e R R

AA  BA cCA

AB BB CB

AC BC cc 2
tomanda tres letras a la vez: - L

AAA BAA  CAA

AAB BAB CAB

AAC BAC CAC

ABA  BBA CBA

ABB BBB CBB

ABC  BBC CBC

ACA BCA cCA

ACB  BCB  CCB T an

ACC  BcCC cce

Sea OR(n , r)

el andlisis que se hizo pa

O(n, ).

Si consideramos

el nimero de ord
de n objetos tomando r
permite conocer OR(n , r)

a la vez.

enaciones con repeticidn
Una expresifn que
es fdcil de obtener utilizande
ra las.ordenaciones simples

que tenemos r lugares disponibles para

colocar n objetos, los cuales se pueden repetir, existi-

rdn o formas de lle
también, n formas d
de ser ocupada por

puede repetirse el objeto colocado en la

dad.

antes,
primera locali-

nar la primera localidad; existirin
e lTlenar la segunda, ya que ésta pue-
1os n-1 objetos rest

o bien
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por lo tanto, aplicando la regla de producto

OR{(n, r) = n xn x n ce+. Xn r veces

OR(n, r) = nt e (2)

Al igual que las permutaciones simples, las peamutalio-
nes con repetficibn serdn las ordenaciones con repetikcidn
de n objetos, tomando los o objetos a la vez:

PRy = OR(n, n) = nm

Ejemplo 6

Para controlar los vehiculos que circulan eén la Re-
piblica Mexicana, todos cuentam con una placa de 1den
tificacidn que consta de tres niimeros y tres letras.

; Con este sistema ;Cudntos vehTfculos como miximo te
£ pueden controlar?

Solucidn

o Se tienen dos conjuntos de n objetos, el primero
ng de ellos estd formado por los dfgidos del 0 al 9y

el segundo son las letras del alfabeto de la A a la z.
Analizando el primer conjunto:
¢y =4{0, 1, 2, 3, ..., 9}

¢De cuantas formas se pueden ordenar los diez elel|—

mentos del conjunto C;, tomdndolos de tres en tres|y
considerando que se pueden repetir? La respuestala e
esta pregunta estd dada por: “‘a

OR(n, r) = nt
siendo en este casp n = 10 Yy r =3, sustituyende¢:
OR(10, 3) = 103 = 1000

este resultado es obvio, las ordenaciones con repet]
cidn son:

- EE
¢

000, 001, 002, ... 998, 999

analizando el segundo conjunto:

C, = {A, B, C, ..., 2}

el nimero de ordenaciones con repeticidn, tomando
tres elementos del conjunto C, estd dado por:

OR(26, 3) = 263 = 17,576
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Aplicando la regla del producto, el niimero total de
ordenaciones con repeticidn que se pueden formar con
los dos conjuntos es:

OR = OR(10, 3) x OR(26, 3)

OR (1000)(17,576) = 17,576,000

y considerando que los conjuntos pueden intercambiar

su posicidn dando una permutacidn diferente, esto es:

’ NNN  LLL
o bien:

TE U

LLL NNN

sienjo N = ni@imero y L = letra, entonces el ndmero
total de vehiculos que puede ser controlado es:

’1

Ejemplo 7

ORT = 2xOR(10, 3) x OR(26, 3) = 35,152,000

Los vehiculos registrados enm el Distrito Federal,
tienen una placa de identificacidn formada de la si-
guiente manera:

L NNN LLL
a diferencia de los vehfculos registrados en esta 2o
na, todos los vehiculos registrados en provincia tie
nen una placa de identificacidn formada como sigue:

‘ LLL  NNN

e

Cuil es el niimero total de vehiculos que pueden re-
gistrarse en el Dsitrito Federal, si ademds se sabe
que todo vehiculo registrado en esta zona tiene una
placa de identificacifn formada de alguna de las si-
guienFes maneras:

NNN  ALL
1

NNN  BLL
!

NNN  CLL
!

NNN  DLL

-

Soludidn
Tomando el conjunto de los niimeros:

OR(10, 3) = 10 x 10 x 10 = 1000

s | T T
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e

881lo puede ser ocupada por las letras A, B, C, &
con lo cual tendremos entonces:

OR = 4 x 26 x 26 = 2,704
y utilizando la regla del producto:

OR. = 1000 (2,704) = 2,704,000

PERMUTACIONES CON GRUPOS DE ELEMENTOS IGUALES

w g

'Un problema diferente a los tratades anteriormente,
ria averiguar de culntas formas se pueden ordenar =
Jetos en donde existen q,, 92, 93, ..., q¢ grupos de
jetos iguales.

Considérese que el nidmero de permutaciones buscado ¢
entonces si los q; objetos iguales fueran reemplaza
por gq; objetos diferentes, se podrian formar gq,!
mutaciones sin alterar la posicién de ninguno de ios
Jetos restantes, y si en cada una de las x permutag
nes se hiciera este cambio, se obtendrian xq1! perm
ciones., En forma similar, si los q; objetos iguale
fueran reemplazados por q, objetos diferentes, el n
ro de permutaciones que se obtendrian, serfa:

xqy! qz-

generalizando este razonamiento, para 93, 945 95, - -
se obtiene:

xq3!qp! q3! ... qg!

La expresidn anterior, implica que todos los objetos
diferentes, por lo tanto admiten n! permutaciones,
to es:

J xq1! a2t q3! ! ... q¢! = n!

espejando la incégnita x:

n!
Q17927 q3! ... qe!

X =

ustituyendo x por P(m, qi, q2, ... qt), Se obtie
e finalmente:

3 »n

n.
-

T q1taz' a3t ... qt!

P(n, 91, 925 93, .-+, q¢)

rara el conjunto de las letras la primera localid#d

se-
ob
ob-

S x,
dos
per
ob-
io-
uta
S

ame

¢

S b o 52 B FEPR. M
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Bjemplo 8 S S

i(Culntas permutaciones pueden formarse con las le-
tras de las siguientes palabras?

a) Luz ey J Al .
: ) T as - ;’
Wl P33 g =1 )
: (J) 1 acr
= M =
P(3, 1) = 3! 6\_ J |
b) Madrid Y — :

n==6,; q = 2 :
P(6, 2) = $% = (3)(4)(5)(6) = 360

c) Alfalfares

n=103; q; =3 ;q;=2; gq3 =2

t
P(10, 3, 2, 2)-3!;\?'2,-5: 6x7x8x9x10-=

= 151,200

PERMUTACIONES CIRCULARES

Consideremos que se tienen n personas. ¢De cuéntas ma
neras se pueden ordenar para formar un circulo?

Existe una diferencia entre un arreglo en 1fnea de n ob
jetos diferentes y un arreglo en cfrculo. Las ordenacio
nes en cfrculo se consideran fguales si sus elementos
tienen el mismo precedente Yy consecuente en el sentido
de las manecillas del reloj, de tal manera que si en un
arreglo todos los elementos se recorren r lugares en el
mismo sentido, el nuevo arreglo no se considera como una
permutacién diferente. Si las n personas se acomodan
de tal manera que formen un cfrculo Y se hace que una de
ellas ocupe una posicién fija, las restantes n - 1 posi-
ciones podrdn ser utilizadas por las n- 1 personas que
quedan utilizando la posicién fija de 1la persona selec-
cionada como referencia; entorices existirin (n- 1): for
mas de ordenar a las personas restantes.

I

Ejlemplo 9 n N

i . P
Antes de iniciarse el encuentro de basquetbol entre
el equipo A y el equipo B, el Arbitro 1lamd al cen —
tro‘de la cancha a los integrantes de ambos equipos.

b oMb

219/
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tomando cuatro a la vez:

1A T
2a 28
¢1() 3a (:) 38
44 4B 1
s 5B

tDe cuintas maneras ge pueden colocar los diez jugat
dores en torno al circulo d *- melia cancha?

Solutidn

LG

I

3 s o q——t L ; ;
Los jugadores se pueden ordenar de (n - 1)! maneras

diferentes, esto es:

(10 - 1)! = 362,880 /

COMBINACIONES

4oy oa
e s

Se'debe entender por combinaciones de n obfetos tomandd
r de eflos a La vez, a los diferentes grupos que pueden
marse al seleccionar r de los n objetos, sin importar el
orden de los objetos que forman cada grupo. Asi por e]
lo, las diferentes maneras en que se pueden acomodar lag
letras a, b, ¢ y d sin importar el orden de las mismas (|
mero de combinaciones) tomando una, dos, tres o cuatro a
la vez son:

‘ =
tomando una sola letra: L aae

a, b, ¢, d; {existen 4 formas)

tomando dos a la vez:

ab, ac, ad, bec, bd, cd; {existen 6 formas)

tomando tres a la vez:

abc, abd, acd, bed; (existen 4 formas)

abed; o (existe una forma)

nd

. RS . mmime.  weem

]
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§£a é(n, r) el nGmero de combinaciones de n objetos to-
mando r a la vez. Cada una de las C(n, r) combinaciones
qQue se pueden obtener, podrin ser ordenadas entre sf de
r! formas. Por lo tanto, aplicando la regla del produc-
to existirdn c(n, r) r! ordenaciones de n objetos tomados
de r en r, esto es:

€(n, r) r! = 0(n, r)
despejando C(n, r):
O(n, r

¢(n, r) = 7

r.

esta expresidn se puede escribir como: "

C(n, r) =

n(n-1)(n-2) ..., (n-r+l)
Py sup Aswex3 all

multiplicando y dividiendo por (n-r)! se obtiene::

- b(n-1)(n-2) ... (n~r+1)(n-r)!
Q(n, ) r! (n-r)!

J(n r) = a(n-1)(n-2) ... (n-r+1) (n~-r) (n=r-1) ... + 2 + 1
AL, r!(n-r)!

"finalmente:

n ! cee (&
Ca, ©) = oyT » “

[y ]
Ejemplo 10
. P o ' . i
iDe cudntas manerds se puede hacer una seleccidn de
5 personas de un grupo de 15 de ellas?

El nimero de maneras en que se puede hacer 1la selec
cidn (nGmero de combinaciones) es:

15! o
W13, ) = sy - 5yT = 3003 ;

Ahola bien, de cuintas maneras se puede hacer una
seleccidn considerando que: ¥z

a) Una persona en particular siempre quede inclui-
da dentro de la selecciédn.

8i una persona queda siempre dentro de un grupo
de 5 de ellas, faltari seleccionar a 4 personas
de un total de 14 restantes:

l 14!
| S0 O = Ty = 1001

st . il i

i.’:“.‘..m@m Len¥en ol
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-do que ‘cada Pregunta tiene un valor de dos puntos.
De cudntas maneras puede obtener una calificacidn dé:

. . AN -
b) Si una persona en particular siempre queda exd
cluida de la seleccidn.

En este caso se deberi hacer la seleccifn de 5
personas de un total de l4:

" S {
C(14, 5) = Tz sy = 2002

Ejemplo 11

Un examen que consta de 5 Preguntas se le proporcig
na a un estudiante para que lo resuelva. Considerag

a) 8 puntos
b) 4 puntos

c) 10 6 0 puntos

Solucidn e, -

Para que el estudiante obtenga 8 de calificacién,
tiene que contestar correctamente cuatro de las cin-
lco preguntas y puede equivocarse en una de ellas sin
‘importar cual sea, esto es:

1 1./ 2./ 33. 9/ ;4.4 ;5.x
2 L./ 2./ 3./ 3 4.%x ;5,4
3 L./ 2./ 3. x ;4.4 ;5.4
& 1. Y ;2. x ;3.7 4.4/ ;5.4
5 l.x ;2. v/ 3.7 ;4.4 35,/

e observa que existen 5 diferentes formas de lograr
Lo anterior, este nimero de combinaciones esti dado
por:

°G. D = Pty - s

Para que el estudiante obtenga 4 de calificacidn tig
Beé que contestar correctamente dos de las cinco Pre-
guntas, y puede equivocarse en las tres restantes,
sin importar en cudles acierta o en cudles falla, tod
das las combinaciones posibles para lograr lo ante —
rior son:




4 1./ _; 2, ;3. P Ao x5 5./
5 Lox 5 2..v ; 3.y HE 5..x -
i 6 1. x 2. 7/ ; 3. x bo 7/ 5. x
7 1. x 2. /Y 5 3. ;b x 5. 7
#olex s 2o x5 3/ e/ ;s .
S Lx 5 2x 5 3/ by 5 5./
10 Lo x 5 2o x ;5 3._x ;4. o/ 5. 7/

este niimero de combinaciones estd dado por:

5!

C(5, 3) =

30 (5 -73)

por {ltimo para
calificacidn, se necesita

4 x 5
T T x2 10

que el estudiante obtenga 10 § 0 de
que responda correctamente

o incorrectamente a todas las Preguntas, esto es:
VL. 5 2./ 5 3./ 5 4./ 5 5.4
o bien:
1 l. x ; 2, x ; 3. x ; 4. x s 5. x

es dlaro que existe sélo una
cualesquiera de los casos,

sigue:
5!
c(5, 0) = TG oo " 1
y
5!
€Gs 3 = gt oyT - !
o ay
~

COMBINACIONES CON REPETICION

Las combinaciones con repeticidn

cuales se permite repetir los objet

nacién,

combinacidn posible en
la cual se obtiene como

para obtener 10
de calificacidn

para obtener 0 de
calificacién

son aquellas en las

faz

0s en una misma combi

223
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E1 nimero de formas en que se pueden seleccionar r
1 objetos, considerando que los objetos pueden repeti
as:

A . S «

e S - e

———a——

roat CR(n, r) = C(n + r - 1, r)

3

¢ - :
Obtengamos por éﬁempr, el nimero de combinaciones ¢
repeticidn que se pueden formar con los nlmeros 1, 2
tomando los tres a la vez:

1.- 111
3 i ¥ 3 . v
- —- 2.- 112
Yood s N L : . i
- — 3.- 113 A
4,- 122
ifeqg on
) 5.~ 123
¢ » & , v
of = =% 6.~ 133 - (€,
i 7.- 222
25 01 mgmmids » sup #38q -
e e 8.- 223
9.- 233
LS .3

10.- 333 ‘-

eSte nimero de combinaciones esti dado por:

CR(3, 3) = Cc(3 + 3 -1, 3) = c(5, 3)

5: 4
1

€6, 3 = 3T

=

UMEROS COMBINATORIOS

Los nimeros que se obtienen al variar r desde cero
hgsta n en la expresién:

n!

ri(n - 1)!

rdciben el nombre de ndmeros combinatonios Y se expreslan

mediante la notacidén siguiente:

n n!
(r) T rf(n - 0)!

e AR R R

de
rse

g




siendo n el numerador Yy r el denominador del nGmero
combinatorio; estos nimeros tienen algunas propiedades
que a continuacidn se presentan:

a) Los nlmeros combinatorios

; que se obtienen para r=o
r =

n son iguales a la unidad, esto es:

n\ _ n! -1
0/ 07(m - 0)°f

o) _ n! -1
n n!(n - n)!

ne g

.‘"
=Y

b)

Los nimeros combinatorios que se obtienen para valo

res de r =1, 2,3, ,,,, 4 - 1, son simétricos en-
tre s1, esto es:

&

0+

=)

es facil demostrar esta propiedad, a partir de la
definicidn de ndmero combinatorio:

n! _
) TGOl RB-d T T T

€) La suma de los niimeros

igual a
r = k
torio de
to es:

n y denomina

respectivamente,

numerador n =

(e

Demostracién:

s

n!v o[ m
(n - r)! r

combinaterios con numerador
dor consecutivo r = k - ly
es igual al ndmero combina
n+1 y denominador r = g, es

) - ()69

! ! o
: !
n; n! n:
+ kK" (k-T)T (n-k+ D)7 k! (n-k)?!
. bl k+n! (n-k+1)
B k! (n~-k+1)°' T
. Dl (k+n -k + 1)
B k! (n - k + 1)!
_ (n + 1)! -<n:1>
Tkl @+ I -0
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Para {lustrar estas propiedades, obtengamos los nimerds

combinatorios de numerador =n = 10 y denominador
r=20,1, 2, ..., 10

L}
—
N
(=

(e @)
(5)- s ) .
| L

)

grificamente se pueden representar como:

94

200 ] r

100~

+—e
——e
—e
L]

se observa que tanto el primer nimero combinatorio (pa-
ra r=0), asT como el Gltimo (para r = 10) son iguales

. . 10y _ /10 10} _ /10
a la unidad, ademas (l) = ( ), (2 ) = (8 >,

10 10 10 10
(3 ) = (7 ) y ( 4) = (6) con To que se ilustran las prij

meras dos propiedades de los niimeros combinatorios.
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TRIANGULO DE PASCAL

Utilizando las prupiredades de los nimeros combinatorios
es posible construir el siguiente tridngulo, conocido co

mo trdldngulo de Pascal.

il

: 0

1 O1 10
N o)

(N

Los nimeros combinatorios de los extremos del tridngulo
son iguales a la unidad, segdn la primera propiedad, en-

tonces:

227
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J por G1timo, Tos ndmeros combinatorios que se encuertran
dentro del tridngulo, se. obtienen aplicando la tercera pro
qiedad, esto es:

t ‘ i
i Do
. . .o

B e

"N
/
/
AN
N
o
e
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TEOREMA DEL BINOMIQ

Este Jeorema establece que el desarrollo del binomio
(a + b)? es fgual a:
1t i «-'1}

n
(a + b)n = I <n> P

r=¢ \r sup a3 3do

. . X . n .
donde lbs nimeros combinatorios (r> reciben el nombre
de coeficientes binomiales.

La demostracidn del teorema se realiza por induccién ma
tematica de la siguiente forma:

el teorema es cierto para n = 1, ya que:
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N

1 1 1 1
b ()al"b’=<O)a1b°+(>a°b1-a+b-(a+b)1
1

EES

suponiendo que el teorema se cumple para (a + b)°, enton
ces deberd ser cierto para (a + b)ntl, esto es:

(a+ )™ = (a +b)(a + b)®
(a+by?tlo (a+b)[an +(‘1‘> a4+ (r " 1) at Tl

+<“> a® Tt ...+ ( n ) ab™" ! 4 b“]
r n-1

término del producto que contiene br, se obtie
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< n ) + (n) =<n+ 1)
r -1 r r
1
se obtiene que el término que contiene b’ es:
E‘ a1 (n+ 1) NIt bt o5
S r
se observa que (a + b)(a +b)" es un polinomio de gradg
n,.+ 1 en b, por lo tanto, se puede escribir:
n+) n 1 41\ n-r+r 4
' (a + b) =(a+b)(a+b) = I . a b
: r=0 r
3 - d o+ = a g
con lo cual se demuestra el teorema.
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pero sabiendo que:
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RESULTADOS DE ALGUNOS PROBLEMAS PROPUESTOS

CAPITULO I
&?," .+ 349 2

1. T . 6.
a) 0.34 _ a) 0.322
™
b) 1.763 b) ~1.647
e) 0.567 - ' ey -11.1
, D 2.1, - 9.8, 11
2. e) Una rafz es -0.73
a) 0.567 :
£) 1.2, - 1.2 Comogw
b) 0.619
g) 1.153, 2.810, 5, -1. 760, - 4.203
c) -1.857
) 1.7142 € E
7. :
: a) 1.576, - 0.981 3
3. | .
a) +0.824 by 3, -1 ¢4 . ) j
. b) .0.3705 - [ - €) 2.145,-1.222, 19.076 i
&) 0.740 d) 0.5$1.3234,1.5+5,8091 ;
& 3.426 - e) 0.355:0.5941,0.645+9.121]1 {
{
e) 1.393 3
KM £y 0.4563 N ‘e i
g) 1.410 j
¢ 4 5'
h) 0.5492 X 3
. )
i) -0.281 4
{3
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CAPITULO III

8.
a) a3 - 222 - 3x =0
b) A3 - 1222 + 47x - 60 = O
c) A3+ 6x2 4+ 72 =0
1 d) A3 - 8x2 - 9x =0
a x, = 3
) 1 ) ]
x2 = -2 4. - 3
x3 = 6 a) A= 4 x = MA
1
b) x) = 2
XOn = 2 1
x3 = 3 A= -1 X = MI)
-1
c) x; = 0.5
X2=0.75 0—
x3 = =-3.75 B
b) A =5 x = 1 MA:
1l
2. —
a) x; =5 0.50
X, = 3 A =1 X X = 0,005 MI?
=5 1
o 1.00 |
b) x; = 1.003 b
X, = =-2.990
X3 = 3.994 c) A= 6.381 X = -0.406| MAX
1.000
c) x), = 2.15
= 3.67
s -0.27ﬂ
x3 = -1.03
A = 1.595 ¥ = 1.000| MIN
d) x; = 2.24 5
“xp = =1.71 =
>SN e 0.69 N
-0.355
d) X =3 X = 1.00 MIN
-0.782




i CAPITULO 1V

3 5
P(x) = x - X° %;

(Y K}

a)

b) $ 223,143.55

~e) $223,100.00

a) P(t) = 1+-§-- t2
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t CAPITULO V
i
1. :

Bf a) y = -9.875 Yo+
f' b) y = 19

c) y = -68.024

d) y = x3 - 2x2 . x_. g

2. y = 11 para x = 3 ;
3.
¥ :

a) -0.370 ; -0.475 ;

b) 1.675 44

c) F'(x-0.2)--0.416 H
;' 4. 0.220 para x =2 ; 0.1
H
g 5. -L.1794 M/s2 para t = 15s H
|
f 7. a) 77.3 u2?
i
g 10, 102.503 Tn para 1953 ;
”
g — ke

y = 17 para///x = 6

‘_

-0.433

F'(x=0.6) = 1.646

35 para x=4; 0.105

para

-0.1285 Mfg2 parg ¢t = 20

»

200 T, "para 1958

x=5
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- Utilizando el mé&todo de Runge -
E den:
: - ;
2.00
2.58
. 3.36
4.43
. 5.89 |
. it T, T,
Coin] | Cox] | Cox]
h D.o 800 300
0.1 761 333
0.2 728 359
0.3 700 379
- 9.4 675 394
’ q.s 654 404
d.6 636 411
6.7 622 412
0.8 612 409
3 0.9 606 400
E 1.0 606 383
u(t) = 1,5) =

CAPITULO VI

A los tres meses 1.402 unidades,
2492 unidades

ses
unidades.

.

Taylor

Milne

,

Kutta de cuarto or

10.35 °C por 1o tanto el proceso se-
r8 satisfactorio.

Yy a los nueve meses

a los seis me-
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