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lo 
gra Metodos Numericos han adquirido en la actualidad 

importancia, debido al desarrollo de las comput~ 
dor~s digitales y las calculadoras de bolsillo, las 
cuales han permitido aplicar metodos de una manera 

senc~'llo, ''''"''"'' '''"'''"'' '" ''' p,oblom,, mot, 

m•tf '' ''" m"y '"'"'' ''''''m''''"''· ''''"'''"'' ''f 
de 1 ego del numero de digitos con los que cuente el 
dispositivo electr6nico de calculo del que se dispon-
ga 0 I 

''"'~' ,, ,,, ,,,,,, ,, ,,,,,,, ,, ,,, ,,,,,,,, '"' 
of r e c ei 1 a Fa c u 1 tad de In g en i e ria de 1 a U 0 N 0 A 0 M 0 , s e 
contempla un curso sobre Metodos Numericos, el cual 
tiene fOmo objetivo proporcionar al estudiante los 
elemen~os que•le permitan obtener soluciones aproxim~ 
das del 'modelos matematicos usuales en la ingenieriao 

La ela oracfon de este trabajo se realize con el ob-
jeto de que los estudiantes de la asignatura citada 
contaran con apuntes para un mejor desarrollo del cur so. 

El cont nido tematico de esta obra comorende siete 

o ''Pitolo , ''' '"'''' '''''" ''' Mltodo, Noml,;,,, bJ 
sicos pa a resolver ecuaciones algebraicas y trascen-
dentes, sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, 
aproximacoon de funciones por polinomios, derivacion 
e integra ion, soluci6n de ecuaciones diferenciales 
ordinaria yen derivadas parciales, incluyendo ade­
mas un ape~dice sobre Analisis Combinatorio. 

1 ·t: 
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Es conveniente seiialar que el lector no debe limitar 
se al estudio._de e..st~ material, por lo que se reco -

. . l 

mienda consultar ampliamente la bibliograffa que se 
encuentra a 1 fi na 1 de 1 a obra, con el fin de que se 
profundice y amplie en los diversos topicos del cont~ 
n i do. 

I 
Agradecemos la valiosa participac16n del Ing. Salva­

dor ~arcia Burgos quien colabor6 entusiastamente en la 
primera version de este material. Asimismo a la Lie. 
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CAPITULO I APROXIMACION NUMERICA Y ERRORES 

NTRooucc ON 

;, 

ri J 
capftulo, se estudiarln los diferentes tipos de 

error Que se Presentan al realizar operaciones aritmeti­
cas en la aplicacion de los metodos numericos Que se ex­
POndran en capftulos posteriores. Se tratara tambien, el 
concepto de aproximacion numerica, las principales fuen­
tes Que originan los errores y la forma en que ~stos se Propagan . 

. 1 CONCEPT DE APROX!MAC!ON NUM£RICA 

': ~·· '" ,, ' ..... " ..... ;.,,, "'"'" '""····· .. ''"" ·- menos ffsicos que necesitan representarse mediante mode­g, l_os ma tema t i cos. 

Consideremos por ejemplo el siguiente cfrcufto: 

; '"f··, 

E 
L 

' •. r c-,. • 

Figura I.l 

.,.... 
3 
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1.2 

,, !.,,,,,,, ,,:- ''''"'''' . ,,,,,, 
el interrupter, se puede representar 
cion: 

del circuito al cer ar 
por la siguiente fu 

f(t) • kl emit + k2 em2t 

dondJ k 1 , k 2 , m1 y m2 son constantes que dependen de R, 
L y de las condiciones iniciales del circuito, siendo m

1 
m

2
• 

La variable independiente t, representara el tiempo transcur i­
do a partir del momenta en que el interrupter es cerrado. 

La ~uncion f(t) es el resultado de haber obtenido la solu- ~ 
cion del modelo matematico, que representa el comportamien­
to del fenomeno electrico mostrado en la figura I.l. 

Los jmetodos matematicos para obtener la soluci6n del mode­
le, ~epresentan en muchos casos, una imposibilidad para r -
solverse, es aqu1, donde los metodos numericos proporcion n. 
{utilizando procedimientos aritmeticbs sencillos) una ap~ 
ximacl6n num(~ica a la solucion del problema, esta aproxi ! 
cion se debe a que dichos metodos, para realizar los calc -
los, se auxilian de las computadoras digitales, que al tr­
bajar con un numero determinado de cifras, producen inevi ~ 
bleffiente e~~o~eo. 

ERRO ES " 

·-. .-i-·., 

Depe diendo de la fuente que los produzca, los errores e 
los que se incurre al utilizar computadoras digitales para 
resoller problemas, pueden clasificarse en alguno de los 
sigui ntes tipos: 

Er ores inherentes. 
trrores par truncamiento. ~ 

Er1ores por redondeo. 

Los errores inherentes o errores propios de los datos, 
son aquellos que se producen al leer en algun dispositive 
de medici6n una magnitud, al transmitirla o al reproduci~ 
la, debido a la imprecisi6n en los instrumentos o per err.Q_ 
res humanos. 

Los errores por trunca~iento, son aquellos que se prese~ 
tan al utilizar series en los calculos; como par ejemplo 
las series de las funciones tri!:jonof'1etricas sen(x), cos(x), 
tan(x), etc. Estas series tienen un numero infinite de 
terminos y al hacer algun calculo con ellas, se utiliza 
un numero determinado de terminos, truncando los dem5s. 
Este tipo de errores se presenta tambien, cuando se utili 
zan numeros irrc.cior.ales tales come /2, .,, e, etc. 
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P r ultimo, los errores por redondeo se deben a la impo­
sibilidad de manejar en operaciones como multiplicacion o 
division, todos los digitos resultantes que involucran ~ 
tas operaciones. En este caso, el resultado se redonde 
o aproxima al numero maximo de digitos con los que se d ~ pone para trabajar. 

La imagnftud del error generado por alguna de las fuent s 
mencionadas anteriormente, se puede medir con ayuda del e 
lt.lt.olt a.b~olu.to o el eJc.JtoJc. Jc.ela.:t.ivo. El error absolute s 
define como la diferencia en valor absolute entre una ca 
tidad cualquiera x y una aproximaci6n a esta cantidad r ores en tad a par x

1
: 

[ ea = !x - xJ/ J olt~p " 
( 

1.: ··u11ee ; . 

El error relative se define como el cociente, en valor 
absolute, del error absolute entre x. Generalmente el e­
rror elativo se expresa en porciento, por lo cual: 

Ejemp o I. I .-.ti f 

El numero e, con cinco cifras decimales, es igual a 
2.71828; calcular el error absolute y el error relati 
vo en el que se incurre al tomar hasta el primero, se 
gundo, tercero o cuarto terminos de la serie: 

Soluciqn: 

oo I e • r IT 
k=O 

.,..,~; 

Tomando hasta el primer termino de la serie: 

e • 

el error bsoluto es: 

0 1 1 
r rr·OT=1 k=O 

(2) 

) 

donde: 

.X= 2.71828 

J 

t 
j 

I 
I 

·! 



6 
susti Jyendo: 

y el .L relativo: 

e8 • J2.71828- l.OOOOOJ • 1.71828 

.... ,1 ... ., 
~ ·I 2.71828-1.00000 I . 1.71828 _ 

0
•

63212 j r 2.71828 2.71828 

lo que ~mplica que el error en el que~e incurre es 
del 63.~1 %. 

Toman do, has ta el segundo termino de la eerie: . l 1 1 1 e-t kT20T+TT 2 

p<no~di ndn do ignn~·:., •• •• nb<i•••• 

j e8 z !2.71828- 2.00000! = 0.71828 

y el ei or relativo: 

0.71828 
er • 2.71828 • 0.2642 

•••••J. bno<n I el tercer termino de la serie: 

'""'""L 
2 1 

e - l: k'" =or+ yr + 2T 2 2.5 
k•O ' ' ' ' 

de igual forma se obtiene: 

error abroluto: 

ea • 

error re~ativo: 

12.71828- 2.soooo! 0.21828 

0.21828 
2.71828 0.08030 



.. l ... ····· .. ····· .. 8.0J%. 

-~-.21 ,A_ 

eY que se incurre es del 

xi "' e ~ r 
k=O 

hasta el cuarto termino de la se­igual forma: 

I I I I I 

Por ultimo, tomando 

riely procediendo :e 

(se a realizado un redondeo superior en 1a ultima ci­fra ~ecimal de xi). 

Err4r absoluto: 

kT - C5""!"" + TT + 2T + 3T .. 2. 6666 7 

ea = /2.7I828- 2.66667/ • O.OSI6I Erro~ relativo: 

j er • ~:~i~~ • O.OI898 

de aq i se concluye que el error en el que se incurre 
toman o cuatro terminos de la serie es del I.9%, 

l.3 

DE ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE UN METODO NUMf 

I. 3. I 

Rico 

'"' '"'"'" ,, "''"• .. '" """"''""' .. ,., .. , ... , ., ... , .. ,, ,, ,,,, ... ,,, .. ,. ,,, ....... ,, ,,. 
,,, ,, ,,, 0 , •• ,., ,,,,, ,, •• , •• ,, y .,,,,,,, ,, ,,,,,, 

<fdn do '' ''•••ftmo, o•ooo•ofonon ''''''•••••••• • lo •0 ,,,,,, ,, ,, .. ,,, ... ,,.,,,,., ,, ······ ,,, ,, ,,,,,, -
considerar como un sistema formado por datos de entrada, 
un algorttmo y una salida que es Ia aproximaci6n a Ia so­luci6n. 

EST ABIJIDAD 

''"'' ,j " 'f "··· '" l "' '". :: ;: : .. , .. , "f '"" :.:] quenas en Ia salida que corresponden a pequenas vartacto-
nes en Ia entrada, se dice que dicho sistema es estabJe. 

En el casb de un metoda numerico, st Ia funci6n f(n) re­
prese•ta el error en Ia salida de un algorttmo despues de 
haber realfzado n operactones y f(n) aumenta linealmente 
""'•••• """' n, '"to no., " d!" q" ol mHo do " •;. tab I e. I 

fn '''' do '"' f(n) ''"'''' 'APOnonofolmonto, '' ''"'''~ ra que el metoda es inestab!e. 

I 
I 

. 
:f .. 

1 
1 

7 

I 
I 
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Em h I"'"" 1.2- ,. """'" ol ""'"""''"'' do "" ''! tema estable, cuyo error en la salida es f(n) • k
1 

n £, 

donde k, 1 es una constante y £ es el error en los datos de 
entrada. La otra curva corresponde a un metoda, cuyo e­
rror en 1 a sa 1 i d a e s de 1 a form a f ( n) • k ~ £ don de k 

2 
e s 

una constante mayor que la unidad. 
I 

f ( n) 

I 
I 
• I 

I .... 
I 

I 
/ • / ., 

/ 

d € .::-.:::':-- ·- -·--
__ : :--·- -i~-·--·- -· 

2 3 4 5 6 7 8 9 1o n 

Figura I. 2 

El ere imiento lineal de un error es usualmente inevita­
ble. Cuando k 1 y £ son pequei'ios los resultados que se 
obtienen en la soluci6n de un problema son por lo general 
aceptables. En cambia, el crecimiento exponential de un 
error se debe evitar,·ya que el factor k~ crece rapida­
mente aun para valores relativamente pequenos de n por 
lo cual, los resultados que se obtienen en la soluci6n de 
un problema llegan a ser inaceptables. 

I. 3. 2 CO NV'~G 'NC IA 

El calcllo y generalmen~e el anal isis estan u~asados en 
la noci6n de convergencia. Los conceptos basicos tales 
como der)vada, integral y continuidad se definen en termt 
nos de sucesiones convergentes. Las funciones elementa­
les como Ln(x) o sen (x) se definen tambien por medio 
de series convergentes. En la ingenierfa no se requieren 
respuestas numericas exactas, mas bien, se busca una apro 
ximaci6n a la respuesta, ha~~a un c~~~~o nume~o d~ c~6~a~ 
d~c~ma£~~ o precisas dentro de una tolerancia. 

En muchos metodos numericos para hallar la respuesta X 
a un problema, se producen los primeros n terminos de 
una sucesi6n x 1 , x 2 , x 3 , ... , x0 (soluciones aproxima­
das), para observar la posible convergencia a la respues­ta. 

: .. :.; .... 



if 
i}· 

' I 

que una sucesion ~ 1 , x2 , x
3

, ••• , xn de nQ 
meros converge a un valor x, Sl oara todo E > o existe 
un entero m, tal Que para todo ·n > m, se cumple que: 

l / x - Xn / < € 

Para etermfnar la convergencia de un metoda numerico no 
es posible aplfcar la definfci6n anterior, debido a queno 
se conoce de antemano el valor de x. Sin embargo se Pue 
de demostrar que si el metoda converge, la diferencia en 
valor absolute de las dos ultfmas aproximaciones es menor ~ .. · que la diferencfa, en valor absolute, entre la penultima J y antepenultima aproxfmaci6n, es decir que: 

Este cniterio es v611do unicamente en el intervale de 
xn_

1 
a xn, sin embargo al cumplirse con los primeros valo 

res de n, puede esperarse que la convergencia continue. 
Tambien se puede demostrar Que si un metodo es convergen­
te, la diferencia entre las ultfmas dos aproximaciones es 
mayor o fgual que el error absolute, es decir, Que esta 
diferencia es una cota del error absolute, con lo cual se puede escribir: 

entonces sf tenemos un metodo numerico que produzca una 
sucesi6n xlo x 2

, x 3 , ••• , xn, Que converja a la respues 
ta buscada, se podra obtener x con cualquier ex.Jctitud -
dada, detfrminando adecuadamente el valor de n. 

Resumiendr los resultados del ejemplo I.l, se obtiene lo sf gu i en te: 

Numer de Aproximaci5n Error Diferencias 
Terminos del numero e Absoluto sucesivas 

n 
en 

2 
2 

3 
2.5 

4 
2.66667 

ea 

I. 71828 

o. 71828 

0.21828 

0.01898 

o.s 

O.I6667 

Como se pue e observar en los resultados anteriores, los 
valores de Ja ultima columna disminuyen a medida Que n 
aumenta y en todos los casos len - en-d >ea, lo cuaJ ve­rifica los criterios establecidos, · 

9 

I 
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INTRODUC ION 

'~.· •• 
' 

El problema de obtener las SOluciones 0 raices de una 
ecuaci6n algebraica o trascendente de la forma F(x) • o, 

•es un problema que se presenta frecuentemente dendra del 
campo

1
de la ingenierfa. Debido a elJo, eJ desarrollo de 

metodQs que nos permiten solucionarlos es amplio. En es­
te capftulo se Presentan algunos metodos para determinar 
!o, '''''' '''!'' o •ompJ,j,, do ''"''''"'' do '''' tipo. 

I I. 1 
CARAC ERISTICAS DE LOS METODOS DE APROXIMACIONES' SUCESIVAS 

' ,··. 
I 

los me odos de aproximaciones sucestvas son aquellos en 
los que a partir de una PJt-imeJta apJtox.-<.mac-<.6n a la so) u­
Ci6n de una ecuaci6n y mediante la apJicaci6n de una for-

'"!' ,, '''"'''"'''· '"' ''"''''' '" ""' '""'''" '"' ,,), ciona dos o mas elementos de una sucesion particular de ~ numeros, se obtiene una me}oJt apJtox-<.mac-<.6n a la soluci6n. 

f Es impor~ante hacer notar que aunque reciban el nombre 
•· do mHodo0 ''"""'"• '"'"'' h "l"<i6m """Hgo" 1'0 ~ ''''''''''''' '''' lo obtomido ''' mOtodo, '''''''· ,,,,_ do la unica limitaci6n la exact-<.-tu.d proporcionada por el 

numero de dfgitos empleados durante el caJcuJo, o sea, el error por redondeo o truncamiento. 

De todos jos metodos de aproximaciones sucesivas existen 
tes, citar mos algunos con los cuales se ilustraran las caracteris~icas antertores. 

ES 

1 
! 

_:1 
! 

f 
I 
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II.2 NETOlO DE BISECCION 

,,.l ........ ,, .. "" ,., ... ,,. [ ., .. , J " ,, '"' i 
se encuentra una de las rafces, es decir que F(x

1
) y 

F(x 2 ) tienen ~ignos contrarios. El metodo consiste en va­
luar la funci6n F(x), continua y derivable, en el punto 
medio del intervalo x 1, z 2 (ver figura II.l). Si F(xM) 
y F(x 1) tienen signos contrarios, se reducira el interva­
lo de x 1 a xM• ya que dentro de este nuevo intervalo se 
encuentra la rafz buscada. Al repetir este proceso hasta 
lograr que el intervalo sea mas pequeno que una toleran­
cia prefijada, el ultimo valor zM sera una buena aproxf­maci6n de la rafz. 

',• :__• .-

F(x) 

F(x1 ,) 

F(x.,l) 

... •• X F(x,) 

I Figura II.l 

Ejemplo II.l 

Determinar la raiz real positiva de la siguiente ecu~ 
cion con dos cifras decimales exactas: 

x3 - x - 1 = 0 

Tabulan~o para valores positivos: 

X F(x) 

1. 000 - 1.000 

2.000 5.000 

-#f..',. 



l&JiJUtz t 
! observa que la raiz se encuentra entre I < x < 2 

' .
. , 
'· 

F(X~ 

1 
5,_ ________________________________ ~ 

4 

3 

2 

_, +--------~ ......... "" 
-2 

/ 
/ 

1.5 

/ 

I 
I I 

I 

2 

F(xM) • {1.5) 3 - 1.5 - 1 • 0.875 

como este valor ea poaitivo y F(xl) ea negativo, im­
plica que la ra!z se encuentra entre 1 y 1.5, por lo 
tanto se elimina el punto x 2 • 2 quedando el nuevo i~ -­tervalo comprendido entre 1.0 < x < 1.5 

X F(x) 
1.ooo - 1.ooo 

1.5oo 0.875 

procedie do de igual forma el punto medio del nuevo i~ tervalo es: 

xM. ~ooo; 1.5oo. 
1

•
250 

X 

1 
I 

-~ 

13 

j 

' .

. · .. 

-:.-

'I 



J.4 
y: 

(1.25) 3 - 1.25 - 1 - 0.297 

ahara se, elimina el punta 
tervalo ' ueda: 

x1 = 1 y el siguiente in 

X F(x) 
1.250 - 0.297 

1.500 0.875 

procedie do reiteradamente en esta forma se obtiene: 

X F(x} 
1.250 - 0.297 

X F(x) 
1.313 - 0.049 

X F _(_xj 
1. 31 3 - 0.049 

1. 3 7 5 0.225 1. 3 7 5 0.225 1.344 0.084 

-X F(x) 
1. 313 - 0.049 

X F(x) 
1. 321 - 0.016 

X Fjxl_ 
1. 321 - 0.016 

1. 329 0.0:8 1.329 0.018 1. 325 0.001 

-~-· 

de aqui s puede afirmar que la raiz uscada es: 

R = 1.32 

con dos c fras decimales exactas. 



I 

r r. 3 ~~ 

ETODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS 

Se~ una ecuact6n algebr~fca o trascendente cualqufera: 

F(x) = 0 

sum ndo X 
en ambos mfembros se obtien~ 

1) 

I 

l F(x) + X "' x • • • (
2

) 

cuyo mfembro fzquferdo es otra functon de x que se def ne como: 

II:) r .. 
G(x) = F(x) + x 

sustftuyendo 1a expreston (3) en la (2) se obtfene: 
(3 

x = G(x) 

observese que cua1qufer ecuacton puede presentarse en es­
ta forma, sfgufendo el procedtmtento antertor. 

Sf x F a es una rafz de 1a ecuacfon (1), fmplfca que: 

(4) 

F (a) = 0 

o bien, sustftuyendo en la expreston (4): 

a = G (a) 

• • • (5) 

El metooo de aproxtmacfones sucesfvas consfste en sustt­
tufr un va~ok ~n~c~a~ (x 0 ) aproxfmado a la raiz, en el 
segundo rnfembro de la expreston (4). Si el valor fnfcfal proporci~nado es la raiz, se deber~ cumplir la expresion (5), esto es: 

xo = G(xo) 

En realtdad esto es dfffcfl de que ocurra, ya que e1 va­
lor fnfcfal proporctonado x0 es solamente un valor cer­cano a la rafz, entonces: 

I xo ; G(xo) o b fen , 

e~ 

15 

' ! ' 

, 
1 
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. 
f -

,,,,, .J ...• ,, '"''' .•. ,,, .. ,, •.•. ,, .. ,, .. 
tuyendo x 1 en el segundo m1embro de la expres16n 
se obtiene el siguiente valor: 

sus ti­
( 4) • 

Procediendo reiteradamente en esta forma, la n-~sima apr~ ximaci6n es: 

n•l,2,3, • .-. ... (6) 

De acue do con lo v1sto en el capftulo anterior, puede 
afirmarse que s1 el metodo converge, la diferencia en va­
lor absoluto entre los valores proporcionados en dos ite­
raciones sucesivas ser~ cada vez m~s pequena a medida que 
n aumente y con esto se tendr~ un criteria para saber 
cu~ndo terminar la apl1caci6n del metodo. 

Ejemplo I[a.2 

Obtener ra{z negativa de la siguiente ecuaci6n a! 
gebraica, utilizando el metodo de aproximaciones sue~ 
sivas. 

ex sen x - l x • 0 
2 

La funcign F(x) es: 

F(x) • eX sen x - l x 
2 

y la funcion G(x), definida en la expresion (3) es: 

G(x) = eX sen x + l x 
2 

utilizando la expresion (6), tendremos la ecuacion de 
recurrencia: 

·!;V 

xn a eXn sen Xn + f Xn . . . (a) 

n • 1, 2, 3, .•. • 



r 

, 
l 

I ,.£ 2 [tJC, .•. ----. 
aplicandola para a • 1 

se obtiene: 

(b) 

para determinar el valor inicial x
0 

se puede tabular 
la funcion F(x), para diferentes valores de x cere~ nos al origen como sigue: 

X F(x) 

o.o o.ooo 
-0.2 -0.063 

-0.4 -0.061 

-0.6 -0.010 

-o.a 0.078 

-I.o 0.190 

De la tabla se observa que x • 0 ea una ra!z de la 
ecuacion, dado que F(O) • 0 (soluci6n trivial), pero 
se puede ver que exiate una ra!z negativa entre -0.6 
y -0.8, por lo tanto un valor i'nicial xo aproximado 
a esta raiz se puede estimar con el promedio: 

xo • -0.6- o.a. ~0 • 7 2 

Otro procedimiento para obtener xo es reescribir la ecuaci6n £omo sigue: 

I eX sen x - 2 x • 0 

I eX sen x .. 2 x 

que equivale al siguiente sistema de ecuaciones: 
I 

= eX sen x 

... (c) 

l 
I 
I 
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graficlndo (c) se obtiene: 

y 

y=t X _j 

'( 

Figura II. 3 

De la gr~fica se aprecia que la ra!z negativa se en­
cuentra en o y -", de aqui que el valo•·-~o se estima 
como lR p rte media del intervalo: 

Tr 

T 1. 5 71 

obslrvese que este valor difiere del valor inicial xo 
que se obduvo al tabular la funci6n, pero cualquiera 
de los dos 1 es correcto, ya que son solamente una pri­
mera aproxiimaci6n a la ra!L Para el desarrollo del 
presente ejemplo se sustituira el valor x

0 
= -0.7 en 

la ecuaci6n (b), por lo que la sj~uiente aproximaci6n a la ra!z es: 

-0. 7 1 
x 1 e sen (-0.7) + T (-0.7) 

Xj •- 0.670 

. ,-



r 

-~~;_, 

I 11£. tit 
Aplicando la ecuaci6n de 

men~e se obtiene: recurrencia 
(a) reiterada-

II 
• 2 

x2 "' e-0.67o 
sen(-0. 670) + o. 5(-0. 670) • -0.653 

- 3 x3 • e-0.653 
sen (-0. 653) + 0.5(-0.653) • -0.643 • 4 x,. • e-0.643 

sen(-0.643) + 0.5(-0.643) 
a -0.636 n = 5 xs • e-0·636 

sen(-0.636) 
+ 0.5(-0.636) = -0.633 

:[ 
6 x6 • e-0.633 

sen(-0. 633) + 0.5(-0.633) -0.630 7 X7 = e-0·63o 
sen(-0. 630) + 0.5(-0.630) 

a -0.629 n 8 xa • e-0·629 
sen(-0. 629) + 0. 5(-0. 629) - -0.628 9 -o. 628 
sen(-0. 628) + o. 5(-0. 628) =-0.628 

n • 
x9 • e 

10 -0.628 
sen(-0. 628) o. 5(-0. 628) 

n ., 
x1o • e 

+ = -0.627 1 -0.62 7 
sen(-0. 627) 

n .. 
xll "' e 

+ 0.5(-0.627) .. -0.627 n = ~2 -o. 62 7 
sen(-0.627) + 0.5(-0.627) -o. 627 

x12 • e 

.~. "'! " (' 

de estas iteraciones se puede observar que conforme 
"n" crece, los Valores que se obtienen son muy seme­
jantes entre si; lo que significa que el m€todo va 
siendo convergente al valor -0.627 que es la raiz buscada. 

ci.3.1 CONYER ENCIA DEL METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS ," ' 

f 
" ' 

Para hacer un analisis de la convergencia de este metodo 
partiremos e las expresiones (5) y (6). Restandolas mie~ bro a miembro se obtiene: 

G (a) - G ( Xn _ l) 

I I , I 

J 

I 
-, 

1 
I 
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multiplicando el segundo miembro de la eeuaef6n por: 

a - Xn-1 

a - Xn-1 

aplicando el teo~ema del valo~ med~o del calculo d~6e~e~ c~al: 

a - Xn • G' ( T) (a - Xn- 1 ) ; Xn- 1 < T < a 

despeja do G'(T): 

G'(T) • a- Xn 
a - Xn- 1 

9 • 

Xn- 1 < T < a ••• (7) 

sustituyendo n por k, donde k sera una iteracion cual 
quiera, comprendfda entre la primera y la n-~sima, y anal! 
zando el segundo miembro de la ecuacion se puede ver que 
para que el cociente sea menor que la unidad, se debe cum­plir lo siguiente: 

• • • ( S.) 

-.~ ' ; 1 : 

esto quiere decir que la diferencia en valor absolute en­
tre el valor de la raiz a y el ultimo valor aproximado 
calculado Xk, es menor que la diferencia en valor absolu 
to entre el valor de la ra1z y el penultimo valor calcula 
do Xk- 1 , lo cual impl ica que el valor xk esta mas cer:­
ca de la rafz que el valor Xk- 1 , por lo tanto, se puede 
afirmar que en la k-esima iteracion el m~todo se esta apro 
ximando a la raiz, o esta siendo convergente a la rafz. -



I 

.$_ Ut-a. -
La e presion {8) se puede escribir como: 

j 
t
' 

" 

.;·_ 

c-

I a - Xk I 
a - Xk-1 < 1 ; Xk-1 < T < a 

por ul 1mo, sustituyendo en la expres16n (7): &Y 
' 

xk- 1 < x < a ... (9) 

lo cual significa que el metodo converge cuando la deriva­
da de (x) en cualquier punto del intervalo (xk-

1

, a) es menor que la unidad. 

Po, ot~, ''''' el ••todo '''' '''''''"'' '''"''' 

I a - Xk I > I a - Xk- 1l o I G' (x) I > 1 

esto impl ca que el ultimo valor calculado xk esta mas 
lejano de la raTz a que la penultima aproximaci6n xk-

1 

• 

'"'"'' ,Jo,,, '" I• - ••I • I• - ••-d '"'" '"' '"' condicion de estancamiento, ya que la penultima aproxima-
cion es iguaJ a la ultima, esto quiere decir que el meta­
do no avanza hacia la raiz, aunque en este caso tampoco se aleja. 

(. 3. 2 

/ 

INTERP.lTA<IoN GEOMETRICA ·:EL HETooo D~APROXIMA­croNEs SUCESIVAS 

Para interpretar geometricamente el metodo, se expresa la ecuacion • G(x) como sigue: 

I " ·,. .. 

y • G(x) 

••• (1 0) 

2~ 

-1: 

•• 

J 

J 
I 

I 
I 
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Las figuras II.4.a y II.4;b., muestran el comportamientc 
geometrico del metoda cuando :c• (x) / < 1 en las cuales se 
observa que el metoda converge a la rafz. 

y 

,. J 
I 

-" 
II 
II 
~ I I 

XI •• •• a X 
O<G'(x)<i 

Figura"II.4;a ·• 'Jp 
5"1 f. 

y 
s 

X 
-I <G'( x)<O 

Figura II. 4.b 



'
' 

.· 

(r.; 

I 
Cuando /G'(x)/ > l el metodo 

geometrico de este se muestra S.b. 

y 
'f ft 

·X • 

.a .$ 

diverge y el comportamient 
en las figuras IT.S.a y II 

y: X 

•. 11 r,. , _ 
~ J tn • 
··~ ,, 

X 

r ·'-- Figura II.S.a 

y 

. ' ~ . ., 

''-I 

X 

Figura II.5.b 

.~ 

1 

' 

23 ~ 
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I 
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Este metoda iterative considera un valor inicial x
0 

apr 
ximado a la raiz; toma como siguiente aproximacion 
x1 a G(xo), que geometricamente equivale a trazar una re 
ta vertical desde x 0 hasta G(x 0 ), y el heche de igualar 
x1 con G(x 0 ) equivale a trazar una recta horizontal que 
va desde G(x 0 ) hasta la recta y • x. Finalmente, la pro 
yeccion de este punta sabre el eje x representa el valor 
x 1 • Repitiendo el proceso a partir de la abscisa x

1 
se 

obtiene x 2 , y a partir de x2 se obtiene x
3

, etcetera. 

Resuliendo, el metodo consiste en lo siguiente: a partir 
de un valor inicial x 0 , dirigirse verticalmente a la cur­
va y • G(x) de esta, horizontalmente a la recta y- x, de 
nueve verticalmente a la curva, horizontalmente a la rec­
ta, etcetera. 

II.4 MET DO DE NEWTON - RAPHSON 

- 5 

Partiendo de la ecuacion de recurrencfa del metodo de a­
proximaciones sucesivas: 

0 .J xn • G(xn-1> para n • 1, 2, 3, 

n+l • G(xn) para n • 0, 1, 2, ... ... (11 

ecuac on que se puede escribir en la forma: 

Xn+l • xn + G(xn) - Xn para n = 0, 1, 2, ... 

al sumar y restar xn simultaneamente en el segundo miem 
bro y si se representa G(xn) - xn con 6 xn se obtiene: 

(12) 

El metoda de Newton - Raphson consiste en afectar el in­
cremento 6 xn en la expresion (12) con un factor de peso 
a obteniendose la siguiente ecuacion de recurrencia: 

L . 
. Xn+l = Xn + a 6 Xn ... (13) 



I 
.. .,. .m ill 4. 

a s• determinar~ en forma tal, que en vez de dirigirs¥ o 
rizontalmente de la curva a la recta (ver figuras II.4.a­
Y II.4.b), se vaya por la tangente en el punto de coorde 
nadas (xu, G(xn)) mostrada en la sfguiente figura. 

y 

x, 

X 
.Ca-l)la, ..J 
a Ax, 

Figura II.6 

A partir de los datos que proporciona la figura anterior, 
se puede conocer el valor de a efectuando el siguiente razonamiento, se observa que: 

tan e 

pero tambie 

tan e • G' ( xn) 

.. , 
25 

~ ., 
I 

I 
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, 

por lo tanto: 

G' ( Xn) 

despe ando el valor de u: 

a = 
1- G'(xu) 

I:-. 

susti uyendo en la expresi6n (13): 

; • • • (14) 

pero: 

y: 

... (15) 

con lr que se o~tiene: 

+ X - X n :1 ... (16) 

derivando la expresi6n (15): ., 

F'(xu) + 1 ... (17) 

sustitu endo las expresiones (16) y (17) en la expresi6n 
( 14) : 

Xn+l Xn + 1 - (F' (xu) + 1) 



·71 1 , 0- '·. 
fi almente, sfmplificando: 

n = 0, 1, 2, ••• 
l I · ·:;, 

( 8) 

,,,. ,,,,,,,,, ,, ,, ,,,,,,,, ,, '''"''''''' ,,, .,,,,,­
do Nowtoo - '''"''' ooooofdo <•mb;;, oomo ml<odo do la• .tang1n.te.~. 

, 

Ej emp o I I. 3 

J ( \ 
Obte er la raiz positiva 

cendente, con tres cifras 

,_\ 
de la siguiente ecuacion tra~ 
decimales exactas: 

I 

Cos X - eX ~ 0 

la func'on F(x) 
es: 

/ 

F(x) • 2 cos x - ex 

y su derivada: 

sen x - ex j F'(x)=-2 

sustituy ndo en la expresion (18) se obtiene la siguie~ '· te ecuac on de recurrencia: 

(2 cos xn - elm) 
Xn+l • Xn - (- 2 sen Xn- exn) 

n ~ 0, I, 2, ... 

... (a) 

,G~9vJ para propo cionar un valor inicial xo se puede tabu-
lar la fun ion F(x) para valores positives, o bien, 
en este caso se puede reescribir la ecuacion de la .Q ~ n sigu~ente anera: 

2 COS X • eX 

I 
I 

I 

27 

I 
i 
l 
J 
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.< 

~. 

~·· 

ahora e forma parametric&: , r 

y " 2 COS X 

Grafic ndo estas dos funciones en un plano (x, y) la 
ral:z se .encontrara en la interseccion de las curvas. 

y 

' 
., 

Figura II.7 

Y..r-. 

De la f gura II.7, se observa que la ecuacion tiene 
un numerq infinite de ral:ces negativas y solo una posi 
tiva, ad~mas se puede afirmar que la ral:z positiva se­
encuentrJ entre 0 y n/2 por lo que un valor inicial 
XQ apropiado sera el punto medio del intervale. 

TI 

0 + 2 
-2-

Luego, plicando reiteradamente la formula de recu­
rrencia a) se obtiene: 

n 0. , 

Xl • XQ -
(2 cos x 0 - eX•) 

(- 2 sen xo - eX•) 

X 



1 aau, .. i; as A 

Xj "' 0.569 

Cab aclarar que los argumentos de las funciones tri 
gono etricas se expresan en radianes, 

lj 
. 
I 

f: 

l 

n = 1'; 

n :z 2; 

0.540 -

x3 • 0.540 

(2 cos x 1 - exl) 
x

2 
• X] - (:: 2 sen x

1 
- eXl) 

• 
(2 COS X2 - eX2) 

(- 2 sen x 2 - eX2) 

(2 cos (0.540) - eo.s~o) 
~2 sen (0.546) - eb.54~ 

il ~) 

como 

x2 • x3, se puede considerar que la raiz es: 

i 

I R • 0.540 
< 

eon tres ifras decimales exactas, 

!!.4.1 CONVER~ENCIA DEL METODO DE NEWTON- RAPHSON 

Pm ,.,,J;,,., '" '"' "'" ""'"" ,::, m;todo, ·,. 
tirade la comparacion de las expresiones (9) y (11). 

, 
expresion que define al m~todo de Newton - Raphson se de escribir como: 

•. !l. 

par 
la-

pue-

29 

1 
1 

! 

1 
1 
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donde n este caso G(x) se deffn~ d~ la sfguiente forma: 

F(x) 
G(x) ~ x- F'(x) 

si se abe que el metodo de aproximaciones sucesivas con­
verge ~iempre que /G'(T)/ < 1 para Xk- 1 < T <a, entonces derivartdo G(x): 

(F'(x)) 2 - F(x) F"(x) 
G'(x) • 1- (F'(x))2 

s impl i f'i cando: 

• 
(F' (x)) 2 F(x) F"(x) G'(x) • 1- + 
(F' (x))2 (F'(x))2 

y por a alogfa con el met~do de aproximaciones sucesivas 
el metodo sera convergente siempre que: 

IF(T) F"(T)I < 1 
(F 1 (T))2 

Xk- 1 < T < a 

II.4.2 
INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METODO DE NEWTON -
RAPHSON 

El oompojt•ml•,to d•l m;todo '''' lo• 
tes de G(x), se muestra en las figuras diferentes pendien­

II.8.a y II.B.b. 



llr -~u•< .. •<•a.~. -~.--
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i' I ! 
'' ;I 
'I 
/I 
II 
I' 
,I 
II 

/ 
•o 

0 ., •, 
X 

/ 
/ 

Figura ri.s.a 

y ---- ~------. I 
I I 

1 
I 

X1 x2 a 
Xo 

X 

Figura II.S.b 

Metodo de Newton-Raphson para y 
G (x). 
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• 
•• 

Debido a que 1a deduccicSn del m~todo de Newton- Raphson 
se hizo a partir del metoda de aproximaciones sucesivas, 
en las figuras II.B.a y II.B.b se graficaron en un plano 
x y, las ecuaciones y • G(x) y y - x con el fin de ex­
plicar su comportamiento geometrico; pero como este meta­
do trabaja directamente con la funcicSn F(x), en la figura 
II.9 se presenta el comportamiento geometrico del m~todo 
graficando las ecuaciones y • F(x) y y ~ 0. 

y 

Para verificar que lo anterior es ctirrecto, basta con ob 
tener la ecuaci6n de la recta tangente que pasa par el -
punta de coordenadas 1--;;n, F(xn)] y tiene a F' (xn) como 
pendiente, partiendo de la forma general de una recta: 

--. 
(y - Yo) m(x - xo) -

siendo e este case: 

YO = F(xn) 

xo Xn 



:~ 

,],,,,,y,,,, •• ,, ,,,., , ••••• , 
se obtiene: 

09) 

si 'se desea conocer eT valor de la abscisa en el punto de 
1ntersecc16n de esta recta con el eje x, se podr~ lograr 
sustituyendo el valor de su ordenada en ese punto, que s 
cero, en la expresion (19), despejando el valor de x: 

• J "' 

(0 - F(x0 )) = F' (x
0

) (x - x
0

) 

~ t ' 

esto Indica que x es el valor de la nueva aproximacion 
xn+

1 
de acuerdo con el metoda de Newton - Raphson. 

II.S METOD DE LA DOBLE DIVISION SINTETICA 

El metoda de la doble division sint~tica es una aplica­
cion directa del metoda de Newton-Raphson para resolver exclusivamente ecuaciones algebraicas. 

D•bfdo l '"' "'' mHodo '"' " •Pifoab), es un polinomio, la expresion (18) se puede como: 

~,, 
P'(xn) 

Xn+I • 

cuando F(x) 
representar 

... (20) 

J 

J 

I 



34 

I 

donde P() es un polinomio de la forma: 

el Valor de P(x) Va]uado para Cuando X • Xn puede deter­
minarse onsiderando el residua R que resulta de dividir 
P(x) entre (x- xn): 

y h•d.J 
P(x) = (x - xn) Q(x) + R 

• • . ( 21) 

x • xn se obtiene: 

P(xn) • R 
• • • (22) ...... ,.l., 

sion (21): el denominador P'(xn), se deriva la expr~ 

P'(x) • (x- xn) Q'(x) + Q(x) 

" hacienda X a Xn: 

.~ c ' . t.. 

p 1 
( Xn) Q(xn) 

donde Q(xn) puede determinarse como el residua que resul 
ta de dividir Q(x) entre (x- xn), ya que: 

Q(x) • (x- Xn) S(x) + R* .; 30 

hacienda ~ xn: 

• • • ( 2 3) 

sustituyen o las expresiones (22) y (23) en (20): 

• • • ( 24) 

n = 0, 1, 2, •.• 
J+nX 



r 

J '· 
i' 

§ ..... I .,,&$.ILL!. 
Esta, Gltima ecuacf6n de recurr~ncfa es el m€todo de New­

ton-Raphson para resolver ecuacfones algebraicas, donde 
Rn representa el residua que resulta de dividir P(x) en­
tre (x - xn) en la n-esima iteracf6n y, R: representa el 
residua que resul ta de divfdir Q(x) entre (x - xn) tam­bien en la n-esima fteraci6n. 

:;. a .s. 

,. Ejemplo II. 4 

I H~YD 
· Obtene~ la ra1z positiva de la siguiente ecuacion al-

cifras decimales exactas: 

x
4 

+ 2x 
3 

+ x
2 

- x - 6 = 0 ,, ( '· 

aplican o la regia de los signos de Descartes: 

RAICES I II 

positivas 1 1 

negativas 3 1 

complejas 0 2 

• Total 
4 4 

dado que e polinomio de la ecuacion tiene coeficien 
tes entero~ se puede aplicar el teorema sobre posi~ 
bles ra1ce racionales, con lo que se obtiene: 

b 
c don de b 

c 
sera factor de 
sera factor de 

por lo que as posibles ra1ces racionales son: 

± 1' ± 2' ± 3' ± 6 
l 
' 

probando por division sintetica, para va'lores posit.£ 
vos: 

l 1 
-1 -6 2 2 -1 -6 

3 4 3 2 8 18 34 3 4 3 -3 
4 9 1 7 28 

, 
j 
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debido a que se presenta un cambi~"de signo, se pue­
de asegurar que la raiz positiva de la ecuacion alge 
braica es irracional y se encuentra entre 1 y 2, pa~ 
ra obtenerla se utilizara el metodo de la doble divi 
sian sintetica, El valor inicial xo sera la media 
del intervale en el cual se encuentra la raiz: 

.,J .... 
I 

realizando 

1. 50 

1+2=1.5 -2-

la expresion (24) para n . 0: 

Ro X1 = xo -
~ 

la doble division sintetica: 

1. 00 2.00 1. 00 -1.00 

1. 50 5.25 9.38 

1.00 3.50 6.25 8.38 

1. 50 7.50 20.63 

1. 00 5.00 13. 7 5 

sustit yendo: 
l _ _L_ 

XJ • 1.50 -
i 

6. 57 . . . ..s 
29:01 - 1. 27 

-6.00 

12.57 

Ro 

R* 
0 

j XJ • 1.27 

aplica do reiteradamente la 
(24) se obtiene: ecuaci6n de recurrencia 

n = 1. 
•! ' 

Rl 
1. 27 1.00 2.00 1.00 -1.00 -6.00 

x2 = X1 ,.._ R* 
1 

1. 27 4.15 6.54 7.04 

1.00 3.27 5.15 5.54 R1 

1. 27 5. 76 13.86 

1.00 4.54 10.91 R* 1 
[- t 

1. 27 1.04 
1. 21 x2 -19.40= 

x2 I. 21 

'"' 



r 

: 

n • 2; 

como x • x3 
tiva es: 

' 

1.21 l.OO 2.00 l.OO -1.00 

1.21 3.88 

l.OO 3.21 4.88 

1. 21 5.34 

1. 00 4.42 10.22 

x3 "' 1.21 - (-0.07) 
(17.27) 

5.90 

4.90 

12.37 

1. 21 

15( .. ' 

-6.00 

5.93 

R* 
2 

se puede considerar que la raiz real posi 

R2 

II.6 METODO DE LOS FACTORES CUADRATI~~5 

. fl • 

Al igua 
todo es 
braicas. 

que el de la doble division sfntetica, este me­
plicable para resolver solamente ecuaciones alg~ 

El metoda de los factores cuadraticos o metoda de lin tie 
ne la ventaja de obtener las raices complejas de una ecua~ 
cion algebraica, aunque es igual de eficiente para obtener las raices reales. 

Si ' ' til,, "'' ''"'<16o •lgebc,J,, P(•l P(x) es: 
0 don de 

P ( x) l ao xn+a 1 xn-··1,+a 
2
xn- 2+ 

+a x+a 
n-1 n 

de este pollinomio se puede obtener un factor cuadratico de la form~: 

x 2 + px + q 

con lo que la expresion (25) se puede expresar como: 

(25) 

2 n-2 n-3 n-4 (26) P(x) ~ (x +px+q) (box +b 1x +b2x + .••• +bn_
3
x+bn_)+Rx+S 

--------~--- -

1 
j 
I 
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la multfplfcaci6n: 

P(x) 

·;-

+ qb2xn-
4
+ •. +bn-3x

3
+pbn_ 3x2+qbn-3X+bn_ 2x2+pbn-2x+qbn-2+Rx+S 

( 2 7 

igualando coeficientes de las mismas potencfas en los se­
gundos miembros de (25) y (27) y despejando los coeficien 
tes del polinomio reducido: 

, ! a! al r+Pbo 

a2 = b2 + pbl + qbo 

bo • ao 

bl •al- pbo 

b2 = a2 - Pbr - qbo 

• oo( 28) 

R 

s 

?.O:>i J l· 

en gener 1 ,_ los coeficientes del pol inomio reducido estan dados po 

r? 

k C, 1 , 2 , 3 , •. o , ( n- 2) 
0 • • ( 2 9) 



j 

i 
f , 

I --..x a a: J kaa-

,.,, ao, 
y los coeficientes del residuo R y s, se calculan directa mente con: 

••• (3 ) 

Ahora bien, analizando la expres1on (26) para que x
2 

+ px + q 
sea un factor del polinomio" P(x), se requiere que R y 
s sean iguales a cero, por lo tanto: 

R - 0 a -n-1 
qb n- 3 

(31) - • • • (32) 

-- ·---
despejando p y q de las expresiones (30): 

-----------..,...- ., 
' I 

03) 

(34) 

\ 

los coefic,·entes b 0 , b 1 , b 2 ••• bn=2· del polinomio reduci­
do, se podrfan obtener de la expresi6n (29) siempre y cuan 
do se conozcan los valores de p y q. 

o• I 

·-~ A partir de valores iniciales para p y q y mediante un 
procedimiento iterative, se pueden llegar a determinar e~ 
tos valores con la precision que se requiera. Para ello 
se definen los incrementos ~P y ~q como: 

- p; 
Aq = q,. - q 

... 05) 

39 
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donde p* y q* son los nuevos valores calculados. Consi­
derando que estos valores estan dados por (33) y (34) re~ 
pecti~amente se tiene: 

an 
q* z -b--

n-2 

sustituyendo en la expresi6n (35): 

y: 

an 
6q = ~- q 

n-2 

simpli icando: 
'"if>'! 

an-I - pbn-2 - qbn-3 

b 
n-2 

6q = 

como el numerador de estas ecuaciones corresponde a las 
expresiones (30), entonces: 

6q ••• (36) 

.·t"t~(!;. ~'?"'" "- .t' 

las ex~ esiones (29), (30) y (36) definen el metoda de Lin. 
Para facilitar su aplicacion se utilizara la siguiente ta­bla: 

t = 

_/ = 

ao bo J 
a I b I I 
a2 b2 v 
8 n-I R 

an s l 
6p = r; t.q_l = 

Tabla £!.1 



r ---- r 

I lli 1 il kJ£. zau.v 
Ej emplo I'r. J '" • 

Ob<ool, 1•• '"'''' oomplojoo do 1• '''"''"'' ''"''''' algebraica con dos cifras decimales exactas: 

. I . 
x

4 
- x

3 
+ 6x 2 - Jx + 4 = 0 

factori~ando P(x) segiin (26): 

__ J 

x

4

- x + 6x
2 

- 3x + 4 • (x
2 + px + q) (b ox2 + b 1 x + b 2) + Rx + S • 0 

tomando como valores iniciales de p y q: 

p = 0; q - 0 

bo, b1 y bz se pueden obtener de la expresion (29) p~ 
ra k = 0 1 y 2 respectivamente: 

= -1 

bz = az - pbr - qbo 
6 

R y Sse o tienen con las expresiones (30): 

R = a3 - pbz - qbr -3 r. 

s 
4 

por ii!timo 
fp 

y .1q se obtienen con la expresiOn (36): 

4 
R -3 

0.50; Aq s 
0.67 

Ap b2=6 - . 
b2 6 

por lo tantol, p* y q* se obtienen despej~ndolos de la expresion (35): 

~* p + Ap 0.00 - 0.50 - 0.50 I 

q~ q + Aq 0.00 + 0.67 0.67 

(a) 

1 

f 

41 

-~ 
1 
I 

. ;~ 



42 

t 
f 

esta primers iteraciSn en la tabla (II.l). 

p = 0 -0.50 
q = 0 0.67 

ao 1 bo 1 

BJ -1 bj -1 

a2 6 b2 6 

83 -3 R -3 

84 4 s 4 

llp = -0.50 
llq = 0.67 

,; .. 
Tabla II.2 

Procediendo en forma similar, si el metoda converge, 
R y S tenderan a cero, as1 como Ap y Aq. El metoda se 
terminara de aplicar cuando la diferencia en valor ab­
soluto entre los dos ultimos valores calculados de p, 
as1 como los de q, sean menores o iguales que una tole 
rancia prPfijada. -

2 

-1- (-0.50)(1) =- 0.50 

6- (-0.50)(-0.50) 0.67{1) = 5.08 

-3- (-0.50)(5.08) - 0.67(-0.50) 

4- (0.67)(5.08) 0.60 

-0. 13 
5.08 - 0.02; p* 0.50 - 0.02 

0.60 
5.08 0 .11; q* = 0.67 + 0.11 

-0.13 

- 0.52 

0. 7 8 
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Pro iguiendo en forma analoga, finalmente se obtiene 
la s guiente tabla: 

I " .o .. 
r 

·--: ... 
.~ 

:r 0 -o.so -0.52 -0.53 -0.53 
0 0. 67 0.78 0.8o 0.81 ao 1 bo 1 l.OO l.OO 1. 00 l.OO al -1 bj -1 -0.50 -0.48 -0.47 -0.47 a2 6 b2 6 5.08 4.97 4.95 4.94 a3 -3 R -3. -0.13 -0.04 o.oo o.oo a4 4 s 4 0.60 0.12 0.04 0.02 llp = -o.so -0.02 -0.01 o.oo o.oo llq = 0.67 0.11 0.02 0.01 o.oo 

TABLA II. 3 

"D oJ.r. donde p = -0.53 y q = 0.81 con dos cifras decimales exactas 

-0.5 

0.81 

Sov<i<Jyoodo lov Gl<ioov valo<ov do p, q, bo, b,, b2, Ry Sen (a): 

•'- •'+ ,J- Jx+ 4 • <•'- 0,5Jz+ 0. 81)(x'- 0.47x+ 4. 94) + (0) x+ 0.02 • 0 

despreci1ndo el residua: 

lcx
2 

- 0.53x + 0.8l)(x 2 
: •J: .'• 

- 0.47x + 4.94) = 0 

utilizandp la formula para resolver ecuaciones cuadr~ ticas: 

0.53 + 1(-0.53)2- 4(1)(0.81) 
= 2(1) 

por lo tan,to·: 

y: 

B1 • 0.27 + 0.86i 

R2 = 0.27 - 0.86i 

0.47 ± 1(-0.47)2 - 4(1)(4.94) 
= -~ 2(1) 

a 

I 

' ,, 

~-

'""' I 
43 
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por lo tanto: 

R3 • 0,24 + 2.2li 

R~ • 0.24 - 2.2li 
---,...-

11.7 APLICACIONES 

Como se mencion6 al princfpfo del capftulo, el problema 
de obten'er las rafces de una ecuacf6n de la forma F(x) "'o, 
se presenta frecuentemente dentro del estudio de problemas 
relacfonados con la ingenferfa. A continuaci6n se presen 
ta un ejemplo para ilustrar una aplicaci6n de los metodos 
vistas en el presente capftulo a un problema real. 

Ej eaplo II. 6 

El modelo de crecimiento de una cierta poblaci6n ae 
puede representar por la siguiente ecuacion diferen­cial: 

ddt P ( t) • l P ( t ) + I 

.. ,.., -. 

donde: 
j ")·.·-d •. , 

P{t) Es, una funcion que nos proporciona el tamaiio 
de, la poblacion para un tiempo dado. 

A Eel la constante del crecimiento de la pobls­ci~n por nacimiento en un periodo de tiempo. 

I Es la constante de crecimiento de la pobla­
ciqn por inmigraci6n en un periodo de tiempo. 

La solucion de la ecuacion diferencial es: 

... (a) 

donde: 

Po es el tamano inicial de la poblacion • 

....... ~_ . .....-.l 
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10 
.c:lll 

30 
40 
50 
60 
70 
1.~0 

912) 
Hl0 
1Hl 
1:.20 
130 
1412) 

-'"'F.;:; ttpt ---- - ~-

ISupouiendo quo el '••••• de lu PObl•oi6u quo hubi­<~bu lu Ciudod de "'•ioo eu one,, do 1981, e,, de IJ 
millones de habitantes y un ano despues, (en enero 
de 1982), se contaba con 13 millones 838 mil, habien 
do ingresado a ls ciudad durante ese ano 500 mil pe~ 
sonas provenientes de la Provincia o del extranjero~ 
La tasa de crecimiento de la poblacion por nacimien­
tos durante el ano de 1981, se puede determinar al 
resolver la ecuacion (a) sustituyendo en ella los va lores de Po, t, I esto es: 

r.·. 

Pa a·obtener ls solucion de esta ecuaci6n trsscenden 
te, se pueden Utilizar CUalquiers de los metodos Vis= 
tos en este capitulo, A continuaci6n se presents un 
programs de computadors del metodo de biseccion es­
crito en lengusje BAsrc en un equipo !RS-80-rr. 

***** METODo DE BlSEccroN ***** 

RE 
Rt: 

DEI+DBL A-z 

DE~ FNFCXI•13E+6*EXPCX1+(0.~E+b/X*IFXPCXI-1JI-l3.838E+ CU;l . 

INPUT " CuaJes son los Par•metros 
LPRINr•cuales son lo• P•rametros 
INPur" y Ia tc•ler·.;tr,.:ta"nL 

LPRINT•y Ia taler•ncia "ITL 

At8";A,B 
AtB •• ;A,B 

X0""(A+8);2 
CLS 

LPR!NT f ABC 17) i ~~6o(/ OE EliSECClON• 

150 

LPRlNT lAB(~-;:·); •• Itt~r-~cJ.,:)nu 
LPR!NJ fAB<151;•Error 
Yl~t ~.,.l 

160 
f- X•Ff\IF< X01 
FA~f-NF! AI 
FB~FI\IF <61 

170 
180 
1912) Y•f'X*FA 
200 

IF Y>r THEN :.<~30 8•X0 210 
220 
230 
240 
250 
;260 
2'70 
280 

GOTO ···40 
A~X17.1 

XN•<A Bl/2 
D•ABSCX0-XNI 
IF D<•'TL THEN END 
X0•XN 

APr-oxim.a.cionn 

:.C::?'I<') 
.31<')({) 

.iHJ 

LPRlN'TIUSING" ###"lYt; 

LPi~INr USING• ###. ##########" ll); X0 bOTO 1:10 
END 

45 
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Las 
grama 

~ 

.,J~;m•don .. • h """ quo p<opo<don• o1 P<£ 
son las siguientes: 

METODO DE BISECCION 

I i:er-.a•: ton Er-r-ol KP'ro'<ima.:: .ion ' .(I 

(2). 2499"/~3Vl<llv.J0 0. 2512Hli751ZJillld0 
•- 0. 12498751<l~l0 0. 1 ~~51()87':>000 

' 3 0. ill<>24'7:l/SIIlill 0. ill625'73150l'l 
4 0.0312468150 0.03134.;,Hi~HJ 
5 111. 015<'>234375 0. Vl1 '5 T,:.J.<t..;/5 
6 0.011'!18111188 0.0235351563 

Ill. lllli'l-39058594 0.0:~144101:>6 

"' i.l. ~J01 c,·s:?9:.':97 0.0254880859 
'-1 ld.011l09/64648 0. 0:;:451 16:;:'1 1 

10 0. (li~J04882~l24 0. 02499985~>5 
1 1 ld. ~l•!JIIJ2441 162 e,. ~2~j >:.tt,.:lt'7'6'-t., 
12 0. 01ZJ0L~211l581 0. 02~il2191 16 
13 Ill. I£JiiJI(II£J6! 027' 1 0. Vl2S 18:~9411P 
14 lll.1tHIJ011).>1iJS145 lil. lt;:,:~~i2134552 
1~ 11).001<?01~}2::>73 Ill. ({);0:5191::119 /•l 
16 If). 01tMitlltJ/6286 0. 0.,::11905693 
17 ~l. 011lk:1Vlli.'J3f3143 0. lll25 1 94;3H36 

b! ~ '-4 

18 0 • IJI<MIIJI/.Il c'072 0.0251924765 
19 0. VJii'JIIlllllll095.36 0.0251915229 
20 0. ~·.-.100011)4/68 < 

0. 02':i 1 910461 
21 0.lllt?I~Mille1;2384 0·. 025 l 912845 
22 Ill. 00~'J({Jk:1(liJ. 192 0.02519140.37 

Con lo a terior se puede afirmar.que la tasa de ere 
cimiento de la poblacion por nacimientos, es de 
2.5191% con cuatro cifras decimales exactas. 

'I 

R 
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PROBLEMAs PROPUESTOS 

. J II 
·, .; 

1. 
Ttilizando el metodo de biseccion, encontrar una 
oluci6n de las siguientes ecuaciones: 

• X 

cosx - 2x + 1 = 0 
0 ... 

-1 7. ., 

2. 

Obtener una soluci6n en cada una de las siguien­
tes ecuaciones, aplicando el metodo de aproxima-

::i·:~x ••:•:!:•:• 
~ .. : 

b) ex . 3x 

c) x3 . - e-x <! .e.J q£1 

d) 1 
+ 1 0 

cosx - 2 X . 

.d 3. Resolver, utilizando el metodo de Newton- Raphson, 
las siguientes ecu~ciones: 

+ 
a) J· .. -•' . 0 

ex ' " '•t, 
b) sen x • 

I 

ex c) 
21.2 + 1 - . 0 

d) x tan x . 1 
I 

e) 

:~ 
- tan x '"' 0 

f) + ex . e2x 
-.L g) sep x + - x2 . 0 

h) 2 s en hx • CO<; ':!X 

i) - +J 
e sen x ......... 

1 
I 
I 

1 
I 
I 
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4. .... L 
loa inciaos de la pregunta 2, utilizando 

el m€todo de Newton- Raphaon. Comparar el proce­
dimiento y el resultado obtenido. 

s. 

6. 

7. 

Roooj••• 1oo inoinoo do 1o •••••••• 3, n<i1i•ondo 
el m€todo de aproximaciones sucesivas. Comparar 
el procedimiento y el resultado obtenido. 

l .j~ 
il0l- .. ,v .. 

Obten r las ra!ces reales de las

0

siguientes ecua­
ciones algebraicas, utilizando el metodo de la d~ 
ble d~vision sintetica: 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

xr + 3x - 1 - 0 

2·:t 3 - 3x + 4 • 0 

x1 + 12.lx2 + 13.lx + 22.2 - 0 

X~ + 6.6x2 - 29.05x + 22.64 - 0 
x4 x3 2x2 - 6x - 4 - 0 

"·· "1:;.: 

f) x
4 

+ x
3 + 0.56x2 - l.44x- 2.88 • 0 •JCI ·o . .c 

g) xsj_ 9x~ + 25x3- Sx2 - 26x + 24 • 0 

xf • ·a 
Obtene todas las ra!ces de las siguientes ecua­
ciones algebraicas, utilizando el metodo de Lin: 

a) x3 - 20x2 + lOx + 30 - 0 

b) x3 - x2 - 4x - 6 - 0 

c) x3 - 20x2 + lSx + so -0 

d) X~ - 2x 3 + 3Sx2 + 30x + 72 - 0 
- JCr 

e) X~ 2x 3 + 8Sx2 - 60x + 40 - 0 .{9 ",, 
li + 

f • X !L 

~ • x ••·' xP 

r 
•<. 
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I r SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACION S LINEALES 

IHTRooucc ON 

Muchos problemas relacionados con el campo de la inge. 
nierfa se pueden expresar en terminos de sistemas de e­
cuaciones algebraicas lineates. Debido a el.lo. el pre­
sente capftulo se dedicar! al estudio de algunos de 
los metodos m&s usados para resolver sistemas de este tipo. 

• (, ~' 

III.l SISTEMAS OE ECUAtiONES ALGEBRAICAS LINEALES 

n r·....,.: 

Un sistema de ecuacfones algebrafcas lineales es un. con­junto de ~cuaciones de la forma: 

~,., + a12X2 + 8 13:1:3 +. .+ 8 JnXn - b 1 a21x1 + a22x2 + a23X3 +. .+ a2nXn • b2 
<1- 31 Xj + a32x2 + a33X3 +. .+ a3nXn .. b3 

',I 
I 

i 
·i 

I 
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' . 
o ien, en forma matricial: 

a 11 a12 al3 aln 

a21 azz a23 a2n 

a31 a32 a33 a3n 

que a su vez se puede representar como: 

A 'i = b 

Xt 

X2 

X3 

X 
n 

bl 

bz 

b3 

b 
n 

don e A es la matriz de coeficientes, 'i el vector de in 
c6gnitas y bel vee'·. r de terminos independientes, por 
timo la matriz (A, b) de orden n x (n+l), se conoce com 
la 1at~~z ampt~ada del 6~6tema. 

La soluci6n del sistema de ecuaciones es un conjunto de 
n vlalores x 1 , x2 , x 3 , ••• , xn que satisfacen simult~­
neamente a todas las ecuaciones. 

I <>l-
En la soluciQn de estos sistemas pueden presentarse tre casos: 

Primer case.- Que-~u ~~l~cion sea Gni~a; se dice enton 
ces ~ue el sistema es compatible y determinado. 

Seg ndo caso.- Que admita mls de una soluci6n;. enton­
ces 1 sistema es compatible pero indeterminado. 

er caso.- Que no admita soluci6n; entonces el sist 
rna e incompatible. 



r ; 

(1.2 MET[DO DE ELIMTNACTON COMPLETA DE GAUSS-JORDAN 

f 
Un metoao uti] y sencillo para encontrar la soluci6n de 

un sistema de ecuaciones 1 ineales, es el de eLim-<.nac-<.t5n comp~eta. Este metoda consiste en obtener sistemas equi 
valentes, a partir del sistema original dado, utilizand~ 
las operaciones elementales sabre los renglones de la rna triz ampliada del sistema, que son; 

.. a 
a) Intercambiar un renglon por otro, esto equivale a 

reordenar las ecuaciones del sistema. 

b) Multiplicar todos los elementos de un rengl6n por 
un escalar diferente de cero, operaci6n que es e­
quivalente a multiplicar una ecuaci6n por una cons tante. 

c) umar termino a termino dos renglones, que es 
quivalente a sumar dos de las ecuaciones del istema. 

' :; t1.' 

El metod de Gauss-Jordan consiste en sistematizar la 
obtenci6n de sistemas equivalentes hasta obtener uno, en 
el cual la matriz del sistema se convierta en la matriz 
identidad(IL a partir de este Dltimo sistema se podrl ob­servar su !SO]uci6n directamente. 

Los pasosla seguir para la obtenci6n de sistemas equiva­
lentes en 1 metoda de Gauss-Jordan son: 

1 • 
Se eccionar un elemento diferente de cero como 
pi ate; ~ste ~ebe ser algGn elemento de la ma­
tr z d~ cc,eficientes. 

2. Co vertir en uno el elemento rivote mediAnte op~ 
ra iones element~les. 

.: .s 

3. Convertir en ceros todos los elerrentos de la co­lu~ a donde se encuentre el elemento pivote. 

4. Sel ccionar un nuevo pivote, el cual no debe es­
tar ni en el renglor., ni en la columna donde se 
enc ntraba(n) el Oos) pivote(s) anterior(es), 

51 
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Repetir los pasos anteriores hasta obtener una m 
triz de coeficientes formada solamente con unos y 
ceros, en caso necesario intercambiar renglones 
para obtener la matriz identidad. 

Ejemplo III.l 
I 

Resol~er el siguiente sistema, utilizando el metodo de Gauss-Jordan: 

• 9;. 
- 5x3 • 19 

la matr'z ampliada del sistema es: 

(A,b) • 

I 
selecci9nando el 
diendo todos los 
8, se obtiene el 

.ooo 

.ooo 

-6 7 

0 -5 

-2 6 

elemento a 2 1 = 8 como pivote y divi 
elementos del segundo renglon entre 
siguiente sistema equivalente: 

-6.000 7.000 

o.ooo -0.625 2.375 [ 
.ooo -2.000 6.000 

4.00~ 
5.000 

:" z ' 

Ahora s requiere convertir en ceros los elementos au 
y a31• puesto que son los que estan en la columna don­
de se encuentra el pivote. Para lograrlo, se multipli 
caran los elementos del segundo renglon de la matriz -
ampliada del sistema por la constante -3 v se sumaran 
con sus respectivos elementos del primer renglon, lo 
anterior se puede expresar como (-3) (2do R) + oer R) 
con lo q~e se obtiene: 

[

.ooo 

1. 000 

1. 000 

-6.000 

o.ooo 

-2.000 6.000 

8.875 
-3.12j(-3)(2do R) + (ler R) 

2. 375 -

5.000 

-0.625 

para conver ir en cera el elemento a31, se hara lo siguiente: 

(-1)(2do R) + (3er R) 



r ~$$$!{QM.• ·~~~ 

- oigojfiOo qvo lodoo lo, '''•••••• dol oogvndo •••g16o 
se multiplicaran por la constante -1 y se sumaran con 

I sus r~spectivos elementos del tercer rengl6n: 

- [..l, j c.. 

'•"1./v.! 
-6.ooo 

8. 875 

2. 3 75 . 

.opo 
o.ooo -0.625 

.ooo -2.ooo 
6.625 

-3.!21 
2. 625 (-1)(2do R) 

+ (3~~ R) ~ :-.) 

;x 

El sigluiente paso es seleccionar un nuevo pi vote, el 
cual no debe estar en la primera columna, ni en el se­
gundo renglon, por lo que este puede ser alguno de los 
elementos a12, a13, a32, 5 a33. Se seleccionara el e­
lemento a13 = 8.875, ahora dividiendo todos los elemen 
tos del 'Primer renglon entre 8. 875 se obtiene: 

[
.ooo -0.676 I.ooo -0.35] (ler R)0/8.875) 
.ooo o.ooo -0.625 2.375 

.ooo ~-2.ooo 6.625 2.625 

multiplic ndo el primer renglon por 0.625 y sumindolo 
al segundo y a su vez, multiplicando el primer renglon 
por -6.625 y sumindolo al tercero, se obtiene el si­guiente sistema equivalente: 

I. ooo 
. ooo -0.423 [""' }··70 -D.JS~ 

o.ooo 
2.155 (0.625) (Ier R) + (2do R) .ooo 2.479 o.ooo 
4.957 (-6.625)(ler 

R) + (3er R) 

••• ''''··· 1., •••••• •••••• "''·····••do dobo ••• •1 elemento a~ 2 
• 2.479. Procediendo en forma similar se obtiene: 

["'" o.looo I.ooo 

l.OOJ (0.676)(3er R) + oer R) . ooo o.poo o.ooo 
3.001 (0.423)(3er R) + (2do R) .ooo 

1. ~00 o.ooo 
2.ooo (Jer R) 0/2.479) 

.... 
-~ . .........,..-

-c-~ 
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reacom dando: 

~
1. 000 

o.ooo 

o.ooo 

o.ooo 

1.000 

0:000 

; ~ ',.· 

o.ooo 

o.ooo 

1. 000 

por lo que la solucion es: 
r.t.; 

3.001 

'lJ(l xz 2.000 

x3 1.000 

t ,• ~- }-. 

1_.:·· ·'·· 

>boz •" 
., .. ~ 

JO.' 

3.0QJ 
2.000 

1. 000 

., 
t- " .. 

00'' 

II I. 2. 1 ER ORES EN EL METObO DE GAU~S-JORDAN 

ou;e ': • '. 0 
.. ~M t ·~ 

El metodo de Gauss-Jordan no es un metodo de aproximac.io­
nes suc~sivas, por lo tanto su soluci6n deberia ser exacta, 
pero no lo es, debido a los errores que se presentan en el 
desarrollo del mismo. 

La soluci6n del ejemplo III.l, es en realidad x
1 

= 3, 
x2 = 2 ~ x 3 = 1, que difiere de los resultados obtenidos, 
debido que al efectuar las operaciones se trabaj6 redon 
deando tres cifras decimales, incurriendose en un error 
de 0.0 1 en el valor de x 1 . Este problema se presenta 
al resolver sistemas lineales en computadoras digitales, 
ya que ~stas tienen siempre un limite con respecto al nu­
mero de digitos en las constantes con las que trabajan. 
Para reducir el error por redondeo,se puede demostrar que 
si se selecciona como pi vote el mayor elemento en valor ab 
soluto de la matriz del sistema, se minimiza el error por 
redondeo. 

0 



r ···•· 
I.3 DE JACOBI 

( ~" 
( ' ~ lf .) 

)..._ 

A diferencta del m~todo de Gauss-Jordan, el de Jacobi es 
un m~todo de aproxtmaciones sucesiva~. AT igual que los m~todos I estudiados en el capitulo anterior, ~ste es iter a 
tivo, y cuando converge, se aproxtmara a la soluci6n en ca 
da iteraci6n partiendo de un valor inicial. 

SopOoJ, '" ·.: •I ''"'m" 1) 

A X = b 

la matriz A se sustituye por: • • • (1) 

donde D es una matrfz diagonal, es decir una matriz tu! 
drada cuyos elementos sobre la diagonal principal son los 
unicos diferentes de cera. R es otra matriz que contie­
ne ceros en su diagonal principal y los restantes elemen­
tos de A, en sus demis elementos. Sustituyendo en la e~ pre·sfon (l): 

(D + R) X = b 
. 1') 11nu '..: ~- 01' D X + R X = b 

Dx b - R X (0 1% 

premultfpl icando por n-lt ?I'' , .• 

j 
-; ~ D- 1 b - D- 1 R x 

! ; X • ' • M ( l )" 

ecuacion qu puede manejarse como formula de recurrenciJ de la sigui nte forma: 

k 0' 1' 2' ... • • • ( 2) 
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El mjtodo do Jooobt, doftoldo po• lo '''"''' mot•iotol 
de recurrencia (2), significa que dado el sistema (1) se 
despeje x 1 de la primera ecuaci6n, x 2 de la segunda, 
x 3 de la tercera, etc., quedando: 

(k+1) 1 (k) (k) 
- a x(k) ) xl =- (bl - al2 xz - a 13 x 3 -all ln n 

I 
x(k+l)= _!_ (bz - (k) (k) ' ' a ~k)) 2 ~22 a2.1 x1 - a23 x3 - 2n 

x~k+l)= _11_ (b3 -

nu ' 
(k) (k) (k) 

433 831 xl - 832 x2 - - a3n xn ) 

Am,; 'L 

A 

(k+l) _l (b {k) (k) 
xn • ~ n - ~~ xl Bnz x2 x(k) ) 

- an(n-1) n-1 

k a 0, 1, 2, io • 

- i .J -~ •• 

- y - I'J) 

partie do de una p·rimera aproximaci6n: 

se sustituira en los segundos miembros de las ecuaciones 
(3) para obtener la nueva aproximaci6n: 

x-< 1) I. (1) (1) (1) (l)lT 
Lxl ' x2 ' x3 ' •. • ' xn J 

a s u v e , sus t i t uy end o x < 1 > , s e o b tend r a : 

-( 2) 
X ... ' 

-··-·---

(3 



j ,z; I $& 

y asf sucesivamente. Se considerara una buena aproxima­
cion la solucfon del sistema aquella que cumpla con la condicion; 

f • 1\1"7' 1 1-(n+l) -(n) I 
X - X ~ £ 

~ , r . 

donde ~ es un vector de tolerancia preestablecido. 

Sustituyendo el vector infcial ~(o). {O, o, o, ... , o}T 
en los segundos miembros de las ecuaciones de la expresion 
(3), •• ,,,,,,,, ••• ••••• ., ••••••• ,,, ,,, •••••• ,,,, ··~ 

i" 

X={~'~ 
I • • • I b IT ~ 

este Olt mo vector·x, se utiltza generalmente como vector 
inicial x(O) en la soluct6n de sistemas por e1 metoda de ~a cob i. 

II.J.l CONV RGENCIA DEL METODO DE JACOBI 

El metodo de Jacobi ~~ene la de~ven~aja de que no ~~em­
pke convekge a la soluci6n del sistema y algunas veces lo hace pero lentamente. 

!, '~ ....... '" ,, "''"' "'"•J• .,,_ !~· 4; s~-~u.e_,£ada u~ los elementos que se encuentran ~~_(l__pLill.cipa]_ de ta mat_r_iz decD"rl"h,iente! --.,. ~en valor absolcrt.cr-;-que~ CJ"eliTaS e'i~s 
del rengl6n correspondiente. Con esta condici6n no se ga 
rantiza que el metodo converge, sin embargo si no se cum~ 
ple, si se puede asegurar la no convergencia del metodo. 

,, ,,,,,,,J, ,,,,,,,,,, •••• ,, •••••• , •• ,,, •••••••• •• 
que los coeficientes de la diagonal principal sean mayo­
res, en valor absoluto, que la ~uma de los demas elemen­
tos del rengl6n. Cuando esta condici6n se cumple puede 
asegurarse que el metodo converge y, en caso contrario, no es posible asegurar nada. 
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En algunas ocasiones se presentan sistemas en los que se 
cumplen las condiciones anteriores solamente en algunas 
de las ecuaciones y, en tal caso, no se puede afirmar na­
da sobre la convergencia. 

A manlra de ilustrar lo anterior, consideremos el sistema 
de e c u a c i ones de l e j em p l o I I I. 2 , en e 1 que s e v e que e 1 co~ 
ficiente de x 1 es dominante en la primera ecuaci6n y los 
coeficientes de x 2 y x 3 son dominantes en la segunda y te~ 
cera ecuaciones respectivamente. 

ni' 

Ej emp o II I. 2 

Resol er por el metodo de Jacobi el siguiente sistema 
de ecu ciones algebraicas lineales: 

... 
despej 
da y x 

oi 

22 

ndo x 1 de la primera ecuacion, 
de la tercera: 

" -. 
xr 

1 
6 (22 - 2x 2 - X 3) 

1 (3C + - 2x 3 ) x2 8 xr 

x3 (2 3 - xr + x2) 6 

> .... '~' 

xl de la segu_!! 

,. 1" :"J: r1':1·. :;: :·; '.~ t· -·~ 

hacienda recursive este sistema, segun la expresion (3): 

( k+ 1) 1 
(22 - 2 ( k) (k) ) (a) X I 6 x2 x3 

(k+1) 1 
(30 + (k) 2x(k)) (b) x2 8 xl 3 ... 

(k+1) 1 
(23 - (k) + x~k) ) (c) x3 = 6 xl ... 

k 0, 1 , 2, ... 



r 
toman o e vector ~n~c~a x • li d 1 

... 1 -(0) { 22 

sustituyendo k • 0 en las ecuaciones 
(a), (b) y .(c) se obtiene: 

lQ n }T 
' 8 ' 6 
de recurrencia 

sustit~yendo valores: 

.. -,, 

e8o) - ~3) 
(l) I (22- 2 - 1. 778 

xl - 6 

X ( l) 1 (3o + ll- 2 (263)) = 3.250 
2 8 6 

(l) I (23 - 22 
+ ~0) - 3.847 

x3 = 6 
li 

lUI·: ;,. ':! 

obteniendose: 

J x-Cl>. 0.778 3.250 3.84?Jr 

su~tituye do k • l en (a), (b) y (c): 

X ( 2) I 
(22 - 2(3.250) - 3.847) l. 942 

l • 6 

X ( 2) 1 
(30 + 1. 778 - 2(3.847)) = 3. 011 

2 8 
~ (2) l 

(23 - 1.778 + 3.250) 
4. 0 79 

x3 6 
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por io t nto: 

reiteradamente en forma similar se obtiene: 

.. ' 
k K 2; x( 3) 0.. 983 2.973 4.01~T 

k - 3; x<'+) .. 1).007 2.995 3.99~:f 
I 

X ( 5) 1).002 3.99~T 

~ 
4. 3.001 

' -5; x(6) - !J.ooo 3.001 4.oo~f 

,1k 6. X ( 7) [2. 000 3.000 4.oo<[]r 
' 

., . .,.J. la solucion del sistema es: 
I 

{ X) 2.000 
!,;! ·~ r ' . ' . . ( l) ' 

xz 3.000 

(; X3 4.000 
I 

(,it u 
con tres cifras decimales exactas. 

111.4 METODO DE GAUSS-SEIDEL 

Este m~t~do es pr~cticamente idintico al de Jacobi, la 
Qnica diferencia estriba en que el m~todo de Gauss-Seidel 
se acerca mas rapido a la so1uci6n cuando el metodo con­
verge, debido a que una vez que calcula. la componente 
x~k+l) la utiliza inmediatamente en la misma iteraci6n, 

1 

esto es: 



.!J &Lt CJce -· ·· 

1 

(k+I) 
a x -n! 1 

k = 0, 1, 2, ..• 

n--
'0\l 

El criter o de convergencia de este mEtodo es el mismo que el de acobi. -.. 

Ejemplo III. 3 
•. 

Resolve el sistema del ejemplo III;2 utilizando el metodo d Gauss-Seidel, 

Las ecu ciones de la expresion (4) se reduceri a: 

(k+t 1 
(22 2 (k) (k)) 

(a) 

X! 
& 6 x2 - x3 

(k+I 1 
( 30 + (k+ 1) 

2x~k))' C< 
(b) 

x2 ~ 8 x1 

(k+ 1) 1 
(23 - (k+ 1) 

+ (k+1)) 
(c) 

x3 = 6 xl x2 ... 
k 0' 1 ' 2' 

••••• ,. •1 1.,, •••• ,,., ,~;:,., ,.,.,, •••• ,,, 
sustituyendo k = 0 en las ecuaciones a, b y c: Ili.2) y ' 

oL ·$< ( l) 1 
(22 • (O) (O)) :1"" .a I ,, 

,_ 
' .. !.• 

x1 6 - 2x 2 x3 

( l) 1 
(30 + ( 1) 

2x~ 0 )) 
x2 8 x1 

( 1) 1 
( 2 3 ( l) 

+ ( 1)) x3 6 - x1 x2 

~ 0 .· 
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62 
sustituye~do valores: 

se obtiene: 

( li' 
£ ••• •ll 

xP> c i ( 22 - 2 ( 
3~) - 2

6
3 ) • 1. 778 

x~ 1 } = ~ (3o + 1.778- 2 (2
6
3 )) 3.014 

~--. -·-
x~l) a i (23- 1.778 +3.014)- 4.039 

·& -

d' • I 

l d) 

?;' 
[' 

_,_. 
[.10. 

__ J_ • 

I •'l (1. :7:, .:~~14 ··:~)T '' "'''" '"" 0,: '. ~:' 0 

pr~cedienjo reiteradamente en forma similar, las si- 1 ~ ' 9 

guientes iteraciones resultan: 

oiqm->v: 

k - 1; i .· x<2) - [}.989 2.989 4.ooq]r 

k c 2; -x< 3) - [J. 004 3.001 4.ooq]r 
·fJ~ 

k - 3; -x('+) - [J. 000 3.000 4.ooq]r 

por lo ta~to la soluciSn ~s: ( i +)/) 
!X + 

+ (l+i) 
! X 

x1 • 2.000 

X2 • 3.000 

X3 • 4.000 

que es la misma soluci6n que proporciona el mftodo 
de Jacobi con la ventaja que fate, la obtiene en tres 
iteraciones menos. 

- (' 

\ l ) 
.ll 

"'J! 
-'" j.-:, 

,. .. _ 
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._ ,', ~ i ,, ' V; b I () lr 

los valores caracterfsticos desempenan un papel fmportan 
te en muchos problemas ffsicos. La estabilidad de un 
avi6n, por ejemplo, se determina por la localizaci6n de v 
lores caracterfsticos en una cierta matriz en el plano co 
plejo. las frecuencias naturales de las vibraciones de un 
viga, son realmente valores caracterfsticos de una matriz. 
Esto hace que el cilculo de valores y vectores caracterfs­ticos sea un problema importante. 

( :1 i '(6 '· h r, r 9 

El problema es entonces, la determinacion de los valores 
caracter1sticos A en Ax= Ax, tales que proporcionen sol~ 
ciones diferentes a la trivial en el sistema planteado. 
las soluciones de este sistema seran los vectores caracte r1sticos de A. -

;or - .)'i ·d) 

Para obtener los valores y ve~tores'caracterfsticos de 
una matriz, es necesario determinar la ecuacion caracte­
rfstica. La obtenci6n de esta ecuaci6n para matrices de 
orden superior a tres es generalmente complicada por los 
metodos tradicionales; uno de los metodos numericos, uti! en estos casos, es eJ siguiente. 

(II} 
,J J.-n ., + 

'i 
,6J 

9 j 
iii.S.l METO~O DE KRYLOV 

'"' ... J.. " .... " establece: Toda ma:tJt.tz 
llae.tell.l.s.Uea. el teorema de Cayle.Y-ffamn ton que 

A vell.£6-iea .su pllop.ta eeuae.tdn ea 

P(A) • 0 

sea: f s 

n-1 n-2 - · + a 1 A + a2 X + •.. + a
0

_
1 

A + a
0 

"' 0 
(5) 

la ecuacion caracterlstica de la matriz A de orden n. 

I 

1 
j 
I 
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Dado qu el arden de A es n, esta ecuaci6n es de grade 

n y entonces a 0 ~ 0, dividiendo (5) entre a 0 se obtie­
ne: 

A + b 1An- 1 + b 2An- 2 + b ' b '· .+ n-1" + n 0 ... (6) 

• l ~if ~ ~; . .., r. f :' '.( "'- r: } 

donde hi 

Aplican o el teorema de Cayley-Hamilton: 

: do.,q . f ;tt'1tisb s i :t:>n !i9 ze c, 
n + b 1An- 1 + b An- 2 . b A b 0 

I91C 
, E'" (7) 2 +.' .+ n-1 + n 1 = 

, r 

!-. 

Los t~rjinos de ::·ecuaci6n anterior~~6:~matrices 
den n x n y la suma de ellas forma un sistema de 
ci ones a ,gebra teas 1 i nea 1 es, cuyas i nc6gn i tas son 

de or­
ecua-

b1, b 2 , ~3• ... , bn. Para sumar vectores en lugar de ma­
trices, se multiplicara par un vector cualquiera y, camp~ 
tible con A y diferente de cera, con lo cual: 

1.1 + ,,.•-:,- + ,,.•-'y + ••• + •~, •Y + •. Y - o (8) 

' 

al resol er este sistema se obtienen los coeficientes de 
la ecuaci6n caracteristica, los cuales se sustituyen en 
la expre ion (5). 

Ejemplo III.4 
., '· t: ! ; «"' !"""' ,..._.,. 

Obtener la ecuacio~ caracteristica de la siguiente 
matriz U4ilizando el metoda de Krylov. 

[: 1 

_:J (.) A -1 
( (S + I 

L:-1 0 
il~ ; ..... .-::: '- :· ..;i,.._ 

,~ 
• j 

"!j'• 



Lx •Juxoi6n '''''''''''''' '''' d•d• pu< 1• oxp<••i5n 
(6), en este caso para n z 3 que corresponde alar-
den del sistema, esto es: 

... (a) 

y el 
b 1' b 

istema de ecuaciones para conocer los valores de 
, b3, se obtiene de la expresion (8): 

... (b) 

:: 

y = 

0 • A 

se tiene: 

[ ' _:J [:J t:J 
A y • -2 -1 

-1 0 

a: •• ,\i..;,l iJ ol\ll 

. ~' ' 
;._, ... ~..., 

[ _: 
1 

_:J t:J t:J 
A2y A(Ay) = -1 

-1 0 

.r!'-' ·' ~; .:~L 

sustituyendo en (b): 
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si plificando se llega al si•t-.':' ~.~, . 

,. 

res lviendolo: 

-4bl - 2b2 lH! 

b2 
.. 

. ! ,:1 ; • • ~ • 

6 

5 

+ '(A~o ..- y 'A;d 

b2•-5; 

por ultimo, sustituyendo en (a) se obtiene la ecuacion 
caracteristica; 

>. 3 +>. 2 -5>--1•0 

'!111"1' 

111.6 METODOS 1TERAT1VOS PARA DETERM1NAR VALORES CARACTE RISTICOS 

'' L mHo d., "' "'" ~" d~'c -oomO:m'" to "'"'' " do" 
conocer de una matrfz el valor caracterfstico de mayor 
menor valor absoluto. Una ventaja de estos metodos es 1 
obtenci6n sfmultinea del correspondiente vector caracte­rfstico asociado. 

l-

III.6.1 ETODO DE LAS POTENCIAS 

:-· u! r, -, 
El p ocedfmiento consiste en utilizar la expresi6n: 

A 

: --:J 
l- i . ...) 

como 6rmula de recurrencfa, tomando, un vector fnicial 
0 

1 o 
x(o) 1 o de la forma: 

flfl 

x1 x2 
.-d 

x(o) • 
'J (-

~J 



sustituyendo este vector en el primer miembro de la ex­
presion (9) y efectuando la multiplicacion indicada se 
obtiene una primera aproxfmacion en el segundo miembro, 
esto es: 

··-----~ ··.--· ·-·--···-·-------; 
A x(o) = >.(1) x(l) 

donde: I 
I t ___ _ t

( 
h _ _ _) 

>.(1) x(l) • A(l) 
c atJn~~ -~i~ 
~ ,': -~ c: ; .. 

xn 

"~ ~"' <' ,.. 

es e'l v ctor del producto realfzado, 

El siguiente paso consiste en seleccionar el mayor elemen 
to de este vector y tomarlo como >., posteriormente se noi 
ma.L<.za. el vector del producto, lo cual consfste en dividir 
dicho vector entre >.(l)· El factor de normalizacion sera 
una aproximacion al mayor valor caracteristico* >. y el vee 
tor xc 1 p sera una aproximacion a su vector asociado. 

I 
Sf tomamos ahora la primera aproximac1on del vector carac 

terfstico x(l) y lo multiplicamos por la matriz de coefi 
cfentes se tiene: 

en donde >.(
2

) sera una nueva aproximacion al valor cara£ 
teristico y x(

2
) a su correspondiente vector. 

Iterando sucesivamente se obtiene: 
t. - •• 

* La demo tracion se encuentra en Numerical Analysis 
de F. S eid serie Schaum's. 
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~y r 

e general, podemos escribir: 

A 

k=l,2,3, ... 
. . . (10) 

t' f) 

s t e .pro c e s o s e r e pet i r a h a s t a que 1 a d i f e r en c i a , e n v a­
lor absolute, entre los valores caracteristicos obtenidos 
en dds iteraciones sucesivas sea menor que una tolera cia 
preestablecida. 

abe hacer la aclaracion que el vector inicial x(o) pu~ 
d ser cualquiera diferente de cero; por ejemplo: 

x(O) [loO ... c[)T 

o bien: 
I 

x (O) "' (}, 1 1 , •• i] T 

. \. •.} .. 

,... Ej emplo III. 5 

Sea el sistema: 

+ 4x 2 0 

X] + 0 J ... :o a !'lh 
de la matriz de coeficientes, el mayo• valor 

caracter!stico y su correspondiente vector por el 
metodo de aproximaciones sucesivas, utilizando como 
vector inicial x(O) = [1 1]T 

EJ sist~ma expresado en la forma de la ecuacion (9) 
queda: 

r 2 4 
-. 

i 
...., 

X 
' X I : I ! 

3 
I i L. ~ 

X 
'-- X; 

~ 

:I 



utiliz ndo la expresi6n (10) para k • 1: 

•ustit yendo valores: 

normal zando se tiene: 

i' 

[ 
1.000 J 
0.667 

por lo tanto: 

- [ 1. 000..., 
x( 1) - J 

0.667 
y 

utiliz ndo la expresi6n (10) para k • 2: 

! ' ) 

4 J [ 1 •. 000 J = 14.668 J 
3 0.667 ~3.001 

I 
normal zando se obtiene: 

~' /. 9"11iHl ( i 

4] [ 1.000] 

3. 0.667 

por lo tanto: 

A(2) • 4.668 y 

.1 ov 

[
l.oool· 

4.668 J 
0.643 

l 

jl.OOOl 

x( 2 ) = ' o.643.) 

p ra k • 3; 1.(3). 4.572 y 
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... •· 

ptosiguiendo .J"!'.'X!! .:>.b., reiteradamente y en forma sialilar se ob-t ene: 

Jra [1.000] d k • 4. ).(4) 4.564 X('+) • • ' .. y 
0.640 

.L [1.000] k • 5: ). ( s)• 4.560 y 'X(s) . 
0.640 

I 
.-., ~. _. ~,. 

[ 1.000 J 
T 

k . 6; ).(6) . 4.560 y x(6) . 
0.640 

' ! l po lo tanto el mayor valor cataeteristico con tres cifras decimales exactas es: 

A . 4.560 
'"')'!'·, (j q 

y u vector asociado: 

3 ... ( l ) 

x • Q.ooo 0.64Q)T 

p ra 'r r. ~r 1a obtencion del men or valor caracteristico prem ltj_ pl quemos 1 a expresion ( 9) por 1 a in versa de A: 

11) 

Dividiendo (11) entre ). y haciendola recursiva queda: 

12) 

k. 1, 2,·3, ... 

'., ~ 1 

:;oo;! 

esta ecuac16n es similar a la que se obtuvo para determ -
nar el mayor valor caracterfstico, utilizando en esta o a 
si6n la inversa de la matriz de coeficientes y el recfp ~ 
co de A. 

~ ;I 



III. 6 

Obtener de la siguiente matriz, el menor valor cc­
racteristico y su correspondiente vector: 

; .! (; fl ~ ~ 

cuya i versa es: 

:.. & 0-. 

-[

0.928 
A-1 

-0.214 

·'· 

-0.286] 

0.143 

aplica do la expresi6n (12) para k • 1: 

-1 - (1) A x(o) • I 

sustituyendo valores y utilizando el mismo vector 
inicia1 ~ue en el ejemplo III.5, tenemos: 

[ 

0. 928 

-0.214 

noraalizando: 

-0.286] 

0.143 [ 
1 J z [ 0. 642 J 
1 -0.071 

[ 

0.928 

-0.214 
-0.286] [11] 

0.143 
- 0.642 [ 

1.000] 

-0.111 

por lo tanto: \ ; ' ) ) " 

1 
A(l) • o:642 • 1.558 y - [ 1.000 J 

-0.111 

utiliz ndo la expresi6n (12) para k • 2: 

[

.0.928 

-0.214 

-0.286] [ 1.000]-[0.960] 

0.143 -0.111 -0.230 

Jl .. 

71 
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n rmalizando: 

' ~ i.jl;. 

[0.928 -0.28J [\.0•)0] [ l.OOJ - 0.960 
-0.214 0.143 -0.111_ -0.240 

i 
p r lo tanto: l_ 

1 A ( 2.) - o:960 - 1.042 y x( 2) • [ l.OOJ 
-0.240 

. -A 

prosiguiendo en forma similar se obtiene: 

:...:.j ~sl"qxe :tJ 

-·,x .) .. 
[ 1. OOJ p ra k . 3 ; A ( 3) 

. 1. 003 y x( 3) . 
-0.249 

·.>1 :>ttY ;t l•- cb l"l~' S'(. 
·:~aa-: rr .... ti·.r j ..Jj:• 

pa a k 4 A(lt) = [ 1. OOJ 1. 001 y x ( ") -
-0.250 

'. .. ) . ":.J L... ; ._! -~ .i. ~ U:J 

[ l.OOJ .. 
pa a k = 5 "< 5) 

= 1. 000 y x ( s) 
-0.250 

r 
0 • i ! 

I ' ! - } 1 .. C L ~ __; ~ .: .o-] .. •f' 

pa a k • 6 A(G) • 1.000 y 
[ 

1.000 J 
-0.250. 

'"1 
j 

po lo que, el menor valor caracter!stico con tres ci 
fr s decimales exactas es: 

A = 1. 000 

y u vector aaociado: 
.u~ Ht.o -i 

L Of~. 0. 000 -0.25<[) T 

\ 

, 



:!.7 APLICACIONES 

'\1 h' 
f,11E•", 

Pm L,,.,,,:; lo ~t~lld:d~ ,: ~o~ m!:o:" '""' " 
este cqpitulo consideremos el siguiente problema de In­
genier,a Electrica. 

~ea e. siguiente circuito electrico: s . 
;f':.".-. 

~: ... ~ .. -.l:. 

2.11 

15r-

lOt- i3 

5.11 

7.11 

Q .·~ ~~·~- 3.11 

5.11 

---is " - \. ··-· 
' " .~ I • : I~ 

l 

del cu 1 se desea conocer la corriente que fluye a tra­
ves de cada rama. Con ayuda de las leyes de Kirchhoff 
estas corrientes se pueden conocer al resolver el siguien 
te sistema de ecuaciones algebraicas lin~o1es: -

I "'"'""''' 11il · -4is -5i6 - 10 

~'! ... 3 ·.~ 
il - iz - i6 = 0 

il - i3 - is 0 

- i4 is - i6 = 0 

-4il 12is -3i6 - 15 

-Si1 -3i 5 lSiE = 0 

73 



74 
Jpl i cando- el ml!todo 
guiente programa: 

de Gauss-Seidel y con ayuda del s -

100 'GSEIDEL/MN 
110 , ' 
120 'M E T 0 D 0 
130 'VERSION 1.1 
140 , 
150 DEFINT I-N 

D E 6 A U S S - S E I D E L 

160 DIM A<15t151.8~'15>'•XC15) b:. 'r ., ~ . r 
170 CLS . 'tbf" 
180 PRINT TAB<15) "MET 0 D 0 DE 
190 PRINT 

G A U S S - S E I 

200 TL- 0 oJt, 1 o3r~3,rJ ~Jnstur 
210 INPUT "QUE TOLERANCIA DESEAS "ITL 
220 IF TL <~ 0 THEN 

~ 
TL = 0. 00001: 
PRINT ">> TOLERANCIA = 0.00001" 

230 I = 0 
2'•0 INPUT • CUANTAS ITERACIONES DESEAS • I IT 
250 IF IT < 1 THEN 

260 
270 
280 

IT = 1000: 

j PRINT ">> ITERACIONES = 1000" 
' ECTURA DE DATOS 
INPUT "ORDEN DEL SISTEMA •;N 
IF N < 1 THEN 

PRINT ">> ERROR"I 
GOTO 270 

ELSE IF N > 15 THEN 
PRINT ">>ERROR": 
PRINT ">> MAXIMO 15"1 
GOTO 270 

> y r· 
l 

290 PRINT "AHORA TECLEA LOS DATOS DEL SISTEMA•" 
300 PRINT 
31~ FOR I = 1 TO N 
320 FOR J = 1 TO N 
330 
340 
350 
360 
370 

PRINT •A<•ti;•,•tJt•) • ., 
INPUT ACI,J> 

NEXT J 
PRINT "BC"III") 
INPUT BCI) 

380 XCI) = 0 
390 NEXT I 
400 'DESPLIEGE DE~ATOS 
410 CLS 

. ; 

' r •. 
?. f ;." •; '·. 

.. 

420 PRINT "S I 
430 'DESPLIEGE 

S T E M A 0 R I 6 I N ALl" 
DE DATOS LEIDOS 

440 GOSUB 2000 
450 'ORDENAMIENTO DEL SISTEMA 
460 GOSUB 3000 
470 'DESPLIEGE DE DATOS ORDENADOS 
480 GOSUB 1000 
490 PRINT "S I 6 T E M A 
500 GO!:'JUB 2000 
510 'SOLUCION AL SISTEMA 
520 
530 
5LI0 
550 
560 
570 

K '"' 0 
FOR J = 1 

6 = 0 

I

M = 0 
FOR I 

IF 

TO N 

1 TO N 
<> J THEN 

0 R D EN AD 01• 

~: 

S ~ S+A<J•I>*XCi> 
580 NEXT I 

~~~, ·', •2 r '· 
- ........ ·c&hb·.; 

rlli 

\. 1 

E L" 
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,~,1.0 

(.,"?0 

630 
640 

XP = <B<J>-Sl/A(J,J) 
IF ABS ( X P- X ( J I I > TL THEN 

M = M+l 
X<~> = XP 

NEXT r 
1\ ·~ h!t-1 
IF f'( I> IT THEN 

PRIINT: 
PRINT ":,> EL METODO NO CONVERGE EN •: IT;' ITERACIONES C N 

UNA TOLERANCIA DE "ITL: 
GOTO 7512! 

650 IF M (> 0 THEN 
GOTO '130 

660 'DESPLIF.:GE DE RESULTADOS 
670 PRINT "S 0 L U C I 0 N D E L S I S T E M A :• 
680 PRINT 
690 FOR I = 1 TO N 
700 PRINT TABI10> "XI"!I!") = •; 
710 PRTNT TABI10> USING '#######.######"!XII) 
72111 NEXT I 
730 PRINTI 
740 PRINT "EL METODO CONVERGE ENt";K;• ITERACIONES" 
750 'SOLUCION PARA OTROS SISTEMAS DE ECUACIONES 

'. 

760 INPUT "DESEAS RESOLVER OTRO SISTEMA DE ECUACIONES <SIN> • <il* 
770 IF Q$ - "S" THEN 

GOTO 1"10 
EL$E IF <~$ <> 'N" THEN 

PRJNT ">>ERROR": 
GOTO 760 

780 FND I 
1000 'SUB~UTINA PARA CONTROL DE BORRADO DE PANTALLA 
H'l10 PRINl 
1020 PRINT 'OPRIME 'ENTER' PARA CONTINUAR" 
1030 YY$ * INI\EY$ 
1040 IF YYS <> CHR$113> THEN 

1.050 
10c.0 
1070 
1080 

(!;OTO 1.0:3121 

~~~;N+ TAB< 15 I 
PRTNT 
HE TURN 

"M E T 0 D 0 n E G A U S S - S E I 0 E L" 

11'190 END I 

2000 'SUB~UTINA PARA DESPLEGAR DATOS EN ~ANTAL(A 
~~11110 Pr~INT 

7020 FUR I = 1 TO N 
2030 FOR J = 1 TO N 
2040 PRINT USING "#######.####"!A(I,J); 
"211150 NE!XT ,T 
2060 PRINT USING" ###~###.####";B<II 

2070 PRINT 
~?080 NEXT I 
212190 RETURN 
2100 END 
:51211i'1111 'SLJBRUTINA P/.,<(A ORDENAR EL SISTEMA DE ECUACIONES 
301121 R)R J = 1 TO N-1 
3020 MAX~ ABSIAC1oJ)) 
:19!30 
311140 
3050 

3060 

IC .. , J 

F<{R I = ~? T(> 1\1 
IF ABSCACI,JII >MAX THEN 

j MAX. " . ABS ( A ( I , J I ) : 
I C ' I 

N XT I 

I 
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3070 

3080 
3090 
3100 
3110 
3120 
3130 

IF IC = J THEN 
GOTO 3160 

FOR I< = 1 TO N 
AT = A<J•K> 
A(J,K> = A<IC•K> 
A<IC,K> =AT 

NEXT I< 
AT = B<J> 

3140 B<J> = B<IC> 
3150 B<IC> =AT 
3160 N XT J 
3170 RETURN 
3180 FND 

I selobtfenen los sfgufenfes r'es~ultados: 
ve~tor fnfcial 

0.909 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

1.6667 

o.oooo 
x-Co> 

2.253 

1.0856 

0.0162 

1. 0693 

2.2931 

1.2098 

x('+) 

2.3196 

1.0812 

-0.0113 

1. 09 2 6 

2.3328 

1.2397 

Tt~ 

·~ ...... 
1. 515 

1. 5151 

-0.1515 

1. 6667 

1.7550 

0.8560 

x-Cl) 

2.292 

1.0830 

0.0002 

1. 0834 

2.3167 

1.2276 

x( 5) 

2.3209 

1.0811 

-0.0118 

1.0930 

2.3335 

1.2403 

-( 9) 
X 

' i )( IIi ( ~·· 

1. 936 

1.0803 

0.1813 

0.8989 

2.1094 

1. 0673 

x-Cz> 

2.309 

1. 0819 

0.0071 

1. 0 891 

2.3267 

1.2352 

x-< 6) 

2.3214 

1. 0811 

-0.0121 

1. 09 32 

2.3339 

1.2406 

2 .161 

1.0939 

0.0518 

1. 0421 

2.2372 

1.1679 

x-O> 

·r 

2.316~ 

1.081:1 

-0.0101j 
1.0915 

2.3310 

1.2384 

x<7) 

2.3217 

1. 0810 

-0.0122 

1.0933 

2.3340 

1.2407 

·•. ;I 



r 
I 

I . • 
2.3218 2.3218 

1.0810 1. 0810 

-0.0122 -0.0122 

1. 0933 1.0933 

2.3341 2.3341 

1. 2407 1.2407 
'r-tHf .,... .. ..... 

~( 12) ~( 1 3) 
' •.;.~ 

. I 

por lo tanto, 1a solucf'&a es: 

i1 2.3218 amp. + s.:c: . 1 

i2 - 1.0810 amp. 
+ 

i3 - --0.0122 amp. 

i4 1.0933 amp. + 

is = 2.3341 amp. 

i6 ~ 1.2407 amp. 
~ ., 

~ """ e-X + ('X 
con c atro cifras decimales exactas. · 

X 

77 

•• 1 

9 
} 

--~ 
-~ 

' 

I 
~l 
I 

j 



• 

t .. . 
.; 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Resolver )lor el mEtodo de Gauss- Jordan loa si­
guientes sistemas de ecuaciones: 

a} 2Xj + 6x2 - X3 . - 12 

5xl - xz + 2x3 - 29 '"·; . ' 
-3Xj - 4x2 + X3 . 5 

b) 2Xj - xz + 5x3 . 13 

2Xj + 3x2 + 4x3 • 20 

3Xj - X2. + JX3 - 10 

c) 5xr - 2x2 - 1 

-2Xj + 3x2. - X3 - 5 

xz + X3 • -3 

d) 8.4Xj - 2. 6x2 + 3x3 . 5.3 

.•3. 9x·l:;-.O. 7xz + 2.3x3•-10.54 

1.07XJ + ·.1 .• 2xz - o.5x3 . 5.08 

:: 

2. Obtener la soluci6n de los siguientes sistemas de 
ecu·aciones, utilizando el metoda de Gauss- Seidel: 

a} 3XJ '+ Xz + X3 • 19 

2XJ + 3x2 - X3• 18 

Xj - xz + 4x3 . 6 

b) XJ + lOxz + 9x3 - 7 

2Xj 7x2 lOx3 --17 

lOx1 + 2x 2 + 6x3 - 28 



1
.·., 
•••• 

G- sos4s4 
1.72x2 - 0.2lx3 • 4.03 c) 

I 
- 6.3x3 • 8.06 

i-2.1x1 + 5.6xz + 2.3x3 • 13.67 

d) 5.6xl + l.lz2 - 3.4z3 • 8.28 

1.7xl + 4.3xz + 7.3x3 • 1.37 

0.3xl + 5. 7xz + 3.3x3 • -6.75 

J 

3. Ob ener la ecuaciSn caracter!atica de las aiguien 
tes matrices aplicando el m~todo de Krylov: -

a) 

[ :] 0 1 

1 2 

b) [ _,: % 

:] 1 

-2 4 

c) 

[ 
-2 2 :] 0 -6 

,., .. I liUfll -1 3 

d) 

[ 
2 0 

:] 3 

0 2 
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. 4 

L 
f 

I 
. 

'
[ 

!' 

Utilizando el metodo iterative de laa potencias, 
obtener el mayor y el menor valor caracter!stico 
con sus correspondientes vectores aaociados de 
las siguientes matrices: 

a) 

[: : J 
b) x.~ .• f. 

[

_; : -:] 1 

-2 4 1 

.0 

c) n '~ ~ 

,)lJA 

[-1: _: :J 
- 2 4 9 

d) 

!"" s ., 
I 
' . • ~- _j 

I"" ., r 

t l :'! - 0 

r 

0 J 

~ .. ·J_.':._.'·· 

I :.;:-i 

, 

:~ 
,,l: 
'l 
~~ 

·-~-~ 
-~~-
·r 
·' 



CAPITULO IV FORMULA DE TAYLOR CON RESIDUO 

- ::;:) ~ ·., 

NTRODUCCI N 

Las f nciones mas sencillas que se utilizan dentro a~l 
analis's numerico son las funciones algebraicas 0 polino­
mios. 

Reali ar· calculos con polinomios, 'asf como obtener sus 
derivadas o integrales noes complicado, la determina­
ci6n de las raices o soluciones de una ecuaci6n algebrai 
ca resulta ser mas facil que en una ecuaci6n trascenden~ 
te. 

81 

Para I acilitar los calculos. que se tenga

1

n,,
1

que realizar 
con unt funci6n cualquiera, existen diversos metodos para 
aproxi,ar la funci6n a traves de un polinomio. En este 
capitu 0 se vera como obtener un polinomio P(x) que coi~ 
cida c n una funci6n cualquiera f(x) y con sus n prime- , 
ras de ivadas, asi como la estimaci6n del error que se co j 
mete a aproximar la funci6n por el polinomio. - ~ 

V.l POLINOMIOS DE TAYLOR GENERADOS POR UNA FUNCION 

Si un funci6n f(x) posee derivadas continuas hasta de 
orden n en el punto x = o, siendo n > 1, se tratara 
de encontrar un polinomio P(x) que coincida con f(x) y 
con sus n primeras derivadas en x = o, esto es: 

P(O) f(O) 
pI ( 0) 

P"(O) 

f I ( 0) 

f"(O) 

p(n)(O) • f(n)(O) 



82 ,. el polinomio buscado deber§ ser cuando menos de n-es1mo 
grado para que pueda contar con n derivadas diferentes 
de cera, este po1inomio se expresa de la siguiente forma: 

1) 

Elproblema ahara es, determtnar los n + 1 coefictent s 
a 9, a 1 , a 2 , ... ,an· Para obtenerlos se procedera de la 
s1guiente forma: 

sustituyendo x = 0 en el polinomio de la expresi6n (1) 
se obtiene: 

P(O) • a 0 

der~vando P(x): 

a 0 a f(O) 

va ,luanda 

P' (x) - al + 2azx + Ja3x2 + ... + n n-1 
a X n 

en X = 0: 

p' (0) - al al = f' ( 0) 

der ivando nuevamente: 

P" (x) 2az + 3•2a3x + ... + n(n- 1) n-2 
a X 
n 

val ando en X 0: 

P"(O) • 2a2 f" (0) 
a2 • -2-

val tendo a derivar: 

I 
P"' (x) = 3•2 a3 + ... + n(n- l)(n- 2) an xn- 3 

val~ando en X "' 0: 

en Jeneral: 

P'" (x) • 3•2 a3 • f'" (0) \l, 
•' a 3 • 3! 

, .. L .. ,, p(k)(O) = k! ak k = 0, 1, 2, ..• , n 

f (k) (0) 
ak "' k. 

k=0,1,2, ... ,n 

2) 

--!' 
·--~ 



sustitu enco estes valores en la expresi6n (1) se obti~ne: 

P(x) • f 0) + f'(O) + f"(O) 2 + f'"(O) 3 + + f(n)(O) n 
X ~X )! X ••• n. X 

polinomio que se puede expresar como: 

n 
P(x) = I: 

k=O 
xk f (k) (0) 
k! 

(3) 

83 . 
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Sf se requiere que el polinomio P(x) sea igual a la fun- ~a 
ci6n f(x) y a sus n primeras derivadas, en el punto ~ 
x =a, esto es: 

P(a) • f(a) 

P'(a) = f'(a) 

p"(a) f" (a) 

entonc~s. se trasladar~ el polinomio a unidades en el 
sentido positive del eje de las abscisas, el argumento 
del polinomio expresado en (1) ser§ (x- a) y la expr~ 
ci6n (~) quedara como: 

I 

P(x) 
n 
~ 

k=O 
(x- a)k f(k)(a) 

k. 

.. , 
• • • ( 4) 

Esta "1 tima expresi~h recibe el nombre de poV.nomi.o de Tau_ 
to~ d~ g~adc n generado por f(x) en el punto a. Para 
representarlo se establecer~ la notaci6n siguiente: 

P(x) = Tn [}<x; a)] 

donde T se denomina el operador de Taylor y significa 
que el polinomio de Taylor de n-esimo grade de la fun­
ci6n f(x) en el entorno del punto x =a es P(x). 

I 
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Elj ernplo IV. 1 

O~tener los polinomios de Taylor de primer y tercer 
grade de la funcion: 

f (x) cos X 
_,, __ 

+ 
el punto en X = 2 

·o ~u~ 

polinornio de Taylor de primer grado es: E 

de arrollando la sumatoria: 

f(lf/2) + (x- f l f'(lf/2) 
1. 

':!Up " 

• .. (a) 

~,e r 

donde: 
~ fi \ 
-~ 0~ 

f(x) COS X f(lf/2) - cos •/2 - 0 
y 

f'(x) • - sen x f' (7!/2) sen 1f 
2 = -

sus ituyendo: 

P(x) =(x- f)<-1) =- x +I 
agr gando dos terminos mas en la expresion (a) se ob-
tie polinomio de Taylor de tercer grade: 

(x-I t 
k! f (k) (w/2) 

z .•• 

des rrollando la sumatoria: [) fh 

(x 
1: t (x-I)l P(x) 2 

f ('rr /2) f'(r./2) + O! + 1! 
! 

(x -I r f"(7!/2) + (x 

.., r -2 
f"' (rr/2) + 2! 3! 

dond ••. ' 111 •· "'{ •. ~b ~1'(' ,, !j•J' 

"'·c 
f(x) = cos X f(rr/2) = 0 

f' (x) -sen X f' (lf/2) 

f"(x) --cos X f"(lf/2) - 0 

f"' (x) sen X 

r 
f"' (rr/2) -

~ 

JJ .~ 



J sustitu endo: 
; l) 

.!!. l 2 (1) 
6 

simplif"cando se obtiene: 

r(x) = 0,167 x 3 - 0.785 x2 + 0.234 X+ 0.925 
~. ;; .. .. ~ -· 

Eo lo Jigo<o aigoi••<• •• po•d• ap<•ci•< la ap<oxima 
cion que presentan los polinomios de primer y tercer 
grado obtenidos en este ejemplo a la funcion 
ff~) ~ cps x en una vecindad del punto x = w/2. 

y 

P( X } = -X+ ; 

(") . );. .. ' .: . . 

3 X 

-I 

-2 .. _,.. ______ ...., 

P(x }= 0.167x 3-0.785x 2 + 0.234x+0.925 

. ..J 

-3 

FIGURA IV.l 
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IV.2 CALCULO CON POLINOMIOS DE TAYLOR 

Para obtener el polinomio de Taylor de grado n de una 
fiunci6n cualquiera en el punta x = a, es necesario cOnQ 
cler las n primeras derivadas de la funci6n f(x), (v'a­
se expresi6n (4)). El calculo de estas, resulta ser n 

~
casiones una tarea complicada. 

Las siguientes p~opiedade~ dei ope~ado~ (Tn) sera de 
tilidad para obtener polinomios de Taylor a partir 
tros ya conocidos, estas son: 

.lY 

a) Multiplicacion por un escalar 

... 0 s i : / ' 
i 

~ F(x) = kf (x) ·--
"-, e tonces: /' '< r-

a)] 
r- ,? , n kf(k) (a) k TniF(x ; Tn/~f(x ; a)J l: k! (x - a 

k=O 

f.~,., a)] TnGf(x; a~ 
n f(k) (a) 

al -k l: k! (x -
k=O 

b Suma de func1ones ! !· 

; : 

F(x) = 

t .• 

-~~ 
' 

'~ 



n ffk) (a) + f~k) (a) k 
• E k! (x - a) 

k=O 

Tn~~(x; a)+ f(x; a)] • 

tJk) (a) k 
k~ (x-a) 

c) De ivaci6n 

ddx nG<x;a~ 

,: J.G,· '·~ 
:. tG,· ··~ 

n f(k) (a) 
z .J!. r -~- (x - a)k 

dx kzO k! 

n 
r 

k-1=0 

d f(k-1)(x)lx 
dx . • a (x _ a)k-1 

(k - 1)! 

n-1 .J!. f (k) (x) I · 
K l: dx 

1 
_x z a (x _ a)k 

k=O k. 

dd Tn~Cx; a~= T -'~dd f(x ;a~ 
X L ~ n .~X ~ 

87 
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lntegraci6n 

~ !,, 

/Tn~(x; a)ldx = ~I 
~ k=O 

f(k)(a) a)k dx 
k! (x-

/Tn~(x; a>ldx = ~ .ft(k+l)(x)dx'~ =a (x- a)k+l 
L _J k+l=O (k + 1). 

-·---· 

Sust1tuci6n 

Si: 

J(x) = f(cx) 

entohces: 

- "' 
donde c • cte 

n 
E 

k=O 

f(k) (cr,) a)k 
k! (x -

t· 
c 2 f"(ca) cnf(n) c ) 

f(ca) + cf'(ca)(x-a) + Z! (x-a)2 + ..• + a (x-a: 
n! 

__J.I 

l + f"(ca) 2 f(n) (ca 
(x; a:J = f(ca) + f' (ca) (cx-ca) 

2
! (cx-ca) + ... + n! (cx-ca: 



-------------------------

Para ilustrar la utilidad de estas propiedades t~nsidere 
mos: 

el pol· nomi o de Taylor de grado n de 1 a funci 6n en el 
punto x = 0 es: 

P(x) 

r. r 
L. ••• + 

don de: 

f(x) ex 

f' (x) ex 

f"(x) z ex 

susti uyendo: 

,,., ("GJ 
n k 

P(x) = TnGJ = I: .!.., 
k=O k. 

,. 

f"' (0) f(n) (0) k 
+ 3! x3 + ... + x n! 

; f(O) 

' 
f' ( 0) 

f" ( 0) 
r.·· or 

i• 

f(n)(O) 

\ ' 

- ... 
.+ ~- • • • (5 ) 

El po1inom1o de Taylor de esta func16n multiplicada por 
1 2, de otada como: 

,. !19-

se obt ene aplicando la propiedad de multiplicaci6n ~or 
un esc lar: 

P(x) 

P(x) 
n 
l: 

k=O 

k 
X 

k! 
Jl ·-;- .. 

89 
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Si se desea obtener el polinomio de Taylor de grado 
9e la funci6n: 

1 e-x 
2 

n 

e aplica la propiedad de sustituci6n del operador de Ta~ 
or en la expresi6n (5). Reemplazando el argumento por 

-x se obtiene: 

hora, si definimos: 

( 1 ex + 1 -.x 
f4 x) - 2 2 e • 

":; 

COSh X 

alplicando la propiedad de suma de funciones del opera or 
de Taylor, el polinomio de esta funci6n sera: 

x2 x3 xn x2 
+ X + 2T + JT +. • .+ -;:;T + 1 - X + 2T -

x3 (-l)n xn) - 3T + ... + n! 

:i-

c mo este polinomio s61o tiene terminos con exponente par 
se puede escribir: 

d nde: 
n 

m • T 

2k 
X 

(2k)! 



mediante 1~ propiedad de der1vac1on, se puede obtener el 
polinomio de Taylor de -1rado 2m-1 de la funcion sen h x, 
a partir de T 2 m~os h ~ ; de esta manera: 

'f2m-1Genh~ • x + ~! + ••• + 

m 

- l: 
k•O 

.Zk-1 
X 

(2k· 1)! 

'< 1 

x2•- 1 

(2m-1)! 

Para 11ustrar 1a propiedad de 1ntegrac1on, consideremos 
una funci6n definida como sigue: 

1 
fs(x) • 1 - x 

el po~inomio de Taylor de grado n de esta funcion, en 
el punto x- o, es: 

• ~ f(:~(O) xk • f(O) + f'(O)x + f~fO) x2 + 
k=O 

f"'(O) 3 f(n)(O) n 
+ _3_!_ X +. • .+ n! X • • • ( 6 ) 

91 
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92 I 
donh: 

f{x) 

f 1 (x) 

1 
-~ 

(1 - x)2 

f"{x) = 2 
(1 - x)3 

6 f" 1 (x) 
(1 - x)'+ 

f(n)(x) n! 

;{ I ~ 

~b bah< 

&v. 

f (0) 

f I ( 0) 

f"(O) 

f" I ( 0) 

f(n)(O) 

.. , 
sust~tuyendo en la expresi6n (6) se obtiene: 

n 
= I; xk 

k=O 

inte rando esta ultima expresi6n: 

como: 

- {" t 

J Tn 5 ~ ~ dx = J k~O xk dx 

<',. 

.. + •... 

f- 1- dx 
1 - X 

n k+l 
X • r k+T 

k•O 

. '1 
.. -+ 

Ln (l - x) 

,q} 

-

2 

6 

/ 
r 

n! 

:r 



I 
se puede concluir, de acuerdo con la propiedad de integr! 
ci6n ue: 

t J n xk+l 
Tn+l -Ln(l - x) = l: -­

. k=O k + 1 

reemp azando x por (1 - x) se obti ene: 

Tn+l ( Ln(l -(1 - x))l = ~ 
[ ~ k=O 

(1 _ x) k + 1 

k + 1 

Tn+J [ Ln(x)J • - ~ (1-x)k+l n (-l)k ~X -
k + 1 = l: k + kcQ k=O 

.,. ,_'. t ~ "\ 
{ "( ~ 

IV.3 RESIDU EN El POLINOMIO DE TAYLOR 

1~k+ 1 

1 

.. 
·:·:.,r, 

Al a roximar una funci6n cualquiera f(x), mediante un po 
linom ode Taylor Tn[f(x;a)], la funci6n y el polinomio 
coinciden en el punto x - a y se separan conforme x se 
aleja de dicho punto tal como se observa en la figura IV. 
1, po~ lo tanto se puede escribir: 

a \. 

f(x) = TnLf(x ;a)] 

~ 
, 

o bie 
~ -. { ... ' + 

I' 

f (x) Tr.[}Cx;aU + En(x) ... ( 7 

93-
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·' 

En~~) es el error que se comete al efectua~ la 
apr•oximac1on, la expresi6n (7) se denomina 661r.mu.ta de alj_ 
.toiL QOn 1Le4~duo. Para determinar la magnitud de En(x) 
considerese primero el error que se comete al utilizar un 
polinomio de primer grado: 

~ f(k)(a) k 
f (x) • " t - (x - a) + E 1 (x) k=O k. 

f(x) = f(a) + f' (a) (x - a) + E1 (x) 

despejando E 1 {x): ~ 

Et(x) = f{x) - f{a) - f'{a)(x- a) 

X X 
E1(x) =J f'{t)dt- f'(a)J dt 

a a 

Et{x) ·/x (f' (t) - f'(a))dt 
a 

integrando par partes: 

u • f'(t) - f'{a) du E f"{t)dt 

dv • dt 
v = t 

sustituyendo: 

L., . !!.,,, 
' 

vJ 
f .t ., 

- f' (a[j t f"(t)dt 

1 (x) = I}• (x) - f
1 
(ai} x- I}• (a) - f' (a[j a- f\ f"{t) dt 

a 

1 (x) • x/xf"(t)dt- f\ f"(t) dt 
a a 

E (x) = /x(x- t) f"(t) dt 
a 

··~ 



~~ ,l '""d"" 
gundo grado se 

se aproxfma a trav~s de un polinomio des~ 
obtiene: 

f(x) 
2 f(k)(a) k 
E k! (x - a) + E2 (x) 

k=O 

-.:.2_) 

mediante un proteso an!logo al que se hizo con una aproxi 
maci6n lineal, se llega a que E2 (x) es: 

A partir de estos resultados, se puede demostrar por in­
ducci6n matem4tica que cuando f(x) tiene·derivadas con­
tinuas hasta de arden n + 1 en el entorno del punta a; 
entonces para toda x en ese entorno, el error En(x) e~ 
U dado por: 

'·' obn•l.l:t: 

( 8) 

• 

~ ··Y \ 

IV.4 ESTI ACION DEL ERROR EN LA FORMULA DE TAYLOR 

,,,J., ,, orr..-,,.-" :~ • ....,-.,::~.:. "" pomomfo 
de Taylor con la expresi6n (8), no es una tarea sencilla 
debido a que la funci6n que se integra est4 formada por 
el producto de una potencia de t y la (n+ 1)-esima d~ 
rivada de la funci6n original. Por este motivo se presen 
ta a continuaci6n una forma de estimar dicho error median 
te la 1 fijaci6n de cotas. -

95 

·j 
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1 

.:·;:-~:':,:~ '"" ,,, """'";'"'' ,, '" .. , .. ., • y ·.~ 

m < f(n+l)(t) < M (9) 



96 l q . 1 U lU Uta 

onde las constantes m y M son las cotas (mfnfma y 
ma) de un cierto intervale que contenga a. Consider 
Que x > a, entonces la int~raci6n de E

0
(x) debera 

tuarse en el intervale ~. ~, para cada t en este 
ervalo se tiene Que (x - t) 0 > o, con esto la desig ad (9) multiplicada por: -

•'·.! 0' 

j 
( t) ~ 

m x ~! ~ 

in egrando entre 

m 
-nT 

(x - t) 11 

n! 

a y x tenemos: 

efectuando el cambfo de variable: 

u = X - t 
ent nces: 

-

M (x - t)n 
n! 

t':J 

--~---. 
du • - dt 

sustituyend~ en Ia integral: 

x ~x-a n n · J (x - t) dt = u du 
a 0 

• 

(x- a)n+l 
n + I 

con lo que Ia expresion (10) se reduce a: 

c~ - a)n+J 
m (n+I)! ~En(x) (x - a)n+J 

~M (n+I)! s i 

si conlsideramos 
tuarse entre x 
gualdap (9) por 

x >a ... (II 

que x < a la integraci6n debera efec­
Y a, por lo tanto multiplicando la desi­
el factor no negative: 

mhi 
ndo--
efe.f_ 
in­
a!-

~. ~ ,, 
" 



.J .. , r 8 ' 

a) 

b) 

4. 

5. 

6. 

·lT~" 

El polinomio de Taylor de s~ptimo grade que 
represents a la funcion f(t) en el entorno 
del punto a z 0. 

El polinomio de Taylor de sexto grade que re 
presents la velocidad de la part1cula • 

... 
el area bajo la curva de la siguiente fu£ 

• . 0 

en el intervale [ 0 ~ x!: -f- J, utilizando un poli 

nomic de Taylor de grade catorce, en la vecindad 
del punto a • 0. 

I 
Evaluar la integral de probabilidad: 

u ilizando un polinomio de Taylor de grade 30, en 
et entorno del punto a & 0. 

D terminar el error que ae eomete en la soluci6n 
de los problemas cuatro y cinco. 



i 
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a que en ~1 intervale de 1 a 3 ae encuentra 
2.71, Sustituyendo en la expresion (13): 

(n + 15T 

el valo 

<abolaodo para polioooioo de Taylor de pri•ero, aego• d~, tercero, ••• , grados se obtiene: 

) 
r •. 

0.5ooooo < ~z-rr(f) 
~ 1.5ooooo - 1 

0.166667 
~ E2(1) 

~ 0.5ooooo 
0.041667 

~ E3 (I) 
~ 0.125000 

0.008333 
~ E4 (I) 

~ 0.025000 
0.001389 

~ Es (I) 
~ 0.004167 

0.000198 
~ E6 (I) 

~ o.ooo5·95 
0.000025 

~ E7(l) 
~ 0.000074 

' , ,.., -~ ,.. 'J 

:>..; l 



PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Obtener el polinomio de Taylor de cada una de 
las siguientes funciones: 

2. 

a) Tn[ (2 z)-1 J en a • 1 

Tn [ (1 + z) 1 I z] ·-''I' 
b) - en a • 2 

.it' 

ITn[~r~ 
r r 

c) tan X J • en a • 0 

E1 l•P•« ••on <o do p<odo '"''~'·do lu :oopuO!u AL­
FA ha determinado que el pronostico de ventas de 
uno de sus productos en el mercado 
de acuerdo a la siguiente funci6n: 

f(t) • 10 6 Ln I ~ + t I 

se comport a 

'i 

don~e la variable t represents el tiempo en afios. 
! 

Detrrmin•r= 

a) El pol1nom1o de Taylor de grade cinco de la 
~ 1 -funcion, en el entorno del punta a ~ 2 ana. 

b) 

I

' Las ventas para 
funci6n f(t). 

t • 9 meses, utilizando la 

c) Las ventas para t = 9 meses, utilizando el 
polinomio de Taylor del incise (a). 

3. Una part!cula dentro 4e un fluido describe una tr~ 
yectoria dada por la funcion: 

1 1 
f(t) • sen ;r t + cos ;r t 

.)c 

99, 
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100 1 , I .dSE t 
e integrando se obtiene: 

j 

(a - x)n+I 
m (n + 1)! +1 (a - x)n+! ~ (-l)n En(x) < M (n + 1)! 

I • 

Ejemplo IV.2 

si X<a 

• Calcular el error que se comete al valuar la funcion 
f(x) = ex en x = 1, utilizando el polinomio de Tay­lor de esta funcion en a = 0. 

abiendo que: 

••.-, 

n k 

r IT + En(x) k=O 
'~ , •• ~ : ~ ·-:, f' I ( 

C~rno la (n + 1)-esima derivada de la funcion ex es ex y •sta funcion ~s mon&tona 
desigualdad: creciente, se 

1 ·­(n+ l) 
m ~ f (t) ~ M 

y u ilizando la expresi6n (11) se obtiene: 

haci ndo x • 1: 

n+I 
X 

~ M (n+l)! 

m < -;--2!._ ' ' ·. Tn+i)y ~ En (1) - (n + l)! 

como e sabe que: 

f(x = l) 
el = 2.71 

:; lffl ·~ 011'- ,. •.• ~ 
~ '. . ~,. " 

consid rando: 

M 3 

satisface la 

(13) 

02) 



CAPITULO V INTERPOLACION, DERIVACION E INTEGRACION NUMERICP. 

,, I 
L-

HRODUCCIO • c.. 

It 

. '' 
En cu sos de calculo diferencial e integral se estudi6 

como obtener las derivadas o inteqrales de una funci6n 
F(x). Se vio que el problema de integraci6n presenta se 
rias dificultades, ya que fuera de algunos casos senci ~ 
llos, _el problema en matematicas no tiene soluci6n, alg~ 
nos eJemplos son: 

f
b 2 
a e-x dx ; 

b . L se~ x dx . · .. r: esen X dx 

' 
,, .. ~. ,,,,,,,, .. ,,,,,,,,,, ,,, "'''''' ... : ..... 

cuenta el analisis numerico para derivar 0 integrar fun 
ciones definidas en forma tabular, ya sea obtenidas como 
resultado de algun experimento o simplemente tabulando 
la funci6n que se desea inte~rar o derivar. 

Una ventaja adicional Que presentan los m~todos numerl­
cos es que son faci IIT'ente programabl es en cua l qui er equj_ 
po de c6mputo, desde una calculadora de bolsillo hasta 
una cqmputadora de gran capacidad. 

I 

V.l DIFE ENCIAS Y POLINOMIO DE NEWTON DE UNA ~UNCION TABULAR 

ik. Dada una funci6n continu• y diferenciable en el interval 
x~ ~ < x

0
, de la cual, para nuestro estudio, solo se co 

nocen alsunos puntas tabulados co~o los que se muestran a 
cC1rtinuoci:•n: 

101 , 
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lt y - F(x) 

xo 
Yo 

Xt 
Yt 

lt2 
Y2 . . . . . . 

Xn Yn 

Tabla V.l 

F(x) 

., 
X 

Figura Vol 

Uo oooopto fopo•t•oto oo ol dos•••ollo do osto '''''"' 
" o do d.i6'"•c<.., haua ado<ao<, o d.i6"'"'-'a. 6-'"Ua. 

,,, '''•o··· dffo'o"'''' "'''' •d•l•oto •• doffooo ,,.,, 

para i ~ o, 1, 2, •.. 
. . . (I) 

i ,,, '''""d•s dffo,o"'''' "'''' •dol•oto •• , •• d•dos ,,,, 

0' l' 2' 0 0 0 

. . . {2) 



En general, para valores de k mayores que la unidad las 
k - esimas d1ferenc1as hac1a adelante se def1nen ccmo: 

'!.:!. 

• • • (3) 
k 1, 2, 3 .•• n 

donde t. es el operador diferencia 
·' 11 > 

'cons1dJando i = 0 en ra expres16n (l),'se'obt1e'ne: 

despeja do y 1 : 

c..onside ando i 

despejaLo y2 : 

considerando i -

des pej a do l>Y 1 : 

sustitu endo las 

Y1 = Yo + l>Yo 
.·,); 

1 en (1): 

Y2 • Y1 + 6Y1 

o en ( 2) : 

6 2Yo • l>Y1 - t>Yo 

6Y1 • 6 2Yo + t>Yo 

expres1ones (5) y (A) en (4): 

I Yz = <Yo + l>Yo> + (t> 2Yo + l>Yo> 

simplif~cando se tiene: 

considelrando i 

Yz • Yo + 2t>Yo + t> 2Yo 

2 en (1), se obtiene: 

• •. (A) 

• • • ( 4) 

... (5) 

. . . (B) 

... (6) 

103 
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104 1_[[£ .£ 
considerando i ~ 1 en (2): _. 

sustituyendo i 
o y k = 3 en (3): 

i__ 
despejando 62y

1
: 

Ll 2 

' ;, ' 

........ ,, 
li ,, 

• • • ( 7) 

. . ( 8) 

e: ustituyendo las expresiones (5) y (8) en (7), se ob ie-

su vez, sustituyendo las expresiones (B) y (9) en (6), se obtiene: 

Y3 • (yo + 26yo + 6
2

yo) + (6 2yo + 6 3yo) + (t.
2
yo + 6yo) 

p r ultimo, simp)ificando: 

'li 
. (9) ' 

Y3 ; Yo + 36yo + 36 2yo + 6 3yo 

Utilizando el operador 6 las expresiones (A), (B) y se pueden escribir como: 

gen ralizando: 

•J / I!S 

Y1 ., (l + 6) Yo 

Y2 = (l + 6) 2 Yo 

Y3 ; (l + 6) 3 Yo 

+ ·~) k Yk . (l 
Yo 

k = 1 ' 2' 3' 

o bi n, desarrollando el binomf'o: 

y 

k I, 2, 3, ... , n 

-) .~ r .. 
n 

,. .. t-' 

• • . (I 0 

(C) 



Si se joma un valor j cualquiera, menor que k y si las 
j- esi, as diferencias son constantes, entonces todas las 
diferencias de orden superior a j seran cero, por lo 
que la expresi6n (10) queda: 

105 

. . . ( l) 

sabiend que: 
ds ' x 

( ~) k! k(k- l)(k 
j : (k - j) ! -

2) (k - j + l) 
j : 

esta ex resion nos dice que (~) es un polinomio en k de 
grade ti• por lo que Yk se puede expresar en la forma: 

~X 
. til;..io f r 

_.i' Yk • ao + a1k + azk2 + .•. + ajkj • • • ( 1 2 ) 

conside ando que la funci6n de la tabla V.l, se obtuvo p~ 
ra valo es de x con un mismo espaciamiento h: 

X y -F(x) 

xo YO 

Xl = xo + h Yl 

X2 = xo + 2h Y:-

Xk ~ xo + kh Yk 

Xn = '4 xo + nh Yn 

T2bla V.2 

• 

j 

,-..-; 



I 

I 
f. 

t 

• 

10' li.J 4 l&jdLSn )JQ& 

entonces: 

Xk - XQ • kh 

Xn - xo • nh 

por lo tanto: 
- >. j Jj 

· ... -- -~--

.. xk - xo 
k h 

l;..j 

k Xk - XO sustituyendo por h 

la expresion '12), se obtendra 
grado j de la forma: 

en el segundo mfembro e 
un polinomio en xk d 

., 
:1 

'" ~ '"') --

Cl3) 

14) 

D~ este analisis se concluye que si las j - esimas dif­
rencias de los Puntas de una funcion tabulada con espac·a 
mientos constantes son iguales, entonces dichos datos c ~ rresponden a un poJinomio de grado j. 

,,L,, ,, "''""''" ,, '"' ,,;,,~,, ,,,,,,,, "' ,. h· 
cen constantes en ningun momenta, pero en la j - esima 
etapa son muy semejantes, se puede utilizar el poJinomio como una aproximacion de la funcion. 

I 

AJ poJinomio obtenido mediante la exoresion (11) se le 
denomina poJinomio de Newton con espaciamientos constan­tes. 



v .1 

Ob~ener las diferencias bacia adelante de la siguie~ 
te funcion definida en forma tabular: 

X y = F (x) 

0 -5 

I 1 1 

2 9 

3 25 

4 55 

5 105 

Las primeras diferencias son, segun la expresion (1): 

;"'>--

as 

as 

Ay o • ,y 1 - Yo • 1 - (- 5) • 6 

Ayl • Y2 - Y1 • 9 - 1 • 8 

Ayz • Y3 - Y2 • 25 - 9 • 16 

Ay3 • Y4 - Y3 a 55 - 25 • 30 

Ay4 • Ys - Y4 • 105 - 55 • 50 

,. 
segundas diferencias son, segiin la 

A2y 0 -Ay 1 - A yo -8 - 6 - 2 

A2y 1 - Ayz - AYl - 16 - 8 - 8 
' 

Azyz -Ay3 - Ayz -30 - 16 - 14 

A2y3 - Ay4 - Ay3 -50 - 30 - 20 

expresi6n 

l-

" 

terceras diferencias, segun la expresi6n (3): 

A 3Yo -A2y 1 - AzYo - 8 - 2 - 6 

A 3y 1 -Azyz - A2y 1 - 14 - 8 - 6 

A3yz -A2y3 - Azyz -20 - 14 - 6 

(2) : 

10: 

_ ___J 
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~rdenindolas 
• t .. • . 

X y = F(x) !Jy t:,2y t.3y 
!J 4Yo 0 -5 

- 6 
j 1 1 

2 . 
8 

6 2 9 
8 

0 16 
6 3 25 

14 
0 30 

6 4 55 
20 

50 5 lOS 

~ ,.,. tx Deb~do a que las terceras diferenc1as son constantes, 
todas las demas diferencias hacia adelante seran cero 
y se puede concluir, que la funcion tabulada correspon 
de con un polinomio de tercer grado de la forma: -

J ... '- - .," 

y • F(x) • bo + b1x + b
2

x 2 + b
3

x
3 

Ejemp-1-o V.2 

4<[ ··.;. •lfva ~ • •~n" · Obten~r las diferencias hacia adelante de la siguien~ 
te funcion defi\.ida en forma tabular: .. 

X y "' sen x .. 
0 

o.ooo 
Tr/8 

0.383 
Tr/4 

0.707 
.. 3Tr/8 

0.924 .... 
Tr/2 

1.ooo 
Sw/8 

0.924 .. ,, 
3Tr /4 0. 707 

l.i' 

71f/8 0.383 ., 
o.ooo 



• 2 

., ... .! .... 
se obtiene: 

I 
X 

0 

w 
8 

" 4 

},! 
8 

11 
5• 
8 

b 
14 

7w 
8 

11 

de igual iilanera que eli "el''6femplci anterior, 

f d' •b 0 ; ~ i 

y • sen x fly ll2y ll3y ll4y ll.Sy 

0.000 

0.383 

0.383 
o ·r 

-0.059 

0.324 -0.048 

o. 707 -0.107 0.014 

0.217 -0.034 0.009 

0.924 -0.141 0.~23 

0.076 -0.011 -0.001 

1.000 -0.152 0.022 

-0.076 0.011 0.001 

0.924 -0.141 0.023 

-0.217 0.034 -0.009 

0. 707 -0.107 0.014 

-0.324 0.048 

0.383 -0.059 

-0.383 

0.000 

En este caso las diferencias no se hacen constantes, 
pero tienden a serlo conforme avanzan las diferenciaa 
hacia adelante. Si redondeamos a una cifra decimal, 
las segundas diferencias seran practicamente constan­
tes y las terceras diferencias seran cero excepto dos, 
por lo que la funcion y ~ sen x se puede representar 
ap4ox~madamente por un polinomio de segundo grado de 
la for~t~a: 

INTERPOLACION 

'' ,,J ..... ,, '"''''''''''" ''"''''' '" '"''"'''' ,, '' lor de la funci6n F(x), de la cual s6lo se conocen algu 
nos puntos, para un valor de x que se encuentre entre dos 
valores consecutivos conocidos. 

109 
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INT!R~OLACION CON ESPACIOS IGUAL!S •· 

<v 

ne: c
0
,,,.,,,,, el Prf•er fotervalo de Ia tabla V.2, 

y 

X 

xo 
y c F(x) 

Yo XI • xo + h 
Y1 

--¥-
,- I 

· ~tc Y=F(x) 
---¥---~ 

/ I 
I 
I 
I 

• I ......_ 

I ', 

~-· 
Figura V.2 

' ' 
X 

e tf~ 

So troto do '''"'' lo '""'''" F(x) '" "" •••to f•ter • 
dio xk: 

y 

y = F( X) 

--4<-r-~ 
--1 I I '', - I 1 I 

- I I ', I I I 
I : I 

~~-t X 
Figura V. 3 

X 
y • F(x) 

xo 
Yo 

Xk • XO + JoiJ. 
Yk • ? 

X 1 • Xo + h 
Yl 

Tabla v.2.2 

'----------"----+-------------------
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Sin em argo, deb,1do a que la funci6lf F(x) se conoce Cini­
camente en dos puntas, se pueden unir mediante una recta, 
como se,muestra en la figura siguiente: 

y 
' ------. ---- ' .. ,• -- ' -- ··-·--------

'3' 

., •o 

r------~~----~ 

Figura V.4 

+ '' 

X 

Eval u ndo 1 a recta en. el pun to x~ se tendra una buena 
aproximaci6n de F(xk). La ecuaci6n de la recta puede'~b­
tenerse mediante el polinomio de Newton, hacienda j z 1 
en la expresion (11): 

, I 

I 

Yk = YO + (k1) l!.yo + (~) (0) +. • .+(~) (0) 

simpldicando: 

Yk - Yo + kl!.yo 

k: Sust i 

r ,, ... 
F (x). 

uyendo k por (xk- xo)/h 

Xk - XO 
Yk • Yo + h l!.yo 

el polinomio de primer grado que se aproxima a 

'1·.· .... · 
" 

.,· 

I 
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I 
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' 
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.... '······ '" '''"'• .,. ,, .. ,,, .. ,. ,, ... ,., '"' ,, 
''''Oilado OO,Sfdo,,,do 0 k <omo "" "'•••o '"'''O 0Sftf0 
,. y '" '• ,,,,,,.,,,,,, k •• ,., •• , •• ,,, "" '''• ,,,,_ 

''······· '''·· ''" ········ ,. ,,.,,, '• ,,,,,,,, " ,,, Polinomio: 

05) 

d bido a Que si se def1ne la combinacion 

como: 

.... 

(:) 
( 1 )- .rX- 0 "• - l)(k ~~) 

,. -J.. i "'•" "" i '"'' '" .,. k ... "" "'""• '""f.,.. 

(k - i + .!l 
donde i •I,2, ... ,j 

rio] 

'" '"''''· ,, ,, '"'"'' ,., ""' .. ,,, ''"''''' ,, ,,,_ 
tos, '' '"''' "''''''' ol poJf,omfo '' Nowt

0
, q,, mis ,, 

ap ,., f •• • l • ''"' "", '""' "'""'' q"' • J '"do dol p0 lf 
, •••• '"''' ,,, ,,,,, ,, • - 1, ''"'' 0 •• ,, ,,.,,. ,, -
datos 

c,.,j '' ,,; .. : ...... ,, f "'"•• J """ '"t" dos '""· 
tos do F(x) , •• " f" df s """" • dot"" f "" • J po lf •••f o 
,, ••• ,., '" '""'''" ,, 'k· ,,,,, ,., ''''"''' ,, ,,,., 
,, k ,., ,,_.,.,,,,,, ,,,, y '"''''"'''' '" (15). I 

Ejemplo V,J 

Dad, lo <•blo d•l •i••Plo V.!, onconc,,, •1 v•Ioc d• F(x) para x ~ 1,5 

Q 



> - -Al jb<ener ••• diforenoioo b•oio odelon<e, oe fnrao 
~. la siguiente tabla: 

X y R F(x) Ay A2y A3y A'+y 

0 -5 

6 
1 1 2 

- - -~ 6 
2 9 

~ 0 

- 16 ~ 3 25 14 ~ 

Xk • 1.5 

30 6 
4. 55 20 

50 
5 105 

Como las terceras diferencias son constantes, se de 
be utilizar un polinomio de Newton de tercer grado~ 
de esta manera, por la expresi6n (15): 

considerando x 0 • 

Ay 0 8; A2y 0 - 8; 

susti uyendo: 

1 y Yo • 1, se obtienen: 

• 

·i- 1 .. { ,. 

'obtl• 

I Yk = 1 + (~) 8 + (~) 8 + (~) 6 ... (a) 

dondelel valor de k esta dado por la expresi6n (13): ----Xk - XO 1.5 - 1 • 0. 5 k - h.. 1 

susti uyendo: 

IYo.s 

efect~ando 

Yo.s 

operaciones: 

- 1 + 0.5 (8) + 0.5 (0.5-1) 8 + 0.5 (0.5-1)(0.5-2) 6 
2 6 

Yo.s • 1 + 4 - 1 + 0.375 • 4.375 

.. I 

i 

j 

j 



r 

I 

l 
~--
J 

I 
I 

14 

,. 

I ll.St a ¢$. 

Jllor lo tanto: 

'-, .. '• 

F(l, 5) • 4. 375 

s· •• ••••• obronor Ia ••••••>on do Ia fonoiOn F(x) .. ,,.,, ... '···· '''"'"'· .. ····· ,.,., ....... , .. 
do P•r• oo ••lor •k • o, ol •••<i<oir ••<• Volor •> la expresion (13) se obtiene: ! 

II Xk - 1 
k • ---y-- • l[ - 1 

~ 0 -

Q 8 Vez, SUStituyendo k en 1a expresion (a): 

y • F(x) • I+("~') 8 + (';') 8 + (";') 0 

efectuando operaciones: 

1 + 8 (x-1) + l!-1Hx-& 8 + l!-1) (:x-2) (x:_lL 6 
2 6 

F(x) • 1 + 8x - 8 + 4x
2 

- 8x - 4x + 8 + x 3 - 6x
2 

+ 11x - 6 

siaplif~cando: 

; 8 

F(x) • x3 - 2x 2 + 7x - 5 

Ejemplo IV.4 

De la ai~uiente f~ncf6n tabulada: 

a) Obtener el valor de y Para x • 7.1 

X y • F(x) 
-5 0 

,, 

-2 15 
1 18 
4 15 
7 12 

10 15 

. ~----------------+-------------------------~ 

4 
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La tabla de diferencias de la funcion es: 

,· ~ .. 

X v = F(x) llv /l2y 

-5 0 

15 
-2 15 -12 

3 

1 18 - 6 

-3 

4 15 0 
·-· r· 

I -3 

7 12 6 - ;-
3 

10 15 • --
.' 

-,. 
' 

r-· 

/l3y /l4y 

6 

0 

6 

0 
I 

6 

En este caso no es conveniente considerar xo • - 5 
y Yo • 0, debido a que si se utiliza un polinomio 
de tercer grado, los puntos que se toman en cuenta 
para ajustar el polinomio de Newton son los primeros 
cuatro; es decir, que el ajuste cubre el intervalo 
de' -5 a 4 y no cubre el valor que se desea inte.!. 
polar. 

'-
Por esta raz&n es mis conveniente considerar 

xo • 1 y YO • 18, con lo cual: 

de la 

F 7.1) ~ Yk • 18 + 

.1.,.. ... (13)' 

k 
X k - X 0 . .:_1_:.•..:.1.,---__:. 

h 3 
- 2.033 

sustitu~endo: 

'18 .L(2.033) ( 3) + (2:0!33) 0 + (2.0;33) 6 
Y2.03:t-•1 .,.. -1- - : 

efectuan o operaciones: 

Y2.033 • 12.109 
-_. _, 

15 
1 
~l 

--~ 



~: 

11~· 

llld 3£ 

luego: 

!S&a 
b) El Valor de y Para 

][ - 10,4 Se ha 
calculado 

el Valor de y Para una ][ 

tre dos Valo res de ][k de la 
en-

tabla que define <i6o. Ahooa •• ''''' da ''''•lao <l voloo da y ''' 
una x '"''• dal <ango da loa Vol,,,, xk da lo '' lo, 
A '''' P<oblaua •• la oon,,, <ouo <<<k<potoc<dn. Co-

fun 

no '''' x • lJ no aa ''•••n dafinfdaa laa ''''''"''•• 
da la '""''''• h•boi '"' '''''"'••<laa '''>'••do q • 
'•• ''''''•a ,,,,,,,,,,, aoo <ooa,,,,,, • '•••loa '· 
A P•<<io da l• ''''''' difa,,,,,, '' P••da '''''•i '' 
la '''""''' <no la aagood, la P<io,,, y <on '''• '''~ 
•• •l ••loo da la fonofBo Pao, x • lJ, En la •iguf ! 
' ' <•bla •• h,, "'''•do ooo un aa,,,,,,, loa Val,,, encontrados con este Procedimiento: 

][ 
y '"' 

13 30.t 

15 

e . 12 

';') 

4 15 '. 

1 18 

-2 15 

-5 0 

olando: 

k -~ .. 0.867 -3 

1 ' 

0.867. 

'! .\ 
F(:~e) 

Lly fl2y 43y 

-15.t 

12.t. 
-l 

-61t 
6 

3 
-6 

' 
0 

0 3 
-6 

-6 ' 
-3 0 

-6 
-12 

-15 

oJ • ~v • • .f)! 

''!) 

I~-" 

efectua do operaciones: 

y. 30- 13.oo5- o.692 ~ 0.131'"' 16.172 
Por lo t nto: 

lt(l0.4) • 16-!72 



.2.2 

I 

INTlPOLACIOR COR ESPACIOS VARIABL!S - ----.-,.-

xi ~)(pt- · 

Si se presenta una funci6n tabulada en la forma: 

X y -F(x) 

xo 
A) { 

YO 
x:} 

Xl -xo + ho Yl 

X2 = Xl + h1 Y2 

. 
Xn . Xn-1 + hn-1 Yn 

' . ; 1! . 

Tabla V. 3 

·X) .. 0" - """!') a • 
donde: .. 

-~· . 
' 

• l("lr :r .. 

y no necesariamente se debe cumplir que: 

I ho • h1 • ••• • hn 

entondes, el pol i nomio de grado n que pas a por 1 os n+ 1 
puntos sera: 

117 
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' 
o bien como: 

y .. ao(x- XI)(x- x2 ) (x - x3) 
(x - Xn) + 

+ al(x- xa) (x -
x2) (x - x3) (x - Xq) + 

;, 
+ a2 (x - x 0 ) (x - xz) (x - x3) 

(x - xn) + 

~ 

06) 
i L 

+ a 0 (x - xo)(x-
xi) (x - x2) ... (x .;, 

xn-1) 

, 
• I 

·I 

L s OOoffo f'" '" •o, , , , ,, , .. , '• " ote '"'""• n de ' n'f d · r 
tol •••••• ,,, el POllnomjo Pose , •• todos y ,,,, ,,, d ~ 
los Pontos conooldos de lo '''''''· ''''''•s sl se '•10 la expresi6n (16), Para x • x

0 
se obtendra: 

,, .. ,,., - .,,,, - .,,,, - .,, . ·-· ,,, - '•' • '· 
r despejando aa: 

~-
., • c;;, - .,,,,- .,,,, - .,, ... ,,, - •,) 

va 1 ua ndo para 

'., .. ,,., - .,,., - .,,., - .,, ... ,., - .. , 
I 

y por ~o tanto: 

I ,, 1' . r., - .,, ,,, - .,, ,., - .,, ,., - • .;y 

Jb '· . _,, c 

' ' ''''''''' '' ••••• •nilogo, se obtlenen los demis coe­
flclentes de lo ''''''''' (16), e) Gltlmo de •11os se ob-
ten;,; ''1''''' esto ''''•s16n '''' x • '• con lo ''' '• 
sera; 

Yn 

::.~ .. 

I 

IL 



,,,,,j,,,,,, los ''''''' d• 
presi6n(l6)se obtiene: 

Y2 + 

(x - Xn-1> 

Estalexpresion recibe el [~ombre de 66~mula de 
c~6n de Lag~ange y es aplicable para cualquier 
~ ~~a~do la funcion F(x) se encuentra tabulada 
tabla V.3. 

... (17 

~nte~p-u:t/1 
valor de­
segun la 

La expres16n (17) se puede expresar de la siguiente fo~ 
rna: 

n 

Y • i~o 
••• (18) 

Eje plo V.S 

Dada la funciSn definida por la siguiente tabla, en­
contrar el valor de la funcion para x = 3 

X y • F(x) 

0 5 

1 7 

2 9 

- ~ 
5 15 

119 
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Utilizando la expresion (18) se obtiene: 

~(x x)(x x)(x x) 
+ y + ( 2 o) ( 2 1 > ( 2 3) 

2 

~xl)(x-x.) + C3 - xoJ (x3 ~ Y
3 

s stituyendo Valores Para x • 3: 

y "' 
~ 

F(J) -~(5) + 

.D - 0) (3 - 2) (3 - u (7) + + (1- 0)(1- 2)(1- 5) 

JJ- 0)(3- 1)(3- 2l (9) + + (2- 0)(2- 1)(2.- 5) 

+ .D 0)(3 1)(3 .ll 05). i '\• (5- 0)(5- 1)(5- 2) 

ef ctuando operaciones: 

··--------- - . F(3) ~ 2 - 10.5 + 18 + 1.5 "' 11 

L __ _ 

V.2.3 INT!RPOLACION INVERSA 

l. '' 

Como '' ho ''•to, lo '"'''Polocf6m co"''''' •• dotocOJ. 
"" ol , Joe do 1o '""'"" F(x), dodo •I "'" do lo .,_ riabJe independiente x. 

,, '"'"~o'"'·· '""'" ""''"' '" •• ,.,.,,., ,, "­
loc do • dodo OJ ••Joe do lo '''''''• dopomdfomto F(x). 

--·- ·-

• "'* 



El p•oblooo so '''''''' ''•ilmooto po• oodio do lo 
la de interpolaci6n de Lagrange, formando una tabla 
los valores de la variable dependiente como valores 
y los de la variable independiente como los de y. 

,,. 
form.!!_ 
con 
de x 

I I . ~, 
Para po~er real1zar una interpolacion inversa, la unica 

condici6n que se debe verificar es que la variable x sea 
una funci6n de y : es decir, que a cada valor de y corres 
ponda un solo valor de x. 

En el s guiente ejemplo se presenta una aplicaci6n de la 
interpol cion inversa para resolver ecuaciones. 

q a:>ad •up X $D "1'0 t· , 
Ejemplo V.6 "' 
Obtener la raiz real positiva de la ecuaciOn: 

x3 + 3x 2 2x " + - 2 & 0 

utilizando interpolacion in versa. ;..-.d 

Tabulan<fo el polinomio para valores positives de x: 
' 

X P(x) 

0.2 - 1. 4 72 

0.4 - 0.656 

0. 6 0.496 

Se observa que existe una raiz real positiva que se 
encuentra en el intervalo (0.4, 0.6), para determi­
narla se puede hacer una interpolacion inversa,·bu~~ 
cando un valor de x tal que haga que la funcion 
P(x) sea cero, esto es: 

P(x) X 

- 1.472 0.2 

- 0.656 0.4 
P(x) "' 0 1--0.496 0.6 

X y 

:t"G 

::::. 

!] 

•Ji! 

121 
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I 
lf2 

"' 

... ij _ fbi LE$LU 

sustituyendo en la f6rmula de interpolacion de ge: 

co.ooo + 0.656) co.ooo- 0.496) 
y "' 

(-1.472 + 0.656)(-1.472- 0.496) (0.
2

) + 

+ o.ooo + 1.472) o.ooo- 0.496 
(-0.656 + 1.472)(-0.656- 0.496) (

0
•

4
> + 

• <o.ooo • '·'''' <o.ooo + '·'''' ''·'> (0.496 + 1.472) (0.496 + 0.656) 
efectuando operaciones: 

y • - o.o4o5 + o.3I06 + 0.2555 
y • 0.5256 

es x • 0,5256. 

agra!! 

Por lo tanto el Valor de x que hace que 

P(x) • 

Como lo fooot6o P(x) •• •• P•lioomio, ml ioyo'''' 
lo ''''•• lo fmnoi6n qoo •• ''''••o Y• •• om dol mi -
mo tipo, Por lo tanto la interpolacion inversa de L -
'''"''· •6to dox{ '''''''''' •P•oximodom. So moop, -
,, •••••••• ol •• ,,, ~ - '·''''· •1 ••• , •o ••••• con un Polinomio de segundo grado, 

V.3 ERIVACION NUMERICA 

'II, 0 

P'Oblomo do Jo do,fmoc16o .,.,,,,, COOSfsto 00 Obt -
"'' ,, ,,,,, ,, ,,, ,,,,,,,,, ,, ""' '""'''" '''"'''' " algunos de sus Puntos: 

I x • xo • xi • x2 .•• Xn - -.. ,,,,,,, ,, '"' ,, '""'''" '"' ,, ,,,,, '''''''· ,,,, ,,,,,,,, ''" ,,,,,,,.,,,,,, ''"'''"'''· ''''" ,, ,,,,, 
v.z. y ,,,,,,,,, '"' ,,,, ,, '"''• ,,,,,,.,, ,,, "" '''1 
.,.,, ,, '"'' j '"' '" ,, "'"'"" ( 15). '"''""" 

,,.J • Yo • eJ ,,, + G )•'Yo + (~) ,,., + •• -~m ,;,, 
su pr~mera der1 vada es: - ••• (1 

l< 

.:. F(x) 

0 

! fo +e) dyo + (~ )•'>o +(~) ''>o+ ... +( n djy,] 



1 
.. 
~ 

-~-
,. 

Como el po11nom1o esta en func16n de K y no de x, la 
derivada de F(x) con respecto a x, equivale a obtener 1 
derivada del polinomio de Newton con respecto a K y mul 
tiplicarlo por la derivada de K con respecto a x, de esta manera: 

d 
dx F.(x) 

• • • (20) 

t niendo en cuenta que: 

k = Xk - XO 
h 

entonces su derivada es: 
I . 

dk 1 
dx • h 

sustituyendo en la expresi6n (20): 
;, ·-

..!!. F( I ~ .! ..!!. [ + k6 + k(k-1) 62 + k(k-1) (k-2) 
dx xj h dk t:o Yo 2! Yo 3! 

delivando: ,. 

• • • ( 21) 

d • 1 r: 2k-1 2.. 3k
2
-6k+2 3 d (k) j J (22) dX F(x) = h ~YO + - 2- 6-yo + 6 6 YO+ ••• + dk j 6 YO • · • 

derivando nuevamente: 

d
2 

• 1 d ~ +~62 + 3k
2
-6k+2 3 d (k.) j l dk dXZ F(x) = h dk LYo 2 Yo 6 6 Yo +. • .+ dk j 6 Y~ dx 

'<! "· 

1 
la segunda derivada es: h' 

• • . ( 3) 

-~ 

"'"''! 
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''''''"'" ,, ,,,,,,,,, (23) y "''''''"'" '• ,,,,,,, se obtiene Ja tercera derivada: 

'""''''''"'• "" Polfoomfo do •••too do '''m'' ''''" , 
Ob iooo 0 '""' de Jo '>P'o'i6o (22) QOe To p,;m,,. d ,; Vada de F(x) se PUede aproximar por: 

-Zt '<f"l:tb l.i? '~·· 
d~ F(x) ~ f fYJ 

(24) 

c a 1 equivale a: ( t~ 
-~(j t c?;i')'Ql!t 

ll[ ,, 
Obns". . :tl~.; 

'• 
---.:i+ _{._1.-JI)JI .., 

. . . + 
.~ .... s~ 

0 tlbl ,, 
(x . 

...'!_ 
F(x) = 1 GYJ + er 

dx h 

donde er es eJ error en 
Ja derivada de la funcion 
sion (24). Sustituyendo 
la derivada para x = x

0 

. ' 
- i htt 

eJ que se incurre aJ aproximar 
F(x) como lo indica Ja expre­~Yo por (yl - Yo) y valuando se obtiene: 

d 
dX ''''/ 

1 
(-yo + y 1) + h 

er 
X = xo 

,1~j ·•· .•• + 

(xj'j 

,,,,,,, " .,, ,, '''''''"'' ''" ,, '''"''"'' ""''''""' 

y' 
0 f {- 1 1 } + e r --::-:----------. 

. ...___ __ . __ 



It,'. ' !If? 

Geo~etricamente, lo anterior equfvale a tomar como prim 
ra derivada a la pendiente de la recta que une los dos 
puntos considerados de la curva: 

lv ..., . . ' 

Figura V.S 

pc • l. 

donde: 
:ot 

tan Cl = _j_ F(x) I 
dx x' .... -lo'' 

y -n 
'>9; nbbuon 

tan 

con lo ,cual se puede concluir que: • !-} d~ 

d 
dX F(x) I ; tit • tan B + e o, q nu 

r ?II. X = XO 

Al coe iciente de la ordenada Yi que corresponde con la 
ordenada del punto en el cual se realiza la derivaci6n, 
se le denomina p~vate de ia 66~muta. Para identificarlo 
en la f6rmula se subraya dicho coeficiente, como por ejemplo: 

y' = 1. {- 1 1} + er 0 h 

~ 
~ 
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C~ns f derando un po 1 f nomfo de s'e"'!(undo grado', 'lit .e.xpre­
si6n (22) se reduce a: 

do de: 

I t:.yo Y 1 - Yo 

y: 

. l 
Sfl por ejemplo, se desea obtener 1a prfmera derfvada d 

F(x) en x • x1 fmplica que k = 1, segun la tabla V.2, y 
que x1 • x 0 + (1) h ; per lo que sustituyendo: 

I 

simpl iff cando: 

1 
Y; • 2h (-yo + Y2) + ~r 

\·r 

segul la notaci6n establecida, esta f6rmula se represen­ta como: 
!. .. .. ., 

:i 

' ' 1 
= 

(25) 

1 2h 
{ -1 0 1} + ~r ... (.6) 

Med ante un procedimiento similar es posible obtener tam 
bien f6rmulas de derivaci6n para F' (x 0 ) y F' (x

2
) con un 

polinomio de segundo grade, sustituyendo k = o y k = 2 
respectivamente en la expresi6n (25), con lo cual: 

.r'< ""' - .. " ,. ! ,~ 

4 -1} + er ( 7) 

-4 3} + ~r (28) 



I 

"'f,!j 

Con un polinomio de tercer grado y sfguiendo un procedi 
miento semejante, se obtienen las siguientes f6rmulas pa 
ra la primera y segunda derivada: 

' ·1·· . -• . 
Yo = - {-11 6h = 18 -9 2} + er 

k . 1 {- 2 :.! 6 -1} + er 6h 
S'UI"'lT'! £;_, 

' 1 
-6 2} '9b 

(3 y2 • 6h 3 + e.r l -~ '1 ... 

' - 1 
- 2 9 -18 11} + er (3 

~; 
6h 

~ 

1 
2 -s 4 -1} + er (3 -h2 

~ d t)fl 'JF 

1 tb " 1 -2 0} ~ (. (3 yl -~ + er 

" 1 
{ 0 1 -2 ll+ (3 ~2 -~ er 

" 1 

) 

Y,3 -hT { -1 4 -5 v + er (36) 

+ . 000.!). ' . " ' 
r t 

Adem&s ! de las f6rmulas anteriores se pueden de~arrollar otras a partir de polinomios de grado superior a tres. 

., . .L '!lJ! :.i.e& 
V.7 . "-'13 t '~ - ,, 

Para la fun cion definida en la siguiente tabla: 

X v = cos X 

0 1.000 

" 8 0.924 

4 0.707 

3?1 
0.383 8 

s-r 

2 o.ooo 

127 
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I r 
' 

I -
C~Llcular: 

a) La primera derivada en x ~ i utilizando las fo 

mulas de derivacion obtenidas de un polinomio 
segundo y tercer grade. 

b) . Comparar los resultados del inciso anterior co 
el valor exacto de la derivada. 

c) La primera derivada en x • ~ utilizando las 
2 

mulas de derivacion obtenidas de un polinomio 
de tercer grado. 

So lucien: 

Utilizando la expresion (26) que corresponde a 
un polinomio de segundo grado, se obtiene un va­
lor aproximado a la primera derivada de la fun­
cion: 

' 1 y 1 • 2h { - 1 0 1} + er 
0 

sustituyendo: 

' y = 
1 2

(i)t1(1.000) + 0(0.924) + 1(0.707)] + er 

' ,;, 3 y1 - 0.37 

utilizando la expresion (30) 
linomio de tercer grado: 

que corresponde a un po-

y~- 6(i) t2(1.~:~-- 3(0.924) + 6(0. 707)- 1(0,383 

y;,;,- 0.387 
·t 

Comparando los resultados aproxiEncl0~ ~n eJ ln­
ciso anterior con el valor exacto que es: 

d: cos x lx=i • -sen i = -0.383 

Se observa que el error relative en el cual ~e 
incurre al aproximar la derivada con una forrnn­
la limitacin " las segundas diferencjas e~ · 

IX -X XJI- l-0.38?_±___9.373j 
-0.383 1 

• 
2.6% 

1 

~-­
·tj 



~ 

r' 

mientras que al utilizar la expresi6n (30), el error 
relative es solamente: 

e z ~-0.383 + 0.3871 
r -0.383 1% 

\d I 

0'< I I ~ ·:-:· 
i 0 '· 

c Utilizando la expresi6n (32) y considerando 
Yo .. 0.924 

-
1
-) (- 2(0.924) +9(0.707) -18(0.383) + 11(0.000)) + 

6 ( i r 

I'\ '' t .. -
- •. + 

\<-' \..' 

-1.010 ( . 

Com arando las formulas de derivacion numerica, (expre­
siones (27) a (36)), se observa que las de orden impar 
son antisimetricas con respecto al pivote, siendo este e 
punto en el cual se obtiene la derivada, mientras que la 
de orden par son simetricas. Comparese (27) con (28) y 
(29) con (32) que son antisimetricas o (33) con (36) que 
son simetricas. 

! 

I 
n <n "a) (~. -+---+o'(~ll....: 

0 a ~s: - ~ 

. v\ "· 

V.4 INTEGRACION NUMERICA 

. 
!16 ,9,•ltb z~ ,t,q aar Jjz6d obnb ~t2 

Para obtener un valor aproximado de la integral de F(x) 
en el intervale x 0 ~ x ~ xn se partira de la formula de 
interpolation de Newton. 

'~ 1 F~x) ~ Yo + (~) !>yo + (~) 11
2

Yo + (~) A3yo +. • .+ (~) Ajy 0 

de 1 a expresion ( 21) : ov - ! ·~ .. c 
dx -hdk 

-~ ,.. !" . X y de a tabla V.2 $ i : 

xo -Xo + (0) h entonces k = 0 
y 

, , , I 
Xn - xo + nh entonces k = n 

~~~~.:.·~ - . 

l2S 

j 
l 
l 
I 
I 
I 

/' 

'~ 
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s uSt it uyendo: 

/

xn 
F(x)dx.:. 

1

xo /n( k(k-1) 2 k(k-1) (k-2) 3 (k) f 
O Yo+kllyo+~ Yo+~--ll Yo+.·.+ j ll YO h dk 

integrando: (~0 

+ ••. ) I 0 . ! - ;, 

-; , ........ 

sus ituyendo lfmftes: 
. J 2' 

colsiderando hasta las primeras diferencias: 

IVIloV Ito, 

J'1{x)dx ~ h GYo + n22 t.yJ + er x > ~"' o· 
XQ 

I i .f:.l\+ ,')jL 
la integral solo se calculara entre los dos primeros va Q 
res de la tabla (V.2), es decir, entre x0 y x 1 

fhx)dx zh ~0 + i t.yJ.+• e~ 
xo 

per~: 
llyo = Y 1 - Yo 

I u n • 
sus~ftuyendo y simplificando: 

/

XI 
F(x)dx 

xo 

. ,. 



La expres1on anterior es igual al area bajo la curva en 
tre los puntos de coordenadas (x 0 , Yo) y (x 1 , y 1 ). Ambos 
unidos per una recta definida por la expresi6n: 

,---- Y • YO + k 1!. YO 
1 

~ 

y su terpretaci6n geometrica es: 

10fliV [Ji noiJ~>m: x. · '" ·/ sn~: 
~0'11f·1" 

I 

•• 
·I 

X 

Figura V.6 

En la misma forma, integrando entre x 1 y x2 , se obtiene. 

y sucesivamente hasta: 

/

Xn I h 
F(x)dx • 2 

xn-1 

por lo que: 

131 
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suponiendo que er tiene la misma magnitud en cada 
cion parcial y simplificando se obtiene: tegr~ 

L• "'"'"' "'"'" se '"""' oomo "'""' de io< 9«- ·~ .<on tltapee.<.a£. 

Para obtener una mejor aproximaci6n al valor de la nte 
g r a l de f i n i d a en t r e x 0 y x0 de F ( x) , con s i de ramo s h a s t a l as 
segundas diferencias en la expresi6n (37) 

•• 
Calculando la integral entre los tres primerc5 valo es 

de la funci6n definida seoun la tabla (V.2) se obtiePe: 

() • \ E 

don de: 

Yl - Yo 

y: 

s stituyendo en la expresi6n (39) y simplificando: 

.'i .• 

(39) 
'i 

' I 
1 

I 



siendo su interpretación gecmfitrica: 

y 

Figura V.7 

En furm� si�ilar, inte0rando entre x2 y x4 se obtiPn�: 

J
x4 

F(x)dx 
xz 

y asf sucesivamente los Qlti�as integrales son: 

J

x
�(x)dx = b. (y + 4y +y ) + e. 3 n-2 n-1 n r 

X n-7 

por lo tanto: 

J
xn 

F(x)dx 
X o 

J

X2 
F(x)dx + 

xo 
J "4 J

"n 
F(x)dx + . . .  + F(x)dx 

x2 xn-2 

h + . . .  +) (yn-? + 4Yn-l + YrJ + eT 

suponiendo que Lr tiene la misma m a g n i t u d en cada inte­

gración p a rc i a l y simpl i ficando se obtiene: 

133 

(
xn 

F(x)dx 
xo 

h r + + 4 "ordenadas de 2 " ordenadas de J 1 
3 LO Yn Lord en impar + L orden par + C.r · · · (40) 

expres1on conocida como fórmula de in�e.g�acl6n de Sinpj�� 
1/3. A diferencia de la fórmula de integración trapecial, 
la expresión (40) es aplicable solamente para valores pa­
res de n, ya que de lo contrario, no se podrá obtener el 
valor de la última integral; 
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~' 

/

Xn 
F(x)dx 

Xn-2 

Considerando hasta las terceras diferencias en la 
si6n (37) e integrando entre x 0 y x

3 
tendremos: 

/
X3 r: 9 (27 9) (81 27 9) 3 F(x)dx ~ h CYo + 2 t:.yo + T - 4 t:.2yo + 24 - T + 6 t:. Y 
xo 

~on de: 

t:.yo -Y1 - Yo 

t:.2yo Yz - 2y 1 + Yo 

t:.3Yo -Y3 - 3yz + 3y 1 - Yo 

ustituyendo y simplificando: 

y su interpretaci6n geometrica es: 

y 

~ : • ., f 

r! 

" O.JJ -1{?6111 
· ~ · ,.~ r t d .... 

xo x, xz 

Figura 

--'-·~· 

x3 

V.8 

\ l 

I 
! 

1-

\. ~ + Hv ... /' 

X 

-!iF 
~~ 

< 
l 

:I. 



--.~ .. -, 
por lol que: 

/
Xn ' /X3 /X6 /Xn 

F(x)dx = F(x)dx+ F(x)dx + .•• + F(x)dx 

xo J xo X3 xn-3 

sustit yendo: : 
., •1 r!--. fr;-· •• u (,, .... <• 

j1cx)dx = ~ h[!o + 3Yl + 3y2 + y~ .. 1 ·s·,; . 
+e.r+ ~ h Y3 + 3y4 + 3ys + Y 

., 1 '• + ••• + 
t· 

3 
I!n-3 + 3Yn-2 + 3Yn-I + YJ + e.r 

;• #>! 

8 h 

051 

suponiendo que e.r tiene 1 a misma magnitud en c11tfa fnte-gracic5n y simplificando, se obtiene: 

I ' 

x~(x)dx = 1 h[ + + 2 Lordenad~s de + J"'resto de J 
8 L:'O Yn orden multiple de 3 Lordenadas + e.r XQ 

esta ex~resic5n se conoce como formula de ~nte.g4ac~6n de 
S~mp~on 3/8 yes aplicable para valores de n multfplos 
de tresl 

c.' ® ® CD I') 
Ejem lo v.aJ ' 

A 'partir de los siguientes datos: 

i Xi Yi = F(xi) 

0 1 -4 
1 2 6 

2 3 18 
3 4 32 

4 5 48 

5 6 + 66 
6 7 86 
7 8 10 8 

dL. 
8 9 132 

-~---
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J 
. 

. 

. 
. 

encontrar el valor de la integral de la funcion los 
siguientes intervalos: 

1 < X < 9 xb(x: a) ·x 
b) < X ~ 6 

Solucion: 
: c 

a) Como n es igual a ocho y este ea par, se p ede 
utilizar la formula de Simpson 1/3, graficam nte: 

y 

.I 
I 

.·1 
-~1 
'!jil 

bu:t t•· ••n i 11 ., r "" t :1 
·r·>Udo •2 ,r,'· 

. :va I, 
. .. '.H ' ' ·~ 

I 
:. 'T~ ~ 

L_ 40 

20 

to X 
-I 

entonces: I 
I 

J>(x)dx 
h ~0 3 

r h 
r 

I /(x)dx = 3 I Yo 
L 

i 

CD @ 

Figura V.9 

<til-. - j~ j:X 

+_y 8 + 2 Lordenadas de 
orden par 

+ Ye + 2(y2 

H 
valores: 

+ Yt. + Y6) 

+ 4I 

+ 4(Y! 

ordenadas del 
orden impar _ 

+ Y3+Ys+Y7 

I 

0 

sustituyend'o 

f 1 r 
;r(x)dx = 3 t4 + 132 + 2 (18 + 48 + 86) + 4 (6 + 12 + 66 + 1 

efectuando operac~ones 

9
F(x)dx ~ 426.6~7 u 2 

I 

. ! r 
y despreciandn e1 error: 

er 

+ er 

jl 

J:
:'l 

' 

·~ 

Jl: 
.. :~ 
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t ~ .. '-

si utilizamos la formula trapecial para valuar la mis ma i tegral: 
--+--

1: F(x)dx ~0 
l 

h 
+ + 2 I res to de J + t.r 2 Ya ordenadas 

9 G !:( II 

+ Y7~ /
1
F(x) X= t YO + Ya + 2(yj + Y2 + Y3 + Y4 + Ys + Y6 + er 

sustituyendo 
I a a " _j !,. ---

valores: 

l .y 
J>(x)d = t t4 + 132 + 2 (6 + 18 + 32 + 48 + 66 + 86 + 108~ 

I , i 
efec,uando operaciones y despreciando el error: 

J:F(x)dx ,;, 428.000 u 2 ~c 
~Ol' 

La diferencia en los 
la formula de Simpson 
se debe a la magnitud 
tii. despreciando. 

resultados obtenidos utilizando 
1/3 o la formula trapecial, 

del error, que por ahora se es-

La ~uncion definida en este ejemplo se obtuvo al ta 
bular el siguiente polinomio: 

P ( x) = x 2 + 7x - 12 

cuya 'ntegral es: 

~3 7 
x - 12)dx • [3: + 2 x 2 -

1) 
l9 

12)(_]J z 418.s- c-8.167) 426.667 u1 

Obse vese que con la formula de Simpson 1/3 se lle­
ga al valor exacto, existiendo un error relativo ~1 
utilizar la formula trapecial de: 

b) 

1~1 1426.667 - 428.0001 
426.667 1 0.312 %. U.i~· 

I . F 

n este caso n E 5, par lo tanto no es par, nl 
Cltiplo de 3, por lo que no se pueden utilizar 

las formulas de Simpson 1/3 o 3/8, a menos que 
$e divida el intervalo de integracion, de 1 a 4 
El n e 1 que s e in t e g r a r a con Simpson 3 I 8 y ,; e 4· " ( 
ntegrando con Simpson 1/3. La suma de los r"­
ultados nos clara el area total dent,.n del l!Clcr 
alo pedido. 

.J • 

137 
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i X y = F(x) 

0 1 -4 

1 2 6 

2 3 18 

0 3 4 32 

1 5 48 

2 6 66 

y 

70 ~8 + ao + a~ + ~( 8I + d) ~ + ~(I + . 

60 

50 

40 

-10 

SIMPSON 3/8 SIMPSON 1/3 

•)! c \ 1 '· 
·· 'J sis'! ' 

~.~, o~,\ 

utilizando Simpson 8: 

~· ") . 

. :., -

" 3 [ ordenadas de resto 
1 F(x)dx • 8 h 1.:0 + Y3 + 2 I or den mlilt iplo de 3 + 3 ~· or dena 

J>(x)dx • i h ~ 0 + y 3 + 2 (--) + 3 (y 1 + Y2>] + 

sustituyendo valores: 

J>(x)dx z i t4 + 32 + 2 (--) + 3 (6 + 18)] + er 



-------r-
t 
I 
L 
.. 

. 

. : 

v.s 

efectuando operaciones y despreciando el error: 

J>(x)dx,;, 37.5 u2 

E ordenadas + 4 E ordena~as del + 
de orden par orden 1mparj 

sustituyendo valores: 

~6 1 r: :1 
Ji/(x)dx • 3 L!2 + 66 + 2 (--) + 4 (48)J + tr 

! 

efectuando operaciones y despreciando el error: 

16 
~~F(x)dx,; 96.667 u2 

po1 lo que el area total es: 

~~F(x)dx ~ J>(x)dx + J:F(x)dx,;. 37.5 + 96.667,;, 134.167 u2 

sie1ndo el valor exacto de la integral: 

/~ ~3 7x2 ~6 F(x)dx ~ - +-- 12x • 126 - (-8.167) 
1 3 2 1 134.167 u 2 

por lo tanto, el error en este caso es igual a cero. 

ANALilis DEL ERROR EN LAS FDRM:LAS DE DERIVAC!DN E IN 
TEGRACION NUMERICA 

Por medio de la ~e~ie de Tayto~ se pueden obtener las 
formulas de derivacion o de integraci6n num~ricas, permi­
tiendo ademas, determinar el orden del error que se come­
te al utilizarlas en una aproximacion. 

! 

Considerando que existen las n 
funcion y desarrollando la serie 
al punto x 0 se tiene que: 

primeras derivadas de la 
de Taylor en el entorno 

(x - x 0)2 
F( ) • F(x 0 ) + (x- xo) F'(xo) + 

2
! F"(xo) + 

+ (x -
3
?.2..:. F"' (xo) +... (42) 

139 
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L 

valuando esta expresi6n para x • x 1 • x0 + h 

1 (x1 xo) 2 " (xl - xo) 3 nr 
F(x11> • Yl • Yo(xl - xo) Yo+ 2 ! Yo + 

3
! Yo +. • • 

pero: 

X} XO • h 

por lo que: 

Yl 
I h2_ II h 3 Ill 

YO+ hyo + 2T Yo+ JT Yo + ••• 

valuando la expresi6n (42) para x • x 2 • x 0 + 2h, se 
tiene: 

f '.,:,.. 

3) 

F( ) + (x•- xo) Yl + (x2- xo)2 yll + (x2- xo)3 "' + -i-1 
xz • Y2 • Yo L a 2 • a 3 . Yo • ;,, 

pero: 
,?.>) ~ '· ,.. 1'~.4.. 

£ ., I ., . 2h 

por 1 o 
cj : >J.ll -que: 
I 4b2 II Sh3 Ill 

4) Y2 r Yo 
+ 2h Yo + TI Yo + 3T Yo + .•• -·' ... ( 

en orma similar valuando la expresi6n (42) para 
= h se obtiene: 0. 

X x_ l -xo -
I h2 II h3 '" ld> (:.-. ~ ( 5) Y-1 . Yo - hyo + TI Yo - 3T Yo + ••• ... 

y para x- x_ 2 • x 0 - 2h: 

I
' I 4h 2_ II Bh 3 "' 

Y-2_ • YO- 2hyo +~YO-~ YO+ ••• • • • ( 6) 

despejando Yo de la expresi6n (43): 

Yo - (-yo + Yl) - 2 Yo - 6 Yo -. • • •• • ( 7) I 11 h h 2 Ill 

51 n:o esta expresi6n una formula de derivaci6n para o -
tener la primera derivada con un polinomio de primer gr -
do, que se representa como: 

donde el error es: 

Yo' =! {-1 1} + e.r 
h -

Calcular exactamente el valor de er resulta 1mposible 
deb~do a que la serie que lo forma es infin1ta y adem§ 
no ~1ene sent1do que para calcular el error que se come 
te ~n la primera derivada se requiera de las derivadas 
de arden superior a uno. 

-· 

\ 
J 

,, 
4 
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Com en general h. es un namero fraccfonarfo y el deno 

minador de cada termino de er aumenta considerablement 
en los terminos consecutivos, entonces se tiene que el 
primero de los terminos es en buena medida el que determ 
na el valor de er. 

Como no se conoce y(j, ,se concluye que puede esperarse 
que el error sea del orden de h. En la f6rmula esto pu 
de representarse como: 

Yo = h {-}_ 1} + (O)h j ' ' 1 

Par encontrar el orden de error de la f6rmula de la pr 
mera derivada en x • x 1 , considerando un polinomio de gr 
do dos, se parte de restar cuatro veces la expresi6n (43 
de la (44), esto es: 

3yo - 2h ' + 4h3 "I + 
Yo 3! Y ••• 

despejando I 

Yo: 

Y ' = .1._ ( 3y + 4 Y2) + h2 "' o Zh - o Yl - 3 Y0 + ..• 

se obtiene: 

y' • ...l. {-3 4 -1} + er 
0 2h = 

... 

n: 

• • • ( 4 ) 

l h2 '" 
er • :3 Yo +... (49) 

,,..;•' ,f ... 

por 1 expresi6n (49) se observa que la f6rmula tiene un 
error del orden de h2 , con lo cual: 

I 
= ...l. {-3 4 -1} + (0) h2 Yo 2h = 

(45} (43): : ; .... T 1a expresi6n de la 

2hy~ 2h 3 
"' Y! - Y-1 ~ + 3T" Yo + ... 

despejando I 
Yo: 

2 . ' 1 
(-y-1 + YJ) 

h2 "' Yo - 2h -6 Yo + ••• 

• ·'I . 
se obtiene: 

' 1 {-1 0 1} + (0) h2 Yo - 2h 
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De la mfsma manera se pueden obtener las dem§s formula 
de derivaci6n numerica donde se podran observar los dif 
rentes ordenes del error. Sumando las expresiones {43) 
y {45) se obtiene otra de las formulas de derivaci6n: 

l Y1 + Y-1 • 2yo + 2 ~ y~ + 2 ~; y~IV) + ... 

y d spejando y~: , -t-

" 1 ·( ·" ) 1 h 2 (IV) Yo • h 2 Y-1 - ~Yo + Y1 - T2 Yo . • . (50) 

se 'llega a una formula para obtener la segunda derivad 
co~ interpolacf6n limitada a segundas diferencias: 

" 1 Yo • h2 {1 -2 1} + (O) h2 

en Iste caso el error de esta formula es del arden de h 

Lo errores en las formulas de integracion pueden obte er 
se en forma analoga a las de derivaci6n. Si fntegramos Ia 
expresion {42) en el intervalo x 0 ~ x ~ x1 , se tiene: 

,. 
\' 

1/xl x1 ._ •. , 
F(x)dx • J (Yo + (x -

XO XO 

,\ (x - x 0 ) 2 n 
xo)y~ + 2 : Y0 + 

+ (x - x 0) 3 "' ) 
3 : y

0 
+ ... dx 

hacienda: 

Z • X- XQ 

ento·nces: 

dz dx 

y s i: 

entonces z ~ 0 
'•(H• 

y 

X • XJ • XO + h entonces 

por )o que la expresion {51) queda: 

.. 
h ' 

/
xl I ' z2 " z3 "' F(x)dx E o<Yo + z Yo+ 2T Yo+ 3T Yo + •.. ) dz 
xo 

... 51) 

.... 

!i~ 

I
: iii 

·~ 

.. 

"~ 

' 
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l, , 
[~ 

l. , 
• 

integrando: 

/

xl 
F(x)dx = 

xo 
[ z2 ' z3 " z" '" Jh J: Yo+ 2 ! Yo +JTYo +I;! Yo + ••• 

0 

sustituyendo lfmites: 

/

X} h2 h3 " h4 nr 
F(x)dx • hyo + 2T y~ + 3T Yo + 4T Y

0 
+. · · 

xo 

sustituyendo en el miembro de la dereth~ y~ por la expre 
sion (47) se obtiene: 

h" "' +t;!Yo + ••• 

simpl ificando: 

(
xl h ~ h3 " h" "' F(x)dx = -2 (yo + Y}) - - y - - y 

12 0 24 0 xo -... 
de 1~ misma forma: 

... ;:' 

/Xn h h 3 II h4 II I 

j x:~~)dx • 2 (yn-1 + yn) -IT Yn-124 Yn-1 -

y sumJndo las integrales: 

/
Xn /xl /x2 

F(x)dx • F(x)dx + F(x)dx + ••• + 
, Xo XQ X} 
I 

sustiJuyendo y simplfffcando: 

/

xn 
F(x)dx 

xn-1 

Jxn h [ + 2 '::" resto del + e. 
F(x)dx • 2 ~0 + Yn L ordenada~ r 

xo 

donde: 

er = - ~~ (y~ + Y~ + Y~ +. • .+ Y:-1 ) - • • • 

h3 11 

+ 3! Yo 
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Considerando y" como un promedio de las segundas deri ~ 
das, entonces: 

le.r c - ~~ (n Y" ) 

y dado que: 

Xn • xo + nh 

entonces: 

I Xn- xo 
n = h 

sustituyendo en la expresi6n {52): 

h3 ~n - x~ " fr • - IT [ h J y 

y .por ultimo: 

le.r • - ~~ Elm - xo) y'] -

+ 
(52) 

.. ,.,. 

por lo que se concluye que la formula de integraci6n t a­
pecial tiene un error del orden de h2 • 

De la misma forma en que se obtuvo la formula trapeci ) 
y su error a partir de la expresi6n (42) se pueden obt -
ner las formulas de integraci6n de Simpson 1/3 y 3/8 1 s 
cuales tienen un error del orden de h~ • 

. . 

,• ;-. (-

··~ 

< • . , 



PROBLEMAS PROPUESTOS 

lr ' 

-·-i 

1. ~ licando la interpolacion de Newton calcular de 
la siguiente funci6n tabulada: 

X y -F (x) 

-3 -51 

-1 -11 

1 -11 

3 - 3 

5 61 

,IU. 

a) El valor de y ' p-ara X 0.5 
b) El valor de y para X - 4 
c) El valor de y para X -3.4 l:J 

d} El polinomio al cual corresponde la fun cion 
tabular. 

2. Obtener los valores de y para x = 3 y x • 6 
respectivamente para la funci6n tabulada en la 
siguiente tabla: 

X y • F(x) 

0 5 

l 7 

2 

I 
9 

.-'9 
5 15 

~ 19 
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3 Para la ·funci6n definida por la siguiente tabla: 

X y - F(x) 

0.2 0.938 

0.4 0.864 

0.6 0. 832 

0.8 0.867 

1.0 1. 000 

1.2 1. 300 

calcular: 

a) La primera derivada en el punto x • 0.2 utili 
zando formulas de derivacion limitadas a pri= 
meras, segundas y terceras diferencias. 

b) 

c) 

La segunda derivada en el punto x • 0.6 uti­
lizando formulas de derivaci6n limitadas a 
terceras diferencias. 

Comparar los resultados obtenidos en los inci 
sos anteriores ~1 derivar directamente la fu~ 
cion F(x) • xx 

4. La trayectoria de un electr6n est' definida por 
la siguiente tabla. Calcular la pendiente de la 
trayectoria cuando el electron se encuentra a 
2, 4 y 5 micras de distancia. 

X y • F<j) 
[JJ] [JJ 

1 1. 00-

2 1. 26 • 

3 '·"j 4 1. 59 

5 1. 71 

--.··.! :1 
1 



s. 
•! u esla2&$~D! :n~tual• ~&. 

EIII la siguiente tabla se mue.stran los valores de 
la velocidad de un tren que frena al llegar a una 
estacion. Calcular la aceleraci6n para los tiem­
pos t = 15 y t • 20 segundas. 

t v{t) 

[s] [m/s J 

5 6.6328 ., 
10 4.7590 .. .!ll 

15 3.6741 
X 

" 
20 2.9164 

25 2. 3 412 

30 1.8842 
A.d 

r-
6. Lo datos de la siguiente tabla fueron obtenidos 

directamente efectuando mediciones sobre un cir 
cuito electrico. Si t es el tiempo y q la carga, 
calcular la corriente i que fluye por el circui 
to, teniendo en cuenta que la corriente i es la 
variaci6n de la carga respecto del tiempo. 

t 

[s] 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

8 ' 

q 

[ coul] 

0.000 

2.379 

4.532 

6.480 

8. 242 

9.837 

1-

. 

:b -:::. 
ball> 
,;l 
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Valuar las siguientes integrates utilizando la 
formula de integracion trapecial: 

a) I 7 
x 2 log x dx 

3 

'11f2 
b) I ecos x dx 

0 

.!! 
c) J 2 sen x 

X 
dx : t · ~ 

'II 

2 
',. c . 

;,u.s: 

' i 
··~· 

Valuar la integral de probabilidad: 

x2 
--r 1 e dx 

~ 

c mbinando las formulas de Simpson 1/3 y 3/8. 

,. 
·~ 

9. Un veb!culo parte de la ciudad de K'xico bacia el 
puerto de Acapulco, el cual se encuentra a 400 
km. de distancia. La siguiente tabla muestra la 
velocidad del vehiculo desde el momenta que par­
ti6 de la ciudad de Mexico • 

..l.u..o. 
t v( t) 

[brs] u:: [kmfhr] 

o.o 85 
0.5 100 

1.0 120 
1.5 100 
2.0 ·- 95 
2.5 90 
3.0 110 
3.5 100 



I ~ "'', 

~~'-

I . 

~' 

determiner: ~-

a) I Si al cabo de trea horas y media de viaj e el 
veh!culo ya arrib6 al puerto de Acapulco. 

b) Qu€ velocidad llevaba en t • 1.7 horas. 

10. La siguiente tabla muestra la producci6n en tone 
ladas de acido sulfurico en Mexico, encontrar la 
producci6n para los aiios de 1953 y 1958. 

t producci6n 

[aiioa] [Tn J 

1950 43.374 

1951 56.667 

19 54 109.962 

1956 186.203 

1960 248.828 

1961 275.984 
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SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

RODUCCION 

30 

En el ap1tulo I se mencion6 que los fen6menos ffsicos 
que estudia la ingenieria, se pueden representar median­
te modelos matematicos; estos en algunos casos se redu­
cen a una ecuaci6n diferencial, siendo su soluci6n una 
funci6n que representa el comportamiento del fen6meno. 

La solucion de ecuaciones diferenciales no es un proble 
rna sencillo, una forma de resolverlas, es a traves de -
los metodos numericos que permiten la utilizacion de la 
computadora digital. 

En este capitulo se estudiaran los metodos numericos ba 
sicos para obtener la solucion de ecuaciones diferencia~ 
1 es. 

; v 

.1 CONCEPTOS BASICOS SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Se entilnde por ec.uac..£6n d.£6~enc..ial, aquella que rela­
ciona dos o mas variables en terminos de derivadas o di­
ferenciales. Para su estudio conviene mencionar las si­
guientes definiciones acerca de estas ecuaciones: 

a) 

c) 

d) 

Ec.uac..i6n d.i6e~enc..ial o~dina~.ia.- Es aquella en la 
que existe solamente una variable independiente, 
por 1o tanto sus derivadas seran totales. 

Ec.uaL6n d.i6e~enc.:~·l pMc..£;;~- Es aquell a en 1 a 
que existen dos 0 mas variables independientes, por 
lo que sus derivadas seran parciales. 

O~del de una ec.uac..£6n d.£6e~enc..iat.- El orden de una 
ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor 
orden que aparece en la ecuaci6n. 

·G~adj de una ec.uac..£6n d.i6e~enc..ial.- Es el 
gebraico de la derivada de mayor orden que 
en la ecuacion. 

grade al­
aparece 
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e) Ec.u.a.c..£6n d.£6e.Jr.enc..<.a..t l.£11ea..t.- Una ecuacf6n diferen 
cial es lineal, si en ella no aparecen potencias de 
la variable dependiente y sus derivadas, ni prod e­
tas de la variable dependiente por sus derivadas o 
productos entre derivadas. 

VI.2 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL 

La soluci6n de una ecuaci6n diferencial, es una fun i6n 
ue no debe incluir derivadas o integrales de funcio es 
que verifica identicamente la ecuaci6n diferencial Por 

ejemplo, la relaci6n funcional que satisface a la si uien 
te ecuaci6n diferencial: 

l y'(x) -sen x • 0 

s: 

j y(x) -cos x + c 1 ~? 

a que esta relaci6n verifica identicamente a la ecuaci6n 
diferencial. N6tese que esta soluci6n resulta ser una f~ 
milia de curvas, las cuales son: 

.,:_' 
j' . ~ 

•• ). • 

;,1 

t
,· 

.-... 

" ~l~ 
~; 

> f .. f<· 

Figura VI.1 

\),4 



, J -
Para etermi.na~r,.,~n-~ soluci6n particular, sera necesaria 

una cond~c~on ~n~c~a! del problema: 
t 

t
r 

.. 
. 

r X 

Figura VI.2 

r-
con la ual sera pos{bl~ seleccionar una sola curva que 
se considerara como una soluci6n de la ecuaci6n diferen­
c i a 1: 

y(x) 

1!3. 

Xo X 

xb 
; ' 

Figura VI.3 

; 9 '· 
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VI.J METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER ECUACIONES DlFEREN­
C I ALES 

1 : ...... T ,, 
Los metodos num~r1cos que se estudiar~n a continuaci6n 

para resolver ecuaciones diferenciales con cond~c~on 
.~n~c~ale4, se denominan metodos de solucion paso a paso, 
ya que a partir de uno o varios puntos conocidos calcu­
lan el siguiente, una vez calculado se apoyan en este y 
en los anteriores para calcular·uno mas y asf 
mente, esto es: 

y 

y( x) /' 

Yo ,r' 
' /' 

' 

Xo 

Figura VI.~ 

VI. 3. METODO DE EULER 

Lo de los met~inas sencillos para re~er ecuacio­
nes diferenciales de primer orden con condiciones ini ia 
les, es el metodo de Euler. Este consiste en integra 

laj •:••••••• ''''::::,•:•:;::,::'' 

e tre un punto xi y el siguiente: 

Xi+l 

f f(Xio Yi) dx 
Xi 

i~tegrando el miembro de la izquierda de la expresi6n 
(1): 

(1) 

I -

1 _·_ . 
. 



•• 

1.:. -

I 
Xi+l 

y (x) Xi 

Yi+l - Yi • 

Para integrar el miembro de la derecha en la expresi6n 
(1), se aplica la integraci6n numerica, estudiada en el 
capftulo V. 

d,., ... -. G" • ~, '" • (·: -·,') ,,., •... J • • • (2 

Inte!rand~ entre el punta se obtiene: 

J
xl 

f(x) 

xo I 

dx • h 

dond~: 
YO • f(xo) 

6yo • Yl '- Yo • f(xl) f(xo) 

sustituyendo f(x) por una funci6n de dos variables 
f(x, y) e integrando entre un punta cualquiera xi y 
xi+l se obtiene: 

El m todo de Euler consiste en integrar el segundo miem 
bro de la expresi6n (1), considerando unfcamente el pri­
mer sumando de la expresi6n anterior con su correspondien 
te error: -

/

Xi+l . 
x· f(x, y} dx • h f(xi, Yi) + ~ 

l. 

·~ 
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I,. -

Despreciando el error¥ sustituyendo esta 01t1ma ecua 
cidn en la expres16n (1) se obtiene: 

Yi+l - Yi • h f(xi, Yi) 

Yi+l 

i - 0, 1, 2, .•• ... (4) 

Ej emplo VI. 1 

R;solver la siguiente ecuac1on diferencial y'- 2xy x 
con condicion inicial y(O.S) • 1 utilizando el meto o 
de Euler, en el intervalo 0.5 < x ~ 1.0 considerand 

lh ~ 0. 1. 

El metodo de Euler se desarrollo, a·partir de la e 
cion diferencial de primer orden: 

y'(x) •f(x, y) 

por lo que: 

f(x, y) • x + 2xy 

lutiiizando la expresi6n (4)· para i • 0, 

Yl • YO+ h f(xo, Yo) 

donde: 

se obtiene 

Yo 1 condicion inicial 

h - 0.1 

ue: 

f(xa, Yo) • zo + 2xoYo • 0.5 +2(0.5)(1) = 15 

sustituyendo valores: 

Y1 • 1 + 0.1 (1.5) • 1.15000 



/ 

I 
y(x) 

2.0 

I. -------Yx 
I 
I 
I 
I 

0.5 

Figura VI. 5 

l.o X 

R pitiendo el proceso considerando i • 1 en la e~ 
presion (4): 

donde: 

Yl • 1.15000 

h 0.1 

f(xlo Yl) • Xl + 2X1Yl • 0.~ + 2 (0.6)(1.15000) • 1.98000 

sustituyendo valores: 

Y2 • 1.15000 + 0.1 (1.98) • 1.34800 

graficamente: 

y (x) 

2.0 

1.0 ---------f 
/X 

I 
I 
I 
I 

0.5 1.o X 

Figura VI.6 
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Procediendo en forma similar: 

i = 2 ; Y3 Y2 + h f(x2, Y2) 

Y3 1.34800 + 0.1 (0.7 + 2(0.7)(1.34800)) - 1. 60672 

i -3 Y4 Y3 + h f(X3, y 3) 

Y4 = 1.60672 + 0.1 (0.8 + 2(0.8)(1.60672)) 1.94380 

i • 4 Ys Y4 + h f(x4, Y4) 

y 5 ~ 1.94380 + 0;1(0.9 + 2(0.9)(1.94380)) = 2. 

por lo que la solucion de la 
el intervalo 0.5 < x < 1,0 

ecuaciOn 
es: 

X ' y(x) 

0.5 1.00000 

0.6 1.15000 

0.7 1.34800 

0.8 1. 60672 

0.9 1. 94380 

1.0 2.38368 

diferencial e 

Si se resuelve la ecuacion diferencial de este eje 
plo por un metodo directo, se obtiene la siguiente 
soluci6n.* 

2 1 
y(x) = 1.16820 e-x 2 

Tabulando la soluci6n en el intervale 0.5 < x < 1. 
y comparandola con la que proporciona el metodo-de 
Euler, se obtiene: 

Euler Exact a 
X y(x) y(x) 

0. 5 1.00000 1.00000 

0.6 1.15COO 1.17442 

0.7 1.34800 1.40687 

0.8 1. 60672 1. 71547 

0.9 1. 94380 2.12601 

1.0 2.38368 2.67550 

* Consultar el libro de Ecuaciones Diferenciales y 
en Diferencias, Facultad de Ingenier1a, U.N.A.M. 

8368 
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y(x) 

3.0 

2.0 

I 0 

7!.3.2 ME ODO DE EULER-GAUSS 

., 

I 

0 5 

Figura VI. 7 
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La ap~oximaci6n que proporciona el m~todo de Euler pue-
de. mejprarse al integrar la ecuaci6n diferencial: .~ 

Xi+l L. y'(x) dx 
l. 

• • • ( 5) 

Aplicando la formula trapecial, lo cual es equfvalente 
a considerar los dos primeros sumandos de la expresidn 
(3), se obtiene: 

/

Xi+l 
f(x, 

Xi 

simplificando: 

j 
/Xi+} (x, y) dx = ~ G<xi, Yi) + f(xi+l, Yi+ 1 ~ + e.r 

Xi 

sustft yendo en la expresidn (4): 

Yi+ 1 - Yi = ~ G<xi, Yi) + f(xi+l, Yi+l~ + ~ 
/ 
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.; 
•• 

y despreciando el error: 

Yi+I • Yi + ~ G<xi• Yi) + f(xi+I> Yi+t8 

t 

* 

(bJ 

... 

A dif~rencia del mEtodo de Euler, eon esta Oltima ex r~ 
s16n, no es posible conocer el valor de Yi+I~ debido a 
que este valor esta en funci6n de sf mismo (ver aster s­
co). El problema se resuelve obteniendo el valor de 
.·:I.+ I• a traves del metodo de Euler, el cual se consi d r~ 
ri solamente como una p~ediccion que sera sustituido n 
el miembro del lado derecho de la expresi6n (6), con o 
que se obte1dra un nuevo valor co~~igido de Yi+I• 

Por lo tanto, la expresi6n (4) sera una ecuaci6n pre ic 
tora y la expresi6n (6) una ecuac16n correctora, esto es: 

Yi+lp = Yi + h f(Xi• Yi) 

-Yi + 
h 

G<xi• Yi) + f(Xi+I f Yi+lp) J Yi+l 2 c 

i - 0, 1. 2. 

Ejemplo VI.2 

Resolver la ecuacion diferencial del ejemplo VI.1, 
u~ilizando el m~todo de Euler-Gauss. 

La ecuacion diferencial es: 
• 

y' • x + 2xy con condicion inicial y(O.S) • 

Para i • 0 ae tiene que la prediccion de YI segu 
la expresion (7) es: 

YIP • Yo+ h f(xo, Yo) • 1 + 0.1 (0.5 + 2(0.5)(1)) • 1. 5000 

y la correccion de este valor es: 

Ylc • Yo + ~ G<xo, Yo)+ f(xJ, Y 1P >] 
donde: 

f(xo, y 0) = 1. so 

f(XJ, y lp ) = X} + 2X1Ylp -0.6 + 2(0.6)(1.15) 1. 98 



l-

l Yl • 1 + 
0z1 ~.50+ 1.9~ • 1.17400 

ros:guiendo en forma similar, se obtiene la siguien t:F tabla; 

X Yip Yic 
-- - r 

~(')(0 '::\ l 

0.5 1.00000 1.00000 1. ooooo\ 
0.6 1.15000 1.17400 f·f7Y4l. 
0.7 1.37488 1.40568 1 ·'(06~7 
0.8 1.67248 1. 71288 l • IIS'-1 7 

0.9 2.0669~ 2.12094 2.. 1'2.&0 I 

1.0 2.59271 2.66610 2·btSSC> 

1\;I. 3. 3 A SERIE DE TAYLOR COMO SOLUCION DE UNA ECUACION D! 
FERENCIAL 

.:. La ~o1ucion de una ecuacion diferencial de cualqu1er or 
den para un problema con condiciones iniciales, es una­
funcion y(x) tal que verifica identicamente a la ecuacio 
diferencial. Esta funcion puede representarse por medio 
de la serie de Taylor como: 

Esta solucion ser~ correcta, siempre y cuarido se valae 
en el entorno de x • x 0 , y a medida que se aleje de este 
punto, la solucion tendr~ un mayor error. 

E~emplo VI.3 "•"' 

R~solver la ecuacion diferencial del ejemplo VI.1 
utilizando la serie de Taylor. 

Lr ecuacion diferencial es: 

y' F x + 2xy con condicion inicial y(0.5) = 1 

la funcion y(x) solucion de esta ecuacion esta da­
da por la expresion (8), donde: 

,xo- 0.5 

y(xo) • 1 

y'(xo) = xo + 2xo y(xo) • 0.5 + 2 (0.5)(1) = 1.50 

t 
'"'---- ------'--------· ---

f 
\:1 

... 
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y"(xo) = ....f!_ y' I • dd (x + 2x y(x)) I • 1 + 2xy' (x) dx X = XQ X X = XQ 'II + 2 y x) 
X= XQ 

y"(xo_)"' 1 + 2xoy'(xo) + 2y(xo) • 1 + 2(0.5)(1.50) + 2(1) • 4.50 

y"' (xo) = dxd y"l .. ..A. 0+2:lt'• 1 (x)+2y(x))l =2xy"(x)+4y'(x) 
. X • XO dx ' X • XC 

y"' (xo~ = 2xoy"(xo) + 4y' (xo) • 2(0.5) (4.50) + 4(1.50) = 10.50 

sustituyendo: 

I 
y(x) = 1 + 1.50(x- 0.5) + 

4
•2

50 
(x- 0.5)2 + 10650 (x- 0. )3 + •• ~ .. 

I 
Tomando en cuenta los primeros cuatro terminos de 1 

r

erie de Taylor y simplificando, se obtiene: 

y(x) i x3 - ~ x 2 + {
6 

x + ~~ 

tabulando la solucion para 0.5 ~ x < 1.0 con h • 0.1 

X y(x) 

0.5 1. 00000 

0.6 1.17425 

o. 7 1.40400 

0.8 1. 69975 

0.9 2.07200 

1.0 2.53125 

VI. 3. 4 ETODOS DE RUNGE-KUTTA 

\ .. 

Para estudiar los metodos de Runge-Kutta, consid~rese 
estructura de los metodos de Euler y Euler-Gauss: 

I Yi+I - Yi + h f (xi, H) (Euler) 
i . o, 1 t 2. . .. 

Yi+I -Yi +.!! ~(Xi, Yi) 1· f(Xi+l• Yi+IG 2 (Euler-G uss) 

i - .0, 1 t 2 t ... 



I 
• 

ambos metodos pueden escribirse como: 

Yi+l "' Yi + h + (xi, Yi) 

i - o,jl, 2, ... 
donde n el metodo de Euler: 

+(x, y) • f(x, y) 

yen el metodo de Euler-Gauss: 

+(x, y) • t ~(x, y) + f(x + h, y + h y;~ 

• • • (9) 

Los metodos de Runge-Kutta, consisten en obtener una 
ecuaci6n similar a la expresi6n (9) que en forma general 
se escribe como: 

Yi+l .I Yi + (w1k1 + w2k2 +. • .+ Wn kn) 

i - 0, l, 2, ••• 

don de =l 
k1 = h (xi, Yi) 

k2 = h f(xi + a1h, 

k3 = h f<xi + azh, 

k .. = h f(Xi + a3h, 

Yi + B1,1 kl) 

Yi + B2,1 kl + 82,2 kz) 

Yi + 83,1 kl + 83,2 kz + 

••• (10) 

83,3 k3) 

siendo IWJ, wz, ..• wn, aJ, a 2 , ..• an, 81,1. iiz,z, ... 8n,n-l 
constantes que deben determinarse, de tal forma que pro-

'

··. porcionen la mayor exactitud posible a la soluci6n de la 
ecuaci6n diferencial. 

ilo 
La ventaja de los metodos de Punge-Kutta con respecto a 

los metodos de Euler y Euler-Gauss, consiste en que los 
primeros cuentan con un orden de error menor. Con res­
pecto a la serie de Taylor, estos metodos tienen la ven 
taJa de que no requieren valuar ninguna derivada, sino­
unicamente ala funci6n f(x t y). 

KETODO t. RUMG!-<U;;A D: SEGUNDO ORDEN 

El metodo de Runge-Kutta de segundo orden consiste en 
considerar n = 2 dentro de las expresiones que definen 
a estos metodos, esto es: 

1631 
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(12) 

i • 0, 1' 2' ••. 

(ll), 
don de: 

Desarrollando en serie de Taylor, el miembro de la iz- '·· 
quferda de la expresi6n (12) en el entorno del punt ~ 
x • xi y considerando hasta los termfnos de orden h , se ~ 

obt i '"' •"(••' I 
Yi+l • y(xi+l) • y(xi) + y'(x:i.Hxi+l- Xi)+ -'--F (xi+l- i) 2 + ~.·, ... 

+ y"' (xi) 
6 (Xi+}- Xi) 3 + ... 

sfmplfffcando: ~ 

Yi+l • Yi + h y i_ + h22 Yi_' + ~3 Yi_" + •• • 

Por otra parte, desarrollando en serfe de Taylor, 
funci6n de dos variables f(x, y) en el entorno del 
x • Xi Y y • Yi se tfene: 

(14) 

y) I (x- xi) 
X • Xi 

Y • Yi 

() 
f(x, y) • f(xi, Yi) +ox f(x, + _£.. f(x, 

(Jy y)l~:- /) + 

y = i 

+l () 
2 ai2" f(x, y) (x- Xi) 2 + -

0- f(x y) (x- Xi)(y- Yi) + ()x (Jy • 

X • Xi 
y R Yi 

1 () 2 + 2 ~ f(x, y) (y - Yi) +. • • 
X • Xi 

Y • Yi 

X • Xi 
y K Yi 

Para sfmplfffcar la expresf6n anterior, se utilfzar 
notaci6n sfguiente: 

f • ----
0 - f(m, n) m n om O'n 

y asumiendo que las derivadas parciales de la funci n 
Se Valuan en X • Xn y y = Yn la expresf6n (15) qued 

(15)' 

1a 

~ I 
"------- ___ · 



f(x, y) • f(xn, Yn) + fx(x- xn) + fy(Y- Yn) + i fxx<x- xn) 2 

+ fzy{X- Zn){y ~ yn) + t fyy(Y- Yn) 2 +,,, 

valuando la func16n para x • Xi+ a 1h y y • Yi + B1,1 k1 
se obtiene: 

f{xi ~ a1h, Yi + B1,1 k1) • f(xi, Yi) + fx(xi + a1h- Xi) + 

+ fy(Yi + B1,1 k1- Yi) + i fxx(Xi + a1h- Xi) 2 + 

+ fxy(~i + a1h- Xi)(Yi + 81,1 k1- Yi) + 

1 
+ z fyy(Yi + B1,1 k1- Yi) 2 + •• , 

sfmplificando: 

f(xi + ,aJh, Yi + B1,1 k1) • f(xi, Yi) + a1h fx + 81,1 k1 fy 

ai h2 8i,1 kf 
+ - 2- fxx + a1h 81,1 k1 fxy + 2 fyy +.,. 

De las expresiones (13) se observa: 

k2 
f(xi + a1h, Yi + 81,1 k1) • ll 

at h3 
f (xi, Yi) + a1h2 fx + 81,1 k1h fy + - 2- fxx + 

Sustituyendo esta expresion y la (14) en la expresion 
(12) teniendo en cuenta que k 1 ~ h f(xi, Yi> se obtiene: 

a2 h3 

w2(h f (xi, Yi) + a1h2 fx + 81,1 h2 f(xi, Yi) fy + -
1
2- fxx + 



•• 

I 
igualando potencias de h: 

y como entonces: 

16) 

igualando potencias de h2: 

..• (17) 

siendo: 

Y'i • ! f(x, y) 

X • Xi 

Y • Yi 

• ..£.. f(x y) ox • a 
+ oy f(x, 

X • Xi 

Y z Yi 

y) ~/~ i Yi) 

y = i 

ut lizando la notacion indicada se puede escribir como 

sustituyendo en la expresion (17): 

ent~nces: 

sistema: 
expresiones (16) y (18) se forma el siguiente 

... (13) J '" 
W! + W;> = 1 

1 
w2 al "2 

Ill. 1 
1 wz =z 

Como el sistema tiene cuatro incognitas y solawente tres 
ecuaciones, ~ste tiene ~n nfimero infinite de scluciones, 
una de ellas es: 

w 1 wz = 2 

.1 



Sustituyendo en la expres1on (12), se obtienen las formu 
las de recurrencia que definen al m~todo de Runge-Kutta -
de segundo orden: 

i Yi+l -Yi +.!. (k 1 + k2) 2 

i c 0, 1, 2. ... 
don de: (19) 

kl . h f(Xio Yi) 

kz -h f(xi + h, Yi + h f(xi, Yi» 

METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN 

El mitodo de Runge-Kutta de cuarto orden se obtiene al 
considerar n = 4 en las expresiones (10) y(ll) quedando: 

Yi+l ~ Yi + (w1k1 + w2k2 + w3k3 + w4k4) 

i- 0, ll 2, ... 

donde: 

t k3 • h f(xi + azh, Yi + e2,1 k1 + e2,2 kz) 

k4 • h fCxi + a3h, Yi + b3,1 kl + e3,2 kz + e3,3 k3) 
I 

51 se tealiza un analisis similar al del m~todo de Run­J ge-Kutta de segundo orden se obtiene: 

wl -1 
wz 3 

'~ 1 
W3 -~ 

1 
"'4 = 6 

sustituy~ndo: 

·1 
-- :1 

j 
. 

. 

. 
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c I 

Yi+l -Yi +.! (kl + 2k2 + 2k3 +~ 6 

i - 0, 1' 2' ... 
don de: 

kt -h f(xf, Yi) 

1 +.! k2 -h f(Xi + 2h. Yi kt) 2 

k3 - h f(Xi 
1 

+ 2h' Yi 
1 

+ 2 k2) 

k,. -h f(xi + h, Yi + k3) 

Ejemplo VI.4 

Resolver la ecuacion diferencial del ejemplo VI.1 
utilizando el m€todo de Runge-Kutta de cuarto orde 

La ecuacion diferencial es: 

y' • x + 2xy con condicion inicial y(0,5) - 1 

Considerando i • 0 en la expresion (20): 

(20) 

.. • (a) 

donde: 

k1 • h f(xo, y 0) • 0.1(0.5 + 2(0,5)(1)) • 0.15000 

k 2 • h f(xo + i h, Yo + i (0.15000)) 

k2 • o.1[(o.5 + 
021

) + 2(o.5 + 
021

) (1 + 
0 • 1~000 ) J .. o 17325 

1 1 
k3 • h f(xo + 2 h, Yo + 2 (0,17325)) 

.17453 

k,. • h f(xon+ h, Yo + 0.17453) 

1 
j 

J 
~ 

k,.- 0.1 ~0.5 + 0.1) + 2(0.5 + 0,1)(1 + 0.17453~ 0. 20094 

sustituyendo en la expresi6n (a): 

Yl • 1 + i (0.15000 + 2(0.17325) + 2(0,17453) + 0,200 4) 

Yl • 1.17442 



Pro~iguiendo en forma similar para i = 1, 2, 3 y 4 
se obtiene el siguiente resultado: 

X y(x) 

o.s 1.00000 
0.6 1.17442 

0.7 1. 40688 
0.8 1. 71548 

I 
0.9 2.12602 

1.0 2.67551 

.3.5· METODO DE MILNE 

Otro metodo de integracion paso a paso, que tiene la ven 
taja de proporcionar un orden de error menor, comparado­
con los metodos vistos anteriormente, es el predictor-co 
rrector de Milne. Este metodo se basa en la informacion 
de cuatro puntos para calcular el siguiente, esto es: 

y(x) 

~ 
I 
I 
I 

1 I 

I I 

I I 

X;., Xf-2 Xi-1 X; Xj +I X 

I 
Figura VI.S 

para desarrollarlo 
de primer orden de 

se parte de una ecuaci6n diferencial 
la forma: 

y' (x) • f(x, y) 

cuya solucion se obtiene integrando: 

/y'(x) dx ·/f(x, y) dx 

y(x) ·/f(x, y) dx ( 21) 

t 
~· . 
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Para integrar el segundo miembro de la expresion (2 ), 

se representara primero a f(x, y) por medio de la se ie 
de Taylor en el entorno del punto x 0 considerando so a­
mente a la variable x: 

f(x,y) = f(x 0 ,y 0 )+(x-x0)f'(x0 ,y0) + 

(x-x 0 )2 (x-x
0

) 3 
+ 2 ! f n (X 0 'y 0) + 3 ! f '" (X 0 'y 0) + • • • 

ust1tuyendo en la expresion (21) e integrando entre 
-n a XO - Dh Y Xn • XO + nh, Se Obtiene: 

y(x) ~~n 2 j~n (f(xo,Yo) + (x-xo) f'(xg,yg) + 

+ (x-xo)
2 

f"( ) (x-xo) 3 f"' ( ) )d 
2 ! Xp,yp + 3 ! Xp,yp + .. • X 

lxn (x-xo)2 
y(x) x • xf (xg,yg)+ 

2
! f'(x 0 ,yg)+ 

-n 

(x-x o) 3 
+ 3 ! f" (xg,yg) + 

(x-xo)" lxo+nh + - f'" (xo ,yg) + 
4! •·· xg-nh 

l
xxn y (x) 
-n 

+ n:~s f(IV) (xo.Yo) + ••• . •• ( 22) 

Si se sustituye f"(x 0 ,:y 0 ) por la formula de deriva ion 
dada en la expresion (50) del capftulo V, se obtiene: 

~"(xo.Yo)sh12 (f(x_l,y_l)-2f(xo, Yo)+f(xl,yl))-112 h2fiV (xp, p)- ••• 1 

1 y. sustituyendo esta en la expresion (22) se obtiene: 

y(x) I
Xn n3h3 [1 

= 2nh f (xg, Yo)+ - 3 - !li2 (f(x_~o Y-1>- 2f(xg, Yo)+ f( 
x_n 

s mplificando: 

I xn 1 n2 
=- n3hf (x_, y_ 1 ) + 2n(1- -

3 
)hf (xg, Yo)+ 

I x_n 3 1 

~ 
toYl>): 



1 3 

1

( ( n
2 

1 ) 3. ~ (IV) + 3 n h f x1, Yt) + 60- 36 n n- f (x0 , y 0) +... • •• (23) 

r.omi el m~todo de Milne requiere de cinco puntos, (con 
_Com0 .uatro primeros obtiene el siguiente), se sustituir4 
n • i en la expresion (23), con lo que la integral se ca 
cular4 desde x_ 2 hasta x2 • 

l
x2 8 

y (x) x • 3 h f (x_1 • y -1) 
-2 

14 J 5 (IV) 
+ 45 n f (xo, Yo) + ... 

ecuac16n que se puede expresar, centrando el pivote en 
x 0 , c;omo: 

lx2 4 G y(x) ' x = 3 h (0) f(x_ 2 , y_2) + 
-2 

(2) f(x_ 1 , y_ 1) + (-1) f(x0 , y 0) ~ 

+ (2) f(x1, Y1) +(0) f(x2, Y2~ 

Considerando los cinco puntos mostrados en la ffgura 
(VI.8), se obtiene: 

+ (-1) f(Xi-1• Yi-1) + (2) f(xi, n> + (0) f(Xi+1• Yi+1~ + (0) h 5 

simplificando: 

Yi+1-Yi-3•1-h~f(xi-2•Yi-2> -f{xi-ltYi-1)+ 2f(xi•Yi>]+(O) h 5 

I 
Por ultimo, la ecuacion predictora del metodo de Milne 

que proporctona un error del arden de hs es: 

~--------------------------------------------------~ 

Yi+lp • Yi-3 + i h ff(Xi-2• Yi-2) - f(xi-p Yi-1) + 2f(xio Yi)J 

i- 3, 4, 5, ••• 

La correccion del valor Yi+ 1 que proporciona esta ul­
tima expres1on se obtiene integrando la ecuaci6n diferen 
cial de primer arden, entre Xi- 1 y Xi+J -

/

Xi+1 /Xi+1 
y'(x) dx • f(x, y) dx-

Xi-1 Xi-1 

(24) 

-. 
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~·· 

1

Xi+1 

y(x) = 
Xi-1 

Xi+1 

f f (x , y) dx 
Xi-1 

a traves de la formula de Simpson 1/3: 

i+l- Yi-1 =% G<xi-1> Yi-1) + 4f(xi, Yi) + f(xi+ 1, Yi+l~ + O)h'+ . 

po lo qu~ la ecuacion correctora queda: 

i = 3, 4, 5, 

La desventaja que presenta este metodo es que requie e 
de los primeros cuatro puntos de la solucion para pod r 
utilizarse, esta limitaci6n puede superarse facilmente a­
plicando alguno de los metodos vistos anteriormente, n 
particular la serie de Taylor puede ser usada para obt -
ner la solucion de los primeros puntos, sobre soto si el 
valor de h con el que se trabaje es pequeno, ya que sf 
los puntos estaran cercanos al entorno de x0 y por lo 
tanto el error que se comete sera pequeno. 

Ejemplo VI.5 

Resolver la ecuaci5n diferencial del ejemplo VI.1, 
utilizando el metodo de Milne. 

I 
La ecuacion diferencial es: 

y' (x) ~ x + 2x y con condici6n inicial y(0.5) • 1 

Tomando la condici5n inicial y los primeros tres pu 
~os obtenidos utilizando la aerie de Taylor en el ej m 
~lo VI.3: ' 

X y(x) 

0.5 1.00000 
( 0.6 1.17425, 

< 0.1 1.40400 
. .., 0. 8, 1.69975' ,) 

1 0.9 

1.0 

tilizando el metodo de Milne para calcular la orde­
nada en x a 0.9 se obtiene de la expresion (24) para 
i = 3: 
I 



J.Yo+ih p 3 

dJnde: 

= 0.1 

yf. " 1. 00000 

f(xl, Yl) • x1+2x1Y1 = 0.6 + 2(0,6)(1,17425) = 2.00910 

f(x2, Y2) = x2+2x2Y2" 0.7 + 2(0,7)(1.40400) = 2.66560 

f(x3, Y3) = x3+2x3y3" 0.8 + 2(0.8)(1.69975) = 3.51960 

suatituyendo: 

y'p = 1 + 3- (0.1) G (2.Q09f0) - 2.66560 + 2(3.51960~ 

Y'tp = 2.11891 

y la correccion de este valor se hace utilizando la 
expresion (25) para i • 3: 

Y'tl" Yl +~ G<x2, Y2) + 4f(x3, y3) + f(x,., Y'tp~ 
donde: 

Y2l" 1. 40400 

h = 0. 1 

f( 2, Y2) 2.66560 

f(pc3, Y3) 3.51960 

f(K't, Y't ) = 0.9 + 2(0.9)(2.11891) p 

sustituyendo: 

4.71404 

Y't~ = 1.40400 + 
0

/ G.66560 + 4 (3.51960) + 4.7140~ 

Y't~ = 2.11927 

Prjoedieodo eo fooma oimilor oe ob<leoo el volor de 
la ordenada para x • 1.0, quedando finalmente la so­
lucien como: 
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X 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

y(x) 

1.00000 

1. 17425 

1. 40400 

1. 69975 

2.11927 

2.65723 

En la siguiente tabla se presentan los resultados obte 
nidos por los metodos estudiados anteriormente, con el 
fin de comparar los valores proporcionados por cada uno 
de ellos, 

ME'l'OOO M!TOOO METOOO 
DE 

EULER 
DE DE 

EULER-GAUSS TAYLOR 

M!TODO 
DE 

RUNGE-KUTTA 
(4'orden) 

ME TO DO 
DE 

MILNE 
SO UCION t 
E !AcrA l 

y(x) 

0.5 1.00000 

0.6 1.15000 

0.7 1.34800 

0.8 1.60672 

0.9 1.94380 

1.0 2.38368 

y(x) y(x) 

1.00000 

1.17400 

1.40568 

1. 71288 

2.12094 

2.66610 

1.00000 

1.17425 

1.40400 

1. 69975 

2.07200 

2.53125 

y(x) 

1.00000 

1.17442 

1.40688 

1. 71548 

2.12602 

2.67551 

y(x) !r(x) 

1.ooooo 1.poooo 
1.17425 

1.40400 

1. 69975 

2.11927 

2.65723 

1.17442 

1.~0687 

1. 1547 

2. 2601 

2. 7550 

Cabe hacer notar que aGn cuando el m~todo de Milne tie 
ne un error menor que el de Euler-Gauss, el metodo de Mil 
ne proporciona valores mends exactos debido al error inh~ 
rente provocado sobre todo por el valor de y asociado a 
x • 0.8 proporcionado por Taylor que cuenta con un erro 
grande. 

t 

a·· 

SOlUCION NUMERICA DE SISTEMAS OE ECUACIONES OIFERE~ VL4 
CIALES '~" 

La ~oluci6n de sistemas de ecuaciones diferenciales de 
primer orden, es de gran utilidad, debido a que cualquie 
ecuaci6n diferencial de orden superior se puede transfer 
mar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer 
orden, cuya solucion numerica se puede obtener utilizan­
do cualesquiera de los metodos de integraci6n paso a pa­
so estudiados en el incise VI.3. 

I 



I ~ 
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferen 

ciales: 

L. 
y' • f(x, y, z) 

1' ,. z I • g(x, y, z) 

en los val ores iniciales de y y de z son: 

I Y (xo) "' Yo z(x 0) - zo 

< Utilizando el m~todo de Milne se pueden determinar los 
val ores dey .. , y 5 , Y6 •••• , Yn y z .. , zs, z 6 , ••• , zn re!_ 
pectivamente, siendo las ecuaciones predictoras: 

Zi+lp = Zi-3 + i h ~gi-2 - gi-l + 2g~ ( 6) 

i- 3, 4, 5, ••• r y ,.,~ ''"", , .. """'·"', 

• ' 

Yi+lc = Yi-1 + ~ Gi-l + 4fi + fi+~ 

••• (2) 

i- 3, 4, 5, ••• 

Ej emplo VI. 6 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen 
ciales de primer orden, utilizando el metodo de Mil~ 
ne, para las condiciones iniciales: y(O) • 1; 
z{O) • 1, en el intervale 0 < x < 1, considerando 
h - 0.2 • 

y' • 4x - y + 1 

z' • 2z - y .J. ... se obtendran los valores de Yl• Y2• Y3 y z1, 
zz, z3 respectivamente, utilizando la aerie de Tay­
lor en el entorno de cada una de las condiciones ini 
ciales, esto es: 

• 

.·~ 
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L 

(x-xo) 2 (x x )3 z(x)az(xo}+(x-xo)z 1 (xo)+ 2 , z"(xo)+ -
3

! 0 z"1 (xo)+. 

lonsiderando los primeros cuatro terminos de la se­
ie de Taylor, los valores de xo, y(xo), y 1 (xo), 

y"(xo), Y111 (xo), z(xo), Z
1 (xo), z"(xo) y z" 1 (x 0 ) se 

ran: 

xo 0 

Y (x o) • Yo 

y(O) - 1 

I 

Y I (x o) • 4x0 - :Yo + 1 

yl (0) ... 4(0) - 1 

~"(xo) = 4 - y~ 

~"(0) - 4- 0 = 4 

"' (xo) z - Y~ 

Ill (0) = - 4 

+ 1 = 0 

z(x0 ) • zo 

z (0) = 1 (condiciones inicia1es) 

z 1 (xo) = 2zo - YO 

Z I (0) = 2(1) - 1 -

z"(xo) • 2z~ 
I 

-Yo 

z"(O) a 2(1) - 0 = 2 

z" 1 (xo) • 2z~ - y~ 

z"1 (0) • 2(2) - 4 = 0 

ustituyendo en (a) y (b) respectivamente; consi~e­
ando los primeros cuatro terminos de la serie de 

y(x) • 1 + (x- 0)(0) + (x- 0)
2 

(4) + (x- 0 )
3 

(-4 
2! 3. 

(x- 0) 2 ( 2 .) + (x- 0) 3 
z (x) = 1 + ( x - 0) ( 1) + 

2
! 

3
! ( 0) 

simplificando: 

y(x) "' 

z(x) 1 + x + x2 

tabulando las soluciones para los primeros cuatro 
puntos: 

,. 
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X y(x) X z (x) 

0.0 1. 000 0.0 1.000 
0.2 1. 075 0.2 1. 240 
0.4 1.277 0.4 1. 560 
0.6 1. 5 76 0.6 1. 960 

U ilizando el mltodo de Milne, las ecuaciones predic 
teras para calcular el siguiente punto estan dadas par 
las expresiones (26) para i a 3: 

donde: 

h - 0.2 

Yo 1.000 zo 1.000 

fl = 4(0.2)- 1.075 + 1 = 0.725 &1 = 2(1.240) - 1.075 = 1.405 

&2 = 2(1.560) - 1.277 = 1.843 
:: j 4x2 - Y2 + 1 

4(0.4) - 1.277 + 1.323 

&3 • 2z3 - Y3 

&3 = 2(1.960) - 1.576 2.344 

f3 1 4x3 - Y3 + 1 

fg 1 4(0.6) - 1.576 + 1 - 1.824 

sus~ituyendo valores: 

Y'+p = +} (0.2) fC0.725) 1.323 + 2(1.824~ = 2.007 

i z.,pl= 1 + j- (0,2) fCl.405)- 1,843 + 2(2,344~ = 2.508 

y las ecuaciones correctoras, estan dadas por las ex 
presiones (27), para i = 3: 

1~ 
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donde: 

Y2 • 1.277 

lf2 • 1. 323 

fg • 1.824 

f .. 4x - Yl! + 1 p 

h . 0.2 

Z2 • 1.560 

82 • 1.843 

83 • 2.344 

811 • 2z"P - Yl! 

" . 4(0.8) - 2.007 + 1. 2.193 81! • 2(2.508) - 2.007 • 3.0 9 

ustituyendo valores se obtiene: 

Y4c • 1.277 + 
0

/ ~.323 + 4(1.824) + 2.19~ •1.9 8 

z4c • 1.560 + 
0 j 2 ~.843 + 4(2.344) + 3.00~ • 2.5 9 

Procediendo en forma similar, se obtienen los vale­
res de Ys , zs , Ys y zs por lo tanto, la solucion 
final es:p p c c 

X y(x) 

0.0 1.000 

0.2 1.075 

0.4 1. 277 

0.6 1.576 

0.8 

1.0 

Ejemplo VI.7 

2.007 

2.469 

1.998 

2.454 

X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

z(x) 

1.000 

1.240 

1.560 

1.960 

z(x)P 

2.508 

3.209 

z(x) 

2,509 

3.18 

Dada la si8uiente ecuacion diferencial de segundo 
Orden: 

b - 3 .!!l: dx2 dx + x • 0 



r 
~; 

~ 
f 

objener su solucion en el intervalo 0 
las condiciones iniciales y(O) = 0; 

< x < 0.3 para 
y' (0) - l. 

Esta ecuacion diferencial se puede transformar en 
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer or­
den, hacienda el siguiente cambio de variable: 

• • • (a u = ~ 
dx 

entonces: 

du - 3u + x • 0 dx 

Las expresiones (a) y (b) pueden expresarse como un 
sistema: 

y' - u 

u' • 3u - x 

el cual puede ser resuelto por algun metodo de inte­
gration pas" - -..,, Si se seleccionr el mete_,.., de 

Euler-Gauss para resolver el sistema, las ecuaciones 
predictoras serin: 

Yi+lp -Yi + h Ui 

Ui+lp - Ui + h(3ui - Xi) 

i -0, 1. 2. ... 
coJsiderando h • 0.1 y simplificando las ecuacion•• 

anteriores, se obtiene: 

Yi+lp -Yi + 0. 1 Ui 

f ... Ui+lp - Ui + 0.1 (3 Ui - Xi) - 1. 3 Ui - 0,1 Xi 

I i 1, 2. - o, 

las lecuaciones correctoras serin: 

sustituyendo he 0,1 y simplificando: 

Yi+lc • Yi + O.OS(ui + Ui+lp) 

(b 

(c 

Ui+lc • 1.1Sui- O.OS(xi- 3Ui+lp + Xi+l) 

i-0,1,2, 

... (d) 

utilizando las ecuaciones predictoraa dadas en (c) 
para i • 0, se obtiene: 
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YIP • YO+ 0,1 u 0 

u1P 1.3uo-0.1xo 

de las condiciones iniciales del problema, se tien 
xo = 0 

por lo que: 
Yo = o uo = y'(O) = 

YIP • 0 + 0.1(1) = 0.1 

ulp 1.3 (1)- 0.1 (0) = 1.3 

utilizando las ecuaciones dadas en la expresion (d 
para i z 0, los valores corregidos seran: 

Yic = Yo + 0.5 (uo + u1P) 

ulc • 1.15 uo - 0.05 (xo - 3ulp + x 1 ) 

YI~ = 0 + 0.05 (1 + 1.3) 0.115 

ulc • 1.15(1)- 0.05(0- 3(1.3)+ 0.1) = 1.340 

Prosiguiendo en forma similar para i = 1 y 2 en 
las ecuaciones predictoras y en las ecuaciones co­
rrectoras, se obtiene: 

X y(x)P y (x) u(x) u(x) c p c 

0.0 0 0 1 1 
0. 1 0.100 0. 115 1.300 1.340 
0.2 0.249 0.269 1. 7 35 1.786 
0. 3 0.448 0.473 2.302 2.374 

siendo solucion de la ecuacion diferencial de segun 
do orden los valores corregidos y(x). 

I vI. 5 PROB.LEMA DE vAl 0 REs EN LA FRONT ERA 

I 
I 

Em el inciso VI.3 se desarrollaron metodos numericos ~ 
ra resolver ecuaciones diferenciales de primer arden, l s 
cuales debian satisfacer una condici6n inicial al prin 
pio de la integraci6n. Consideremos ahara ecuaciones 
ferenciales de arden superior a uno, en las que se est -
blezcan dos condiciones en los extremes del intervalo 
integraci6n. 



~: 

I 
y(x) 

¥ 
I 
I 
I 
I 

Xo x. X 

Figura 9 

A este, tipo de problemas se les conoce como pl!.ob.e.ema<> 
de va!oAe<> en la 611.onte11.a. 

Su sol~ci6n numerica es mas diffcil que la de los pro­
blemas con condiciones iniciales, ya que esta debe sati~ 
facer ambas condiciones, esto es: 

/----, 1 
/ \.' / I 

il " _,./ ...__ I 
I I 
I I 
I I 
I 
Xo x. X 

Figura VI.lO 

i "'"'"''" """''· '" "'" ,, . .,,,, '"' "'''"' estos problemas, los llamados metodos rapidos 0 de tan-
teo<> y el metodo de di6el!.eneia<> 6inita<>. 

El metodo de di6e~t.eneia<> 6inita<>, sirve para resolver 
ecuaciones diferenciales de cualquier orden con condici~ 
nes iniciales o condiciones de frontera, consiste en: di 
vidir el intervalo de soluci6n en n subintervalos lla= 
mando pivote<> a cada uno de los puntos que definen cada 

I 
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Jubintervalo. Una vez efectuado lo anterior se sustitui ~ 
ran las derivadas de la ecuaci6n diferencial por f6r u­
las de derivaci6n numerica, todas ellas con el mismo or­
den de error y referidos al mismo pivote. 

La ecuac16n en diferencias finitas que resulta, se p e­
de aplicar en forma recursiva para cada uno de los pu 
tos pivotes que forman el intervalo de soluci6n, reso 
viendose en terminos de la soluci6n previamente obten da 
con el mismo procedimiento en los puntos pivotes ante io 
res. 

Ejemplo VI.8 

Resolver la siguiente ecuacion diferencial de seg ~ 
do orden: 

y" - 2y 1 + 5 - 0 

con condiciones en la rrontera y(O) • 0; ~(1) = 
utilizando el metodo de diferencias finitas y cons -
derando h = 0.2. 

Dividiendo el intervalo de solucion en cinco subi -
tervalos de magnitud h = 0.2, se obtiene: 

y(x) 

2 X 

0.2 0.4 0 6 0 8 10 

Figul'a VI.11 

Sustituyendo y" y y' por las siguientes formulas d 
derivacion numerica: ,·\ '\ >\ \ 

y" .:. h~ II -! 1 } 

, . .:. A 1-1 o 1 1 
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considerando el pivote en el punto Yi y sustituyen 
do en la ecuacion diferencial, se obtiene: -

simplificando: 

25Yi-l - 50yi + 25yi+l + 5yi-l - 5Yi+l + 5 • 0 

30Yi-l - 50yi + 20yi+l + 5 - 0 

despejando Yi+1 de la expresion (a), ae obtiene la 
siguiente ecuacion de recurrencia: 

(a) 

Yi+1 • - 1.5Yi-l + 2.5yi - 0.25 ... (b) 

ial,2,J, 

considerando i • 
tiene: 

en la expresion anterior, ae ok 

Y2 •- 1.5 YO+ 2.5yl - 0.25 

donde Yo • 0, Yl no se conoce pero suponiendo que la 
solucion de la ecuacion diferencial es una linea re~ 
ta que pasa por los puntos establecidos en las cond~ 
ciones de frontera, esto es: 

Figura VI.12 

.. J .. el valor de Yl sedi: 

ya quJ 
lucian 

la ecuacion 
es: 

Yl = 0.400 

de la recta que se supone como s~ 

y • 2x 

Mr 

(c) 
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Con esta suposicion se puede calcular el valor d y 2 
en la expresion (c): 

Y2 =- 1.5(0) + 2,5{0.400) - 0,25 • 0,750 

ut~lizando la expresion (b) para i • 2, 3 y 4 se b­
tiene: 

i = 2 ; Y3 • - 1.5y1 + 2.5y2 - 0.25 

Y3 •- 1.5(0.400) + 2.5(0.750)- 0.25 • 1.025 

i = 3 Y4 1.5y2 + 2.5y3 - 0.25 

Y4 1.5(0.750) + 2.5(1.025)- 0.25 1.188 

i • 4 Ys • - 1.5y 3 + 2.5y4 - 0.25 

Ys =- 1.5(1.025) + 2.5(1.188) - 0.25 = 1.183 

Comparando el ultimo valor obtenido (y 5 ) con la on 
dicion final de frontera y(1) = 2, se observa lo i­
guiente: 

y(x) 

2 

-
0 2 

I 

Y, 
y· __ -x--

2 -...-x-

0.4 0 6 

F igu:ra VI.13 

0.8 

X 

Ys 
-X 

I 0 X 

es decir, que la condicion final de frontera no se 
satisface. Para corregir el error se supondra: 

Yl = 0.500 

Utilizando nuevamente la exprexion (b) para i = 1, 
3 y 4 se obtiene: 

i = 

i = 2 

Y2 

Y3 

1.5(0) + 2.5(0.500) - 0.25. 1.000 

1.5(0.500) + 2.5(1.000) - 0.25 = 1.500 



; 

i 3 

i ~ 4 

en ste 
tera, 

y(L 
2,5 

I 

t 
1.5 

1.0 

Ys 

1.5(1.000) + 2.5(1.500) 

1.5(1.500) + 2.5(2.000) 

0.25 

0.25 

2.000 

2.500 

caso el valor es mayor que la condici6n de fro_!! esto es: 

__,-X 
/ 

/ 
/ 

X 

/ 

// 
/ 

I I ... 
0 6 0.8 1.0 X 

0 4 

Figul'a VI.14 

Se ha visto que la suposici6n Yl = 0.400 hace que 
no se verifique la condici6n de frontera Ys z 2.000, 
asimismo aumentando el valor de Yl(Yl = 0.500), se 
observa que tampoco se verifica la condici6n de fron 
tera., Con la informacion de estas dos suposiciones~ 
se pu•de obtener la siguiente tabla: 

Ys Yl 

1. 183 0.400 

2.500 0.500 

interpolando linealmente para YS = 2.000, se obtiene 
que y; 1 vale: 

! 

Yl = f:~~~ = 2.500 (0 400) + 2.000- 1.183 (0 500) 0.462 
2.500 . 2.500- 1.183 . 

~ Utilizando nuevamente la expresi6n {b) para i • 1, 
2, 3 y 4 se obtiene: 

i z Y2 1.5{0) + 2.5(0.462) - 0.25 = 0.905 

i 2 Y3 1.5(0.462) + 2.5(0.905) 0.25 = 1. 320 
i = 3 " Y4 1.5(0.905) + 2.5(1.320) 0.25 1.692 

i 4 Ys 1.5(1. 320) + 2.5(1.693) 0.25 2.002 

".il-L 
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por lo que una aproximacion a la solucion de la e ua 
cion diferencial con condiciones en la frontera es: 

X y(x) 

0.0 0.000 

0.2 0.462 

0.4 0.905 

0.6 1. 320 

0.8 1. 692 

1.0 2.002 

El error que se comete al utilizar este metoda depende 
del orden de error de las f6rmulas de derivaci6n que se 
utilicen. 

~ara una ecuaci6n diferencial de cualquter orden per 
lineal, el procedimiento visto anteriormente se puede m~ 
dificar obteniendose un sistema de ecuaciones algebra 
cas simultaneas en lugar de suponer valores de las ore­
nadas. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento a 
seguir. 

Ej emp lo VI. 9 

Para resolver la ecuacion diferencial con condici -
nes de frontera del ejemplo anterior, la expresion 
(a), se puede escribir como un sistema de cuatro ec ~ 
ciones algebraicas lineales siendo la primera de 
ellas la que se obtiene para i = l la segunda se 
obtiene para i = 2, etc., el sistema que results 

i. 1 30yo - 50yl + 20y2 + 5 0 

i - 2 30yl - 50y2 + 20y3 + 5 = 0 

i • 3 30y2 - 50y3 + ... (a) 
20Y4 + 5 - 0 

i = 4 30y3 - SOy" + 20y5 + 5 0 

donde Yo • 0 y YS • 2 por las condiciones de fr ~ 
tera del problema. Dividiendo el sistema entre 5, 
despejando el vector de terminos independientes y s ! 
tituyendo Yo y Ys se obtiene: 

- lOy1 + 4y2 1 

6yl - 10y2 + 4y3 

6y2 - 10y3 + 4y.. 1 

6y3 - lOy" 9 

·~ 
' 

J 



resolviendolo por el metoda de Gauss-Seidel se obti~ ne que: 

Yl • 0.462 

Y2 ., 0.905 

y 3 = 1. 320 

y 4 1. 692 

Siendo la soluci6n que proporciona este metodo iden 
tica a la que se obtuvo utilizando el procedimiento­
del ejemplo anterior. 

X Y {x) 

o.o o.ooo 
0.2 0.462 
0.4 0.905 
0.6 1. 320 
0.8 1. 692 
1.0 2.000 

""T'O:•:<" ... 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Resolver la siguiente ecuaci6n diferencial: 

1 
y' • II (5 + x)y 

con la condici6n inicial y(O) • 2 en el inter­
valo O<x<O.S, considerando un incremento cons 
tante h- • -0.2, utilizando los siguientes ml!to-­
dos: 

a) Euler 

b) Euler- Gauss 

c) Taylor 

d) Milne 

e) Runge- Kutta de cuarto arden 

2. Elaborar programas de computadora de los ml!todos 
de Euler, Euler- Gauss, Milne y Runge- Kutta de 
cuarto arden, verificar su correcto funcionamien 
to comparando los resultados obtenidos al resol~ 
ver la ecuacion diferencial del problema ante­
rior. 

3. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: 

3 
T2 - II (TJ - 2T2 + 293) 

represents el modelo matematico para obtener las 
temperatura& T1 y T2 en un condensador de su­
perficie. 

Considerar que inicialmente T1 es de 800"K y T2 

l

es de 300"K. Obtener los valores de las tempera­
tura& T1 y T2 durante el primer minuto de fun­
cionamiento del equipo. Utilizar inicialmente el 
m'todo de Taylor y continuar con el metodo de Mil 
ne. 

•''o..-

'· 

l" 

J 



5. 

4. 
En un proceso metalurgico, se ha observado que pa 
ra lograr un buen resultado, la aleacion proceden 
te del horno de fundicion debe ser colada a una­
temperatura superior a los 1 000 •c. Si la alea­
cion se extrae del horno a una temperatura de 
1 300 •c y a partir de ese momenta se enfria se­gun la siguiente ley: 

u' •- K (u- T) 

donde: 

u es la temperatura de la aleacion 

K es una constante que depende de los materiales 

T es la temperatura ambiente 

In estfgar si se obtendra un resultado satisfac­
torio considerando que la operacion entre la ex­
traccion del horno y la terminacion del colado 
requiere de 1.5 minutes. Considerar K a 0.1567 
y T • 35, utilizar el ,metodo de Runge- Kutta de cuarto orden. 

El departamento de ventas de una campania ha de­
terminado que la demanda de un nuevo producto se 
desarrollara de acuerdo a la siguiente ecuacion diferencial: 

y" + y' - 0 

donde y es la funci6n que representa las ventas del producto por dia. 

Para que la produccion sea rentable se considera 
necesario que al cabo de un ano se deben vender 
cuatro mil unidades diarias. lCual debe ser la 
produccion trimestral para lograr alcanzar la me­
ta al finalizar el primer ana? 

-1 

I 

I ' 
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f CAPITULO VII 

f 
SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES EN DERIVA 
PARCIALES 

, JAr · 

INTRODUCCION 

I 

En este capftulo se estudiar& la soluci6n num~rica de 
ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden de la forma: 

f ... {1) 

en do~de, generalmente, los coeficientes a, b y c son fu~ 
ciones de x 

y f es funcion de x, y, ' y 
~y~ 

u' ax ay • 

,,,, j,, ••• ''"''''"'' ,. '''''"'' '" ,, •• , •• ,, •• ,,_ 
genierfa que se relacionan con transferencia de calor, vibraciones, elasticidad y otros. 

., .... 
De acuerdo con los valores de los coeficientes a, b, y 

c, la ecuacion en derivadas parciales (1) se clasifica en: 

Eliptica 

Parabol ica 

Hiperb6lica 

s 

En este capftulo se utilizara el metodo de diferencias fil ·.·· 
nitas para encontrar una aproximaci6n a la soluci6n de loi •.·. ,,,, ,,,,, .. ''"''''"''· 

Basicamente la aplicaci6n del metodo es igual que en las ~ 
ecuaciones diferenciales ordinarias, la unica diferencia 
consiste en que las ecuaciones en derivadas parciales tie-
nen dos variables independientes y por consiguiente se re­
quieren formulas de derivaci6n parcial en lugar de las de­rivadas ordinarias. 

191 
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VI I. 1 FORMULAS PARA DERIVAR PARCIALMENTE 

• 

Para obtener las formulas es necesarfo partir del con cf­
miento de una funcion de dos variables u(x, y), tabula a 
para diferentes valores de x, y; como se muestra en la si 
gufente tabla. 

I ."()2 r. r '' ,..r 

l>c Yo Y1 Y2 ... Ym 

xo u(x 0 , Yo) u(xo, yt) u(xo, y 2) ... u(xo, Ym 

X1 u(x 1, Yo> u(x 1o y 1) u(x 1, Y2) ... u(x1, Ym 

~2 
u(xz, Yo) u(xz, y 1) u(x2, Y2) ... u(xz, Ym 

. 
" ?.'It ~ ~ ~ •.. ~I'; r 

" , .. 
Xn u(xn, Yo) u(xn, y 1) u(xn, yz) ... u(xn, Ym) 

Tabla VII.l 

de las expresiones vistas en el capi~ulo V p 
ra derivar en forma ordinaria una funcion, es posible d 
ducir las formulas que corresponden a las derivadas par 
ciales, considerando que para aplicar las formulas de d 
rivacion ordinaria, se requiere que la diferencia entre 
los val ores consecutivos de la variable independiente SEan 
constantes. En las derivadas parciales se tendra un es ~ 
ciamiento constante para x, que se representa con ~x y 
otro espaciamiento constante para y, representado por ~ 

La derivada parcial de una funcion u(x, y) con respect 
a x, equivale a derivar en forma ordinaria la funci6n 
u(x, y), considerando como constante a y. 

Asi, para obtener la formula de la primera derivada pa 
cia 1 de u(x, y) con respecto a x, en el pun to (x

0
, Yo), 

se parte de aplicar la formula: 

d Yd~x) I = ~ ~ ~ + y J 
- .·. x=xo 



r l~~-

'

- .. sobr la 
debido a 

. igual a 
func16n u(x, y) en los puntos (x 0 , Yo), Cx1, Yo 
que en estos puntos y permanece constante e 
y 0 , ademas como h • ~x. la formula buscada es: 

au (x, y)l 
ax 

x•xo 
y•yo 

~~ t u(xo, Yo) + u(x1, Yo 

Consid~ando como pivote un punto cualquiera (xi, Yj) y 
utilizando la notaci6n ui,j en lugar de u(xi, Yi), se 

·1 obtiene: 

:~~- • • ~~ t Ui,j + Ui+l,j] 
l.,J 

... (2) 

de manera analoga: 

~;~ .. = ~~ t Ui,j + Ui,j+J (3) 
l.,J 

Para! la segunda derivada parcial con respecto a x, y se 
puede partir de la formula: 

d~~x) I x~ • 2~ t Yi + Yi+l] ... (4) 

tomando en cuenta que: 

a!\; I - a~ ~~~Li.Yj 
· Xi,Yj 

con lo cual: 

• 2!x [ ~;~i-l,j + :;li+l,J 

aplicando nuevamente la formula (4), sobre u(x, y) en los 
dos puntos marcados: 

+ 2!y t Ui+l,j-1 + Ui+l,j+l} 
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s impl i fi cando: 

a!~~Y I. . 
I l. ,J 

Mldiante un procedimiento semejante, se puede obtener 
cualquier formula de derivacion parcial aplicando las 
presiones del capitulo V. Algunas de ellas se presenta 
a cont1nuaci6n. 

au~ 1 
tui-l,j + Ui+l ,j] ax .. • 26x 

l.,J 

• 

• 1 -

.•. (5) 

x-

6) 

.!!!f tui ,j-1 + Ui,j+l] ay '. . Hy 
l.,J • .. {7) 

. . . ( ) 

. . . ( ) 

Cuando se aplican manualmente las formulas de derivaci n 
parcial, es conveniente ordenar los tirminos en forma m -
tricial y anotar unicamente los coeficientes de las ord -
nadas que corresponden a cada posicion. De esta manera 
las expresiones anteriores equivalen a lo siguiente: 



•' j 

~ 
1 

~] a2ul I 
-2 ~ -TIX)2 ax . . 

l. 'J 

1 /_-0~ (lly)2 

0 

-2 

0 

~:a~ I . . = 4llx 
1 

lly 
l. 'J r~ ~ ~l 

_1 0 -J 

.-
... (14) 

• • • (15) 

• • • (I 6) 

ObserJese que 
lamente varian 
con respecto a 

las formulas de derivacion parcial de x so 
en una columna, mientras que las parciales 
~. varian en un solo renglon. 

j•' 

(!.2 ECUAC.JONES EN DERIVADAS PARCIALES ELIPTICAS 

'~' 

' 
En las ecuaciones en derivada~ ~afel~l~s de tipo ellptf eo se cumple que: 

b 2 - 4ac < 0 

siendo a 
by c los coeficientes de la ecuaci6n (1). 

Dos casos de estas ecuaciones son: 

a) La ~cuacion de Laplace: 

a 2 : a2 
~ !u(x, y) + ~ u(x, y) = 0 

b) La e~uacion 

a 2 t ·-- (x y) ax2 ' 

de Poisson: 

az 
+ ayz u(x, y) R f(x, y) 

I 

La soluc~6n de la ecuaci6n de Laplace o ecuaci6n de ca­
lor que representa el comportamiento de la temperatura en 
una placa, se puede aproximar mediante la aplicaci6n del 
metodo de diferencias finitas, sustituyendo las expresio­
nes (8) y (9) en la ecuaci6n diferencial, como sigue: 

0 

::a 
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como Ax • Ay • 1 

L ... ~x22ul· . + ~y22ul· . = r 
a 0 ~i-1,j - 4ui,j + Ui+l,j + Ui,j-1 + Ui,j+l 1,J 1,J = 0 

en forma matricial: 

-4 

1 
{17) 

JPara ilustrar la aplicaci6n del metoda de diferencf 
nitas, considerese el siguiente problema de valores frontera. 

I" ,. '""' ,., . , .. y, .. , .. ,.," , ., ,,.,,,. ,,,., , • 
se tienen en diferentes puntas de una placa, de la c al 
son conocidas las temperaturas en la frontera de la is­
ma; entonces esta funci6n debe satisfacer a la ecuaci6n 
de Laplace, asf como las condiciones de frontera en oda 
la periferia de la placa, cuando esta se encuentre en 
equilibria termico. 

Para conocer las temperaturas internas de la placa s s~ 
brepondra a esta, una malta con Ax = Ay = 1, de la si uien te forma: 

,, ;:, ,. 

u(x2,Y2) u(x2 ,y3) u(x2 ,y4) u(x2 Ys) 

u(x3,y2) u(x3 •Y3) u(x3 ,y4) 

u(xlt,Y2) 
u(x oYs) 

donde u(xl•Yl), u(xl•Y2), u{xl•Y3), u(xl,Y4), u{xl,Ys) 
u(x2,Ys), u(x3,Ys), u(x'+•Ys), u(x4,y4), u(x4•Y3), u(x4 
u(x4,Yl), u(x3•Yl), y u(x 2 ,yl) son las temperaturas 
la frontera de la placa las cuales se conocen. La que 
desea determinar son los val ores de u(x 2 ,y2), u(x2,y3) 
u(x2,y4), u(x3,y2), u(x3,y3) y u(x3,Yit) los cuales r 
presentan las temperaturas internas de la placa. Para 
grarlo se aplicara el arreglo (17) a cada uno de los p 
tos internes. Considerando u(x 2 , y2 ) como pivote, se 
tiene: 

• 

Y2), 
n 
se 

lo 
n-
b-

j 

j' I 

1 
·~ 

j 
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" 1 

r 1 I u(x2•Y2) I u(x2 ,y3) u(x2•Y'+) 1 :i 1 

I I I u(x3,y2) I u(x3,y3) u(x3•Yit) 

r I i 
lo cual significa que: .. 

I 
G<x2,Yl) + u(x2,Y3) - 4u(x2,Y2) + u(xl•Y2) + u(x3•Y2>]= 

I 
Efectuando lo mismo para los demas puntos internes: 

I 
[;cx2,y~) + u(x2•Y'+) - 4u(x2•Y3) + u(xl,Y3) + u(x3,y3~ • 0 

~(x2•Y3) + u(x2•Ys) - 4u(x2,Yit) + u(xl,Y4) + u(x3•Y'+~ • 0 

[;cx3,Yl) + u(x3,y3) - 4u(x3,Y2) + u(x2,Y2) + u(x.,,y2~ • 0 

t<x3•Y2) + u(x3,y'+) - 4u(x3,Y3) + u(x2oy3) + u(x.,,y3~ • 0 

G<x3,y3) + u(x3,Ys) - 4u(x3,Yit) + u(x2,Y'+) + u(x.,,y,.~ • 0 

suponiendo que las teMperaturas en la frontera de la pl~ 
·" cason: 

-i· u(xl •Yl) -50 u(x,. •Ys) - 70 .. 
~ 

t 
~· 

u(xl•Y2) - 5 u(x,.,y,.) - 80 
.~:. 

U(X!oY3) - 5 u(x,.,y3) - 90 
,~· 

t· 
u(xl ,y,.) -10 u(x,.,y2) - 80 ,, 

'' u(xl ,ys) - 30 u(x,.,yl) - 70 r,." 

"' 

I 
u(x2•Ys) 40 u(x3,yl) - 30 -

. u(x3,Ys) -40 u(x2,Yl) -30 
. 

'llillai;lliiii ... ... ~ .. ~· "" 
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se obtiene el siguiente sistema de ecuacfones algeb aicas lineales: 

-~-. 

VI I. 3 

0 

u(xz,y 3) + 40 
0 

4u{x3,Yz) + u(x 2 ,yz) + 8 • 0 

0 

0 

Resolviendo el sistema por el metodo de Gauss-Seide , con 
•yuda de una computadora digital, se obtiene que las tem­
peraturas internas de la placa son: 

u(xz,yz) .. 22.185 u(x3,Yz) - 46.481 

u(xz,y3) - 27.636 u(x3,y3) -53.739 

u(xz,y") .. 29.619 u(x3,y") -50,839 

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES PARABOLICAS 

~( as ecuaciones en derfvadas parciales de tipo parab6 i-
;. co se presentan en problemas de propagaci6n. La rela ion 

que cumplen los coeficientes a, b y c de la ecuaci6n 1) es: 

J 
b 2 - 4ac • 0 

ara el analisis de este tipo de ecuaciones, se utiliza 
ra el problema clasico de transmisi6n de calor en una SQ 
la direcci6n; este problema se representa por la ecuac'6n: 

Lu(t ,~>- a2 
t7t 'x}- k axz u(t • x) ... (18) 

cuando el flujo de calor es en la direction x, siendo t 
el tiempo y k una constante que depende de 1a ccnducti i 
dad termica, densidad y calor especffico del material. 

Aplicando el metodo de diferencias finitas, las formu 
las de derivaci6n numerica que se utilizan son: 

* u ( t • X) I i • j = /:;It I ( t i +I • X j ) - u ( t i • X ) ) 

1 .. ···· 
c= • 

-r. 

-



r 
~· 

······.end 

0

o

2

n
1

e el an~lfsfs de 

1

1a temr_p,,eratura se har" 

~- 8X"' • <• , x) 

0 

i , j • ('x), !o('i, x;-,) - '"'''• •:) +ol•i, <j+>) 

to j en el instante i, deseandose averfguar 
de la temperatura en ese punto en el instante 

en el PU!!. 
el valor 
i + 1. 

I 

Sustituyendo las f6rmulas de derivaci6n numerica en la 
ecuacf6n diferencial (4), se obtfene: 

u(ti+l• Xj1t- u(ti, Xj) = t!z G<ti, Xj-1)- 2u(ti, Xj) +u(ti, Xj+l>] 

I 
despejando el punto de interes: 

jc U(ti+ll, Xj) • U(ti, Xj) + ~~~ G(ti, Xj-1)- 2u(ti, Xj) + u(ti, Xj+l)J ( 1 

para la soluci6n sea estable se debe cumplir que: 

~ < 0.5 
llx2 -

Considerese por ejemplo una barra del gada l~a -c~al esta 
aislada en tres de sus lados y cuenta con una fuente de 
calor de 100 °C por el lado restante segun se muestra en 
la siguiente figura: 

l Ill' { 

AISLAMIENTO 

Wuum>//LI'£/u///v//§uE/f 
I! ,. B A R R A DE LG AD A .J roo•c 

• 

I
' 

' 

' 

/7/T/7///T//7 
,J 

Figura VII.l 

si en el instante t = to se suorime el aislamiento del 
extremo izquierdo de la barra entonces ese punto queda en 
contacto con el medio ambiente, consideremos esta tempera 
tura como 20 °C. Dividiendo la ba~ra en nueve tramos de­
la misma longitud se obtiene: 

/ 
u{t,o)o20 1 

u(O,•) =100 

Figura vrr.;,_ 

rl't*t X .;:a 
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La ;~ es igual a cero en el extrema derecho de la arra 

debido a que en ese punto la temperatura permanece ons­
tante por la fuente de calor de 100 •c. 

I Como una simplificacf6n, sup6ngase que la constant k 
es igual a la unidad, de donde ~t • 0.5 para que t~r 
mino k~t/t.x 2 • 1(0.5}/(1)2 = 0.5 garantice una s lucian' 
estable. 

Sustituyendo este valor en (19) se obtiene: 

u(ti+1· Xj)- u(ti, Xj) + 0.5G(ti,Xj-1) - 2u(ti,:icj) + u(ti,Xj 1~ 
simplificando: 

• • • ( 20) 

esta expresion indica que la temperatura en la posi 
de la barra en el tiempo i + 1, es funci6n de las 

l

raturas en el tiempo i en las posiciones j - 1 y 

Aplicando 1a expresion (20) a cada uno de los punto en 
que se dividi6 la barra, se obtiene para el instant :i,• 0: 

u(tl> X1) • 20 

u(tt. x2) • o.5G(t 0 , X1) + u(t 0 , X3~ ~ 0.5(100 + 100) 100 

u(tt. X3) - o.5G(t0 , x2) + u(t 0 , X4~ a 100 

~ra el instante i • 1. resulta: 

'.•' 

u(t2, x2) • 0. 5 G<tt, x1) + u(t h x~~ = 

u(t2,x3)• 0.5G(tt.x2)+ u(tt.x'+~ = 

u(t2, x,.)- 0.5G(tl> X3) + u(tl> xs~ -

0.5(20 + 100) = 60 

0.5(100 + 100) - 10 

100 

I.,:, ... , . 

• 
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j Este proceso se debera continuar para i = 2, 3, 4, ... , 

hasta que la temperatura de la barra se estabilice en to­
dos sus puntos. El resultado es el siguiente: 

0. 0 120 
x2 X3 Xi< xs XG x7 xe Xg 

100 100 100 100 100 100 100 100 
0.5 20 160 100 100 100 100 100 100 100 
1.0 20 60 80 100 100 100 100 100 100 
1.5 20 50 80 90 100 100 100 100 100 
2.0 rzo 50 70 90 95 100 100 100 100 
2.5 IZO 45 70 83 95 98 100 100 100 
3.0 ~0 45 64 83 91 98 99 100 100 
3.5 20 42 64 78 91 95 99 100 100 

20 

4.0 20 

4.5 
42 60 78 87 95 98 100 100 

' 40 60 74 87 93 98 99 100 

19.0 20 32 44 55 65 74 82 89 95 

:1.4 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES HIPERBOLICAS 

I 

En este tipo de ecuaciones, la relacion que guardan los 
coeficientes a, b, y c de la ecuaci6n (1) es la siguien­
te: 

b2 - 4ac > 0 

La soluci6n de una ecuaci6n de este tipo tiene las mis­
mas caracterfsticas que la de una ecuaci6n de tipo para­
bc51; co. 

Un ejemplo cl&sico de una ecuaci6n en derivadas parcia­
les de tipo hiperb6lico es el siguiente: 

~k2 a-x2 y(t 'x) ~ at2 y(t. x) • • . ( 21) j 
· a 2 a2 

esta ec aci6n representa el movimiento de una cuerda vi­
brando, en don de la funci6n y(t, x) proporciona la dis 
tancia perpendicular a la cuerda en el instante t en -
la posicion x, esto es: 

X 0 

1 0 

1 0 

1 0 

1 0 

1<0 

1<0 

1 0 

1Cp 

lOp 
lOp 

10 D 

••• 
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y 

X 

Figura VII.3 

Como ejemplo ilustrativo, considerese 
en sus extremes, de longitud unitaria, 
0.3 unidades en un punto situado a 0.4 
gitud. La siguiente figura muestra la 
10 tramos de magnitud o. 1 cada uno. 

y 

0.3 

0.2 

0.1 

Cuerda 

X 

una cuerda f ja 
la cual se t 
unidades de 
cuerda divid 

nsa 
u lon 
da en 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 X 

Figura VII.4 

Las condiciones iniciales del preble~~. ~ara to z o son 
aciles de obtener a partir de la figura VII.4. 

I 
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y (0 , x) • 

-'·· 

ademas: 

3x 
4 

.lo - x) 
2 

lJ < X < 0.4 

0.4<x<l.O 

l a~ Y ( t , x) / t • o • o 

debt .o a que la cuerda antes de soltarse parte 
so con una velocidad nula en el fnstante t

0 
• 

•• (22) 

del repo­
o. 

Los desplazamfentos en los extremes de la cuerda son n~ 
los, debfdo a que est§ fija, por lo tanto: 

y(t. 0) • 0 y(t,1)•0 

las formulas de derivacion que se sustftufran en la ecua cion (21) son: 

:x

2

zy(t,x)li,j• ll;2 ~(ti,Xj-l)-2y(ti,Xj)+y(ti,xj+t)J 
(23) 

y: I 

a2 I ot2 y(t • x) i • j (24) 

sfend)el valor de y(ti, xj) el desplazamfento 
da en el fnstante i en el punto j. de la cuer 

Cabe hacer la aclaracfon que aun cuando y(t, x) es una 
funcion continua, cuando se trabaja con el m~todo de di­
ferencias ffnitas, esta funcion se considera discreta, 
obteniendose el valor de la funcion solo en los puntos 
de division j. En la figura VII.4 se observa_que x

0 
• a, 

x1 = 0.1, x 2 = 0.2, •.• , x10 • 1.0; en general se puede 
expresar como: 

_j_ 
Xj • 10 para j. o, 1, 2, 3, •••• 10 

Por otra parte ti representa el tiempo en el fnstante 
i. 

Sustituyendo las formulas de derivacion (23) y (24) en 
la ecuacion (~1): 

2y(ti, Xj) + y(ti+}o Xj) J 

• 203 
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despejando y{ti+l• xj) que proporciona el desplazam e!!. 
to de la cuerda en el punta j en el instante i + 1 
se obtiene: 

(_2 5) 

·,·-

d nde: 

\' 

L~ estabilidad de la soluc16n estar! garantizada, si 
valor del cuadrado de la constante k es cercano a la u 
dad, pero sin exceder este valor. 

I 

Para s~mplificar los c~lculos consideremos k 
tonces si 6t = 0.1 y 6x = 0.1 se obtiene: 

cz = 

1, e-

con lo cual la soluci6n ser~ estable. Sustituyendo en la 
ecuaci6n (25): 

,J,..,, .,, -,,,,, .,~,, + ''"· .,.,; _·,,,,_,, .,, • • • ( 6) 

donde j=1,2,3, ••• ,9 yaqueen j=O y j 0 
los desplaznmientos son nulos. 

·t 

El metoda para resolver la ecuaci6n (21). implica la ti . .,1· .... 
lizaci6n de la ecuaci6n (26) para los instantes · 
ir0,1,2, ... 

Para i • o 

(2 ) 

j = 1, 2, 3, •.• 9 

·-:.~ .J .. ;·>. . .. 

) 
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t 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

en donde y(t 0 , x) se obtiene de las condiciones tnieial s 
del problema y el ultimo termino del segundo miembro de 
1 a f6rmul a ( 27), se obt i ene expresando en di ferenci as f -
nitas la condici6n (22): 

I 

de don de: 

.,,J ''""" en 1 a f 6 rm u 1 a ( 2 7) : 

• . • ( 2 8) 

j • 1, 2, 3, ••• , 9 

i - 1: 

• • • ( 29) 

j • 1, 2, 3, ••• , 9 

para llos instantes siguientes, i = 2, 3, 4, ... se utilj 
za la formula (26): 

Aplicando las formulas (28) y (26) se resuelve la ecua­
cion C2s). 

I 
Los resultados que se obtienen, con ayuda de una compu­

tadora digital son: 

l 
xo X[ x2 

0.00 0.08 0.15 

0.00 0.08 0.16 

0.00 0.08 0.16 

0.00 0.08 0.09 

0.00 0.01 0.03 

0.00 -0.05 -0.04 

0.00 -0.05 -0.10 

! 

x3 

0.23 

0.23 

0.17 

0.11 

0.04 

-0.02 

-0.09 

x4 

0.30 

0.24 

0.18 

0.12 

0.06 

-0.01 

-0.07 

xg XjQ 

0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 .00 

0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 .00 

0.19 0.20 0.15 0.10 0.05 ( .00 

0.13 0.14 0.15 0.10 0.05 ( .00 

0.07 0.08 0.09 0.10 0.05 c .00 

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 

-0.06 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0.00 

t_l . 

~-' 
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Estos resultados que proporc;ona el metodo como soluc 6n 
de la ecuac;on d;ferenc;al, se pueden aprec;ar mejor, r! 
f;cando los diferentes valores de x para cada uno de 1 s 
t;empos. Con esto se observa el comportam;ento de la 
cuerda a part;r de que es soltada. 

' , . 
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APENDICE 

ANALISJS COMBINATORIO Y TEOREMA DEL BINOMIO 

INTRODUCCION 

Para efectuar el analisis y resoluci6n de dfversos pro­
blemas que se presentan dentro de la Ingenierfa, de las 
ciencias Fisicas, Sociales, Econdmicas y otras, ha ido 
cobrando gran importancia, el analisis combinatoric como 
instrumento matematico. 

Por ejemplo en la Ingenierfa de Transfto (rama de Inge­
nierfa de Sistemas), el analisis combinatoric resulta a­
til para la determinacion, programacion y control de los 
horarios del sistema de transporte urbane en la Ciudad de Mhico. 

20i 

Otro ejemplo de aplicacidn serfa dentro de 1a Ffsica, ,,,. 
puesto que nos ayuda a determinar el numero de formas en 
que se pueden distribuir los atomos que forman una mol~-
cula, siendo las propiedades de ~sta, diferentes para c~ da combinacidn. 

Como los ejemplos anteriores se podrfan mencionar muchos 
otros, en los cuales el analisfs combinatoric es de gran 
utilidad, por esto, resulta necesario su estudio. 

En este ap~ndice se presentan a manera de introduccion 
los elementos basicos del analfsis combinatoric, asf co­
mo algunos ejemplos flustrativos. 

FUNDAMENTAL DEL CONTEO 

Si tenemos por ejemplo, tres objetos a, b, c y se de­
sea determinar de cuantas maneras se pueden ordenar es­
tes objetos tomando uno, dos o tres a la vez, podemos co 
nocerlo obteniendo los arreglos, que son: -

tomando un solo objeto: 

a, b, c 

tomando dos objetos a la vez: 

ab, ac, ba, be, ca, cb 

j 
I 

·j 
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I 
tomando tres objetos a la vez: 

l abc, acb, bac, bca, cab, cba 

C ando se tienen tres objetos, resulta f3ci1 enumerar 
cuantas ordenaciones se pueden formar tomando los obje­
tos de uno en uno, de dos en dos ode tres en tres. s·n 
embargo, resulta practic~ente imposible enumerar toda 
1 as ordenaciones que se pueden formar si se cuenta no on 
tres objetos sino con treinta, cuarenta o mas. 

Un procedimiento mas adecuado para averiguar el nOmer 
de ordenaciones que se pueden obtener con n objetos to 
mando r a la vez, ser1a el conocer una expresion que p ~ 
porcione este numero sin tener que enumerar las ordena 
ciones. Para deducir esta expresion se partira de las 
siguientes reglas, con las cuales se enuncia el p!t.£ne.£ .£o 
6undamentat de eonteo. 

RtGLA VEL PROVUCTO.- Si un evento puede ocurrir en 
distintas formas y otro evento puede ocurrir en n di 
tintas formas, entonces existen m x n distintas forma 
en las que los dos eventos pueden ocurrir. 

RJGLA VE LA SUMA.- Si un evento puede ocurrir de m dis 
tintas formas y otro evento puede ocurrir de n disti -
tas formas, entonces existen m + n distintas formas n 
la que uno de esos dos eventos pueden ocurrir. 

Como ejemplo para ilustrar estas dos reglas, consider -
mos las cinco primeras letras del alfabeto a, b, c, d, e 
y 1as tres primeras del alfabeto griego a, s y y 

E I claro que :~i:;e~·sd: :·.m:s 8 ~i:tintas formas des le~cionar dos letras, una de cada alfabeto, estas son; 

a a 
bm 
ca 

dm 
ea 

aS 
bS 
cS 
dB 
ell 

ay 

by 
cy 
dY 

eY 

tambien es evidente que existen s + 3 = s distintas f r 
mas de seleccionar una letra, ya sea de uno o de otro al 
fabeto, estas son: 

a, b, c, d, e, a., a, y 

..... - .,~ .. 
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La compaiil:a de transportacion maritima "Canguro" 

cuenta con 5 barcos que navegan entre las ciudades 
de Barcelona (Espana) y Genova (Italia). lDe cuan­
tas maneras puede una persona ir de Barcelona a Geno 
va y regresar en un barco diferente? 

Solucion 

Existen 5 diferentes formas de efectuar la primers 
travesl:a y con cads una de estas, existen 4 diferen­
tes formas de regresar (ya que la persona no puede 
regresar en el mismo barco); entonces el numero de 
maneras de efectuar estas dos travesias es: 

5 X 4 ,;. 20 

Ejemplo 2 

En un librero se tienen 22 libros, 5 estan escritos 
en ingles, 7 en aleman y 10 en frances. 

a) 
lDe cuantas maneras se pueden seleccionar dos 
libros que esten escritos en idiomas diferen­
tes? 

b) lDe cuantas maneras se pueden seleccionar dos 
libros sin importar el idioms en que eaten? 

So lucian 

a) Se puede obtener alguna de las siguientes combi 
naciones para seleccionar dos libros escritos -
en idiomas diferentes. 

ingles, aleman 

ingles, frances 

aleman, frances 

Existen 5 x 7 maneras de obtener un libro en in 
:gles y otro en aleman, 5 x 10 maneras de obtener 
:un libro en ingles y otro en frances y 7 x 10 ma 
ilneras de obtener un libro en aleman y otro en -
,frances, por lo tanto, el numero total de mane 
lras en la que se pueden obtener dos libros escri 
tos en idioma diferente es: 

5 X 7 + 5 X 10 + 7 X 10 = 155 

b) Para sel~ccionar dos libros sin importar el idio 
ma en que esten escritos, el razonamiento es el 
siguiente: 

209 
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Se tienen 22 maneras diferentes de seleccionar 
el primero; una vez seleccionado, existen 21 for 
mas de seleccionar el segundo, por lo tanto exi; 
ten 22 x 21 • 462 formas de seleccionar dos li = 
bros cualesquiera. 

DIAGRAMAS DE ARBOL 

J. ,,,,,, .. ,, ,,,., ., ""' .. , .. ,.,,.,,,, '''''''· '"' 
se utiliza para mostrar la secuencia en la cual ocurren 
ciertos eventos. 

El ~rbol est! formado por puntas o nodos que represen­
tan 1nstantes en el tiempo o lugares en el espacio, y 
por lfneas o ramas que representan las posibles accion s 
que pueden tomarse. Los nodes y ramas se encuentran u i 
dos como se muestra en la siguiente figura: 

., 
,l .•.. , ... :' 

N.}----'"::_• ---( 

.. 

··~ 

iliilii 
~ 

-~ il 
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El nodo (No) repi"esenta simphmente el 1n1cfo del ~rbol. 
Las ramas siempre estan unidas por dos nodos, pero de un 
nodo pueden partir dos o mas ramas. 

Por ejemplo, el diagrama de arbol que representa el pr~ 
blema enunciado en el ejemplo 1 es: 

8- BARCELONA 
G- GENOVA 

Ej emplo 3 

--~ 

En la fase semifinal de un torneo de tenis, seen-
\cuentran cuatro jugadores, para identificarlos llam~ 

mos A, B, C y D a cada jugador. Elaborar un diagra­
ma de arbol que presente todas las diferentes alter­
nativas en las que puede terminar el torneo. 

Sol'Ucion 

El primer lugar del torneo puede ser ganado por cual­
quiera de los jugadores A, B, C 6 D, si consideramos que 
gana C, entonces el segundo lugar puede ser ganado por A, 
B o D, si consideramos que el segundo lugar lo obtiene A, 

-~·· 



212 

entonces el tercer lugar podra ser•ganado por B o D si-
1guiendo este razonamiento, todas las alternativas psi-
1bles se representan graficamente como sigue: 

ORDENACIONES Y PERMUTACIONES 

Se debe entender por o4denacione4 de n objeto4 toman o r 
de ello4 a la vez a los diferentes grupos ordenados q e 
se pueden formar al seleccionar r de los n ob·jet s. 
Si tenemos por ejemplo 1, 2 y 3, las distintas formas en 
que se pueden ordenar estos numeros son: 

to~ando un soia numero: 

tolando 
1 , 2. 3 

dos numeros a la vez: 

toLndo 

12. 13, 21, 23, 31. 32 

tres numeros a 1 a vez: 

123, 132, 213, 231, 312, 321 

c) .. ·.·· ... 



Sea O(n, r) el numero de ordenacfones de n objetos que 
se pueden obtener tomando r de ellos a la vez; para ha 
llar una expresi6n que nos permita conocer O(n, r) consi 
deremos el siguiente analisis: 

el nume~o de formas en que se pueden ordenar r de n obje­
tos, equivale a colocarlos en r dfstintas localfdades. E­
xisten n formas para llenar la primera, n- 1 formas de 
llenar la segunda, y asf sucesivamente existiran n - r + 1 
formas para llenar la r-esima localidad. 

n n-1 n-2 n-r+1 
2 3 r 

aplfcando la regla del producto: 

I O(n, r) = n(n- l)(n- 2) •.• (n-r+l) 

esta expresf6n se puede escribir como: 

O(n, r) x 2 x 3 (n-r-1) (n-r) (n-r+1) ... (n-1) n 
x 2 x 3 ••• (n-r-1) (n-.r) 

final me nlte: 

n! 
O(n, r) • (n _ r)! ••• (1) 

Ej eu1plo 4 

Consideremos el ejemplo presentado inicialmente, en 
el cual se desea saber de cuantas formas se pueden 
ordenar los numeros 1, 2 y 3 tomando uno, dos 0 tres 
a la vez, esto equivale a obtener 0(3, 1), 0(3, 2) y 
0(3, 3) respectivamente, 

Solucion 

j 
3! 

0(3, 1) = (3- 1)! ~ 3 

esta .tres ordenaciones tomando un solo elemento son: 

a su lvez: 

r..L 
son: 

I 

1, 2. 3 

3: 
0(3,· 2) - (3- 2)! 6 

ordenaciones tomando dos elementos a la vez 

12, 13, 21, 23, 31, 32 

... 
213 
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y por ultimo: 

3! 
0(3, 3)- (3 3)! - 6 

las seis ordenaciones tomando tres elementos a la 
vez son: 

123, 132, 213, 231, 312, 321 

Ejemplo 5 

Ocho personas entran en un autobus que cuenta con 
20 asientos disponibles, 'de cuantas maneras difer ~ -~ 
tes pueden sentarse? 

Solucii5n 

La primera persona puede seleccionar 20 diferente 
lugares para sentarse, la segunda 19, la tercera 1 
y asl s~cesivamente hasta que la ultima persona (1 
numero echo), se podra sentar en alguno de los 13 ~ 
gares disponibles que quedan. Utilizando la regla 
del producto, el numero total de formas en las que 
se pueden sentar es: 

20 X 19 X 18 X ,,, X 13 • 5,079,110,400 

o bien: 

0(20, 8) - 20! 
( 20 _ B)! • 5,079,110,400 

i <;, 

n particular, se debera entender por pe~mu~ac~one~ a 
las ordenaciones que se forman con n objetos conside­
rando todos ellos a la vez, esto es: 

0( ) n! = n! n • n • (n - n)! 

el numero de permutaciones de n objetos se representa­
ra par Pn, por lo tanto: 

j . 1:~-=-~.1 
a i en el ejemplo 4, cuando se obtuvo el numero de ord -
naciones de los numeros 1, 2 y 3, tomando los tres a 
vez, se obtuvo el numero de permutaciones, esto es: 

p3 = 0(3, 3) = 3! - 6 

>l 
l 

"
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ORDENACIONES Y PERMUTACIONES CON REPETICIOH :1 > 

Las a1denae~one~ eon kepet~e~6n son aquellas en las cua 
les pueden repetirse lo~ objetos que la forman, asi por­
ejemplo el numero de ordenaciones con repetici6n que se 
pueden formar con las letras A, By c son: 

tomando una sola letra: 

tomanJ 

A, B, c 

dos 1 etras a la vez: 

AA BA CA 

AB BB CB 

AC BC cc .. ~· ' 

tomand() tres letras a la vez: ~ 

AAA BAA CAA 

AAB BAB CAB 

AAC BAC CAC 

ABA BBA CBA 

ABB BBB CBB 

ABC BBC CBC 

ACA BCA CCA 

ACB BCB CCB 

ACC BCC CCC 

Sea OR(n, r) el numero de ordenaciones con repeticion 
de n objetos tomando r a la vez. Una expresi6n que 
permite conocer OR(n, r) es facil de obtener utilizando 
el analisis que se hizo para las.ordenaciones simples 
0 (n , r) • 

Si consideramos que tenemos r lugares disponibles para 
colocar n objetos, los cuales se pueden repetir, existi­
ran n formas de llenar la primera localidad; existiran 
tambien, n formas de llenar la segunda, ya que esta pue­
de ser ocupada por los n- 1 objetos restantes, o bien 
puede repetirse el objeto colocado en la primera locali­
dad. 

~n~--n~-n~~- ... ~ 
2 3 r 

. ~-~, 

t 
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por lo tanto, aplicando la regla de producto 

OR(n, r) = n x n x n . , , x n r eces 

OR(n, r) = nr (2) 

Al igual que las permutaciones simples, las pe~muta ~o- ~,;. 
ne~ con nepet~c~6n seran las ordenaciones con repeti ion 
den objetos, tomando los n objetos a la vez: 

PRn OR(n, n) = nn 

Ejemplo 6 

Para controlar los veh1culos que circulan en la e­
publica Mexicana, todos cuentan con una placa de den 
tificacion que consta de tres numeros y tres letr s. 
Con este sistema LCuantos veh1culos como maximo e 
pueden controlar? 

Solucion 

Se tienen dos conjuntos de n objetos, el prime o 
de ellos esta formado por los d!gidos del 0 al 9; y 
el segundo son las letras del alfabeto de la A a la z. 

Analizando el primer conjunto: 

C1 = {0, 1, 2, 3, ... , 9} 

LDe cuantas formas se pueden ordenar los diez ele­
mentos del conjunto c 1 , tomandolos de tres en tres y 
considerando que se pueden repetir? La respuesta a 
esta pregunta esta dada por: '~ 

OR(n, r) nr 

siendo en este caso n = 10 y r = 3, sustituyend 

OR(lO, 3) = 10 3 = 1000 

este resultado es obvio, las ordenaciones con repe 
cion son: 

000' 001' 002' 998' 999 

analizando el segundo conjunto: 

c2 z {A, B, C, ... , Z} 

el numero de ordenaciones con repeticion, tomando 
tres elementos del conjunto C2 esta dado por: 

OR(26, 3) = 26 3 = 17,576 



1 
Aplicando la regla del producto, el numero total de 

ordenaciones con repeticion que se pueden formar con 
los dos conjuntos es: 

OR OR(10, 3) X OR(26, 3) 

OR (1000)(17,576) = 17,576,000 

y considerando que los conjuntos pueden intercambiar 
su posicion dando una permutacion diferente, esto es: 

NNN LLL 

o bien: 

NNN LLL 

sienlo N • numero 
total de veh!culos 

y L = letra, entonces el numero 
que puede ser controlado es: 

I 
ORT = 2xOR( 10, 3) x OR(26, 3) = 35,152,000 

Ejemplo 7 

Los veh!culos registrados en el Distrito Federal, 
tienen una placa de identificacion formada de la si­
guiente manera: 

l 
NNN LLL 

a dif rencia de los veh!culos registrados en esta zo 
na, todos los veh!culos registrados en provincia tie 
nen una placa de identificacion formada como sigue:-

LLL NNN 

Cual es el numero total de veh1culos que pueden re­
gistrarse en el Dsitrito Federal, si ademas se sabe 
que todo veh1culo registrado en esta zona tiene una 
placa de identificacion formada de alguna de las si­
guientes maneras: 

Solu ion 
I 

NNN 

NNN 

NNN 

NNN 

ALL 
1 

BLL 
1 

CLL 

DLL 
1 

Tomando el conjunto de los numeros: 

OR(10, 3) = 10 x 10 x 10 1000 

217 
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para el conjunto de las letras la primera localid d 
s6lo puede ser ocupada por las letras A, B, C, o 
con lo cual tendremos entonces: 

OR • 4 X 26 x 26 • 2,704 

y utilizando la regla del producto: 

ORT = 1000 (2,704) • 2,704,666 

PERMUTACIONES CON GRUPOS DE ELEMENTOS IGUALES 

Un problema diferente a los tratados anteriormente, 
rfa averiguar de cuantas formas se pueden ordenar n 
jetos en donde existen q 1 , q 2 , q 3 , ••• , qt grupos de 
jetos iguales. 

se­
ob 

ob-= 

Considerese que el numero de permutaciones buscado s x, 
entonces si los q 1 objetos iguales fueran reemplaz dos 
por q 1 objetos diferentes, se podrian formar qf! per 
mutaciones sin alterar la posici6n de ninguno de os ob~ 
jetos restantes, y si en cada una de las x permuta io­
nes se hiciera este cambia, se obtendrian xq 1 ! per uta 
ciones. En forma similar, si los q 2 objetos igual s 
fueran reemplazados par q 2 objetos diferentes, el ~me 
ro de permutaciones que se obtendrian, seria: 

].,.,., hoodo 
se obtiene: 

este razonamiento, para q3, q .. , q5, •.• qt 

j xq 1 ! q 2! q 3! • • • q t! 

La expresi6n anterior, implica que todos los objeto son 
iferentes, par lo tanto admiten n! permutaciones, es­

to es: 

xq d q2! q 3! 

Jespejando la 1nc6gn1ta x: 

sust1tuyendo x par P(n, q 1 , q 2 , ••• qt), se obti~ 
ne finalmente: 

n! I 
q 1 ! q 2 ! q 3 ! . . . q t • ----

J 
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~jemplo 8 
·~ ··---· 

l 
iCuantas permutaciones pueden formarse con las ie­

tras de las siguientes palabras? 

a) Luz ,, ' j AI 

L I 
_,.,. 

A5 n = 3 ; ql z 1 

.,QJ) llf 
P(3, 1) K 3! = 

AI> 

b) Madrid 

' 
All 

n = 6 ; ql - 2 
I ' : ~.'' .t ' 6! 

- 2!-P(6, 2) (3)(4)(5)(6) • 360 

I 

c Alfalfares 

n = 10 ; ql a 3 q 2 z 2 2 

10! 
p ( 10, J, 2, 2) • 3 ! 2 ! 2 ! • 5 X 6 X 7 X 8 X 9 X 10 • 

- 151,200 

PERMUTACIONES CIRCULARES 

,,,,l,.,,.,, ,,, '' '''"'" 
neras se pueden ordenar para 

n personas. lDe cuantas rna 
formar un circulo? 

Existe una diferencia entre un arreglo en lfnea de n ob 
jetos diferentes y un arreglo en cfrculo. Las ordenacio 
nes en cfrculo se consideran iguales sf sus elementos -
tienen el mismo precedente y consecuente en el sentido 
de las manecillas del reloj, de tal manera que si en un 
arreglo todos los elementos se recorren r lugares en el 
mismo sentido, el nuevo arreglo no se considera como una 
permutaci6n diferente. Si las n personas se acomodan 
de tal manera que formen un cfrculo y se hace que una de 
ellas· ocupe una posici6n fija, las restantes n- 1 posi­
ci ones pod ran ser uti 1 i zadas por 1 as n- 1 personas que 
quedan utilizando la posicf6n fija de la persona selec­
cionada como referencia; entorices exist iran (n- 1)! for 
mas de ordenar a las personas restantes. -

Ej_emplo 9 
' -; 

Antes de iniciarse el encuentro de basquetbol entre 
el equipo A y el equipo B, el arbitro llamo al cen­
tr~ de la ca~cha a los integrantes de ambos equipos. 

'-... 
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I· r:· 

)'~-

j 
~ 
[.· 

:~ 

I . • 

lA 

2A 

3A 

4A 

5A 

IB 

28 

38 

49 

58 

l p f ~ 

LDe cuintas maneras se pueden colocar los diez juga 
ores en torno al circulo d '~ mAiia cancha? 

Solul:ion 
!n': -

1 ' .. ,-;;--~ .. ( ·_ 
Los jugadores se pue~n ordenar de (n 

diferentes, esto es: 

(10- 1)! = 362,880 

COMriNACIONES ?''~, 

Se debe entender par comb~nac~one~ de n objezo~ zomand 
r de etta~ a !a vez, a los diferentes grupos que pueden to 
marse al seleccionar r de los n objetos, sin importar e 
arden de los objetos que forman cada grupo. Asi par e em 
lo, las diferentes maneras en que se pueden acomodar la 
letras a, b, c y d sin importar el arden de las mismas {nO 
mero de combinaciones) tomando una, dos, tres o cuatro -
la vez son: 

I 

tom an do una sola letra: (l :~ ·-· 
I 

a, b' c' d· 
' {existen 4 formas) 

taman do dos a 1 a vez: 

tomaLo 

ab, ac, ad, be, bd, cd; {existen 6 formas) 
tres a la vez: 

toma~do 
abc, abd, acd, bed; {existen 4 formas) 

cuatro la ,. ., a vez: ... 

l abed; {existe una forma) 

---tr T?Tt' ~-·· 

·fl 

i 
I "/, 

i 
I :'i 
~ ., .. 

~ 

' .,_. 

• 



I 
~a ten, r) el numero de combinaciones de n objetos to­

mando r a la vez. Cada una de las C(n, r) combinaciones 
que se pueden obtener, podran ser ordenadas entre ~f de 
r! formas. Por lo tanto, aplicando la regla del produc­
to existiran C(n, r) r! ordenaciones de n objetos tornados 
de r en r, esto es: 

¢(n, r) r! -0 (n, r) 

despejando C(n, r) : 
-~,-~-

C(n, r) -0 {n 1 r~ 
r! 

esta expresi6n se puede escribir como: 
Irr•t~ 

C(n, r) • n(n-1)(n-2) ,,, (n-r+1) 
r. 

multiplicando y dividiendo por (n-r)! se obtiene:• 

~( r) • n(n-1)(n-2) (n-r+1)(n-r)! 
" n, r! (n-r)! 

j{n, r) • n{n-1)(n-2) ... (n-r+l)(n-r)(n-r-1) 
r!(n-r)! 

finalmente: 

n! 
C(n, r) = r! (n-r)! '$ 

... (4) 

'.;, 1 
iDe cuantas maneras se puede hacer una selecci5n de 

5 personas de un grupo de 15 de ellas? 

El numero de maneras en que se puede hacer la selec 
ci5n (numero de combinaciones) es: 

15! 
C(l5, 5) = 5 !(1 5 _ 5 )! = 3003 

. r 

Ahoia bien, de cuantas maneras se puede hacer una 
selecci6n considerando que: •• 

a) Una persona en particular siempre quede inclui­
da dentro ~e la selecci6n. 

Si una persona queda siempre dentro de un grupo 
de 5 de ellas, faltara seleccionar a 4 personas 
de un total de 14 restantes: 

14! 
C(l4, 4) = 4 ! ( 14 _ 4 )! = 1001 

I 221 . 
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•• ~· 

b) Si una persona en particular siempre queda ex 
cluida de la seleccion. 

En este caso se debera hacer la seleccion de 
personas de un total de 14: 

14! 
C(14, 5) = ~5~!~(~1 ~4 ~_~5~)~! • 2002 

Ejemplo 11 , ; ·: 

Un examen que consta de 5 preguntas se le proporci 
na a un estudiante para que 1o resue1va. Considers 

'do que ~ada pregunta tiene un valor de dos puntos. 
De cuantas maneras puede obtener una calificacion d 

a) 8 puntas 

b) 4 puntos 

c) 10 o 0 puntos 

Solucion 

Para que el estudiante obtenga 8 de calificaci6n, 
tiene que contestar correctamente cuatro de las cin­

lco preguntas y puede equivocarse en una de ellas si 
1

importar cual sea, esto es: 

1 1. I 2. I 3. I 4. I 5. _x __ 

2 1. I 2. I 3. I 4. X 5. I 

3 1. I 2. I 3. _x __ 4. I 5. I 

4 1. I 2. X 3. I 4. I 5. I 

5 1. X 2. I 3. I 4. I 5. I 

e observa que existen 5 diferentes formas de lograr 
0 anterior, este numero de combinaciones esta dado 

por: 

5: 
c ( 5 ' 1 ) = -=-1~! ~( 5~---=1...,..)..,.! • 5 

Para que el estudiante obtenga 4 de calificaci6n ti 
~e que contestar correctamente dos de las cinco pre 
guntas, y puede equivocarse en las tres restantes, 
sin importar en cuales acierta 0 en cuales falla, to 
das las combinaciones posibles para lograr lo ante­
rior son: 



'" 

'+' 

1._1_; 2._1_; 3._x_; 4._x_; 5.---lL... 

2 1._1_; 2._x_; 3._1_; 4._x_; 5._x_ 

3 1._1_; 2 ._x_; 3 ._x_; 4 ._1_; 5 ._x_ 

4 1. __ 1_; 2. __ x_ J. __ x_; 4. __ x_; 5. I 

5 1._x_; 2. I 3._1_; 4._x_; 5.---lL... 

6 l._x_; 2._1_; 3 . ....1L_; 4._1_; 5._x_ 

7 1. __ x_; 2._1_; 3. __ x_; 4._x_; 5.-i_ 

8 l._x_; 2._x_; 3._1_; 4._1_; 5.--lL 

9 1. __ x_; 2._x_ 3. __ 1_; 4._x_; 5. I 

10 l. __ x_; 2._x_ 3. __ x_ 4._1_; 5. I 

este numero de combinaciones esta dado por: 

C(5, 3) • 
3

! 5! 4 X 5 
(5- 3)! - ~- 10 

por ultimo para que el estudiante obtenga 10 6 0 de 
calificacion, se necesita que responda correctamente 
o incorrectamente a todas las preguntas, esto es: 

I I 3. I . 4. I . 5. I 1. 2. -- --· ---· 
0 bien: 

1. _x_ 2. X 3. X 4. __ x_ 5. X 

es ~laro que existe solo una combinaci6n posible en 
cualesquiera de los casos, la cual se obtiene como 
sigue: 

C(5, 0) 5! 
1 obtener 10 0! (5 0) ! - para -

de calificacion 

y 

C{5, 5) - 5! - 1 obtener 0 de 5! (5 5)! para -
calificacion 

(:< :.V 
' 

COMBINACIONES CON REPETICION 

Las comb~nac~one~ con 4epet~c~6n son aquellas en las 
cuales se permite repetir los objetos en una misma combi nacion. 

-223 
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••• 

JEl niimero 
objetos, 

es: 

0 • 

de formas en que se pueden seleccionar r de 
considerando que los objetos pueden repetirse 

. ' 

-r:·--·-·--~--JL~~--·-----~-~x~--------~ 
CR(n, r) = C(n + r - 1, r) 

Obteng·ii'mos por ~jempro, el numero~ de coinbi'naciones c n 
repetici6n que se pueden formar con los numeros 1, 2 3 
~omando los tres a la vez: 

-·· 1.-
' ·--A-·" . ~ 

-·"Jj_ •' .I .. 

2.- 2 
\ .<: \ ,. ~ i.......JL- Cf 

3.- 3 

4.- 1 z 2 

' tcq o::: 

5.- 1 2 3 

01 
l " ~ 6.-. 1 3 3 (( ( e'"' 

7.- 2 2 2 
:} 0 Ol •aaeJffo ) sup l! lB q . 

8.- 2 2 3 

9.- 2 3 3 

' .( 
10.- 3 3 3 

• s: 

e te numero de combinac1ones est& dado por: 

CR(3, 3) = C(3 + 3- 1, 3) = C(5, 3) 

C(5, 3) 5 ! ~ z 10 
3!(5-3)!.1x2 

N MEROS COMBINATORIOS 

r!(n- r)! 

r ciben el nombre de nume~o4 eombinato~io4 y se expresan 
m~diante la notaci6n siguiente: 

( 
nr·) n! 

r!(n- r)! 

jos numeros que se obtienen al variar r desde cero 
hlsta n en la expresi6n: 

n! 

' 



siendo n el numerador y r el denominador del numero 
combinatorio; estos numeros tienen algunas propiedades 
que a continuaci6n se presentan: 

a) Los numeros combinatorios que se obtfenen para r. o 
;y r = n son iguales a la unidad, esto es: 

y 

b) 

c) 

-

(no) = n! a 1 
O!(n- O)! 

(n
n) • n! • 1 n! (n - n)! 

os numeros combinatorios qMe se obtienen para valo 
res de r = 1, 2, 3, ••. , n _ 1, son simetricos en~ 
tre si, esto es: 

j (:) = (n ~ r) 
s facil demostrar esta propiedad, a partir de la 

definicion de numero combinatoric: 

<Jl-i+r)! (n~ r) • (n-r)! 
n! 

La suma de los numeros combinatorios con numerador 
igual a n y denominador consecutive r R k - 1 y 
r = k respectivamente, es igual al numero combin~ 
torio de numerador n = n + 1 y denominador r .. k, e!_ 
to es: 

' ! 

. ,., i 

n! + ~~n~!~~~ 
(k-1)! (n-k+1)! k! (n-k)! 

n! k + n! (n- k + 1) 
k! (n:..k+1)! 

n! (k + n - k + 1) 
k! (n - k + 1) ! 

~n + 1) ! • (n ~ 1) k! (n + 1 - k)! 

. do 

225 
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~-

,]., fl,str•r est•s propfed•des, obteog•mos los oOmer s 
combinatorios de numerador n ~ 10 y denominador 
r z 0, 1, 2, ... , 10 

• "f .f."'f (100) z Cl ~ r . e6°) = 210 

(\0)- 10 (170) = 120 
,·l'· 

e2°)= 45 es0) 45 

( 130 )= 120 e9o) z 10 
~, rt f 

gr~ficamente se pueden representar como: 

2 00 

c \ 

- .:i i 

100 

T r I f r 
' 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 

se bbserva que tanto el primer numero combinatoric (pa­
ra r = o), asi como el ultimo (para r = 10) son iguales 

a h unidad, ademas (\0) = c9°). c2°) (\0). 

(\
0
) = (\

0
) y e4°) = (

16°) con lo que se ilustran las pri 
meras dos propiedades de los numeros combinatorios. 

r 

--.. , .. -.-..• -· 
·-. 

' 

·J ' .
,;.! ,,. 

-, 
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TRIANGULO DE PASCAL 

Utilizando las prop1edades de los numeros combinatorios 
e s posible construir el siguiente triangulo, conocido co 
m o tn~anguio de Pa~cai. 

t 
l 

I 

n 

j 
' 

0 c~ 1( 1\ 
/ 

(~ 1 

II 
1~) 

I\ --i-----~~ I 
(~ I 

I 

2 vc) C) 
I 1'\ 1 

1 

3 {:) C) C) (~ l I 
/1 3) .\ I 

I 

~:) C) C) C) ('~ ·~~ 
4 4) 

'~ i 
I 

' 
I ~ Los n~meros combinatorios de los extremes del triangulo 

s on iguales a la unidad, segun la primera propiedad, en-
t onces: I 
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. 
n 

0 V,\ 
f\ / v. \ 1 1 f\ ; ---- / 

2 v. C) \ 
/ 1 

[\ 
3 17. C) C) ~ / 1\ 
4 17, C) C) C) 1\ 

•.' 

J por Gltimo, los nGmeros combinatorios que se encue1 tran dentro del triangulo, se obtienen aplicando la tercera pr.Q_ ~iedad, esto es: 

c . I 
'! 
I I 

n 

0 

/ 
l/0 

~ 
I v., 1"" 1 

/ 

""' 
1/J 

I 
2 ~""' L>;< I/~ / ~ 
3 v;" ~; ~7( v1"' / 

"' 4 l/; w r":/ f'.: 1"" r 
' 

'~ - _;,.&Ann ... a --.,..,r,. J 



DEL BINOMIO 

Este Jeorema establece 
(a + b)n es 1gual a: 

que el desarrollo del b1nom1o 

donde lbs numeros combinatorios , (nr) reciben el nombre 
de eoe6~e~ent~ b~nom~a!eh. 

La demostraci6n del teorema se realiza por inducci6n rna 
tematica de la siguiente forma: 

el teorema es cierto para n = 1, ya que: 

suponieLo 
ces debera 

que el teorema se cumple para (a+ b)n, ento~ 
ser cierto para (a+ b)n+t, esto es: 

(a+ b)n+l • (a+ b)(a + b)n 

n+l I. n (n) n-1 ( n ) n-r+l r-1 (a+ b) = (a+ b) l.: + 1 a b + ... + r _ 1 a b 

..... .J 
ne de: 

n-r r a b + .•. + 

termino del producto que contiene br, se obt1~ 

229"~ 
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pero sabiendo que: 

'J i Jj'! .) li ; ~ 1 

se obtiene que el termino que contiene br es: 

• J ''""'' ,:·. (a + b :·(~ ~b ,:·-.': ~: 'po ,::,.; o de gcod 

n + 1 en b, por lo tanto, se puede escribir: 

(a+ b)n+I = (a+ b)(a + b)n 

c n lo cual se demuestra el teorema. 

·I r-

+ &) ( 

"• 

,_, . 
/ 

n . 
fc 

• ".n 

·a 

'.6 

'·····.· ' ~.' ·{I 
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I ' RESULTADOS DE ALGUNOS PROBLEMAS PROPUESTOS 
. ' 

II; 
fl!il!'· 

1. 

2. 

!. 

'' 

3. 

fJ 

{. 

UM 

,·· I 
, 

CAPITU 0 I I 

r 
a) 0.34 

b) 1. 763 

e) 0.567 

.. 
a) 0. 56 7 

b) 0.619 

c) -I. 85 7 

d) 1. 7142 -
L 

a) +0.824 

b) .o. 3 705 I .. 
c) 0.740 

d) 3.426 

e) 1. 3!P 3 

f) 0. 4563 ' » 

g) 1. 410 

h) 0. 5492 

i) -0.281 

6. 
a) 0.322 

b) -1.647 

:'1, c) -11. 1 

d) 2. 1' - 9. 8, 1.1 
I 

e) Una rarz es -0.73 

f) 1. 2' - 1.2 • r>~ 

g) 1.153, 2.810, 5, -1.760,-4.20 

_I (d 

7. 
a) 1.576, - 0.981 

b) 3, - 1 ± i 

c) 2.145,- 1.222, 19.076 

d) 0.5±1.323i, 1. 5 ± 5. 809 i 

e) 0.355 ± 0.594 i, 0.645 ± 9.121 i 

l 
!,- .( 

'r z 

L \ • -

i 

1 
! 

' l 
I 
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CAPITULO I I I 

3. 
a) A 3 -

b) A 3 

e) A3 + 

l. 
d) A3 

a) X¡ 3 

X2 -2 
4. 

X3 6 a) A 

b) X¡ 2 

x2 2 

X3 3 A 

e) X¡ 0.5 

x2 o. 7 5 

x3 -3.75 
b) A 

2. 
a) X¡ 5 

x2 3 A 

X3 

b) X¡ l. 00 3 

x2 -2.990 

X3 3.994 e )  A 

e) X¡ 2. 15 

x2 3.67 

X3 -l. o 3 
A 

d) X¡ 2.24 

x2 -l. 7 1 

x3 o. 69 

d) A 

n2 - 3A = o 

12A2 + 47A 

6A2 + 
7A o 

8A2 -
9A o 

4 
-
X 

-1 x 

5 X 

x x 

6.381 x 

l. 5 95 x 

3 x 

60 o 

: J MA 

-1 ] "' 

: j MA: 

0.50 

J 0.25 MH 

l. 00 

o.so

J - 0 . 4 0 6  MA] 

l. 000 

-0.27

J l. 000 MIN 

-0.542 

-0.35

J l. 00 MIN 

-0.782 



IV v c 

x 3 s 7 2n- 1 
_3 + L _ x

7 
+ ••• + (-I)n-1 _x __ 

5 2n-I 
c) P(x) 

I 

• X -

b) $ 223,143.55 

' c) $ 223,100.00 -;· L 

a) 

1 t t 2 t 3 t4 tS t6 
b) v(t) • 2- 4 - 16 + 96 + 768 - 7680 - 92160 

. I. 

3.539 u 2 
.. ""; 

0.9973 u~ 
'1 t,.· ~ ' ... 0-

-

' : 4 .. 

J 
l 

j 
iiill 

I 
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CAPITULO V 

~ 
I. • a) y .. -9.875 -·) + •.. 

b) y - 19 

c) y --68.024 

l d) y - x3 - 2x 2 - X - 9 

2. y - 11 para X • 3 y - 17 para/ x • 6 

3. 

a) -0.370 -0.475 -0.433 

1. 6 75 .. 
c) F'(x•0.2)•-0.416 F"(x=0.6)= 1.646 

4. 0.220 para x • Z 0.135 para x •4; 0. 105 para x =5 

5. -~.1794 1A/s 2 para t • 15 s -0.1285 1Afs2 para t- 20 

i 
7. t 77.3 u2 

10. 1102.503 Tn para 19 53 ; 200 Tn para 19 58 

.. ,_ ... ;'· 

I 

[ 

f 
I 

i I ' ' . 

-
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CAPITUL:O VI 

uuu.ldo 
den: el metodo de Runge- Kutta de cuarto o.r 

X y 

o.o 2.00 

0.2 2.58 

0.4 3.36 

0.6 4. 43 

0.8 5.89 

; 

it Tl Tz 
[min] [•x] [ "K] 

o.o 800 300 

I 0. 1 761 333 
0.2 72 8 359 
(1).3 700 379 
~-4 675 394 q.s 654 404 

Taylor 

0.6 636 411 
0.7 622 412 Milne 
0.8 612 409 
01.9 606 400 
1.0 606 383 

I f ·~· 
11· 
rt? 

-

u(t) • 1.$) • 10.35 •c por lo tanto el proceao se­
r' satisfactorio. 

A los trea meses 1.402 unidades, a los seis me­
sea 2492 unidades y a los nueve meses 3340 
unidadea. 

-

f 
1 
1 
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