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PROLOGOCOC

Los avances recientes que ha logrado la Ingenieria en sus
diversas ramas se han incorporado, por lo general, en un
tiempo relativamente corto a los curricula de licenciatura
a través de los libros de texto. En el caso de la Ingenie-
ria Mec3nica, y particularmente dentro del &rea de los me-
canismos, esta incorporacidn no ha sido tan expedita y asi
vemos que, mientras la produccidn de articulos técnicos -
es sorprendente en todo el mundo (véase, por ejemplo, el
Journal of Mechanism and Machine Theory, de la IFT o MM¥*),
en la presente década (y fines de la anterior) los textos
nuevos de mecanismos que se han publicado no llegan a una
decena. Dentro de estos sobresalen los de Prentis '[2.9]#%,
Martin®#%_  Suh [3.11] v Soni [3.2]. Del 1ibro de Mabie y
Ocvirck? se acaba de publicar una tercera edicién con algu
nas novedades.

El objeto del presente libro es salvar esa distancia entre
las tendencias modernas en la investigacidén y los curricu-
la de licenciatura, incorporando a estos un enfogue actua-
lizado, que utiliza modernas t&cnicas de andlisis y de siﬂ
tesis. Se contempla a los mecanismos como sistemas, suscep
tibles de ser modelados matemdticamente y, una vez que se

ha conseguido establecer los modelos adecuados, se puede -

*Internpational Federation for the Theory of Machines and
Hechanisms.

%155 u@meros entre paréntesis indican referencias por ca
pitulo.

#%%G. H, Martin, Kinematics and Dynamics of Machines, McGraw-

Hill Book Company, N. York (1969)

+ H., H. Mabie y F. W. Ocvirck, Mechanisms and Dynamics of
Machinery,

3rd. ed., John Wiley and Sons, Inc. N. York (197S)

proceder con ellos a simularlos (analégica o digitalmente):
sintetizarlos y optimizarlos.

En el Cap. 1 se establecen los términos y teoremas bisicoSs
de la Cinematica plana de los cuerpos rigidos, que se uti-
lizan a lo largo del texto. En el Cap. 2 se esboza una am-
plia gama de técnicas de anflisis de mecanismos de pares iR
feriores; se presentan las rutinas SALIDA Y CURVAS que permi
ten analizar mecanismos RRRR* tanto para obtener relaciones
entrada~-salida como para obtener trayectorias de puntos -
sobre el eslabén acoplador.

En el Cap. 3 se presenta un panorama amplio del problema de
sintesis de mecanismos de eslabones articulados para genera
cién de funcidn, conduccién de cuerpo rigido y generacibn
de trayectoria. El tratamiento de este problema es original
y no se encuentra, en esta forma, en ninguna otra parte. EN
D.IIJ Suh trata estos problemas extensamente dentro del -
contexto de mecanismos espaciales. Aqui se establecen las
simplificaciones adecuadas a un curso de licenciatura, y S€
establecen las bases para la solucidn numérica del problema.
Fn este capitulo se hace una breve mencidn a tépicos tales
como: circulo de inflexién, cfibica de curvatura estaciona-
ria, ecuacidén de Euler-Savary, Teorema de Roberts-ChebysheV
y mecanismos cognados. Para una discusidn rigurosa de estoS
temas se refiere al lector a la obra de Denavit y Harten-

herg [2.3].

#Yer Cap. 2 para entender este términc

T

CAJA 15/



El proceso de disefio por medio de computadora digital se
ilustra con un ejemplo en el anexo A, donde se obtiene el
mecanismo RRRR que conduce un cuerpo rigido por cinco con
figuraciones. El disefio conduce a un sistema algebraico

no lineal de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, cu-
yas ralces se obtienen por el método de Newton-Raphson.

En el Cap. 4 se trata ampliamente el problema de anflisis

y sintesis de mecanismos de pares superiores (levas). Nue-
vamente. el enfogue 22 griginal, pues los m&todos de New-
ton-Raphson y de Runge-Kutta para andlisis y sintesis de -
levas no se encuentran en ninguna otra parte. Soni presen
ta en &.2] un m&todo analitico de disefic de levas, usando
teoria de envolventes; pero este m&todo es independiente

de los presentados en el presente trabajo. Los mé&todos del
Cap. 4 son ficilmente realizables en computadora analdgica
o digital, y conducen inmediatamente a algoritmos para obte
ner disefios dptimos. En el Apé&ndice B 5z présenta en todo -
detalle el disefio Sptimo de una leva cilindrica con segui-
dor de cara plana, por el método de Runge-Kutta.

En los Caps. S y 6 se trata el tema relativo a engranes y
trenes de engranes. El Cap. 5 es m&s bien descriptivo. Pre-
senta la terminologia b&sica y los diferentes tipos de engra
nes. En este capftulo se incluye la subrutina INVINV, que -
permite calcular el argumento de una funcidn involuta* dada

Y que puede necesitarse en cllculos de engranes con dientes

————

*Ver Cap. S5 para una definicifn de este té&rmino

C3-601864

de involuta. En este mismo caplitulo se presenta un método -
analitico para diseflar las superficies de pasc de engranes -

hiperbdlicos, mediante un procesoc de optimizacién que con-

siste &n mi la magnitud de la velocidad de desliza-
miento entre las superficies de paso. Este tratamiento no

se encuentra en ninguna otra parte. El Cap. 6 introduce los
rétodos de andlisis de trenes de engranes. Respecto a los
trenes planetarios, se presenta un anflieis rigurcso de su
funcionamiento y se deduce el mé&todo tabular. Otras obras
sobre mecanismos describen este método pero generalmente -
no lo presentan en forma racional.

Puede afirmarse que la filosofla de este libro es presentar
con todo el rigor posible los fundamentos del anflisis y el
disefio de mecanismos, sin pretender entrar demasiado en de-
talles que son efimeros. Se trata de enfatizar aquellos con
ceptos que son permanentes dentro de un campo en constante
evolucidn.

Como sucede generalmente, esta obra no es producto del tra-~
t33c d& uua sola persona. Fueron muchos 108 que intervinie-
ron en su desarrollo realizando trabajos de computacién, edi
cibén, dibujo, mecanografla y lectura. Particularmente se da
crédito al Ing. Francisco Barrera, ayudante de la Seccifn de
Ingenjeria Mec&nica en la DESFI* por casi dos afios, a la fe-

cha, quien pacientemante elabord la mayor parte de los progra

#Divisién de Estudios Superiores de la Facultad de Ingenierla



mas gue aqui aparecen. Pepe Sanchez, del Instituto de Inge-
nieria, hizo un trabajo excelen*e de correccidén {(io corrup-
cidn?) de estilo y edicidn. Oscar Dominguez , tambié&n del -
Instituto, cuidd que sus mejores dibujantes se encargaran
de gran parte del trabajo de dibujo. La Sra. Ana Lilia Nava
realizé el 70% del trabajo de mecanografia.
Continuar la lista de contribuyentes a este trabajo seria
una tarea interminable, por lo que en este punto el autor -
se disculpa por las omisiones que involuntariamente se ve
obligado a cometer; pero quiere hacer patente que este pro-
yecto contd con el apoyo decidido de autoridades de la Fa-
cultad de Ingenieria, entre quienes cabe mencionar a los -
~
Dres. Javier Salazar Resines y Octavio Rascdn Chavez, bajo
cuya jefatura en la DESFI el autor pudo realizar este proyec
to. El Dr. Victor Gerez Greiser, Jefe del Departamento de
Ingenieria Mecadnica y Elé&ctrica y el Ing. Alberto Camacho -

Sdnchez, Jefe de 1a Seccidn de Ingenieria Mecanica de ese -~

mismo Departamento, proporcionaron entus
dantes y el material que se hizo necesario para llevar a fe-
11z término este proyecto.

besde luego, la inspiracién de Patricia, la hija del autor,

estuvo presente a lo largo de todo este trabajo.

€d. Universitaria, agosto de 1975



1 CINEMATICA DEL CQUERPO RIGIDO

INTRODUCCION

El anilisis y disefio de maquinaria y, en general, de sistemas
Jue contienen elementos mecanicos requieren un conocimiento s6lido de la me
canica del movimiento. La primera etapa en el disefic consiste, generyimente,
en el dimensionamiento de los miembros de las miquinas utilizadas para trans
formar el movimiento proveniente de una fuente de energia (motor} en el movi
miento requerido para realizar uma tarea especifica (en una imprenta, por
ejemplo, dicha tarea puede consistir en alimentar una hoja de papel en blan

co cada cierto tiempo).

Los elementos de miquinas se disefian para resistir las cargas
de operacién de manera que las deformaciones que presenten, en condiciones
normales, sean lo mis pequefias posible. dentro de los 1imites de espacio,

costo y factibilidad de manufactura.

El anilisis de esfuerzo y deformacién se estudia en los cursos

de mecdnica de materiales, por lo que en estas notas no se presta atencibn
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a esta fase del disefio. Dado que los desplazamientos producidos por la de

formabilidad de los materiales son de un orden de magnitud mucho mas peque
fio que los desplazamientos Gitiles, se supone en el andlisis cinemitico que
los elementos en estudio son cuerpos rigidos. Por esta razdén se dedica es
te capitulo al estudio de la cinemitica de cuerpos rigidos y de sus acopla

mientos.
1.1 Rapd{dez de cambio de un vecton con magnitud constante

Sea a = a(t) un vector cuyos componentes son f{unciones conti
nuas del tiempo. Si a cambia de manera que su magnitud permanezca constan
te, su rapidez de cambio, denotada por 2{t), es un vector nomal a a(t). En

efecto, puesto que H:H es constante, se¢ ticne

13112 = 3.3 = cte (1.1.1)

por lo que

== 11312 - 0
o sea

3.a+a.a=0 (1.1.2)
pero

ol
©
[ ]

i
Wi
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por la conmutatividad del producto escalar., Asi, la ec 1.1.2 se reduce a
a.a =0 (1.1.3}

lo cual establcce que a es perpendicular a a.

En el mecanismo biela-manivela (fig 1.1.1), si aft) represen
ta al vector que une a los puntos A y B, este constituye claramente un vector
Cuya magnitud ¢s constante. Cinem3ticamente, a(t) es el vector de posicién
del punto B, por lo que :a_(t) es la velocidad de dicho punto. Por la ec 1.1.3,

se desprende que la velocidad de B es perpendicular a su vector de posiciébn.

Fig 1.1.1 Mecanisme biela-manivela

1.2 Rapddez de cambio de un vector con direccibn constante

Andlogamente, se tiene el siguiente resultado: La rapidez de
cambio de un vector cuya direccién es constante es un vector paralelo al
primero. La demostracion de este hecho es muy sencilla y se deja como ejer

cicio al lector.

Como consecuencia dc los dos resultados anteriores, es claro
que si un vector cambia, tanto en magnitud como en direccién, su rapidez de
cambio es un vector que ticne un componente a lo largo del vector en cuestifn

y otro normal a este, como se demuestra a continuacidn.

1.3 Rapidez de cambio de un vectfon cen magnifud ¢ dineccifn

Sea r = r{t) un vector arbitrario, cuyos componentes son fim

-

ciones continuas de t. Entonces, es claro que r(t) se puede escribir como

-
.
~—
"
-
o~
-
]
~
-

donde r(t) es un escalar quc denota la magnitud de r(t) y e(t} es un vector

Tle) = r(elt) + r{t)e(t)

Es claro que el primer témino del segundo miembro de la ecua
cién anterior cs paralelo a r(t), mientras que el scgundo término es perpendi

cular al mismo vector r(t), como sc queria demostrar.

Asi como la interpretacién geométrica de la derivada de una
funci6n escalar de una variable cscalar es la pendiente de Ja tangente geomé
trica a la curva que representa a esa funcién, la derivada de r(t) con respec
to a t es un vector tangente a la travectoria I', donde I es el conjunto de
puntos cuyo vector de posicidn es r(t), t > 0. Claro que si r(t) es una fun
cién continua de t, T es una curva continua también. Si r(t) es el vector de
posicién de un punto P al tiempo t, I' es la ''trayectoria de P". Sobre la tra
yectoria ', seleccibnese un punto cualquiera como el origen 0 de la coordena
da curvilinea s(t), donde s(t) es la longitud de arco de 0 a P en el instantet

(fig 1.3.1)
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Fig 1.3.1 Derdvada de una funcidn veetorial de variable escalar

Es claro que T =7T(s). En seguida se enuncia, sin demostrar,
el siguiente Teorema:
"La derivada de r con respecto a s es un vector tangente a I''. (fig 1.3.1)
Para una demostracidn, consultar ref 1.1, o algin otro libro de Cilculo Avan

zado.

Como wna aplicacién del teorema 1.2.1 sc obticne a continuacidn

1a derivada con respecto a t, de los vectores unitarios en coordenadas nolares

y en coordenadas esféricas.

Sean e , eq, e, los vectores unitarios en coordenadas cilindri

cas, (fig 1.3.2)

z Téf
2z
pd -
SN
/
x -
er

Fig 1.3.2 Vectones unitanios en coordenadas cilindricas

Ya que los vectores ey e, permanecen cn el plano X - Y en
8
todo momento, se pueden analizar en este plano sin pérdida de generalidad,

como se muestra en la fig [.3.3.

@l
D

Fig 1.3.3 Vectores nadial y tangencial de Las coodenadas cilindricas
Es claro que los vectores Er y ;6 describen una trayectoria
circular de radio unitario alrededor del origen, en el plano X - Y. El veg

tor é_r describe una trayectoria, cuya longitud de arco es

s =0
As{
de dgr
el 59 (1.3.4)

pues el vector ;e es normal a la traycctoria y estd dirigido en ¢l sentido

en que § se incrementa, y por eso, en el sentido en que aumenta s.
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Ademis

s der der do
e £y

B Tl (1.3.5)

de acuerdo con ''la regla de la cadena. Sustituyendo la ec 1.3.4 en la

ec 1.3.5
= = {1.3.6)
e, Bee

Anilogamente, se obtiene
€ = - 6 (1.3.7)

Ejercicio 1.3.1. Demuestre que para los vectores unitarios de las coordena

das esféricas mostradas en la fig 1.3.4, se tiene

e[

.= eee + ¢ sen ee"

. -—é;r + ¢ cos Be (1.3.8)

8 ¢

N =$(sen Oe’r + cos eee).

Ya que el curso se limitard al andlisis y sintesis de mecanismos planos, en

lo sucesivo rse discutira {micamente el movimiento plano.

4

Fig 1.3.4 Vectores unitarios en coordenadas esféricas
1.4 Mouimiento plano de un cuerpo rlgido

Un cuerpo rigido estd animado de movimiento plano cuando to
dos sus puntos describen trayectorias contenidas en un plano fijo. Por ejem
plo, la carrocerfa de un automévil que viaja por una carretera con desnive

les, pero sin curvas, es un ejemnlo de un cuerpc r{gido con wovimiento plano.

Considérese ahora un cuerpo rigido {en movimiento plano) en
el cual se fijan los ejes X - Y. Si se le imprime a este cuerpo uma rotacién
de + 6° alrededor de un eje perpendicular al plano X - ¥, los ejes pasan de

la posicién X, - ¥; a la posicién X, - ¥, {fig 1.4.1)

Xy

Fig 1.4.1 Rotacibn de ejes coordenados
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Es claro que*
X, = cos Ox; + sen 6y,

y2 = - sen 6x; + cos 6y, (1.4.1)

Recordando el Teorema de representaci6én matricial de una trans
formacitn lineal (ref 1.2): ''La representaciémn matricial de una transforma
. - . - .a
cidn lineal, respecto a una base vectorial B e€s una matriz cuya i— columna
[

contiene los componentes de la imagen (ref 1.2) del i— vector de 1la base,

bajo la transformacidén en cuestion, referida (esa imagen) a la base B ".

Asi, la transformacién 1.4.1 tiene la representacién matricial,

en la base x1, vi

[Q], = (1.4.2)

La matriz [QJ, es ortogonal, es decir, su inversa es idéntica
a su traspuesta. Para otras propiedades interesantes de las matrices ortogo

nales se pueden consultar las ref 1.2 a 1.4,

Ejercicio 1.4.1. Demuestre que efectivamente la matriz [Q]l , COmo aparece

en la ec 1.4.2, es ortogonal

Considérese ahora que ¢l cuerpo en cuestién (al que se han fi
jado los ejes X - Y) sufre un desplazamiento tal que el origen de coordenadas,
0, pemmanece fijo. Entonces, cualquier punto P del cuerpo, bajo wia rolacidn

' los vectores de no

+ 0° pasa a la posicién P'. Denotando p Y o

* ;i’ 7i son vectores unitarios paralelos a los ejes X, Yi’ respectivamente
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P y P', respectivamente, ambos referidos a la misma base X;, Y; , se tieic

[p']l B {Q]l[g]l (1.4.3)

que es una expresién en virtud de la cual se determina la posicién de un pun

1o dado del cuerpo rigido al final de una rotacién.

Demostracion de la expresion 1.4.3. Sean (n, B) las coordena

das de P referidas a x;, y; , esto es,
P = ax, + 87, (1.4.4)
Fntonces
QP = aQxy + BQy; = ax, + £ye;
pero, de la ec 1.4.1

P' = Qp = alCox, + $0y;) + B{-56x, + COy,) =

= (al® - £SP)x, + (aSA + BCAH)Y,

_ acé - Rse 8 - s8|ja _
[7): - - - [ 5]
alf + BCH S8 o {8 q.e.d.

1.5 Cuerpo nigido

Un cuerpo rigido es, por definicidn, aquel que bajo cualquier
movimiento conserva {nalterable La distancia entrne dos cualesquiera de sus

puntos. Asi, si se llama r, y r, al vector que une los puntos A y 8 de
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un cuerpo rigido antes y después de que este sufra un desplazamiento, respec

tivamente (fig 1.5.1)

IEANE R

o bien, llamando 3y, 3z, by, B, a los vectores de posicién de A y de B antes

y después del desplazamiento, respectivamente

i3 - 511 = {130 - Bald {1.5.1}

Fig 1.5.1 Desplazamiento de cuenpo 1lgido

1.6 Velocidad y aceleracibn de Los puntos de un cuerpo rlgido que gira al
rededor de un punty

Considérese el caso del cuerpo rigido de la Sec. 1.4, es

decir, que sufre un desplazamiento tal que uno de sus puntos, 0, permanece

fijo. La posicién de uno de sus puntos, P, al cabo de la rotaci6n Q, dada

por la ec 1.4.3 es funcién de [Q]l y de [F],. Derivando ambos miembros de

la ec 1.4.3 con respecto a t, se obtiene VP, 1a velocidad de p, dada por

[Vp], - [ﬁ]l[ﬁ]. : (1.6.1)
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Obsérvese que en la ec 1.6.1 [Vp]l estd dada en témminos de ['E]l, el vector
de posiciém original de P. Ya que al hacer una medici6n de una variable lo
que se obtiene es el valor {nsfantdneo de Esta, y no sus valores pasados,

es conveniente expresar [7 ] en témminos del vector de posicién actual de

P, [Ta‘]l; perc de la ec 1.4.3 y del hecho de que [Q], es ortogonal ,

[%): - [QT};[F']! (1.6.2)

[Vp] -[d],[qT].[E-], - (1.6.3)
-[a]:[#]s

donde {?‘}1 es {a matriz de velocidad angular del cuerpo rigido. Es facil

demostrar que

[“]‘ S (1.6.4)

Ejercicio 1.6.1. Demostrar la ec 1.6.4

Derivando nuevamente, con respecto a t ambos miembros de la

ec 1.6.3, se obtiene la aceleracién de P, referida a ;,. s , O sea,



donde, de 1a ec 1.4.3

Sustituyendo la Gltima expresibén en el valor de [Ep]l, se ob

tiene

[gp}, - [a], [®]s + [o), [e]: [3): (1.6.5a)

pero, en virtud de la ec 1.4.3, 1.6.5a se puede expresar como

-[é],[E'], +[92]1[F'L (1.6.5b)

La primera componente de la ec 1.6.5b es la "aceleracién tan
gencial" y es paralela a la velocidad mientras que la segunda es la "acelera

Cid0n

wormal', y €5 normal a la velocidad. En efecto, denotandov por {a', B')
las componentes de [F'],, la velocidad dada por la ec 1.6.3 es
0 -0 a' -g!
[%.] - -0 (1.6.6a)
Ph le o]} s a’
mientras que
1 r_n [0 ‘9][“'] --[‘3'
i Qi Lo'l .. I =98] i (1.6.6b)
(S Y Ja ¢ 0 I.B'J L“.
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de las ecs 1.6.6a y 1.6.6b

demostréndose asi que, cfectivamente, la aceleracién tangencial es paralela

a la velocidad. Ahora higase el producto escalar de la velocidad por la ace

leracién nommal :

Ejercicio 1.6.2. Un eslabén de un mecanismo oscila de manera que una recta
0A de dicho eslabén forma un 4ngulo 8 con la recta fija 0B, (fig 1.6.1). Si
6 = % cos g t, determine la posicidn, velocidad y aceleracién del punto A,

expresadas con respecto a una base adecuada, para t = 0, 1, 2, 3 seg.

v \
O\'l:/‘9 B

Fig 1.6.1 Estabdn con movimiento oscilatorio



1.7 Movimiento plano general de un cuerpo rigido

En la seccifn anterior se estudid el movimiento de un cuerpo
rigido cuando uno de los puntos de este pemanece fijo durante el movimiento.
Ahora se estudiar§ el caso en que el cuerpo rigido sufre un movimiento plano,
sin que tenga necesariamente un punto que permanezca fijo. Asi, si el cuer
po rigido se desplaza de la configuracién I a la IT (fig 1.5.1) se puede pen
sar que esTe cuerpo ocupd la configuracion II mediante la composicibn de dos
movimientos: un movimiento lo lleva de la configuracién I a la 1il donde

by = b, y a; - by = a, - by como se muestra en la fig 1.7.1, y el otro lo

lleva de la IIT a la IT por medio de uma rotacidn alrededor de Bj.

Fig 1.7.1 Movimiento plano general de un cuerpo rfaido

Es claro que

a= bz + ry

pero

T2 = Qry = Q@ - By)

por lo que

3z = by + Qla; - b)) (1.7.1)
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Esta expresion determina la posicidn f{inal, 3;, dc un punto de un cuerpo ri
gido a partir de su posicién inicial, a;, de la rotacién Q y de las posicig

nes inicial, §;, v final, b, de un punto "hasc" &.

Se obscrvard que la ec 1.7.1a es de gran utilidad cn la sin

tesis de mecanismos.

Refiriendo los vectores y las matrices que aparccen en la

ec 1.7.%a a una misma base, esta expresidn sc convierte en

(=], =[%), «[d,[3 - 5], (1.7.b)

Para obtener 1a velocidad de A, se derivan ambos miembros de

la ec 1.7.1 con respecto a t:

Vo=Vt Q@ - B (1.7.2)

pero es claro que
a, - b2 = Q(a; - By)
o bien,
- T,— -
a ~B=a (e - b)) (1.7.3)

Sustituyendo 1a ec 1.7.3 en 1la 1.7.2 se tiene

VA-VB + Q(ay - by) (1.7.4)
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que es semejante a la ec 1.6.3 excepto por el té€mino 76. Q tiene el mismo

sentido que en la ec 1.6.3.

La aceleracidn de A, ;A’ se obtiene ahora derivande ambos

miembros de la ec 1.7.4 con respecto a t:

;A = ;B +Qa; - b2) + 03z - B2) =

=3, + a3 - Ba) + alv, - V) (1.7.5)

pero, de la ec 1.7.4
= Q(;z = E.z) (1-7-6)

VA‘ VB

Sustituyendo la ec 1.7.6 en la 1.7.5

a, = ag+ é(;z - b)) + 2%(3: - b2) (1.7.7)

A
Nuevamente, Q(a; - b;) es la aceleracién tangencial, y $i’{a, - bp) es la ace

leracién normal.

1.8 Descripeibn del movimiento de un punto a traves de sistemas de referen
cla auxiliarnes

En ocasiones no es posible hacer mediciones de variables cine

miticas directamente, sino a través de sistemas de referencia méviles. Por

- :

jemple, wn avidn metecruviSgico no mide directamente la velocidad del viento

m
fa¥

con respecto a tierra. sinn con respecto al avifin micmo.  Aci, ec necesario
adicionar témminos a la variable medida para obtener la variable deseada. (6

mo agregar estos términos cs objeto de estudio en esta seccidn.

Considérese que se desean obtener las variables cinemiticas
de P con respecto al sistema de referencia X; - Y, pero son mis ficiles de
medir en X; - Yz, que se mueve con respecto al primer sistema coordenado

(fig 1.8.1)

0

Fig 1.8.1 Sistema coordenado auxiliar mévil

Es claro que

ol
[ ]
|
+
il

o bien, refiriendo estas variables al sistema X; - Y,

[F]‘ - [EL +[?]‘ {(1.8.1)

Puesto que P no es accesible al observador situado (fijo) en
o« o= L i . r=1 -
Xp - Vi, Lr]l no se obtiene directamente, sino a través de [7], sesin la re

[7]. '[‘1]1 [7], (1.8.2)
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donde [Q]x es la matriz que gira los ejes de 1la posicibn 1 a 1la 2. Asf,

la ec 1.8.1 se convierte en

(5], = (3], + o], [, (1.8.3)

La velocidad de P, V;, se obtiene derivando ambos miembros
de la ec 1.8.3 con respecto a t, y sustitizends 1a ec 1.8.Z a 1a expresién

resultante. Asi

donde se observa que la velocidad del punto P es igual a la suma de la velo

cidad que tendrfia P si este fuera un punto del cuerpo rigido definido por

X, - ¥, .* la velocidad de P relativa a X; - Y, ( [Q]1 [?}2).

Para obtener la aceleracifn de P, se deriva la ec 1.8.4 con

respecto a t
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Ejercicio 1.8.1 Demuestre la ec 1.8.5

Log tres primeros términos de la ec 1.8.5 corres-
ponden a la aceleracidn que tendria P si este fuera un punto
del cuerpo rigido determinado por Xz ~ Yz. El cuarto término
recibe el nombre de "aceleracién de Coriolis" y el (ltimo es
la aceleracifén de P medida en X, - ¥, .

Las ecs (1.8.4) y (1.8.5) se pueden expresar en -
notacidn de Gibbs, esto es, en la notacién para vectores carte-
sianos que se estudia en los cursos elementales de Matemiticas
en las escuelas de Ingenierfa, La raz6n por la que no se usé la
notacién de Gibbs en estas notas hasta ahora es que esta no ex-
presa de manera explicita el sistema de referencia en el que se
estsn describiendo los vectores; p. ej., [Q]l [?}2 y [;]l' apa-
recen sencillamente como r. En la inteligencia de que todos los
vectores en cuestifn se expresan en el sistema 1, se procede a
representar esas ecuaciones ~-(1.8.4) y (1.8.5)- en notacifn de -~
Gibbs. En primer t&rminc, conviene aclarar que el producto de una
matriz de velocidad o de aceleracién angular - @ u Q- por un vec-

tor, r, se puede expresar como un producto vectorial, En efecto,

sean
o -1
[ Q ]1 =9 {1.8.56)
|1 0
Yy r
[ 4, - Lj (1.8.7)



una matriz de velocidad angular y un vector, respectivamente,
ambos expresados con respecto a un sistema coordenado fijo X1 -Yy
Entonces,

[o], [F],-= @ [: _;] (x - Ir—;ﬂ (1.8.8)

LY .

El producto [le[;]fe puede expresar en notacién de Gibbs defi-

niendo al vector w como

© =é€z,

donde Ez es un vector unitario paralelo al eje Zl. Entonces, mul-

tiplicando @ vectorialmente por el vector r = x Ex +y Ey, donde

E% y 5& son vectores paralelos a los ejes X, y Y, , respectivamen-

te, se tiene

. (1.8.9)

®
>
®
o
+
<
1]
0
i
D
o
o
+
jo
>
o]

wx r =

que tiene los mismos componentes que el vector [n]l [?}1 calculado

en (1.8.8)

Ejercicio 1.8.2. Demuestre que el producto [5] [f se puede ex-
X

£ =

presar en notacisn de Gibbs como el producto T, definiendo w

adecuadamente.

Ejercicio 1.8.3. Exprese el producto [Q]l [E]l en notacibn de -

Gibbs.

Con estos antecedentes, ia ec {1.8.4) resuita expresada en nota-

cién de Gibbs como

]|

D

Vp = v, o+ WX r 4+ T (1.8.10)
D N . .
donde el operador 5t indica derivacibn con respecto al tiem-

po considerando a los vectores unitarios e e e _.~-fij -

a ex2' ey2’ €. fijos a
los ejes X2, Y2 Yy Zz, respectivamente-como constantes en magnitud
y direccibn.

La ec (1.8.5), por su parte, puede expresarse entonces como

- pu— h p— ¥ 2_
a, =a,+uxT+u x (@ x7) + 29 x 2L Dr (1.8.11)
P 0 Dt P
Dt
. DT . . . .
El té&rmino ot tiene el significado fisico siguiente: es la ye-

locidad (del punto localizado por r) que medirfa un observador f£i
jo al sistema m6vil X, - Y, - Z,. Andlogamente, el término 9—52
Dt

significa la aceleracién (del punto localizado por r) que medirfa
un observador fijo al sistema mévil Xy - Y2 = %2,. Se representan

comfinmente como:

<o
adl
I

Dt =vp/2 (1.8.12)
y
p%% -3 (1.8.13)
2 - ; \l.0.
Dt P/2 . IR .

Las ecs (1.8.10) y {(1.8.11) quedan representadas, entonces, como
(1.8.14)
+ a

p/2 (1.8.15)



tema 2 -fijo con respecto a 2- coincidente con P. Llamese, por -~

esta razbn, a esta velocidad, Vv, esto es

p2’

por lo gue la ec (1.8.14) se expresa ahora como

Ve = Vp2 Y Vp,

(1.8.14a)

Asimismo, los tres primeros t&rminos del miembro derecho corres-

ponden a la aceleracifn gue tendrfa un punto del sistema 2 coinci-

dente con P. Ll&mese, igualmente, ;PZ a esta aceleracién, esto es,

i ig 1.8.2 Hecanismo accionador de la cuchara de una pala mec&-

a : - g b - by nica.
= + +
aPZ aO w X r wx (oxr)

por lo que la ec (1.8.15) gueda ahora expresada como

+2uxV +a

b/2 v/2 , (1.8.15a)

La aplicacibn de las ecuaciones anteriores se ilustra con un ejem

plo a continuacién.

Ejemplo 1.8.1. La pala mecnica de la Fig 1.8.2 consiste de: un

brazo fijo con respecto a los dem&s elementos de la mfquina, que -

no se muestran (el brazo y esos elementos est&n marcados con el -
nfimerc 1), un elemento telesc6pico AC compuesto por los cuerpos 2

y 3 gque pueden deslizar uno con respecto al otro a lo largo de la

Fig 1.8.3 Modelo cinemftico del mecanismo de la Fig 1.8.2.
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5 1 2m

Escala de longitud

Fig

1.8.4 Diagrama de velocidad

e ———————"|

5 05 10 m/geq

Escala de velocidad

del mecanismo de lo fig. 1.8.2

linea AC, y un eslab6n 4 que gira la pala P, A esta disposicién
corresponde el modelo cinemdtico de la Fig 1.8.3. Para la confi-
guracién mostrada, suponga que el cuerpo 3 desliza con respecto
al 2 con una velocidad constante (de A a C) de 0.5 m/seg. Deter-
mine la velocidad angular de los eslabones AC y BC asi como la
aceleracién angular de BC.

Solucibn. La velocidad del punto C puede expresarse en términos
del sistema coordenado X2 - Y2, mévil con respecto al sistema

X

-Y como se muestra en la Fig 1.8.4. Asi, usando la ec

1 1’
(1.8.14a),
Ve T Vel + VC/Z (1.8.16)
donde
Vey =0, x T (1.8.17)
siendor el vector de posicién de C, esto es,
_ k4
r = AC (1.8.18)*
El término Vv es la velocidad del punto C observada desde el

c/2
sistema X, - Yz, esto es, una velocidad de magnitud 0.5 m/seg pa-

ralela al eje X,, como se muestra en la Fig 1.8.4. Para calcular

— -
Voo es perpendicular a AC,

esto es, se conoce la direccién de Véz,

no se conoce 52; pero se sabe que ch
aungue no su magnitud. Sin
embargo, se sabe tambi&n gue la velocidad del punto C es perpendi-

+ — ;
cular al vector BC. De esta manera, el vector v se determina de

c2

* AC = vector que va de A a C.
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acuerdo con la interseccifén de las lineas L1 v L2, normales a

- -

AC y a BC, respectivamente, como aparece en la Fig 1.8.4, Mi-
diendo la magnitud del vector Véz y considerando la escala uti-

lizada, se obtiene
[1Vg,! ] =70.8€ m/seq.

De la ec (1.8.17) se tiene gque
el = 113,11 A€,

de donde _
v
— l .8
H‘“2'I ! x;z L - gjjg~ = 0.261 rad/seg

en el sentido de las manecillas del reloj.

Para el andlisis de aceleracién se utiliza la ec (1.8.15a), esto

es,
;c = ;cz + %, x Vc/z + ;C/Z (1.8.19)
donde
Eéz - 2 XT 4 @ 2 %X (wy xT) (1.8.20)

en la cual aparece r, que ys se definié en (1.8.18).
En la ec (1.8.20) el vector Uz no se conoce en magnhitud; pero se
sabe que el producto 52 x ¥ es perpendicular a r, es decir,

-
a AC, y estd en el plano del dibujo. Es un vector paralelo a la ~-

—d

F

o o1 0.3 05 m/segt

Escala de aceleracién

Fig 1.8.5 Diagrama de aceleracifn del mecanismo de la Fig
1.8.2



1fnea L1 de la Fig 1.8.5.

El vector 52 x (U P T) es normal a @ 2 Y a w . X r, es decir,
es paralelo a Rb Y, por "la regla de la mano derecha" del pro-
ducto vectorial, est& dirigido de C a A. Su magnitud es*u g AC,
o sea, 0.068x 3.30 = 0,225 m/segz. Se muestra en la Fig 1.8.5.
El vector 2 E’z X ;C/Z es perpendicular a Vb/z, estd en el plano
del dibujo, orientado como se muestra en la Fig 1.8.5 segdn “la

regla de la mano derecha”, y es de magnitud 2w , ||vC/2||= 2 x
0.210 X 0.5 = 0.210 m/seg’.

Puesto que el pist&n que acopla a las secciones 2 y 3 del elemen
to telesc6bpico AC desliza con respecto a su alojamiento con velo-
cidad constante, un observador fijo al sistema coordenado 2 mide
una aceleracién nula del punto C. De esta manera, entonces, el -
término EC/Z de la ec (1.8.19) se anula.

Por otra parte, la aceleracién de C también puede obtenerse con-

siderdndolo como punto del cuerpo 4. Asi,

= -»>
w C +w, x ( 64 x BC) (1.8.21)

- X
as 4 4

donde el vector 54 no se conoce en magnitud; pero se sabe gque el
vector 54 X gc es normal a gc y esti en el plano del dibujo. Es -
un vector paralelo a la linea 1, de la Fig 1.8.5.

El té&rmino '—u:4 X (B, x EC) es un vector normal a 54 Yy aE4x ;C,

>
esto es, paralelo a BC y dirigido de C a B. Ademds, es de magnitud

w i BC, estando dada w, por la relacibn
v
W, = _ll_Qll - L1.00 = 0.832 rad/seg
BC 1.20

* , = magnitud de

Ast,

1

— — d
15, x (@, x BO)|| =0.8322 x 1.20 = 0.830 n/seg?

. > . >
Los té&rminos 62 x AC y 34 x BC se determinan de la intersec~
cién de las lineas L, v L, de la Fig 1.8.5. De esta manera
kN -»>
[fw2x AC|

= —- = * =0.298 m/seg?
AC :

w2

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

An&logamente,

. +

{lo, x BCI|
_Hlug _ 0.89 _ . 2
wy — 1.0 0.742 nm/seg

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

1.9 Velocidad relativa

Dados los puntos A y B, con velocidad VA Y Vg respecti-
vamente, la velocidad relativa de B con respecto a A, denotada por

v

B/A es, por definicibn

Vesa T Ve T Va
N6tese que la velocidad relativa de B con respecto a A
es igual a la velocidad que tendria B si A estuviera fijo, con -
respecto al observador en cuestibn.
Ahcra supéngase que dos cuerpos rigidos, A y B, estin -

animados de velocidades angulares QA y Q respectivamente, con

BI
respecto a cierto observador. La velocidad angular relativa de B

con respecto a A, representada por es

B/A’

5 = Q. - Q (1.9.1)



de manera semejantce a como s¢ definid v

)

B/A * excepto que esta Gltima (VB/A
es la velocidad relativa de un punte con respecto a ofro, en tanto que en
la ec 1.9.1 se define la velocidad angular relativa de un cuerpe con nrespec

to a otro cuenpo.

1.10 Teonemas nefativos a La cinemética de Los cuerpos nigidos

de los cuerpos rigidos, que resultan de gran utilidad en el andlisis de me

Canismos.

Teorema 1.10.1. Dados dos puntos, Ay B, de un cuerpo rigido, la velocidad

relativa de A con respecto B es nommal a la recta AB.

Demostracign:

Vs = Qa; - by)

El vector a;, - b, es claramente paralelo a la recta AB. [Inton
ces

(a, - B,). A8 - (a; - b,).0{a;, - by),
donde es muy facil demostrar que el producto escalar del miembro derecho de

la Gltima ecuacién es idénticamente nulo.

Ejercicio 1.10.1. Demucstre que dado cualquier vector ¥ y cualquier matriz
2, como la que aparcce en la cc 1.6.4, el producto escalar r.Qr cs nulo. Re
ciprocamente, si r.{s se anula, necesariamente se tiene que s = or, donde a

es un escalar.

Dados dos cuerpos rigidos en movimiento, 44 existe un con
junto de puntos de ambos cuerpos para los cuales la velocidad relativa se
anule, ese conjunto es una recta y recibe el nombre de ''eje instantdneo de
rotacién de un cuerpo ¢on respecto al otro'. La condicidn necesaria y sufi
Ciente para la existencia de dicho cje puede verse en la ref 1.5. De la de

mostracion dada en esta referencia. se infiere aue si dos cuerpoas rigidns

D

stén animados de movimiento plano, el eje instantdnco de rotacidn siempre
existe y es normal al plano del movimiento. A la interseccidn del eje ins
tant4neo con el plano del movimiento se le conoce como '‘centro instantineo

de rotacidén de un cuerpco con respecto al otro".

Jeorema 1.10.2. (Aronhold-Kennedy). Dados dos cuerpos rigidos en movimien
to plano, con respecto a un observador fijo, los tres centros instanténeos

de rotacidén existentes son colineales.

acidn: Scain A y B dos cuerpus rigidos en movimiento plano con respec
to a un observador fijo en el plano del dibujo (fig 1.10.1). Scan LY g

los centros instanténeos de rotacidn de A y de B, respectivamente, con res
pecto al plano de dibujo. Ademis, sea, P el centro instantdneo de rotacifn

de B con respecto a A, es decir

v, = Qa3 =Qb (1.10.1)

Ahora multipliquense ambos miembros de la ec 1.10.1 escalarmente por b, ob

teniéndose asi

{

ol
L]
'
L]
o
bl
4l



donde, en virtud del ejercicio 1.9.1, el segundo miembro se anula. Es de

cir,

pero, en virtud del ejercicio 1.10.1;
a=ab

siendo a un escalar, por lo que 2 y b son paralelos; entonces, necesariamen
te 3 y b son linealmente dependientes, lo cual es equivalente a que P sea

colineal con Cp y Cg.

[
L d

AN

b ﬂB
Ca Cp
Fig 1.10.1 Movimiento nefativo de dos cuenpos nigidoes
1.11 Uso de ndmenos complefos en el andlisds def movimiento plano de fos
cuerpos nigdidos

Ya que, excepto la velocidad angular. todos los vectores aue
intervicnen en el analisis en consideracién estdn contenidos en el plano del
movimiento, el tercer componente de estos vectores se anula {excepto para la

velocidad angular, por supuesto), por lo que los vectores en cuestidn pueden

ser sustituidos con ventaja por nimeros complejos. El lector que no esté

muy familiarizado con el algebra de estos nimeros puede consultar la ref 1.6.

Supbngase que el plano del movimiento es el complejo. Entonces,
a cada punto del plano le corresponde un nimero complejo, y solo uno. En

seguida se demuestra algunos resultados fitiles.
Teorema 1.11.1. E1 efecto de multiplicar cualquier nimero complejo z; = rel?

por el nimero e'6 es girar z; un dngulo 8.

Demostracidn:

i
2; = e 2

o bien, desarrollando esta Gltima expresidn

z; = elfe'?® . rei(lp +0)

Del resultado anterior se observa que se puede evitar el uso de

las matrices para representar uma rotacidn, simplificando asi la notacifn.

Es claro que el desplazamiento del cuerpo rigido de la fig 1.11.1

puede representarse con nimeros complejos de la siguiente forma:

Fig 11.1 Desplazamiento de un cuerpo afgido



donde a; y bz son los n@meros complejos asociados a los puntos A, y B, del

plano complejo. Es claro que

zy = a; - b

Asi, la expresifn anterior para a: toma la forma

a, = b, + eie(al - b) (1.7.1a)

que es equivalente a la ec 1.7.1. La velocidad de A, v,, se obtiene enton

A’

ces derivando la ec 1.7.1a con respecto a t:

e,
VAT Vg + ife (a; by)

pero, de 1la ec 1.7.1a

-'6
3 - b =e V(ay - by)

Sustituyendo esta expresidn en el valor anterior de vpr S€ ob

tiene

Va" Vg + ié (a; - by) (1.7.4)

que es equivalente a la ec 1.7.4. Derivando ahora esta ecuacién con respec

to a t, se obtiene la aceleracibn de A:

a = a,+ l; (az - by) + |é (;z - l;z)

pero, de fa ec 1.7.1a

a - by = i8e'0 (a, - by) = i8(az - bs)

Sustituyendo este valor en la peniltima ecuacibn, se obtiene

a, = ag + i6az - b2} - 6 {az - b2) (1.7.7a)
que es equivalente a la ec 1.7.7

Ejercicio 1.11.1, En la ec 1.7.7a, identifique los ferminos que correspon

den a los componentes normal y tangencial de a Usando el 4lgebra de

A " %

los complejos, demuestre que la aceleracidén normal es perpendicular a v, - v

A

Para analizar el movimiento referido a sistemas coordenados auxi

liares, como en la sec 1.8, los nimeros complejos no son muy (itiles, sin em

bargo.

B
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2. ANALISIS DE MECANISMOS OON PARES INFLRIORES

INTRODUCCION

Un mecanismo es un acoplamiento de elementos que se utiliza
para trasmitir potencia o informacidn, o para realizar operaciones matemdti
cas. Notese que en el concepto anterior no interviene la idea de conversibdn
de energia, inherente a las miquinas. Asi, maquina y mecanismo son conceptos
diferentes, aun cuando estan relacionados por el hecho de que todo mecanis
mo ¢s un elemento de una maquina. La idea subyacente en el concepto de rie
vamsmo es la de transformacién del movimiento. La junta universal, por ejem
plo, vonvierte la velocidad uniforme de una flecha vertical en otra velocidad
owva magnitud cambia con el tiempo, y estd inclinada con respecto a la verti
vul.  Este meocanismo trasmite la potencia de un motor a una carga. También

wn efemplo de mecanismo ¢l regulador de Watt (fig 2.1.1).
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Fig 2.1.1 Regufador de Watl

La flecha fFF' (fig 2.1.1) gira a una velocidad proporcional
a la del arbol motor de una miquina de vapor cuya velocidad se desea regu
lar, es decir, se desea que el arbol motor de esta miquing no se desvie wna
cantidad apreciable de cierta velocidad nominal. Debido a la fuerza de iner
cia de las masas M, si la velocidad en consideracién sufre un cambio conside
rable, el angulo ® varia y, en consecuencia, también la distancia s. Estos
cambios son proporcionales a la abertura de una vilvula per la que se alimen
ta vapor a la miquina; de esta manera, los cambios en la velocidad nominal
son suprimidos. Este mecanismo, claramente, trasmite informacifn mis que po

tencia.

por Gltimo, se veri que ciertos mecanismos, como el diferencial
de un vehiculo, ejecutan operaciones matemdticas. Un diferencial ejecuta la
sustraccibén algebraica de las velocidades angulares de las dos secciones del

eje motor de un vehiculo (cuando este toma una curva ambas son diferentes)



2.1 Grado de Libentad de un mecanismo de eslfabones rlgidos
Pares inferiores

El grado de libertad de un acoplamiento de cuerpos rigidos
es el nimero minimo de variables que se requiere para especificar de manera
Gnica la configuracidn de este acoplamiento. El grado de libertad del meca
nismo de la fig 2.1.1, por ejemplo, es 1, pues una sola variable (6 o s, pe
ro no amhas) determina de manera (nica su configuracién. Los mecanismos de
computacidn que cjccutan operaciones binarias-suma, multiplicacién, por ejem

plo-tienen un grado de libertad doble (admiten dos entradas).

i1 grado de libertad de un cuerpo rigido sin restricciones es
sels, pues sc requieren tres coordenadas para especificar la posicidén de uno
de sus puntos y trcs dngulos para especificar su orientacidn. Si el cuerpo
rigido se restringe a movimiento plano, su grado de libertad es tres, pues
se requieren dos coordenadas para especificar la posicién de uno de sus pun

tos y un dngulo para especificar su orientacién.

En los mecanismos planos el acoplamiento entre dos
eslabones rfgidos elimina un doble grado de libertad del movi-
miento relativo entre ambos, dejando un grado de libertad sim-
ple (igual a 1) para el acoplamiento. Un eslab8n puede estar -~
acoplado a otros, pero el nmero mfnimo es dos; en este caso, el
eslab6n se llama binario, o de orden dos. Si est§& acoplado a --
tres, se llama ternario, o de orden tres, y as{ sucesivamente.
Cada acoplamiento puede ser un par de revolucién o prism&tico ~-
(ref 2.8). El1 par de revolucifn, representado por R, permite ro-
tacién de un eslab8n con respecto al otro, mientras que el pris-
mitico, representado por P, permite traslacifn de un eslab6n --

con respecto al otro, en una sola direccién.
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Entonces, cada par del mecanismo elimina un doble grado de liber
tad. Asf, si el mecanismo consta de n eslabones, el grado de li-
bertad del conjunto de eslabones antes del acoplamiento es --

3 (n - 1), pues uno de los eslabones (cualquiera) se congidera -
fijo al observador en cuestifn, ya que es de interés el movimien-~
to relativo de los eslabones del mecanismo con respecto a uno --
cualquiera de estos eslabones. Siendo a el ndmero total de pares,
resulta que el grado de libertad del mecanismo, ¢ , es

g =3(n-1)-2a (2.1.1)

donde

en que a, es el nimero de eslabones de orden j del mecanismo. La cc 2.1.1
J

recibe el nombre de #6xmufa de GrilbLen.

Ejercicio 2.1.1 Detemmine el grado de libertad de los siguientes mecanismos

la) {b)
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Considérese por ejemplo, el conjunto pistén-biela-cigiiefial
de una mAquina de combustién interna. En este caso, el mecamnismo se accio
na por medio del movimiento del pistén, que tiene un desplazamiento Lineaf,
que en la fig 2.2.1 se representa por s(t). Esta variable constituye la en
trada de este mecanismo. Por otra parte, el movimiento que se utiliza para

la locomocidn se toma directamente del cigiliefial 0A, cuyo movimiento estd de

terminado por el angulo 6(t), que constituye la salida de este mecanismo.

{e) (d) R

Fig 2.1.1 Mecanismos planos de eslabones nigidos

Todos los pares R de la fig 2.1 .1 son cinemiticamente

equivalentes, esto es, pueden estar fisicamente construidos de maneras muy
diferentes; por ejemplo, pueden ser rodamientos de bolas,rodamientos c6ni
cos, bujes, manguillos, etc, pero el acoplamiento entre los eslabones que
unen se realiza en todos los casos de la misma forma, es decir, mediante es o

. . N . i N & - R
las articulaciones un esiabon envueLve a otro. ksta caracteristica de cnvoln

cién define a la clase de pares 1lamada de pares inferiores, en contraposi
cidén con los acoplamientos que se estudiardn en el cap 4. Fig 2.2.1 ﬁflte/mamo plsthn-bieka-cigi de una mdq de combus 2 ifn

2.2 Andlisdis entrada-salida de Los mecanismos de esfabones nigidos F1 mecanismo mediante el cual se obtiene aire comprimido (de

. .. . R . miltiples aplicaciones en las industrias manufacturera y de la construccidn)
El movimiento del eslabdn mediante el cual se acciona un meca
. . . R o es esencialmente el mismo de la fig 2.2.1, con la variante de que este mecanis
nismo recibe el nombre de entrada del mecanismo. Por analogia, el movimiento
mo se acciona con el movimiento de la manivela 0A, que no es otra cosa que el
btiene el movimiento transformado

del eslahén mediante el cual se

B

r el me
. . . X movimiento giratorio del drbol motor de una miquina eléctrica o témica. En
canismo, recibe el nombre de safida del mecanismo. Una y otra son desplaza

. . este caso, la entrada del mecanismo es el angulo 8(t) y la salida la variable
mientos lineales o angulares.
s{t).

*Igual sucede con los pares P
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El andlisis de los mecanismos consiste, entre otras cosas,
en obtener una relacién fimcional entre 13 cntrada y la salida para un me
cundiamo dado. Otros tipos de andlisis se verdn en otras secciones de este

capitulo.

Resulta curioso que aun tratdndose de mecanismos sencillos,
como el mostrado en la fig 2.2.2. la relacién funcional epntyc la entiada
¢(t) y 1a salida ¢{(t) no es una funcibn explicita, sino implicita, de 1la

forma

Fle, ¥) = 0 (2.2.1)

Para obtener un conjunto de valores de ¥ para todos los valo

res de ¢, se recurre a varios medios: la solucién numérica (en computadora

digital) de 1la ec 2.2.1 para todos los valores deseados de ¥, o bien, al us

[=)

de simuladores analfgicos, en los que esa ecuacifnse simula con un diagrama
de alambrado en unacomputadora anilogica, o con simuladores analdgicos que
Tealican el diagrama de alambrado mediante subrutinas construidas en progra
mas para computadora digital. Un ejemplo de estos iltimos es el SAS (simula
dor anal6gico en series), creado por Enrique Chicurel, investigador del Ins

tituto de Ingenieria.

e

Fig 2.2.2 Mecanismo plano de cuatro eslabones

2-8

Para el analisis entrada-salida del mecanismos de la fig 2.2.2,
coldyuese el origen del planc complejo en el punto Ay llamese b, c, d a los
n(meros complejos que representan las coordenadas de los puntos B, Cy D, res

-

nectivamenta. Mic adn, 11&wcse f ¥y y a lus nmeros complejos

-
L}
n
)
T
5
4]
L]
+9
L}
]
%
;J
n

Se tiene entonces la siguiente disposicién de vectores (repre

sentaciones geometricas de los nimeros complejos en consideracién).

b v . )
) o L

Fig 2.1.3 Vectones asociados al mecanismo de fa §ig 2.2.2

Asi
b+ f+g=d (2.2.3)
donde
b = azeiw
f= a,eie (2.2.4)
i(r+6)
[+] €
d= a,eio
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La ec 2.2.3 toma entonces la forma

a,eiw + a,eIe + auei(" vo) a,eio (2.2.5)

donde a; es 1a longitud de la i-€&sima barra.

Despéjese el témino que contiene a 8, que es una variable que

no interesa en este anilisis:

i i
a,ele= aleio - a.‘ei(Tr +9) - aze v (2.2.63)
Tomando el complejo conjugado de ambos miembros de la ec 2.2.6a,

se tiene

aze 8. alei0 - ane_i(“ +9) - (2.2.6b)

-aze

Multiplicando miembro a miembro las ecs 2.2.6a y b, se llega a

-i(n + =i
a? = a? + a? + a2 - ajace i ®) - ayase v
3 [} 2
i(m o+ i(m+ ¢ - 1]
- a..ale‘(T 2 + ayaze ( ® 2 T 323,¢€
i -m -
+ asaye (w ¢) -

il
= a2 + a® + a? - 2a;a4Re [e"" * ¢)]
1 Y 2

- 2aazRe [eiw]+ Zaza“Re[e‘(n te- ¢)] =

= a2 + a? + a? - 2aja,cos{m + ¢) - 2a;azcos¥
1 2 4

+

2aza, cos (T + ¢ - )

Ast,

2
a, = a: + a: + a: + 2a,a, cos$ - 2a;a; cos

- 2azas cos (& - ¢).

Llamando

a* - a* - 23> -2
3 1 2 4 a a;
Ky, — = ky, — = 2.
Tazo. Kis 27 20 5o = K (2.2.6¢)

la Giltima ecuacidn se convierte en

Ky -~ Kz cos ¢ + Ky cos Y + cos {¢o ~¢) =0 (2.2.7)

yue es la llamada ecuacéén de Freudenstein (ref 2.1)

La ec 2.2.7 define una funcién implicita de ¢, y es de la for

ma de la

[+
(8]

ida, ¢, en iéminos de ia entrada, ¥, se puede ob
tener de ia ec 2.2.7 despejando cos ¢. Esto sc consigue desarrollando el tér
mino cos (¢ - ) y sustituyendo sen ¢ por /q-- cos’¢ , lo cual conduce a una
ecuacidén cuadriitica en cos ¢ que, cuando se resuelve sustituyendo cn ella los
valores de y: 0 < ¢ < 2w, y se invierte el valor resultante (es decir, se ob
tiene el Angulo cuvo coseno cs ¢), se llega a los valores deseados de la sa
lida, 4. [Lste proceso en realidad no es muy eficiente, pues requiere la solu

cifn de una ecuscidn cuadrdtica para cada valor de ¢ comprendido en el inter
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) . . En la misma figura, para el valor dado de ¥, existen dos valc
valo de interés, lo cual es claro que tiene que hacerse en una computadora -
L . iaa PR . . . . res de ¢ ¢ §1 Y ¢2, correspondientes a las dos configuraciones, ABCD y ABC'D,
digital, introduci®ndose asi, inevitahlemente, cierto error dv redondeo. Ya
) . L conjugadas. En ese programa todas las iteraciones de Newton-Raphson, para
que el resultado obtenido estd afectado por uvsc crror, parece preferible ob
. o . L wi conjunto de valores de y comprendidos entre 0 y 2m, se inician con el mis
tener la salida, ¢, numéricamente 2 partir dc 1la eo 2.2.7, calculando el va =
) B mo valor. Fn estas condiciones, existe el peligro de yue el programa comien
lor de ¢ que corresponde a cada valor dc i, por medio de algiin método numé v “ prog -
. . » . . ce a obtener una configuracion y termine obteniendo la conjugada. Esta situa
rico para la solucién de una ecuacidn algebraica no lineal, comc lo proponen -

) cién se evita en la subrutina SALIDA, elaborada por Cand
James, Smith y Wolford (ref 2.2), que proscntan wi programa en Fortran IV °

- En la fig 2.2.5 se presenta dicha subrutina; en la tabla 2.2.1 y

por ¢l mEtodo de Newton-Kaphson, resuclven una ecuacibn algebraica

no lineal. en la fig 2.2.7 se muestran los resultados, numéricos y griaficos,

del anilicic cincadiico de un mecanismo de barras articuladas con

Una desventaja que tieme el pragrame 4o 105 auivce. “enclona o
las siguientes dimensiones:

dos es la siguiente: Dado que la ecuacién de Freudenstein se puede transfor
mar en una ccuacidn cuadritica en cos ¢ (iCompruéhelc!), para cada valor de a; = 0.200 a, = 0.080 ay = 0.200 a, = 0.240
¥ hay dos valores de ¢ que la satis{acen. A esos dos valores de ¢ correspon

. . . . En la subrutina SALIDA se emplea otra, la DYDX, que aparece en
den dos configuraciones diferentes del mecanismo, llamadas conjugadas (fig 2.2.4).

la fig 2.2.6, y que calcula numéricamente la derivada de una funcidn periddi
ca. (on esta subrutina se calcularon la velocidad y la aceleraci6én del es

C labén de salida.

8
/r\—//d\ Ejercicio 2.2.1. Por el método de Newton-Raphson obtenga la salida ¢(t) a

\ $2
v \ ﬁﬁﬁ intervalos de Ay = 0.01, cuando y(t) = t, para las siguientes longitudes de
\ .
- D

las barras
\ L
\\ ,// al a, = a3 =2a; = a, =1
P
\06, b) ay = a; =ay; =1, a, =2

Fig 2.2.4 Configuraciones conjugadas de un mecanismo plano de cug
trwo eslabones
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Bl SIS PROGRAYMNA TTER Eor wrie Y CTLRUvisBIRo e Al EL M arRObIE
INERACTUNES MELCIEHT RS Phgd LeBUAr A Ld CUlVERGEHCTIA, DESPULS LE
CRUM Wt g CALG G Bm DE BT wf aee,, (AL CallaDy T SPElT (85 ELIVAL GIR
SUr Uk ST G i TCY Ak, = ARE e SAGHTENTE 1T e AL
OifeGF La LA YOLGSTRAL Atesa” UL L valfl: D6 SALTLA 4
B BRI ET BHES UG T e D L DTN o NGO IR SET CALECULA
A PR TR GE Pt kR SEL LS ATwou s Syl DT TN G e
ACLIPAC2)oAC3) s nCads SUil i wlhuiTUeth Lb LUS LSLABULNES
1 CgREl ESLABGH aiTd 1e
2 FRPEL ESLABRE o E EETRAD .0
3 Egjel EsCABu 5 CGRL Aol
4 ES EL ESLABEM ot SALIUA,
EL PEIGEANA FutLIeha ST La bBhrbka wCLELALUKRA GIRA 360 GRALUS.
€t CASE CLbtiTPARLIL, MaMLa ¢l MeilaJbL Y PAlAe
PSI=ANGULY DE FLTLADA .
FHISANMGULU CE SALIUAS
LuS PESULTADCS ow IMPRINENL CALA L=LECINMAS LE GWRALG
La RESPUESTA CYLCPATICH LE€ CALCULA CsnlA LLCIMA LE GRAGUS
FEs £S un VECTUR Gl IniICa LA RELACIun ENTRE LAS MAGHITUDES bLE LUS
ESLARGLES. SUS CutPINELTES SUW CAiuTihi . TES.
tie LS Uil BUMFRO CALD Pk (L LLUARLG WLl 1GDICA CUANTAS DLCIMAS UE
GRALU St £SCRICILAN L0OS R SULTADLS
M, ES EL HUMERD ©C QATCES LE PHI PARA LA GAKRA ACUPLADORA EN UN
CICLU CUMPLETU LL ESTaA.
DELTA» ZORRESFOnLt & 0kA GECINA LB GhALD UE ENTRACA LN LA CARRA DUS
Y LS EL VAELDR AKLITRARIL ILICIAL PAka CALA ITCRACIUM.
FL VALGR IMICTAC OE PHI Ppala LAS ITeihCIu;ks SIGUILHTES A PHIC1) L$
LA 'RATZ' CALCULALA UF BRI ANTERIURHLHLTE.

F=FPLJs ES EL hoitEE N La FUGCILHL be FRLLUENSTLIL PARA EL MECAKISHMU

D@ QWATRU ESERRECNES .
OFeOFREU» ES LA wURIVADA bt Lo FULCIu, DE FREULELSTEIN CGN RESFECTO
ATIPIAL o

DINCiST2N A(5)»H(3)

DIMENSTOL CHEGWAC30L) AL nC301)0aTLRC301)2PIHIC361)

CUNLICICHES PARS CUE La SalRA CULLUCTURA GWIRE 3CCGRALYS.
a=f(3)4AC4)

TFCACLI=ACL)) 22103

JHEL=CAC1)=r(2))) haurb

11 CAC3I=ACL)) LrSea

THCL=CAC2)~0n(1))) hraab

HPITL(3,601)

GAILL BT

S w e

CALCULL GL LUS FParAMETECS DL Li LULKOLTINA SALIDA.
5 RCII=CACII* A (3)=AC ) wACLI=n(2)en(2)=nCu)*AC4)) /(2. %A(2)%A(4))
R(Z)=AC1Y/1(2)
R(3I=AC1)/a(4)
PI=4 «ATANCLLU)
CISPI=2e#P)
QELTA=FT/ e,

CICLL ITEKATIVU obE NEUTCL=RAPHSONS
Fig 2.2.5 Listado de £a Subrutina SALIDA

oocaoao

OO0

9
10

11

(0 20 K31,

ITER(K)=0

TFSE=1) Tabs?
PHIVISPHIR)

G0 TO 8

PHIVISPHI (K=1)
F=FREU(R,PSI,PHIVI)
DF=DFREULR,PST,PHIVI)
PHItK)=PHIVI=F/DF

IF CABSTPHI (k) =FHIVI)=EPSIL) 12,12,9
PHLV]=PHL (K)
IF(ITERCK)=MAX) 10,10,11
ITERUK)ISITERUK) +1

GO TO A :
ARITE(3,602)

CALL EXIT

EN LA SIGUIENTE PROPDSICION LA RUTINA DE BIBLJOJECA #ODULO SE

St LLAMA pPARA !TIRAR? EL WUMERO DE VUELTAS QUE SEA MULTIPLC DE DOSPI
Y DLJAR SOLO EL PESIDUO,

SI CL RESINDUO LLEGARA A SER NEGATIVO LE SUMAMOS DOSPI PARA TENER

El, ANGULD MEDIDO EM SENTIDO HORARIO,

12

13
14
145
20

PHI(K)=AM0D(PHI(K),DOSPT)
IFLPHITK)) 13,14,14
PHI(K2=PHI(K?+DOSPI
IF(PSI=NDOSPT) 15,20,20
PSI=PST+DELTA

CONTIMNUE

CALCULO DE LA VELOCIDAD ANGULAR OMEGA EN R,P.lia

CALL OYDX(DELTA,PHI,OMEGA,H,OMEGR)

CALCULD DE LA ACELFRACIOMN ANGULAR ALFA EM R,P.M./SEG

P=0MEGR/60,
CalL DYUX(DELTA,OMEGA,ALFA,N,P)

601 FORMAT(45X,2LA BARRA CONDUCTORA NO GIRA 360 GRADOS?)
602 FORMAT(///50X,20E-ASTADAS ITERACIONECS?2//)
RETURN

Fig 2.2.5 (CONTINUACION)
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SUHRNUTTE DYDXILFLTAr Y. OY . N.P)

£STA BUBRNUTT A CALCULA LA PERTVANA OF LA FUMCING PERIGNICA Yo
EN UN PFRTNDN.POR SFGUNNAS NINERFAMCTAS CENTRALES LA JERTyADA
CALCULADA ES Dy.P_FS U1y PALAYETRO yTIr PaRA EL nSUARIO,
1EHSI0N Y{Shoi),Dv(S3601)

EL LR}

30 spn tmY,r

1hZeie

TPleret

Li=ral

1L281=2

F(1e?) S, 1000

1 2=y

(4 BT

Ge Yo 90

L2s'.=1

CrLYgryF

IF(UTaM)BY, {7 o

Ives

LT Y~ QN

1Poms

1"1e> .
CY(TIR(-YIIP2Y 4 ovIIP1 Yl ov(Ti1)e¥(TL2))
DY{TISPeny (1) 212, anE1 TA)

BETUNN

Fig 2.2.6 Listado de la Subrutina DYDX
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de un mecanismo plaro RRRR




AC1)
0,200000

PSI
0000000

ITER

N NP == NN W

o5

[V SR Ul VI ¥}

[\

DU AU e b e = ORI U

[

Py BBy

TABLA 2.2.1.

LONGITUDES DE LAS BARRAS

A(2)

AC3)

ACH)

0.,08p000 0,200000 0,240000

PARAMETROS DEL PROGRANA

PHI

EPSIL

1.570790  0,000001

PSI
(GRADOS)

0,
L100000E+02
L200000E+02
«300000E+02
JAGDOOUF +02
SHON0NIE+N2
JON0ND0E+HR
LT0n0ugF+0R
SAGOUOOE+D2
LF00000F+02
<TUVOVVE O]
¢ 110Q00E+0 S
J120000F+03
JI30UNYE #03
GI1UODUNE+DS
P AYIRVESRTY S XTI )
JAHDRNDE+NT
JATHDVIE + 01 4
J1BNGAOOE +13
GJ10DDOE +03
L2000 408
B WA RCA PRV 3K XTh S
SPCODGGE 03
R T R e S
R UBTTTR XK
J2HUNHNE 403
CCHNUDGE +03
JAINONOE +G 3
SOHNUNYE $03
S2HNUNOE $11 3
S dL0au L +03
J31GCHGE+0 S
G 3UDLOE+ENT
L350G000F 03
o Saliai) e €0
RN B
JAhnneaL 0y

OMEGR
200,

P
(GRADUS)

J125749E¢05
J117153F+03
.111220F+03
«106560E+03
o 1l03UdYE+03
CI101847E+03
<101584F+03
J102415E+03
«104103E+03
JI06UULE+NS
J109250F +03
«1123976+4038
115749 +03
+119209¢ +03
. 122692E+03
L1261P0F+03
SNBSS FOS
«132617€+03
. 139585¢ +03
L138323E+03
JAI4080AFE+03
JAu302ap.+03
LB AF +0 ]
Jlabanal +03
J1al9%8F+03
148989k +0 3
19695 +03
JIHNUTE 403
Rl SIS NS
J1aQulanr+}d
J1ABL1E+05
Jlubulufp+ns
JAudl2dl +03
o LE@GHHAES 03
RS RIS NIEY
SalliANlZ 29/ N
JA237U0F 2003

[ MAX 5
3In1 10 10
OMEGA
(€5 groor( e PO |

~,600000F 403
=, 975064E403
- AB3409E 403
~.351448F+03
=.210119t+03
-, 802188L+02
. 292218E +02
s 116679H+03
L 134038 +03
223U202L 03
J2TN023E 403
223942 +0 3
L307938E+07%
< 313605k 403
. 3122456403
304969 +03
.292764F+03
2TOSUIE+03
.P5T143F+03
«235338E+03
.21178BF+03
J1870056+03
J101320F 403
J1348448 403
JAuT7446F vl
JIBT203E+062
L47954dE+0p
L140742E+02
=, 2dU429ar+02
-.,695827€C+02
=, 123959k +05
=, 190477E403
=, 271550403
-, 36AT73E+N3
-, d6BU1RE+0 3
-, 556354E+03
=, 600000F+03

* RRRR significa cuatro articulaciones o pares de revolucidn

2517

RESPUESTA CINEMATICA DE UN MECANISM) PLANO RRRR:*

ALF A

(RePoeMy)/S5EGS

-,100222E+04
.9525822¢ +04
<100822E+0%
<121350E+05
. 1185976 +05
.103485E +05
LB44919¢ +04
L601591E+04
500720t 404
L 305662C+04
.25356uk+04
< 160399 +0u
.B2USOSE+03
L167999E 403

-, 58%975E+03

=, B50624E403

=, 123415 +04

=, 150252L 404

=,178088E +04

=,195753t +04

-, 208312E+04

=, 217194k +04

=, 224136E+04
=,251129¢+04
=, 240383E+04
=,2543bbE+04
=,215970E+04

=, 308530404

~,356 188k +04

=, 4236488 +040
=.51%293k +04

-, 651836F+04

=, 16178/€+04

- BoU4TBIt +04

= HH3484E +0a

=,611015 404

=,100222L +04
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c) ay=a3=1,a, =2, a,=3

d) ay =2, a,=a3=a,=1

e) ay=a;=a, =1, a; =2
¢{Qué observa usted en sus resultados?

Ejercicio 2.2.2. Obtenga una relacién entrada-salida, semejante a la ec 2427,

para los siguientes mecanismos.

Fig 2.2.8 Mecanismos planos que contienen un "par prismético"

2.3 Uso de simubadones anallgicos en el anflisis de mecanismos

Una alternativa para resolver la ecuacién de Freudenstein*
para obtener la relacién entrada-salida es utilizando simuladores analdgicos.
Para tener idea de lo que es un simulador, es necesario introducir un concep
to preliminar, el de sistema. La palabra sistema tiene diferentes significa
dos. Cada persona usa esta palabra para referirse a distintos objetos, pero
lo que aqui se quiere dar a éntender por sistema es la idea de Shigley (ref.

2.4): "una combinacién de elementos, algunos de ellos muy elusivos (como los

* 0 cualquier otra ecuacién semejante, como las que surgen del ejercicio 2.2.2.
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canales de commicacién}, arreglados de manera especifica en forma tal que

diferentes excitaciones o perturbaciones provocan respuestas determinadas.''*

La simulacién, come lo spunta Shigley, se refiere a dos sis
temas -uno real y un modelo de &1-, donde por sistema real ha de entender
se algo que exista ffsicamente, por ejemplo, uma migquina de combustion inter
na o una refinerfa de petrbleo. Fl modelo al que se hace mencién pucde
ser diferentes cosas, ya sea otro mdélo ffsico (por ejammlo im civTuitv
electrfnico) o un sistema de ecuaciones (algebraicas, diferenciales ordina
rias, diferenciales parciales, etc). En este segundo caso se trata de un
modelo matemitico. Lae cimulzdercs auumidgicos consisten en un modelo elec
trénico cuya operacin esti descrita por las mismas ecuaciones que el siste
ma real, y los elementos que los componen son amplificadores, resistencias,
condensadcres y bobinas, cuya interconcxién se efectia por medio de un table

ro, con su alambrado correspondiente.

Un dispositivo como el descrito en el pirrzfo anterior se co
noce también con el nombre de computadora analfgica, porque realiza operacio
nes de computacidon por medio de analogfas fisicas. Otro tipo de simulador
analfzics 5 aquel que tunciona formalmente de manera idéntica a la computa
dora analbgica, pero intemamente se diferencia de esta cn que las operacio
nes las realiza no por analogias fisicas, sino por medio de computacibn digi
tal, En la UNAM existe el SAS (refs 2.5 y 2.6), que es el usado en estas

notas.

Este simulador comprende las ventajas de la computadora anal§
gica y de la digital, pues, ademfis de que no se requiere tener conocimientos

de programacién ni de métodos muméricos para su uso, realiza las operaciones

* Desde luego esta definicién no comprende a ciertos sistemas como los esto
cSsticos. -
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con la rapidez de una computadora digital.
Para resolver la ecuzcién de Freudestein en el SAS II, deri
vense sus dos miembros con respecto a t, obteniendo:

X;.sen § + sen (§ - 0} .

¢ = K2 sen ¢ + sen (¢ - o} ¥ {2.3.1)

cuyo diagrama de alambrado para similacifn amalfgica €5 el de la fig z2.3.1.

o

Fig 1.3.1 Realizacin analégica de la ec 2.3.1

Nétese que este diagrama requiere la especificacifn del valor

inicial ¢, €l cual se obtiene haciendo ¢ = 0 en la ec 2.2.7, es decir
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X MECANISHD DE CUATRQ BARRASS
ALANBRADD —————— ————————
TTRURVET L2144 L 30 I 3 IR & AT Y TNYT ¥ AT Y INT® 112
e 9 v 1] (3 L 0
12 SEN 22 0 0 ° 4 0 :
2 23 L2 4 0 14 T '(1), rpm
24 SEN 23 0 0 ° 0 0 0 #a),rp _
v <LK 12 v v v L. 2 v v -
9 puT 5 0 0 ° 0 o 0 0.209 P~. ${1),en grados =
g ——— 12 14 0 o 1 14 o N, P
19 POT 24 0 0 0 0 0 0 \ L /
154 SuM 10— 10" 0 0 14 - N - —— P
17 ) 10 19 0 0 ] [ (] - P / \
4 'L 3 1 54 114 L4 0 ) 04 1Y 0.514 e - e
23 INT z 0 ] ° 0 0 [} 4“8 , P D S . o
23 oIf 20 14 -4 o 0 o0 —= 27T 1
20 PuT ’ 0 0 ° 0 0 0 \ we v i !
2t POt ? o o [ [ 0 0 ,
\ /
—_— \\ /I 9
_ -0.172 - #"(1), rpm /seg
—BLoeuE- My —————PaTOs - - ———
L)
————y—————— 4300000000 Qa
1Y) 0450000000 .
e —————————0.8000p0c0 - oo t °
23 0.82303369 b)
0410471976 — P
2 57429577951
a}
PARAMETRAS Of CUnTRoL
Line &
CONVE® 1.,00000000
0,00000000
INVALD® 0001743329
NOINVALDs 1
NOINCRE® 260
WAGNITUD DEL INCREMENTQ® 0401745329

—toOUE———R-E SV LT AD O~ mm— s e e e X , i i
NuMe COEFs NUMERICC GRAFICC ESCALA ESCTIE P..NYODS Fig 2.3.3 Cunvas de desplazamiento, velocidad y aceleraciSn angulares de

————— — - un mecanismo de cuatro esalabones

23 0 1 1 1 0 1
20 ) | R T B 2 I
25 ] 1 1 3 0 1

Fig 2.3.2 Prognama SAS !l que {mplementa el diagrama de La §ig 2.3.1
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En la fig 2.3.2 se muestra el programa SAS II que analiza el

mecanismo para el cual

a, = 1.00 a; = 2.00 ay = 1.500 y a, = 2.00

En la fig 2.3.3 aparecen el mecanismo y las curvas de despla

zamiento, velocidad y aceleracién angulares que se obtuvieron con el SAS II.
2.4 Trayectorias de Los puntos de La barra acopladora

En el mecanismo de cuatva berrse 4o 13 {ig 2.2.Z, 1a barra 2,
con lacual se acciona el mecanismo, recibe el nombre de barra motriz o con
ductora, mientras que la barra 4, que es de la cual se toma la salida, reci
be el nombre de barra movida o conducida. La barra 3, que acopla la conduc
tora con la conducida, por razones obvias recibe el nombre de barra acoplado

ra.

En miltiples aplicaciones, no es el movimiento mismo de la ba
rra conducida lo que interesa, sino el de la barra acopladora. Por ejemplo, er
al mecanismo de sels eslabones de la Fig 2.4.1, donde el es-
labén conductor 2 acciona al eslabdn 6 a través del movimien-
to del punto P del eslab8n 3. Si se desea que el eslabfn 6 -
tenga un intervalo finito de reposo (el tiempo que tarda un
obreroc en quitar una pieza manufacturada de una mfquina y -
poner una nueva por manufacturar, por ejemplo), es necesario
que el punto P describa una trayectoria que contenga un arco
de cfrculo pues, al recorrer P esa seccién de su trayectoria,
el punto Q permanecerS quieto y, en consecuencia, también el

eslabdn 6.
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Fig 2.4.1

Mecanismo de seis eslabones articulados

Fig 2.4.2

Locatizacibn de un punto de £a bara acopladora



Haciendo referencia a la ec 2.2.5, desp€jese en ella el témmi
no que contiene a ¢ (la salida, que ahora no interesa) y escribase la ecua
cibén que resulta al tomar el complejo conjugado de ambos miembros de la

ec 2.2.5, obteniéndosé:

ael T+ O} 0 W 18 (2.4.1a)

a..e-i(" + ¢) io -iy i0

= a,e - aze - aje’ {2.4.1b)

Multipliquense ambas ecuaciones miewbro a miembro, y redizca

se la ecuaci6n resultante en la forma que se hizo con la ecuacién de Freudenstein,

obteniéndose:
Ly #+ Lp cos ¢ + Ly cos 8 ~ cos (¢ - 8) =0 (2.4.2)
donde
32‘32'32‘62 a) a)
Ll-—‘l—-Li;;f——l,Lz--;,L;-; (2.4.2a)

Obsérvese que 1la ec 2.4.2 es formalmente idéntica a la de
Freudenstein;, por tanto, todo lo que se dijo referente a esta, se aplica a la
ec 2.4.2. Ahora bien, supbngase que se desea obtener la trayectoria del pun

to P de la barra acopladora del mecanismo de la fig 2.4.2.
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Llamando p al nimero complejo cuyos componentes son idénticos

a las coordenadas de P, se tiene

peb+r (2.4.3)
donde
b= azew (2.4.4a)
ra frief (@ * 8 (2.4.4b)
Asi, de la ec 2.4.3
i(e + eo)

p=azeVs [rle (2.4.5)

donde a». !rl ¥ 8, <on constantos 5 § se ubiiene de 1a ec 2.4.2. Notese que
la velocidad y la aceleracidn del punto P se pueden obtener derivando ambos

miembros de la ec 2.4.5.

Con las trayectorias de diferentes puntos de la barra acopla
dora para diferentes mecanismos, Hrones y Nelson (ref 2.8) han construido un
atlas, mediante el cual el disefio de'mécanism;)s se reduce a una simple selec
cibn de aquel que contenga el punto cuya trayectoria satisface mejor la necc
sidad del disefiador. Sin embargo, en esta seccién se presenta un método ra

cional de anfilisis de un mecanismo, sin tener que recurrir al atlas citado.

La subrutina CURVAS (fig 2.4.3), escrita también por el inge
niero Palacios (ref. 2.3}, es fitil para cktensr la trayectoria
de los puntos de la barra acopladora; en la tabla 2.4.1 y en la fig 2.4.4 se
presentan los resultados muméricos y gréficos del programa escrito para este

objeto.
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SURBRATTIME CURVASCAPPSTosTHFTAs HAXsEPSILL)ITERIXQsYUsRA il
VnnrlTl:fioFoRErh)
ESTA <uQRUTTNA Capc.LA LA TRAYECTORIA DE LOS PuUnTOS OE LA BARKA
ACneLANARA onR EL METIDU DE NFJ6NIN=RAPHSOWs APLICADN A LA ECUACION
DE FREUAENSTEUM. m
AC1I»8(2)s4¢3)0AC08) SOM LAS LANGITINES DE LOS ESLARGNES,
ACs) F§ LA wAGHMITUD uEL VECTOR GUE VA DEL PAR R QUE FORHAN
LAS Baanas A0S Y TRES,FURNA.IDN BETA GRADINS CON LA BARRA TRES?
MENTDN £N SENTINN CINTRARIN A LAS HANECILLAS DEL RELOJ.
1 FS FL ESLABNY FIJUJ,
2 £S FL ESLARAN OE EuTnAJA.
3 ps £ ESLABNM acN2LADLR
4 FS FL ESLABONY NE SaLlIpA.
EL PRNGRAMA FuicTayA ST La JAQRA CUNDUCTORA GIRA 360 GRADNS.
EN £ASN CANTRATINSYAUDA Un IEMSAJE Y PARAS
PST =aNgULN OE ENTRYDA
THETA ANGULA 0% SaLlDae
BETA =anN3MLO JUT FIRHA EL VERTOR OE MASMITUD A(S5) (0.4 LA BARKA
ACAPLANARA
THFTA  =ANAULY OyE FIRIIA LA RARRA ACCPLAUIRA Cod LA HOkIZonTaL
LOS RFSLTANDS SE TPRINEN CAnA o4 DECIMAS DE GRADO.
ITFR g M VECTOR Syl COWTIENE E1 HWUMERO DE ITERACIONES HECIIAS
PARA I'LLFGAR A CANA C,lVLRcE:CvA.
R F§ Yy VFCTNR AYE CUUTIENE La RELACIAIN ENTRE LAS MAG.UITUDES DE
LNs FeLABAINFGeSUS CAIPOHEYTES STV CUNSTANTES.
M €§ 1y NIMERQ NADI PU? EL JSHARIN WUE INUICA CADA CUAANTAS DECINAS
OE rRRANA SF ESCRIBIRAN LJS RESULTADOSS
% FS FL NUMERQ NAD) UE INCRENENTAS DELTAe
DEILT8 GNRRESPANNE A Yila OFCI4A IE GRAJD UE ENLTRADA E! LA BARRA
00‘.
XQ £S La ARAISA DEL PUITU 3 En UNTOADES DE LONGITUN.
Y3 E< 1.4 NopEVANA ICL PUNTO o EN_JUIDANES NE_LOMGITUD. _
EL VALN? TMTCIAL NE THETA °ARs LAS ITERACIJOMES SIGUIENTES A
THFTAC1Y FS EL VALD? CALCJLARD OF THETA ANTERIGRHEATE.
FerrfFy  FS L M0DMRRE DE LA FUNCIIN ULE FREUVVENSTEIN PARA EL
MECANTS 4N Nc CHATRY ESLABNIES.
DF=NFRCy €6 LA NERTVAUA UE LA FUYCIUN DE tREUDEUSTEIN Cun RESPECTO
A TUFTA,
NTuFuSTAY ACS)sTHETACIA21)ITERCI601)2X2€3691)2Yu(3602)2R(3)
c0uvaN PTY

19aTAaL 1 15L20L3
L1z2eFALSF e
L23,FPALSE
1.32,FALSF.

COMNIATANES PaCA QU LA 3arcA COMDUCTARA GIRE 360 GiiAUJSe
rr(ato).n7.A(|).*1».(«(1)¢a(w)).,T.(A(x)-a(’)))Lx’.ruJC.
TFCAC2)eAToAC1) 20U CACII*aC8))ouTo(AC2)=2C1)))L L= THUE
TECCACII+aC8)) 45T CaC1)+a(2)))) 3= TRIE,
TFCCL1eN2eL2)6AN) (L) 51 TR 1
TFCAC1)eFP0s8C2) 0l eal3)eE24AC4))3C TU
4RTTe(40401)

AeLL FEYTY

Fig 2.4.3 Listado de £a Subrutina CURVAS

o

OO0

[z Ne Ne Nel

6 CaLentn nE LnS PARAYETRUS NE FSTA SUBRUTINA,

REY1Ia=C(a(4)*a(8)=AC1)aa(11=AC2)*AC2)=AC3)0A(2))/
* (2,+0(2)¢A(3)))

R(2)=4C1)/4(2)

R(3)==(AC1)/A(3))

PI=za,0eATANC1.40)

n0soT=2,4PI

NELTA=RT/1800¢

CICLD TTERATIVN NE NEWTUN=RAPQSTIV.
N0 8 K=1,N
1TFa(x)=0
IFCxeEQs 1 )THETAVITHET A (K)
TFCeeNES 1 THETAVETHETA(K=1)

2 FaCEY(RsPST,THETAY)

a

601
602

nNF=nFREV(RIPSI»THETAV)
THETACKIZTHETAV=F/0F
]r(ABs(T“ETA(K)'THETAV)'EPJIL)3-3:0
IFCABSCRTY*RE2)*CISCTHETACK) I +R(3)eCAS(PST)+
* CASCPST=THRTACK) ) )=CPRILI7sT724
THETAVETHETA(K)
IFCTITER(K)=42AX)505,,
ITF2(K)aTITERCK )+
6N 0 2
JRITEC65602)
caLL EXIT
EN LA STGUTFENTE PRAPGSICINY Ly RUTINA DE BIALINTECA ¥9duLd SE
LLaMA PaRA EYITAR ANGULUS 4AYARES LE J60 GRADGS.
ST FL arSINun LLEGARA A 3E? HUEGATIVO SE LU SUni DUSPI ParA TEWER
UN aNgiLn PASITIVI,
THETACX)=A 4 10T HETA (K0 008001 )
IFCTHETACK)*LTsuo) THFETACKI=THETA(K)+DISPI

CAILCULY nE 1AS CANRNENHANAS aEr PUNTU G CUl NRIGEN €u LA unloll OE

LA 38qRa FTIA ¥ LA A0iIvELACEl EJE WIRIZOWTAL HACIA LA LCRLCHA Y

EL FJr vERTTCAL HACIA ARRINA £ PUSITIVuS,.
XACe)2AC2)CySCIPSTI+AC5)*cUSCTHETACK) #3ETA)
¥ACie)aA(2)aSTCPSTI+ACS) «STHCTHETACK)+3ETA)

PST2pSI+NELTA
CANTTINIF
FARMATCASX, 'LA 3ARRA CouoUerTuRa ul GIRA 360 GRANLS')
FORUATE//7/75)%s *IEHASTANAS ITERACIONES'//)
RETIRN
ENn

Fig 2.4.3 Listado de La submutina CURVAS (CONTINUACION)



TABLA 2.4.1 TRAYECTORIA DE UN PUNTO DE LA BARRA ACOPLADORA DE UN MECA
NISMO PLANO R-R-R-R

LONSITJIOES OF LAS UGARRAS

aC1)
04209090

RS
3000900

ITER

o bl B b b e b h e bbb D b b e bbb s Kb B b b b 0 b b b bt b el e bk = b b e \)

a2y
NeNANOND

AC3)

0290500

8C4)
00249002

2ARAMETRS DLL 920/RAYA

THFETA
14579720

pSY
f4RANNS)

0.
«100009g 492
A’jﬁﬂﬁﬂ[’O?
¢ 37000AF +02
28410000 F 402
«52000°F+02
«AANNNAE+H2
«TANDNNE+N2
«803009F 402
+919000F +02
«17909%E+23
«11000NE+03
«1200NDAE+D3
«137009F+03
«18900nF+03
«157009F+03
«14N0NAF+93
«17900nF+03
«18900NF+N3
«199907E+03
e 20N0NAE+93
2210099F+93
0290001 E+03
«23INNNNE+I3
«240000F 403
+259000FE+03
«240NNAF 403
«27000nF+03
«23N0NNNAF+93
«23N00NE+03
+310000E+13
+310000£4+03
+322000F+93
«31N00NE+93
+310000E+03
«3890N3F+N3
«34090NF+03

(o)

0enD0y01

7
3401

«938224E+92
«866499E+97
o 790502E+92
2 T18468E+02
2 5655060E+02
e 692295C+12
«550112C4)2
+527550E+)2
«503450L£492
JA36T1AE+D2
o B75424E4)2
«471399E+92
s 472590E+02
478161£402
«488322E+92
+50287qE+02
05213561E+02
«544508E+92
+571217E402
«60155AE+02
+635230E+02
e671361E+02
«711003E+n2
1 752132E+02
«798637E+02
«8378131E+02
+330340E+D2
«92274aE+)2
+962348C+02
299817E+02
«10233RE+03
+1050509E+)3
«108184AE+D3
«105378E+23
«103783aL+73
«997254€122
2933224E+02

00215600 0523500
HAX !
U I Ve )

3'(5) BLTA

XQ
CINIDADES
oC
LONGITYD)
“e1n0031E=n1
®e179203E"N01
«476852E=02
0250211£=01
«405966E=01
¢5055%0L*71
«349972€=01
¢5854T9E=01
¢500478E=01
e423597E=01
©322492C=N1
2208437E=01
o 7TS47U43E=N2
“e392031E=12
~¢195259€=91
“¢329179C"01
=e457822E=01
®e579350E=01
“e591738E"91
“e793713E=91
=e8842%9(=N1
=e962522E=N1
=.102733E+00y
=e107999E*Ny
“e111840E+0y
"e114392E40¢
~e115389E+70
“¢115125E+00
“e113547E+90
=e1106946E*0V
=e106592E400
=e101136E+0u
“e982918E=01
“e3543n6E=01
“e740172E%01
~e392079C=01
e #90031E=91

Y
(UwIUADER
DE .
LOWGITUY)
e179113F 400
2206587 +00
«231142F 420
2251008€+N0
0266028F 90
0 276532€ 400
«284360F+00
«289055€4+00
#271331F400
«291400E4+00
+269390F+00
2285409F +00
0 279574F +00
02720277400
02629417400
+252510F +00
0240950F +00
0228481F+00
«215328F+N0
«201707F +00
1873317400
«173906E+%0
«160143F 490
lue761F+00
«133997F 400
+122118¢+00
«111430F+%
«10229aF+00
«951195F =01
02082865 =01
«888137F=01
2910117F=N1
0 978407E=N1
«110106F+00
+126232F 400
«151929€+00
«179113F 400

Fig 2.4.4 Trayectoria de un punto de La barna acopladora de un mecanismo
plano de cuatro eslabones
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El mecanismo analizado es el mismo de 1la sec 2.2 y el punto De la ec

cuya trayectoria se obtuvo es el localizado a una distancia de 0.2156 (uni

. ¢ ,sen0+sen(W'¢)w
dades de longitud) de la articulacifn entre los eslahones 2 y 2, formando

su vector de posicién (con respecto a esa articulacifn) un dngulo de 30° con Llimese N al numerador del coeficiente de w De la fig 2.5.1:

la barra acopladora.
2.5 Sobre ta mouilidad de Los mecanismos de barras antlculadas 80 = b0 = Vo

En esta seccifn se presentan algunos resultados relativos a Asi, para 1a configuracién mostrada
las condiciones de movilidad de los mecanismos en estudio.

Ny = K3 sen Py - sen Oy
Teorema. La configuracifn de un mecanismo en que la barra acopladora esté

alineada con la barra conductora (conducida) corresponde a un valor minimo
{miximo) del &ngulo de salida (entrada).

Ademfis, de 1a misma figura

sen Op sen Yo

Demostracién o™
Considérese el mecanismo mostrado en 1la fig 2.5.1:
de donde
a,
sen 8, = —— sen Py = Ky sen Y,
L 1Y
y asi
Ny = 0
de donde
:N =0 q.e.d.

Fig 2.5.1 ComfiguraciSn de un mecanismo plano correspondiente a un valox
minimo del dngulo de salida
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Ejercicio 2.5.1. Demuestre el teorema anterior cambiando ''‘conducida' por

“'conductora’, "minimo" por 'maximo’ y ''salida por "entrada'.

Ahora se estudian las condiciones para que los eslabones de

entrada y de salida de un mecanismo RRRR giren una revolucidn completa.

Sea el mecanismo mostrado en la fig 2.5.2.

Fig 2.5.3 Congiguracin para ¢ = 0

En la fig 2.5.4 se representa la relacién 2.5.1 en el plano
a3 - a,, donde la zona achurada representa el conjunto de puntos en los que
se satisface dicha relacién.

4
aro
)
1

Fig 2.5.2 Mecanisme RRRR pfano a,-a
atas

N 929 93
- Suméngase qud ap > a;, y ay, > ap, entonces:

4) Para que ¢ adquiera el valor cero, se debe tener la configuracién

de la fig 2.5.3, en la que se observa la relacidn

Fig 2.5.4 Representacibn geométrnica de fLa relacién 7.5.1

a, + a) < a; + a;
4£] Para que ¢ adquiera el valor m debe ser posible la configuracién

bien
o b1 de la figura 2.5.5

a, < a3 + (a; -~ &) (2.5.1)
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A
/ \
/ K
4
g S—
!
Fig 2.5.5 Configuraciln para ¢ = m

De esa figura, se tiene la siguiente relacién:

ay < a; + (ay ~ ay)

o bien
a, > ay - (az - &) (2.5.2)

La relacién 2.5.2 se representa grificamente en la fig 2.5.6.

04

o +o,

-0,

Y

o, +0,

Fig 2.5.6 Representacifn geométrica de fa relacifn 2.5.2
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{44} Para que ¥ sca nulo debe ser posible la configuracién de la
figura 2.5.7
4 3
°--—I---—3 2
Fig 2.5.7 Configuracién para ¢ = 0
de la que
a; + a3, > az -~ 3,
o bien

au>-ar ¢ (a; - a;)

s

la cual se ilustra en la fig 2.5.8

Gq

o ta,

G92-9,

q tap

°z‘°?*{tku o3

Fig 2.5.8 Representacidn geométrnica de la nelacibn 2.5.3

()

W

-



vl Para que ¢ oadguiera el valor = debe ser posibic la conficura

Cion que scomuestra en la fig 2.5.9

Fig 2.5.9 Congiguracién para ¢ = -

De dicha figura
a; + a, < a. + A.

o bicn

a. > - a3 + (a; + ay)

que se representa praficamente en la fig 2.5.10

G4

02' Q

(2.5.4)

Fig 2.5.10 Representacibn geométrnica de ta relacién 2.5.4

Finalmente, la regidn en la que se satisfacen simultineamente
las relaciones2.5.1a 2.5.4 ¢s la interseccidn (fig 2.5.11) de las zonas achu

radas de las figs 2.5.4, 2.5.6, 2.5.8 v 2.5.10.

Q4

at g, N

’
93-G V

Condd Abn de movidiidad pana que fas barras de entrada y salida
ginen 360°, en el plang ay - a,

Otras condiciones de movilidad se pueden encontrar en la
ref 2.0,

Ejercicio 2.5.2. Demuestre que las configuraciones de las figs 2.5.5y 2.5.6

evitan que 9 = my ¥ = 0 sean estacionarias,

Sugerencia: Demuestre que, para estas conliguraciones, ¢l mmerador del coe

Iiciente de ¢ en 1a ec 2.5.1 no s¢ anula,
2.6 Andlisds guddicce de mecanismos con pores {nferdoncs

In esta seccidn es necesario recurrir a los siguientes tcore

mas que se basan en el cap 1@



Teorema 2.6.1. La velocidad de un punto A de un cuerpc rfgido, que gira
alrededor de un punto fijo 0, en movimiento plano, tiene una representacién

compleia tal quc estd dirigido a + sgn(e)',—' rad* del vector dirigido de 2 g
Demos tracibn:

De la seccidn 1.11 el vector de posicidn de un punto A de un cuerpo rigido

que gira alrededor de 0 es, después de un giro de + 6,
a = emal (2.6.1)

dande a,

¥ 8, 30n veuiores de posicibn del punto A en las configuraciones

original y desplazada, respectivamente (fig 2.6.1).

Derivando ambos miembros de 1a ec 2.6.1 con respecto a t:

a=v, - le'eale (2.6.2a)

¥
-
&
a
c
[¥]
23

[
[+
—~

[})
(-5
P
g

a e az

0
Fig 2.6.1 Rotacifn de un vecfor en movimiento plano

* +1, x>0
Sgn (x) =

-1, x<0

A
A
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Sustituyendo la ec 2.6.1 en la 2.6.2a
va " faUu = ef‘v',lzaze (2.6.3)
de donde
Yo ow
arg (VA) - arg (a;) = arg Fralalis

Ejercicio 2.6.1. Complete la demostracion del teorema 2.6.1.

Teorema 2.6.2. La accleracién nomes! de un punio A de un cuerpo rigido que
gira alrededor de un punto 0 es un vector paralelo a la lfnea OA y estd diri

gido de A a 0.
Demostracidn:
Derivese la ec 2.6.3 con respecto a t:

Q -a, = ivAG + {a,0 = - 3262 + {a,0 (2.6.4)

>

A

L2 acclcracion normal es el témino - a,0°,como ya se discu
tid en la sec 1.11, Este témino es el vector a, multiplicado por un real

negativo; asf se completa 1a demostracién de este teorema.

Corolario 2.6.1. La aceleracifn tangencial forma un dngulo de + sgn(e)-;"

con el vector que une los puntos 0 y A.
Ejercicio 2.6.2. Demuestre el corclario 2.6.1.

Teorema 2.6.3. Si A y 8 son dos puntos de un cuerpo rigido animado de una

velocidad angular é, la velocidad relativa de 8 con respecto a A estd orien



tada a + sgn (é); del vector AB.

Teorema 2.6.4. La aceleracidn normal relativa de B can respecto a A (donde

A y B son puntos de un cuerpo rigido) es um vector orientado de B a A.

Corolario 2.6.2. La aceleracifn nommal de B con respecto a A tiene una mag
nitud igual al segmento D de 1a fig 2.6.2, donde BC es el vector de veloci
dad de B con respecto a A. Evidentemente, la escala de aceleraci6n depende
de las escalas geomftrica y de velocidad.

Fig 2.6.1 Aceleracifn nommal nelativa entre dos puntos de un
mismo cushpe algdids

Ejercicio 2.6.3. Demuestre el corolario 2.6.2.

Teorema 2.6.5. La aceleraci6n tangencial de B con respecto a A es un vector
orientado a + sgn(e);- de 1a 11nea AB y tiene una magnitud de ||AB|[e.
Los teoremas 2.6.3 a 2.6.5 som consecuencia immediata de lo

expuesto en €l cap 1, por lo que sus demostraciones quedan como ejercicio.

Con estos antecedentes ya se puede proceder al anilisis grafi

co de mecanismos. Este método de anflisis se ilustra con un ejemplo.
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Ejemplo 2.6.1. Anfilisis cinemftico de un mecanismo de 4 barras articuladas.

tos.

-

Considérese el mecanismo de 1a fig 2.6.3 con 82, 82 como da

Determinense 8., 4.

Fig 2.6.3 Mecanismo plano de cuatro barras articuladas

£) Trécese VB a escala. La direccibn de este vector esti dada por

el tcorema 2.6.1.




44} Midase la proyeccitn de vy sobre BC. Esta es la proyeccién de

Vc sobre BC, seglin el teorema 1.101

ik} Como ¢ es un punto de la barra 4, 7‘__ es normal a CD. Tricese,
entonces, una perpendicular a €D y ll4mese E a su interseccifn
con iu 1fnea L. CTE es la velocidad de C.
Hv il

vy By ® 45— , L. T lonpltud ds s barra b
~e

Anfilisis de aceleracifn

v)

Fig 2.6.5 Deteominacibn de La aceleracibn mormal del punto 8

vi) Determinese ahora la aceleraci6n tangencial ;;, usando el teorema

2.6.5.

De la ec 1.7.7, por una parte

- - N -1
oy tata, {2.6.5)
y por otra
- =N -7 6
i =acta (2.6.6)
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vil) De los incises v y vi, detemminese ag.

c

S\
A& ‘ o D

Fig 2.6.6 Aceleracibn total def punto B

viii) Conociendo VB y VC' determinese —c/B Y, del teorema 2.6.4, de
temminese 2N

ST ic/s

Fig 7.6.7 Aceleracibn normal de C con respects a B

Hasta aqui se conocen los dos primeros té&minos de la ec 2.6.5.
Del tercer térmmino Gmicamente se sabe que es normal a ;:/a' por

lo que se conoce el lugar geométrico de la punta del vector ;:/B
(fig 2.6.8).



De EI se conoce su direccién (fig 2.6.9b), por 1o que se cono
ce el lugar geamétrico de la punta del vector a.. Superponiendo las figs 2.6.8

[ 4
y 2.6.9b de manera que coincidan los puntos 0, se obtiene la punta de ;c como
la interseccifn de ambos lugares geométricos (pumto P)
Fig 2.6.8 Lugar geométrico del extremo del vector de aceleracibn del
punto C
ix) Ahora, del teorema 2.6.4, determinese el primer término del miem
bro derecho de 1a ec 2.6.6. Fig 2.6.10 Aceleracibn total del punto ¢
x} De la fig 2.6.10 midase Sz y determinese |6,] como
-T
- lagll
j6.] =
L4
o - El signo de 6. se determina por inspeccién, como en el caso de E‘)...
Cl.N // En este ejemplo, 6, resulta positiva.
c 7~
~
Ejemplo 2.6.2. Anflisis cinemitico de un mecanismo de 6 barras articuladas.
-~
// 1.9.de 8¢ Considérese el mecanismo de la fig 2.6.11, de barras articu

e
ladas. Aplicindole la ecuacifn de Grilbbler, se obtimne que este meca-

Fig 2.6.9 Detenminacién de la aceleraciSn nommal del punto ¢ nismo es de libertad igual a uno. Obté&nganse la velocidad

y la aceleracifn de la corredera 6, en términos de g, Y az-



Dotos .

Wy . 9
Incdgnitas :

Vg . 04

Fig 2.6.11 Mecanismo de seis eslabones articulados

Algoritmo:

<] Con w; conocida, deteminese 7”, o sea 1a velocidad del punto 8
de la rueda (fig 2.6.12).

Fig 2.6.13 Lugugewtm::odelave.uu
dad del punto 8 def cuerpo 4

Fig 2.6.12 Vekoeidad del punto B del
cuerpo 2

c-a0
i) Sabiendo que c:'es A, se conoce la direccidén de 752, que es la
velocidad de 8 como pumto de la manivela 4 ; dicha velocidad es
perpendicular a la linea AB (fig 2.6.13}.

L) La velocidad relativa de B2 con respecto a Bd es paralela a la

linea AB, es decir, a la guia de la manivela 4; pero

= Va2~ vﬂZ/Bl (2.6.7)

Vo, =y

B4 " oz * Vbase2

Tricese, entonces, paralelamente a AB. la direceifn dc "az/u

/

’

/

/ﬁ Y@a/84

/ B
/€

/ /
Vaama ¥a

Fig 2.6.14 Velocidad xelativa. de B2 con respecto a 84

(fig 2.6.14).

l!-

Como se debe satisfacer la ec 2.6.7, es claro que el vector 7“

estd dirigido de 8 a P (fig 2.6.14).

v} (bnocmndov“. tréicese v , deteminando HvDH por trifngulos se

mejantes (fig 2.6.15).

% E] centro instantfneo de 1 con respecto a 4



Fig 2.6.15 Velocidad del punto D

~ '/
'f/{

~/

Fig 2.6.16 Comsthuceibn de La velocidad def punto E

v}

Puesto que D y E son puntos de la biela ¢, determinese -V-E con su
direccién (paralela a la direccién de la carrera del pistén) y su
proyeccién sobre DE, que es idéntica a la proyeccion (sobre DE,

también) de VD (fig 2.6.16). Llamese p a esta proyeccién.

cy”

lagcl= o,8¢

Fig 2.6.17 Aceleracisn de B2

El anflisis de aceleracidn se realiza ahora a través de la acele
racién de los puntos de la manivela 4, sin embargo, esta acelera

cién no se puede determinar directamente, pero si a través de la

ec 1.8.5. Para esto, exprésese la aceleracién del punto B2, 3py

a través de un observador fijo en la manivela 4. Llimese ;84 a

PTimeros iCrminos de ia ec i.8.5, es decir, a,, es la ace

B4
leracién del punto de 4 que instantaneamente coincide con B2. Re




vl

vid)

2-51

preséntese la aceleracidén de Coriolis {4° témino de 1a ec 1.8.5;

en la forma 2oy x Ya2/4° donde 82/4 €S la velocidad del punto B2

observada desde el cuerpo 3.

Notese que vg, . < Varrga

Represéntese el Gltimo término de la ec 1.8.5 con ;82/4’ que es la
aceleracién del punto B2 medida desde el observader 4. Asi, 1la
cc 1.8.5 toma la forma siguiente, en notacidn de (ibhs

a , + Zﬁ4x

%p2 7 g4 VB2/4 ¥ %B2/4

ge donde

3, -3_ = 264)(

%47 %2 (2.6.9)

VB2/4 T ¥82/4
Conociendo ;BZ determinese 5;2, y conociende a, determinese a
(fig 2.6.17). La suma de estos dos vectores es, cntonces, a

el primer témmino del miembro derecho de la ec 2.6.9.

Conociendo Vaa

s¢ la aceleracidn de Coriolis 2w

se conoce 54. Con este vector y v, determine

B2/4°

x Este vector estd dirj

4% VB2/ 4

gido normalmente a v, y 5u orientacidn, segin la regfa de fa

B2/4

mano derecha del producto vectorial, es tal que 2wy x VF2/4 forma

un dngulo de =90° con Ve2/4

plano del dibujo. De lo contrario forma un dngulo de - 90° con ese

si wy estd orientado hacia adentro del

mismo vector (fig 2.6.18).

90° i
Ve2/4

2W4x Vg,

Fig 2.6.18 Construccibn de La aceleracibn de Coricfis de B2

viidl

jow)

el {ltimo término del miembro derecho de la ec 2.6.9 se cono
ce Gnivamente su Jdireccidn -obviamente la travectoria Jo 82,
observada desde 4, es una recta paralela a la guia de cste cuer
cono a,
B2/4

4 €5 una incognita.

po {3)-y tante VB2,4

i itud de a.
ia magnitud de 3,

son paralelos a 1a linea AB.

Por otra parte, del miembro izquierdo de la ec 2.6.9 se conoce

finicamente su componente normal, 5:4

tangencial solo sc conoce su direccidn, nemmal & ia iTnea AB.

» en cuanto a su componente

La ec 2.6.9 es, por ranto, un sistema de dos ecuaciones escala
res (una para cada dimensién del planc del dibujo} con dos incég
nitas escalares. En la fig 2.6.19 se resuelve en fomma grifica

dicha ccuacidén. El punto $ es la solucidn.

YB2/84 / Bz/4

Fin 2.6.19 Solucibn grdfica de La ec 2.6.9



. -7
x) Conociendo g,

trifngulo de la fig 2.6.20.

. =T iz .
se determina a por tridngulos semejantes, con el

Nota: Obsérvese que, en general, N diferente de aga/ma

B4 /
/
/ s
///
&

Fig 2.6.20 Construcceibn de fa acelenacibn tangencial del punto D

. - . . - =T - .
(]  Con 2 conocida, determinese a: y con la suma de ap Yy a: determine

se 36 (fig 2.6.21).

x({} La aceleracién de E, a., se determina mediante la relacién

3 * 3y + aE/D (2.6.10)
donde 3_ se conoce y 3, se detemmina conociendo v De a)
D E/D E/D E/D

solo se conoce su direccién (normal a DE] v de ;E tam

ce su direccién., La ec 2.6.10, entonces, representa un sistema

T

de dos ecuaciones escalares con dos incfgnitas escalares ”aE/i‘r-

Fig 2.6.71 Conslruccidn de La acefenacibn foiaf def punto D

y l[;EH. En la fig 2.6.22 se resuelve esta ecuacién en forma

grafica. El punte T €5 la- soiucitn.



Fig 2.6.22 Sofucifn grdfica de La ec 2.6.10

Nota: Las figuras aparecen a diferentes escalas con objeto de que los trazos
no queden fuera de la hoja.
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Si se desea determinar la relacibén entrada-salida de un meca
nismo cawo el de la fig 2.6.11, para cada grado del dngnlo de entrada, jse
tendria que repetir el procedimiento anterior ;3€9 veces!.Esto, desde luego,
es impréctico, y el autor lo que aconseja es dejar este trabajo a una mAqui

na, por lo que se sugiere trabajar en el siguiente problema.

tjercicio 2.6.3. En el mecanismo de la fig 2.6.11, definanse las siguientes

variables:
(CB =y, B =a, OE = b, A = a,

AE = s(y), CB = e, EAD = ¢

4) Utilizando nimeros complejos, obtenga la funcién s = s{y). Derive
s(p) con respecto al tiempo suponiendo que la rueda dos gira a ra
zon de 1 500 rpm. La expresitn as{ obtenida, derivela nuevamente
con respecto a t, para obtener asf el desplazamiento, la velocidad
y la aceleracién del pistén S en funcidn del tiempo. Suponga que

w2 €s constante.

i) Evaltie s(t), ;(t), s(t) para valores de ¢ de 0° a 360°, cada gra

do. FEs claro que esto lo tiene que hacer en computadora digital.

{4} Ya que las expresiones para ${t) y £(t) son muy largas y por esto
requieren demasiado tiempo para su calculo, una alternativa para
obtener s(t) y s(t) es derivar s{t) numéricamente, para lo cual es
necesario que construya un programa de computadora semejante al

del subcap 5.3 de la ref 2.2. Comparc los resultados de ambos in
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Ejercicio 2.6.5. Obtenga la trayectoria del punto P del mecanismo
ge la fig. 2.6.24. Obtenga, ademds, las curvas @ (t) vs.t , ---
escribir su programa y de correrlo en la maguina, es convenien g (t) vs.t y @ (t) vs.t

cisos 4) y 44) y comente las diferencias observadas. Antes de

te leer el subcap 5.4 de la referencia mencionada. Una alterna

tiva seria usar la subrutina DFDX de la fig 2.2.6.

Ejercicio 2.6.4. Una {nversdfn del mecanismo de la fig 2.6.11 es el mecanis

mo de 1a fig 2.6.23.

Haga un analisis cinematico completo de este mecanismo, es de
cir, determine VF_ y ;E conociendo wy Y @y, para la configuracidn mostrada.

El anilisis tiene que ser grdfico.

Fig. 2.6.24. Mecanismo de seis eslabones articulados.

2

Fig 2.6.73 Invexsifn def mecanidre de fa §4g 2.6.11
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terminar es un continuo, por 1o que las ecuaciones de disefio de levas pue--
den ser diferenciales (cap. 4). Debido al cardcter alaebraico de estas ecua
ciones, no son aplicables los métodos analégicos del andlisis. Se recurre,-
entonces, a 1os métodos numéricos como herramienta universal para la solu--
cidn de las ecuaciones de disefo, cuando estas no se puedan resolver "a ma-
no" .
3. SINTESIS DE MECANISMOS DE PARES INFERIORES
3.1 Sintesis de mecanismos de barras anticuladas. Generacidn de funciones
de una variable

En esta seccidn se estudia el método de seleccidn de las longitudes de los
eslabones de un mecanismo con objeto de que la variable de salida sea una
funcidn especifica de la variable de entrada. Sin embargo, obsérvese que

el n@mero de pardmetros & scleccionar en csta clase de mecanismos es finito

INTRODUCCION
-de hecho es tres, o sea los pardnctros K;, K; v K3 que aparecen en la ecua
cion de Freudestein-, y entonces resulta imposible venerar una funcidn conti
nua de la entrada. Por esta razdn, la discusién s¢ limita a la generacidn
En este capitulo se estudia el procedimiento para obtener las de funciones discretas, es decir, sc¢ trata de dimensionar un mecanismo para
ecuaciones del disefio de mecanismos con barras articuladas que produzcan un el cual la salida adquiera valores predeterminados on valores también prede

movimiento deseado. Se pone especial atencifn a los métodos numéricos de --
sintesis, Los métodos ardficos (que son los usados tradicionalmente) no se
presentan con todo detalle, por considerar que ya existe una amplia biblio- Es claro que el nimero Jde relaciones &, = o, (¢.) aue se podrd
grafia aue los trata. Se remite al lector interesado en el tema de disefio - : o

por métodos ardficos a las refs 3.1, 3.2 y 3.3.

terminados de la entrada.

satisfacer en tres, cs decir i = 1, 2, 3.

El método es muy scencillo v consiste en los siguicnte::
Tomando en cuenta que los pardmetros a determinar en un meca
£) Sustitfyase cada par de valores (v., ¢,) en la ccuacion de Freudens

nismo con barras articuladas forman un conjunto finito, las ecuaciones obte
tein, obteniéndose asi un sistema de tres eccuaciones lincales en

nidas son de caricter algebraico, a diferencia del caso del disefio de meca
las tres inc6gnitas K;, K, v Kj.

nismos con pares superiores -levas- en que el conjunto de parametros a de



Aid)

Si el sistema tiene solucién*, sustitfiyase esta en las expresio
nes (2.2.6c) y obténgase los valores correspondientes para a;,
a2, 33 Y a.. Es claro que una de estas longitudes tendrd que
asignarse segln las posibilidades y los requerimientos del pro
blema especifico de disefio, pues solo se tiene tres relaciones

y cuatro pardmetros por dimensionar.

Analicese el mecanismo obtenido empleando los métodos de la

sec 2.5 y compruébese que el disefio es correcto.

Qbservaciones

1

I3

)

~

Los mecanismos planos de eslabones rigidos pueden usarse para ge
nerar funciones de dos variables o mis (ref 3.4) pero en este ca
so se requiere que dichos mecanismos posean un grado miltiple de
libertad. Por ejemplo, si la funcibn que se desea generar es

fix, y) = x + y, se estaria disefiando un mecanismo sumador, y es

te tendria que tcner un doble grado de libertad.

5i en el mecanismo de la Fig. 3.1.1 los &ngulos \P 9 ¢ no
se miden a partir de la orientacién del eslabén fijo, sino
a partir de rectas A y B, que forman &ngulos o p (no
conocidos) con el eslabén fijo, el nidmero de parametros de
disefio se eleva a cinco, a saber, kl’ kz, k,, & y ﬁ +» por
lo que es posible satisfacer c¢inco condlcio%es de la forma
Cf.: ll’l{-). Sin embargo, el sistema de ecuaciones que
ah‘ora resulta es no lineal, y tiene que resolverse emplean-
do el método de Newton-Raphson presentado en la seccién 3.4.

Fig 3.1.1 Mecanismo plano de cuatro eslabones, generador de funcibn

* Es claro que el sistema puede carccer de solucién_o puede tener milltiples
soluciones, lo cual es un hecho muy conocido del algebra.

Ejercicio 3.1.1. Determine las dimensiones del mecanismo de
la Fig. 3.1.1 para generar la funcién P= e’ , con puntos de
precisién en los siguientes valores de $: o, Te y /4

Ejercicio 3.1.2. Repita el ejercicio 3.1.1, pero ahora afia-
da el valor dev = 1r/12

Ejercivio 3.1.3, Repita el ejercicio 3.1.2, pero ahora afia-
da el valor de \t-‘ = W/s5

3.2 Sintesis de mecanismos para satisfaceibn de condiciones de velocidad y
aceteracin

Es posible que en algin problema de disefio sea necesario satis
facer condiciones de velocidad y aceleracién, mis que solo de desplazamientc,
En estos casos, el disefio se efectda en forma similar a lo expuesto en la
sec 3.1, pues una condicién de velocidad, para una de desplazamiento dada,
es el caso 1fmite de dos condiciones de desplazamiento arbitrariamente préxi
mas. Anilogamente, una condicibn de aceleracién es el caso limite de tres
de desplazamiento arbitrariamente préximas. Las ecuaciones de disefio se ob
tienen al derivar ambos miembros de la ecuaci6n de Freudenstein (ec 2.3.7)

con respecto al tiempo. As{, al derivar una vez, se obtiene

';Kgsen‘&-\l)l(,senw-(:;-\L)senw-w)-o

(3.2.1a)
y al derivar nuevamente
K sen b + 62Ky cos & ~ Ky sen ¥ - YKy cos ¥ -
“ G sen (0 W) - (- ¥7cos (6 -9) =0 (3.2.10)



Las ecs 3.2.1a y b, junto con la ec 2.3.7, constituyen las ecua Determine las dimensiones de los eslabones.

ciones de disefio para satisfacer condiciones de desplazamiento, velocidad y Solucidn: Sustituyendo los datos del problema en las ecs 2.3.7 y 3.2.7a, se

aceleracidn, tiene las ecuaciones de diseflo:

Obsérvese que si la condicién de desplazamiento dada es en

(¢1 » ¢1) las condiciones de velocidad y aceleracién tienen que darse también v k=0 3.2.2)
para (Y, , ¢1). pues en las ecs 3.2.1a y b aparecen las variables v y ¢. K,~11=0 (3.2.3)
Anilogamente, la condicibén de aceleracifn debe darse para (Y1 ¥ ¢;), con la
condicién de velocidad en (\Lz , én). pues en la ec 3.1.1b aparecen las varia K, + C:— K, + r‘;‘ =0 (3.2.4)
blesd;y&ademﬁdewyw
Asi, de la ec 3.2.3

R Es posible, sin embargo, tener una condicifn de velocidad K. = 11 (3.25)

(¥ .85 ) en{¥ , £ ),y ademss una de desplazamiento en - - -- :

(¥, s £, ). No obstante, dado que las ecuaciones de disefio son tres, -
ya no es posible, en estas condiciones, imponer una condici6n de velocidad

adiciona

de las ecs 3.2.4y 3.2.5

Y o s v
i

en { ¥, 5 #; ) . pues entonces se tendrfa & ecuaciones rara so K =-6172 (3.2.6)
lamente 3 incbanitas. En caso de aue surja un prohlema en el aue se desee ’

satisfacer 4 o mds condiciones, si bien no es posible satisfacerlas todas de las ecs 3.2.6 y 3.2.2
con precisidn, st ¢ es con el minimo error posible, lo cual constituye un

problema de optiracién, oue oueda fuera del objetivo de estas notas, v por K, -6 ﬁ (3.2.7)
eso no se trata.

De las ecs 2.3.6c, 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7, con a, = 1, se tiene

Ejemplo 3.2.1. Se requiere disefiar un mecanismo de barras articuladas que

1 7321 L1
satisfaga las condicioncs 297 TyEI 513

Y1 = 0, ¢y = 90°; 4y = -10 rad/seq, ¢, = | rad/seg 0 bien

0 . 135 ay =~ 1.0, a; = 0.091, a3 = 0.917, a, = 0.118
Yz = 90°, 4y = °

donde no es necesario especificar las unidades porque las cantidades de inte

rés son los vafores nelatives dc las longitudes de las barras.



Ejercicio 3.2.1. Resuelva el problema anterior cambiando la segunda condi

cién de desplazamiento por la siguiente de aceleracién:

Vi = 0, ¢1= 10 rad/seg®

3.3 Sintesdis de mecanismod para conduccifn do cuskpos rizidos

ot

Tanto esta seccién como la siguiente son una versién simplificada
de un artfculo de Suh v Radcliffe (ref 2.3}, que fomma parte de una serie so

bre sintesis de mecanismos.

Considérese el problema de disefiar un mecanismo que conduzca al
cuerpo rigido de la fig 3.3.1, por n configuraciones sucesivas, como la mos

trada, a partir de cierta configuraciébn que se 1lamari original.

Fig 3.3.1 Conduccifn de un cuerpo nlgido

Si se desea efectuar esta conduccibn con un mecanismo de barras
articuladas, es claro que este mecanismo se construiri usando el cuerpo C
como barra acopladora. Las articulaciones de esta barra con las de entrada yde

salida se situarin, entonces, en aquellos puntos de € que describan trayecto

rias circulares; dichos puntos se llaman, por tanto, puatos eiveulanes, y
se representan por A. El centro de cada una de estas trayectorias se repre
senta por B vy recibe el nombre de puntc central. En la fig 3.3.2 se muestran

estos puntos y los nfmeros complejos asociados a ellos,

Fig 3.3.2 Puntos circulares y punto central de wi mecanismo

De 1la figura se tienen las siguientes relaciones:

HzJH-Ilon P )= 1,2,..0,0 (3.3.1)

que son la condicién de cuerpo rigido, esto es, los puntos A y R, siendo de
un mismo cuerpo rigido, permanecen a la misma distancia para cualquier confi
guracién del cuerpo. Ademis

z; = e'(ej - e°)zo (3.3.2)
que es una consecuencia del hecho de que el angulo o permanece constante pa

ra cualquier configuracibén del cuerpo, es decir, aj = ap. Laec 3.3.2 es con



secuencia, también, del tcorcma 1.11.1.

Pero

2p =ag -rg; 2, =a, -r, (8..3793))
v, puesto quc los puntos AJ. , Ay estdn sobre una circunferencia

Ilaj - b]| = |[ap - bl] (3.3.4)

De, lasecsisdi 3,2 Y 3.8
i(eJ' ) 90)(30 - ro) (BEBEIS))

Sustituyendo esta Gltima en la ec 3.3.4

||rj+..-”9j ~ B e - ot Bl = [l - Bl (3.3.6)

que es la ecuacidén de disefio que permite deteminar los nimeros complejos

b y ag. Obsérvese que b es el nimero complejo que designa al punto base, B,
que es aquel en el que se articula la barra de entrada con la barra fija,
mientras que el punto A es en el que se articula la barra de entrada con la
barra acopladora, es decir la distancia ||as - b|| es la longitud dc la barra

de entrada.

Sin embargo recuérdese que la ec 5.3.6, tal come aparcce, impli
ca la extraccion de una raiz cuadrada, pues la magnitud del ndmero complcic

z=u+ ives

[P
el ! = 2

Fs claro, cntonces, que una forma conveniente de escribir esta
ccuacion -la 3.3.6- es clevando ambos miembros al cuadrado, obteniéndose asi,
i(6. - 8p) (

Hrj +e '] ag = ro) = bh|2.= [lag = b][? (3.3.6a)

Ejemplo 3.3.1. Discfio de un limpiador de parabrisas. Seca P el cuerpo rigi

do que representa un limpiador de parabrisas v se desea que ocupe las posi

ciones mostradas. Disefie el mecanismo que cjecute esta operacion.

R](O,Z)

Rol=1,1) R 1,1

Fig 3.3.3  Conduccifn de un Lompiador de patabrisas

Solucidn: ln la ec 3.3.ba scun

3 = xp + iy, , b= xp+ iyg (B31974)



Seofene,
ry= =1+ il, roo= 0+ 02, rp =1 + i} (3.3.8a)
Como sc tienen dos configuraciones cspecificadas adends de la

original se cuenta con dos ccuiviones de dischio, por lo que se pueden especi

{icar Jos incémitas de la ec 3.3.6a. Higanse, cn la ec 3.3.7

x, = 0, Yg = 0 (3.3.8b)

AT las ees 3,3.6a se transfoman en

Xyt ¥yt 1 =0 (3.3.92)
Kpt 1 =0 (3.3.9b)

“As T,
Xp = loy, =0 (3.3.9¢)

que son las coordenadas del punto P que describe una trayectoria circular con
radio en cl origen, Fste punto coincide con la articulacidn entre la barra
conductora v la acopladora. Para determinar ¢l punto en el que estd alojada
la articulacién entre la barra acopladora y la barra conducida, supdngasc

ahora

b=1-i1 (3.3.10)
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AsT, las ecs 3.3.0a son

xpty,t1=0 (3.3.10a)
?’.A= 0 {2.3,10b)
X = 0y vy = (3.3.10c)

F1 mecanismo disefado sc miestra  en la {4 304, donde se

observa que el mecanismo es un paralelograme, conocido por su propiedad de

tener su barra acopladora animada de traslacién pura, como sc desciba.

I>
-
X

V2

Fig 3.3.4 Mecanismo conducton de un Limpiadon de parabrisas

Ejemplo 3.3.2. Sc desea que el tridngulo rectangulo RST (fig 3.3.5) puse
por las tres posiciones mostradas, mediante un mecanismo gue esté articula
do a tierra en los puntos B (-1,1), v B+(1,1). Determine las coordenadas

dec las otras articulaciones, Ap{x Y, AY (xT, y;) en 1a configuracion

At YA A

original 2.
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e
Sy S, T,
1
i
T | "
| - -1 R
:——J '— ES l

Fig 3.3.5 Conduccifn de un cuerpo rigido pon tres configuraciones
sucesdivas

solucién: Usando la notacibn de 1a sec 3.3., los datos del problema son:

ro==-1+i0, ry=0+i0, rz =1+ i0

b=-14il, bEelsil, & =08 27,9 =2

y las incbgnitas son:
- + * = * + *
ag = x, iy N iyp

donde ro, ry, r, son los nimeros complejos asociados a las posiciones 0, 1
y 2, del punto S. Obsérvese la conveniencia de escoger este punto como refe
rencia, porque se mueve a lo largo del eje X; asi, el componente imaginario

de su vector de ppsicién es nulo en las tres posiciones.

Efectuando las sustituciones correspondientes en la c¢ 3.3.0,

se llega a las siguicntes ecuaciones de disefio

Para

P =, vy 42k, - 2402y, +3ex b2, by 42

J AT YA T A YR U FERE
o bien

201 -f2) y, 41 =0 (3.3.11)

Para

. 2 2 2 2

=2, x, +y, " by + 4 = x, +2x, +y, -2y, +2
o bien

2x, + 2y, ~2=0 (3.3.12)



La solucibn del sistema de ecs 3.3.11, 3.3.12 es, con tres

cifras significativas

Xy = -0.21 R 7% 1.21
Asi
a, = -0.21 + i(1.21) (3.3.14%)
Procediendo en forma andloga con los puntos B* y A::
Para
Poe e 201 2 4 vy e 2(—’—3—- 1) = %2 - 2xp 4 yy? - 2y 42
o bien
22 - 2 )xy s 2y, 41 - 2020 (3.3.15)
Para
I S R L LR
o bien
g+ yE-1m0 (3.3.16)

La solucién del sistema de ecs 3.3.15, 3.3.16 es, con tres

cifras significativas

* *
X, =0.207; y, = 0.793 (3.3.17)

N

Ro

Fig 3.3.6 Mecanismo conductor del cuerpo aigido de La Fig 3.3.5

To



a¥ = 0.207+i0.793 (3.3.18)
E1 mecanismo disefiado se muestra en la fig 3.3.6.

Ejercicio 3.3.1. Conduccién de una herramienta para maquinar un perfil dado.

Disefic el mecanismo que conduzca el cuerpo rigido de la

fig 3.3.7 por las cuatro configuraciones mostradas

R, (0,1.25)

= P>>;

E= r<<r=z=
Rz(-Z.O) RO( 2,0)

»—-/

R(0,-1.25)

Fig 3.3.7 Conduccibn de una herramienta

3.4 Sintesdis de mecanismos para generacibn de thayectorias

Si para realizar cierta funci6n lo que interesa es la trayec
toria de un punto de la barra acopladora, como las que apareccn cn cl atlas
de Hrones y Nelson (ref 3.6), cl problema se resuelve de manera semejante

a como se discutid en la sec 3.3. Asi, en la fig 3.3.1 interesa hacer pa
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sar el punto R por las n posiciones sucesivas Rj’ a partir de una posicién
inicial R,. En estas condiciones, los fngulos 04 , 9J. (G =1,2,...,n) no es
tan especificados, razén por la cual pasan a scr incégnitas y, al aumentar
se ¢l nimero de cstas, es posible incrementar el de ecuaciones, por lo que

el nimero de puntos por los que se desca que pase la trayectoria, también

aumenta.

Obh§ervese que si en la cc 3.3.0a no se prescriben ni a, ni
b ¢l nimero de incdégnitas presente, para n + 1 configuraciones especificadas
por rqg , Ty [P ej (j = 1,2,...,n) cs 5+ n. Sin embargo, ¢l valor ¢, cs

solo una referencia v se le puede asignar cualquier valor, por lo que ¢l ni

mero de incognitas es & +.n.

En estas condiciones, si se prescriben los puntos centrales
B y BY, sc obticnen dos sfstemas de n ccuaciones cada uno.  Cada sistema,
ademds, tiene 2 + noincopnitas -las dos coordenadas de Ag{o A;) voios nova
lores Oj (j =1,2,...,n)-, pero n de estas incdgnitas son comunes a los dos
sistemas, por lo que ¢l nimero total de incgnitas es 2(2 + n) - n =n + 4,
como cn el caso anterior. St se deseca que el nmero de ecuaciones sca idén

tico al nmero de incdgnitas, sc debe tener

2n=n+ 4, 0o scan=4

Otra pogible combinacién de datos o incdpnit
te: especifiquense el punto central B y el punto circular Ap, con lo que se
obticne un sistema de n ccuaciones en n incégnitas -los n valores de 7-, vor
un lado, v por otro, cspecifiquese ¢l punto central B, con To que se obtie

ne un sistema Jde n ecuaciones on 2 + n inchunitas - las dox coordenadas del

OO0 s o0
Lored
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ircular A° vy los n valores de 8- tenidndose asi on totsl 2 + 2n incdyg - Zos y
Feltan A, ator : ' & Sustituyendo los valores mméricos de este problema en las
nitas; nere como de estas hay notnedgnitas comunes -los n valores de ¢ real . .
: = ecs 3.3.6a, se obtiene:
mentc sc ticnen 2 + n incdgnitas. Con abjeto de igualar ¢l ndmero de incéeni
<} Ecuaciones referentes al eslabdn AgB
tas al de ecuaciones, basty hacoer

[as = lit =

Para j = 1

. .- . . N . “(91‘90) 2 -l ana - A . &
fsta comhinacidn de Jatos o incégnitas se ilustra en seguida fir; + e {aa = ra)- bll? = =8 co5 {8, - 5} + 38

con ¢} discfio de una gria.

' . :

Si se hace 0, - 60 =68 (i =1, 2), la ecuacibn anterior sc redu
! i

Eiemolo 3.4.1. Disene wuna gria que transporte una carga por los puntos Ry,

cc a
Ry, Ry, (fig 3.1.1), de mancra que el cslabdn de entrada {BA;) tenga la con
~. . . . ) 8 cos B' -7 =20 (3.4.1)
figuracidn inicial mostrada y el eslahén de salida ¢sté articulado en 87, !
F1 problema consiste, entonces, en determinar la posicion del panto central Para i = 2
AO , junto con Jos tres valores del dngnlo 6. Obs&yvese que hay cuatro incdg
. . . i(8; - 8o) . -
nitas, pero tamhién se¢ cuenta con cudatro ccuaciones [ra + e 72 % (ag - ro) -b||? = 8 sen (8, - 8;)
Y
Rk (-2.0) B(-10) R,(1,0) - 8 cos (8, - 65) + 12 = B sen 0 -~ 8 cos 8, + 12
X
con lo cual se llega a
8sen B -8cos 8 +11 =0 (3.4.2)
-+ 2 2

. E
() Ecuaciones referentes al eslabdn A 8

Llamense xZ y y'; a las coordenadas de A}. Como b* = 1 - 2i,

- I 77777777 se tiene

ay(~2,-2) B(~1,-2) B*(1,-2)

* * *2 * %2
Hao-b[{-xA ZxA+hyA+yA+S
Fig 3.4.1 Conduccibn de una carga por tres puntos afineados



La Gltima ecuacidn cs, entonces

Para j = 1
b 1 * t
Irs +ei(01 _e°)(a§- F )bt e x:+‘cx*+y*2+hy* ven (6, - 00) + (4 sen 0! + 6) xA+lo (cos 8, - 1) YA+85en B, +3=0 (3.4.4)
A A A

El sistema dc ecs 3.4.1 a 3.4.4 constituye el conjunto de ecua

* h(x: +2) sen (8, - 8o) + “\’R cos (81 - 8o) ciones de disefio de la griia propuesta. Aunque generalmente los sistemas de
ecuaciones que surgen del disefio de mecanismos son no lineales y fuertemente

- h(x: *+2) cos (8, - 8;) + 12 acoplados, en este caso sc¢ pueden resolver sin auxilio de computadora; la so

2 lucién obtenida con regla de calculo, es
2 * b * *
=Xyt ‘!yA oy, o+ hyA sen 8] + lc(xA +2) sen )

6, = 29° (3.4.5a)
+ byy cos 8] - h(x} +2) cos 6] + 12 .
6, =-31.3° (3.4.50)
Asi, se tiene la tercera ecuacidn, x:\ == 0.07 (3.4.6a)
*
(6 + 4 sen O; - bocos 8 ) XX + 4(sen 91’ + cos el' - 1) y: + Yp= 2.47 (3.4.6b)
+ 8 (sen 61‘ - cos 8;) +7=0 (3.4.3) En general, el disefio de mecanismos conduce a sistemas algebraicos
de ecuaciones no lineales, cuya solucién requiere la aplicacidén de un método
Para j = 2 numérico en computadora digital.
Hrp + ei(ez - 8) (a: - ry) - B¥]2 = XK2+ l.x: . l,(x: +2) sen (8, - 8,) + El método numérico mis efectivo para resolver un sistema alge

braico no lineal de la forma

+ lcy’Af cos (8, - 8,) + yzz + 8
Fx) =0 (3.4.7)

%2 % * 2
=x, + b4 (sen b +1) x:+byAcos€:;+y*

i 8(sen 6; + 1)

donde T, x y U son vectores de dimensidn n, es el de Newton-Raphson (ref 3.7),
cuyo esquema iterativo para hallar las raices apreximadas del sistema dc

ecs 3.4.7 es:

Kewy ™ X~ 4T GIFG) (3.4.8)



donde ;k es la k-&sima aproximacién a la rafz buscada de F(x), y J la matriz

Jacobiana de f; esto es, el elemento £,m de J, representado por o esta da

do por

Jim bl (3.4.9)
El célculo del incremento AX, en la ec 3.4.8, dado por

& = - 7TETED {3.4.10)

N

debe calcularse resolviendo el sistema

. _J(xk) i, = - f(xk) (3.4.11)
' que es un sistema algebraico lineal de la forma

Ax =D (2. b 12)

donde x y b son vectores de la misma dimensién, n, y A es, entonces, una ma
triz cuadrada de orden n. Existen varios métodos para resolver el sistema
3.4.12, pero cualquiera de ellos cae dentro de uno de los dos tipos mis gene
rales de métodos, a saber: () directos; <{{) iterativos. De los primeros, el
mis popular y efectivo es el de descomposicién de Gauss, que consiste en fac

torizar la matriz A en el producto

A=Ly (3.4.13)

donde L es una matriz triangular inferior con la unidad sobre su diagonal,
y U es una matriz triangular superior (no necesariamente tiene la unidad so

bre su diagonal). La matriz L es ficilmente invertible y el sistema 3.14.12

equivale a
Uy = 7T {3.4.14)
con
=1 F (3.4.15)

En realidad, el algoritmo de Gauss no requiere invertir la ma
triz L en forma directa, como se puede ver en la ref 3.8, en la cual aparecen
dos subrutinas, DECOMP y SOLVE, que resuelven el sistema 3.4.12 en dos pasos:
en el primero, DECOMP descompone la matriz A en el producto LU, mientras que
en el segundo SOLVE resuclve el sistema 3.4.14, DECOMP uytiliza pivoteo par
cial con objeto de garantizar un efecto minimo del error de redondeo.

Deatio de lus méiodos jterativos, el de Gauss-Seidel con rela
jacion es de los mis efectivos (ref 3.9). Sin embargo, los métodos iterati
vos no se pueden aplicar a cualquier tipo de sistema, quedando reducido su
uso a casos en que los elementos de la matriz A siguen una pauta sencilla.
Estos tipos de matrices surgen, por ejemplo, en la solucién de ecuaciones di

ferenciales parciales, cuando se utilizan métodos de diferencias finitas.

En la fig 3.4.2 se presenta el listado de la subrutina NEWRAP,
que resuclve el sistema algebraico no lineal 3.4.7 por el método de Newton-
Raphson. En dicha subrutina se 1lama a las subrutinas DECOMP y SOLVE, que
son una versién mejorada de las de la ref 3.8. Si no se dispone de esta -
referencia puede emplearse alguna otra subrutina para el mismo fin, como

el programa que aparece en la ref 3.10. En la rcf 3.11 aparece un
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SUBROUTINE HEWRAP(X,FUN,DFDX,ESCRIB, P, TOL,ERKOR, 1p ITER, MAX)
ESTA SUBRUTINA CALCULA LAS RAICES DE UN SISTFnA ALGELRRAICO N0 LIMEAL
OF ORDEMN N, POR EL MFTODN DE NEHTOM=RAPHSON CISAACSOM €,.7Y KELUER M.
Ber ANALYSIS OF fiUMERICAL METHODS, gNHH wILEY AND SGHS, TiCas NEw
YORK, 1966, PP,85=123)
LOS PARAMETROS DE LA 3SUDRUTIMA 507
X, UN VECTOR DE DIMENSION N CUYAS COMPNIIEIITES SOUM LAS 1.4C0GLITAS,
FUN, UNA SUBRUTINA EXTERHA QUE CALCULA EL VLCTDR F, QUE CONTIENC
LAS FUNCIONES CUYAS RAICFS SE TRATADE ORTFIFR. DFDX, UliA SUBRUTTNA
EXTERNA QUE CALCULA LA MATRIZ JACOBIANA ntL vECTOR ¢ CON RESPECTO AL
VECTOR x. ESCRIB, UNA SURRUTINA ExTERNA ONE€ I4PRIME L0S RESULTADOS.
FUN, DFDX Y ESCRIB SN'1 PROPNPCTNMADAS POF FL UiISUARIG.
P ES UN VECTOR DE LA DIMEASING QUE EL USIIARIN NECESITE. CUMTIEAL
LOS PARAMETROS QUE CADA PROgLEMA PUEDRA RFENECRIR,
TOoL., UN ESCALAR POSITIVO, LA TOUERANCTA INPUFSTA EN LA APROXTMACION,
ERROR ES UN ESCALAR POSITIVO Cly0 VALOR E3 LA MAGWTITUD DEL CRROR
ENTRE DOS ITERACIOMNES SUCESIVAS, ITER tS FL LUMERO DF TITERACIONES
EJECUTADAS, MAX FS FL mMAXIMO NNGERD NE ITEFACIONES PERMITIDAS,
LAS SUBRUTINAS DECN:P ¥ SNLYF PLSUELVEN ¢L STSTENA ALGFHRATCH LIMCAL
OE ORDEN 1 DF{X)*F (x)=Dt) TA, SIENDD MELTA (A CORRECCTON A LA x=S1.4A
ITERACIUN, EL METODO Gt USAM ESEL DE DESCOMPOSICINN LU(MOLER €. b.
MATRIX COMPUTATIONS WITH FORTRAN AND pAGTHLG. COIMONICATIUNS NF THE
ACM, VOLUHME 15, NUMBER 4, APRIL 1972,).

REAL X(5),F(4),DF(4,4),DLLTA(Y),P(20),A(d,4),8(4),1P(4)
ITLRz0
1 ITER=TITERL
XF!XTER.GT.HAX) GO TD S
CALL FUN(X,F,P,tD)

CALL DFDX(X,DF,P,N)

CALL DECOMP(N,DF,F,1P)

| 81 LA MATRIZ JACOBTAMA LS SINGULARs REGKFSA AL PROGHAMA PRINCIFAL.

IFCIPIN) EU,0) 6D Ti1 6

CALL SOLVE(M,DF.F,IP,DELTA)
ERROR=0,

On 2 I121,N

’ ERROR = ERKOR+ABS(LELTA(I))
ERRORSERROR/ N

IF (ERQUR,LE.TOL) GO TO 4

No 3 I=1,n

| B X4I)=X(1y=pELTall)

CALL [SCRIRUITER,X,ERP{iR,MAX,N)

GO T0 1

[} MRITE(6,101)

CALL ESCRIBCITFR, X, #RROA, 40X, 4}

RF TURN

WRITEle,102)

RETURN

WRITE(6,103)

RETURN
FORMAT(////710%x,2 VvIENE L RESULTApOD F1aiy 27/)
FORMATC//, 10K, 740 HAY CONVERGENCIA"//)
FORMAT(//, 10X, "LA AATRIZ JACDLIABA +S STeini &r", /7)Y

EHD

Fig 3.4.2 UListado de La subrutina NEWRAP
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programa, CESIGN, aue resuclve un sistema algebraico no lincal como el 3.4.7
por ¢l método Jdo \ewton-Rarhson.  Ese programa fue escrito ex profeso para

resolver ccuaciones Jel tipo de las que surgen en el disefio de mecanismos.

Ejercicio 3.4.1. Tlesuelva ¢l sistema de ecs 3.4.1-3.4.4 y dibuje el mecanis
mo obtenido. Construya este mecanismo con cartén y compruebe que efectiva

riente su punto R pasa por los puntos especificados.

Ejercicio 3.4.2. Suponiendo que cl mecanismo obtenido en el ejemplo 3.4.1

y en el ejercicio 3.4.1 cs accionado por un segundo mecanismo cuya barra de
salida es ¢l eslabdn AyB del primero v la barra de entrada gira a una veloci
dad angular constante de 4 rpm disefic este segundo mecanismo de manera que la
carga se mueva de Ry a R, en 10 seg. Dibujc el sistema mecdnico compuesto

por estos dos mecanismos.

Ejercicio 3.4.3. Obtenga las ecuaciones de discfio del mecanismo que genere
la trayectoria de la fig 3.4.3. Resuclva estas ecuaciones usando la subruti

na NEWRAP y construya fisicamente el mecanismo que resulte.

06 04 04

Fig 3.4.3 Generacién de trayectoria con nueve puntos de precisifn




3.5 Uso de travectorias de los puntos de la barra acopla-
dora en la sintesis de mecanismos.

Debido a la continuidad de la ecuacién de Freudeustein,

ec. 2,2.7, la barra de salida en un mecanismo de cuatro es-
labones solo puede alcanzar un estado estacionario instan-
tdneamentc cuando la barra de entrada gira sin interrupcién.

Algunas aplivaciones industriales, sin embargo, requieren

en algunas m&¢uinas que un elemento de estas permanezca esta-
cionario durante intervalos finitos, como en el caso de una
prensa quec rcaliza un doblez en una l&mina metdlica, con ali-
mentacidén mecénica de la l&mina. En este caso, el elemento
de la maguina que transporta la l&mina hacia la prensa antes
del doblez y desde ella después de efectuado el trabajo, de-
be permanecer estacionario durante el tiempo de trabajo de

la prensa.

En estos casos se procede como sigue:

i) Disénese un mecanismo como el de la Fig. 3.5.1, uno de
cuyos puntos de su barra acopladora describa el arco de cir-
culo A3 de su trayectoria, lo cual puede conseguirse con el
método de la Sec. 3.4. Alternativamente se puede seleccionar
tal mecanismo del atlas de Hrones y Nelson (ref. 3.6)

Fig. 3.5.1 Mecanismo de cuatro eslabones con un punto que
describe un arco de circulo.

ii) Determinese el centro C del arco AB

iii) Conéctese los puntos T y C mediante un quinto eslabén
rigido.

iv) Conéctese el punto C con un punto D, adecuado, median-
te un sexto eslabén rigido.

El mecanismo asi obtenido, de seis eslabones, tiene un gra-
do de libertad simple, como puede comprobarse con la ecua-
cién de Gribler (ec., 2.1.1). Ademds, mientras el punto T
describe el arco AB, el eslabdn CD permanece estacionario.

La gr&fica ¢ vs. Wcorrespondiente se muestra en la Fig.
3.5.2

! i
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Fig. 3.5.2 Respuesta cinemitica de un mecanismo de seis
eslabones con reposo durante un intervalo finito.

Para el mismo objeto anterior se puede utilizar una trayec-
toria con una seccién recta, obteniendo el mecanismo RRRRRPR
de la Fig. 3.5.3

Fig. 3.5.3 Mecanismo de seis eslabones con eslabén de salida
estacionario durante un intervalo finito.
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El eslabén 6 del mecanismo de la Fig. 3.5.3 permanece esta-
cionario mientras el punto T describe la recta AB.

jercicio 3.5.1 Enumere y bosqueje todos los mecanismos po-
ibles que contengan pares R y P, de seis eslabones, con gra-
o de libertad simple.

Una segunda aplicaciébn de las trayectorias de puntos sobre
la barra acopladora consiste en obtener dos oscilaciones de
la barra de salida por cada revolucién de la de entrada.

En la Fig. 3.5.4 se muestra un mecanismo RRRRRRR en el que,
mientras el punto T describe el segmento ABC, el eslabdn 6
completa una oscilacién y, cuando ese punto describe el seg-
mento CDA, el mismo eslabén 6 completa una segunda oscilacién.
N6tese que al cerrar el punto T su trayectoria en A, el esla-
bé6n de entrada completa una revolucién.

4! Sox
<

I

Fig. 3.5.4 Mecanismo RRRRRRR que produce doble oscilacién
en el eslabén & por cada revolucibn del eslabdén 2.

La grdfica @ w. *’del mecanismo anterior se muestra en la

Fig. 3.5.; . - }A
9@_/\ ,/ \
1 f 1,

2F
Grifica de desplazamiento del mecanismo de la

Ejercicic 3.5.2 Bosqueje un mecanismo RRRRPRP que produz-
ca la respuesta cinemitica de la Fig. 3.5.6

LS |

ar b4

Fig. 3.5.6 Respuesta cinemitica de un mecanismo RRRRPRP
con dos intervalos finitos de reposo.

Una tercera aplicacién se encuentra cuando se desea obtener
doble vuelta completa del eslabén de salida por cada revolu-~
cién del de entrada. Una dGltima aplicacién que se puede men-
cionar es la de obtener un movimiento con velocidad constante
durante un intervalo finito, en el movimiento del eslabén de
salida. Todas estas aplicaciones aparecen descritas con todo
detalle en la ref. 3.2.

Ejercicio 3.5.3 Dibuje la curva ¢ vs. V’ del mecanismo de
la Fig, 3.5.7, donde ABC v CDA son arcos de cfrculo con cen-

..... ., aconda ARC VY

tro en E y F, respectivamente.

A ¢ F
Fig. 3.5.7 Mecanismo RRRRRRR con dos arcos de circulo como
trayectoria de un punto de su barra acopladora.

T/



3.6 Ecuacién de Euler-Savary, circulo de inflexién y cii-
bica dc c¢urvatura estacioparia.

Los resultados que se presentan en esta seccifn no se dedu-
¢en, sino solo se enuncian. El lector interesadc puede con-
sultar la referencia 3.3, gue contiene una excelente expo-
sicién del tema.

Antes dec entrar en materia se introduce un concepto de su-
ma importancia: la centroda*. Considérense dos cuerpos,

A y B, en movimiento plano. Por el teorema de Arnnhnld-
Kennedy (Sec. 1.10), para cada instante existe un punto 128
de A y un punto Py de B, ambos coincidentes, cuya velocidad
relativa es nula; a este punto se le llama “"centro instant4-
neo" - C; -~ (de rotacidn) de A con respecto aB (ode B con

respecto a A). La trayectoria que describe el C, en A es,
desde luego, diferente a aquella que describe en B. Esta
trayectoria, ya sea en A 0 en B, recibe el nombre de "centro-
da".

Ejercicio 3.6.1 Describa las centrodas de los siguimtes
sistemas de cuerpos rigidos en movimiento plano

i) Un cilindro que rueda sin deslizar sobre una superficie
plana.

ii) Dos cilindros en contacto que ruedan sin deslizar.

En este punto, recuérdese que en la Sec. 3.5. se evidencid

la utilidad de las trayectorias de puntos de la barra aco-
pladora que tienen tramos rectos o circulares. Se menciond
también que estas trayectorias pueden obtenerse del atlas de
Hrones y Nelson (ref. 3.6). Lo que no se dijo en esa seccidn
fue cémo determinar sistemiticamente los puntos sobre la ba-
rra acopladora gque describen esas trayectorias de interés.

Como se demuestra en la ref. 3.3, el lugar geométrico de los
puntos sobre la barra acopladora que localmente tienen cur-
vatura infinita (de ahf que constituyan una buena aproxima-
cién a una trayectoria recta) es un circulo tangente a la
centroda de la barra acopladora, siendo el C; correspondien-—
te el punto de tangencia., como se muestra en la Fig. 3.6.1

* centrum = centro; oda = trayectéria (etimologia griega)

Fig. 3.6.1 Cfirculo de inflexién sobre la barra acopladora.

En esa figura, C_ y C son las centrodas sgobre la barra
acopladora y sobre la barra fija, respectivamente. T es un
punto cualquiera de la barra acopladora, que describe sobre
la barra fija la trayectoria €, , siendc N la normal a Cp o
para la posicién mostrada de T, OT es el centro de curvatura
de C_ correspondiente y T' es la interseccién de la normal
OpN con el circulo de inflexibn.

La posicién de los puntos O, .. C; + Ty T' estd dada por la
Ecuacién de Euler-Savary* Tref. 3.3)

T =&T 3.6.1

En la determinacidén del cfirculo de inflexién de un mecanis-
mo de cuatroc eslabones como el de la Fig. 3.6.2, se sabe de
antemano que las articulaciones R2 Y R describen trayec-
torias circulares y son puntos de ga ba%%a acopladora, sien~
do sus radios de curvatura las longitudes a, vy a4 , respecti-
vamente.

* Euler L. (1765) y Savary f{ca. 1836)
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Fig. 3.6.2 Mecanismo de cuatro eslabones articulados, con
dos trayectorias circulares.

Con la Ecuacifn de Euler-Savary se determinan los puntos Rbl
y R34 , contenidos en el circulo de inflexién. Estos puntos
est&n dados por las relaciones

Ch R'a 2 ' _iR_‘.‘.iz 3.6.2)
R Ras :R—:R,_: 5 Ry Res” Ra Fae B-e
SR

donde todos los puntos cue aparecen en el miembro derecho
de las dos ecuaciones anteriores son conocidos*.

N
T ~—
A >TR“
Ras \or
N
R-; L ;‘R"‘

Una vez determinado el circulo de inflexidén, se puede deter-
minar el radio de curvatura de cuulquier punto de la bharra
acopladera, como el punto T mostrado en la Fig. 3.6.3, por
medio de la Ecuaciédn de Euler-Savary, tal como aparece en la
oexpresibn 1.6,1. Notese, ademds, que los puntos sobre el
c¢ircuio de inflexién ya determinado describen trayectorias
Jue localmente se aproximan a una recta, debido a que tienen,
también localmente, un radio de curvatura infinito*,

Otro lugar geométrico de interés es la cibica de curvatura
estacionaria (CCE), que contiene todos los puntos de la
barra acopladora que describen trayectorias con la propie-
dad de que la interseccibn de esas trayectorias con la CCE
corresponden a un punto de curvatura mdxima o minima, esto
es, estacionaria. El nombre de este lugar geométrico surge
del hecho de estar descrito por una ecuacibn de tercer grado,
a saber (ref. 3.3)

x Y
Py F Y ) —xy=o0 (3.6.3)
donde
Lel(n L) CL_p(sSh
) 3(?} ) 37\7"‘3‘(30'?)
siendo R, el radio de curvatura de la centroda en la barra
acopladora, D el didmetrc del circulo de inflexién, vy (G la

(3.6.4)

courdenada del € a lo largo de la controda mencicnada.
NOtese que la curva 3.6.3 estd fija en la barra acopladora,

v los pardmetros 1/M y |/N se pueden calcular sin necesidad
de conocer los valores de los paréntesis de las ecs. (3.6.4),
pues se sabe quc las articulaciones Rp3 y R34 describen tra-
yectorias circulares, esto es, de curvatura estacionaria y
por esta razdn estdn alojados sobre la CCE. Conocidas las
coordenadas de estos puntos, al sustituirlas en la ec (3.6.3)
¢ ohtiemen M y N. Al definir los ejes X-Y sobre la barra
acopladora, el origen se localiza en C; v el eje X a lo lar-
Jo de la tangente a las dos centrodas en el punto de contac-

o A Tae ma i
locidad del C;. El eje Y queda determinado con la condicidn
de que sea perpendicular a X y ambos formen un sistema dere-

“ho.

as, siende positive en la direccién de la ve-

Fuesto que la ec. (3.6.3} cs honwyéned y e igen de Coor-
denadas es el Qi , e€ste ¢s también un punto de la CCE. En
cste puntg, sin embargo, la trayectoria en cuestidn no es

de curvat aria, sino (ue tiene un pico, como se

* Para esos puntos la distancia T'T de la ecuacifin 3.6.1
es aula




L S 3.7 El Teorema de Roberts-Chebyshev v sus aplicaciones.
} Mecanismos cognados.

Casi simulténeamente, Roberts (1875) y Chebyshev (1878)
publicaron un resultado de gran importancia en la sinte-
sis de mecanismos. Este es el "Teorema de Roberts-Cheby-
shev".

"Dado un_mecanismo plano de cuatro barras, RRRR, y un pun-
ts de su &s5iabdn acoplador gue describe una trayectoria da-
da, existen otros dos mecanismos de la misma clase que tie-
nen _un punto de su barra_ acopladora que describe esa misma

trayectoria”.

Los tres mecanismos en consideracidén son llamados "cognados",
y la obtenciébn de dos de ellos dado uno, que se llamar4
“original", se describe en seguida:

/////’ | i Considérese el mecanismo original RRRR plano de la Fig. 3.7.1,
cCE y el punto T sobre su eslabdén acoplador, que describe la tra-
Fig. 3.6.4 Cdbica de curvatura estacionaria de la barra yectoria Cp mostrada.

acopladora de un mecanismo RRRR.

Una vez obtenida la CCE, el disefiador puede seleccionar
subre ella el punio de la barra acopladora que describa
una trayectoria que mejor aproxime a un circulo, para los
etectos de disefio de la sec. 3.5.

A 14
’d 7, ;)2/

Fig. 3.7.1 Mecanismo plano RRRR y la trayectoria de un pun-
to de su eslabbén acoplador.

i) A partir de los puntos A, By T, constriyase el paralelo-
gramo ABTB' (Fig. 3.7.2)

ii) Con el lado TB' de ese paralelogramo como base constri-
yase el triéngulo TB'T’', semajante al BCT, de manera due
(Fig. 3.7.2)

T8 T
X



En la ref. 3.3 se demuestra que el punto E de la construc-

= - cién anterior permanece fijo durante el movimiento del me-
""__’;77"‘7»~~M.A i canismo original, si se permite que los paralelogramos cons-
- o abraais) = truidos se deformen, por lo que se obtienen dos mecanismos,
el AB*' T' Ey el DC' T" E, cuya barra acopladora contiene un

punto, T, que describe la misma trayectoria que el punto T
del mecanismo original (Figs. 3.7.5 a y 3.7.5b)
5y @ day e o vl e

Fig. 3.7.2 Pasos i y ii para la construccién de un meca-
nismo cognado del mecanismo ABCD

iii) De manera andloga a los pasos i y ii, constrdyanse
el paralelogramo DCTC' y el tridngulo TC'T", de manera que
(B gus 3edp 3) —=iab =5

T TR

B¢ BT

Fig. 3.7.5 Mecanismos cognados del mecanismo de la Fig. 3.7.1

La primera aplicacién de los mecanismos cognados es obvia:
Puesto que los eslabones de los cognados tienen longitudes

T diferentes que los del mecanismo original, un mecanismo da-
do que interese por la trayectoria que describa uno de los
Fig. 3.7.3 Tercer paso en la construcciédn de un mecanismo puntos de su barra acopladora (con un tramo recto o un tra-
ABCD. mo circular, por ejemplo), se puede sustituir con ventaja pocr
uno de sus cognados si este Gltimo resulta ocupar menos espa-
iv) A partir de los puntos T'T,T'",obténgase el paralelo- cio que el original.

gramo T'TT"E dela Figs 3.7.4

Otra aplicacién de los mecanismos cognados es la posibilidad
que presentan de producir un movimiento de traslacién sin
rotacién en uno de los eslabones de un mecanismo de seis ba-
rras articuladas, como se demuestra en la ref. 3.2

Un mecanismo RRRP tiene un solo mecanismo cognado, también
RRRP, cuya construccidén se muestra en la Fig. 3.7.6

Fig. 3.7.4 Construccién de los mecanismos cognados del
mecanismo ABCD.

I T

Fig. 3.7.6 Mecanismo cognado de un mecanismo RRRP



En esa figura, el &ngu
TRC El nunto C' se 4

220, L1 punte se

lo o es el sumplementario del &ngulo

mina mo
a o}

1 o0 '
min com

te igue
Puesto que el punto C' es el centro instanténeo de 5 con
respecto a 7, basta determinar este centro para localizar
aC' Esto se realiza mediante la aplicacién del Teorema
de Aronhold-Kennedy: E1 Cgy estdi localizado en la inter-
seccién de las lineas CE""TT_'y AL. Ahora bien, Cg no se
conoce, pero por el TAK* nuéZamente, se encuentra en la in-
terseccion de las lineas T C como se muestra
en la Fig, 3.7.7, en la que AB3 es p&?algia a BT

Fig. 3.7.7 Localizacién de Cls

Ahora bien, puesto que la corredera 7 tiene un movimiento
de traslacién pura con respecto al bastidor fijo, C estd
localizado en el infinito, y asf, C ; se obtiene trazando
una perpendicular a AL desde Ci5- Ea interseccién de esa
perpendicular con AL determina C57 , O sea, C'

Una descripcién detallada, junto con una demostracién de que

el mecanismo AB'C' es cognado del ABC, se presenta en la
ref., 3.3

* Teorema de Aronhold-Kennedy

Ya sea que se trate de transmitir grandes cantidades de
energia en el intervalo de operacién -mecanismos para trans-
mitir potencia-, o pequefias sefiales de energfa -mecanismos
para transmitir informacién-, un mecanismc ha de transmitir
esa potencia mecdnica de manera adecuada. Una medida de la
operacién de una miquina es la ventaja mecdnica, v, defini-
da como

- S
V== 3.8.1
5 ( )

donde S es la fuerza (o el par) obtenida (o) a la salida,
mientras que E es la fuerza (o el par) alimentada (o) a la
mi&quina. Es un nfimero adimensional, y por esto E y S deben
tener las mismas unidades. NOtese que la ventaja mecinica

es diferente de la eficiencia de una miquina*, que es menor
que la unidad, debido a las pérdidas inherentes a toda trans-
formacién de energia. La ventaja mecdnica, en cambio, puede
ser mayor que la unidad, sin que esto quiera decir que se
viole la Ley de Conservaci6én de Energfa.

Para simplificar la discusibn, llimese a S y a E "fuerzas
generalizadas" y por este término se entenderd fuerza o par**
y represéntense por Fy ¥y Fg » respectivamente. A sus des-~
plazamientos asociado8 (a una fuerza se le asocia un despla-
zamiento lineal, mientras que a un par se le asocia un des-
plazamiento angular) 1lldmeseles "coordenadas generalizadas",

s Y 3c » respectivamente. Representando por un punto so-
bre la variable una derivada de esta con respecto al tiempo,
las velocidades asociadas son %4y Q, ,» respectivamente.
Asi, la potencia a la entrada y a la salida esti dada por
Fsis Yy Fiie , respectivamente. De esta manera, la efi-
ciencia e, de una transmisién de potencia es

i
e=3is (3.8.2)
fb Qe

es=vm (3.8.3)

donde v es la ventaja mecédnica, ec. (3.8.1) y m es la rela-
cién de velocidad

o bien,

3.8.4
m_% ( )

—_— e
* Esta filtima se define como el cociente de la potencia
obtenida entre la suministrada

** En contextos mds amplios, una "fuerza generalizada" puede

ser inclusive un voltaje, una corriente eléctrica, o alguna
otra manifestacién de la energia
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Por la Ley de la Conservacién de la Energia, la potencia
obtenida de la transmisidén no puede ser mayor que la sumi-
nistrada vy solo son iguales cuando se desprecian las
pérdidas, esto es, en una mdquina ideal. Asi, e § 1, pero
como m puede ser mayor o igual que 1, v puede también serlo,
como Se SOStuvo antes.

Ejemplo 3.8.1 Determine la ventaja mecdnica de un mecanis-
mo RRRR.

Para simplificar el an&lisis, supbngase que la inercia de
los eslabones del mecanismo es despreciable y que igualmen-
te lo son las pérdidas por friccién. Ll&mese M;\}c y M?a
los pares que actdan sobre el eslabén conductor y el con
cido, respectivamente (Fig. 3.8.1)

R..
L /‘,/’3//\ My

\

Fig. 3.8.1 Mecaismo RRRR y pares que actuian sobre é1.

Notando que el eslabén acoplador estd sujeto a solo dos
fuerzas, las Jgue actlan en las articulaciones Rp3 ¥y Rog »

el diagrama de cuerpo libre de 1 eslabdn conductor resulta ser
el mostrado en la Fig. 3.8.2 (a)

. 3.8.2 Diagramas de cuerpo libre de los eslabones
conducido y conductor.
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En esa figura, F y -F son las fuerzas coaxiales que actdan
sobre el eslabén acoplador. Asi, del equilibrio est&tico
del eslabén conductor,

My
F= a7 65 (3.8.5)
¥, del eguilibrio del eslabdn conducido,
(3.8.6)

Mg = Fa,sen(g-6)

De las ecs. 3.8.5 y 3.8.6 se obtiene

M 2ySen(F -0
AUl B (3.8.7)
M", 2, sem (VY -6)

como la expresién deseada para la ventaja mecénica en cues-
tién. El 4ngulo #-@ es llamado convencionalmente "adngulo
de transmisién" y se representa pqu. Recordando las defi-

niciones 22,6 ¢, la ec. 3.8.7 se convierte en

:k2 SC/Y\./A'

3 8em (V-0)
Obsérvese lo siguiente:

v (3.8.8)

Ya que ¢ y 6 cambian a lo largo de una revolucién completa
del eslab6bn conductor, A también cambia, por lo que el se-
qundo cociente del miembro derecho de ia ec. 3.8.8B tiene un
numerador que puede cambiar entre -1 y +1, continuamente,.
Cuando JA = 0 o M = 180° la ventaja mecdnica se anula, dan-
do como resultado que, tedricamente, por mis pequefla que

sea una carga, esta no se pueda accionar con un par My '
por m&s grande que este sea. 8Se tiene entonces un llamado
"punto muerto”. Si realmente un mecanisme no se queda traba-
do cada vez <Jue pasa por un "punto muerto" se debe a la iner-
cia de sus eslabones, que aunque posiblemente despreciable,
siempre existe. El uso de volantes almacenadores de energia
cinética también previene el que el mecanismo se trabe. En
todo caso, un "4nqule de transmisién” nulo es indeseable, y
por esto los disefadores han acordado mantenerlo entre 40°y
140°

finici6bn para el "angulo de trans-
R

Ejercicio 3,8.2 Dé una definicidn para el “&ngulo de trans-
misién" de un mecanismo PRRP
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4, ANALISIS Y SINTESIS DE MECANISMOS QUE CONTIENEN PARES SUPERIORES

INTRODUCCION

Un acoplamiento mediante un par superior existe cuando los cle
mentos acoplados estan en contacto no por una superficie, como en el caso de
los pares inferiores, cinc per medic de un puniv 0 una recta. tma esfera o
un cilindro que ruedan sobre un plano constituyen ejemplos de acoplamiento
mediante un par superior. En el caso de la esfera, dicho acoplamiento se
realiza a través de un punto y en el caso del cilindro, a través Je una rec

ta, que resulta ser una generatriz de este.

Los mecanismos mas cominmente utilizados en ingenierfa mecdni
ca que contienen pares superiores se encuentran dentyo
levas y engranes. Llas primeras se estudian en este capitulo desde ¢l punto

de vista tanto del andlisis coms d¢ la sintesis.

de dos tipos gencrales:

a-2

Contrariamente a Va préctica comin de utilizar como {nicos me-
dios de andlisis y de sfntesis Yos métodos gr&ficos (refs 4.1 a 3.4) aqut se
sigue 1a filosoffa del cap 2 y se presentan métodos de tipo analitico, obte-
niendo las ecuaciones entrada-salida en el caso del and1isis y las ecuacio--
nes de disefio en el caso de la sfntesis. Anilogamente al capftulo sefialado,-
en este se incluye una seccibn con métodos gréficos, por considerar que, ---
aun en esta era de la computadora digital, el ingeniero debe saber manejar -
los instrumentos de dibujo como herramienta bdsica de trabajo.

Antes de proceder al anidlisis del primer tipo de estos mecanis
mos -las levas-es conveniente apuntar que su cinématica es mis compleja de
analizar que la de los mecanismos con pares inferiores, porque el acoplamien
to entre los eslabones de entrada y de salida se realiza por una combinacidn
de rodamiento y deslizamiento. Por esta razén los métodos graficos presenta

dos en el cap 2 no son directamente aplicables a las levas.
4.1 Anfkisis cinematice de Las Levas

tma feva ¢s un cuerpo rigido que tiene una forma determinada,
de tal manera que cuando gira alrededor de un eje le imprime a otro cuerpo
rigide, 1lamado seguidor, nn movimiento periédico, ya sea de rotacién o de
traslacidn, con respecto a un marco fijo*. El perfil de la leva depende del

movimiento que se desea trasmitir al seguidor.

En 1la fig 4.1.1 se muestran ejemplos tipicos de levas cuyo se

o,
L=}
[~}
[+
o+
"
n
bt
[+1
©
fa
[+
=]

guidor estd anima.

* Ista definicién corresponde a una leva de roracién; perc existe
trasiacién y aun de una combinacidn de ambos tipos de mov




(b} (¢

Féa 4.1.1 Diferentes tipos de fevas con seguidor trasfacional

Fn 1a fig 4.1.1a se trata de un seguidor de punta, ¢» 1a © de un

seguidor de cana plana, y en la ¢ de un seguidor de camretilfa. Fn los tres
casos se cvidencia que la salida es y(¢), siendo ¥ la entrada. y(y) es la
variable que determina la posicidn del seguidor, S, mientras que y es el an

gulo que forma una recta de 1a leva, L, con una recta M del marco fijo.

En la fig 4.1.2 se muestran tres tipos de levas que son la con
traparte de los de la figura anterior, s6lo que ahora el seguidor tiene un

movimiento de rotacidn.

{b)

Fig 4.1.2 Diferentes tipos de Levas con seguidon notatorio

Obsérvese en las figuras anteriores, que una condicién para
el funcionamiento de las levas con seguidor de cara plana ¢s quc ¢l perfil

de la leva sca convexo.

El seguidor de punta presenta la desventaja obvia de que
ocasiona un desgaste excesivo, por lo que su uso queda restringido a los
Casus en que 1a carga es pequena. Los seguidores de cara plana y de carre
tilla ocasionan menos desgaste, pero requieren mis espacio. Qué tipo de se
guidor emplear es una cuestidén que se decide segim las condiciones especi
ficas de operacidon. Ucasionalmente se emplea un tipo mas de seguidor, co

mo se ruestra en la fig 4.1.3.

Fig 4.1.3 Lleva con seguidor notatonio de cara curva

4.7 Andlisds de Levas

Considérese primero la leva con seguidor de punta (fig 4.1.1a).
En 1la fig 4.2.1 aparece nuevamente dicha leva; M es una linea fija al marco
donde se encuentra alojado el mecanismo y L es una linea fija a la leva.

Mis atin, ¥ es el 4ngulo que gira la leva y o(8) es el perfil de esta.
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Llamese Aal centro de rotacién de la leva (con respecto al

marco fijo) y B al punto de contacto entre la leva y el seguidor.

Fig 4.2.1 Leva con seguidon traslacional de punta
En el proceso de anidlisis se supone que la leva es dada, es
to es, la ecuacién p = p{6) se supone conocida. El problema es determinar

la salida s = s{y). Asi, de 1a fig 4.2.1
s = p sen (6 + y) (h.2.1)

que, sin embargo, es una funcidn de dos argumentos, ¢ y 6. FEn realidad, ¢
y 8 no son variables independientes, pues existe una relacion funcional en

tre ambas, como se observa en la fig 4.2.1, en la que

e = p(8) cos (8 +¢) (4.2.2)

donde e es la excentricidad del seguidor, un parimetro del mecanismo dado

Yy, por tanto, una constante conocida.

Fig 4,2.17 Realizacifn analfgica de fLos ecs 4.2.1 y 4.1.2
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Las ecs 4.2.1 y 4.2.2 son facilmente realizables cn el diagra
ma de alambrado para computadora analfgica de la fig 4.2.2. Obsérvese que
con dicho diagrama es factible recurrir a la simulacién digital Je esas ecua
ciones (4.2.1 y 4.2.2) mediante un simulador como el SAS III (ref 4.5). La
salida s{y) del diagrama es la funcibn que se desea obtener en el anilisis

de este mecanismo.

Las ecs 4.2.1 y 4.2.2 también pueden resolverse numéricamente
mediante la aplicacién de un método para computadora digital. En efecto,

iertas condicioncs {ref 4.6), la ec 4.2.2 escrita en la forma
f(y,8) » p(B) cos (8 + ) - e=0 (4.2.3)

define implicitamenteagcomo funcidén de Y. Si se supone que se dan esas
condiciones de existencia de la funcién implfcita en cuestién, para cada
vi.lor, por ejemplo y,de ¢ el correspondiente valor 6,de 8, se

puede obtener resolviendo numéricamente la ecuacién algebraica no lineal

£(g, 8) = p(8) cos (8 +¢) - e=0 (4.2.3a)

Existen varios métodos (ref 4.7) para resolver uma ecuacibn algebraica no
lineal; pero, como en los caps 2 y 3, el que se adopta ahora es el de Newton-
Raphson. Partiendo de un valor 8, arbitrario, el proceso iterativo en cues

tién es el siguiente:

- 0(6,) cos (6, - ) -
N .o - k K €

K+1 K =~

= = p = (4.2.4)
p'(8,) cos (B, +¥) - p(8) sen (B - V)

4-8
Dicho proceso se detiene cuando

18 -6 1 <elel (4.2.5)

kK + 1
siendo £ una cantidad (adimensional) tan pequefia como lo permita la miqui
na con la que se realicen los cilculos y segin la precisién deseada*. Si

aumenta también, el proceso diverge, por lo que hay que detenerlo y reini

ciarlo con un valor diferente de 6,.

Llamese 6 al velor para el cual se obtiene la convergencia

4.2.5. La salida ; = S(JJ) deseada es, entonces, de 4.2.1,
s = p(8) sen (8 + y) (4.2.1a)

Nuevamente, como en el cap 2, supdngase un conjunto ¢ de

valores de ¢ contenidos en [0, 211:], ordenados segin

i . : i
Sea 8 el valor para el cual se tiene convergencia, con el valor ¥ . [nton

il
ces, para acelerar la convergencia del método para todos los valores {"'4'},

* En IBM 12’30 o Burroughs 6500, para simple precisién, un valor adecuado de
ees 107
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ZSTE PRAGRAMN RESUELVF LAy CCJUACIUNES DE ANALISIS LE ydA LEVA

CON SEGUIDUR DE PUITA, PUR LL METULY L& LCHTUW=RAPHSUH.

PS1 ES EL ANGULD QUE GIRA La LCVA.

FL PERFIL OE LA LEVA ESTA 0ADO POR LA FUICIgH RHD = RAICTICT,)

RHO Y THETA 504 LAS CQURDLUALAS PucAstS DL LUS PUNTUS DEL PERFIL

DE LA LEVALDERRHI £S5 UNA FUNCIOI QUE CVALUA La wERIVAWA DE RilY

Cuil RE bPLLTU A THETA. LA VARIABLE S(PSGI) ES CL ueOPLAZMILENTY
Uik SEGUILURe TaM E£S EL TAMAMI DEL F2RURe
READ(S»21) L» EPSI
DEFINICIUN DE PARAHMETRIG
DUSPI=3.%ATANCLe)
VUSPIN=00SPI+EPST
DELTA=DISPI/Z360.
THETA=2e®ATANC 103D
THETANSTHETA/ZDELTA
TAICIALLIZACTIN,
§=9
HSI=:)'
N CELN
$1=§
TUCTALSTHETAN
IAPRCSTAUN DE TITULOS.
ARITEC(H»11)
WRITEC6512) PSI1,312TIETAL
KRITEC6s13)
St INICIA EL PRUCELDIHTLHTU
ITER=Y
1 VIEJA = TdcTA
ITER={TER+]
HECRES R 6T o120 ) ST IR
L=RHUC(THETA)
DiR=QCRRHOCTHETA)
A=R*COSCTHCTA+2ST) =L
J"WkPOS(TdLTA’P")-W*JIu(TILTR+PSI)
THETASTHETA=A/S
TAM=ABSCTHETA=VIFJA)
IFCTAMS3TEPST) 63 Ty 1
THETAN=THETA/ZDELTA
SERHUCTHETAISTACTIUETA+PSI)
IMPRESION DE RESJLTAUNS.
PSIN=PSI/OCLTA
WRITEC6514) PSIU,TACTAN»S»TANSITER
PSI=pPSI+DLLTA*10,
IFCPSToGT 0uSPLi) oT(P
ITLR=E
GG Tu 1
CALL EXIT

11 FORMATCIHLI» 154" A9A1 15Ls LE Uad LTVa C2u 5CuUIVUR 0L PUaTA™»/)

12 FORMATC/225X5"VALIRFS LiCIALLS",»//y
*TXs"PST =",£11,4554X,"3 '";L; 032 LK "THLTA ="501Ge30//s
#1545 LA YARINJLE TAH €5 LA HAGIITOU UEL LRRUR"» /7))

13 FORM Af(//:)X;“Psl":1’Ai"TlLT\"rlJn SYr i s "TAUMIOX, " ITEN"S/
+6X»"CGRADDS)I "o X " CORADLSIMH 3Xp ™y, v LuiiuaITUI"» 24,
*"(ADIHEASTINALIYL//)

14 FURMAT(GEL1546216)

21 FURMAT(2F154%5)

END

Fig 4.2.3 Programa de computadora digital que analiza ef movi

mdiento def seguddor de punta de una Leva

Tebla 4.2.1. ANALISIS OF Utia LEVA™ CON SEGUILUR LE PUNTA

PSI = 0.

viLORCo IHICIALES

S 8 Ve

THETA = «900E+02

LA VARIABLE TaN L5 LA NAUNITUD uli CREUR

. Ps1
(GRADUS)

om
+100000E+02
$20000GL+02
«30G00CE+02
<4000300+02
«5200000+02
+600000E+02
«700000E+02
+800000C+02
«900000E+22
«100302C+063
<11000CE+03

T 412000CL+03

«13000CL+63
«180000E+03
«150000E+03
16600CE+03
$17000CL403
«180000E+03
«190GOCE+D3
22000CCE+03
021003CE+03
0220000E+C Y
+2300J0E+0)
0240C00L+03
+25000CE+C3
+260000E+03
$270G00CE+03
0 280000L+03
0 290ULUE+G3
«300090L+03
+310050E£+03
0320003C+03
©33000GE403
0340000403
03506GC0C+03
0360000403

TafFTA.
CaRANGSY

e72968R5L* (e

«605636E+0¢

C4T9134IE*0C

0 343340E+)2

0222710k * e

21054820+ 02

"e362028L"u?
“e958804L+yl
188032+ 0L
=e2683330L%02
=e35041LL%02
=e431710L*02
=¢513220L+0
=e599610C+0
=e6792AILT0L
e T0%4QTL 0L
=e891530iL %02
=e932017C%00
= 1029R5C+05
=e112ia3E4035
=e121437E+0J
"e132050i%0L 3
*e1403307L+03
=e150060E+LS
*e1959797L+03
"e16964TL*+(3
= 179594L+03
=e139040L+LI3
= 1997R2E+0 S
=e2190a%C400

“e220433L+03

0230963
"e241655E+03
=e252567TE405
=e263711L%03
=e275176L+(0

=.287031C+03

M

Ve 0 LuhulTuw)

e 163224E+01
e 152409E+01
o1g3210E%00E
olyoviaL+ul
«951.9GE+00
ouu)“u)ﬁ*Ub
«B0OVLLETO0
2 3G170LBE+OC
0«2 28400TEFOU
958490 0E*OU
eluTUL3E+LE
«116019E+01
W 126V94E+VL
W 140719E+01
+154037E+01
«159443C+010
e 134075E+01
s 29V0L3ET0L
e216703E+0E
0 2323THE+U1
vEUTLIG9E*CL
s 20GOLTE+GE
2 272499E+01
naocu“dL’Ul
DQOQJU £+01
02941532401
029580IE+01
e 2Y4IT2E*UI
W2L9013C%01
W2o2ivaltyl
227155204014
e2080069E+01
«242372E+01
2.44T4E+UL
e2.,4744L+01
«134o14C+0G1
1g3224C+01

TAl

AGINENS10LAL)

O )
¢511180€=06
¢722019E=006
«434302L=00
eHe23UHE=0T7
e84 38376E=0Y
«H66727E=07
«304641E~V0
«545697E~11
0 345608E=10
0100044E%09
«198270€=09
«314085E%vY
0 422006E€=09
«494765C=09
AT oHE=09
«43655TE=U9
«320142E%=09
$159175C=0Y
.lleéJL'U9

291030€=10
.14'519[ 10

Oe

Ge
o147847E=07
«134940E=06
+417640E=08
«419110E=06

OI
«145519€=10
«160071E%09
«785603C=09
«312566E=08
«108121E=07
«336149C=07
09535387E=07
282668€%08

ITER

q::a-ﬁa-a.da#a&mugucia-aJ::-h.&J>a-ara.>sraJ>: Swwesod v
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Fig. 4.2.4 Anélisis de una leva con seguidor de punta

4-12

+ 1 coia
» © sca al que convirgib 6 en ¢ = v, es de

{sese ‘come valer inicial \;,:
cir, héagase
;; 1 ef

En la fig 4.2.3 se muestra un programa para computadora digi
tal que analiza una leva con seguidor de punta, cuyo perfil se proporciona
en el subprograma KHO (IHETA). El subprograma DERRHD (THETA) evalia la de
rivada de p con respecto a 6. En la tabla 4.2.1 y en la fig 4.2.4 se pre
sentan los resultados del anilisis de una leva cuyo perfil es la cardioide

p{8) = 2 - cos 0.

Ejercicio 4.2.1. Obtenga una ecuaci6n entrada-salida para la levacon seguidor

de cara plana (fig 4.2.5). Debe obtener las relaciones

y=7T -0 - tan-] E%-gj)— (h.2.6)

s(y) = o(8) sen (8 + ¢) (h.2.7)

Fig 4.2.5 Leva con seguidon traslacional de cara plann



A continuacifn se desarrolla el andlisis del mecanismo de

leva con seguidor de carretilla (fig 4.2.6)

T ¢ Tongente o! perfil en B
N 3 Normol of perfil en B

Fig 4.2.6 Lleva de disco ocon seguidon de canretifia

En esa figura, a es el radio de la carretilla y e la excen

tricidad de la trayectoria del seguidor, en forma aniloga a como se definié

en el caso de la leva con seguidor de punta. Asimismo, Se observa que

s=psen ( +8) -~ acos (¢ +0 +¢) (4.2.8)

(¢} a fin de obtenei

Rid

Es necesaria conocer 8 = 8{y) v 4 =

s como funcién de ¥, que es la solucién. Esto se determina en seguida.

e= pcos (Y+08)+asen (y+0+¢) (4.2.9)

L cos (¥ +6)

o
+
@
4+
CN
4
pr o/
+
>
y
(7]
[e]
(&)

SEN

$

Tan

>

p'te)

Diagrama de alambrado para fas ecs 4.2.8, 4.2.9 y 4.2.10

Fig 4.2.7

.14



Las ecs 4.2.8 y 4.2.9, junto con la relacién

'oE' (FTS) - tan ¢ (4.2.10)

son suflicientes para obtener s = s(y), mediante computadora analdgica, como

se miestra en el diagrama de alambrado de la fig 4.2.7.

4.3 Andlisis de Levas con seguidon oscilante

En esta seccidn se analizan levas del tipo de la fig 4.1.2,
esto es, el seguidor ejecuta un movimiento peribfdico de rotacibn, Considere
primero la leva de la fig 4.1.2b, cuyo seguidor es de cara plana. Esta se

reproduce en la fig 4.3.1.

Fig 4.3.1 Lleva con seguidon oscifante de cara plana

En este andlisis surge una limitacién que no implica pérdida
de generalidad: la cara plana del seguidor pasa
en los mecanismos en que dicha condicién no se cumple, basta establecer un
anilisis adecuado a la geometria correspondiente. Finalmente, la linea AD

estd fija a 1la leva, cuyo perfil, como en la seccibn 4.2, estd dado por

p = p(6) (5.3.1)

Obsérvese que de la fig 4.3.1

a=y+ o (h.3.2)
Ademids
a+f +08mT (4.3.3)
por lo que
.B= T-(8+ ¢+ Y)
y asi

tan 8 = - tan (0 + ¢ + ) (4.3.4)

pero 8 es el dngulo que forma el radio vector AC con la tangente BC; por tan

to

tan 8 = ﬁgg— {4.3.5)

g—.(e(%yt~tan (6 + ¢ + y) (4,.3.6)
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Fig 4.3.2 Diagrama de alambrado de Las ecs 4.3.5 y 4.3.7
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Por otra parte, de la misma figura
. _a
sen ¢ sen B
de donde

sen¢-g@sen (0 +¢+9) (4.3.7)

en que se ha usado la ec 4.3.5.

En la fig 4.3.2 se muestra un diagrama de alambrado para compu
tadora analégica que tiene como salida el angulo ¢{(¢). La variable de entra

da es .

En seguida se presenta el anilisis de una leva con seguidor
de carretilla como el mecanismo de la fig 4.1.2c, y se muestra en la fig 4.3.3,
donde p(@) es el perfil de la leva, a el radio de la carretilla, TT' y 8G
son la tangente y la normal al perfil, respectivamente. La linea BF es pa

ralela a AD. Finalmente, la longitud del brazo del seguidor es c.

/
® 7/

BF I AD

Fig 4.3.3 leva con seguidon oscilante de carnetilla



En esa fiqura, D es el punto alrededor del cual oscila
el sequidor, y la posicifén de este esti dada por el &ngulo ¢.

De la geometrfa de la figura,

o(0)sen(e+xp)+asen(w+e+s-%) = csen¢ (4,3.8) =+ >,‘| COS_‘}

= )
tang o (8)/p'(8) (4.3.9) GEC

o T . Lo
AC = pi+a? - 2apcos(8+%) (4.3.10) 4 ‘i:r—,-—>—1»—’

__Z 2 2 2
AC = b"+c® - 2bc°cos¢ (4.3.11) L. SEN _..._._-_J

De la ecs 4.3.9 y 4.3.10
b? + ¢c? - a? -2apsenB

S
w
b=
r

fole]

Sh
B4

2bc

Fig 4.4.1 Realizacibn de fas ecs 4.2.1 y 4.2.2
Ejercicio 4.3.1 Construya un diagramade alambrado vara las ecs 4.3.8,

4.3.9 y 4.3.12 que tenga y como entrada y ¢(y) como salida. Como siguiente ejemplo considérese la sintesis de una leva

con seguidor de carretilla, como el mecanismo de 1la fig 4.1.1c. Las ecua
4.4 Sintesis de levas ' ¢ B
ciones de este mecanismo son las ecs 4.28,4.279 vy 4,210, Escribiendo o

2 ngee es

En esta parte se estudia el problema inverso que se pre- tas ecuaciones en la forma

senta en las secciones 4.2 a 4.3, esto es, se trata de obtener el

perfil de una leva, p=p{(8), tal que produzca una salida v=v(¥), sen {(p + 0) = 542 cos W+6+¢) (4.5.1)
PP i o
conocida, donde y puede ser un desplazamiento lineal o angular v
¥ el &nqulo que gira la leva con respecto a un oberservador fijo sen (P + 6+ ¢) = - 2 cos (y+0) + £ (4.4.2)
a
{(al plano del dibujo). y 2
p(6) = p'(6) tan ¢ (4.4.3)
Considérese primero el caso de la leve con seguidor de
punta. se obtiene inmediatamente la siguiente realizacién (fig 4.4.2).

Las ecs 4.2.1 son suficlentes para disenhar dicha leva,
como se muestra en el diagramade alambrado de la fig 4.4.1, donde
se generan las funciones 6(y) y o(¢}, de donde se obtiene el

perfil p(8).
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Ejercicfo 4.4.1. Obtenga una realizacién para la sfntesis de una leva con
seguidor oscilante de cara plana, como el mecanismo que se analiza en la
sec. 4.3, Escriba enseguida un programa para compytadora digital, para el
mismo objeto.

Ejercicio 4.4.2. Obtenga una realizacién para la sfntesis de una leva con
seguidor oscilante de carretilla. Escriba asimismo un proarama para compu
tadora digital, para el mismo objeto.

4.5 Restriccliones en el disedo de Levas

El problema de sintesis presentado en la sec 4.4 hasta ahora
se ha discutido Gnicamente en su aspecto matemitico; es decir, a partir de
una relacién entrada-salida se ha obtenido el conjunto de ecuaciones necesa
rias y suficientes para poder obtener el perfil p = p(0). Esta discusién no
agota el tema relacionado con el disefio de levas, pues es posible hallar si
tuaciones en que la solucidn matemitica del problema no corresponda a una
realidad fisica, o bien, aunque si corresponda, dicha realizacién puede ser

impractica por diversos motivos que se discuten enseguida.

Supéngase, por ejemplo, que la solucién de las ecuaciones de

la sintcsis de una leva est3 dada por las curvas p = p(8) (fig 4.5.1)

N

[ay)
)

[as)
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Las dos curvas de la figura anterior son irrealizables como 4.6 Angubo de presion

perfites de una leva, pues es evidente que dicho perfil esté determinado =~ . L .
ste parametro es propio de las levas con seguidor de punta
por una curva cerrada. Matemiticamente, esta condicién equivale a que p . . . . . .. .
o de carretilla, y tiene interés por razones de caricter dindmico, pues esta
sea una funcién periédica de 6, de periodo 2w. Situaciones como las de la . c g .
ligado a la trasmisién de potencia.
fig 4.5.1 pueden surgir cuando la funcién de salida deseada no es, a su vez,

ot ane Para simplificar la discusién supfngase que en un mecanismo

e P _te g3 2 o £ __ A a_ _=&
Wwia JlWwiLiull porivdicd Je y,e) anyuiv ue yr

oo v
v ue 1a

de leva y seguidor de punta las fuerzas de friccidn son despreciables compa

afm, curvas como las de esa figura son posibles incluso cuando la salida sea

X L radas con las otras. Considérese la leva con seguidor de punta (fig 4.6.1a).
una funcién peribdica del &ngulo ¢, de periodo 27; en este caso, el disefio

. . . . . El diagrama de cuerpo libre del sepuidor se& muesira en ia {ig 4.6.7b.
asi obtenido se rechaza; sin embargo, esto no quiere decir que el problema propues

to no temga solucibn. Para remediar esta situacibn basta aumentar oY) = oo,

el valor inicial de p. (En curvas como la de la fig 4.5.1b se dice, en in

corrige aumentando po. como en el caso del parrafo anterior.

glés, que existe undercutting.} .M\

C

Otra posibilidad de tener un disefio insatisfactorio se pre \ N A
_ o \
senta cuando la curvatura de 1a leva en ciertos puntos es mucho mayor que N —T_.‘ ] —— ——
RN e
en otros, esto es, se tiene una leva desproporcionada. Esta situaci6n se T N\ | la—— N2 -
N y

Por otra parte, sin embargo, el valor p, no se puede cambiar — — l \P
sin restriccién, pues valores muy grandes (en comparaci6én con los desplaza | a
mientos deseados del seguidor) de pp dan lugar a levas muy voluminosas que 4} | N\ N
son por esta razén ineficientes. Por regla general el disefio 6ptimo de una (b)

leva se obtiene cuando ésta es de peso minimo.

Un paridmetro mis que debe cuidarse en el disefio de levas es

el 1lamado dngulo de presibn , que se discute a continuacién.

Fig 4.6.1. Fuenzas que actlan sobre el seguidor de punta de una feva



En la figura anterior, N y T son las direcciones normal y --
tangencial al perfil de la leva en el punto de contacto. Ya que se han des
preciado las fuerzas de friccibn, la fuerza de contacto entre la leva y el
sequidor actda en la direccibn de N. Lldmese P a la fuerza que ejerce 1a -
leva sobre el sequidor, y C y ™ a Ya fuerza y 21 momento resultantes de la
carga aplicada al seouidor, la fuerza de gravedad y la fuerza de inercia --
del mismo. N] y “2 sor las fuerzas nue ejerce la auia del seauidor so--
bre este. Debido al huelao entre quia y seauidor estas fuerzas estdn apli-

cadas en los extremos de esta aquia, de ancho a.

Para tener cquilibrio dinfmico se debe cumplir

P cos a=¢C (4.5.1)

de donde se observa que la fuerza P requerida para mover una carga y vencer
la incrcia el seeuidor v el peso de este, es inversamente proporcional a
cos 3, que cs variable para cada punto del perfil, o seca, « = «f€). si
a4 = ~/2, no ¢s posible accionar nincuna carga ni mover el seemidar, por mis
arande que seca el valor de la fuerza aplicada, P; es decir, la ventaja me
cinica es nula. Para a = 0 se ticne el valor minimo de P que puede accio
nar una carga y mover al scguidor, esto es, se tiene una ventaja mecénica
miaxima.

Ya que la potencia disponible en el motor que acciona la le
va es directamente prépofcional a la fuerza P, es necesaric evitar que el
anzulo a adquiera valores cercanos a /2., Como regla, en todo disefio se

procura mantencr o por ahaio de /6
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Ejercicio 4.6.1. Demuestre que, para una leva con seguidor de punta, el an

culo de presibn a estd dado por

aml-Fegn sen”! g {4.6.2)

donde ¢ es el dngulo entre el radio vector de longitud o y la tangente a

1a leva (tan ¢ = ?(9) ), v e la excentricidad del seguidor.
p'(6) ’

Si en un disefo resulta que o es demasiado grande (muy préxi
mo a 7/2), la manera de corregirlo es aumentar py. En efecto, de 1a ec 4.6.2
puede observarse que mientras mayor es p, el tercer término del micmbro de
recho es mucho mds pequefio que los otros, y entonces o es mis pequefio mien
tras ¢ - dngulo entre cl radio vector y la tangente a la leva- se aproxima
mis a v/2, o sca mientras la leva adquiere una forma mas préxima a una cir

cunferencia.

Otra restriccién que debe cuidarse al disefiar levas con segui-
dores de cara plana, es la mixima excentricidad que adaufere el punto de con
tacto con respecto al eje de rotacidon de la leva.

La razdn de que esta variable no adquiera valores de-
masiado arandes (con respecto a cierta longitud constante del mecanismo, ---
desde luego) se expone a continuacién,

Considérese el mecanismo de la fig 4.6.2, donde se ruestra
cl diagrama de cuerpo libre del seguidor. Las fuerzas C, P, N; y N; tienen

*
idéntico significado que en la fig 4.6.1.

* Notese que, en este caso, la fuerza y el par que actGan como carga para el
seguidor se pueden absorber con la fuerza C solamente, considerindola que
acita & una disiancia sdecuada 4 del punto B (fig 4.6.2 b).



'
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Fig 4.6.2. Fuerzas que actdan sobre ef seguidon de cara plana de una feva
Del equilibrin din&mico del seguidor de la fiqg 4.6.2b, se

N1 = N2 (4.6.3)
C =P (4.6.4)
Cd+Px=Nla (4.6.5)

De (4.6.4) se observa que la ventaja mecédnica do este mecanismo tiene

un valor de la unidad para cualquier posici6n de la leva; pero el

momento gue transmite el seguidor a la leva es propcrcional a la dis-

tancia x, llamada excentricidad del punto de contacto, por lo que es

recomendable mantener el valor de x debajo
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de cierto limite, cuyo valor aconsejable, en la generalidad de los casos

es algo mds complicado de establecer que para el angulo de presién. En

todo caso, debe determinarse segln las condiciones de operacidn.

Ejercicio 4.6.2. Para el mecanismo de la fig 4.6.2, demuestre que

(4.6.4)

X =

€k 4o

donde s es la velocidad del seguidor y ¥ la velocidad angular de la leva.

Ejercicio 4.6.3. ;C6mo define usted el dngulo de presién para una leva con
seguidor oscilante de carretilla? Dé razones por las que esta variable sea
de impurtanciz e indique la fonma de calcularla en téminos de 1os pardmetros

del mecanismo.

Ejercicio 4.6.4. ;Cudl es la variable an3dloga a x de la fig 4.6.2 para un
mecanismo de leva con seguidor oscilante de cara plana? DE usted razones
por las que considere que esta variable sea de interés e indique cémo calcu

larla en témminos de los parimetros del mecanismo.
4.7 Observaciones concernientes af diseiio de fLevas

Como ya se dijo en 1la sec 4.5, una condicién aue debe cumplir
toda funcién de salida y(y), ya sea que se trate de un desplazamiento lineal
o de un desplazamiento angular, es que y{¥) sea una funcién continua de ¥

en [0,21¥]y ademds

y(y) = y(y + 2m) (4.7.1)

De hecho, se da por descontado que toda funcién y(y) que sur

ja de una necesidad real que se puede satisfacer con una leva, cumple las



condiciones de continuidad y periodicidad.

Existen casos, sin embargo, en los que no es de tanto inte-
rés el desplazamiento de salida mismo, pero si la velocidad o la acelera-
cibn. La condicibn a satisfacer en estos casos no es muy diffcil de esta-
blecer, dada la hipStesis de continuidad y perfodicidad de 1a salida. En
efecto, de 1a condici6n de periodicidad, se tiene

y(0) = y(2m)
o bien
y(2r) - y(0) = 0 (4.7.2)

Pero de la condicién de continuidad

.

Jo y'(y)dy = 0 (4.7.3)
Como ademids \p es constante, y
(O =y (W)Y

se tiene que la integral antecral anterior se transforma en

m

‘. _ _2m
Iny(t)dt = 0 Tz % (r.7.0)

© sea, el area bajo la curva velocidad-tiempo se anula. Si lo que intcresa
es 1a aceleracidn a la salida, y(t), una condicién semejante a la cc 4.7.4

s¢ puede establecer como

T
J y(tyat = 0 (4.7.5)
o

Finalmente, cabe hacer una comparacién de mecanismos de barras
articuladas con los de leva-seguidor. N&tese que, salvo errores de redondeo
-s5i el disefio se realizd en computadora digital- o errores de medicién -si
se realizo en computadora analbgica-, con un mecanismo leva-seguidor se pue
de producir una salida y(y) con toda precisifn, a diferencia de lo que suce
de con los mecanismos de barras articuladas, para los cuales una salida y (V)
se puede producir con precisidn (micamente en un conjunto {inito de puntos.
Esto no es ninguna sorpresa, puesto que en el caso de los mecanismos de ba
rras articuladas los pardmetros de disefio -las longitudes de las barras-
forman un conjunto finito, mientras que en el caso de las levas los pardme
tros de disefio no solo forman un conjunto infinito, sino un continue. Este

continuo esti dado por la totalidad de valores p{9), 85[’3, 2”].

Los mecanismos discutidos en este capitulo no constituyen
el fmico tipo dentro de los que contienen pares superiores. Existen otros
con esta clase de pares -superiores-, que son 10s engranes, cuya operacion
cs esencialmente el de las levas, solo que tienen ciertas peculiaridades

que los hacen mereccdores a un capitulo aparte (caps 5y 6).
4.8 Andlisis grdfdico de Levas

Fn esta seccién s¢ demuestra que, para cada configuracibn
dada de un acoplamiento de leva y scguidor, cxiste un mecanismo de barras
articuladas -es decir, que contiene iUmicamente pares inferiores- que cs ¢i
nemiticamente equivalente al mecanismo de leva y seguidor. Por cinemitica
mentc equivalente se entiende que, para la configuracibn en cuestién, ambos

mecanismos tienen la propiedad de que el desplazamiento y 1a velocidad son



iguales si tienen igual entrada.

Considérese la leva 2 de 1a fig 4.8.1, con su seguidor osci
lante, 4. Sean N y T la normal y la tangente a los dos perfiies on ci pun
to de contacto €, Yy sean P2 Y ©u los vectores de posicidn, con respecto a

¢, de los centros de curvatura de cada uno de los dos perfiles.

N T

Fig 4.8.1 Acoplamiento entre una Leva y su seguidon oscilante
A continuacién se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 4.8.1. El centro instantfineo de rotacién de la leva 2, con respec
to al seguidor 4 -denotado por C,.- Sse encuentra en la interseccién de la

linea que une los centros C;; y €y, con 1a normal N. Ademis ,

Wy
w2
i

En efecto, sean €2 y Ch los puntos de 2 y 4, respectivamen

C12C24
LTSy

(4.8.1)

te, que coinciden con C; la velocidad de €2 es conocida, puesto que se conoce
wz y, obviamente, la posicién de 2. La velocidad de Ch se determina nor

las dos condiciones siguientes:

&) 7‘,‘,4 es nomal a la lfnea CMCE.

i) El componente de v,., sobre N es igual al de v,., sobre N. Si asf
no f{uera, habria penetracién de un cuerpo sobre el otro, o bien, el contacto

-e perderia.

v

N
N /
\ ;’
RN

t °4x
Y

/ \
\

o<d

Fig 4.8.7. Determinacifn de €a velocidad de £os puntos del seguidon osci

Lante de una Leva
Fn la fig 4.8.2 se determina Vc“. En esa figura, el vector

que une a los puntos C y P es Vc“. Asi ndtese que

>

Vewsez T Veh Ve @

pero la 1inea QF es perpendicular a la recta N. Como vcl./c2 es la velocidad
que tendria C4 si €2 tuviera velocidad nula y en este caso el cucrpo 2 es
tarfa fijo , entonces el centro instantineo de 4 con respecto a 2 se encuen
tra alojado sobre N Por otro lado, del teorema de Aronhold-Kennedy (Teore
ma 1.10.1), el centro instantineo czh se encuentra alojado sobre la recta
Cip Cyyr la interseccion de ambos lugares geométricos (punto R, fig 4.8.1},
es Cz“.

*Esto se desprende del resultado de la Sec. 1.1



De lo anterior se¢ ticne

Y2 = Vay (4.8.2)

rero

Higgll = luefE 3R =|wdft 5

gl = Jodey, ’lm“thcu1
nor lo que
[ PR T v
v, finalmente, la relacién 4.8.1 se hace evidente, como se aquedarfa demos

trar.

Como resultado del teorema anterior, se tiene el teorema que

S¢ emincia en seguida.

Teorema 4.8.2. tn la {ig 4.8.1, cl componente, sobre la linea N, de CCBA

s igual al de ;£23 sobre la misma linea.
In efccto, sea e ¢l vector unitarie normal al pliano del di
buio en 1o fig 4.8.1, v supdngase que apunta hacia fuera de este dibujo.

Intonces,
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v m 8 X B 4.8.3)
Vegy ™ wee x a (

donde
a: [%
a:C‘z 23

Y
v s - w,e X b 4.8.4)
Vesh w,e X b (

donde
_7——'
b = cklc3k

: v... sobre N se obtiene haciendo ¢l produc
El componente de Ve23 sobre ¢lp N
to escalar ;£23‘(BL - 5,) y dividiendo este entre oy - T2f!. Diche pro

ducto es

T
o
ur

(B - P2) = oua(E x 3. By - To) =wae 2w (5, - )

donde se ha usado la propicdad del doble producto mixto que permite inter
A 4 = - _——\ oy 30 v
canbiar la crus v el pinto.  Notese que cl vector a x (L, - &2) es parale

- . N . 1 Ay o
lo ae v tiene ¢l sentido de este; su magnitud e ¢l doble del drea del

1ang , Seca A, csta érca, entonces
triangulo Clz c’3 c3b Sea A; ,

ax (P - 02) = 2 Age (4.8.6)
4.8.% & la 4.8.5, se tienc

-
o2
~



Por olra parte
v . = - ..e x b
C3h
nor lo qire
VM,‘.(L - E‘) = - U)u(; X E)(au - .L;z\r =
= - we. bx (pu - 02 (4.8.8)

donde nuevamente se hun intercambiado la cruz v ¢l munto.
{5 o 5V na omaralede s Ao
(- o) os parvalele v

a e; sumagnitud es, ademis, el doble del drea del tridngulo C, C23 23[“

Llamando A, a csta drea se ticne
B x (6o - P2) = - 24, (4.8.9)

Sustituyendo la ec 4.8.9 en la 4.8.8, se tiene

. — - — 4.8,
Vo, . (04 - p2) = - wee.(~ 2A,e) = 2wyh, ( 10)
C34
In seguida tricense las rectas c125 v C‘”V, normales ambas
a c23 c3‘4' Llamense h, y h, a cada uno de los segmentos determinados sobre

ellas por los puntos C]2 y C"1 con las intersecciones § y V sobre la recta

C "‘34, Asi,

23

A, = L, 334 (4.8.11)

Ay = 5 hbcncy‘ (4.8.12)
pero de la semcjanza de los tridngulos C,,SR v CMVR, se tiene
" —
ettt
A R
que, en virtud de la ec 4.8.1, se convierte en
h, Wy
[vlialiewe (4.8.13)

donde w, ¥y w. son anbos nimeros positivos, por lo que la barra del simbolo

del valor absoluto desaparece. Por otra parte, de 1a ec 4.8.7

co3r ©u = B2) = waha Tty (4.8.14)

v
v, de la ec 4.8.10

ch‘-(gu - b—z) = wyhy 23(:3[‘ (4.8.15)

Pero, de la cc 4.8.13

wyhy = wahy

por lo que la ec 4.8.15 se convierte en

Vc3b'(5“ - D2) = wzh ‘2?3,‘ (4.8.16)
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. c L i il .
De las ecs 4.8.14 y 4.8.16, se tiene aso | eva con seguidor oscilante de cara plana. En este caso el cen

tro de curvatura del perfil del seguidor esti alojado en el infinito, como

- - - — - — se ilustra en la fig 4.8.4a. FEl i i
Vc23-(0‘~ -5 = vc”.(m “F)s . e d g a mecanismo equivalente se muestra en la

fig 4.8.4b.
En virtud del resultado anterior, los puntos 523 y C3,‘ actiian //m
K Csa
como las articulaciones -de un mecanismo de pares inferiores- que unen a la /
parra acopladora con los eslabones de entrada y de salida, respectiva-
mente. El mecanismo de barras articuladas equivalente al mecanismo
ae la fiy 4.8.1.
es, entonces, el mostrado en la fig 4.8.3
Ca4 wa
C [ . L J qu (o) (b)
V2 7777 7777777777 . X . . .
77 Fig 4.8.4. Leva con seguidor oscilante de cara plana y su mecanismo equi
valente de pares .nferiones
We
Cas Caso I1. Leva con seguidor traslacional. Fn este caso, el centro instan

taneo €,y se encuentra en el infinito. En la fig 4.8.5a se muestra este

)} . i acoplamiento de leva y seguidor y en la fig 4.8.5b se muestra su mecanismo
Fig 4.8.3. Mecanismo de parnes inferiones equivalente a un acoplamiento ® Y segu Y &

de Leva y seguidon equivalente.

Notese que para cada configuracién del mecanismo original
existe un mecanismo equivalente diferente. Por esta razén, aun cuando am
bos mecanismos tienen el mismo desplazamiento y la misma velocidad a la 43

salida, no sucede ostc Coh 1a aceleracidn. -

Existen algunos acoplamientos de leva y seguidor en los que
el mecanismo de barras articuladas no es tan obvio, como se discute a con
tinuacién.

(b)

AT
Fig 4.8.5. leva con seguidon thrasfacional de cara cunva y su mecanismo
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Caso 1!!. Leva con seguidor traslacional de cara plana. En este caso los
centros 03,‘ y C,‘1 se encuentran en el infinito. En la fig 4.8.6a se muestra
este acoplamiento de leva y seguidor y en la fig 4.8.6b se muestra su meca

nismo equivalente.

,/ n
(P
C23
¢
2
(a) (b)
Fig 4.8.4. Lleva com seguider traslacional de cara plana § su mecanismo equd

valente de pares inferiones

Caso tV. Leva con seguidor de punta. Este es un caso extremo en el que el

radio de curvatura del perfil del seguidor se reduce a cero (fig 4.8.7).

Caqy
— 0
-
o
Caalp e
4]
. . Ew# -
34 #
#
Ca3
€2
(b)

(a)
Fig 4.8.7. Leva con seguidor de punta y su mecanismo equivalente de pares
inferndiones

In conclusidn, se ha demostrado que a todo acopiamiento de
leva y seguidor corresponde un mecanismo equivalente de pares inferiores
para cada configuracion del acoplamiento original. La importancia de este
resultado estriba en que, por medio de! mecanismo equivalente, es posible
calcular la velocidad del punto de contacto y, de ahf, la aceleracién de

los puntos del seguidor.

Obsérvese, ademds, que en todos los casos el punto de con

tacto C entre la leva y el seguidor es un punto de la barra acopladora 3.

Por esta raréa, on realidad no 5 mecesario detemninar el mecanismo equiva
lente para obtener Vc . Basta obtener 03,, como se muestra en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 4.8.1. Determine la velocidad del punto de contacto entre la leva

de la fig 4.8.8 y su seguidor de cara plana.

c,s//x

Fig 4.8.8. Lleva con seguidon cscilante de cara plana
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Ahora bien, nétese que C es un punto del eslabsn acoplador

En 1a fig 4.8.8 se¢ determina primero €, de la geometria de

23

los a T
ue i i 3.Por esta razbn v -V Y V.-V son vectores parale
la leva v luego c13, conociendo Cyz» Ca30 Gy v Gy aplicando el Teorema de MM Ve Vea

Aronhold-Kennedv. Ahora bien, conociendo w,, se determina v.,, que cs la
. c2

: i : 2 i 4 inci - - - - .
velocidad del punto de la leva (cuerpo 2) que instantineamente coincide Esto es, las diferencias v, = ve, ¥ Vg - Vyson perpendicu

C. lLav ids 4 to del seouido “uermro 4 e instantinea - . =T *
con La velocidad de th, punto del sceuidor (cuen b 2 lares a la recta N. Como ademds v es perpendicular a la recta 613C , la

mente coincide con C, se determina de acuerdo al Teorerma 4.8.1, lo cual se .
coincl n ot det ‘ : al s veiccidad de C resulta como se muestra en la fig 4.8.10.

muestra en la fig 4.8.9. v
~C4 N

Fig 4.8.10. Determinacién de fa vefocidad def punto de contacto entre una
Leva y su seguidor oseilante de cara plana

En la fig 4.8.17a se muestran las aceleraciones de los pun

- tos de interés que pueden obtenerse, o bien de los datos w, ¥y a2, 0 de las

/.
CIB/" velocidades determinadas en la fig 4.8.10.

- - Sin pérdida de generalidad. supbngase o; = 0, g, se¢ deter

Fig 4.8.9. Andlisdis de vetocidad de un mecanismu de feva u seguidon ciel . i s
- mina resolviendo grificamente el sistema de ecuaciones:
Lante de cara plana

a.=a., + 28 xv +a

¢ % c/2 (4.8.17)

;C - ;Clo + 20, x VC/‘O *a,, (4.9.18)

* Como consecuencia del resultado de la Sec. 1.1



4-43 4-44
que se obtiene expresando la aceleracidn del punto de contacto a través de
observadores fijos en la leva 2 y en el seguidor 4, respectivamente, hacien

do uen
¢ use

[+9)
4]

ta oc 1. % 4 oan o
1d ¢ .54 €

Tpualando los segundos miembros de las ecs 4.8.17 y 4.8.18, se tiene

ag, * 2wy x Ves2 Y T At 2wy x veru A (4.8.19)

donde se desconocen los componentes tangenciales de acs Ay Y Ay

Aparentemente se tiene, entonces, una ecuacién vectorial de
dimensién 2 para despejar 3 incégnitas, a saber: SCIZ’ ECI y ;c}h‘ Sin embar

go, para determinar la aceleracién angular del seguidor sélo interesa b

= T T
S : .= s . i .
ca y las dos primeras acs Y e/ "o siendo linealmente  dependicntes (pues

to que ambas son perpendiculares a N) se pueden englobar en una so-

la incdgnita. En virtud de lo anterior, entonces, aunque la ecuacidn

(4.8.19) no tienc una solucidn Gnica para las tres incégnitas, es posible
. . c e . . P T . .
despejar de manera (ndca a la incégnita de intcrés, acy. La indetermina

cidén de la ecuacién se manifiesta Gmicamente en el hecho de que es immosi
T T
ble despejar EC/Z y Ec/h’ separadamente. S6lo es posible obtener su dife

Tencia a.,, - ac - La solucién grafica de (4.8.19) se muestra en la fig

4.8.11.

Ejercicio 4.8.1. Determine graficamente la aceleracidn del sepuidor de
la leva de la figura 4.8.12. la leva es un disco circular que eira alrede
(b) dor del punto 0, quc se encuentra a una distancia a de su centroide C, con

v velocidad angular uniforme.
Fig 4.8.11. AndLis<is de aceleracibn del seauidon oscifante de cara plana
de una Leva®

*I’un{:fo gque C estd en el infinito,,\fel punto C(de3) tiene tras-
lacidr pura Con respecto a 4. Asf{, ac/4=0, y no aparece en la
Fig. 4.8.11 - - '



Fig 4.8.12. Lleva cireulan excéntrica con segidden thasfaclenal
de cana plana

4.9 Diseiio geombirnico de Levas

E1 disefio geométrico de levas se realiza mediante una inversion
del acoplamiento leva-seguidor. Sean (fig 4.9.1): 1, marco [ijo, 2, leva

y 3 seguidor.

Fig 4.9.1. Acoplamiento de Leva y seguidon oscilante
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La recta L estd fija a la leva (fig 4.9.1) y forma un angu
lo y con la recta AB, fija a 1. Si w, es la velocidad angular de la leva,

es evidente que la recta L gira también a una velocidad w, es decir, ¥ = w;.

La inversidn para el disefio consiste en fijar 2 y girar 1

a una velocidad angular - ¥ (fig 4.9.2).

Fig 4.9.2. Inversdibn de un mecanismo de Leva y Aeguidor
08 cllante

En esa figura, la barra AB (marco fijo de la fig 4.9.1) gira
a una velocidad angular w; = - wp.Lla velocidad angular de 3 con respecto a
2 en la fig 4.9.1 es w3z - wa, por lo que la velocidad de 3 en la fig 4.9.2

€8] (Wr) ‘H 0.

El procedimiento de disefio se ilustra en los ejemplos siguien

tes.
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Ejemplo 4.9.1. Disefie la leva con seguidor de carretilla que tenga la sa

lida s{j) mostrada en la fig 4.9.3. Suponga que el seguidor tiene una ex

centricidad de 1.5 am.

<)

)

vl

v)

vd)

vii)

Procedimiento:

A una escala adecuada a las dimensiones del papel, dibuje la

curva de desplazamiento, s(y).
Sobre la curva de desplazamiento marque los puntos P

Proyecte los puntos Pi sobre una recta paralela a la trayecto
ria del seguidor en la posicién original (recta QgR,). Llame

P; a la proyeccidn de P

Con centro en P; trace un circulo de radio igual al de la carrc

tilla (dicho radio se selecciona previamente, segin las condi

la posicién ¢ = 0.

A una distancia e (excentricidad) de la recta Ry localice el

centro 0 del circulo de excentricidad, CE.

Trace los radios 0Q,; sobre CE, correspondientes a los puntos Pi’
en sentido contrario al movimiento de la leva. En este ejemplo
se supone que la leva gira en sentido contrario al movimiento de

las manecillas del reloj.

Trace las tangentes QiRi a CE. Estas tangentes representan la

guia del seguidor.

4

jT—

16

P2

_4'

2T

mj

o

Fig 4.9.3 Diserio de una Leva con seguidon trasfacional de carmretilla
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vii{} Sobre la recta Q(RI. marque el punto P‘ a wna distancia QiPIi'
igual a QOP;. Estos puntos representan la posicién del centro

de la carretilla en el punto P, de la curva de desplazamiento.

4x} Con centro en P}' trace los cfrculos C,+ que representan la

carretilla en sus diferentes posiciones.

x) Trace una curva suave (esto es, que tenga una tangente defini
da en todos sus puntos) envolvente a todos los circulos ci.

Esta curva es el perfil de la leva buscado.

x{) Mida el miximo valor del dngulo de presidn para verificar que
no sea myy grande. Si es mayor de 30°, use un circulo base,
CB, de mayor radio. En este ejemplo particular, se observa
que el angulo de presidn maximo es mayor de 45°, por lo que

se requiere aumentar el circulo base.

En caso de requerir un seguidor de cara plana, el perfil de la
leva se determina por la envolvente a todas las posiciones de la cara plana
del seguidor. En este caso no existe el circulc primitivo vy el dngulo de
presidn es en todo momento 0°. Sin embargo, es necesario controlar el va
lor maximo que adquiere el parametro x de la ec 4.6.3. NOtese que para
el caso de un seguidor de cara plana, la leva tiene que ser convexa en to
dos sus puntos, por tanto, no es recomendable utilizar este tipo de seguidor
en casos en los que la curva de desplazamiento tiene una pendiente muy gran
de. A continuacidn se presenta otro ejemplo para ilustrar el método grafi

co de disefio de levas con seguidor oscilante,
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Ejemplo 4.9.2. Disefie una leva con seguidor oscilante, de cara plana,

cuya salida ¢(¥) es la mostrada en la fig 4.9.4.

$ (¥

-~ Pa AN
2 3
Py o »,
pa ] N\
Pt AN
P kel o v
0 jig L 3r 27
2 2

Fig 4.9.4. Curva de desplazamiento del seguidon oscilfante
de cara plana de una Peva

Procedimiento (Ver fig 4.9.5):

4} Dibvje la configuracidn uiiginal del seguidoer AoP;'

i4) Trace los 4ngulos OAOP;, iguales a la ordenada en el punto Pi
(fig 4.9.4)

4L} Al invertir el mecanismo, el punto A del acoplamiento entre el
seguidor y el marco fijo, pasa a las posiciones A, Az,..., etc,
aloiadas sobre wm circuls con <entro on O y con radio oA

<v) Trasfiera los puntos P; del mecanismo sin invertir, a los puntos
] . . - = - - - .
Pi del mecanismo invertido, localizdndolos mediante las distancias

i’
OP; y AoPl., desde los puntos O y A, respectivamente.
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"

vl Trace las rectas A P, que representan la cara plana del seguidor.

vi}l  Trace uma curva snave, envolvente a las rectas AiPy. Esta curva
es el perfil de la leva.

Ejercicio 4.9.1. Repita el disefio de 1a fig 4.9.3 con seguidor de punta

fjercicio 4.9.2. Disefie una leva con seguidor oscilante de carretilla cuya

salida sea la indicada en la fig 4.9.4.

Fig 4.9.5. Disefio geométrice de una feva para un seguidor oscilante do
cara plana
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5> ENGRANES

INTRODUCCION, Un tren de engranes es un ocoplamiento que se utiliza para
transmitir potencio mecénica proveniente de una flecha de entrada, o uno flecha
de salida. Llomando we y wga la velocidod angular a la entrada y o la salida, -
respectivamente, la reduccién (en caso de que w, sea menor que we) se define -
como el cociente m =b.3/u>s . En lo mayorTa de las aplicaciones, los motores ~--
proporcionan potencio mecénico a una velocidad angular demasiado elta (lo velo
cidad ongular proporcionada por una turbina de gas es del orden de 15000 r .p.m .}
para poder ser utilizada directamente, razén por la cual es necesorio utilizar un -

tren de engranes pata efectuar la reduccién correspondiente . A mengs

que algo en contrario, se entiende que la reduccién m es el cociente de to velo-
cidad o !¢ salida entre la velocidod a la entrada.

Cada engrane esté formado por un nicleo !imitado por una superficie de ---
revolucién Hlomada "de poso™, ala cual estén integrados los dientes de éste, co-

mo e mus

fg. 5.3.3. Los dientes del engrane de entrada se acoplon ~-

con los del engrane de salida de manera idéntico a como lo hoce uno levo con un

seguidor oscilante. Sin embargso, existe uno diferan

to entre fos engranes y las levas, que hacen que los primeros sear estudiados e un

capltuio aparte ; esto diferencia consiste en que lo reduccion de velocidad en un -

tren de engranes es constante, mientros que en las levas, en general, no lo es.

spectiva soméirica de un engrane
cilIndrico.

Segiin que la superficie de paso de un ergrane sea un cilindro, un conc
& un hiperboloide, el engrane recibe el nombre de cilTndrico, cénico 6 hiper-

bético.

GRANES CILINDRICOS . Se utilizan pora ocoplar flechas paralelas -

y existen varios tipos de ellos, como se estudia en esta seccién. Enla Fig,5.1.1
se muestra un engrane cilTndrico de diente rectos, llamado asi porque su superfi-
cie de poso es cilindrica y sus dientes son superficies reglodas cuyas generotrices
son paralelas al eje del cilindro. Ei perfil de los dientes, & seq, la direciriz de

éstos - que es 1o curva de interseccifin antre ef

y uni piano normai a su -
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eje - es una curva que se determina de monera que satisfoga la condicion de ~ - Como resultoda de lo anterior, si m es constante, el punto C24 perma-

acoplamiento que se estudio en seguida.
satisfocer pora proporcionar una reduccién constante. La condicién de acopla-

Considérense los dientes de los engranes que se muestran en la Fig.5.1.1,
miento establece, entonces, que la normal N, durante el acoplamiento de un -

durante el ocoplamiento. En esa figuro no se muestran los engranes completos, - : .
par de dientes, gira alrededor del centra instanténeo de 4 con respecto a 2.

s6lo la parte de los dientes que se acoplan.
En consecuencio, el disefiador de engranes podrfa, en principio, utili--

/T 1

26 UG CUIVO GIDIITGTIG PTG @ sngrane ge entrads ¥, <on
los métodos del Cap. |V paro sintesis de levas con seguidor oscilante, determina
rla el perfil del diente de su engrane compofiero. Esto es impréctico porque ele-
varfo demasiado los costos de produccién. Lo que se hace es utilizar dientes cu

yo forma y dimensiones se encuentran estondarizados. Dado que es deseable que

\\ C se puedan intercombiar los engranes con la més completa libertad, se utilizan -~
~ Cae Cy

dientes cuyo formo es la misma pora el engrane conductor { 2 de 1o Fig. 5.1.1)

que poro el engrane conducido ( 4 de a Fig. 5.1.1}. Los dos curvas més comon
mente empleadas son la involuta y la epicicloide-o la hipocicloide [5ﬂ

Fig. 5.1.1 Acoplamiento de dos dientes de un engrane Por sus ventajas y su uso tan generalizado, se presentan en este capltulo Gnica-

Haciendo referencia a fa figura 5.1.1, el engrone 2 es el de entrado, el mente los dientes de involuta. En [51] se pueden consultar lo relativo a -

4 el de salida, T es lo tangente comin o los dos perfiles y N es la normal comin los dientes cicloides.

. . inst 4 -
a los mismos. De acuerdo can el Teorema 4.8.1, el centro instanténeo de LA INVOLUTA.  Dada una curva plana " como la mostrado en la Fig. 5.1.2 -

con respecto a dos, C2 4 e encuentraen lo interseccion de las |Tneas N y cr_,C.“ el centro de curvatura de |* en el punto P, donde la curvatura 3¢ de [ noes

Més ain, la reduccién esté dado por nulo, esté localizado por el vector [Sa
w c_cC
ma=l—4] = 12 24 (50.0)
“5 Coa Ca TLT+f Cn, (5.1.2)

también segin el Teorema 4.8.1. donde () es el radio de curvatura de ' en P ye e ef vector normol alMen P.



5.5

23
" [
v o

Fig. 5.1.2 Involuta de una curva

Es claro que, si R$O, e est4 definida y para cada punto P existe un pun-

fo Gnico P'. Eiivgar gaométrlco, , de los puntos P’ osl definidos recibe el ~
nombre de evoluta de P, As vez, dada la curva r", lo curva T correspon-

diente estd definida de la siguiente manera [5.? ]

Derlfvense ambos miembros de la ec. { 5.1.2 ) con respecto a s para obte

ner

dir d¥ d ‘
eIt _ﬁz“ f’———“-) (5.1.3)

donde

d?‘ = d‘F' ASI . (5"4)
ds 7 das' ds

5.6

Ademés [5 2],
- P
ANy y é—;.ﬂ?—'t., {5.1.5)
ds

es decir, la derivado del vector de posicién de un punta sobre una curva es un vec
tor unitario tangente a la misma. Més adn, de las ecuaciones de Frenet-Serret —
[5.?], para curvas planas (es decir, para curvos cuya torsién § es nula),
den —
—_— . Ye
ds xet {5.1.6)

Haciendo los sustituciones correspondientes en ( 5.1.3 ),

pero

por lo que

S
O
m—
o
~

(5.1.7)

»

|
It
ol
o

Pero, de la definicién de r ,
=
Si=Cn

por lo que, de ( 5.1.7 ) se infiere que

.&_

ds’

—

6 bien S

’ )
-

s

[+

- (5.18)
> :P+C‘—

donde ¢ es una constante arbitraria de integracién. Para ¢ =0, la ec. (5.1.8) -
define univocomente el radio e de Fen P, para un valor de &' doda. Es decir, -
la curva | se ho determinado a partir de ia curva [, [T recibe el nombre de invo-

luta de r". Nétese que F es igual a la longitud de arco 8' de r'., por o que ~
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.
L) . .
dada una curva [V, el trazo de su involuta se puede lograr envolviendo r con -
una cuerda. Al desarrollor eso cuerda, su extremo traza r’ , como se puede - -
observar de lo Fia. 5.1.2.

5i [M' es una circunferencia, su involuta tiene la forma de la Fig.5.1.3

Fig. 5.1.3 Involuta de un circulo

De esa figura,

- = - — —
T=T'-Seg=8c,-30€0, (51.9)
que es una expresién que permite colcvlor las coordenados de fos puntos de la in-
voluta. Los vectores & y E& de (5.1.9) son los vectores asociados o las coor

denadas polares definidas sobre el plano del dibujo, r(=a) y ©.

Lo propiedad de la involuto de un circulo que hace de ésta une curve idé
nea para el trozo de los dientes de engranes es la siguiente:

Supénganse dos circunferencias , de radios | ¥ Ty, respectivamente, cu-

yos centros estan olejodos una distoncio ¢, como se muestra en la Fig.5.1.4. Sea

5.8

T T  latangente cnmn’ln a las nramferpncuas,
-

/x\

N
\\
N\

\\\

N\

=1

Fig. 5.1.4 Trazo de las involutas de dos circulos.

Ahora piénsese en las circunferencias anteriores camo los perfiles de dos

poleas cuyos ejes estén articulados a un marco fijo ol papel del dibujo en 0] y 02 .
Piénsese ademés, que ambas poleas tienen arrollada una banda que se des-
ploza al girar uno de ellos, ocasionando que la otra también gire. En estas condi

i

cribe lao trayectoria T‘ T2 al desarrollarse la banda de la polea 1 y arrollarse a la

ciones, T T2 s un segmento de esa banda, uno de cuyos puntos, digamos P, des
2. La trayectoria de P en cado una de las poleas es, sin embargo, j uno involuta !
y, como P es un punto comGn a ambas, éstas resultan ser tangentes, como se mues~

tra en la figura 5.1.5.
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EnlaFig. 5.1.5 es obvic que la recto N'N es la tangente comti « a an-~

bas invelutes, vy Ty Ty es la normal o ellos.  Més odn, los segmentos PTy v PT,
son los radios de cuivatura de tos Tnvolutas P‘ ¥ r\l.' respechivormenie . Feoo -

el hecho més importante es que el punto Q de la misma figure 5.1.5 tiene una -

posicién fija, para cualquier posicién del punto P, garantizéndose asf que los -

engranes con estos perfiles tienen uno reduccién constante de velocidod.

Es claro, de la Fig. 5.1.5, que los dos diertes no pueden permanecer -
tangerntes durante una vuelia compieta de aiguno de ios engranes, debido a que
el claro Ry R7 es limitado. Asl, el contacto se efectia Gnicamente a lo large -

de un segmento, digomos Pi Py.

TRAZO DEL PERFIL DE UN DIENTE DE INVOLUTA. De foFig.5.1.3, nétese -

que

9

Pcosqa-_a/ (5.1.10)

|

O

Psenp=80, (5.1.11)

Condicidn de acoplamiento de dos dientes de engrancs

por to que
@:ﬂm(:b, (5.1.17)
Ademés
Y
y osi,
!
Yoo ~dzmv (5.1.13)
6 bien,

(b:nw"‘-lf £5.1.13 )

Los coordenades polares OP, w , de lainvoluta, se caleular de ! s
ecs. { 5.1.10) y £ 5.1.13), por medio de la rutina INVINY de computadorc -
digitat . INVINV calcula q) por el método de Newtor-Raphson, que resuelve

la ecuocién algebraica no tineal

f@) -tinp-$-¥-0,  csan

en que ¥ es dado { es el valar de la involuta cuyo argumento se desea caleular).

E! clgeiitmo de Mewton-Raphson [5‘ 3] paia una sola ecuacién algebrai

ca no liresl es;

¢un= ¢k - _{_(_dih)—) (5.1.15)

£ AN
T \W¥Wx)
con ¢a dado. Lo subruting IMNVINY aparece en ta Fig. 5.1.6.  Cor el va-

lor imv™' ‘\\) , obtenido de INVINV, se calcula ©P como

OP . a (5.1.16)

" cos (inv ) g

como es obvio de fos ecs, { 5.1.10) v ( 5.1.13a ). Lafuncién OP (Y) es el-

-1
perfil del diente deseado. En lo tobla 5.1.1 se muestron valores de inv (¢).
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5.11
SUBROUTINE INVINV(PSI,PHI,TOL,MAX,ERROR)

0BJETO, DETERMINAR EL ANGULO PHI CuYA INVOLUTA ES PS],
METODO, NEWTON=RAPHSON (HENRICI P, ELEMENTS OF NUMEKICAL ANALYSIS,
JOHN WILEY AND SONS, INC,, NEW YBRK, 1964, PP, T7-81),
PARAMETROS,
PSI, INVOLUTA DE PHI, LO DA EL USUARIO EN RADIANES,
PHI, ANGULO CUYA INVOLUTA ES PS1, SU VALOR DE FMTRADA A LA SUBRUTINA
L0 UA EL USUARIO, €N RADIANES, FOTE ES5 EL VALOUR COM EL GUE SF
INICTAN LAS ITERACTONES,
EL VALOR QUE REGRESA INVINV, EN RADIANES, S L ARGUMENTO CUYA
INVOLUTA &8 PSI,
T0L €5 L& TOLERANCTA ACLFTADA FOR tL USUAHIT,
MAX, ES EL MAXIMO DE JTFRACIONES PERMITIDO POR EL USUARIO,
ERROR, tS EL VALOR ABRSOLUTO OF LA DIFERENCIA ENTRE DOS ITERACIONES
SUCESIVAS, ES UN PARAMETRD Ut SALIDA,
COMMON/ZUND/P]
COMMON/TRES/ITER
1TER=0
1+ (PHILNE,LO,  AYID,PSI,NE,0,) GO TN
IF(PHI,NE,O, AND,PSI,EJ4,0,) GO TO
IF(PHI,tG,0,,AWD,P51,EQ0,0.) GO TO
GO To 2
1 PHITEPH]
1F(8IN(PHI) ,£0,0,) GO TO 3
SE INICIA EL METODO DE MNEWTON=RAPHSON,
COT=COS(PHIN/SIN(PHT)
PARSPSI#COTwy,
SENC2BIN(PHI)*SIN(PHI)
PHIZPHI/SENC+CNT*#PAR
ERRORZABS (PHIPHIT)
IF (ERRORLLT,TOL) RETURN
ITEREITER®)
IF(ITER,LE,MAX) GB Tn 1}
2 PHI'OI
RETURN
WRITE(6,4)
FORMAT(/,10X,"VALOR INICIAL INADMISIBLE™)
RETURN
END

NS e

B W

Fig 5.1.6 Listado de la subrutina INVINV

0

TABLA 5.1.1VALORES pE PHI = ARG(INV(PBI))

P3X
(GRADOB)

L ]

«100000E402
.200000F¢02
. 300000€ %02
,800000E402
«300000E%02
.600000F¢02
.700000E*02
.8000008+02
,900000E¢02
.100000E+03
«110000E%03
2120000E¢03
,130000F¢03
«140000F«03
,150000E¢03
«160000E+03
.170000E03
;180000Fent
+190000E¢03
+200000E+03
+210000E¢03
2220000F+03
+830000E+03
«240000F+03
L@S0000E¢03
«260000F¢03
22700006403
«280000£¢03
+290000F¢03
«300000E+03
+510000E¢03
+B20000F«03
.330000E+03
23400008403
«350000£+03
«360000E+03

PH]
(GRADOS)

0,
42497 TR+ 02

51160159202
56471 TEe02
,602810E¢+02
,031@21E¢02
+656534Ee02
073876F¢02
,689618E+02
«703357Fe02
«715292¢ 402
12577302
2735064002
JTU3B66E02
2750838 ¢02
2 T5759%F¢02
2 TO374bE02
, 716937002
;TTuS3acen?
. T79093E¢02
, 78369402
«787178E¢02
.T91878F 02
279582302
2798839 ¢02
,B80154BE+02
. 804469F¢02
+807218€¢02
oBO9811E02
812261E¢02
+814879¢¢02
+8167T6E002
«818862F402
+820844E 02
«822731E¢02
+824828Ee02
«826243E002

(ADIMENSIONAL)

0

0
0
0

ERROR

L ]

L163709€e10
.1262T4E=DY
L145519E=10
J159169E=06
J276815E=0?
JJ04313E=08
.224099E-08
JBUGOLLE=09
L JU9246E=99
W160071E=09
L127596E=10
,582077E=10
(145519E%10
[ ]

L]

1 ]

,875036E°06
L6955A2E 84
.559201E~06
L453223E=06
,3723BUE=~06
1307860E=06
L2564 TBE=06
02195179€=006
L181T10E=B6
1154367E=06
L131869E=06
,113243E%06
JITTL61Ew0T
1836TT6E=07
JT37346Eme?
W643359E=97
W565196E~87
,a97530E~07
+U39U6BE=0T
»389409E=(7

1TER
ANUM)
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TERMINOLOGIA DE LOS ENGRANES. En la Fig. 5.1.7 se muestron los paré

metros de un engrane, y a continuacién se presenta una lista de términos propios

de la tecnologla de este elemento.

N

’ \/
/)

i
i ;

Lo . I

¥ig. ».1.7 Terminologia de ios engranes

5.14

CB : Circulo base. El clrculo cuya involuto es el perfil del diente. Tiene un
radio B
C : Punto de contacto (entre los dos dientes )
0 0 : Linea de los centros.
e

s
T‘ T2 : Trayectoria del punto de contacto.
P: Punto de paso. Intersecciér de la trayectorio del punto de contacto y la -
ITnea de los centros.

CP : Circulo de paso. Contiene al punto de paso, de radio "
CD : Circulo de dedendo, de radio rd = rp - d, donde d es el dedendo*

CA : Clrculo de adendo, de radio N rp +a, donde a es el M*

¢ : Angulo de presiér’ Comprendido entre la normal comdn a las dos perfi--

les ( T‘ T2 ) ¥ la normel N N' a la IThea de los centros .
Chseivaciones i

1) Los dos engranes giran uno con respecto al otro de una manera semejante

como o harian dos discos de friccién de radio igual al radio de poso de cado en
grane, cuyo contacto se realizara en el punto P,

it ) Cuando el punto de contacto ocuna la pasicisn del nunte ds pass, to fuer—

za que ejerce un engrane sobre el otro ( que es normal a ambos perfiles, si se des

precia la friccién entre ambos dientes ) tiene una inclinaci6n de un angulo  ---

¢ con respecto a la ITnea N'N. Es decir, si F  es la magnitud de esta fuerza,
el par que ejerce un engrane sobre el otro, con respecto al centroide de este Giti-

mo, digamos Oe , esté dado por Frp cos ¢ . Por lo tanto, conviene asignar al
angule 4,\ un valer muy bajo ¥, en virtud de esto, los valores universaimente es-

pecificados de (p son 20 y 25° (Volores de ¢ = 14.5%se encuentran todavia con rel

(o

*Estas dimensiones se encuentran estandarizadas, segdn la tebla 5.1.2



tiva frecuencia )

iii ) Aungue los dos engranes tienen diferentes radios de paso, el dngulo de -

iv )} Excepto para la posicién en la que el punto de contacto coincide con el
punto de poso, siempre existe deslizamiento de un diente con respecto al otvo,

lo que ocosiona pérdidas por fricci6n, y ruido en la operacién.

TERMINOLOGIA DE LOS DIENTES DE UN ENGRANE, Haciendo referencia

atlaFig. 5.1.8. s¢ tiecen las sian ientes definicinnes ¢

-\ T
o o &/ T
. I P LY
- B P~ 5
Cb o q '\‘ .
A

Fig. 5.1.8 Terminologia de los dientes de un engrane

aico A B : paso circular
arco C D : paso de ta base
orco A E : espaciamiento
arco E B : oncho del diente
orco F G : raiz del diente.
Otros parémetros de importancia sor , el claro ¢, el paso diametral Pd y el

médulo m, definidos a continuacién :

c=d-a (5.1.17)

516
. . f LR AN s ey oy
¢ N { puigadas {(5.7.18)
s T 2p
T
’p (mm) (5.1.19)
m PR m m . .
N

Nétese que el dedendo es mayor que el adendo, con el objeto de que el
engrane aloje el diente de su companero sin que éste toque la 1aiz del otro. La

diferencia entre el adendo y el dedendo recibe el nombre de claro.

El adendo, el dedendo y el claro son funciones del paso diametra!, P
definido por el cociente.
- N
D=
o= s

d (5.1.20)
p

donde N es el nimero de dientes. Asi, el paso diametral indica cuntos dien-
tes tiene un engrane por cada pulgado de diémetro de paso. Mientra. mayor -

es este cociente, mennr es el diente, como se puede apreciar en lo Fig. 5.1.7 .
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Fig. 5.1.9 Dientes de enarane de involuta con idénticos diametr-os de

paso y diferente paso diametral.

Ya sea que el diente tenga un éngulo de presién de 2070 de 25°%y segin que
sea narmal o escotado, las dimensiones del adenio, el dedendo y el claro estén es
tondarizadas de ocuerdo con los valores de o Tabla 5.1.2,

TABLA 1.1.2
Diente normal :
a=1.00m
d=1.25m
Diente escotado {0 corto) :
a-0.75m
d=1.00m
{ Especificaciones basadas en el médulo m. )

Ei diente escotodo es més robusto que el normal, y se utiliza cvando tas -

cargas son muy altos,

ENGRANES CON DIENIES HELICOIDALES . De acuerdo con ia observacion iv )
de pérrafos anteriores, la ideal serfa que dos dientes s6lo estuvieran en contacto -~
cuando el punto C pasa por P, y ol siguiente instante el contacto se realizara en-
tre otros dos dientes, ligeromente desfasados con respecto a los primeros, situados -
esos dientes en un plano diferente, pero parolelo ol de los primeros. Un arre

glo de dientes en estas candiciones se verfa como en la Fig. 5.1.10, donde lo Iinea
L}

o

l i!_;:

- rfj[* i__
Yoo

Fig. 5.1.10 Montajo de cngranes desfasades paren

reduecir 1o friceidn
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L'L es el eje de la superficie cillndrica de paso. El ancho de cada diente es a y
el desfasamiento entre dos dientes es b. Este arreglo, sin embargo, no elimina-
tTa el deslizamiento totalmente, aungue sf lo reducirfa de manera considerable.
Evidentemente, la forma de anular el deslizamiento es haciendo que a —>0 y

b —> 0, manteniendo constante el cociente

=ton Y. (5.1.21)

o

La configuracién correspondiente serfa ahora la de fa Fig. 5.1.11,

s )
-

Fig. 5.1.11 Diente helicoidal de un engrane cilindrico

La superficie del diente sique siendo una superficie reglada, pero sus ge~
neratrices son ahora hélices con eje L'L, el eje de la superficie de paso. Por es-
ta razén estos engranes se llaman helicoidales. El dngula Y es el angulo de la

hélice.

En fa Fig. 5.1.12 se muestra la perspectiva de un engrane helicoidal .

¥ig.
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5.1.12 Perspectiva isométrica de un engrane cilindrico de dientes
helicoidales
Si bien los engranes helicoidales tienen una operacién més silenciosa y
més eficiente que los de dientes rectos, introducen el siguiente problema : Sea
F la componente de la fuerza de contacto entre dos dientes, contenida en un -
plano tangente a la superficie de poso ( véase lo Fig. 5.1.13 ). Esto fuerza-
tiene uno componente normal o L'L, como en el caso de los engranes de dien—

tes rectos; pero, ademds, tiene una compe~ nte axial a L'L, Fc .

/

|-
|
1
|

Fig. 5.1.13 Fuerzas que actltan sobre un diente helicoidal
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Lo magnitud de la componente axial es, de la Fig. 5.1.13,
Fo = F cos Y.

Lo existencia de esta componente obliga a empleor cojinetes especioles, que so-
porten corgos axioles. Es claro que una cargo axial Fo muy gronde puede ocasio
nar un desgoste excesivo en los cojinetes, lo cuol es indeseable. Lo forma de -~
anular la componenete oxial es construir engranes helicoidales que tengon dos hé

lices encontradas, como se muestra en la Fig. 5.1.14

Fig., 53.i.14 Montaje de dos engrancs de dientes helicoidales para
anular la carga axial

Nétese que ahora la corgo axial scbre una seccién del diente onulo a la
carga oxiol sobre la otra, anulando ast virtualmante lo corga axial sobre los co-

jinetes. Un engrane con dientes construidos de esta manera recibe el nombre de

"doble helicoidal™ y se muestra en forma esquemdtica

en la Fig. 5.1.15.

———— ¢ e——— perrnem—s ¢ — . a—

N\t
VAN

Fig. 5.1.15 Acoplamiento de engranes dohle helfcoidales.

Los parémetros del diente de un engrane helicoidal se miden sobre un pla

no perpendicular o la hélice, que se muestro en lo Fig. 5.1.16, de canto, PP’

X

Fig. 5.1.16 Plano transversal de un diente helicoidal

Todo lo que se ho dicho acerca de los engranes cilindricos se oplica a -~
los cénicos, con algunas modificociones, como se veré en jo Seccién 5.2. Faro
terminar esta seccién se advierte que las especificaciones de los dientes vorfan -

segin que se traboje en el sistema inglés o en el sistema métrico. Mientros que -
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en el sistema inglés el paso diametral Pd es el parémeiro que determina las dimen
siones del diente, en el sisiema métrico es el médule, m, que mide lo cantidad -
de milimetros del diémetro de paso por diente del engrane. Asl, pues, el produc
to del paso diametral por el médulo es igual al cociente entre una longitud de uno

pulgada y una de un milTmetro, Este os

m Pd:25.4 (5.1.21)

Los valores estandarizodas de paso diametral y médulo son los siguientes -

[5.4

m = 1,1.25 1.50, 2, 2.50, 3, 4, 5, 6, 8,10, 12, 16, 20.

Po=2,22,2.,3,6,8,10, 12,16, 20, 24, 32, 40, 48

1 1
it

64, B0, 96, 120, 150, 200.
Las dimensiones estandarizadas para dientes en el sistemo inglés [5.4]
para dngulos de presién de 20% de 25° aparecen en loTabla 5.1, 3.

TABLA 5.1.3

normales :
a- 1.000
4
d
1.250
d-120
d

5.2, ENGRANES CONICOS . Se utilizar para acoplor flechas no oaralelas,

v NI U S T
feotema de Maonncid-Kennedy {5.5), da-

dos dos cuerpos, Ay B, en movimicnto con respecto a un tercero, C, existe el
eje instanténco de rotacitn de A con respecto a B si, v sélo si, exisien los ejes
de Ay de B con respecto a C, y estos se intersecan. Enla Fig. 5.2.1, sean A

y B dos flechas montadaes sobre uri morco C.

5.2.1 Acoplanmiento de flechas no paralelas que se intersecan

En esa figuro, es cloro que los ejes instanténeos de rotocion de Ay de B
con respecto a C son fos Ifncas LL' y MM', respectivamente. Si estos ejes se
intersecan, enun punto P per ejemplo, es posible - en virtud del Teorema de -
Aronhold - Kennedy- hallar unc ITnca N N', que pase por P, a lo largo de ta - -
cual los puntos en contacto de A y B tienen una velocidad relctiva nula, esto -

es, poraun punto de NN', como R, se tiene

v = v

RL B,
es decir, la velocidad de R, ¢ mo punto de A, es idéntico a la velocidad de R -

como punto de B. En estas condiciones, es abvio que los flechas A y B tengan -



que acoplarse por medio de superficies tales que los puntos de contacto de am~-
bas queden sobre la ITnea N'N. Claramente, estas superficies son conos de re-

volucién, cuyos ejes de simetrfa son las Ifneas LL' y MYM', como se muestra -
N
N

Q
N\
X/

en la Fig. 5.2.2. 3

Fig. 5.2.2 Acoplamiento de dos flechas que se intersecan por medio
de superficies conicas

Los conos de esa figura son las superficies de paso de los engranes que ~

acoplan a las dos flechas. Los dientes de estos engranes son superficies regla- -

dos cénicas.

En la Fig. 5.2.3 se muestra un corte, segin el plano axial { determinado
por losefesLL' y MM deloFig 5 27), deun aconlomiento de engrones c&

nicas.

Dudo ei cono de paso con eje L1’ su cono posterior se define como ei -

cono con el mismo eje LL'; pero normal ol primero.,

iy 3

Terminologia de los engranes conicos
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Terminologfa :

d = aso

p

de = diGmetro exterior

dc = distancia cénico

d'c = distancia cénico posterior

c = claro (uniforme a lo largo del diente)
Ap = éngulo de paso
oy = Gngulo sntvs flacha '
Ola = éngulo de adendo
olg = éngulo de dedendo

A = Gngulo de la ralz del diente

Vi vértice de paso

p
m . visto de conto del plano transversal, tangente a los dos conos pos-
teriores.

Por la misma razén que se expuso en relacién con los engranes cil Indricos
de dientes rectos, los engranes cénicos de dientes rectos ruedan sin deslizar uno ~
con respecto al otro solo cuando el contacto se efectia sobre 1a generatriz co----
mdn a las superficies de paso, lo cual sucede instanténeamente. Cuondo lo corgo
que aclia sobre el diente es alta, las pérdidas por friccién al producirse desliza-~
miento son de consideracién y entonces se hace necesario un modo de operacién ~
més eficiente. Esto se consigue, anélogamente al caso de los engranes cil Indricos,

con engranes c6nicos de dientes espirales. Las superficies de estos dientes son  ~-
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una sucesién de espirales contenidas en superficies conicas cuyo eje y cuyo vérti-
ce coinciden con los de la superficie de paso. En la Fig. 5.2.4 se myestra ung -
vista de esta clase de engranes.

Una varionte de los engranes cénicos de dientes espirales son los engranes
Zerol*, |lamodos asf porque ! valor medio de su éngulo espiral es cero (en in--

glés, zero}. En la Fig. 5.2.5 se muestra un engrane Zerol .

()

A\

irales

Fig. 5.2.4 Engrane conico de dientes esp

Fig. 5.2.5 Engrane Zerol

* Marca registrada por The Gleason Works, Rochester, N. Y.
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Debido a la propiedad que tienen las superficies de paso de los engranes
cbnicos de rodor sin deslizomiento, la reduccién es sencillamente el cociente de
los diGmetros de paso, o bien, el caciente de los nimeras de dientes, como en el

caso de los engrones cilndricos .

El disefio de engranes cénicos es semejante al de engranes cillndricas. De

hecho, se hace en base al engrane cillndrica equivalente, que es el que esté con-

tenido en el plano transversal, de tal suerte que en la cercanla del punto de ton-
gencio ( del plano transversal con el cono posteriar ) los dientes de ambos engra-
nes coinciden. En general, el nimera de dientes del engrone equivalente no es -

entero ( ¢ por qué ? ).

5.3. Acoplamiento de flechas que se cruzan en el espacio . Cuando se trata de -

acoplor ejes que no se intersecan ni san paralelos, na se puede utilizar engranes -
ciifndricos ni conicos, pues entonces no existe un eje instanténeo de rotacién de -
una flecha con respecto o lo otra [5 .5] .y asf, no existe unc superficie de po-
so sobre la cual la velocidad relativa de los puntas en contacto sea nuta. En este
caso, se tiene que utilizor otro tipo de engranes, a saber : hiperb6licos*, corona-
sinfIn, helicoidales cruzados, planoides, espiroides y fos Ilamados Helicon. Es--

tos se describen a continuacién.

Engranes hiperbélicos . Se lloman esT porque sus superficies de paso son hiperboloi
des de revolucién. Cado una de estas es una superficie reglada cuya generatriz es

el eje del tornillo instanténeo [5.6 , 5.7] de una flecha con respecta a la -~

* También llomados hipoidales { del inglés * hypoid ™ }.
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otra, esto es, la recta a lo largo de la cual los puntos en contacto tienen una ve-
locidad relativa con mognitud minima, que se determina como se ilustra a conti~-

nuacién.

Supbngase que se trata de acoplar los ejes LL' y MM’, de laFig.5.2.1
por medio de engranes. Supéngase también, que estos ejes forman un éngulo de -
90°, de manera que el primera coincide con el eje X y el segundo es paralelo ol

eje Z y estd a una distoncia a del primero.

4 L ™M
¢ b —b
NN i @
\\oc

C

\\iQ

/ h

Fig. 5.3.1 Acoplamiento de ejes que se cruzan en el espacio
Sean We y wq los vectares que representan la velacided angular a la en-

trada y o la salido, respectivamente, y supbngase que se desea una reduccién m -

"
Goyu por

il

T i®e)f

El problema consiste en determinar la recta N N' que, al giror alrededor ~

de coda eje, genera las superficies de revolucién de los engranes hiperbélicos que
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se deseo disefiar. El criterio que se utiliza paro determinar la ITnea NN’ es el
de minimizar la magnit. de la velocidad relativa entre los puntos de una fle-
cha y de ia ofra, que estabiecen el contacto de las dos superficies de paso. -
Dentro de ia teorfa de la cinemética tridimensional de los cuerpos rigidos se es
tablece (SQ] , [5 7] que el lugar geométrico de esos puntos de minima mag-

e & s

nitud de velncidad ralative a: uns rests qus Interseco et Comdn o jos

dos ejes dados y es perpendiculor o esa normal .

De la configuracién mostrada en la Fig. 5.3.1, la normal comin a los -
ejes LL' y MM’ esel eje Y, y lo recta buscada, NN', es perpendicular o -
Y y lo interseca en el punto Q, situado a una distancia b del eje LL'. Larec-
ta N N' queda completamente determinada especificando el &ngulo o que for—

ma con el eje Z, adem6s de la distancia b.

Sea ¥, la velocidad del punto Q que pertenece al L'y v, la del mis-

mo punto que pertenece o la flecha MM'. Asl, definiendo

aezwzéx » (5.3.1a)
Ds=ws Ca (5.3.1b)
se tiene
Va= wanXbés (5.3.2)
:b(.ogé;)
Yy

G

wWsCex [-(a-B)Z4]-
(8-b) wg Tx

M

(5.3.3)

Lo velocidad relativa de ambos puntos tiene la magnitud

“ 1—j-;/zl\ =“(a"k)wsé-x" bwaalu) (5.3.4)
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por lo que
~ N L 2,12 .2 :
,'!'Ls,'au s(a_.'n> W+ b Wy, 5 (5.3.5)
pero, puesto que la reduccién es m, se tiene
W=mw, (5.3.6)
s e

transforméndose asf la expresién ( 5.3.5) en

“ ﬁ/c" 2: [’"‘2 (a‘b)l* ‘Oz] w; . (5.3.7)

—_— 2
Nétese que el coeficiente de " U:‘/e “ es funcién de b, solamente, --
puesto que m y a son par&metros del mecanismo. Liamando f (b) o ese coeficien-
—_ 2
te, la magnitud “zgzéu alcanza un valor extremo (m&ximo o minimo) cuando ~--
f* (b) se anvia. Pero
2
fF)==2m (a-b)+2b,
por 1o que f (b) tiene un extremo para
2

m a

b= <2+ (5.3.8)

Que f (b) alcanza un valor mInimo para este valor particular de b se hace eviden-

te calculondo f* (b) y notando que es positiva para todo valor de b.

Finalmente, de la Fig. 5.3.1 es evidente que

£

tangg z — = m,

o€

(5.5.9)
quedando ast la recta N N’ totalmente determinada.

En la fig. 5.3.2 se muestra un acoplamienio de engranes hiperbélicos.

Acoplamiento corona-sinfin . Esté formado por una corona dentada que -~

transmite potencia a baja velocidad y que envuelve a un sinfin, que transmite po
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Fig. 5.3.5

Engranes helicoidales cruzados
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tencio o alta velocidad. El sinfln tiene una o varios cuerdas de tornillo maqui~
nodas en su superficie.

Este acoplomiento se vtiliza cuando se requiere una reduccién alta (del

orden de 1/10) y se tienen tombién cargas muy altas. Debido al deslizamien-
to relotivo de los superficies de paso, sin embargo, 1o eficiencia de acoplamien

to es boja { de 50% a 92 % ) y genero cantidades considerables de calor que re

quieren un disefio de lo carcaza adecuoda para radiarlo.

c_ 1

En 1g Fig, £.2 .2 sa mussdrs sscuembticamants un aconlamienta corana-

B Teite TIqvomoTicomer oont

sinffn " simple envolvente * y en la Fig. 5.3.4 se muestra uno “doble envol-

vente " . En esas figures aparece la terminologla propia de este acoplamiento .

Si el sinfln tiene ng cuerdas de tornilla y la corona ng dientes, por ca -

do vuelta del sinfin se hacen giror ng de fos n. dientes de la coranag, esto es,

n
- —i
eC Ne es
o bien
W :-r_‘l. w
[ S
de donde <
We Ng
—— I m—— 5.3.1%
Wy Ne (5.3.10)

Engranes helicoidales cryuzodos . Se muestran en fo Fig. 5.3.5 y se utilizan pora

acoplar flechos que no son parolelos nise intersecan. Tienen la ventaja de que,-
pora su montaje, no se requiere gron precisién, ya que la accién conjugoda de —
los engrones no se afecta sensiblemente por cambios ligeros en lo distancio entre-
ejes.

Otros tipos de acoplomientos . Los acoplamientos de engranes Planoid*, Spiroid*

* Marcas registrados por IHlinois Tool Works, Chicago, 1.
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y Helicon* se muestran en las Figs. 5.3.6, 5.3.7 y 5.3.8. Los Plonoid se llo-
man asT porque las superficies de los dientes son planas. Son muy faciles de mo-

nufacturar en cualquier tipo de fresadora.

Los Spiroid son semejantes a los acoplamientos corona-sinfin, excepto -
que en este caso el sinfln esté generado sobre una superficie de paso cénicay la

corona tiene dientes espirales.

Los Helicon son semejantes a los Spiroid, excepto que no tienen la co -

nicidad de estos. Por esta razén son més féciles de manufacturar.

*Marca Registrada por Hiinois Tool Works, Chicago, 111
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6 TRENES DE ENGRANES

INTRODUCCION. En el Cap. V se estudiaron los diferentes tipos de engranes

(] .y
P en los

228

ras mecénicos, como elementos aislados. En este copfulo
se estudian estos elementos como integrantes de esos sistemas, con cuyos otros --

elementos interactSan produclendo uno accién determinada.

Los trenes de engranes contienen todo tipo de engranes como elemen-
tos integrankes de ellos. Se clasifican en : trenes simples y trenes planetorios . -
Los primeros tienen un grodo de libertad simple ( = 1) y los segundos generalmen

te tienen un grado de libertad doble. Ambos tipos se estudion en este capMulo.

6.1 TRENES SIMPLES DE ENGRANES . Traténdose de engranes cilindricos

o cénicos, la reduccién m, es sencillamente el cociente del ndmero de dientes del

atlummnanta
< Ns

e sansidiraca al mannlamlans,
nYomS sisereie &0

, consi aeoplemisnts coronc-

pifnon de laFig. 6.1.1.

Te

Fig. 6.1.1 Tren simple de engranes
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En esa figura, sean |'p el radio del clrculo de paso del pinén y T el de
lo corona. Sean Np y N el nimero de dientes del pinén y de la corona, respec
c

tivamente .

Ya que ambos circulos de paso ruedan, uno con respecto al otro, sin des
lizar, la velocidad del punto de tangencio ( punto de poso ) P en 2 es igual a la =~

del punto P en 3 ; pero

= 6.1.1
vn 02 rp ( )
= (6.1.2)
VP3 Ws rc
AsT,
“,2 rp.= “3 c
de donde
wa o
= L4
m:-—wz = 3 (6.1.3)

pero, por definicién de pato diametral (Cop. V ), se tiene

N N
Pz —E = £ (6.1.4)
T 2
P c
De oni que
r N
P P 6.1.5)
— = N (6.1.
(-3 c B

Sustituyendo ( 6.1.5) en ( 6.1.3), se tiene

No (6.1.6)
me N

[

como se deseaba demostrar. Se tienen en seguida ios siguienies rewiiados Gitles
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R. 1 * | Lareduccién total de una serie de n engranes en que el | 2 es accionado
o vez, accieneal (i+1)2

del acoplamiento del primero con el Gltimo, como si los intermedios no estuvieran

presentes ( Fig. 6.1.2 ).

TN
’ ) \ ,)

Fig. 6.1.2 Acoplamiento de n engranes en un tren simple
Ejercicio 6.1.1. Demuestre el resultodo R. 1

R.2. Si en el tren de engranes anterior se acoplan rigidamente 2 engranes a una
misma flecha, como se muestra en 1o Fig. 6.1.3, la reduccién total es igual al ~-
producto de los nimeros de dientes de los engranes conductores sobre el producto -
de los mimeros de dientes de los engrones conducidos, esto es, para el tren de la -

Fig. 6.1.3

* Serestringe 1 Oser: 1< i<h

-6.4-

= NS

Fig. 6.1.3 Tren simple de engranes, con dos engranes de diuerente

paso diametral compartiendo el mismo eje

Ejercicio 6.1.2  Demuestre el resultado R. 2.,

Observacién :  En los resultados anteriores las relaciones son las mismas aun si
intervienen engranes cénicos. Sin embargo, para otros tipos de engranes (hi--~
perbblicos, corona-sinfln, espiroides, plancides) las relaciones en cuestién son

diferentes, como se puede concluir del Cop. V.

6.2 TRENES PLANETARIOS DE ENGRANES, Estos trenes estén compuestos esen -

cialmente por un engrane "planeta” 2, un brazo 3, un engrane "satélite” 4 y una co

rona 5, como se muestra en las Figs. 6.2.1 (o) y (b).
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En esa figuro, yo que todos los clreulos de paso ruedon sin deslizar, los

puntos Q en 2 (Q2) y Q en 4 (Q4) tienen la misma velocidad ; pero

sz = “2 fz, (6.2.1)
Yas VP+VQ4/ (62.2)
Y4 . P
3 siendo
g =w (r +
v vp = A r2 r4) (6.2.3)
3 Y

(b
) Asl, de los ecs. (6.2.1) 0 (6.2.4), se tiene, hociendo v =v
Q4'

Fig. 6.2.1 Trenes planetarios Wr ~wWw(r +r)+tw r =0
3 2 4

22 4.4 (6.2.5)

Un tren de engranes como los de la Fig. 6.2.1 tiene un grado de liber-
Asimismo, la velocidad def punto R4 es igual o la del punto R5; pero

tad doble, como se puede demostrar haciendo su anélisis cinemético.

v = v _+t v
R4 ‘o
En efecto, considérese el tren de la Fig. 6.2.1 (a), que se repite en la Ry P, {£.2.%)
Fig. 6.2.2. siendo
v =W r (6.2.7)
5 R4/p 4 4
Y
/z—\ w\\ws
s LA - i - 5 TRV SN
) \ v o=w (r + 2%, {6.2.8)
3 RS 5 2 4

1 R

De las ec. (6.2.3), (6.2.6), (6.2.7) y (6.2.8) se tiene, haciendo

/‘V-\
/'\
/
£ E
:

<

G

05 (r2 + 2r4) - 03 (r2 + r4) - 94 Ty s 0 (6.2.9)

* Todos las velocidades involucradas son paralelas, y solo difieren en mognitud

Fig. 6.2.2 Tren planetario de engranes cilindricos
y sentido, por io que pueden manejarse corio escalares.
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El sistema (6.2.5), (6.2.9) constituye las ecuaciones de restriccién
del movimiento del mecanismo en consideracifn, pues ya no es posibie
obtener otra relacifin entre las variables mz, mj, m‘ b4 ms que sea
independiente de ellas.
N6tese que este sistema de ecuaciones (6.2.5) y (6.2.9) es algebraico
y lineal en el conjunto (wz. Wyr Wy ws). Puesto que contiene solo
2 ecuaciones para las cuatro variables en consideracifn, se puede
satisfacer asignando a dos de las variables valores arbitrarios, lo cual
evidencia que el mecanismo tiene un grado de libertad doble.
NOTA: La f8rmuia de Griibler, habiéndose deducido para mecanismos con
p&res inferiores Gnicamente, no se puede aplicar en este caso.

Ejercicio 6.2.1*. Obtenga las ecuaciones de restriccifn del mecanis

mo de la Fig. 6.2.1(b) que se muestran en seguida:

2w Iy-wg (r2+r5) -2uw

2 r4=0 (6.2.10)

4
2w51.'5+2w41‘4°w3([2+[5)=0 {6.2.11)

En el anilisis de los trenes planetarios no se procede como se ha
expuesto en esta seccifn, estableciendo en cada caso el sistema de
ecuaciones de restriccibn, pues serfa muy dilatado hacerlo, y ademis
es innecesario, como se muestra a continuacién. Existen dos métodos
com@nmente empleados en el anflisis de trenes planetarios: i) el

método por tabulacién y ii) el método por f6érmula. Ambos se discu

ten en las siguientes secciones.

* w, es la velocidad angular de 4 alrededor de su eje de simetrfa.
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6.3 METODO DE ANALISIS POR TABULACION. Este se baso en algunas pro- --
piedades de los sistemas algebraicos lineales como (6.2.5)y (6.2.9) 0 (6.2.10)

y(6.2.11 ba saber. Un sistema lineal algebraico de dimensi6n n tiene ta formo -

general .

Ax=b (6.3.1)
donde A es una mafriz de m x n, x es un vector de dimension n y b es un vector de -
dimensién m, En general, m es diferente de n y, aunque siempre es posible determi-
nar una solucién xg ol sistema (6.3.1) [6.1] , esta discusién se limitoré ol

caso en el que m = n. Es bien sabido [6.2] que (6.3.1) tiene una solucién Gnica

si b no es el vector nulo (esto es, si el sistema es no homogéneo ) y A es invertible -
*
(esto es, sidet A # 0). En este caso, la solucién dnica x esté dada por
v
-1
x = A b, (6.3.2)
Ahora bien, supéngase queb = b‘ + b2 y que x‘, x son las soluciones --
2
Gnicas de {( 6.3.1) para bl y bz, respectivamente, Entonces, x= x + x2 es la so-

lucién Gnica para b = b‘ + b2 .

En efecto, se tiene

Ax‘ = bl (6.3.3a)

Ax =0b (6.3.3b)
2

Sumendo ( 6.3.3a) y (6.3.3b) miembro a miembro,

Axp + sz = bl + b2; (6.3.4)

pero debido a las propiedades de |as matrices [6.3],

* En este caso, desde luego, m=n
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Ax‘+Ax2=A(x]+x ), (6.3.5)

2

por lo que ( 6.3.4) se transforma en

Ax=b,
que es lo que se querfa demostrar. Esta idea tan sencilla (Ilamada propiedad de
superposicién ), que es caracterlstica de los sistemas lineales, es la que se en--
cuentra detr&s del método de tabulacién, camo se observa en seguida. Se ilus--

tra con un ejemplo.

Ejemplo 6.3.1. EnlaFig. 6.2.1 (a) supbngase que el planeta 2 esté acoplodo -
directamente a un motar, que la corona 5 se mantiene fijo ( ol marco del observa
dor ) y que el brazo 3 se conecta a una carga. Obtener la velocidad WS en tér-

minos de W .

Solucién : En el sistema (6.2.5), (6.2.9), @ =0en este ejemplo, y W se --
oeon f 5 )
supone conocida. Se pueden sustituir estos valores en el sistema mencionado nara

obtener la solucién

r
- 2
W3T T E ) Wy (6.3.6)

r
- 2 (6.3.7)
Wq_ - —‘§T4' LAJZ

iE'Iercicio 6.3.1 Obtengo la solucién (6.3.6), 6.3.7)
|

Sin embargo, obtener la solucién anterior para cada mecanismos no es préc

tien, nor o

13

~y
que

piedad de superposici6n :

a to nratanta ahara 1ina farma r&nida da nhtanarla  anlicandn 1a nro--
@ prégenta ohara unc Torma rapica ce oblenalla, aplICONCR 14 PO

~6.10 ~

i) Hagonse
w_ =W (6.3.8)
en el sistema en cuestién. En estas condiciones, la sclucién es

(M N W (6.3.9)

Ejercicio 6.3.2 Obtenga la solucién (6.3.9) con w'2 = w'3

ii) Ahora obténgase otra solucién con valores diferentes de w y W .

2
Li6émese WHQ y 0"5 a estos nuevos valores, de manera que la solucién buscoda
se obtenga como la suma de las dos anteriores, esto es ,

Y

] Zé L_ﬁ5 (6.3.9)

7. — W '
u./L -\-\.».JL )

En estas condiciones, conviene hacer

(6.3.10)

pues en el problema original la corona 5 esté fija. Ademés, como se ests en po-
sibilidad de asignar arbitrariamente una velocidad més, escéjase una que haga --
el onélisis muy simple. Por inspecci6n se observo, de lo Fig. 6.2.2, que si ----
w"3 = 0, esto es, si el braze 3 esté fijo, el tren de engranes en cuestién es un --

tren simple, cuyo andlisis se ,reduce a la aplicacién de los resultados R.1 y R.2,

Procediendo de esta forma se obtiene, al resolver tasecs. (6.2.5)y -~

(6.2.9), los siguientes resultados



w2 4w (6.3.11)
2 < r 2
2
+ 2
w L™ (6.3.12)
4 =— " 2
4
de donde,
wo=w, +tw o= (1+72 T2
2 2 2 —_— -
z r £
2
= 2(7+"4) w (6.3.13)
72 2
y asf,
v, _ 2 w (6.3.14)
Ty 2
Igualmente,
w mw otw o= (1 2+27) e =
4 4 4 -
r,
4
_ r2 +r4 "
== 4 2
y, de (6.3.14),
T
2
w, = - T 7, w, (6.3.15)
Finalmente,
r
W =W, +tw =W +0-= 2 w (6.3.16)
3 3 3 2 775" 74) 2,

que es lo misma solucién (6.3.6), (6.3.7 ) obtenida directamente.

Del ejemplo onterior se observa que el anélisis se puede desarroliar en dos
pasos : en el primero se considera que todos los elementos estGn acoplados rigidamen=

te, o sea, que todos tienen la misma velocidad angular. En el segundo paso -~
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se fijc ¢! brazo 3, o seq, se hace U£3 ~ 0, cbteniéndose un tren simple, cuyo
onélisis es muy sencillo. Finalmente, la salucién del problema original es -—-

igual a lo suma (olgebraica, desde luego ) de los resuitados obtenidos en cada

paso. Este algoritmo se puede realizar en forma tabular como sigue :

TABLA 6.3.1
elemento
ue 2 3 4 S
Paso )
* ' t . .
1 w, | w, W, | W,
i w | * w, | *w,
‘mn“\‘ t O ~ M, : 2 = wt
Resultado . ,
final feemmOwy 1 W (=) s c

En esa tabla, m, es lo relacion de velocidod del tren simple formado por

los engranes 4 y Sle] 5 como entrada y el 4 como salida, ésto es, de (6.1.3),

m 's 2 +2"4

T4 N (6.3.17)

y m, es la relacién de velocidod del tren simple formado por los engranes 2 y 4, don

de el 4 es entrada y el 2 es salida. Asf,

r (6.3.18)

V2E ———— (6.3.19)

Entonces,



2

+ 2r

2Ty . (6.3.20)
r 2
2
por lo que
T2 6.3.21)
Wy -w'Z - 2 r, + ra) Wor (6.3.

que es nuevamente idéntica a la solucidn (6.3.6). Asimismo,

= ‘ 1 u - t -
w w! o+ w’ (1 -m;) @',

4 4 4
r, + 2 r
2 4 .
- (1 + rz y w 2
r2 + rA r2
"o (r, + r,) w2
r, tlrptr,
r
2
= - — 6.3.22

que coincide con 1la gsolucidn (6.3.7)

En conclusi®n, el método de tabulacibn permite analizar

trenes planetarios de engranes mediante el anilisis de trenes
simples.

6.4. METODO DE ANALISIS POR MEDIO DE FORMULA. Este método se

pasa en el sigulente resultado: Dado el tren planetario de la-

Fig 6.2.1 (a), para w, = entrada (conocida) y m5=0, el valor

de g ests dado por la ec. (6.3.6). Asi, entonces, el cociente

de lias velocidades relativas m5/3 y m2/3, en estas condiciones
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es, después de sustituir los valores correspondientes de wy Y

w

sl
S5l .. _r2 (6.4.1)
w _ r. +2r e
2/3]wg=0 27Ty

Por otro lado, el cociente de las mismas velocidades relativas,
cuando mz sigue siendo una entrada conocida, wy = 0 (se tiene,
entonces, un tren simple, cuyo anilisis se expuso en la Sec. -

6.1); pero wg # 0, estd dado por

w r r
5/3 = - 2. _ 2 (6.4.2)
“2/3]w =0 Is ESEEN

donde se ha introducido el signo negativo debido a que, en es~
tas condicones, los engranes 2 y 5 giran en sentidos opuestos.
En conclusién, entonces, se tiene

[ w

5/3 _ 5/3 (6.4.3)
W2s3lw_=0  “2/3lw_ =0
fug fwy ’

que es la relacibén que constituye la base de este método. Se
deja al lector como ejercicio comprobar que anilogamente, se -

tiene para el mismo tren (Fig. 6.2.1 (a)),

w w
RCYAY - 24l {6.4.4)
“2/3lw,=0  “2/3|w,=0

Ejercicio 6.4.1. Demuestre que, para el tren de la Fig. 6.2.1
(b), se satisfacen también las relaciones (6.4.3) y (6.4.4)

La utilidad de las f6rmulas anteriores, (6.4.3) y (6.4.4), es-
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triba en que no es necesario resclver el sistema de ecuaciones
(6.2.5) y (6.2.9) (caso de engranes cilindricos) o el de ecua-
ciones (6.2.10) y (6.2.11) (caso de engranes cbnicos)para obte
ner la relacién de velocidades de un tren planetario, pues el-
miembro derecho de esas férmulas permite evaluar el izquierdo-
mediante los métodos de andlisis de trenes simples. Ademds, -
las f6rmulas (6.4.3) y {(6.4.4) se pueden resumir en una sola:

Sea ws la velocidad a la salida (deseada), me la velocidad a -~

la entrada {(conocida}, la velocidad del brazo portasatéli-

wb,

te y w. la velocidad del engrane que se mantiene fijo (n6Gtese~

&
que este valor es nulo solo en el miembro izquierdo de esas f6£
mulas; no asi en el derecho). Entonces, de (6.4.3) y (6.4.4),

SEISRENS que

S5/ Lo e (6.4.5)
Ye/blug=0"""e/b|uw =0

que es la fbérmula que se utiliza en este método. wg puede ser

Wy caso en el cual se obtiene directamente de (6.4.5); pero si
wg no es ninguna de las velocidades involucradas en esa f6rmu-
la, es necesario aplicarla una vez més.

Ejemplo 6.4.1. En el tren de engranes de la Fig. 6.2.1 (b), se

tiene 6.4.6)
N,=20, N,=14, N.=30 (

Si el pifién 2 estd acoplado directamente al eje motor de una mé

quina y el brazo 3 a la carga, determine la reduccibén del tren

cuando la corona 5 se mantiene fija.

- 6, l6a -
Solucibn: En este caso,
f =5, b=s=3, e=2

Asf, la aplicacifén de la f6rmula (6.4.5) da

Ys/3 87573 (6.4.7)
Y2/3luc0 28] ugo0

Pero, por un lado

Mo A 4% (6.4.8)
i w
wg=0 2

2573
Yo/

\

Por otro lado,

N

Ys/3
$2/3

et o (6.4.9)

=z

w3=0

donde el signo menos indica que las velocidades wg Y Wyr en es

te caso (brazo fijo), tienen sentidos opuestos. Sustituyendo

(6.4.6), (6.4.8) y (6.4.9) en (6.4.7) se tiene

w3 20

€

t

€
w

w

de donde

6.5 TRENES DIFERENCIALES. Los trenes planetarios, como se ha

visto, poseen un grado de libertad doble; pero tienen un monta
je que les impone una restriccién, operando asi como mecanis -

mos con grado de libertad simple. Sin embargo, existen aplica
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ciones de estos trenes en las gque no se impone sobre ellos restric
cib6n alguna, y siI se aprovecha su propiedad de tener un grado de
libertad doble. En estas aplicaciones, dichos trenes se utilizan
como mecanismos de computacifn y especificamente realizan una ope
raci6én binaria (lo cual es posible por su grado de libertad), la

de sustracci6én de dos variables, o sea, este tipo de mecanismos
ejecuta la diferencia algebraica entre dos variables independientes
(sus dos entradas). De aquf el nombre de estos trenes, que encuen-
tran aplicaciones en la ingenierfa automovilistica, como elementos
del eje motor de diversas clases de vehfculos; asimismo, se utili-
za en servomecanismos, para proporcionar el error entre una posi-

cifn deseada y la posicién verdadera de algGn elemento.

Un tren diferencial (Fig. 6.5.1) estd formado b&sicamente por un
engrane portasatélites (3), que hace las veces del brazo de los
mecanismos de las Figs. 6.1.1(a) y (b), un planeta {2) y una corona
{5), que generalmente es un engrane 1déntlco al planeta. Finalmente,

los satélites 4 son idénticos, por razones dind&micas.
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poe - —

[

Fig. 6.5.1

—
1 i [
l i l

L)
|
|

Tren de engranes diferencial
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del tipo hiperbslico, porque, debido o rozones de funcionalidad y d

[
£

se requiere que la flecha de cardén, azoplada ol pifén 6 por medio de una junta
universal®, esté alojada a un nivel inferior ol del eje motor. Los planetas 2 y 5
estdn’rigidomente acoplados a las dos secciones del eje motor y, puesto que ambos
tienen giros independientes, este mecanismo permite una trasmisién de potencia -
continuamente, aun cuando el vehleulo tome una curva, caso ew el que las dos -~

secciones giran o velocidodes diferentes.

El onélisis del tren de la Fig. 6.5.1 es, obviamente, semejante al que
corresponde ol mecanismo de la Fig. 6.1.1 (b), por fo que sus ecuaciones de res-

triccién son las ecs. (6.2.10) y (6.2.11) con rg = ry, 03ea

w - - =0, 6.5.1
A r2 ws r2 w, r4 ( )
w.r ~wr twr =0 (6.5.2)

Eliminando w3 entre los ecuaciones anteriores, se obtiene

(w2—w5) r2-2w4r4=0. (6.5.3)
De aqul que

)
Yo T Ty (o =5 (6.5.4)

y asl se observa que, cuando el vehlculo viaja en IThea recta ( o sea, cuondo ----

w2 = w5 ), el satélite tiene una velocidad angulor nula alrededor de su eje de —-

* Este meconismo es tridimepsiongl, semejante auno de 4 barras articuladas pla-
no. Ver [6.4] } 6.5
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simetrfa. En cambio, al tomar una curva, esa velocidad del satéli-
te (wy) es proporcional a la diferencia de velocidades entre las dos
secciones del eje motor.

Ejercicio 6.5.1. En la Fig 6.5.2 se muestra el sistema de propul-
sidn de un camidn en el gue D oz ol diferencial, situsds a la mitad
del eje trasero, T es la transmisién (caja de velocidades), U es --
una junta universal y C es la flecha de cardin. El diferencial y la
transmision se muestran en las Figs 6.5.3 y 6.5.4, respectivamen-
te, Si el camidén toma la curva a 60 Km/h en tercera (engranes
1-2-3-6 de la transmisién), determine la velocidad angular del ciglhe-
fnal (engrane | de la transmisién) en rpm. La distancia entre las dos

Vo oo A3

filechag de la trangmieién es 15 cm G5 108 engranes tienen un -

¥
médulo de 3 mm. Ademés, el engrane | tiene 25 dientes y el engra-
ne 6, 28. Supbngase que la lectura del velocfmetro es la velocidad -

del punto medio del eje trasero.
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d=8 cm. a la flecha de cardin.

T
- T

13.4 cm.

AN \‘

\ C [« 3.8 cm. | K -
3\ ~ R S
30.00 m, \ Vo
R Fig. 6.5.3 Diferencial del camién de la Fig. 6.5.2

x“ﬁ -
_—
T
g
=]
-]

15 cm.
Fig 6.5.2. Sistema de propulsién de un camibén

1

n
w
[}
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APENDTICE A

DISERO DE UN MECANISMO PLANO RRRR PARA CONDUCCION DE CUERPO

RIGIDO, POR CINCO CONFIGURACIONES.

A .1. Planteamiento del problema. Se desea determinar las coor
denadas de las cuatrec articulaciones AO(XA’YA)’B(XB'YB)AS(KR'YR)
Yy B*(x:,ya) de un mecanismo plano RRRR que conduzca a un cuer

po rigido por las cinco configuraciones espocificadas a continua-

cibn, e ilustradas en la fig A .1.

ry = 10.0+11.5,wo = ~21° (A .1.1)
r1 = 6.2—16.3,“1 = -78" (A .1.2
r, = 3.6-if 4,0, = 148° A .1.3)
r3 = 2.O+i2.0,43 = -90° (A .1.4)
ry = 5.0+14.0,0, = 60° (A .1.5)

A .2. Solucibn. Definanse los siguientes nlmeros complejos

1
(%)

o
|
b
L)
v
b
<
a

o

LSl

A
>\ ©,:60°
54 )
4 < 3 .
Re(5,4)

Ry(2,2) .

Fig. A1 Configuraciones deseadas de un cuerpo rigido



A - 3,

aa = xa+iy£ s .2.3)
b* = xg+iy§ (A .2.5)
r. = X,+iy_.,J = 1,2,3,4 (A .2.5)
J 3 b
y los &ngulos

63 = Sj-so,j =1,2,3,4 (A .2.6)
La ecuaci6n de diseho es la 3.3.6a, que se reproduce a continua -
cibn:

riei“;(ao-ro)+rj—b1;? = {la-bil® (A .2.7)

El miembro izquierdo de la ecuacibn anterior se eval@ia enseguida:

18"’

gt [
lle j(ao'ro)ﬂ”j-b”Z = Ilelej(ao—ro)}]2+ 2Re\|-e16j(ao—ro)(rj"5)]+

- 2
+Hey-pll (A .2.8)

donde (rj—b) es el complejo conjugado de rj—b. Evaluando cada
término del miembro derecho de (A -2.8) se tiene
iet

e 3 tagmrg) 117 =l1ag=rol 12 = |lagl|*~2re[[a F, T+| |z, |}

Toi0! 1 -
Re[ el J(ao—ro)(rj»b) [ = Re,
i

e se¢ ha empleado el Teorema 1.11.1 y el hecho de gue una vota

cién no altera la magnitud de un complejo.

Desarrvilando la Gltima expresibn,

L}
1]

- -1
2452 . . 2,2
Xa*t¥a ZRQL (xptiyp) (xg=iy,) J * X5t

2,2
xA+YA 2(xAxO+yAyO)+xé+yé (A .2.9)

El segundo término del miembro derecho de la ec (A .2.8) tiene el

siguiente desarrollio:

(cosg'+i ' i —_iv —ivy - {
J U5 senty) (atiyp - x-iy) (xymiyyxgtivg) 1

= t+i 0! PR Xy = - -
Re ((cosuj i senbj)[ (XpX 57 Xp%p xoxj+xoxB+yij Ya¥gp yoyj+yoyB)

+ 1(-x,y.+x, y_ + -
AYTEAYRYAX YRRt RGY - XoYp Yo% YoXp) ]} =

= i - - - - .+
cosﬁj(xAxj XXy xoxj+xoxB+ YaY¥5 YaAYR™YoY Yo¥g)

- senﬁj(—xij+xAyB+yij—yAxB+xoyj— xoyB-Yoxj+YoxB) ] (A .2.10)



El desarrollo del dltimo término del miembro derecho de

es
[ry=bl [ = |Irj1}2-2Re (x B)+] [b] |2
donde

Hrgll? = x24y3

Re(r B) = Re[ (x5+iy ) (xg-iyy) ] = X;Xg*Y ¥y

B = xgev

lr =bl}? = x. +y2- . 2,42
[ i I X34y 2(XJXB+yij)+xB+yB

El miembro derecho de la ec. (A .2.7) es, anilogamente

Pl w12 o 240200 . bxlpy?
fla bl Xpty a2 (K Xty Yl txtyg

Sustituyendo las expresiones (A .2.9) a (A .2.12) en la ec

se obtiene el conjunto de ecuaciones de disefic siguisnte

(A .2.8)

(A .2.11)

(A .2.12)

(A .2.7)

A -6.
£.= x% + Y?+x2+y2+2[jx (X.-~x )+ _
j 3 i "o Yo A Xp=x, )4y, (v Yo) - xij-yij]

+2 6! - -
sen 3[ lyy~yg) (x5 "o)'("j"‘s’ (yp=v,) ]

+2 cos8! - -
j[(xJ xg) (xy xo)+(yj-yB) (YA_YO) _l =0,5=1,2,3.4 (A .2.13
rés3,4, . &

que da los valores de las cuatro componentes del vector evaluado
por la subrutina FUN. Las derivadas parciales de esas cuatro com

ponentes con respecto a las cuatro inc6gnitas son:

<o
rh

7% = ZL_XB‘XO+(yj*yB)sencs+(xj—xB)COSQS J (A .2.14)
;;i = ZE:YB-YO-(xj-xB)sen6%+(yj~yB)cosel ] (A .2.15)
;;i = 2[:xA-xj+(yA—yo)sen83-(xA~xO)c0505 j (A .2.15)
- : i (A .2.17)

—yj-(xA—xo)sen0j~(yA—yo)coso‘
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que, para j =1,2,3,4 proporciona los 16 valores de la matriz

jacobiana 3f/0x.

afl/axA 3fl/3xB afl/yB afl/ayA

sz/axA sz/axB BfZ/ByB 3f2/ayA
*E
e (A .2.18)
LES

8f3/axA af3/3xB af3/ayB Bf3/ayA

_af4/3xA af4/3xB af4/ayB af4/3yA_
que es la matriz evaluada por la subrutina DFDX,

A continuacifn se muestran los listados del programa principal
y de las subrutinas NEWRAP, FUN, DFDX, DECOMP, SOLVE y ESCRIB,
que integran toda la solucion. Se muestra, asimismo, el resul-
tado de la computadora.

La fig 2. .9 muestra el mecanismo obtenido con la solucién numé&-

rica aquif presentada.
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86700/737729) FCRTRAU CaHPILATION MARK 2666000

ESTE PROUGRAMA DISENA Ui HECANISHY RRAK PLAND PARA CULDUCCION

D& CUZRPO RIGIDJI, PIR Ti HETIVD IC wiiTOi=APHSUI,

LAS SUBRUTINAS DECO4P Y SQLVE RESUELVEN EL SISTEMA ALGEBRAICO
LINEAL A » X = 8, PIR Ci iETGu0 JZ TRIANGULARIZACION UTILIZANDO
ELIMINACION GAUSSTANAS DEFINICIQHES

XC1)=XA, X(2)=xB, X(3)=Y3, AXC4)=Ya Y L(5)=£RRUR,

SIENDT (XasYA) LAS CODROENADAS Do U PUNTO CIRCULAR

Y (X3,Y3) LAS CUJROEHAUAS DE JUN PUWTu CEATRAL.

SE UTILIZA LA SUSRUTINA RANDCY PARA <LHEZRAR LIS VALORES INICIALES
DE LAS INCIOGHITAS €I JyE SEZ INICIA:l LAS ITERACIJHES,

N £S €L NJMERQ Df ECUACIONES,

TOL £S LA TOLERAliCIA THPUESTA T LA APRUXIMAC]
MAX 25 EL NUMERG MAXTHG DE ITCRACIOwiby PCRNIT
EL VECTIR P ESTA ZEFINIDU Eil FUil,

L3S ANSULIS SE LCZEN En GRADOS,

* ® ®w ® *k ¥ Kk w *k X * * * &k * A W Kk k& kX % & K * k *k F XX KX A AN

Jite
I10A3,

EXTURNAL FU:i»DFIXaISCRIB

REAL X(S),Flad,dFlarygd,DelTalad,PC2C)
REAL XXC4)oYYC4)pTHETALG)

READ(S5,51) urMAX, TUL

ARITEC(6,31) TOLsMAXsH

RCAD(5552) A0 00, {AXLI)s 380 daYYLI)si=10id)
REAI(5252) TRETAG2(THITALI)aI=tru)
ARITe(6,53)
WAITIC6254) LaXd, Y2 THET 0, i, KKCI)2YY (1), THITACL),120,10)
RADIAN=1894 /(4 wATANCL,0))
DAl 1) =R
1 THETACI)=THITACLY/RAUIAY
THETAO=THETAL/RADIAN
I 2 u=1,u
PCJed=1)=SI(THETACI ) =T H YA
2 PCJ+J) = CIL(THETA(Y) = THE
PL9)=XCE F(12d=Yn
PREEENED Wi
AL+ dedd=xX(J)
3 FCi2+ded) = YY())
J0 5 K=1,5
23 4 I=le
4 XCI)=2(RANDS I(RI=Ge5)miye
w3iTZ(6032)
ASITEC6033) (X(1)s1=10.4)
CALL NEARAPCY P I dr X Lotk ISP TILs w2t iTER, HAX)D
ST INUE
30 FOBMATC/, 33X agilfdn 531 LS FARA: TRES Toae Wawe T it oo Ne Urawmag
* /7921806820 u0107)
32 FOPHMAT(//»3%s™L3TI5 330 wi% YALJdTlo L ICIALES™)
33 FORYAT(/4EL18467)
51 FGRHATC(2I50200ex)
52 FCR4ATL3F1244)
63 FOARANAT(//72X5*C LTRSS S0 LAS <IWFLoun
*"THITA", /)
S8 FlEMATOIIN3ER34e)
chLL EXIT
g
Fig. A .2 Listado del programa principal que resuelve el sistema de ecua-
ciones de disefio de un mecanismo RRRR.
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A -9
SUBRGUTINE NEWRAP(X»FUN» UFUX,E3CHIBAPATOL»ERRORS NS ITER,MAX)

ESTA SU3RUTINA CALCJLA LAS RAICES CE JM SISTEMA ALGEZRAICO NO LINEAL
DE GRIEX s POR €L 4ETG00 OE WEWTUH=RAPHSUW (I1SAACSJW Es Y KELLER H,
Bys ANALYSIS OF HUMERICAL MITHODS» Junt WILEY AND 5J:s»s INC,» NEW
YORK» 1956s PPe85=123)s LuS FARAUITRUS DE LA SUBRyUTINA S04
X» UM VECTOR DE DIMSNSIOH MN» UL CONTIENE A LAS IMCOGNITAS
Futs JNA SUBRUTI.A EXTIRNA QUC CawlUuh cL VECTOR F» GuE CONTIENE
LAS FJUNCIJINES CuYAS RAICES SE TRaTA ut OBTUMER, OFDX, UNA SUBRUTINA
EXTEZNA 2uE CALCULA LA 4ATRIZ JACO3ImuA DEu VECTUR F CON RESPECTO AL
VECTOR X, ESCRIZ, UVA SUBRUTINA CXTERLA Qui IMPRIMI LQS RESULTADOS.
FUN, BFDX Y ESCRIE SON PRQPGPCIOUAUAS PCR EL USUARID,
P ES UM VECTOR 02 LA DI4EnSION QUE Zo USUARTIO NECESITE,., CONTIENE

LQS PARAMETRIS 4JE CADA PRUBLUMA PUEJA REJVERIR,

TOL,» UN ESCALAR PCSITIVI, LA TOLLRANCIA IHPUESTA £ LA APROUXIMACION,
ERRGR ES uN ESCALAR POSITIVO SUYy VALuR £S5 LA MAGWITJD DEL ERROR
ENTRE DS ITERACICAES SUCELSIVAS, ITIh ES L NUMERD Ot ITERACIONES
EJECUTADAS, MAX ES ZL HAXIME WUNLAS oL ITERACIONES PERMITIUAS,

LAS SUBRUTIMAS DLCOYP Y SGLVE PCSJELVEM CTo SISTZHA ALGEBRAICU LINEAL
DE QRJEN 1 DF(XI«F()aUlLTA, 5Iluud <ELTA LA CIRRLICCIUN A LA K=SIMA
ITERACII . EL MCTJIRD QUE USAT £S5 LL ol 0Z5CUuMPASICIdI LWCHILER Co B,
MATRIX COuPUTATIONS H1TH FURTRAN Ahu PAGIi4Gs CtUHICATIONS JF THE
ACMe VILUHME 154 UM3ER 4e APRIL 1972404

REAL X{S)sFC4dsdF Chrg) e Tala)»Pl20),n06,83,5(4),1P(C4)
17£R=0
1 ITEN=ITER+L
IFCITERGTe 1ak) Gu Ty 5
CALL FUH(XsfoP,i)

CALL OFNXLXsLFsaPyiy)

CALL DECOWQ(Qu)r‘PJ-E)
5T LA MATRIZ JAvumidlia £5 SinulUiary
IFCIPCHICEA4C) 30 TO o
ALY SBUYE (s IF F» PP DELTA)
ERRIR=0.
23 2 1=1,4
ERRER = EPROR+OBI(2ELTaC D)
LRR ERRDII/ i
IFLERRIRLLICTLLY G2 TU 4
I8 3 I=1,M
3 102)=x(I)enlLTalr)

cAct CSCRISCITIR, X IuRLP, daks )

HLGRESA AL PBULGRANA PRINCIPAL,.

D

35 Tu 1
4 WRITEC6,101)
CALL ESCRISCITIRMX,TRRIU,HAYs )

RETuRN
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RS TJIRY
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RET uRu
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VAT C/ /010007 yS 8y Syt DIFTREIT 22
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Fig A.9 Mecanismo que conduce un cuerpo rigido por cinco
configuraciones especificadas.
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APENDICE B

DISERO OPTIMO DE UNA LEVA CON SEGUIDOR DE CARA PLANA

Introduccién

Considérese ‘el mecanismo ilustrado ‘én la fig B.1l, compuesto cde
una leva '‘de discc con seguidor de cara plana.

Sean C'y F dos rectas tales que la primera estd fija a la leva y
Ya segunda’ al' bastidor'‘de 'Ta ‘mdquinal“Los-&ngulosy’''y ¢ "represen
tan, el dngulo de rotacién dé la“leva, "eél”primero’,’'y el segtindo,
el dngulo ‘que forma ‘el radio ‘vector OA-gle Une' el’eje 'de’ rotacibén
de’' Ia leva'‘con el "pinto "de “contacto“entre ‘este'y el seguidor, en
A-con la linea C. El desplazamiento del seguidor "estd dado por la

variable s( V), siendo el dngulo 4 el formado vor el radio vector

OA y la tangente al perfil de la leva en A.

B.1 Ecuaciones de disefio

A partir de la fig B.l se obtienen las siguientes relaciones

5 = psind 6 a4y 9, (B8'1)

* AR edm o et B vl (5.2)
pt {G)tan ¢= p5{8 )

(B.3)

Sustituyendo la ecuacifn (B.2) en la ecuacibén (B.3) se obtiene

p'(8)sin(8 + V)+ p (6)cos (6+v ) = O. (B.4)

S(y)

Fig. B.1l Leva con seguidor de cara plana

Las ecuaciones (B.1l) y (B.2) son las ecuaciones de restriccibén gue




se utilizan en el disefio.

A diferencia del proceso de sintesis de una leva con seguidor de
punta, presentado en el Cap 4, el proceso de sintesis para este
tipo de seguidor no es de naturaleza algebraica, pues la ecuacibn
(B.4) contiene a la variable o'( 0). Por esta razbn, el método de
Newton-Raphson ya no es aplicable, y tiene que usarse, en su lugar,
un método para la integracibén de sistemas diferenciales ordinarios.
Para este fin, es necesario expresar las ecuaciones (B.1) y (B.4)
en la forma standard de variables de estado (ref B.1l), lo cual se

hace a continuacién.

Derivando la ecuacién (B.1l) con respecto a y y tomando en cuenta -

la ecuacibn (B.4) se obtiene la ecuacibn

. = g)cos( 8+y )
s (p) p (5.8

Derivando la filtima ecuacibn con respecto a y otra vez y conside-

rando la ecuacién (B.4) se obtiene la ecuacién
s"'(9) + psin (6. +)
p'(8) cos (8 + 1Y) - psin (8 + ) (B.6)

Ll T

De las ecuaciones (Bl), (B4) y (B6),
[sw) + s (W] sin (6 + p)

p (6)

LA S (B.7)

(B.8)

P y) [sCw)+s" (p)] cos( e + y)
Las ecuaciones (B.7) y {(B.8) constituyen un sistema diferencial or-
dinario de dimensién 2, con los valores iniciales especificados a

continuacién

Bg= 8 (Vo ), Po =P (Vo) (B.9)

En estas condiciones, el sistema ha quedado expresado en forma
adecuada para integrarse por medio de una rutina para computado-
ra digital, ¢ bien por medio de computadora anal8gica. Las ecua-
ciones de sintesis (B.7) y (B.8) aparecen realizadas anal6gica-
mente en la fig B.2.

El &dngulo de presibn para este tipo de seguidor es 0 para cual-
quier configuracibn, y asf, no es una variable de consideracién
en el disefio. Sin embargo, el descentramiento BA (Fig B.l) entre
el punto de contacto A y el eje de rotacién del seguidor, debe -
mantenerse dentro de ciertos valores mdximos, pues si esta varia-
ble es muy grande o equivalentemente, si el punto de contacto A
se aleja demasiado de la normal a la cara plana, que pasa por el
eje de rotacibn 0, la ventaja mec&nica del mecanismo adquiere va-
lores-muy bajos-

Denotando entonces el descentramiento BA como x, se tiene:

L 0
x = pcos( O +V ) a8

Para obtener un disefio 6ptimo se requiere mantener el valor abso-
luto de x por abajo de cierto méximo permisible Xy v minimizando el
tamafio de la leva. En este caso, si x es demasiado pequefia, la le-

va es de tamano muy grande. Asf el tamafio de la leva no puede dis-

minuirse sin restriccifn pues si esta es muy pequefia, la excentrici-

dad x crece demasiado. Por esta razén el disefio 6ptimo es aquel para
el cual el méximo valor absoluto de x es "exactamente" Xy
El procedimiento para obtener el disefio 6ptimo en consideracién se

indica en la Sec B.2.



8'ty)

DIF

8(y)

B.2 Algoritmo de disefio 6ptimo

i) Int&grese el sistema (B.7) y (B.8) con valores iniciales

i)

Realizacidn analbgica de las ecuacio-
nes de sintesis de una leva con segui

dor de cara plana.

Fig B.2

[¢]

o' Por varias veces, para n valores de I comprendidos

en el intervalo [ a;. bi].
En cada caso calcfilense el valor absoluto de x, y cuando

este rebase el valor de x pirese la integracién e ini-

M’
ciése otra con el siguiente valor de Por

La integracién se realizard completamente si, y solo si,

el méximo valor absoluto de x es cuando mucho igual a Xy

Si ese valor es "exactamente" x el disefio es "Bptimo y

MI
el procedimiento termina. Si no es asi, efectfiese el si-

guiente paso.

iii) Supbngase gue en el valor di comprendido en a; ¥ bi’ se

realizé una integracidén completa, pero el m&ximo valor ab-

soluto de x es menor que X en este caso, es posible dis-

M7
minuir el tamafio de la leva, por lo que se realiza otra -
serie de integraciones igual que en i), pero ahora en el

intervalo , donde a; = Cy siendo ci el va-

[ai+1,bi+1] pesls

lor inmediatamente anterior a di*, Yy b di’ Dividase -

i+1”
este intervalo igualmente en n partes iguales, y repitase
el proceso hasta que el mé&ximo valor absoluto de x sea -
"exactamente" igual a Ky
El diagrama de flujo que ilustra este proceso se muestra

en la fig B.3.

*Es decir, c; ¥ di estln dentro del intervalo [ai, bi]

y observan el siguiente orden: {ai,...,ci,di,....bi)
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Fig B.3 Diagrama de flujo para el disefio 6ptimo de una
leva con seguidor de cara plana.

i)

B.3 Ejemplo

Diséfiese el perfil de una leva con seguidor de cara plana que

produzca el desplazamiento dado por

s{.¢ )|= cl+ sin .0 Tr (B.11)

de manera que sea de tamafio minimo y el descentramiento x ad-
quiera un m&ximo valor absoluto del 10% de la constante c, que
es el radio del circulo base de la leva.

La sintesis del perfil se ejecut6 por medio de computacibn digi-

tal para los siguientes valores iniciales.

Yo= 0° N L 90 ° * (B.12)

para valores de Po comprendidos entre 1 y 10. El1 programa princi-
pal aparece en la fig B.4. La integracién de las ecs (B.7) y
(B.8) se efectub por medio de la subrutina RKGS, del Centro de
Cémputo de la Universidad de Stanford, y se reéroduce en la fig
B.5; las subrutinas FCT, DESP y ACEL, aparecen en;la fig-B.6 y
la subrutina OUTP se ilustra en la fig B.7.

El resultado de la computacibén se muestra en la Tabla B.1 y el

disefio 6ptimo en la fig B.8. El tiempo de computacién y entrada/sa

lida fué de 55 segundos, habiéndose efectuado la computacién en

la Burroughs 6700 del Centro de Servicios de C6mputo de la UNAM.
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Fig B.4 Programa principal para el disefip 6ptimo de una leva con
seguidor de cara plana
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ESTE PRpGRAMA OPTIMiZa EL DISiip DE-UNA LEVA CON SEGUIDQR TRASLACIO=
NAL DX CARA PLAMA» TNTEGPAN(HO LAS ECUACTUNES DIFERENCIALES gRDINA®
RIAS JF OISEND, PGR EL HETOND DE RUNGE=KUTTA» DE CUARTG.ORDEN,
USANDD LA SUBRUTINA RKGsSe

SEFIMICIONESY ZCDd=1HrTa v 202)=Fi0, SIEnDPD THETA Y PHG

LAS CICRDENADAS POLARES DE 0SS PUMTQS DEL PEPFIL DE LA LEVA,

NOIM 2S5 EL NUMERU DE ECUACIQMNES EN EL SISTEnA,

LA CONSTANTE CC ES LA wyE APARECE EN LA FUNCION DE DESPLAZAMIENTO

Y PEPYITE 0PTIM1ZAR EL DISENU OF LA LEVA. FADIO ES CL VALOR INIGIAL
DE RHIe INCRE ES FL INCRENENTU 3EL RADID. LA VARIARLE DFSCEN ES EL
DESCFNTRAMIENTO DLL SEGUIDORs LS VECTORES PPMT Y DLRZ gSTAN DEFINI=-
NJs FN pKGS, TIMP Es uynua VARTARLE QuE SE UTILIZA PARA LA IMPRESION
DE RFSULTADNS EN LA SyBRUTIMA GyTP pEFINIDA FN RKGS,

EL PRIGRAMA S50LO FUNC[ONA CyuAiup EL PUNTG MAS BAJE DE LA CARRERA

OEL SEGUIDAR SUCCNE (Em PSI=ps STCUD3-PST, EL-ANGULA QUE 'GIRALASLEVA,
0E ACJI Q0E AL IMICTAR gl PRUCEQRIMIENTO S0 4AGA CC=RADIgs

EYTERMAL FCT, TP

SLMMON/ZUNDZY

COMMIM/COoMIMP/TIME, igSpT

COMMOM/FCTDFS/2C, MAX

REAL Z€2)» ©LER2C2), PRuT(S)s Ayi(8,2)s THCRE »MAX, NULYO
“OGTCAL K

NP14=223 WRITF(42291)5 READCE»101) (DERZCID,I=1,NpIM)S KEGFALSE,

013205 CC=03 InCrl=1; pusPI=gexATan(y.)
DEFIMICION DF PA[AMETROSS

2PpT(1)=045 PRUT(3)=0U5PI/360,

2EuT(2)=D0SPI+2RuT(3)7 PpHT(4)=0.00000]
SE IMIFCMENTA EL VALOR HICIAL pf RHG Y C€C SF HACLC IGUAL A RABLOS
t AT o=RADIN*TN2RES Co=pAulnl WRITE(C62207) RAPIOS WRITE(6,203)
ST IMiCIA £L PROcCrOTMABYTHYE

P1MP 20,3 2(1)=108P/44=PRliT ¢y 7 @20=2RANDS

CALL PHGS(PRIT,Z,uDERZAuDI, VILFsFUT»OUTPAYX)

IF(X,GEe (PRIT(2)=PRpUT(3)))50 Tg 3

2 IF(aD10sGE+10) STQP
MAX=)3 GO TO 1

3 IF(PRIMT(5),L040e) 66 T 7
TFCPRIMT(5)=104) 4r7s2

4 NUEVYI=PRMT(S)
IF(K) 60 TO 6

5 VIpJasnUEVDS WRITE(6,205)

SE DIVIpDE EL INTCPVaLp uE BySuUENA ENTRE 10 FUANDD PRMT(S5) g5 MELDE
BUF Fw PDPRICFMTAJE F1Jadg (' La CUMSTAKTE DE DISENC cC,
RpTI=RADIO=INCRES INCRE=I;CREXDe1s K=, TRUE. MAx=03 Gy Ta 1
6 LF(NJEVD=VIEJD) 82525
7 dP1TECE,204)
8 CALL EXIT
101 FOPMAT(2F10,40)
201 FCPMATC1H{»18X»"STNTCSIs pE Und LEVA CLN SNGUIDOR DE CARA PLANA"/)
202 FCRMATC//,5%,"PADT0 =vsFlgeg/y)
203 FOPMATCLEX s ™PSIM a1 lx, nTHETA Y, {4X, nRit0m s 10X "DESCEUTRANILHTON 730X, 0
#(CPANOS)HT, 10X, "(GRANDCSIT,5X%," (U DL LOHGITUD)I M5, P CuTAJEI"/)
204 FpoP-iATC(//,31%,"FSYE Eg pL DISERD gPTIMG™)
205 FOPYATC/,35%X,"DISAINUYASE RADTIC"//)
SN
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Fig B.5 Subrutina RKGS

SUBROUTTNE RKGS(PRMT,¥,NDERY,NDIM, TMLF,FCT,OUTP,AyX)

© 0000000 "000000.00000000000000000000000°000000v%0,c000000c000000000

SUBRUTINA RKGS

PROPOSITO

acan

RESOL

[ A N
Chim U
DE_ PRIMER ORDEN DADOS

uso

VER

UN SISTEM s 0

OIFERENCTIALES NRDINARIAS

€3 01
ES INTCIALES,

™

CALL RXGS(PRMT,Y,DERY,NDTM, IHLF,FCT,0UTP,AUX)
L0S PARAMFTROS #CT Y OUTP REQUIEREN 1iNA PRDPOSYCTON ExTERNAL

DESCRIPCION

PRMT

PRMT (1) =
PRMT (2) =
PRMT (3) =

PRMT (4) =

PRMT(5) =

DERY

NDIM

THLF

DE LOS PARAMETRNS

UN VECTOR DE ENTRADA v SALINA CON DTMENSION MAYMR O
IGUAL A S, QUE FSPECIFICA L0OS PARAMFTROS DEL INTER=
VALC Y LA PRECISION Y QUE STRVE PARA LA COMUNICAe
CTINN ENTRE LA SUBRUTINA QUTP (SUMINISTRADA POR EL
USUARTNY Y LA SUBRUTINA RKGS. EXCEPTO PRMT(S), LAS
DEMAS COMPONENTFS NO SON DESTRUIDAS pPOR LA SUBRU=
TTMA RKGS, Y SON

LIMITE INFERIOR DEL INTERVALO (ENTRADAY,

LITMITF SUPERIOR DFL INTFRVALO = (ENTRADA),
INCREMENTO INTCTAL DPE LA VARIABLE INDEPENDIFNTE
(FNTRADA)Y.

LIMITE SUPERIOR DEL ERROR (ENTRADA), SI EL FRROR
ABSOLUTO ES MAYOR QUE PRMT(4), EL INCREMENTO SE
DIVIDE A LA MITAD. SI EL INCREMENTO ES MENOR QuUF
PRMT.(3) Y EL ERROR ABSQLUTQO MENNR QUE PRMT(4)/S0,
El. TNCREMENTQ SF DOBLA, EL USUARIO puF(OF CAMBTAR
PRMT(4) POR MED1O .0F Sy SUBRUTINA QuTP.

NO Fs PARAMETRO [CE ENMTRADA, A SUBRUTTHNA RKGS LO
INICIALIZA PRMT(5)=0, ST FL USUARIQ NFESEA TERMINAR
LA SUBRUTINA RKGS EN CUALGUTER PUNTN DE SALINA,
TTENE QUE CAMBIAR PRMT(S) A UN VALOR DIFERENTE DE
CFRN PNR MEDIN DE LA SUBRUTINA OUTp, SON FACTIBLES
OTRAS COMPONENTES DFL VECTOR PRMT ST SE.LF_DA UNA
DIMFNSTION MAYDR QUE S. LA SUBRUTINA RKGS NO LAS RFf=
QUIFRE,. NO OBSTANTE, PUFDFN SER UTILES PARA MOVFR
VALORES DE RESULTADOS AL PROGRAMA pRINCIPAL (QUF
LLAMA A RKGS), OBTENIDOS PUR MANIPULACIONFS FSPE=-
CYALES CON DATOS DE SALYIDA FM LA SUBRRUTINA 0QuTP,
VFCTOR DE ENTRADA DF 'LOS VALORES INYCTALES (SE DES=
TRUYE). DFSPUES ¥ PASA A SER EL VECTOR RESULTANTE
DF LAS VARIABLES DERENDYENTFS CALCUL ADAS EN PUNTYOS
INTFRMENIOS X.

VFCTOR DE ENTRADA DF LOS PESOS DEL FRROR, (SE. DES=
TRUYE)., LA SUMA DE SUS COMPONENTES DERE SER 1.
DFSPUES DERY PASA A SER EL VECTOR pF _LAS DERIVADAS
QUF PERTENECEN A LOS yALORES DE LA FUNCTON Y EN EL
PUNTO X.

UN VALOR DE ENTRADA, QUE-FSPECIFICA EL NUMERO DE
ECUACTIONES DEL SISTEMA,

UN VALQR DE SALIDA, QUE ESPFCIFICA FL. NUMERO. DE
BISFCCINNES DFL INCREMENTN TNTCIAL, ST THLF sSF

HACE MAS GRANDE QUE 10, LA SUBRUTINA RKGS REGRESA
CON_EL MENSAJE DE ERROR IHLF=1{ AL PRDGRAMA PRINCI=
PAL. EL MFNSAJE DF ERROR THLFS$12 0 THLF=13 RPARECE
EN CASO DE QUF PRMT(3)=0 0 FN CASO pE QUE
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Tig P.S {Continua) Fig ?.5 (Continua’
STGH(PRMT(3) [ NE,STGN(PRMT(2)=PRMT (1)) RFSPECTIVA= 60, E PRUEBA DE FRROR Tie
MENTE . o P 117
FCT = UNA SUBRUTINA EXTERMA. CALCULA FL LADD DERECHO DPERY 63: IF(H*(XEND=X))38,17,2 11F
DFL SISTEMA PARA L0DS VALORES DADOS DE X E Y. SU 63" E 3 ’ e 119
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OBSERVACIONES 73, 4 14 &
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PRUEBA CNMPARANDO L0S RESULTADDS DEL PROCEDIMIENTD COM EL 90, i » 24
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UNA PRECISTQON SATISFACTORIA, LA SURRUTINA REGRESA CON EL 95, N 5
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GoTO 10
FIN DEL CICLD MAS INTERMO DE RUNGE=KUTTA

PRUEBA DF LA PRECTSINN
IF(ITEST)16,16,20
EN-CASH DE QU
PO 17 T=s1,MDIM
AuX (4, T)3Y (1)
ITEST=
ISTEPzISTEP+ISTEP=?
THLFSIHLF+1

X=Xeuy

Hz ,5%H

D0 19 T=1,NDIN
YeT)=saux(1,1)
DERPY(1)=AuX (3, 1)
AUX(6,T)SAUX(3,1)
GOTo 9

EN CASO DE JUE ITFST®1 ST FS PNSTBLF LA PRUERA DE
IMND=ISTEP/2

IF(ISTFP=IM)p=IMnp)21,23,21

CALL FCT(X,Y,DFRY)

DO 221 131,1DTM
AgX(5,1)=y.(1)
AUX(T7,1) = DERY(T)
6nT0 9

CALCULD DEL
DELT=0.

PO 24 T=1,MDTM

DELTENF| T+ayX (8, TI*ARS(AYX (U, T)=Y(T))
IF(DELYaPR4T(4)) 24,728,725

VALOP DE pRUFRA DELT

FL ERROR ES DEMASTIADN GRANDF
TF(IHLFE=10)26,36, 36

DN 27 T=1,MDTM

AX €4, 1)=A0X(5,1)
TSTLPSIGTER+ISTFP =4

Xz=X=H

IEMD=0

GaTo 1R

L0S VALORES nE L0S RFSULTAROS SON HUFNOS
CALL FCT(X, Y .DFPY)

no 29 T=1,MDT4

AyX (1, 1))=Y (1)

AUX (2, T)=SDERY(T)

AUX (3, T)=a1X (6, T)

Y(I)=Aux(5,1)

DERY (T DAl 7, 1)

CALL NOUTP(X=H,Y,NFRY, THLF,NDTM,pR1T)

IF(PRMT(S)Y40,30,a0
N 31 I=1,n0T74

5 (Centinda)

LA PRECTISTON
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Tz,
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200,
201,
202,
203,

205,

o0

OO0

31

32

33

34
35

36

37

18
39

40

Y(I)=AuX(1,1)
OFRY(1)=AUX(2,1)
IRECSIHLF _
IFCIEND)32.32,39

EL INCRFMENTG SF DOBLA
IHLF=SIHLF =t

I1STEP=1STER/3

H=H+H -

TF(IHLF)Y, 33,33
IMOD=ISTEP/2
IF(ISTFP=IMON=INNN)4, 34,48
IF(DELT=,02*PR™T(4))35,35,4
THLFZIH F=1

1sTEP2ISTERP/?

HaH+H

GNTO 4

REGRESN AL PRNGRAMA PRINCIPAL
ThLF=11

CALL FRT(X.Y,DERY)

GOTO 39
THLF=12
GnTo 39
FRLF =g
CALL OUTP(X,Y,DERY, IHLF,NDIM,PRMT)

RE TURN
EnD
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Fig B.8

Leva Sptima para un seguidor de cara plana




