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PRO LOGO 

Los avances recientes que ha logrado la Ingenieria en sus 

diversas ramas se han incorporado, per lo general, en un 

tiempo relativamente corte a los curricula de licenciatura 

a traves de los libros de texto. En el case de la Ingenie-

rla Mec&nica, y particularmente dentro del §rea de los me-

canismos, esta incorporaciOn no ha side tan expedita y as1 

vernos que, mientras la producci6n de articulos tecnicos -

es sorprendente en todo el mundo (vease, por ejemplo, el 

Journal of Mechanism and Machine Theory, de la IFT o MM*), 

en la presente decada (y fines de la anterior) los textos 

nuevas de mecanismos que se han publicado no llegan a una 

decena. Dentro de estes sobresillen los de Prentis '[2.9]**, 

Martin***, Suh [3.11] y Soni [3.2]. Del libro de Mabie y 

Ocvirck+ se acaba de publicar una tercera edic]On con alg~ 

nas novedades. 

El ebjeto del presente libra es salvar esa distancia entre 

las tendencias medernas en la investigaciOn y los currlcu-

la de licenciatura, incorporando a estes un enfoque actua-

lizado, que utiliza modernas t~cnicas de an&lisis y de sin 

tesis. Se contempla a los mecanismos como sistemas, susce£ 

tibles de ser modelados matemdticamente y, una vez que se 

ha conseguido establecer los modelos adecuados, se puede -

*International Federation for the Theory of M~~hines and 
Mechanisms. 

~~Lv5 a.Umeros entre parentesis indjcan referencias par ca 
pitulo. -

***G. H. Mar~in, kinemati~~ and Dynamics of Machines, McGraw
Hill Book Company, N. York (1969) 

+ H. H. Mabie y F. W. Ocvirck, Mechanisms and Dynamics 0f 
Machinery, 3rd. ed., John Wiley and Sons, Inc. N. York (1975) 

proceder con ellos a simularlos (anal6gica o digitalmente), 

sintetizarlos y optimizarlos. 

En el Cap. 1 se establecen los terminos y teoremas basicos 

de la Cinematica plana de los cuerpos r1gidos, que se uti-

lizan a lo largo del texto. En el Cap. 2 se esboza una am-

plia gama de tecnicas de an&lisis de mecanismos de pares i~ 

feriores; se presentan las rutinas SALIDA Y CURVAS que permi 

ten analizar mecanismos RRRR* tanto para obtener relaciones 

entrada-salida como para obtener trayectorias de puntas -

sobre el eslabon acoplador. 

En el Cap. 3 se presenta un panorama amplio del problema de 

s1ntesis de mecanismos de eslabones articulados para gener~ 

ci6n de funci6n, cenducci6n de cuerpe rigido y generaci6n 

de trayectoria. El tratamiento de este problema es original 

y no se encuentra, en esta forma, en ninguna otra parte. En 

[3.11] Suh trata estes problemas extensamente dentro del -

contexte de mecanismos espaciales. Aqui se establecen las 

simplificaciones adecuadas a un curse de licenciatura, y se 

establecen las bases para la soluci6n numerica del problema. 

F.n este capitulo se hace una breve menci6n a tOpicos taleS 

como: circulo de inflexiOn, cUbica de curvatura estaciona-

ria, ecuaciOn de Euler-Savary, Teorema de Roberts-ChebysheV 

y mecanismos cognados. Para una discusi6n rigurosa de estos 

temas se refiere al lector a la obra de Denavit y Harten-

herg [3. ~. 

*Ver Cap. 2 para entendt?r este termino 
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El proceso de diseno por medic de computadora digital se 

ilustra con un ejemplo en el anexo A, donde se obtiene el 

mecanisme RRRR que conduce un cuerpo rigido par cinco co~ 

figuraciones. El diseno conduce a un sistema algebraico 

no lineal de cuatro ecuaciones con cuatro inc6gni~as, cu

yas ra1ces se obtienen per el metodo de Newton-Raphson. 

En el Cap. 4 se trata ampliamente el problema de an41isis 

y s1ntesis de mecanismos de pares superiores (levas). Nue-

vamente. el enfn~~~ ~: =~igiiiQl, pues los mAtodos de New

ton-Raphson y de Runge-Kutta para an~lisis y ~1ntesis de -

levas no se encuentran en ninguna otra parte. Soni prese~ 

ta en ~.2] un m6todo anal1tico de disefto de levas, usando 

teorla de envolventes; pero este metodo es independiente 

de los presentados en el presente trabajo. Los metodos del 

Cap. 4 son f&cilmente realizable& en computadora anal6gica 

o digital, y conducen inmediatamente a algoritmos para obt~ 

ner disenos 6ptimos. En el Ap~ndice B s~ p~esefita en ~odo -

detalle el diseno 6ptimo de una leva cillndrica con segui

dor de cara plana, por el metodo de Runge-Kutta. 

En los Caps. 5 y 6 se trata el tema relative a engranes y 

trenes de engranes. El Cap. 5 es m&s bien descriptive. Pre

santa la terminologla b4sica y los diferentes tipos de engr~ 

nes. En este capitulo se incluye la subrutina INVINV, que -

permite calcular el argumento de una funci6n involuta* dada 

Y que puede necesitarse en c&lculos de engranes con dientes 

*Ver Cap. 5 para una definici6n de este termino 
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de involuta. En este mismo capitulo se presenta un metoda -

analitico para disenar las superficies rle paso de engralles -

hiperbOlicos, mediante un proceso de optimizaci6n que con-

sis~~ en min!mizar la magnitud de la velocidad de desliza-

miento entre las superficies de paso. Este tratamiento no 

se encuentra en ninguna otra parte. El Cap. 6 introduce los 

ro~todos de an~lisis de Lrenes de engranes. Respecto a los 

trenes planetarios, se presenta un an~!i~ie ~ig~&-uou de su 

funcionamiento y se deduce el metoda tabular. Otras ob~as 

sabre mecanismos describen este metoda pero generalmente -

no lo presentan en forma racional. 

Puede afirmarse que la filosofla de este libro es presentar 

con todo el rigor posible los fundamentos del anAlisis y el 

diseno de mecanismos, sin pretender entrar demasiado en de

talles que son eflmeros. Se trata de enfatizar aquellos con 

ceptos que son permanentes dentro de un campo en conRt~nt~ 

evoluci6n. 

Como sucede generalmente, esta obra no es producto del tra

b~jc d~ u!td sola persona. Fueron muchos los que intervinie

ron en su desarrollo realizando trabajos de computaci6n, edi 

ci6n, dibujo, mecanografla y lectura. Particularmente se da 

credito al Ing. Francisco Barrera, ayudante de la Secci6n de 

Ingenierla Mec4nica en la DESFI* por casi dos anos, a la fe= 

cha, quien pacientemente elabor6 la mayor parte de los progr~ 

*Divisi6n de Estudios Superiores de la Facultad de Ingenierla 



mas que aqul aparecen. Pepe S&nchez, del Institute de Inge-

nieria, hizo un trabajo excelen~e de correcciOn (~o corrup-

ciO::?) de estilo y ediciOn. Oscar Dominguez, tambi€n del -

Institute, cuid6 que sus mejores dibujantes se encargaran 

de gran parte del trabajo de dibujo. La Sra. Ana Lilia Nava 

realiz6 el 70% del tr3bajo de mecanografia. 

Continuar la lista de contribuyentes a este trabajo serla 

una tarea interminable, por lo que en este punto el autor -

se disculpa por las omisiones que involuntariamente se ve 

obligado a cometer; pero quiere hacer patente que este pro-

yecto cantO con el apoyo decidido de autoridades de la Fa-

cultad de Ingenier1a, en~re guieiJes cabe mencionar a los -

' Ores. Javier Salazar Resines y Octavia Rasc6n Ch~vez, bajo 

cuya jefatura en la DESri el autor pudo realizar este proye~ 

to. El Dr. Victor Gerez Greiser, Jefe del Departamento de 

Ingenieria Mec~nica y El€ctrica y el Ing. Alberto Camacho -

S&nchez, Jefe de la Secci6n de InEenitria Mec§nica de ese -

mismo Departamento, proporcionarnn Pntusia~tamcnte i0S ctyu-

da~tes y el material que se hizo necesario para llevar a fe-

l1~ t~rmino este proyecto. 

Desde Jt1ego, la inspiraci6n de Patricia, la hija del autor, 

estuvo presente a lo largo de todo esTe trabajo. 

Cd. Universitaria, agosto de 1975 

G {' f.l -~ !; ~ AI 
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'I CIND1ATICA DEL QJERPO RIGIOO 

INTRODUCCION 

El analisis y diseno de maquinaria y, en general, de sistemas 

que contienen elementos mecanicos requieren un conocimiento solido de la ~ 

c&nica del movimiento. La primera etapa en el rlisefio cc~~ist~, gene~almente, 

en el dimensionamiento de los miembros de las maquinas utilizadas para tr~ 

formar el movirniento proveniente de una fuente de energia (motor) en el movi 

miento requerido para realizar una tarea especffica (en una imprenta, por 

ejemplo, dicha tarea puede consistir en alirnentar una hoja de papel en bl~ 

co cada cierto tiempo). 

Los elementos de maquinas se disefian para resistir las cargas 

de operaci6n de manera que las deformaciones que presenten, en condiciooes 

nonnales, sean lomas pequefias posible, MJ1t!'Q ~ !<>:; l'imite5 .lc espacio, 

costo y factibilidad de manufactura. 

El analisis de esfuerzo y deformaci6n se estudia en los cursos 

de mecanica de materiales, por lo que en estas notas no se presta atenci6n 
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a esta fase del diseno. Dado que los desplazamientos producidos por la d~ 

formabilidad de los materiales son de un orden de magnitud mucho mas peq~ 

no que los desplazamientos utiles, se supone en el analisis cinematico que 

los elementos en estudio son cuerpos rigidos. Por esta raz6n se dedica e~ 

te capitulo al estudio de la cinematica de cuerpos rigidos y de sus acopl~ 

mientos. 

1. 1 Rap).dez de c.amb<.o de un vect:olt con mo.gn-Uud con.~ta.nte 

Sea a • a(t) 1m vector cuyos componentes son funciones cont_! 

nuas del tiempo. Si a cambia de manera que su magnitud pemane:ca const"!! 

te, su rapidez de cambio, denotada por a(t). es liD vector normal a a(t). En 

efecto, puesto que II all es constante. sc t i cne 

llall' = a.a ~ cte (1. 1. 1) 

por lo que 

d 7tllaW. a 

o sea 

a.a + a.a • 0 (1. 1.2) 

pero 

a.a • a.a 
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por la corunutati vi dad del producto escalar. ..~.sl, la ec 1. 1. 2 se reduce a 

a.a = 0 (1.1.3) 

lo cual cstablccc que a es perpendicular a a. 

En el mecanisme biela-manivela (fig 1. 1. 1), si a(t) represeg 

ta al vector que tmc a los ptmtos A y B, este constituyc claramente un vector 

cuya mag1tiluU e:-, cun;:::,Lante. Cincmaticamente, ·a-(t) es el vector de posiciOn 

del punto B, por lo que a(t) es la velocidad de dicho punto. Por la ec 1. 1.3, 

se desprende que la velocidad de B es pPrpendicular a su vector de posici6n. 

,,/ 
'oY . / . 

B 

U.g 1. 1. 1 Mec.<VU.6mo bieta-man.iveta 

1. 2 Rapidez de cambia de un vec.to.~ con di!tecc.-<6» coH-Van-te 

Analogamente, se tienc el siguicnte rcsultaJo: La rapidez de 

cambia de un vector cuya direcci6n es constantc cs tm vector paralelo al 

primero. La demostraci6n de este hecho es muy scncilla y se deja como eje.t:_ 

cicio al lector. 

Como consecuencia de los dos resultados anteriores, es clara 

que si un vector cambia, tanto en magnitud como en direcci6n, su rapidez de 

cambia es un vector que tiene tm componente a lo largo del vector en cuesti6n 

y otro normal a este, como se demuestra a continuaci6n. 
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1 3 Ro.p.i..de.z de. co_mbA~O de w-1 vcc..t0-~ c.on magn(tud lJ d-L~ec.c..,~~6n vcvr/abte~ 

Sea r '"" 7( t) un veL tor <lrbi trario ~ ctn'OS componcntc:-; son run 

ciones continuas de t. Entonces, cs claro que r(t) se pucde escribir como 

r (t) r(t};(t) 

donde r(t) C'S Ull escalar que dcnota ]a magnituJ de r{t) y ;{t) es Ul1 \LCtOT 

uni taric. E."'ltonces, deri vandc con respcctc a arnbo.'; micmhro:; de lo. cc !.~ 

sc tiene 

7(t) - r(tle(t) + r(t);(tJ 

Es claro que el primer tcrmino del segundo miembro dc la ecua 

ci6n anterior C5 paralclo a r(t), mientras que p} scg1mdo tCnnino c-s perpcnd~ 

cular al mismo vector r(t)' como se querlu demo,trar. 

As i como la interpretacion geometrica de 1 a cleri ,-ada de tma 

funci6n escalar de tma variable escalar es la pcnuiente de J a tangente geom~ 

trica a la curva que representa a esa funci6n, la derivada de ;=-(t) con rcspc(:_ 

to at es un vector tangente ala trayectoria r, donde res el conjtmto de 

puntas cuyo vector de posici6n es rlt), t > 0. Claro que si r(t) es una fog 

ci6n continua de t, r es una curva continua tambicn. Si r(t) es el vector de 

posici6n de un ptmto Pal tiempo t, res la "trayectoria de P". Sobre la tra 

yectoria r, selecci6nese un punto cualquiera como el origen 0 de la coordena 

da curvilinea s ( t) , donde s ( t) es la longi tud de a reo de 0 a P en cl instante t 

(fig 1.3. 1) 
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'\ \ ____..--- -----1 p /s ~-~ 
.Ql_ 
ds 

0~/ 
r ( t) 

F.<.g 1. 3. 1 Ve!Uvada de ttna 6unc£6n ve&olt.ia£ de valt.ictb.te uea£<Vt 

Es clara que r = r(s). En seguida se enw1cia, sin demostrar, 

el siguiente Teorema: 

"La derivada de r con respecto a s es un vector tangcntc a !'". (fig 1.."1.1) 

Para w1a demostraci6n, consultar ref 1.1, o algiin otro 1 ibro de Ciilculo Avan 

zado. 

Como una aplicaci6n del teorema 1.2. 1 sc obticnc C:J continuac16n 

13 deri vada con respccto a t, de los vcctorcs uni tar in.:; Pn rnonlPnnd:1" pc1l ;:~r~~ 

)' en c,Jordenadas esfericas. 

Se:m er, e 9, e
2 

los vcctores LU1ltarios en L-vurJeuaUas cil indri 

cas, (fig 1.3.2) 

z t ez 

F.<.g 1. 3. 2 Ve.C-to~u tLnilaMM er. c.ooJu:ie.n.a.dll6 c.iUndMc.ll6 

1-6 

Ya que los vectores er y e8 pennanecen en el plano X - Y en 

todo momenta, se pueJen analizar en 2ste plano sin perdtda de generalidad, 

como se muestra en la fig I. 3. 3. 

y 

Po 

Fig 1. 3. 3 VedoileA M<:UaP y .tangencJ.a.t de lll6 coodenadll6 c£i'{ndici.cll6 

Es clara que los vectores er y e8 describen una tra)'ectoria 

circular Jc r:1d io uni tario al rcdc'Jor del ori,;cn, en cl plano - Y. J:l vee 

tor er dcscnbc tma traycctoria, cuya longitud de arco es 

e 

Asi 

de 
r 

ds 

de 
Te = ee ( 1 . 3 0 4) 

pue5 el vector e8 es normal a la traycctoria y cst5 Jirigido en t:l ~cntiJu 

en que 0 se incrementa, y por eso, en cl senti do en que aumenta s. 
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Adem1is z~-L 
ecp 

-=- der der de 
e ·--·---r dt d8 dt 

(1. 3.5) ea 

de acuerdo con "la regla de la cadena''. Sustituyendo la ec 1.3.4 en la 

ec 1.3.5 / 
X 

; - s'i r 9 
(1 ,J,6i 

Analogamente, se obtiene 

ee ee-
r 

(1.3. 7) 
.:_ 

Ejercicio 1.3.1. Demuestre que para los vectores unitarios de las coorden!!_ 

das esfericas TfKJstradas Pn la fig 1.3.4, se tient: 

e a ee 
r e + cp sen e~ 

e- --ee-
8 r 

+ ~cos ee<t> (1. 3.8) 

ecp •-lj>(sen eer +cos eee). 

Ya que el curse se limitara al analisis y sintesis de mecanismos pianos, en 

lo sucesivo •se discutira Gnicamente el movimiento plano. 

F.lg I. 3. 4 VectOJLu WLU:aM.a<!J en c.ooJtdenadl%6 u 6M.ic.a.6 

I , 4 Mo v.<m£ento plmw de un cueJtpO Jt.lg-ido 

Un cuerpo rigido esta animado de movimiento plano cuando t£ 

dos sus puntas describen trayectorias contenidas en un plano fijo. Por eje~ 

plo, la carroceria de un autom6vil que viaja por una carretera con desniv~ 

les, pero sin curvas, es tm ejemplo ole t.L'l cuerpc rfgido cou uuvimiento plano. 

Considerese ahora un cuerpo rigido (en movimiento plano) en 

el cual se fijan los ejes X - Y. Si se le imprime a estP ("'_~e"!'pCI un~ ~taci6n 

de+ e• alrededor de un eje perpendicular al plano X- Y, los ejes pasan de 

la posici6n X1 - Y1 ala posici6n X2 - Y2 (fig 1.4. 1) 

yl 

Yz )(2 

8 
-¥-....1.---~xl 

F.(.g I. 4. I Rotac.£611 de eju c.ooltdena.do<!J 
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Es clara que* 

x2 • cos eX1 + sen eY1 

Y'l. = - sen eXl + cos eYl ( 1 . L,. 1) 

Recordando el Teorema de representaci6n matricial de una trans 

fonnaci6n lineal (ref 1. 2): "La representaci6n matricial de una transfonna 

ci6n lineal, respecto a una base vectorial es una matriz cuya i~ columna 

contiene los componentes de la imagen (ref 1.2) del i~ vector de la base, 

bajo la transfonnaci6n en cuesti6n, referida (esa imagen) a la base B " 

Asi, la transformaci6n 1.4.1 tiene la re]Jresentaci6n matricial, 

en la base x,, Yt 

[QJ, = (ce- se] 
se ce (1. 4.2) 

La matriz [ Q} es ortogonal, es decir, su inversa es identica 

a su traspuesta. Para otras propiedades interesantes de las matrices ortog~ 

nales se pueden consultar las ref 1.2 a 1.4. 

Ejercicio 1.4.1. Demuestre que efectivamente la matriz [Q],, como aparece 

en la ec 1.4.2, es ortogonal 

Considerese ahora que cl cuerpo en cuesti6n (al que se hm1 fl 
jado los ejes X - Y) sufre un desplazamicnto tal que el origen de coordenadas, 

0, pE'nnanece fijo. Entonces, cualquier pun to P del cuerpo, bajo Wla rulaci6n 

+ 8° pas a 3 la posiciOn pI Denotando p y P· los vectOTP5 ,_Ii? p0!-.ici6!! de 

xi, y i son vcctores rmi tarios paralelos a los eJ es Xi, Y i, respecti vamente 

1-10 

P y P', respectlvamente, ambos refcridos a la misma base X1 , Y1 , se tie,;<· 

[ p'] 1 [Q],[p-J, (1. L,. 3) 

que es una expresi6n en virtud de la cual se deter.nina la posicion cic <M Pw:t, 

to dado de.t cue.tpo .Ug.<.do al final de tma rotaci6n. 

Demostraci6n de la cxprcsi6n 1.4. :1. Se;m (a, B) las cocnlena 

das de P refcridas a x,, y 1 , esto cs, 

p = cxx 1 + BY I ( 1 .L,. 4) 

Fntonccs 

Qp = aQx1 t BQy1 a:x2 + PY2; 

pcro, de !a ec 1.4. l 

p' Qp = a(C8x1 + S8y1 ) + b(-SOx1 + COy1 ) 

= (aCB - RSA)x1 + (aSB t 8CG)y1 

[ p'] l 
=[ace - sse] = 

w:e + see [ 
ce - s e ] [a ] = [ Q], [ P], 
se ce s q.e.d. 

1 . 5 Cu rJl ro !t~g{.do 

Un cuerpo r'igido es, por definicion, aquel que haio cua!qu1Pr 

movimiC'nto conserva <.na.Ue.Jtabte .ea <k6tanua en.Vte do6 cual.uqu.<.vw de sus 

puntos. Asi, si sc llama r 1 y r 2 al vector que unc los ptmtos A y B de 
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un cuerpo rfgido antes y despues de que este sufra un desplazamiento, respe£ 

tivamente (fig 1. 5.1) 

i lrzll s llr, i I 

o bien, llamando a,, az, b1, bz a los vectores de posicion de A y de 8 antes 

y despues del desplazamiento, respectivamente 

i !i1 - b2\ I • \\i"l bl!! 

~ ~ ~ 
F.ig I . 5. I Vu pta.zam<.e.nto de c.ueJtpO IL(.g.i.do 

{!. 5. 1) 

I . 6 Ve!oudo.d IJ ace!VU1ci.6n de to~> pun-to<~ de un c.uellpo JLlg-ido que g.i.JU1 af 

11.ededo1t de un ~ 

Considerese el caso del cuerpo rigido de la Sec. 1.4, es 

decir, que sufre un desplazamiento tal que uno de sus puntos, 0, permanece 

fijo. La posicion de uno de sus puntos, P, al cabo de la rotaci6n Q., dada 

por la ec 1. 4. 3 es funci6n de [ Q.] 1 y de [ p) 1 • Deri vando ambos mieni>ros de 

la ec 1.4.3 con respecto a t, se obtiene v , la velocidad de p, dada por p 

[vp],- [Q], [ "P]~ . (1.6.1) 
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Observese que en la ec 1.6.1 (vp], esta dada en tenninos de [p]
1

, el vector 

de pos-iri6n. original de P. Ya que al hacer una nedici6n de tma variable lo 

que se obtiene es el valor .UU.tl:tl!.t4ne.o de esta, y no sus val ores pas ados, 

es conveniente expresar [vp], en tenninos del vector de posici6n ClCtual de 

P, [ p '] 
1 

; pero de la ec 1 . 4. 3 y del hecho de que [ Q.] 1 es ortogonal , 

[ ;;-], - [ o.rMi>·], (1.6.2) 

sustituyendo la ec 1.6.2 en la 1.6. 1 

[vP], •[Q],[o.T],(i>} • (1.6.3) 

z [()]I ( p'] I 

dand.o [ n ]1 "~ .f.a. ma-tluz de ve!oc.i.dad angulM del cuerpo rfrido. Es fiicil 

demostrar que 

[ n ), • [: 
- e 

(I .6.4) 
0 

1 Ejercicio 1.6.1. Demostrar la ec 1.6.4 

Derivando nuevamente, con respecto a t ambos miembros de la 

ec 1.6.3, se obtiene la aceleracion de P, referida a x1 , y1 , o sea, 

[ ap] -[ n] 1 [ p-·], + [ n], [ f>·], 
I 
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donde, de la ec 1.4.3 

[ t· L · [ QJ 1 [ p k 
Sustituyendo la Ultima expresi6n en el valor de [ap]

1
, se ob 

tiene 

[ap]
1

- [o] 1 [i>·] 1 + [ n]1 [Q] 1 [p] 1 (1.6.5a) 

pero, en virtud de la ec 1.4.3, 1.6.5a se puede expresar como 

[ aPl · [ ~] 1 [ i>'] 1 + [ n ]1 [ Q ]1 [ Q ·] 1 [ i>'] 1 

• [ ~ ]1 [ i>'] 1 + [ n•] 1 [ i>')i (1. 6. 5b) 

La primera componente de la ec 1.6.5b es la "aceleraci6n tan 

gencial" y es paralela a la velocidad mientras que la segunda es la "acelera 
~..::::: _____ ,,, .. -- ____ ., - ,_ .• _ ... __ ..: 1-1 
"-.J.VU llUlllld.J. , J t;;;:, JIU~IIIClJ. d. .J.d Vt::.J.UL.l.UdU. 

T"- -t"--6.-
Ql t'Lt:'\..-LU, 

1---L--1- -·I I no\ 
l.lCJlULdUUU put \U. • D I 

las componentes de [i>•),, la velocidad dada por la ec 1.6.3 es 

mientras que 

[ 
0 -6 l [ a'] . [ -8

1 l [ vp], . e 0 B I • e a' 

. , r- , ro 
r1j1 l j)'j, l;; 

-a 1f a' 1 
J 

I I • 
o ls' j 

.. r -s· 1 
e I I 
l 0'.' J 

(1.6.6a) 

(1.6.6b) 
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de las ecs 1.6.6a y 1.6.6b 

[ nt [i>'], • ~ [v-] 
e P 1 

demostrandose asi que, cfectivamente, la aceleraci6n tangencial es paralela 

a la velocidad. ,\hora hagase el producto escalar de la velocidad por la ace 

leraci6n normal: 

[ -;J [ nt [ pl . [ p' r [ n r1 [ n2] J p'l . 

[o -e'][a'] • [a', B'] . • 0 
e' o s' q.e.d. 

Ejercicio 1.6.2. Un eslab6n de un mecanismo oscila de manera que tma recta 

OA de dicho eslab6n forma tm angulo e con la recta fija OB, (fig 1.6.1). Si 

e • }-cos f t, determine la posicion, velocidad y aceleraci6n del ptmto A. 

expresadas con res pee to a tma base adecuada, para t : 0, 1 , 2, 3 seg. 

/-. 

~A 
(/j\::_e _____ s 

0 

F-ig I. 6. I U.lab6n con mov.uniento o<~c.<la.to-'Uo 
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1. 7 Mov.&n<.ento plano genvr.a.t de un cueJr.po JL.[g.WO 

En la secci6n anterior se estudi6 el movimiento de un cuerpo 

rfgido cuando uno de los puntos de este permanece fijo durante el movimiento. 

Ahora se estudiarli el caso en que el cuerpo rigido sufre un movimiento plano, 

sin que tenga necesariamente un punto que permanezca fijo. Asi, si el cue!. 

po rlgido se desplaza de la configuraci6n I ala II (fig 1.5.1) se puede pe!!_ 

"'' que esre cuerpo ocup1i la configuraci6n II mediante la composici6n de dos 

iirOV:imi entc,5 Lm movimiento lo lleva de la configuraci6n I a la i 11 donde 

b', = b', y a, - 'b, ~ al - bl como se muestra en la fig 1 0 7. 1' y el otro lo 

!leva de la II I a la II por media de una rota Cion alredcdoT de 8 3 • 

~ 
"'--.___/ 

rz --.. ...... \ ___ , 
AzJ 

/ n: ........ ___ .,.,.,.. 

F -i.g 1. 7. 1 Mov-UnivJ't.to p.f.ano genvr.a.t dt un c.uvtpo Jtlq-i.do 

Es clara que 

at.- b2 + r2 

pero 

•• - Qr1 - Q(al - li'1> 

por lo que 

•• - ii'. + Q(al - ii'Il (1. 7.1) 
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Esta cxpresion determina la posicion final, a,, de un punto de un cuerpo ri 

gido a partir de su posicion inicial, a,, de la rotaci6n Q y de las posici<J_ 

ncs inicial, b1 , y final, b2 Ue w1 prmto !~'il1SC' 11 B. 

Se obscrvara que la cc 1.7.1a es de gran utilidad en la sin 

tesis de mecanismos. 

Refiriendo los vectores y las matrices c,ue aparecen en la 

ec 1. 7. 1a a una misma base, csta expresi6n se convierte en 

[•21 s[b2t +[Ql[al -bl] (1. 7. b) 

Para ohtener la velocidad de A, se derivan ambos mienbros de 

la ec 1.7.1 con respecto at: 

VA • VB + Q(al - bJl (1. 7 .2) 

pero es claro que 

a 2 - b2 • Qla1 - b1 ) 

o bien, 

a1 · b1 • QT(a2- b2) (1. 7. 3) 

Sustituyendo la ec 1.7.3 en la 1.7.2 se tiene 

v A • VB + n(a2 - b2) (1. 7. 4) 
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que es semejante a la ec 1 .6.3 excepto por el ter.mino v8. ~ tiene el mismo 

sentido que en la ec 1.6.3. 

La aceleraci6n de A, aA' se obtiene ahara derivando ambos 

miembros de la ec 1.7.4 con respecto at: 

a A = a
8 

+ >l (a2 - b2 ) + >l (a2 - i)2) • 

=aS+ Q(a2 - b2 ) + >l(vA - vS) (1. 7. 5) 

pero, de la ec 1.7.4 

v A - v s = >l <"· - i>. > ( 1. 7. 6) 

Sustituyendo la ec 1.7.6 en la 1.7.5 

a A • aS + Q (a2 - b2) + Q
2 (a, - b 2 ) (1.7.7) 

Nuevamente, >l(a, - b2) es la aceleraci6n tangencial, y il 1 (a2 - b 2) es la ace 

lcraci6n normal. 

I. 8 Vu (!)t,(_pu6n de£ mov.&n<:en.to de un pun.to a .t!Lavu de ~-i-6.te»W de Jte6eJte!!_ 

U<I audti.aJte6 

En ocasiones no es posible hacer m~diciones de variables cine 

maticas dircctamente, sino a tr~ves de sistemas de referencia m6viles. Par 

ejemplo, U!! aviOn !!MjttmrulUgico no mide directamentc la vclocidad del viento 

con rcspecto a tierra: sino l-nn rl:'S..f'P('tO ~1 aviOr! !!lis~- _As!:r es !!~...:es:~!"i0 

adicionar tcrminos a la variable mcdida para obtener la variable deseada. C6 

mo agregar estos terminos es objeto de estudio en esta secci6n. 

1-18 

Considerese que se desean obtener las variables cinernaticas 

de P con respecto al sistema de referencia X1 - Y1 pero son mas fliciles de 

medir en X2 - Y2 , que se mueve con respecto al primer sistema coordenado 

(fig 1.8.1) 

y2 

p 

y1 

o, 

Fig I . 8. I s..A.tema eooJtdenado aux.U..Uvr. m6v.U. 

Es claro que 

p. a+ r, 

o bien, refiriendo estas variables al sistema X1 - Y1 

[iil· [-a]. +[r]. (1.8.1) 

Puesto que P no es accesible al observador situado (fijo) en 

x, - l'i. [ rl no se obtiene directamente, sino a tra~s de [ r-J. segiln la re 

l_~~ifu 

[-rl·[Q], [•1. (1.8.2) 
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donde (Q)
1 

es la matriz que gira los ejes de la posici6n 1 ala 2. Asi, 

la ec 1.8. I se convierte en 

[ iil · [ al + [ Qt [ ;:1 (1.8. 3) 

La velocidad de P, vp, se obtiene derivando ambos mient>ros 

de la ec 1.8.3 con respecto at y C:.ltc::fo-i+-·-·-...1-. __ .,._.,.,.J....,..UIIV l~ ~ i.a.z ala expresi6n 

result:ante. Asi 

(vp] • (vot + (Qt [r]. + [Qt [~]2 • 
1 

• [v-ot +[ Qt [ Q'L [Qt [r-]. + [Qt r~t. 

• [ v0 ] 1 + [ n l ( Q 1 [ r:], + [ Q 1 [ 7] 2 (1.8.4) 

donde se observa que la velocidad del punto P es igual a la suma de la vel~ 

cidad que tendria P si este fuera un punto del cuerpo rigido definido pnr 

X2 - y2 + la velocidad de P relativa a X2 • Y2( [Q]
1 
r;t). 

Para obtener la aceleraci6n de P, se deriva la ec 1.8.4 con 

respecto a t 

[a-P], • [ao], +[ill [ Ql [7]2 + [nt [ Ql [r-], + 

·[n], [Ql[7J, +[QlPt +[QU~l-

• [ •ot +[ n]JQt [r-]2 + [n2]JQl [r:]. + 

+l[n]1 [Ql[FL +[QJ,Ul ~1.8.5) 
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Ejercicio 1.8.1 Demuestre la ec 1.8.5 

Los tres primeros terminos de la ec 1.8.5 corres-

ponden a la aceleraci6n que tendr!a P si este fuera un punto 

del cuerpo r1gido determinado por X2 - Y2. El cuarto t~rmino 

recibe el nombre de "aceleraci6n de Coriolis"' y el tlltimo es 

la aceleraci6n de P medida en x2 - Y2 • 

Las ecs (1.8.4) y (1.8.5) se pueden expresar en -

notaci6n de Gibbs, esto es, en la notaci6n para vectores carte-

sianos que ae estudia @n los cursos elementales de Matem4ticas 

en las escuelas de Ingenier!a. La raz6n por la que no se us6 la 

notaci6n de Gibbs en estas notas hasta ahora es que esta no ex-

presa de manera expl1cita el sistema de referencia en el que se 

est~n describiendo los vectores; p. ej., (o)l[rl Y [ r:] 1' apa-
- 2 

recen sencillamente como r. En la inteligencia de que todos los 

vectores en cuesti6n se expresan en el sistema 1, se precede a 

representar esas ecuaciones -(1.8.4) y (1.8.5)- en notaci6n de-

Gibbs. En prim~r t~r:n:!.nc, cvnvit:ne aclarar que el producto de una 

matr!z de velocidad 0 de aceleraci6n angular - Q u o- por un vee-

tor, r, se puede expresar como un producto vectorial. En efecto, 

sean 

[ n L .; [: -J (1.8.6) 

y 

[ ;L [:J (1.8. 7) 
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una matriz de velocidad angular y un vector, respectivamente, 

ambos expresados con respecto a un sistema coordenado fijo x1 -Y1 

Entonces, 

[nL [r-L; 0 [o -1l fx]; r-~yl 
1 0 J "y l ox J 

(1. 8. 8) 

El producto [n] 1 [r]pe puede expresar en notaci6n de Gibbs defi

niendo al vector ; como 

"' 6 ez 

donde ez es un vector unitario paralelo al eje 7. 1 . Entonces, mul-

tiplicando w vectorialmente por el vector r X eX + y ey' donde 

ex y ey son vectores paralelos a los ejes ~ y yl • respectivamen

te, se tiene 

wx r Ue 
z 

X (X e 
X 

+ y ey) 8y e 
X 

+ ex ey' (1. 8. 9) 

que tiene los mismos componentes que el vector [~] 1 [r]
1 

calculado 

en (1.8.8) 

Ejercicio 1.8.2. Demuestre que el producto [0] ~ [r] 1 se puede ex

presar en notaci6n de Gibbs como el producto ~ x ~~ definiendo ; 

adecuadamente. 

Ejercicio 1.8.3. Exprese el producto [n] 1 [i] 1 en notaci6n de -

Gibbs. 

Con estos anLecedenLes, la ec (i.8.4j resui~a expresada en noLa-

ci6n de Gibbs como 
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vp vo+wxr+ D r 
Dt (1.8.10) 

donde el operador DDt indica derivaci6n con respecto al tiem-

po considerando a los vectores unitarios ex2' ey2' ez2-fijos a -

los ejes x2 , Y2 y z2 , respectivamente-como constantes en magnitud 

y direcci6n. 

La ec (1.8.5), por su parte, puede expresarse entonces como 

ap ao + ~x r + w X (W X r) + 2 W D r 
X Dt + 

2-
D r 
-2 
D t 

(1.8.11) 

El t~rmino ~ ~ tiene el significado f1sico siguiente: es 1a ve

locidad (del punto localizado por r) que medir1a un observador fi 

jo al sistema m6vil x2 - Y2 - z2 . An~logamente, el t~rmino 
2- -

D r 
-2 
D t 

significa la aceleraci6n (del punto localizado por r) que medir1a 

un observador fijo al sistema m6vil x2 - Y2 - z2 . Se representan 

rnmllnmente rnmn• 

D r 
Dt ; v P/2 ( 1. 8. 12) 

y 

o2r: 
~ ; aP/2 (1.8.13) 

Las ecs (1.8.10) y (1.8.11) quedan representadas, entonces, como 

vp v 0 + x r + VP/2 (1.8.14) 

y 

ap = a 0 +w X r + wx (w x r) + 2w X VP/2 + aP/
2 

(1.8.15) 
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N6tese en la ec (1.8.14) que los dos primeros terminos del lade 

derecho corresponden a la velocidad que tendr!a un punto d~l si! 

terna 2 -fijo con respecto a 2- coincidente con P. Llarnese, por -

esta raz6n, a esta velocidad, vp 2 , esto es 

vp 2 = VO + w X r 

por lo que la ec (1.8.14) se expresa ahora eomo 

vp VP2 + VP/2 (1. 8 .14a) 

Asirnisrno, los tres prirneros t~rrninos del rniembro derecho corres-

ponden a la acelerac16n que tendr!a un punta del sistema 2 coinci-

dente con P. Ll&mese, igualmente, ap 2 a esta acelerac16n, esto es, 

aP2 a 0 + w X r + w X ( w X r) 

por lo que la ec (1.8.15) queda ahora expresada como 

~p aP2 + 2 w X VP/2 + a P/2 , (1.8.15a) 

La aplicaci6n de las ecuaciones anteriores se ilustra con un eje~ 

plo a continuaci6n. 

Ejemplo 1.8.1. La pala rnec4nica de la Fig 1.8.2 consiste de: un 

brazo fijo con respecto a los dem4s elementos de la m4quina, que -

no se muestran (el brazo y esos elementos est4n marcados con el -

ndmero 1), un elemento telesc6pico AC compuesto por los cuerpos 2 

y 3 que pueden deslizar uno con respecto al otro a lo largo de la 
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0 .5 Zm 
c 

Fig 1. 3. 2 Lwi~canisrno acc1onador de la cuchara de 'lOa pal a mec~
nica .. 

A o 

--....._~. 

c ,.. 

Fig 1.8.3 Modelo cinem4tico del mecanismo de la Fig 1.8.2. 
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v, 
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x, 

0 .5 2m 

Esc a Ia de longi tud 

1.24a 

L2 ( .l BC 

I 
_ j1\vcj2 c 11 AC 

Vc r ~// 
.&// L 

.///. 
AC ) _& >:t!/ '" 

Xz 

// I 
/ I 

0 0.5 1.0 m;u9 

Escolo de velocidod 

Fig 1.8.4 Diagrama de velocidad del mecanisme de Ia fig. 1.8.2 
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linea AC, y un eslab6n 4 que gira la pala P. A esta disposici6n 

corresponde el modelo cinem~tico de la Fig 1.8.3. Para la confi-

guraci6n mostrada, suponga que el cuerpo 3 desliza con respecto 

al 2 con una velocidad constante (de A a C) de 0.5 m/seg. Deter-

mine la velocidad angular de los eslabones AC y BC as1 como la 

aceleraci6n angular de BC. 

Soluci6n. La velocidad del punto C puede expresarse en t~rminos 

del sistema coordenado x2 - Y2 , m6vil con respecto al sistema 

x1 - Y1 , como se muestra en 1a Fig 1.8.4. As1, usando la ec 

(1.8.14a), 

vc VC2 + VC/2 

donde 

vrz=w 2 xr 

siendo r el vector de posici6n de c' esto es' 

.. 
r = AC 

(1.8.16) 

{1.8.17) 

{1.8.18)* 

El t~rmino vC/2 es la velocidad del punto C observada desde el 

sistema x2 - Y2 , esto es, una velocidad de magnitud 0.5 m/seg pa

ralela al eje x2 , como se muestra en la Fig 1.8.4. Para calcular 
+ v C2 no se conoce w 2 ; pero se sa be que vC

2 
es perpendicular a AC, 

esto es, se conoce la direcci6n de vc 2 , aunque no su magnitud. Sin 

embargo, se sabe tambi~n que la velocidad del punto C es perpendi-

+ 
cular al vector BC. De esta manera, el vector vc 2 se determina de 

• AC vector que va de A a C. 
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acuerdo con la 1ntersecc16n de las l!neas L1 y L2 , normales a 
+ + 

AC y aBC, respectivamente, como aparece en la Fig 1.8.4. Mi-

diendo la magnitud del vector vc2 y considerando la escala uti

lizada, se obtiene 

I lvc2 ! I =-(L86 m/seg. 

De la ec (1.8.17) se tiene que 

de donde 

llvc211 llw2ll AC 

II "'2 II = ll~J..l 
~ 

0.86 
~ ~ 0.261 rad/seg 

en el sentido de las manecillas del reloj. 

Para el an&lisis de aceleraci6n se utiliza la ec (1.8.15a), esto 

es, 

a = c aC2 + 2w 2 X VC/2 + aC/2 (1.8.19) 

donde 

aC2 "' ;;; 2 X r + ;;; 2 X ( ;;; 2 X r) (1.8.20) 

en 1a cual aparece r, que yE se defini6 en (1.8.18). 

En la ec (1.8.20) el vector w2 no se conoce en magnitud; perc se 

sabe que el producto w 2 x r 
~ 

es perpendicular a r, es decir, 
+ 

a AC, y est& en el plano del dibujo. Es un vector paralelo a la -
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w4 • BC 

/' / I 
I 
I 

A 

·~ 
L2 

w2 • 
_. 
AC 

0 0.1 0.3 

//L, 

// 

c 

., .... - \.1 .. -z ,. •ctz 

o.!i m/oot1 

Escala de aceleraci6n 

Fig 1.8.5 Diagrama de aceleraci6n del mecanisme de 1~ Viq 
1.8.2 

-AC) 
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11nea L1 de la Fig 1.8.5. 

El vector w2 X (w 2 X r) es normal a W 2 y a "lil 2 X r, es decir, 
.... 

es paralelo a AC y, por "la regla de la mano derecha" del pro-

ducto vectorial, esta dirigido de C a A. Su magnitud es*w ~ AC, 

o sea, 0.068x 3.30 = 0.225 m/seg
2

. Se muestra en la Fig 1.8.5. 

El vector 2 w 2 x v C/2 es perpendicular a v C/2 , est a en el plano 

del dibujo, orientado como se muestra en la Fig 1.8.5 seg1ln "la 

regla de la mano derecha", yes de magnitud 2w 2 llvc
12

11= 2 x 

0.210 X 0.5 0. 210 m/seg
2

. 

Puesto que el pist6n que acopla a las secciones 2 y 3 del eleme~ 

to telesc6pico AC desliza con respecto a su alojamiento con velo-

cidad constante, un observador fijo al sistema coordenado 2 mide 

una aceleraci6n nula del punto C. De esta manera, entonces, el -

t~rmino aC/2 de la ec (1.8.19) se anula. 

Por otra parte, la aceleraci6n de C tambi~n puede obtenerse con-

siderandolo como punto del cuerpo 4. As!, 

ac 

.... 
= w 

... ... 
4 X BC + w 4 x ( Ol" 4 X BC) (1.8.21) 

donde el vector w4 nose conoce en magnitud; perc se sabe que el 

vector w4 x BC es normal aBC y esta en e1 plano del dibujo. Es

un vector paralelo a la 11nea L2 de la Fig 1.8.5. 
... .... 

El t~rmino w 4 x ( w 4 x BC) es un vector normal a w 4 y a w 4x BC, 
+ 

esto es, paralelo a BC y dirigido de C a B. Ademas, es de magnitud 

2-w 4 BC, estando dada w4 por la relaci6n 

• w 

w 4 
__L_l'cJl 

Bc 

magni tud de w 

1.00 
1. 20 

0.832 rad/seq 
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As!, 

II"W 4 x ( w4 x Belli 0.832 2 X 1.20 0.830 m/seg 2 

. .... . ... 
Los t~rminos w2 x AC y w4 x BC se determinan de la intersec-

ci6n de las 11neas L 1 y L2 de la Fig 1.8.5. De esta manera 

"'2 
II;2X ACII 

Ac 
JL..2.!l = o. 298 m/seg 2 
3.30 

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. 

Analogamente, 

w4 
ll-;;;4 X BCII 

BC 

0.89 
1To 0.742 m/seg 2 

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. 

1.9 Velocidad relativa 

varnente, 

Dados los puntos A y B, con velocidad vA y vB respecti

la velocidad relativa de B con respecto a A, denotada por 

VB/A es, por definici6n 

VB/A VB VA 

N6tese que la velocidad relativa de B con respecto a A 

es igual a la velocidad que tendr1a B si A estuviera fijo, con -

respecto al observador en cuesti6n. 

Ahora sup6ngase que dos cuerpos r1gidos, A y B, est~n 

animados de velocidades angulares nAy n8 , respectivamente, con 

respecto a cierto observador. La velocidad angular relatlva de B 

con respecto a A, representada por nB/A' es 

1's;A r.B - 11A (1.9.1) 

r 



1-30 

de manera semejante a como se defini6 v81A , excepto que esta ultima (v
81

A) 

"' la velocidad relativa de un pwtto con -\e!.>pe.cto a o-Dto, en tanto que en 

la ec 1.9.1 se define la velocidad angular relativa de. un cuvr.po con lte.6pe.£_ 

to a a-Uto cuvr.po. 

1.10 Teoltemv., ltehtivo~ a £a wemauc.a de liM euvr.po~ !UgJ.dM 

A continuaci6n sc dcmucstran al g:Jm('"IS teorema~ de cinemiitica 

de los cuerpos rfgidos, que resultan de gran utilidad en el analisis de me 

canisTOOs. 

Teorema 1.10.1. flados dos puntos, A y B, de un cueT)Xl rlgido, la velocidad 

relativa de A con respecto B es normal a Ia recta AB. 

Demostraci6n: 

Dt: la ec i.7.4 

'VA;s: Ma, - iJ,> 

El vector a, - iJ, es claramente paralclo a la recta AB. Enton 

ces, 

(a, - iJ,> .v-A;s z (a, - iJ,) .nca, - iJ,l. 

donde es muy facil demostrar que el producto escalar del miembro derecho de 

Ia ultima ecuaci6n es idcnticamente nulo. 

Ejercicio 1.10.1. Demucstre que dado cualquier vector r y cualquier matriz 

n, como la que aparece en la ec 1.6.4, el producto escalar r.l"lr es nulo. R~ 

ciprocamcnte, si r.riS se anula, necesariaJTl('nte se ticne que -; • o.r, donde a 

cs w1 c~calar. 
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Dados dos cuerpos rigidos en movimiento, ~;_ e.wte un con 

junto de pt.mLos de ambos cuerpos para lo5 cuales la ve 1 ocidad relati va se 

anule, ese conjunto es una recta y recibe el nombre de "eje instantaneo de 

rotaci6n de un cuerpo Con respecto al otro". La condici6n necesaria y sufi 

ciellte para la existencia de dicho CJe puede verse en la ref 1.5. De I~ d~ 

mostraci6n dada en esta referencia. se infiere que si dos cuerpos rf&irlns 

esta.11 animados de movimiento plano, cl ~je instant;lneo de rotac.iOn siernpre 

existe y es normal al plano del movimiento. A la intersecci6n del eje i~ 

tantaneo con el plano del movimiento se le conoce como "centro instantiineo 

de rotaci6n de un cuerpo con respecto al otro". 

Teorema 1.10.2. (Aronhold-Kennedy). Dados dos cuerpos rfgidos en movimien 

to plano, con respecto a tm ohsPrvador fijo, los tres centros instantaneos 

de rotaci6n existentes son colineales. 

Demcstraci6n: Sca.11 A y 6 tlu~ cuell>Us rigidus en movimient.o plano con respe~ 

to a un observador fijo en el plano del dibujo (fig 1. 10. 1). Scan CAy c8 

los centros instantaneos de rotaci6n de A y de B, respectivamente, con re~ 

pecto al plano de dibujo. Ademas, sea, P el centro instantaneo de rotaci6n 

de B con respecto a A, es decir 

vP • nii• n8iJ (1.10.1) 

Ahara multipliquense ambos miembros de la ec 1.10. 1 escalarmente por b, ob 

teniendose asi 

iJ.ni • iJ.nl, 
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donde, en virtud del ejercicio 1 .9. 1, el segundo miembro se anula. Es de 

cir, 

il.nAa:.. o 

pero, en virtud del ejercicio 1. 10. 1; 

a • cxb 

siendo a un escalar, por lo que ay b son paralelos; entonces, necesariamen 

te ay b son linealmente dependientes, lo cual es equivalente a que P sea 

colineal con CA y c8. 

p . 
7<7f~ 
~~ ~ 

Fig 1. 10.1 Movimi.ento Jtefn.t.i.vo de dM cu.e.Jtp06 ~c[gido6 

1. 71 I.Uo de. ru1me.M<~ eompC.ejo<l en et a.rt<UiA-<.<1 del movimi.mto pla.no de. C.oi.J 

eue!r.po<l JU:gido6 

Ya que, excepto la velocidad angular. todos los vectorP< '\"" 

intervicnen en el analisis en consideraci6n estan contenidos en el plano del 

movimiento, el tercer componente de estos vectores se anula (excepto para Ia 

velocidad angular, por supuesto), por lo que los vectores en cuesti6n pueden 

ser sustituidos con ventaja por n(~eros compleJOS. El lector que no este 

1-33 

muy familiarizado con el algebra de estos nGmeros puede consultar la ref 1.6. 

Sup6ngase que el plano del movimiento es el complejo. Entonces, 

a cada punta del plano le corresponde un nOmero complejo, y solo uno. En 

seguida se demuestra algunos resultados utiles. 

Teorema 1.11.1. El efecto de mu1tiplicar cualquier nUmero complejo z1 • rei~ 

por el nGmero eie es girar z1 un angulo e. 

Demostraci6n: 

ie 
z 2 • e 21 

0 bien, desarrollando esta ultima expresi6n 

Z2 z eierei<P • rei (<P +e) q.~.d. 

Del result ado anterior se observa que se puede evi tar el uso de 

las matrices para representar una rotaci6n, simplificando asi la notaci6n. 

Es clara que el desplazamiento del cuerpo rigido de la fig 1.11.1 

puede representarse con nlimeros complejos de la siguiente forma: 

a2 b< + ei8 z! 

~ 
8 

Fig I I. I Vupl4zamiento de. WI curApa lt.lg.i.do 
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donde a2 y b2 son los nfimeros compleios asociadas a los puntas A2 y B2 del 

plano complejo. Es clara que 

z 1 •a 1 ·-b 1 

Asi, la expresion anterior para a 2 toma la forma 

a2 • b2 + e
18

Ca1 - b1) (T. 7. Ia) 

que es equivalente ala ec 1.7. 1. La velocidad de A, vA' se obtiene enton 

ces derivando la ec 1.7. 1a con respecto at: 

• ·a 
VA • VB+ i8e

1 
(a 1 - b 1 ) 

pero, de la ec 1.7. Ia 

a 1 - b1 • e-
18 (a2 - b2l 

Sustituyendo esta expresi6n en el valor anterior de vA' se ob 

tiene 

VA • VB + 18 (a 2 - b 2 ) (1. 7 .4) 

que es equivalente a la ec 1. 7 .4. Derivando ahara esta ecuaci6n con respe_£ 

to a t, se obtiene la aceleraci6n de A: 

aA • a8 + 18 (a2 - b2) + 16 (a 2 - b2) 
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pero, de ia ec 1.7.1a 

a 2 - b 2 • iOe
16 

(a 1 - b 1 ) • i8(a2 - b2l 

Sustituyendo este valor en la penultima ecuaci6n, se obtiene 

aA- a8 .,. i6(az - b2) - tJ 2 (a2 - b2 ) (1.7.7a) 

que es equivalente ala ec 1.7.7 

Ejerc1c1o 1.11.1, En la ec 1.7.7a, identifique los terminos que correspo~ 

den a los componentes normal y tangencial de aA - aB. Usando el algebra de 

los complejos, denruestre que la aceleraci6n nonnal es perpendicular a v A - vB . 

Para analizar el movimiento referido a sistemas coordenados auxi 

liares, como en la sec 1.8, los nfimeros complejos no son muy utiles, sin~ 

bargo. 
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2. ANALYSIS DE HECAl'H940S CXlN PARES INFERJORES 

INTROOUCCION 

lln mecanismo es un acoplamiento de elementos que se utiliza 

pnra trasmitir potencia o informacion, o para realizar operaciones matenoati_ 

<·as. N6tese que en el concepto anterior no interviene la idea de conversion 

olr· cncrgia, inherente a las maquinas. Asi, maquina y mecanismo son conceptos 

•It rcrcntes, atm cuando es tan relacionados par el hecho de que todo mecanis 

"" t'S un elemento de una maquina. La idea subyacente en cl concepto de 1 ,~ 

'unt·.mo es lade transformacion del movimiento. La junta universal, par eje~ 

plo, convierte la velocidad tmiforme de una flecha vertical en otra velocidad 

• .. ,.,, magnitucl ccunhia con el tiempo, y esta inclinada con respecto ala verti 

'ul. l:•;tp mocanismo trasmite la potencia de tm motor a una carga. Tamhien 

"' ••ir-mplo de mecanismo cl regulador de Watt (fig 2. I.l). 

2-2 F 

II II 
a 

F• 

F 4J 2. 1. J Regui.adoJt de Wa.tt 

La flecha FF' (fig 2.1.1) gira a una velocidad pno,~rcional 

a la del arhol motor de una maquina de vapor cuya velocidad se desea reg~ 

Jar, eS decir, se desea que el arbol motor de esta rrulqUin& nose desyfe Lilla 

cantidad aprcciable de cierta velocidad nominal. Debido a la fuena de iner 

cia de las masas H, si la velocidad en consideracion sufrct un cambia conside 

rable, el angulo e varia y, en consecuencia, tambien la distancia s. Estos 

cambios son proporcionales a la abertura de una vllvula par la que se alime!! 

ta vapor a la maquina; de esta manera, los cambios en la velocidad nominal 

son suprimidos. Este mecanisme, claramente, trasmite infor.naci6n rna> que PQ 

tencia. 

Par ultimo, se vera que ciertos rnecanismos, como el diferencial 

de un vehiculo, ejecutan operaciones matematicas. lln diferencial ejec-uta la 

sustraccion algebraica de las velocidades angulares de 1~ dos secciones del 

eje motor de un vehiculo (cuando este toma una curva ampas son diferentes) 
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2 _ 1 GJtado de WeJLta.d de un mecan.Umo de ulabonu Jt.lg-i.do~ 

Pares inferiores 

El grado de libertad de un acoplamiento de cuerpos rigidos 

es el ndmero minimo de variables que se requiere para especificar de m<mera 

Gnica la configuraci6n de este acoplamiento. El grado de lihertad del mcc~ 

nismo de Ia fig 2. I. 1, por ejemplo, es 1, pues una sola variable (8os, p~ 

ro no mnhas) determina de manera Gnica su configuraci6n. Los mccanismos de 

computaci6n que cjecutan operaciones binarias-suma, multiplicaci6n, por ej~~ 

plo-tienen un grado de libertad doble (admiten dos entrada.s). 

U grado de lihertad de tm cuerpo rfgido sin restricciones es 

seis, pues sc requieren tres coordenadas para especificar Ia posicion de tmo 

de sus puntos y t res :ingulos para especi ficar su orientaci6n. Si el cuerpo 

rigido se restringc a movimiento plano, su grado de libertad es tres, pues 

se rcquieren dos coordcnadas para cspecificar la posici6n de uno de sus P'-'!!. 

tos y un :ingulo para especificar su orientaci6n. 

En los mecanismos planos el acoplamiento entre dos 

eslabones rfgidos elimina un doble grado de libertad del movi-

miento relativo entre ambos, dejando un grado de libertad sim-

ple (igual a 1) para el acoplamiento. Un eslab6n puede estar --

acoplado a otros, pero el ndmero mfnimo es dos; en este caso, el 

eslab6n se llama binario, o de orden dos. Si est4 acoplado a --

tres, se llama ternario, o de ord~n tres, y asf sucesivamente. 

Cada acoplamiento puede ser un par de revoluci6n o prism4tico -

(ref 2.8). El par de revoluci6n, representado por R, permite ro

taci6n de un eslab6n con respecto al otro, mientras que el pris

m!tico, representado por P, permite traslaci6n de un eslab6n --

con respecto al otro, en una sola direcci6n. 

R23 
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Entonces, cada par del mecanismo elimina un doble grado de libe! 

tad. As!, si el mecanismo consta de n eslabones, el grado de 11-

bertad del conjunto de eslabones antes del acoplamiento es 

3 (n 1), pues uno de los eslabones (cualquiera) se considera -

fijo al observador en cuesti6n, ya que es de inter~s el movimien-

to relativo de los eslabones del mecanismo con respecto a uno --

cualquiera de estos eslabones. Siendo a el ndmero total de pares, 

resulta que el grado de libertad del mecanismo, , es 

t • 3 (n - 1) - 2a 

don de 
m 

a= l: ja. 
1 J 

en que aj es el n6mero de eslabones de orden 

recibe el nombre de ~6~ de G~i~. 

(2. 1. 1) 

(2. 1. 2) 

del mecanismo. La cc 2. 1.1 

I Ejercicio 2.1.1 Determine el grado de libertad de los siguientes mccanismos 

R34 

5 
R45 

(4) (b) 

6 
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R23 

2 

{e) (d) 

F-ig Z. 1. 1 Mecanl.6mo6 pianM de ulabonu !Ug-ido6 

Todos los pares R de la fig 2.1 .1 son cinematicamente 

equivalentes, esto es, pueden estar fisicamente construidos de maneras muy 

diferentes; por ejemplo, pueden ser rodamientos de bolas,rodamientos c6ni 

cos, bujes, manguillos, etc, pero el acoplamiento entre los eslabones que 

unen se realiza en todos los casos de la misma forma, es decir, mediante e~ 

lee; articulaciones tm eslab6n envue.i.ve a otro.* tsta caracterl~tica de envolu 

ci6n define a la clase de pares llamada de pallCA -in6e!Uollu, en contranosi 

ci6n con los acoplamientos que s<e estudiaran en el cap 4. 

Z. 2 AM.Wi6 en;Oro.da-61LU.da de R.o6 mecan<.6mo6 de uR.abonu !Ugido6 

El movimiento del eslab6n mediante el cual se acciona un meca 

nismo recibe el nombre de en-tJurda del mecanismo. Por analogia, t>l movimiento 

del eslah6n m~ch;:mtP. Pl C1J~l S'=' obtiene el movLmiento tra.t1sformado por el !!!e 

canismo, recibe el nombre de 6aV.da del mecanismo. Una y otra son desplaz!!_ 

mientos lineales o angulare~. 

*Igual sucede con los pares P 
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Considerese por ejemplo, el conjunto pist6n-biela-ci~iefial 

de una maquina de combustion interna. En este caso, el mecanismo se acci2_ 

na por media del movimiento del pist6n, que tiene un duplazam.i.en-to Unea.l, 

que en la fig 2.2. 1 se representa por s (t). Esta variable constituye la ~ 

~ de este mecanismo. Por otra parte, el movimiento que se utiliza para 

la locomoci6n se toma directamente del cigijeftal OA, cuyo movimiento esta d~ 

terminado por el angulo 6(t), que constituye la utUda de este mecanismo. 

s ( t l ·-rl.m··-· .... /~:~. 
-- B 

I 

. ~
i\\ / 

~-

e ( t l 

F-ig Z.2.1 Mecanl.6mo p-i6t:<5n-b<.ehl.-cigile.iia.l de u.na tn<fqu-ina de c.ombu.&t.Wn 
<.ntellna 

fl mecanismo mediante e1 a1al se obtiene aire comprimido (de 

multiples aplicaciones en las industr1as manufacturera y de la construcci6n) 

es esencial!utmte el mismo de la fig 2.2. 1, con la variante de que este mecanis 

mo se acciona con el movimiento dt: la manivela OA, que no es otra cesa que el 

JllOV imientu gi ratorio del arbol motor Je Wla lliaquina electrica 0 U'rmica. En 

este caso, 1~ entraJa del mecanisme es el angulo 6(t) y la salida la variable 

s ( t) . 
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El analisis de los mecanismos consiste, entre otras cosas, 

en obtener tma relaci6n ftmci onal entre la c.~trada y la salida pa!td ttn m~ 

can..i4mo dado. Otros tipos de analisis se verin en otras secciones de este 

capitulo. 

Resulta curioso que aun tratiindose de mecanismos sencillos, 

como el mostrado en la fig 2~2.2:- la relac16n ft..!!!ci~.:!l ~ttc la CiYLnuia 

lji(t) y la salida ~(t) noes una funci6n explicita, sino implicita, de la 

forma 

F(¢, lji) • D (2.2. 1) 

Para obtener un conjunto de valores de lji para todos los val£ 

res de ~. se recurre a varios medics: la soluci6n numerica (en computadora 

digital) de la ec 2.2.1 para todos los valores deseados de lji, o bien :ol t!So 

de simuladores anal6gicos, en los que esa ecuaci6n se simula con un diagrama 

de alambrado en lD1a computadora analogica, o con simuladores anal6gicos que 

'""li""'' d uiagrama de alantlrado mediante subrutinas construidas en progr!!_ 

mas para computadora digital. Un ejemplo de estes ultimos es el SAS (simul!!_ 

dor ana16gico en series), creado por Enrique Chicurel, investigador del I~ 

tituto de Ingenieria. 

c 

B 

F -i.g 2. 2. 2 Mecan.<:!omo pl4no de CLUJ.tM ulabonu 
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Para el analisis entrada-salida del mecanismos de la fig 2.2.2, 

colGyucsc el origen de i plano complejo en el pun to A y llamese b, c, d a los 

nGmeros complejos que representan las coordcnadas de los puntos B, C y D, res 

pPrtivam~~!"!te. ~.5~. 3U11, 113mcse f y y d lu~ nlllleros compleJOS 

f • C - h:- 9 • rl - r 
!"'! "'l "':\ 
, ....... 0 ,, 

Se tiene entonces la siguiente disposici6n de vectores (repr~ 

~"nLaciones geometncas de los nGmeros complcjos en consideraci6n). 

~ 

F-ifj 2. 2. 3 Ve.ctoJLU Moci.a.do!o a.l mecan.i.l>mo de la 6-(g 2. 2. 2 

Asl 

b+f+g•d (2.2. 3) 

donde 

b = a.eilji 

f. a,eie (2.2.~) 

9 • a,e I (n + ~) 

d • a,eiO 
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La ec 2.2.3 toma entonces la forma 

rw re r (11 + <Pl ro 
a 2 e + a3e + aa.e • a1e (2 .2. 5) 

donde a
1 

es la longitud de la i-~sima barra. 

Despejese el t~rmino que contiene a e, que es una variable que 

no interesa en este an§lisis: 

se tiene 

i8 a,e a
1
e 10 - a

4
ei(n + <P ) - a 2 eiljl (2 .2. 6a) 

Tomando el complejo conjugado de ambos miembros de la ec 2.2.6a, 

-;e ;o -i(n + <P) -iljl 
a 3e • a 1 e - a .. e -a2e (2. 2. 6b) 

Multiplicando miembro a miembro las ecs 2.2.6a y b, se llega a 

a' 
' 

a~+ a2 + a2 - a,a,e-i(n + <P) - a!a2e-i1JJ 
• 2 

i (;1 + <P) i (n + rp - tjJ) iljl 
a'+ale + a .. a2e - a2a1e 

+ a,a,ei(ljl- n- rp) • 

• a 2 + a:l + a 2 

I 4 2 

2a
1
a

4
Re [ e; (~ + rp)] 

- 2a,a.Re (eilj;]+ 2a 2 a4 Re[ei(n + <P- tjJ)] c 

a2 + a2 + a2 - 2a 1a,cos(w + t) - 2a 1 a2 cosw 
I 2 4 

+ 2a 2a, cos (11 + rp - ljl) 
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As!, 

a: • a 2 + a 2 + a 2 + 2a 1aa. cos~ - 2a1a2 cos ~ 
I 2 ' 

- 2a••• cos (<P- ljl). 

Llamando 

a2 - a2 - a2 - a2 
3 1 2 4 a, a, 

2a2att • Kt, a2 k2, a-. K, (2.2.6c) 

la ultima ec-uaci6n se convierte en 

K, - K, cos <P + K, cos ~ + cos (cp - ljl) ~ 0 (2.2.7) 

yw: es la ll3Pl;Hta e.C1U!.ct6tt de Flleudem-tu.tz (ref 2.1) 

La cc 2.2. 7 define una funci6n ill'plicita de tjJ, yes de la foi: 

r11a de 1:1 cc 2.2. 1. La .salid.::s, ~, eu i..C.nninos rie 1a entrada, 1,J.1, sc puedc o~ 

tener •Jc la ec 2.2. 7 Jespej(mdo cos¢>. Esto sc consigue desarrollando el tC:r_ 

mino cos (<)> - 'I') y sustituyendo sen ¢ r-or 11- cos'rp , lo cual conduce a una 

ccuaci6n cuadratica en cos <P que, cuando se resuelve sustituyendo en ella los 

val ores de ll;: 0 < 1jJ < 2Jr, y se invierte el valor resu1 tante ( es deci r, 5C' ub 

tiene el 'ingulo cuyo coseno cs ~), se lle~:a a los valores deseados de la sa 

lida, ,p. Este proceso en rcaliJad noes muy eficiente, pues requiere la solu 

c ~6n de ur::1 ccu:1ci6n cuadr.'itica para cada valor de 1fJ comprendido en el inter 
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valo de interes, lo cual cs clara que tiene que hacerse en una computadora 

digit;:"!l, inticduciCndose asl, inevitahlernente, cierto error Jc redondeo. Ya 

que el resultado obtenido estii afectado par"~ <:rrnr, parece pre!erihl<' nh 

tcner 1 a sal ida, ¢, m.nnCri C;1fnPnt::r.:- a ?art1 r Uc la t:L Z. 2. 7, calculando c 1 va 

lor de 1J que correspond€- a cada valor de ·~. par media de algtin metoda nume 

rico para la soluci6n Je una ecuaci6n algebraica no 1 inea1, coJo:; 1n proponen 

James, Smithy Wolford (ref 2.2), que prcscnt"ll w1 programa en ~ortran I\' 

~0r!d£, .--· c1 jl.ttvdu u~ Newron-f<aphson, resuclvt'n w1.1 ecuaci6n algebraica 

no lineal. 

Una dcsvC'ntaia Que tienP Pl !"'.,..0-g'!":!:"!!:! d~ !~.::.. o.1ulu( ... '~nc1ona 

dos es la ,jguiente: Dado que la ecuaci6n de Frcudenstein se puedP transfer 

mar en una ecuaci6n cuadratica en cos ¢ (iCompruehrlr ~), para cada valor Je 

1J.! hay do~ valores de ¢ que la sati~facen. A esos dos valores de ¢ correspo!!_ 

den dos configuraciones diferentes del mecanisme, llamadas c.onjugadal> (fig 2.2.4). 

B C 

'"' \ 4 \ (;i' A~//..-7~~\\ 
' .,. D 

\ .... 
\ ...... 

-.., ...... 
c' 

F~g 2.2.4 ~on6igUXdeioneA c.onjugadab de un mecanlbmo pldno de CU4 

tJw eAlllbo neA 
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En la misma figura, para el valor dado de 1);, existf>n dcs val_<::_ 

res de~ ~~ y ¢,, corrcspondientes a las dos configuraciones, ABCD y ABC'D, 

conjugadas. En p..;~ rrogra:r.a tvdas la~ iteraciones de Newton 7 Raphson, para 

'"' con junto de val ores de tjJ comprendidos entre 0 y 2n, se inician con el mis 

mo valor. En estas condiciones! exio:;te e! peligro de l.fUt el programa comien 

ce a obtener tma col!figuraci6n y termine obteniendo la conjugada, Esta si tua 

ci6n se evita en la subrutina SALIDA, elaborada por Cfuldid0 P~l:!.:ivs \Lt=f.2.3). 

En la fig 2.2.5 se presenta dicha subrutina; en la tabla 2.2.1 y 

en la fig 2.2.7 sc muestran los resultados, numericos y graficos, 

del an~l ~~~~ ci~~~~~Lico tle un mecanisme de barras articuladas co11 

las siguicntes dimensiones: 

dj • 0.200 a2 "'"0.080 dJ 0.200 a, = 0.240 

En la subrutina SALIDA se emplea otra, la OYOX, qu~ aparece en 

la fig 2.2 .6, y que calcula nlJJlericamente la derivada df' 1m:1 fu.n.ciCn pcri6dl_ 

ca. Con esta subrutina se calcularon la velocidad y la aceleraci6n del es 

lab6n de sal ida. 

Ejercicio 2.2.1. Par el metoda de Newton-Raphson obtenga la salida ¢(t) a 

inter;•alos de ~lj;- 0.01, cuando tj!(t) • t, para las siguientes longitudes de 

las barra' 

a1 a 1 • a3 • 2a 2 • a~ • 

b1 a1 • a2 • a3 • 1, a .. • 
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4 t:5 t:l [Slf\'-li.'t1 -..l" Sl1l.IL,\, 
EL PI :JGI:foi!A r,;r.t:cr;� [,! LA t:I,J:f,,, J.CLfLf,L·��:r, GIP.r, 360 <;�!1\lJUS, 
[t. CAS[• c,,J:TPM<h• 1¡,,¡[;, t:l. !'�i.�,\Jl Y f'Af:¡., 
f'�!=P.1iC(;LU [;[ fi.H A :JI,, 
PHI=A•GULU Cl �ALI0'• 
L,;s I'E�t>LTAOCS �L I':PF:llill; Cf,L.{, 1.-Lli.JIIAS LE t.RI.üOo 
L� f:[Sit_;lSTA CJI.[t·PTlr.;, �[ liiLCLLf, C•.LA uLeiiif. GE lif:AOUo 
1<, f S ur; Vf e Tuf: t.t;l 1 ''� 1 C ,\ LA I:E.LI\e I ;,¡; ltiTR[ LAS 1\AGi¡¡ TUOE.S 111: LlJS 
rsLAf'.Qt.(S. st�s l�o,.t P-lt)ri.TE.� �u�� L;J,¡�T;d.TE!>. 
¡¡, LS L 11 !rLJI'fP.rt �:;u) Pl.l: 1 L U:,U�l.ll• �LL ¡,L•ICA (.IJf,ltTAs ülC!ftA!. u!: 
Gkr\l!U SL �SCP.IOILM. LnS P.t �ul Tl.lJL�o 
ti, [S FL ltl'i'Ef:ll el �A!ClS L[ 1'!11 f'r,r.� LA �f.hRA ltelJPL.J,UORA lN u�: 
e!lLLl CU:if'LETU LL ESTA. 
Ofl Tr,, �OI!RfSFOt•ll • 111.1. ulCI'!I. •l Gtd;l:lJ [;[ EttTP.ACI\ LN L•\ CAflt:A DUS 
Y lS fl V/>.LD'" At:L Jl;¡{,RlL. Il.!Cli•L f'l.f:, CAL l. ITERACiút·!o 
[l VAL(.J; ItriCII\L ��[PHI Pr.LI, LA� lli._i,¡,Cit;.,l:; �IGUIUrT;:S A PHIC1l lS 
LA 'llAIZ' LALLULid:i, úr rhi Al.Tlt:luP.iiLt,TE, 
F=FrLJ, ES LL tiL.ill'i'.� ¡,[ l¡; t'U .. ei�l. l!� Ft;L�"[N!:.TL!Ir Pt.t¡A lL IIEt�t;I�l·IIJ 
Dl e UA rr:u l sua�:.r s. 
Dfi•GfR[U• ES LA vL�IV!GI• [,l. L, f�i•CIL.;, (J( f'f.EUúU.STEit, eOtt fl(SfECTO 
A Plll, 

DII'C;,sL�r. ¡,Csl.�:<JJ 
é•lillo!Silll• Ll•Eu�C �61 l,ALr,.<Jvl ¡,. TLR(Jvl l,PJil U61 l 

e 
e CUitl'IC!Li!ló f'A<;, t:UE 1 ;, [ r,i.l:/, C�:.��CT�é;l\ t..l¡;[ 3<.CGI:I,L·LJ5, 

e 
e 

�=H3l+AC4l 

jf(�(!J-�(�)) ?•1·� 
2 1 r < L- "' 11 J - , .. 1 2 J l J 11, 4, � 
1 lf<A<3J•I.(I,)J �,o¡,� 

3 ItCU-(A(�)-,.(!lll 1¡,4,� 

4 ;il'lllC3t60ll 

CALL EX!T 

C C!.LCIJLI.i I;L LUS f·.,,:A ll TI-: u:; lJ[ [;, �U�kvT ll·iA :.�LlUA• 

e 
e 

5 RC!)•(A(3)*¡,(J)-A(ll•All)•Al�l*R(2)-�C4l•Al4J)/(z,•AC2l*A(4)) 
Rl�l=AI 1 l/t.C2l 
R C 3) =A C 1 ll d 1¡ l 
Pi=4,•ATA:J( l,IJ) 
�.r $PI=?•*P� 
:Jt:LT A=l' 1/l r.;�, 

C!CL:J IHHATI'IlJ ul N[t¡T�I:-I:r,P:JSOI-Io 

F�A 2.2.5 L�tado de la Sub�na SALIVA 
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{jO ?(l K:;l, 'J 

!TlQ(K):(I 
Jf\r.-!J 7,t,7 

h PHiVt=PHI!�l 
GO To B 

7 f't•IVI=f'lii!K-1) 
f\ f:fPt.tJ(Il,PSI,PH!VIl 

Llf :IJfRlil\R, PSI, P•11V I) 
Prl!LKI�P�!Vl-F/DF 
IfiAH§1PHI(K)-�HlVIl-EPSILJ 12112,q 

q PHIV¡:f'HI(K) -
IF(!TERCK)-�AX) 10110,!1 

lO !T[�l�J:tTlR\K)+l 
f;n T Ó 8 

. 

11 �RITf(3,hU2) 
CALL EXIT 

C EIJ LA SIGr¡IUJTF PROPOSICION LA RllT!rJ� DE BI13L¡OJI:CA MODULO S!: 
¡; St LLAMA pARA !TIRAR? EL 'W!1ERO DE VUELTAS QUE SEA 11UL. TIPLO DE DOSPI 
e Y ULJAR SOLO EL PESIDUO, 
C SI EL Rt.SIIJUO LLEGAPA A SU< Nt.GATIVO LE Sl!MA'10S DOSPI PARA H.l�ER 
e EL Atr(;IIL'l ·�fll!IJO ['1 SEI•TJDO HORARIO, 

e 

12 PH!lK)•A�OD(PHilKJ,DOSPI) 
!f\PHI(K)J !3,14,i4 

13 f'Hi(KI:PHl(K'+DO�Pl 
¡u IFIPsi-oosrri ¡5,2o,zo 
1� PSI=�SI+DELTA 
20 COIJTirtUE 

. 

C CALC�LO Dl LA VELOCIDAD A�GULAR OMEGA EN R,P.M, 
CALL IHDX ( DfL TA, Ptti, OMEGA, 'J, O�lt.f.2) 

C CALCULO Dt LA ACELfRAC!UrJ MJGULAf< AL�A t.l-1 R,P,M,ISlG 

e 

P=0"[G2/60, 
C�LL DYliXlDI:LTA,OiiE.GA,ALFA,I·J,f') 

bOl FORMAT(45X,?LA BARPA CONDUCTORA �O GIRA 360 GRADOS?) 
602 FORMAT(///SOX,?OEMASIADAS ITERAC!ONCS?/1: 

RlTURrl 
t:¡o 

F�g 2.2.5 (CONTINUACION) 
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St'•;II•H 1TT"!F l)YDlC ri;I'L T A, Y, OII,N,"P j 
l!\TA 6\JBitnufT':A C4Lr.l!LA LA !'[Of"~"'· \lF" L~ fl•ltr.In;, PFRTO!\IrA v, 
E~ UN PFRfnOn,pnR ~'GUNnAS ni~E~F~Cf~' CENTIIALE~.LA ~f~TvADA 
C:tiLCULAI'A Ell Oy:P FS 11\1 PAw&·<FTDO uTlt p~DA El !ISIIAIIIO, 
~TMr~~!O~ V(J~Oi);D~(Sbnt) 
. .-\.11•1 
Jflto~Tc!,• 

l"~:I+2 
TI'ICT+I 
ILI•J-1 
lt.oi!•t-2 
~~ (y.;:>) "'·' '~'" 
II '····I 
II (c" -; 
c;r. Tr 'l<> 

Ili!•'.•l 
C"''Yl' u~ 
lJ. l , ... )Qq, S" ·''I' 
Ir-~s~ 
G:"" T ~.., Q'l 

IP?•~ 
JPJe;> 
t; V ( T ) c ( • v ( ! r ;n + •, • V ( T P 1 ) • A: • V ( Il I ) • 'r ( T L ;> l ) 
,)y(T):;<•:•v(f)l(l.>.•~•fl T.l) 

"FTI.J'·N 

"'·" 
Fig 2.2.6 Liatado de la Subrutina DYDX 
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TABlA 2. 2. 1. RESPUESTA CINIMATICA DE UN MECANISM"'l PIAIIKJ RRRR* 

LUNG!TUDtS Ut LAS BARRAS 

A ( ?l 
o.oHoovo 

A(3) 
u.?.oooou 

A C il) 
0.2400GU 

PAI< A r41:. TROS DEL PROGRAilA 

Ptil I:.PSIL 
1.'>70790 o.ooooot 

p:;I 

Cr;l'l,[tOS) 

o. 
.I0001i0[+02 
.<'()00001:.+02 
.3ú0UOO(t02 
.'l<t(lf)OIJf+O;> 
• �,onon .H-. +02 
.6r¡()0Pt1[ +u2 
� 7(10(111\Jf+f)¿ 
.ll¡j()(¡()f)f-_ +02 
.9oooqor+o¿ 
• 1 O UOtl'.Jf. t(¡ � 
• 11 fl;.)O(Of +<l.) 

• L!LIU\)1)� ?113 
• 1 .S 11 un J f • (' \ 
.ll!rJijl).lf-. +03 
• 1', n \1 :¡ ��� + 113 
• 1 (tO ('•!) )f. +11.) 
.17:)1)11,)�- +11 � 
.l ¡.{fl(,íl•lf +:)3 
• 1 !lf¡(l,}ijf +r)"\ 
.2'JO,)(J,¡f +n� 

• !11 .) 1,.111 c¡f + 1! 3 
• ?,'tl ;)1¡ '.lf:- +(, 3 
• t.' )1· •) 1_¡ 'lf .. ( 5 
• i..' j f, J n ()� + (\ 3 
.2r.,!IQOílf+03 
.?:1nuou� ti'J 
• ,) /J!(•Il!Jf +Ci1 
.?"·'\.'><)[ +i'' 
• .2'Jtl ,: 1) l)t + '!.} 
• �(;o:¡ lt lll ... 111, 
• .  S 1 t,f! 111if" +tl_) 
• �c.'O•.JI¡í\f +11� 
• 3_)(Jt)lt0f +•"15 
• ·s �o.,,' 1[ • n � 
• _)r,il,J1' .¡f +--�.S 
• � ,,�: 11 f '1 (_ t 'J ; 

(H·1lG2 
'�o o. 

Pttf 

cr;r¡ADCtS > 

.1237li<JltOS 

.lt7t'í3�+113 

.111220Ft0.5 
.l(tl>5bOI:.t03 
.l , .. ����·ll:. +03 
.liiJIJ47[t0.5 

.t vi 5A<lf t ll) 

.to24l'it+ros 

.lti4103�+03 
• 1 tti>IJ'IIE +03 

• 1 n92rl1lf +03 
,lti'S'I7[+05 
.tt'>7ll'�f+•l3 
. 1 1  Q;>0'1t +fl3 
.1;>2¡,'1¿[+03 
.l2bt?t>F+03 
• 1 2 q i� � 1 f + ') 3 
.l.Vo17[+0.5 
.J3';5tl':>t Hl3 
• U1132>E:+03 
.l�ítéiO.<I[+0.3 

.1<:3ocat_+o3 
• 1 •1 rtl')h,\f ti)) 
.1 Jt'ordh·� +0 S 
.1 � 19'>_\f+O.S 
• 1 <lWI'l·>� +O S 
.liJ'It>'1'>f +113 
• 1 '>'I1)4.H +03 
• J ,:.tP-19J f- + C• ,5 
• t., <-L¿ 1•\r +o 5 
, J.,P.:; 1 1 f + <13 
• 1 ... h o 7 ,_; r +o�� 
• l <J 'l 1 ,• .jf t 1)3 
• 1 ,:.¡ '} .,,,·)f + () .\ 
• 1 �" ·.¡ ·L· r • ,,:, 
• 1 S �lr' (J�"lf + •) � 
• 1 � 1/d '>f +><S 

r. r·:AX ·� 
31>1 lO 10 

OhfGA 

(1\. "· �� • J 

-. 1> 0 0 0 () 0 � + 0 5  
-.'í7'>0bll[t03 
-.'li1,41l'lltt1.5 
-. >'>14411�+0) 
-. ;> 1 () 11 'lf +03 
-.Hú2t81H.+Oc' 

• .><�?ctHr+n2 
• 11 t> t> 7 •n + r .5 
.to4031ll+••3 
.<'31120?�+11.5 
.? lO lit' SI +11 .) 
.2'1.3'14?�.+113 
• �1!7'1.31\f+O� 
.313bll'>f+03 
.3122<l':>t.+n3 
• 304'16'l[ .,,, 
.<'92/h'H +0.5 
.c711'>1Jtl:.+n3 
.?57 1 1J3f+il3 
.;>35.53fit.+n3 
.21t7HHr + o3 
.15700':>1_+{)3 

• 1 "1 .5rnf + ,, .s 
• t346U4f tfl.) 
• l1}74-1Jbf+ll3 
• 71:\Tcost.+cc: 
• 4 7'15411f + n,� 
.1 ao74?.f. +oc 

-. 2<J<J¿'I·�� +o<� 
-.l>'l'>tl27E+ili'. 
-.¡¿ 3 '1 '> '�f+i)� 
-.t'10477t.+o.5 
-.n1<;>Sn�+ns 
-. 5to117l 5E+n3 
·.'lbil4l�>f 1-0 S 
-. '>'>I>SS,J[ +0.3 
-.hOO(IOtlf +05 

AU A 

( 1� • P • i\1•) 1St G • 

-.lvoz;>¿t+04 
.�c'>822�+04 
. t 008.?21:. + 0'> 
.12\Y:tUI:.+O'> 
.!1!!5'17t.tu5 
.10311n�f+0'> 
.l"l11'1l'll:.t04 
.bo 15'11 [+O'J 
• �'-'o7¿ut. +04 
.i;,5bllcf+04 
.2�30:,t.>c>�_+04 
.lt>OVI'I� +U<l 
.t�¿u::oo5t.+03 
.lb79'1'1t+ll3 

-.38','17'>� +0.3 
-.6501>211[+0.3 
-.t23'11�r+OII 
·. 1 '> 4 2 .Sc� E. +04 
• .tiiiOtltl[ +04 
- . 1'1':>75.3t.+04 
-.2oll.3tcf+04 
-. 2 1 7 1 '1 1J t. + 0 4  
-.22413!>(+04 
-.<'51t2'ít+U4 
- • 241\.SII'.If. t()IJ 
-.c'::t4.3bot+U4 
·.215'11UE+04 
- • 5UI<'::t3ot t04 
-.5':>tot>Hit+ll<l 
-.4C..$bi.Jts(+04 
-.':>1'>2'lJf t(IQ 
-.a.St!l5h[+U4 
-.lbtltl/f+04 
-.�647tl'lf.tíl4 
-. �'>3411•1[ tft<l 
-.bl1bl'>�.+()1¡ 
-.1 o!>i'<'cl +o a 

" RRRR significa cuatro articulaciones o pares de revoluci6n 
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e) a¡ • a3 • 1, a2 • 2, a4 • 3 

d) a¡ • 2, a2 • a3 • a4 • 

e) a¡ • a2 • a4 • 1, a3 • 2 

¿Qué observa usted en sus resultados? 

Ejercicio 2.2.2. Obtenga una relaci6n entrada-salida, semejante a la ec 2.2.7, 

para los siguientes mecanismos. 

� 

s ct, ! 
-1·-

i 
; 

1 
o, 

·-
1 

F.i.g 2. 2. 8 Me.c.an.i6mo.6 plano..! que contienen u.n "pall p!Ll.6m<f.tieo" 

2. 3 LúJ o de 4.imd.a.dcll.e..l anaUg.{.co4 en e.t 11114.U6-U de mecan.i.6mo4 

Una alternativa para resolver la ecuaci6n de Freudenstein* 

para obtener la relaci6n entrada-salida es utilizando simuladores anal6gicos. 

Para tener idea de lo que es un simulador, es necesario introducir un conceR 

to preliminar, el de sistema. La palabra sistema tiene diferentes signific! 

dos. Cada persona usa esta palabra para referirse a distintos objetos, pero 

lo que aquí se quiere dar a entender por sistema es la idea de Shigley (ref. 

2.4 ) : "una cornbinaci6n de elementos, algunos de ellos muy elusivos (como los ------
; 

*O cualquier otra ecuaci6n semejante, corno las que surgen del ejercicio 2.2.2. 
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canales de comunicaci6n), arreglados de mancra espccifica en forma tal que 

diferentes excitaciones o perturoaciooes provocan respuestas detenninadas."" 

La simulaci6n, CO!!IO lc apunta Shigley, se refiere a dos si~ 

te!l'.as -uno real y un modelo de 61-, donde por sistema real ha de entender_ 

se algo que exista fisiClllllellte, por ejemplo, una maquina de combusti6n inter_ 

na o una refineria de petr6leo. El nmelo al que se hace menci6n pucdc 

ser diferentes cosas, ya sea otro nmelo f{sico (por ejempl~. ~ ci~u1tu 

electr6nico} o un sistema de ecuaciooes (algebraicas, diferenciales ordill! 

rias, diferenciales parciales, etc). En este segundo caso se trata de un 

n.xlelo matematico. r.-"' ~!!!-..:!::=..-.:;; ...... iogicos consisten en un modelo el~ 

tr<lnico cuya operaci6n est! descrita por las mismas ecuaciones que cl sist!:_ 

ma real, y los elementos que los componen scr. amplificadores, resistencias, 

coodensadorcs y bobir~as, cuya interconcxi6n se efectGa por medio de un t:~bl£ 

ro, con su alannrado correspondiente. 

Un dispositivo como el descrito en el p~rr~fo ~~t~rior se C£ 

noce tiii!Vi~n con el noni>re de COMpl.l.tadollll. 11114l.6g.ica, porque realiza operaci£ 

nes de computaci6n por medio de analogias fisicas. Otro tipo de simulador 

~216&icc ~5 ~uel que tunciona formalmente de manera id~ntica a la comput! 

dora anal6gica, pero intemamente se diferencia de esta en que las operaci£. 

nes las rcaliza no por analogias ftsicas, sino por medio de computaci6n dig!_ 

tal. En la ll'lAM existc el SAS (refs 2.5 y 2.6), que es el usado en estas 

notas. 

Este silmllador comprende las ventajas de la c~tadora anal§. 

gica y de la digital, pues, ademls de que no se requiere tener conocimientos 

de programaci6n ni de m6todos IUIIII!ricos para su uso, realiza las operaciooes 

* Desde luego esta definici6n no comprende a ciertos sistemas como los est£ 
cisticos. 
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con la rapidez de una computadora digital. 

Para resolver la ecuaci6n de Freudes~ein en el SAS II, der1 

vense sus dos miel!'bros coo respecto a t, obteniendo: 

K• .sen ~ + ;en (~ - •i 
~ • - •• -. ... • 1/1 (2. J,l) 

cuyo diagrama de aliii!Vrado jl3ra simul;u.:i~ =-~l~i;;:a "" ei de la fig 2.3.1. 

f.is 2.3. 1 ReaU::aei6" 11114l.6g.iu dt. .to. tc 2.3.1 

N6tese que este diagrama requiere la especificaci6n del valor 

inicial 1/1 0 , el cual se obtiene hacienda~ • 0 en la ec 2.2.7, es decir 

_
1 

K2 • Kt 
1/lo • cos i(,""+"T 
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I M[eANisMU D£ CUATRO lARRAS• 

----ALIMIIADO------------

NUMIIL TJPD tMt i ENI I LNi J Eli • ENI S tNI 6 tNI 

21 Tl 0 0 • 0 0 0 
12 UN 22 0 0 0 0 0 0 
l' SUM ~2---u 0 0 0 0 - --o 
24 UN 2~ 0 0 0 0 0 0 
JV $LN JT U U 0 0 ---v 

' ""' 5 0 0 • 0 0 0 11 pOf-----·2 0 • o-
1 t PtiT 24 0 0 0 0 

------tJ-----sutt--------;0---- --te----.- o ---~ 

1 7 SUM 1 0 lt 0 0 0 
' on 1J u o o o o 

Zl INT 9 0 0 0 0 0 0 
-------,s------ur---,o o o o o o--- -o 

20 I'll T t 0 0 0 0 0 0 
zt Pot---v ~ o o o o 

--et.-oout-ltiitt• ----oaros 
~-----------tToooooooo•---------------
11 a.sooooQoo 

~------1-9 ~ ... ,..,.,o"''"" 
2J o.e2ioii69 

---fo--- o.t04'1'76 
21 sr.zts7rts1 

PARAH£TRn5 0[ C(INTRol 

LIM• 4 

CONVG• 1,oo~ooo~o 
-------

TC£Ro• o,oooooooo 
-------------- - ----~-·-·--

INVALD• o•o1r•s12t 
NOINVALO• 

NDINCR£• l60 

MAG~ITuo O[L I~CR[M[NTO• o.o174Sl2t 

-eti~Out-------------[ 5 U L T A D D 
MUM, COEr• NUJl[RlCC GRAt lCO [SCALA tstTit P .NTOS 

21 0 1 1 
----.t>-----o----- 1 --- - --· 

25 0 1 1 

I O 1 
J o-- -------.-

o 1 

F,ig 2. 3. 2 l'ltogJ1.!111111 SAS II qu~ .(}npltmf.IIU e.l d.iagJrJJma dt. til 6-(.g 2. 3. I 
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--- ---
T/t,,' 1T , 

\ I 

.ly 
z 

_,"" 

,
/ \ 

"' \ 

211' 

-0.172 
\ "\"" 
'-/ lf"(t),rpm/aeQ 

ozh 

b) 
~._£ 

a, 

a) 

F-ig 2.3.3 Civ\1111.6 dt. du~llllliudo, 11t.loc.idad y ac.d2114ei6n tVtgu.lMU dt. 
wt lllf.CAnUIIIO dt. cwWio u.labonu 
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En la fig 2.3.2 se muestra el programa SAS II que analiza el 

mecanisro para el cual 

a 1 • 1.00 a2 • 2.00 a, • 1.500 y a, • 2.00 

En la fig 2. 3. 3 aparecen el mecanistoo y las cut-vas de despli!_ 

zamiento, velocidad y aceleraci6n angulares que se obtuvieron con el SAS II. 

2. 4 TI!D.IJedD/t.i..ru, de .to~> pun,.tol> de la baiiM ac.opladolttl 

En el mecaniSllk) de nlat-~ ~~!"!"!!!; d.~ !a fi& Z. Z. Z, la barra 2. 

con lacual se acciona el mecaniSJOO, recibe el nanbre de barra motriz o con 

ductora, mientras que la barra 4, que es de la cual se toma la salida, reel 

be el nombre de barra movida o conducida. La barra 3, que acopla la condl.l£ 

tora con la conducida, por razones obvias recibe el nati>re de barra acoplad~ 

ra. 

En mUltiples aplicaciones, no es el movimiento mismo de la bi!_ 

rra conducida lo que interesa, sino el de la barra acopladora. Por ejemplo, cr, 

e! m==~"iDmO de seis eslabones de la Fig 2.4.1, donde el es-

lab6n conductor 2 acciona al eslab6n 6 a trav6s del movimien-

to del punto P ~el eslab6n J. Si se desea que el eslab6n 6 -

tenga un intervalo finito de reposo (el tiempo que tarda un 

obrero en quitar una pieza manufacturada de una m4quina y -

poner una nueva por manufacturar, por ejemplo), es necesario 

que el punto P describa una trayectoria que contenga un arco 

de clrculo pues, al recorrer P esa aecci6n de au trayectoria, 

el punto 0 permanecer4 quieta y, en consecuencia, tambifn el 

ealab6n 6. 
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Fig 2.4.1 Mecanismo de aeis eslabonea articulados 
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F.ig 2.4.2 Loc.aUzaci.6n de un pun,.to de la baiiJI4 ac.oplado/14 
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Haclendo referencia a la ec 2.2.5, desp~jese en ella el t~rm! 

no que contiene a ~ (la salida, que ahora no interesa) y escrfbase la ecU! 

ci6n que resulta al tamar el. complejo conjugado de ambos miembros de la 

ec 2.2.5, obteni~ndose: 

i (11 + ~) IO lljl 16 
a,.e • a1e - a 2e - a3e (2.4. la) 

-1(11 + ~) IO -lljl -16 
a,.e • a1e - a2e - a3e (2.4.1b) 

lotlltipliquense ambas ecuaciones mient>ro a miembro, y rediiz~ 

se la ecuaci6n resultante en la forma que se hizo con la ecuaci6n de Freudenstein, 

obteni61dose: 

don de 

L, • 

L, + l2 cos ljl + L, cos 6 - cos (ljl - 6) • 0 

~2 _ a2 _ ~2 _ a2 

It 1 2 3 

2a2a, 

a, 
, l2 • a3 

a, 
• L, a2 

(2.4.2) 

(2. 4.2a) 

Obs~rvese que la ec 2.4.2 es formalmente identica a lade 

Freudenstein; por tanto, todo lo que se dijo refercnte a esta, se aplica a la 

ec 2.4.2. Ahora bien, sup6ngase que se desea obtener la trayectoria del pun 

to P de la barra acopladora del mecanisme de la fig 2.4.2. 
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Llamando p al nGmero complejo cuyos componentes son id~nticos 

a las coordenadas de P, se tiene 

p • b + r (2.4.3) 

don de 

b • a2e 
iljl (2 .4.4a) 

r • lriei(e + 6o) (2.4.4b) 

Asi, de la ec 2.4.3 

P • a2eiljl + lrlei(e + e,) (2.4.5) 

donde a?. ! r! y A: ~0!! !:~:'.!:!:::..~t:;:; -,- c uucltme de 1a ec 2.4.2. N6tese que 

la velocidad y la aceleraci6n del punto P se pueden obtener derivando ambos 

miembros de la ec 2.4.5. 

Con las trayectorias de diferentes puntos de la barra acopl~ 

dora para diferentes mecanismos, Hrones y Nelson (ref 2.8) han construldo un 

atlas, mediante el cual el disefio de mecanismos se reduce a una simple sele£ 

ci6n de aquel que contenga el punto cuya trayectoria satisface mejor la nee£ 

sidad del disefiador. Sin embargo, en esta secci6n se presenta un metodo r~ 

cional de an!lisis de un mecanismo, sin tener que recurrir al atlas citado. 

La subrutina CURVAS (fig 2.4.3), escrita tambi~n por el ing~ 

niero Palacios (ref. 2.3} !' AJ; atil p~~= ~=t~:"'~~ la tLayeci;oria 

de los puntos de la barra acopladora; en la tabla 2.4. 1 y en la fig 2.4.4 se 

presentan los resultados numericos y graficos del programa escrito para este 

objeto. 



e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

e 
e 

2-'17 

�III!D'l'ITT ••!: e li�VA S e A, P S 1, TIH'TA' liA X, EPS lL, 1 TER• XO, '!'¡,¡, R• lb 
* Y,��LTl•�•OF'•�ET4) 

. 

!:SU �''"""TT�A CAl. e.JLA LA Tr:AvECTORlA O!: LOS P'.Jr¡TQS 0( LA UAfl�A 
Ae�DLAO�qa �nR tL �ETJDU DE Ni�6�N·RAPHSOw•APLlCADtl a L� E:CUAClON 
O!: �""''�""�Trurr. 
ACI),¡(�)o\(3)oAe4) �OH LA\ L����T��ES ?E LOS Ei LAqG�E:S. 
Aeo;> �� LA ·•�G\IfTUO UEL 1/ECTO� Q•Jt VA DEL PaR � our F'QRIIAN 
LA� Bi��as �OS Y f��S•F'URHAJO� BCTA GRA�O� CON LA �A�RA TRES• 
\l['lTDtl �t.t S"'NTf!)O C);¡TflARlfl A LAS !IANECILL.�S DEL RELOJ, 
1 r� F'l E�L\BO� F'IJJ, 
2 re; rL nu "' " "  nc E;lTP.:.JA. 
3 �e: "'1 E�UBn•r Ar.')i>LADi.íR 
4 �C: F'l tSl�RO� tl[ SALIUA, 
EL PRriGtU..U F'1J"ICTn�\ SI LA JA.�ilA r.u:¡OuCTORA GI�A 3611 CIRt.DnS• 
EN t:A�tl C·1'4TRCtrl•'4�iiDA Utl .I[,SAJC Y PAU• 
PST •Á "'IIIILil or r•rn�o,\• 
TH�TA l'IG'il'1 n<.: 'IALIOt.• 
BETA •a'l111LO ?ttC:: F'li::IA E:L 'JE:rTO� n MA�'I1TUD q5) (;0,¡ L� [)Afli<A 
AC'IPLA'l'l�lo 
TH�TI •A'I'Illt 1 lluE F'JRiiA LA RAíl U ACCi'LAUO'U Col! LA IIJIIIZntlTAL 
LOe; �F'C:·iL TAliOS SE: T ·II'RII!E.¡ CAIÍA ··• úECitllS OE G1UDO• 
TT�� "'C: '1"' VEeTI}� 'luC CiWTIC"'E El ;¡Ur.�nO OE tTr.RACIDIIES HECIIAS 
PUA j'r_,.GU A CAna CJ.IVI:RGE.JCTAo 
q �C: :¡, VI::CTO� QlJE: �JIITIE:¡E La RELACI:l1¡ E:t1TRE: I.AS "'AG.IITUOES DE 
L'lc; r .. uq�'l"'� • Sil� C 'l,IPJIIE•Ht:S SO'>I CU•Is TAN rES • 
\1 .. ..  •t� \1'1'-' .. '10 'HO) PJ1 (L JS•ÍAIH� •Jll( HIIIJCA CADA CUA.ITAS O(Cl:.tAS 
OE �111'1� •r E:SCRt9t�'ll LJS aE�ULTADOSo 
•1 F'� rL '11114 .. 110 OAO) ¡¡E I!lCRC!In:T'l � úEL TA• 
OE:r.Tl CllQR"'SPG'IIIE: � u:IA OF'Cl·�A 'lE GRAJ1 u( CtiTRAOA E:l LA liARRA 
Otlc;, 
lCI) "'S U aq•JSA 'lEL l'll'JTU 1 e:_. J"liJADES DE LO:;tliTutlo 
YQ E:c; !.A noQ(\IAtlA 'J(L PJ:¡T,l ll f:'l JIJlDAOE::i OE: LO'I(;fTIJDo 
El 1/AL'lol T•rT('fll OE TIIETA DARa U� ITE:RACIJ�tE s SlG:IlE:IITt: s A 
THF'U(Il "'C: EL V�LJ� CALCJLAñ:;¡ •Jr T'l(TA fdTE¡¡I.¡r.tll::;�l(, 
Farr¡r•t F:" .-L ''IJ''q�E: llE LA f'U..r�l·l!J úE ntu.>ENs.TEIN PARA E:L 
'!EC&�T" ,, rtt:' e'llTR1 E:>LIIBO JES� 
r¡r,.nro"•l <'e; LA 'lt'!t <1\i.J.� GE: LA F':HCIUN DE: t •lfUOt'JSTI"I'I C.¡¡¡ II(SPI:CTO 
A T•lfT6, 

nf�"'uc:t�u A(5)oTiETA(lh�l)oJTERe3601>•Xl(36a1)•Y�el6Ul)•R(l) 
r,f).:.\11'1 °T 

1 n�T•Al l1•L2oL1 
ll•o�ll""'• 
L?:o,,.ALC:"• 
Ll•,,.AL .. ro 

Cn'llltr.n'II::C: Paoa Q·Ji: Lo\ :lt.ll.IA CJ'InUcTnrH ulRE: l¡¡O tl¡¡IJ,J5. 
rrt4C�)oLToA(I),�.IUoeA(l)+ae�l)o�To(�tll•Ae�l)lLl•oT!<UCo 
t � r H �l. 'IT. A e 1 >. �;a;. t '" , >+a e,.> > • .; r. e a e 2 > • 4 e t > > > L; •. r .. ur. 
T�eCdJhA(A)l,'lT .e.o\Cl)+.le?>llt l••THJE. 
t�e!L1o'l�ol�>.A�l,Ll) �1 T" 1 
TF'(&et>.rQ.4C?.),�,¡:;,,.C1loE·lo;.(4))�(; TJ 1 
'1 'l TT,. ( '\ • � :l1 l 
�•tt t'tH 

F.é.g 2.4. 3 W..t.ado de. la. SubJw.t.óut CURVAS 

2-28 

e 
C e.l.r.tll,'l llE LOS PA!U �E:TRuS 1)( .:-su SUBRUTINA, 

R(!l••ecec•>•e(4l•A(1)•4e11•A(2)*Ae2>•A(ll•AC3)l/ 

e 

* (2,•'(')•ACJ))) 
qe"•ACt )/4(2) 
R(')••(l(1)/A(J)) 
�T•\,I)*lTANC1oO) 
llO�or•'••PI 
tl[LTtut 118!l'le 

e Cir.l.'l HC�ATtl/tl OC 'l(liTUN•!!AP4so·�. 

e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

e 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

� 

• 

llO � !(•toN 
tTF'"(K)•O 
tF'C�oE:GotlT�(TAV•r�E:TaeKl 
t�C�oNEoi)T�ETAV•i �ETieK•t) 
r•rq[UC lhPS T, TIII:TA 'J > 
I)F'•'lF'REUCq,Psl•THETAIJl 
T��TA(Kl•r�ETAV•F'/'JF' 
tF'C&BSCT�trAeK)•THETA�)·tpSIL)3•3•4 
t�C A Bse q( 1) •nC:! )*C%( THt:TA C 10) +q ( J l*Cn�e PS T l + 
C1SCPST·T��rAeK)))•CPiiL>7•7•4 
T•H':TA V•TilET <e 10 
trCTT[q(()•4;.Xl5•5•� 
yTF:l((l•TTtReK>+l 
Gil T() ? 
'ii?TTEe6•ti02l 
r.eLL E:XtT 

E•l 1.� �Til•I!"'•JTF.' PR1i>:;:>Icio•J L1 R•JTI:JA D� III�LI'lTECA �U'>ULU sE 
LLA�A �iqa "'VITAR -��ULuS ��Y�H($ UE J60 .;qAQU�. 
ST F:l ""''IT'l•tn LU:G4�A A SE� il"'..iHI'Jü St: Ll 'IU!I'> llUSI'I i'AII.\ Tt:IIER 
U"l A'll'l'li�tl P'lSlTIVQ, 

T"'f::TA('<)•A 4 I.¡(T,Il::T\Cl(l•J·lSr'l l 
IF'( THfTA ( 1() •L T • u •) Tli�-:' ,i(r, )"!HCT A( K >+o lSPl 

CAl t:lll"l !)f.: LAS C�nq•1t::IAnAs .1E1 P'IIITU U CU;, flflli>t:ll [¡¡ LA U!lltJlJ DE 
LA q�q�� rT lA Y L.\ ·'·•·ll'JEL�•EI t:JE iiDRIZO••TAL -IACn LA iiC:ilLCII¡¡ Y 
EL �J,. ''E�TTCAL 'lACio< ·\HHI1A r.J:t·l PJSITIVus. 

��(�)•AC?)eCuS.CPSil+•r�>•cJsCTHETA(K)+�I:TA) 
'fQ e� h� C 2 > •� ¡;¡C¡•s Il+A,.;) •ii;¡e TIIET A( 1( )+qETA) 
II<;TsPST+�E:LTA 

C'l\ITT'I11F' 

601 rrt!f14\T(4o;Y.o 'L& �·,,:f:,\ CoruU�TuRA ,¡fl GIP.A 360 iifl,;!h,S') 
t\02 "'0'1'4 HU liS lü 'lt;il:\:.1 A'l�S ITE:ii.\C FlrJES '1 1) 

!trT•I"" 
E:\1') 

F.é.g 2.4.3 W..t.ado de. la. .6ubJw.túta. CURVAS (CONT1NUAC10NI 



2-29 

TABLA 2.4.1 TRAYECI'ORIA DE UN ruNIU ¡JE LA BARRA A(X)PLAIJORA DE UN ME� 
NISM:l PLAID R-R-R-R 
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El mecanismo analizado es el mismo de la sec 2.2 y el punto 

cuya trayectoria se obtuvo es el localizado a una distancia de 0.2156 (uni 

dades de longi t:ud) de la articulaci6n entre los eslabrmes 2 y ~;. fowliii•uo 

su vector de posici6n (con respecto a esa articulaci6n) un mgulo de 30• con 

la barra acopladora. 

t. S Sobu lA 1110v.i.Udad de to~> IIII/.CMi611101> de biWI44 all.tlculada6 

En esta secci6n se presentan algunos resultados relativos a 

las condiciones de movilidad de los mecanismos en estudio. 

Teorana. La configuraci6n de un mecanismo en que la barra acopladora estA 

alineada con la barra conductora (conducida) corresponde a un valor mfnimo 

(mrucimo) del 41\gulo de salida (entrada). 

Oemostracf6n 

Consid6rese el mecanismo mostrado en la fig 2.5.1: 

a, 

F,(g t. 5. I Co~t{iguMei411 dt 1111 IIIUAILi.6Mo plaM CDJIM4fX'Iflii.vttt 4 1111 valolt 

llllMino del 411gulc de 44U.d4 
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De la ec 2.3.1 

K3 sen ¢' _+ sen (ll; ~ ~) 

; ~ K2 sen • + sen (~ - •f ~ 

Ll&mese N al numerador del coeficiente de~. De la fig 2.5.1: 

e •• •• - ~. 

Asl:, para la configuraci6n mostrada 

N0 • K, sen ~o - sen eo 

AdeMs , de la •iSIIa figura 

dedonde 

Y asl: 

de donde 

sen e. sen ~. 
---·---.. . .. 

a, 
sen e0 • - sen ljl 0 • K, sen ~ • •• 

No • 0 

•• • 0 q.e.d • 
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Ejercicio 2. 5.1. Demuestre el teorema anterior cambiando "conducida" por 

"conductora", .. minimo" por "m3ximo" y 11sal ida por ''entrada". 

Ahora se estudian las condiciones para que los eslabones de 

entrada y de salida de un mecanismo RRRR giren una revoluci6n completa. 

Sea el mecanismo mostrado en la fig 2.5.2. 

4 

-
F ~g 2. 5. 2 Mecan.i..smo R RRR plano 

_ Sc•p6ngas c que a 2 d 1 , y a~> a1 , e~tonces: 

~) Para que ~ adquiera el valor cero, se dehe tener la configuraci6n 

de la fig 2.5.3, en la que sc observa la relaci6n 

a4 + a1 < a2 + a3 

o bien 

a, < a3 • (a 2 - a 1 ) (2.5. 1) 
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~ 
4 

f!g 7..5.3 Con6~g~c16n ~ ~ • 0 

En la fig 2.5.4 se representa la relaci6n 2.5. 1 en el plano 

a 3 - a,, dondc Ia zona achurada representa el conjunto de puntos en los que 

se satisface dicha relaci6n. 

04 

a1 t a2J , { 

~ a!+ a 2 

~o, 

F~g 2. 5. 4 Repite&entau6n geomtt:JU.Cit de ta Jtetau6n 2. 5.1 

«J Para que ~ adquiera el valor w debe ser posible Ia configuraci6n 

de la figura 2.5.5 
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/\ 

L.\ ----
1 

fig 2.5.5 C~nlig~n ~ ~ • w 

De esa figura, se tiene la siguiente relaci6n: 

a, < a2 + (a, - a1l 

o bien 

a, > a 1 - !a2 - a1l (2 .5 .2l 

La relaci6n 2.5.2 se representa graficamente en la fig 2.5.6. 

04 

ol + o2J 

01 +02 

Olj 

F,tg 2.5.6 Re.p~Wf.Jit4c.l6n e~a de l4 ul4ci6n 2.5.2 
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,£,£,£) Para que w sea nulo debe ser posible la configuraci6n de la 

figura 2. 5. 7 

;1. 
j _ _j 

2 -

F,tg 2.5.7 Con6~guA4ci6n pa44 ~ • 0 

de la que 

a1 + a4 > a2 - a1 

o bien 

a .. >- a~ + (a~ - ~:) {2. 5-3) 

la cual se ilustra en la fig 2.5.8 

04 

o1 +oz 

•a 

F,tg 2.5.8 Repituuataci6n geomltir..ica de l4 ftel4c.i6n 2.5.3 
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iv) P:ILI qtiL' ~· ~1dquicr:1 L'l \'al.or debe scr po~ihll' !:1 nm!"ii_!llf.£!_ 

c1tm qlll' ~c rm1e:-:.tr:1 en Ja fig ~.:J.~) 

~ 
2 

F~9 2. 5. 9 Con6igWUici6n paJta ~' = ~ 

lle dicha figura 

al+a?<al+.lo. 

o bien 

a~o > - a 3 + (a 1 + a 2 ) (2. 5. 4) 

que ~e reprc:-'cnt;I gr~tricuncnte en Ia fig 2.5.10 

03 

Ug 2.5.10 Re.pJtueiLtac~6rr geomM!Uca de ta Jte.lac-i6rr 2.5.4 
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Finalmcntl', la region l'll la que se satisfacen si!nultiineamcnte 

las relacione~ 2.5.1 a 2.5.~ cs Ja intersecci6n (fi!! 2.5.11) Jc las zonas achu 

raJas Jc las figs 2.5.4, 2.5.b, 2.5.8 y 2.5.10. 

04 

o2-o1 >. o1t o2 

/ ', 
,ol+o2 

o2- ol 0 

~ i.g Z. 5. ~: Cu,u.I...t ....A.Un Ue mov-iL<.ci.a.d paJU1 qu.e lo.J, ba.JVlQ..6 de erttA.ada y ~a.Lida 

gU.en 360', en e.l plano a, - a, 

Ut ras condiciones de mov i li Jad se puedC'n cncon t ra r en Ia 

ft."f 2. _). 

Ejercicio 2.5.2. llemuestre que las configuracioncs Jc las iigs 2.5.5 v 2.5.6 

t'vit<m que fJ = lf y :.V,. 0 se:m cstacionarias. 

Sugcrcncia: Demut·~tre que, rara CSt:lS conriguraciones, <.'] llLDncrador del coc 

fidcnte de ljJ en la cc 2. 5.1 no se anula. 

2. 6 And.til w g'uf&<:c.o de mecai'!MmM con pMel in6e'cio-'tel 

En esta sccci6n cs necesario recurrir :1 los siguicntes tcore 

:n:t~ u,uc ; (· ha,!,a.TJ. C'H e 1 cap l : 
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Teorema 2.6.1. La velocidad de un punto A de un cuerpo rfgido, que gira 

alredcdor de un punto fiJO 0, en movimiento plano, tiene una reprcsentaci6n 

compleja tal que esUi Uirigido a+ sgn(6>f rad* del vector dirigido de o a A. 

Demos traci6n: 

De la secci6n 1.11 el vector de po~ici6n de un punto A de tm cuerpo rfgido 

que gira alrededor de 0 es, despu~s de un giro de + e, 

ro 
a2 • e at (2.6.1) 

dondP .. ; )' :. jV,, ·v.,._tores de posici6n del punto A en las confi guracic-nes 

original y desplazada, respcctivamcnte (fig 2.6.1). 

Deri vando ambos miembros de la ec 2 • 6. 1 con respccto a t : 

De la t:1.... 2.6. i 

a2 ~ v -A 

-re 

;e . 
le a,e 

a1 • e a2 

0 

A, 

Fig 2. 6. 1 Ro.tac.Wn de un vectolt en mov-i.mi.ento plano 

Sgn (x) { * 
I,)(> 0 

I, )( < 0 

(2.6.2a) 

, ... , -· . 
\<IL•Ooqjl/ 
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Sustituycndo la ec 2_6_1 en la 2_ti,2a 

. ,,...,, 
vA • ta20 • e' · -a 2e (2. 6 3) 

de donde 

arg (vAl • arg (a 2 ) 
VA 1T 

_ arg a; • 2 

Ejercfcio 2.6.1. Complete la demostraci6n del teorema 2.6.1. 

Teorema 2.6.2. La accleraci6n oc-!"!!le! de un punlo A de un cucrpo rfgido que 

gira alrededor de un punto 0 es un vector paralelo a la linea OA y esta diri 

Rido de A a 0. 

Oemostracf6n: 

llerlvese la ec 2.6.3 con respecto a t: 

vA • aA • ivAe + ia 2 e • - a282 
+ ia 2 e (2.6.4) 

L2 ~~cl~raci~. normal es el t~rmino- a 2 0~.como ya se disc~ 

ti6 en la sec 1. 11. Este termino es el vector a2 multiplicado por un real 

negativo; asf se completa la demostraci6n de este teorema. 

CX>rolario 2.6.1. La aceleraci6n tangencial fonna lU1 angulo de + sgn (~lf 
con el vector que une los puntos 0 y A. 

Ejercicfo 2.6.2. Demuestre el corolario 2.6. 1. 

Teorema 2.6.3. Si A y 8 son dos puntos de un OJerpo rigido animado de una 

velocidad angular e, la velocidad relativa de 8 con respecto a A esta orien 
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• n 

tada a+ sgn(eJ2 del vector~-

Teorema 2.6.4. La aceleraci6n nonnal relativa de 8 con respecto a A (donde 

A y B son pmtos de m cuerpo rlgido) es un vector orientado de 8 a A. 

Corolario 2.6.2. La aceleraci6n nomal de B con respecto a A tiene una mag_ 

nitud igual a1 segmento BD de la fig 2.6.2, donde BC es el vector de veloc.!_ 

dad de B con respecto a A. Evidentemente, la escala de aceleraci6n depende 

de las escalas geom6trica y de velocidad. 

A 
c 

.,. 
~ ACD '2 

F-ig 2.6.2 Ac.tleMei6n 110-.lllel.ativa UltJr.e doJ. pu.AtcJ. dt Wt 

Mi.!~ C!:.~~ !:..la.i;U; 

Ejercicio 2.6.~. Demuestre el corolario 2.6.2. 

Teorema 2.6.5. La aceleraci6n tangencial de B con respecto a A es un vector 

orientado a+ sgn(a)y de la Unea AB y tiene una magnitud de !lABile. 

Los teoremas 2.6.3 a 2.6.5 son consecuencia inmediata de lo 

expuesto en el cap 1, por lo que sus delllostraciones quedan cano ejercicio. 

can estos antecedentes ya se puede proceder al analisis graf.!_ 

co de mecanismos. Este metodo de analisis se ilustra con un ejemplo. 
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Ejemplo 2.6.1. AMlisis cinemAtico de \Dl mecaniSJIIO de 4 barras articuladas. 

Consid6rese el mecaniSJIIO de la fig 2.6.3 con 62 , 62 cC1110 ~ 

tos. Detenn1nense a,, a,. 

.£ '~~-
0 

F-ig 2. 6. 3 Mtc.alli41110 ptano dt cua.tM bllllJU14 all tir.uladaA 

i) Tracese vB a escala. La direcci6n de este vector esta dada por 

cl tcorema 2.6. 1. 

A L-------------------~ 

F-ig 2. 6. 4 Vtte/llll.i.na.ci.n dt la veloeldad dt la b411.11.a dt J.a.Uda 

' ~~ ,,~ i ' 
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.UI Midase la proyecci6n de v8 sobre 8t. Esta es la proyP.Cci6n de 

vc sobre BC, segGn el teorema 1.10.1 

.:.Ui Cam t es \Ul piUlto de la barra 4, vc es nonnal a CD. Trlicese, 

entonces, I.D'I8 perpendicular a CD y lllimese E a su intersecci6n 

C('n i:. linea l. Cf es la velocidad de C. 

. !!'Yell _ . . 
~VI a~ • --r--- I t. ; ·~~!!~~ ~~ :. Darra q 

~· 

Anilisis de aceleraci6n 

v) Conociendo v8 determine t' ~ el ~rolario l.5.L. 
- D 

Fi.g 2.6.S V~n de u ac.tl.eii4C.i6n 11011111ill del. pu.n.to B 

v.i) Determinese ahora la aceleraci6n tangencial a~, usando el teorema 

2.6.5. 

De la ec 1 . 7. 7, por una parte 

y por otra 

- -H -T 
•c • •e + •c;a + •c;a 

- -N -T 
•c • •c + •c 

(2.6.5) 

(2.6.6) 
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v.i.i) De los incises~ y v~. detetmlnese a
8

. 

e~c 

./}•''"' \ 
I) 0 

f i.g t. 6. 6 Aetl.eii4C.i6n ~tal del. pu.n.to 8 

v.i.i.i) Conociendo v 8 y 'Y,, determinese vC/B y, del teorema 2.6.4, de 

Pnnfn ........... :H 
t- -··--·~~~ •c;a 

F.(s t .6. 7 Ac.tl.VIAd611 110-UIII.t de C eon JtUp~ 4 B 

Hasta aqofse conocen los dos primeros t!rminos de la ec 2.6.5. 

Del tercer t6rmino 6nicamente se sabe que es normal a a~/B, por 

-T lo que se conoce el lugar gean6trico de la piUlta del vector •ctB 

(fig 2.6.8). 



\ 
\ 

l.g. de iic \ 
\ 
\ 

\ 
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0 

iis 

F -i.g 2. 6. I Lugall. geomUJti.c.o del t.xbtemc dt.l vt.c.tol!. dt. ac.t.l11.114c-i6n dt.l 
pu.n.tc c 

.U) Ahora, del teorema 2.6.4, detenninese el primer tlinnino del mieJ! 

bro derecho de la ec 2.6.6. 

oc ./ -N ~0 ././ 

/./ 

// 
// 1·<.1·d•llr 

F -i.g 2. 6. 9 VueJrm.Uto.c,i.6n dt. la ac.t.liiJ!4Wn nollmal. dt.l pwr.tc 
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De a~ se conoce su direcci6n (fig 2.6.9b), por lo que se con~ 

ce el lugar geam6trico de la punta del vector ac. Superpaniendo las figs 2.6.8 

y 2.6.9b de manera que coincidan los puntos 0, se obtiene la punta de aC COIIIO 

la intersecci6n de ambos lugares geam6tricos (punto P) 

p 

/ 
/ 

F-ig 2. 6. 1 o Ac.r..l11.114u6n ~tal dt.l pwr.tc c 

x) De la fig 2.6. 10 midase a~ y determfnese je~l como 

/e./ • 1/a~/1 
R., 

El signa de e, se determina por inspecci6n, como en el caso de e,. 

En este ejemplo, e, resulta positiva. 

Ejemplo 2.6.2. An§lisis cinematico de un mecanisme de 6 barras articuladas. 

Considlirese el mecanisme de la fig 2.6. 11, de barras acti~ 

ladas. Aplic§fidole la ecuaci6n de Grubler, se obtiaee que este rneca-

nisrno es de libertad igual a uno. Obt~nganse la velocidad 

y la aceleraciOn de la corredera 6• en terrninos de ~ 2 y a 2 • 



6~ 
5 n 

! • 1."' 
I • 

a:z/ I 3 

'- (fr1!JI') 
\-.]~ 

l 
- l 

Datos : 
w2 . az 

lncooni tos : 

11 s • 0 s 
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F-4J 2. 6. I I /oiWIMAmo de seia utabo11U a.ll.tc:cu.l4do~ 

Algorltmo: 

.il Con w, conocida, detenninese ¥82 , o sea la velocidad del punto 8 

de la rueda (fig 2 .6. 12). 

)· 

F -4J t. 6. I 3 lugcvt g~o de lD. vd.ocf 
dad dd pu1lto 8 dd CU.VtpO 4 

'· ·, 

., ?
·,, 

., -
A ., "a4 ·, 

Fig t .6. It Vd.oWitut dtl pu1lto 8 del. 
CU.e..tpo 2 

""" 
U) 

.i.Ul 

Sabiendo que c:. es A, se conoce la direcci6n de ¥82 , que es la 

velocidad de 8 ~ punto de la manivela 4 ; dicha velocidad es 

petpendicular a la linea AB (fig 2,/.;.t 3). 

La velocidad relativa de 82 con respecto a 84 es paralela a la 

linea AB, es decir, a la guia de la manil,ela 4; pero 

VB4 • ;82 + ;84/82 • v82 - v82/B4 (2.6.7) 

Tracese, entonces, paralelamente a Ai, .La 4i!'e'"..£i6n de v82184 

(fig 2.6. 14). 

I 
I 

v / ~~~ ,¥112 A ...... . ., I . 

Pf
. "B2/1'14 u 

/ . /~82 
/C ' . : 

11
84 

vaV:4 J: 
Fig %.6. 14 Vd.oc-i.d4d u.l.a.U.u1t.de 82 COli JtUpec.to 4 84 

Cano se debe sat is facer la ec 2 .6. 7. es claro que el vector v84 

estl dirigido de 8 a P (fig 2.6. 14). 

.ivl ConociendovM' tricese v0, detenninando llv0 11 por tri6ngulos s~ 

mejantes (fig 2.6.15). 

* El centro instant6neo de I con respecto a 4 



D 

F-ig 2.6. 15 Vei.Dddad de!. punta D 

/ 
/ 

/1"' 
"~~- . 

.· "/. 
.~ ~~ ~.l '\.vo 

I p~·~~._ 
. JP , tO " 

F-ig 2.6. 16 Cono.tJUtc.d6n de {a ve.l.oddad de!. pun.to E 
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v) Puesto que D y E son puntos de la biela '' detenninese vE con su 

direcci6n (paralela a la direcci6n de la carrera del pist6n) y su 

proyecci6n sobre DE, que es identica a la proyecci6n (sobre DE, 

tarnbien) de v0 (fig 2.6. 16). Llamese p a esta proyecci6n. 

cr 
lla~cll= e>zBC 

F .i.g 2. 6. I 7 Ac.e.te/UlC.Wn de 82 

El an~lisis de aceleraci6n se realiza ahora a traves de la acele 

raci6n de los puntos de la manivela 4; sin embargo, esta acelera 

cion nose puede determinar directamente, pe~si a traves de la 

ec 1.8.5. Para esto, expresese la aceleraci6n del punto 82, a82 , 

a traves de tm observador fijo en la manivcla 4. Llamcsc a84 a 

lG:; ti"'~5 pihne:f05 t.~nHinos de ia ec i .8.5, es decir, :3
54 

CS la ace 

lcraci6n del punto de 4 que instantiineamente coincide con 82. Re 
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presentese la aceleraci6n de Coriolis (4° tell'.Jino de la cc 1.8.5) 

en la fonna 2::0
4 

x ;::-
8214

, donde ;
8214 

es la velocidad del punta B2 

observada dcc::;df"' e1 cuerpc 3. NULesc qlle v
8214 

= vB
2
/B

4
· 

Rcpresentese el ultimo termino de la ec l.R.S con a
8214

, que es la 

acC'leraci6n del pw1to B2 medida dcsde el obscrvadcr 4. 

cc 1.8.5 toma la fonna siguicnte, en notaci6n Je Ci.hhs 

aB2 = aB4 + Zw4 x v82/4 + aB2/4 

ut Uonde 

aB 4 = aB2 - 2w4 x vB2/4 - aB2/ 4 

Asi, la 

(2. 6. 8) 

(2. 6. 9) 

v-i) Conociendo v82 determlnese ~~2 , y conociendo a, detenn!nesc ~~2 
(fig 2. b. 17). La suma de estes dos vectores PS, cntonces, ;

62 

el primer termino del miembro derecho de la ec 2.6.9. 

vi£) Conociendo v
84 

sc conoce w4. Con este vector y vR
711

, determine 

s~ la aceJeraci6n de Co riel is 2w
4 

x v
821 4

. Este vector esUi di r_! 

gido normalmente a v
821 4 

y su orientaci6n, segiin la Jtegla. de £a. 

manO deAecha de] prodUCtO Vectorial, CS tal que 2w4 X v~ 214 forma 

un iingulo de - 90' con v
8214 

si w4 esta oricntado hacia adentro del 

plano del dibujo. De lo contrario forma un angulo Je - 90' con ese 

mismo vector (fig 2.6. 18). 

v 62/4 

2<il 4 x v62/4 

F-ig 2. 6. 18 Con.ltlruc.ci6n de to. ac.ete~taci6n de Co!t.ioW de 82 
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v{-{_{) Del Ultimo tl>nn1no del miembro derecho Jc la ec 2.tJ.9 sc cono 

-i.::.:j 

cr:. (!rd:._·n:rtk::rltl~ ~u \.iir0tc16n -ohv1amenle la ~rayc·ctnr~:! ,.2~ E2, 

observada des de 4, es una recta paralcl a a 1 a gl>'ia de cs tc c ut"r 

po (3)-y tanto VB2/4 COJiiO a82/4 son paralelos a lu linea AB. 

La magnituJ Jc a 8214 es tma incognita. 

i'or otra parte, del miembro izquierdo de la cc 2 .6. 9 sc conoce 

- . 1 -N tmtcamcnte su componentc nonna , a
84 

~ en cuanto a ~u componente 

tangencia1 solo sc conqce su direcc::i~, ~~1 .:1 L.1 1lnca As. 

La cc 2.6.9 cs, por tanto, un sistema de <ios ecuaciones escal~ 

res (una para cada dimension del plano del Jibujo) con t.los inc6g_ 

nitas escalarcs. En la fig 2.6.19 se resuelve en fonna grafica 

Jicha ccuaci0n. 1:1 punta S es !a soluci6n. 

A 

.N 
0 

64 

I ii 6 2 ..----:1 I 

1-N I 

~/ 0
s4 1 

/- I 
r o~"-.:::::._,/'s 

ci62 ' ~~ .. -.1 ~'- _T 
- I '--.....o___64 

ii 62 14 -zw4-xv 82 ;64 1 
I 

I 
I 

I 
//062/4 

Fig 2.6. 19 Soluc.i6n g~6iea de la ee 7..6.9 
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~~ Gonociendo a~4 se detennina a~ por triangulos semejantes, con el 

triangulo de la fig 2.6.20. 

Nota: Obscrvese que, en general, a8214 es diferente de aBl/B4' 

00 
;~ 

- / 

/-!!.;// 
I // 
1// 

fA 
F..:g 2. 6. 20 CoM:Ow.c.ci6n de ta ac.UV!ilci6n tangenciat det pun-to 

- -N - T -N 
u) C.on vD conocida, determinese aD y con la suma de aD y aD determin~ 

se aD (fig 2.6.21). 

w) La aceleraci6n de E, aE, se determina mediante la relaci6n 

aE • aD + aE/D (2. 6.1D) 

donde aD se conoce y ~/D se determina conociendo vE/D' De ~;/D 

solo se conoce su direcci6n (nonnal a Of) y c_l~ ~E !2.'!'-~!e~ :;~ cvJ~ 

ce su Jireccion, La ec 2.6. 10, entonces, representa un sistema 

de dos ecuaciones escalares con dos inc6gnitas escalarcs 11~! 10 1! 
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N 

II o '" I " o~'--
/ 

I I / 

II //~N ~ / 0 0 I • 
I / t oo 

I / --... 
I// - r--... 

ti'A aD --... 

f -i.g 2. 6. 21 CoM-~.Jtuc.ci6n de ta ac.UV!ilci6n :to-tal det pu.n:to D 

y I laEI 1- Fn la fig 2.6.L2 se resuelve esta ecuaci6n en forma 

grifica. El puntv T es la-~uiuci6n. 



--~ ------ -/ \ --~ I I 
~ ~. \ 

\ 
\ 

E " \ ......._ \ 

,,, A 
I J·· 

I j" 
··<~: 

- \ 
~~ 

F"!g. 2 • 6 .22a 

oE 

oE 

'\ 

1~. o
0 

/:T 
/ E/0 

I 
,;~ 

~ -t.to / 

I . 
/ 

/ 
T 

II 

/ 
/ 

I 

I 
I 

F~ 2.6.22 Soluci6n g~6~ca de ta ec 2.6.10 
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0 

~1ota: Las figuras aparecen a difcrentes escalas con objeto de que los trazos 

no queden fuera de la hoja. 
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Si se desea determinar la relaci6n entrada-salida de un mcca 

nismo cano ~1 de la f1g 2.6. 11, para cada grade del ane;ulo de entr.ada, j!'c 

tendria que repetir el procedimiento anterior; l€0 veces(Esto, desdc luego, 

es imprlictico, y el autor lo que aconseja es dejar este trabajo a una miiqui 

na, por lo que se sugiere trabajar en el siguiente problema. 

Ejercfcfo 2.6.3. En el mecanismo de la fig 2.6.11, definanse las siguientes 

variables: 

LcB • lji, AD • a, iif • b, Af • d, 

AE • s(~), CB • e, EAD • ~ 

~~ Utilizando nGrneros complejos, obtenga la funci6n s • s(lji). Derive 

s(~) con respecto al tiempo suponiendo que la rueda dos gira a ra 

.:6n de t 500 f1Ill· La expresi6n asf obtenida, derfvcla nuevamente 

con respecto a t, para obtener asi el desplazamiento, la \'<'loc1dad 

y la aceleraci6n del pi5t6!"!. S ~~ fw.ciUn Uel t1empo. Suponga que 

w2 es constante. 

iii Evalue s(t), s(t), s(t) para valores de lji de o• a 360°, cada gr~ 

do. Es claro que csto lo tiene que hacer en computadora digital. 

w) Ya que la~ expresiones para i.(t) r s(t) son muy largas y por esto 

rcquieren demasiado t;ernpo para su calculo, una altemativa para 

obtener s(t) y s(t) es Jerivar s(t) numericamcnte, para lo cual es 

neccsario que construya un programa de computadora semejante al 

del subcap 5.~ Jc Ia ref 2.2. Compare los resultados de ambos in 
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cisos ~) y ~) y comente las diferencias observadas. Antes de 

escribir su programa y de correrlo en la maquina, es convenie~ 

te leer el subcap 5.4 de la referencia mencionada. Una alterna 

tiva seria usar la subrutina DFDX de la fig 2.2.6. 

Ejercicio 2.6.4. Una ~v~~6n del mecanismo de la fig 2.6.11 es el mecanis 

I1Kl de la fig 2.6.23. 

llaga un analisis cinematico completo de este mecanismo, es de 

cir, determine VE y aE conociendo w, y a,. para la configuraci6n mostrada. 

El analisis tiene que ser g~6~co. 

E 

D 

B 3v 
'F,{0 2.6.Z3 In.ve.'t.~i6;i de.l~ ""ec.ttn..Ur:u de ia. 6-i..A 2.6.ii 
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Ejercicio 2.6.5. Obtenga la trayectoria del punto P del mecanismo 

de la fig. 2.6.24. Obtenga, ademas, las curvas ~ (t) vs.t 
i (t) vs.t y ~ (t) vs.t 

~ p 

'"''~ I 

Fig. 2.6.24. Mecanismo de seis eslabones articulados. 
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3. Slm'ESIS DE MECANISI-IJS DE PARES INFERIORES 

INJ'ROOOCC:ION 

En este capftulo se estudia el procedimiento para obtener las 

ecuaciones del diseño de mecanismos con barras articuladas que produzcan un 

movimiento deseado. Se pone especial atenci6n a los métodos numéricos de 

síntesis, los métodos Qráficos (que son los usados tradicionalmente) no se 

presentan con todo detalle, por considerar Que ya existe una amplia biblio

grafía �ue los trata. Se remite al lector interesado en el tema de diseño -

por métodos 9ráficos a las refs 3.1, 3.2 y 3.3. 

Tomando en cuenta que los parámetros a determinar en un mee!!_ 

nismo con barras articuladas forman un conjunto finito, las ecuaciones obt� 

nidas son de carácter algebraico, a diferencia del caso del diseño de mee!!_ 

nismos con pares superiores -levas- en que el conjunto de parámetros a d� 
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terminar es un continuo, por lo que las ecuaciones de diseño de levas rue-

den ser diferenciales (cao. �). Debido al carácter alnebraico de estas ecu! 

ciones, no son aplicables los métodos analógicos del análisis. Se recurre,

entonces, a los métodos numéricos como herramienta universal para la solu-

ción de las ecuaciones de disePo, cuando estas no se puedan resolver "a ma-

no" 

3. 1 Si.n.tu.U de mec.aiÚ<Imo.l de baJLJUt6 atr..Uc.uf.adM. GenVtau6n de 6wtuo�zu 
de una v<Vúab.te 

En esta sección se estudia el método de selección de las longitudes de los 

eslabones de un mecanismo con objeto de que la variable de salida sea tma 

función upeú6-(c.a de la \'ariahle de entrada. Sin embargo, obsérvese que 

el número de parámet ro,; a ,.;elc·L·cionar en c,.;ta clase de mecanismos es finito 

-de hecho es tres, o sea los par:Íl'lctro,.; K1, K, y K, que aparecen en la ecu!!_ 

ción de Freudestein-, y entonce,.; resulta impos ib.l e generar tma función con ti 

nua de la entrada. Por esta ra:ón, la di>'ctiO'ión ,.;c· limita a la generación 

de funciones discretas, es decir, ,;e trata de• dillll'n,.;ion:tr "" mecanismo para 

el cual la salida adquiera valores predC'tc•nninados c·n ,.:tlnr,•,.; t:unbién pred� 

terminados de la entrada. 

Es claro que el ní�mc•ro ,k· rcl a e i one,.; � i 

satisfacer en tres, es decir i = 1, 2, 3. 

: i ( ; i) "''e se podrá 

El método es muy SC'ncillo ,. con,.;i,.;tc· en loO' ,.;igtiÍL'ntt': 

.i) Sustitúyase cada par de 1·alorC's (\ i, ''¡) c•n la L'O.:tla,·ión ,k• Frl'udC'ns 

tein, obteniéndose asi tm sistema de tn•,.; c'ctia..:ion''" 1 ineale,;. en 

las tres incógnitas K1, K2 y K,. 
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££) Si el sistema tiene soluci6n*, sustitGyase esta en las expresi~ 

ne~ (2, 2. 6c) y obtCngase los valores correspondientes para a 1 , 

a2 , a, y a,. Es claro que una de estas longitudes tendra que 

asignarse segUn las posibilidades y los requerimientos del p~ 

blema espec1fico de disefio, pues solo se tiene tres relaciones 

y cuatro parametros por dimensionar. 

.i.U) Analicese el mecanisme obtenido empleando los metodos de la 

sec 2.5 y compruebese que el diseno es correcto. 

Obse rvac I ones 

1) Los mecanisrnos pianos de eslabones rfgidos pueden usarse para g~ 

nerar funciones de dos variables o mas (ref 3-4) pero en este C! 

•' ,, 

so se requiere que dichos mecanisrnos posean un grado m6ltiple de 

libertad. Por ejemplo, si la funci6n que se desea generar es 

f(x, y) • x + y, se estar1a disenando un mecanisme sumador, y e~ 

te tendrfa que tcner tm dohle grado de libertad. 

Si en el mecan1smo de la Fig. 3.1.1 los ~ngulos ~ 1 ~ no 
se miden a partir de la orientaci6n del eslab6n fijo, sino 
a partir de rectas A y B, que forman ~ngulos 0( ~ J! (no 
conocidos) con el eslab6n fijo, el numero de parametres de 
diseno se eleva a cinco, a saber, k 1, k 2 , k , 0( ' ~ , por 
lo que es posible satisfacer cinco cond1cio~es de la forma 
~.: 9' lY1 ). Sin embargo, el sistema de ecuaciones que 
ah~ra resulta es no lineal, y tiene que resolverse emplean
do el metodo de Ne••ton-Raphson presentado en la secci6n 3.4. 

02 

03 

~ 
-1 ~ I /7'1"-);1/ll;/)///1 YIJI/!71 

___ Fig 3. 1. 1 Mecan.i..lmo plano de C!UIWto ulabonu, genvr.a.do!t de 6unci6n 

* Es claro que el sistema puede carccer de soluci6n_o puede tener multiples 
soluciones, lo cual es un hecho rnuy conocido del algebra. 

3-4 

Ejercicio 3 .1.1. Determine las dimensiones .. del mecanismn de 
la Fig_ 3 .. 1.1 para gt:nerar la tunci6n¢'::.er 1 con puntos de 
precis i6n en los s !.gu.ientes val ores de 'f : 0, 1Tj6 y 11';4 

EJercicio 3.1.1. Repita el ejercicio 3.1.1, pero ahara a~a
da el valor de'jl = 'tT/12 

Cjercicio 3.1.3. Repita el ejercicio 3.1.2, pero ahora a~a
da el valor de f = l'l";s 

3. 2 S.mtu.W de meC<VI.<M1a~ p<Vra ~MLI6ac.ci6n de concU.cionu de ve.loe-idad 1J 

ace.lVtae-i6n 

F~ posible que en algGn problema de diseno sea necesario satis 

facer condiciones de vclocidad y aceleraci6n, mas que solo de despl~zamientc. 

En estos casos, el diseno se efectua en forma similar a lo expuesto en la 

sec 3. 1, pues una condici6n de velocidad, para una de desplazarniento dada, 

es el casn 1 !~ite de dos conU.i(.:iones de desplazamiento arbitrariamente pr6xi_ 

mas. Analogamente, una condici6n de aceleraci6n es el caso limite de tres 

de desplazarniento arbitrariamente pr6ximas. Las ecuaciones de disefio se ob 

tienen al derivar ambos miembros de la ecuaci6n de Freudenstein (ec 2.3.7) 

con respecto al tiempo. Asf, al derivar una vez, se obtiene 

$Ka sen $ - wKs sen W - (~ - w) sen ($ - w) • 0 (3.2. Ia) 

y al derivar nuevamente 

~K2 sen ~ + $2K2 cos ~ - wK, sen W - ~2 K, cos W -

- (~ - 1/1) sen (~ - ljl) - (1J - w) 2 cos (~ - ljl) • 0 (3.2 .I b) 
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Las ecs 3.2. Ia y b, junto con la ec 2.3.7, constituyen las ecu~ 

ciones de disefio para satisfacer condiciones de desplazamiento, velocidad y 

aceleraci6n. 

Observese que si la condici6n de desplazamiento dada es en 

(w 1 , ~ 1 ) las condiciones de velocidad y aceleraci6n tienen que darse tambien 

para (w, , ~ 1 ), pues en las ecs 3.2. Ia y b aparecen las variables w y ~

An~ogamente, la condici6n de aceleraci6n debe darse para (w 1 y ~ 1 ), con la 

condici6n de velocidad en (w, , ~ 1 ), pues en la ec 3.1.1b aparecen las varia 

bles w y ~ ademfis de w y ~. 

. 
( ~ ,~, 

( 'fl. ' ~ l. 

Es posible, sin embarqo, tener una condici6n de velocinad 

en ( 'f, , f/5 J ) , y adema s una de desp 1 azall'i en to en - -

). No obstante, dado que las ecuaciones de diseno son tres, 
ya no es posible, en estas condiciones, imnoner una condici6n de velnridad 
~didona1 ;;r, ( '-f2 ~ ¢ 2 ) , pues entonces se tendrfa 4 Pcuaciones nara SQ 

lamente 3 inc6qnitas. En caso de nue sur.ia un prohlema en el nue se desee 

satisfacer 4 o mas condiciones, si bien no es posible satisfacerlas todas 
con nreci~inn, si lc ~s con el minimo error posible, lo cual constituye un 
problema de optill'aci6n, oue oueda fuera del objetivo rle estas notas. v nor 
eso no se trata. 

Ejemplo 3.2.!. Sc requierc discfiar un mecanisme de barras articuladas que 

satisfaga las condiciones 

1/1 1 • 0, <P 1 • 90°; ·~, • -10 rad/seg, ~~ • I rad/seg 

1/1• - 90", ~. - 135' 
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Determine las dimensiones de los eslabones. 

Solucfon: Sustituyendo los datos del problema en las ecs 2.3.7 y 3.2.1a, se 

tiene las ecuaciones de disefio: 

K, + K, • 0 

K2 - II • 0 

K+fiK+/2•0 
I 2 2 2 

Asi, de Ia ec 3.2.3 

K2 • 11 

de las ecs 3.2.4 y 3.2.5 

K
1 

• - 6 fi. 

Je las ecs 3. 2.6 y 3. 2.2 

K
3 

• 6 {i 

De las ecs 2.3.6c, 3.2.5, 3.2.6 y 3. 7..7, con a 1 • 1, se tiene 

o bien 

I f7m a. • --::;-~ • ..L , a 1 • Jijll ' ~ 6 {2 az Ll~- ~~ 

a 1 • 1.0, a 2 • 0.091, a 1 • 0.917, a. • 0.118 

(3. 2· 2) 

(3. 2.3) 

(3. 2.4) 

(J. 2.5) 

(J.2 .6) 

(J ·2. 7) 

donde no es necesario cspecificar las tmidades porquc la~ cantidades de inte 

res son los valo~e& ~e(~t(vc~ de las longitudes de las barras. 
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Ejercicio 3.2.1. Resuelva el problema anterior cambiando la segunda condi 

ci6n de desplazarniento por la siguiente de aceleraci6n: 

~~ • 0, ~~· 10 rad/seg 2 

3. 3 Sin:tu.U. de mecan.i.6mo4 pa114 con~lt! ~ L"ltDlil.lli'UIJ. ---.--- .':.i.g.idvo 

Tanto csta secci6n como la siguiente son una version sil!l]'li ficada 

de un artfculo de Suh y Radcliff-e {!'ef 3 .3}, qtre fuTifia parte de una serie so 

bre s1ntesis de mecanismos. 

Considerese el problema de diseftar un mecanismo que conduzca al 

cuerpo rigido de la fig 3.3. 1, porn configuraciones sucesivas, como la mos 

trada, a partir de cierta configuraci6n que se llamara original. 

~~_./ 
eo 

R -
0 

(\ 
'\)~ / e· 
Rj-- I_ 

F-ig 3. 3. I Conduc.c..i./fn de un cueApo !Llg.i.do 

Si se desea efectuar esta conducci6n con un mecanismo de barras 

articuladas, es claro que este mecanismo se construir§ usando el cuerpo C 

como barra acopladora. Las articulaciones de esta barra con las de entrada ydE 

salida se situar§n, entonces, en aquellos puntos de C que describan trayect£ 
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rias ci rculares; dichos pW1tos se llaman, por tanto pu.."tto~ ci..!'"::!:vtu, y 

se represent~! por A. El centro de cada una de estas trayectorias se repr~ 

senta por 8 y recibe el nombre de pun.:to cmtltal. ·En la fig 3. 3. 2 se mucstran 

estos puntos y los nGrneros complejos a•ociados a ellos. 

~ ~:~__'j __ l 

0 

F.i.g 3.3.2 l'unto4 c.Ut.cul.al!.u 1J pun.:to c.en.tluJl. de w• onecan.i.6tno 

De la figura se tienen las siguientes relaciones: 

llz1ll·llzoll; J • 1,2, ... ,n (3.3.1) 

que son la oondici6n de cuerpo r{gido, esto es, los puntos A y R, siendo de 

un mismo cuerpo rlgido, permanecen a la misma distancia para cualquier conf!_ 

guraci6n del cuerpo. Ademas 

; <e. - e,l 
z j • e J zo {J.J.2) 

que es una consecucncia del hecho de que el angulo a permanece constante p~ 

ra cualquier configuraci6n del cuerpo, es decir, a
1 

• a 0 • La ec 3.3.2 es con 



secuencia, talbién, del teorema J. 11.1. 

Pero 

zo a e - ro z. J 
a j - r j 

'", puesto que los ptmtos Aj, A0 están sobre tma circunferencia 

lia.- bll = l lao - bll J 

!re las ces 3.3.2 y 3.3.3 

a. 
J r. + z. 

J J 
r. + e1 (ej - e,) (ao - rol J 

Suslituycndo esta última en la ce :>.3.4 

llr. + ei(ej- e,)(ao - ro)- bll = llao- bll J 

:J-0 

{3. 3. 3) 

( 3. 3. 4) 

(3. 3. 5) 

(3.3.6) 

que es la ecuación de diseño que permite determinar los números complejos 

b y a0• Obsérvese que b es el número ccmplejo que desi¡¡na al punto bah e, B, 

que es aquel en el que se articula la barra de entrada con la barra fija, 

mientras que el ptmto A es en el que se articula la barra de entracb con la 

barra acopladora, es decir la distancia llao - bll es la longitud Je la barra 

de entrada. 
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Sin embargo recuérclesc que la ce :>.3.6, tal co!11fl <IJ'arc<.:c', Íf'TI'li 

ca la extracción Jc tm:J raí: cuaclracla, pues la magnitud del n(llilero comple_io 

z = u + i v es 

11 z 1 1 � 

Es claro, cntoncc�, que una fonna con\-c·nientc de L'::::.crihir e�t�1 

ecuación -la ."i.3.6- cs clc,·:mJo ;unbos miembros al cuadrado, obtC'nié'ndose así, 

11 
; (e. - e, l ( l 11, r. + e  J ao - ro ... b1 J 11 a0 - bll' (3.3.6a) 

Ej emp 1 o 3. 3. l. Di sc'íio Je tm 1 i mp i ador ele par ah risa:-<. Sea P C'1 cue1110 rí g_i_ 

do que rC'presenta tm 1 impi;¡dor de ¡x1rahrisas ,. se dC'SC'a que ocupe las pos_i_ 

cioncs mostradas . lliscñe el mecmismo que e_iC'cute esta operación. 

p 

p p 

R1 (O, 2 ) 

Rol-1,1) R2<1,1 

F.ig 3.3.3 Conducctfn de w1 timpútdot de pttMbJt.Wttl 

Solución: En la ce 3.3.t>a sc:m 

a o XA + iyA XB + iyB (3. 3. 7) 
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'n· t lt'!le', :!Jc:nft.·: 

r J -1 + i 1, r! 0 + i 2, r ;· + j 1 ( 3. 3. 8a) 

Como sc t1cncn do~ confJ.~uracioncs cspecificaJas aJemiis de la 

ori~:lnal se cucnt3 con do.s ccu;h·iones de di~cfto, pnr lo que se pucJcn e~;pc~-.l_ 

f icar -los ino))~nitas de ]a cc :;_ ).ba. 1/;lj~an~P, en la cc :;.3. 7 

XB 0, Yg 0 (3.3.8b) 

\. ... ] 1<1:-; ecs .3 •. ).ba sc transfornt;m en 

x.~+yA+1 0 (3. 3. 9a) 

"A + 1 0 (3. 3. 9b) 

.• A_"' 1 J 

XA -1' y A 0 (3.3.9c) 

quc' son las coorJcnaJas del punta P que describe tma trayectoria circular con 

radio en cl origem. Estc ptmto coinciJc con la articulaci6n PntrC' la barra 

c:onJuctora y la acoplaJora. Para ddl"nninar el punto en el que est3 alojada 

la articulaci6n entre la harra acoplaJora y la harra conducida, sup6ngasc 

.1hora 

b 1 - i 1 (3. 3. 10) 
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:\.•.;!, las ecs .). ),(la son 

xA + y A + 1 0 (3. 3. 1 Oa) 

')('A 0 (3. 3. 1 Ob) 

!'l..'1Y 1n ,,,..:::. 1 .-. ____ ..,. ___ : ~-
-- ~~~ .._u .HJlULJVJJ e:-. 

XA 0, y A -1 ( 3. 3. 1 Oc) 

F1 mcc:mismo discf1ad0 sc mll!'Str<J en la fi~: :>.:l.4, donrk "-C 

ohscrva que cl rnec;:mismo cs Lm para1clogramo, conociJo por sn propicdaJ. de 

tcncr su barra acoplaJora anlmaUa de traslaciOn pur:1, cnmo sc d(·~~c:tha. 

8 A 1 0 

"~~ 

Ug 3. 3. 4 /.le.c<IJUJmo condac..to.~ de an L<mp-iadM de pa'ulb·l"·;,a~ 

Ejemplo 3.3.2. Sc dcsea que el triangulo rcctangulo RST (i'i~ 3.'i.5J pac'l' 

por las trcs posiciones mostraJas, mediante un mccanismo que c:-;tC ~1rt icu1~ 

do a UeNta en los puntas B (-1,1), v 8*(1,1). llctenninc las coonlc•nacbs 

de las otras articulaciones, A0 (xA, yA), A~ (x;, y~) en 1:1 confi~ur;tci6n 

original 8. 
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J. 

I R2 
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I 

F.ig 3. 3. 5 Conduc.u6n de. W1 cue.Jtpo !Ugido polL tiLM eon6igUII.ac..ionu 

<luc.u.iva.6 
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Solucion: Usando la notaci6n de la sec 3.3., los datos del problema son: 

ro • -1 + iO, r1 • 0 + iO, 

b • -1 + i 1' b* • 1 + i 1 t 

y las incognitas son: 

a 0 • xA + iyA a* 
0 

r2 • 1 + i 0 

TI e, • o. e, • 4 . e, • 2 

x: + iy: 

donde ro, r,, r 2 son los nfimeros complejos asociadas a las posiciones 0, 1 

y 2, del ptmto S. Observese la conveniencia de escoger cstc punto como ref£. 

rencia, porque se mueve a lo largo del eje X; asi, el componente imaginario 

de su vector de ppsici6n es nulo en las tres posicione5. 

Efectuaudo las susti tuciones corresponJi entc5 en la cc .> .. >. b, 

sc llega a la' siguicntcs ecuaciones de diseno 

Para 

o bien 

Para 

o bien 

2 2 r.: 2 2 
• 1, xA + yA + 2xA- 2 Y2 yA + 3 • xA + 2xA + YA + 2yA + 2 

2 (1 - {2) y + 1 • 0 
A 

2 2 2 
• 2, xA + yA - 4yA + 4 • xA + 2xA + yA - 2yA + 2 

2xA + 2yA - 2 • 0 

(3.3.11) 

(3. J. 12) 
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La soluci6n del sistema de ecs 3.3. 11, 3.3. 12 es, con tr~s 

cifras significativas 

"A • -0.21 YA • 1.21 

As! 

a 0 • -0.21 + i(1.21) (3 ,J. 14) 

Procediendo en forma analoga con los puntos 8* v A*: 
• 0 

Para 

j ~ I x'' 2 + 2(1· filx* + y*
2 + 2(/2- 1) • x"2 

- 2x* + y*' - 2y''' + 2 
'A A A 2 A A A A 

o bien 

2 (2 - {i )x: + 2y~ + 1 - 2 {i • 0 (3 .J. 15) 

Para 

J • 2, x~2 + y~2 
• x:2 

- 2x~ + y:
2 

- 2y:2 
+ 2 

o bien 

* v: - 1 • 0 "A + {J.J. 16) 

La soluci6n del sistema de ecs 3.3. 15, 3.3.16 es, con tres 

cifras significativas 

x: •0.207 * YA • 0.793 (J.J. 17) 

:!-16 

,_ 

• !!l 

\ 

J >< 

1 

0 
II: 

.... 

.... 

.... 
:! 
~ 
~ 

~ 
! 
5 
" ~ 
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.-\si 

a: • 0. 207+i0. 793 ().). 18) 

El mecanismo disenado sc muestra en la fig 3.3.6. 

Ejercicio 3.3.1. Conducci6n de una hcrramienta para maquinar un perfil dado. 

Disene el mecanismo que conduzca el cuerpo rigido de la 

fig 3.3.7 por las cuatro co•figuraciones mostradas 

.,,-~.,~ ./ ..... . 

F~g 3.3.7 Conducci6n de una h~enta 

3. 4 S.:.tt.tu.i.l> de mecl!l1..i.l>mo~ pa!ta genVUtci6n de .tJulyec..to!Lia.6 

Si para realizar cierta funci6n lo que interesa es la traye~ 

toria Je un ptmto de la barra acopladora, como las que aparcccn en cl atlas 

de Hrones y ~elson (ref 3.6), el problema se resuelve de manera semejante 

a como se discuti6 en la sec 3. 3. Asi, en la fig 3. 3.1 interesa hacer p~ 
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sar el ptmto R por las n posiciones sucesivas Rj, a partir de 1ma posicion 

inicial R0 • En estas condiciones, los 5ngulos 0 0 , ej (j • 1,2, ... ,n) no c~ 

tan espccificados, ra:6n por la cual pasan a scr inco!!J1itas y, al aumentar 

se cl nGmero de estas, es posible incn'mcntar d de ecuacionc>, por lo que 

el nGmero de ptmtos por los que sc dcsca que pase Ia traycctoria, tmnbii<n 

aumenta. 

ObServes(' quC' s i en 1 a ec 3 .. ·'. ha no sc pn~scr i hc-n n i a 0 n i 

bel nGmero de incognitas pn'sentc, para n + 1 configuracioncs t'sr>ccificadas 

por ro • rj' e,, ej (j. 1,2, ... ,n) es 5 + n. Sin embargo, cl \'alor o, es 

solo w1a rcfcrcncia y St-> lc pue{_k asignar cualquier \'alor, por lo quC' cl n(J 

mcro de incognitas es ~ +.n. 

En cstn~ condiciones, s~ sc prcscrihPn lo~ puntas ccntralcs 

By s~·:, sc ohticncn dos s,stemas den ccuacionL'S cada uno. Cad:1 .-:;istcma, 

adcm.Js, ttcne z + n tnc6gnttas -las Jos coonienadas de A0 (o A~) Y Jos n \':1 

lares Oj (j =- 1,2, ... ,n)-, pcro n de estas incOgnitas son comunes a los dos 

sistemas, por lo que el nCm1<:ro total de incognita5 cs 2(2 + n) - n = n + 4, 

como en e l caso antcr i or. S i sc tksca que c 1 n(nncro de ecuac i ones S('a i dfn 

tico a! nGmero de incOf_'J1itas, sc debe tcncr 

2n ~ n + 4, Cl ~l';I n 

Otr.:l pcsib!c cnm~lruci6n Jc J.:I!0S c inc6g!l!!:.!~ '..'~ !~ ~i!_!L!!I..'!! 

te: cspeciffquense cl punto central 8 y el punto circular Ao, con lo que Sl' 

obticne tm sistema den ccuacioncs en n incOgnitas -lo~ ral0re~ dt' ;)or 

Lm lado, y por otro, t>spccifiqut'sc cl punto ccntral r~·~. l·on lo que se ohtie 

nc tUl :'is tcma de n ccuaci one~ en 2 + n ~ ncO:~n it as l:1...; ,ln~ cnorden;H_b~ de 1 

':: lA('' r}·-· ••.. (· r·~ ·r r>· 
,., ""' .... :\.;,... l!'>l ...... d ', '"'~'; li' 

' .._, .......... _. ~. ·~ .... •. j 

r~(.u:.: 1j ,\ ·:. t~: ·; _,~1 \ 
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J11!!1tC circulur A~' y lo~ n valorcs de e- tcni6ndo~c a:i'i en tot<Jl 2 + 2n inL6f_ 

nitas; perc cc:-:-r.o Lh.- c.-.ta~ hay n tnc6gnitas comunc:.-; -1o:..: n \·alorcs dl' rr,:ll 

mente sc ticncn 2 + n incOgnitas. Con objcto Jc igualar cl n(uncrn de inc6!.:'.n_i 

las a] de ecuaci(lnf'~, !"';l~~t.1 h~h __ ·,_;r 

+ n 2n: n •:t:·~1 

Est;~ comhinaci6n de Jatos e inc6~itas se ilustr<J c·n SC!'Uida 

lon cl di:,cfio Jc una £rlia. 

Fjemolo 3.4.1. nisci)P l_Ula :.:nla que tran:'portc una carga por 105 plU1tOS Ro' 

R1 , R2 , (fig :i.-1.1), de m;mera que L'l cslah6n Jc: entrada (BA 0 ) tenga lil con 

figuraci6n inicial r1ostrada y p] Ps1ah6n de :;a] ida vstC> articnJado ('Jl B;':. 

ri prob1err,~l ~.:onsistc, cntoncf'~, en detcnninar la posiciOn Jcl p1m1o u:ntral 

A~: , jtmto con los tn'~, valorcs del .1np,11J0 r_) C!b:~Cr\-cs.: . .- q11c hay cuatro 1nc6g_ 

nitas, pcro tamhi(~n sc nJ(•nta con cuatro ccuaciones 
y 

R0f-2:0) !1 (-~,c} l ~2(1,0) -

r-----~ X 

~ .,"""''''''''''''• I 
'o(-2,-2) B(-1,-2) B"(1,-2) 

F-ig 3.4.1 Conducc.i.6n de una ca!tga poll VI.u ,:unto~ a.U:.neada~ 

:J -<0 

Sustl tuycndo lP"i VJ.]orcs numCTico..; dp r.:~tc problema en la~ 

ecs 3.3.6a, se ohtiene: 

.<) FL1Jaciones rcfcrentes al eslah6n A0B 

II ao - b)J 2 
= 1 

Para 

I I i (e, - e, l ( 1 11 , 
r 1 + e a a - r ~ - b, , • -~ ~~ /a 

,~.~1 
a ' VOJ ... 0 

Si se hace 0. - 60 • a' (i 
I 

1, 2), la ecuaci6n anterior sc redu 

cc a 

8 cos e; - 7 - o (3. 4. 1) 

Para 

llr 2 + ei(e2 - e,)(a 0 - r 0) -bll' • 8 sen (82- e,) -

- 8 cos (82 - e,) + 12 • 8 sen e~ - 8 cos e; + 12 

con lo cual se llega a 

8 sene' - 8 cos e' + 11- 0 
2 2 

(3 .4. 2) 

-<-<) Ecuaciones referentes al eslab6n A:s* 

Llamense x: y y: a las coordenadas de A~. Como b* 1 - 2 i. 

se tiene 

II • *II *2 •• 4 .• ,. 2 
a~ - b • xA - 2xA + YA + YA + 5 
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Para i = 1 
La ultima ecuaci 6n cs, cntonces 

r (e - e.l • ,, * ,,, _, 
JJr 1 + e 1 (a~- r )-b*JJ'= xA + 4xA + yA + 4yA sen (81- Go)+ 

(4 sen 8~ + 6) x: + 4 (cos e; - 1) y~ + 8 sen 8~ + 3 = 0 (3.4.4) 

El sistema de ecs 3.4.1 a 3.4.4 constituye el conjunto de ecua 

+ 4(x~ + 2) sen (8 1 - 8 0 ) + 4y~ cos (8 1 - e0 ) cioncs de discfio de la grtia propuesta. Atmque generalmente los sistemas de 

ecuacioncs que surgcn del disefio de mecanismos son no lineales y fuertemente 

- 4(x: + 2) cos (8 1 - e 0 ) + 12 acoplados, en este caso se puedcn resolver sin auxilio de computadora; la so 

*2 4 • '' 2 4 ,, • 4 ( ,, ) • = XA + YA + YA + YA sen el + XA + 2 sen el 
luci6n obtcnida con regla de ciilculo, es 

e; = 29' (3. 4. Sa) 

+ 4v: cos e; - 4(x~ + 2) cos e; + 12 

e; =-31.3' (3. 4. 5b) 

Asi, se tiene la tercera ecuaci6n, x_~=- 0.07 (3.4.6a) 

(6 + 4 sene; - 4 cos el) x; + 4(sen e; +cos e; - 1) y~ + /'=-2.47 
A 

(3.4.6b) 

+ 8 (sen e' - cos e') + 7 = 0 
I I (3. 4. 3) l'n gl'neral, el disefio de mecanismos conduce a sistemas algebraicos 

de ecuaciones no lineales, cuya soluci6n requiere la aplicaci6n de un metoda 

Para j • 2 numerico en computadora digital. 

JJr, + ei(82- e.) (a;'- rol- b*JJ2 x:2
+ 4x~ + 4(x~ + 2) sen (8 2 - 80 ) + El metoda numerico mas efect1VO para resolver un sistema alg":, 

braico no lineal de la forma 

+ 4y: cos (e, - 8,) + v:' + 8 

f(X) = 0 (3. 4. 7) 

*' = XA + 4 ( ' ) ,, 4 * ' *2 8 ( ' ) sene 2 +1 x.+ yAcos6 2 +yA + sen8
2

+1 
donde f, x y o ~on vectores de dimension n, es el de Newton-Raphson (ref 3. 7), 

cuyo esquema iterative para hallar las raices aptun-imadtU del sistema de 

ecs 3. 4 . 7 P.c • 

'\+I= xk - .[' (,Zk)Hxk) (3.4.8) 
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donde xk es la k-esima aproximaci6n a la ra1z buscada de f(X). y J la matriz 

.Jacobi ana de f; esto es, el elemento i,m de J, represent ado por JR.m' estii da 

do por 

u.~, 
J ·-R.m ax 

(3.4.9) 
m 

El calculo del incremento ~xk en la ec 3.4.8, dado por 

fi 
K 

- J- 1,;; ru;; • 
~ , .. k,. , .. k. 

debe calcularse resolviendo el sistema 

.J.(xkl tiXk nxk> 

que es un sistema algebraico lineal de la forma 

~x • o 

(3.4.10) 

(3. 4.11) 

0 b 12) 

donde x y b son vectores de la misma dimensi6n, n, y A es, entonces, una m~ 

triz cuadrada de orden n. Existen varios metodos para resolver el sistema 

3.4. 12, pero cualquiera de ellos cae dentro de uno de los dos tipos mas gen~ 

rales de metodos, a saber: i) directos; ii) iterativos. De los primeros, el 

mas popular y efectivo es el de descomposici6n de r~uss, que consiste en fac 

torizar la matriz A en el producto 

A=..!:\!. (3. 4. 13) 
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donde .!:_ es una matriz triangular inferior con la unidad sobre su diagonal, 

y U es una mat riz triangular superior (no necesariamente tiene la unidad s~ 

bre su diagonal). La matriz _1._ es facilmente invertible y el sistema 3.14.12 

equivale a 

con 

_!li'. -:f 

c -' • r L D 

(3. ~. j ii) 

(3.4.15) 

En realidad, el algoritmo de Gauss no requiere invertir la "'i!_ 

triz 1 en forma directa, como se puede ver en la ref 3.8, en la cual aparecen 

dos subrutinas, OECOHP y SOLVE, que resuelven el sistema 3.4. 12 en dos pasos: 

en el primero, DECOHP descompone la matriz ~en el producto .!,_!,!, mientras que 

en el segundo SOLVE resuclve el sistema 3.4. 14. DECOHP utiliza pivoteo pa!:_ 

cial con objeto de garantizar un efecto mfnimo del error de redondeo. 

Dcii.t&v de lu:, 11tt:!iudos i~erativos, eJ de Gauss-Seidel con rela 

jaci6n es de los mas efectivos (ref 3.9). Sin embargo, los metodos iterati 

vos no se pueden aplicar a cualquier tipo de sistema, quedando reducido su 

uso a casos en que los elementos de la matriz ~ siguen una pauta sencilla. 

Estos tipos de matrices surgen, por ejemplo, en la soluci6n de ecuaciones di 

ferenciales parciales, cuando se utilizan metodos de diferencias finitas. 

En I a fig 3. 4. 2 se presenta el listado de la subrutina HEWRAP, 

que resuelve el sistema algebraico no lineal 3.4.7 por el metodo de Newton

Raphson. En dicha subrutina se llama a las subrutinas DECO~P y SOLVE, que 

son una versi6n mejorada de las de la ref 3.8. Si no se dispone de esta -

referencia puede emplearse alguna otra subrutina para el mismo fin, como 

el proqrama que aparece en la ref 3. 10. En la ref 3.11 aparece un 
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SUilROUT I tlE NE:t\RAP (X, FU~~o, P~ (lX, ESCilll.l, I', H'L, llii<11K, ·lr I Tt:.l!, f"AX) 
ESTA SURillJTIIJA CALCIILA LAS IIA!CES Of liN' SISTf11A ALC.I:.I1PAlCU :10 Ll~,t:_AL 
~ OROfrl Nr POR EL LlFTnon Of: ~lf"!IT(Jl'IW1fAl'iiSOt1 \ tsAACSO"'" r.- T Ktt.ttl< I<. 

e., ANALYSIS OF 'iU!o'i:.RlCAL 11[T1111L•5, JrHill dU.Y Al·•f• Sc;r·•S• !;·,c., flo["' 

YORK, !9&&, PP.6S•J23J 
LOS PARAt.OETROS 11£ LA SUORUTI'IA 50'1 
x, U'l VECTOR DE Ol"'f'JSIOIJ "l Cl!YAS COIIPO:!~ 11Tl5 SOfl lAS t:-JrOGI;ITAS. 
FUN, UNA SUOHUTlNA EXTERNA ~UE CALCULA EL VI:.CTOA r, ~UE rONTIEN[ 
LAS FUNCJONfS CtJYAS RAltfS S£ TRATA·m: OFHFI!FR. DFOX. IIIlA SUBRUTI'iA 
EXTEIWA QUE CALCIILA LA MATRil JACOI:IIA:JA fli:.L vECTOR ~ COIJ lllSP[CTO AL 
VECTOR X. ESCRIB, IIIlA SUARIJTfi,A ExTEFII•A !lltf I·~PRII~f leiS lli;SULTAOOSo 
FliN, DFDX Y fSCRlG SIJ'I PROPOPCTOf'lf,rliiS"'-pOP FL liWARIG. 
P Es UN VECTOR of LA 01:-:rrJSIO;j ;1UE EL USIIAPtn IJ[ClSIH. fU'ITlf.'-ll 
LOS pARA,.[TROS QUE CADA PRrlf\L[r<A PIIEOA Rf:,li[R!R. 
TOL. UN ESCALAR POSIT1VOr Lil TOLI'RAI!r!A l:JPJFSTA [14 LA APROXHlAClOI~. 
ERROR fS UN ESCALAR POS!TIIIO CIIYO VALOR I:.S LA MAG.<TTU(l D~-L [RROR 
[NTRE ODS ITERAClOIJES SuCESIIIAS. InR 1:.~ fL iillf~fR(l Of. IT~~'~ACIOiifS 
EJEcuTADis. "'AX F.s fl r~Al(tr-~n ::n·itRO nr-tTtPM:tnr;ts PfR'liTIO·'S· 
LAS SUBHUTINAS Df(O:-!P Y ~llL·IfF 1-'lSUfLVt:tJ ~L 51STE.;1A ALGf,iRAicn L!t:[AL 
Of. URDEII ll OHXJ*frXJ:flll TA, :;1['1[1() N~LTA I A CUillllCCTllll A LA K•SI.·IA 
ITERACIUN. f.L·r~lTODO (Jlll U~A'-1 f.S ll Ot. DlSfiH-•POSICl•Jf.: LUii-!OLfR C. h. 
MATRIX COr.,PUTATIONS WIT;i flli<TRA'I AllO pAr,TI,c;. COil''llfJ!fAT {UfiS r1F THE 

ACM 0 VOLIJJ1E IS. tluP·'BfR ''• APIHL !972.). 

HEAL X(~),f(4),0f(Q,4l,DlLTA(4) 1 P(20J,A(~,qi,~(O),lP(4) 
ITlR:O 
JT[II:IHil+l 
lF~ITf.R.GT.MAX) GO TO ~ 
CALL fUll (X IF I p, II) 

CALL DfDX(XoOF,P,NJ 

CALL OfCO"'P(N,Qf,F,TPl 
II LA ~·ATRlZ JACO!JIAflA I:.S SI"IGULARo JIH~kF:iA AL PPOGfo'A'!A PRluC 1~-'~L. 

JF(IP'I'll,flJ.Oi r.n T" b 
CALL ~OLvE(H,~r,FriP,n~tTAJ 
tPROR'"O. 
Orl ? I-I,N 

P ERROR i EllkOIHAI:lS<tJfLT~<<Ill 
ERROP=CRROP/;J 
!F(~RqOR,Ll.TnLl Go TO a 
on 3 1 =I,~< 

J Xlt):X(IJ•f,[LTA(l) 
CALL fSCKlKl I TER 1 X,[flPitrl,MAX,N) 

GO TO t 

• IIR!Tf (b,\01) 
CALL fSCRill!ITFR,X,f;>Rflll,·-'i•X,•<l 

fiFTllfili 
I ll~lT[\t>r!Ocl 

PETIJRN 
t ~RITE(b,J03) 

Rf Ti IPIJ 
\ fOilt1Af(I///IOX,? v![l<l tL l>fSl•LTA[Jfl ~J:•~I ?Ill 
f FURMAT(//,JOI,"~O HAy fO~vE~>Gf~CIA"//) 
I ~QRI·IAT(/I,IOX,"LA -lATfil/ JA(fl.,!.\l~f,; S Sl··'••'I.Ao<",l/1 

l!ID 

F-ifj 3.4. 2 W.:tado de. l.a. ~ub!UJ..ti.1111 NEWRAP 

3 -_>G 

progrwna, CESIG~. '""' r•:>tll'l\·c tm sistema algebraico no lineal como cl 3.4.7 

l10r c] mfto<..lo dL' \v\,tun· !\.l]"'h...;on. Ese programa fue escrito ex profcso para 

rcsol \·cr ecu:1c i \J!ll'~ lk 1 t i 1~1...) de las que surgen en el disefio de mecanismos. 

Ejercicio 3.4.1. i'r -;uch:t vl :;istcma de ecs 3.4.1-3.4.4 y dibuje el mecani~ 

mo ohtcniJa. Con:;truya c:;tc mecanismo con carton y campruebe que efectiva 

nente su pw1to R pas a par los puntas espcc i fi cados. 

Ejercicio 3.4.2. Supaniendo que cl mecani:;mo obtenido en el ejemplo 3.4. 1 

yen el ejercicio 3.4.1 es accianado par tm segundo mecanismo cuya barra de 

salida es cl eslab6n A0 B Jcl primcra y la h~rra de entrada gira a una velac~. 

dad angular canstante de 4 rpm disci\e cstc segtmda mecanisme de manera que la 

carga sc mueva de R0 a R2 en 10 seg. llihu_ic el sistema mecanica compuesto 

par estas dos mecanismos. 

Ejercicio 3.4.3. Obtenga las ccuacianes de Jisciio Jcl mccani:;mo que gcncrc 

la trayectoria de la fig 3.4.3. RcsucJya estas ccuacioncs u:;.mda l3 subruti 

na NEWRAP y canstnl)'a flsicamentc cl mccanismo que rc:;ultc. 

0.4 

0.6 

0.6 

0.4 

0.6 0.4 0.4 

Fig 3. 4. 3 Ge.neJtau6n de .tltayec..toJU.a con nueve punto~ de plte.c.U.icn 
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3.5 Uso de trayectorias de los puntos de la barra acopla
dora en lu_ s intes is de mecanismos. 

Debido a l~ continuidad de la ecuaci6n de Freudeustein, 
ec. 2.2. 7, la barra de salida en un mecanisme de cuatro es
labones solo puede alcanzar un estado estacionario instan
tAneamentc cuando la barra de entrada gira sin interrupci6n. 

Algun.3s apli~·-aciones industriales, sin embargo, requieren 
en C!lgunus maquinas que un elemento de estas permanezca esta
cion;,r]o durante intervalos ~initos, como en el caso de una 
prens<1 que rcaliza un doblez en una lAmina met<ilica, con ali
mentaci6n m<CcAnica de la lamina. En este caso, el elemento 
de la miiquina que transporta la lamina bacia la prensa antes 
del clo!Jlcz y desde ella despu~s de efectuado el trabajo, de
be pC'rmaneccr estacionario durante el tiempo de trabajo de 
la prensa. 

En estos casas se precede como sigue: 

i) Dis6nese un mecanisme como el de la Fig. 3.5.1, uno de 
cuyos puntos de su barra acopladora describa el arco de cir
culo A0 cle su trayectoria, lo cual puede conseguirse con el 
metoclo uc la Sec. 3.4. Alternativamente se puede seleccionar 
tal mecanisme del atlas de Hrones y Nelson (ref. 3.6) 

s\ ,, 
"'----- -;c 

I 

/' 
I al 

~ 

+ 

Fig. 3.5.1 Mecanisme de cuatro eslabones con un punto que 
describe un arco de circulo. 

ii) Determinese el centro C del arco AB 

iii) Conectese los puntos T y c mediante un quinto eslab6n 
rigido. 

3-28 

iv) Conectese el punto C con un punto D, adecuado, median
te un sexto eslab6n rigido. 

El mecanisme asi obtenido, de seis eslabones, tiene un gra
de de libertad simple, como puede comprobarse con la ecua
ci6n de Grtlbler (ec. 2.1.1). Ademas, mientras el punto T 
describe el arco AB, el eslab6n CD permanece estacionario. 

La gdifica 
3. 5. 2 

¢ 

¢ 

vs. ~correspondiente se muestra en la Fig. 

_.... 
I 

J -

~ 
'fB .;;.··..- 'f 

F1g. 3.5.2 Respuesta cinematica de un mecanisme de seis 
eslabones con repose durante un intervale finite. 

Para el mismo objeto 
toria con una secci6n 
de la Fig. 3.5.3 

anterior se puede utilizar una trayec
recta, obteniendo el mecanisme RRRRRPR 

Fig. 3.5.3 Mecanisme de seis eslabones con eslab6n de salida 
estacionario durante un intervale finite. 
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El eslab6n 6 del mecanisme de la Fig. 3.5.3 permanece esta
cionario mientras el punto T describe la recta AB. 

~
jercicio 3.5.1 Enumere y bosqueje todos los mecanismos po
ibles que contengan pares R y P, de seis eslabones, con gra
o de libertad simple. 

Una segunda aplicaci6n de las trayectorias de puntos sobre 
la barra acopladora consiste en obtener dos oscilaciones de 
la barra de salida por cada revoluci6n de la de entrada. 

En la Fig. 3.5.4 se muestra un mecanisme RRRRRRR en el que, 
mientras el punto T describe el segmento ABC, el eslab6n 6 
completa una oscilaci6n y, cuando ese punto describe el seg
mento CDA, el mismo eslab6n 6 completa una segunda oscilaci6n. 
N6tese que al cerrar el punto T su trayectoria en A, el esla
b6n de entrada completa una revoluci6n. 

A 

:4 

k:__ ~ 
\ 

'-X 
"-

¢ 

1 

Fig. 3.5.4 Mecanisme RRRRRRR que produce doble oscilaci6n 
en el eslab6n 6 por c~da revoluci6n del eslab6n 2. 

La gr<ifica ¢ ""· '/'del mecanisme anterior se muestra en la 
Fig. 3.5.5 

¢ f ¢-1(\ ';/~\ 
V \ I \ 1. 
I " /' " /1 ¢ .... ,.., r '-- : .......____.,..-

-+- hr •Y 
Fig. 3.5.5 Gr<ifica de desplazamiento del mecanisme de la 
Fig. 3.5.4 
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Ejercicio 3.5.2 Bosqueje un mecanisme RRRRPRP que produz· 
ca la respuesta cinem<itica de la Fig. 3.5.6 

s I 

t 

;;.Tr 1f 
Fig. 3.5.6 Respuesta cinem<itica de un mecanisme RRRRPRP 
con dos intervalos finites de repose. 

Una tercera aplicaci6n se encuentra cuando se desea obtener 
doble vuelta completa del eslab6n de salida por cada revolu
ci6n del de entrada. Una ultima aplicaci6n que se puede men
cionar es la de obtener un movimiento con velocidad constante 
durante un intervale finite, en el movimiento del eslab6n de 
salida. Todas estas aplicaciones aparecen descritas con todo 
detalle en la ref. 3.2. 

E]ercicio 3.5.3 Dibuje la curva ¢ vs. )V del mecanisme de 
!a Fig. 3.5.7r dond~ ABC y CDA qnn ~rrn~ rlP rfrr\lln cnn cen
tro en E y F, respectivamente. 

'b 
~ -- -

A."'f 
~ 

Fig. 3.5. 7 Mecanisme RRRRRRR 
trayectoria de un punto de su 

--8--- " ' '\ 
"\c ,, 

~ 
4 F 

con dos arcos de circulo como 
barra acopladora. 
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3 .E E~ci6n de Euler:.-.~_avary, circulo de ~nflexi6n v c(J
bica de Curvatura estacionaria. 

Lo~ r~BulLados que se presentan en esta secci6n no se dedu
~cn, sino solo se enunc1an. El lector 1nteresado puede con
sultar la referencia 3.3, que contiene una excelente expo
sici6n del tema. 

Antes de cntrar en materia se introduce un cunc~pto de su
ma importancia: _la centroda*. Considerense dos cuerpos, 
A y B, en movimiento plano. Por el teorema de Arnnhnl~
Kennedy (Sec. 1.10), p"!ra cada instante existe un punto PA 
de A y un punta P8 de a, ambos coincidentes, cuya velocidad 
relativa es nula; a este punta se le llama "centro instant~-
neo" - Ci - {de rotaci6n) de A con respecto a B 10 de B con 
respecto ~A) .. La trayectcria que describe el c~ en A es, 
desde luego, diferente a aquella que describe en·a. Esta 
trayectoria, ya sea en A o en B, recibe el nombre de "cenlro
da". 

Ejercicio 3.6.1 Describa las centrodas de los siguintes 
sistemas de cuerpos rigidos en movimiento plano 
i) Un cilindro que rueda sin deslizar sabre una superficie 
plana. 
ii) Dos cilindros en contacto que ruedan sin deslizar. 

En este punto, recuerdese que en la Sec. 3.5. se evidenci6 
la utilidad de las trayectorias de puntas de la barra aco
pladora que tienen tramos rectos o circulares. Se mencion6 
tambien que estas trayectorias pueden obtenersc del atlas de 
Hrones y Nelson {ref. 3.6). Lo que nose dijo en esa secci6n 
fue c6mo determinar sistem~ticamente los puntas sabre la ba
rra acopladora que describen esas trayectorias de interes. 

Como se demuestra en la ref. 3.3, el lugar geometrico de los 
puntas sabre la barra acopladora que localmente tienen cur
vatura infinita {de ahi que constituyan una buena aproxima
ci6n a una trayectoria recta) es un circulo tangente a la 
centroda de la barra acopladora, siendo el Ci correspondien
te el punta de tangencia, como sc muestra en la Fig. 3.6.1 

centrum centro; oda trayect6ria (etimologia griega) 
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Fig. 3.6.1 Circulo de inflexi6n sobre la barra acopladora. 

En esa figura, CA y CF son las centrodas sabre la barra 
acopladora y sabre la barra fija, respectivamente. T es un 
punta cualquiera de la barra acopladora, que describe sabre 
la barra fija la tr~yertoria CT • siendc N 1~ normal a CT , 
para la posici6n mostrada de T, OT es el centro de curvatura 
de CT correspondiente y T' es la intersecci6n de la normal 
OTN con el circulo de inflex16n. 

La po~ici6n de los puntas OT'' Ci, T y T' est~ dada por la 
Ecuac16n de Euler-Savary* (ref. 3.3) 

--.:~. 

a;r =Ci.T 
rt 

3.6.1 

En la determinacion del circulo de inflexi6n de un mecanis
me de cuatro eslabones como el de la Fig. 3.6.2, se sabe de 
antemano que las articulaciones R

2 
y R describen trayec

torias circulares y son puntas de ia ba~'a acopladora, sien
do sus radios de curvatura las longitudes a y a , respecti-
vamente. 2 4 

• Euler L. {1765) y Savary (ca. 1836) 
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Fig. 3.6.2 Mecanisme de cuatro eslabones articulados, con 

dos trayectorias circulares. 

Con la Ecuaci6n de Eulcr-Savary se detcrminan lo3 puntos R~J 
y R] 4 , contenidos en el circulo de inflexi6n. Estes puntos 
estan dados por las relaciones 

--- -- 2 
d R. = c • R~• "n ~3 ~~~ ") 

-- Ci.R .... 
2 

R~., R..i =-~ ... (3. 6. 2) 

donde todos los p~ntos t~ue aparecen en el mi~mbro derccho 
de las dos ecuac·iones ~nteriores son conocidos*. 

-r - _c-r 
/··(\---------- ~ /'/(;'' J 

!1_. I _I 

_ f R..,_
1 R-1'2, \ : 

,. cr 
/,~--"'\ 

' 

I 
I 
~ ' 

I r lll..3 

~ ....... T' 

R'.H 

Fi'J. 3. 6. 3 Construc·ci6n del clrculo de intlexi6n. 

.~-r-.o-s_p_u-ntus C , R',, y R' o, detcrminan cl cfrculo de inflcxi<'in 
" LO 
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llna vez dete:::-rr.inado el ~..·irculo de 1nflexi6n, se puede deter
mlnar el radio de curvatura de ct1~lquier punta de la barra 
a~:opladora, como el punta T mosLrado en la Fig. 3.6.3, par 
~edio de la Ecuaci6n de Euler-Savary, tal como ap~rece en la 
(.>Xpres 16n .L 6. l. N6tese, ademcls, que los puntos sobre e l 
circulo de inflexi6n ya deterrnir1ado describen trayectorias 
que localme~tc se aproxim3n a una recta, debido a que tienen, 
tambi~n localment.~, un radio de curvatura infinito•. 

Otro lugar geom<"tr ico de in teres es la cubica_de C\!Evatura 
estaciona_ria (CCE), que conticne todos los puntos de la 
barra acopladora que describen trayectorias con la propie
dad de que la inter6ecci6n de esas trayectorias con la CCE 
corresponden a un punto de curvatura maxima o minima, esto 
es, estacionnria. El nombre de este lugar geometrico surge 
del tlecho de estar descrito por una ecuaci6n de tercer grado, 
a sabter (ref. 3.3) 

X.. ': 
C-xo.+'J 2 )C;;i~ + *") -x'J = o (3. 6. 3) 

donde 

I .- I ( 1 I ) M:-3 ~,_-!) :&=-f(*i) (3. 6. 4) 

' sier1do R 7 el rad1o de curvatura de la centroda en la barra 
acoplado;a, D cl diAmetro Jel circulo de inflexi6n, y G la 
Cuur:Jt::i!r::.tda de:: l C 1 a l·J la rgu d::: lu. cc:r. trodu. :r.cnc..:..cn.::.d.J.. 

N6tese qt1e la curva 3.6.3 est~ fija en la barra acopladora, 
y los par~metros l/M y 11'N se pueden calcular sin necesidad 
de conocer los valores de los parentesis de las ecs. (3.6.4), 
pues se sabe que las articulaciones R 2 3 y R34 describen tra
yectori~s Clrculares, esto es, de curvatura estacionaria y 
por esta rdz6n ealdn alOJddO:.:. sabre la CCE. Conocidas las 
coorrle:la,las de estos puntas, al sustituirlas en la ec (3.6.3) 

obti~~•n My N. Al definir los e]es X-Y sabre la barra 
.~ropl~rlor~, Rl nriyPn se localiza en Ci y el eje X a lo lar
~o de la tangente ~ las dos centrodas en el pun~o de con~ac-
tc de lu.s mismu.s, sicndo positive en l3 dire~ci6n de la ve-
locidad del Ci. El eje Y queda determinado con la condici6n 
de 4ue sed perpendicular a X y ambos formen un sislerna dere
chn. 

i-·uest.o r.fue la ec. (3.6.3) e.s homuyfnect y el ur L'":;leL. de coo.I..·
der,at"las es 0l ci , este c-s t.om1Ji£,n u.n punto :ie la Cl:E. En 
cstc puntc, sin 0mbargof la trayectoria en cuesti6n no es 
de curvatura estacionaria, sinn 't11e tiene ur1 pico, como se 

muestra en la Fig. 3.6.4 

* Para esos puntos la distancia 'fiT de la ecuaci6n 1. 6.1 
es .1ul a 
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·, 

Fig. 3.6.4 C6bica de curvatura estacionaria de la barra 
acopladora de un mecanisme RRRR. 

Una vez obtenida la CCE, el disenador puede seleccionar 
~uL1e ~llct el puuLu de ld bdiid a~upladora 4ue describa 
una trayectoria que mejor aproxime a un circulo, para los 
ctectns ne diseno de la sec. 3.5. 
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3.7 El Teorema de Roberts-Chebvshev v ,;us aolir,.rionP". 
~canismos coqnados. 

Casi simultaneamente, Roberts (1875) y Chebyshev (1878) 
publicaron un resultado de gran importancia en la sinte
sis de mecanismos. Este es el "Teorema de Roberts-Cheby
shev". 
"Dado un mecanisme plano de cuatro barras, RRRR, y un pun
tv d~ OU C5lab6u acupladur qu~ d~~~ribe una trayectoria da
da, existen otros dos mecanismos de la misma clase que tie
nen un punto de su barra acopladora que describe esa misma 
trayectoria'' . 

Los tres mecanismos en consideraci6n son llamados "cognadn~··, 

y la obtenci6n de dos de ellos dado uno, que se llamara 
''original'', se describe en seguida: 

Consid~rese el mecanisme original RRRR plano de la Fig. 3.7.1, 
y el punto T sobre su eslab6n acoplador, que describe la tra
yectoria CT mostrada. 

/ ,., ' ' 

Fig. 3.7.1 Mecanisme plano RRRR y la trayectoria de un pun
to de su eslab6n acoplador. 

i) A partir de los puntos A, By T, constr6yase el paralelo
gramo ABTB' (Fig. 3.1.2) 

ii) Con el lado TB' de ese paralelogramo como base constr6-
yase el triangulo TB'T', semajante al BCT, de manera que 
(Fig. 3.7.2) 

T5 T'T 
= 

Be. TC 
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Fig. 3.7.2 Pasos i y ii para la construcción de un meca
nismo cognado del mecanismo ABCD 

iii) De manera análoga a los pasos i y 
el paralelogramo DCTC' y el triángulo 

constrúyanse 
TC'T", de manera que 

ii, 

(Fig. 3. 7.3) 

¡. 
/ 

¡!'\ 
-;,.../ 

• 
C' 

Te' 
.Bt 

TI" 
BT 

Fig. 3.7.� Tercer paso en la construcción de un mecanismo 
ABCD. 

iv) A partir de los puntos T',T,T" ,obténgase el paralelo
gramo T'TT"E de la Fig. 3.7.4 

r·� 
1 

A 

B' •• 
1 

�,-.-·-,.-

•E 

e 

B 

p 

Fig. 3.7.4 Construcción de los mecanismos cognados del 
mecanismo ABCD. 
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En la ret'. 3. 3 se demue stra que el punto E de la construc
ción anterior permanece fijo durante el movimiento del me
canismo origina l , si se permite que los paralelogramos cons
truidos se deformen, por lo que se obtienen dos mecanismos, 
el AB' T' E y el DC' T" E, cuya barra acopladora contiene un 
punto, T, que describe la misma trayectoria que el punto T 
del mecanismo original ( Figs . 3.7.5 a y 3.7.5b) 

,. . 

/ -'- "' ' 

" 
\ 

/ 

·¿�· - ¿¿ . 

¿_ 
• 

T ' ' 

T �\ \\ ' 
\\ 

' ' " ' J i- -
-----�:.. .. ,b; 

,.-._ .... \... -r-r·---r 

Fig. 3.7.5 Mecanismos cognados del mecanismo de la Fig. 3.7.1 

La primera aplicación de los mecanismos cognados es obvia: 

Puesto que los eslabones de los cognados tienen longitudes 
diferentes que los del mecanismo original, un mecan i smo da
do que interese por la trayectoria que describa una de los 

puntos de su barra acopladora (con un tramo recto o en tra
mo circular, por ejemplo), se puede sustituir con ventaja por 

uno de sus cognados si este último resulta ocupar menos espa
cio que el original. 

Otra aplicación de los mecanismos ccgnados es la posibilidad 

que presentan de producir un movimiento de traslación sin 
rotación en uno de los eslabones de un mecanismo de seis ba

rras articuladas, como se demuestra en la ref. 3.2 

Un mecanismo RRRP tiene un solo mecanismo cognado, también 

RRRP, cuya construcción se muestra en la Fig. 3.7.6 

( / / - X: ' 1 �- ..,.. _ _  

/..-.-:-:·�f"e.' e' .l. 
, 

...:. 
" 

T 
' 

, .  

-..?'\ ' �5 
·- -

��.:'�; ,.,., , ' 
Fig. 3.7.6 Mecanismo cognado de un mecanismo RRRI' 
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En esa figura, el ~ngulo a es el sumplementario del ~ngulo 
TBC. El punto C' se determina como s1guc: 

Puesto que el punto C' es el centro instant~neo Je 5 con 
respecto a 7, basta determinar este centro para localizar 
a C' Esto se realiza mediante la aplicaci6n del Teorema 
de Aronhold-Kennedy: El c57 est~ localizado en la inter
secci6n de las lineas c15 C y AL. Ahora bien, c 15 no se 
conoce, perc por el TAK* nu~~amente, se encuentra en la in
t:ersecc1on de las lineas c 13 c~ 5 y c c , como se muestra 
en la Fig. 3.7.7, en la que· AB es p~Palg~a a BT 

' 
' I 

·c,~-

1- s/ 

r _,. 

;· / 

4. 

c 41 

__ .v-
/ 

-:!..• 

', / 

~' c .. a 
I 
\" 

~~ 
c,, 

~
/ 

ek\\\~~: 
Cz3 \\ \ y 

~ c 4 

I 

c~., 

Fig. 3. 7. 7 Localizaci6n de C 
15 

Ahora bien, puesto que la corredera 7 tiene un movimiento 
de traslaci6n pura con respecto al bastidor fijo, c

17 
est~ 

localizado en el infinite, y asi, c
57 

se obtiene trazando 
una perpendicular a AL desde c15 • La intersecci6n de esa 
perpendicular con AL determina c

57 
, o sea, C' 

Una descripci6n detallada, junto con una demostraci6n de que 
el mecanisme AB'C' es cognado del ABC, se presenta en la 
ref. 3.3 

• Teorerna de Aronhold-Kennedy 
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3.8 Restricciones en el diseno de mecanismos con pares 
ir.fcriores. 

Ya sea que se trate de transmitir grandes cantidades de 
energia en el intervale de operaci6n -mecanismos para trans
mitir potencia-, o pequenas senales de energia -mecanismos 
para transmitir informaci6n-, un mecanisme ha de transmitir 
esa potencia mecanica de manera adecuada. Una medida de la 
operaci6n de una m~quina es la ventaja mec~nica, v, defini
da como 

v= §_ 
E 

(3.8 .l) 

donde S es la fuerza (o el par) obtenida (o) a la salida, 
mientras que E es la fuerza (o el par) alimentada (o) a la 
maquina. Es un numero adimensional, y por esto E y S deben 
tener las mismas unidades. N6tese que la ventaja mecanica 
es diferente de la eficiencia de una m~quina•, que es menor 
que la unidad, debido a las perdidas inherentes a toda trans
formaci6n de energia. La ventaja mecanica, en cambia, puede 
ser mayor que la unidad, sin que esto quiera decir que se 
viole la Ley de Conservaci6n de Energia. 

Para simplificar la discusi6n, llamese a S y a E "fuerzas 
generalizadas" y por este termino se entender~ fuerza o par•• 
y representense por F

4 
y Fa , respectivamente. ~ sus des

plazamientos asociadas (a una fuerza se le asocia un despla
zamiento lineal, mientras que a un par se le asocia un des
plazamiento angular) ll~meseles "coordenadas generalizadas", 
~s y ~e , respectivamente. Representando por un punto so

bre la variable una derivada de esta con respecto al tiempo, 
las velocidades asociadas son i. y ~It • respectivamente. 
Asi, la potencia a la entrada y a la salida esta dada por 
F£ ~s y Fe ie • respectivamente. De esta manera, la efi-
ciencia e, de una transmisi6n de potencia es 

e =£!.h. (3.8. 2) 
o bien, Fe \e 

e=vm.. 
donde v es la ventaja mecanica, ec. 
ci6n de velocidad 

(3.8. 3) 
(3.8.1) y m es la rela-

* 

. 
rn.=..:!.L 'e 

(3.8.4) 

Esta ultima se define como el cociente de la potencia 
obtenida entre la suministrada 

En contextos mas amplios, una "fuerza generalizada" puede 
ser inclusive un voltaje, una corriente electrica, o alguna 
otra manifestaci6n de la energia 
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Por la Ley de la Conservaci6n de la Energ!a, la potencia 
obtenida de la transmisi6n no puede ser mayor que la sumi-
nistrada y solo son iguales cuando se desprecian las 
perdidas, esto es, en una m~quina ideal. Asi, e ~ l, pero 
como m puede ser mayor o igual que l, v puede tambien serlo, 
como se sostuvo antes. 

Ejemplo 3.8.1 Determine la ventaja mec~nica de un mecanis
me RRRR. 

Para simplificar el an~lisis, sup6ngase que la inercia de 
los eslabones del mecanisme es despreciable y que igualmen
te lo son las perdidas por fricci6n. Ll~mese M"f' y M<$ a 
los pares que actuan sabre el eslab6n conductor y el conctu-
cido, respectivamente (Fig. 3.8.1) 

~"" 
. •,, ~~ \ ~~~. /•, f ' ' . r" \. 

lf' \ 1-

~ v ~/~ 
Fig. 3.8.1 Mecaismo RRRR y pares que actuan sabre el. 

Notanda que el eslab6n acoplador esta sujeto a solo dos 
fuerzas, las qu~ d~tUan en las art1culac1ones R23 y R24 , 
el diagrama de cuerpo libre de l eslab6n conductor resulta ser 
el mostrado en la Fig. 3.8.2 (a) 

F 

J . -i-"1. 

a,;-·_ /,' e 
~ 

---; 
(a) 

d, ~~ 
-F 

I 
C>;_ 

~\ H<P 
. \- -,. 
. "f ¢ F 

~-4\ ....--¥ . v---~~e 
-q 

Cb) 

Fig. 3.8.2 Diagramas de cuerpo libre de los eslabones 
conducidu y conductor. 

3-42 

En esa figura, F y -F son las fuerzas coaxiales que actuan 
sabre el eslab6n acoplador. As!, del equilibria estatico 
del eslab6n conductor, 

F= 
M.y 

(3.8. 5) 
a 2 .. ~W-C'f-e') 

y, del equilibria del eslab6n conducido, 

M ¢ = F a 4 se-tt. c ¢-e) (3 .8. 6) 

De las ecs. 3.8.5 y 3.8.6 se obtiene 

\J= fv\~ == a-ts.,.,c¢-e) 
"""' a._s~c'l-'-e') 

( 3.8. 7) 

~omo la expresi6n deseada para la ventaja mec~nica en cues
t i6n. El angulo ¢- e es llamado convencionalmente "angulo 
de transmisi6n" y se representa porfA. Recordando las defi
niciones 2.'2.6 c, la ec .. 3.8. 7 se convierte en 

lJ _ 1<2 S~f'-
- k3 ee-., C V'-0) 

Observese lo sigu1ente: 

(3.8.8) 

Ya que ~ y e cambian a lo largo de una revoluci6n completa 
del eslab6n conductor, }A tambien cambia, por lo que el se
~nndo cocient.e del i"i1ier•~blu Ut"Lechu de la ec. j.e.B tiene un 
numer~dor que puede cambiar entre -1 y +1, continuamente. 
cuando )lc ~ o o )A ~ 180°, la ventaja mecanica se anula, dan
de como resultado que, te6ricamente, por m~s peque~a que 
sea una carga, esta no se pueda accionar con un par M~ 
por mas grande que este sea. Se tiene entonces un llamado 
11 punto muerto". Si realmente un mecanismo nose queda traba
do cada vez ·~ue pasa por un "punto muerto" se debe a la iner
cia de sus eslabones, que aunque posiblemente despreciable, 
siempre existe. El uso de volantes almacenadores de energia 
cinetica tambi~ previene el que el mecanisme se trabe. En 
todo caso, nn "'~ngulc de tra.nGmisi6n 11 nulo e~ indeseable. y 
por esto los disenadores han acordado mantenerlo entre 40oy 
140° . 

l:~:~~~:';i~~3:.~·:---~=,~~~ ~==~nici6n para el "angulo de trans-
r··-~· --·· ....,.._ ..... , ,.,o;..;.._uu.&.;:,IUU l\l\l\t' 

IEjercicio 3~8.2 D~ una defin1ci6n 
misi6n" de un mecanisme PRRP 

para el "'ngulo de trans-
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Ejercicio 3.8.3 Despreciando las perdidas en la transmi
si6n del mecanisme de la Fig. 3.8.1, su eficiencia resulta 
s~r lC:t uuJ.ddU. Con t!sta informaciOn y la ec .. 2~3.1, que da 
lct Lclu.ci6n de velocidad del mismo mecanisme, oblenga la 
ventaja mec1in.ica de la exp,.;.;si6n (3.8.8), sin recurrir al 
3n1il~s1s de fuerzas. 

3.1 

3.2 

3.3 
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4. ANAL ISIS Y SINTESIS DE MECANisr.llS QUE ffiNI'IENEN PARES SUPERIORES 

INTRODUCC!ON 

Un acoplamiento mediante un par superior existe cuando los clc 

mentos acoplados estii.n en contacto no par una superficic, como en el caso de 

los pares inff'rior~5 ~ sine per medic de liJ-1 pwtLu o una recta. Una csfer'::l u 

un cilindro que rucdan sabre LUI plano constituyen ejemplos de acoplami<·nto 

mediante un par superior. En el caso de la csfera, Jicha acoplmniento se 

realiza a traves de un punta yen el caso del cilindro, a traves Je una rec 

ta, que resulta scr una generatriz de este. 

Los mecanismos mfis comCtnmcntc utjlizaJos t-"11 ingenjeria mPcfuu 

ca que contienen pares superiorP5 se · encuentra."1 dcntro de Jos t ipu:.:; generales: 

lev as y engranes. Las primer as se estudian en este capftulo des de el pun to 

de vist~ t~nto del ~li~i~ c~~ ~ la Jintesis. 
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Contrariamente a la practica comun de utflizar como unicos me
dios de analfsis y de sfntesis los metodos graffcos (refs 4.1 a 4.4) aquf se 
sfgue la fflosoffa del cap 2 y se presentan metodos de tipo analftico, obte
niendo las ecuaciones entrada-salida en el caso del analisis y las ecuacio-
nes de diseno en el caso de la sfntesfs. Analogamente al capftulo senalado,
en este se incluye una secci6n con metodos graficos, por considerar que, --
aun en esta era de la computadora digital, el ingenfero debe saber manejar
los instrumentos de dibujo como herramienta basica de trabajo. 

Antes de proceder al analisis del primer tipo de estos mecanis 

mos -las leva~-cs conveniente apuntar que su cinematica es mas complcja de 

analizar que la de los mecanismos con pares inferiores, porque el acoplamie~ 

to entre los eslabones de entrada y de salida se realiza per una combinaci6n 

de rodamiento y desli zamiento. Por esta raz6n los metodos graficos present~ 

Jos en el cap 2 no sm1 directamente aplicables a las levas. 

4. 1 Ancii~l-W c .. bremiUcc de la.~ leva.~ 

Una ,Ce_va. cs wt Lucrpo rigido que t1ene una forma determinada, 

de tal manera que ruando gira alrededor de un eje le impr.ime a otro cuerpo 

rfgi.dc•, llamado ~e.giLi.doJr., 1m movimientu peri6dico, ya sea de rotaci6n o de 

traslaci:in, con n·specto a un marco fijo*. El perfil de la leva depende del 

movimiento que sedesea trasmitir al seguidor. 

En la fig 4. 1.1 se muestran ejernplos tipicos de levas cuyo ~ 

guidor est;i ;:rnirn.ado de trasl:1ci6n 

* Esta definiciOn corresponde a una leva de rot~r:i6n; perc exi.:.tcn lcyas de 
tras lac1on y aun de una combinaci6n de ambos tipos de .,,nvimiento. 
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Hg 4. 1. 1 V.i.6vr.mtu :Upo~ de .f.evtt6 con H.guidoll tJuulacA.onal 

En la fig 4. 1. 1a se trata de tm seguidor de punta, en la b de un 

seguidor de cM.d p.f.ana, y en la c de tm ser.uidor de cMJte/ne.ta. f:n los tres 

casas se evidencia que la salida es y (lji), siendo tJi la entrada. y (¢) es la 

variahle que determina la posicion del seguidor, s, mientras que tJi es el an 

~tlo que forma una recta de la leva, L, con tma recta M del marco fijo. 

En la fig 4. 1.2 se muestran tres tipos de levas que son la co~ 

traparte de los de la figura anterior, solo que ahora el seguidor tiene un 

movimiento de rotacion. 

........ 

l 0) lb) lc) 

F.ig 4. 1. Z V.i6vr.mt:U tipol> de .f.evtt6 con Hguidoll Jr.ota:toll.io 

4. 4 

Observesc en las fj guras anteriores, que tma condici6n para 

cl ftmcion:untento de las Icvas con seguidor de cara plana cs que cl perfil 

de la le\·a sea com·cxo. 

El se~uidor de ptmta presenta la desventaja obvia de que 

ocasiona tUt desgaste excesivo, por lo que su uso queda restringido a los 

ca,u~ en que la carga es pequefia. Los seguidores de cara plana y de carr~ 

tilla ocasionan menos desgaste, pero requieren mas espacio. Que tipo de s~ 

guider cmplear es tma cuesti6n que se decide seg(m las condiciones especf 

ficas de operae16n. Ucastonalmente se emplea tm tipo mas de seguidor, co 

mo sc ~cstra en la fig 4.1 .3. 

F.ig 4. 1. 3 Leva con Hguidoll Mta:toll.io de cM.d cwwa 

4. Z AnMM~ de {evtt6 

Considcrese primero la leva con seguidor de punta (fig 4. l.la). 

En la fig 4.2. 1 aparecc nuevamente dicha leva; M es una lfnea fija al marco 

donde se encuentra alojado el mecanisme y L es una lfnea fija a la leva. 

~~ aGn, tJi es el angulo que gira la leva y p(8) es el perfil de esta. 
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Ll&mese Aal centro de rotaci6n de la leva (con respecto al 

marco fijo) y B al punto de contacto entre la leva y el seguidor. 

L ] S(ljt) 

I 

M ---l 
F-ig 4. 2 .I Leva c.on Hg<UdoJr. :t.Juu.fa.cionat de puMa p(8) 

En el proceso de analisis se supone que la leva es dada, e~ 

to es, la ecuaci6n p • p(S) se supone conocida. El problema es determinar 

la salida s • s(~). Asf, de la fig 4.2. 1 
S(<j;) 

s • p sen (8 + ~) (4.2.1) 

que, sin embargo, es una funci6n de dos argumentos, ~ y 8. En realidad, ~ 

y 8 no son variables imlepenclientes, pues existe una relaciun funcional en 

tre ambas, como se observa en la fig 4.2.1, en la que 

e • p(S) cos (8 + ~) (4.2.2) 

Fig 41 2.2 Reai_,(_zaci6n ana.Ug,{,C'.ll de .fa.& ec& 4.2.1 If 4.2.2 

donde e es la excentricidad del seguidor, un parametro del mecanismo dado 

y, por tanto, una constante conocida. 
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Las ecs 4. 2. 1 y 4. 2. 2 son faciL'Jlente realizables en cl diagr!_ 

rna de alambrado para computadora anal6gica de la fig 4.2.2. Observese que 

con dicho diagrama es factible recurrir a la simulaci6n digital de esas ecua 

ciones (4.2.1 y 4.2.2) mediante un simulador coroo el SAS III (ref 4.5). La 

salida s($) del diagrama es la funci6n que se desea obtener en el aniilisis 

de este mecanismo. 

Las ecs 4.2.1 y 4.2.2 tambien pueden resolverse numericamente 

mediante la aplicaci6n de un metoda para computadora digital. En efecto, 

bajo ciertas condiciones (ref 4.6), la ec 4.2.2 escrita en la fo'"~ 

f($,6) • p(e) cos (e + $) - e • o (4.2.3) 

define implici tamcnte ae como funci6n de $. Si se supone que se dan csas 

condiciones de existcncia de Ia funci6n implfcita en cuesti6n, para cada 

v~lor, por ejemplo ~,de $ el correspondiente valor 8,de 6, se 

puede obtener resolviendo numericamente la ecuaci6n algebraica no lineal 

f(l/1, e) • p(8) cos (6 + ~) - e • o (4.2.3a) 

Existen varios metodos (ref 4.7) para resolver una ecuaci6n algebraica no 

lineal; pero, como en los caps 2 y 3, el que se adopta ahara es el de Newton-

Raphson. Partiendo de un valor 80 arbitrario, el proceso iterative en cues 

ti6n es el siguiente: 

eK + • 6K -
p(ek) cos (ek - 1/1) - e 

<ek _ ~> <4.2.4) p'(eK) cos (ek + $) - p(ek) sen 

4-8 

Di.cho proceso se detiene cuando 

1ek + - ek I ~ c I ek I (4.2.5) 

siendo r una cantidad (adimensional) tan pequefia como lo permi ta la miiqu.!_ 

na con la que se realicen los calculos y segGn la precisi6n dcseada*. Si 

~ ~.;.A..,_ ntt..a ~a .;ftr-¥~+-'"' L ..,.1 ·,-..-....-.;......,. .. ..... - ···--·- ..,-- ._._ ...... _ ....... _. ..... - .,, ............................... ... 

e - e I k + 1 kl 

ek 

aumenta tambim, el proceso diverge, por lo que hay que detenerlo y rcini 

ciarlo con un valor diferente de 80 • 

Llamese 6 al v~lor para el cual se obtiene la convergcncia 

4.2.5. La salida s • s($) deseada cs, entonces, de 4.2. 1, 

s • p(6) sen (6 + 1/1) (4. 2. Ia) 

Nuevamente, como en el cap 2, sup6ngase un conjunto 

valores de$ contenidos en [o, 2n], ordenados segfrn 

1/11 + 1 > 1/ii 

i 
lj! de 

Sea e1 el valor para el cual se tiene convergencia, con el valor~~. [nton 

{ 
., 

ces, para acelerar la convergencia del metoda para todos los valorcs ;fi 1 J 

*En IBM 1po o Burroughs 6500, para simple precisi6n, un valor adccuado de 
c es 10-
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CSTC f'R03ili\it 1 r!C;iUCLVf ¡_A:¡ L:CJ¡\í;lu:a:.- DE AilALISlS liE ullA LEVA 
CON SEG!JlllllR DE I'UoiTA, !'llH t:L �tt:TUiHJ Ul: llCHU,¡�P.APIISU,¡. 
PSI ES EL ANJULO Q�E AIHA L� LCVAo 

EL Pi::RfiL OE U LEV.� ESTA DADO POH LA fUolcrou lhhJ = nrt.HTli..:T�oJ 
�1:10 Y THETA :>O.l ¡_AS C¡¡U!1Dr.;;l.\UAS l'u�o,A;•lS UC L.U:> I'U!iTU:> UI:L. P_t:;f:flL. 
[)E U i.Lll.< •. Jt:fiRHO t:S UUA fiJiiCl.J:l JuE ..:VAL.U,\ L11 IIE:HIV;,_uA DE llil� 
Cuil l:f.:'>Pt:I!TU A TIIETA. LA VARIA3i_f. SC?:il) ES O:L u...::;I'LAZ•\illEiiT J 

U¡;.L. SLGUHHJR• T.\r-l ES EL TA"tA'iJ DEL i'::{í!Ji�• 
�(ADCS>21l ¡;, EPsi 

Dt:FI!iiClUol Dl: PMIAHET�u:>o 

UUSPI=!.•ATAU(lo1 
llil.ii' i !l=OOSr' l+EPS r 
DEL.TA=DlSPI/36�. 
T!I[T,.=?.o*f. fi\t!C 1 ,.l) 
Tlii:T Mi=THE fA/DELT1\ 

I .ll C 1 Al.IZ,IC Ir¡,�. 
S='J 

"SI=J. 
;osn=;•sr 

S1=S 
T:lé:TIIl•Tit(i .\1! 

I�2RCSIJ� JE TITJLOSo 
1iiliTLC�>11 > 
::RITiC6>lll 1'5Il.�l•T;ICT¡,1 
�" I lEC6, 13) 

Sl ltJIC I A  !-:L PRU¡;EOii1¡;,; ITu. 
ITE:�=<l 

VIEJA = TdC:TA 
ITEtl=I TE!H1 
JFCITER.ST,¿C) 5TJP 
�=f!ilu CT HE T.\) 
üii=<JCRfUO C Till T � J 
�.=ll•CDS( T·i0.:TA+�5r )•E 
U=Dflt COS C ToiLT A+Pi. I J •:¡• S I.i C T.ICT A+P S l l 
THU .\=T'it:TI\•,',/!'1 

. 

T A'l=AOS CTHCH •V I F' J,; l 
IFCTAM.�T.C:�SI> GJ Tu 1 
TfiET A:I=THt:T A/JEL T ;\ 
S=rH' ú C TiiET ,\ > •:> I ,¡e T.ICT;\+f>:; l l 

C I!1PRES I ..J;; DE ilESJL TAIJr¡;), 
I"SI!�=I'SI/JCLTA 
l!fl ITEC 6• 14 J P:> 1.1, T riCT ,\:ü ;¡, T MI, I HH 
PSI=PSI+DlLTA*l�. 

IFCPSI .GT .:JuSPI.n ;;TuP 
1 TL.Il=O 
GO TU 1 
CALL EXIT 

11 F'OR�.; f( 1111•1'i.(,".\>lili l.;l:; uE u;¡,\ t.CV" C'J,¡ :;C:..uiüül: ul i'lJ¡¡TA"•/ J 
12 FOil'�ATC/,2'>X,"i/,�:...·mr;; l,¡:i:Cif1LL.5",//, 

•7X,''PSI ="-(11.4,SX.j'� =''�ElC.J,�X,''TrlLT� �ff,LlO.J,¡/, 

•1SX•"LA '/A.11.\ JLC TAil C:5 LA :1,\..i.llTJIJ uEL LHI<JR"•//) 

1 3 F OH �·;A r ( 11, ·J X, '' P S 1 ", 1.:. /..' "T; 1[ T ,\ ••, 1 J ;·�, "S'', 1 � �:, "T A, 1" 1 6 X," I TE,:", 1 
* 6 X, H ( (j R A u o S ) ., , �X, •• ( (� R ¡\ D u !j ) tt, 3 :�, " :.;  • � ¡,; L J ¡J 1..1 1 TuL) ) "1 2 X 1 
*"(ADIH(jSJJ�ALl"•//) 

14 FU��AT<qE1�o6>l6l 
21 FUR�ftT(2F13.�) 

( �; J 
fig 4.2.3 P�og�am� de �omputado�a digital que analiza et movi 

miento de..l. .1 eguidolr. de punta de una teva 

�o 

'fabla 4.2..1. ANALI!.n DF UIIA .Lt'!A" eof¡ :i[GUiuJil IJl f'UUTA 

V•\L()_¡;C;, l 11 1 C l�>.l'-:> 

PSI ., o. :) = v. Tii(TA " o900E+02 
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-, - . 
~ese,como valor inicial e + 1, o sea al que convirgi6 8 en~ • ~·, es de 

0 

cir, hiigase 
: ... 1 , 

eo · · • e· 

En la fig 4.2.3 se muestra m programa para canputadora dig!_ 

tal que analiza ma leva con seguidor de ptmta, cuyo perfil se proporciona 

en el st.llprograma KtU ("IHI.:TAJ . El swprograma DERRID {1llETA) evaHia la ~ 

rivada de p con respecto a e. En la tabla 4.2.1 yen la fig 4.2.4 se p~ 

sentan los resultados del anlilisis de tma leva cuyo perfil es la cardioide 

p(e) • 2 - cos e. 

Ejercicio 4.2 .1. Cbtenga tma ecuaci6n entrada-salida para la leva em :;eguidor 

de cara plana (fig 4.2.5). Debe obtener las relaciones 

ljJ - 1T - e - tan -I _£ffi 
p' (6) (4.2.6) 

s (ljJ} • p(6) sen (6 + lji) (4.2.7) 

1 
S(~li 

L ---F 

F.ig 4. 2. 5 Leva con ugu.idolr. tlr.a.6l.acional ck ca1r.a pl.aM 
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A continuaci6n se desarrolla el analisis del mecanismo de 

leva con seguidor de carretilla (fig 4.2.6) 

-r /L 

s 

~L- .. M 

T : Tongente ol perfil en B 

N • Normal ol perfil en B 

F-<.g 4.2.6 Leva de d-<.~ca con Hg!Udo!t de caNte:Utia 

En esa figura, a es cl radio de la carretilla y e la excen 

tricidad de la trayectoria del seguidor, en fonna analoga a como se defini6 

en el casu de la leva con seguidor de punta. Asimismo, se observa que 

s • p sen (~ + e) • a cos (~ + A + ~) (4 .2 .8) 

Es necesario c-onocer El • 8(¢) y ¢ - ¢(:t;) a fin de obteneJ: 

s como funci6n de ~. que es la soluci6n. F.sto se determina en seguida. 

l"ll~,:."l""\r~ lliiA ----- -- , ............ 

e • o cos (~ + e) + a sen (~ + e + ~) (4.2.9) 

Cl) 

+ 
• 

~ 

~ 

I I f -

I &I Jl ~~~ 
14. 

<:> 

.... ... ,., 
<>
.... ... . ,,
.... ... 
~ ... 
~ 
!'I 
g_ 

] 
~ 
{j 

J 
::r 
~ 

..; 

... 
;I' 
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4-1 s 

Las ecs 4.2.8 y 4.2.9, junto con la relaci6n 

...eill o' (8) = tan <P (4. 2. 10) 

son suficientes para obtencr s = s (ojl), mediante computadora anal6gica, como 

se muestra en el diagrama de alambradn de la fig 4.2.7. 

4. 3 AnM.JAil> de .teva4 con o e.g!L(doJt oo c.ii.an-te 

En esta secci6n se analizan levas del tipo de la fig 4. 1.2, 

esto es, el seguidor cjccuta un movimiento peri6dico de rotaci6n. Considere 

primero la leva de la fig 4. 1.2b, cuyo seguidor es de cara plana. Esta se 

reproduce en la fig 4.3. 1. 

Fig 4.3.1 Leva. con oeg!L(doJt ooc.il.an-te de c.a.Jta. plana. 

4-16 

En este an.§lisis surge una ljmltac.i.6n que no implica pEhtliUa 

...l.-.. _ _.._~- ..... 1.:.1--1. 1 ..... ---- _, ___ -'-"1 -..-..- . .: 1-- --·-- --- .. 1 ___ ... _ .. ..,~ ..... --- ·-··-u.t.- ,S\,;Ht.l.a.l.LUd.'-ol· ..&.a 1....-<l.La 1-'..l.a.u.a u.c.1. ~c~ULUV.L pu..:.a pv1 0..::::1.- puut..-v 0. •'lV U .. :;:,c ~iUt: 

en los mecanismos en que dicha condici6n no se cumplc, basta establecer ill1 

aniilisis adecuado a la geometria correspondiente. Finalmente, la linea AD 

estii fija ala leva, cuyo perfil, como en la secci6n 4.2, esta dado por 

P = o(e) ( 4. 3. 1) 

Obs~rvese que de la fig 4.3.1 

"- 'i' + <P 14.3.2) 

Ademiis 

a+8+8•n (4. 3.3) 

por lo que 

s = 1r - (e + <P + 'ill 

Y asi 

tan a = - tan (0 + <P + 'ill (4.3.4) 

pero a es el iingulo que forma el radio vector AC con la tangente Bf; por tan 

to 

Asi 

tan fl • _e_{Ql 
p' (8) 

f1ill_ 
p'(e) ~- tan (e + .p + op) 

(4.3.5) 

(4. 3. 6) 
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de donde 

Por otra parte, de la misma figura 

sen 

_2__. __ a_ 
sen <I> sen e 

<I> • £ill sen (e + <I> + ljJ) 
a 

(4.3.7) 

en que se ha usado la ec 4.3.5 . 

En la fig 4.3.2 se muestra un diagrama de alambrado para comp~ 

tadora anal6gica que tiene como salida el Angulo <j>(ljJ). La variable de entra 

da es ljJ. 

En seguida se presenta el analisis de una leva con seguidor 

de carretilla como el mecanismo de la fig 4. 1.2c, y se muestra en la fig 4.3.3, 

donde p(8) es el perfil de la leva, a el radio de la carretilla, TT' y BG 

son la tangente y la normal al perfil, respectivamente. La lfnea BF es p~ 

ralela a AD. Finalmente, la longitud del brazo del seguidor es c. 

A
~ 

G 

/ :·•·•-I 

( ~ !L 
\ t"Xf. . ~). I " ~~~ {~ 

8 F II A 0 

I 

F~g 4. 3. 3 L~va con <~egu..idoJt. 0<1ca11nt:e de caJrAe..UU11 



En esa figura, D es e1 punto a1rededor del cual oscila 

el seguidor, y la posici6n de este est~ dada por el ~ngulo $. 

D~ la geometr!a de la figura, 

Tf p(e)sen(8+wl+asen(w+8+8-2) 

tanl', = r (8)/r' (e) 
2 

AC 
_2 

AC 

p2+a2 

b2+c2 

2apcos ( e+;) 

2bc 2 cosq, 

De la ecs 4.3.9 y 4.3.10 

cos¢ ,... b 2 + c 2 
- a 2 -2apsen{3 

2bc 

csen¢ ( 4. 3. 8) 

( 4. 3. 9) 

( 4. 3. 10) 

{4. 3. 11) 

I • "'' 1 "l \ \ •t. j • .J..,, 

Ejercicio 4.3.1 Construya un diagrarnade alambrado oara las ecs 4.3.8, 

4.3.9 y 4.3.12 que tenga w como entrada y ¢(•<1) como salida. 

4.4 Sfntesis de levas 

En esta parte se estudia el problema inverso que se pre

senta en las secciones 4.2 a 4.3, esto es, se trata de obtener el 

perfil de una leva, p=p(8), tal que produzca una salida y~v(~), 

conocida, donde y puede ser un desplazamiento lineal o angular v 

~ el ~ngulo que gira la leva con respecto a un oberservador fijo 

(al plano del dibujo). 

Consid~rese primero el caso de la leve con seguidor de 

punta. 

Las ecs 4.2.1 son suficientes para disefiar dicha leva, 

como se muestra en el diagramade alambrado de la f~g 4.4.1, donde 

se generan las funciones 8(~) y p(~), de donde se obtiene el 

perfil p ( 0). 
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8(\jl) ___ ____., 

-~-4 GFC > __ S(ljl) 

~~~ ~ 
~ 

Fig 4.4.1 Rea.Uzawn de la.6 ee6 4.2.1 y 4.2.2 

Como siguicnte ejemplo considerese la sintesis de una leva 

con seguidor de carretilla, como el mecanismo de la fig 4.1. lc. Las ecua 

cioncs de este mecanismo son las ecs 4.2./l. 4.1.';1 y 4.2.!!'. Escribiendo ~J 

ta~ CL"Uaciones en la fonna 

sen <w + e) 
s a .. -+-cos 
p p ~~ + e + q,) 

sen ,. + e + ., - - £ cos (~ + e) + £ 
a a 

y 
p(e) • p'(e) tan q, 

se obtiene inmediatamente la siguiente realizaci6n (fig 4.4.2). 

(II. 4.J) 

(4.4.2.) 

(4.4.?.) 
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. 

~l~ 

e' 1 ljrl 

ljr 

'\1 

9(1jrl 

F~a 4.4.2 Rea~zac£6n de i~~ e~ 4.4./ 1 4.4.3 
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Ejercfcio 4.4.1. Obtenga una realizaci6n para la sfntesis de una leva con 
segufdor oscilante de cara plana, como el mecanismo que se analiza en la 
sec. 4.3. Escriba enseguida un proqrama para computadora digital, para el 
mismo objeto. 

Ejercicio 4.4.2. Obtenga una realizaci6n para la sfntesfs de una leva con 
seguidor oscilante de carretflla. Escriba asimismo un pro~rama para comp~ 
tadora digital, para el mismo objeto. 
4,5 Ruvueuonu en U cli.6eno de .tevM 

El problema de sintesis presentado en la sec 4.4 hasta ahora 

se ha discutido linicamente en su aspecto matemiitico; es decir, a partir de 

una relaci6n entrada-salida se ha obtenido el conjunto de ecuaciones necesa 

rias y suficientes para poder obtener el perfil p = p(G). Esta discusi6n no 

agota el tema relacionado con el disefio de levas, pues es posible hallar si 

tuaciones en que la soluci6n matematica del problema no corresponda a una 

realidad fisica, o bien, aunque si corresponda, dicha realizaci6n puede ser 

impract1ca por diversos motivos que se discuten enseguida. 

Sup6ngase, por ejemplo, que la soluci6n de las ecuaciones de 

la sintcsis de una leva estii dada por las curvas p = p(t!) (fig 4.5.1) 

w 
~. 

(0) (b) 

Fi.g 4. 5. 1 Cu.-:.vu. -Lr:.a.c!r~.£.b-f.e.J c.vmo pe.JtQile.o de. .teva.o 
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Las dos curvas de la figura anterior son irrealizables como 

perfiles de una leva, pues es evidente que dicho perfil este determinado 

par una curva cerrada. Maternaticamente, esta condici6n equivale a que p 

sea una funci6n peri6dica de 0, de periodo 2w. Situaciones como las de la 

fig 4.5.1 pueden surgir cuando la funci6n de salida deseada noes, a su vez, 

--- r---~~ -----"<"':1-"-- ,._ • -• .<!' ____ .. _ __.~ __ ..! ___ --'- "1- 'I--·- --- ___ :f _ _,J_ f'l'l'!" 11..u!!'_ 
uua .LUIILl.Ull J..lt:'l.l_UU~Li:i Ut:' \4),~1 QJIYUIU U~ ~lfU Ut: I Q I CYC 1 \.VII I•I'C:'f IUUU '- n,IYI(:C) 

a(m, curvas como las de esa figura son pasibles incluso cuando la salida sea 

una funci6n peri6dica del angulo ~. de periodo 2n; en este caso, el disefio 

asi obtenido se rechaza; sin embargo, esto no quiere decir que el problema propue! 

to no tenga soluci6n. Para remediar esta situaci6n basta aur.£ntar p(~u) ~ p 0 , 

el valor inicial de p. (En curvas como lade la fig 4.5.1b se dice, en in 

gles, que existe undeJtCUtt.ing.) 

Otra posibilidad de tener un disefio insatisfactorio se pr~ 

senta cuando la curvatura de la leva en ciertos puntas es mucho mayor que 

en otros, esta es, se tiene una leva desproporcionada. Esta situaci6n se 

corrige aumentando p 0 . como en el caso del parrafo anterior. 

Par otra parte, sin embargo, el valor Po no se puede cambiar 

sin restricci6n, pues valores muy grandes (en comparaci6n con los desplaz! 

mientos deseados del seguidor) de Po dan lugar a levas muy voluminosas que 

son par esta raz6n ineficientes. Par regla general el disefio 6ptimo de una 

leva se obtiene cuando esta es de peso minimo. 

Un parametro mas que debe cuidarse en el disefio de levas es 

el llamado angulo de pttu.£6n. que se discute a continuaci6n. 
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4. 6 Angu.to de pttu.ion 

Este parametro es propio Je las levas con segmdor de punta 

o de carretilla, y tiene interes par razones de caracter dinamico, pues esta 

ligado a la trasmisi6n de potencia. 

Para simplificar la discusi6n sup6ngase que en un mecanismo 

de leva y seguidor de punta las fuerzas de fricci6n son despreciables camp~ 

radas con las otras. Considerese la leva con seguidor de punta (fig 4.6.1a). 

El diagni.ma Ut:' Lucqm libn: del !')t:guidui !';e nrue!')tra en la fig 4.6. ib. 

M ----.. 

\ I 
~ 

~l\1~ Ia _____ _..--T 

-----

' J:_ -

\lf
\, I - Io 

Nl I N
2 

-

\I 

1\ 
~ 
I \ N 

l b) 

la) 

F.i.g 4. 6.1. Fuettz<U. que ac.taan Mbtte e1. <legu.idott de puMa. de una leva 
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En la flgura anterior, N y T son las direcciones normal y 

tanqencial al perfil de la leva en el punto de contacto. Ya oue se han de~ 

preclado las fuerzas de fricci6n, la fuerza de contacto entre la leva y el 

sequidor actua en la direcci6n deN. Llamese P a la fuerza que ejerce la -

leva sobre el seouidor, y C y ~ a la •uerza y al memento resultantes de la 

carga aplicada al seouidor, la fuerza de gravedad y la fuerza de inercia -

del mismo. N
1 

y r:
2 

sor las fuerzas Que e,;erce la quia del seouidor so-

bre este. Debido al huelno ertre nuia y seouidor e~tas fLerzas estln apli

cadas en los extremes de esta quia, de ancho a. 

Para tcncr cqui 1 ibrio din.1.mico sc debe ctunpl i r 

p cos a. c ( 4. 6. 1) 

Jc JonJc se oh~cn·a que la !"uer:a P rcqueritb par~ mover 1ma can:a y veneer 

la incrcia del ~cguidor y cl pc~o de c~te, es in\'ersamcntc proporcional a 

cos J, que cs 1·ariab!c para each ptcrlto del perfil, o sea, ex= u(A). Si 

')'. ::z ~·;2, no cs posihlc accionar nin~tm3 carc:a ni mo\·er cl SPOlJidnr !"""n!' !""!55 

·.•rctndc que sea el 1·alor de la fucr:a aplicada, P; cs decir, la vcntaia Ill'!. 

ccmica es nula. l'ara a = 0 se ticnc el valor mfnimo de P que puedc acci<2_ 

naruna carga y mm·er al seguidor, esto es, se tiene tma ventaja mec:'mica 

r~dxima. 

Ya que la potencia disponible en el motor que acciona la le 

1·a es directamente proporci.onal a la fuerza P, es necesario cvitar '1'1(> el 

:'mgulo ex adquiera val ores cercanos a or/2. Como regla, en todo disei'io se 

procura mantener a nor ahaio dP .,,6 
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Ejercicio 4.6.1. DcJmiestre que, para tuta leva con seguidor de ptmta, el an 

gulo de presion ex estii dado por 

ex= 1- ~ + ~ + sen- 1 ~~ . 2 ~ p (4 .6. 2) 

donde m es el angulo entre el radio vector de longitud p y la tangente a 

let leva (tan ¢ = P~~~l ), y e li! excentricidad del seguidor. 

Si en un diseiio resulta que ex es demasiado grMde (nniY pr6x~_ 

mo a 'l/2), Ja manera d!' corregirlo es aLUTientar p0 • En efccto, de la ec 4.6.2 

pucde obscn·arsc que mientras mayor es p, el tercer termino del micrrl:lro de 

recho es mucho mi.c; Jlf'CjUCiiO que los otros, y entonces a es mas requeiiO llllC!l 

tras <P iingu!o entre cl radio vector y la tangentc a la leva- se aproxima 

mfi:; a ·12, o sea mientras la leva adquiere !ma fonna mfis prOxima t1 rma cir 

cw1fcn·nc.ia. 

Ctra restricci6n que debe cuidarse al dise~ar levas con sequi

dores de cara plana, es la m§xima excentricldad que adoulere el ounto cte con 

tacto con respecto •1 eje de rotaci6n de la leva. 

La razon de que esta variable no adquiera valores de

masiado ~randes (con respecto a cierta longitud constante del mecanisme, 

desde luego) se expone a continuaci6n. 

Consid~rese el mecanisme de la fig 4.6.2, donde se ~·uestra 

el diagrama de merpo libre del seguidor. Las fuerzas c, P, N1 y N2 tienen 

* idcntico signific.adn que en la fig 4.6.1. 

* N6~ese que, en estc caso, la fuerza y cl par que actCtan coJno carga para el 
seguidor se pueden absorber con la fuerza C' solamente, considedi.ndola que 
actUa a una distancld aUecuada d del punto .I:S (f'ig 4 .. 6.L b). 
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Nl ·fkT -r~·
Biil•-r.0 

I 
I ~ 

• I 

I N2 

B. ..P.. I 

I 
I 
I Q 
I "t . 

-¥-ol~x+ !I:J 
~ '"' 

p 

( b 

F.ig 4. 6. 2. Fu.e.Jt.ZM que a.ctUan 60blle e.t .s egu.A.doll de c.aJta. plana de una .t.eva. 
Del equilibrio dinlmico del seguidor de la fig 4.6.2b, se 

N 1 = :< 2 

c = p 

cd + Px = r;
1 

a 

(4. 6. 3) 

(4. 6 .4) 

(4 .6. 5) 

De (4.6.4) se observa que la vent.aja neclnica d" este m<,ccmisrto tiene 

un valor de la unidad para cualquier posici6n de la leva; pero el 

memento ~ue transrnite el seguidor a la leva es proporcional a la dis-

tancia x, llamad~ excentricidad del punto de contacto, por lo que es 

recomendable mantener el valor de x debajo 
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de cierto limite; cLryo valor 8consejabJe, en la generalidad de los ca~os 

es algo mas complicado de establecer que para el angulo de presion. En 

Lodo caso, debe Uctcnninar::.c ::,cglin l<.es cOlu.llciones Je opcraci6n. 

Ejercicio 4.6.2. Para el mecanisme de la fig 4.6.2, demuestre que 

s X K (4.6.4) 
;p 

donde s es la velocidad del seguidor y 1/1 la velocidad angular de la leva. 

Ejercicio 4.6.1 . .;C6mo define usted el angulo de presion para Lma l<>va con 

seguidor oscilante de carretilla? DC razones por las que esta variable sea 

U~ imporlaitLia ~ im.l.iyl.k:: la funna J.~ l.a1Lulai1a en tffm.inos Je lo:::, par8JnctlUS 

del mecanisme. 

Ejercicio 4.6.4. "Cual es la variable analoga a x de la fig 4.6.2 para Lm 

mecanisme de leva con seguidor oscilante Je cara plana? oe usted razones 

por las que considere que esta variable sea de interes e indique c6mo calcu 

larla en terminos de los parametres del mecanisme. 

4. 7 Ob.s ellva.uonu c.onc.VUU:.en-tu o..l fu eiio de .t.eva..s 

Como ya se dijo en la sec 4.5, Lma condici6n que debe cumplir 

toda funci6n de salida y(l/1), ya sea que se trate de Lm desplazamiento lineal 

ode Lm desplazamiento angular, es que y(~) sea Lma ftmci6n c.on.tinu.a. de ljJ 

en [ 0,2n Jy ademas 

y(1j!) ~ y(l/1 + 2n) (4. 7.1) 

De hecho, se da por descontado que toda funci6n y(lji) que sur 

ja de tma necesidad real que se puede satisfacer con Lma leva, Cl.lllple las 
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condiciones de continuidad y periodicidad. 

Existen casos, sin embargo, en los que no es de tanto inte
res el desplazamiento de salida mismo, pero si la velocidad o la acelera
c16n. La condic16n a satisfacer en estos casos no es muy diffcil de esta
blecer, dada la hip6tesis de continuidad y periodicidad de la salida. En 
efecto, de la cond1ci6n de periodicidad, se tiene 

y(O) • y(2n) 

o bien 

y(21T) - y{O) • 0 (4. 7. 2) 

Pero de la condici6n de continuidad 

J ,~y. (ljl}dl/> 
0 

0 (4. 7. 3) 

Como ademas lji es constante, y 

y(t) - y' (1/J)Jj; 

se tiene que la integral ante~ral anterior se transforma en 

J\(t)dt = 0 
0 

, T = 211 --r (l· _ 7 _I,) 

u sea, el area bajo la curva velocidad-tiempo se anula. Si lo que intcresa 

es la aceleraci6n ala salida, y(t), tma condici6n semejante ala ec 4.7.4 

se puede establecer como 
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r}Htldt = 0 
0 

(4.7.5) 

Finalmente, cabe hacer una comparaci6n de mecanismos de barras 

articuladas con los de leva-seguidor. N6tese que, salvo errores de redondeo 

-si el diseno se realiz6 en computadora digital- o errores de medici6n -si 

se realizo en computadora anal6gica-, con un mecanismo leva-seguidor se p~ 

de producir una salida y(!f) con ~oda p~ec£6~n. a diferencia de lo que sue~ 

de con los mecanismos de barras articuladas, para los cuales una salida y(w) 

se puede producir con precision Gnicamente en un conjtmto finito de puntas. 

F~to no es ninguna sorpresa, puesto que en el caso de los mccan\sn~s de b~ 

rras articuladas los parametros de diseiio -las long\ tudes de las barras-

forman un conjunto finito, mientras que en el caso de la< le\-:lS los par5rnc_ 

tros de disefio no solo forman tm conjunto infinito, sino w1 con.Unuo. F5te 

continuo esta dado por la totalidad de valores p(8), Gc[0. z-J. 
Los mecanismos discutidos en este capitulo no constitt~en 

el Gnico tipo dentro de los que contienen pares superiores. Existen otros 

con est a clase de pares -supcriores-, que son los engram", cuya operaci6n 

es esencialmente el de las levas, solo que tienen ciertas peculiaridades 

que los hacen merecedores a un capitulo aparte (caps 5 y b). 

4.8 An~~ g~a6~co de tevah 

Fn est a secci6n sc demuestra que, pMa cada con6-(_qUJtau6n 

dada de un acoplamiento de leva y seguidor, cxiste un mecanisn~ de barras 

articuladas -es decir, que contiene 6nicamente pares inferiores- ql~ es ci 

nem3ticamcnte equivalente al mecanismo de leva y seguidor. Por cinematica 

mente equivalente se entiende que, para la configuraci6n en cuesti6n, arrbos 

mecanismos tienen la propiedad de que el desplazamiento y la v<'loc-idad son 
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iguales si tienen igual entrada. 

Considerese la leva 2 de la fig 4. 8. 1, con su seguidor osci 

la.~te, 1. ':.C~'1 N y T la nonnal y la tangente a los Jos perfilc::. en cl Pll!!_ 

to de contacto c, y sean p2 y Z. los vectores de posici6n, con respecto a 

C, de los centros de curvatura de cada uno de los dos perfiles. 

'--. T / N 

"\ w4 

/ 

/ '"" 
Fi.[J 4. 8. 1 Ac.optamiento ent!te una. teva. y !>u !>eg!U.do!t o~c.ila.nte 

A continuaci6n se demuestra el siguiente resultado: 

Teorema 4.8.1. El centro instant§neo de rotaci6n de la leva 2, con respe~ 

to al seguidor 4 -denotado por c,.- se encuentra en la intersecci6n de la 

linea que une los centres C 12 y c., con la normal N. Adcmiis, 

I:: I c,.c,. 

~ 
(I! .8. 1) 

En efecto, sean C2 y C4 los puntos de 2 y 4, respectivarne~ 

te, que coinciden con C; la velocidad de C2 es conocida, puesto qu<' se conoce 

Wz y, obviamente, la posici6n de C2. La velocidad de C4 se determina por 

las dos condiciones siguientes: 
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,£) vc4 es nonnal ala Hnea c41 cll. 

«l El componente de vc4 sobre N es igual al de v C2 sobre N. Si as f 

no fuera, habria penetra<.:i6n de un cuerpo sobre el otro, o bien, el contacto 

,e perderia. 
p 

\.., / ri 

\' ·' 
y~q_ / ~.. ' :;J', // ...... 

J0-' _, _/ ~~ 

~
:\.~' / c.. , 

.,...._-----... c 

/ \ 

/ 
/ \ 

\ 

f i.g 4. 8. 2. Ve.teJrmina.U:6n de .fa. vel.o Uda.d de to!> pun.to!> de.t Hg!U.do!t o!> U: 

.la.nte de una. teva. 

fn la fig 4.8.2 se determina vc4. En esa figura, el vector 

que une a los puntos C y P es vc4. Asi n6tese que 

vC4/C2 • vc4 - vC2 • QP 

pero la linea QP es perpendicular a la recta N. Como vC4/C2 es la velocidad 

que tendria c4 si C2 twiera velocidad nula y en este caso el cuerpo L es 

tarfa fijo , entonces el centro instantaneo de 4 con respecto a 2 se encuen 

tra "lojado sohre 'I:' Por otro lado, del teorema de Aronhold-Kennedy (Teor~ 

ma 1. 10. 1), el centro instantaneo c24 se encuentra alojado sobre la recta 

C12 c41 . La intersecci6n de ambos lugares geometricos (punto R, fig 4.8. 1), 

es c24 . 

*Esto se desprende del resultado de la Sec. 1.1 
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De lo anterior se tiene 

VR2 = VR4 (4 .8 .2) 

pero 

I ivRzll = l"'~c,zR E jw,~12c24 

,. 

ih4ll =/w.jRc41 =lw•fz4c41 

:>or lo que 

jw~c,2c24 ~jw,jc24c41 

. , finalml.'ntc, la relaci6n 4. H. I se haec evidcntc, como se quedarfa demos 

t rar. 

Como resul tado del teorcma .Ulterior, sc ticne el teorcm3 que 

S'..:' en1mcia en ~eguida. 

Teorema 4.8.2. En la fi.~ -1.8.1, el componcntc, ;;obrl.' Ia linea N, dC' v
04 

c•s ic;u:J! a! dl.' vCZJ sobrC' Ia misma !lnea. 

In efccto, .:;ca eel \·ector unit~n·io norm;ll al pl.mu dl'l di._ 

h11io en ];1 fig ~.S.l, v sup6ngasc• <]lll.' arunta hacia fuera de cstl.' cilbll,io. 

Lntonccs, 
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v C23 • w,e x a ( 4. 8. 3) 

don de 

a" r;--+ - 12cz3 

y 

v C34 = - w,e x b (4 .8 .4) 

donde 

b g34 

El componentc de vCZ) sabre N sc ohticn<' hacienda d rroduc:_ 

to escalar "Vc
23

. lp, - ;J,) y dividicndo cste entre 1/c, - "C, I I. Did10 pT(l 

ducto cs 

vc
23 

.(i),, - i),) • w" (ex ;;) . (i), - 0', l = ,,,,e ~ 'rl (?":. '' ~- ) I I n ~' 
\'i.C.,) 

donde se ha usaclo la propiedad del doblc producto mixto c,ue pemitc• intvr 

cambiar }a l'J'll:' y ('1 p101t0. \6te::~C que cl \"CCtor a X c:-4 - =-2) l'~ !'ar:lll~ 

Jo a e y tic-nc- t:1 :->L'Jltido (lC' C'5tC'~ 5U Tllar.nttlld P~ l~l doblc dC'l :!rea Jel 

triiingulo c12 c
13 

c34 , Sea A2 csta area, cntonces 

a x (i), - 0,) A2 e (4. 8. 6) 

~t!~!~!!~--('~d8 l~; c;: 4.8.\- cr1 lu 4.0.5, se rienc-

Vc
23

.CO'" - ~2) .. 11j 2e.2A2; = 2w'2A 2 
( 4. 8. 7) 
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l'ur "t r.1 parte 

"C34 
:...;4e x 

:~nr lo qth' 

VC}h • (f:", p,) - w, (e X b). (p, - P2 • 

- w4 e. b Y. (p, - p,) ( 4. 8. 8) 

dondc IHlC""'.'~uncnte ...;c han intcrcamhiado la en~:: \. C'l punto. 

1:1 ,·ector b x cz4 - \ '"' 
'.<.! '---- p::r;llc1c.: y ~1c :::;cntido ,_::";r;,troriD 

a e; su magnitud cs, adcmas, el dohlc del area dd trianPlllo c4; c
23 

c
34

. 

Llam;mdo A4 a csta 5.rca se ticnc 

b X (p, - P,) - 2A 4 e ( 4. 8. 9) 

'iu,;tituycnclo la cc 4.8.9 en Ia 4.8.8, se ticnc 

vo4.Co,- i),l - w4e. (- 2A,e) • 2w,A, (4. 8. 10) 

Fn seguida triiccnsc las rPctas c12 s y c41 v, normalps amhas 

a c
23 

c
34

. Llfuncnse h, y h, a c?.da uno de los segment as detenni nados sohrc 

ellas por los ptmtos (12 y c41 con las intersecciones s y v sobre la recta 

c23 ,-.34. Asi, 

A, 1 --
2 h, c23c34 ( 4. 8. 11) 

~-3() 

A, 1 --
2 h,c23c34 

pero de la ,;emcj;m:a de los triangulos C12 SR y c
41

vR, se tiene 

h, 

h., 

C 12 R 

H~41 

c12c24 

cz4c41 

que, en virtud de la ec 4.8.1, se con·.ricrtc en 

h, w, 
-= 
h 

(4. 8. 12) 

(4. 8. 13) 

Jande l...: 2 y .:.J~o .son ambu:-. nlunero:-:; po~ it i vas, por lo que la barra de 1 s lmholo 

del \·alor ahsoluto clesaparecc. Por otra parte, de la ec 4.8. 7 

VC23. (c, - r-,) w,h,c23c34 (4. 8. 14) 

v, de la cc 1.8.10 

VC)4' ((;, - pz) w,h,c23c34 ( 4. 8. 15) 

Pcro, de !a cc 4.8. 13 

w~oh~o wzhz 

por lo que la ec 4.8.15 se convierte en 

vc34· ((), - !),) w,h c23c34 (4.8.16) 
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De las ecs 4.8. 14 y 4.8. 16, se tiene 

vc2r <"P. - P2l = vc34 . <P". - P2l • q. e. d. 

En virtud del resultado anterior, los puntas C y c actfian 23 34 

como las articulaciones -de un mecanisme de pares inferiores- que unen a la 

barra acopladora con los eslabones de entrada y de salida, respectiva
mente. El mecanisme de barras articuladas equivalente al mecanisme 

ae la fiy <i. &.1. 
es, entonces, el mostrado en la fig 4.8.3 

~. '"Sij 
w2 

c23 

c 41 

Fi.g 4. 8. 3. Mec.an{.lmo de paJr.eA .i.n6VU:OJI.M equ.ivalente a un acop~ento 
de .teva 1J Hgu.idoll 

N6tese que para cada configuraci6n del mecanisme original 

existe un mecanisme equivalente diferente. Por esta raz6n, aun cuando a!'1_ 

bos mecanismos tienen el mismo desplazamiento y la misma velocidad a la 

salida.,. no ~ GStG ~-Bfi la ace-le-rttt.i-On. 

Existen algunos acoplamientos de leva y seguidor en los que 

el mecanisme de barras articuladas no es tan obvio, como se discute a co~ 

tinuaci6n. 
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Caso 1. Leva con seguidor oscilante de cara plana. f~ este caso el cen 

tro de curvatura del perfil del seguidor esta alojado en el infinite, como 

se ilustra en la fig 4.8.4a. El mecanisme equivalente se muestra en la 

fig 4.8.4b. 

Fig 4.8.4. 

00 

c34 

(b) 

Leva con 4egu.idcll o4cilante de calla p.tana 1J 4u. mec.an{.lmo eq~ 

valente de pMM .i.n6VU:oi!.M 

Caso II. Leva con seguidor tras lacio"nal. Fn este caso, el centro instan 

taneo c14 se encuentra en el infinito. Fn la fig 4.8.5a se muestra este 

acoplamiento de leva y seguidor y en la fig 4.8.5b se muestra su mecanisme 

equivalente. 

l c41 

~ ~00 

Fig 4. !L 5. Leva con .6e.gu.ida!t t..ta.Ola.Uo;i.al de. c.aila. cwr.va fJ ~u mec.an..i.6mo 

equ.ivalente de pa1LM .i.n6ellioJr.M 

14 
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Caso Ill. Leva con seguldor traslaclonal de cara plana. En este case los 

centros c34 y c41 se encuentran en el infinite. En la fig 4.8.6a se muestra 

este acoplamiento de leva y seguidor y en la fig 4.8.6b se muestra su mec!'_ 

nismo equivalente. 

_"L_~~-,~ 
~~~ 

-;23) "'J 

{a) ( b l 

Q) 

~in 4 R I. ln11n ,. .... .,. an,.,;,.1.,.., +.,..I!,.,.:.,.IA,.D ../,. ... _ .... .... 11 ........ ..•.. ---- .. ! • .• -- • . ·-;:;) .. -.-. __ .,._ .......... ....... ::J--·~ "'"" .......... "'--~'"""""- we.. \...w.ru.4. ~LU. !I .()U. f'ft:.L.U.I~ffltl ~C(t.tA.. 

va.ten.te ck paJte.6 .in6eJUoile.6 -

Caso IV. Leva con seguldor de punta. Este es un caso extrema en el que el 

radio de curvatura del perfil del seguidor se reduce a cero (fig 4.8. 7). 

--ll- c41 

- CSJ 

F-ig 4.8.7. 

(a) (b) 

CSJ 

-c41 
-·-

Leva con l>egu.idoil de pun.ta y l>tL mecan.Umo equ.iva.lell.te de paJte.6 
.in 6 eJLi.Oile.6 
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En conclusiOn, se ha demostrado que a todo acoplamiento de 

leva y seguidor correspondc un mecanismo equivalente de pares inferiores 

para cada configuraci6n del acoplamiento original. La importancia de este 

resultado estriba en que, por medic del mccanismo equivalente, es posiblc 

calcular la velocidad del punto de contacto y, de ahl, la aceleraci6n de 

los puntas del seguidor. 

Chservese, ademas, que en todos los cases el punto de co~ 

tacto C entre la leva y el seguidor es un punto de la barra acopladora 3. 

(l..,.- -·- --Jt.- - --'1.: ..l.-..JI -- -- ------.!- ..l-.a.-~~--- -• -- ---I • • ...... .... ,.~u. &a. .. vu, 1..'U &o;;;;o...L.LUGU JlU ~=t UC\..C~d.l J.U UCLClliUJlCll ~.1 Jllt:~i:llllSiliO eqtllV~ 

lente para obtener vc 
siguiente. 

Basta obtener c31 , como se muestra en el ejemplo 

Ejemplo 4.8.1. Determine la velocidad del punto de contacto entre la leva 

de la fig 4.8.8 y su seguidor de cara plana. 

/ 

/ /. 
cl3 · // 

~ 

N 
W4 / 

/ 

F.ig 4. 8. 8. Leva con <>egu.ido" ('~ c.Ua.nte de cMa piMa 
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En la fig 4. 8. 8 sc dctcnnina primcro c
23 

de la geor1et r'in de 

la leva v lucgo c
13

, conocicn,Jo c
12

, c
23

• c 14 ,. c
14

• aplicando el Teorema de 

Aronhold·Kennech·. Ahora bien, conociendo "''• ~e detcrn1ina vcz• ~ue cs la 

velocidad del punto de la leva (cuerpo 2) que instantaneamente coincide 

con c. La \'elocidad de c4, punto ckl se<•uidor (cuervo 41 ~ue instantiinea 

mente coincide con C, se detennina de acuenlo al Teorc!1'a 4.8.1, lo cual :"C' 

muestra en la fig 4.8.9. 

/' 
i c,:l, 

I 

'f-./ 

/ 
I 

cl3;· 

I 
I 

I 
/ 

llcz 

Fig 4. 8. 9. Anc£W« de veloci.dad de wt mecan«mu dll f~va '} ~ egu.idc~ c.~ cA. 

tante de Cll!Ul plana 
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Ahora bien, n6tese que c es un punto del eslab6n acoplador 

3.Por esta raz6n ~C-~C2 y ~C-~C 4 son vP.ctores oaralelos a T 

Esto es, las diferencias vC • vC 2 y vC • VC4son perpendic~ 

lares a la recta N. Como ademas vc es perpendicular a la recta c13c 

·;e:c.::idad de c resulta como se ·muestra en la fig 4.8. 10. 

cl4 

clJ 

v 
-C4 N 

CD 

Fi.g 4. 8. 10. Vetvuninaci.6n de ltt velaci.da.d del pwtta de can.tacta en.Ote una. 

leva IJ 4u 4 egu.i.daJt a4 ci.tan.te de ca1ta. plana. 

En la fig 4.8. 11a se muestran las aceleraciones de los p~ 

tos de interes que pueden obtenerse, o bien de los datos w2 y a 2 , o de las 

velocidades determinadas en la fig 4.8. 10. 

Sin perdida de generalidad, sup6ng~se a2 0. alf se deter 

mina resolviendo graficamente el sistema de ecuaciones: 

ac R aC2 + 2w, x vC/2 + aC/2 (4 .8. 17) 

ac • ac4 + zw. x vc/4 + aC/4 (4.9. 18) 

* Como consecuencia del resultado de la Sec. 1.1 

, Ia 



_ T _ T 

°Ct2- °C 14 

\ 
\ 

2LU 4 xiJC4 

-N 
°C/2 ~'-

i/111""" /\.. 
. I 

C23 I 
I 

I 
/ 
cl2 

\ . 

\/. 
\

0
c 12 

\ 
\ 

\ 

/zw 2 xiic 2 

~2 //' /a(/ 
/ 

/ 

~ 

(a) 

(b) 

~ 
~ 

"" " ""-. 
cl4 

- T 
°C4 

_T 

I °C4 
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F ~g 4. 8. 11. Aruiti.AV., de ac.e..ie ~ac . .C6n de£ <1 eaW:rlo!t 0<1 cilo.n.te de c.aJta r-f ana 

de una .t:eva • 

*PLl"~~o q_uc c 34 est& en el infini;o, rfl pun to C(de3} tiene tras
lacJ or~ r;ura con resp0cto a 4. As1, ~C/ 4 =0, y no aparece en la 
F 1 rJ • 4 • B • 1 l 
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que se obtiene expresanJo la aceleraci6n del punto d<o contacto a traves Je 

observadores fijos en la leva 2 y en el seguidor 4, respectivamente, hacie~ 

do uso de lrr cc 1.3.4 en notaci6n de Gihbs. cor.tO sc obttr\,.o en la cc 2.9.8. 

Igualando los segundos mierrbros de las ecs 4.8.17 y 4.8.18, se tiene 

aC2 + 2~2 X VC/2 + aC/2 = ac4 + 2~4 X VC/4 + aC/4 (4.8. 19) 

Jande sc desconocen los componentes tangenciales de ac/Z' ac4 Y ac14 . 

Aparentemente se tiene, entonces, una ecuaci6n vectorial de 

dimension 2 para despejar 3 incognitas, a saber: ac;2 , acr y aC;4. Sin ernba~ 
_T 

go, para determinar la aceleracion angular del seguidor solo interesa ac 4, 
_T _T 

y las dos primeras - aC!Z y aC/4 -, sicndo linealmcnte dependientes (pue~ 

to que arnbas son perpendiculares a N) se pueden englobar en una so-

la incOgnita. En virtud de lo anterior, en!onces, aunque la ecuuci6n 

(4.8.19) no tiene una solucion Gnica para las tres incognitas, es posiblc 

despcjar de manera rJ.JUca a la incognita de intC'res, a~4 . La indetermina 

cion de la ecuacion se mani fiesta Gnicamente en cl h(•cho de que es imnos i 
T T .. 

hle despejar ac/2 y ~C14 , separadamente. S6lo es posihle obtener su dif~ 
-T _T 

rcncia aC/2 - ac14 . La solucion grafica de (4.8.19) se muestra en la fig 

4. 8. 11. 

Ejercicio 4.8.1. Determine graficamente la aceleracion del seguidor de 

la leva de la figura 4.8.12. J.a leva cs un disco circular que ~ira alrede 

dor del ptmto 0, que se encuentra a tma distancia a de- su centroide c, con 

velocidad angular unifonnc. 



�1 1� 

Eig 4. 8. 12. Leva c..Utcula!t exc.&Lttúc.a c.on � egtcúlc t t'l.M.fauo wU'. 

de c.<Vta p.fana 

4. 9 V-U.eño geomUJúc.o de .fevM 
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El diseño geométrico de levas se realiza mecliantc una imcrsión 

del acoplamiento leva-seguidor. Sean (fig 4.9.1): 1, marco Cijo, 2, lc1·a 

y 3 seguidor. 

L 

F.ig 4,9.1. Ac.op.famien.to de leva. y Hgc.údolt of>c..i.fan.te 
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La rectaL está fija a la leva (fig 4.9.1) y forma un áng� 

lo ljJ con la recta AB, fija a 1. Si w2 es la velocidad angular de la leva, 

es cvide'1tc que la recta L gi ra también a una velocidad w2 es decir , ljJ = w2. 

La inversión para el diseño consiste en fijar 2 y girar 1 

a una velocidad angular - ljJ (fig 4.9.2). 

L 

F-i.!J 4.9.2. InvVL!>.i611 de W1 mec.an.Umo de .f.eva. tJ f>egc.údoJt 

of> c..i.fa.n.te 

En esa fi!-,'1.tra, la barra AB (marco fijo de la fig 4.9.1) gira 

a una velocidad angular w1 = - w2.La velocidad an��lar de 3 con respecto a 

2 en la fig 4.9.1 es w3 - w2, por lo que la velocidad de 3 en la fig 4.9.2 

CS W3 + WI • 

El procedimiento de diseño se ilustra en los ejemplos siguie� 

tes. 

FACliLi 
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Ejemplo 4.9.1. Disefie la leva con seguidor de carretilla que tenga la sa 

lida s(j!) mostrada en la fig 4.9 .. 1. Suponga que el seguidor tiene tma ex 

centricidad de 1.5 ern. 

Procedimiento: 

i) A una escala adecuada a las dimensiones del papel, dibuje la 

curva de desplazarniento, s(~). 

u) Sobre la curva de desplazamiento marque los puntos Pi 

iti) Proyecte los puntos Pi sobre una recta paralela ala trayect~ 

ria del seguidor en la posicion original (recta Q0 R0 ). Llrune 

Pi a la proyeccion de Pi. 

ivl Con centro en P; trace un circulo de radio igual al de la carrc 

tilla (dicho radio se selecciona previarncnte, seglin las condi 

ro~nnnc- ..-l.a. ,.....,.....a..,.. ... .-;nnl 'Cl r-r .... ,...,,l..-. ,.....,.'"..,......,..,..,.....,+~ 1., ,-.,..,..,....-.+~11 ... n..-. ._..._ ....... ~ .... _. ......... \Jt' ........................ ) 0 ~.0. ............................. '"'1'.0. ...__,.._.. •• .._ .... .._ ...................... .._ .. .& LU ...... . 

la posicion ~ ~ o. 

v) A una <listancia e (excentricidad) de la recta Ro localicp el 

centro 0 del circulo de excentricidad, CE. 

v,() Trace los radios OQi sobre CE, correspondientes a los puntos Pi, 

en sentido contrario al movimiento de la leva. En este ejemplo 

se supone que la leva gira en sentido contrario al movimiento de 

las manecillas del reloj. 

vu) Trace las tangentes QiRi a CE. Estas tangentes representan la 

guia del seguidor. 

4 -4· 

~.,. 

n
ll= 

N 

.,. 
-

N l= 
cl "'IN 

H
I. 
I 

Cl) 

D.: l= 

~ 
a: 

I' 
'cl 

I II 
I II 

a: 

~ 
~ 
~ 
"' ""' ';1 
" ·j 
~ 
~ 
'-( ., 
{j 
-~ 

~ 
<! 

" 3 
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"' ~ 
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<>
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viM:) Sobre la recta Q.1R. marque el punta p'
1
' a una distancia Q.P'.' 

I I I 

igual a Q
0
P;. Estos puntas representan la posici6n del centro 

de la carretilla en el punta Pi de la curva de desplazamiento . 

.ix) Con centro en p'1' trace los cfrculos C 1, que represent an la 

carretilla en sus diferentes posiciones. 

x) Trace una curva suave (esto es, que tenga una tangente defini 

da en todos sus puntas) envolvente a todos los cfrculos ci. 

Esta curva es el perfil de la leva buscado. 

x-i) Mida el maximo valor del angulo de presi6n para verificar que 

no sea muy grande. Si es mayor de 30°, use un cfrculo base, 

CB, de mayor radio. En este ejemplo particular, se observa 

que el angulo de presi6n maximo es mayor de 45°. por lo que 

se requiere aumentar el cfrculo base. 

En caso de requerir un seguidor de cara plana, el perfil de la 

leva se determina por la envolvente a todas las posiciones de la cara plana 

del seguidor. En este ra~n no existe el circt:lc primi ti \TO y el cingula de 

presi6n es en todo momenta o•. Sin embargo, es necesario controlar el v~ 

lor maximo que adquiere el parametro X de la ec 4.6.3. N6tese que para 

el caso de un seguidor de cara plana, la leva tiene que ser convexa en tQ 

dos sus puntas, por tanto, noes recomendable utilizar este tipo de seguidor 

en casas en los que la curva de desplazamiento tiene una pendiente muy gr~ 

de. A continuaci6n se presenta otro ejemplo para ilustrar el rretodo grafi 

co de disefio de levas con seguidor oscilante. 
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Ejemplo 4.9_2. Disene una leva con seguidor oscilante, de cara plana, 

cuya salida~(~) es la mostrada en la fig 4.9.4. 

~ ( ljf) 

' 

Po 
0 1i 1i 3 -~ ljr 

2 21f 

F-ig 4.9.4. Cwr.va de duplazamien.to del. <~egu.idoJr. o<lcilante 

de caJr.a plana de una leva 

Procedimiento (Ver fig 4.-9. 5): 

i! Dibuje la ccnfiguraciOrt u1 iginal del segtndor A
0

P ~. 

.i.i) Trace los 1ingulos OA
0
P;, iguales ala ordenada en el punta Pi 

(fig 4.9.4) 

i.U) Al invertir el mecanismo, cl punta A
0

, del acoplamiento entre el 

seguidor y el marco fijo, pasa a las posiciones A1 , A2•···, etc, 

alojada~ 'obre un c!rculo cun CCTitrv en 0 y con rad1o OA
0 

.iv) Trasfiera los puntas P: del mecanismo sin invertir, a los puntas 
I 

p'.' del mecanismo invertido, localizandolos mediante las distanria< 
I 

oP; y A
0
P;, desde los puntas 0 y A1 respectivamente. 
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" v! Trace las rectas A
1
P1. que- repre5entan la cara plana del seguidor. 

1}.1~' " Trace 1_m~ c1_rrv~ c;;.n:1VP PnvnlventP a la~ recta.c: AiP i. Esta curva 

es el perfil de la leva. 

Ejercicio 4.9.1. Repita el disefio de la fig 4.9.3 con seguidor de punta 

Ejercicio 4.9.2. Disefie una leva con seguidor oscilante de carretilla cuya 

salida sea la indicada en la fig 4.9.4. 

I 
i 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

I 

Ae~-

\\1 
A7 

/ 
/ 

' 
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------ --- -.. / ....... 
/' 

/' 
/ 

',·P; j 
', -

A5 

A4 

.. 0 Ao P; .. 0 A. P~' 

Fig 4.9.5. Vi..\eiio geom€.tM.cc de una teva paM un l>egui.doJt o~outan.te dD 

c.aJta pl.ana 

'- L 

Ao 
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~ ENGRANES 

INTRODUCCION. Un tren de engranes es un acoplamiento que se utiiiza para 

transmitir potencia mec6nica proveniente de una flecha de entrada, a una flecha 

de salida. Llamando We y w 5 a Ia velocidad angular a lo entrada y a Ia salida, -

respectivamente, Ia reducci6n (en coso de que w5 sea menor que "-'e) se define -

como el caciente m = "V"'s . En Ia moyorro de los opl icociones, los motores ---

proporcionon potencio mec6nico o uno velocidod angular demosiado alto (Ia vel<: 

cidod angular proporcionada par una turbine de gases del or den de 15000 '.p.m.) 

para poder ser utilizada directomente, roz6n por lo cuol es necesorio utilizar Ur'l -

trcn de engranes pot a efectuor Ia reducci6n corr~spnnrfiPnt-:-. A ~e~c~ q:...:r: ;e indi 

que olga en controrio, se entiende que Ia reducci6n m es el cociente rle lo velo-

cidad a Ia salida entre Ia velocidad a Ia entrada. 

Coda engrane est6 formado par un nucleo !imitado par uno superficie de 

revoluci6n llamada "de paso", a Ia cual est6n integrados los dientes de este, co-

rr".O ~ rn~Q,~hu -6T1 lu r~. 5.1. I. lo5 dientes del engrane de entrOda s~ acoplon --

con los del engrane de solido de monera identico a coroo lo hoce uno leva con un 

seguidor oscilonte. Sin embargo~ Pxiste ~!'!:! ~:Hf.e!"~~-:;.g. ~;~-• .:,;d de h.incior;ornie~ 

to entre los engranes y las levos, que hacen que loc; pr-imeros ~ear e~tudiodos pn ~~~·~ 

capTtuio oparte; esto diferencio consiste en que lo reducci6n de velocidad e•1 ur1-

tren de engrones es constante, mientro'i que en las levos1 er1 ger.ernl. no lo es. 

Fig. 5 .1.1 

I 
',\ 

. ._ ~ , __ 

~ero;pc.:t~-,iu iXJrmidrico de un en~rane 

cilinJrico. 

Seg(tn que fa superficie de paso de un ePgrune sea un cilindro1 un cone 

6 un hiperb,loide, el engrane recibe el nombre Je cilrndrico, c6nico 6 hi per·· 

b61ico. 

5.1. ENGRANES CiLiNDRICOS. Se utilizon para ocoplor flechas oorolelas-

}' existen vorios tipos de ellos, como se estudio en esta secci6n. En Ia Fig. 5 I .1 

se muestra un engrone cil tndrico de diente rectos, !!amado asr porque su supecfi-

cie rle paso es cilindrico y sus dientes son superficies reglodos cuyas generatrio~s 

son paralelos of eje del cilindro. El perfil de los dientes, 6 sea, Ia directriz de 

Cstos ~ que es Ia curva de intPr<;Pt:"-:-i0n e!:~~e e! Cr.:)i'JO.€: ., ur1 piano normoi a 5-U -



5.3 

eje - es una curva que se determine de manera que satisfaga Ia oondici6n de 

acoplamiento que se estudia en seguida. 

Consid6rense los dientes de los engranes que se muestran en Ia Fig.5.1.1, 

durante el acoplamiento. En esa figura no se muestran los engranes completes,-

s6lo Ia parte de los dientes que se acoplan. 

IT 

Fig. 5.1. 1 Acoplamiento de dos dientes de un engrane 

Hacienda referenda a Ia figure 5.1.1, el engrane 2 es el de entrada, el 

4 el de salida, T es Ia tongente corrun o los dos perfiles y N es Ia normal comun 

a los ...Usmas. De ocuerdo con el Teoremo 4.8.1, el centro instont6neo de 4--

con respecto ados, C2 4, se ena.oentra en Ia intersecci6n de los ITneos N y c12C'i1 

M6s olln, Ia reducci6n est6 dodo por 

-- m=i ~I= 
s;c;4 
cc 

24 41 

tombi6n segun el Teorema 4.8.1. 

( 5.1.1) 

5.4 

Como resultado de lo anterior, si m es oonstante, el punta C perma-
24 

nec:e fijo. Estc es lo cond!c!6n de acoplomiento que todc par de dientes debe 

satisfacer para praparcionar una reducci6n constante. La condici6n de acopla-

miento establece, entonces, que Ia normal N, durante el acaplamiento de un -

par de dientes, giro alrededor del centro instant6nea de 4 con respecto a '2. 

En consecuencia, el disei'lador de engranes podrTa, en principia, utili--

.t.O• uf•U '-utvu orbitrudu pun.:. et p&.-fH d&~ die~ttc dot 6;-;gi"Uit£ ck. ontr~ ;·, WO": 

los !Mtodos del Cap. IV para sTntesis de.levas con seguidor oscilante, determin~ 

rTa el perfil del diente de su engrone oompai'lero. Esto es impr6ctico parque ele-

vorTo demasiodo los costas de praducci6n. La que se hoce es util izor dientes ~ 

yo forma y dimensiones se encuentron estondorizodos. Dodo que es deseable que 

se puedon intercambior los engrones con Ia m6s complete Iiberto<!, se utilizon --

dientes cuyo forma es Ia mismo para el engrone conductor ( 2 de Ia Fig. 5 ,I .I ) 

que para el engrone conducido ( 4 de Ia Fig. 5.1. 1 ) . Las dos curves m6s cornu~ 

mente empleodas sonIa involuta y Ia epiciclaide-o Ia hipacicloide [5.U 

Por sus ventajos y su uso tan generolizodo, se presentan en este copTtulo unico

mente los dientes de involute. En @.1 J se pueden consultor Ia relative a -

los dientes cicloides. 

LA INVOLUTA. Dodo uno curvo plano r como Ia mostrodo en Ia Fig. 5. I. 2 -

el centro de curvature de r en el punta P, donde lo curvature )! de r noes 

nul a, est6 local izado par el vector (5.~ 

-· - tJ~ -r,.r+\ "''\, ( 5.1.2) 

don de f es el radio de curvature de r en p y ~ n es el vector normal a r en p. 
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r 
pp'af 

""" AP"' s 
........... 
A' P',. s' 

e~ 

Fig. 5.1.2 Involuta de una curva 

Es d oro que, si a£*0, f est6 definido y para coda punto P existe un pun

to unico j>' • ti iugor geom6trico, r·. de los puntas p. osr definidos recibe el -

nombre de evoluto de r . A su vez, dodo Ia curvo r•, Ia curvo r correspon

diente est6 definido de Ia siguiente monero [ 5.2 J : 

ner 

donde 

DerTvense ambos miembros de Ia ec. ( 5.1 . 7 ) con respecto o s para obt!_ 

di· d:r dQ - I> d ~ ... - =- + .=.1..-cz_~ +I d. .;~ cl s. d. .s. c:l s s. 

d'f• _ d:r• ds' 
ds =u ds • 

( 5.1.3) 

( 5.1 .4) 

Adem6s [5 .2 J , 

d-r =e~ / 
d.s. 

5.6 

d1"'' -· ;r.;.=et,., ( 5.1.5) 

es decir, Ia derivodo del vector de posici6n de un punto sobre uno curvo es un ve=. 

tor unitorio tongente a lo mismo. M6s oun, de los ecuociones de Frenet-Serret 

[5.2 ], poro curvos pianos (es decir, poro curvos cuyo torsi6n 1; es nul a), 

pero 

de..., -
-=-~e..t, 
d.s. 

Hacienda los sustituciones correspondientes en ( 5.1 .3 ),_ 

~ d.s·= e..-t;+ cldp e""'--JO£et:; 
c:ls s r 

p £== j 

por lo que 

-· o. --... ds' 
d.s 

dp 
ds 

Pero, de Ia definici6n de r', 

e.~=- e"' 
por lo que, de ( 5.1.7) se infiere que 

6 bien 

I 

d s;. ,._ cJ.£. 
ds d .s 

s' =p+c.. 

.I 

~ 

( 5.1.6) 

( 5.1.7) 

( -~ 1 .B) 

donde c es uno constonte arbitraria de integraci6n. Para c =O, Ia ec. (5.1.8) -

define unTvocomente el radio ~ de r en P, para un valor deS' dodo. Es decir,

lc curve r •e ha determi.-,odo 0 partir de io curva r·. r recibe el nombre de invo-

I uta de r•. N6tese que f' es iguol o Ia longitud de area a• de r', per Ia que -
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dado uno curva r·' el trozo de su involute se puede logror envolviendo r· con -

ur.a cuerdo. AI desorroll or eso ouerdo, su extrema trozo r , como se puede - -

observer de Ia Fig. 5.1 .2. 

Si r• es uno circunferencio, su involute tiene Ia forma de Ia Fig .5 .1 .3 

r· 

~e /( -rX:: \! \) 
( ' "lo 

~ / 
OP,_f' 

~..........____.....-

Fiq. 5.1.3 Involuta de un ctrcu1o 

De eso figu ro, 

~- f'_ ate.;.- a e-1'- ae ee/ ( 5.1.9) 

que es una expresi6n que permite colculor los coordenodos de los puntas de Ia in-

volute. Los vectores e: y et de ( 5.1. 9) son los vectores osociodos a los c~ 

denodos polores definidos sabre el plano del dibujo, r(=o) yS. 

Lo propiedod de lo involute de un ctrculo que hoce de 6sto uno curvo id~ 

neo para el trozo de los dientes de engranes es Ia siguiente: 

Sup6nganse dos cirounferencios, de radios r1 y r2 , respectivomente, cu-

yos centros est6n olejodos uno distoncio c, como se muestro en Ia Fig .5.1.4. Sea 

T T 
1 2 

5.8 

!o tongente c.ofT!6r1 o !as circJ.Jnferendos ~ 

~\~ 
"~' 1-4".\ 

1i 
rt"P 

T:t 
? \ -,'-( :<~ 

I Oz,l ~~. " 

\ 
\ 

Fig. 5.1.4 Trazo de las involutas de dos c1rcu1os. 

Ahoro pi6nsese en las cirounferencias anteriores como los perfiles de dos 

poleos ouyos ejes est6n orticulodos o un marco fijo ol popel del dibujo en 0
1 

y 0
2 

Pi6nsese odem6s, que ambos poleos tienen orrollodo uno bondo que se des-

plaza ol giror uno de elias, ocosionondo que lo otro tombi6n gire. En estas cond.!_ 

ciones, T 
1 

T 
2 

es un segmento de eso banda, uno de aJyos puntas, digomos P, de.! 

cribe lo troyectorio T T ol desorrollorse lo bondo de lo paleo 1 y orrollorse o lo 
1 2 

2. Lo troyectorio de Pen coda uno de los poleas es, sin embargo, j uno involute ~ 

y, como P es un pun to com(in o ombas, 6stos resul ton ser tongentes, como se mues-

tro en Ia figuro 5.1 .5. 



5.9 

~ 
N'\ 

\ ~I 
P.: _ ___-;/ Tt ..... ~ -

Q 

/ 

T.z Fr2.. :-,. 1. ~' C'ondicibn dt• acoplatniento rlc dos dientes de engr:.1ne--. 

[,, h Fio. 5.1 .5 es obvio que Ia recta N•N es.la tnn~ente cnnrt·, ::1 en-

':>as involutes, yT 1 T2 esl"normaloellas. M6saun, losseg>nentmPll vPl 

'">On los radios cfe CLJIVOturn rf€' I f)'S !r'IVQ!!_}tC~ rj 'j' rL., :cspc(..f;vurr>erlfe t'e,r·-

el hecho IT'6s impor tonte es que el pun to Q de Ia misma figu.-c 5.1 .5 tiene una -

pmici6n fija, para cuolguier posici6n del punta P, garantiz6ndose ast que los -· 

engranes con estos perfiles tienen una reducci6n constante de velocidad. 

Es clare, de Ia Fig. 5.1 .5, que los dos ~ientes no pueden pe~lfl(]_r~e~-"~ -

tor.gentc~ durante una vvel io compieta de aiguno de ios engrones, debido a que 

el elora R1 R2 es limitado. Asr, el contacto se efectUo unicamente a lo lorgo

Je un segmento, digamos Pi Pf. 

TRAZO DEL PERFIL DE UN DIENTE DE INVOLUTA. De Ia Fig.5.1.3, n6tese-

que 

OP~cp ,a, ( S.l .10) 

OP Sl2.1\ cp ~ ae .I ( 5.1.11 ) 

5.10 

por lo que 

e~ +dl'l<}, ( 5.1. 17 ) 

Ade1r•6s 

<.P+ -y "e/ 
y osi, 

r r• ·JJ, [,·. I -4-:=mlf~__. ( 5,1 .13 ) 

6 bien, 

<P l"r\11-'o/ I 'i .1 .13 c) 

La:. c:)o,denadcs. polores OP, "P , de Ia involute, 'je cclculor de I '> 

ecs. ( 5.1 .10) y I 5.1.13). pnr a>edio de Ia rutina INVINV de cn'T'putcduc-

digital. INVINV calcula ¢ f-0' el rretodo de Newton-Rophson, que resuelve 

ia ecuoci6n olgebroica no lineo! 

f ( cp) =+an <fJ -¢ -'f = 0 / ( 5,1. 14) 

en que 'Yes dada ( es el valor de I'J Involute cuyo argumento se desea calcular). 

El algccitmo de ~~ewto,,·Raphson [s. 3] para una solo ecuaci6P algebra~ 

co no !!!1eo.! ~; 

¢~ •• = ¢~ _ -~ .ctk~ _, 
T \ '+'k.) 

( 5.1 .15) 

co" 4> 
0 

dado. La subru•ina !NVINV aporece en Ia Fig. 5.1.6. Con elva-

lor ,..,,-• 'f , obtenido de INVINV, se colcula OP como 

OP_ a -. ' . . ) 

c.os (itl.\1 ·'·4J) . 
( 5. i. i6) 

corro es obvio de ias ecs. ( 5.i .iu) v ( 5.i .i3a \. La iunci6n OP-( "fi) es e!

-1 
periil del die~te deseodo. En Ia tabla 5.1.1 se 'l1uestran valores de inv (cp). 
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5. II 

SUHROUTINF tNVINV(PSI.PMI,TOL•MA~.ERHOH) 

C OBJETO, DETER~tNAR EL A~GULO PHI CUYA I~VOLUTA ES PSI, 
C METOOO, t-llWTO~·flAPHSON (tilNRICI p, ELEJ1ENTS Of- Nll•1EhiCAL ANALYSIS, 
C JOHN WILt:Y AND SON$ 1 INC,, NEW Y~RK 1 lqbll, PP, 77•81l, 
C PAIIAMf.TROS, 
C PSI, INVOLUTA D~ PHI, LO DA EL USUARIO EN RADIANES, 
C PHI, ANGU~O CUYA INVOLUTA ES PSI, SU VA~OR DE f~·TRAOA A LA SUBRUTINA 
C LO OA tl UIUARIO, E~ RADIANES, (~TE t3 lL VALUR CON EL QUt Sf 
C INlCIA~ LAS ITER4CIO~ES. 
C EL VALOR QUE RfGRESA INVINV, EN nAOIANfS, fS tL ARGUMlNTO CUYA 

~ !~~o~~'~.l~~P~!~---- --·------ __ _ _ _ ·-
"" IV~ r,.Q ... Ill IV~~"""'l.l" "L.t.r"llliJiQ ... UK rL, l..J~U"rtltJ, 

C MAX, lS EL MAXIMO DE lTfMACIONtS PERMIT!DO POR tL USUARlO, 
C EHROR, tS EL VALOR ABSOLIITO Df LA DIFlRlNCIA lNTijf DDS ITERACIONES 
C SUClSIVAS, ES UN PARA~ETRO DE SALIDA, 

COMM(l\\i/UNO/Pl 
rAu~~AoiYare~••r,....., .. ,.,U"' oi'\L-~, .& ll."-

ITUl:O 
H(PHI,NE,O,,A'IO,PSI,Nr,O,l GO TO 
lF(PHl,Nt,O,,ANO,PS!,tJ,O,) GO TO 2 
IF(PHI,EQ,O,,A~D,P5I,EU,O,) GO TO 2 
GO TO 2 
PHI XC PHI 
If(SIN(PMJ),t_Q,O,l Go TO ' 

C SE INICIA EL METODO Of NEWTON•HAPHSO~, 
COT•cOS(PHll/SIN(PHI) 
PAR=PSI•COToot; 
SE~C:61N(PHl)*SINt~H1) 
PHl&pHIISf~C+cnT•PAR 

[PROR•AHS{PHI·PHIIl 
IF(fRflDR,LT,Tn~l RETUHN 
ITt.li!o:ITfR+! 
IF(ITfH,Lf,MAX) Gh TO I 

2 PHico, 
RE TURt~ 

:S WRITE(b,4) 
Q FORMAl(I,!OX,"VALnH INICIAL INAOHISIBLE"l 

RETURN 
t:NO 

Fig 5. I. 6 Listado de Ia subrutina INVINV 
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TABLA0.l.tVALORES DE Pwi c ARG(INV(PII)) 

PSI PHI lHHOR ITER 
(GHAD08) (GRAOOS) (AOIMENSIONAL) ~NUM) 

o, o, o, 0 
,IOOOOOt+ni! ,424't77[+0l ,lbl709E•IO 12 
.iOOOOOF+02 .SIIb0lft02 .li!6274E•D1 4 
,!OOOOOf+02 ~'\64'717£+02 ~~4~~19£•10 4 
,oooooo~+oz ,b02UOE+Oi! ,159169E•Ob j 

,I00000f+02 ,bll121Et0i! ,i!78815E•I7 l 
,6ooooor+n2 ,b541~311E*02 17043llE•t8 3 
,700000f.+Oi! ,ll7317bf+Oi! .224099[•18 l 
1800000f+02 1689U!5E+O! ,811401IE•09 3 
,900000!:+02 I 70H57[+0i! 13492411E•t9 .I 
,100000£+03 1715!9!~+02 ,1ll007lf•09 l 
,llOOOOE+Ol 1 725?7J£+01! 17275911£•10 .I 
,120000[+03 1 7l~Ob4Et0Z ,58!o77t:•to 3 
,130000£+03 , 74l!U•II£+01! 1145519E•lO l 
,140000£+03 1750131[+02 01 ] 

,150000E.+Ol 1757!»9'5£+02 01 ] 

,1110000£+03 • 71137116[+02 01 l 
,!70000£+03 ,7ft9!70E+OI! 18750lftE•t6 2 
- 180000~+11' .7711"'\ll .. +n) """""~~-· .. ~ 

:i9ooiiiif:·iii :7r9i9iE+iiz ·- -- -- ·-· -
1559201£•811 2 

1I!OOOOOE+03 1783,94E+OZ 14511221£•86 2 
,UOOOOE+Ol 1 787778£+02 13723811E•8b 2 
11!20000F+03 , 791178£+02 ,307860E•Ib 2 
lil30000£+0l ,79512][+01! ,25b478E•Ob 2 
1!110000[+03 • 79813tt:t0l! 1i!15179E•Ib 2 
,R50000E+03 1801'548[+0! 118l710E•IIb 2 
,U0000£+03 ,801111119[+02 ,t5113b7E•06 2 
1Z70000f+03 1807218£+02 11318b9E•06 2 
,180000!+03 1809U 1£+02 11132113£•011 2 
,190000H03 1 8122blE+Oi! 19771b1E•t7 2 
,JOOOOOE+OJ 18111\79£+02 I 846 77ftE•07 i! 
,510000[+03 ,811t776HOZ 1131l116E•I7 2 
,J20000E+Gl 1 8188bZE+OI 164435'tE•I7 2 
,!130000[+03 18Z08411E+O! 15b5l96E•t7 2 
1)1100001+03 18ZZ7llE+OZ ,4975301!•07 2 
,J50000~+0:S 18211t28Et0Z ,11391168£•17 2 
,160000!+0l ,8ZUIIJEtOZ 13891109£•17 2 
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TERMINOLOGIA DE LOS ENGRANES. En Ia Fig. 5.1.7 se muestron los par~ 

metros de un engrone, y a continuoci6n se presento uno listo de t~rminos propios 

de Ia tecnologro de este elemento. 

CD c:e 
Oe CP CA 

~ -, 

~ ip-d I\~ //I \ :;rb 
- fp . \ /Q;I ~\ ~ # 

/.(_~ IJ' 

¢~; 
1/ /; 

/;-

~><t:. 
-+~-
r> c p~~'·,~ 

\ \\ 
' // I . ,f 

:'f '\ \ ;J 

Os 

~·ig. ::>.!. 7 Terminologia de los engram',; 

5.14 

CB : CTrculo bose. El cTrculo cuyo involuto es el perfil del diente. Tiene un 

radio rb 

C : Punta de contocto (entre los dos dientes ) 

0 0 : Lrneo de los centros. 
e s 

T T 
1 2 

T royectorio del pun to de contocto. 

P: Punta de paso. lntersecci6r de lo troyectorio del punta de contacto y Ia-

I Tneo de I os centros . 

CP: CTrculo de paso. Contiene ol punta de paso, de radio rp 

CD : CTrculo de dedendo, de radio rd = r - d, donde d es el dedendo* 
p -----

CA : CTrculo de odendo, de radio r "r +a, donde a es el odendo* 
0 p ---+ : Angulo de presi6n~ Comprendido entre Ia normal comun a los dos perfi--

les ( T T ) y Ia normal l'i N' a Ia ltneo de los centros . 
1 2 

1""'\L-- • 
'-1U:»t'l VOLit.tnC~ 

i) Los rlos PnqranPs qiran uno con respecto al otro de una manera semejante a 

como lo horian dos disc•>s de fri cci6n de radio iguol ol radio de paso de coda e~ 

grone, cuyo contocto se reolizoro en el punta P. 

ii ) Cuondo el punto de contacto ocu,nn l!! ~ci6.'1 del ~*: ~, !v ~-

zo que ejerce un engrone sabre el otro ( que es normal a ambos perfiles, si se des 

precio Ia fricci6n entre ambos dientes ) tiene uno incl inoci6n de un ongulo 

¢ con respecto a Ia I rneo N'N. Es decir, si F es Ia mognitud de esto fuerzo, 

el par que ejerce un engrone sabre el otro, con respecto ol centroide de este ulti-

mo, digomos 0 , est6 dodo par Fr cos tf. 
e p T • Por lo tonto, conviene asignor ol 

angt•lo cf> v~ valor muy bcfo y, en virt-ud de estu, lo$ val ores universai mente es-

pecificodos de cp son 20 y 25° (Volores de ¢ = 14.5°se encuen!ron todovfa con rei~ 

*rstasdimensiones se encuentron estondorizodos, segun Ia tobl a 5,1 . 2 
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tiva frecuePcia ) 

iii ) Aunque los dos engrones tienen diferentes radios de paso, el 6ngulo de -

prcs.i6n ticn{' d mis.m•") vo!or en ambo~. 

iv ) Excepto para Ia posici6n en Ia que el punta de contacto coincide con el 

punta de paso,- siempre flxh.te desl i7.omiento Oe un diente con respecto of otro, 

lo que ocosiono plirdidos por fri cci6n, y ruido en Ia operoci6n. 

TERM! NOLOGIA DE LOS DIENTES DE UN ENGRANE. Hacienda referenda 

a Ia Fig. 5.1 .B. SE tif':-:E"n Ins. sl0-l i0ntf•s riPfiniC"ionPs ~ 

c)•• 

---· 
c,f'-

-~\· -- -~1'\A .. '~l. ·. : 
•- •- I J . "-. 
~-- h <t: 

c~ 
cY-

/ 

Fig. 5. l. B Tt>rm inologia de los dicnte,; de un eng rane 

or co A 8: paso circular 

arco C D : paso de Ia bose 

orco A E ~ espociomiento 

orca E 8 : ancho del diente 

orca F G : roiz del diente. 

Otros parametres de importancio so• , el clara c, el paso diometrol P d y el 

m6dula m, definidos a continuoci6n 

c ~ d- a ( 5.1 .17 \ 

f 

rn 

N 
- ?rp 

?rp 

N 

5.16 

' ' . -l' \ pu!godos ' ~~. I . It } 

( m m) ( 5.1 .19) 

N6tese que el dedendo es mayor que el odendo, con el objcto de que el 

engrone aloje el diente de su companero sin que este toque Ia •oiz del otro. La 

diferencio entre el odendo y el dedendo recibe el nombre de clor o. 

El adendo, el dedendo y el clara son funciones del paso diometrol, 

definido por el cociente. 

p 
d 

N 
y> 

p 
( 5.1 .20) 

p 
d 

donde N es el numero de dientes. Asi, el paso diometrol indica cu6ntos dien-

tes tiene un engrone por coda pulgodo de diametro de paso. Mientro, mayor -

es e~tt: cocicntc·, ""t:-n,.,r es el diente, como se puede aprecior en Ia Fig. 5.1./. 
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r\J\_11 
<~w· 

~-----------_) s 

~. 
~. 
~12 
~32 

Fiq. 5.1. 9 Dientes de enqrane dp ;nvn1uta ron irli>nticos di.illld"OS de 

paso y diferente paso didniPtral. 
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Ya sea que el diente tengo un 6ng1Jio de presi6n de 2(,' ode 25°y segun que 

sea normal o escotado, las dimensiones del odenio, el deden~o y el clare est6n es 

tondorizodas de acuerdo con losvolores de Ia Tabla 5.1.2, 

TABLA S.1.2 

Diente normal 

a~ 1 .00 m 

d ~ 1 .25m 

Diente escotodo (o corte) : 

a 0.75 m 

d = 1 .00 m 

( Especificaciones basodas en el m6dulo m. ) 

El diente escotodo es m6s robusto que el normal, y se utiliza cuondo los -

cargos son muy altos. 

ENGRANES CON DltNit> HtLICOtDALES. De acuerdo con io observoci6n i•) 

de p6rrafos onteriores, Ia ideal serra que dos dientes s61o estuvieran en contacto -

cuando el punta C paso por P, y ol siguiente in~tante el contocto se real izoro en-

tre otros dos dientes, ligeramente desfasodos con respecto a los primeros, situodos-

esos dientes en un plano diferente, pero porolelo ol de I os pri meres. Un 01 re 

glo de dientes en estas condiciones se veri a como en Ia Fig. 5.1. 10, donde Ia linea 
IL: 

---i b ~-- . . ---l / 

lr L=- ,· 
---~- ~-"-~if'\~ -r- -t~-·· ~ 

Fig. ;), i..lO r ... 'lonta.jc de cngr·~wt:; dc!:3f::!..:-o:!dP<..; ptr:l t'(•cltwlr la fr·icl·itm 
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L'L es el eje de Ia superficie ciiTndrico de paso. El oncho de coda diente es o y 

el desfosomiento entre dos dientes es b. Este orreglo, sin embargo, no elimino-

rTo el deslizomiento total mente, ounque silo reducirro de monero considerable. 

Evidentemente, lo forma de onulor el deslizomiento es hacienda que o ~ 0 y 

b ---) 0, monteniendo constonte el cociente 

c 
b = ton'\'. ( 5.1 .21 ) 

Lo configuroci6n correspondiente serTo ohoro Ia de Ia Fig. 5.1. 11 . 

!.' I 

- . - -"'. ".Y \ 'If 
A~~v \. 

L I 
Fig. 5. I. II Diente helicoidal de un engrane cilindrico 

La surerficie del diente sique siendo uno superficie regloda, pero sus ge-

nerotrices son ahara helices con eje l'L, el eje de lo superficie de paso. Pares-

to roz6n estes engranes se llamon helicoidales. El 6ngulo 1fJ es el 6ngula de lo 

helice. 

En Ia Fig. 5.1 .12 se muestra Ia perspective de un engrane helicoidal. 

~ 5.20 

~- ~ 
,-....__ ' 

'-- ------ ------~ -

c~~ 
' "- ', 

"-
"" -, 

----

--, """ r I 

------' -..... 

--, 

) 
I 

' 

Fig. 5. I. I:! Perspectiva i~ometrica de w1 engranc cilindrico de dientes 
helicoidalcs 

Si bien los engranes helicoidoles tienen una aperoci6n m6s silencioso y 

m6s eficiente que los de dientes rectos, introducen el siguiente problema : Sea 

F Ia componente de Ia fverza de contocto entre dos dientes, contenido en un -

plana tangente a Ia superficie de paso ( veose Ia Fig. 5.1 .13). Esto fuerza-

tiene una componente normal o L'l, como en el coso de los engranes de dien-

tes rectos; pero, adem6s, tiene uno comprr nte axial a t•L, F 
0 

• 

L' 

F 
L 

I 

Fig. 5.1.13 Fuerzas que actuan sobre un diente helicoidal 
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La mognitud de Ia componente axial es, de Ia Fig. 5.1.13, 

F 
0 

= F cos "'f. 

La existencia de esla componente abliga a emplear cojineles espcciales, que so-

porte11 cargos axiales. Es claro que una cargo axial F 
0 

muy grande puede ocasi~ 

nor un desgaste excesivo en los cojinetes, lo cual es indeseable. La forma de --

anular Ia componenele axial es canslruir "'ngranes helicaidales que tengan dos h~ 

lices encontradas, como se muestra en la Fig. 5.1.14 

~ I / 
i ./ // f" 

)/<¥~~~f ?--11---- Fa: F 

" . i -- .. F" 

. . ~ 
"--·-

L 

Fig. 5.i.l-l Montaje de dos engrancs de dientcs helicoidales para 
anular la carga axial 

N6tese que ahora Ia cargo axial sobre una secci6n del diente anula a Ia 

cargo axial sobre Ia otra, anulando osr virtualmente Ia cargo axial sabre los co-

jinetes. Un engrane con dientes construidos de esta manera recibe el nombre de 

"rtoble heli..:oidal" y se muestra en forma esquemS:tica 

on la Fig. 5.1.15. 

s.n 

---·--· ~----·-

----~~'+--------·-

Fig. 5. 1. 15 Acoplamiento de engranes 4ohle bel feoidales. 

Los par6metros del diente de un engrane helicoidal se miden sabre un pi~ 

no perpendicular a Ia hl!lice, que se mueslra en Ia Fig. 5.1.16, de canto, PP' 

z. I I 
f_i, p• 

Fig. 5. I . 16 I'lann transversal de un diente helicoidal 

Todo lo que se ha dicho acerca de los engranes ciiTndricos se aplica a--

los c6nicos, con algunos modificaciones, como se ver6 en Ia Secci6n 5.2. rare 

terminer esto secci6n 5e odvierte que los especificociones de los dientes vorron -

segun que se trobaje en el sistema ingll!s o en el sistema mMrico. Mientras que-
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en el sistema ingles el paso diametral ? es el par6metro que determine los dimen 
d -

siones del diente, en el sistema m~trico es el m6dulc, m, que mide Ia cantidcd-

de mil rmetras del di6metra de paso por diente del engrone. Asr, pues, el produ~ 

to del paso diometral por el m6dulo es igual al cociente entre uno longitud de una 

pulgado y una de un milrmetro. Estc <>S 

m Pd ~25.4 ( 5.1 .21 ) 

Los volores estandorizados de paso diometral y m6dulo san los siguientes -

[5.4) 

m ~ 1, 1 .25, 1.50, 2, 2 .50, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 20. 

p ~ 2 2 .!_ 
o f A I a ., 

2 ~' 3, 6, 8, 10, 12, 16, 20, 24, 32, 40, 48 
L 

64, 80, 96, 120, 150, 200. 

Las dimensiones estondori zadas para dientes en el sistema ingl~s 

pare ongulos de presi6n de 20y de 25° oporecen en Ia Tobia 5.1. 3. 

TABLA 5.1.3 

normoles : 

1.000 
a= 

~ 

d, _1_25_2_ 
p 
d 

cortos ( o escotados ) 

a= 0.8 
p- ~ 

d 

d L..Q 
pd 

[ 5.4) 
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5.:!. ENGRANES CONI COS . Se Gtilizoro cora acoplor fl,.chos no onroiPios. 

~~-:.~_~:~.~t_:'~~-:._.:.::._~.:_~_. r~: ·:ir::...:J Je! ~CUi(,"OU ck t,;,~ .. hold-l<ej<i!tdj (.:;.:], -ia-

dos dos cuc1pos, A y B, en movin;icnto con respecto a un terccro, C, existe el 

eje i~;~tcntb)co de rotoci6n de f, cor. rcspecto o B :.i, y s61o ~i, exis~t-fl los ejes 

de A y d~ B ccw 1 especto a C, y estos se intcrsecan. En Ia Fig. 5. 2.1, seac A 

y B do!i qecha:, mortoUos sobte un mot c.o C. 

1-.t' 
I 
I 
I 

C Rt 

. I ) 
L ~ I / -~~ / /--,:-'---r-~ I / 

· '. ~ .......... Pr / ---.,_ 
/ ..... .._ I I -...._ M/ 

" 

,~· 
: 

B 

M' 
J 

Fig. o.2. I Acoplannento de flechas no paralclas que se inter-sccan 

En esa figure, es clare que los ejes instant6neos de rotoci6n de A y deB 

con respecto a C ~on los lineas L l' y M M', respectivamente. Si estos ejes se 

intersecon, en un punto P pc1 ~ic"lplo, es posible- en virtud del Teorema de-

Aranhold- Kennedy- hal lor unc ltnca N N'. que pose par P, a lo largo de In--

cual las punto• en cc~tacto de A y B tienen uno velacidod relctiva nula, esto -

e-s, para un pun to deN N',. como R, !.e tiene 

v - v 
Rt- :'B, 

es decir, Ia velocidad de R, c rna punta de A, es idl!ntica o lo velociclod de R 

como punta deB. En estas condiciones, es obvio que las flechas A y B tengon -
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que ocoplorse por media de superficies tales que los puntas de contacto de am-

bas queden sabre Ia lrnea N'N. Cloramente, estas superficies son conos de re-

voluci6n, cuyos ejes de simetrra son las lrneas LL' y NyM', como se muestra
~·· ~· 

~/ ~ enloFig.5.2,2. ~ ~ -~ 

N~ 

""' 
L ~""'~~· y· ·~\~ 

.......... ___ . 

=,--- ~ 
M. '\. -I VII ----_, 

Fig. 5. 2. 2 Acoplarniento de dos flechas que se intersecan por medio 
de superficies conicas 

Los conos de e~a Figura son las superficies de paso· de los engranes que -

ocoplon a los dos flechos. Los dientes de estes engrones son superficies regia- -

dos c6nicos. 

En Ia Fig. 5.2 .3 se I':'IUi"tro un corte, seg6n el plano axial ( deteominado 

por los ejes ll' y M M 1 de lo Fig 5 2_ ~), de vn ~c~!!!..rn!~nto d~ engrone! ~ 

nicos. 

Dado ei oono de poso Con efe L L·, su cono posterior se define como ei-

cono con el mi smo ej e l L • ; perc normal ol pri mero . 

I 
i 
I I 
I I 
I I 
,~ 

..... 
I 

· .. 

5.::t. 

1 

J 
de 

T / 
/ 

' / 
''( 

' 

/ 
/ 

/ 

/ 

il!~ 

/ 
/ 

/ 

/ 

Fig. 5.2.:1 Terminologia de los engranes c6nicos 

H' 

T' 
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TerminologTa: 

dil!metro ~ paso 

di6metro exterior 

distoncio c6nico 

distancio c6nico posteriOr 

elora (uniforme a lo largo del diente) 

6ngulo de paso 

~ngvtu antro Hoeh= 

ot"' = 6ngulo de odendo 

O(d = 6ngulo de dedendo 

df = 6ngulo de Ia roTz del diente 

V : v6rti ce de paso 
p 

TT' vista de conto del plano transversal, tongente a los dos conos pos-

teriores. 

Por Ia mismo roz6n que se expuso en reloci6n con los engrones cil Tndricos 

de dientes rectos, los engranes c6nicos de dientes rectos ruedon sin desl izor uno -

con respecto ol otro solo cuondo el contacto se efectuo sabre I o generotriz co----

mlin a los superficies de paso, lo cuol sucede instont6neomente. Cuondo Ia cargo 

que actUo sabre el diente es alto, los p6rdidos por fricci6n ol producirse deslizo--

miento son de consideraci6n y entonces se hoce necesorio un modo de operoci6n -

m6s eficiente. Esto se consigue, on61ogomente ol coso de los engrones ciiTndricos, 

con engranes c6nicos de dientes espirales. los superficies de estos dientes san 
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una sucesi6n de espiroles contenidos en superficies c6nicos cuyo eje y cuyo v6rti-

ce coinciden con los de lo superficie de paso. En Ia Fig. 5.2.4 se muestro uno -

vista de esto close de engrones. 

Una variante de los engrones c6nicos de dientes espiroles son los engrones 

Zerol*, llomodos osT porque el valor media de su 6ngulo espirol es cera (en in-

gl6s, zero). En Ia Fig. 5.2 .5 se muestro un engrane Zerol, 

~ 

Fig. 5. 2. 4 Engrane c6nico de dientes espirales 

Fig. 5. 2.5 Engrane Zerol 

* Marco registrado por The Gleason Works, Rochester, N. Y. 
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Debido a Ia propiedod que tienen las superficies de paso de los engranes 

c6nicos de rodor sin deslizamiento, Ia reducci6n es sencillamente el cociente de 

los di6metros de paso, o bien, el cociente de los numeros de dientes, como en el 

coso de los engranes cilrndricos. 

El diseflo de engranes c6nicos es semejante al de engranes cilrndricos. De 

hecho, se hace en base al engrane cilrndrico equivalente, que es el que est6 con-

tenido en el plano transversal, de tal suerte que en Ia cercanra del punta de tan-

gencio ( del plano transversal con el cono posterior ) los dientes de ambos engra-

nes coinciden. En general, el nllmero de dientes del engrane equivalente noes-

entero ( (_ par qu6 ? ) . 

5.3. Acoplamiento de flechas que se cruzan en el espacio . Cuando se trata de -

acoplar ejes que nose intersecan ni son paralelos, nose puede utilizar engranes -

ciiindricos ni c6nicos, pues entonces no existe un eje instantOneo de rotaci6n de -

una flecha con respecto a Ia otra [ 5.5 J . y asr, no ex isle una superficie de pa-

so sabre Ia cual Ia velocidod relativa de los puntas en contacto seo nul a. En este 

coso, se tiene que utilizar otro tipo de engranes, a saber : hiperb61icos•, corona-

sinfrn, helicoidales cruzados, planoides, espiroides y los llamodos Helicon. Es--

los se describen a continuaci6n. 

Engranes hiperb61icos. Se !Iaman asr parque sus superficies de paso son hiperbolo.!_ 

des de revoluci6n. Coda unQ de estQS es una superficie reglada cuya generatriz es 

el eje del tornillo inslanl6neo [5.6 , 5.7) de una flecha con respeclo a lo --

• fon-.bi6n llomodos hipoidoles (del irogl~ "hypoid" ). 
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otra, esta es, Ia recta a lo largo de Ia cual los puntas en contacto tienen uno ve-

locidad relativa con magnitud mrnima, que se determina como se ilustra a conti--

nuaci6n. 

Sup6ngase que se trata de acoplar los ejes ll' y MM', de Ia Fig .5.! .1 

par media de engranes. Sup6ngase tarnbi6n, que estos ejes forman un 6ngulo de -

90°, de manera que el primero coincide con el eje X y el segundo es paralelo al 

eje Z y esl6 a una distancia a del primero. 

z. 

(Jo) 

:/ 
/X 

L 

I. -""' ,.. d-

M 

i w, 

~M' 

~· 

y 

Fig. 5.3.1 Acop1amiento de ejes que se cruzan en e1 espacio 

Sean we y ws los vectores que representan Ia velocidod angular a Ia en-

troda y a Ia salida, respectivamente, y sup6ngase que se desea una reducci6n m -

' ' uuuu pQr 

m-11~11 
-IIQell 

El problema conslste en determinar Ia recta N N' que, al girar alrededor-

de coda efe: genern 1(15 S1_1perfides dl!:" revolud6n de fo$ ef"grones hiperb61icos que 
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se desea disellar. El criteria que se utilize para determiner Ia lrneo N N' es el 

de minimizar Ia magnit, de Ia velocidad relative entre los puntos de una fie-

cha y de ia otra, que estabiecen el contacto de las dos superficies de paso. -

Dentro de Ia teorra de Ia cinem6tica tridimensional de los cuerpos rtgidos see~ 

tablece (5.l:), (5.~ que el Iugar geom~trico de esos puntas de mtnima mag-

nih..td ~ Y-t;l~~ ~~;,~ ~ ~~ ~~-= ~.o.;: ;,..,~~W .:. !u iiVIrnuf wn.Url a :oi 

dos ejes dodos yes perpendicular a esc normal. 

De Ia configuroci6n mostrado en Ia Fig. 5. 3.1, Ia normal co...:in o los-

ejes LL' y MM' es el eje Y, y lo recto buscodo, NN', es perpendicular a-

Y y lo interseca en el punta Q, situado a uno distoncio b del eje L L'. La rec-

to N N' quedo completomente determinoda especificando el 6ngulo o( que for-

mo con el eje Z, odem6s de Ia distancio b. 

Sea 'le Ia velocidad del punta Q que pertenece aLL' y Vs Ia del mis-

mo pun to que pertenece a Ia flecha M M'. Asr, definiendo 

se tiene 

y 

03a: = w cz e. 1<. ..1 

Ws:Ws e~ ..1 

iJQ.= Wc.e.)C. )<..be.~ 
= bc.ocz e~~ 

~=t.U~e~x [.(a-b)e~]= 
,_(a-b) ~s <Zx 

La velocidad relative de ambos puntas tiene Ia magnitud 

II lJ;.;a:ll = U (a- b )w,ex- b '-Va <Z: ~. U J 

( 5.3 .1o) 

( 5.3 .1b) 

( 5.3 .2) 

( 5.3.3) 

( 5. 3 4) 
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par lo que 

n ->r. 112 I I \z I'\ 2 • I 2 ' . ' z. 
il vSja:fl =td -.0) VV3-t- 0 l..oU.z -~ ( 5.S .5) 

pero, puesto que Ia reducci6n es m, se tiene 

~ =mw, 
s e 

( 5.3.6) 

transform6ndose asr Ia expresi6n ( 5.3.5) en 

~ 1&1CLII
2

= [;.n~(a-bY"+ b'] w~ ( 5.3.7) 

N6tese que el coeficiente de /j"lfs/e 112. es funci6n deb, solomente, --

puesto quem y a St:>n par6metros del mecanisme. Llomondo f (b) a ese coeficien

te, Ia magnitud ~ l.&klz alcanza un valor extrema (m6ximo o mtnimo) cuando ---

f' (b) se onulo. Pero 
2 

f' (b) = -2 m { a - b ) + 2 b, 

por lo que f {b) tiene un extrema para 

2 
m a 

b = --;;;7+1" ( 5.3 .8) 

Que f (b) alconzo un valor mtnimo para este valor particular deb se hoce eviden-

te calculando f" (b) y notanda que es posrti·•a para todo valor deb. 

Final mente, de Ia Fig. 5.>,.1 es evidente que 

"'· -tanot:: _ - m, 
we ( 5.:J. 9) 

quedando osr Ia recto N N' total mente determinado. 

En Ia fig. 5. 3.2 se muestra un acoplamienlo de engrones hiperb61 icos. 

Acoplomiento corono-sinfin . Est6 formodo par una corona dentada que --

transmite palencia a bajo velocidad y que envuelve a un sinftn, que transmite ~ 
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Fig. 5. 3. 3 Acoplamiento corona -sinf!n simple en vol vente 

figo 5o~o2 AcopJ~~iPnto d~ engr~e~ hiperb6lico~" 

Fig. 5. o). 4 Acoplamiento corona-sinf!n doble envolvente 
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Fig. 5.3. 5 Engranes helicoidales cruzados 
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tencia a alta velacidad. El sinftn tiene una o varias cuerdas de tornillo maqui-

nadas en su superfi cie . 

Este acop!o:nientc se utilize cuando se requieore IJno reducei6n alto (del 

orden de 1/10) y se tienen tambi~n cargos muy altos. Debido al deslizamien-

to relativo de las superficies de paso, sin embargo, Ia eficiencia de acoplamie!!_ 

toes baja (de 50% a 92 %) y genera cantidades considerables de calor que r!:. 

quieren un disel'lo de Ia carcaza adecuada para radiarlo. 

En tu fi;. 5.3-.3- = ~~ e:..,... ...... !tie~~~ ~~ ~.rop.J-!!ftlio@lnt., ~QI'l(l-

sinftn " simple envalvente " y en Ia Fig. 5. 3.4 se muestra uno "doble envoi-

vente". En esas figuras aparece Ia terminologTa propio de este acoplamiento. 

Si el sinfTn tiene "s cuerdas de tornillo y Ia corona nc dientes, por co-

do vuelta del sinfTn se hacen girar ns de los nc dientes de Ia corono, esto es, 

o bien 

de donde 

e - ...0.i. 9 c- n s c 

we =-f?'- w5 
c 

We _ ns -----Ws nc 
( 5.3.10) 

Engranes helicoidales cruzados. Se muestran en Ia Fig. 5.2..5 y se utilizan para 

acoplar flechas que no son parole las ni se intersecan. Tienen Ia ventaja de que,-

para su montaje, nose requiere gran precisi6n, yo que Ia acci6n conjugada de -

los engranes no se afecta sensiblemente por cambios I igeras en Ia distancia entre-

ejes. 

Otros tipos de acoplamientos : Los acoplomientos de engrones P1onoid*, Spiroid* 

*Marcos registrodas por Illinois Tool Works, Chicago, Ill. 
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y Helicon* se muestran en las Figs. 5.3 .6, 5. 3.7 y 5.3.8. Las Planoid sella-

man asi parque las superficies de los dientes son pianos. Son muy f6ciles de ma-

nufacturar en OJalquier tipa de fresadora. 

Los Spiroid son semejantes a los acoplamientos corona-sinfin, excepto -

que en este coso el sinftn est6 generado sabre una superficie de paso c6nica y Ia 

corona tiene dientes espirales. 

Los Helicon son semejantes a los Spiroid, excepto que no tienen Ia co-

nicidad de estos. Por est a raz6n son m6s f6ciles de manufacturor. 

*Marco Registrada par Illinois Tool Works, Chicago, Ill. 
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6 TRENES DE ENGRANES 

INTRODUCCION. En el Cap. V se estudlaron l01 diferentes tip01 de engranes 

empleados en las sistemas mec6nleo1, como elemental aislados. En este capnulo 

se estudlan estas el-tOI como integrantes de - sistemas, con c:uyos otras --

elementos lntwactOan pn~Ck~clendo una accl6n determinada. 

Los trenes de engranes c:antlenen taclo tipo de engranes como elemen-

tos lntegr~ de elias. S. daslflcan en: trenes simples y trenes planetarl01.-

Los prlmer01 tlenen un graclo de llbertacl simple ( = 1 ) y l01 segundOI general me!!. 

te tlenen un grado de llbertad doble. AmbOI tlpos se estudian en este capnulo. 

6.1 TRENES SIMPLES DE ENGRANES. Trat6ndose de engranes cilrndrlcos 

o c6nlcas, Ia reduccl6n m, es senclllamente el cociente del nOmero de dlentes del 

~=~~ :cbrc :! :!a!::~:"'.:. Ef:::t!v:::;-.c~ta, ::er::ide~=:.: #! ==?!~!:r:t: =:~--=-

plft6n de Ia Fig. 6. 1 • 1 • 

~ ~'r I 
3~) 

.../' 

. .......__ ____ _____ 

Fig. 6. 1.1 Tren simple de engranes 
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En esa flgura, sean r el radio del efrculo de paso del plft6n y r el de 
p e 

Ia corona. Sean N y N el nOmero de dlentes del plft6n y de Ia earana, respee 
p c: -

tlvamente. 

Ya que amb01 drc:ul01 de paso Nedan, uno c:an respecto al otro, sin de! 

llzar, Ia velocidacl del punta de tangencia ( punta de paso ) P en 2 es igual a Ia --

del punta P en 3 ; pero 

Asr, 

~e dande 

yf'2 = ~ 'p 

YPJ W r 
3 c 

w2 r P ~ w3 'c 

w3 '~ .. ::--=-,-
"' w2 c 

pero, par deflnlci6n de paso dlametral (Cap. V ), se tiene 

pd-:. 

u. ahi' qu• 

r 
p 

r 
c 

N 
_f.._ 

2. .,., 

N 
p 

"' c 

N = __ c _ 

2..,. 
c 

Sustituyendo ( 6.1.5) en ( 6.1.3 ), se tiene 

NP 
'YY\ • "'i'r" 

c 

(6.1.1) 

(6.1.2) 

( 6.1.3 ) 

(6.1.4) 

( 6.1.5) 

( 6.1.6) 

como se deseaba demostrar. Se tienen en seguicia i01 siguieniws ronultodoi Gtllea : 
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R. 1 '~<- • La ieducciln-1 total de uno serie de n er19ranes en que el i R e~ acc:ionado 

pore! ( ! - 1 ) £, y, a S'.J vez, acciona c! ( i + 1 ) 2, es !;uc! c !c reducci6r: ---

del acoplamiento del primero con el ultimo, como si los intermedios no estuvieran 

presentes ( Fig. 6. 1 .2 ) . 

./~ 

(- ~ \ ~ ) 
~-' , 

(~ i 

··(\ 
) v 

~--·/ 

Fig. 6. I. 2 Acoplamiento de n engranes en un tren simple 

Ejercicio 6.1 .1. DerT>.Jestre el resultado R. 1 

R.'l. Si en el tren de engranes anterior se acoplan rTgidamente 'l engranes a una 

misma flecha, como se muestra en Ia Fig. 6.1 .3, Ia reducci6n total es igual al --

producto de los rumeros de dientes de los engranes conductores sobre el producto -

de los n(imeros de dientes de los engranes conducidos, esto es, para el tren de Ia -

Fig. 6.1.3 

* Se restri nge aser: 1<-i<.l'\ 

CAl, 
'1!'\= 

(0.1 
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= 
IJ, x ~hx IVs 

~.l z. X rJ~ ,><. ~)& 

~(=w.5) 

~~-
r:-~/ /~ Y-);"" \ ') ( \-\ ~ 

~\\Jwlw,) 

Fig. 6.1. 3 

'Z_~' 

Tren simple de engranes, con dos engranes de duerente 
paso diametral compartiendo el mismo eje 

Ejercicio 6.1 .2 Demuestre el result ado R. 'l. 

Observaci6n : En los resultados anteriores las relaciones son las 'Tlismas aun si 

intervienen engranes c6nicos. Sin embargo, para otros tipos de engranes (hi---

perb6licos, corona-sinfrn, espiroides, planoides) las re!aciones en cuesti6n son 

diferentes, como se puede concluir del Cap. V. 

6.2 TRENES Pl.ANETARIOS DE ENGRANES. Estos trenes est6n compuestos esen -

cialmente por un engrane "ploneta" 2, un brazo 3, un engrane "soh! lite" 4 y una ~ 

rona 5, como se muestro en las Figs. 6.2 .1 (a) y (b). 
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4 

(a) I 

Fig. 6.2.1 Trenes planetarios 

Un tren de engrones como los de Ia Fig. 6.2 .1 tiene un grado de I iber-

tad doble, como se puede demostrar hacienda su an61 isis cinem6ti co. 

En efecto, consid4!rese el tren de Ia Fig. 6.2 .1 (a), que se repite en I a 

Fig. 6.2 .2. 

Fig. 6. 2. 2 Tren plan eta rio de engranes ciHndricos 
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En esa Figura, yo que todos los drrulos de paso ruedon sin desl izar, los 

puntas 0 en 2 (02) y 0 en 4 (04) tienen Ia misma velocidod; pero 

siendo 

y 

sienda 

y 

v =c.lr 
02 2 2' 

( 6.2 .1) 

v = v + v 
04 p 04/p 

( 6.2.2) 

vp = W (r + r) 
3 2 4 

( 6.2 .3) 

v =- W r 
04/p 4 4 

(6.2.4)* 

Asr, de las ecs. (6.2 .1 ) o (6 .2 .4 ), se tiene, hacienda v =v 

~ r 
2 2 

\1,1 ( r + r ) + W r 
3 2 4 4 4 

Q2 04' 

0 
( 6.2 .5) 

Asimismo, Ia velocidod del punta R4 es igual a Ia del punta RS; pero 

v :::::. v + v 
R4 p DA l n 

n...-/ ,- I ( 6.2 .6) 

v = w r 
R4/p 4 4 

(6.2.7) 

= w (' + 2;j, (6.2.8) 
R5 5 2 4 

De las ec. (6.2.3), (6.2.6). (6.2.7) y (6.2.8) se tiene, haciendo 

VR4 = VR5 

~5 (r2 + 2r4) - w3 (r2 + r4) - w4 r4 = 0 (6.2.9) 

* Todas las velacidades involucradas son poralelas, y solo difieren en magnitud 

y senti do, por io que pueden monejar:,e t;OffaO eicciloies. 
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El sistema (6.2.5), (6.2.9) constituye las ecuaciones de restricci6n 

del movimiento del mecanismo en consideraci6n, pues ya no es posible 

obtener otra relaci6n entre las variables w2~ w3r b.l4 Y t.'-'5 que sea 

independiente de ellas. 

N6tese que este sistema de ecuaciones (6.2.5) y (6.2.9) es algebraico 

y lineal en el conjunto {w 2, w
3

, w4 , w5}. Puesto que contiene solo 

2 ecuaciones para las cuatro variables en consideraci6n, se puede 

satisfacer asignando a dos de las variables valores arbitrarios, lo cual 

evidencia que el mecanismo tiene un grado de libertad doble. 

NOTA: La f6rmula de GrUbler, habiendose deducido para mecanismos con 

pares inferiores dnicamente, no se puede aplicar en este caso. 

Ejercicio 6.2.1*. Obtenga las ecuaciones de restricci6n del mecanis 

mo de la Fig. 6.2.l(b) que se muestran en seguida: 

2w 2r 2-w3 (r 2+r 5)-2w4r 4co (6 .2 .10) 

2w 5r 5+2w 4 r 4 -w 3 {L 2+L 5 i~O (6 .~.11} 

En el an~lisis de los trenes planetarios no se procede como se ha 

expuesto en esta secci6n, estableciendo en cada caso el sistema de 

ecuaciones de restricci6n, pues ser!a muy dilatado hacerlo, y adem~s 

es innecesario, como se muestra a continuaci6n. Existen dos metodos 

comdnmente empleados en el an~lisis de trenes planetarios: i) el 

metodo por tabulaci6n y ii) el metoda por f6rmula. Ambos se discu 

ten en las siguientes secciones. 

* w4 es la velocidad angular de 4 alrededor de su eje de simetr!a. 
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6.3 METODO DE ANAl ISIS POR TA8ULACION. Este se bftso en olgunos pro---

piedodes de los sistemas algebraicos I ineales como ( 6.2 .5 ) y ( 6 .2. 9) o (6 .2 .1 0) 

y ( 6.2 .11 ~a saber. Un sistema lineal algebraico de dimensi6n n tiene Ia forma -

general. 

Ax=b ( 6.3.1 ) 

cioncie A es una matriz cie m x n, xes un vecror cie dimension n y Des un vector de -

dimensi6n m. En general, m es diferente deny, aunque siempre es posible determi-

nor una soluci6n x• al sistema ( 6.3 .I ) [6 .1] , esto discusi6n se I imitor6 ol 

coso en el quem= n. Es bien sabido (6.2] que ( 6.3.1) tiene uno soluci6n unico 

si b noes el vector nulo ( esto es, sl el sistema es no homogt§neo ) y A es invertible -

(esto es, 
.. 

si det A I 0 ). 

-1 
X = A b. 
u 

En este coso, Ia soluci6n unico X 
u 

est6 dodo par 

( 6.3 .2) 

Ahara bien, sup6ngase que b = b + b y que x , x son los sol uciones --
1 2 1 2 

unicas de ( 6.3.1) para b y b, respectivamente. Entonces, x= x
1 

+ x es Ia so-
l 2 2 

luci6n unica para b = b + b • 
1 2 

En efecto, se tiene 

Ax 
1 

A x2 

b 
1 

b 
2 

Sumt~ndo ( 6.3 .3 a ) y ( 6.3 .3 b ) miembro a miembro, 

Axl + Ax = b + b ; 
2 1 2 

pero debido a las propiedades de las matrices [6.3), 

* En este coso, desde luego, m = n 

( 6.3.3 a) 

( 6.3.3 b) 

( 6.3.4) 
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Ax + Ax = A ( x + x
2 

), 
1 2 1 

( 6.3 .5) 

par lo que ( 6.3 .4) se tronsforma en 

A X~ b, 

que es Ia que se querta demastrar. Esta idea tan sencilla (II amado propiedad de 

superposici6n). que es caractertstica de los sistemas lineales, es Ia que seen--

cuentra detr6s del metodo de tabulaci6n, como se observe en seguida. Se ilus--

tro con un ejemplo. 

Ejempl~ En Ia Fig. 6 .2.1 (a) sup6ngase que el pi aneta 2 est6 acaplado -

directamente a un motor, que Ia corona 5 se montiene fija ( al marco del observ~ 

dar) y que el braze 3 se conecta o uno cargo. Obtener Ia velacidad w
3 

en ter-

minos deW . 
2 

Saiuci6n : En el sistema ( 6.2. 5). ( 6.2. 9 ). W = 0 en este ejemplo, y W se --
. 5 2 

~upone conocido. Se pueden sustituir estos val ores en el sistema mencionado oara 

obtener Ia soluci6n 

r., 

jEjercicio 6.3.1 Obtenga Ia saluci6n ( 6.3.6 ), 6.3.7) 

I 

( 6.3 .6) 

( 6.3 .7) 

Sin embargo, obtener Ia soluci6n anterior para coda mecanismas noes pr6~ 

~;~ no·u In n~oA c.:~~ n.rAc:.:.ntn nhl'\rn 11nn fnnnn rAni~,.. t!G. nhtAnArln nnlirnn~n In nrn--,.--- -- .,-- -- ,------------------ ------- --,----- -- ---------.----.------ -- --. -

piedad de superposici6n : 
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i ) H6ganse 

W'? = W'3, ( 6.3 .8) 

en el sistema en cuesti6n. En estes condiciones, Ia soluci6n es 

W' 
4 

W' 
5 

W' 
3 

W' 
7 

.Uer_cJ~_6_.~ Obtenga Ia soluci6n ( 6.3. 9) con W' 
2 

~ w•
3 

( 6.3. 9) 

ii) Ahara obtengase otr" soluci6n con valores diferentes de w y Ill . 
2 5 

Ll6mese w"
2 

y w"
5 

a estes nuevas valores, de manera que Ia saluci6n buscado 

se obtengo como Ia sumo de las dos anteriores, esto es , 

W• =:UJ~ +-W~ 1 

\. \. l. ) 
2.~l..~5 ( 6.3 .9) 

En estos condiciones, conviene hocer 

uJS :::- w~ = uJ~ ( 6.3.10) 

pues en el problema original Ia corona 5 est6 fija. Adem6s, como se est6 en po-

sibil idad de asignar arbitrariamente una velocidad m6s, esc6jase una que haga --

el on6lisis muy simple. Por inspecci6n se observe, de Ia Fig. 6.2 .2, que si ----

w••
3 

= 0, estc es, si e! braze 3 est6 fijo, e! tren de e!"grones en cvesti6n es vn --

tren simple, cuyo an6lisis se,reduce a Ia aplicaci6n de las resultados R.l y R.2. 

Procediendo de esta forma se obtiene, al resolver las ecs. ( 6.2 .5 ) v --

(6 .2. 9), los siguientes resultados : 

i ; 



de donde, 

w;; -
r2 + 2 r 4 

2-

w"4 =-
r2 + 2 r4 

r4 
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w· 
2 

Ill' 
2 

w? = w• 2 
+ ..... (1+r2 +2r4) W' 

YosT, 

.. 
L 

2 ( r2 + r4) 

r2 

'2 
Ill' 2 = 2 ('2 + r 4) 

lguolmente, 

"'4 

=-

w' 
4 

r2 + r4 

r4 

+ w" 
4 

w' 
2 

y, de ( 6.3.14 ). 

Finolmente, 

w3 w• + w .. 
3 3 

Ill' 

w 
2 

2 

( 1 

w4 

r 

W' + 0 
2 

2 

r2+2r4) 

r, .. 

r2 
~w2 

r2 

2(r;_"'r4) 

2 

loll' 

( 6.3 .11 ) 

( 6.3 ,12) 

( 6.3 .13) 

( 6.3.14) 

2 

( 6.3.15) 

w2' 
( 6.3.16) 

que es Ia mismc soluci6n {6.3.6 ), ( 6.3.7) obtenida directamente. 

Del ejemplo anterior se observe que el cn61isis se puede desarrollar en dos 

pesos :en el primero se considerc que todos los elementos est6n acoplados rTgidamen-

te, o sea, que todos tienen Ia mismc velocidcd cngul or. En el segundo paso --
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se fiic c! braze 3, o ~ea, se hoce ~ - 0, cbteni~ndose un tien iiimple, CllyO 

t!ntilisis es muy s~ncillo, Finolmentf'!, !{'! Sl:'!tJci6n de! prob!emo orig!na! es ---

igual a lo sumo (algebraica, desde luego) de los resultados obtenidos en coda 

paso. Este algaritmo se puede real izar en forma tabular como sigue: 

TABLA 6.3. l 

~to 2 I 3 ry .5 

I Paso ~~J 

! 
- ---f---~- f------• .... . 

1 w• Vl, w~ (A)L i.. 

j; ..,.,,,w~ *o -'YY\,w~ 
... • - w~. 

1Resu1 tado 
I ~ -- "\i ... 

,,_\ul' 1"\ 

L~inalf•_::~~J 
11. ,. I ., I r / 

En esa tabla, m1 es lo relaci6n de velocidad del tren simple formado par 

los engranes 4 y:) el 5 como entrada y el 4 como sal ida, esto es, de (6.1.3), 

m r 5 r2 + 2 r 4 
1 =---=----

r4 '4 { 6.3.17) 

y m2 es Ia relaci6n de velocidad del tren simple formado par los engranes 2 y 4, don 

de el 4 es entrada y el 2 es salida. Asi, 

m r4 
2:.

r 
2 

por lo que 

m m 
1 2 = 

Entonces, 

'2 + 2 r4 

r2 

( 6.3 .18) 

( 6.3 .19) 
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w2 - (1 + m1 m2) w' -2 

r 2 + 2r4 ) w' 2 • - (1+ 
r2 

(6.3.20) 

por lo que 

w3 •w'2 - r2 
w2' 2(r 2 + r 4 ) 

(6.3.21) 

que es nuevamente identica a 1a solucion (6.3.6). Asimismo, 

w
4 

~ w~ + w•4 • (l -m 1 ) w• 2 • 

- (1 + 
r 2 + 2 r 4 

) w• 
r2 2 

r2 + r4 r2 
-- 2(r 2 +r 4 ) w2 
r4 

r2 
2--r w2' (6.3.22) 

4 

que coincide con la solucion (6.3.7) 

En conclusi6n, el m~todo de tabulaci6n permite analizar 

trenes planetarios de engranes mediante el an~lisis de trenes 

simples. 

6.4. METODO DE ANALISIS POR MEDIO DE FORMULA. Este m~todo se 

basa en el siguiente resultado: Dado el tren planetaria de !a

Fig 6.2.1 (a), para w
2 

=entrada (conocida} y w5=0, el valor 

de w
3 

est4 dado por la ec. (6.3.6). As!, entonces, el coc1en~e 

de las velocidades relativas w513 y w213 , en estas condiciones 

es, despu~s de sustituir los valores correspondientes de w
3 

y 

WS' 

wS/31 =-
w2/3 w

5
=o 

r2 
r

2
+2r

4 
(6. 4 .1) 

Por otro lade, el cociente de las mismas velocidades relativas, 

cuando w
2 

sigue siendo una entrada conocida, w3 = 0 (se tiene, 

entonces, un tren simple, cuyo an~lisis se expuso en la Sec. -

6.1}; perc w5 I 0, est~ dado por 

I 
r r 2 

wS/3 = - / = - r2+2r4 
w2/3 w3=0 5 

(6.4.2} 

donde se ha introducido el signa negative debido a que, en es-

tas condicones, los engranes 2 y 5 giran en sentidos opuestos. 

En conclusi6n, entonces, se tiene 

WS/31 
w2/3 w_=O . ' ~ 

~I w211 w_=O 
. ' j 

(6r3) 

I 

que es la relaci6n que constituye la base de este m~todo. Se 

deja al lector como ejercicio comprobar que an~logamente, se -

tiene para el mismo tren (Fig. 6.2.1 (a)}, 

w4/31 
~, 

w2/3lw
4

=0 

w4/3! 
~, 

w2/31w3=0 

(6.4.4) 

Ejercicio 6.4.1. Demuestre que, para el tren de la Fig. 6.2.1 

(b), se satisfacen tambi~n las relaciones (6.4.3) y (6.4.4} 

La utilidad de las f6rmulas anteriores, (6.4.3) y (6.4.4}, es-
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triba en que no es necesario resolver el sistema de ecuaciones 

(6.2.5) y (6.2.9) (caso de engranes cilíndricos) o el de ecua

ciones (6.2.10) y (6.2.11) (caso de engranes cónicoslpara obt� 

ner la relación de velocidades de un tren planetario, pues el-

miembro derecho de esas fórmulas permite evaluar el izquierdo-

mediante los m€todos de análisis de trenes simples. Además, -

las fórmulas (6 . 4 . 3) y (6.4.4) se pueden resumir en una sola: 

Sea ws 
la velocidad a la salida (deseada), w

e 
la velocidad a -

la entrada (conocida), wb' la velocidad del brazo portasat€li

te y wf la velocidad del engrane que se mantiene fijo (nótese

que este valor es nulo solo en el miembro izquierdo de esas fór 

mulas; no así en el derecho). Entonces, de (6.4.3) y (6.4.4), 

se tiene que 

wf/b 

1 = 
wf/b 1 

we/b wf=O we/b wb
=O 

(6. 4. 5) 

que es la fórmula que se utiliza en este m€todo. ws puede ser 

wb' caso en el cual se obtiene directamente de (6.4.5); pero si 

w
s 

no es ninguna de las velocidades involucradas en esa fórmu

la, es necesario aplicarla una vez más. 

Ejemplo 6.4.1. En el tren de engranes de la Fig. 6.2.1 (b), se 

tiene 
N2=20, N4=14, N5=30 (6. 4. 6) 

Si el piñón 2 está acoplado directamente al eje motor de una má 

quina y el brazo 3 a la carga, determine la reducción del tren 

cuando la corona 5 se mantiene fija. 
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Solución: En este caso, 

f = 5, b=s=3, e=2 

Así, la aplicación de la fórmula (6.4.5) da 

Pero, por un lado 

Por otro lado, 

w5/31 - W5/31 w2/3 w5=o w2/3 w3=o 

w5/31 w2/3 w5=0 

W5

/

3 1 w2/3 w3=0 

O - w3 w2 -· w3 
N2 -
N5 

(6. 4. 7) 

(6. 4. 8) 

(6. 4. 9) 

donde el signo menos indica que las velocidades w5 y w2, en e� 

te caso (brazo fijo), tienen sentidos opuestos. Sustituyendo 

(6.4.6), ( 6 . 4 . 8) y (6.4.9) en (6.4.7) se tiene 

de donde 

w3 
w2 - w3 

m 
w3 

w2 

20 
30 

1 
2.5 

6.5 TRENES DIFERENCIALES. Los trenes planetario s ,  como se ha 

visto, poseen un grado de libertad doble; pero tienen un mont� 

je que les impone una restricción, operando así como mecanis -

mos con grado de libertad simple. Sin embargo, existen aplic� 
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ciones de estes trenes en las que no se impone sobre ellos restric 

ci6n alguna, y s! se aprovecha su propiedad de tener un grade de 

libertad doble. En estas aplicaciones, dichos trenes se utilizan 

como mecanismos de computaci6n y especificamente realizan una op~ 

raci6n binaria (lo cual es posible por su grade de libertad), la 

de sustracci6n de dos variables, o sea, este tipo de mecanismos 

ejecuta la diferencia algebraica entre dos variables independientes 

(sus dos entradas). De aqu! el nombre de estos trenes, que encuen

tran aplicaciones en la ingenier!a automovil!stica, como elementos 

del eje motor de diversas clases de veh!culos; asimismo, se utili-

za en servomecanismos, para proporcionar el error entre una posi-

ci6n deseada y la posici6n verdadera de algGn elemento. 

Un tren diferencial (Fig. 6.5.1) est~ formado b~sicamente por un 

engrane portasat~lites (3), que hace las veces del brazo de los 

mecanismos de las Figs. 6.1.1(a) y (b), un planeta (2) y una corona 

(5), que generalmente es un engrane 1dent1co al planeta. t'1nalmente, 

los sat~lites 4 son id~nticos, por razones din~micas. 
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6 

0.1 
I 
I 

Fig. 6.5.1 Tren de engranes diferencial 
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En un vehtculo outomotor, el acoplamiento entre ios engranes 3 y 6 es 

dP.I tipo hi~rb61ico, porque, debido o rezones da funcio.-;a!idod y de estabilidad, 

se requiere que Ia flecha de card&n, a-:oplada al pill6n 6 par medic de una junta 

universal*, est~ alojodo a un nivel inferior al del eje motor. Los planetas 2 y 5 

estanlrrgidamente acoplodos a las dos secciones del eje motor y, puesto que ambos 

tienen giros independientes, este mecanisme permite una trasmisi6n de potencia -

contlnuamente, aun cuanda el vehrculo tome una curve, coso ~ el que las dos --

secciones ginJn u velocidodei diferentes ~ 

El an61isis del tren de Ia Fig. 6.5.1 es, obviamente, semejante al que· 

carresponde al mecanisme de Ia Fig. 6.1.1 (b), per lo que sus ecuaclones de res-

tricci6n son las ecs. ( 6.2.10) y ( 6.2.11) con r
5 

= r
2

, o sea 

wr-wr-wr=O 
22 32 44, 

( 6.5.1) 

w r - "' r + "' r 5 2 3 2 4 4 
0 ( 6.5.2) 

Eliminando W entre las ecuaciones anteriares, se obtiene 
3 

( "'2 - "'5 ) r 2 - 2 "'4 r 4 = 0. 

De aquT que 

r2 

"'4 2;:-- (w- w) 
4 2 5 , 

( 6.5.3) 

( 6.5.4) 

y asr se observe que, cuando el vehfculo viejo en ITnea recta (a sea, cuando ----

Ul = w ), el sot~lite tiene una velocidad angular nul a alrecledar de su eje de --
2 5 

* Este mecanisme es tridimtp'sion-\'1, SEmejante a uno de 4 barras articulodas pla
no. Ver (6.4] a L6.5J 

- 6.19 -

simetrfa. En cambio, al tomar una curva, esa velocidad del sateti-

te (W4) es proporcional a la diferencia de vcloc1dadeo entre las do& 

secciones del eje motor. 

Ejercicio 6. 5. I. En la Fig 6. 5. ~ se muestra el sistema de propul-

si6n de un ('_amiAn Pn Pl nn£Jo n oc ol rlif'.o.W".o. .... ..-:.i.e.l =u ....... ..~.~_ .... t.-.. -~""-....! - -- ,-- - -- -- --a-• ._ .. .,.,._,.., ._.. .. .,.,.-"'.._.. g. .LP. .lliJ.\.O.U 

del eje trasero, T es la transmisi6n (caja de velocidades). U es --

una junta universal y C es la flecha de cardan. El diferencial y la 

transmisi6n se muestran en las Figs 6.5.3 y 6.5.4, respectivamen-

te. Si el cami6n toma la curva a 60 Km/h en tercera (engranes 

1-2-3-6 de la transmisi6n), determine la velocidad angular del ciglie-

nal (engrane 1 de la transmisi6n) en rpm. La distancia entre las dos 

flechas de !a. tra.t1sm!s!6n es 15 em y todoa los engrai-;.es tlenen un -

m6dulo de 3 mm. Ademas, el engrane 1 tiene 25 dientes y el engra-

ne 6, 28. Sup6ngase que la lectura del velocfmetro es la velocidad -

del punto medio del eje trasero. 
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\ 

3o.oo m. \ \ ' 

\ 
\ \ 

\ 

\ \ 

\)/ 

Fi!Y 6.5.2. Sistema de propulsion de un carnian 

\\ 
\I 

' \ 

d=B em. ~a la fleeha de eard~n. 

T 
4 

30.0 em. 

13.4 em. 
A B 

l 

1+- 3. 8 em._. I 

"' ~L-

Fig. 6.5.3 Diferencial del camu)n de ]<J Fig. 6.5.2 

rllfL ~ '-----"1 ~ <ll~m 6 
I r--1 I I 

15 em. I I I H 1 

I ,-I I- I I I 

~ 
T L I I i I I 

Fig. 6.5.4 Tr.J..ns:-rdsi6n Jel :.:;;.rni.Ura dl' l~;. Ftg. 6.5.2 
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A P E N D I C E A 

DISEl':O DE UN MECANISt10 PLANO RRRR PARA CONDUCC10N DE CUERPO 

RIG! DO, POR CINCO CQ;,FJGURACIONES. 

A .1. Pl~[)teC!~.!:_E>[)~O df>l J'I"~~~f"mil. Se de sea determinar las coor 

denadas de las cuatrn drtJcul~clones A
0

(xA,yA) ,B(x8 ,y8 JA~(x~,yXI 

y B*(x~,y~) de Lln mecan1smo plano RRRR yue cunduzca a un cuer 

po rfqido por las cinco confiquraciones esp0cificadas a continua-

ci6n, e ilustradas en la fig A .1. 

r 
0 

= 1 0. 0+ i 1 . S, tl 
0 

= - 21 o (A .1.1) 

r 
1 

= G. 2- i 6. 3, · 
1 

= -78" (A .1. 2) 

r- = 1.1i-iF. 4 = 148° (t\ . l. 3) 
L ~ 

r
3 

= 2.0+i2.0,·'
3 

= -90° (A • 1. 4) 

r
4 

= 5.0+i4.0,t•
4 

= 60° (A .1.'>1 

A .2. Soluci6n. Def{nanse los siquientes numeros complejos 

a~ 
ij 

b 

x_+iv_ I,_ ~ --

x +iv 
ll "!J 

{T\ ') ., I 
-.=-• . ~ ..... ; 

(A • 2. 2) 

8 

6 

4 

2 , __ 

0,0 

-2 

-4 

-6 

1-

-8 ~ 

R3 ( 2, 2) 

53 [J 

~- e =Go· 
~54 4 

R4 ( 5,4) 

I --

93=-90° 

~ 
~ R0 (10,1.;;-S · -i 90 •-21" 

0 

A-2 

,-
____ _L__L__.__j_ ___ _L__.L.__l_ __ , ___ _j,_ _ _,_,__ 

2 4 6 8 10 12 

e2 • t4 a• 

J. 
5 

·---,,\ R
1

(62,-6.3) 

~ ___ y ~ 1--

R2(3.6,-6.4i w~ / 
5 f- /e,·-78" 

/ 

\..--

Fig. A.1 Configuraciones deseadas de un cuerpo rigido 



A - 3. 

a* 0 

b* 

rj 

xp,+iyP, 

xR+iv8 

x,"iy,,J 
J J 

y los ~ngulos 

e; ej-8 0 ,j 

(A • 2. 3) 

(A • 2. 5) 

1' 2' 3' 4 (A • 2. 5) 

ll'o "" c \ 
1' 2' 3' 4 

\l"l o LeVI 

La ecuaci6n de diseiio es la 3.3.6a, que se reproduce a continua -

ci6n: 

I ie10 : (a_-r_)+r,-bll' 
. v v J 

II a
0 
-bll' (A . 2. 7) 

El miembro izquierdo de la ecuaci6n anterior se evalua ensequida: 

lle18 '. (a -r )+r.-b 1 j' 
) 0 0 ) I II i8' r . e' J e j (a -r ) II'+ 2Rel e 1 J. (a -r ) (~) + 

oo I_ oo J. 

+llrj-bjj' 
_(A • 2. 8) 

donde (r.-b) es el complejo conjugado de r.-b. Evaluando cada 
J J 

t~rmino del miembro derecho de (A .2.8) se tiene 

[lei
8
j(a -r lll' ;lla -r II' 

0 0 0 0 lla0 II'-2Re[a
0
r

0
]+[/r

0
//' 

A - 4. 

dcr;.de .se h3. '2::!plea.do el Teorema 1.11.1 y Pl h:Pcho dP quP una :r-nta 

ci6n no altera la magnitud de un complejo. 

Uesarru..i..landu ld Ul tirud expres.i6n, 

llei 0 j\a -r) 1' 12 
. 0 0 ' 

r -. 

xl+v.~-2Rej (x,,+iyA) (x
0
-iy

0
) J + x~+y~ 

xl+yl- 21 xAxo+yAyo)+x~+y~ (A . 2. 9) 

El segundo t~rmino del miembro derecho de la ec (A .2.8) tiene el 

siguiente desarrollo: 

Rer- ei0j (a -r ) (;:-:-:.:"()) -~ 
- 0 0 J .J 

Re~-- (cosG'.+i sen0') (xA+iyA- x -iy) (x.-iyJ-x
8

+iy
8

l .] 
I_ J ) 0 0 ) . . 

Re ( (cosUj+i senOjl [ (xAxj-xAxB- x
0
x/x

0
x

8
+yAyj-yAy

8
-Y

0
Yj+Y

0
Y

8
l 

+ i (-xAyj+xAyB+yAxj-yAxB+xoyj- xoyB-yoxj+yoxB)]} 

cos8j (xAxj-xAx8 -x
0

xj+x
0

x
8

+ yAyj-yAyB-yoyj+yoyB) 

- sene; (-xAyj+xAy8 +yAxj-yAx8 +x0 yj- x
0

y
8

-y
0

xj+y
0

x
8

) J (A .2.10) 
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El desarrollo del ~ltimo t~rmino del miembro derecho de (A .2.8) 

es 

llrj-bll' llrj II 2 -2Re(rjol+llbll' 

donde 

II r j 11' x'+y' 
J J 

Re (r jb) 

:I bll' 

Agf, 

I! r .-bll' 
J 

Re[ (xj+iyj) (x8 -iy
8

) J 

x~+y~ 

xj+yj-2(xjx8+yjy8 )+x~+y~ 

xjxB+yjyB 

El miembro derecho de la ec. (A .2.7) es, anllogamente 

1 !a
0
-b! / 7 

= x~+y~-2(xAx8+Y .. J\.Y 8 )+x~+y~ 

(A .:.1.11) 

(A . 2 .12) 

Sustituyendo las expresiones (A .2.9) a (A .2.12) en la ec (A .2.7) 

se obtiene el conjunto de ecuaciones de Ji~-ci=.v ;:;iq~i~~t~~ 

A -6. 

fj = xj + Yj+x~+y~+2[ xA(x8 -x
0

)+yA(y
8

-y
0
)- xjx

8
-yjyBJ 

+2 sene•.[ (y.-yB) (xA-xo)-(xi-xB) (yA-yo) J 
J J " 

+2 cos8j [ (xj-xB) (xA-xo)+(yj-yB) (yA-yo) l 
O,j 1,2,3,4. (A .2.1J 

que da los valores de la~ cuatro componentes del vector evaluado 

por la subrutina FUN. Las derivadas parciales de esas cuatro com 

ponentes con respecto a las cuatro inc6gnitas son: 

~ 
a XA 

~ 
}yA 

~~ 
~XB 

a£. 
__1. 
:JyB 

2[ x -x +(y.-y 1 senU~+(x -x )cosO' ~J, 
L B o J B' J J B J 

2! y
8
-y -(x.-x

8
)sen8'.+(y.-y

8
)cos8\l 

L o J :' .l ) _j 

r , 
21 xA-x.+(yA-y lsenB~-(xA-x )cosB~ J 

L J o· J o J 

2~y -y.-(x -x )senO!-(y -y )cosO! 
1
1 LA J A 0 J A 0 J_j 

(A . 2.14) 

(A . 2.15) 

(A .2.H) 

(A • 2.17) 
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que, para j = 1,2,3,4 proporciona los 16 valores de la matriz 

jacobiana af/a�. 

a f1/0 XA at1;ax8 afl/yB afl/ayA 

a t2;axA at2;ax8 at2;ayB af2/ayA 
af 

1 -
= 1 (A .2.18) 

ax 
a f3/0xA at3/a x8 at3;ayB at3;ayA 

at4;axA a t4;ax8 a t4;ay8 a t4;ayA 

que es la matriz evaluada por la subrutina OFDX. 

A continuaci6n se muestran los listados del programa principal 

y de las subrutinas NEWRAP, FUN, OFOX, DECOMP, SOLVE y ESCRIB, 

que integran toda la solucion. se muestra, asimismo, el resul-

tado de la computadora. 

La fig A .9 muestra el mecan�smo obtenido con la soluci6n numé-

rica aqu! presentada. 
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'36700/ JT7:JO r O � T R A ;¡ C J H � I � A T I O � � A R � 2•6•000 

ESTE P!<O�rlAt14 D!�ENA U 'IECMJ:s:�J F.Ri; P 
DE CU¿RPO RIQioJ, PJ� � HCTJ�O J �� TO 

A'iJ PAHA Co:;ouCClON 
•.!APHSu;t. 

LAS SUeRUTI�AS DEC04P SuLVE RE� ELV � 
LINEAL A * X = tl, P)� L 11ST�UD ::, TR All 

� SlSTE�A AL�CBRAieO 
ULARIZACION UTILIZANDO 

ELHII'IACIJII 3AUSSIA"'A. OEri;H�lO'l S 
XC1l=XA, ÁC2l=�d, XCll=YO, XC4l=Y Y ÁCSl=S RJR, 
SIE�OO CX�,Y�l �AS COOR�EwADA� D� UN PU�TJ IRCULA� 
Y CXB,Yal LAS c,.J.JHOi:·loliJA!> UE Jtl PU:,Tw CUTrl L. 
SE UTILIZA LA SJJR�flNA RAilDOA P�RA ��tlERAR LJS VALORES 
DE LAS PJCJG•IITAS C):¡ Jt)Í: SE !1UClA:I LAS lTEP.AeiJiiCS. 
N ES ¿L �JNERO o¿ ECUACIOHES. 
TOL ES LA TOLE!!AiiCl� HPU¡:STA Í:ll '-A .. PH:.Jx::.;¡,Ciülio 
'-1H �S SL NIJI.IERJ 1UX!�1;. oE Irt:R,CIJ,.t.'- Pi:RIIITIOA;,. 
t:L VECTJR P EST:. eot:f'Ir.¡!i)..J t:;l ru11. 
LGS A��ULJS �E LCEN EN �RADOS, 

INICIALES 

* * • w * * * * * • * * * * • • * * * * * * * * * * • * * * • • • • 

: 

EXT�RHAL r�¡,i);Jx,�ScRI8 
�EAL XCS>,rC-l,JF(�,4l,D�LT�C4),PC20) 
�EAL XXC4l•YYC4l,T�CyAC41 
R!::A�(5,51l ·••!�A;(,i'.JL 

�RlTiC6•31l TJL•4AX•N 

R::A�(S,S21 /.), f ; ,  (;<X(:),�=!,.;), (Y Y(¡),;=¡,,¡) 
REAJ<s•521 TRET�u•<!H:TACI>•:=!·�l 
rl�!T�(6•53) 
rl 'l: T :: ( 6 • S 4 > L • ( ) , Y :.>• T :i;: T ;; O, ( ¡,X K ( ! l, YY ( I l , T ,; : T A ( l ) , I e�,: 1) 
��DIAN=1d?o/C4o•ATA�(l,O)l 

J:l 1 I = 1• •¡ 
T�tt:T .<( 1 l=T>1�T4( l )/�AuiA·; 
T rlt:T ;.Q,.THET .;e 1 ��lli 11:1 
).) 2 J=l,'·l 
P(J+J•Il=SI.iCT-iC:T�.(J)·T I.!A;) 
PCJ+Jl = Cj�CT.;LTA(J¡ • TrlET�0l 
�(9)=XCJ �(l0l=Ya 
:;::; j J=t,�; 
?O+J+Jl=XXC�l 
�(lJ+J+J) • �Y(J) 
;¡� S K=l,s 
JJ 4 I=t.·; 

4 K ( ! ) : ( R; '1 D � í ( '< l • O • j) wl-J • 

.• "¡ r:: ( 6132) 
ri�!TC(óo33l c.<(l¡,¡:p il 
: .� L L t4 E·' R.� Pe �, r:- .J '4, Jt r; x,: ..�e k: J, P, r J �, ._ -� ¡ .• J �, , ;, : T;.: =: .. HA x l 

') .:�·lTitiU� 
31 rc;���TC/1 lX,'':�T1� �Jt� l..L.JS P4·�"�1..:!'KL� T.,.�, .tA.�, ·� i:�J ;:�Tt: �F:JE�.r', 

• ,,,�1a.6 .. 2lJitl> 
32 irJP,.,�TC//,)JC,"i:ST)J .:,:;.� �,;:;. IA-.J"'..:.. L.:\:;;,!..t::,'') 
33 ro��AT(/�Eld.6/) 
51 f8?'1.H<.!:5•<!'"d,�l 
:.2 rS'l ·IPH3r1 �.�) 
S 3 r 'J ·{ .·1 .4. T ( 1 1? '< , ,. 0: � T � � S ,. : J L k ;.j ... J!: ;- � -. ·.;: � ""'� '.. : _;. t � J •• 1 /.;: � .': ..... \" , l '-J X" """ 1 1 7 X 1 

••• 1" _;�: i ri .• , 1 ) 
54 r�;:��rc:�-Jc?�.�l 

.:t.�� (.<! T 
e·¡�¡ 

Fig. A .2 Listado del programa principal que resuelve el sistema de ecua
ciones de diseño de un mecanismo RRRR. 
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SU&�GUTl�( N(W�AP(X,rUN•JfDX•E¡CRIB,P,TOL,(RHOR•N•ITER,MAX) 
ESTA SU3RJTI�A C�LCJLA LAs RA¡C�� �E �� 5I�TEMA AL�E3�AICO NO LINEAL 
DE QROE�J ,¡, POR i:L. "'f:Tuúíl DE rlEIIiOii-kiiPtiSJti C ISAACSJ,i E. Y KELLER H, 
B,, A�Ai..Y�IS or 'IU'I(�tCAL �iCTdOD:.• JJH�I IIILEY A'ID SJ!I;,, IIIC.• NEII 
YORK• 1?4(,. pp,a;.-123), LuS P.;'lA'IC:TRJ� OE LA SUB�uTIIJA 50!1 
x, UN VECTaR DE OI�E�si�� N, QUC CQHTIE�E A LAS INCOONITAS 
tl.t'l• u'lA SUBRUT!.IA EXT�RloA QUC Co��oCU�oil t:L '/t:CTJR r, Qut: eOIHIENE 
LAS fJNC!JNEi CUYAS �AlCEs SE T�MTA �� O&T�HER, DfDX, UNA SUBRUTINA 
EXTE��A ;�E CALCJLA LA dATRIZ JAC091MhA OE�o VECT�R r CON RESPECTO AL 
VECTOR X, ESCRid, U�A S()Bp,UTI;¡A CXTE:P.i;A QUC li�PRIHi: LOS P.(SUI.TAOOSo 
fUN, •rox Y ESCR!e SON PP.oPQP.C�Q.I:.oA:. PCP. EL USUARIO, 
P ES UN VECTOR DE L' 0!1Eu5Ia� QUE ¿� USUARIO NEC[SITE, CONTIENE 
\QS PARAHETRJS �JE CADA PkDSL�HA PU(�A RE�JERIR, 
TOL• u-. ESCALAR PcSITIV�, LA TOL'.RANCIA ¡,.¡PuESTA :::•¡ LA Af'ROXIHACia:l, 
ERRO'! ES utl ESCii�oAR PoSITtVJ CUYJ VA;.uR Ef> LA HA>OIIITJO Di:L ERROR 
ENTRE DOS ITERACIC�ES SUCeSIVAS, :T�h ES (L NUHERJ DE ITERACIONES 
EJtCUTADAS, 'lA'( t:S <:L i·lAXi:t.¡ , ¡U:t. .. l"!;; .-¡: ITERt.CIO!'.i:S F'i:R:IITICIAS, 
LAS SUeP.UTI�AS DCCO�P Y f>o�VE �:�JELVlH C�o 5lSTE�A AL�EB�AICU L!NEAL 
DE OP.JE:� ,, DF'CXhf'( <),.�.::Lr.<, �¡¿,u.tJ .·t:i..TA LA CJRKC Clull .< LA K-SIMA 
ITEP.AC!J't. EL HCi JD'l JJE J:>A i:S .:L ..�.:: O[::.Cu'IPJ:;:c. J., LtJ(HJI.ER Co B, 
HATRIX .;anPuTAT!J>:5 rltht ru� i!A:J A:,iJ PAC!.o·�· CJd:IJ ICATIJ!;S Jf THE 
AC'·I• I'O:..U:tE 15, .IUII3S� '+• AP :L !972ol• 

�EAL XCS>,FC�J,JFC4,4),)�LTftC4l•PC20),hCC,4),$(�),!P(4) 
IH:R=o 
!TE1=ITER+l 
¡t( ITER•<iT•·IAXJ GÜ Tu :¡ 
CAL\.. ru•Hx.r,t>,'i> 

C�LL oroxcx.cF.P,·,> 

CA._;. DECO•tt'C , )� ,F, !p) 
5! LA l.!�TRIZ JA�.outii\:�A :.:. �l'J.,Ui_ii?., 

lfC!PCH),[J,0) �� TO o 
C��:.. SOL'/•:< J,:J�•Fil",Oi:LTA> 
E?.?.:J?.=O, 
)Q2I=1•l 

2 ERROr. = EPP.·;RH.rlsC!)CLi"C¡)) 
�i< rtGi�=E R�or:h; 
rrccr.R�R.L:.ya�> �J r� 4 
)J 3 I=!,�J 
�C:J=XCI>·�:LT4Ct> 
�:, ... � :s�-tr�c r::::��<t;,:��?...J��,.tA .. , -4) 

�o r .J 1 
4 rl�ITE<6•1J1> 

C !\LL E SC R 1 :H !TS:"• X, �ilR::Jf�, ·1A'<• 1) 

:�� Tu·l'l 
5 ��!TEC6,10�l 

.�:: T J ��� 
5 ��:r�c6.tl3l 

�":T .J�;: 

.: .. ::;f.:LSA ;,l PP.ú�RAtiA PR¡t¡CIPAL. 

1 O 1 r � :H T( 11111 � :<, ' 1 Ir 1.:: EL �S 
102 F' �-1;..T{//,1J·t,". !J '1A'"' :d:;'J �� 
1JJ r >1AT(t/,!·)x,··�� ��;�:z J .. .J 

�;A;:>... r I: ¡,; � 1 1 n 
4:!;..''//) 

• •  , .• ,\ _.:, ..;,¡ ;.,V!..A�·',//) 
:. .. ; 

Fig. A .3 
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-�C1,J>,!•.¡i,.J = :..;l..TIP-t�A.L:u:�.S :: t:"';,;T r. T!�lA���uL.;,�: I;:F"¡:,-!!.:R� 
!?Cfl• �.-T. 1 -: : ,:;¡t�F. üCL K-;:SI IJ ��;, L::n piVJTL 
!.:le':) = c�t>••c ,J·�..-:�:; oc ¡UTi:�Cr,�JtltJ..,) a C[oO 
jf!L:�:. ·•;:,.:;�-¡�·· ();..�� 1�T�¡,CP. -.A �;..;¡_J�¡Q·¡ ... �:L $IoJT:.th L.I:.:;.._. 
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!· 
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! � ( .• ) = 1 
J.: �l "=! # 4 
!C' {..-;,.[J. l) ' �  

-{ J J...: f�+ � 
�= < 
) j ! 1-: 1',?: 1 

! r � _:....; � � "·e ! , · .  > > � J T • ;, , :. e ·�e :, r. 1 i ) �� =! 
T j_ 't•_l::: 

: ") � •' i = 1 
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� ( . 1' ·� ) � .', ( <, : ) 
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:.. . .  4L X(5)�'i.JÍ(�,4),:"(2)) 
:rH¿l•"C9l 
o��l.;J•"l10) 
ó;;"{l))•t,{>tl 
T��C,)•XCll 
.. • .... , lJ J=t,,J 

_ ¡Q:{p( l J+J+JJ•XC:;l l•PC J+J·l J 
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APE)'IDIC:E B 

DISE¡;)Q OPTIMO DE UNA LEVA CON SEGUIDOR DE CA� PLANA 

Introducción 

Considérese el mecanismo ilustrado en la fig B.l, compuesto de 

una leva de disco con s eguidor de cara plana. 

Sean e y F dos rectas tales que la primera está fija a la leva y 

la segunda al bastidor de la máquina. Los ángulos liJ y o represe!::. 

tan, el ángulo de rotación de la leva, el primero , y el segundo, 

el ángulo que forma el radio vector OA-que une el'eje de rotación 

de la leva con el punto de contac to entre este y el seguidor, en 

A-con la linea C. El desplazamiento d el seguidor está dado por la -

variable s ( 1iJ ) , siendo el ángulo � el formado por el radio vector -

OA y la tangente al perfil de la leva en A. 

B.l Ecuaciones de diseño 

A partir de la fig B.l se obtienen las siguientes r elaciones 

S = p sin ( 8 + \iJ ), (B.l) 

Q = TI - \ e +- 'l l, (B. 2) 

p' ( 8 ) t<Ul y= P {e 
(B. 3) 

Sustituyendo la ecuación (B.2) en la ecuación (B.3) se obtiene 

p' ( e ) sin ( e -i- 9 ) + p ( e ) cos ( e + Y ) = o. (B. 4) 

Las ecuaciones (B.l) y (B.2) son las ecuaciones de restricción que 

S(ljl) 1 q_ e 
1 � 
1 

-------

_o(-�--= IJ!_ 

Fig. B .1 Leva con seguidor, de cara plana 

B.2 

- F 



B.3 

se utilizan en el diseño. 

A diferencia del proceso de s!ntesis de una leva con seguidor de 

punta, presentado en el Cap 4, el proceso de s!ntesis para este 

tipo de seguidor no es de naturaleza algebraica, pues la ecuaci6n 

(B.4) contiene a la variable p' ( 0). Por esta raz6n, el método de 

Newton-Raphson ya no es aplicable, y tiene que usarse, en su lugar, 

un método para la integraci6n de sistemas diferenciales ordinarios. 

Para este fin, es necesario expresar las ecuaciones (B.l) y (B.4) 

en la forma standard de variables de estado (ref B.l), lo cual se 

hace a continuación. 

Derivando la ecuación (B.l) con respecto a 1jJ y tomando en cuenta -

la ecuación (B.4) se obtiene la ecuaci6n 

S ' { 1jJ ) p ( e ) ces { e + 1jJ 
(B.S) 

Derivando la Gltima ecuación con respecto a 1jJ otra vez y conside

rando la ecuación (B.4) se obtiene la ecuación 

e• < w > = 
s"( ljJ) + p sin (e +ljJ) 

P' (e) cos (e + ljJ) - p sin (e + ljJ) 

De las ecuaciones (Bl), (B4) y (B6), 

e• < w > = -

p' ( 1jJ ) 

[s(ljJ) + s" (!Ji)] sin (e+ ljJ) 

p (e) 

[ s ( !Ji ) + s" ( 1jJ ) ] ces ( e + 1jJ ) • 

(B. 6) 

(B. 7) 

(B . S) 

Las ecuaciones (B.7) y (B.8) constituyen un sistema diferencial or

dinario de dimensión 2, con los valores iniciales especificados a 

continuaci6n 

e0 = e ( Wo ), Po p ( !Jio ), (B.9) 

B.4 

En estas condiciones, el sistema ha quedado expresado en forma 

adecuada para integrarse por medio de una rutina para computado-

ra digital, o bien por medio de computadora analógica. Las ecua-

cienes de s!ntesis (B.7) y (B.S) aparecen realizadas analógica

mente en la fig B.2. 

El ángulo de presión para es�e tipo de seguidor es O para cual

quier configuración, y as!, no es una variable de consideración 

en el diseño. Sin embargo, el descentramiento BA (Fig B.l) entre 

el punto de contacto A y el eje de rotación del seguidor, debe -

mantenerse dentro de ciertos valores máximos, pues si esta varia-

ble es muy grande o equivalentemente, si el punto de contacto A 

se aleja demasiado de la normal a la cara plana, que pasa por el 

eje de rotación O, .la- ventaja mecánica del mecanismo adquiere va

lores·· muy bajos... 

Denotando entonces el descentramiento BA como x, se tiene: 

X P ces ( e + 1jJ 
(B.lO) 

Para obtener un diseño óptimo se requiere mantener el valor abso

luto de x por abajo de cierto máximo permisible xM, minimizando el 

tamaño de la leva. En este caso, si x es demasiado pequeña, la le

va es de tamaño muy grande. As! el tamaño de la leva no puede dis-

minuirse sin restricción pues si esta es muy pequeña, la excentrici-

dad x crece demasiado. Por esta razón el diseño óptimo es aquel para 

el cual el máximo valor absoluto de x es "exactamente" x
M

. 

El procedimiento para obtener el diseño óptimo en consideraci6n se 

indica en la Sec B.2. 
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B.2 Algoritmo de diseño óptimo 

i) Intégrese el sistema (B.7) y (B.8) con valores iniciales 

ii) 

00, 
en 

p0, varias veces, para n valores de p0, comprendidos 

el intervalo [ ai, bi] . 

En cada caso calcúlense el valor absoluto de x, y cuando 

este rebase el valor de xM, párese la integración e ini

ciése otra con el siguiente valor de p0• 

La integración se realizará completamente si, y solo si, 

el máximo valor absoluto de x es cuando mucho igual a xM 

Si ese valor es "exactamente" xM, el diseño es óptimo y 

el procedimiento termina. Si no es asf, efectúese el si-

guiente paso. 

iii) Supóngase que en el valor di comprendido en ai y bi, se 

realizó una integración completa, pero el máximo valor ab-

soluto de x es menor que xM¡ en este caso, es posible dis

minuir el tamaño de la leva, por lo que se realiza otra -

serie de integraciones igual que en i), pero ahora en el 

intervalo [ai+l,bi+lJ , donde ai+l ci, siendo ci el va-

lor inmediatamente anterior a di*, y bi+l= di. Divfdase -

este intervalo igualmente en n partes iguales, y rep1tase 

el proceso hasta que el máximo valor absoluto de x sea -

"exactamente" igual a xM. 

El diagrama de flujo que ilustra este proceso se muestra 

en la fig B.3 . 

*Es decir, ci y di están dentro del intervalo [ai, bi] 

y observan el siguiente orden: {ai, . . •  ,ci,di, . • . .  bi} 
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Fig B. 3 Diagrama de flujo para el diseño 6ptimo de una 
leva con seguidor de cara plana. 
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8.8 

8.3 Ejemplo 

Diséñese el perfil de una leva con seguidor de cara plana que 

produzca el desplazamiento dado por 

s ( !ji ) = e + sin2 ljJ 
(B.ll) 

de manera que sea de tamaño m1nimo y el descentramiento x ad-

quiera un máximo valor absoluto del 10% de la constante e, que 

es el radio del circulo base de la leva. 

La s1ntesis del perfil se ejecnt6 por medio de computaci6n digi-

tal para los siguientes valores iniciales. 

!ji,= o' e, 90 o ' (B.12) 

para valores dePo comprendidos entre 1 y 10. El programa princi-

pal aparece en la fig 8.4. La integraci6n de las ecs (B.7) y 

(8.8) se efectu6 por medio de· la subrutina RKGS, del Centro de 

C6mputo de la Universidad de Stanford, y se reproduce en la fig 

8.5; las subrutinas FCT, DESP y ACEL, aparecen en la fig B.6 y 

la subrutina OUTP se ilustra en la fig 8.7 • 

El resultado de la computaci6n se muestra en la Tabla 8.1 y el 

diseño 6ptimo en la fig B.8. El tiempo de computaci6n y entrada/s� 

lida fué de 55 segundos, habiéndose efectuado la computaci6n en 

la Burroughs 6700 del Centro de Servicios de C6mputo de la UNAM. 



Fig B.4 Programa principal para el diseñp 6ptimo de una leva con 
seguidor de cara plana 

B.9 

A670QIB1700 r 1 R T P. A 1; C O •' P 1 L A T 1 O n H A R K 2o7ooDO 
C ESTE �PoGRANA OPTIMIZA EL er�L'!o DE U�� LfVA CON SEGUIDOR TRASLACIO• C NAL �� CARA PLANA• THTEaPAHoO LAS EeUACIUMES DIFlRENCIALES oRDINA• C RIAS lF DISENO, PGR EL :¡ETroo ec RU��E-�UTTA• DE CUARTO ORDEN• e USANOJ LA $UBRUTII'A RKGS• 
C DErrt•ICID'>ES! Z<l )::¡!!fTA Y zC;:hrtl:J, SIEI!!'O THE¡A Y PHO e LAS rJORDENADAS POL,RES DE LOS pUNTo� DEL PcPr¡L DC LA LEVA, 
e NJIH SS EL �U•tERU DE ECJAelo'!t.S EN EL S¡STF¡¡,, 
e LA e o�STA�TE ce ES �A �uE ArAREC[ EN LA FU�CIDN DE OESPL-ZANIG�TO e Y PEr�ITE OPTI�lZAR EL DISE�U DE LA LEVA• RA�IO ES [L VaLOR INICIAL C DE RflJ, I�CqE ES 1-L l>JCnEIIEt¡TL, J[L RAn8• LA VARIArLE ürSCErr [S EL e DESeF�TpA�IE�TO DLL SrGuiU0R• lnS VECTORES p�MT Y tcrz ESTAN DEFINI • e DJS F� RKGS. TIMP ES !J'lA VA¡¡IAflLE OUE SE UTilIZA PARA LA HlpRESIUI) e DE RfSLILTADoS E�l LA SuBRUTitJA (!tJTP oEFI•¡ID� t1l P.�GS, e EL PRJGRA�� SOLO Fu�e!ONA euA,,uo EL P��TO �A! BAJO DE LA CAP.RE�A C DEL S�r.uiDílR SUCCflE E•t PSPD• S¡(:Jao PS¡ [l �'4GULf'. QliE GIRA LA Lf,VA, C O E A O JI Q J E AL 111 1 e 1 A 11 EL P ·� fl tE D !'tI E .. T D Sr !i 1 G A C f = R A O I o, 

EYTE�HAL reT, 1UTP 
:LJI�uN/UtiO/X 
:owoiJ•J ;eoMI l'f' 1 TI ¡.¡P, Pr¡ Si' I 
:rHM3�;reTDrs;:t,MAX 
�ft,L ZC2l, é•fRZ(:?l, PPt!TlSl• r,u;;ca,;.:l, !.'leRL •MAX, �UEvll 
.OGTCAL K 
�rr�=2J WRITFC�>2Jtl; REA0(�•10ll cDERZIIJ,I•1,NOIHlJ l(•,fALSE, 

�/oiJ=oJ cc=0J I•¡C>!E=l; Lu�ri::g,·�-TI.nCl,l 
r DEfi�It¡O� nr PALAMETRCs• 

'P�TIIJ•O,; PR�TCl)=rUsPI/J�0, • 
'r,nc2J=DOSPI+>RtTC3)J P,�lly(IJ)::0.0QCOC•t 

C SC II';F'E'101TA EL VALDP ¡tiiCrAL of. Rll;,; Y Ce sr HACE !CUAL A RAf1IO• 
1 �A C I J = R A� IiJ + I '1 .; P.<:! e C = 1! A u I O J r/ R lT E ( 6' ?. O� l R A 1" I O; r/ R lT E ( 6, ? O 3 l C Se ;":t¡ '· rL PllJCfD!11!E�¡Tu, 

ri••P:Q,J Z<ll�l�SPl/l¡,.f',;''T(lJ; /(2l•PAriJ 
:t. L L o K G S ( P 1' 1' T, Z, Dril Z, 11 f.¡::, ! ! L F, r q 1 O J T r, A J X l 
IF(X,r;r..CPfli'TC7l•f'2:'TC3lllGC To 3 

2 IF(��DJOoGE·lDJ sToP 
�AX::JJ GO TG 1 
lf(P;¡•IT(Sl,U•d•l cG Tn 7 
If(P�"T(S)•lf•• l 4•7•2 
'W[V)::pRf1TC.i l 
Ir(K) GO TO 6 

5 �IEJJ•�UEVOJ W1ITE(6,2o�l 
C SE DI�IDE EL PHCPV�Ln uE Bu5t.UcrA ENTRE 10 rur,Nf u PrJITOl eS >t[J,JI' 
e QJ¡- f. Pl"�IP! TAJE r ¡J¡.Jo f r L¡, c:"IST f,t;TE flE �ISEi r CC, 

'lf.L>I J=;¡Afl 1 O•I N cR rJ I l. Ci:E= I iJIR E •O, 1 J 1(:, TPlJE • J IJI,x =o i G[J Tíl 1 
6 lf('IJEVO•VJE.JOi 11•5•5 
7 �P¡TEC6,204l 
11 CALL tXIT 

101 FOP�ATI2F10,0) 
?0! ror�AT(lH:>IBX•'"STIITCSI� oE Lit¡� L[\'1'. cr;;; s�GU¡DOP. re c�P.A Pt AI:A"/) 202 rcr�ATCt/,SX,"PfDJO ="•rls•D/;l 
2 O 3 F O" ·� � T C 1 C X • "P � I " , 1 4 X , ,, T 1 r T f. " , 1 4 X , "f: ,¡O", 1 r. X, "O [S C r: 1 T: • t,l' 1 f 1 T O" 1111 Y , ,. 

•<GPA11QS )",lOX, "< G>Af)J l•·,�X,"(U. DL LQI.GIT!ID)">5;', "(Pt:<Ci1¡TP.J[l"/) 
204 FcP"ATCt/.Jtx,"r�JC E LL ''I.5E'J :¡PTI•tu"l ?05 FOP�ATCt,�5X,"0IS�INU As[ RADin"/;l 
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Fig 9.5 Subrutina RKGS 

SUBROUTT�� RKGSCPRMT,V,DERY,NOIM1JHLF,feT,OUTP,AUX) 
.. . . . .. . . . . .. . . . . . . . . . . .. . .. . .. . . . . . . .. . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

SUBRUTINA RKG� 

PROPOSITO 

uso 

RESOLVtR UN SISTEMA DE Eru!ctnNE� OlfERENC!ALf5 OROINARlAS 
DF PRIMER 0R06N DADOS SUS VALORE$ INICIALES, 

CALL RKGS(PR�T.y,OERY,NDTMolHLf,FeT,OUTP,A�xl 
lOS PARA�FTROS fCT y OUTP REQUÍERtN UNA PRDpostctDN ExTERNAL 

OESrRIPCION Of LOS PARAMETROS 
PRMT • UN VECTOR DE ENTRAD! V �ALIDA CON O!MENSION MAyhR O 

iG�AL A S, QUE PSPECIFICA LOS pARAMfTROS OlL lNTER• 
VALO Y LA PRECISION Y QIJl SIRVE f'�RA LA CO'�lJNlCA• 
CTON nJTRE lA SURRUTINA OIITP (SIJI1ItJ!STRAOA POR EL 
USIIARIO) Y LA

. 
SUBRU1JNA RKGS. EXCEpTo PRMT(<i), lAS 

OFMAS C0f'PO�ENTFS NO SON DESTRUIDAS POR LA �UBRU• 
TT •JA RK\.5, Y SON 

PRMT(l)• LT�TTE INFERIOR DEL INTERVALO CENtRADA), 
PRMT(2)• LTMTTF SUPERIOR OFL INTERVALO (ENTRADAJ. 
PRMT(3)• INCREMENTO INICIAL DE LA VARIABLE IMOEPFNOIFNfE 

(FNTRAOAJ: 
PRMT(4)• LIMITE SUPE R IO R  DFL ERROR (ENTRADA¡, SI EL FRRGR 

A�SOLUTO ES MAYOR �Uf PRMJ(4l, EL INCREMENTO SE 
DTVIDE A LA MITAD. SI EL I NCR E M E NTo ES MENO� QUF 
pPt1T(3) Y' tL fRROR ABSOLUTO MfNOP QUf PRr\T(�)/50, 
Et !NCREt�FIJTO SF DOBLA, EL USUARIO PIIFOF CA'-'IliAP 
PRMT(4) POR �Eoto DF SU SuBRUTINA OuTP, 

PRMT(SJ• NO Es pARAMfTRO CE ENTRADA. LA SUBRUTTNA RKG$ LO 
INICIALIZA PRtH(5):0. ST fL USUARio JJFSFA TERMINAR 
LA SUARUTlNA RKGS EN CUALQUIER PUNTO nr SALIDA, 
THNE r¡ltE CA�HllAR PRHT('\) A UN VALÓR D I FERE N T E DE: 
CFRO POR MEDIO DE LA SUBRIITTNA 01/Tp, �ON FACTllll FS 
OTR�S ¿OMPONFNTPS OFL V fCTriR PRMT ST SE LF DA UNA 
DHtFNStml I·IAYbR !lilE 5. LA SUBRUTINA RKGS NO LAS RF• 
QtiifRF ., NO OBSTAIJT[, PlJFDFN SER UTtt ES PARA f'OVFR 
VALORES DE RfSULTADOS Al PROGRA"A PRINCIPAL (QUF 
LLAMA A'RKGSJ, OBTENIDOS PUR MANIPUlACÍONfS fSp�
C!ALES CON DATOS DE SALJDA Fll LA SU�RIITTIJA {11JTP, 

Y • VFCTOR DE ENTRADA OF lOS VALORES INYCTALES (SE OtS• 
TRUVEJ. DFSPUES Y PASA A SER EL VECTOR RESU! TANTE 
DF LAS VARIABLES OEPFNOTENTFS CALCULADA� EN PUNTOS 
INTFRMEDIOS X. 

O[FI'f • VFCTOR DE ENTRADA DF LOS PESOS DfL FRROR (5! DES• 
TRIIVE). LA SUMA DE SUS COMPONFNTtS f1fH( SFR 1. 
OFSPUES DERV PASA A SER EL VECTOR DF LAS DlRtVADAS 
QUE PFRTENECEN A LOS vAlORES DE LA FlJNCTON Y PN EL 
PUNTO X. 

NDIM • UN VAL OR DE ENTRADA, QUF FSPECiflCA EL NUMERO Df 
tr:IJACIONES DFL SISTE'-'A, 

THLF • U�J VALOR DE SALIDA, QIIE EsprciFICA fL tJIIIifRO Dt 
BfSFCCIONES OFL I NC R E �ENTO INICIAL, ST lHLf SF 
HACE MAS c;RANOE QIH:. 10, LA SUBRUTitJA RKGS RFGRt SA 
CON EL MENSAJE Dt ERROR lHLF=IÍ AL PROGRAMA pRINCI• 
PAL : fL MFN5AJE DF fRROR IHLF�12 O IHLF=l3 �PARECf 
FN CASO DE Q¡¡F PRMT(3):0 O FN CASO DE QUE 

� 
3' 
4: 
5, 
"· 7 
s' ,e 

to' 
11' 
p' 
13! 
la: 
1'5. 
1&; 
17, 
18, 
¡q_ 
20; 
?t. 
22, 
2� 
2�· 
2'i� 

��: 
t\R• 
2'' 
30: 
31. 
32; 
33 
3�· 
35: 
3ó, 
37, 
38, 
3Q 

��: 
42: 
1) �: 

��: 
��: 
��: 
so. 
51: 
'l2, 
53 
541 
se;' 
s�>' 
s1' 
c;s" 

5Q: 
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FCT 

ouTP 

AUX 

8.11 
�ig e.S (Continua) 

STCPJ(PRMT(3l,NE.STGN(PRMT(21-PRMT(j)) RFSPECTIVl• 
MENTE. 

- UNA SUORUTINA EXTERNA. CALCillA fL LADO DERleHO DERY 
DFL SISTEMA PARA LOS VALORES DADOS DE X E Y. Su 
LISTA DE PARAMETROS E� XrY,DERY, NO DEAE DESTRUIR 
A X NI A Y, 
UNA SUHRUtiNA EXTfRNA , SU LISTA DE PARAMETROS ES, 
y,oFRY,THLFrNDIM,PRMT, NINGUNO DE ESTOS PARAMFTPO� 
(EXCEPTO, SI ES NFCFSAP.TO, PRMT(�i,PRMT(5},,,) OE• 
AEN SfR CAMbiADOS POR ESTA SURRUTINA. SI PRMT(5) SE 
HACF DIFE �ENTE DE e�RO, TFRMINA LA SUftRUTtNA �KG$. 
UN ARRFGLO AUXILIAR CON 8 FTLAS Y NOIM COLUMNAS. 

OBSFRVACIOt�ES 
EL PROCEDIMIENTO TERMINA y RfG RESA AL PROGRAMA PRINCIPAL Sl 
(1) �E NECFSITAN MAS DE lO 6lSECClONES DEL INCREMENTQ INI• 

rfAL PARA DeTENER UNA PRECISTON SATISFACTORIA (El MEN• 
SAJE DF FRPOR ES IHLF=11l, 

(�) FL INCRFMENTO T N IC T AL ES IGUAL A O O TIENE SlGNO EOui• 
VOCADo (MENsAJEs DE ERROR lHLF=12 O tHLF�)3), 

(3) S( HA COMPLETADO EL TNTERV lLó DE INTEGRA(ION 
(4) FL VALOR DE PRMT(5) DEJA DE 8ER O EN LA �URRUTINA OUTP. 

SUHPROGPA4AS QUF SE RFQIIIEREN 
LAS � UF!RUT T NAS FCTCx,y,DERYl Y OUTP(XrYrOERy,yHLF,IIDJiolrPAMT) 
OEBEN SER SuMINISTRADAS POR �L U�UARIO. 

METnoo 
LA EVALUACION SE HÁCE POR ME010 nE LAS.FDRMúLAS DE RUNGt• 
KUTTA F.N LA MODIFleACION DEBiDA A GlLL. LA pRECISION SE 
PRUEBA COMPARANDO LOS RESULTADO� DfL PROCEDIMifNTO CO� El 
TNCRP4ENTO IINieo Y CON EL DOBLE. 
LA SUBRUTINA RKGS AUT0to4ATICAMANTF AJIISTA EL TNCREMFNTo DU• 
RANTE TODO El CALCULO 6ISFCTANOOL0 O OOBLAUontn. ST SE �E· 
CESITAN MA� OE 10 8ISfCCTONES DEL Í NCRF ME NTo pARA OHTFNER 
UNA PRF.C!STON SATISFAcTORIA, LA Sll!IRUTINA REGRESA CON EL 
MENSAJf DE fQROR IHLF=1 1 AL PROG RAMA pR!�CipAL. 
PARA ORTFNfR FLEXIRIL T DAO FN LA SALIDA, El U�UARTO DF�F 
PpnPnR�lDNAQ UNA SUARUTINA DE SALIDA. 
SE SIJGIERE LA REFERENCIA 
RALSTONIWJI F• MATHf�ATHlCAL MtTHODS FOR DIGITAL COMPUTFRS, 
WILEY, Nfw y0RK/LONDON, 1960, PP. 110•120. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ::. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . .  . 

SUBRQUTTNF RKGS(PRMTrYrOERY,NOIM,tHI.f,FCT,OUTP,AUX) 

[QMP401l/Ur..O/X 
COMMON/(OM��P/TyMp,QOSPI,PJ2 
CaMMON/FCTnES/eC ; MAX 
DI>�ENSION Y(Z) rDFRY(;>) ,AIIX(I_I, 1), A(41) rO(ll) 1C(4)rPRtH('5) 
DO 1 1=1 ,llOIM 
AUX(6,tl=.Oóbb6667*DEHY(T) 
X:PRMT C 1 J 
XENO=PRMT(;>) 
H:PRMT(J) 
PRMT(Sl;O. 
eALL FCTCX.Y,DERYi 

bO, 
61, 
bi!, 
63. ó4. 
.'5, 
bll, 
67. 
óll. 
.9. 
roe 
71. 
n: 
71, 
711, 
7S, 
"'· 
77, 
71.1, 
79, 
e o, 
e1. 
e1: 
83, 
811, 
as. 
e&; 
er. 
88, 
A9, 
'10, 
91, 
9i!, 
93. 
9ll, 
9';, 
q¡,; 
97. 'lA, 
99, 

too, 
1 o 1. 
1o?: 
1 o': 
1011. 
io5. 
toó: 
107. 

toa: 
109, 
110, 
111. 
lli!. 
1 n. 
1 111. 
11 '5. 

e 
e 

e 
e 

e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 

e 
e 
e 

PRUEBA OE FRROR 
IFC�*(XEND-X)),A,,7,? 

PREPARACIONES PARA EL �E1noo DE RUNGF•KUTTA 
2 ACI >=.'> 

A(2l=.?92693? 
AC3l=1 >o11 o7 
A,Clil=. f ¡,1>bbb7 
8(1)•2, 
8(2)=1, 
RO>=t. 
8(4):2: 
e(!):.'> 
ec2>=.?9?803;> 
e 01=1 : 1011 o1 
cea>=.'> 

Fin <.<; (Conti·"'" 

PREPARACIONES PARA El PRl�lER PASO OE RII:�GE•KIITfA 
DO 3 y:¡,tWIM 
AUX{ 1, J):y(t) 
ÁUX(2, l)=D�RYIIl 
Aux o, J) •o, 

3 A¡¡X(b,T):O, 
IREC=o 
H:H+H 
JHLF"=•I 
tsTEPzo 
IENO•O 

hJTCIO OE IIN P•�o OF. RIJNGE•KIITTA 
4 fF((X+H·XEND)*H)7,�,'> 
'5 H:XEilQ-X 
b fENo=t 

I�PRESTON nE LOS vA� OQES INTCIALES Df FSTE PASn 
7 eALL OIJTP(x,'r,OERy.JHLFrND!Mrf'RMTJ 

IF(PRMT(5)J4n,B,ao 
8 ITEST;:O 
<1 TsTEP:ISTEPtl 

INICIO DEL CICLO �•S INTERNO DF. RUNGE•KUTTA 
J=l 

10 AJ:A(J) 
AJ:H(J) 
CJ:CIJ) 
Do 11 T:I,NO f M 
R1:H*DFRY(t) 
R2=AJ*CRI•AJ•AUX(brlll 
YCI)=YCtl+RZ 
P2=R2+R;>+R? 

11 AuXCb, J):AifXtbr I>+lt2•CJ•Rt 
IFCJ•4) ¡2, t5.t5 

12 JIHl 
r�<J·l> 13, u, u 

11 X:Xt,S•H 
14 CALL Fercx,Y,DERY) 

G.' / 

1 1 t 
11 J 
, 1 p 
¡¡<; 
1.:>r 
lc't 
1<'' 
1 ?! 
1;>� 
1;>< 
1 ?� 
127 
1 2P 
\?q 
1 �n 
1" 
132 
1 3' 
nq 
13'i 
1 36 
1H 
!>A 
\"', q 
1�0 
141 
1·•? 
1"' 
jiJ� 
14'5 
l4é 
147 
11JR 
l4q 
1�0 
151 
1<;2 
1'>3 

1511 
,�t; 
15� 
157 
158 
ts'l 
160 
lb! 
1óP. 
lól 
1ó4 
165 
h6 
h7 
i.a 
169 
170 
171 
172 
in 
t7ii 



GQTO lO 
C FIN DEL CICLO MAS INTERNO DE RUNGE•KUTTA 
e 
e 
e PRUEBA DE LA PREeT�!flN 

15 IFCITESTl l&, i &,20 
e 

Fig. � 5 (Continúa) 

C E�J CASn DE QUE fTE5T=O no fS Pr'lSTBLE l.A PRtiEAA Dr LA PRECISiOfJ 
lb no 17 T:1 ,IJDI-'1 

e 

17 Auxc�.h=vcr> 
ITfST=! 
TSTEP:ISTEP+TST[P-2 

18 IHLF=IHLFt! 
X:X•H 

H:,5*H 
DO !'1 T:l,f.JDt:1 
ver l=Auxc t."r > 
D[Py(IJ=AUXC2,TJ 

1'1 AUX(6,I)=AUXI3,Il 
GOTO 9 

e FN cASO DE QUE ITrsr:¡ SI Fs POST8LF Ll PRUERA DE LA PRECI5IDN 

e 

2n r�nD=tsrEr/2 
IF(JSTFP·I�Oo•IMnnl21,?3,21 

21 CALL FCT(X,Y,DFRY) 

DO 2? !:;:1,tJDL"1 
A u X(<;, TI =y ( Il 

22 Al!X(7,T) : DERY(T) 
GOTO 9 

C CALCULO Dfl VALOP DE pRUFAA flELT 
23 DF.LT=o: 

e 

no 2•1 T:l,r.!DI\.1 
2a DF:LT"Dr1 T+htiX(IJ,Tl*ARs(ALJX(�,¡)-Y(T)l 

IrCOELT-PR�f(q))�A•?8,?S 

e FL ERROR [� D[MASIADfl GRANflF 

e 

25 JF(!HLF•I0)2A,36,3n 
26 no 27 �=l,"'DI\.1 
27 AuX(Ij,IJ:AI!X(S,rJ 

TsTLP=TsTEP+IsTFP-0 
X:X-H 
![110=0 
GoTO 111 

C LOS VAUJRES fJE LOS RFSIJL TAnoS SO'J HIIFIJOS 
2P CALL FCT(X,Y,0VRYJ 

'lO 2'1 T:t, 1·1DJ'1 
AuXCI, d =v<Il 
AIJX(2, J )=DICRV(T) 
A!iX(3,T)=AIIX(¡,,¡) 
vco=Auxcs;n 

2'1 Cl[Py( ll :Al IX ( 7. T) 
C Al L O 1 1 T P ( X • 4 , Y , f\ F R Y , T H l F , IJ n Tl1 , f' '1' 1 T ) 

TFCPR� T (5)J�n.�o.an 
30 Dn 31 t:l ,rJ:;¡·.¡ / 

B. 1 3 

115., 
171>, 
177. 
178, 
179, 
1110, 
181, 
182. 
183; 
184. 
18'>, 
186, 
187. 
188' 
tsQ; 
1'10, 
1'11, 
142. 
1'13, 
1 9� . 
1'15: 
1'16. 
1'17; 
I9A 
1'1'1: 

200 
?o 1 : 
2o2; 
203. 
?oa. 
?05. 
?ob; 
:>o7; 
;>oR, 
;>0'1. 
2!0: 
?11. 
21?, 
2!3: 
21�: 
21'>: 
?lt>. 
217: 
2111: 
?!'l 
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31 TMDD=ISTEP/2 
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H=H+H 
GoTO 4 

C REr.RESrJ AL PllOGRAMA PRitiCIPAL 
36 Ít1LF=11 

CALL fCT(X,Y,DERV) 

GoTO 3'1 
37 THLF=P 

r.oro 3<� 
3R lHLF=!' 
39 CALL OUTP(x,y,n[Ry,tHLFoNDTMoPRMT) 
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Fig B.5 (Continúa) 
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Fig B.B Leva óptima para un seguidor de cara plana 


