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' 
MIEMBROS SUJETOS A FLEXION Y CARGA AXIAL 

I. INTRODUCCION 

En los copilula. anterior•• 141 ornllzo Ia occicSn de los cargos axioles, fuerzos cor 

ton'<n, momentos flexlonontes y momentos lorsiononttn QCtuondo .., forma indepe~ 

diente. Se estoblecieron los expresiones que permiten colculor ICII esfuerzos prod~ 

cidos por estos occiones ol octuar en elementos estructurales tales como. columnos, 

_vigos, muros, etc, poro moteriai.:S con comportomlento el6stlca lineaL los expr! 

siones empleodos se Indican a continuacicSn: 

,j,llilll.· 
-~~ 

Esfuerzo axial f. 

E sfuerzo cortonte "'I'"!' 

Esfuerzo normal debldo o fl ... i6n 

Esfuerzo cortonte debldo a ton16n 

• ~i)M, 

p 

A 

VQ 

I t 

f • .!!:t._ 

1: • ..!£.__ 
J 

·-· __ __,_ __ .. ________ _ 

\ 

I 
:. 

~ ·'*h.f,4iP*'W4Q/:' l ,~ 

En este copilulo se le dareS especial otencicin o Ia occi6n de Ia cargo axial y 

el momenta flexiononte cuondo estos se presenton simultoneamente en un-~ sec-

cion de un elemento estructural cualquiera. La cargo axial padreS ser de ten-

sicSn a compresi6n y el momenta flexionante padreS octuar olrededor de uno o 

de ambos pianos de simetrro de Ia seccicSn. Asimismo se presentan los conceptos 

de nucleo central y de interocci6n Y. como uno oplic:acion de los conc:eptos ~ 

tes expuestos se ilustro Ia forma de revisor y dimensionor muros de retenci6n. 
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2. FLEXOTENSION Y FLEXOCOMPRESION 

Para ilustrar el efecto de Ia ac:c:16n c:ombinada de Ia cargo axlol y del momenta 

flexionante c:onsid&rese Ia vlga en voladiZD mootrada en Ia fig 1-a en Ia que 

actUo una fuerza lnc:linooo F. 

(e) 
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Esta c:arga se puede clescomponer en una fuerzca ITcrlwenal Q, y una fuerza axial 

de tensi6n P. 

Para detenninar las esfuerzas produc:idos en Ia viga por estas fuerzas es nec:esa-

rio distinguir entre dos posibilidodes: 1) La viga puede ser de longitud c:orta 

en relac:ion c:on su altura, por lo que resulta relativamente rigido a Ia flexic5,. 

En este c:asa las deformacianes par flexian seron pequei'las y solo produc:iron un 

·cambia insignificante en Ia linea de accion de Ia fuerza axial, P. Para estos 

casas los esfuerzos debidos a P y a Q se calculan independientemente y fuego 

se superponen. 2) La viga puede ser relativamente delgada y flexible, en cuyo 

coso las deformoclones por flexi6, pueden ser suficientemente grandes para pro~ 

clr un cambia en Ia linea de acci6n de Ia cargo axial ~· Esta fuerza producir5 

entonces momentos flexionontes adicionales en Ia viga que hacen que Ia superf'O-

slcion de los efectos do Ia cargo axial y del momenta flexionante, calculodos en 

forma independiente, no sea v61ido. 

En este capiluio solo se estudioron barras que sean relotivamente rigid: .. y cum

plan con las condiciones descritas en 1). Los elementos estructurales cuyo c~ 

portamiento cumple c:on las condiciones desc:ritas en 2). Se estudioron en el ca

pih.lo efectos de esbeltez. 

Las efec:tos re:oultantes en una secci6n recto de Ia viga de Ia fig 1-a, sitiY.Itb a 

una distancia X del extrema libre se obtiene supe<plOiendo los .Vuerzos axiale5 

debidos a P y los de flexicSn debidos a Q, c:uya distribuc:icSn de esfuerzos es mue.! 

tra en forma sepatado en Ia fig 1-b y 1-c respectlvomente. Las esfuerzos finales, 

lndicados en Ia fig 1-d se hallan c:on Ia slguiente ecuoci6nz 

r-.!.+M 
A 

y (1} 

-··_._.._~ ___ .;._ ________ ..,.j 



I 
I
. 

... 

* 

' 

__, 

donde P es fa cargo axial y M el momenta ffexi~t• en fa secclcSn consldef! 

do. Para fa vigo contif&ver mo,jrado se tlene que M = Q ( ~ ). 

Observese que para fa vigo de Ia fig 1-a, Ia cargo axial es de tension, por 

lo tonto, y de acuerdo con Ia convenclcSn de signos escoglda; los esfuerzos 

que originan ser6n positlvos fig 1-b, par otra porte el momenta fefxlononte 

prod.Jcido por cargo q tambien sera positivo por Ia que originor6 esfuerzos de 

compresi6n, negotlvos, en fa porte superior de fo seccicSn y de tension, posi~ 

vas, en Ia porte inferior de Ia mismo, fig 1-c. 

La disfribuci6n final de esfuerzos dependenS de los valores afgebraicos relotl_; 

vos de los terminos de Ia ecuoci6n. Lo distribvcion puede s~r tc,J que toda Ia 

secciOr. este en ter11i6n como se muestra en Ia fig 1-d; o puecle ser dicha dis-· 

tribvcic5n triangular, fig 1-e; o bien Ia seccicSn puede esfar uno porte en ten;. 

sic5n y otra en cornpresfcSn, ffg 1-f. En todos fos casos de flexiOn y ca19a 

axial combinadas 01 claro que el eje neutro de Ia secclcSn recta (es decl1· Ia 

linea de esfuerm cero) ya no poliO por el cenlroide, y oUn p.~ecle quedor fuera 

de Ia secci6n. 
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EJEMPLO 1 Combinoci6n de esfuerzos 

En este ejemplo se enfotiza el metoda de superposicicSn de efectos el cual es 
' 

v61ido cuando el material estc5 en el rongo el6stico, Ia viga que se pres"'"la 

esta sujeta a Ia accion de un si•temo de fuerzos formodo ,por uno cargo o.xiol, 

c;fe tension, en Ia direcci6n del eje lonaitudinal de Ia vigo, y uno cargo tron.!. 

venal a dicho eje. Eslos cargos originan esfuerzos normoles; siendo Ia distribu

cicSn de esfuerzos debidos a cargo axial uniforme o lo largo de fa vigo, los 

esfuerzos normales m6ximos w presenton en Ia secai.S., donde ocu~ el momer.!. 

to ffexionanle m6ximo. En el ejemplo se presenta Ia distribvci6n de esfuerzos 

normoles en Ia seccl6n transvenal debidos a coda una de los cocyas, asi como 

Ia acci6n confunta de las mi-. 
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EJEMPLO 1 C61cula de esfuerzos combinodos en una secci&t, de una viga 

simplemente apoyoda, sometido a cargo axial y momenta flexionante. 

DATOS: 400. ••· 
••••• ~ ft 

~~~====~::::::::::::::~~3~000 ••. ·oLo 
. l 

••• - ....-40 ••. 110 ••. 

110 ••• .. ' .... 
a) Encontror los esfuerzos m6ximos de tensi&t y compresi&t, debidos a Ia ac 

cion simult6neo de Ia flexion y cargo axial 

b) Diagrama de esfuerzo• comblnados 

SOLUCION: 

Diagramas de fuerza normal y momenta flexionante 

400 ... 400 ... 

.. =. + 1 
!1000 ••. JOOO lt. 
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EJEMPLO 1 (Continuaci6n) 

Momenta de inercia de Ia secci6n transversal 

I = 
b X hJ 

12 

M6dulo de secci6n 

3 4 S x 10 = 416.7 em _1_2_ 

s = c 
3 41~ = 83.34 em 

5 

C61culo de esfuerzos 

Esfuerzo nonnal debido o lo corga oxiol 

p 3000 
fa= A =-m 60.0 ks/em2 (Tensi6n) 

Esfuerzo normal m6xirno debido a flexi6n 

ff = + 
M -s-

Combinocion de esfuerzos 

11732.0 
83.34 

Esfuerzo m6ximo de tension: 

• + 104.8 .,.,cm2 

·" 

f • 
ma~. 

p 

s + 
M 
s • 60.0 + 104.8 = 164.8 ka/an2 

Esfuerzo m6xirno de compresi6n 

p .. ---
A 

M s- • 60.0 - 104.8 a - 44.8 lcg/0112 , . 
mcxc. 

tt; ·-....1.~-"-"-""'"-...... -------' 
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EJEMPLO 1 (Contlnuad6n) 

a) Esfueno normal debldo a 

cargo axial. 
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b) Esfuerzo normal debiclo a 

Ia flexiOn. 

·~-~··· 

' .·. I 
104.77 au.l•• 

""' 
c) Combinoci6n de esfuenos 
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3. CONCEPTO DE INTERACCION 

Sl se considera el problema general de encontror lo resistencia de un elemeroto 

de un material cualquiera sujeto a Ia acci6n combinoda de una corga axial y 

un momenta flexiononte, se encontrora que dicho resistencia dependeni del va-

lor relotivo de estas clos accion<H y del comportamiento del material bojo los 

esfuerzos originodas. 

La occi6n conjunta de Ia cargo axial y el 111001ento flexionante, -q-Je se ·pre~ 

ton en Ia fig 2-a, es equivolente a Ia occi&l de una fuena P, de lo misma 

mognltu~ tal que el poducto !!_- iguol of momenta M, fig 2-b. 
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Para una eJCcentrididad constante, e1 y para un material el6stico, fig 3-o, el 

valor del momenta ser6 praparclonal al de Ia cargo y Ia historic de cargo de 

un elemento cualqulera est6 repretentoda, en un plano llmltado par ejes coor

denodas p - M, par Ia lrneo 0 - A desde uno cargo y momenta lguales a C.! 

ro en 0 hasta un punta A para el cual Ia combinaci6n de Ia cargo axial Pu 

y el momenta fle><iononte Mu• hacen que se alcance Ia capaeidad ultimo del 

material, fig 3-b. 

La r~ittencia del elemento en cue>ti6n se puede alcanzar par una infinidad de 

combinacianes de cargo a><iol y momenta flexiononte cuyos valores depender6 

de Ia excnntricidod que .. tonga: Desde una cargo axial m6xlmo P 
0 

y un mo

menta rle><ionante nulo y par Ia tonto una excentrlcldod lguol a ce..O, hasta 

uno cargo axial nula y un mornento flexionante m6xlmo Mo que corresponde a 

una excentrlcidod infinita, fig 3-c. 

.... "'l., 

3.1 Dlograma de lnteracckSn 
"' .. 'f ~ 

Olagrama de lnteraccl6n de un el-to estrvc:tural cuofqulera a.~jeto o fleAi(,, 

rtt: · ·ffttttl 'v • ...., 

I 

-'( 

y cargo axial es el Iugar geometrico de las combinaclones de corga axial y 

momenta flexionante que permite aleonz:or un estoda de esfuerz:o_s determinado, 

que par lo general es su resisteneia ultimo • 

Dado que Ia cargo axial puede ser de tensiOn o de compresi&n los diogromos 

de interaceicSn debenSn de representor el eomportomiento del elemento bojo 

ambos occiones. 

3.2 Traz:o de diagramas de interacc16n 

Para ilustrar Ia forma de calcular y troz:ar un diagramo de interaceiO.. de un 

elemento estructural sujeto a flexocompresi6n, comidCrese una secei6n rectan

gular de un material elastopl6srico y con comportamiento similar en tensi6n y 

compresion. Primero se determinar6 el diagramo de interacei6n para un estado 

tal que Ia fibre m6s esforzada de Ia secci6n alcance el esfuerzo de fluencia 

(comportomienta elastica lineal) y posteriormente el diagrama de interacci6n 

cuondo Ia secci6n se encuentro totalmente plastificoda. 

3.2.1 Diagramo de interacci6n para el inicio de Ia fluencia 

En Ia fig -4 se muestra Ia porte del comportamiento el6•tico del material, asi 

como Ia secci6n rectangular de ancho ~ y peralte !!_ Ia cual est6 sujeta a Ia 

acci6n de una cargo axial P1 de tensi6n y un momenta flexionante positive 

M1' tales que Ia fibro m6s esfor=dca oleonz:a el esfuerz:a de fluencia. 

,, 
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El Juerzo m6xima que M presento en Ia seccicSn se puede calcular can Ia expr!. 

si6n: 

"' + 
A 

MJ 
c , . , . 

mcSx Y 
(2) 

Si Ia cargo axial actua..O JOio Ia fu~rza P que originaria Ia Fluencia serio 

PY =A fr si el momer~to fuese Ia unico occi6n, el momenta que inicia Ia flu"'!! 

cia .erra My • - 1- r
1

• 51 se divide ambos mlembros de Ia ecuacl6n (2) en-
c ' 

tre f)' M tenc:fria 

.!.:L 
fy 

p Mt '• A fy ..!_ fy 
c 

1 

1 

' ...... 

Sustituyendo en (3) los val- equiwl.,tee M llega a Ia expreslcSn 

Pt Ml --+-. 1 
Py My 

~ 

~· 

_, .. 

(3) 

(4) 
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Esta ecuacicSn estoblece Ia reloci&t entre P1 y M
1 

que hoce que se olconce el 

esfuerzo de fluencio en Ia fibro m6s esforzodo de Ia seccioo. Como se puede 

observor Ia ecuocioo represenlo a uno recto y el trozo de Ia mismo constituye 

lo parte del diogroma de interocci&n de ... elemento 111jeto a fleJCO-tension, 

fig 5 • 

Sl Ia cargo axial fu- de compresi6n Ia expresi6n { 4) se translormoria a: 

PJ Mt 
1 -+--. ( 5) 

Py My 

• 

''''l•.o 
•-vt· Ql 

fleae te ••••• 

.... 
1.0 N/.NJ ~ :L! 
_....---- "' ''fifi, _r;r«Q 

flelece•,••••4• ,,_._, .o1 

,, (• ~ ..... 
LO 

fl •· 5 " I • 1 r • • • •• •• t • r • ule• •• ••• • e'nil• ... ... ........ . ............ . 
., 

3.2.2 Diagrama de interacci6n para Ia resistencia ultima 

>~~-

r•c••·•···' 

'( 

En Ia fig 6 se presenta el compartamienta elastopi.Hrica del matetial; tambi&t se 

presenta Ia secc16n de ancho ! y peralte !!, y Ia accl6n de ucta cargo axial de 

f4 



tensiiSn P 2 y de un momenta flexlonanto posltlvo M:z• toles que Ia sec:ci&t se 

encu8"1tra totalmente plastificoda. 

..... ,. ,, -
·~ r , 
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-;,f-'· I, v i I 
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.... , •• 1 ... ' JY,. - .. --.. 
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Los ¥Oiores de Ia cargo P2 y del momenta ~ que actwn er; Ia sec:ci6n se pu! 

den determiner f6cilmente dada Ia simetria de Ia secci6n asi P2 2 2Ylbfy, ya 

q.,e Ia fuerza que se produce al actuar el esfuerzo fy sabre el. 6rea sambreada 

~ seni igual y de sentida cantrario a Ia originada .., Ia parte Inferior de Ia 

lecei6n. Por otra parte las momentos originodos por las fuen:as de las 6reas 

!_r1 son iguales y de sentido contrarlo por lo que el momenta ~ 14!!r6 igual 

unicomente ol mom""to que producen las fuerzas de las 6reos ab • (; - YJ) b 

los cuoles senSn C • T • ab fy y el brcnD de este rnomento lgua! a~ por 

lo que ~ • abfy ( h - a ) 

slenda 

)' 

,2 
p2 • 2 Yl bfy ,, . 

2 b fy 

0 • h 
7 - Yl 

M2 - (-} - y1) brr( h- c.;. - r1 >)· br, c4 
M • 

2 

b h2 

.. 2 
fy - It 11 fy 

2 - r, > 

15 i 
I 

·'!. 

Cuanda - - -~On I 7 0 
1 

.... Unicam .......... lig ], eJ 

m-.to ultimo de Ull ....... - a I 5 ; I c'''i - ..... 

• ,. Y-2, 
.!£ 

r 
11/l 

L 
-·- .. 

r ala __ 

J 

c· u..
z 

-·- z 
.. •ll ,., 

• 
Y•u,. 

~ 

fl 1· 7 e I ••••te reete"t"ler •Jet. e ftealee , •-t .. te .. l••• te 

• ..... fie .... 
3 

porlaqu•Mp"'2 ~ 

3 . ,_ 
Y M2 = 2 My - ~ Y1 'r 

•a.stituyenda ef valor • Yt 

2 
P2 3 3 

M2"'2 My- b r., 4b2r2 .. 2 y 
M , 

p2 
2 

4., r., 

Oividiendo entre Mp • 
3 
2 

bh2 
M • -- fy y teni-.cb en QNIIID .. 

)' . 
P Y "' b hfy se tiene 

M2 
• I-

p 2 
2 Pl 

~Ny 
2 

• 1 ---:-z-
Py ~ h2 fy2 

por lo que 

2 ~ 
3 My 

+ (.2_). 2 
Py •1 

... 

'·1 

1, 

I 

~ 

' 
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• 
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Como se puitde abservar Ia ~uocicSn es de segundo arden y 111 trozo representa 

el diagroma 1M Jnterac:cJcSn c:arrespondlente, fig 8. 
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EJEMPLO 2 Diogn:uno de lnteroc:c:iOn 

,_;_ ____ _ 

En este ejemplo se trota de encontror los diogromos de inleroc:c:ion, tanto en 

el rango el6stico como en el p16stica, paro una sec:ciOr. triangular de acero 

con comportamiento elasto-plc5stico y un esfuer~ de fluenc:ia de fy '" .40QO lcg/cm2, 

a tension y a compresi6n • 

Paro encontror el diogroma correspondiente ol range el&stico se considera Ia ~ 

llci6n del eje neutro en un punta cualquiera, como el situado a uno distancia 

c del vert ice. Siendo lineal Ia vuriaci6n de esfuerzcs, al actuar Ia distribuci6n 

triangular sabre el 6reo total de Ia seccicSn, se generun dos volumenes, uno I! 

presoota Ia fuerza de comprosion y el otro Ia de tensi6n, (Fl y F
2 

respectiv~ 

mente para este ejemplo) Ia diferencia entre elias es Ia fuerza equilibrante 

(cargo axial). 

Para detenninar el momenta ac:tuonte es necetario encontror Ia posici6n de es-

tas fuerzas, con respecto al eje centro idol~ Ia fuerza equil ibrante debido o 

que paso por el c:entroide no producir6 momento. lo forma de calc:ulor lo• vo-

~ 
.. , 
~ 

~ 
! 

I 



loimenes genern&n asr como Ia pasici6n de los centroldes de los mlsmos, para 

Ia determinocic5n de F 1, F2, y M respectivomente, se presenla en el onexo 1. 

Hacienda voriar Ia posici6n del eje neutro se obtendr6n diferentes combinociones 

de momenta y cargo axial que canducen a Ia condici6n de esfuerzos buscodo, 

que en e1te caw es el iniclo de Ia fluencio yo sea en tensi6n o en compresi6n. 

Como puntas corncteristi~ del diagromo se pueden sellalor el punta 1 corresflO!! 

diente a uno cargo axial de tensi6n y par tanto se calcular6 como tal, el pun

to 2 para uno cargo axial de compresic5n, el punta 3, cuondo Ia cargo axial es 

nula y solo existe momenta flexionante (flexi6n pura) y el punta 4 correspondill!!, 

te a Ia combinocicSn de cargo axial y momenta que permite alcanzar el m6xlmo 

momenta flexiononte aplicoble y que no coincide can el coso en que Ia cargo 

axial es nula. 

Debe oblervarse que no obstante que Ia secci6n es triangular Ia vorlecl6n de 

len combinoclanes de cargo axial y momenta es lineal. 

El diagromo de lnteracci6n en el rongo pl6stico, se obtiene de forma similar. La 

di1tribuci6n de e1fuerzos que en este coso e1 uniforme genera volumenes de es-

fuerzo, cuya valuaci6n y determinacion de los centroides correspondientes es m~ 

cho me], sencillo que para el rango el6stlco, yo que los volumenes son dos pris

mot, uno triangular y otro tropecial meSs f6ciles de calculor. 

En forma similar al diagrama de interncci6n el6stico Ia fuerza axial ser6 Ia equ_! 

libronte de lot fuerzas generados po• las volumenes de esfuerzo y el momenta u.!. 

timo oplicable puede colculon, tomondo momentos de los fuerzas respecto a un 

•I• que pose par el centroide. 

El diogromo de interaccl6n correlpatl:liente mo1trado en Ia mismo figura presenta 

una v-:~riaci6n no lineal, ob.ervese que tonto Ia corva axial de tensi6n como Ia 

de compresl6n coincide can los correspandientes del rongo el6stlco y que el mo-

..... 
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~ 

menlo m6xlmo que se puede apllcor no correspande ol coso en e.l que no exis

te cargo axial. 
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f EJEMPLO 2 Obtene16n del dlagrama de lnteraccicSn para una seccicSn de un 

material elastopl6stlca 

DATOS: ........ ,, 

Li····[-
2 

El . 

-- -• •4.0••· 
SE PIDE 

11• •ooo ''' ••• ,, 

a) Enconhar el diagrama de lnleracci6n, cuando el material· se encuentra en 

el rango elastica 

b) Oeterminar el dlagrama de lnleraccl6n correspondiente al material tatalmen 

te plast ificado 

SOLUCION 

o) Rango el~tlca 

Punto 1) 

- Con cargo axial de tensicSn y fftOftlenta flexionante iguol a cero 

pyt • I A • .oCOOO IC ( 6 X ~2 ) • 48000 kg Yt . 

runto 2) 

- Con cargo axial de comprHicSn y momenta flexlonante igual a cera 

p • f • A • -4000 X ( 6 X ~2 ) • 48000 kg • 'l yc yc 

·WMh . -~~ ----····----

2l 

~ '~~-!?i·'~··~~·~t'~~~~"~--"M~"~ 

EJEMPLO 2 (Continuaci6n) 

~ 

Con momento flexionante de fluencfa y cargo axial igual a cera (flexicin 

pura) 

M,. fy 
I 
c • fy ( b X h3/36) I (71Jhl 

• 
36 X 2 

- Para cualquier posiciOn del eje neutro (con cargo axial y momenta 

flexiononte) -'•-

1' l vl~~ r- 41! " • ~ - . -·- ~Iec:•:..l4~\_- -- -- "• -·-· -· o!_' l l •13 . • • __ ]~ ---~--- - .. - .. _ L .. -·- -·- -- 02 l~~i<l I ' . / 2 F 
••• "•utro Z 

--· - •• ,..... ;z 
F f1 Xo c: 

F • ' 2 (h-e) (2 b + Xo) 1---
6 • 2 6 

c 
(Xo + b) G•-

·-·-·· G2 = (h- c) - (h- c) 2 (Xo + 2li) 1 2 

0 1 • G1 ! • 02 • G2! • 

-
F = F1 - F2 ; M .. F1 D1 + F2 D2 

(!\Ira Ia deducci6n de estos exprHiones ver el anexo 1) 

m.' !J:. ' 

22 
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EJEWLO 2 (Contlnuaci6n) 

~ 

SupcSngow al •I• neutro a 'v'2 • 3.00 em 

!~•4000 .,, ... ,z 

I 1 J:- 4].•4000 ... c: -Ocl'l\ : · 
0 L!lcM. 

_Z/_ ft.!_4.0.""'· __ 1 _ N 0 1• 2.110 0111 
11•810 •• .. /,W~. h~ I ,,; .t:7 -~ ; ;,,;; _ - -;t.-,. -O -, i:JO '" 

··• .:- Fz•ZOOOO r 1 • 

~ 
io;zo;J • 4000 lt/CIIII 

Xo e -·- . b 
Xo•- 4.0 .. e • - x 3.0 • 2.0 <:nt b h h 6.0 

F = 
(4000 (2.0) 

(3.0) • 4000 kg' 1 6 

F 2 .. _ __;,.,;-'----l::.:."L 
( (2) (4) + 2.0) • 20000 kg 

F • F1 - F2 • - o4000.0 + 20 000.0 • ~ (tensi6n) 

G1 • 
3.0 

2 
• l.S em 

G2 • (3.0) - (3.0) (2.0 + -4.0) 
2 (2.0 ... 2.0 (4.0) ) 

01 • G1 + e • 1,50 + 1,0 • 2.50 em 

-~;' 

• 2.10 <:m 

23' 
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EJEMPLO 2 (Continuaci6n) 

02 • G2- e • 2.10- 1.0 = 1,0 em 

-----_M .. F1 Dt + F2 ~ • 4000 X 2.50 of: 20000 X 1.10 .. 32000.00 kg-em 

(\l' 

~ / 
J. 

Sup6ngase el eje neutro a 4.00 em de Ia base 

!,".2000 .. , ... z 

1 c• ~~~"' ·"· -'-·~tlh .. -j·----~'t-·-
Ill• 80 ••2. -~~- - - -- - -~~ _:_8~8 
l(ft-d•4.d ·,_,_ • . • , 

I /~// ~ ' -' ..-:'-.·<~ / ".-: --

•• 4.0 ••. - 2 'z" 4ooo •a/•,. 

~-.or-.-.~.-~· 

.... 888.0 ... 

n•o.a:~a ••· z 
"z" Z4 -.,_, ... 

~ • ~ • •. Xo • ~ b • 2•0 (4.0) • 1,333 em 
b h b 6.0 

fJ 4000 • f • 2.0 x 4000 ,. 2000 kg/.:m2 -·-- •• 1 
2.0 4.0 4•0 

(2000) (1 .33) (2.0) • 188.0 kg F1 • 6 

F
2 

• (4000) (4,0) 
6 

·---•w 

( (2.0) (4.0) + 1.33) • 

'11 .,, 

2488S.33 kg 

. .. '. 

I 
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EJEMPLO 2 (Contlnuaci&n) 

F ., F1 - F2 • -888.00 + 2.4885.33 • + 23997,33 (Tenai&n) 

G • 1 
2.0 

2 
= 1.0 ern 

4.0 (1.33 + 4.0) 
G2 • 4.0- 2(1.33+2(-4.0)) 

Ol = G1 + & "' 1.0 + 2.0 • 3.0 em 

2.86 em 

02 • G2 - « • 2.858 - 2.0 • 0.86 ern 

M • F1 01 + F2 02 • 888.00 x 3.0 + 24885.33 x 0.86 • 2401.~:.~ kg-ern 

~'···'"~· _.,,,)_. ·• 

" 

;._ __ _ 

j'• 
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EJEMPLO 2 (Continuaci&n) 

b) Ronga pl6sti~ 

Punta 1 

- Con carua axial de tensicSn y momenta flexiononte. igual a cero 

p yt • fyt A '" 4000 X (6 X -¥2) • -48000 kg 

Punta 2 

- Con cargo axial de eompresicSn y momenta flexiononte iguol a cero 

py<: '"fy<: A= -400() x ( 6 x -¥2) • 48Qoo kg 

Punta 3 '' "I 

- Con el momenta flexiononle de plo.tificaci6n y cargo oxia.l igual a fero.

(eon el ej e neutro wpuesto a IV f2 ( •) ) 

~000 •tl<mz 

1 J f%--
Z/'S•"-0 _.__::_ 

c•;p 4.242 -~ -· •a -=---
1 

J ~ .,~~~4 ---..--~-::., ::-_~::-- _--:-.:...=.;_: ---=-- ~- - :--·~--\~414:- =-
I f -/ •· Z -- G "l u.!IH •·•l ~ 1.758 - ...._;__· .- .;; •t{••2JJ --- l. 

-----.--.'·4 r ii •4ooo .,,..,.a 

'•' 24000 .,_ -r--

(*) Esta distancia a partir dol vertice superior es Ia que hace que el .Srea lora( 
de Ia secci6n q;ede diviciida en das partes igvoles que conduc:u; al equili
bria de loa fuerzaa de lensicin y <:ompresicin originodos • 

... -· ·-
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. EJEMPLO 2 (Contlnuacl6n) 

A1 • (2. 827) (4. 242) ~ • 6.00 cm2 

1 2 
A

2 
• (2.827 + 4.Q) (1.758) 2 "'6.00 em 

F1 • r., A1 • .cooo x 6.o • 2.cooo kg 

F2 • fy A2 .. 4000 X 6.0 = 24000 kg 

F • F1 - F2 • 2.COOO.O - 24000.0 ,. 0.0 

1 
G1 • - (4.242) = 1.414 em 

3 

1,758 (2 X 4.0 + 2.827) 
G2 • 3 (4.0 + 2.827) • 0.929 em 

o1 • 1.414- 0.242 = 1,1n em 

02 .. 0.929 + 0.242 .. t.n7 em 

M • 24000.0 x 1.1n + 24000. X 1.1n • ~kg-em 

-- .. ,..,.,~.,. ,, -.... 
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EJEMPLO 2 (Continuaci6n) 

- Para cualquier posiciOn del eje neutro (can cargo axial y momenta flexio

nante) 

,, --
1 t -.... · ~-- ~, ....... , (1 \i. "'ll(y - .. - . --l~l -· -- , N O, 

/.~~- ·-·-- --~-----· -·- .. 
( -o) <-:-:~% ~ 

"'t":C//% F2 ° Aztr 
II.___ 

F • ( 
Xo x c 

1 2 
) 

F =( ( Xo + b) (h - c) 
2 2 

G • ~ 
l 3 

01 "'G1 :!: I 

F = ft - F2 

NOTA: 

,., 

__... ,, 

• 

r., 

'., A1 

• f., -"'2 

(h - c ) (2b + Xo) 
G = 2 ~ 3 (b + Xo) 

02 • G2 + • 

M "' F1 01 + F2 02 

Estas expresionet pueden ser decl.ocidas en Ia misma forma que se hizo paro 

los expresiones en el rongo el6stico, pero parser muy usuales, se encuentran 

en cualquier tabla de 6reas y centroldes. 

2 
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EJEMPLO 2 (Contlnuae16n) 

Punta 4 

SupcSngose el •I• neutro a IV'3 • 2.0 em de Ia bose (efe neutro supuesto • eje 

eentroidol) 

fr•4000 •tlc•1 -
·1 Ill ... , •• ~.~ 

F •2132 8 0 kt. 

•' 10 1 , O G1• I 333 \ F 0.• I. 333 I I ·-\ - -· ._\_ -· --
la•d•hi3•z.o t 2t.o6s\ O•J.OII 

~ l ojo noutre Fz• 11114,. ... · 

Xo 4.0 --=--
b 6.0 

- •• 4G-. ~ lt./c..Z .,. .. ,,0 

Xo • ~ (4.0) • 2.666 em 
6.0 

I 2 
AI • (2.666 " 4.0) T • 5.332 em 

A2 ,. (4.0 + 2.666) ~:g • 6.666 em2 

F1 • ~.0 x 5.332 • 21328.0 kg 

F2 • ~.0 x 6.666 • 26.664.0 kg 
..... 

"F '"F1 - F2 '"21328.0 • 26664.0 ·~kg (Tensi6n) 
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EJEMPLO 2 (Continuoeicin) 

I 
G 1 = 3 (4.0) = 1.333 em 

2.00 (2 X 4.0 + 2.666) 
G • • 1.066 em 

2 3 (4.00 + 2.66) 

01 "' G1 "" 1.333 em 

o
2

=G
2

a1,066 em 

Ma21328.0 X 1.333 + 26664.0 X 1.066"' 568S4.04 kg- em 

Punta 5 

Supcingase el •i• neutro a 4.0 em de Ia bose 

_,, • ~000 .,, c .i 

I clz.o J ~ - .... - ·- ~:.:_. - _•1,•0511 
•••.o .Ja.o ·: zt ••4.0 __ ~- - - -

t 
I •· I• 4.d- /t:. _ b ____ ~~- _ -l~i_:'·~5 

~~-;;:' t••z.o -~-~ F 

Xo ----
4.0 

---·4.a__ 

2.0 
6.0 

-.. I 
h • ,ooo lt-/c• 

Xo-~ 
6.0 x 4.0 • 1..333 em 

Al .. (1 .333 X '2.00 ) ~ 1.333 cm2 

(4.00 + 1.333) 4.00 2 
A2 • 2 • 10.666 em 

·~1.\11f:''l!fl"l<4t<_:Ji)\'f!/S:<!'~f"' ~ .. 

f.• '33Z. kt. . ., ·~ 
'z" .ztl4 ••· 

. .. " .......... 

'Ill! 

·~ 
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EJEMPLO 2 (Contlnuaci6n) 

- F1 .. «JJO. X 1.333 • 5332.0 kg 

---- F2"' -4000.0 X 10.66 .. 42664.0 kg 

F = F1 - F2 = 5332.0- 42664.0 • ~kg {Tensi6n) 

.: 1 -
G, • 3. (2.00) • 0.666 etn 

G • 2 
4.00 (2 lC 4.00 + 1.333) 

3 (4.0 + 1.333) 

0 1 • 0.666 + 2.0 • 2.666 em 

0 2 a 2.333 - 2.0 • 0.333 em 

• 2.333 em 

M "' 5332.0 x 2.666 + 42664.0 x 0.333 • 28-422.224 kg-em 

Punto 6 

Supcingose el •I• neutro a 1.0 em de Ia bose 

~~ooo ~ .. ,.,.z 

1 /Jil l-· ~. 1 •" s.a 2/111•1.0 _ . 
•'-0 1 a1 _ II '- •IIIIIII4.0ot. 

' I I .-- . --. -L- -_ --- -1-.- -- _, - 0.• 0. 61111 

I i • ·.~ 0 • .,... ... •1.>-Z..O · _0_at'~·~- _ _ Oz• 1. ' '' 
L 01-t!J •1.0 .. . . --- I . • .:o. IIIII 

-- .... .o-- .,, .-4000 ••• , .... 
'a•l41114.14&1· 
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Xo 5.0 --·--4.0 6.0 
Xa: 

4.0 lC 5.0 

6.0 • 3.333 em 

2 5.0 x 3.333 • 8.332 em 
Al = 2 

A • 
2 

(3. 333 + 4.0) (1.0) 

2 

f1 '"4000 X 8.332_= 33328.0 kg 

. F 2 .. 4000 x 3.666 • 14664.0 kg 

~ 

3.666 em2 

F • F1 - F2 • 33328.0 .+ 14664.0 .. "-~ (Compresion) 

1 
_ G1 • 3 (5.0) a 1.666 em 

(1.0) (2 X 4.0 + 1.333) 
G2 = • 0.515 em 

3 (4.0 + 3.333) 

0 1 • 1.666- 1.0 "'0.66 em 

0 2 "'0.515 + 1.0 = 1.515 em 

M .. 33328.0 x 0.66 + 14664.0 x 1.515 • 44212.44 kg-em 
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4. FLEXION BIAXIAL CON CARGAS AXIALES, ... .. 
Un c:aso especial de interes ~tic:o ocurre cucrodo en un elementa estructural ~ 

act\ia una fueno poralelo a su eje longitudinal pera fu~ de las ejes principo-

les de Ia secci6n, fig 9-a. 
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La accicSn de Ia fuerza excentrica es equivalente a Ia de uno fuerza axial P que 

pcno por el centrolde de lo seccicSn y o un momenta flexiononte Pe, fig 9-b. 

Cuondo lo fuerzo P no esteS opllcodo sabre uno de los ejes principoles de Ia ~ 

ci6n tronsvenal, habtO flexicSn simultoneo con respecto o ambos ejes principoles. 

Representondo los coordenodos del punta de oplicaci6n de P par e'/ y ez 

fig 9-b, se ve que los momentos flexionontes respecto a los ejes l y !. son 

numiiricomente iguoles o My = Pez y Mz = Pey. 

Si el material del elemento tiene un comportomiento el6stlco y las deflexiones 

originadas por Ia flexi6n no 10r1 slgnificatlvas los esfuerzos normoles, f, origina

dos por lo cargo axial y lo flexi6n olrededor de los dps ejes de simetrio podr6n 

colculane con Ia expresi6n 

f • 
p 

A 
+ ~ 

ly 
z + Mz ·r;- 'I (6) 

d""de I e I. 10n los momentos de lnercio respecto a los ejes l. y z respec: 
y • - -

tivomente. 

La cargo axial P seni potitiva sl es de tens16n y negatlvo c:uando es de compre-

si6n; los momentos Nry y Mz son positivos cuando origlnen tensiones en los zonas 

dan de ~ y.!.: reopectlvomente, sean positivos, y nogotlvoa en caaa controrlo. 

fig 10. 

·•. 

fit I 0 ce•••• •••• •• ••t"•• ,.,. tett•• J •••a at••· 
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Dodo o que el eje neutro represento el Iugar geometrico donde los esfuerzos noe 

moles son nulos, lo posic:i6n del mismo podr6 enc:ontrone igualondo o cero Ia 

ec:uac:i6n 6. 

P Mv Mz 
-·+-J...z+ -- y=O 7) 
A - ly - lz 

Como podni observorse esta ecuocion represento uno recto que no poso par el 

origen y que podni cortar o no Ia secci6n transversal, Ia que dependero de lo 

forma de esta y de lo posicicSn y mognitud de lo cargo axial P. los coon:leno-

dos en el origen del eje neutro, o sea, los puntas en que el eje neutro inter-

c:epta a los ejes coordenadas y y z se hallan hacienda =. y l , respectivamente 

lguoles a cera en Ia ecuoci6n ( 7) y despejondo Ia· coordenado no onulada. N~ 

tese que el eje neutro paso por el c:uodrante opvesto al que se encuentro apli

c:ado Ia cargo y que si Ia excentricidad !. se reduce, el eje neutro se olejoni 

del centroide, y si ! aumenta dic:ho eje se acercar6 al mi....,, fig 11. 
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eJEMPLO 3 CARGA APLICAOA EXaNTRICAI-AENTE 

En este ejernplo se tiene el coda de uno conexion, sujeto a Ia occlon de uno 

fuerzo de tensi6n P, aplic:Jda en \11'10 de sus extremos, Ia cuol es excentrico 

con respecto o uno de sus ejes produciendo Ia acci6n combinodo de una cargo 

axial y un -nomer~to flexlon,..,te. los etluerzos m<iximos de tension y CO">presi6n 

que se pre,..,ton "" Ia socci6n A A' de Ia piezo, se ;>ueden colculor SU?<=rpa

niendo Ia occion de Ia cargo axial y del momenta flexiononte, yo que el ma

terial de que est6 farrnoda Ia piez:J Hene un co-npartomiento elastica, Ia c.orga 

axial que act.Jo en Ia secclon pro~ce esfuerzos de tension, en tonto que el 

mo.,ento flexian<>nte produce etluerzos de temion en Ia mayor porte del alma 

y de co.,presion .., el potin de Ia secci6n. La fuerzo no produce momenta ol 

rl!:ledor d.,l eje z. 

Se !lustra Ia forma de colculor el centrolde de Ia seccl6n, asr como el mornen 

to de lnorclo centroldal, el calculo de Ia excentricldod de Ia fuerzo octuonle, 

as( como Ia detenninacion de los esfuerzos que se presentan en las fibcos mas 

ewon.adas a tensiOn y CO'T1presl6n. 

t. 
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EJEMPLO 3 C61culo de esfuerzos combinadas (axial y de flexi6n) proclucidas 

par Ia aplicocicSn de una cargo excentrico 

ha 

r~r.o .... lie•. 

1 

DATOS: 

tS.o .... 

~ 
~ 

I 

~ 

J 
~ 

s. pide et'IContror el maximo esfuerro nonnal en Ia Meci6n A A' 

SOlUCION: 

... 
Oiogromo de cuerpa libce 

.. 0 p ., 

....----j-· p 

"'!'' 

-------------.. 
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· EJEMPLO· 3 (ContlnuaclcSn) 

DeterminocicSn del centr'Oide y del momenta de inercia centroidol de Ia secdcSn 

·------ -·-· ·--

d2 Ad2 bh3 
Se1=. Area z Az d I=J2 

I 30 9.50 285.0 -4.25 18.062 541.875 562.5 

2 30 1.00 30.0 -4.25 18.062 541.875 10.0 

60 315 1083.75 572.50 .ri ... 4l5' 

, I 
2 

- ___ ,_1._15 • 1.5<1.._ 

15.0 •i <II • 11-----· 

j 7.S - 315 
Z • -;;-· 5.25 em 

-!.~. 
Za IS.O 

__ , ______ _ 
Momenta de lnercla centroldol 

1G • leG + Ad
2 

• sn.so + 1083.75 • 1656.25 cm2 
' 

Excentricidod total 

•t ·• 6.5 + 11.75 • 18.25 em 

wtttuft' ·· •• 
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EJEMPLO 3 (ContinuacicSn) 

C61culo de esfuerzos 

apl icondo Ia ecuap i6n -----

donde: 

, .. 20000 kg 

A •60 cm2 

•t• 18.25 em 

p 
f•- + 

--- A-
M 
-.- c 

M "' p X •t .. 20000 X 18.25 • 365000 Ita-

c 1 •11.75 em 

c:2- 5.25 c:m 

Esfuerxo maximo de tensi6n 

20000 365000 
f1 .. ~ + 1056.25 (11.75) • 2922.76 lcg,lcm2 --

Esfuerzo maximo de compresicSn 

20000 365000 
12 - --u:r- - 1656.25 (5.25) • - 823.65 kQ/cm2 

zse •.•:s llt/c•2 

s:ss.lil ~t:fc•~ nus ~o/c•2 
, aurnmuw"Jm!u 11111n + = 

.... 

tl 
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EJEMPlO .. FlEXION BIAXIAl PROOUCIDA POR UNA CARGA EXCENTR.ICA 

Se t«>to de enc""hor los .VuerV>S producidos par - cargo e:ocdnrrico, en loa 

...,,_ de uno u~eci6n rectarogular, osi como Ia locolizaci6n del eje neutro. 

Dada que el material del elemento tiene un compartomiertto el6stico, pora encon 
p Mz My 

lrar los e.luerzos se opliccS lo ecv.>ci6n f : A ~ !i"" Y ~ Ty z ., 

donde los momenros Mz y My son los producidos pH Ia cargo P, actuando COR 

una excet'ltricldod e., y ez respecti¥Omente, los efectos que proclJc.i.t .VOl 

mementos aunodo al 'l'J• proci.ce Ia cargo axial se superpanen obteniendose lo 

distribvciO.. ~troda en el inciso c) del probl-. 

S j. el -en to Mz • Pey actuaro 10lo, se ptoducirio una flexi6n tal que paoo 

los volares positl'tOI de l. lo secci6n eatario sujeta a un etl-.o de conpr.nl&\, 

'1 a un .Wuerm de lens16n donde l. - negotlvo. 

I 
.a l . 

I·. 

I 
• 

··- 'iiill.ffli~~~r·~f!l•l ~·~Wl(~·~~~·Jfll,f'",;l;,;;, :: .. ~1..~.1~~:·.}~~~~~~·. 

fn '"- similar si .inicomertte e:ocistiera el momenta My = Pez, Ia fle:oci6n prod._! 

cirio compNSiones en Ia 7.0110 donde los valores de z sean positivos y tensiones 

clande sean negativos • 

. T~do en cueftta el ~iento anterior se detenninaron los signos de los 

tem.inos que~ en cueftta Ia fle:oci6n. 

Para encontrar Ia posici6n, del eje neutro se determino el Iugar geometrico de 

. p Mz ~ 
las ~~ nulos, es declr f ,. - - - y - z • 0. Esta ecuaci6n 

A lz ly 
repr-.ta una recta con dos incognitas .l y .!.. de Ia fonno ay + bz + c = 0; 

hcJciendo '31temotivamente :1. y .;_ ig.nles a cero se detennina las intenecciones 

c- el eje 'L y con el eje .! respectivamente, con los cuoles se puede trozor Ia 

1-.. de esfuenos nulos (eje neutro). 

Dada que lo cargo esto aplicado en el cuadrante negativo (_! y l negativos) el 

ei• neutro .vanS localizado en el cuadronte positivo, los signos de Ia e<:uoci6n 

se pueden obtener de uno lnspecciO.. del comportamiento fisico de Ia wcci6n, 

ol.enrando de que lado • producen tensiones o compresiones. 

*' 
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EJEMPLO 4 FlexlcSrl biaxial pro<ileldo por una cargo exdntrlea 

,·,; .<~. 

~ aecctOn 

__. 

..... 
A~·· .----~ . 

...... - J~J 

c: 0 

I.J 

p . 1000 kg • •1··" II• 2o.o .... • 

• - 2.0· C'ln . 
z 

• .. 3.0 em ., \'D 
y 

a) Colcular el esf'uer:ro normal en lo1 punt01 A, 8, C y D 

b) Determinor Ia posici6o del eje neutra 

c) Dibujor el estado de esfuer:ros 

P Mz Mv I •- + --y+...c...L- z 
A - lz - ly 

SOLUCION: Esfu.,.zo normal 

cloncfe Mz • P ( eyl My • P \ez) 

' 

ltlgmentos de lnerclo 

b II 1-t
3 • 20 II I~ 2880 em ... . lz • ---

12 12 

h II b3 . 12 x 2()3 • 9000 em-4 ly. ---
12 12 

• ;,i,;ili._ - ~;(~ 

-43 ~ 
I 
I 
I 

a. 

a) C61culo de esfuerzos 

fa ,._!QQ2_ 
12 X 20 

(1000 X 3.0) (6.0) • 
+ 2880 

I ~- fb a ~ + (1000 II 3.0) (6 O) 

~~- l ~2 .20 2800 • ' 

44 

(1000 x 2.0) (10.0) ,. 7.91 kg/cm2 (tensi6n). 

(1000 x 2.0) (10.0) .. 12.91 kg/cm2 (tensi6n) 
8000 

J ., 

' t 

fc • 
1000 

12 X 20 

o. (1000 x 3.0) (6 .0) _ (1000 x 2•0) (10.0) "' -4.S9 kg/em2 (compresi& 

2880 8000 

. fc • 
1000 

12 X 20 

(1000 x 3.0) (6 .0) + <1000 11 2
•
0

) (10.0) .. 0.42 kg/em2 (eompresi6• 

2880 8000 

b) Posici6o del eje neutro 

p 
Usanclo Ia ecuaei6o f = A + 1!$_ y + ..M::L z•O 

lz - ly 

f = 1000 
12 II 20 

(1000 X 3.0) 

2880 

eeuaci6n de uno recto de forma 

don~t 

y -

a • 
1000 X 3.0 

2880 
• - 1.().4 

(1000 II 2.0) 

9000 
z•o 

ay '+ bz + c - 0 

b • 100Q X 2.0 .. -o.2S 
8000 

-
....:.1.::.c000:_:.__ c • 

U•· ~. ,;)<.,1 . 

• 4.16 
12 II 20 

't:'lo'·· .. , . ni>l" 

Las inteneccianes con los e(111 eoordenocb• •• obtienen 

j 

'\ 

..,. 



t 
It' 

~ 
;' 

.. ------ .. ··- -

I 

c . 4.16 
Si y • 0 ; z. li .. lC = -- .. 16.64 em 

(-0.25) 

45 

f't'~?~ J 
~-

y Sl z • 0 
c . 4.16 4.0 ; ., . - .. y - (-1.().4) • 

em 
a 

, .. , •.. 

'• 'I 
Por Ia que el •I• neutro queda locollzadD como lo muestra Ia algulente flgunJ: 

••.•• c ... •' z .. 10 ; y·• 1.59 
l 

)' ' 

II y • 6 1 z • 8.32 I ,. 
1--~ - _. __ ,_; -
I 

/·r---
------- -
.a 4- r 1.!1, __ ___ -l•ooc.._ 

·~• ·• o~r ._o.lh•~::;:> 1 -----., 
-.-:~ 

c) Estodo de etluermt 

sfuerm de tensl6n 

... ,,. 
c ·, I . ..,., 

" ••'•.,••• • ce-••1~• 

- ___ .... ___ _ 
• ---· -------- ~-

., 

I 
~ 

I 

' ~ 

• 

'¥/ll"!>·),'(~,__,.~ ~:··:.~'$~~~ ·~~~t'''W-"''"'~'ii(.!tif;il",r.,~<· , .. , 

\ 

~ -• '' " 

5. NUCLEO CENTRAL DE UNA SECCION TRANSVERSAL 

Cuondo Ia excentrlcidod de Ia cargo axial apllcada P sea pequol\a, el eje n~ 

tro quedor6 fuera de Ia secci6n transversal. Esta significa que las osfuerz:os no~ 

males tendr6n el mismo signo en todo Ia s.cci6n. Una coodici6n de esta natu~ 

leza es a menudo impartante cuando una cargo do compresi6n octUa 10bre un 

material que es muy debil a Ia tension, tal como ol concreto; en este casa pu!. 

de Mf' necesorlo os.gurorse de que Ia cargo no produce lensi6n en ningun punto 

de Ia secci6n transversal. Hobrd uno p<tquel'lo regiOn olrodedor del centroide tal 

que una cargo de compresi6n, P, que actuo dentro de ella prodvcir6 compresi6n 

sobre todo Ia secci6n transvenal. Tal regi6n se llama nucleo central de Ia $0C-

cl6n. 

-~ IJo ~ ' ',• t; 

.... 
.,...., "'' r,., 
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Fig 12 Nuc:leo central de una secci6n rectangular 

El ,Ucleo central de una MCcl6n rectangular se halla del slguiente modo: 

Si·la cargo esteS a lo largo de Ia parte pasitivo del eje y, fig 12, el efe ne~ 

tra coincidinS con el borde superior de Ia secci6n cuondo Ia cargo este en el 

punta p, a una distoncia e1 del centrolde. La distoncla el' se. dettmTllna r:on Ia 

ecuaci6n ( 7 ) en Ia que 

My • 0 Mz '" - P ~ e1_ 

- p 

bh 

- Pe1 
+ -

bh3 

12 

)( 

,,; '.f.\':'>, 

h 

2 

h 
y.- 2 

" 0 

I • bh3 12 y 

e1 .. 
h 

6 

A•bh 

par Ia que e1 • 
h 6 coma se indica en Ia figura. De igual monera, el eje 

neutro coincide con el borde Izquierdo de Ia secci6n cuando Ia cargo P actua 

sabre Ia parte P<nitiva del eje z en el punta 11. , a una distancio b/6 del cen

troide. A medido que Ia cargo se mueve a Ia largo de una recta entre los pu!!. 

tos p 'I ~ , el eje neutro glronS alrededor del punta '!! en el v'rtlce de Ia ~ 

cl6n triangular. Por conslgulente, Ia recta pq es una de los Iadas del nucleo. 

Los otros Ires Iadas pueden locolizane par almetrra y se ve que el nuc:leo cen-

trol • un ftlmba CG1 dlaganales I:VJ y IV3. En tanto el punta de aplicac~ de 

'r" 
I 

l• 

I 
,, 

t 

I 

I 

I 
I 
1\ 

'.~\ 
ll;t.-~~ 

t. t· 
11.~ 

•• una cargo de compresi6n, P, quede dentro de este rambo, el eje neutro no 

'.....,. • lo -;&, '-'. y .... ~0. ..... m .....,...;... • " 

-tr- ~ -d.:.< 

; ~ !"' -· 
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~-

.!!tit ' 

--- ______ ··~:.-
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EJEt,..PLO 5 NUCL£0 CENTRAL 

Cort liVe ejemplo M d- llustror una forma de enc:ontror el n.icleo central de 

una secci6n transve,..l erw forma de •r•. Paro detenninarlo HI suportdr6 Ia occi&n 

ds uno corga eacentrlco ch co-npr.,.i&n octuondo primero sabre uno de los ejes 

y 111"!10 sobre el otro, de forma que solo HI presonte flexi6n en una direcciOn en 

coda coso. 

Si las cargos oct.T..n sabre el eje de las y, los excentricidodes •y que hacen que 

los e.fu.,..zos de tensi&t Mr.Jn nulos en el extrema m6s alejodo del centroide, HI 

pued~ e'lco:ttra~ hoci..,do lguol o cera lo ecoociOn que do el valor de los esfuw 
p M 

zos: r-- A + -~- y en doode M = P-.,. 

En forma similar sl solo exitte excentricidod en Ia direcci6n del eje z, se pueden 

encontror los or.Jiores de •z que hocen q"'e los esfuerzos de tension ~ iguol a 

cero en los extremas de lo seccl&n, lgualonda o cero Ia ecuaci&, quo do el volar 

de los esfuenos c~ -••• cargo axlol 1 flex;&, alrededor del eje 1• 
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Conocidos los valores de •yl• •y2' •zl y ez2' el nucleo central se puede de

t-inar unienda estos cuotro puntas situodos sabre los ejes coordenados. 

Cualquier cargo de campresi&, que coiga dentro del nucleo central producir6 

efectos de compresi.S, en toda Ia seccion y si Ia cargo actUc! en un punta fuera 

de "· Ia secci6n tendn5 _tanto esfuerzos de tensi6n como de compresi6n 

~ 

I 

~ 
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EJEMPLO S C.Siculo del micleo central de una seccion T 

DATOS: r.· 
..__ ___ ~o~--

--tOe-. 

IOcm 

40-

51 

a) Encantrar. el Iugar geometrico que ocupa el nucleo centrol de Ia secci.Sn 

doda. 

SOWCION: 

· C61culo del centro ide y de los mom.,ntos de inarcia 

d2 Ad2 b X h3 
~- Are<J y Ay d lg=~ 

I 500 5 2500 11.1 123.4 61716.0 4166.66 -2 400 30 12000 13.9 192.9 n1n.a 53333.33 
_I 

~ 900 14500 138888.8 574999.99 

l 

' 

t 
EJEMPLO S (Continuaci6n) 

t:e~ttrewfe de fa ••c.. 1 

I 

:~··~4· ~,~~e -~ 
ILU)c , 

-··-------------- ·-I 

. i 
I 

I 
I 
~ • 

. ! 

! 
I 
~ 
~ 

~.;~ 

·I'll> 

'':'!'•.'' 

" 
t: 

centroide y 
14500 

900 
• 16.10 em 

Momenta da inercia centroidal l:z: 

lz = 138888.84 + 57199.99 = 196388.83 cm4 

Momenta de inercia centroidol 

I = y 
40 X 10J 

12 

sO 1. 

10 x 503 

12 

J• 

• 107500 em4 

Calculo de las excentricidades ~ 

, 

.. ' ;:) 

·eb IN oi. .... 
d'l' 

,.fl~? •• bilt'J(),l (1. 

Si e z. 0 La a.CCentricidad e producir6 esfuerzos nulos eft los extnomos y 

fy"'o .. -! 
A 

h: {./l~ tl~ ~"~'-"' ~--

de Ia seeci6n para los slgulentes valore$: 

Mz 
lzY•••(l) 

Mz•Pxe 
.'1 

"-:---"'~'' 

____ )· 

:~,~ ..... .,.. .~ . ..__._... 
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fJEMPLO 5 (ContinuaclcSn) ... ,._ ....... ~. 
~ 

sustltuyertdo M en ( I ) t./)'.l, 

, . p 
~ -- - )" •0 A b: ·:;i: ·: 

despejondo •r 
1U 

I lz •,.·-xy- (2) 

'~; 

El extremo de Ia sec:cl&. sltuada a una dlstoncla y • 33,90 em, tendr6 un es-

fuerzo nulo cuondo: 

•YI •- 196338.83 
90() X JJ.90 •- 6,4J Clll 

El extremo de lo Hcci6,., sltuado a una distancia y • 16,10 em, tendr6 esfuerzos 

nulos cwndo 

. ·-Y2 900 
196388.83 

• 13.55 em x(-16.10) 
·:J ,· ·•i) ,,. 

Ccilculo de los exc..,tricidados •z 

hf'•:. 

Los ftluerzos en las flbros mas alejados del •f• l ser6n nulea cuancfo .. cumpla 
Ia slgulente lgualdod: 

• 
p 

, • -'A 

'• 

z•O 

-------
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EJEMPLO S (Contlnuoei&,) 

Para el extremo de Ia sec:e16n situodo a una distaneia z • 2S em 

Jl... I .. - -Z1 A z 

y para z "'-25.0 em 

900 • Z2 

.. 

. - 1 
·900 

107500 
25.0 

107500 
~ • 4.ncm 

'7J'C ... 
--;7rc,.., 

H·. 

--- _:_t~-·~ 

I .... 
1 

11..55 .... 
I 

·n~:tw:.; 

=- 4.n em 

. ' -~ 
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6. NUROS DE RETENCION ·t:. 

Los murc» de retenci6n ton estrucfuros c:omunmente prismcSticas construidos con 

rnomposterio, do piedras naturales a artificiales unidas con martera a can con-

creta, cuyo r...,ci6n principal es Ia de montener uno diferencla de elevaci6n 

del teneno de un lodo a otro del mismo. Pueden utilizorse para retener mate-

riales 101idos, como granos en el co10 de silos o tierra en el coso de rnuros de 

retenci&n de toludos, en los que se desoa una inclinoci6n mayor que el tolud 

natural del teiTeno, Tambl&n son usodas en estructuros hidr6ullcos para formar 

bordos o porte de los vosos para olmocenamiento de oguo. Cuando su estobili

dod depend• de su proplo peso 10 llama muro de grovedod, 

55 ·i 5"6 
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tit. II •••••cletare ••••• •• -••• 

6,1 Elementos que intcrvienen en Ia construcci6n de los muros de retencion. 

Los elementos que intervienen en Ia canstrucci6n de rnuros de retenci6n 10:1 Ires: 

.el terreno de cimentocicSn, el relleno o cargo que actua contra ol rnuro y Ia 

mampasteria a concreto que forma el muro propiamente dicha. 

Teneno de cimentacion, Len principales propiedades del ten-eno de cime:~taci6n 

~: su resistencia al esfuerzo cortante, su compresibilidad y su penneo!:.ilidod.-

La propiedod de Ia resistencia ol esfuerzo cortante es Ia propiedod que detenni

no Ia capacidad de cargo del terreno. Con re>pecto a Ia cornpresibilidad se supo - n 
ne aqui que no existen pasibilidades de asentamientos peligrosos. La pcrm.,.,bili-

-"""""'!"~"""--.-

dad del terrena es determinonte para el colculo de Ia supresio:-t en Ia bose del 

muro. 

Material de relleno. La funci6n primordial de los muros de retencio" es contener ' 

el relleno que se halla tros olios, El ernpuje que ejerce el relleno sabre una es-

tructuro depende de su peso volumotrica, 

Mampasterio. El material par usone debe eslar sono, 14M' poco alterable y prefe

rentemente de alto peso volumetrico, 

,. l 

Q{ 
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6.2 Fuerzas que lntervlenen en el c61cula do un mura de retencion. 

Las fuenas que act\ian contra un muro de retencicSn, de secci6n transversal, pu! 

den colculane para un segmento de muro de un met10 de langitud, en Ia direc-

ciO., nonnol al plano del papel. ____..._ 

Cuondo se analiza un muro con contrafuentes pat Ia general los c61culos se re

fieren ol segmento de muro comprendldo entre dos pianos narmola trazaclos en · 

el centro :Je los menclonodos elementos. t. 

los fuen:as ~e deben tomorse en cuento en el colculo de un muro, que por si~ 

plicidad se supone tropeclal (ver fig 14) 10n: > ., ( ~· { •• ... 

.... 
,. -

i. 
.. ,.rllcll ........... e 
• (,If ••• 

r. ,.()r..., r,. .,. •'.1 , •. 

ol 

"'"' ' 

ovi 

a) 

. . 
~. 

1,. •. 

.~ l ..... 1 I·" 

!If '(FJ!. 

~ . 
'""''· 

•~v ·Ol•· ' ,,,. 

fit. 14 f•eraee ••e eetile• •• •e •ure 

). 

.,.... __ _ 
\ .~ 

El pe10 prapio del muro. Esta fuerzo act\ia en el centrv de gravedod de Ia 

seccicSt-t y puede colculane facilmente divldlendo dicho seccion en areas de 

forma simple y wr6: ..,, •' ... ,~ 

Wt • At X 1.0 X t Ill 
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donde . A1 • area total de Ia seccion transversal 
~· 

..,.,., .... 

1.0 = longitud unitaria (1.0 m) 
~·, 

Y' m • peso volumetrico de Ia mampasteria o concrllh;l ... '· . ,., ~ 

Para Ia fig 14 W1 = W1 + w2 
~·· "<IV!' 

b) lo presion contra Ia cora interior del muro con IV correspondiente intensi• 

dad y distribucic5n (Er en Ia fig 14 es el e:npuj e resultante de tal presion). 

c) La presion hidrostatica. Si se permite Ia acumulaci6n de agua en Ia cora 

interior del muro se farmaran sabre el presiones hidrostciticos; esto debe evi-

tone instalondo un sistema de drenaje adecuado que elimine el exceoo de 

agua (Eh, en Ia fig 14, es su reiVItante) • 
~,If rw.w ..... .... ~~· 

d) La presion de Ia tierra contra el frente del muro. El desplante de un muro 

de retencion debe colocane en un nivel que garontice Ia .:~de.:uodo copaci
ei 

dad de cargo del terreno. 51 Ia tienu colocodo en el frente del muro ejer-
~ 

ce uno resistencia, Ia fuerz:a resultante se determinor6 para IO">>rlo en cue!!. 

... 'to en los c6lculos (E' en Ia fig 14, es IV resultante). Esta fuerza suele a"ni
r 

--.: 
, _____ tine en los calculos oumentando con esto el coeficiente de seguridod. 

'· e) La companente normal de las presiones en Ia cimentacion. La presich en Ia 

f) 

cimentocic5n se considero lineolmente distribuido a lo largo de Ia bose, line<> 

AI, dondo Iugar a su dlagramo tropecial, (:EFy en Ia fig 14 es su resulton 

I e). 
:; J""' tt~ .... 

La, ~';,mpanente horizontal de los presiones en Ia cimentaci6n, (Ia resultante 

de estos efectos horlzontales se representa como .£FH en Ia fig 14). 
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g) Las suproniones, Cuando el drenaje bajo el muro no es carrecto, el ogua 

puede fluir por debajo de et y orlginor supresiones contro los moterioles 

constituy..,tn del muro. 

·.\ 

Conviene hacer notor que existen algunos factores, cuyo occi6n puede increm"!! 

tor notablemente Ia magnitud de los empujes, tales como, las helados, Ia ex~ 

sion de los materiales de relleno, sismos, vibrociones y procesos de compacta- , 

ciOn. 
,.,; ")G ( 'l'"''''\•, 

.. , 
6.3 C61culo d• estobilidod en muros de retencicSn. 

En Ia estabil idad de muros de retenci6n influyen mucl>es factores que aqur, dada . 

Ia fl,.,lida:f de ede trabajo no 10ft cansiderodos, coma son las caracteristlcos del 

terreno de clmentacion y del relleno, ~o r •. 

Dme el pvnto de vista :lei terreno de cimentocion, el buen funcionamiento de 

uno o~ro se lagro c.nnda se tiene una copocidad de cargo mayor que Ia presiOn 

impuesto al nivel de desplante y cuonda Ia• defonnaciones en el terreno causodos 

par dicho presiOn pro:fucen ot...,lomientos de•preciobl .... 

"''' 
Co-nidernn:b <:JI muro coma moooli\ico, Ia• condiciones de estabilidad que deben 

cum pi i"e scr.t: ., ,., .,1. .. J> 

1) Oue sea lmposible Ia rotaci&n o voheo alrededor del punta A (fig 1 5). Se 

•• 

entie.,de por factor de MOJurido::l contra volteamlento, el numero par el cual 

debe multiplicat~e Ia fuerzo resultonte octuando en Ia cora interior del muro 

pctra producir voheomiento, este numero debe estor comprendido entre '.s y 
2.0. 
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...... ' ... '"" 
De Ia fig 15 se tiene: 

F. S. volteo 

,,. ............ 
... (Ill ll 

M resistente 

M octuante 

<~U• ,...&. 

.... I:M;,i; .:l 

· 2) No debe producirse deslizamiento entre Ia bose del muro y el terr..,o, el 

factor de seguridad contra desliza:niento es el nlimero por el cual hay que 

multiplicar el e:npuje horizontal, paro que no se presente desliza . .,iento o lo 

largo de Ia cora de cantacta entre el terreno y Ia base del muro. El numero 

calculado no debe ser mer>ar que 1,5. 

La resistencia a fuerza razante entre Ia base del muro y un material no co.,esivo 

puede colcula"a co'IIO el producto de Ia presion normal por el coeficiente de fri~ 

ci6n ,/'( , que puede considerot~e sogun los slguiantes volores, para mampost! 

rio o concreto en contacto con estas moterialeo: 
,,.. .. Roca sana 0.60 

Material compocto O.SS 

Concreto 0.65 

' M . ;-.. 

·' 8tlll'' 

""' '( ,.e; ' 
;;. .... '( .......... ,. 

v.. 

I 

__ c_,.__ .. _ ... ~'- -·-·h~ .. ~~-~-·- ··--·'-··-- .. --~··-- j 
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S. ti- .monces que: 

F. S. detlizamiento • :liE. FH 

siendo 

~ F v • Ia tum0 de las fuer- vertrcales 

::ti!F H '"' Ia sumo de las fuerzas harlzontales 

J) Lo resultonde las pt'etlones sobre el terreno en Ia base del muro deben esta·r 

'10bre el terclo central del mU«> para que solo se presenten esfuerzos de co'! 

presic'in. Estas pre1ianes a esfuerzos se calculan con Ia teorla de Ia flexiOn. 

4) En nlngU., punta del muro deben excedeno los esfuerzos pennisibles de loi 

1110teriales utilizados. EJto debe verificane en un plano cualquiera parole/a 

a Ia bene del muro o en Wta hila:la cualquiera, yo sea el muro de concreto 

o de mamposteria. 

J 
En Ia tabla siguiente se muestran algunos esfuerzas permisibles tipicos 

Tabla de e.fuerzos permisibles tipicos, kg/cm 2 

/Alterial Cortante Compresic'in Tensi6n 

f,lcJ.,oo·.teria de Jo. 
I con moctero :le col I .0 

' 
4.5 O.JS 

/k:..,;.o,rerio de 3o. 
co:1 -nortera de 
cementa 2.0 9.0 0.75 

Can:reta. simple O.J~ 0.45 f~ o • .-...r;r-

I 
l .. 

61 

~ 

;I 
I 

I 

t • 

•• "Wi·¥:·f44Nlf4MP4i4W¥t•"*v.«tas.::~;;.,w~1'~~·~' fif'"·""*'.FI" hlj • .,.... •• 
"'"l'<~···-~- ... ;....,....._ 

•• ~ ~ J ' 

~fU"'•' 
~G 

-~~-'---------- ··----

lid ,IJ lilt! 

EJEMPLO 6 M.IROS DE RETENCJON 

En este ej empla se pres«eta . Ia revisi6n de un muro de retenci6n de agua. 

Lo t.inica fuero~ qu. actUcl contra el es Ia debido al empuje !.idrolt6tica dodo 

por Ia expresi6n Eh ,. l H2/2, oponiindose a dicha acci6n Ia fuerza que se 

arigina pol' Ia fricci6n entre suela-muro (j'< .:E F v> y el pe10 propia del muro. 

Estas fuerzas provacon mo:nentas octuantes que tienden a voltear al muro al'! 

dedor dsl punta A, y _,ras rwsist.mu que se oporoe<> a ella, fuerzos ac

tuantes tombien traton de hacer que el muro deslice IObre Ia bose del muro 

(linea Aa), acciO.. que se contrarresto con Ia fuorn originado par Ia fricci6n 

suelo-muro. Es nece>aria pora Ia estabilid~ del - que n.~ ocurra ni volteo 

nl desllzamienta y tenor Ia certeza de que se tiene un morgen de pratecci6n 

el cual so le denarnlna factor de segurlcbd. Para el coso de valteo, el foetor 

de >eguridod retulta _. lo relaci&t momenta resistente entre momenta actuante 

y para el coso de desiiZOII'Iient~ el cociente de Ia fuerza de frlcci6n entre Ia 

fueroJ horizontal actuante, este factOI' de seguridod debe _. mayor o al me-
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nos lgual a un valor previamente establecido. 

De Ia sumo algebroica del mo-nento r~nistente y el momenta actuante, se tiene 

el momenta neta, que actUo sobre Ia base del muro alrededar de su eje cen-

---- t10idal (AS /2 ), este mo:nenta et equivalent• a una fuerza (componente V&! 

tical de Ia resultonte) por una excentricidad (distoncia del centroide de Ia ~ 

se, al punta de aplicaci6n de Ia resultante sobre Ia base); si esta excentrici

dod se localiza dentra del tercia media, unicamente se presentanSn esfuerzos 

ds co:npreJion en Ia bose. 

La magnitud de Ia resultante, se obtiene al aplicar el principia del poralelo-. 

gromo pora sumar sus fuerzas component as (.:l'::fH y .£f v ), sienda el cSngulo 

que forma Ia resultante con Ia horizontal, el 6ngulo cuya tongente es el va-

lor :<: fv 

.II!:FH .. , 
finolmente pora encontror los esfuerzos en Ia bose del muro se hoce usa de Ia 

te~rio de Ia flexiOn a;>licon-» Ia expresi6n f " - = _! T y, comprov6n~ 
se quo sola:nente se pre•entan eofuerzos de compresi6n y que Ia mat~nitud de '!!. 

los e,/uerzos 100 menores que Ia capocidad del terreno en que esteS desplantan-

do el rnura. 
··1 ,,,.\ 

.... - ·! 

~.r .... ff 

•l>ftt 

·" 
''lil40' . ~· ' :""" boll ,;,.~ .~b 

i·Y> ~~~ ~4f t:r v. 

./ 
-·;r.c 

-~·· 
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EJEMPLO 6 An611sls de un muro de contenci&. 

OATOSt 

~ .... 

roco 1ono 
., :lOOm. 

><8 r 

Se plde: " 

coeflciente de fricci6n 

suela-muro ,1'1 = 0.60 

Nota: 

consid&rese que na hay 

efecta de supc-esi&,. 

o) Encontrar las factores de seguridad contra volteo y CO."\tra deslizomiento 

b) La posici6n y magnitud de Ia resultante, asi como el cingula q"'e forma 

con Ia horizontal 

___ _ c) El diagrama de esfuenos .-moles bajo Ia base del mura 

SOLUCION: 

Posicion y magnitud de los fuerzas actuantes 

.. "\• 

.J 
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:fJEMPLO 6 (Contlnuoc16n) 

Fcterrstlcas geom4trlcas de Ia baM 

• 5.00 x I .00 • 5.00 m2 
~-~~-

"· 
5.00 .. 2tS'l m .. ~--

2 

• bf,l ,. I .0 x (5.0)3 • 10.41 m4 
i2 . 12 

1 • 10.41 .,. 4.16 
. 7 2.50 

a) I. Factor de segurldacl contra volteo 

[. 

·)" 
I 

·l .. ~. 

" 

I C61culo de fuerzas vertlcalet ( z. F,) y momenta realstente (~) 

Seccl6n WI ,. Fvl brozo b: 

1 (1.00 X ~00 X 1,0) (2.4) .. 14.40 4.50 

2 (4.00 X 6.00 IC 1,0) (0.5) (2 • ..C) • 28,80 2.66 

::!!.. fy • 43.32 

Su1110 de fuerzos horlz.ontales ( :£. F H) 

l)r\ 2 I 2 
F H • Eh • 2 V .., H • '2 (1.0) (5.40) • 14.58 ton 

65 ~r 
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Fvi X dJ 

64.80 

76.60 

Mr •1..C1.40 

i 
I 
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EJEMPLO 6 (cantlnuacl6n) 

Momenta octuante o de volt_i...._ 
~~ ·. ----- ~-

MA • (Eh) <i- H) • (14.58) _( 5t,> • 26.24 ton 

.,. 
Nl. 141.«) > F. S. owolt. • --. • -- .. 5.38 1.5 
MA 26.24 

'1'/f)/1 •.• u• 

a) 2. Factor de seguridad contta clesll-iento 

fuerza oponente al ~lerdo 

/1 !'it. fy • 0.60 )I 43.68 .. 26.208 ton 

26.2118 
___ , 

f. S. • ..!:!. ~ Fv 
dez. 

FH 14.58 
.... , 

\ 

o!. 

•C)f 

til 

_.. 
1.19) 1.5 

. ~ 
"" 1;' 

b) 1.) Posici6n de Ia AnUitonte, de los Fuenos verticales 7 hori:EOntales 

Mo:n.,to nero "' A\ - MA • 141.«) - 26.24 ,. 115.16 ton ....... 

Mn 115.16 -------- 2.66 m (a lo izquierda de A) XAR Fv 43.32 

dlstancio al centrolde de Ia ba .. 

A8 
a • - 2- - X • 2.50 - 2.66 • - 0.16 • (,.. flguta) 

Alt : .. 

Por lo que cae dentro del ten:io •edio de a. NCCI&t hGK¥-1 y 10lo habni 

esfuerzos de compresi&-o en Ia base 
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E.JEMPLO 6 (ContlnuacicSnJ 

b) 2. Magnitud de Ia resultant• 

Q·~ F 2 
y 

+ F 2 
H ~ (-43.32)2 + (14.58)2 ~-:lp89.19 • 

·- 4.5.708 tori l.l '· 

b). 3. Angu,fo de Ia resultant• con Ia horizontal 

e • ang tang ::::I!.Fv 

~FH 
• ang tang ~ • ang tang · 2.971 • 

14.58 

1 • n• 241 . U. '=' :, ,,., 11: 

las fuenos y sus p.~nlos de aplicaci6n &e muestran en Ia dguiente flguro: 

_,n-. 

• 

1 
,----II .,K I~-
~ 
I' 
I\ 

.•. I . 
I . ~,, 

"'' •teo ... \ 

' ' ' l •'vl •A 
·~o ;s,. 

. ·~~ ... ,. 
liAR _•_2_.~'"·~·-----

-1"_!1_.8~_1/3 ~·"u .. __ -!.[3••·•~ 
ft,.,.. 1/Z_•Z.~"'·--- B/Z•~.SI• • 

..----------- 1 • :s.oo ... ________ _. 

' !b \ 

.:. 

eM 

., . 
_, ~- - '' ,,f!, ...... oh><•• 0-"""' ~ .. \, ol ,.,'\ 

t':il' ',1:1 ., •• , ..... ,~ ..... ~;· t--:•·! 
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EJEMPLO 6 (ContlnuaclcSn} 

c) Diogroma de los esfuer.ros bajo lo base S1M ('f),( 00.1 • ;xLt .. •· 

r 
I·· 
I 

1: 

Aplicondo lo FcSnnulo de lo FlexiOn f • - !. 

en donde: . ' ,. 
A 

+ 

'" 
M • F x • • -43.32 x 0.16 • 6, 93 ton-m y 

Lf.') •. ¥ 

~llituyendo valor.s 

M 

s 
(:\,,, ., 

t 

t. -~ 
• I 

~~ 

....L .. ' 
, IX ·' . . 

{:• 

f • - 43.32 
4.00 

6.93 • 
+ "T.i6 -8.66 + 1.64 ·l eb _,.l,.,ID 

FA • - 7.00 .too/m2 

~!t&O-. ---
' ,, ! ' 

f 8 • - 10.32 tOIV'm2 

el diogromo de esfuerzos quedo flnolmente coma sigue: 

--· 
a ., ,.._,A t 

' of-··---· 
i 

·10.32 t•A/•2 
J •• ~~ 

j ......,"''' .~ I>·· . 

..... ~ 
" 

. ~ ~ 

!t. 
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EJEMPLO 7 MJROS OE RETENCION 

En ~e ejemplo se presenton 1.(1 muro de ret.,c!On de oguo, pero a difentncia 

del anterior, exlsten o~ras fuerzas odem6s del .,puje hidrost6tlca actuonclo so 

!we el, estas fuen:as 1011! 

a) La SU?fe•ioo oojo Ia oose del muro y 

b) La pro~cida poc- I'IQterioles ar.olvodas 

El on611sis se Mc:e en Ia mltma fonno que en el ejemplo 6, pero considerondo 

v• e1tas fuerzas odicionoles contribuyen ol rna"'ento de voheo, Ia fuerz.a que 

produce el rno.,.ento I'CI1ist..,te, es el peso propio del muro, el cuol se de..::om

po<1e en los pesos de das volum..,es tn6s -.-:illos, fociles de calcular. 

" El canocer Ia pcnlc16n y rnagnltud de los fuen:as octuantes y resistentes cond~ 

ce a Ia obtenci6n de los factores de seguridod que muestron Ia estabilidad d"l 

muro contra volteo y dedizomiento, se compruebo que Ia aplicoci6n de Ia ro

suhonte esto sobr. el tercio media de Ia aase poca provocar Unicamente esfu.,r 

•• ·'• 
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zos de comprosi6n en Ia bose, esfuerzos que resultan ser menores que Ia cap~ 

ddad del terrene. 

En el calculo de los esfuerzos ~ diferentes secciones del muro, se comprueba 

que los valores alcanzados d.,biclos ol empuje hidrostatico y el peso proj)ia del 

muro, a partir del nivel que se analiza, 11111 menores que el esfuerzo pennisi

ble poro el material (fl: "' 90 kQ/~:m2 ) dendo todos elias esfuerzos de 1:0111P'! 

si&.. 

! 
~-

< ·~ 
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EJEMPLO 7 C.Slculo de. Ia establlldad de un muro de retenci6n 

DATOS: s.oo ... __. 

c--- ' Ill,"',. """"··"',..)" 

_.ti.Jl~U.!tft. _t.)Jm... 
.---Jli.OOm.-

f' .. c 
2 

200 kg/em 

fc ,. 0.45 f~ = 90 kg/cm2 

c "' 2.2 ton/m3 

t w • 1.0 totv'm3 

/fa.m. • 0.60 

~c.c. '" 0.6S 

Nata: El muro est6 sujeta a ·· 

una supresi6n de 50.4 ton y a 

un empuje del material azol~ 

do adem6s del empuje hldros

t6tlco. La copacidad del te"! 

no es de 40 ton/m2 

Se plde 1 e) Encontror lo paslci6n y mognltud de Ia resultante y 6ngulo que 

forma con lo horizontal. 
·-----------

-

b) Encontror los factores de seguridad contra voltea y deslizomienta. 

c) En coni ror el esfuer-Zo en Ia bose. 

d) Encontror los eJuerms en el muro o coda 5 metros a partir de 

Ia bose hasta los 20.0 m de altura. 
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&JEMPLO 7 (Continuaci6n) 

I SOLUCION: 

t lcula de Ia mognitud y posici6n de los fuen:as actuantes 

'1 

I Peso prapia w - w1 + w2 • (3.0 X 25.0 X 2.4) + (16.00 X 20.0/2) (2.4) 
P•P• 

I 

' / )· 

(0.5) '" 180.00 + 384.00 • 564.00 tan. 

Fuerzos vert icoles 

Cargo ton. brazo m. 
Mo.-nentos con respecto a A 

Mo:nento R ton-m 

w1 .. 

w2 .. 

s -
~ .. 

"vA = 

180.00 17.50 m - 3150.00 

384.00 10.66 m - -4093.44 

-50.40 12.67 m 1' 638.56 

513.60 ton - 6604.88 ton-... 

6604.88 ,. 12.86 m (a lo Izquierdo de A) 
513.60 

,t ~.J~) b·t 

i'··r· 

.. 
.... \; 

~ Ut.t:t~- ·~ 

-·--~--:::::...:---~~---- -

I 

e ~. 
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-EJEMPLO 7 (ContlnuackSn) 
\ t"':- ,·--;,· .-~·, ~ 

· Fuenas ._izontales 

'" 

Corgo ton. braza m. 
Momenta con respecto a A 

Momenta '+' ton-m 

Empuje hldrost6tlco a F• Y H2/2 
F ,. 1.00 X 20.o2/2 .. m.o 6.67 1 334.00 

EmFiuje de azolm 1.67 
EA "' 

.;:, 7.52 ... so 

;E. 20-4.50 1 341 .52 ton-m 
~- .. -- -~-~-- --· 

1341.52 

• HA • 20o4.50 
6.56 Ill (sobf• A) 

a) I. Posici6n de Ia riHUitante de los fuerzos vertlcales y horlzontales , ,_ 

I 

~to neto MA • - 6604.88 + 1341.52 "' -5263.36 ton-m 

·X • Ml 
AR --rv-- • ~ • 10.24 m (a Ia iz~ulerdo de A) 

513.60 

As < 2 --
3
- • 6.33 ( ~ J AI • 12.66 

y Ia distanc: Ia al cenlrolde de Ia base es 

. .. Ia re"'ltonte cae en 
el terclo media 

. 8 19 00 -• • '"'7' - XAR • --t- - I0.2A • 0.7-4 111 (o Ia lzquierda de AB/2) 

.. ·' ,. 

li .... 

. I 

----· 

--+ 

I 
I 

i 
----

... -wwi%~1,1/;:i!i~,~~:"'·.- "1'""·1/'l~~;r-.;;·. ; . ' "' 

7-4 

EJEMPLO 7 (Continuocien) 

.a) 2. Mognitud de Ia resultonte _,_ ' w ,._ ...,.. 

R • ~ FH 2 + F 2 v • ~ (204_-50)
2 + (513.60)2 • 552.82 ton 

~ 
I 

lt.= 552.82 ton --~ •,• I 

~ 
.,. 0.' 1( 00. t 

o) 3. Angulo de Ia re .. ltante con Ia horizontal "'. 
''· fj 

e ..!!... • 513.60 
2.511 

I . ong tang m"lg tong •ang tang 

I 
FH - ,..;;.. 20-4.50 ) lt 

-~··· .. ~ 
.,_, __ 

1). 

.e • 68° 17' ,~ ;; a 
·,..11ft,,. . ....... ,. .... 

I ,b) '· Factor de seguridod contra volteamlenta ,. 

F. S.volt 
MR 3150.00 + -4093.4-4 

3.66 > 2.0 
y ---. "' ~ 638.56 + 1341.52 

,b) 2. Factor de seguricbd contra desliz0111iento en Ia base 
·--~-

F.S.des 
/f .:<:.fy 

• 0.60 X 513.60 
1.507 > 1.5 • . 

fH .... -~- 20-4.5 -
-h ,( .... ~- ~ ... , 

/ 
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EJEMPLO 7 {Contlnuacl6n) 

. 
c) Esfuerzos en Ia base ..:! . s eo: 

--~~S• 11plrce~ Jg f6nnule~ de--le flexl6n p M '"'--+- y 
--~ 

A - I 

dande: P "' Fv "' Sl3,60 ton ·.~~.sa .. ~. J. 

A • 19.00 x 1.0 • 19.00 m2 

M• Pllle 'r (n ·-M-1 . 
8 

"' {'"tV - 8/2) • (XAR - 8/2) "" 0.74 m 

M • 513.60 x 

bh3 ·-· 12 

y "' 9.SIJ '" 

$263.36 _ 19.00/2 ) .. 380.06 ton-m 
513.60 

1.o x (19.00J3 
12 • 571.58 .n• 

Sulfituyendo valares • ;,., -. ,, ... l .'! 

I --~ 19.00 +~ sn.sa 

rA • - 20.n ta"lm2 

(9 • .50) • - 27.03 !: 6.31 s 

18 • - 33.34 t~/m2 :·.1 

La dilfrii>vcl6n de etluerms en Ia base es menar que Ia capacldcid del terre

no qve .. de .CO tarv'm2, y se muestra en Ia slgulente flgura: 

•· 

ll):ll(!!III!II/:!I!Jji!lll!lllillllllliJ .·zo.n ro•/•2 

.... ,.2 .. 

·-- .... ·- --.. ·~~ 

I 

~~I -· 
! 

I 
I 

- .I 
I 

I 

-~ 

l I. 
L -------· 

•• ·~ 

~ 

!JEMPLO 7 (Continuaci6re) 
~ '• ' ·.)) 

d) Cdlcula de lo estabilidod en las seccia:~es a 5, 10, 15 y 20 m sabre Ia 

base 

[_ ; 

·. 

I 
t.--. 

"H 5-6 

"H )·4 

"H•-z 

"" 

-.... ................ ... ~---

.....,... 
l ... : i 

l 

\6 .. ~· 

c ·1·- '·\:.Lf 

I 
I 

o I t 

'--~~-
1 

.. 
I 

b I e 
I I ---!-'2·20 __ ------

1 

•• T'A. 

..... 

_'l' 

-- . - ... - -- - - - - - - - -

•'q>·· 

Secclones qve se analizon, 

con .,, correspandientes ~ 

pufes hidroltoticas, sabre el 

muro. 

I 
50 ... .. 

I '' f 
5.0 ... , 
5.o ... 

f 
10•. 

~ J )I 

ll.O ... 

,11\. 

jl 
,., .• .. 
' "·· 

-~_.Yrf~ 
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£JEMPLO 7 (Contlnuocl6n) 

Tabla de c61cula de las e!lfuefZOs en las sec:clanes del muro 8. 5.0 m, 

~ ~ ... Fv • lily '" ; "'" ""' . I • • 
(ton) (mJ (f"" oM lfftn 1 ... 1 lfOII•III IY"'v Mnhv 

r.z 
\&fc •UOalOJH 

t50al201ll2.4 10.20 ..J672 DC 112.50 !I 562.!10 3109.!10 8.63 1.13 
• 360.0 

lalco(30al5 o• 

J-4 
c IJOaiO 0/ 212.• I.H 

• z 2 8 0 i -1!138.72 50.00 3.33 188.17 -1370.05 8.00 0.!10 
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~JEMPLO 7 (Cantlnuacl6n) 
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ANEXO ·.', ~ \ 

CALOJLO DEL VOLUMEN DE ESfUERZOS (FUERZA NORMAL) Y CENTROIDE 

(POSICION DE lA FUERZA) PARA UNA DISTRIBUCION DE ESFUERZOS ELAS

TICA LINEAL Y UNA POSICION DEL EJE NEUTRO QJALQUIERA. 

A.1 Oe1eripc i6n del problema 

AI octvar tobre Ia ~e<:ciOn triangular Ia wriacien lineal de esfuenos se gen11ran 

<kls volumenes, re,..esentondo uno Ia fuer:ro de co:npresion y el otro Ia de ten-

si.S... co:no se mueltro en Ia figuro A-1. ..!!--

-·~··P .. $ 

l'j' 
T·r 

f' ~' . pI ••••'• al,.-t 

·'.-,.c._ 'a ,. .. ,*" 

>~~ 
-r;-

flo. (A-1) Vo!Umenes generudos par varlacl&t lineal de tttlu.not 

rtitt&t'ttth • 

t 
-----: 

t. 
i 

1-+ 
I 
i 
I . 
•' ·: 

.. ,...,. 'il!l'Wt$.44 .xaz.o·•~: -::< • ~:!-:w.t~fi?tfr;JX -~ ,.~~r 
•, 11r.,.., ·""-

.. , 

2 

A.2 Volumen superior' 

Primero se analizor6 el vol_, superior', fig A-2, en el cuol se tiene que . 
I \A 

C = corutante (supue!to) 
~ ;··· +--·-· 

--· 
Xo .. f(c) (w· obtiene par medio de tri6ngulos semejantes) 

,, ... fy sl 'z <fy "' 
f1 • f(c) II f2 • fy (se obtlene por tri6ngulos semejantes) 

I; 

•·~ Cp) 

.. ..... ·····~·· ( •) Recto de intenec:ci6 • ., 

del plano vertical de si

metrio c011 el plano que 

llmito Ia cora ext~ior del 

l. 
. ...... ,,. 

• \ .. .,,. r.r· 

fig (A-2) Volu111en superior de esfuer:ros 

volumen. 

., l 
; ' 

SeeSCO>Je uno regiOn en el plano xy co:no se muestro en Ia fig (A-2) y poro fa-

cilitor el procete, yo que el volu111en total prosento simctrio con respeclo o un 

plano vertical (plano yt:), se onolizar6 solo Ia mitod del >volumen total. Si se 

observa Ia fig (A-2) se nota que loa limites elton dodos por los rectos P;!'J. oti 

co:no por el plano generodo par Ia ecuoci6n de Ia recto P<f1, par lo que se 

procede o determinor dichos ecuaciones. 

t'~ 

:.-... ____....~-~--~----------------···"-'"' 

~ 
'1 

I 

I 
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J 
'1 

1 
I 
I 
I 
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A.2.1 ObtenciOn de Ia recta ~ 

'La ecvacl6n general de una r.cta esteS cbda por Ia ecuaci&. 

' - llllC + b don de 111 • pendiente y b .• ordenada al origen. 

. . . ---2c 
y • -x; 

... 
+ c 

A.2.2 ObtenciOn del plano generado por Ia recta Po't 

'T'' 
• .. '·' L - ' 

, 
'·10,01 •• 

Otra forma de ecuoclon para una recta es (y - YJ) • m (z - ZJ) + b por lo 

qJe ol sustituir valor"s se tiene 

c 
( y - c ) -~~ 

c (y- c) . --,, 
c (y-c)•q-

c 
'.- z '• 

( z - ,, ) 

z -

Z-c 

c ,, 

r, 

z • '• Y--;" 
., ... 

1 .,.. ~\ 

.. 

1-.J">I' 

3 
,....., 

I· 

I 

1*$/.4j@\JIIIii?i\lr-iijl'4'!lm~ .. ·, ,l·~~ljti)l\fi'II\W~; 

.. 
por lo tanto Ia regi&. que se integrar6 esteS Hmitada por 

~ ·~·( ~. 0 
2 

.{y{ '•) -!:x+c,O{z{r-;-

Ft . 
A.2.3 Cc51cula 7. (medlo volumen superior) usancb lo Integral triple 

laJZl~ .. ... c J~' It J-z:.. +C .f.., thdydz • 

2 0 0 0 0 0 

6. 
z] c dady • 

0 

rt -~. •c 
a J 

0 

I 
0 

... Y:t da dy • fH 1
-2c a~ c: 

a. d• a 
0 

.~ ' ',, 
l 
j . r: .!1[2 12 2c -~ .. +c da 

v.q < 

I 

• 
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Esta Integral tlene Ia fonna J c: u11 •• 

donde 

~ • •. 2c • + c 
•• ' clu'c ~ cia .. ' 

como .. obser,a en fa Integral anterior falta el tennlno constant• 

para tert~ completa Ia dlferenclaf. 

''· 
Con.pletcnfo Ia dlf-clal • lntegrando • tfene: 

)A• 

,_., 

-~ 
Xo 

' ' 3 Ja./2 
~12•- (*l/~~o1Ztl[2c/a•X+c:] 113 ·. • 

F.'2 • -lf114c2Jac)(l/3{(-2c:/ .. )(a./2)+ J. c:3 • 
3 f .. /2 

r 
' 

~ /2 • -ff 1t4l J( II 3 )[ -c:3] • (r1 a.cl/12 

, 1' ,. i ~ .~ ,. 

• • • 

l ... ill-

V1 • F112 • (f1 a.dr 12 

n •• 

(I· a) 

't 

.... . 

.. 

5 

' 

J. 

I 

I 

.. 

~ 

• ,, ... ,..: .... ,. ··~· ,..,.,.,.,.~ .. ~"""' 
····$~'-• ~11 ~~·r···'i'.~~ ""' 

y Ia fuerza total que arfglna ef vofumen superior esta dada par 

Itt. 
'.... ~ .., 

[ F1 •(f1a.c:)/6 1 ~) t "' 
( 1 ) 

A.2.4 Obtencr&, del cenh-oide del volumen ,!!.._ (media ·vafumere .,perior) 
2 por medio de integral triple. 

Ef centralde esta dodo por Ia expresi6n i • 1lG: 
(2) v, 

El hirmlno JIJrdv • obtiene de fa siguiente forma: 
p; 

···C>C·, 

1..,. [\?'' r~ 
J da dy dz • J. a./21.~"+c., z 

0 ,. 0 [

rr1A: 

cia cly:o: 

- ••12 -2c: X/a. • c 

J r J (ty f 1 ) /C ] d l ely : 

o Jo ;, \>f •. 

••12 -~ +c 

I. I. •' U11< > •••i 

••••• w./2 ·-~c 

l f1/c:J. a. J2 dacl,1 
0 . 0 

• f~ .. ,, .,., ,.~+c 
3 

cia • 
0 

•·12 L ' '•'" [·•;, X .. ].! ••. IV.,, L l ........ ' , • cia • 

6 

~ 
:/l 

~ 

• 

t"' ... •· I - -:-- - ~ :.=-:-~,..,-~-...,..~....._ -
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~-· 

-~ ... - .. 

completando Ia dif....,.,cial • lntegralldo 
.<~ ...t 'I '1, 

• -f, (.,!A' 
3c i!C r,-~ ....... • - !t..i [l-~ • + ( .L~ 

6 c2 •• 4 J; 

• -!J -!1- (-~) 
6 c 4 

---+ 

• !t..!!_ c2 
24 

if>!) 

• -III, dw. ·2·~ c2 •• 

AI antltulr loa volores de ( 3) y (1-a) ., ( 2) 

,.k ~erc2 
::..:.t:.. 

12 •• t,c2 24 • • - ~c v, •• '• c 
12 

• i " £... •• 2 

. .,, 
''1 

(3) 

'.ii 

,. ¥ 

') •· 

! - c ·-z 

(4) 

Co.TOO so menc ioncS anterionnerote, este corotrolde es de Ia mitod del volumen, par 

1o que el cerotroide del volumero total M obtencfrcS tomando momontos con res~-
to a Ia base del mismo, rig A-3. 

7 ·~ 
I 

- I 

·I 

' 
I I 

a 

~ 

-~~·"!""lli'~:' .. .,.~~"''''~l\l1'k:~~~;w.""''' 

'\ ., 
l'' 

l 
./~ .. "~'' 

' ).,~. Ol oft-, ,f,.,~ i. 

Fig A-3 Centrolde del volumen superior de auerms 

de Ia fig (A-3) 

-s· 

-~ 

(~)y ~ (~ )y • F1GJ 

2Ji (~) F1 G1 2 2 • 

[ :. G, "f I 
(S) 

' ,.., 

es ef centroide total del volumen superior de ufuenos 

A.J Volumen InFerior 

Dospuos de anolizor el volumen superior, se -lizorci ohoro ef volumen inferior 

F2, quo ol lguol quo ol anterior, para Focilitor Ia intogrocicin en fa obteroci&, 

del. volumen y centroide, M tomor6 solo Ia mitad • 

.Iff 

-"I 

'''""-~---- -------- ...,.__ -- ·- -----· -·------· 
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La distribuclcin de esfuerun mostroch en Ia fig (A-1) indica que el valumen in

feri«, F2, et una culla triangular can base en fonna de paralelogramo y caras 

trvpeciales, - se mueltra en Ia fig (A-4) 

{ . 

,...., 

• 'a 
fig (A-.4) Volumen Inferior de etfuerzos 

Escogienda Ia reglcSn en el plano yz (regi6n y) se pracede a encontrar los liml
hts de lntegracl6n. 

A.J.l Obtencl6n de lo ecuocl6n de lo recta P"'"s 

~. ( tJZ, 11-C') 

• t/J ~ ~.10,01 

· nori'dt ... ifli:YrMtw*'t 

ec~nclon general de una recta 

b-r1l • ~ l•-••l 
<•a-"2l 

Y-(11-c:) • (h-e:) • (O) (x. xe/2) 
(xe/2 - b/2) 

---·--" 

' 

'I 

• ~ 
~-
1 

t 

·-~ 
., 

~ . 

I
' : 

' 

n~-----

!!iftl1fulll WNW\&M,IIi41iji !"''""'WI Ji$.¢1', :. ·•Wilri'¥'"'~N,.,.,..,...,.,.•,~""' 

de donde se despeja I( 

• •• 

['1- (h-cl) [xe/2- b/2] • (h-e)( x- .. /2) 

~y • (II-C)] [ .. /2- ._12] /(II -cl]t ••12, : II 

.J·· 

• • :r(ll•/2 )/(h-e)- • J/2(11-c) -(h-c)(x.l/(h-clC2) t 

(h-e) b/Ch-cl(2) + ••12 

•• rx./2fh-c) -•r/2fb-cl-·••12+.,2ta./2 

x a ( r •• - b7] /2 ( II -e ) t •12 

A.J.2 Obtenci6n de lo recta P
1
P
3 

~S (O;,.c) ~ 

j \ • II 

~ (O,ft 

despejando z 

, .... , ... 
,,.-(h-e), •fh-c) 

'2 

~~ ·' 

r-fll-el. -~ 1 

'z 

to 

1 
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Itt 

r". ... J, r~ ""!' ••h • ~ 

[r- fl•-cl]r2 • -(11-ch 

f 
z ·~r,-c,.-c>J 

(II- c) 

z •:!!z_ +f ~ 
lh-cf (h-e) 

• ,. 'z - .!....!L_ 
111-CT 

0 ~ • Z • 'z [I -( y I (II -c)) ] 

La regiOn ~· .. lntegror6 etta dodo· por lot slgulentei Jrmltes: 

o, { o •, • c•-<1 , o ~ • 'lz f.-crilb-•11), 

0! a :t[l/2(11-c~(J••- by) • b/2 } 
F2 

A.3.3 COiculo de -- (medlo volum ... Inferior) utando Integral doble. 
2 . 

~· J J a dy dz J
CII- c) 

1 
r2c r- yl(ll- c) 

• 
0 0 

(Crt2Ch-c1Xy~e-by)+bt2] dydz • 

') 

11 

..- '¥'.fl!li,4)11111!ltF-'~··. ·•:•~"'"i":'fl.:•,·~f41'~~··•••~·r*"~ 

...... 
12 

L
(h -c) 

f2(11~cl Cr~e-by) ~ b/2 J •I t2U- J/(11-cl) 
0 . dy • 

. (h-e) · 

I [ nk-:cr<Y .. - by) + b/2] [ t2 - t21 /(h-e)] ·dy 
0 . 

• 

1
111-c:) 

O~ (y~e-by) + 'z"tz _r, r21{1 11-c:l
2!2ll]c, •• -by l - " .,, dy = 

t: T~ 

r
h-c:) (h-e:) (11-c:) (h-c:l 

o•"'~' , ... ""'" J. ¥-"-I. l:l~· '·~-·····-J.: ~~~ ,, . 
f . 2 I (11-c:) J(ll-c) 111-cl 

2(h?c)(~t;- ¥> 0 t ~! Y 0 - ~2 (~~ b/11
9 

--~ 

I h-e) 

~c~~cf2 /o - • 

..!z_ [ Ch-c)2t~e-blJ + ~(11-c) - ~-.2 ![111-cf(a.-blJ -11 tzCh-cJ2 • 
4(h-c) 2 2(11-cr 2 (Ji:cl2 

.... 
I 

I 
--~----~~-~---== .. =.=-==~~.:~----~------~.~- . 
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· .. :~; 
ff\~;~ 

.!j_lh-eHx.-b)' ~h-e)- ~h-cJC•o-b)- ~(h-e) .. 

!z (h-clfx.-b) - 12JII-c)(x.-b) • ~(h-e) a _r
2 

b(h-e) ~ !z!h-c)(~o-b) • 
4 ,. 4 r- 12 

f~CII-c:J • 'a(h-c)x. _ !zlh-e)b • .!_ 'z fh-e)b • tz(h-eJx. .. 
~ 12 12 6 12 

t2 1 h-c)(b '"• J e- T 

y Ia fuerm total 

"· 

.. 
•• F • .!2 ( h- c) b • x./2 

T -o-

Fz = '2 c "o- e l! 2 l [ ib • ~ J 

• F • f., ( h - c l 2 (2 b ~ x. ) 
2 -4~ 2 

"z• 'z~lzb. •·l 
6 

( 6- a) 

• 

( 6) 

13 'l 

I 
I 

~ 

... i 

A.3.4 Obteneion del eentrolde del volumen ..!1_ 
(media volumen inferior) 

2 

El eentroide esta dado por Ia expresicSn 
; = t 

v 

en .Ia euol el term Ina fJJ y dv resulta lgual a 

rh-c)J'zll-yl(h-cl) r' h-er. 'z -'~l(h-c) 
Jo o '[d.=<T'"·-••l • ~ ]"" 'Jo o [ 2~_,J"•-'" 'f ]"" , l 
J

lh-c:J 'z-'zYI(h-c:J l'h-c:) I 
[
Lcx.-bl•h]r/ dr = [L_cxo-b)•byJ['2-t..'I"

1
Jd

7
= · · 21h-c:) 2 0 21 h-CT 2 f'l-c: .

1 
0 0 I 

~ (x.- b)dy • w2 dy - .!z....C zlx.-b) dy - ~b ,. I(h-c) l(h-e) 

1
(11-c:) J(h-c) 

2(h-cl 0 2 21"-cl 2(n:cJ 
0 0 0 

!zl" -cl~ •• -b) +l.z b{h- c l
2 

_.!.z("a c,ZC•• -b)_~ (h-el ,. 'z (11-cl~x.-bX L L) + tz ( h-cl\(l_l) 6 4 s- s a 4 o 

2 2 2 
t2 Ct1-c).__ !.z.Ch-c) b + !_2(11-c:lb • 

24 24 12 
a 2 !.2 c h -cl x. • t2 c "- c l b 

24 24 

• •• 1 I I Y dv • 
2 .!2 (h-e) 1 x. • b) 

24 ( 7 J 

• ? I j 

~-- --- ' jJ ~: JOtt;hi ........ .,.. -
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El centroide se obtiene <>I sustituir (6-a) y 7 en ( 2) 

2 
..!l~ ( .. •bJ 

- 24 J a 

'z (tt-c:l( .. /2 •bl 
6 

• .. ' • (11-c) ex. f. b) 
2 ( ••• 2b) 

a (11-cl C•o+b l 
2 ( •• + 2b) 

( 8). 

AI lgual que en el volum ... IUperlor, el onalisis se ha efectuado_ para Ia mltad de_l 

volumen Inferior, por lo que el centro ide se detenninanS tomando momentos· reipe=. . 

to ~ Ia base, como ae aprecia en Ia fig A-5. ,,, 

_· 0.-··l 
r -- •, •· 

Fig A-.5 Centrolde del volumen Inferior 

• ····,, ' ' 
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aai 

i2 I 9" • ( iz 19 '"G'2 F2 

.• 
2 ( 12 )j 

2 • G2 Fz 

••• J = G2 

Para referir Ia fuerza al eje neutra se hace: 

Gz •(II- c:). G; 

Par lo que sustltuyendo el wlor de G2 se tiene 

----,..----------· 

G2 • ( h- c:) - til· c) \{• • b ) 
-r- ••• 26) 

~# -.· t ... ' .. ·',, 

16 

:" ~ 

( 9 , 

'( 10) 

·::; 

(II) 

I . . J ·¥_,.,. -· 'j lf'&iil" . 'JIA: ·:;r '1!'11 __ • I I II I 4 
II .w IJ.A;:etJII!!.Sf!-~, L t 
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A.-4 Obtencion de 0
1 

y o
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e, D, M 
- -·- . ·- , -.. -. -·--. c:l-· -·-· -· 

1
z Dz _ .. _ .. _ 

t . t 'z ~-cl 

;; 

El •I• neutro puede localiZMM abajo del eje centroidal a sobre &I par lo que: 

a) tl -(h - c) ~ -. ~ 0 

o1 •G 1 -l-•l 'I Dz • Gz +·1-•1 

, -'L-

' .. i ._, . - - ---·-
o, .. 'z , -! -... . ~ ,_,____. .. 

.. -~-

~ 11 O" t"!'c 

.. ·~·''-

o, • o, + • , Dz• Gz- • 

'· 17 

' 
r1 
~: 

' l' 

r. 

~ 

.... •· ~ ." 
. 

*ii\1JIItl\¥f! .... .,~t".*'V #4Wf!I!IM94- 1~ 

NOTA: AJ suponer Ia posici6n del eje neutro can respecto -:~1 eje centroid:::.! se 

tlene ·Ia distancia e; eon esta distancia y Ia pc)$icic5n de las centroides de c:::.cb 

uno de los valumenes de esfuerzos es posible determiner lo pasiciO., de las fu'!! 

zas con respecto al eje centroidal. Generalizancla se puede decir que 

r-....... ,.1' "t' 0z+l•l·l 
( 12) 

·'\ 

11 
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