aweswzan,  UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

m“f,!_\gﬂ FACULTAD DE INGENIERIA

DIVISION DE INGENIERIA CIVIL, TOPOGRAFIA Y
GEODESICA.

APUNTES DE MECANICA DE MATERIALES
(SEGUNDO CURSO).



APUNTES DE

MECAN ICA DE MATERIALES

(SEGUNDO CURSO)

e &

FACULTAD DE INGENIERIA




P

3
o
B

DIVISION DE INGENIERIA CIVIL, TOPOGRAFICA Y GEODESICA

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE ESTRUCTURAS




Q-

Xd

TEMA |
ESFUERZO CORTANTE

Cortante directo

Flujo de cortante

Separacién de conectores en vigas
Esfuerzo cortante en secciones circulares
Esfuerzo cortante en secciones T e |
Problemas resueltos

Problemas propuestos

Tomés Sinchez R,

TEMA (1
ESTADO PLANO DE ESFUERZOS

Introduccibn

Esfuerzos en un elemento (una barra) sometida a fuerza
axial

Ejemplos

Problemas

Ecuaciones para la transformacién de un estado de
esfuerzo plano

M. Alvarez Solfs

"Ejemplos

Problemas

Circulo de Mohr para transformacidn de esfuerzos
Construccién del cfrculo de Mohr para esfuerzos
Ejemplos

Problemas

Problemas de anflisis de esfuerzos

Ejemplos

Problemas

Bibliograffa

Problemas

TEMA 111
DIMENSIONAMIENTO DE VIGAS Y LOSAS DE CONCRETO REFORZADO

Fco. Robles F. V.
Adaptado por:

1. Observaciones preliminares

2. Resistencia a flexién de secciones de concreto
reforzado
2.1 Consideraciones generales
2.2 Secciones balanceadas, subreforzadas y sobre-

reforzadas

3 Vigas rectangulares simplemente armadas

4k vigas rectangulares doblemente armadas

5 Vigas T

6 Vigas de seccién simétrica de forma cualquiera

Marco A. Alvarez S.
S E— Carlos J. Mendoza E.

(97

(- 107

3. Revisién de esfuerzos bajo condiciones de servicio

4

-

Resistencia a fuerza cortante
4.1 Vigas ’
k.2 Losas y zapatas

Concepto de anclaje

Cilculo de defiexiones

- Estimacién del ancho de grietas

™ g

Dimensionamiento de secciones sujetas a flexién
8. Vigas rectangulares simplemente armadas
8.2 secciones rectangulares dobiemente armadas
8.3 secciones T

9. Corte y doblado de varillas

10. Dimensionamiento de losas apoyadas en lados opuestos
10.1 Peralte minimo
10.2 Recomendaciones sobre refuerzo

11. Dimensionamiento de vigas
11.1 Peralte mfnimo
11.2 Recomendaciones sobre refuerzo principal

12, Dimensionamiento de losas perimetralmente apoyadas
12,1 Andlisis
12.2 Peralte mfnimo
12.3 Recomendaclones,sobre refuerzo
12.4 Losas con relacién de lado corto a lado largo
<.5

13, Dimensionamiento de, zapatas
13.1 Zapatas para muros
13.2 Zapatas Para columnas aisladas

14, Ejemplos
Referencias

Ejemplos

TEMA 1y

127

130
135
137
140
143

146
146
147
147

148

151
151
152

1585

155
156

157

160
160

162

163
166

168
246
247

ELEMENTOS CORTOS SUJETOS A FLEXION Y CARGA AXIAL COMBINADAS

Arturo Soto Juirez

109

1na2

117
118
123
125
126

Carlos J. Mendoza E.
Corregido y aumentado por ’

1. Introduccién

2. Flexotensidn Y flexocompresidn en el intervalo

eldstico
Limitaciones del principio de superposicién
Ejempio

3. Determinacidn de dlagramas de esfuerzos en flexién
biaxfal y fuerza normal combinadas

José-Luis Esquivel A.




S ‘ .5

J-'V“'ﬂ‘ ! 7

Ejemplos 270 -
&. Nicleo central de una seccibén transversal ' 276 .

Ejemplos 277 . R % i A
5. Zapatas rfgidas cargadas excéntricamente E 285 ' ’
6. Muros de retencidn 288 )

6.1 Elementos queintervienen en la construccién ' ) P -1

de los muros de retencign 288

6.2 Fuerzas que intervienen en el cilculo de los
muros de retencién. Teorfa de Rankine. Teo

rfa de Coulomb. M&todo de Terzaghi 289
6.3 Célculo de estabilidad de muros de retencién 298
Ejemplos 300 -
7. Referencias 317
Apéndice A: Método de Culmann 318 ) ' -
Apéndice B: C3lculo de KA en la teorfa de Rankine 322
” e
I3 fop
)
) N
R £ 1) ol
. ¢
i i ¥ a .t
¢ em -
e
Vi
o1 Y "
* 1] e
LAY o +

a0

i . ¥ B v
S -

LRy




«813 an! pd obsioaxgash TEMA I ‘q SuUp ofisupeq s¥nemeratnttia

-~ ob 28ve1t & moi ESFUERZO CORTANTE PROMEDIO “L3n8m asdns somso

w8%8klq esl & gsr .

Tom&s S&nchez R. Tiottisque asf

El esfuerzo cortante promedio en una seccisn transversal --
cualquiera se obtiene bas&ndose en la hipStesis de que la distri
bucidn de esfuerzos cortantes, en el area que resiste cortante,
es uniforme. ' o e

FRA B AR GO

Por tanto para valuar el esfuerzo cortante promedio en una

seccibn transversal bastars dividir la fuerza cortante actuante

entre el 4rea de la seccibn transversal de la pieza.

-~ otnamom [ah adltne - v FEET- 2 I =T
T prom = Y
~~8 A s (ovugv e ma adrer vf)ﬂ”

Distribuci&n Supuesta de esfuerzos cortantes para diversas

8eccliones transversales de drea A sujetas a una fuerza cortante

v.

El valor del esfuerzo cortante promedio en una seccidn trans
versal es msy .sencillo de valuar, pero Su utilizaci6n en proble--
mas pricticos se encuentra bastante limitado. Esto ocurre porque,

tanto tebrica como experimentalmente, se ha demostrado que la hi-
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pbtesis de distribucién uniforme de esfuerzos en el &rea de la -
seccibn transversal no es, en la mayorlfa de los casos, razonable
mente congruente con los resultados tebricos y experimentales ob
tenidos. (Por ejemplo en vigas, el valor del cortante promedio
se dispara de los valores tebricos y experimentales obtenidos).
(¥} ) N

Cortante directo

Para la valuacibn de esfuerzos éortantes directos es Gtil -
la expresién del esfuerzo cortante promedio. Los esfuerzos cor-
tantes directos se generan cuando las fuerzas cortantes se trans
miten de una parte de un cuerpo a otro, ya sea directamente o a

través de pernos o remaches COmo se muestra a continuacifn en --

las figuras 1, 2 y 3.

‘smoEsfuerzo cortante directo en la
{¢8uperficie c~h, d-g
a-¢ b-¢
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i s e Figura (1)
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Fuerza cortante en la seccién central de un perno

Figura (2)
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Fuerza cortante en un berno sometido a cortante doble.

suficientemente pequeiio que puede ser despreciado. En los tres
casos antes mencionados, las fuerzas se transmiten a través de ~

las superficies del elemento que mantienen unidas a las piezas.
Flujo de Cortante

Para encontrar las ecuaciones que permitan determinar
el flujo de cortante en diversas secciones de una viga, es nece-
sario establecer pPrimeramente, en forma clara, que el momento -~
flexionante y la fuerza cortante se encuentran relacionadas por

medio de la expresién siguiente :
dM = Vv dx

Esta ecuacibn establece que la variacién del momento -
flexionante en una viga, entre dos secciones adyacentes separa--
das entre si una distancia dx se encuentra dada por el’ producto

Vdx y donde V es el cortante actuante en la seccién izquierda de

£

Flgura (3) la pieza. (Ver figura (4)).
T T . - Howw
L 4 A il il .
’ M+d¥

Bn los cegos de las figuras (1), (2) y (3) para determinar los
esfuerzos que se presentan en los planos de transmisién, se hacen '8 V*iv
8ecciones en los planos de contacto Y se analiza el equilibrio -~ Figura (4) -
del cuerpo libre resultante. En los casos mostrados en las figu- Por equilibrio ‘ _ o

ras (1) y (2) el hecho de que las fuerzas no sean colineales con-

duce a la presencia de un momento flexionante no equilibrado Pxe,

(1) gFy = 0 d Vv = g
(+) (2) My =0 qdx dx + Vdx + M - M - aM = 0
2

Puesto que (d x)2 es despreciable por ser muy pequefio

dM = V dx
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Por tanto cuando el cortante en una seccién de viga es V = 0, -
se tiene que dM = 0, y en consecuencia el valor del momento fle-
xionante en la seccién derecha del elemento de viga es igual ai
momento flexionante en la seccibn izquierda del elemento de viga
analizado. Esto es, cuando el diagrama de fuerza cortante vale -
Cero en una seccién de viga, el momento flexionante en esa zona

mantiene un valor constante (no necesariamente nulo).

Para comprender mejor la significacién de la expresifn
dM = vdx, se analizarin los ejemplos siguientes :
<P ? 5

iz Viga coar — NWNer 1
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Ejemplo

Diagrama de

Diagrama de
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MidM

V-dy

\ h__JiE__q
Del equilibrio
b MB = 0 ‘(+)'

Operando, se encuentra que dM = Vdx es el incremento ~

M+vax - Fax’ - M-ay=o

en mome 1to flexionante entre las secciones a y B.

Entre las secciones ¢ Y D el cortante es nulo Y por ~-=
tanto dM = 0 ; como el momento en el extremo volado es cero, es
te momento no sge modifica hasta m&s allg del apoyo con rodillos

en donde el cortante Ya tiene valor y aM = vax.

En el ejemplo siguiente se observa que en la zona don-
de el diagrama de fuerza cortante ggs nulo el valor del momento -
flexionante se mantiene constante (no nulo como en el ejempilo an

terior).

Momento Flexionante dx : 2
dh M
A S Py
El elemento de viga que queda comprendido entre las =-
Becciones A y B, se encuentra sometido a las acciones que se in- !
dican. ’
X
S ot
>
A ab .
. LA N * e
ot B ] 1L




Ejemplo ?
Viga A i y
., L-2a a
o— J -
. P ¥
Diagrama de
Fuerza Cortante
)
dMzvdx
Diagrama de Momento
5 L A
flexionante. * e

En dos secciones adyacentes tales como A Y B no existe
fuerza cortante y por tanto el momento flexionante entre ellas -
se mantiene constante (dM=0). Entre las secciones C‘y D la fuer-
za cortante tiene valor distinto de cero y existe variaci6n del

valor del momento flexionante.

nes C y D tendremos que el estado de esfuerzos debidos Gnicamen-

te a flexibn es el mostrado a continuacién :

LG B an q"” I°= ﬂ»c
X
G\Mutﬂﬂf_g
I
ey e
[REINRT TR

dx 7
c. "D
fa ﬁg(s)
bado que el momento en D es superior en valor al momen
to en C, entonces el ¢ max C<° max D° Como este segmento estf en
equilibrio cualquier segmento que deel se aisle también estars en
equilibrio. Si se separa la porcibén situada encima del eje neu--
tro de la de abajo, las ecuaciones de equilibrio deber&n de satis

facerse en cualquiera de las dos secciones.

Tomando solamente la seccién superior se tiene 3

y G‘:a\w.c. ¢ Tuavg
;c [ FD

Para ilustrar el efecto del momento flexionante en el =
cdlculo del flujo de cortante en una viga, es necesario conside--
rar un segmento de la viga del ejemplo anterior Y suponer, por --
simplicidad, que dicha viga tiene una seccifn transversal rectan-

gular. Aislando el segmento de viga comprendido entre las secclo
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Verificando la condicibn de equilibrio ¥Fx=0 ge obser-
va que la resultante de los esfuerzos de compresidn que actfian -
en el &rea abcd es la fuerza FC Y la resultante de los esfuerzos
de compresi6n que actfian en el Srea efgh es la fuerza FD. Como
0 max c ¢ 0 max p Y ambas distribuciones de esfuerzo varfan -

de esos valores a cero en el eje neutro, entonces es posible ---

afirmar que F c< F D

Para que cualquier seccién de la viga esté en equili--
brio es necesario que la diferencia, F p~F ¢ Sea tomada por el
&rea cdgh (para vigas homogé&neas de una sola pieza). se define
como  flujo de cortante la fuerza ( F D~ Fc ) que se toma por -
unidad de longitud de viga y se identifica con la letra q.

D~ (o
dFr
T = dx dx

Para ejemplificar claramente el efecto del flujo de cor

tante en una viga es conveniente analizar el experimento sigquien-
&ho
te : st . . e
. . i
Témense dos piezas de i1gual seccibn transversal (rectan
gulares) de peralte h/2 y col6quense una encima de la otra so--
bre apoyos que produzcan la condicién de viga simplemente apoyada

Como se muestra en la figura siguiente

Se aplica enseguida una carga concentrada P al cepe--

tro de la viga y se observa (sin considerar friccibn entre las -
'piezas) que la flexi8n de las dos piezas ocurre independientemeﬂ
te debido a que el flujo de cortante que se Presenta en la super
ficie de contacto vale cero borque no hay fuerza horizontal en -
ella que impida el deslizamiento de una Pleza respecto a la otra,
J_Y la configuracién deformada de la pieza es la mostrada a conti--

nuacisén. o . e +

Fig. (8)

o

En el caso de 1la figura anterior ien cada una de las pie

%as existirin esfuerzos de compresién en la Parte superior Yy de -
tensién en 1la parte inferior Y las fibras longitudinales inferio-
res de la pieza superior deslizarsn respecto a las fibras superio

res de la pieza inferior,
L4

-

Ahora bien, considérese que se desea que la viga del --

ejemplo anterior trabaje como si estuviese hecha de—una sola pie=

2a, entonces deber8 haber una fuerza cortante a lo largo del pla-

W2

% I‘Vz

Fig. (7)

No neutro de tal magnitud que restrinja el deslizamiento de una -
Pleza respecto a la otra. Dicha fuerza cortante horizontal puede

Ser tomada por clavos {conectores entre las pPlezas), tornillos, -




«Pegamento, etc. i IR

Trabajando como una sola pPleza se tiene para la viga -
anterior que

4
/~ to hay dehizawneuls

eubve plesag

[}
,
¢
L}
1}

]
!
)
]

’
'
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- -

Y el diagrama de momentos flexionantes sers :

A Ya " o
. |
i

Un segmento de esta viga,

aislado por medio de dos sec-

llar&n esfuerzos normales en A Y B, los cuales variarin desde un
valor cero en el eje neutro (unidn de ambas pPiezas en nuestro ca
s0) hasta alcanzar sus valores m&ximos en las fibras extremas.

Por la f6rmula de la escuadrfa se sabe que el esfuerzo en la sec

cién A en cualquier fibra viene dado por Oy = ?Y Yy en la --

seccifn B en cualquier fibra og = M?Y » donde en ambos casos

Y es la distancia del eje neutro a la fibra en que se desea cono

cer el esfuerzo.

)
LY il
O T Z
(¥
; ’,:/ ﬂb YV
7
— —y
dy

L. Fig. (10)

qi:!i,ﬁ..! R Ma <Mg

ciones paralelas (A y B) Perpendiculares al eje de la misma, esta

r& sujeto a momentos flexionantes HA Y HB en las secciones a YB
respectivamente.

o

Debido a la presencia de estos dos momentos se desarro-

Taa
wps
i} Pt
RS -
o
. . o
- Fig. ( 11 ) &

W




Tom&ndose la Placa superior de la viga antes menciona-
da, se pueden determinar las fuerzas perpendiculares que estin -
actuando en los extremos A y B de este Segmento, integrindo los

esfuerzos sobre el Area en que actGan.

DRLIBDC . . L oea
B N LT Fa>fa
o2 b
th__ ___ < -
7y ~ BadF fo=faie
R —— >
_ z - Toersa moltuute
-
J F Xje V!lﬁ‘b
[EANERY T LT : dx = ’ .
8
O B Im e R - Ao oAsd
- S e
Fig. ( 12 )

En el extremo B 1la fuerza que actfia en el elemento dA
situado a una distancia y del eje neutro ser§ igual a (: B) Yy da,
y la fuerza que actfia sobre el Srea abcd es la integral de las -

fuerzas elementales que actGan sobre esa 4rea. Por lo tanto se

tiene que :
3 - o M
B
Fp = Ty dA
S Ol Srea B i
! .
tet, abcd
o
2 ~
‘ - - }
. 9 4 .

Como HB e I son constantes para la seccibn MB

& " Vimyte ronr
: Fp = —+ Yar = 5 @
donde ;
Q =j Yy dA = Area ¥
Srea abed
abcad e

Donde Y es la distancia entre el centroide del %rea -
abcdyel eje neutro. a Q se le conoce como el ﬁomento estdti
€0 de’ drea con respecto al eje neutro, que por definicibn es —---
igual al 4rea por la distancia del centroide de esta &rea al eje

neutro.

Siguiendo un razonamiento semejante al anterior, se ob-

{
tiene que la fuerza que actfia en el extremo A del elemento es :

M ’ M
- A = _RQ
FA T Yda I
&rea "

efgh
Si los momentos M Y M fuesen iguales la fuerza FA se-
rfa igual a la FB Y los pernos que mantienen unidas las placas no

desempenarfan ninguna funcibn ya que la fuerza cortante resultan-

te serfa nula. Pero como MA # “MB Y Esto sucede cuando existen =
fuerzas cortantes en dos 'secciones adyacentes, entonces F # FB Yy
la fuerza resultante horizontal R debe ser tomada por sujetadores
© pegamento para mantener unidas las plezas evitando deslizamiento

entre ellas.
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En este caso como MA < MB Y la seccibn A ests a una -- -
distancia dx de la seccién B, los momentos flexionantes MA b MB
diferir&n en una cantidad infinitesimal Yy MB = MA + dM y en con-
Becuencia las fuerzas FA Yy FB diferirsn también en una cantidad

diferencial, &sto es :

MpQ M Q
B~ Fa T T

Substituyendo MB = HA + dM

) M, + aug M.Q
By . A - _A™_ [hwady
dF = —_— - = (dM2 N

Como se conoce que para una viga dM = Vdx, substituyen

do este valor se obtiene :

En vez de trabajar con una fuerza actuando en una longi
tud dx, es mis importante encontrar el valor de la fuerza POr uni

dad de longitud, Por lo tanto dividiendo d entre dx se obtiene :

R o (a)

quiere ser sgsoportada para evitar el deslizamiento entre piezas y
lograr que el elemento (viga de dos piezas) trabaje como una so-~

la pieza.
Separacifn de Conectores en Vigas. K

La separacifn a la cual deben colocarse los clavos o co
nectores de una viga formada por la unién de dos o mis pi?}as, es

t4 dada por la expresién.

(b)

Donde : VHC e8 la capacidad resistente al cortante ho

rizontal de todos los conectores que actfian en una misma seccifn

transversal de la viga.

8 es la separacifn a la cual deben colocarse los conec
tores.
9 es el flujo de cortante en la seccibn de viga en es-

tudio.
Esfuerzos Cortantes en Vigas.

Los esfuerzos cortantes en vigas se determinan a partir

Que es precisamente el flujo de cortante. Es el valor

de la fuerza cortante horizontal por unidad de longitud que re--

del flujo de ébrt;ﬁte; al considerar que la distribucién de eg=m—=
fuerzos en el ancho de la viga es uniforme. Si para una viga de -~
geccibn rectangular se aisla la mitad superior (del eje neutro --

hasta el borde superior) se tiene :

Fa e Fa
—_—-—p =~ — 4 —
7 4F
re L _ -
- Fg > Fp Fp =~ Fp = ar

dx  —j-




T oSty 298 oMmen [s3

ar v
R el

Donde V es el cortante actuante, Q eg el momento egtg-
tico del &rea g b €On respecto al eje neutro y el momento de ~-=--

bh3

lnercia I eg el de la seccién completa (
12

Si se desea conocer la magnitud del esfuerzo cortante
horizontal existente en el drea bdax del eje nuetro, bastars divi

dir el valor de q en el eje neutro entre el ancho b de la pieza

eer (i o

e s el oan

11

[ R R e rd

Substituyendo este valor en la expresién del esfuerzo

cortante se obtiene que para una viga de seccién rectangular :

Esta ecuacibn indica que para un valor dado de Vv Yy de -
I, el valor del esfuerzo horizontal en el plano situado a una dis
tancia Y del eje neutro es una funcién de Y2, &sto es, los esfue£
Zzos horizontales var§dn parab6licamente en su distribucién con --

Tespe ‘to a la distancia del plano de aplicacién del esfuerzo al -

eje nautro.

Vi
T o= E = fg (c) ~oy . 4
| sy b xH e
Para una seccifn cualquiera de una Viga rectangular e]
esfuerzo cortante a una distancia Y del eje neutro se puede va--
luar con 1a expresgibn :
h
i s goukyor € |5
T = YR Eie wevtvo
. Ib o T S
e . £,
Fig. ( 13 )
3 sod ag ge e ‘ ’
* ponde Q@=b |G-y & -y =Phy aLy o -
3 + Y 02 72 Ahora bien, se puede demostrar que los esfuerzos hori--

operando se llega a ;

@ = 2 &2 o 2

zontales tyx van siempre acompaifiados de esfuerzos planos verti-

cales Txy y que en cualquier punto ambos son de la misma magnitud.

Para demostrar la igualdad en valor absoluto de yX y -

TXy considérense sus efectos sobre un elemento diferencial Cuales




.. quiera que se separe de una viga, tal como el que se muestra a -

continuacién :

Sy Coladado ann €l cato awkenor

dx
Aislando de este segmento de viga un diferencial de vo-

lumen dx dy dz LY
. o
NNy
&’I i ‘/:
—

Por equilibrio horizontal de fuerzas el TyX en la cara

inferior requiere otro Igual y de sentido contrario en la cara su

perior), las fuerzas -que dan lugar a estos esfuerzos forman un --
par que necesita otro igual pero de sentido contrario para conse-
guir el equilibrio de momentos. Las fuerzas de e§e par equili---

brante dan origen al esfuerzo cortante tXy en las caras vertica--

12

les del elemento, tal como se muestra a continuacién

ai-—:.'-i

Pig. (14)

Viendo el elemento por la cara dx 4 y se tiene :

.o Ay —

3&3 dﬁ

“de G

Tomando momentos con respecto al punto A se tiene que :

(+)['MA = 0 txy (dy dz)dx - tyx(dx dz)dy = @

XY ® TYX

Como los esfuerzos cortantes horizontales son de igual
valor a los esfuerzos cortantes verticales y aparecen simulténea
mente, entonces para la geccibn rectangular que se esté estudian
do, la cual presenta una variacién de esfuerzos cortantes hori--

zontales funcibn de !2, Be tiene para los esfuerzes cortantes

verticales la misma variacifn. Por lo tanto, la distribucién de

esfuerzos que se presenta en dicha seccifn transversal es :




) teeeat Vanaewu de & eou rexpu\o
A O A v
. ' i Suay 1_y?
1t LY SVED-y
‘lrlll : U & —T—J sisd
Seccidn i o
Rectangular

El valor de T max para la viga de seccién rectangular -
Se presenta al nivel del eje neutro ya que derivando la expresibn

T =V l(%)2 - Yzl e igualando a cero se encuentra que t max se -

presenta pa@; Y = 0. ) FENN)

R 408 : . o) & iai
Luego : (h)Z
T max = ¥ 23 rnd
bh3
Substituyendo T max T —_
12
2 2
Vh Vh (12) 3 v
T - — = =
max 81 8bh> N
3 v )
max = 3 i

Donde A es el &rea de la seccién transversal. Obsérve-
8¢ que T max = 1.5 T prom para una seccibn transversal rectangu-
lar. La expresién (c) es aplicable para determinar los esfuerzos

cortantes verticales en secciones transversales rectangulares. En

- . . BNy TR 4oa Nl it

B OITEGizy L G WA
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secciones T y I y circulares presenta ciertas limitaciones que
a continuacién discutiremo- 10 obstante, la expresién (c) permi
te calcular los esfuerzos cortantes m&ximos en dichas secciones

Y se le emplea regularmente.
Esfuerzo Cortante en Secciones Circulares.

Estas secciones difieren de la rectangular principal--
mente porque el ancho b de la seccifn no se mantiene constante y

depende de la distancia Y.

a3n i tae bs . #
[ oot MR ‘q|éhl ﬁﬁwtﬁ( R ¢

ain Fig. ( 15) . ses

Supbngase que se desea conocer el esfuerzo cortante ho
rizontal que actGa en el nivel de ancho b de 1la viga, aplicando

la expresién ya conocida.

La expresibn resultante es la misma, pero al momento -
de transferir los esfuerzos a las caras verticales frontal Y pos-

terior se hace evidente el problema siguiente :




S1 se hace exactamente lo mismo que se hizo para la ~-

seccién rectangular, la distribucién de esfuerzos quedarfa como :

Buertien)

&\»T

EdQ be -

N6tese que en la frontera de la seccibn hay un esfuer-
20 vertical, el cual al resolverse en sus componentes normal y -

tangencial lleva a la incongruencia siguiente :

No puede existir un componente de esfuerzo cortante -~
normal a la frontera de la seccién transversal debido a que a ~=~
ese esfuerzo debe estar agociado otro en la superficie libre en-

volvente, la cual, es evidente, no estf solicitada por esfuerzo

alguno.

Eqgueieo Norwol o ltﬂxvov\*em
Cleguieie uw ey

ew o perpwie \ibie)

vawat
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Cabe aclarar entonces, que en secciones circularesg no
puede haber esfuerzos normales a la superficie libre en la fron-

tera y que solo pueden existir esfuerzos cortantes tangenciales

éen la frontera de la secci6n.

Dado que la ecuacibn T = ¥g aplicada a la secci6n cir
cular se refiere a la componente vertical del esfuerzo cortante
y dado que es posible agregar una componente horizontal a la sec
cibn, sin alterar el equilibrio, entonces, se agrega &sta para -

lograr que el esfuerzo cortante en la periferia se haga tangen~-

cial y se tenga la distribucién de esfuerzos mostrada a continua

cién: _w%‘ B
I ;
A
) /\ ZPQ"\F?I'R
Eje Nechw
b B¢

Distribucién de Esfuerzos

Fig. ( 16 )

La componente tangencial a la frontera no representa in
‘congruencia puesto que ésta no requiere de esfuerzo alguno en la

superficie libre del elemento para equilibrarse.

El punto A es la interseccifn de la tangente a la super
ficie en el nivel, estudiado y el eje vertical de la pieza. El1 -

punto A varia con respecto a la seccifn que se analice (respecto

‘a Y).
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Ahora bien 1 vert = —¥g— S - B e
Y Y ) 2
Q=ledA=_/'1Y(2\JY12-Y2)dy=IY1 ‘vlz-yzd(y)
Y Y
o o ‘ 30
3/2
2 2 Y 3/2
- (r,% - y? 1 2 o2
R S Q 3 (¢ Y,
3/2 Yo
3/2
2
- Y2 2 2)3/2 4V§'(Y2-o)
L | T o =
2 2 4
2 Yl ~ Yo m Yl
2
- 4 v . ° g
3oy T« y,?) "
1 1
v PYeTS
1 2
Como 1 total frontera = = ( 1 - v )-1/2 oot Be
) T vert
2 2 2
Y-y Y
/

T total frontera =

Esfuerzo Cortante en Secciohes T e I
.

Aplicando la expresi6n (c) para valuar el esfuerzo cor

tante en secciones T e I se obtienen distribuciones de esfuerzos

-,

cortantes verticales como las mostradas a continuaci6n :

b
Sallp por eawbis de bat
C———1
EAQ weulte Suany
-
- t
Fig. ( 17)
’ Suox

Fig. (.18 )

En ambos casos la inconsistencia que se presenta para -

calcular la distribucién de esfuerzos con la expresién (c) t = v
Ib

estriba en que en las zonas de salto del diagrama de-esfuerzog ~<-
hay esfuerzos verticales, que hemos asociado esfuerzos cortantes
horizontales en 1la superficie libre interior del patfn, siendo --

que esta superficie ge eéncuentra libre de esfuerzos.




?a\'\'u de 1u\ngu_1

Centro de Cortante

En cualquier seccifn de una viga, como se dijo anterior
mente, siempre que se tenga un momento flexionante variable, exis
tir4 cortante. Los esfuerzos cortantes al actuar sobre sus res--
pectivas &reas, dan lugar a una fuerza cortante interna o resis--
tente cuya resultante deber& ser igual, opuesta y colineal con la
fuerza cortante exterior. Si esto no ocurre, la fuerza cortante
interna y la fuerza externa producen un momento torsionante en la

viga.

Para que no exista momento torsionante se requiere que
la resultante de las fuerzas cortantes exteriores pase por el --
llamado centro de cortante o tambi&n centro de torsién. El cen-
tro de cortante es un punto en la secci8n transversal por el que

debe de pasar el plano que eontiene las fuerzas eéxteriores que -

producen la flexién, para que la viga se flexione sin torsién.

Para ilustrar la determinacibn de la posicibn del cen-

16

tro de cortante, considérese la viga de seccibn canal mostrada.

2o N V. F,
< dy

W= 3

Pig. ( 19 )

Se supone que las paredes de esta seccién canal son lo
uficientemente delgadas para que todos los cdlculos puedan ba--~
arse en la hipbtesis de que el 4rea estd concentrada en la 1f~-
«ea media del espesor. La flexibn de esta canal se Presenta al-
‘ededor de su eje horizontal Y aunque esta seccibn no tiene un -
2je vertical de simetrfa se Supone que los esfuerzos de flexin

pueden calcularse con la f6rmula de la escuadrfa. Suponiendo --
adem&s que en esta canal actfia una fuerza cortante vertical, el
momento flexionante variarf de una seccibn a otra a lo largo de

la viga. Haciendo un corte arbitrario e - ¢ (ver figura anterior).

los valores del flujo de cortante ¥ el-esfuerzo cortante pueden -

encontrarse en la forma usual. A lo largo de los patines horizon
tales de esta canal, estas cantidades variar&n linealmente desde

un valor cero en el estremo libre del patin hasta un valor deter-
minado 9 y 1 en la interseccibn con el alma. A lo largo del alma,

la variaci6n de q y 1 es parab8lica (Fig. 19),




La fuerza Fi en el patin esvigual al valor

. s T A patin = 1p bt . B e
PR A
- LIQML. [
'n!‘gY la suma de los esfuerzos cortantes verticales en el
alma es aproximadamente igual al cortante (considerando despre--

,"““qiable la contribuci6n de los patiries)

CL - Wt
h
2
vV = ¢ T tdy
Eaf Weonds _p
: 2

Estas fuerzas se pbresentan en la figura (19) y dan lu-
gar a un par Plh Y a una fuerza vertical V. E1 par Fih tenders
# a torcer la seccifn canal alrededor de su eje longitudinal. Pa-

ra evitar el giro y ast conservar vilida la distribucién de los
esfuerzos de flexifn supuesta inicialmente, es necesario aplicar
la fuerza externa P de tal forma que equilibre el par interno -~

P1 h. ‘Para €sto, es necesario que se cumpla lo siguiente :

#
’ : Pi h a Pe ;) &
o
De donde despejando e se tiene :
A
Fh IR a h
. i . 2 _bth _ bth Vgpatfn _ bth Vv bt (J)
P P 2p It 2p It
. Como V = p
A T e= b4
B
f;'_,oﬁhuﬂ, ey
£
o4
r K

Debe hacerse notar que la distancia e es una propiedad
de la geometrfa de la seccién transversal de una viga y es inde-
pendiente de la magnitud de la fuerza aplicada P, asf como de no

localizacién a lo largo de la viga.

Un procedimiento totalmente similar al anterior puede -
efectuarse para localizar el planc en el cual deben aplicarse las

fuerzas horizontales para equilibrar la torsién de la canal

2 g -
"y < ZE - B%
- lgme
Be de | - Pey .
N Sluaetva . ks
ex=o0
E
ni .
Fig. ( 20 )

. r
Para la canal, por simetrfa puede verse que este plano

coincide con el plano neutro por flexibn respecto al eje horizon

tal. La intersecci8n del plano de aplicacién de.R,paxAFalAprimg
Xo y segundo caso (Figuras 19 Y 20} localizan para una seccibn -

transversal el centro de cortante.

Para cualquier seccifn transversal con un eje de sime-

‘trfa el centro de cortante estard localizado sobre dicho eje. si
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tiene la seccifn transversal dos ejes de simetrfa el centro de - -PROBLG-HAs E.QSUSLTOS '
cortante coincidirg con el centroide de la seccién. Para seccio )
- NS Una Uiga TiELE UN AREA TRANSUERSAL EN ForMA DETRIANGULG,
nes asimétricas de paredes gruesas, la localizacibn exacta del - UTILZANOD EL X Lo INFINITESINAL Y (A FSMULA coMiN DE
centro de cortante es diffcil de obtener (puesto que no son des- AvXLisis De esFuedwos , DETERMING LA LOCALIFACIEN Del
Preciables las contribuciones de los elementos horizontales res- ESFUn o orTANTE HAXIMO TRODUCIO0 Por UNA FUERBA CORTANTE.
L L] .
pecto a la fuerza cortante en la direccién analizada). VerrieAl 'V, ¥ Acermhg? , .
51 Bx 3 Sem, He 1S0m o S = 8K/m® ¢ que FUET®S CormdviE
S1 el espesor de las paredes es pequefio como se supuso vEEnAL NAXIMA 'V Y Pucoe rESETR B3ITA sgeaon €
para el ejemplo de la canal, entonces como se puede observar, el
procedimiento para.localizar el centro de cortante es sencillo Yy 6"pr ?4:
consiste en determinar las fuerzas cortantes tales como Fryv- Q‘S- SdA
en el ejemplo de la canal Y luego buscar la posicibn de la fuerza b
£h
externa P = V necesaria para mantener el equilibrio. L “'} Q =S‘ y dA M d& __b% )
. 3 E. »
Es particularmente importante hacer notar que para sec~ Lo, Q:X 3bd
Por TrurNGguLes sSeN : ) 3
clones cruciformes el centro de cortante se localiza en la inter- q EdnrsTes .
seccibn de las piezas componentes. - E = : 2 b= (32_“_5)& i
3“'5 H 0%
| g 2 B 4 : 2 3 By
- H)B dy o 38y _a
. 3 ‘B At > Q =3 (3 H 5 % H %-
! ) S y
ne abYon: (
‘ @ikmeo ) \
) . 2
Cquhu ée QDY{I\*“ ol ¥ $Q (e :H - .2..%:."’3 - é‘jz — B 93
I . =) 3H
' e 3 iy 4 2 s
Q= 2BM _seut oo ey®_ qent g (5=27)
PO - {5 . . I 2'4 3"2; 3 5“ 8] 3 "
. obs an fa Y como Babewmos Gue:s

43
T= 2%
Y advmes: . |
=R _ Vi [[1eu? B recuny] '
€=3g = BH® [8! s (¥ _’F) (3u-OF
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MECANICA DE MATERIALES I Ahora es muy probable que cada una de las nueve componentes 4P de

MARCO ’ ' ~ las figuras 1.1(b)-(d) tenga un valor distinte, y en consecuencia que ca
ANTONTIO ' . da ung de los nueve esfuerzos Ux. O3, V2, Zxy, Ixs, 2yx, 642, Cpx 4 Tay
ALVAREZ ) .. *tendrd también un valor diferente.’ ve manera que, cudl es el esfuerzo
SO0LIS en el punto qY;Existen por lo menos nueve valores a elegir:.'Por lo tan-
to no existe cosa tal como el esfuerzo en el punto q, sino mds bien una
TEMA IX . combinacidn de esfuerzos o estado de esfuerzo en dicho punto. Conviene
representar un estado de esfuerzo como se indica en la Pigura 1.2, en la
ESTADO PIARO DE ESFUERZOS : que los esfuerzos en tres planos mutuamente perpendiculares se han desig
’ nado en la forma descrita antes., - tado d .
INTRODUCCION.- En el curso de Mecdnica de Materiales I se definid el estado de esfuerzo re-
esfuerzo en un punto de un cuerpo material como fyerra por unidad de drea. - i | foux y x presentado en la figura 1.2 reci
Pero esta definicidn es algo ambigua, ya que depende de qué 4rea se consi be el nombre de estado gereral
dere en el punto. Para aclarar esto, considérese un punto q en el interior ﬁ 22 /o2 de esfuerzo o triaxial, "el cual
del cuerpo mostrado en la figura 1.1(a). S1 se elige un sistema rectangu< 2 puede existir en todo pinto del
lar cartesiano de coordenadas x,v, z y se hace pasar un plano ‘de corte |, ¢ z interior de un cuerpo cargado,
?or dicho punto q, perpendicular al eje x, como se indica en 1g figura 1,1 i z Al tratar con estados de esfuer-
b)Eg; d;/gs el "area en el punto q", y se aplioa 1a definicidn de esfuer 2 ggse%rggfggigro se enfrenta a
Z0 =d a la fuerza en ede 5 1 o,
tes rectangu{éres como q pu expresarse en funcidn de sus comporen Tra Figura 1.2 1.- Primero, ;cdmo determinar o1
. Fx Bstado ceneral de estado de esfuerzo en un punto;
dPc=dafy dBy=da Zxy dP =daZxg (1.1a) N $x3 esfuerzo o triaxiales decir, cémo calcular 1log valg
donde el subfndice x indica que el 4rea N cugtidn es perpendicular a el ®es de 0y, 7y, 2.y ¥ asf sucesiva
ele x, y el segundo subfndice en el s{mbolo de esfuerzo cortante indica . . mentey .
la direccidn del vector fuerza cortante., 2,- degundo, dcomo determinar el valor maximo del esfuerzo (normal o cor
. tante) en un puntor. Despude de todo, los ejes X, ¥, 2 se eligieron arbz
De manera similar, al hacer pasar otro plano de corte por el punto trariamente y los esfuerzos correspondientes bx, Gy, &y, 2ug €tc.,pueden ng
g&geig;gg;SE%Z; 2ir$g:pgﬁd§gﬁge:es;igitra en la figura 1.1(c), las fuer- ser los valores mdximos posibles de log esfuerzos’ en el punto dado,
te 02,0005 Gl o achenfiTtS L8 Toinere proninta ya ne side date en o1 priger eur
. . e . o nie , g
dondewuna vez mas.gl primer subfndice, ¥Ys indica el plano del area y el que permiten determinar el esfuerzo en u; punto de un cuerno sometido a
Serundo la direccidn de 1a fuerza, la accidn dnica Yy exclusiva de fuerza axial, momento’flexionante, fuerza
Finalmente, al hacer pasar un plano de corte perpendicular al ele z, co;tante o momento torsiqnante. ssas expresiones o férmulas son las si-
figura 1.1(d), se tiene ) Suientes:
dPi=da 6; dPx=dazu dP_,:da Ze'/ (1.1¢) eéstuerzo normal aebido a fuerza axial G = KE
esfuerzo normal debido a momento flexionante = ;1,
esfuerzo cortante debido a fuerza cortante = %%% (1.2)
esfuerzo cortante debido a omentg torsionante 2= Jlr
?seccion circular) ) g o]
———————90mo es sabido, el sfmbolo 7 es utilizado para representar a el esfuerzo '
- 1a.% 71/14q normal y 2 para representar el estuerzo cortante o tangencial, E; signi
/// / % ficado de las literales P, Ay My Iy ¥, Vy Q b, T, J 3 r es tambidn cono
cldo del primer curso de mecanica de materiales. En’este capftulo se tra
- (b)  4RFd % ‘;P Zovdo an los casos en que actian simultaneamente dos o mds de estos esfuerzos
" Vxday 3™ éxy

La respuesta a la sesunda pregunta es dada por la teorfa'del alge~
bra lineal y no se tratard en toda su generalidad, sino que s6lo se ana

dRzZaxda lizard una situacidn mds simple y enteramente prdctica.
Las combineziones de esfuerzos que puedan presenterse en un punto
- de un elemento dependerdn de las solicitaciones a que eéste sea sometido,
dR=Gda 7
-2 Por ejemplo, un elemento tipico A de un miembro sometido a fuerzas avia-

les y transversales, como el que se muestra en la figura 1.3(a), experi-
menta un esfuerzo normal ¥ debido a la sumae algebrafca de los efectos
dP‘=zz da de la fuerza axial y del momento flexionante, y también un esfuerzo cor-
Y 1 . tante €3y debldo a la fuerza cortante. Empleando los procedimientos de-
(a) »  sarrollados hasta ahora, se deben tomar los planos que afslan este ele-
Plonra 1,1 mento, paralela Y/o verpendicularmente a los ejes del miembro.
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En muchas ocasiones es suficiente, para fines de dise¥o estructural,
considerar por separado el efecto de los distintos tipos de esfuerzo.Por
ejemplo, las vigas suelen dimensionarse paga flexidn y para fuerza cor-
tante por separado, sin considerar la accion combinada de ambas. Sin em-
bargo, en algunos casos el efecto combinado de los esfuerzos normales y
cortantes es mds desfavorable que el de cada uno en forma aislada y es
necesario entonces conslderarlos en conjunto para poder, as{, Juzgar ple
namente sobre la resistencia del material, para ello es necesario saber
describir y calcular el estado de esfuerzo en un punto en términos de los
esfuerzos que actlian en un plano inclinado, como se indica en la fisura
1.3(c). Tales esfuerzos son descripciones equivalentes del estado de es-
fuerzo en un punto, ya que los mismos, independientemente de los planos
en gue actdan, mantienen el equilibrio del elemento, las leyes para trans
formar esfuerzos dados en esfuerzos equivalentes que actian en un plano
inclinadg que pasa por un punto dado constituyen la parte principal de
este cap{tulo. Recibirdn especial atencidén los planocs en que los esfuer-
z08 normeles y/o cortantes alcanzan su mdxima intensidad, ya que los es-
fuerzos asociados a estos planos tienen un efecto particularmente signi-
ficativo en los materiales.,

» L]
Ti s X

]

L

e = e = p B

(c)

Pigura 1l.3.- Estado de esfuerzo en un.punto sobre slenos diferentes-

—————————

En este cap{$ulo se estudian dos casos sencillos de esfuerzos combi
nados. Uno es el que se presenta en elementos sometidos a cargas axiales
cuando se analizan secciones que no son perpendiculares a el eje longitu
dinal del elemento, El otro casc esjdel efecto combinado del morento fle
xionante y de la fuerza cortante en una viga. Un elemento cualquiers 4,
de una viga bajo la accion de flexidn y cortante estda sometido a esfuer-
z08 normales, (", producidos por la flexidn y a esfuerzos cortantes, Z
producidos por la fuerza cortante, como se indica en la fioura 1.3(b).
Se verd posteriormente que lea accidén combinada de estos esfuerzos produ-
ce, en algunos puntos de la viga y en secciones inclinadas resvecto a su
eje longitudinal, esfuerzos normales mayores que los esfuerzos ¢ mos-
trados en la ficura 1,3(b). .

ESTADO PLANO DE ESFUERZOS.- Existen estados de esfuerzos combin-dos
mas conplicados que los mencionados anteriormente. Por ej)emnlo en la fi-
gura 1.2 se muestra un elemento sometido simulténeamente a esfuerzos nozr

males v esfuerzos cortantes en tres direcciones (estado seneral de esfu-
erz0), v en la firura 1.4(a) -n elemento con esfuerzos normales ¥ cortan
+es en dos direcciones.Aquf, coro se anotd anteriormente, se evitard la
2 . k4 >

conleta ~eneralila. en la cdeduccion de las leyes de transformacidn del
esfuerzo en un punto, n vez de tratar un estado tridimensional seneral
de ~sfuerzo, como el que se mrestra en la fi~ura 1.2, se considerarén e-
lementos ccn esfuerzos en la forma que se indica en las figuras l.4(a)-
(2)=(e)v(d) que son particularmente si-nificativos en onlicaciones prde-
ticos, Para si-vlificar, los es’uerzos sobre tales elementos se mostra-
rdn como en la Fizura l.4(e).
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Moura 1.,4.- Renresentacidn de los esPierzos nve actirn en unmgﬁea
Cuandio el elevgnto se considera en un plano y no existen esfuerzos .
nornales en direcciodr perpendicular al -lano del eerrmto, cono en las fi-

rures l.4(a)=-(b)=(e)v(d), el estado de e.fuerzos se denomina TSTADO FLA-
NO D ESFITBRZO3.

Como se snbe las leyes de la adieidn vectorial no se anlican a los
psfuergos. Sin embargo, es nosible multinlica» esfuerzos por las resnec-
*tivas &reas en que actuan para obtener fuerzas, las cuales son vectores
v en consecuencia se pueden sumar o restar vectorialmente. De esta mane~
r2 es coro se resuelve el problera de combinar esfuerzos normales con es
fuerzos cortantes. El establece— el equilibrio de un clerto vunto de un”
wlermento a través del cual nasa un plano inclinado nermite obtener rela-
ciones alzebrafcas nara una transformacién de es™erzos, que nermitan la
obtencidr de esfuerzos en un nlano inclinado a vmartir de cierto estado
de esfuerzo. Los métodos empleados para obtener estas relaciones no inwo-
lucran a lus nroniedades del material. Por consieviente, siempre que se
conocen los esfuerzos iniciales, las reljeiones deducidas son aplicables
si el material se comporta eldstica o plésticamente.

COXVENCION DE SIGNOS.- Los esfuerzos normales de tensidn son positi-
vos, ¥y los de compresidn negativos. El esfuerzo cortante positivo se defi

ne como el que adtda hacia arriba sobre 1z cara derecha CD del elemento
¥ nezativo en caso contrarlo como se muestra en la fisura 1.5,

BSFUERZ0S EY UN SLEMENTO D TYA BARRA SOYETIDA A FUERZA AXIAL.

Se ha visto anteriormente que si se hace un corte novmal a el eje
lonzitudinal de una barra sujeta a carga axial, figura 1.6(a) se obtiene




.

un estado _de esfuerzos un”forme cuya maenitud rnede e~lcvlarse con la exe
nresion @3 = P/A, donde @ es el esfuerzo naralelo al eje de la bavra,
P es la carca axial anlicada v A es el 4vea de 1la seccidn transversal,
nernendicular a el =2ie longitudinal de la nrieza. Si el corte se hace de
tal manera gque no sea pernendicnlar a el eje de 1la barwa, como el corte
a-a de la Pieoura 1.6(a), el estado de eafuerzos en la seccidn transvewsal
as @l tndicado en la fisura 1.6(c). Debido a aue las deformaciores unita-
rias son 1mzles en cualgquier nunto de la bharra, los esfuerzos en la sec-

’ s 2
eion -2 tienen que ser también 1icuales. La resultante de los esfuerzos
en la seccidn a-a es la fuerza B, = P indicada en la fim»ra 1,6(d),
(P;e = P mar equilibrio del tramo de la barra situado a la izquierda del-
corte a-a), La fuerza P, nuede descomnonerse en dos fuerzas Ppe v Ppye,
nervendicular v naralela resmectivamente a la seccidn a-a, fionra log(dL
Teniendo en cuenta que B = P, las fuerzas Py v P,:..’r tienen los sicuien
tes. valoress

B = P Cos @ Pyey’= P Sen @

Aonde @ es el 4nculo que forma la rernendicular 2 la seccidn a-a con el

ele lon>itudinal de la barra. El £rea de 1la seccidn a-2 en la cual actdan

las fuerzas By y Pz,y, es
A'= A/ Cos 6

Do-éminando O;;al esfuerzo normal que rroduce la fuerza P,r vZpy/al esfu-

erzo cortante o tanvencial que oroduce la fuerza By, ambos sobre el #-ea

A', la magn’tud de estos esfuerzos nuele calecularse con las siwuientes

-ecuacioness:

(1.3)
Gy = Py 2 2PSen0 o oL PG, 0006 = - GSen0Cos 6 (A)

=}
B c L ¢. 8 (3 B <

<« + —y — |¢— l.

D A [-]

G-+ P2 e = L Codfo = GCos
b ——_—_ ]

A0 A Y A
Firura 1l.5.= Convencion de si-nos
L]
vy AX Sz
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Las ecuaciones(l3) v (1.4) nermiten calcular el esfuerzo normsl v el
esfuerzo cortante resnectivamente en cualouler seccidn de nna barra sore-
tida a fuerza axial, Obsérvese que cuando 6 = O®°, o sea, en una seccidn
normal al eje loneitudinal de la barra, Czs=z 0, Y arq?'=0 » 10 cuzl colnei
de con el estado de esfuerzos estudiddo anteriormente parz elementos some
t1dos a careas axiales.

Para determinar el estado de esfuerzos en un elewento A, con una o=
rientacidn cualquiera, de una barra sujeta a tensidn, fisura 1.7(z), se a-
plican las ecuaciones (1.3) v (1.4) a las cuetro carus del elemento, fimi-
ra 1.7 (b), como se precenta a continuzcidén v considerando que el mzulo @
se mide siemnre a nartir del eje z hacla el eje v y se considera vositivo
cuando se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

n -
BM
4

- >, L), g

& i :

' Zed

(a)
Pigura 1.7.- Esfuerzos en un elemento ‘/”’ £

cualquiera de unn barra Q;

[+

b

da
sujeta a tensidn, \\
(v) z;

La cara ab tiene la misma inclinccidn © nue el co-tc a-a d- 1la figura
1.6(c); mor lo tanto, los es”uerzos en dicha cara son:

bc

g:: Cab = 0;(052 (] (. 3a)
Cav =~ U7 Sen®©CosB (/. ¥a)

Ia perpendicular a la cara bc forma un dnsulo (0 +W/2) con el eje z.
Para encontrar los esfuerzos en esta cora se subsitituve (6 +T/2) nor ©

" en las ecuaciones (1l.3) y (l.4) y se obtiene:

Use = s Cos? (04 7/2) donde Cos(6+72)=-5en® y Sen(@+72)=(0s0

(ec) a

Py
(dy (e)

Flgura 1.6.- Esfuerzos en un plano inclinado de una barra sometida
a una fuerza axial de tensidn

enlonces ﬁ‘:= 6—5002 é =/7—, (+5)

¢ ==l Sen o+ 4 T -
¥ €& 7 oen X z

enfonces Bpe = Uz Sen0 (s (v6).

En la cara cd los esfuerzos tieren gque se» imyales v de s~ tido con-
trario a los esfi rzos en la c..ra ab; ~or eq:ill rio e’ ele~er'o, Bsto
nruede corroborarse, snstituverdo un arcoulo isual a (e+m) en lss ecna-
ciones (1.3) 3 (1.4), con lo que se obtienes

Uey =
chr.-— @_Sg,,(ef/;)as (B+7/)='V:1-SGDQCE)59 (/.8)

De la misma m.nera nueden calenlarse los esfu-rzos en 1s c-ra da, los
ciales resultan icusles y de sentido contrario a los es®™erzos en lu cuva
be.

Vs Cos?(0+M) = 0; Cos? & X))




51 se denominan a los esfuerzos Gas como Up , Uge como Vesmy, Zab
jguala To ¥~ Cuc=lotmy 8l cnalizar los resultados obtenidos con las exnresip

nes (1l.3a), (i-1é3, (1.5) y (1.6), se observa ques orimero
% ? Yopmy = Ug Cos®@ # U Sen?e = f;((osie +Sen?d)
oode CCost@ ¢+ Sen?®@) =1, enfonces fe_f 0;* El[ = q-.,-

es decir, qve 1lu suma de los esfuerzos normales en dos nlanos ortogonales
entre s{ es constante e izual a el esfuerzo princinal ﬁ; 3 ¥ segundo,

Co =~ Cou4ny (%./0)

esg decir, en dos nlanos ortoconales entre s{ actdan esfuerzos cortamtes
de icual valor y de signo contrario (Ley de reciprocidad de los esfuerzos
cortantes).

De lo anotado anteriormente se desnrende que, nara un mismo punto de
un s8dlido sometido a un estado de esfuerzo (en esta caso uniaxial), los
esfuerzos varfan segin la orientacién del elemento diferercial que se con
sidere en dicho punto. Esto es muy importante y lo gue se rersivue es de
terminar en que nlanos se presentan los esfuerzos meximos y calenlar sus
valores.

Ebra encontrar la inclinacidén de los nlanos en los cnales se nresen
tan 1ds esfuerzos norwales y cortantes mdximos consi@erense las expresio
nes (1.3) y (1.4) y der{vense con resnecto 2 @ e iruélese a cero esta de
rivada y as{ se egcogtraran los valores del anzulo € pu—a los que e% es=,
fuerzo normal sera maximo y nara el que el esfuefzo gortante sera maximo
también, entorces, analizando nrimerancnte la ecu:cidn (1.3)

V;;ﬁz—’ ='0;—C0519 (43)

. g__g_z—’: 0;(2 Cos 9)(' Sen 9)

| enfonces %?ls— 0; (Sen 20)=0

como 6;' no es isgual a cero, debe necesariam nte satlisfacerse que

Sen26=0

«9)

donde B(os0Send = Senze

——esto se-euwnle siemnre gue- O sea igualga—o-(09+ n¥A2)-donde n=0,1,25¢.5
siendo el primer valor, O, €1 que nos interesa y se nuede concluir enton-
ces que;

+ a) Bl esfuerzo normal (- , alcanza su valor mfr‘mo cuando el dn-wulo @
es i7uzl a coro, ya que en este caso Cos @ = 1 y
Z:mdx - 7; =9 , (/'//)
esto indica que el esfu~rzo nornal es m'ximo (vrincivpal) en un~ cara ner-
pendiculzr al eje lon~itudinal del elemento.

51 se sustituye el valor @ = 0° en 1. ecuacién (1.4) se tiene la si=-
guiente imnort-nte observacion

(r2)

+ 1) oy = V;(Seno")(Cog 0°) == G; () =0

esto es, que en 1vs cnras de esTuerzo normal miximo no existen esfuerzos
cortantes, .

30

Analizando a continuacidn la ecuacién (1.4) se tienes

Zz’yl = —re-Sene G’se (/.V)

_d_giéi’. = ‘/:_(Sen"’e =Cos® e) Sonde (5¢n'9 -(0679)=° Gos 20

antonces %Zg_"f == Gs20 =0

como (7; #O

pre que

entonces Cos 26 debe ser igual a cero, esto se cumple siem-

= (v5°+ niyz) obnde n=0,423,.....,.

siendo otra vez el valor O el que nos interesa, de acuerdo con lo ante-
rior, otra observacion importante es

+ ¢) El valor mfximo del esfuerzo cortante se presenta cuando 6 = 45° y
8u valor se obtiene sustituyendo en la ecuacidn (1.4) 61 valor @ = 45°

entonces Z?%'mm = — ; (Sen #5)(Gos 5°) = — &;(lz_?_)(y?i)

-Vs
Za’y’ , = ——ei = Zm.',

max

/Legg (/73)

Las ecunc’ones (1.3) y (1.4) son las ecuaciones de transformacidn
Qe esfuerzo§ de un sistema de ejes coordenados a otro zirado un cierto
angulo @, Mdétese que en particular el esfuerzo &z es un esfuerzo cono-
cido inicialmente y calculado con la expresidn ﬁt = P/A., Si las expre-
siones (1.3) y (1.4) no se tienen a la mano o no Ge recuerdan bora obte=
ner los esfuerzos que actﬁan en un plano inclinado, estos esfuerzos nue-
den ser obtenidos al plantear el equilibrio del elemento como se hard
Eés~a§§lante con los ejemplos (conocido como método de andlisis de la

cuna °

Otra forma de visualizar la variacidn de los esfuerzos al variar el
én-ulo de ineclinccidn del plano se muestra en la fisura 1.8 obtenida de
normalizar la ecusciones (1.3) y (1.4) al dividirlas entre 75 , dando
por resultado que : z

% _ (2 L&yl _
_ _7:'@5,9 7 773 =—Seng (s 6

TOTAsA los esfuerzos ‘53 ¥y Z}yf’se acostumbra también escribirlos como
pé%i g e pmra indicar que adtden en un planc inelincdo un cierto én-
o o

Debe advertirse que el material no estd enterado de lo
D 2 ] > L : n que se ha de-
noqln(do enelx, eJe.Y y eje 2, Bs decir, el material tiene que resistir
las cargas sin que imnorte el nombre dado & los ejes o sl estos son hori-

zontales, verticales o de otra clase. Ademds, el muterial se romnerd cuan

do la intensidad de las fuerzus llegwe a ser demasiado rrande, oual uiera
que_sea la forma en que se considere el cuerno. Se ve asf vues, ug uno
de los problemas fundamentales en el disefio de inrenierfa éons{ﬁ%e en d
terminur el esfuerzo normal miximo o el esfuerzo cortante méx*ms m o
punto particul r de un cucrno. e enun

<
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enfonces @: 2P b fm?
Y de Z/l;/ =0j
- ?{,IJ"f' _g'dﬂyz-(% =0

Zafyl =2/—:52-f; = -/—Z(zoo) =

\ 1'0 N
- 0.9 \ o
| \(I//—-'-_-= Cos @
: 0.8 \VVariacién del [esfuerz {
X3 N \normal ﬁ;, ,
‘ ﬁ;’ 0.7 \
| % e J
1 o
0.5 Seyi_ 3en0C0s0 -
72"/' Variacidn
Ve— 0.4 del esfuepfo N

3 ME7 ARITINAN
/ N

)

0O 10 2030 40 50 60 70 80 90

@ en grados
Figura 1,8,- Variacidn de los esfuerzos normal y cortante con el
gulo en un elemento sometido a carga unidxial.
(normalizados con respecto a 2;}

o
.
)

EJEMPLOS

" Bjemplo 1l.- Utilizando el método ,de andlisis de la “cufia", sin recu-
rrir a las ecuaclones de transformacidn, determine la magnitud de los es-
fuerzos normal y cortante en el planc indicado en la figura (o),

Solucibn,~ Para determinar la maomitud de
lcs esfuerzos normal y cortante en el nleno defi
7 nido por el dngulo @ = ang Sen 3/5 = 36.87° se -
(=200 kyfem? 51510 1a “oufia® mostrada en la figura (b), si se

consldera que esta cufia tiene un esnesor ucitari

entonces Cppt = 96 L /im?

e;?é indica poe la SupOs/ Y Jt’cﬁa /'n/'c/‘a/menﬁ’ con f!&/‘C/o a & C//."
reccion (sentido a’,/ JZJﬂflo corfante 2aq’ (frsom b) es correcta, esto
es, Ezrq’ octia en direccicn conFovrin a of ge 2

2] mismo resolfads puede ser oblinsds aplicondo direclomente s
expresiones (L3) g (4%). Fe G0 0D 5 Zpyre V7 Sent Gs6 (18)
porn ash caso par Kcolor Sen® =Yz y los 8= Y5, ¢aénce:"

Gy = 200(¥5) = /20 biffur® 5 Epys = -20005)45) =96 &5 fornr? l

. .E-nn/w(es, en elolang inclnodo achvan ef estoereo normal de Fonsise
lz: =728 E3/emt 5 o/ esfierio corfonte Spy =96 Lsfim? comeo se mues-
Foan en . fyorts (6).

Ejemplo 2,- Un cilindro de concreto probado en nosicién vertical fa
116 a un esfuerzo de compresidn de 360 kg/em? , La falla oourrid sobre un
plano inclinado 30° respecto a la vertical. Sobre un esquema claro mues-
;re los esfuerzos normal y cortante que se presentaron sobre el plano de

alla. ’

Solucidn.- En la figura (a) se muestra un esfuema del cilindre en
el momento de la falla, Aislando la cuBa ABC se observa que la rotacidén
del olanc de falla es de -60°(ya que es en direccidn de las manecillas de
el reloj) y plenteando el -equilibrio de fuerzas sein los ejes z y y se
obtiene ques

inelinade es isusl a
dd, entonces las 4reas de los planos vertical y
horizontal son iguales a 4/5dA y 3/5d4 resvecti-
vamente. Al multiplicar los esfuerzos por las 4-
reas de los planos en que actdan se obtienen las
fuerzas que actdian en esos planos y al vnlantear
el equilibrio con respecto a los eles normal ¥
aralelo al plano inclinado se 1lleza aj

2fy=0;
Vodd - £G40(4) =0

‘p;, =2_/36 l7 = }’g(zoo) = /28 é%mz

. 2
H} JL a:-JOO;]ﬂéma - de 2 é‘ =0,
¥ gor ~Vpdd+7; dFos60°(G360°) =0
: Uz = Gz Cos260° donde Cos60° =0, 5

/w;o Uas = 300(0.5)% 75 Ls/em?
como b direccion supvtsla en la /‘;am (o) e

rrec
= Ggr = - 75 bofern®

eml
de T4, =8
(o) Car =129, %,z 7 b4

P = Z79/08+ (#B560°(Sar 60°) = O
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. . : Ejemplo 4.- L P lano Inclinedo pg de una barra er
ZZ’?' = @‘6560 CSwéo ) ) donde Sen60°= V3/2 tensiége?geg fi.r;urg.s)l :gnugfzgsgzg ;z/gmzy 2o = 280 kgagmz. ggcuéniiengg
el valor del esfuerzo ¢; y e nsulo 8.
/al;o 23,7, = 300(/2XV372) = 75V = 129.90% Lajim? w -~z °
y y o I B
como /[a direcion .so/oue.f/i. en la %}um (6) es correcta P X P -
22,7/ ==/24. 0¥ é]/omz Solucibn.- Se sabe que: e 0o s @ ’
. = 3 a
L/ problema puede Aombin ser resvells empleande dircetamen- ‘ 4 e- Z_ Jend (65 O )
&% s /éfrmvézs ¢.3)y ) Sost Avends arn oltas a¢f valor del/ csfoereo 8 == Jen 3
5 &/ Insulo B correscondientt. fom este caso O =-60° s Vz = o/e.r;g/pnaé Vg oo () o (6)
_ 300 % /cm% ademds se Fene gue Cos(-60°) = Gséo"; Sén (-60°) = .
— Ser 03 an?‘énce.\'/‘ ﬁ{—-‘ @765'& @ @:[—Zg/jenﬁése)] (%)
fa:_-: - 300 (0.5)2= - 75 é/:mz g . z'/oa/om/o a’) 7(&’) Y Ju_s/fé/mé s volores conocides de @—7 Go
, se Hene;
O Zyyr= A3000.5)CVE2) = — 29908 bfim 92 . 228
Cos? & Ser Plos®
»f/ esgue mia Jodicands o5 Esfoerzos _ﬂa/ma/; aarfo/n./é poe s andrces - :
presentoran sobrc of plons de illa es @l mos rddo en (a %jam Sen B (osB =-zfﬂ/ z/anﬁ .
). . . BB Gas®  FYD 7 3
Ejemplo 3.- Dos plezas de madera, de 5110 cm de seccidn transversal = =- o _=/p° ‘5
estdn unidas ?or un pegamento a To largo de la junta AB como se muestra ’ 7 @ 77 fén ‘/!é /S Y3HIS Ca
en la figura {a)._S1 el esfuerzo cortante permisible a lo largo de la Jun Z .
ta es de 30 kg/cm? calcular la magnitud de la fuerza axial de tensién, P, b4 V?— es enkpces fogl a; O »
que nnede aplicarse a el conjunto. R 2 = L = &y
ut A ) " st (/8.v3¥95%) 0.9
60° .
— \ ——2 — 2 s = 933.332 4 /ém?
e 2= . cm:
‘P 3 5 P P GA B 2 l’ICoauGC"

TN ) Ejemplo 5.- En una part{cula de una barra ’sometida a compresidn se
obtuvieron por medlo de dispositivos de mediciodon los siguientes valores
de esfuerzos; fp= 05 = =1000 kg/cm?y G,q,n&,‘,: -600 kg/cm?, Encuéntrese, &)

la inclinacidn del plano donde se presenta {/‘2': N b%la magnitud de 7
¢)la magnitud de Zz‘,,y d)la magnitud de Zm;;

Solueidn.- Se conoce que la expresidn para calcular la magnitud del
esfuerzo cortante que se presenta en un plano definido por un cierto én-
gulo @ es;

Zzlyl == @"Sen‘éé’se Solucidn,- R
Pard este problema, de acuerdo con la figura (b) i a) los esfoerzes (= G; Y /;% =0;, se caleolan con Ls exve-

; ‘ A < fe!
O=60° entbrces Sen 60°= Y32 4 Cos60°= Y2 siones (43) y (1.5) respechcamente

t =0, (bs?8 (4 Oyt = O, Sen? .
8By =30 b /ern? D Gr=PA o : y % ; o/‘ 2/3) v =g 79 ;/5) |
fego, -3 O=‘—£— (V35%) - 50{4‘/’)5(5 & 25,04/.0” e ombas expresiones o by se Aeme
! \ Uz = fa:/(as’ﬁ o g- f;%fen"B
: v« P=3%6%/ & . S
%ﬂd/men/é x b4 34 . e 79calando - /”ca S G
¥ s &6 “Sente 5777 &G0 " U3 w




Lego  Lon'6=E00— =06 | -
Zon6=106 gy 8=0n3 %n (BF) = 31.76°
8 =335 50" = 37.76°
) e ocverds con 4 expresicio (9 Uo tlasf) = Uz  ests es, ia soma

7
de %5 gsfverzes pormales en dos plonss or7$;an4 s enrre 50 es
constonZe e ‘9val a( z:ZA’rw orincipal 07
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ZorForces Gz = -/000 +(-600) = ~ /600 t3/cm?
Q) Conocidbs e/ esfoerco Uz &4 ¢l dogs & Bpy se caleola como;
By’ == U7 Sen 6 (o5 6 = — (- 1600)(Sen 32.76°)(Gs 32.%°) =
a 217 = /600 (0.6/2392)(0.790569) = 779, 595 £im?
oy’ = 775, 595 kyfem?
) B 4 exoresion (1./3) G

Gmdy =800 tg/cm?

PROBLEMAS
barra

le- ¢ Cufl es el esfuerzo cortante miximo en unafeircular de 3 cm de
didmetro sometida a una carga axial de tensién P = 10 000 kg ?.

2.- Encuentre la carga méxima permisible de tensidén P en una barra de
acero de sgccién cuadrada de 3 por 3cm, si el esfuerzo normal permisible
a }a tensidn es de 1 400 kg/cm® y el esfuerzo cortante permisible de 900
kg/cm?,

3.~ Una barra de seccidn rectangular de 5 por 8 cm y 80 cm de longitud
transmite una fuerza de tensidn de 20 ton en la direccidn del eje longitu
los valores de los esfuerzos. tante en
secciones diferentes que estdn"cortadas® a @ = 30% 45 y 60°respectivamen-
te (utilice primero el método de andlisis de la cufla y luego las férmulas)

4.- Un miembro sujeto a tensién estd compuesto de dos trozos de mate-
rial pegados segin la recta pq (ver figura del ejemplo 4), Por razones
précticas el 4ngulo © estd limitado al intervalo de 0°a 60°. El esfuerzo
cortante permisible en la junta pegada es 3/4 del esfuerzo permisible de
tensién,gcudl debe ser el valor del dngulo 6 para que la barra soporte la
carga maxima P?(Supdngase que la resistencia de la junta pegada controla
el disefio).

5¢~ Resuelva el problema anterior si g,= 80 kg/cmqy % = 160 kg/cm?.
Asimismo determine la méxima carga permisible, P, si el g;ea transversal
de la barra_ es de 12 cm?,

-BCUACIONES PARA LA TRANSPORMACION DE UN ESTADO DB ESFURRZO PLANO

Hasta ahora se han obtenido expresiones algebréfcas prra transfor-
mar un estado de esfuerzo como el mostrado en la figura l.4c al corres-
pondiente a otra orientacidn. A continuacién se analizard un partfcula
sometida a un estado general plano de esfuerzo como el mostrado en la fie
gura l.4a que, como se anotd, puede ser esquematizado como se muestra en lu
figura l.4e, los esfuerzos indicados ahf ¢, , Tz +» &4e ¥ &gy son esfuer
zos8 conocidos inicialmente y por el momento no nos preocugaremos por inda
gar su procedencia, y se desarrollardn ecuaciones algebralicas para deter-
minar los esfuerzos en planos inclinados. las expresiones algebra{cas de-
sarrolladas pora un estado general plano de esfuerzo (fisura 1l.4a) pueden
ser también &mpleadas para un estado de esfuerzo plano como el mostrado
en la figura 1l.4b, este 1ltimo estado de esfuerzo tlene una importancia
particular para el disefio de ingenierfa y a é1 se le dedicard una espe=~
clal atencidn mds adelante,

Entonces, considérese un elemento-en estado de esfuerzo plano general,
figura 1.9a, la convencién de signos sigue siendo la misma emnleada con an
terioridad, y haciendo pasar un plano BC normal al eje 2° a través del -
elemento, se aisla la cufia de la fikura’l.Qb, de ancho unitario medido
perpendicularmente a el papel. La seccidén plana BC forma un dngulo @ con
el eje vertical Y, sf esa seccidn tiene un 4rea 8A, las dreas de las ca-
ras - AC y AB seran dA Cos @ y dA Sen @, respectivamente. Multiplicando
los esfuerzos por lm {reas respectivas se puede construlr un diarrama con
las fuerzas que actian en la"cufla®, fioura 1.9c. Luego, anlicando las
ecuaciones de equilibrio estdtico a las fuerzas que actdan en la cufla res
pecto a los ejes girados 2°y Y se obtienen los esfuerzos 453 y 2},7, .

!l

o
1’ T
+0
: G
| 242dd Sene
4 +0 Uy A Sen O
2
(a) © (v) (c)

Pigura 1.9.- Elementos p ra deducir las férmulas de los esfusrzos en un
plano inclinado.

f{‘;: = O)'
Vardfi = Gg dACos 0 (CosO) + #y dASene (Send) +
+ Ze" d1Gse (Seno) + Z‘H JA Sene (Gos e).




—__Dplear un procedimiento similar

Dividiendo ambos miembros entre dA y agrupando se obtienes

VZ_ = @—C0326+V; SQv\ie + sz (2 Sen® G;e) (/./y)
Y haclendo uso de las relaclores trigonométricas

20 = —' ia . 1 - | _ ]
Cos?0 7%% Cos 20 Sen Q-T TCos 26 (1/5)
J 250 Gse = Sen20 )

*‘la ecuacidén (1.14) puede escribirse comos
Ozt Uy .
0;’=J£~5+—6¥C0529+ Z,”Sen 26 .76)

yde ¥ F\j' =0,
Syl = - FzdlHGas©(Senb)+ Gy dBSen 6 Uos©) 4834 J9(e56(G36)-Z3y 47506 (Sen6)

dividiendo ambos miembros entre dA y agrupando se obtiene

Zgu,' == Uz Sene Gos + Uy Sen6 Gso + ey Gos?6 - Zzy Senf6

Ly’ = ~ Vg Sen0 @36 # Uy Send 36 + €2y (GO~ Sent®)  (477)
Cd 4 (4 b4 v
empleando las relaciones trigonométficas
Sen®Gso = '21 Sen 26 v (Gos®0 - Sen?0)= Gos 26. .7p

la expresidén(1.17) puede escribirse comos

71'7' == %ESen 26 + qu Cos 26 ‘(/./9)

Las ecuaciones (1.16) y (1.19) son las expres‘ones generales para
determinar el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante, resnectivamente,
Bobre ure seccidn plana localizada nor el dngulo @ y causados por un
Bistera de esfuerzo conocido y nermiten transformzr un sistema de esfuer
Bos conocido de un sistema de ejes coordenados a otro. Como se snotd -
anteriormente ﬂ; N f‘,‘ ¥y Z?‘I son esfuerzos conocidos inicialmente.
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donde 6, se utiliza no 2 desienar el dnsulo que definelei nlano donde se
vresente el esfuerzo normal méximo o mfnimo. la ecu:cidn (1.20) tiene dos
rafces, nucsto que el valor de la tancente de un én~ulo en cuadrantes
diametralmente onuestos es el mismo, como se nuec}e ver en la fisura 1.’10.
Talesreices se 1ocflxlizan 2 180° y como 1la ecuac‘i‘on (1.20) es p:ra un 4n-
gulo doble, las raices de 6, se localizan a 90° . Una de ellas ];oca}i-
za un ‘plano en el que actua el esfuerzo normal maximo; la otra ralz si-
tda el plaono correspondiente al esfuerzo normal minimo. Para distin-vuir .
lzs dos rafces se utilizard la notacidn con prima n.ra el dneylo que de-
£'na el plano de esfuerzo normal miximo y con biprim: pzra el dnoculo que
define al nlano de esfuerzo normal minimo.

31 se desea localizar los nlunos en los que no é:.gtﬁnn esfuerzos cor=-
tantes, la ecuzcidén (1.19) debe i~ualarse a cero. Bsto da

-fz;:,—i{scn 26 = €zy Cos 206

<,
en“‘ouces Esﬂyi = ton 20, = 2¢yy

/
08 26 Ig-0y4 (4.21)
12 relacién (1.21) es la misme que la (1.20), Por lo tanto se lleea a una
conclusidn imnortantes En los nlanos en que se nresentan los esfurrzos
norm:les miximo o minimo no existen esfuerzos cortantes, Tales nlanos se
denominan nlanos nrincinales de esfuerzo, y lds esfurrzos que actian en
ellos, los normsles m'ximo y minimo, se conocen como esfuerzos nrineipa-

les.
T

A Sen20/<-Sen26)'= “J___?!
; G
” 2 (]

. 1 , z.

f 70 la

2 Con2/=-Cu2e"= L& 5/

Gy 0o \& 2
(L),

Para encontrar los esfuerzos en la cara Y del elemento se pnede em=

5 al utilizado para encontrar los esfuerzos
en la cara 2, pero es mis sencillo sustitulr @ + /2. en luear de @ en
las ecuaciones (1,16) y (1.19),

ESFU"RZ03 PRI"CIPALES.= Con frecuencia el interds se centra en la
determinacion del miximo esPuerzo posible segin se da -or la ecuaciones
(1.16) y (1.19)‘ y la inclinccidn de los nlanos en los que ocurren <tales
esfuerzos debera encontrarse primero. Para localizar la inclinacidn de el
plano donde se presenta un esfuerzo normal méximo o minimo, la ecuscidn
(1.16) se deriva con respecto a @ v la derivada se iguala a cero; esto es

d 7 G- 0y
d—e’:o-o-( "2 £)-2S5en206) + 2227 Cos 20 =0

enfonces (Vz-0y)Sen28 = 2 Sy (o526

Sewm 26 _ 2225

o, = 2211
o326 =G qy Zan 26,

lego ;, eslo es Gty (20)

Fizura 1.10.- Punc’ones de dngulos para esfucrzos nrincipales.,

La magnitud de los esfuerzos nrincipalss se puede obtener sustitu-
yendo en la ecuacidn (1.16) los velores de las f"nc%ones 3eno y Coseno
corresnerndientes al éngulo doble d~do nor la ecuacidn (1.20), Al susti-

tuir Ser.26{ y Cos 26/ se obtiene:

' % . %, G Ui-bq G 1 Va-ly
lor = O &= +=2 4 — — 7 +
g 7 _ZL 2 2 2 I’( rl':—i)z-f 22'5 2 ( lz.f;)1+ 221;’ -

fzy =

+th1
Va- by
( ilz )Z*Z‘z'f




_Varty / t 2 z
VR A (AR R 2
2

li-05\2 2
59+ &,

[REIPr

g= Gt , ()13 _ mg
7 3 Gz-Oy 2
. Y\R )+ Zzz‘/
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Finalmente

[—; - TN
=r=’—25+l/(£2@—)2+257 (£22)

max ’

Procediendo de manera andlo~a con Sen 207 y Cos 20? se obtiene

birly I/"_ X
oin = b= 257 — (5% )*+ &, (1.23)

Las exnresiones (1.22) y (1.23) pueden ser condensadas en un: sola
de la si~suiente manera:

G%r by +\[ 1 77-q\2 >2
o= U= =7 = | (B2 )+ 24, (429)

donde se debe utilizar el sisno nositivo antes del rad!cal nara obtener
el esfu-rzo rormal méximo ¢, v al negativo para el esfuerzo nowmal m{-
nimo 4, . (G y 0U; son denominados esfuerzos nrincinales). Los nla-
nos en ‘que actuan esfos esfurrzos se nueden determin.r nedlante la ecua-

cidn (1.20;. Una rafz norticular de tal ecucacion, sustitulda en la ecua-

cién (1.16), comrrobard el resultado que se obtiene mediante la ecuacidn
(1.24) + al mismo tierno localizarda el nlano en que actua este esfuerzo
princinal,

SSPUTZ05 CORTANTES MAXIMOS.- S{ gy + V¢ + ez ¥ £zy son esfuer
20s conocidos nara una vartfcula (o ,elemento) la ecuacién (1.19) nos ner-

mite encontrar la m-snitud del esfuc~rzo cortan'e Ezry’ (o €a ) en un nlano
definido nor un dneulo @ y un estudio similar al rea{izado anteriormente
para los esfuerzos normales se nusde efectuar para—el—esfuerzo cortante.
Por tanto, de mancra semejante, »~ra loc lizar los planos en los que ac-
tdon los esfuerzos cortantes maximo o mfnimo se debe derivar la ecuacién
(1.19) con respecto a & e igualar a cero la derivada., Luego

129”:— _g'(fe——@-)Co:, 26 - 2%, Sen28 =0

culares. Ademds, el valor de tan 20, dado mor 1 ecuqcién (1.25) es el
reciproco negativo del vglor de tan 26, en 1la ecuagion (1.20), Po~ tan;
to, las ralces nara los énsulos dobles de la ecuncidn (1.25) estan a a0
de las rafces corresnondientes de la (1.20) (ver ficura 1.11 nare esta
relacién). Esto simnifica que los fmoulos aque localizan o define= los rla
nos de esfuerzos cortantes mivimo o mfnimo for~rn £n~ulos de 45° con los
de los esfuerzos princinales, Ta sustitucién em la eenacidn (1.19) de las
funciones Seno v Coseno corresnondientes al An-ulo doble d-4o n~or 1~ ecus
cidn (1.25) v determinadas de maneva andlo~a = la de la £ie-nwa (1.10) Aa=
ra los valores miximo ¥y miniro de los esPisrzos cortantes. Desmids Ae
simplificar, resnlta gne tales esfuerzos sons

Tt = ¥ V(Z'Zé_fz')% 2z B (426)
min

En consecnencia, el esfuerzo cortar‘e mivimo 4* fiare nnicamene en
slono del esfuerzo cortarte minimo. Ademds, como los dos rafces dndas mor
la ecuacidn (1.25) loeslizan nlanos a 90°%, este vesnltedo afenificn tame
bién que los valores numéricos de los esfuerzos cortontes son irnles en
nlrnos mutuermente nerrendiculares, como se arotd ~nteriormente. En esta
deduceidn la diferencia de si-no de los dos esfuerzos cortep‘es snr-e de
la convencién n-ra localizar los nlinos er aue actian estos esfu~rzos.
Desde el munto de vista fisico tales si~nos no tienen s” mificado al~uno
v nor esta razdn al mayor esfuerzo cortante, indenendentemerte de su sie
no, se le llamar{ esfuerszo cortente miximo.

Eje para esfuerzo 20
cortante méximo (=90°) Eje principal
52;5'— / T(esfuerzos normales)
s
J g
Cz-0y
F oy 452 —

Fleura 1,11,= Helagién entre gT eje nrincin:l v el eie de esTnerzo cortan
te maximo, en términos de 20.

A diferencia de los esfucrzos nrincinales, en cuvos »' ros o evisten
esfu-rzos corta-tes, los esfuerzos cortante mdximos ~otfar en =71 wos aue
usuyalmente no estdn lihres de esfuerzos normales, La sustitie én de lag
raices de la ecuacién (1.25), 6 v ey y en la ecuneidn (1,16) da como
resultado la mavnitud de los esTuerzos normules are actfan en los nlznos
de los esfuerzos cortantes mdximos. Estos eafugrzos norvales tienen i-nsl

8lrno y maenitnd, v estdn dados nor-la exnresidn
/_ Ga+0y
7= (1.27)

entlonces — M = M leego , Zan 292 =‘.-2f_r) (7.25)
24 )

2qu - Cos 26 ’

donde @, es el dnwulo que define e) »lomo en que el esfuerzo cortante

es méximo o minimo. A semejanza de la ecuacién (1.20), la ecurcidn (1.25)

Fe

tiene refces, que también pueden distineuirse emnleando la notacidn con

prima y vinrima. Los dos planos definidos nor esta ecuacidn son nermendi-

vor consicuiente, un esfuerzo normal actide simulténeamente con el es uer-
zo cortante médximo a menos que se anule g7y .

si U7 ¥y 0y de la ecuacié~ (1.26) son los esfuerzos nrincin:les,
R Zty es 1rsual o cero y la ecuacién (1.26) se simnlifica A

4 -
-Zma,'x = 26‘ (/- 28)

Si se tlene en una vartfcula un estado de esfuerzo cortante nuro co-
mo se indice en la fieura (1.12a), al anlicar 1a ecvacidn (1,24) resulta
que’los esfuerzos nrincinalesﬁ,:» =¥ 4+ esto es, 7 é; vV &gy son
numericaﬂente isuales, aunque 7 s un esfuerzo de tersidn‘y 7 es uno
de comnresidn, En este caso, de acuerdo con lo ecuzcidn (1.20) se ohserva
que los esfuerzos nrincipales estdn dados nor ti,n 29|‘=°o y es decir,

7y 0
lo ’sifruieslte




20, = 90°0 270° . Por tanto 0 = 45"y ¢/ = 135°; los planos correspon=
dientes & estos énsulos se muestran en la figura 1.12b. Sustituyendo en
la ecua2qidn (1.16) el valor de Sen 2= 90°se encuentra que & =+# gy,

y por consigulente el esfuerzo de tensibn actia perpendicularmente al
plano AB. Ambos esfuerzos nrinecipales equivalentes al esfu~rzo cortante
puro se indican en las figuras 1.12b y c. Por tanto, siempre que el es-
fu-rzo cortante puro zctde en un elemento se puede considerar que nrodu-
ce tensidn a lo larczo de una de las diagonales y compresidn a lo largo de

la otra. 2 ,-lll/.f('
. rd
- A

- B

< NN

D Ga=|Zsy)

Gy
Zy

[%2s)
(a) (») C (@)
Pisura 1.12.~ E1 esfuerzo cortante nuro es equivalente a esfuerzos de ten

sidn y compresidn que.actian en planos inclincdos a 45° con
resnecto a los nlanos de corte.

* 2

Considérese ahora el elemento A tomado del segmento de_viga de la fi
gura 1.,3a, Este elemento estd sujeto a esfuerzos normales,fp, originados
por el momento flexionante y a esfuerzos cortantes originados por la fu-
erza cortante,%ay. El estado de esfuerzo en esta particula es un caso més
simple que el de estado de esfuerzo plano general y su andlisis tiene una
gran importancia desde el punto de vista préctico ya que'todo elemento de
una viga estard sometido a este estado de esfuerzo, tal anflisis permiti-
ré determinar la magnitud de los esfuerzos normales y cortantes en planos
inelinados y as{ poder decidir sobre la resistencia del material.Para e=
fectuar ese andlisis considérese el elemento genérico mostrado en la figu
~ra l.13a y hdgase pasar un planc inclinmado como se muestra en la figura
“1,13b y afslese la cufia mostrada en la figura 1,13c, y hdganse las mismas
consideraciones que se hicieron gara el andlisis del e%tado general plano

Y Y

f?: g—r—?és 264‘211&0 26 (129) Y
ZZ"’ = e —é—;&ﬂzg + ZE‘/ s 26 (/-30)
Zon 28, = E22 30
2
-G |lEr “20)
Zan 28, = - 2——?; (. 33)
anoik =z Ggg)%*'Z;; (L‘399
e ) (r.35)

4

Por consiguiente, las expresiones deducidas para el estado general
planc de esfuerzo pueden ser utilizadas para cualguier caso particular de
estado plano de esfuerzo,(ver figuresl.4a, l.4b, l.4c ¥y 1.4d§ eliminan-
do de ellas el esfuerzo zo los esfuerzos) que no se presente In) en el
caso particular que se considere,

EJEMPLOS

ETjemplo 6.- Para los elementos infinitesimeles aue =o muesiren en las
fieuras I, IT, III y IV, determ{nense los esfuerzos normal v cortante cue
actlan en los nlanos inclinados que se indicanjg a) Utilizando el método
de andlisis de la cufia, sin recurrir a las ecuaciones de trcnsformacidn v
b) Utilizando las ecuaciones de transformacion,

de esfuerzo. 27 77
G dAGse
Ty dGose
~——
CyadASend
(a) (e) 3¢
Figura 1.13.- Elemento genérico de una viga sujeta a flexidn y fuerza

cortante

Al realizar el andlisis, despuds de operar algebrafcamente y hacer las
simplificaciones pertinentes, se 1llega a obtener expresiones, matemdtica-
mente iguales a las obtenidas del analisis del estado general plano de ef
fuerzo, en las que no aparece, por no existir en este estado de-esfuerzo,
el esfuerzo 67, estas expreslones son las siguientess

. !
300
| ;L ,
_ o _ A
- \Q’, .
8oo Soo
] - I - R o [l
- ~ s i
60
q-——-T o0 — /00 / t;oo 4 600
I II TII

Nota.- Todos los esfuerzos estdn en ka/cm’
Solucién.- En cada caso se afsla la cufia aue mos mermite trabain mfis

comodamente, minimizando la posibilided de error.

ly =300 l’a/cmz

V;: 800 é/cmz

337 = Y00 K3/em?
Senb 12/13
CosB = 8/13

N




37

ayde SE =0,
Golf + Uy [5d8 75+ 8yy ;50 12+ 8yg L2d0 ;2 - G 50T =
lo= Ve (£ -4(42)- 22,4 (ZX%B)
o = 80o0(0. 7%79289) - 300(0.8520709) —~ 2(500)( 0. 3550295)
Vo =,/8.3¥3/2~255.62/27 - 2p%. 0236

entonces Up= — Y2/ 30/75 ;éj/crnz

| ' esh indva goe la Soposicion hecha Inicialmense ﬂsﬂcéa YA direecios
| % es incorrecta, por 7onk, Ug= - 32/, 30/75 by fim? es de

© cormpresion,
o ZFys0;
12,2 5, S /2,, & S, /2
o di+2yz 59075 ~ Bpy 50 55 ~ iy [2dn 5 -7 Gda =0

— 60 7Y 25
éo = (%10 )7%3) — 2, (55 - =5

G = (300+p00)(0.3550295) - 00 (0.70 3752)
8o = 390.532¢45— 28/, 6568
€e = 108.87565 45 /im2 "

esth jndice. Joe ‘a .rup.s/c/a’n éeaéa /'m'cia/mln/t raﬂtfé a A c/:'re“/'or':
de 8o es correcta.

6) /gm a,a/icar /fas acvaciones de %mn:/érmﬂcio'ﬂ,
b = =300 4fm? ; [7=800 kyfir?, Cpy= 400 bafpm?
de ocverdp con /o convencior estiblecida , ¥

CosBmss —y Sene=~ ;’\%W?J&off

entonces (os 20 =—0.70%Y2 4 Som 26 = - 0. 740059
7 @plconds las axoresiones (1.16) 9(1./9) se HAene:
G = Ef_&.} MG
7= 3 > 5 26 + 83y Sen 20

/o= 800 +(-300) + £20 -(~-300)
/’ 2 2

: "? = 280 #550(-0.30#2) + Y00 (-O.H0053) = 250-387,278/ 2340236
’enk[mce.s . 727 = — %2/, 30/7 é cm?

(- 0.70%92) + 400 (~0- #0059) =

Zo = 2% Sen20 + 24 Gs 20
_ _ 800-~(300)
o=~ 5

390.532%5 - 281. 6568 = /08.87565 Ly /irm?
Comeo pvede observorie, los re.su/;éc./os obtepides cone/ merodo

e and/ 375 ofe la coBa y (as ccoaciones de Fransformacien son
o3 MISMIOS,

(-0.70053) 4 400 (- 0.70%7932)

o
]

w4

’

1’)3' Vq =0 kofem®
: % kg fem?
o /o0° G, = 200 kg/em
So AA’ Zg-,: - /00 A_‘?A’—”’z
&gy 3 °= ¥3/2
SAGI0" Zp TdASemb0” Sen 60 &

Q) de Zh=0; Cos 60" = 2
e = O,

Vodf - F;o/ﬂé,sw’((osw") + ZszpJCI)‘D"OIéO‘-I- z.”a/ﬂéaswo&:nw.= o
o = V7 (55*60°— 2 Cyg Som 60°Gos 60° = 200 (12)%- 2(/00)(%; )(12)
g = 50~ 86.6025Y entbrces Ug=-36.60259 éém?

.o/ ..
entbnces Up as oe compresion 4 ta soposicion fecha inicialmente es
cocorrecla,

de 2/ =0

= 8o df~ 23 47 Som 60° Som 60°+ 834 I (5360° 360" (5 Iflos 60°5%n60%0
o = Uz3en60°@s60°+ 83y (@s?60°~ Sor?60°)

8o = 200(*3/5)X(V2) + /00( 0. 25 = 0.35) =200("3%) - v0(e. 50)

- asae

85 = 86.6025¥-50.0 = 36:6025Y Ly ferm®
A‘}’, A soposicion inicial con res/zz?é a la direccion e Ze es
Correcta., en7onces T ocwerde con ln convercicn €sTablecs da

Bp=—36.6025Y éj/mz.

6) /gm la a,z//mab'o de ls ecoacriones de /an: rmuafaln

Cos 20 =- Y2 Sen260=Yz 5 Uy =0 bfim?
Siends Uy =0 tafim®™ 4 ecoacin C.76) se %fﬂ”{/égm en &
ecvacion (/-2; b ecvacion (4/9) en sa t’CUGC"o”F(/'fw),en-

onces,

Z—= _ZL-+—§-;6529+23.,5¢,—,29

R A




el 2

G = 292 + Z2(-%2) - 100(34) = 100-50-86.6025% =l
V= Vo = —~36.6025Y byjfim?

2 ¥

7 Zz,,rsge’—"‘_z@-sng *2276529
2o =~ (200/2)¥34) ~ /00(-Y2) = — 86.6025¥+ 50 =
2o = - 36.6025Y & /em?

nn ¢ ,
3 - /1 f;: - 500 é_g/cmz 3
Y s U; = $00 ky/em?
7 8y = O k5 /caunt § Ak
2 24 =
Ei ™~ Sen 60° = V3/2
< dASom b0° Gos 60°= Y2 - e
T ° '
o Ta; dAlesé0 «

Como puode verse, en ete gyemple se considem el ¢je 4! normal af
plono inclinado y el ¢je @' paralelo” a e/ mismo plons, entonces.

a)de ZFyr=0;
Vgr 48 + G5 IAos60°Cs60°~ Gz B Ser 60°Sem 60° =0
Uy' = g Som60°- Uy (o560°= 500(3%) — 500 (%)

Vgr = 250 Ly/em?

(svposicion soicial correcta).

4 de Z-fz: Ere) )
ngu/ﬂf 77-0/96560‘5” 60°+ GJ#IvnéD"éseW: Io)

Z(/é/ = - (@- +V;) Som 60'9:60": —(500+5'00)("‘7z)(‘/z)
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Sen 260 = Sen 300°= —VEAZ , enlonces, - \‘» -sg(,.

/7—’ = sao-esoo+ Jw—{-sw) ’z',l‘ =-0+ 250 3
enTonces 57—’ =250 éj/cmz 4
Zyy=— 200°C500) ((V3) o y33.0/27 Ylmt
enthaces Zy/g/ < égrpy = $33.0/27 éjé""z

es/e rlSU/AJo con 57900 M/%Jb

acttia en G4 oireccisn de/ e 20 5in0 gue, Je acverds con la
Convencion establecido., Fende o hacer iror /o /p.ar”a.»/a. en d; -
2/ -

recc/on confraria q f de s moneciias del/ re

no /dica goe e/ IJAZ/'M car//an)‘é

V)

iy Y Vg =05=0 & /em
5 82y = — 600 by/em?
" 9 Sen © =4/5 =°0.8
g Z Cos©0=35 =0.6
e ) 6 =-53./3°
0) O/e Z’z?-l = 0/ ~A B AN

lodi=2ys 2 2 ~Zpy 2dhL =0 - :
i % =28 2 = 2(600)(0.98) = 576 ky/im?
Vo = 576 L3/cm?
Y de ZFy=0; o

th/ﬂ-/- 23774%({4% - Z«,g —;Jﬂg =0

Zq'£/= — ¥33.0s27 é-j/cmf

./
Aonde &l sisno nga?f’w indica goe la soposiciim iriesal para kb direcchr
e Z?’l’ es srcorrecta .

b) o apfeor 4 ecoaciones de Aans /éfmacfa'n 7 encontar los
RIS 057 e/ plopo irdicado SC Toma O =(0+£90°) 4 24320, y
43 ecvaciores (/e) 4 (4/9) se Hransformon en:

PR L LA

29780, 7= — LT Sen 204907
re.r/\ec’é’uamgnfe/ olonde  £+490°= /50° P (os 26=Ca1(300") = )2

8o = 2y ($6-;2)= 600(0.28) = /68 b/om?
% Z9= 68 ‘é/‘mz

Lo soposicioh hecha para 4s direcciones de Up g 8o es correcta.

i

b) .jieno/o 0;-_- 6:0/ las exoresiones (1./6) 4 (2./9) guedan redvci-

dos a:
@ = qu Sen 20 7 4 .
Ry . Zz’l// = qu (os 26 ¢ B . "

i
7 Sen28=-096 4 (os 20=-0.28




emémre&
@=. - 600 (_ 0,96) = 576 é"/cmz 7
22’7' = - 600 (-0. 26) = /68 i_’/:""z-

Como se ha visto en el ejemplo, las expresiones deducidas para la
transformacidn de un estado general plano de esfuerzos pueden ser emplea=-
das para cualesquiera casos particulares de estado plano de esfuerzo.

Ejemplo 7.= Para cade uno de los estados de esfuerzo planc que se

———muestran en las figuras I, II, III y IV del ejemplo &, a) determine la

masnitud de los esfuerzos principales y la inclinaciédn de los planos don-
de se presentan, b) determine la magnitud de los esfuerzos cortantes méx_j:
mos y la inclinacidn de los planos donde se presentan as{ como la magni-
tud de los esfuerzos normales asociados a esos planos y o) indique los re
sultados de a) y b) en un elemento adeduadaments orientado. -

Solucidn,.- Para determinar la magnitud de los esfuerzos principales
¥ 1a inclinacidn de los plenos donde se presentan se empleardn las expro-
sicnes (1.24), (1.21) y ?1.16), esta Ultima para determinar la inclina-
cién del plano donde se presenta ung de los esfuerzos principales. Para
la solucign al inciso b) se empleardn las expresiones ?1.26), (1.25),
(1.19) y (1.27). Bstas expresiones son las siguientess

Yoz = 0;;@': (ﬁ;éﬁj)1+ Z;t’ N ‘éan 26, = 02;_?!5

"
Y
6:—%—@-}@65294‘2295’”29 RN .
- Ve \2 2 . e f'@ | i
Z,,’;’Z;'— (ﬁg YNy S tan 26, = '§€2_3§'

Zgz—- %@SW.?Q-/-ZE’&SZQ V4 7:‘-—55\‘.;

I)fﬂk/ﬂflf Y A /wrrééa/a. I se 74‘2/78, ok acverds con la coneen-

cion establecida;
’ ? lye-300 brsim® ) lg=000 lafem? g 2oy = VOO byfbm?
a —
) Gz = 3‘”*2‘(‘-’“’) * /( 3""'2('3"0))z+ (woof =2501W

)
by = 2602 (307500+/60000)/" = 250% (442 500)"
gy =28502 680.02352

4

Ao =250 4680.02352 = 930.09352 bihm
= 250-680.03372 = — ¥30.07352 ks fo?

0= 90,0752 byfemt o (5= -¥30.07352 by/fem?

7 Zén 291 = M = Joo _ e 2Pe.

) 28 = awy %n(&?!?!?l) = 36.03°
7 8=,8.0/5° 87= 08.0s5°
Tomendo 6= /8.0/5° 1 (5328 0.808736 7@29,’:0.5&9/:/
y Vo= R50 + 550(0.808736) + ¥00(0,58817/) = 250 *+9Y.$05 235 2684
=2 Go= 930.073 Lifim*, ackia an un plano inchinads /£0/5°

", ,
Emix = 680,09352 [ /em?

s an 292=-——/T/:§—=-A3?5' ‘ s
y 28, = 0ng Fon(-1.375) = — £3, 972°
) 8 =-26.9%° ©= 63.0/3°~ ¢30/5°
Aronds €)<63.0/35 G 28/~ -0.588132 , Sem 28] 08087
Y 8o = = 530 (0.808736) + voO (-0.587/72) = — 95,804 ~ 235,26 97
= 86 = —690.0735 Lifim? ochia en on plono inclnade €3.0/5°

A La rcpreJeniéc;'o;: grd /‘m es 4 _s;_quienﬁ 73

< bawr
\ G=930 brfine? x /"3.0130 i =230 é/ ’
=" /8.0/5° \/

Zmax = 680. é/cmz

g - . 2 72
\F{- v30 ofem /0'52 50 Y9/m1
Oéservese Foe /o direccion el esfoera cortante sobre of olons def-
nido por BFf= 63.0/5° Hfende a sacer girar ia parkcold en la

: o 74 ' >
direccion de® los manecistas oe/ rely , 4 esla reprewntacioh es con-
greente con [a convercios es#b/ec/dl.

II) /gra A ﬂrz’-t-’//a I ge 7éane/'
ﬁ;rﬂ . &;; 200 é_j/mz, 237= -7 o0 '?7/6/’7’

, 2 !/ 2 '
Gory = T‘” * —-—‘zz"o) #¢00) = 1002 J(100)* 4 (r00)t = 220000

&;2 = SO0 L /Y 87,35

a)




Locgo,
2 = 1004 10492135 = 29/, %2035 b fousr?

Vg = /00— 29/ 9235 = - Y. ¥2135 kg foem?

-
G = 29/ v2038 bfow® g = -4 92135 Lifim? T
2(- r00) zo
y fon 26 = F8% - 222 - 40
28 = ong Fon (10) =— ¥5°
7 8= -22.5° 5 &=e725° o

!
Homonde 8%-22.5° 6529,: V-/z b4 &129,/= —V;/Z @
¢nfén(:; 6 = wo » r00(VZ3) —/ D0 (- Vz72) = 2, Y2/35 [_]/am‘

= (g = 29.42/35L /e m? octia an or phypo inclinads —22,5°

Y
)  Lmdn = /NI kg firm?

¥ ﬁ/;n 2%:—2—:—/0%"410 729150’7 75"’0'0): v5°

, 8/-225° , §%=nas" RS
lomaonde a 225 ) Gs 28-Vife 4 %n28/=VZ/2 | 4
enthrces o = — /00 /‘Az —~J00VZ)2 = - 707067 -70. 7067 = -/AVUIY

> Cp =~/ YIS é/m’ octoa en un plano ioc/inads 22.5°

V4 f:— /700 éjﬁm’
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este resutfods pock ser Ambiers obtnids ok observor /4 /””‘J en s
D/onos en gue octbon bs esfuerios normaks ro u/_s/én esjoerzos
corfonles, por 7onZk, &50S esfuertsS nermales son /fos princ/pales.

don 29= 2L -0 w 2Beong A =0 , BLo" 45 §7= 90°
totbrces G= 500 Eiffom? achin sobre ef plano ok foido  por g-o°

8) Cmax= SO0 bfim®  , Lon 26,= - L5220 - —00
S V4

"y 28 = oy fon -a0) =-0° 8% - y5° » G=95°

lomondo Bl=v5® (s 20/=0 | Sen28/= s0

=» 8p= - 500 by fornZ ackin en el plono defnide por &= $5°

e
€) Lo representacivn grz{/,/‘m e 4 .w‘ju/cnf,' T =0 B fount?
&
= 500 -
rt_‘/;,,,l Zm.’,,=sao £.9/c»‘lz S ? :, -
[ ~.." . SN

]6':—500 £/ e

IV) %m b porflvk v se r//?:ne/- Gy=by =0 4 Zay=-600 Ly fem?
=PQ)5; r650 é/rn‘/ G =-éw éém’ Vs Zon 26, =—2—('5‘-°—'l= -0
2 8« -v5° 4y B% 35° Fponds E45°, en28"= /0
= Up=—600 bg/tm? actin ar e/ plono e finids por B=35°
8) Bomdx =600 bsfim® 4y bon 2= jiam =0 B 26,20°

T
C) Lo representocion grifien es o Sigoiente;
™ -
-~ _22.5° ‘
ﬁ 4/:\ Cmay = 19442 kg /em?
4// vZ;

/f=-r/yz ) % 100 by/cm?

W\ Rra /o porlicula m se Fene ; .
y = - 500 éémzj 6_.—. SO0 /jﬁm? b Zz’ =0

v Q) 500 -(-500\t — (7T by z
Gy = ;/__oz__ ) 0t 500 Yhim

g_ SO0 £9/tarn N Gg = - 500 b /em? _—

5‘71’=0° V4 9;/‘—' 90 ) Tomordo Q’co @?Q’:Z&
By = =600 Kyfirm? ac)éll\ en on /Arm ofinido por E:0°
=0

C)'/A fl,ofl.f¢'7/ac/'a’/) 9/‘2,%'(6- es /la mo.s/raé- @ (onf{‘amcb;)l’

N Lose —
¢ R ]
< -Y5° Emax e 600 é/mi
" G=-600 Kyfmt =600 byfm?
Iy w T

[
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emplo 8.- En un punto de un s8élido el4stieo sometido a un estado

41

= - Vg &
'plsmoEge esfuerzos, los esfuerzos principales son y}_: 1000kg/cm?y 4 = = 8oo T 7 ©)
=500 kg/cm?®, Calcular las componentes de esfugrzo uVZryen un nlano ine . ) , . , .
clinadgg +30°con respecto a la cara en que actua el gsfue!rzo principal 4 s re.so/wené stmo/léaamen)é ls ecvaciones @) 7(&) se fgcne.
Y representarlas en un elemento adecuadamente orientado y determinar el
valor del esfuerzo cortante mdximo en ese punto, fe_f/;=6aa > fe_= /00 = 200 é_’Am"
Solucidn.- i Vg - [7' = 800 2
. = fzt 2-Vy e —_
Si fs_- ——-‘12 + =5 6529%2;7.&4429 y 20; =/500 4 f;s 600 - 700 = - /00 é/é,ﬂl
Zo=~ 203 G20 4 2,y Gos 20 | entbrces, — F5= 700 b, ly=-100 bifhm? , 23y =300 bylpr
oo esth caso la= 6 , %= Zay=0 y 28:60°

4 jen 20> VF/Z/' los 26 =2

entbrrces Vo = L02-500 , o00-(-509 ;
2 Z

o = = wg: =325V =—6¥9.5/9 é/mz

= 250 #3765 = 625 Yl

€ max = ..Z;irr L@;‘;): 780 %z
it.rumi:ndo;
=625 byfim?, 8p=—6¥9.519 by /om? , Bmin < 750 Lyflorr?
7
— 30°
q
és
%

e

Blemplo 9.- En un punto de un cuerpo sometido a un estado de esfuer-
zo plano, el esfuerzo cortante en la cara z es de 300 ke/cmfy los esfuer-
208 principales son 4 = 800 kg/cnty 47 = =200 ka/cmd . Calcular la maeni-
tud de los esfuerzos gy Fj s @5l como la inclinacidn del nlano en que

se presentan los esfuerzos principales y mostrar los resultados en un ele
mento adecuadamente orientado, -

Se sabe poe lrrl; = lo *losz = Grlg=cte
enTonees Gfﬁ;-aoo—Qoo = 600 éj/cm’

bt = 800-¢200) L 10 500 4y fom
2 2

7 @midx =//(E;I)—z+7§ » S00 = ﬁ; 4)?+ (3002

» (500)* = (L%)% (3002

adkmd's

Zmo:r =

7 [(500)*~@09" = Lz—@-

ahorn- 28, = ang z"gn% = 0r9 fan (0-78) = 36.F7°
&= 108, y35°

Gs 2= 08  %em 28'= 06
- 3&;/22 0.8 + 300(0.¢) =
b = 300+320+/0 = 800 Lfm? e §

enrces G =800 &5/t gchla en on plano inclipade O= /£Y35°

! ERAY

8’ /7.935°

76;»:/7 oo Q = /Fv35°
A' , 700;/40

9=

&= 800 B9fema
—

[ /8.¥35°
-— —_—
=m0 bpmr
-~ 2‘H=z;u1= 300 %z ‘
r: - 200 A:m‘
f;:-—/do éj/;mz \ Z é
PROBLEMAS

6.~ Para los elementos infinitesimales que se muestran en las figuras

(a), (b), (¢) y (a), determinense los esfuerzos normal y cortante que ac-
tdan en los planos inclinados que se Indican; a) Utilizando el método de

andlisis de 1la cufia, sin recurrir a las ecuaciones de transformacidn v b)
i —tram

-eeuaelones—de 2cion. Bsfuerzos en kz/om®.
1/500 -\ 12(0 Pl
. N I 20 N
4 - - N L'
-] 0
gl = N 0 Y
-
oo 20 P ya) /0
- - N
Pes? | @ (b) «) @)

Te= Para cada uno de los elementos del problema 6, a) determine la

magnitud de los esfuerzos principales y la inclihacidn de los planos donde
se prescntan, t’)) determine la mawnitud de los esfuerzos cortantes mdximos
¥ la inclinacidn de los planos donde se presentan as{ como la magrltud de




T4

los esfuerzos normales asoclados a esos planos y c¢) indique los resulta-
dos de a) y b) en un elemento adecuadamente orientado.

8.- En un punto de un cuerpo sometido & un estado plano de esfuerszos
se tiene que /; = 600kg/crf, fy = =200 kg/cn’y %oy = +200 kg/cu?. 81 4p =
+ 400 kg/cm?, ‘encuentre la magnitud de &g y la inclinacién, del plano.donde
se presentan, @, indique los resultados en un elemento adecuadamengﬁtgaaz

9.,= En un punto de un cuerpoégpmetido a un estado plano de esfuerzo®

se tlene que = - 500kg/cm*, y = +100 kg/cmt y 8ay = +400 kg/om*. Si
g9 = - 200 ig/cm% encuentre la magnitud de Gp y la ineciinaciénm, 6,

del plano donde se presentan, e indique los resultados en un elemento ade

cuadamente orientado,

10.~ Dos partes de un clerto material se hen unido por medio de un
pegamento formando un cubo. La junta se romperf si el esfuerzo normal de
tensidn sobre-ella excede de 30_kg/cm™. goudl serfel valor méximo que ”
podré alcanzar si #y = 16 kg/cm? Y&y = 10 kg/cm* 7.

11l.- E1 estado total de esfuerzos en un punto es el resultado de dos
estados distintos de esfuerzo cortante puro, uno de 300 kg/cm” indicado en
la figura (a) y el otro de 400 kg/om'indicado en la figura (b). Determinar
los esfuerzos resultantes girando el elemento en (b) hasta que sus oaras
coincidan con lag del (a) y as{ poder superponer sumando directamente.
Determinar después los esfuerzos prinoipales y la inclinacién de los pla-
nos donde estos se presentan para el estado comblnado de esfuerzos e in-
dique los resultados en un elemento adeouadamente orientado.

CIRCULO DE MOHR PARA TRANSFORMACION DE ESFUERZOS

Las férmulas establecidas con anterioridad pueden ser utilizadas pa-
ra cualquier caso de estado de esfuerzo plano, pero existe una inter_ reta
cién grifica de estas f8rmulas, desarrollada en el afo de 1882 por el in<
geniero alemédn Otto Mohr, que evita el tener que recordarlas. En esta in-
terpretacifn se utiliza un efrculo, por lo que se le conoce como circunfe
rencia o efrculo de Mohr para transformacidn de esfyerzos. Reallzando el
dibujo a escala se pueden obtener los resultados graficamente, aunque en
general sbélo suele utilizarse como esquema, y los resultados se obtienen
anal{ticamente como se verd adelante. Al estudiar el circulo de Mohr
se persiguen dos objetivos; Primero, lograr una mejor visualizac%én del
problema general de transformacion de esfuerzos por interpretacién grifi-
ca y se do, obtener una mas rapida resoluclon de'los roblemas de trang
formacidén de esfuerzos con ayuda de una construceclodn grafica,

Un estudio culdadoso de las ecuaciones (%.16) y (1.19) revelard fyue
representan una oircunferencia en forma paramétrica. Tal representacion
ge puede ver con més claridad escribiéndolas en la forma que sigues

é; - lﬁiéﬁi. = _ZEE;Ei Cbs 20 + 2}1 ESan 20 6‘36)
Egy = - géé—;— SenB0 + 23., Cos 26 ¢.37)

Elevando al cuadrado las ecéuaciones (1.36) y (1.37) se obtiene:

[@; - B[ L BBV 20 +(G3-7)20y en 2020 433y Sen 20 (1268
2y = () ont26 - (- )8y Sen 206520+ ey Cob 26 (379)

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1.36a) y (1l.37a) se obtie-
2
Uztly 2 G-V, 72
(7 - 22|+ 3y =(%5)+ 2, (138)

Hay que recordar que en todo problema dado, @;, Z;,Zﬂ son Yas 3
son las varlables, Por tanto;

oconstantes conocidas, ¥y q; ,er

Oy
2,
= , .
X3
7 72 R
= 7 - ne;
3 i oy |
N
¢5° oy
1 Rri0 f et T
i; . .
Y
EY
Ok y 2 !
4. 300 kg /em1
————
(@) . (b
Pt

B ma 5 (BEPL G it o s
Con estas sustituciones la ecuacidén (1.38) se transforma en
(G -aY + &y = 1° (1380)
ESt%Xe-??ziiS?:e?zla expresidn familrialo-_ cie la2 g(;gmetr{a anal{tica
1'=[(-‘;——’) + zzv]

para una circunferencia de radio

ouyo centro dista (5E#ED/QZ del origen de coordenadas.’Por tanto, sl se

traze la circunferencia que corresponde a esta ecuacidn, las coordenadas

de un punto de tal circunferencia corresponden a é; y 8gy/ para ura orien-
tacidn particular de un plano inclinado. La ordendada de uh punto de la
clrcunferencia es el esfuerzo cortante quu v su absclsa el egsfuerzo nor- -
mel @z . La circunferencia as{ construfda se le conoce como cfrculo de

Mohr para esfuerzos, o simplemente cfrculo de esfuerzos.




Un cefrculo de Mohr basado en la informacidn de los esfuerzos que se
dan en la figura 1.13a se ha trazado en la figura 1.13b con & Y @ como
ejes coordenados. Su centro se localiza en a =(07+095)/2, y su radio es 1-
gual a r= [( F,z— )2 4 2;.,]'/2

El punto A del cfrculo corresponde a los esfuerzos sobre la cara derecha

del elemento dado, cuando @ = 0°. Para este punto, Vp = Fg ¥ &yy=283y o Co-
mo AJ/CJ = 23y /(0;7-¢%), de acuerdo con la ecuacién (1.20), el dngulo ACJ
es lgual a 2@, .

} &

rd ’
Emadx
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CONSTRUCCION DEL CIRCULO DE MOHR PARA ESPUERZOS

El cfrculo de Mahr fle esfuerzos se utiliza mucho en la prdctica pa-
ra la transformacidn de esfuerzos. Para que sea de verdadero valor, el
procedimiento debe ser répido y sencillo. Como ayuda para su anlicacién
8e recomienda el procedimiento que se describe a continuacidn, Todos los
pasos de la construccidn del cfrculo se deberdn justificar con base en
las relaciones desarrolladas anteriormente. Un clrculo de Mohr t{pico se
muestra en la figuras 1.14,

Ug+0y
— (b)

Figura 1.13.- Cfrculo de Mohr para esfuerzos.

Cuando @ = 90° el eje z' egté dir{gido hacia arriba y el ele y' hacia
la izquierda, De esta orientacion de los ejes, las coordenadas de los pun
tos B y A satisfacen la ecuacidn (1.38). El mismo razonamiento puede apll
carse a cualquier otro par de puntos como D o E, Ias coordenadas de tales
puntos dun los esfuerzos asociados a una orientacidn particular de los e-
Jes z' y y', los cuales definen un plano que pasa a través de un elementq
punto o partfcula. Todas las formas posibles para describir los esfuerzos
en un elemento para diferentes valores de @ estdn representadas por pune
tos en el circulo de Mohr de esfuerzos, Por consiguiente, pueden deducir-
ge las i iogd relativas-al—estado
Z0s8 en un puntos

+ a) El mayor esfuerzo normal es 4 ; el menor es I . Fo existen esfuer-
208 cortantes junto con uno u otro de estos esfuerzos principales.

+ b) El mayor esfuerzo cortante,zn.;, numéricamente igual al radio del
efrculo, es (4 - #)/2 . Un esfuerzo normel isual a (#+7)/2 actia en ca-

’

da uno de los planocs de esfuerzo cortante mdiximo,
P

+ ¢) 8i4=4 , el cfrculo de Mohr degenera en un punto y ningiin esfuer-
zo oortante se desarrolla en absoluto en el plano zy.

+ d4) S1 7;+0 =0, el centro del cfculo de Mohr coincide con el origen
de los ejes ¢y 2 ; existe as{ el estado de esfuerzo cortante puro.

+ e) La suma de los esfuerzos normales en dos planos mutuamente perpen-
diculares es invariante, esto es;

@f;:&;;@‘,:&‘-y‘fe_" _¢+6—=wu‘nnr‘¢,

L4
z

de*Esfueri“‘___“““#B)

b
g 1 ¢ @ 4
p?., — Qa N
i 8
|
Q
™ @ By
I 2 ;
I r . F ! J bu;
Y + (4] i E
(&) Inferpretacion del esfutreo cortante tvo, ]
- & '
|
5(&:‘-?::\ F (b)
- e a1k
L fiaL-l __4 =[(—‘§-’) ‘2:1]

Plgura 1.14.- Construccidn del cfreculo de Mohr para esfuerzos.

#1) Haga un croquis del elemento para el cual se conocen los esfuerzos
normales y cortantes e indfquese en este elemento el sentido adecuado de
los esfuerzos. En un probleme real las caras del elemento deben tener una
relacion precisa con los eJes del miembro que se analiza.

#2) Establezca un sistema de ejes coordenados rectangulares, cuyo eje
horizontal sea el de los esfuerzos normales y cuyo eJe vertical sea el de
los esfuerzos cortantes., Los sentidos positivos de los ejes se toman, como
es usuel, hacia arriba y haéia la derecha,

Loocalice el centrodelvfrculo, que 65t4 Bobre el eje horizontal
a una distancia de ({/;'+@2/2 del origen. Los esfuerzos de tensién son po=-
sitivos y los de compresidn negativos.

#4) Del croquis del elemento dibujado en el #1) obtenga los valores
de G y&zy y sitde el punto de control, A, en el cfrculo. ILas coordenadas
de este punto se miden desde el origen. El signo de % es positive si es
de tensidn y negativo si es de comnresidn; el de &2y es positivo si .actda
hacia arriba sobre la cara derecha del elemento, v negativo si actia ha-
oia abajo.

#5) Una el centro del efrculo hallado en el #3) con el punto determi-

nago en el #4) y determine esta distancia; la cual ser{ el radio del cfr-
culo,




#6) Trace el cfrgulo utilizando el radio encontrado en el #5), Si so-
lamente son de interés las magnitudes y los sionos de los esfuerzos, este
paso ,completa la solucidn del problema. Las coordenadas de los nuntos en
el circulo proporcionan la informacidn requerida.

#7) Para determinar la direccidn y el sentido de los esfuevrzos que ac
tdan en un plano inclinado, trace por el punto A una recta parslela al
plano ineclinado y localicesec el punto B en el cf{rculo. Las coordenadas de
el punto S situado verticalmente abdjo de B en el lado onuesto del cfrcu-
lo, provorcionan los esfuerzos que actdean en el nlano inclincdo. En la fi
gura 1.14b tales esfuerzos se indican como fa v-8a . Un valor nositivo de
’F'indica un esfuerzo de tensidn, y uno nerativo un esfuerzo de comnresi-
on..El sentido del esfuerzo cortante puede determinarse utilizando la in-
terpretacidn de la figura 1.l4c. La tendencia de los esfuerzos cortantes
en dos caras opuestas de un elemento a causar una rotacién en sentido con
trario al de las manecillas del reloj en el mismo, estd asociada a un es=
fuerzo cortante positivo. Con esta base, el resultado (+G:,'Zq) tiene el
silgnificado que se indica en la fizura 1.144d.

. #8) Procediendo en orden inverso, se puede hallar el nlano en que ac-
tdan los esfuerzos: corresnondientes a un punto 4el efrculo. Por tanto,

- trazando una recta desde A hacia E o F, esto es, de manera que el nunto

correspondlente a B coincida cofi una de tales intersecciones, se determi-
ne la inclinacidn del plano en que actdsn los esfuerzos principales res-
pectivos. En este caso esvecial la distancia BS degenera en un nunto. 351
esfuerzo prineipal dado por la Interseccidn particnlar (E o F) actda nor-
malmente a la recta que une este punto de interseccidn con el punto A. Co
mo antes, los esfuerzos positivos son de tensidn v los ne~tivos de com-_
oresion.

Comenzando con el punto mds alto o con el mfs bajo del cfreculo, se
pueden determinar los nlanos en que actien los esfuerzos cortantes méxi-
mos v los esfuerzos normales asociados a ellos. Por ejemnlo, sunoniendo
que el punto S se mueve hasta T, el plano en que actdan los esfuerzos en
T est{ dado vor la nueva posicisn de la recta BA con el punto B como pun-
to mds alto del cfrculo.

Para resolver problemas de transformacidén de esfuerzos mediante el
efrculo de Mohr, los procedimientos anteriores se pueden anlicar ~ré&fica-
mente. Sin embarco, s¢ recomienda que se utilicen cfleulos trisonométri-
cos de los valores crfticos Junto con la construccidn gréfica. Tuego los
resnltados se pueden transportar a un croquis simple sin trazsr a escala
las distancias o los dngulos, y los resultados serdn suficientemente exac
tos. De esta manera, el empleo del cfrculo de Mohr equivale a aplicar las
ecuaciones bdsicas de transformacidn de esfuerzos., — e —

En ia [figura 1.15 se mucclew el clrewlo Qe dohr obienido paru une ci
ertu partfculu, El punto & soore ¢i clrculc Jo dohe le coordeuad (G, %)
represenia 1los esfuersos que ce precentun swbdre 1o curd derecha de lu pur
ticulez. ALl unis el punto 4 con el puniv M, que represenlc o vl esluerw
principul ¢, con una lineu recte e votiene lu inclinucidn del plinw don
de £ uctda, iwl pluno esld definido por el Ingulo @) (AlM) y al unir tuum-
bi1én con uni: lineu recta el punia A con el punto b, gue represenbi el co-
fuerzo principal @z , se ubtiene ¢l plano donde ¢ ucidiu, esie plumo ecid
definido pur el dngulc O" wosirudo en la figuru y o3 lgusl 3 &490°
como pucde obrervarse. ¥ [inulwenbte ol unir con uni linee rscie el punia
A con el punio T se obbtiene el plano donde nctde el esluerzo cortunie wmd-
ximo, plano definidv por el dngulo e; que e dguul o 9" + 452 Couwo puede
verse.
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3.

Existe un teoremu de lu geoweitric clementul desdeYdeuuesire qués Todo
Angulo inscrito en unu circunferencia tiene por medida la mitad del arco
vomprendido enire sus ladus, dste tdorema es zplicudo para la consirucci-
dn del circulo de dokr y es -de gran ayudu: parc su interpre.ucidn, De acuw

! erdo con lo unierior ¢l dngulo il (28,) es el doble del Zngulo ANM (O] )

. los valores de esuos Zngulos pueden ser [dcilmente determinados conocidus
lus magniwdes de los seguenbos Ad, CJ y/o NJ. Por tunto, el dngulo G,' puede
veriar de "o 90® y de 0"a -90°. For ejemplo, en la figurc pucde obcervar
se gue el plano Jonde acida el esfuerzo principal ¢ forma un dngulo de
+9,’gr;:do:; con el plano dunie ucidan los esfuerzos gy &, . la aplicacidn
de esios conceptos serd mds clurc con los ejemplos que se presentan mds

cdelanie.

Digure 1,15,~ Deteowinucidn de los planos dondc se presentun los
cofucrzos principuier y el vofuerzo cortanie mdximo,
interpretocidn geomdicicu.

2 e PID S

- . 4 -

4 .
Z 2= 200 l‘_, /Cm"
el centro s localiza en b2
| asto @s en (¢ =700 b/cm’ 2
g | Y =100 b/‘"ﬂ'
rs 3 ¢ 3 © =angtom(3)= 36.87°
. C] 2@ [ fg= 4= 200 2 20=73.7Y°
I = 100 + (oo Cos 7337°= /28 %émz
I m:\ob y Z.-xoOScn 339°=-96 kﬂ/"”z
|
|

esfuerzos en o plano

inctinado,

wiilisendo 21 cfreulo de ajohr, S— |




Bjemplo 1l.- Resolver el ejemplo 2 utilizando el efrculo de Mohr,
Solucidn.- Sobre la cara superior actda un sfuerzo 0y =300 kg/cm? y-

entonces, el centro del efrculo se localiza en fy/2 =-150 kg/cmly el radio
también es igual a 150 kg/cm?. A continuacidn se muestra el efreulo.

4
Planc inchhado Lo- es{verzos en o p‘qvw incinado aoy:
b3 /50 4150 Co3 60° = /30 #7150 (0 8)

Vgr=-75 lyfem? 4

81y = ~/30 Cos 30" = ~/50 Sen 60°
es{uertos ¢n zr’, - -/50 V}/Q
il-c-r- derecha,

3]

fre——

i

*r- Crys-7299 b/em?

i/~ Los esfoarzos G Exy' estin wnos -
./ +rq‘a: sobre el phv{o de -’»o“ﬂ.
rioyen z”,

a Los esfuerzos pueden determi-
ne .

narse también midiendo directa-
mente con un escalfmetro sobre
el c{rculo,

) S

EJemplo 12.- Resolver el eJemplo 3 utilizando el cfrculo de Mohr,
A

[

De la figom

R= %m=—%)ﬂ =396/ Lfme-
enforces 7+ 2R= 69,282 by fem?
3 PeAl;= 50(69.282) =

—

r P=3v6%/ 4.

Bjemplo 14.- Resolver el ejemplo 5 utilizando el ofrculo de Mohr.
Solucién.- Se sabe que; /z' + Uy = cte, entonces -1000-5600=-1600 kg/cm?

es igual

Plano do
2,

ai;,f,‘: 0 y el centro

esfuerzes en 4
et phng_gﬂl-

1%y

n

4

iel efrculo se localiza en ¢~ =-800 kg/cmt

20 = ang Gos (200,/800) = 75,5299 °
entonces, O = 37 76/245°
v Zl"[’ = 800 Sen 75.52299° = 779, 5968
?z,r, = ;7/5968 é!/cmf
Gy =~ 600 L9 /em?
7.76° @ =3776/245°

- Zrag = 800 L3/fem?
5 3+ - Boo-BoO Cos 75.52299°
Vg = = 1000 ksfem? ok v

© ~f0k—go0 —

Bjemplo 15.- Resolver el ejemplo 6 utilizando el efreulo de Mohr.

I)

00 z4

Er el pun+o cogas coordenodas defi-
nen lob esfuereos enlacarm derecha
del glemento se Tz wna recta
con tangeute 72, yve dehme e pla-

no de inferds, ef certr del cirev-
T 1o sclocaliza en G (800-300/2 =
250, ol radi as igval o

. lErar.

esfs. en fa
cara det:

— y
o .@3;»_3»)2 yod] *
r=680.09352 by fom?® .

Lo cecdta (54) frazada por el P°"+°,

Bjemplo 13.- Resolver el ejemplo 4 utilizande el eftculo de Mohr.

F—— 870 ——

Tara localivar ol cantrn del cincolo se Heng :

'@ = angtan (-280/8v0) = -/8, y3¥95®

b > 280fan18.93v95°= 93.3332¢
enfonces G, = 8v0r4 = 933.333 kaﬁm’
¥ ol cantes se localiza en G2 /2 = v66. 66,
este valor @3 ig0al a\ radio.

- 3“7

- 260

A inferceda a la circonferenda en
d ponto By bs esdverzon gue acdvam

goo ——t en o douo AB 3¢ representan por

bs coordenadas Jdef puv\"‘o 8"

Ao inckpacicn o/ plono st Yefinide por 8 =ong Fon €2) =-67.380/3° por Fonth, hay
gue medit un gaagdlo Tgvel N 20=/3Y.76026° a portir de/ /m/o A en Lreccitn con-
Fraria Q. bs moneciffos def rekj, este

€/ vabr de! dpgelo DCBY S0 & AE = ang

o;/?‘ s as a/ ACE. Ipferesa ahorm copocer
am ($00/550) = 36.02937° gLAc ®'= /3% 76024°,

2 NCE= L DeH. Entbmes, 5/ <HCH =/80°= < AB's LDch’s <ocB, e

L0c8%= /0 - /3%, 260267~ 36,02737° = 9.2/237°

® 0 5262007352 Cos(9.2237) + 250 = — %2/, 30 é/ﬁ"" b4
o = +680.07352 Sen(9,21237%

= /08.875 ly/;mz_

*

PR




Ejemplo 15,-

3

(continda)

*¥46

f/;ﬁ‘oo eshh definido por
, O r60° enfonces se mide on
Ggls 202/20° en sentids de
los manecilas de/ redy a porfit
de o/ ponko A,

rafasty 100° oo yy2035.

aeldee/2 = /00
Fl gngule DB es

T} Dl 0 /5°
700

# lp 3 -9, ¥ 2135 Go375*

+ /00 =
L fo = ~%6.602kg/cm?
ﬁ; ®
3, 3 Bom-/9.y235Sem /S

2p =~ 36.602 bafem’

!/p‘m aﬂ u/e//'ﬂi& por
o--30°

& centro se /:m[u en
a«(s00-500)/2=0 ¥
r=s500

Inﬁntu,
G = 500 Gs 60°= 250 by fom?

Zo= 500 Sen€D° = ¥33.0/ by fom?

Bjemplo 16.- Resolver el' ejemplo 7 utilizando el e{rculo de Mohr,

Boa todos /s cases, ¢/
cen?’d e/ cirelo se /e s
w en G(frh)e =T

) 4/ radie es ool a
\"=(.(‘-L_zﬁ)1+ Zzlka’ Euy

y Gie@rr S b-a-r

/f,/ @ =250
r=680.07352
A - (= 930.02352 ég/m’
;= - %30.07352 ;;Am’
8mdy= 680.02352 by fem?
G/= 250 Lyferm?
3 8= ong then (v00/1230,0735) = /8.01348"
&% 8490° = /08.0/362°
8/ = §'+¥5°= 6 3. 0s362°
87 = &r30°c 153.0/348°

axso0 [ = /v, 92/36

@ o 24092135 & /im?
Uy m =V Y2135 by fom?®
Zsy = /¥4 42735 Apfem?

%

7’ = /00 Lefem*
8'x mseg fane (-100/29/.42131)= -22.5°
7 “s 8490° = 67.5°
* B rQ/+y5°s 22.5°
T Gy =0]¢90= 1/2.5°

<\

27 p/mm z‘A" J‘/’/)I‘C/ﬂ pDor
& =any Fon(-Yh)e-53./3°
2O = - /06.26°

¥y £Dco’= /5 26°

/A % En Ana:
/o

T Go= 600 Gos(16.26°)
Vo = 576 41/4m?
¥ So=600 San /6.26°

8o = /68 La/em?

"

Qw0 ; (=500

9 b = 500 lbaofimt
Uy v ~500 kg /em?
Zmby = 500 kyfemt

Fr=0 &/cmt
" o.

e’.: 90°
9; = qg‘
&= /35"
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Bjemplo 16.~ (continda)

w)

24
a=o =600

-

7 =600 L_g/;,,z
ﬁ;- - 600 %/Lm'
Emax s 600 é‘_y/;mz
Tl O k5 /feon?
9,’: aus 74‘,’ (~7) = -¥5°

e e am——— e

Bjemplo 18,.~ Resolver el ejemplo 9 utilizando el cfrculo de Mohr.

&= geor- y5¢
&, = O/+¥5°= 0°

e ——— 600
0"- 0,’»‘%‘ = 90°

bR

Bjemplo 17.~ Resolver el ejemplo 8 utilizando el efrculo de Mohr,

T 2% Znn T 0000590 550 by funt

%e
Q= ff;ﬁ__ /aaaz-e'm= 250

Sabre tcom a +30° actan
Jos esfuereos siseienies.

Cp= 280+ 750 (2560° =
= 280+ A50(Vz)

G = 625 L1/fm?

E/cantm se lbocaliza en
Bao';zao_ 300

y ¢/ mdro, an consecoancia
€/ ecioerto corone mdximo,

11 1‘;1/-/ a:

5;5.:_90_‘:‘1‘2-500

, )
me,,:.mo‘—;,

¢ 2
z,,,",-soo -I:_f;- =
300 _ S
f— = Te)
6"1900 .:, L8 2
I
|
1
;G 2ya
Oz
"‘.;';:va
i 300—a— g0 —A%G

Uy = 300 - 500 Cos (36.8699°)= 300~ YOO
ly = —r00 t_y/m",

PROBLEMAS

Problemas 12 a 22,.= Resolver los problemas 1 a 11 utilizando el cfr-

culo de Mohr,

ﬁe /4/0/!
5094{:19 = 300
-y Sc.nﬂ:-j_——-

7= aug San (%) = 36.9699°
©=/8.v3v95°
 Jg = 300+ 500 (o5 36.8699° =
= 300+ 8500(0.8) = 700
G = 700 & im?

f=/000 T

ge-s00 ; Zo=— 750 en 60
=-750V3/2
Zo = -6¥9.5/9 ffm?




PROBLEMAS DE ANALISIS DE:ESFUERZOS

Hasta ahora se han egtablecido las leyes de transformacién de esfuer
Z08, a contlnuacion se verd el andlisis de esfu-rzos en miembros desde un
punto de vista més compren31vo. A este respecto surgen dos tinos de pro-
blemas, uno es el andlisis de esfuerzos en miembros sometidos a cargaes
dadas, y ol otro es el disefio de elementos de acuerdo con los requisitos
de resistencila corresnondientes a condiciones de carga dadas,

.

Con base en las ecuuciones de transformacidn de esfuerzos o en la re-
presentacidn del estado de esfuerzo por un cfrculo de Mohr, es evidente
que el estado de esfuerzo en ugnunto se puede representar en un nimero ine
finito de modos que dependen de los planos de esfuerzos que se selecclo-
nen, Para la resolucidn cnantitativa de nroblemas se hallan primero los
esfuerzos en nlanos conocidos, empledndo las ecuaciones deducidas anterior
mente pora el cdlculo de esfuerzos bédsicos.

Al considerar los casos estéticamente determinados, en los que se 1i
mitard la atencidn por ahora, se hallen primero las reacciores, luego se
a1$la un segmento del cuerno haciendo vasar una seccidn perpendicular a

su eje en el punto que se va a investigar, y se determina el sistema de
‘uerzas necesarie nira mantener el equilibrio del segmento, Las macnitu-
des de los esfuerzos se determinan a continuacidn por las férmulas conven
cionales, Luego, sobre un elemento (o partfcula o nunto) aislado del mieg
bro, se indican los esfuerzos calculados. El sentido de estos esfuerzos
se indican en tal elemento mediante flechas que concuerdan en sentido con
el de las fuerzas internas en la seccidn. Dos ludos de dicho elemento son
n:ralelas y dos son perpendiculures al eje del mlembro que se investiga,
La relecidn definida de los lados de este elemento con el miembro real de
be ser comprerdida claramente nor el enalista. Una vez que se traza el cFo
quls de un elemento y los esfurrzos de la misma clase se suman algebraica
mente, se nueden huallar lbs esfuerzos en planos con cualquier orientacié-
a través del mismo punto. Para este objeto se utilizan formulas analfti-
cas o el cfrculo de Mohr para esfuerzos, que se han estudl rdo con anterio
ridad. Los esfurrzos nrlncjnales o el esfuerzo cortante mdximo suelen ser
a8 cantidades gque se buscan,

Dentro del alcance de las férmulas que se han desarrollado ~ntes se
vueden estudiar elementos o partfculas en estados »lonos de esfuerzo co

mo los mgigjgdos en las fivuras (IVa ), (+v6 ), (4%} , y esfuerzo cortan
_ te nurof arz ransigxmﬁefmq -do—esfuergos en
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ve perpendiculares, las travectorias para los dos esfuerzos nrincipales
forman una familia de curvas ortogonales. Dos ejemnlos de trayectorias

ce esfuerzos en vigas reciansulares con nostradas en la fisura /6 .
Tas trayectorlaa de esfuerzo principal corresnondientes a los esfuevzos
de tensidn se indican en la figura por medio d& lfineas dis continuas, vy
las de esfuerzos de compresidn mediante l{neas continuts. Ia distribucidn
y forma general de las trayectorias (no indicada) se altera notablemente
en los apoyos vy en el nunto de anlicacidn de 1- carga P,

e e rP ;‘f“”“‘f“‘“"'f R ’ - ..

+
g e e -

8) Trayectorias de esfuerzos principales en una viga rectansular
libremente apoyada con una carga concentrads en el centro del
claro.

S da B

Mo

cada uno de los casos men01orddos se tom“ran con valor cero las variables
que no irntervergan en cada caso (para Z¥a se tomardn tel como furrzas de=
ducidas para el./fb ly=0 » Para el /vc, ,-zly-o, y vera cortante puro ¢z =
is=0). BEs nosible investmnar le mognitud, direceidén y sentido de los es-
fu“TZOS nrincinales en gran nimero de Duptos. ILuego, pura estudiar el
comnorta~iento seneral de los esfurrzos, es n051ble unir o conectar pun=-
tos seleccionados n ra obtener una interpretacidn visual Ae los Aiversos
asnectos de los datos calenlados.

.

Se nuede trazar un conjunto de 11neas para un c-erno deformcdo en el
~ug se corocen la magnitud y direce: én de los esfuerzos prlncwnales en un
erén ndm-ro de nurtos. Una cvrva cuya tangente ca-'ia de direccidn signi
endo la de los esfuerzos nrinci-ales recibe el nombre de travectoria de
esfuer-c »rineinal, las travectorlas de esfuerzo nrirecinal no unen los PW
tos de igual esfunrzo, sino mds bien indican las direcciones de los esfucr
z20s nrincipales. Como estos esfuerzos en un punto cualquiera son mutuamen”

b) Trayectorias de esfuerzo principal en una viea rectancular en
voladizo con una cnresa concentroda anlicada en el extrero libre.

" Figura 1.,16.- Trayectorias de esfuerzos principales,
En la figura 1.17 se muestra esquematlcamente la variacion del esfu-
erzo prlnc1pa1 méximo, o sea, el de tensidn, en una secclow transversal
de una viga rectangular. También se indica la variacidn de los esfuerzcs
normales f (g3) Droducidos por la flexidn y de los esfuerzos cortantes
@a4) nroducidos por la fuerza cortante. Se aprecla en- la figura que,
eﬁyalgunas regiones el esfuerzo principal es mavor que el esfuerzo nor-
mal producido por la flexidn, aunque el maximo valor del esfuerzo nrinei-
{al coincide con el esfuerzo méximo por flexidn en el lecho inferior de
a viga,
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A Dimihugio’ln de estuerzos
tangenciales
Compresion / 5
longitudinal V4 vQ
f, =-"T‘L ) sy ﬁf“ f 2 , B ‘ 3\

N f=3"+ ( )"' oy ) . ‘ ‘ P e B
b - é .

Distribucién de esfuerzos \ :

normales longitudinales N _Ejo_nwtiog _ Z . N,
N _"

Direccién da- sstus ¥ EJEMPLOS

pv.u': pales v "..\-\\

Ejemplo 19,- Elementos infinitesimales 4, B, C, D y B se indican en
las figuras para dos miembros diferentes. Trace cada uno de estos elemen-

. tos nor senarado e indfquese en los elementos aislados el estado de esfu-
N Tonsion erzo que actia en cada uno. Por medio de flechas muestre claramente la di
= receidn v el sentido de cade esfuerzo y enuncis Im férmuls que se utiliza
longitudinal r{a en su célculo., e
A . 3
i B |
a 2 a a «
[— , -
f = estuerzo principal A P - L]
. de tensitn ":—l:o—-— — s — e — __.P —e |—- . ___: —_— 4.3
W . i
. R - T TOT
h =N
X
ne@v)msm:sucnou DE ESFUERZOS EN UNA SECCION » = @) x (b\
DE UNA VIGA. ; 4 ' '




Solucién,.~ Para los miembros (a) v (b) deben nrimero deterrinorse
las Teacciones en los anovos v los diarramas de elementos mecd+icos (PUD*
%a axial, fuerza cortante, momento flexionante v momento tOT“1Onﬂnt9) hid
luero aislarse sermentos de ellos aue conten~an los nuntos de interés, es
fab‘ecipndo el emilibrio de estos gsesmentos se ohtienen los elementos me
canincs que actian en la seccidn que contiene a el nunto (o ~untos) de 1n
terfis que permiten determinar el estado de esfuerzo en ese =vnto (o min-
tos). Los esfuerzos se caleculan con las expresiones convencionales de la
mecinica de materiales, esto es, los esfuerzos normzles debidos =~ caress
axial con ¢ = P/A, los esfuerzos normales debidos a momento flexionin*t»
con ¢ =(M/I)v, los esfuerzos cortantes dehldos a cortante diracto con

2= (VQ/Ib) v los esfuerrzos cortantes debldos a romente torsionante, »a-
ra el caso narticular de secciones oi*culare con @ = (P/J)r ., (Para .
secciones no circulares sujetas ~ +orsibn, honsul‘a* los a“nn+es de leck-

nica de Materinles T, Miembros H]etos a Torsidn, rara el cdlculo de esfuaw

%08 cortantes debidos n esta aceidn),

Para el miembro (&) se tiene nue' A = bh /19 ra3»a determ?-
nae~ el esfuerzo cortante en el nunto C, Q= (bh/")(H/A) = b7 /9, mava los

muntos A v C, v=0, v para el runto B, v = h/2, ademfs 1l —(Pq/9)" Yo=
(P,/2)d.
Para elamiembro (b) se tiene nvﬂe : T —1!?:“/“», J = /", Qn-.(w:"q‘/'))x

(Ax/3Ww ) = x7(2/?), Pab v V=Vp= Py :
‘o Entonces;

Y k—a ——a a — o —

e e e ]—tg 4——9 , p— Yl

R e | -'Jf-l;]h R ® " "%

e Ry;

L

) : | IR l;..

e — ] —— 4 —
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Tijemrlo 20.- Una viga de madera, cor seccidn rectansular de 10x4% om
sororta una careca de 4050 ke como se muPstra en la fisura, Bn la seccidn
a-a las fibras de la madera forman mm dnsulo de 20° con el eje lon~situdi-
nal de la visa, 2) Bn los pontos A v B encontrar la massnitud de los esfu-
erzos rormal y cortante a lo larro de la veta de la madnra, b) determinar
la maoni tud de los esfuerzos principales vy la inclinacidn de los nlanos
en que qctnan, en los mismos nuntos A y B, v ¢) determinar la masnitud de
el esfuerzo cortante mivime v la inclinacién del »lano en nie se nresgente
as? como 1a marmitud del esfuerzo normsl asocizdo a ese nlano, tambidn en
los nuntos A v B,

; 5o
Soluciér,- o
\ 4050 ks _ o
@ 5 @ a1 2000 bawim
e e S | b
/I5cm '
60 4065 & 240 = 70 1 2300 &y
2700 emla em ) /3500 g'w‘t‘}s
kg t T K9
| 2100 /() A [E1s
1 '] “1
7350 1) | -« //l/—' hov’ Sa — 5
] ¥ (é? —rz -
1 A
- Mo G=/6 ks femt  Ug= 98 kafim
| 762000 4~ cm)

2.~ 8kfmt

” 250
(Gkots de reacciones K = ywso 355 = 2700 Ly 4 £ =/350 4y .
¢ Conacides /o reacciones se Frason s o g ramas de ¢/cmon/4.{ mecd -
nices, y s€ de lerminan sus vabres en fy scccion de infer€s, Fa /a

se{cloa Oo-aQ Jse 7’,’:/)! 74@/’

Lo
Qe |k
‘R18 == Ve Qe
g: Y
_ 13 JEe

visha svperior

R
¢ C
Bce ] ‘ T Ras
&3 Tar

V= 2700 b y M=/62000 k-cm,
'r'.- Colols de a://utru.s en los ,ané.s Ay B o b seccitn o-a.
TRy - L 559555 mY, fe75em | f=225em
é= ——IL - b=/0 L OA = (rox15)(/5) = 2?50 cm3 , 05 =
Enthnces _ /62000 ég . 762000 /:3
7%y ] S Vs =55537s 225 =10 %

zagZZso 2
= 75937509 = 8 bafemt

2 esthds ofe e.r,/yt/‘lo en Lo /:an/s /7
/j"”‘ de arrid4 .

PE) ma.ﬂ‘rm{o €n A

S pn ok Atermina- 4 podids it pocders empleor 74"0/05 o e/ cSrev-
o de Mohr, agul se empleardn  Jps dos criFerios.

% Q) 2/ plono inclinado pocde  goedar definidp Ha Sea por E=-70° o
por =+ 10°, 090/ se cons/dernrd gue soeda definido por B=-70°
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LPBra 4 por)z/wé. A Empleonds A’fmu/vs .
6:%2_4.?6529,«'2‘54”20 donde  fas+/€ b fome 2A=-3L_¢mz
GaA . O=~70° 20=-, 40°
Co=- 7 Son 26 + 24 Gos 26 Gos 20 = ~He609Y | Sen20v-. 642700

® (p = 8~8(0.266094) +8(0.692:¥) = 7.0/39 K5/em?
Bo = +8(069249) +8(0.2600%%) = /1. 23 by fem? -

.

i fom Lo /aorfr/ZuA. A 7 ) Empteonds %rma/a

’ Yc P Z

/az ‘— _t}(r/z)z+74 91 :ianf"“(g)
Cman = J(gar2)?+ 23

P [=8+/33=
ZmA‘ /313

f:,‘/éé%m'
y Za- -8 b fem?
8= 3 omp Fuu (- F5. % ta/z

/9 3 é_,/,,,,z G =8-1.3/3 == 3343 b fom?t
/cmb -—225‘ "= 67.5°, €= 22.5°

‘.‘.)f;"p/eanqé el cireddo Ok Hohr
4

centm =az/6/2=8
radic = r=(g* ,‘I‘)V‘ = yrz8

=V/Z8 (03 85°+ & = 7.0/39
U = 7.0/39 Ayfom?

T o= Vo2l Sen §5°= /1.27
Fo= 1427 & fim 2

I
i

/\f ZO
%
/ﬂoﬂl % porZela B. &) Emplionds FoFmeles 4

e

L=-20°
g (o506 = 0.3%202/
S0 =-0.939692

Vo=0gbsr0 , &o == O e O Goso

lo = ¥F(0.39202) = 65 s fem?

& 4 /,,,,.,z .
. '1'[') Empleonds ¢/ c/rca/o e Afohr.
P4 as§ , = (7714
8 (I, 8min)

G=8+r = 79.3/3 k_,/r,ml
' G, =8-r=-3313 b /em?

8= 019 fhui (8/19.313) =-22.5°
8% 8+ 90° = 67.5°

B/ = @ r95° = 22.5°
9¢=91*70’ =//2.6°

Sfra /o ;ar/’:u/n 8. ) Emoliondo A}mu/ai
f V/é;/cm‘ . f—o é_;/m‘ J Zm.,,=f/1 Zf’éyﬁm‘

Zo < + ¥P(O. 3‘,202,)(0939‘92) - /5 Y27 ij/c»ﬂ' f’ 8/ 2= Zyg/éml ' 9/ aa 900 A 9’; v 5°
i) Empleondo ef clrevls cb Hohr cenwea= W2z 29 id) Empleondo of circolo de ks
- r=2 /.
[ a=2Y r=29
Gp= 29— 29 (o3 50° 5.6/5 G=98 kylm?® ; G =0
: fo V;: 5.6/5 ijmz g’-0° g% 90°
: 2o = 2¢ Som ¥2° = /5. V27 @': y5° 9,”: /35°
CLas
! AT Zo = /5 929 Ko fem?
, I
8 - R
——2Y—+— 2¢ —+ T




Sjemmlo ?1.- Determincy la ma~nifud v direcridn de los esfuerzos
~rincinales » del esfnerzo cortanie mdximo en el mnm*o A de la vira mos-
+wadg er Yo Jiemra,

tterzas en koo
Cotas en cm,

Solncidn.- La fuerza ver
+ical de 2000k=z orisina
en la seccidn donde se e
encuentra el munte A na
fuerna cor‘tan‘ce', en la
direccidn del eie v, Je
2000 k7 v un morento fle
zionante de 500 000 e
¢, alrededor del eje X
I.'as ferzos hovizontales
de 500 ks orisinan un mo
mento tlexionante alreﬁp

‘ E8 06811c"1gmv’ ioual a2
| \/ i 2000 manto el momento 1, como el momento M, nro-
| sl —e l“1 rocan en el ounto A és*’ue‘rzo normales de com
I nresidn en la direccidn fdel eje z v la fuerza
%is-m cortante orivina esfuerzos cortertes, enton-
My[zs ces, estos esTuerzos sonj;

debidos a M

" I : —— . I’_‘, _(500 ooo)( 12)(12)

’ @ = 27,1267 k"/cm ie comnresién
[ v Jdebidos & I

iy -
Say= -4-9331 :o I,
fo/emt fz = 10,8507 kz/cr? de cormresién
1 31 esfuerzo normal total es 0Oz = 27.1267 + 10.8507 = 37.9774 kz/cmt de
commresibn, y el esPfuerzo cortante es izual a

T (2 000)(242)(18)12) _ 1,953 ser/ont
X

———3s%os es*uerzos actian eomo se nﬂhea en el elemento mo..,tradm Al iecual

32.977¢ —4 A
k;/cm":a;

H'F

(50 OOO)(l”)('.L
- L0l -

&y =

11) Frmleando el- cfrculo de Mohr.
'
& xS cenl® » = - /8.9807
= /80P
q.—aa-r/' f;: Q=r
f,=40./ é/cm
} V= -38.07% é

Emiy =
Emiy = /90‘J9 é/{’"

Teas-/8.9883 b o’
% s Tam(19531/38.0%8) =
8= 2.936° ; §'= 92.936

’

33979 8= -v2.069°, 8= ¥7.936°

A

Ejemnlo 22,~ Bl esfuerzo cortante miximo en el punto A de la visa de
seccidn rectanmular oue se muestra es de 18 k?/cm . Determinar la marmi-
tud de la carea P. Desnreciar el veso de la viea,

. Solucidn,.- f/as/yg,-u .:or/ é /mu/-
4 IP

mo se calcula con fa exoresion

=l/(—2—'—)42,,

que en e! elemnlo anterior, éste serd resuelto emrleando férrmlas y el
| cf{reulo de ilohr.
%, - G 1]/(7) 42:1 o m/'a‘- a ]
G'= § 97 oot ( 22"), 8/ Lams fal- 02 /224y)
2 Gfs =1 9807 by fomt : G/ 425y = 19.0009 &5 fom?

Zicso, G=0-1 bofom  Gy=-38.0776 4 fem?
Zmdx = 19,0809 B fimt g5 /8, 98P L fem®

1) Emnleando Térmulas

’ L4 7’
6= 2.936° 8% 92.936° ' G--v2.06y° » B = 97936

A /2

i L ] cm. i
Sem ”9 = 3756/9[’—6"5 I cm

tor—ange— e 7= - 8oy cm?

{ - Q= (326)(%.9) = 81 cm®
—r r—@s-—s

20 . 3</55P3) = os2P [_7”,,
oy = B2

Ib ‘ _ P8

8= ey 0.0/5625 P byfm

w /8 =)(0r2)*s (0.0/5625)?/0 5 /8 = 0./z2/0/2FP

= p=a—‘#f,78= /90 2vy &

P=rv8.7vv by,
Z9s




PROTLEAS

23.- En las figuras para dos miembvros diferentes se indicaen los ele-
mentos infiniterimales 4, B, C, D, B, ¥, G, H e I, Trace cada uno de estos
elementos wor senarado e indfquesc en los elementos aislndos el estado de
esfuerzo que actla en cada uno. Por medio de flechas muestre claramente
la direccidn v el sentido de cada esfuerzo y eruncie la férrmila gue se u-
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26.- Una viga de hierro col-”o_se carsa como se indica en la figura,
en los puntos A, B y C determine; a) los esfuerzos norma v cortante en
un plano inclinado +35: b) los esfuerzos principales y la’inclinacién de
los planos donde se presentan v ¢) el esfuerzo cortante maximo, la inclia.
recidn de los vlanos donde se presenta y el esfuerzoc normal asociado a e-
s80s nlanos.,

27.- Una viga I que se emplea como cantiléver muy corto estd cargada

I Pl - :
tilizeria en su cdleulo. Desprecie el peso de los niermbros. f" como se muestra en la fisura. Encuentre las magnitudes y direcciones de
3 2 v . los esfuerzos princiualis en los puntos A, B y C. E1l punto B estd en la
P " d e | Junte del alma y el patf{n. Desvrecie el peso de la viga y el efecto de
] I las concentraciones de esfuerzos, Utilice la férmula exacta para determi-
Ri1 ¢ ! nar los esfuerzos cortantes,
| ! } 28.= Una vica en voladizo de seccidn transversal rectangular soporta
" Y. ! ¢ una carsa concentrada P en su extremo libre, Determine, a) la masnitud de
‘q ! | la_fuerza P gue orizina_en el punto A indicado los esfuerzos principales
} * G = 67,965 kg/cn? v 7= -0.4646 ks/cm?, b) la magnitud del esfuerzo cozx
__],_ ' 1 1 B tante mdximo en A y c¢) la inclinacidn de los ejes vrincintles., !
[=8 o
23 4 754 1
o kb A
e x YTon | 5
o |+ '
& W X I
ol ﬂ‘
F T .y | Tas a5 j
33 () ! 20 {
[
24.- A un montacargas especial se le avlica una carga de 1 000 kg 5 s ! 25
' susnendida de un cable, como se indica en la fisura, Determine el estado - t ? i 750  em ) |
de_esfuerzo en 1os puntos A y B nroduc:do nor tal carra. Muestre los re- 26 § “’"m
snltados en un elemento con caras horizontales y verticales. P T &n Ccm.
25.~- Un rétulo que pesa 300 kg estd sostenido Dor un tubo de acero, % s
La fuerza de viento horizontal mixima que se ejerce~d en el rétulo se es- Y%
tima en 50 k~. Determine el estodo de esfuerzo causadio nor este sistema P A28
de carsas en los nuntos A ¥ B del extremo emmotrzdo. Indigue los resulta- A r k25
dos en croqu’'s de elementos determinados en 37~ho: nuntos. Estos elemen- T
tos han de ser visto: desde el exterior dal +tho,
60— .
m
J‘ 7c 425 3,° P23
T N /5cm
5
cm | B ‘ n cotas en cm,
i | i i
428
v | % b 25—
cm t y -
f l / %300k,
el g0 p
a Yo 7000 50 ! ™ 350 1 v ' A .f
% cm ~
BLE T ! LR e
il t H -
seceion T 1 1x1. P24 | P25
aa  Jem kel "f;.. . J 7o :
— 26 —-‘M'- 7‘5&“‘—"“"’3 - — 90—t
\ «m '~y ,'
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PROBLEMA: YUua
?‘tgw se sosTiens &w+1{ sofrd ) rcgmcLD 3

S et

s

Cl&k ru2- [-N lﬁs

Lm cl.u Coch de Seccwnt nc“'&«—

- éo‘l‘:é I)le"’crmu...l
aa loCGy (an Coray
delo olomat Ay B coimds-
/0) rcs«~’f¥ld~9 0£f+¢4~c

1 W
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. DIMENSIONAMIENTO

DE VIGAS Y LOSAS

DE CONCEBETO REFOR ZADO

Feo. Romles TV
ADPPTADO poiR *
MARco A, Alvaeez Se
CARLOL [, MevDoza E,

1 OBSERVACIONES PRELIMINARES

Las cargas transversales que actdan sobre una viga dan origen a momentos fle -
xionantes y fuerzas cortantes, accianes internas que, a su vez, producen esfuerzos -
de tensién, El concreto simple se agrieta a partir de esfuerzos de tensién, relativa -
mente bajos por su escasa resistencia a este tipo de esfuerzos ( fig 1). Por lo tanto -

la capacidad para resistir cargas transversales de una viga hecha con este material es
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fuerio ,
oo flexivie

mente denominado concreto reforzado. El dimensionamiento de vigas de concreto re-
forzado consiste esencialmente en la determinacién de las dimensiones de la seccién

de concreto y de la cuantia y distribucién del acero de refuerzo requeridas para con-
tar con suficiente resistencia y un corhportamiento adecuado bajo condiciones de sef-
vicio. Esto implica el desarrollo de procedimientos para predecir la resistencia de sec

ciones sujetas a flexién o a fuerza cortante o a combinaciones de ambas acciones, -

insignificante. Puede suplirse la falta de resistencia a tensién colocando barras de re
fuerzo.de acero en las regiones de la viga donde las acciones externas produzcan ten
sién. El refuerzo no impide el ogrietamiento, pero si" lo restringe (fig 1). Esta combi

nacién de concreto simple y barras de acero constituye el material compuasto comgn~

calcular deflexiones y estimar la magnitud del agrietamiento. En las secciones siguien
tes se presentardn procedimientos elementoles para el dimensionamiento de vigas de -

concreto. En general, se han seguido las recomendaciones del Reglamento de las Cons
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trucciones del Departamento del Distrito Federal.‘
Otros reglamentos importantes son el del American Concrete Institu =
tedr4

y el del Comité Europeo de Concreto® |

s A ol
Un tratamiento mds amplio del comportamiento y dimensionamienf‘o de elemen
tos de concreto reforzado sujetos a flexién puede encontrarse en los capitulos
4y 16 de la ref 7. Los textos de Winterd y

Ferguson9 también contienen tratomientos amplios. ﬁ‘,

PR . . I

2 RESISTENCIA A FLEXION DE SECCIONES DE CONCRETO REFORZADO

2.1 Considerociones generales

Suponiendo conocidas los gréficas esfuerza~deformacién del concreto y del ace

to, y con ibili y f . S P L

s

puede determinar la capacidad del par interno que puede desarrollor uno seccién de-
concretc reforzado de caracteristicas conocidas; es decir, su capocidod paro resistir=
flexién. 2ara caracteristicas de los diagramas de esfuerza-deformacién del concreto~
y del acero, puede consultarse la ref 10 , El procedimiento general es laborioso, y es
usual hacer algunas hipétesis simplificadoras. A continuacién se presentan las hipste

sis utilizadas en las recomendaciones de las refs 1y 2.
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¢ la.  La distribucién de deformaciones unitarias en la seccidn transver- El significado de estas hipstesis puede opreciarse en la fig 2.,
sal de un elemento es plana.
La distribucién rectangular de los esfuerzos de compresién propuesta
| 2a. El concreto no resiste esfuerzas de tensidn : es tal que los resistencias que se obtienen utilizéndala corresponden con bastante pre
|
cisién a las obtenidas con distribuciones reales, asi’ como a resultados experimenta =
3a. La deformacién unitaria méxima admisible en el concreto en com—
- = ————1tes, cuando se utilizan las resistencias no reducidas del cancreto, fe . Para efectos
presién es 0,003,
de disefia, el reglomento del Departamento del Distrita Federal ~— ~**
4a. La distribucisn de esfuerzos en la zona de compresién puede consi indica que deben utilizarse es-
| . . .
| derarse como uniforme en o zona equivalente de campresién, cu- fuerzos reducidos del concreto, f¢ , en la forma indicada en la fig 2, que tienen en-
ya profundidad s~ cansideraré como 0.8 de la del eje neutro. Tal- cuenta la variabilidad de la calidad del concreta. El emplea de diagramas rectangula
esfuerzo en el concreto se tomaré igual o . res facilita notablemente los cdlculas requeridas.
fe = 0.85f¢ , si f1 € 280 kg/em?2 En la fig 3, se muestra la idealizacién del diagrama de esfuerzo-deforma-
cién del acero,
‘ y fg = (1.05-£1/1250) /% , si % > 250 kg/em? .
! - .
Sa. Se conocen las caracteristicas esfuerzo-deformacién del acero. El ’ -,
médulo de elasticidad, E,, se toma igual a 2 x 10 |<g/<:m2 pora = . . sl s g .
s ’ Para encontrar la resistencia de una seccidn simétrica cualquiero, de carac
} acero de refuerzo ordinario. El diagrama de esfuerzo-deformacién- . . . . . .
| teristicas conocidas, se determina primero la posicién del eje neutro plonteanda una -
|
| del acero de refuerzo ordinario puede ideolizarse por medio de una . el . .
ecuacién con base en el equilibrio interno o por un tanteo. Una vez localizada el eje
recta que pase por el origen, con pendiente igual a E . ) R o e e [
que pase po ’ * neutro se determinan las fuerzas internas y se calculan las momentos con respecto al -
horizonto! que pase por la ordenada correspondiente a! esfuerzo de-
que pase po po at estuerzo eje neutro. La sumo de los momentos es la resistencia a momento de la seccién. Puede
fluencia real o convencional del acero.
también locolizarse el centro de gravedad de los fuerzas de tensidn y calcular entan =
6a: La deformacién unitaria del acero es igual a la del concreto que se ces los momentos de las fuerzas de compresién con respecto a este centra a viceversa.

encuentra al mismo nivel, En los efemplios 1 a 3 se ilustra el célculo de la resistencia a flexiéh de diversos tipos
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de seccién. El caso porticular de las secciones rectangulares simplemente armadas se

trata en el inciso 2,3.

€
b
. > ﬁ‘
2.2 Secciones balanceadas, subreforzadas y sobrerreforzadas "

retpmr .

fibra externa comprimida es la 74’y admisible ( 0.003, segin DDF )} y la de-

formacién unitaria en el acero es la correspondiente al esfuerzo de fluencia. Seccio

nes con menos acero que el correspondiente a la seccién balanceada reciben el nom=

B
La determinacién del acero correspondiente a la condicién balanceada se efec

tGa imponiendo las condiciones de deformacién mencionadas y aplicando los princi =

pios de equilibrio y compatibilidad de deformaciones en la forma ilustrada en los ejem

plos 1 a 3. El caso particular de secciones rectangulares simplemente armadas se tro-

ta en el inciso 2,3,

Lo determinacién de la cantidad de acero correspondiente a la condicign balan
ceada es importante porque en los reglamentos y normas de disefio de estructuras de ~

concreto es usua! imponer una limitacién al acero méximo que puede utilizarse en -

tementos sujetos @ flexisn, prohibiendo que se exceda un determinado p porcen?o|e -

del acero balanceado, que varia del 50 al 100%. Esto se hace para asegurar que la -

falla del elemento sea ductil, es decir, que exhiba deformaciones importantes antes-
de! colapso, de manera que se cuente con un aviso de la inminencia del mismo. En-

efecta, en una viga subreforzada sujeta a carga creciente, el acero alcanza su es -

fuerzo de fluencia antes de que el concreto falle, registréndose fuertes agrietamien-
tos y deflexiones antes del colapso. En una viga sobrerreforzada, por el contrario, -
el colapso sobreviene en forma repentina, sin aviso previo. En la fig 4 se compara -
cudlitativamente el comportamiento de una viga subreforzada con el de una viga so=

brerreforzada,

'Fnj @ 7

2,3 Vigas rectangulares simplemente armadas
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Para el caso particular de vigas rectangulores simplemente armados pueden de-

ducirse férmulas que permiten calcular directamente su momento resistente,

En la fig 5 se muestra una viga rectangular con refuerzo de!l lado de tensién =
Unicamente. Se supone que la seccién es subreforzada, de manera que sl acero fluye,

como sucede en los casos précticos de disefio. Por lo tanto, f's = fy .

Por equilibrio de fuerzas, se pueds nbtener la profundidad del bloque de esfuer

zos a , de lo manera siguiente:

= \ " 1
bR Y W
Llamando p a la.relacién entre el drea de acero A; y el producto bd, donde -
b es el ancho de la seccién y d , el peralte efectivo, definido como la distancia des-

de la fibra més comprimida hasta el centro de gravedad del acero de tensién,

-5 st 1 pe—

8, —d

a
+ &2
/ z Qa 4t C = QB{:
A I + _Fe nevtr

> T = As “:3
Fo5. (D Foertas poe sotervienen en ef
coleulo de resislencia. e v/5A8

rec/an 90 lores simplemente ormadas,

/N
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a2

la ecuacién (1) puede escribirse como:

Mu: bdz{::'Q(l-O.5Q) (5)

{ ’ o= Pbb :'F Fs/a ecvacion proporciona fa resislencia ool a //ex/'a;a
: 9 . . ’, . ’,
B ‘a‘; . ¢ @ de /A seccion consx'a/eraa/a 14 oé&em Ser a//ecﬁ’aa/a. por wn
. donde: /;c,é, A redeccion (o Je /zf/.rfém:ia.) para ab/enzr Jas
A . . =
p = b_d! res::?éﬂc/as e aé.rena, £e rf‘me m/p/)czs Que
2 ANt
Tomando momento con respecto a la resultante de campresién:
(4 2) r4 7/;6/0" e re.s‘/'.f/enc/k, 72, Torma en coemih los q:,oe:fés S/~
M=T (d- 2
v 2 gorentes » @) La dispersiorn oo los resoltadss exoertmentals em
- . a
3 My= A fy (d-2) (3 Que se bosa o Jormola, 6) £/ grade Ao egur'dad  /roaly-
crade en cacla /4;-»7«/0»/ e) & R ot I-é/é, 2ee ocedle {
. Otra expresidén puede obtenerse tomando momentos can respecto al acero /,e.(@ﬂié/;e 7 J),Q_‘- con Sclercias ‘/e é /,/,4,/:/@_ .
. P 4
de tensién: EORLY Ara %éxmn %H=0.9 65 A q
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La relacién de acero o cuantia Py, correspondiente a la condicidn balanceada
de una viga rectangular también puede calculorse directamente mediante una expre -
sién obtenida a partir de consideraciones de equilibrio interno y de compatibilidod -

de deformaciones ( fig 7).

Si se considera que la deformacisn unitaria del concreto es 0,003 y que fa -

del acero es la que corresponde a la fluencio, del diagrama de deformaciones unita -

rias se puede establecer la siguiente proporcién:

b . __ 0.003 &
d ~ €y+0.003

Por consideracianes de equilibrio, igualando T can C, se obtiene que

4800

—— 6
Fy+6000 ©

fll
c
Py =<
fy

En el ejemplo 1 se ilustra la aplicacién de esta expresién,
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Q.

+ b 4 j0-003 + {:+
T

W Cb 0530.36‘ /-—Cbqukfc“
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€, = profendidad  ee nevtro,
b Conr:"/cio'n éo/oj:ceaa’a\,

Q= profvndidad de/ blogee egualente de

esjfverzos, condicién Bolonceada.
a-= ,aera/f‘e e,/ccﬂ‘uo .
b = oncho de /o Seccion

“ Z/C/A,/’%‘;’:’ vnitoria  del ocer o

7,}. @ C;na//c/o; Ja/oﬂreﬂ a’a.. en

Yra Secciorn ,ecFarn y 24 lor

(2.2 F

Pueden presentarse situaciones em quatas dimensiones exteriores de una
seccidn rectangular estdn fijadas por restricciones de tipo arquitecténico o constructi
vas . Si el momento actuante es superior al que puede resistir la seccién como simple-
mente armada, puede aumentarse la capacidad colocando acero de compresién en la

zona de compresién. En el ejemplo 2 se muestra el célculo de lo resistencia de una -




" seccién doblemente armada asi como la determinacién del acero correspondiente a la ‘ i b — ,.1

condicién balanceada. r . . . iJ l i t Tm“ comp amcho
‘. | efective e mmemer
de los B oufvry

Debe advertirse que hay secciones doblemente armadas por motivos ajenos al -

de resistencia. Si el acero de tensién de estas secciones es inferior al que correspon- ' \/h—ldts .
———derio a la condicién balanceada si la-seccién estuviera simplemente armada, el momen- t b'
) ' 1T+
to resistente puede estimarse con precisién razonable desprecianda el acero de compre~ o - _+H ’ L &

sién. ' ' : h: amche efective distames codroa

oo P cemtro endre
arveduwss
2.5Vigas T . L rah : i .
‘ s . _ ‘ Les el cdare deln
Uno de los sistemas de construccién més comunes en estructures de cancre- - w 3‘»

to consiste en losas soportadas sobre vigas. Las losas y las vigas se cuelan monolitica =
mente. En los célculos de resistencia se supone que la viga actia conjuntamente con - - .
—Fl @) Amclno efective de
una porcidn de losa para formar lo que suele llamarse una seccién T (Fig 8). El ancho - % Secc,mes l
eofectivo de losa que puede considerarse contribuye a la resistencia suele estar fijado - o

por especificacién. En la fig 8 se muestra una recomendacién tipica. 2.6 Vigas de seccién siméfrica de forma cualquiera

1 En la mayoria de los casos, la profundidad del bloque de esfuerzos a es me
i En el caso de formas complicadas puede descomponerse la zona de com ~

nor que el peralte del patin t . La zona comprimida es entonces rectangular y la resis

i i : presién en fajas paralelas de ancho pequefio y aplicar los procedimientos generales -
tencia puede calcularse como si se tratara de una seccién rectangular comén, con an

. . — . ; utilizadas en los casos anteriores.
cho igual al ancho efectivo b . Cuando a es mayor que t , la resistencia a momento

puede determinarse aplicando los principios generales expuestos en 2. 1. El acero corres
| pondiente a la condicién balanceada se puede determinar como sc indica en 2.2, En - #

el ejemplo 3 se presentan célculos tipicos de secciones T.




Ja

3.  REVISION DE ESFUERZOS BAJO CONDICIONES DE SERVICIO
-y

En relacién con ciertos aspectos del disefio, a veces es necesario investigar es-
fuerzos bajo condiciones de servicia. Para ella se recurre a hipStesis elésticos y al ar
tificio de la seccién transformada expuesto en la seccién 3.2 de laref 11, enrelo -
cién con la revisién de esfuerzos en elementos de concreto reforzado sujetos a compie

sién axial.
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concreto, puesto que la parte sujeta a tensién se ogrieta. Sin embargo hoy casos, en

que los esfuerzos de tensién son bajos, en los que esté indicado considerar la seccién

completa. Los pasos principales del cdlculo son los siguientes:

Al transformorse el acero en un Grea de concreto de efecto equivalente debe -
procurarse que las fajas sean de ancho unitario, de manera que su mamento de inercia
centroidal sea despreciable y que queden paralelas al eje neutro, coma se muestra en

la fig 9. Generalmente se considera Gnicomente la parte comprimida de la seccién de

RI-H

a).- Determinacién de ia profundidad del eje neutro, tomando momentos de -

las dreas con respecto a éste.

b}.- ‘Céiculo del momento de inercia con respecto al eje neutro.

N




c) .- Determinacién de esfuerzos mediante expresiones de la forma

i . - ST e ~amyn B -

f = —"I‘ " ( para esfuerzos en el concreto )
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TR

Y,  (para esfuerzos en el acero )

En las ecuaciones ( 7), Y Y ¥, sen las distancias desde el eje neutro a la
fibra considerada, n es la relacién entre los médulos de elasticidad del acero y del-

concreto ¢ | es el momento de inercia calculado en el paso (b ).

|
1
% En los ejemplos 4 a & se presentan cdlculos tipicos de determinacién de esfuer-

zos a nivel de cargas de servicio.

T 0K, . i I “IPI UL

4 RESISTENCIA A FUERZA CORTANTE . ‘ Vs
4.1 Vigas -

Supdngase una viga con refuerzo longitudinal suficiente para resistir la flexién,
pero sin refuerzo tronsversal ( fig 10). Bajo cargas relativamente bajas el comporta -
miento de la viga es aproximodamente eldstico y los esfuerzos cortantes pueden prede

cirse por las férmulos convencionoles de resistencios de materiales. Los esfuerzos cor-

-

Tantes que obran sobre una particula o lo altura del efe neutro, donde los esfuerzos ~

Tt b ' & '\va

normales son nulos pueden representarse como en la fig 10, La resistencia del concre
to a este tipo de esfuerzo es bastante alta. Sin embargo, la combinacisn de los es -

fuerzos cortantes horizontales y verticales produce tensiones en planos a 45° respecto

al eje neutro, que provocon agrietamientos bajo cargas relativamente bajas. Una co-
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sa semejante sucede cuando también intervienen esfuerzos normales debidos a flexién.

Como medida convencional de la magnitud de las tensiones diagonales inclina=
das suele tomarse lo que se |lama esfuerzo cortante nominal. Este esfuerzo se calcula

por medio de la expresién.
v, = o (8)

donde
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el

Ana

Vu = Fuerza cortante Gltima que actia sobre la seccién considerada

b

Ancho de la seccién ( ancho de la nervadura en el caso de vigas T)

d Peralte efectivo

[

Este valor se compara con el valor que puede tomgar la seccién de concreto sin

refuerzo transversal. Un criterio simplista consiste en despreciar todas las variables -
que intervienen en el problemo menas |a resistencia del concreto. El reglamento del -

Departamento del Distrito Federal, por ejemplo, supone que

VCR=O-5FR“ -‘: (9)
giendo FR - 0.8
La contribucidn total del concreto a la resistencia a fuerza cortante estd dada-

por | 1 expresién siguiente:

. \A:g=vcn. bd Sivam e
(10)

-y

Si vy vqel miembro debe reforzarse con refuerzo transversal. Ain en el caso

" de que se utilice refuerzo, v, no debe exceder un valor aproximado de 2.5 ngf:

El refuerzo transversal més comunmente usado es el estribo, sea vertical o incli-

nado ( fig 11).

También se puede aprovechar el refuerzo longitudinal prolongéndolo més alld -
de donde deja de ser necesario por flexién y dobldndolo de manera que atraviese la zo

na de tensiones diagonales importantes. Tanto los estribos inclinados como las barras -

- 6 T ° .
inclinadas pueden tener inclinaciones entre 30 y 80 respecto al eje neutro. Sin em-

bargo, la inclinacién mas frecuente es 45°,

La contribucién del refuerzo transversal a la resistencia a cortante V|, esté dada~

por la expresién siguiente:

V4 = A, fy d(seno(+ cos%). Fa . ()
s
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En esta expresidn A, es la seccién total del refuerzo transversal. Si se trata de
un estribo de dos ramas, por ejemplo, como el del detalle (d) de la fig 11, serd la su
ma del drea de las dos ramas. d es el peralte efectivo de fa seccidn,g( es la incli=

nacién del refuerzo transversal respecto al eje neutro y s es la separacién del refuer-

versal

Si esté a 45° , la férmula correspondiente serd

V= M.F“ (13)

De lo anterior se desprende que la resistencia total a cortante de una seccién -

de concreto estd dada por

Vo= Ve Vi 049

Las normas y reglamentos suelen imponer ciertas restricciones al refuerzo trans-

, las principales de las cuales pueden resumirse como sigue.

a) .~ Las separaciones del refuerzo transversal no deben exceder los siguientes ~

valores:
Estribos verticales: d/2

Separaciones méximas < Estribos a 453 d

Barras dobladas o 45% 3d/4

b).- El érea del refuerzo transversal no debe ser inferior a la dada por o expre-

sién siguiente:

Aymin= 35 b5/6,(F) . a9

zo0.

Si el refuerzo es vertical, la expresién se convierte en

A f, d
ve._ V¥ 1
v=—I— F . 42

cia del

En el caso de vigos T, se usaré, el ancho de la nervadura b'.

Estos |Tmites deben cumplirse par lo menos donde el anélisis indica que la resisten

| concreto solo es inferior a la fuerza cortante externa.

En el ejemplo 7 se muestra cémo calcular la resistencia a fuerza cortante de una




viga rectangular.

o

4.2 Llosas y zapatas

La resistencia a fuerza cortante de losas y zapatas en la vecindad de cargas o-
reacciones concentradas estd regida por Id més desfavorable de las condiciones si =

guientes:

a) .- La losa o zapata actda como una viga ancha, en tal forma que las grietas
potenciales se extenderian en un plano que abarca todo el ancho. En este

caso son aplicables los métodos expuestos en la seccidn anterior para vi =

- gas. . wr

b) .-Existe una accién en dos direcciones de manera que el agrietamiento dia-
gonal potencial se presentaria a lo largo de un cono o uno pirdmide trun-
cada en torno a la carga o reaccién concentrada. En este caso la seccién
critica se supone perpendicular al plano de la losa y localizada a una dis
fcr;ciu del drea de la carga concentrada o de la reaccién igual a la mitad
del peralte efectivo d, como se indica en la fig 12. La resistencia a cor

tante se calcula por medio de la ecuacién
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sal, cuya contribucién puede estimarse por los procedimientos descritos en la seccién

anterior para vigas.

En el ejemplo 8 se presenta un célculo de resistencia a cortante de una zapata

V. =
v

VerBo @ . - (16)
domde b, es el parimetro cfReo Wbirids %lhkar .

Para este caso el valor de Vegse toma igual uFRV{". Esta condicién suvele ser -
(4

la que rige.

La resistencia a cortante de losas puede incrementarse con refuerzo transver -

pora columna aislada.




5. CONCEPTO DE ANCLAJE

Para que los miembros de concreto funcionen correctamente es necesario que -
fodo el refuerzo sea capaz de desarrollar lo copacidad requerida en toda seccién. Pa-
ra ello el refuerzo debe estar adecuadamente anclado . El significado de este requisito

se aprecia claramente en el ejemplo mostrado en la fig 13. Si el refuerzo del voladizo

_ oiclar Cugrmde
ho.y W matasg gy
de csr-.ea.

r
1 (]
i -t
. Fortmmas dea
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de ‘desarrolio 96
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re fwer1p 5

expresién para caleular la longitud necesaria para desarrollar la capacidad de una

varillas
. Qs f
LJ‘:.. 0.06 __b_’)_ < 0.006 Js‘F (19
\'/sd f 9
en donde

ly=longitud de desarrollo , cm

ag= drea de lo seccién de la varilla, em?

no estuviera anclado en el empatramiento la viga no seria capaz de desarrol lar el mo -

mento resistente requerido.

ety
*La longitud de desarrollo o de anclaje necesario depende de la adherencia entre
ol concreto y el acero. La adherencia a su vez depende deYT:: .Enel Rgslq men-

to del Distito Tederal s prosene 4 siguiente

fyg esfuerzo de fluencia reducido del acero, |<g/<:m2
f;: resistencia o la compresién del concreto, |<g/<:m2

dp= diémetro de la varilla, ¢cm

Esta longitud es un valor bésico que debe modificarse segdn distintas situacio -




Peala wento

nes de acuerdo con las recomendacianes del{ citado. En ningdn caso debe ser

menor de 30 cm. Otras recomendaciones dan reglas semejantes. La langitud de de -
sarrollo puede ser recta, o en forma de gancho o escuadra, cuanda existen limitacio-

nes de espacio, como se indica en los detalles de la fig 13,
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En el ejemplo 9 se muestra c6mo se calcula la longitud de desarrollo de una va-

.g.)

6. CALCULO DE DEFLEXIONES

La estimacién de deflexiones de vigas de concreto reforzado presenta algunas-
dificuitades. Generalmente las deflexianes se calculan suponiendo un comportamien-
ta eldstico, hipétesis de validez relativa aun bajo cargas no muy altas y de corta du-
racién. Una primera dificultad estriba en el valor del médulo de elasticidad que debe

usarse. El Reglamento del Departamento del Distrito Federal, por ejemplo, propone -

rilla.
".5 .
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E=1000ff en Kg/cm?
Otras incertidumbres se-
presentan en el valor del momento de inercia que debe utilizarse. Afectan a éste la -

distribucién del acero a lo largo del miembro asi” como la distribucisn del agrietamien

fo.

[ S TE 23 . B




Una forma usual de tratar el problema de deflexiones consiste en calculor lo =

flecha bajo efectos de corta durocién, usando €| valor del médulo de elasticidad

recomendado por el Reglamento del Deportamento del
Distrito Federal.
E. = 10000 /f. (17)
RN,
La expresiSn general de la flecha seria
3
f = CL_ (18)
- Ec |

\

donde W _es la carga total, Lel cloro, | el momento de inercia y C un coeficiente -
que depende del tipo de carga y de las condiciones de apoyo. Para porcentajes bajos
de acero se toma el valor de! momento de inercia correspandiente a la seccién totol=
de concreto, no agrietada, y sin considerar el refuerzo, Para porcentajes altos se uti.
liza el momento de inercio de la seccién transformada dgriefcdu. En vigas continuas-
se toma un volor promedio de los momentos de inercia en las regiones de momentos po
sitivos y negativos.

Para estimar la deflexién odicionol debida a la permanencia de la carga se mul

=2 0.6
)

tiplica lo flecha calculada par corta duracién por el factor [2 -1.2 (A; /Asj don
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diehA; es el Grea de refuerzo en la zona de compresién yWA;'el érea de refuerzo en lo

zona de tensién.

Las deflexiones calculados se comparan can valores que se consideren admisi -
bles. El Reglomento del Departamento del Distrito Federal recomienda que no se exce

don fos sisuten‘\‘es lrmites =
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marse, en forma més sencilla, con la expresién, propuesta en la ref 22

LM
fs* 09 A d : (1)

donde ' : i

CX SR

7. ESTIMACION DEL ANCHO DE GRIETAS

Uno de los procedimientos mds sencillos para predecir el ancho de grietas es la
ecuacién propuesta por la CACA ( ver seccién 8.4.2 de laref 6 ).

f’ ‘ .
Wmux"Kr -Es_ : oo (20)

Esta férmula da el ancho mdximo de agrietamiento a la altura del acero de ten-
sién, en centimetros. K es una constante que vale 3.3, para el caso de varillas corry
gadas. 1 ‘es el recubrimiento lateral libre tal como se indica en la fig 14. El valor de

F’ , el esfuerzo en el acero producido por las cargas de servicio, puede calcularse =

aplicando el méfodo de la seccién transformada expuesto en la seccién 3. Dado lo apro

ximado de los cdlculos de agrietamiento, el esfuerzo en el acero puede también esti -

I\ Reelaw\en'.'o Je! P.D.F. 1976 Pr“;v\io*vo cv;‘l’cyjo

M es el momento producido por las carges de servicio,
As es el &rea del acero de tensién

d es el peralte efectivo.

Un criterio aun més sencillo, aunque bastante més tosco, consiste en suponer -
que f; = 0,60 fy .

FI

Los anchos de grietas calculados se comporan con los anchos permisibles que, -

e 180 e
segin las condiciones de exposicién, varian de 0.1 mm o 0.5 mm.
ARWA
En el capltulo 8 de la ref 6 se describen ofros procedimientos pora predecir =
agriefamiento. ’ v : : . e e

En el ejemplo 11 se muestra un célculo de agrietamiento tipico.

para eslimar o agrietamiento.

at b




w

-

“akf—%:

K= 3.3, pade rillas
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_‘_ . ’ re F 8 DIMENSIONAMIENTO DE SECCIONES SUJETAS A FLEXION
[ a2} 7.
El problema de dimensionamiento por flexién puede plantearse en distintas for=
AL 3
mas. Cuando no existe ninguna limitacién particular, el proyectista tiene libertad -
ok Seog ol ke odstane e . onl
completa para fijar las caracterfsticas de la seccién, en lo que se refiere tanto a los
o R N IO, T} - o owda AR
dimensiones del concreto como a la cantidad de acero. También puede seleccionar -
toed o 3 ot e i ' vty
libremente las caracterfsticas del concreto y del acero. Evidentemente existe en ca -
e, e
da caso un ndmero infinito de soluciones técnicamente correctas. La eleccién de una
solucién depende de consideraé}ér;es econémicas y constructivas, que pueden ser muy
=3
variables segin las circunstancios de cada caso.
RGIREL TR % S T S Cmeaiflin ¢
g - ol e o ral L 8.1 Vigas rectangulares simplemente armadas
ot e e - e is shaoh b T )
-ah o Y I T 3
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En ol ejemplo 12 se considera el caso de la determinacién del acero cuando es-
tén fijas las dimensiones de la seccién. El caso més general en el cual se canocen el~
momento flexionante y las resistencias de los materiales, y se pretende determinar las

dimensiones de la seccién y el Grea de acero necesaria, se trata en el ejemplo 13.

8.2 Secciones rectangulares doblemente armadas

En el ejemplo 14 se determinan las éreas de acero de tensién y de compresién -
de una seccién rectangular de dimensiones dadas, cuya capacided como simplemente=

armada es insuficiente para resistir el momento externo.

8.3 Secciones T

En la mayorfa de los casos las dimensiones de los vigas T estdn definidas por con
sideraciones ajenas a lo resistencia o flexién, El dimensionamiento se reduce entonces
a la determinacién del acero necesario en una seccién de caracteristicos geométricos=
dadas. En el ejemplo 15 se ilustra un caso en que la profundidad del bloque de esfuer-
zos es superior ol espesor del patin. Esta situacién se presenta poco en casos prdcticos-
ya que casi siempre la profundidad del bloque es inferior al espesor del patin, pudién-

dose entonces aplicar los pracedimientos propios de vigas rectangulares, considerando-~
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9 CORTE Y DOBLADO DE VARILLAS

Una de las ventajas del concreto es la pasibilidad de variar la resistencia a lo lar
go de un miembra de acuerdo con la forma en que varfa el momento a que estd sujeta.
Esto se logra interrumpiendo a doblando las varillas en forma conveniente como se indi

ca de manera cualitativa en la fig 15.Las secciones donde es pasible cortar o dablar =

que el ancho de la viga es igual ol ancho efectivo de vigas T ( fig 8).

ashy:

el refuerzo pueden determinarse a partir del diagrama de momentos par métodos semigrd
ficos teniendo en cuenta que el acero es précticamente proparcional al momento. Asi
basta colcular el acero en las secciones criticas y hacerlo variar en las demds seccio-
nes de acuerdo con el diagroma de momentos. Los cortes y dobleces se hacen siempre
un paca mds allé de los puntos teéricos donde el acero puede interrumpirse con el fin

de asegurar un anclaje adecuado y de prever variaciones respecta a las diagramas de=




G- 6I0F9|

79

”*/ | ag Aoy

S IV de mmv—.‘h:_s
Ve duerdo
‘UVIJ)"‘U\—J ‘ Mo c:f:sp
ional ¥ ecton oy
pumte ' | |";:I»\Di recm
tednco : ‘ de. oM yany -
de corte ( Lol +os resisTen -
f ’ r tey

1

momentos teéricos. Esta longitud adicional se especifica en los reglamentos en funcién
del peralte efectivo, la longitud de desorrollo definida en la seccién 5, y el didmetro
de las varillas de refuerzo. De una manera aproximada puede decirse que las longitu =
des adicionales que suelen recomendarse son del orden de un peralte efectivo. En el -

ejemplo 17 se ilustra cémo puede variarse el acero de acuerdo con los requisitos de mo

mento,

VE
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10 DIMENSIONAMIENTO DE LOSAS APOYADAS EN LADOS OPUESTOS
El andlisis de este tipo de losas bajo carga uniforme se hace como si se tratara
de vigas. Suele considerarse una faja de ancho unitario ( generalmente un metro ), -

perpendicular a los apoyos. En el ejemplo 16 se presenta el disefio de una losa de es

solo sentida y para vigas. Estos valores son aplicables dnicamente para situaciones en
que una deflexidn excesiva no perjudicaria a elementos arquitectdnicos adyacentes. -
En caso contrario, asi” como en el caso de elementos mds esbeltos que los indicodos en
la tabla, es necesario calcular deflexiones para compararlas con los que se estimen -
aceptables. Las longitudes L, en miembros no integrales con los apoyos, se toman ==
iguales al claro libre mds el peralte del elemento, pero no superiores a la distancia -
entre centros de: apoyos. En elementos continuos se foma la distancia centro a centro.
En voladizos se toma la longitud al pafio del apoyo. ) wn‘

TABLA 1 PERALTES MINIMOS ADMISIBLES EN LOSAS APOYADAS EN LADOS =

OPUESTOS Y VIGAS, SIN COMPROBACION DE DEFLEXIONES

ta clase.

10.1 Peralte minimo

Algunos reglamentos hacen recomendaciones sobre los peraltes minimos que -
pueden adoptarse sin que haya peligro de que las deflexiones sean excesivas. Estas-
recomendaciones facilitan la eleccién de peraltes tentativos pora célculos preliming

res. La tabla 1 es una tabla de peraltes minimos tipica, para losas que cargan en un

Simplemente Un extremo Ancho extremo
Miembros apoyada continuo continuo Voladizo
Losas L/20 /24 |9y} L0
Vigas /16 L/18.5 /21 Y,
i &

10.2 Recomendaciones sobre refuerzo

El refuerzo debe cumplir ciertos requisitos.




—principal, que pudiera-producir una-carga concentrada. Su cuantia &5 gt orden del=
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Lo cuantia mdxima, como se indicé anteriormente, no debe exceder del 50 al

100% de la correspondiente a la condicién halanceado.

Un criterio sencillo pora determinar la cuantia minima de acero para flexién es

td dado por la siguiente ecuacién:

nientemente la adherencia entre el refuerzo y el concreto.El Reglamento del D.D.F.
recomienda que e! recubrimiento de cada barra sea de por lo mencs un centimetro o=

el diémetro de la barra, rigiendo el valor mayor.

En la ayuda de disefio 45 a de la ref 2, asi” como en las refs 6 y 7 se hacen re-

Rty Yy

B lo, 7 —';i_"-- (22
7

Ademds debe proporcionarse acero suficiente pora prever los efectos de las cam
bios volumétricos. Una regla sencilla es la de fi jor un porcentaje minimo de 0, 2% en
eleffentos no expuestos a la intemperie Y, el doble, en el caso de que si’ lo estén. El
porcentoje se refiers al drea total de la seccién, no al producto bd como para el ace

ro de flexién.

Segin el Reglamento del D.D.F. la separacién del acero principal, en el senti

do de la flexién, no debe exceder de 30 cm ni 3.5 veces el peralte total .

Ademés del refuerzo principol &n el sentido de la flexién, las losas deben contar
con refuerzo transversal . Este refuerzo cumple dos funciones: contrarresta los efectos-

de los cambios volumétricos y resiste los momentos normales al sentido del momento -

comendaciones sobre la manera de disponer el refuerzo en losas apoyadas en lodos =~

opuestos.

RSTE SN

refuerzo pora cambios volumétricos mencionodo anteriormente. La separacién de este

refuerzo no debe exceder de $o tm o/ ot 3.5 h segin las recomendociones del
Reglamente Jdet ».D.F.

El refuerzo debe colocarse de manera que se cuente con suficiente recubrimiento para

proporcionar proteccién adecuada contra corrosién y permitir que se desarrolle conve-

' . T an ot E | VR B ek Y A% Lo
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sas en la seccién 10.1 son también aplicables o vigas.

11,2 Recomendaciones sobre refuerzo principal

C ey . R T R P G -,

11, DIMENSIONAMIENTO DE VIGAS
En lo seccién 8 se considers el dimensionamiento de secciones de concreto refor

zado sujetos o flexién. El dimensionamiento completo de vigos comprende aspectos -

adicionales que se comentan brevemente a continuacién. En el ejempla 17 se muestra

ol disefio completo de una viga rectangular. El disefio de vigas T es semejante.

Lo misma que para las losas tratadas en la seccién anterior, es usual recomendar
peraltes minimos a partir de las cuales se puede prescindir de célculos de deflexiones.

En la tabla 1 se.muestran valores tipicos. Las consideraciones generales hechas para lo

Las recomendaciones sobre cuantfas méximas y minimas admisibles son semejantes
o las expuestas para losas en la seccién 10.2. En secciones con poco espacio dispani =
ble el refuerzo puede colocarse en més de un lecho o agruparse en haces hasta de cua -
tro varillas. En caso de agrupar varillas en esta forma deben respetarse las recomenda

ciones que al respecto suelen dor las reglamentos.
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dos para tener en cuenta en forma semi-empitica el comportamiento real de losas ob -

" servado experimentalmente. Los valores dados preven variaciones de carga moderadas .

En la tabla 2 se presentan los coeficientes de momento del Reglamento del D.D.F.

SO A sy

12, DIMENSIONAMIENTO DE LOSAS PERIMETRALMENTE APOYADAS

El ondlisis eldstico de losas perimetralmente apoyadas no es fécil. Por atra par
te los resultados obtenidos de un andlisis de este tipo no son rigurosamente correctos-
ye que el comportamiento del concreto no es estrictamente eldstico. Las dificultades de

tener en cuenta los efectos del agrietamiento, de las deflexiones de las vigas sobre =

tasque se apoyan las losas y de las variaciones posibles de la carga viva contribuyen=-

a agrovar la complejidad del andlisis.,

Para simplificar el problema, los reglamentos suelen proporcionar coeficientes Es

tos coeficientes estdn basados en los resultados de andlisis elgsticos rigurosos, modifica-




TABLA &N 2
-OEFICIENTES DE MOMENTOS PARA TABLEROS RECTANGULARES, FRANJAS CENTRALES

Para las franjas extremas multipllquense los coeficientes por 0.60

3
Relacién de lodos corto o lorgo, m = 0/ o7

Tablero Momanlo Cloro 9.5 0.8 8.7 0.8 0.9 1.
O S U B AN L L L L N N R N I
Intert Nen. on bordes corto s98[1018 | 553| 545 | 489 498 | 432 | 438 | 381 ] 287 [ 323 {338 | 288 | 292
mﬁu interiores lorge 514| S44 | 409 431 | 391 412 | 377} 388 | 347 | 361 | 320 | 330 288 | 292
bordes paaltive corto 630] 668 | 312 | 322 268| 276 | 228| 236 | 192 | 199 | 158 [ 164 | 126 | 130
continuos torgo 175 181 | 139 | 144 [ 134 139 [ 130 135 | 128 133 | 327 [131 [126 | 130
De borde | Nag. en brdes corto 9981018 | s68| 594 | 506 | 533 451] 478 | 403 | 431 | 357 [368 [ 315 | 34
ado Interiores largo 816{ 544 409 401|391 | 012] 372 | ag2 | 350 369 | 326 (341 f297 | 301
corto Neg. en bordes dis.. | largo 326| o |258| o |248| 0 |236| 0 |222| o |20 | 0 190 0
dhcontinuo | 1o corto 630| 668 | 329 356 | 292 | 306 | 240 | 261 | 202 219 | 167 {181 | 133 | 144
largo V7o | 187 | 142 149 [ 137 | 143 [ 133 140 { 131 | 137 [ 129 {136 [ 129 | 138
Daborde | Neg. en bordes corte 1060 (1143 | 583 | 624 | 514 s4p | 453 | 481 | 397 420 | 346 | 364 | 297 | 314
Ontodo | Interiores lorgo 587| 687 | 45| s4s| 442 | 13| 11| a0 {979 | 426 | 347 384 {315 | 34
lorgo Neg. en bordes dis.. | corte 61| o |362| o |321] o |283] o |2%0| o |219| 0 |50 0
discontinue | v corte 751| 912 | 334 366 | 285 | 312 | 241 263 | 202 218 | 164 | 175 [ 129 [ 135
larga 185| 200 | 147 158 | 142 153 | 130 149 [ 135] 148 [ 134 | 145 [ 123 | 144
De esquing | Neg. en bordes corta 1060 (1143 | 596 | 653 | 530} 582 | 471 | 520 | 419 464 [ 371 |12 | 324 [ 364
o Todos~ | Interiores largo 00| 713} 475] s6a | 455 | 541 | 429 | 506 1 394 ] 457 | 360 | 410 [ 924 | 384
odyocentes | Neg.en bordes dis- | corto as1| 0 [3e2{ o |321] o |277] o [250| o [219| 0 |190 0
discontinuos | eontinues lorgo 326 0 |258| 0 |248| 0 |236] o l222] 0 |206| 0 |190| ©
- corto 751| 912 | 338 | 416 | 306 | 354 | 259 | 298 {216 247 | 178 | 199 {137 [ 153
pasitive lorge 191 212 [ 152 168 { 148 | 163 | 142 | 158 | 140] 156 | 138 | 154 {137 {153
Aislodo Neg. en bordes corte s570| o |550| o |s3f o 470 o |40] 0 [380]| 0 |30 0
Suatre Sicontinue lorgo 33| o |300] o |330] o |330]| o {330]| 0 [330]| 0 |0 0
todow din= | o corto 1100 (1670 | &30 {1380 | 800 [1330 | 720 [1190 | 640 [1070 | 570 | 950 | 500 | 830
contlnues | P torgo 200( 2% | 500 | 830 | 500 | 830 | 500 | 830 | 500 | 830 | 500 |830 | 500 | B30

Caso |, loso colada monoliticamente con sus opoyos

Caso Il. losa no colada monaliticamente con sus apoyos

Los coeficientes multiplicados por 10~4 wal dan momentos por unidad de
ancho

exceder el claro libre mds dos veces el espesor de la losa,

84

Para el caso I, oy y ay pueden tomarse como los cloros libres entre pafios
de vigas; pom;Lcoao—?ll se tomardn como los claros entre ejes, paro sin toxcottes y ' ; fert ; I

Estos coeficientes dan momentos por unidad de ancho en las franjas centrales, -
vand ttipli 107 wa?, siendo w | idad de anch
suando se mulnp ican por WOI , Slen Oi a carga por uniaal e ancho y 01,'
ot claro corto. Las franjas centrales tienen un ancho igual a la mited del claro perpen

dicular a ellas.

Para obtener los momentos en los franjas laterales se multiplican los coeficien -

tes de la tabla por 0.60.

Los coeficientes varian de acuerdo con las condiciones de apoyo en los bordes -
del tablero considerado y con la relacién, 01/02, es decir, la relacién entre las lon

gitudes de los claros corto y largo.

1.2 Perglte minimo

Como en el caso de losas con flexidn en un salo sentido los reglamentos suelen
fijar los peraltes miimos admisibles. El reglamento del D.D.F., par ejemplo, recomien
da como valor del peralte efecive el perimetra de la losa dividido entre 300. Al aplicar “
este criterio la longitud para lados discontinuos se debe incrementar en un 50%, si los

apoyos de la losa no son monoliticos con ella, y en un 25% cuando lo sean.
< g

12.3 Recomendaciones sobre refuerzo

de la fig 16. En bordes discontinuos se usa ay/5 pora el acero negativo y 02/7 para -
el positivo. Los valores recomendados deben aplicarse en ambos sentidos de la losa. Las
consideraciones sobre refuerzo minimo y méximo hechas para losas con flexién en un sen

tido, son también aplicables a losas perimetraimente apoyodas.
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Losas con relacién de lado corto a lodo largo menor que 0.5

12.4

Las losas con esa relacién pueden considerarse como losas flexionadas en el =

sentido corto Gnicamente. Debe preverse un refuerzo nominal sobre los bordes cortos—

donde puede presentarse algo de momento negativo.
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13. DIMENSIONAMIENTO DE ZAPATAS

13.1  Zopatas para muros

Las zapatas para muros se diseftan como valadizos considerando un ancho uni-
tario, generalmente de un metro. La seccién critica para cortante se considera que se
encuentra a una distancia de un peralte efectivo del pato de! apoyo. La seccién cri=

tica para momento, de acuerda con las recomendaciones del, p & se considera a la -

scccwln
crihco

mmpvamto

4
segc.wu
critica

rrrwento

M w(o &Q.
Mw-.ro‘l'uf 'S

Mu/'o d-ﬁ.
conereto

Secc,sves o Feos
Cpn 2 a.‘hxs
Mo S-—F

r-—ra_

_s1esfe es dc wranposteria
mitad de la distancia entre el centro y el pafo del murof y al pafio del muro, si este

es de concreto, como se indica en la fig 17. Para revisién de longitudes de desarro -
llo se toma la misma seccién. EID,P.grecomienda un peralte minimo de {0 cms. Debe
proporcionarse refuerzo transversal con un criterio andlogo al mencionado para losas

apoyadas en lados opuestos, indicado en la seccién 10.
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El ancho requerido para resistir la carga transmitida por el muro depende de
la copacidad del terreno. Debe distinguirse entre presidn total y presién neta. La -
presién neta es igual a la presién total menos la presién debida al peso propio de la
zapata { fig 18). La presién total debe ser igual o menor que la capacidad de carga

del terreno. Los momentos y fuerzas cortantes que actian sobre la zapata son funcién

13.2  Zapatas para columnas aisladas

La diferencia principal con respecto al dimensionamiento de zapotas pora mu-
ros reside en los requisitos de fuerza cortante que se resefiaron en la seccién 4.2, En
la fig 19 se muestranlas secciones criticas que deben considerarse para distintos efec

tos. Si la zapota es cuadrada, el refuerzo se distribuye uniformemente en todo el an=

de la presién neta exclusivamente,

r.g.*.r.o (LLLRLRL 2 oyt
e ST e

*T-* NN AN N +

_‘Fia, ’P(et-'.mfp meto os}r:,

cho en ambos sentidos. Si es rectangular el refuerzo debe distribuirse con los crite =

rios que al respecto proparcionen los reglamentas.

En el ejemplo 19 se dimensiona una zapata cuadrada pora una columna de con

crefo.
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14,  EJEMPLOS
Se presenta a continuacién una serie de ejemplos ilustrando la aplicacién de

los conceptos y principios expuestos en las secciones anteriores.

En general se han seguido las recomendaciones del D.D.F.

aunque no en forma estricta en algunos casos. Se ha procurado que los ejemplos sean
sencillos, haciendo hincapié en los aspectos fundamentales, e insistiendo poco en =
las cuestiones de detalle, que depelnden fundamentaimente de las recomendaciones -
especificas de los diversos cddigos. El enfoque es educativo y de ninguna forma de -

ben tomarse como modelo para disefio en gabinetes de cdlculo. Cada ejemplo viene

precedido de un pequefio comentario.




¥ Ejemplo 1.~ Resistencia a flexién de una seccién rectangular simplemente armada

i Se trata de encontrar la resistencia de una seccién de caracterfsticas conoci
das. Antes de calcular la resistencia se verifics si el acero dado queda comprendi -
do dentro de los Iimites establecidos en la seccién de "Especificaciones y constan -

— te" del ejemplo. El acero méximo admisible para la seccién dada se caleulé siguien

‘ do dos caminos diferentes. En la alternativa a) se partié de condiciones de equili -
brio y de compatibilidad de deformaciones. Este enfaque puede utilizarse para cual

. quier tipo de seccidn. En la alternativa b) el acero correspandiente a la condicion
balanceada se obtuvo a partir de la ec (), vdlida Gnicamente para secciones con -

la zona de compresién rectangular.

. La resistencia se calcul$ de tres maneras diferentes. En la alternativa o) se ~
‘ . aplicaron las condiciones de equilibrio, suponiendo el esfuerzo en el acero conoci -

| do. Esto es posible ya que se comprobé previamente que el acero fluye, En b) se -
aplicé la ec (5). En ¢) se utilizé la gréfica de la fig 6.
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Frempio (L) Y

. - / /
RESISTENCIA A TFLEXION DE UNA SECCION
RECTANGUOLAR SMPLEMENTE APMADA,

©

DATos
? +25 &+
< Gﬂ(’l/o : {c = 200 k_’/rsz e ¢ T L
‘ A“m M -[’ = Y200 éj/ﬁm" 60 ) 55
£y = 2x00% 4y founr? |

3Ys #7 =/ 6cm?

ESPEC/IF/ICHC/ONES Y  COMSTRNTES
Fs jeerzos redve;oos. )
{:: o .8 -(: = o0.8(200)= /60 éj/cvnz

it

-F:-.— 0. 85 7(: = 0.85 (/60) = /36 by fem? 5

= {I= 100 bfim? o 4= 136 by fem?

a
Heerp 72/7:mm0

Fo

> i

ni

| k3 ‘ o] W |,——- )
P, = o.7 Vi =07 _2_0_0__ = 0,0025
min Z’ sy o0
/ cero ma;gm o ' s
Lowa = /0= £ Moo _ 136 P00 _ , 4 p3,

‘e . B

s

4 =
'Al /9*‘“" 4000 sO0O0O

- P, 0.0025

fna’x ‘= O. O/632

—
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BESISTENCI ) ) FLEXWOSN D& oMb SEccron
RECTINEULRR S/ Pl € MENTE AR MPIP

PEVISION DE LUMITACIONES DE ACERO.

Qbr o.8 Cbio.8(33\ = 26, Yecrm = =

Acerv mi/rnimo
Pomin® £, b = 0.0025X26 X855 a 3.4Y ot
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Pecerv n2omimeo
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EIEMPLO (D 7%

RESISTENCIA A FLEXIEN DE wnNd SECClon
RECTANECLLAR SIMPLEMENTE  BOr1A04.
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Ejemplo 2.~ Resistencia a flexién de una seccién rectangular doblemente armada

El acero que la seccién dada puede admitir como seccién simplemente armada,

si se considera que el méximo permisible es Py ¢ ©

0.0/632 bd-'_-o.ue3z( 30) (52) =25g¢em?2

El acero ddado es superior a esta cantidad, por lo que se ha previsto acero de -

Se reviss si se cumplﬁ:n los requisitos de acero minimo, a titulo ilustrativo. En

una seccién doblemente armoda correctamente dimensionada es obvio que estos requisi

El acero méximo admisible como seccidn doblemente armada se determing a par
tir de consideraciones de equilibrio y de compatibilidad de deformaciones. Resultd ser
superior al dado. El momenta se calcul$ por tanteos, variando la profundidad del eje =

neutro hosta lograr satisfacer las condiciones de equilibrio . Generalmente son suficien

. s . - R
La precisién numerica mostrada es adecuada para casos prdcticos. Cuando exis

te acero en la zona de compresién de una seccién es conveniente proceder, en gene -

ral, por fanteos porque la deformacidn unitaria del acero de compresién, y, por lo tan
'o)el esfuerzo correspondiente, varian con la profundidad del eje neutro. En el ejem -
plo, sin embargo, se podria haber resuelto el problema directamente, porque dada la -
geometria de la seccién considerada el acero fluia en todos los casos, pudiéndose ~ =

haber tomado un volor de f; = fY .

i —

ﬁ
. L IEMPLO 7 .
RESISTEXNC/IA A FLEXION DE WA SECcr/on
RECTANGULAR  SIMPLEMENTE AR MADA,
‘ | Mg= 0.9(25)(55%(136)(0.246) (1 - 0.5 x0.248) = 7
| ‘ Mp = 20 10958 kg - ewn.
- et ——
| Mes 20. /89 Tom -m [
compresién.
O Ulfoarde fo gaficn de lo fsom &
©Reez . Mo o oan
Fobd ‘(c_ | )
i tos se cumplen siempre.
= Mgz 0.9(26(55)%(136) (0.213) = 2 008 6606 &-am.
‘ Me = 20. 086 7;/)-’7’7 ;
’ tes dos o tres tanteos.
e r
e
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RESISTENCIA A FLEXKION DE UNA SEccion
RECTANGULAR Do BLEHENTE ARHADA.
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PESISTENCIA A FLEXION DE wvA S&Eccrix
BECTANGULAR DO BLEMENTE AP MADA.
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FiemprPLo @ %5 1
RESISTENCIA A TFLEXION DE UNA SECCION
PECTANGULAR: DOBLENENTE ABMADA-
jler +A&32 IC=2°C4A.AI
+0.003 ¢
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PESISTENC/IA A FLexidN. De UNA SEcc/on
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RecTANSLLAR VoORLEHENTE ARMADA, .

Cleceso Ao/ Momenss res isrente

+ e Y :

=1 2.8 ¥

sl ===, Y ns '

b

_..—.-—’.—--—a—-. —+—£H.

325 1

- T ’ ‘ co- S ;

| %

Foerzan (Tow) braze (m) Mowmeuts (-, ‘

C, 95.2 0./35 72. 252 |

Ca 62,697 Wz 2.993

T /1588 lo.32f 5/ 61 *

3/ 909 JTom-m.
Mo = K (7/909) =
Mp= 0.9(31.90%) = 6%.318 Torr-m.

Mz: 6VA;/? [“Y)'m

Ejemplo 3.~ Resistencia a flexién de una seccién T

Este caso no pudo tratarse como una viga req;fangulur de anchd :'oguul al ancho
efectivo de la T, porque el érea del potih no es suficiente para desarrollar !q fuerza-
de compresidn requerida para equilibrar la fuerza de tensidn proporcionada por el ace
ro. El problema pudo resolverse directamente por no haber acero en la zona de com -

presién,

Se ilustra en el ejemplo la manera de determinar el recubrimiento de cdlculo,

que depende de la colocacién del acero de tensién.

Lo
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Estos tres ejemplos ilustran la determinacién de esfuerzos por medio de! artificio

de la seccién transformada.

E! médulo de elasticidad utilizado es el recomendado en el Reglamento del D.D.F,

para efectos de corta duracién, Para obtener el esfuerzo real en el acero es necesario mul
tiplicar los asfuerzos f', a la alturo del refuerzo, calculadas aplicando la férmula de la -
escuadria a la seccién transformada, por la relacién modular, n . Enlaseccidn doble -
mente armuda, se transformé el acero de compresién en cancreto equivalente, multipli -
céndo por n-1, para tener en cuentc el concreto desplazado por las varillas. En el mismo
ejemplo, se considerd el acero concertrade a un nivel situado en el centro de gravedad -

de todas las varillas. Més correcto es transformar el drea de cada lecho independientemen

te.

.
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Ejemplo 7.~ Resistencia a cortante de una viga rectangular

. . R
El refuerzo transversal der la viga considerada consiste en estribas cerrados de

dos ramas.

Los requisitos de refuerzo minimo se cumplen adecuadamente, ya que la sec -
-

cién del refuerzo transversal requerida para la separacidn méxima especificada de 30
€m es menor que la proporcionada por los estribos del No.3 utilizados. Se determing
la resistencia a partir de la seccién critica, que se encuentra a una distancia del pafio
del apoyo igual al peralte efectivo. Se supuso que en forma aproximoda, la contribu-
cién del acero cambia a la mitad de la distancia entre estribos de distinta separacién,
Para calcular las zonas de influencia de las diferentes separaciones se procedié de la

siguiente manera,

Considérese par ejemplo la zona donde los estribas se encuentran a 10 cm E|
primer estribo se encuentra a 5 cm del pafio del apoyo. Siguen 10 espocios de 10 cm, -
lo que da un metro, Suponiendo que la zona de influencia termina a la mitad de la dis
tancia entre el Gltimo estribo con separacién de 10 cm y el primero con seporacién de
15 cm faltaria agregar otros 7.5,¢m que en el ejemplo se redondearon a 7 em . Resul-
ta entonces 54 100+ 7 = 112 cm. De manera andloga pueden determinarse las zonas

de influencia de las demds separaciones.
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DESISTENCIA A CORTANTE DE UNA VI§A PEC TANGULAR.

DATOS
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4ot Frhibis Jol #3 & dos  rawaac ;
— ym »
(e frimes esTbo ze ercvente a 5cm

e/ paio e/ apoys),

Glnre)é S
&em N

El procedimiento a seguir cuando se utiliza refuerzo inclinado es andlogo. Las
separaciones del refuerzo transversal en este caso se suelen considerar a lo largo de -
una linea paralela al eje y situada a la mitad del peralte efectivo. Cuando en una sec
€ién se combinan dos tipos de refuerzo transversal, por ejemplo estribos verticales y -

barras inclinadas, pueden sumarse las contribuciones de ambos refuerzos.
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PESISTENCIA A CORTANTE DE UNA UIGA RECTANGULAR.
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Ejemplo 8.~ Resistencia_a_cortante de unt':”choru pora columna aislada

Se considers en el cdlculo un valor promedio del peralte efectivo definido -

por el plano de tangencia entre los dos lechos de varillas. ’ et

La resistencia como viga, en este caso, resulté ser menor que la resistencia =

) como losa.Sin embargo en muchas situaciones el valor critico es el correspondiente o

la condicién de losa.
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PESISTENCIA A CORTANTE DE UNA 2APATA
PARA COLOMNA AISLADA.
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i R Corto v/ 5n
+ 7 5
B RS P v o B .
+ R
- | |z S e -
:"fl + 4@ ’
+ e i,
/
+ +d +/50 + %f\“l‘ ;S Y@®25
4
Gnné/o -/‘ = 200 b/m’-
Acero : l..' = 2800 k /et
ESPECAFICACIONES Y CoNsTANTES

Es&uertos ceduc ides

"':=» 760 & /en

F.s{-:ems viowsiaaales @ee  yosiibe @ cenc reto
G certown

Covan ,sﬁm;,,‘ﬁa = O0.TFe \’?‘:_— =
Uie =

(Ver Fjouglo LY

FeViZ =

+*
<

5.06 bgjant
70,72 ky/oan .

Ejemplo 9.- Célculo de la longitud de desarrollo de una varilla -

La fuerza T Produce un esfuerzo en la varilla igual al de fluencia:
29_,?'90'-' 4000 |<g/<:m2

Por lo tanto el anclaje debe ser capaz de desarrollar este esfuerzo.

El valor calculado con la ecuacién 16 es superior a los valores minimos especificados.
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CALCLLO D€ LA LONGITUD DE DESARROLLO
De UNA NVNAR\VLLAS ‘ :

?

Ei'.emplo 10. - Deflexién de una viga rectangular

Sy S
Se considers la seccién agrietada transformada porque el porcentaje de acero de re~

fuerzo es relativamente alto.
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PEFLEXION DE UNA Vigca RECTANGULLATR
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DEFLEXION DE- UNA VIGA RECTANGVLATR.

CALcvlo FLEcHA AdicivNglL
A 1NRGO “PLAZO

—

* 106

Ejemplo 1!.- Estimacién ancho grieta

La carga dada es a nivel de servicio.

El esfuerzo del acero se estimé utilizando el método oproximado de la ecuocién (21),

oy

£ =F7
Al
3
F =1

[ ’ F=2- 1.2
A|s""" j

foe 2L, 2x 001065 0.2 e
. —

TlLEcHA TOTAL A LARGO PLAZTC

F:2F o+, 2 010§ +0.21

+ 2 0.3 e
_—

lo seccién transformada,

et

[

Mds preciso habria sido determinar el esfuerzo del acero por medio del artificio de-=

~ FLEcHA ADMISIBLE

_f =o.5+-o~—.—o.s+"—°°—=
oy 240 290
(w\a'.y = 05425 = 30cwn P 0.32 cm.

= Lo seccion e&s adecvada.
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TESTIMACION ANCHCO GRIETA
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Ejemplo 12.- Determinacién del acero de una seccién rectangular de caracteristicas~

108

£JEMPLO (12

ot A

- WA ST 500 W e

\/3

’
DETERMINACION DEL REFUERZ20 DE UNA SECCION

RectAanNGuLAR DE

DIMENSIONES DADAS.

-

Se utilizaron tres métodos - .
El primera consiste en la aplicacién de la ecuacién-(5), que es aplicable Gnicamente
.o secciones rectongulares, Este método implica la solucién de una ecuacién de segun

do grado y se aplica poco en la préctica.
N

*" El segundo método, es un método de tanteos, apoyado en principios fundamentales.Se
supone en este caso que el acero fluye, pero teniendo en cuenta la compatibilidad de
deformaciones es aplicable aiin cuando se desea calculor las resistencias de secciones
sobrereforzadas, lo que es poco comin en la prdctica. Este método es de aplicacién -
general. Conviene recordarlo porque puede aplicarse a cualquier tipo de seccién y po

ne de manifiesto el fendmeno fisico de flexién.

N7 A,
En el tercer método se recurre a la aplicacién de la representacién gréfica de la ecua
¢ién 5. El método es sencillo. Otros procedimientos se basan en el empleo de toblas -

de distinto tipo.

En los ejemplos se supuso que el acero fluye. Esto se comprobé al final del ejemplo, -

comporando el acero obtenido con el correspondiente al de la condicién balan -
ceada.
.
" '
.
v " —————. SE—

v S

DATOS
Vesistencio & waowtmto vequevi do
s Mu= 18 Tow-w, i
Gouwereto : -fc' = 250 ky fon* sil=

Acar = 9000 by fet w304

@0

owwm

ESPEZIFICAC\ONES

Y CONSTANTES

Es-(—uorzos reduci dos o
c = 0.8(250) = 200 \c‘g/cw\ ‘ “_i_
£!- T 0.85(200) = /70 kg fewn? e!

}

c ALculo  pEL  ApEA  0f pcero

(er Mé‘{'oébr Aplicands jn'rwxu\m

Me = Mus e ba?ie 9(1-0.59)

18103 = 0.9(35)(s5)* (1706) (3- 0.59%)

S\“-zq 4+ ©0.2592992 =0

i ||

As= qbé dE » 0./39393T(30)(55) 5575 = 978 el

44

= 3= 0 /393995

/730

\ Ag= 9.78 mﬂ

2 Mehde ~ Por Yonkeos
4

bao-d

PYY R SRR

O
-

c~ab(“
Wyl

- | et

—‘.T‘AAL" -

L o
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DETERMINACION
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E)EMPLOD @ 9/

DETEEMINACION DEL PEFUERZO DE UNA  SECC|ON
PECTAY'GULAR DE DIMENSIO NEFS DADAS,

REVISION LIMITACIONES DE ACERO

PECTANGULAR DE DIMENSIONES DADAS.
De C=T Q= As L|
b{' )
: . )f : i
DQ M\,\ = AS r\1 (é‘ “/l) F¢ '

e Az —m2
T Rd (d-)

1er "‘w&&o Q=2 \0cwm.

H)
Ag = 1Bxio = /0 cm?* _
0.9(4000) (55~ 8) i T

70 (+000) ‘
(v = .89 cmn £ y

Q= 30(r70) o B

2° e o= 3.8 cm.

1@ %08
As- 0.9
D (Yoe0)(55~ 3.9)

= 9,2F emt

= M:?‘?m

30(130)

'-—-708% -

: o,;E = 0. X252 4 0.00293

/’p”/ ”» 4\1 t Y000

Os pasrys ©.00233 bd 3 0.00223 (30)(553 Y5
-f T 998wt
L e £ = 3 yPO 130 PO _
e @ q .[;’ +6000 #0005 @00

-

Pag® 2= 0.020¢
- 4’"“ a 0.020¢(30)(5r) = 33;66%" 7";801“1 -

AR MADO

4 s »6 e //. 9P cwm?
P4 2,78 camld.

WX Ty

- | 4= 978 om17
3er HA' do- Addicands o jmﬁco\ de la ﬂ,jum

Me /00000
T bd2{} -9 (30X 51)*(139) hids

Ze ‘a jzn’/;a\ . 9=o0,739

As= 9bs 2= e . o,(ggycso)(s;;);_;% = 9.8 cm?

- @5:, 9.78 em® L




Ejemplo 13.= Determinacién de las dimensiones y del érea de acero de una seccién ~

rectangular.

" No se han impuesto restricciones ni en las dimensiones de la seccién ni en la
cuantia de acero, de manera que el proyectista estd en libertad para escoger las ca -
racteristicas mds convenientes de acuerdo con los requlsitos constructivos, técnicos y

econdmicos del caso.

Un camino usual consiste en fijar el porcentaje de acero y determinar las di-
mensiones correspondientes. Si se elige un porcentaje bajo se obtiene una seccién -
grande, pero con un consumo bajo de acero, lo que suele resultar econémico en las-
condiciones de costo de nuestro medio. Los porcentajes altos, por el contrario, impli
can una mayor cantidad de acero, pero permiten secciones mds pequefias, lo que pue
de ser importante cuando hay limitaciones de espacio o cuando el peso es una consi-
deracién significativa. Evidentemente e! porcentaje escogido debe estar comprendi~

do entre los valores méximo y miimo especificados.

Para un porcentaje dado pueden obtenerse diversas combinociones de ancho y
peralte. Las relaciones usuales entre ancho y peralte varian de 1/4 a 1/2, aunque no
s raro encontrar valores diferentes. Cominmente se escogen dimensiones que sean -

miltiplos de 5 cm. En el ejemplo se express el peralte efectivo en funcién del ancho

110
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£JEmpo (3 Ve

DETERMINACIDN DE LAS DIMENSIDNES Y DeL
PEFUER2ZD DE UNA SECCron RLRECTONGULRE.

DATos

Momavs‘\_'u .
Goncreho

Muz 25 Ton-m
f2= 300 kyslewt

y se calcularon los peraltes efectivos correspondientes a varios anchos. Con base en
estos resultados se escogié una seccién de 35 x 70 cm que tiene una relacién b/hz 1/2,
A esta seccién corresponde un valor del peralte efectivo diferente del calculado ori-
ginalmente para el ancho de 35 cm por lo que fue necesario hacer un ajuste en la can

tidad de acero,

e .

oo vt s

Acavo N :.la‘ Y000 b/aw\" ‘
ESPECIFICACIONES Y CONSTANTES
ssluerros  reducides
f&= 0.81 = 0.8(300) = 240 ky/feunt
{2 = 0.85{:= 0.95(240)= 209 Ly feam? ;
fecorvo _rminimo
/ Y300 J
Loy = o.? Y = 0.3 W = ©0,00303/ ’
fce ro ma'x}mo /fn\:(: /f
14
. de _yPoo 204 _ypoo _ v
4e A, /7*“,,90 o000 0000 -ﬁﬁiﬂ
T £1EccioN _DE LAS DIMENSIONES DE LA SECCION,
Supowaewde p= 0.005
( Ry, < ©-005 < &,&)
i
Mg: rg béz'(c Q(I'O.SQN
Usardo la srifien de la //um é:
. Q=o.oos-§—23;—>=o.a98 .
.ﬁ.‘ﬁ-—— = 00,0932 ; .
7 febdiil j
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Ejemplo 14, - Determinacién del refuerzo de una seccién rectangular doblemente ar-

y DEL ‘ mada de dimensiones dadas
iRk,

 Se comprobé inicialmente que el momento méximo que puede resistir la sec =

d= Mu R - 2500 0coo \

Feb{l(00930 ~ \/ 06.9(209)(0.0932) b

— /00 o
N\ RZ7RrTY; L

- oo e 30.18
¢ién como simplemente armada es de solamente. ton-m, si se supone que el acero
méximo que admite la seccidn es el correspondiente a la condicién balancea
B ) da. Por lo tanto es necesario reforzar la zono comprimida agregando acero de compre

sién, puesto que el momento a resistir es igual a 50 ton-m.

E——

b |d ,
25 | 76T . Censiderar.
3o | j30.0 b=35 J hes 70 cwa .
as| 65 o ; El valor de d se tomé igual a h-B cm = 52, previendo que el refuerzo de ten ~
v0 | 60,5 sién se colocard en dos lechos.
[}
Yivste A/ acero,
Lo

d= h- l"‘ecubriws'\m‘\‘o = J0 - = &f em,

.Saﬁoﬂfo
Mu  _ 2ex0°
e bd24L ~ 0.9(s5)(65) (209

wp cHsarmcle Lo ;m%’u e In //wm ®

3 = 0.097

> s ﬁ'—ff'z bd = 0.097 x
4

— 14

srars

22X (35)(65) = 426 o2

El drea del acero de compresisn se calculd o partir de la condicién de que el-
acero de tensidn no debe ser superior al correspondiente a la condicién ba -
lanceada. El recubrimiento del acero de compresién se tomé igual a solo 5 cm, consi-
derando que el refuerzo correspondiente podré colocarse en un solo lecho. Se determi

né el Grea de acero de compresién que requeriria una seccién que tuvie =

ra un drea de acero de tensién igual al drea requerida para resistir el momento dado
N de 19.82Tm-wm,

- T

. p_s- M 26 cm™ z

Paro calcular el drea debe investigarse si el acero fluye.En el eiemploE's re~

ABMADO .

*

3 Vs #2= 4/ 6/con? 20
> /A?‘ eamnl

+

+3r ¢+

sulta mayor que fy por lo que se considerd f, = fy . En caso contrario debe usarse el-

o

L W
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_esfuarzo correspondiente a la deformacién unitaria calculoda a fa altura del acero de

compresién,
Los diferencias entre las dreas del refuerzo propuesto y las calculadas son pe-

quefias y pueden considerarse aceptables.

u

Riede apreciare Fue o momento resisfemte alevlado

es superior al reguerido.

Lon eh

l/3

!

£TEmpLo (9
DETERMINACION DEL REFOERZO DE UNA SECCION PECTAN-

GULAR DOBLEMENTE ARMADA DE DIMENSIONES DADAS.,

DATOS

+25 4

Moments : Mu= 50 fou-w
£ = 200 kyfant

e e

Canc rQ“’o .
o Acevo ! ,C1 = 4000 kyfenr .,
+ )
CONSTHNTES X ESPECIFICACIONES.
(Vo r Eprwiplo 1)

ﬁuerzos reducidos
!
! 4;: /736 l!_q/am" )
: }

-‘:g /760 tﬁ/&wz ,
,,;,/’,'-' 0.,0025

Ace o walimiww

e/ carresp'angf'm"e a & andia'l;ﬂ éa Ancmda.-
/36 _YFoO 0.0/632

- %" 72
6" , 5(,44,94» = sYooo 0000
OMENTD 4 VE
SECC/ION __5) Proe » A
B - 000 .
L‘ = ©.0/632 -}/3—‘- = o0, ¥ i

) 3". 0.0/632 *“
[

- Mmgzé maxipre__goe re:/.r/e /q Seccion _qoemo
:/‘m//emmt or madé. (M“‘D
d= h=-8cwr = 52 em. 4 A'=5¢\~\.

Supownaendo
M= Fo bd? {2 3(1-0.1 %) = 0.9 (255D (136)(0.4B (1- 0. 24) =

3 orp vY2? ‘k,-ow\.
30, /@Y 7o -m, ¢ 50 7;;-,—»1.

= H¢= H\A|
Mu,




£ JEMPLO (19 o3

DETERMIMACIDN DEL REFUERZO DE UNA seccidy RECTAN-
60LAR DOBLEMENTE ARMADA DE DIMENS/ONES DADAS.

C. se reguiere . acery de compresion.

CALcoLy DEL ACEERO
Acero Jde tewsion . ey
A
As= 0.0/632xbd 4 Ay = 0.0/632(2)(5 "= "2/ 22wl 4 A

Acovro da cowrpresidn ;
M“= M“\ 4+ M\.\z = M“z= MM- ﬂ“‘ = SO~ 30. ‘8 %

Muz £19.82 Town-vn, = A’S‘[q (d-d'}ﬂ
: Mua

[« ’ ‘
-» A.S /7 982 OO

s = <0 . |
e ‘»,(é-é') 0.9(4000)(52-5) #?2cm s

- As .(2/4 22 +//.-?2)¢/mz = 32-9y mz = AS
E

AL: /92 cvr? (

ARMADD PrRopPuESTO

+ 2C 4+
T SIEve] 2Vs@a+lvs #5 m /273 e > /.72 R

113°

s1eMrlo (@) 3/3

7
DETERMINACION DEL REFUEBcO DE UMA SECCIoN RECTAN-
GULAR DOBLEMENTE ARMADA De DIMENSIONES DADAS.

=5 PREVISION Dpel MOMENTD RES/STENIE

_Me: o [ea A6 (- D+ Al (3-01]

) ‘
© o= (As-AD . (39.97 - /2.13) vooo = 26,28 .

= Mpe 0.9[ 22.39 (Wooo)(20. ) + 12.13(9000)(¥3) ] =
= 0.9( 3 Y72 529.6 + 2280v40) = 5 /33 672.4

ks - .

Me= 5h 226 Ton-rm D 50 7on-m
p o e

1

Bs 48 +3Vs %Y 3 3hUT emd D 32.9¢Y ot

em——
REVISIEN DEL ACERD DE COMPRES|ON

Cus 0.003
8 ©.00340002

52 = 3.2 e,

€= ;‘.‘: (e.00%) 2 0,002 T »>0.002

- e/ acer & compresicr fliye




st patin, por lo que es necesario considerar la contribucién del alma., - -

o S o -

Ejemplo 15.- Determinacién del refuerzo de una seccién T de dimensiones dadas

.
Por medio de un tanteo sencillo se compiobo que el patin por si solo no es ca
A i

paz de equilibrar la fuerza de tensién que puede desarrotiar el acero. Esto significa

que el |imite inferior del bloque de esfuerzos quede Jebajo de la parte inferior del -

El drea inicial de acero se calculs suponiendo un valor aproximado del brazo
del par interno. El valor inicial se ajusté calculando el brazo del per ifterno, partien
do de la posicién de la resultante de compresién obtenida en el primer tanteo. Se apre

cia que la nueva drea de acero difiere poco de la calculada inicialmente.
sl
V

El acero minimo admisible se determinS aplicando el valor de la cuantia mihi-

ma, P 0.0(25, a la seccién de la nervadura, como suelen recomendar los cédi

gos.

FO—
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EJEMPLO (B 43

DETERMINACION DEL
DE DODIMENS|IONES DADAS.

REFUERZO DE UNA SEccion T

4 -.“ L
o 8 !
1 v
. ] | )

- ) 55

7+ Mowwds

Mu - 50 Td-n--m

; : ‘ | Co\ncrd‘o : -f:-‘- 200 k_ﬂ/a«}

+
+3b+ + 30+ Acer tf.1=$’000 kg Jenmt
- /700 : .
v - 1=9m
CONSTANTES Y ESPECIFICACIONES.

£s{uorzos (Var Tpwde D).

-fc”: 736 ky/am?

reducidos

-():: /760 kﬂ /M" !

4

’ .
ACQ\'D mIrnimo

pm',n = 0.002

/7
Heerv _max;meo
e/ corres pondier’s a (a condlicier balonceado. .

.

CALcULo DEL  AKeeA DE ACERO

AMCHO gFECTIVO b= 20 crm (Ver _E,Mplo 3)

_PERALTE SFECTIVO.  d= h-8ows 5§-8= Y2 cw.
mSuPMlM‘o G O=t= 8cun.
v = (é- %\- Y3~ Y Y3 ewn.

Mau = 3P00 000
F,.[,‘(g-m/,) 0.9 (y000) ¥3

» T= Asﬁ]= 32.3(4000)= /29 200k
C= ab-‘\‘é= 8(\00)036): /08 800 k?

= 32,3 camnt

5 A =

7

T,c¢C




£JEvMP0 (15 -~ 23

DETERMINACION DEL REFOER20 DE ONA SEccioN T

DE TDIMEMSIONES DPADAS ,
S. /o Secciow debe dimemsionarse comio T
— 00 X
SR
X Colwan _
— T

;0-304
COlMA = C - CPG'L'V\
Calous = 129 200 - 108 800 = 20 %00 k
Cajuun = 42 xbxi = 209500

. 20 00
D L = W =
b 1!

20 Y00 =
30 (136)

cwA

Punts oo aplicaciir e /o Soerea o cormoresior

G- ,og:(v)+zo.voo(/a.5) = 5026 .
108.8 +20. ¢ o

brato O\Jus‘{’ouio: Pa ¥7- 5.026 = YAI?Y e,

AJysfe LA aren do ocero.

= 5000900 __ - 33,69 cemt= A
0.9(«/000)(94.93Y)

A e

AEMADO ProPuESTO

Sx8+43#6 = 33,96 cvi® 2 33,09 cnnt
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EJEMPLO @ /3

DETERMINACION DEL REFULERZO DE UNA
DE TDIMENSI\ONES DADAS,

seccid~y T

PEVISION LIMITACIONES  DE ACE RO

p(erp m//’)/'mé

Lonin & o.0025

p:m/—;: 0.0021 b = o.002% (30)(¢?\ = 3,534 33.96[

Cam® »
Lcerv  mdx/me

s 700 4 : +°'°°3+ + -(24-
Py r
+ +B /4 774 . : : \/ \—Cpin
. E » —
vz _\ o e Al Cal s
£aF /
+- — —_— “""T

f‘l = 0.001

0.003
S22 () = 28.2em

Cb=
Q, s 0.80 C, = 0.8(28.2) = 22. 56 cmn.

Fuoerza & comprl.l;a,w arrupcmd'.m*o o lo candicion
ba lavcea do. .

Cola = (P68 b4) s (22,56 - DEI3O= 59 0% 8 by
_C,,‘J;n= jo8 800 ka'

C,= 59 ¥04. 8 +108 800 = 168 209.8 ky.

T.=C= Auy

- A, = 2682098 o 9705 cond 7339 cuts
Sk ¥006
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Ejemplo 16,- Dimensionamiento de una losa apoyada en lados opuestos

.

pliamente la fuerza cortante, como suele suceder en losas. Para el cdlculode la -

‘ e ! fuerza cartante se recalcul$ el claro teniendo en cuenta el peralte, definitivamente :
Sk e . . ’ : A
‘ El problema consiste en disefiar una losa |ibremente apoyada sobre muros. odoptada, refinamiento del que puede prescindirse en la mayorfa de los casos précti-
‘ <y N ¥
— i - ‘
! s . ! cos. . 3
La corga de servicio de 900 kg/m2 dada se multiplicé por un factor de carga ! <
IIIOINUSNE M igual a 1.4 para obtener los valores del momento y de la fuerza cortonte que debe re - . larelacién entre el claro y el peralte es 495/15=33, Este valor es superior al
| v sistir la losa. N especificado en la tabla 1 para losas libremente apoyades para poder prescindir de cél
culo de deflexiones. Serfa por lo tanto conveniente hacer un anélisis de flechas and -
| El claro de célculo se tomé come la suma del claro libre més la mitad del pe- . .
U . logo al reclizado en el ejemplo 10. El estudio de agrietamiento se horia como en el-
a- ralte de cada lado. Puesto que ol estimar el momento inicialmente, el peralte no se - ) s
Ariad ™ . ejempla 11, . . ~
conoce, éste debe estimorse. . SR AR t“ " 6 L e -
: El anélisis y dimensionamiento de losas de este tipo suele referirse a un ancho :
L.
i unitario. En el ejemplo, se considers un metro, de manera que &l momento calculado o b |
. LY 1
! es el que actia sobre una faja de un metro de ancho. .
, ‘ ~ ™ [\ R .
\ ' A
s Los porcentajes de refuerzo.en losas suelen ser relativamente bajos. Se supuso ) ‘n g
crers BRGT *:
aquiun valor de p=.0.008. El peralte efectivo correspondiente fue 12.1 c¢cm, lo que =
. '
implicé un peralte total de 14.6, si se supone un recubrimiento de 2.5 cm . Por consi - 4
P pera a ’ upone ui ubri consi e (LR N = . e ) X
3 ¥ &r
.‘r’ R > deraciones constructivas, este valor se redondes a 15 cm, lo que obligé a hacer un = , N \
ajuste en el acero. ) % o
{
En el croquis de armado se muestra el refuerzo principal junto can el refuerzo . i
| hoaaemett SR oy e - ' — ",
transversal, que en estas losas se coloco encima del primero pora lograr la méxima - ¢- . ‘
- Y efectividad del mismo.
. wr . .
La revisién por esfuerzo cortante indicé que el concreto por si” solo resiste am= 3,‘ T E < ‘lin e




EJEMPLO V3 -

DIMENSIONATMIENTO D€ UNA 10SA  APOYA DA
EN L ADDS OPUESTOS, .
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EJEMPLO l6 %/3

DIMENSIO NAMIENTO DE UNA 10SA APOYADA
EN LADOS O PULESTOS.

DATS
.

Corgn
Wa 900 ky/m?

k- -

0.39*“.___ 4,86 ' le-D.20

Mx‘e »\‘0\4; .
Concrets : 'Fc'= 200 k3 feua?

A-CDVD : ﬁ,: <00 0 k’/ln—v\z

i Ly |

L (il’(/v’c peso prb,oib) .

ESPECIFICACIONES Y COMSTANTES
rﬂducll-ln,& (Vef fj&w;p‘o -l\
‘(2 = /3¢ \'3/“”‘1

o Fachryda vasisfencto 1 0.9
6.8
]

Eclooress
| 2760 b/fom
Fackr & carge :

.9

T
] _lln-luoru WAL VAN YWD

a4 = 900 %, ( re.‘uano pr.v«.‘\pa( Y Lm{udl’sd),

| £, Goo 4y

50 cna
S < Ha.rm,

) eliono mdxineo
' Pb = 0.01632 (Ver EKiown f‘o D).

B}uﬂﬂo cor"-u.,..\'(-ew cesiste al ‘co\n(vd‘q

' Uep = 0.5 F V7% = 0.5(.8d(V7%5) = 5.06 ly/enn

Pude= P,

ANALISIS  (CHeols Lo wiomembos y cortavdes).
Claro (= #8044 i Supoviande he 0,20 m.
o T {2 v.80+4+020 = S m. -
Wy 0.9%1Y= L26 Tom /. i
2
}{“= —é-\»o“Qza &8-(—52— = 3.933¢C +o\»\- 200 ?
\/“ = Jiw“Q - _’_3_‘;2_"_5'__ = 3,15 fom ;
DIMENSIO NAMIEN TO
Cd(colo AD( pom\-‘e. l
Supoiendo ps ©.008 (Posy € 0008 ¢ Ry,
| Jd 4
d .ot 1000 _
ilo e o oo![ 1{__5'__’- % Pf“c 0.008 /36
L——/M —al ,
4:0.2353
> Je /o 9,.!”(0\ de G ‘:\7\1\1\ 6 !
To bd?d,

g e\ Mw V| 393350
T (109)(13¢)(0.207) 0.9(100)13)(0-203F)

. ! 4
d=\/55 = /2,95 cwn C

= he 2.5+ 2.5 = /5 em. =» {lh= 15 cwa
A‘“"}C de| acero ,
Q= /25 cw. i

My 323350 _ ;
= 0.9(/00) (1252 (13¢) 0.2059 E

Fr ba? {2
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DIME NSIONAMIENTO DE UNA Lobh A POYADA
EN L\AAbdos

33

o PUES ros.
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s

- 9=

0.233

[]
whs= % 3 pd. oe3s Bl (loX12) = 9.90 YU,

by -

.SQEQ ACion sz

% se mp\am

S’y

QQ-LDQrZ_D -\-mvxsuorsa(

400 (.¢?)
2.9

{00 Gs
As

— % — -

(6,= dren do phne
varlla),

varllas Y com Ogr 23 el

= 12.8 Ccwa

a, = _’_°_°_S.L§\— = 0.029¢ _52“.7:

SO cwn
< 53”\ T sar e, TeNed

uuu. LN S Y TPV

2.99 et

Y-

e B g o TR

> ' P-Q :ﬂ"

Ejemplo 17.- Dimensionamiento de una viga rectangular simplemente armada

La viga por disefiar est6 sujeta a una carga de servicio de 6 ton/m.
‘

Para obtener el momento y la fuerza cortante resistentes para los que debe di

sefiarse la carga de servicia debe multiplicarse por el factor de cargo dado, ‘que es -

* igual a 1.4,

.
Considerando ‘que no existe ninguna restriccién en lo forma de la seccién, -
se fij6 un porcentaje de acero comprendido entre los |imites dados, y a partir de él,
se determinaron varias combinaciones posibles de ancha y peralte efectivo, como se
hizo en el ejemplo 13. La seccién finalmente adoptada fue una con un ancho igual

a 35 cm y un peralte total de 70 cm,

El érea de acero requerida para esta seccién se proporciond con dos varillas

Mdel No.7 y tres varillas del Na.9, que caben en un solo lecho. Esta combinacisén -

de varillas da un érea de acero précticamente igual a la teéricamente necesaria. Los

" cortes de varilla se determinaron gréficamente, en la forma indicada sobre el diogra-

ma de momentos. Las varillas cortadas se prolongaron un peralte més all§ de la sec -

cién donde tedricamente dejan de ser necesarias.

yooo (115) .

S5 5 MP\-&&M varllay  #3 can Ggz 0.3% comt
Q'S#S = -/p-—:-——‘(:f-& =24 &m f.w\y‘ee}ie S= 2§ cwn.
___f_R_"_ﬁPQ_ _—VYanllas #3 @25 e -

— 8.0
,—[_L Uqr'\llas #Y @ /2.5 cvn .
1510 ORTANTE. L
+- y ¢ (-48040.00= 997 m. '
" I Yu- wulfz = 1.2 (4.95)/2 = 3.1185 Ton
}
* T S Ve = 55 (e = 2.8667
8.0 221.5
i [ - Yuc . 2866.F _ l?/
I [izs Une _Lbd ol 2.293 9 .
PN T, uu—t

— A )

Was %8 em | s Uus 283 byl 2 Ug = 506
+ 2493.5 -+ —

1

4

ET refuerzo transversal adoptodo consistié en estribos cerrados verticales de va
rilla del No.3. La separacién méxima a la que se pueden colocar los estribos vertica
les es d/2, Esta separacién debe también ser igual @ menor que la corespondiente al-

refuerzo transversal mthimo dado por la ec 15. -

En el ejemplo la seporacién requerida en la seccién critica, que, par deﬂnicién;

UL LB ~ AV ) EEMD
b, S W Ao 1
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se encuentra a un perolte efectivo del pafio del apoyo, resulté mewor que d/2
Y menor que la obtenida pora el refuerzo minimo dado por la ecvacién 15.

Lo separacién fue de 14,3 cm, que se redondes o }4 cm.

El refuerzo tronsversal determinado para la seccién critica debe utilizarse -
también entre el pafio del apoyo y dicha seccién critica. Una préctica comdn con =
siste en colocar el primer estribo a una distancia del pafio del apoyo igua! a la mitad
de la separacién requerida. En el croquis de armado se muestra el refuerzo transver ~
sal propuesto. La seporacién minimo se ha conservado en toda la longitud de la viga,
lo que es conservador . E| Reglamento ACI-71 permite la omisién de refuerzo transver
sal en vigas cuando la fuerza cort ‘e es inferior of 50 por ciento de lo resistencia a-

cortante del concreto, V.

Cuando no rigen ias limitociones de refuerzo minimo, como sucedié en este -
ejemplo, las seporociones de los estribos se van variando a lo largo de la viga de  --

acuerdo con la magnitud de la fuerza cortante.

wr . -
La relacién entre el cloro y el peralte fue 700/75= 9, por lo que, de acuerdo

con la tablo 1, no se requeriria revisar lo deflexién. En caso necesario, el andlisis de,

formaciones se efectuoria como en el eéjemplo 10, El agrietamiento se revisaria como ~
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£JEMPLo D vy

DIMENSIONAMIEHTO ©E ONA NIgA RECTANGULAR
SA\MPLEMENTE A POYADA.

DATo's. e 6 o
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W= Tcn/M
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Ha‘\‘er‘.a\zs , - “f
Con cre‘\'o . 'Fc =2 200 k_g /ow\?- .ol Pa
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L L
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Foctor da cacge. 1.4

Pefoerie  whoawo
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p (Ner  Ejemplo N}
L =736 by

, = 0,002V

"n

(Nor Ejomp{u 1.
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L coverdho Ug= 5.06 kgloni®

A
det’n—o _wdaiwie ) eno\'a:/;:‘ 0.0/632

fg.!,um.o c..r-‘ew\lc gue -Lrw«x

: en el ejemplo 11, N -
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DLME NSIONAMIENTD DE oNA VIGA EECTHNGULAR
S\HPLE HENTE A POYADA
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DIMENSIONA MIENTD

Eleccicn  de  seccion

Supawkwé.o

p= o0.02 (Pt 0012 ¢ Para) - -
=p X o ¥o00 _ ' ‘
q P{'é .C°|2 75‘—-05353 ;
vy 2 o gmficn de o chum ©
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T 22:13 e
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=22 et 2 27,719 e
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ETEMPLO (D

D IMENSIONAMIENTO
SIMPLEMENTE

/K4

DE UNA VI6A RECTANGULAG
APOYADA o ECTANGLL AR

PEFLER20 T RANSVERSAL

+
- )
- Vca =t bd = 5.06(3(‘)(6‘1)
9.4 //':,2 Neag = #7339 ¢ é’ .
o .
{
+ “33¢ Vuc = ;'—4‘(29.23 = 23026.28
/ + % ' .5 kﬂ
0.0 Y

S‘deofn Jdo ﬂs:tw' Pas.

a) Q‘/2 - 6% = 32 cmn. , . ‘ i
B por vefueno whuinmas - A hE T ’

pare eshibos & ZM; #3 35 b

S = 2030 (2300)(0.8) _ 5.3, cmn
é‘
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Ejemplo 18.- Dimensionamiento de una losa perimetralmente apoyada

Se considera en este ejemplo un tablero externo de un sistema de piso formado

por trabes y losas.

Como peralte total tentativo se escogié 10cm, que es superior al valor mihimo

" de B.0 cm que resulta de aplicar la regla dada en la seccién 12,2, Este volor fue el -

utilizado al estimar la carga total que soporta la losa en condiciones de servicio o de -
trabajo: La carga Gltima que debe resistir la losa se obtuvo multiplicando la carga de -
servicio par el factor de carga 1.4 . Con este valor se determing el momento flexionan

te para el cual debe dimensionarse la losa.

En el Reglamento del D.D.F. se establece que el perolte efectivo correspon -
diente al acero de flexién debe reducirse en dos centimetros para tener en cuenta erro=-
res en la colocacién del refuerzo. Este ajuste es significativo en el caso de losas, en =
que el peralte total suele ser reducido. En el ;iemplo, el peralte efectivo del acero po
sitivo resulté de 8 cm considerando un recubrimiento de 2 cm. El del ccerc; negativo, ~
de acuerdo con la recomendacién anterior, se redujo a ® cm. Los momentos par resis -
tir en las diversas regiones del tablero se calcularon con los coeficientes de la tabla 2.
Los cdlculos correspondientes, asi’ como los de las Greas y separaciones de acero reque-

ridas, se efectuaron en forma tabulor. La determinacién de las reas de acero se basé=

.53
Separacidvn calevlodon @ pawn  och bas # 3 (2 maanl)
< = Fe Aa“\,d = 0.80.92)(2300)(6Y  _
Nu=Veq R A T3 e

Rise W wpamcion eclevlada. =[S Y e | )

CPORUIS APMADO

doarto.sg+ |

N RN ] Osar eshiboy 3 ® 19ewm.

!]2#9 13’7 389 +2b£ (%;.\xr ‘:—{R‘k:o\'O?. 7 o bt g
¢ s

en la gréfica de la fig 6.

Se ensayaron tres tamaitos de varillas: de los némeros 2.5, 3y 4. En el armado-
propuesto se escogié la varilla del No.2.5; con los otros didmetros, en ambaes sentidos -

resultan separaciones excesivas que obligan a colocar el refuerzo por especificacién, -




con el consecuente desperdicio de acero.
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EJEMPLO vy

DIMENSIONAMIENTD DE UNA L1o035A
PER\METRALMENTE APOYADA.

En lo hoja de célculo 4 se muestran en una planta esquemdtica las separaciones
tedricas requeridas por momento o para cumplir con especificaciones en las distintas zo

nas del tablero de losa considerado. Los armados propuestos se ajustan a estas separacio

nes dentro de las restricciones que impone la conveniencia que desde un punto de vista

constructivo tiene el usar separaciones moduladas.

Mate viales

h S m I‘.' DATOS

. K []

;.::.':,—...'éi".‘.T:.‘.‘.:i;;?_‘.'— Carges

T AT T ~—€ara viva : BOO kgl

| ot I

l: _‘:‘: T,'MC . loo k3/“\»\-‘
-~ e 0.2¢ < e

!, at :I' ym P?i‘ u‘a‘umit{f—o u

] -

2 o0,2% 1" L c,.v\grc"b 2 29 T /’"3

PRI ST

% i

g "t

t
Gowereto -(:: 200 ky /et
Acero 1 f = 4000 ky et

CONSTANTES Yy ESPECIFICACIONES.
Eclverios  reducidas (Ver  Ejemple .l\.‘
{&< 160 tafent ;. {lc 136 1y fut
Tackr do carje. ¢l 4.

Kefueno wiexiww @ Aoy, = B = 0. 0432,

© AR

FLECCION DEL PERALTE,

- 335(2.2004 2(431) | 1393.arp .
dw“ - 300 - YY) =6 con.
Considerese h= 10 cwa

pe MH‘{ "‘o“‘&g

"
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FIgmMPro (19 L4

DIMENSIONAMIENT®  DE uNA  L\OSA
PERIMETRALMENTE  APOYADA.

RN - A - =]

EStiMACIEN  DE 1A CARGA
Femne - 0. \00 ton m?
o bt . ouOX2Y = 0. 240 ton I m2 .
Wep = ©:390  tom/m? |
Wey = 0.800  tm/m?
W = /90 tm[m?
Wyz 7H/9xLY = £5%€ 7m/m?
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Acevo pos‘.*\iub d: W-recvbriniaowb = 10-2 £ @ camn.
Acao veqaki w deN-r-2210°2-22 0 tm .
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0 IRX o 950 (1)
£ (100 +%) Yooo (\10)

= 0. o022 =5
[y

Oyz .02 exl/m.

/
SEPARACION MAX\MA

£TEMPLO (18) 3¢ . '

DIMENSIONAMIENTO DE ONA LOSA
PERI\HETRAL MENTE APOYADA |

TWDWOr = 4896 (330 = 22,9438 by,
Valores do Fp ba?4d : ' '
faron  ocero positive ;1 c.90ee)(8)? (13¢) = 383 360 \y-am

o

paren ocero M“,l\tﬂ/b.‘ 0.9 (109) (6)* (136) = ¥Y9Y0 690 Ky- Gmn.

Yalores de  Asz G bd -{%

qu one vD posit‘u‘l} . % 10_0_(_9\_'_?‘_ = 29,2@ = As

yooo

Para ocam wegakivn g 2083 o 2549 o A, \

000

< Qm.‘ol“ s= oo %s a ¢ du de \vadlle.
it L As ’
Ay arenhist metn.
Nanlln g.[ O (Lml) l s Cnn) / "
2.% o. Y9 ‘19/As !
3 0.3/ /A
Y .23 | 723 /A

TARLA DE MOMENTOS Y SEPARACIONES DE VA PUIAS.

M bw| € Mu | Ma/Febdtitl S | As §Sear Swa | Swy
‘ 8D Cann “j:“NH( " Ao i /" ¢ }g\.}/a‘{ cnn | € .L cw'{
Qq. 1
Swox { 3T h= 35 cwa. &= rile. et [ S 009080 9/6 0.2:9: 0,236 ://.a; //20 /9.5 ;T‘
Y9 pwiev L lo.o312]0.790 | ©. 139 0.20}%.0 /3
Sy Sa ulam VS #2.C S= M) = Y8 cuwn ,::, o
7:02 pordeg .| & |0:0223 {0, S00 0. 1135 |owztj2.90|79 [28 | S/
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£3sMplo (@ 4/d 6 s ow E

DIMENSIONAMIENTD DE ONA L1OSA
PERIMETRALMENEE APOYADA.,

REFuUER20 4-

TIO
v

Separaciownes

Ejemplo 19.- Dimensionamiento de una zapata cuadrada para columna aislada

p
El dimensionamiento se |levé a cabo por medio de un proceso de tanteos, en -
que se van suponiendo peraltes distintos de la losa hasta encontrar uno que cumpla -

adecuadamente con los requisitos de resistencia que rijan. =

—
Tedricas (emd). <=
29

19 12
—v

-
35

?
'

10

Co r“‘( S uw‘-; Lo n-'Lu

} r00 + + oo \-/QQ

Kl Pma——

AR\ £ N/

» w—

== { '
' e (L]

+65 + + o< + i

ac
~'”3,§-+ %.—*8 a2 9NfewA ewaclearm 100 Cama

254330 _ g =26} cuan. e tws,.luuv: 6S .
2 [

E{ primer poso consiste en detarminar el &rea que debe tener la zapota para -
que no se exceda la capacidad de carga del terreno. La capocidad dada en el ejemplo

r Simo.
corresponde al nivel de cargas Es necesaria tener en cuenta que
una parte de la capacidad se utiliza para soportar el peso propio de la zapota. Por lo-

tanto la capocidad Gtil disponible para resistir la carga fransmitida por la columna es

igual o la capacidad total dada menos el peso propio.

En el primer tanteo se ensay$ un peralte total de 45 cm . El peralte efectivo -
carrespondiente se estimé considerando que el refuerzo utilizado consistiria en vari -
llas del Na.6y que se debe proporcionar un recubrimienta de 5 cm . Como peralte -
efectiva se fomé un valor promedio medido al plano de contacto entre los dos lechas de

3%.24m?
refuerzo. E! drea necesaria obtenida en este tanteo fue d; que puede darse, -

aproximadamente, con un cuadrado de 6.30 m. de lada. Coma generalmente el peralte

estd regido por la resistencia a cortante camo lasa, se empezé par revisar esta condi -

Cov"e Sembi do \or}o

. + 100 =+ 18 + 100 +-@12
o A
J:[ L@—?’Z %\3@ @gz
+ 65 + 65 4 : §

RIS

e - .V—nf#g. T W —

=

e gy

, es decir la profundidad-

cién. Para ello se considers la presisén neta 6Itim;7;u neta

por la carga transmitida por la columna multiplicada por el factor de carga especifica=
da. Se camprobé en este tanteo que el esfuerza cartante es superiar al permitida, por-

la que fue necesario hacer un segundo tantea.

En el segundo tanteo se ensayé un peralte de 60 cm . El cambio en e! peso pra-

“t
b
T




[Ere BN

pio hizo necesario ajustar el drea por haber cambiado la copacidad Gtil de carga del -
terrenc disponible. Con el nuevo peralte los esfuerzos cortantes como losa y como viga

fueron menores que los permisibles. Se procedié entonces a calcular el refuerzo necesa

- rio con la gréfica de la fig 6.

“*  El valor del indice de refuerzo obtenido de la gréfica, estd comprendido entre

los 1Tmites especificados, lo que indica que el peralte es también adecuado desde el -
punto de flexién, Puede disminuirse el refuerzo aumentando el peralte, pero esta im =
plica un tamafioc mayor de zapata ya que la capacidad Gtil del terrenc vo disminuyen-~

do al aumentar el peralte.

¢

Por Gltimo se reviss si el espacio disponible desde la seccién critica para mo -
mento es disponible pora que la varitla pueda desarrollar su capacidad. H

" El armado adoptado se muestra en un croquis.
L]

. .
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FIEMPLO Yy

"DIMENSIONAMIENTD DE UNA 2APATA CUADRADA

PARA CcolumMNA AISLADA.

) l/'256«1:m
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FiEMPLO 2y : e e

DIMENSIONAMIENTO De una 2APATA  CUADRADA

PARA CoLOMNA  ALSLADA.
TAMTEOCS PARA DETERMINAR FL PERALTE
Cler +uv\"¢a Wz 5 cwa., é

__peso pnpioh\a 'zapo.-‘a S oyrx 24 = l.o8 tem/m?
Prtsio’w oe ditene ~ e 2‘?&'\.\ = 10-1.08 = 8.92 fm/m"'

A = /.¥Yx2%e _ 350

= = r
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Me . 3097000

(Svrow\wu\; vanlas # &)
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eismrio (19 3¢
DIMENSI\ONAMIENTO DE UNA 2APATA CUADRADA
PAKA COLLUOMNA AWSLADA,
ad 4+ 4%4
P +AI Aren d\n saccion citicn.
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r .
84 7 :
DIMENSIONAMIENTD DE ONA ZAPATA CUADPADA B

PARA ColOMNA AISLADA. 1.-
329 323 _ &. - F : 2.-
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NN “7’ : . En los capitulos anteriores se analizd la accidn de las cargas axtales,
N vE Ve ‘é‘
! \‘ ' + fuerzas cortantes, momentos flexionantes Yy momentos torsionantes actuando
NI PR - . en forma independiente. Se establecieron las expresiones que permiten cal
_14 PRe) (200x 66)—28— = 13)00.,43 o 1
b\\‘\\ (Joo)" cular los esfuerzos producidos por estas acciones al actuar en elementos
N estructurales tales como columnas, vigas, muros, etc, para materiales con
8

g
—n

A
1

comportamiento eléstico lineal. Las expresiones empleadas se indican a

Pﬁ = 3 7, 6 9 y- 2? KG.. continuacidn:

Jii

¢ vor T . 7 al oo : T > w
N 5 g Esfuerzo axial it epef = x
F ée 'l Esfuerzo cortante v e %

»
“
v

|._~ 200

Esfuerzo normal debido a flexidns ;‘ y = £ Con

Pr = 3 o
X R 3 ql 61 y KG' : . Esfuerzo cortante debido a torsiﬁn:—}:‘- e =7
I8 b &

En este capitule se le dari especial atencidn a la accidn de la carga axial

y el momento flexionante cuando estos se presentan simultdneamente en una

A Pe £ 4oTON




P .

seccidn de un elemento estructural cualquiera. La carga axial podri ser de ga axial P. Esta fuerza producird entonces momentos flexionantes adiciona-
tensidn o compresidn y el momento flexionante podrd actuar alrededor de uno les en la viga que hacen que la superposicifn de los efectos de la carga
o de ambos planos de simetria de la seccidn. Asimismo se presenta el con- axial y del momento flexionante, calculados en forma independiente, no sea
cepto de niicleo central y como una aplicacifn de los conceptos antes expues— vilida.
tos se- ilustra la forma de revisar y dimensionar muros de retencidn.

. En este capitulo solo se estudiarén barras que sean relativamente rigidas y

e iei i . t 1

FLEXOTENSION Y FLEXOCOMPRESION EN EL INTERVALO ELASTICO. LIMITACIONES DEL cumplan con las condiciones descritas en 1) Los elementos estructurales
PRINCIPIO DE SUPERPOSICION cuyo comportamiento cumple con las condiciones descritas en 2). Se estu-

diaran posteriormente.
Para ilustrar el efecto de la accibn combinada de la carga axial y del momen 'u£)¥ B .
to flexionante considérese la viga en cantilever mostrada en la fig l1-a en

s

Efectos de esbeltez. N (.
la que actiia una fuerza inclinada F.

F Loz efectos resultantes en una seccidn recta de la viga de la fig l-a, si-
: tuzda a una distancia X del extremo libre se obtiene superponiendo los es-
P fu:rzos axiales debidos a P y los de flexién debidos a Q. Estas distribu-
ciones de esfuerzos se muestran separadamente en la fig 1-b y l-c respecti-
 — e . ’ vamente. Los esfuerzos finales, indicados en la fig 1-d se hallan con la si
Fig la, = * guiente ecuacidn: .
‘ ’.‘_Sq .oz _Sﬂf-—:— -y . )

donde P es la carga axial y M el momento flexionante en la seccidn considera

da. Para la viga cantiléver mostrada se tiene que M = Q (x). i

ib. le. 1d. le. 1f. er. 0.

Esta carga se puede descomponer en una fuerza flexionante transversal Q,.y Obsérvese que para la viga de la fig l-a, la carga axial es de tensitn, por

: iz lo tanto, y de acuerdo con la convencidn de signos escogida, los esfuerzos
una fuerza axial de tensidn P.

R;* \Que originan serdn positivos fig 1-b, por otra parte el momento flexionante
.

. . . roducido por carga también gerad positivo por lo que originari esfuerzos
Para determinar los esfuerzos producidos en la viga por estas fuerzas es ne- 4 P g Q P P q &

. . . . ivsas . de compresidn, negativos, en la parte superior de la seccidn y de tensién
cesario distinguir entre dos posibilidades: 1).- La viga puede ser de lon- P ’ & ’ P P y >

e o . ., . — posgitivos, en te -inferior de la mieme, fig l-ev
gitud vorta en relacidn con su altira,, por Io que resulta relativamente rigi la-par

da a la flexidn. En este caso las deformeciones por flexidn ser&n pequefias

. P e La distribucidn final de esfuerzos dependerd de la suma algebraica de los
y solo producirdn un cambio insignificante en la 1fnea de accidn de la fuerza

. . . términos de la ecuacidn. La distribucidn puede ser tal que toda la seccidn
axial, P. Para estos casos los esfuerzos debidos a P y a Q se calcylan inde-

. . . esté en tensidn como se muestra en la fig 1-d; o puede ser dicha distribu~
pendientemente y luego se superponen. 2). La viga puede ser relativamente ’

: cidn triangular, fig l-e; o bien la secciBn puede estar, una parte en tensidn
delgada y flexible, en cuyo caso las deformaciones por flexidn pueden ser su- 4 ’ g 5 P 24 P

.. . j © . y otra en compresidn, fig 1-f. En todos los casos de flexidn y carga axial
ficientemente grandes para producir un cambio en la linea de accidn de la car

combinadas es claro que el eje neutro de la seccién recta (es decir la linea

i bl @b - 3 _}
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RE LACIONES BASICAS Enrre ESFUERZO Y DE FORMACION
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de esfuerzp cero) ya no pasa por el centroide, y aiin puede quedar fuera de
la seccidn.

EJEMPLO. COMBINACION DE ESFUERZOS . -t

En este ejemplo se enfatiza el método de guperposicidn de efectos el cual es
vélido cuando el material esti en el range ¢listico, la viga que se presenta
estd sujeta a la accidn de un sistema de fuerzas formado por una carga axial
de tensidn, en la direccidn del eje longitudinal de la viga, y una carga
Siendo
la distribucidn de esfuerzos debidos a carga axial uniforme a lo largo de la

trangversal a dicho eje. Eatas cargas origina esfuerzos normales.
viga, los esfuerzos normales méximos se presentan en la seccidn donde ocurra
el momento flexionante maAximo. En el ejemplo se presenta la distribucisn de
€s.'uerzos normales en la seccidn transversal debidos a cada una de las car-

gac, asi como la accibn y conjunta de las mismas.

EJEMPLO. Cdlculo de esfuerzos combinados en una seccibn, de una viga simple

mente apoyada, sometidea a carga axial y momento flexionante.

eeccidn
4ooMy transvereal
DATOS:
T T s T
. .r;__w —— ls_a_;m E e v— _' —
N : b 28

a) Encontrar los esfuerzos miximos de tehsidn y compresidn, debidos a la ac
cidn simulténea de la flexién y carga-axial.

b) Diagrama de esfuerzos combinados.

ren

\ia 10cm

iy
[R I

safls;

SOLUCION: ¥ B e i Dl

R ™) o

Diagramas de fuerza normal y momento flexionante

= +
T’“"‘ : 834
Boco ity 2e0ky  TUERZA NODIAL

i ! Hw\\u:ll?ﬁs VQ—M
oo mpcoue

*oh

Bes¥y
29




EJEMPLO. (Continuacidn)

Momento de inercia de la seccidén transversal

Cdlculo de esfuerzos

Esfuerzo normal debido a la carga axial

f =— =" =60.0 kg/cm? (Tensidn)

Esfuerzo normal mdximo debido a flexidén

_L M, 11732.0 _, B
fo =+ 5 T334 +104.8 kg/cm
Combinacidén de esfuerzos

Esfuerzo m@ximo de tensidn:

P

3 S
R

+ % = 60.0 + 104.8 = 164.8 kg/cm?

Esfuerzo maximo de compresidn

fi =— - —— =60.0 - 104.8 = - 44.8 kg/cm?

a)

138

debido a la flexidn

b)

- 104.8 % /o

c)

DETERMINACION DE DIAGRAMAS DE ESFUERZOS EN FLEXION BIAXIAL Y FUERZA NORMAL
COMBINADAS

Un caso especial de inter&s prictico que se presenta en las columnas y a ve-
ces en las trabes ocurre cuando en un elemento estructural actida una fuerza

paralela a su eje longitudinal pero fuera de los ejes principales de la sec-

2.b

Fig 2 flexidn biaxial con cargas axiales
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. . . Tomolt by foociaks o nes c b b atasmee o Lgen T
La accidn de la fuerza excéntrica es equivalente a la de una fuerza axial P : P My s+ S ’ 23)
- - = B b L L
[ que pasa por el centroide de la seccidn y a un momento flexiomante Pe, fig A Iy I
1 . L 3 1
2-b. - -
Como podrd observarse esta ecuacidn representa una recta que no pasa por el
. Cuando la fuerza P no estd aplicada sobre uno de los ejes principales de la origen y que podrd cortar o mo la seccidn transversal, lo que dependerf de
seccidn transversal, habrd flexidn simult&nea con respecto a ambos ejes la forma de #sta y de la posicidn y magnitud de la carga axial P. Las coor L)
Rar
principales. Representando las coordenadas del punto de aplicacidn de P por denadas en el origen del eje neutro, o sea, los puntos en que el eje neutro A
ey y e, fig 2-b, se ve que los momentos flexionantes respecto a los ejes = _¢ Intercepta a los ejes coordenados ¥ ¥ 2 8e hallan haciendo z y Y, respec
E]
Y ¥ 2z son numéricamente iguales a Hy = Pei y Hz - Pey. tivamente iguales a cero en la ecuacidn (3) y despejando la coordenada no
7 .anulada. NGtese que el eje neutro pasa por el cuadrante opuesto al que se
Si el material del elemento tiene un comportamiento eldstico y las deflexio- . encuentra aplicada la carga y que si la excentricidad e se reduce, el eje
nes originadas por la flexién no son significativas los esfuerzos normales, : neutro se alejard del centroide, y si & aumenta dicho eje se acercard al mis
i f, originados por la carga axial y la flexidn alrededor de los dos ejes de 'Ahao-mo' fig 4. I .
simetria podrdn calcularse con la expresidn faon ot l)//j>, A T + o T8TIN0IMS Lt i
. » e q :
S P LY M, ] > )
. te 4tz y @) 08 = 4 ‘
' Yy z ‘
e ?/ T TR ovdl( oq:}v.- 9§ fa
donde Iy e Iz son los momentos de inercia respecto a los ejes y y z res- Gy B
pectivamente. L I [S9%- 1483 e o4 'E{'ﬁ
. ; . . .
. - Y . ) . . B Fig 4 fuerza axial excéntrica que produce v
La carga axial P serd positiva 51>es de tensidn y negativa cuando es de com- . . flexidn con respecto a ambos ejes principales -
presidn; los momentos My y M, son positivos cuando originen tensiones en las cons el . n nBiderimyey”
zonas donde z y vy, respectivamente, sean positivos, y negativos en caso ox1: EJEMPLO. CARGA APLICADA EXCENTRICAMENTE o
contrario, fig 3. \\

" En este ejemplo se tiene el codo de una conexidn, aujeta a la accidn de

>una fuerza de tensidn P, actuando en uno de sus extremos, la cual es excén-

. oaye trica con respecto a uno de suas ejes produciendo la accidn combinada de una
‘hooE. “.

carga axial y un momento flexionante. Los esfuerzoa méximos de tensidn y

z compresidn que se presentan en la seccidn A A' de la pieza, se pueden calcu~

lar superponiendo la accidn de la carga axial y del momento flexionante, ya

que el material de que estd formada la pieza tiene un comportamiento eldsti-

g2, la carga axial que act{ia en la seccidn produce esfuerzos de tensidn, en

Fig 3 convencidn de signos para cargas y momentos tanto que el momento flexionante produce esfuerzos de tensidn en la mayor

parte del alma y de compresidn en el patin de la seccifn. La fuerza no pro-~

Dado a que el eje neutro representa el lugar geomé€trico donde los esfuerzos duce momento alrededor del &e z.

normales son nulos, la posicifn del mismo podrd encontrarse igualando a cero
la ecuacidn 2 En el ejemplo se ilustra la forma de calcular el centroide de la seccidn,
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asi como er momento de inercia centroidal, el calculo de la excentricidad Momento de inercia centroidal

‘si 8 symels RIE "I B 3 ab ot o &l

de la fuerza actuante, asi como la determinacién de los esfuerzos que se . i
. L 2 - Ao A0 v HIDIeR . o sbloy - P9 TOq s D
presentan en las fibras wis esforzadas a tensidn y compresion. B IG = ICG + M -t

= 572.50 + 1083.75 = 1656.25 cm?

Cilculo de esfuerzos combinados (axial y de flexién) producidos por la oau s1dos si. ' .qa 3388 oz 9 sxzevY al chaswd

aplicacidén de una carga excéntrica ‘3t sog sl ared ab amye L. o3smqeey mo> ssolilomtn nbizsl) Rudsd  Iseisvennyd adlsame
2 excentricidad total - X o
DATOS: Cituse wlse A sy > La 30 fs 0 " y aal ob-: 2qbanleg
T L0000 Bt o0 B B e = 6.5+ 11.75 = 18.25cm " Sl avn : R
iSum e . ¢
1 r I me o198 -~ gk a.  cevir - o . T TR . X
il i 3ts 19 sup neot® ,abe Célculo de esfuerzos
S . o - copale G L . i3
[— : ul s o aplicando la ecuacifn f = P + M c " «
’ PzzoTev. . - {ob F.x Lo A 1 . S : . : ann
E:-68em .
o out donde: sh so(s ach sol ob . @:Lu Wi ¢ . .N6 DYTAD BL NOq @ .1
Se pide encontrar el mdximo esfuerzo normal en la seccidn A A’ ' - niiasrgue mi moo osmyslysla  Toioy o )
_ P = 20 000 kg - .
SOLUCION: B bl : e m }
? .\. A= 60 cm? b4 g3 .
Diagrama de cuerpo libre - ) — :\ e = 18.25 cm -
-’ ] ) t sh sosmpgoa eol w08 . saob
/,__- N Loy G M=Pxe = 20000 x 18.25 = 365 000 kg/cm o o -
/ R : ¢; = 11.75 cm
2» -./ . ‘ b av ' ‘ a4 ’ RO AV ‘- S R BTN N 4
ras ™ €2 = 5.25 em
Determinacién del centroide y del momento de inercia centroidal de la sec- oo Al ”"‘_.
.. N e il 2 ¥ s oo
cion or Esfuerzo miximo de tensidn ' “,
7/ B3 1 S i g
R : - - o frmes 20000 , 365000 y
2 2 . bnd - - 2
Sec Area z A d d Ad Iy = 13 o f1 e0 * Tese.25 (11.75) = 2922.76 ks/cm
1 30  9.50 285.0 4.25 1B.0625  541.875  562.5 Esfuerzo miximo de compresidn G-, /
2 30 1.00 30.0 4.25 18.0625 541.875 10.0 “e 20000 _ 365000
60 315 1083.75  572.50 * ° Lo f2 = =5 - 156,25 (5-25) = - 823.65 kg/em? 29223 KLy
- \ 8!
5 KL TR e &P
i |
- t LR > al
It e PR < _ 315 5.2
| - At BIFRFT PP S YAV Y QT Z=¢p =52 ecm vy / s03Bamca ¢
. % , / T
- et [T R ¥F g af #b nling Lo 333 336/‘”“ _
| ' ) [ Tt
! - Rt el
o -
(25 ao8 eoleazom
— > shiaytass To tslusles sh amvo) sl avteuli sw o off l\SQ.‘H.‘/»,':.,.,,'; 82365 VZ/M‘I. € odlascas &l
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EJEMPLO., FLEXION BIAXIAL PRODUCIDA POR UNA CARGA EXCENTRICA
Se trata de encontrar los esfuerzos producidos por una carga excéntrica,
en los extremos de una seccidn rectangular, asi como la localizacidn del

e¢je neutro.

Dado que el material del elemento tiene un comportamiento elistico, para en

contrar los esfuerzos se aplicd la ecuacién

Dado que la carga estd aplicade en el cuadrante negativo (z y y negativos)
el eje neutro estard localizado en el cuadrante positivo, los signos de la
ecuacién se pueden obtener de una inspeccidn del comportamiento ffsico de la

seccidn, observando de que lado se poducen tensiones o compresiones.

EJEMPLO. FlexiSn biaxial producida por una carga excéntrica

DATOS:

f = 2 + ﬁ y & EZ z
A "1 Iy
en donde los momentos My y My son los producidos por la carga P, actuando
con una excentricidad ey y e, respectivamente, los efectos que producen
estos momentos aunado al que produce la carga axial se superponen obtenién-

dose la distribucidn mostrada en el inciso ¢ del problema.

~ A ' T
~ g

P = 1000 kg

Si el momento M; = Pe, actuara solo, se produciria como flexidn tal que para . - 2.0 cm Jo o -l
’ 8 r b = 2Zn.co o, o
los valores positivos de Y la seccifn estarfa sujeta a un esfuerzo de compre e = 3.0 cm
8idn, y a un esfuerzo de tensidn donde Y sea negativo. P es positiva (ten- 4
) 8idn). &) Calcular el esfuerso normal en los puntos A, B, Cy D 4
En forma eimilar si {inicamente existiera €1 momento My = Pez, la flexidn pro
-84 L . L. b) Determinar la posicifn del eje neutro ;
duciria compresiones en la zona donde los valores de z sean positivos y ten- N v
: o -
siones donde z sea negativa. c) Dibujar el estado de esfuerzos
: < R P . P Mz My ol
Tomando en cuenta el razonamiento anterior se determinaron los signos de los SOLUCION: Esfuerzo mormel f = - % Y % T 2
z Yy
términos que toman en cuenta la flexidn.
" donde Mz = P (ey) 5 My =P (ep)
Para encontrar la posicifn, del eje neutro se termina el lugar geométrico
de los esfuerzos nulos, es decir Momentos ¥¢ inercia
P M . ~bxhd 20 x123 oy
"K'IZY*%,LF‘O " 2 ==z 12 2880 ca L
hx b3 _ 12 x 203 : Fames
Esta ecuaciSn representa una recta con dos incognitas Y ¥y 2z de la forma 1y = 1z " _}1‘2—— = 8000 cm“ N
ay + bz % e = 0; haciendo z =0 y y = 0 se determina las intersecciones -
con el eje y y con el eje z respectivamente, c8n los cuales se puede tra- a) Cilculo de esfuerzos -~ ~
.. zar la linea de esfuerzos nulos (eje neutro). 1000 1000x3.0
Punto A - 1000 (1o .0) _ 1000x2.0) - 2 o
1a e ntoA) fa 12x20 T+ 2880 (6.0) 8600 (10.0)=7.91 kg/cu? (tensidn)
B 5 59

o mre . ‘s—-—:Pa-l -t




——ar
poid

Punto B) fp = 4900 (1000x3.0)

(1000x2.0) - 2 .
2220 2880 (6.0) + ~ 8000 (10.0) = 12.91 kg/cm? (tensidn)

142 : ; : .

c¢) Estado de esfuerzos

1000 (1000x3.0) (1000x2.0) 2 . E. de Tension
Punto C - ( - - - 2 . sjuerto de
) fc = 12x70 2880 (6.0) 3000 (10.0) 4.59 kg/cm®(compresidn) . ki b f
1000 (1000x3.0) (1000x2.0) iz o
Punto D - - ( - 2 29| L
Vi = 26 2880  (0-0) + 5555 (10.0) = 0.42 kg/cm? (compresisn) 1/4/:...
i e atr .
b) Posicidn del eje neutro ~ :
i P My My. . - - aje veoho
5 -t 2yt Y, 4
. ? . Usando 1la ecuacidén f Y 1z Ty z=0 ® I 02
z'.\ NUCLEO CEN_TRAL DE UNA SECCION TRANSVERSAL
““““““““ - fe 1000 _ (1000 x 3.0) _ _ (1000 x 2.0) z =0
12x20 2880 y 8000 — . . .
. Cuando la excentricidad de la carga axial aplicada P sea pequefia, el eje
o - .. neutro quedard fuera de la seccidn transversal. Esto significa que los
ecuacidn de una recta de forma ay +bz +c =0 . . P :
gal ODDI - esfuerzos normales tendrin el mismo signo en toda la seccién. Una condi-
donde: = . o.° cidn de esta naturaleza es a menudo importante cuando una carga de compre-
- W7 .
v 1000 x 3.0 8i6n actlia sobre un material que es muy débil a la tensidn, tal como el
.. x 3. - .
o= 2880 1.04 T m 0.0 concreto; en este caso puede aer necesario asegurarse de que la carga no
1000 x 2.0 . ) produce tensidn en ninglin punto de la seccidn transversal. MHabr# una pe-
- X . .
b= 8000 *-0.25 s Is quefia regidn alrededor del centroide tal que una carga de compresidn, P,
1000 r0q 8l iy o i que actie dentro de ella producird compresidn sobre toda la seccidn trans-
€ =713 x20 - 416 ) . versal. Tal regidn se llama niicleo central de la seccidn.
“heree {e vai {» P — e

Lag intersecciones con los ejes coordenados se obtienen

4.16

Si y=0 ; z-'—b—- .. z--(_TZS)-IG.Mcm
. c . 4,16 .
ySiz=0; Y = . y--m= 4.0 cm ot

. -
naa ) S oates T

,

il

Por lo que el eje neutro queda localizado como lo muestra la siguiente fi-

gura:

‘lr‘ 76,64 orm J.

1 T - :

/
/.59,
”T % 4,00 em
\\\ .
T

4.6~ l-eﬂ;—o.2.51=oJ -

H Y si g=r000 =P 4= l.59

%4 Y4600 = £=8.32

!
by
Fig. MWicleo central de una seccifn recta rectangular

LU

El nicleo central de una seccidn rectangular se halla del siguiente modo:

§i la carga estd a lo largo de la parte positiva del eje y, el eje neutro
coincidird con el borde superior de la seccidn cuando la carga esté en el

punto p, a una distancia e del centroide. La distancia e], se determina
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con la ecuacién (3) en la que L . . T

h bh3
Hy-OHz=—P(e1 y--T’I‘-Fy A= bh

-T:"-—-bp::_& -—}2‘—)= 0+e; -%
12

por lo que e) = % como se indica en la figura. De igual manera, el eje
neutro coincide con el borde izquierdo de la seccidn cuando la carga P ac-
tda sobre la parte positiva del eje z en el punto g, a una distancia b/6

del centroide. A medida que la carga se mueve a lo largo de una recta en-
tre los puntos p y g, el eje neutro girari alrededor del punto m en el ver
tice de la seccidn tr iangular. Por consiguiente, la recta pq es uno de los
lados del niicleo. Los otros tres lados pueden localizarse PQr simetria y

8e ve que el niicleo central es un rombo con diagonales b/3 y h/3.‘En tanto
el punto de aplicacidn de una carga de compresidn, P, quede dentro de este
rombo, el eje neutro no cortari a la seccifn transversal y toda ella estard

en compresidn.

EJEMPLO. NUCLEO CENTRAL

~
Con este ejemplo se desea ilustrar una forma de encontrar el nficleo central
de una seccidn transversal en forma de "T". Para determinarlo se supondri
la accidn de una carga exvéntrica de compresidn actuando primero sobre uno
de los ejes y luego sobre el otro, de forma que solo se presente flexidn en

una direccidn en cada caso.

Si las cargas actiian sobre el eje de las y, las excentricidades e que ha-

cen que los esfuerzos de tensidn sean nulos en el extremo mds alejado de la

alrededor del eje y. ] .

Conocidos los valores de eyl, e 5 ez1 y ezz, el niicleo central se puede

y .
determinar uniendo estos cuatro puntos situados sobre los ejes coordenados.

- s
Cualquier carga de compresidn que caiga dentro del niicleo central producird

efectos de compresidn en toda la seccidn y si la carga actlia en un punto fue

ra de €1, la seccidn tendrd tanto esfuerzos de tensifn como de compresidn.

EJEMPLO. Célculo del niécleo central de una seccifn T A
SOem
DATOS: ™ + v P Gt .
] 106 _
]
=
40 0m «
- 'Y

+—i
-~ [T-X22%

n) Encontrar el lugar geom8trico que ocupa el niicleo central de la seccidn

dada /*
: re
SOLUCION:
Célculo del centroide y de los momentos de inercia %"
) ’ Ve b x hd
Sec  Area y A d a2 Ad? Ig = 25—
.1 500 5 2500 11.1 123.2 61605.0 4166.66
2 400 30 12000 13.9 193.2° 77284 53333.33
= 900 14500 + 138889 57499.99

wloide 4 losecdn T cm'\'m(&.d.‘a.u‘.‘
cevlnide de

< » i
mimma, se pueden encontrar haciendo igual-a—cerc la ecuacisn que da el valor Wl‘-m‘"\
de los esfuerzos: i _ ..h_,z

M '
f=—~§—+TZ- H en donde Mz-Pey 34 l
43.900m

En forma similar si solo existe excentricidad en la direccidn del eje z, ge
pueden encontrar los valores de e, que hacen que los esfuerzos de tensidn
sean igual a cero en los extremos de la seccidn, igualando a cero la ecua-

cidn que da el valor de los esfuerzos cuando existe carga axial y flexidn

centroide y = lgggo = 16.11 cm

caiwide da lasac. 2




Momento de inercia centroidal Iz
Iz = 138888.84 + 57499.99 = 196389 cm"

Momento de inercia centroidal

- 40 x 109 10 x 503

y 13 13 = 107500 cm"

I

£144

Cidlculo de las excentricidades e,

En forma similar los esfuerzos en las fibras mds alejadas del eje y serén nu

las cuando se cumpla la siguiente igualdad:

Célculo de las excentricidades ey

Si e, = 0 La excentricidad ey producird esfuerZos nulos en los extremos

de la seccidn para los siguientea valores:

wpa--2 _¥ ,
fy V] Y I, ¥y ... (1)
Hz - Pey ’

Sustituyendo M en (1) ; - - t.

P Dy
iy e A

despejando ey . ERRETR

¥

1 I
o - — — 2
. ry y 2)

El extremo de la secciln situada a una distancia y = 33.90 cm,

esfuerzo nulo cuando:

196339

& " " T900)(33.90) ~"6-45 cm

P Pez
£ _ z=0
A Iy
despejando e,
1
[ A
ez Az

Para el extremo de la seccidn situado a una distancia z = 25 cm

1 Iy 1 107500
€T R zT"%0 250 - 477 cm
y para z = - 25.0 cm
1_ 107500
wife, " T 500 (25.0) " M7 em
434 P o
ry 7 - T (8.

El extremo de la seccidn situada a una distancia y = 16.10 cm, tendrd es-

fuerzos nulos cuando

196388.83

ey2 - - ~900 (16.10) - 13.55 cm




en

P R O BLEMAS

Un bloque corto tiene la seccién transversal indicada en planta en la figura.
Determine el intervalo a lo largo de la recta A-A en que se puede aplicar una

fuerza vertical hacia abajo sin que produzca ninguna tensidn en la base. Des

precie el peso del cuerpo.

- bn?

. Io 36

T I, = (15)(15)3/36 = 1406.25 cn®

A = bh/2 = (15)2/2 = 112.50 cm?

donde

despejando ey tenemos: Pey y= —%—

Tx LA R

el extremo a-Y= 5 cm tenemds :

- 1406.25

&1 ¥ 112.50(=5.0y = ~ %3 cm

e = l406.25 .
y, ~ 112.50(+10.0) ~ 1+23 cm

RESPUESTA:

entre 7.5 cm y 11.25 cm

fa--B _ M =4 N «
A I
: = 0F
M= Pey

- P _ Py
£ AT Y"=0

deapejando a ey

»R* 88
4 R R
ey=——a R __ B
wR2 R 4umd 4
ape
RESPUESTA:

El nicleo central es un circulo concentrico de radio = R/4

3) Una barra de acero de 5 cm de difmetro se dobla hasta formar un anillo cir-
cular casi cerrado por completo con un didmetro exterior de 30 cm, como se

muestra en la figura.

1) Calcule el esfuerzo méximo que se produce en el anillo al aplicarle

una fuerza de 1000 kg en cada uno de sus extremos, como se indica.

2) Halle la relacidn del esfuerzo méximo determinado en 1) al esfuerzo

maximo de compresidn que actdia normalmente a la misma seccidn.

i SECCION TRANSVERSAL

A = 7R2 = 19,635 cm?

2)

desde el vértice inferior del triangulo

Determine el niicleo central de la seccidn circular maciza de un miembro es-

tructural.
4 '
P L3 i I = wR%/4
- en Eﬂ R o
. -
'L {:} A = 7R?
-y /1-: ) v xh- .
>

I = nR*/4 = 30,6796 cm®

c«nh5 ‘ i
Haciendo un diagrama de cuerpo libre
toco ¥y //// : .
SECCION A ANALIZAR

—. L,
i 30cm




P = 1000 kg

M = 1000 x 30 = 30,000 kg-cm Yy = r = 2.5cm .

P.
Sena = Tx > Px = P sena= 670.82 [kg/m]

f .
max penwm.

i
RESPUESTA:
1) £=1090 4 30,000 5. 949555 kg/em? ‘ ="
tens. 19.635 30.6796 | abad
1000 _ 30,000 - 2
£ 19,635 = 36°€79% 25 2393.69 kg/cm
comn. h— —
2) f
f—c = 0.959
T - o
Ard A Ak :
8 sea
£, = 0.96 £,

fe

2054 1027 o

1x 108 = 276 (@ 35w (a/2)

id - - !
RESPUESTA:

6 - 12324 770.25
1x10 —;3—— + —-7;?——

+ad = 0.013(m

4 2 .
1l x10'cm 2
= 100 (kg/en?) = 100 kg/em?>F= " = 1000,000 (kg/m?)

(kg /m?) L 1341.64(3.5)2/8 = 2054.4 kg-m

¥ - 670.82(3.5)2/8 = 1027.2 kg-m

Px £
My = 5~

3

——

3]-> a=0.236 m = 23.6 cm

) 1 x 105 = 1/a3(13094.25) 2a = 47.20 cm N
4) Una viga simplemente apoyada, inclinada como se ve en la fig.y con una rela . I .
cidn de altura a ancho de 2:1, debe cubrir un claro de 3.5 m y soportar una “
carga uniformemente distribuida de 1500 kg/m incluyendo su propio peso, que wl
se aplica en la forma indicada. Determine las dimensiones que debe tener o #
la viga para que el esfuerzo miximo debido a la flexién no exceda a 100 "
B . . .
kg/cm2. ——————— 88w — —
P=y 1500 Mafen /-w('é/m,
I e e N P
! ) £ % ,p 3 w £2 ™
o -5
. Ra e — R
x=a/2 ; yma .
T P a
—&x =73 ]
- a(2a)3 a2y ouyn - 2a(a)3 al’r 4
T 12 el L 1 L
v i e QMa -

a = ang tan —- = 26.565°

. roo
cosa= -4+ P, =P cosa = 1341.64 kg /m
P y L _l
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ZAPATAS RIGIDAS CARGADAS EXCENTRICAMENTE

T

Las zapatas estdn frecuentemente sujetas a momentos de volteo simultdneo
con cargas axiales.

0 B
En estos casos se supone que la resultante de la presidn del suelo coinci-
de con la fuerza axial P debida a las cargas externas pero no con el cen-

troide de la zapata, comp puede verse en la £ig 1,

P, 6P Eae coemos -
y como A = BL "'q-'ﬁ-ﬁr
La ecuacidn (3) puede ser reescrita como:

et e 52 : ®

donde: T

g Y =] - . »

&/, n
——*‘v 2 e e ¥

E 15 /

1=

Entonces la presién del suelo puede ser calculada con la siguiente expre-

#idn, que considera la superposicién lineal:

P M
“ amp=t—re o )

en donde:
Iy

MNe Pe (2)

de (2) en (1) tenemos:

= carga vertical, o fuerza resultante

P

e = excentricidad de la carga vertical
B = ancho

L = largo

q

* intensidad de la presibn del suelo (+ = compresibn)

q deber3 ser menor o igual a la presidn permisible del suelo.

L "on

#i e

Notese que
es grande puede darse el caso de obtener esfuerzos negativos
(- = tensidn) los cuales no pueden ser tomados por el suelo.

ra encontrar la "e"

Entonces pa-
mixima permisible, hacemos q = 0, es decir, que no exis
tan tensiones:

P 6e
o 970" E [‘*T]
- e -t L
0wl t 3 v est—o

- Como- podemos ver la resultante debe caer en el "tercio medio" para que no

existan esfuerzos de tensidn. )

Ahora podemos deducir facilmente el esfuerzo méximo que puede admitirse en

el suelo.

I 3)
‘ ‘ Haciendo, para una seccidn rectangular

I _ B}, L _ BLi2_ pu?
‘ c 12 2 2L~ 6

Eln
7 e
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De la fig 1, tenemos que: MUROS DE RETENCION ’ At
L _ L _ e -+ L' =3 [ L . ] ) ) Los muros de retencifn son estructuras cominmente prismiticas construidos
3 2 2 con mamposteria, de piedras naturales o artificiales unidas con mortero o

con concreto, cuya funcidn principal es la de mantener una diferencia de

y .
P = qm;x (L'B) elevacidn del terreno de un lado a otro del mismo. Pueden utilizarse para

retener materiales sdlidos, como granos en el caso de silos o tierra en el

Haciendo la substitucidn indicada para L y despejando a q obtenemos: caso de muros de retencidn de taludes, en los que se desea una inclinacién __ . . . |
mayor que el talud natural del terreno. Tambié&n son usadas en estructuras
1 .
R=gq ax LEE hidréulicas para formar bordos o parte de los vasos para almacenamiento de

agua. Cuando su estabilidad depende de su propio peso se llama muro de

—D = 3 B(L/2-e) gravedad. . -
R-P Lnsx 2

-, .
Finalmente:
2P
YGix = TEL/-0) . ©

Notese que las recomendaciones de las NORMAS TECNICAS del RDDF en su parte
de cimentaciones para el caso de zapatas cargadas excentricamente nos dicen

que se reduzca el ancho efectivo a B' = B - 2e ya que si e = B/6

B' = B - 2 B/6 = 2/3 B, lo cual es considerar en parte el andlisis anterior.

- - TERZENO D CIHEUTACION —

Como se ve en la fig 2, pero con una distribucidn rectangular.
4) HURO D NanpoTeLb b) HULo DE concrero

. Fiey- §

ELEMENTOS QUE INTERVIENEN EN LA CONSTRUCCION DE LOS MUROS DE RETENCION

Los elementos que intervienen en la construccién de muros de retencidn son

tres: el terreno de cimentacidn, el relleno o carga que actiia contra el

; ; R muro y la mamposteria o concreto que forma el muro propiamente dicho.

b : Terreno de cimentacidn. Las principales propiedades del terreno de cimenta-

¥ . : . cidn son: su resistencia al esfuerzo cortante, su compresibilidad y su per-

: ! meabilidad. La propiedad de la resistencia al esfuerzo cortante es la pro-
piedad que determina la capacidad de carga del terreno. Con respecto a la

' compresibilidad se supone aqui que no existen posibilidadés de asentamien-

DN




¥

» ox1o de la supresidn en la base del muro. EER A

aifMaterial de relleno. La funcidn primordial de los muros de retencidn es

contener el relleno que se halla tras ellos. El empuje que ejerce el relle

no sobre una estructura depende de su peso volumétrico.

Mamposterfa. El material por usarse debe estar sano, ser poco alterable y
-preferentemente de alto peso volumétrico.
LR
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FUERZAS QUE INTERVIENEN EN EL CALCULO DE UN MURO DE RETENCION

Las fuerzas que actiian contra un muro de retencidn, de seccidn transver-
sal, pueden calcularse para un segmento de muro de un metro de longitud,

en la direccifn normal al plano del papel.

Cuando se analiza un muro con contrafuentes por lo general los cdlculos se
refieren al segmento de muro comprendido entre dos planos paralelos traza-
dos en el centro de los mencionados elementos.

e
Las fuerzas que deben tomarse en cuenta en el cdlculo de un muro, que por

simplicidad se supone trapecial (ver fig2)son:

SUPERFICIE D 6t TR RSO

‘ﬁt = At x 1.0 x Ym

A = idrea total de la seccidn transversal

1.0 = longitud unitaria (1.0 m)

Y, = pPeso volumétrico de la mamposterfa o concreto

Para la fig 2 A "1 + "2 L
b) La presidn contra la cara interior del muro con su correspondiente in-
tenridad y distribucidn (Er en la figles el empuje resultante de tal pre-

sidn).

Par: obtener el empuje que produce un suelo sobre el muro de soporte se uti

lizen mis frecuentemente las teorias de Rankine, Coulomb y Terzaghi.

TEORTIA DE RANKINE. Un suelo eatd en estado Pldstico cuando se encuentra en
estado de falla incipiente generalizado. De acuerdo con lo anterior caben
dos estados plasticos: E1 que se tieme cuando el esfuerzo horizontal alcan-
za el valor minimo Ka Y z y el que ocurre cuando dicha presién llega al va-
lor mdximo KP Y z. Estos estados se denominan respectivamente activo y pasi

vo.

En el estado activo: K, = % = Tan? (45 - ¢/2) = l-Seng

A 1 + Sen ¢

En el estado pasivo:

1+ Sen¢
= - 2 -
Kp N¢ Tan¢ (45 + ¢/2) 1= Sens

que gon los coeficiente activo y pagivo de presidn de tierras.

IR,
Fla. 2, Fueezas QUE ACYUNN EN UN MqURO
a) El peso propio del muro. Esta fuerza actdia en el centro de gravedad de
la seccidn y puede calcularse ficilmente dividiendo dicha seccién en &reas
de forma simple y sera:

Bmpuje activo:

Para suelos puramente friccionantes se tienen las siguientes férmulas para

el cdlculo del empuje:

Cwl g2 al 2
By " MW=k,

ivos -1 2.1 2
Empuje pasivo: Ep 3 NoYH: 2 KP YH
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En el caso de que la superficie del relleno sea un plano inclinado a un Engg_ TEORIA DE COULOMB. Esta teoria considera que el empuje sobre el muro se de-

lo B con la horizontal, los empujes activo y pasivo se calculan por medio de be a una cufia de suelo limitada por el paramento del muro, la superficie del

las f8rmulas: relleno y una superficie de falla plana desarrollada dentro del relleno. Ver

; ig. 3. L
Cos 8- /Cos? B Tos% ) - © oo efig '
Cos B+ v Cos? B- Cosz\o ’

1 0
!A zyH [CosB

—
" / e ‘
S f ' W ,/ ’
1 Cos B+ / CosZ B - Cosly / . i ‘ . w
E = - yH? | Cos B / ' :
Y Cos2 8 =~ Cos?a i ;
P2 [ Cos 8- ¥ CosZ B - Cos2¢ ‘w‘ - A |
LA A ,/ N F |
H g1e i / \\ .
Para suelos cohesivos, la teoria de Rankine da las siguientes expresiones: z / V ¥
[ T S
=G 2
EA'%YHZ—ZCH ’ Fla
“ . . s ' Considerando el equilibrio de la cufia se ve que el poligono dindmico consti-
E = % YH2 + 2 cH tuido por W, F y E debe cerrarse. Como W es conocida en direccidn y magni-
| 4
tud y ademds se conocen previamente las direcciones de E y F, puede conocer~
., La altura mdxima a que puede llegarse en un corte vertical de material cohe- se la magnitud del empuje sobre el muro.

| . sivo sin soporte y sin &er(l_mbarse se obtiene de:

Este método es un procedimiento por tanteos para encontrar la cufia critica =
H = e . ' que de el m3ximo empuje. \
c Y [

Método de Culmann. Se aplica e-tellenos de cualquier forma basado en la teo u

Para suelos cohesivo-friccionantes, segin la teoria de Rankine, se utilizan

L. ria de Coulomb. Es un método grifico que permite—llegidr fécilmente al valor
las siguientes f6rmulas: -

del méximo empuje_ejercido contra un muro por un relleno.
2c
).

| . E -
"N, Ll . . METODO SEMIEMPIRICO DE TERZAGHI. El primer paso para la aplicacidn de este

1 2
A" YH -
método es encasillar el material de relleno con el que ha de trabajarse, en
uno~dg_los siguientes 5;t?iptis:4

zp-—;-m YH2 + 2c /Ny H

—¥F. Suelo granular grueso sin Fifos t

La altura critica con la que puede mantenerse sin soporte el suelo cohesivo- TI. Suelo granular grueso con finos 1imosos
friccionante en corte vertical, se calcula por medio de la f8rmula: © III. Suelo residual con cantos, bloques de piedra, gravas, arenas finas y..-- - - )
finos arcillosos en cantidad apreciable.
H = l'_c v e v [ < - . - .
c Y Né . : o Iv. Arcillas plésticas blandas, limos organicos o arcillas limosas.
j v. Fragmentos de arcilla dura o medianamente dura protegidos de modo que

el agua proveniente de cualquier fuente no penetre en los fragmentos.
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fn lo que se refiere a la geometria del relleno y la condicidn de las cargas

este método cubre cuatro casos muy frecuentes en la practica:

i. la superficie del felleno es plana, inclinada o no, y sin sobrecarga.

2. La superficie del relleno es inclinada a partir de la corona del muro,
hasta un cierto nivel en que se torna horizontal.

3. La superficie del relleno es horizontal y sobre ella acta una sobrecar-
ga uniformemente repartida.

4. La superficie del relleno es horigontal y sobre ella actla una sobrecar-

ga lineal paralela a la corona del myro y uniformemente distribuida.
K .

En el primer caso el problema se resuelve aplicando las f&rmulas:

f EH-%IS_[HZ Ev-—;- KVHZ
que son las componentes horizontal y vertical del empuje. Kh y Kv se ob-
tienen de la grafica No. 1.

] i
El empuje se considera aplicado a la altura de H/3 contada a partir del pa-
fio inferior del muro.

e 1

Para al segundo caso los valores de Kh y v deberdn obtenerse de la grifica
No. 2.

Para el tercer caso, cuando el relleno soporta sobrecarga uniformemente dis-
tribuida, la presidn horizontal sobre el plano vertical en que se supone ac-
tuante el empuje, deberd incrementarse uniformemente en:

'P=Cq
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]

es el valor de la carga lineal uniforme

se obtiene, como en el caso anterior, de la tabla No. 3.

'
Gl $
£
'3
£
S
1/2 Ky H? >
, F
12 Knnt "
2L -
LS )
17
P 2 9 /- - p—
. e |§ .
172 e HY " ~
& soof— po | L
Lozian_ H @
N H/3 A
:-uoo RS IS H R
] =
2 va00[f o S Sl IS -3y —
(01480
00 / —
Los nimeror ea 108 v vasindican el I |~ /
190 de material, 0 = gty @
Poramateriolesdellipe 3 los cdiculen
wo
30 re3lizon con une ohwa, H, mensr I
quelareotent.20m L} 3! LU R
6 ) o T

Fi%. 4 Brdficos porg determines of winpuje de rellencs con superficis plana, sezin
{eagghi .

q es el valor de la sobrecarga reparrida

C se escoge.de la tabla No. 3 segilin sea el tipo de relleno.

En el caso cuatro se considerard que la carga ejerce sobre el plano verti-

cal en que se aceptan aplicados los empujes una carga concentrada que vale:

p=Cq'
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¢) La presidn hidrostitica. Si se permite la acumulacién de agua en la ca-
ra interior del muro se formardn sobre &1 presiones hidrostiticas; \Esto debe
evitarse instalando un sistema de drenaje adecuado que elimine el exceso de
agua (Eh, en la fig.2es su resultante).

oy Bl 4 ’

- A UGk

d) La presidn de la tierra contra el frente del muro. El desplante de un
muro de retencidn debe colocarse en un nivel que garantice la adecuada capa-
cidad de carga del terreno. Si la tierra colocada en el frente del muro
ejerce una resistencia, la fuerza resultante se determinari para tomarla en
cuenta en los cidlculos (E; en la fig, es su resultante). Esta fuerza suele
omitirse en los calculos aumentando con &sto el coaficiente de seguridad.

f

e) la componente normal de las presiones en la cimentacidn.

La presidn en
la ¢ mentacidn se considera linealmente distribuida a lo largo de la base,
1ine: AB, dando lugar a su diagrama trapecial, (EFV en la fig2 essu resul-

tante). ' -

f) La componente horizontal de las presiones en la cimentacidn, (la resul-
tante de &stos efectos horizontales se representa como ZFH en la, fig2.)

g) Las supresiones. Cuando el drenaje bajo el muro no es correcto, el agua
puede fluir por debajo de &l y originar supresiones contra los materiales

constituyentes del muro.

© o g A

s W

Conviene hacer notar que existen algunos factores, cuya accidn puede incre-
mentar notablemente la magnitud de los empujes, tales como, las heladas, la
expansién de los materiales de relleno,sismos, vibraciones y procesos de com

pactacidn.

CALCULO DE ESTABILIDAD EN MUROS DE RETENCION

£
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Fi6. 2 Presiones de rellenos con superficic libre quebrada

Tomado de la ref 7.

Desde el punto de vista del terreno de cimentacidn, el buen funcionamiento
de una obra se logra cuando se tiene una capacidad de carga mayor que la pre
8idn impuesta al nivel de desplante y cuando las deformaciones en el terreno

causadas por dicha presién producen asentamientos despreciables.

Considerando al muro como monolitico, las condiciones de estabilidad ql.‘|e de-

e . i
EN ' ’

»




ben cumplirse son:

1) Que sea imposible la rotacidn o volteo alrededor del punto A (ver fig &),

Se entiende por factor de seguridad contra volteamiento, el niimero por el

cual debe multiplicarse la fuerza resultante actuando en la cara interior

-

del muro para producir volteamiento, este nimero debe estar comprendido en~
tre 1.5y 2.0.
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siendo
ZFV = la suma de las fuerzas verticales

ZFH = la suma de las fuerzaa horizontales
3) La resultante de las presiones sobre el terreno en la base del muro de-
ben estar sobre el tercio central del muro para que solo se presenten es-

fuerzos de compresidn. Eetas presiones o esfuerzos se calculan con la teo-

1 -

‘ Aozl
IR BT

De la figése tiene:

- M resistente _ wt (a)

FeSe olteo M actuante 1
El‘( 3 H)

2) No debe préducirae deslizamiento entre la base el muro y el terreno, el
factor de seguridad contra-deslizamiento es el nimero por el cual hay que
multiplicar el empuje horizontal, para que no se presente deslizamiento a
lo largo de la cara de contacto entre el terreno y la base del muro. El

niméero calculado no debe ser menor que 1.5.

La resistencia o fuerza rasante entre la base del muro ¥y un material no

cohesivo puede calcularse como el producto de la presién\normal por el coe-

ficiente de friccidn u, que puede considerarse seglin los siguientes valores,

Para mamposteria o concreto en contacto con estos materiales:.

Roca sana 0.60
Material compacto 0.55
Concreto 0.65

Se tiene entonces que:

ui Fv

F's'deslizamiento N IF,

ria de la flexidn.

4) En ningln punto del muro deben excederse los esfuerzos permisibles de

los materiales utilizados. Esto debe verificarse en un plano cualquiera Pa
ralelo a la base del muro o en una hilada cualquiera, ya sea el muro de con
creto o de mamposteria.

En la tabla siguiente se muestran algunos esfuerzos permisibles tipicos

Tabla de esfuerzos permisibles tipicos, kg/cm?

Material Cortante Compresidn Tensidn

Mamposteria de 3a. con morte
ro de cal 1.0 4.5 0.35

Mamposteria de 3a. con morte

ro de cemento N 2.0 9.0 . 0.75

Concreto simple 0.3 /EZ 0.45 fé 0.4 /?:

EJEMPLO. MUROS DE RETENCION

——En este ejemplo se presenta la revisidn de un muro de retencidn de agua.

La finica fuerza que actia contra &l es la debida al empuje hidrostitico da-
do por la expresién'Eh = Ym H2/2, oponiéndose a dicha accién la fuerza que

g8e origina por la friccidn entre suelo-muro (u XFV) y el peso propio del mu-
ro. Estas fuerzas provocan momentos actuantes que tienden a voltear al muro
alrededor del punto A, y momentos resistentes que se oponen a elld, fuerzas

actuantes también tratan de hacer que el muro deslice sobre la base del muro

-




. ——

(linea KE), accifn que se contrarresta con la fuerza originada por la fric-
cidn suelo-muro. Es necesario para la estabilidad del muro que no ocurra

ni volteo ni deslizamiento y tenmer la certeza de que e tiene un margen de
proteccidn el cual se le denomina factor de seguridad. Para el caso de vol-
teo, el factor de seguridad resulta ser la relacidn momento resistente entre
momento actuante y para el caso de deslizamiento, el cociente de la fuerza
de friccidn entre la fuerza horizontal actuante, este factor de seguridad de

be ser mayor o al menos igual a un 1.5.

[ e e ——

De la suma algebraica del momento resistente y el momento actuante, se tiene
el momento neto, que actia sobre la base del muro alrededor de su eje cen-
troidal (Zﬁ]Z), este mmento es equivalente a una fuerza (componente verti-
cal de la resultante) por una excentricidad (distancia del centroide de la
base, al punto de aplicacidn de la resultante sobre la base); si esta excen
tricidad se localiza dentro del tercio medio, dnicamente se presentarin es-
fuerzos de compresidn en la base. ) v

La magnitud de la resultante, se obtiene al aplicar el principio del parale-
logramo para sumar sus fuerzas componentes QFH y ZFV), siendo el &ngulo

qQue forma la resultante con la horizontal, el dngulo cuya tangente es el va-

lor IR,

IF, L |
] :

{
Finalmente para encontrar los esfuerzos en la base del murc se hace use de
la teoria de la flexién aplicando la expresion f = - % t % y, comprobando-
8e que solamente se presentan esfuerzos de compresidn y que la magnitud de
estos esfuerzos son menores que la capacidad del terreno en que esti des-

plantando el muro.

EJEMPLO. ANALISIS DE UN MURO DE CONTENCION
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Se pide:

a). Encontrar los factores:de seguridad contra volteo y contra deslizamiento

b) La posicidn y magnitud de la resultante, asi como el &ngulo que forma
con la horizontal

¢} El diagrama de esfuerzos normales bajo la base del muro

SOLUCION:

Posicidn-y magnitud de las fuerzas actuantes

&y’

Caracteristicas geométricas de la base

A=5.00x 1.00 = 5,00 m?
e=20. 2504 W
1. ,;_,213 - 1:0% (5007 1 4y g ,
- §- _tl:. = % = 416 - - ‘Iln‘:it:s:&_% cr2so ‘T AES

a) 1. Factor de seguridad contra volteo s

Cédlculo de fuerzas verticales (EFV) y momento resistente (HR)

id Wi = Pyi brazo b: . Fvi x di-
DATOS : COEFILENTE e N Seccin i
it CUELOMUES Meodo (1.00x6.00 x 1.0) (2.4) = 14.40 4.50 64.80
2 )
°"“°:|1 No‘ﬁ\»-

LIDERESE GUE NO HAM

h=6.00m D De SUPLESICN,

He & 40w

2 (4.00%6.00x1.0)(0.5)(2.4)=28.80 72,66 ' 76.60
ZF, = 43.20 Ton : Mr=141.40 T-m

Suma de fuerzas horizontales (EFH)

W Bt Y, H2 = (1.0)(5.40)2 = 14.58 ton
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Momento actuante o de volteamiento
| - 1 - 5.40 y _ g
| HA (Eh) ( 3 H) (14.58) ( 3 ) = 26.24 ton ‘

MR _ 141.40

volt. HA 26.24

Ak T A - B Y

F.S =5.39 > 1.5

a) 2. Pactor de seguridad contra deslizamiento

N Fuerza oponente al movimiento sl e
u “v = 0.60 x 43,20 = 25,92 ton

E.S. WuIFy _ 25.92

dez. " F, T T4.58 1.78 > L5

b) 1. Posicidn de la resultante, de las fuerzas verticales y horizontales

Momento neto = l& - HA = 141,40 - 26,24 = 115.16 ton-m

g =M _ 11516

AR ™ E %3.20 2.66 m(a la izquierda de A)

distancia al centroide de la base

- - X, = 2,50 - 2.66 = - 0.16 m (ver fig)

AB
2 AR

Por lo que cae dentro del tercio medio de la seccidn transversal y solo ha-

brd esfuerzos de compresién en la base.

b) 2. Magnitud de la resultante

Q=7 rvl+ FHZ = /(43.20)%7 + (14.58)7 = /2078.82 =

R = 5;59 ton

b) 3. Angulo de la resultante con la horizontal

- LFy 43,20
6 = ang tang Fﬂ ang tang ;i ang tang 2.963

8 = 71° 21" .- i ARG

Las fuerzas y sus puntos de aplicacidn se muestran en la siguiente figura:

T

Cy=0Atm
Frh=Emn
'\____H"Z H
[ H —— o~
AY
@ =o.lew
| Nl
Biz=1-80m 1
i \
IRy e
A\
" | A ‘1 i
IS Xam = 266 -
..m 8. =ieG - [CPRERR/ TS o [P N E-T4 -
- B2z 7en -+ R AT -
- -

[ ZER RN

c¢) Diagrama de los esfuerzos bajo la base

Arlicando la foérmula de la flexion f = - %— * %
en donde: i e
M= 1?V x e = 43.20 x 0.16 = 6.91 ton-m
sustituyendo valores
_ _ 43.20 , 6.91 _ +
f = 500 © 4.16 8.64 + 1.66
£, = - 6.98 ton/n? £, = - 10.30 ton/m g
el diagrama de esfuerzos queda finalmente como sigue:
R . A
—
~6.98TAn2
..«/
; I

—te2a L T

EJEMPLO. MUROS DE RETENCION

En este ejemplo se presenta un muro de retencidn de agua,pero a diferencia
del anterior, existen otras fuerzas ademds del empuje hidrostdtico actuando

sobre €1, estas fuerzas son:
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a) La supresidn bajo la base del muro y Lo ouh
b) La producida por materiales azolvados - : i ~ - ~ < )

a
El andlisis se hace en la misma forma que en el ejemplo anterior, pero -con- b)
c)
d)

siderando que estas fuerzas adicionales contribuyen al momento de volteo, la
fuerza que produce el momento resistente, es el peso propio del muro, el cual
8e descompone en los pesos de dos volimenes mis sencillos, faciles de calcu-

lar.

duce a la obtenciSn de los factores de seguridad que muestran la estabilidad
del muro contra volteo y deslizamiento, se comprueba que la aplicacién de la
resultante estd sobre el tercio medio de la base para provocar dnicamente es
fuerzos de compresidn en la baae, esfuerzos que reaultan ser menores que la

capacidad del terreno.

Peso propio W
prop p.p

neige pide: 2

Encontrar la posicidn y magnitud de la resultante y dngulo que forma con
la horizontal.

Encontrar los factores de seguridad contra volteo y deslizamiento
Encontrar el esfuerzo en la base

Encontrar los esfuerzos en el muro a cada § metros a partir de la base

hasta los 20.0 m de altura.

El conocer la posicidn y magnitud de las fuerzas actuantes y resistentes con SOLUCION:
Cdlculo de la magnitud y posicidn de las fuerzas actuantes

L, T Wi+ W = (3.0 x 25.0 x 2.4) + (16.00 x 20.0/2)(2.4)

= 180.00 + 384.00 = 564.00 ton
. M

Fuerzas verticales

‘-.

B3

En el cilculo de los esfuerzos en diferentes secciones del muro, se comprueba Carga ton. brazo m. Momentos con respecto a A
que los valores alcanzados debidos al empuje hidrostitico y el peso propio Momento /¥ ton-m
del muro, a partir del nivel que se analiza, son menores que el esfuerzo per W, = 180.00 17.50 m - 3150.00
P : - 2 3 Ty .
misible para el material (fC 90 kg/cm®) siendo todos ellos esfuerzos de W, = 384.00 irtr10.66 m . - 4093.44
compresidn. S = -50.40

LFy = 513,60 ton

EJEMPLO. CALCULO DE LA ESTABILIDAD DE UN MURO DE RETENCION

12.67 m .+ 638.56
‘ 6604.88 ton-m

. 6604.88 ; ;
DATOS:: f; = 200 kg/cm? eFy = “513.60 " 12-86 m (a la izquierda de A)
£, = 0.45 £ = 90 kg/cm?
Fuerzas horizontales

Yo =2.2 ton/m3 i

Y. = 1.0 ton/m3

w Carga ton. brazo m. Momento con respecto a A
[ = 0.60 Momento “+v ton-m

8.m.

suelo -muro Empuje hidrostirito =

u = 0.65

c.c. =F = Y, H2/2

concreto -corerelo F = 1.00 x 20.02/2=200.0 557 + 1 334.00

Nota: El muro estd sujeto a una Empuje de azolves

supresign de 50.4 ton y a un empu EA = 4.50 1.67 o+ 7.52

je del material azolvado ademis .

del empuje hidrostidtico. Lla ca-~ EFH = 204.50 ARixw  w + 1 341.52 ton-m
pacidad del terreno es de 40

ton/n® 1341,52

eFH = 30450 = 6.56 m (sobre A)
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8) 1. Posicidn de la resultante de las fuerzas verticales y horizontales

89 Momento neto = M, = - 6604.88 + 1341.52 = - 5263.36 ton-m

A
< Mn_ 5263.36 o e o R
XAR Fy 51360 10.24 m (a la izquierda de A)
iE 2 = . :
3" 6.33 < 10.24 < 3 AB=12.66 .. la resultante cae en el tercio me

dio

donde:
P = Fy = 513.60 ton
= 19,00 x 1,0 = 19.00 m?
- Pxe ; e-(—;lVE-B/Z)-(XAR-B/Z)HO.Mm

M = 513.60 x 0.74 = 380.06 ton-m

. bh3 _ 1.0 x (19.00)3 "
1 2= 3= 57.58m
y = 9.50m

y la distancia al centroide de la base es

‘ CeBlg 130

2 AR i 10.24 = - 0.74 m (a la izquierda de AB/2)

a) 2. Magnitud de la resultante

R= Y FH2+ sz = ¥ (204.50)7 + (513.60)7 = 552.82 ton

R = 552.82 ton

|
-
‘ ’ a) 3. Angulo de la resultante con la horizontal

Sustituyendo valores

513.60 380.06

f =-S5 1 57158 (9-50) = - 27.03 ¥ 6.31

o = 20.72 ton/m? ¢ = 2 33.34 ton/m?

A B

La distribucidn de esfuerzos en la base es menor que la capacidad del terre

no que es de 40 ton/m?, y se muestra en la siguiente figura:

) -“:a.;qu!v. L .L(_)-' [ —""‘3-:'2-‘—',}-1
d) Célculo de 1la estabilidad en las secciones a 5, 10, 15 y 20 m sobre 1a &
base
Fy 513.60

6 = ang tang F; ang tang 204.50 " an8 tang 2.511 R

8 = 68° 17" - + Secciones que se
| analizan, con sus

B.0m correspondientes em-
R . b) 1. Factor de seguridad contra volteamiento 4 pujes hidrostdticos,
‘ sobre el muro.
MR _ 3150.00 + 4093.44 ¢ 50
| FeSeyolr ™ MA " T638.56 + 1341.52 ~ 3+66 > 2.0 4
. Lowm
-- b) 2. Factor de seguridad contra deslizamiento en la base T : . . A o
/

‘ WIFy _ 0.60 x 513.60 [ J - \ &

r's'des - FH = 204.5 = 1.507 > 1.5 —h . O, A

) e .
c) Esfuerzos en la base £ P tee ’
: - i P M N -
Se aplica la fOrmula de la flexidn f = - x * T Y lLos :
e =
"‘)i‘,
+ 4.0 q i °




Tablas de cdlculo de

los esfuerzos en las secciones del wuro 5.0 m

+

SPT US UB1183MW 38 SISTIFUR 3359 2p SOPEITNSal SO

+
Sec Fy (ton) (g) MV PH (m) HH Mn:H M.:/; y
(ton-m) (ton) n (ton-m) MH v v
8
1-2 FAYeG.0x20.04 000 60 00 112.50 5 562.50  -3109.50 B8.64  1.14
15.0x12.0/2)2.4
= 360.0
e 3 .
L Ayc=(3.0x15.0+
€ AR
3-4 8.0x10.0/2)2.4 7.54 -1538 50.00 3.33 166.67 -137133 6.72 1.22
= 204.0
g B i
g Ayc=(3.0x10, 0+ .
5-6 4.0x5.0/2)2.4 4.79 - 460 12.50 . 1,67 20.84 -'439.16 4.57 1.07
= 96.0 . h § H
7-8 ag¥e=(3.0x5.0) 1.50 54.0 - e -
x(2.4)= 36 = A5 ¥
u & * ) % e (m'l‘) Y t 1! y fn R ang?tng v comelu-
FH (ton/m2) / F24p2 'F— sidn
H'v H
2.08 15.0 ~24.00 410.4 281.25 7.50 + 10.94 £1=-34.94 377.17 72° 39 estable
f2=~13.06
2.65 11.0 -18.55 248.88 110.92 5.50 * 12.34 £3=-30.89 210.04 76° 13" estable
fu=- 6.21 :
4.99 7.0 -13.71 102.72 28.58 3.5 ¥ 12.58 f5=-26.29 96.81 82 35* estable
: - fo=- 1.13
3.0 -1 B 36.00 90° estable
2omow -
@ A & "
4 - = (L3
Y 3 o s 23
i - ~| ke
& =F - - e >
H +— by Ry
[~ . i 1A r®
’ kS A R E ST
| i3 R S L ¥
: - : 3 - s
.; 2 = 3? - ia :;‘ ? - 4
T > I 5 -~ . N IS I
RS R : 3
. H 7 9 = $ . ‘" ~._1 . 4
Cod S 4 \ ;
i3 3 §| e i ES
N L»l‘ J ’ 7 18 =
: L e N v + [ ! \ :
I TR I ~ o ®y ‘ .
'3 S 3 2 . i %
{3 F T\ e » i 5 )
i3 wl 1 5 L ] o T T T = = '
P el 13 & i
] s\ (R z
B ~—:
i 3 = 2 > ¢ 8 S
i > - » - w P
‘/(\ i 2 . 3 " N Y
W H 3 ~ ' o
o ~ ™ [y s 3 :
o - ~ © ° A
2 s # A w »
N 5 . o 0, N -
a . - B 3 o F) @
1 g Fop a &
¥ 4z * o ER ]
; Pio 9 B
0 T -1 ~ AY > . N N o
H - g .
[ , I o~ g 5
? H . f . E ;-
(4 r ' - » I z 5
| ' , , g n ?
oy 0 e & ¢ £
0 ) Y o o4
b ] 3 3 3 +

65T
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- 1) Disefiar un muro de retensifn del tipo de gravedad, el cual deberd soste-
ner un relleno de 5.50 m de altura cuya superficie estd inclinada un angulo
B = 10° sobre la superficie horizontal y sus propiedades son ¢_ = 32° y
Yg = 1.76 T/m3. El muro serd de comcreto con f; = 140 kg/cm? y estard empo-
trado 1.20 m en terreno firme con ¢ = 36°, y = 1.92 T/m?® y una capacidad de
q =293 T/m?,

El esfuerzo permisible del concreto a tensifn es fr = 0.424 v fc'

1€0

Cilculo de la estabilidad del muro

o1 5 kg/em?

v

Usando la'teroria de Rankine

00008 »n
Para B = 10° y ¢, = 32° del Apéndice "B"
¥ g
K =~ 0.321 i
. a ¢ h
0.50m B, - %yﬁz K.-%(l.76)(6.97)2 (0.321)
| | %- %523 ) A=p°
4 I .58 7 { P, = 13.723 T/u

P 13.72 cos 10°= 13.51 T/m

R
Pv = 13.72 sen 10° = 2,38 T/m
* i
'9"‘:’ o wees.800.2) (1522) (1.76)-6.28 T/m
¥

[

o i Como todo se multiplica por 1 m de
-,“o"s‘" 2.23m longitud los pesos nos quedan en

2 s Toneladas.
a0
" %@2». o -_

=l T/md

Seccidn Peso en ('.l‘on] Brazo en [m] Momento en
(Ton—m/m]
1 1/2(5.80)(0.483)(2.4)=3.36 0.639 2.147
2 (5.80) (0.50) (2.4)= 6.96 1.050 7.308
3 1/2(1.55)(5.80)(2.4)=10.79 1.817 19.605
4 ‘ - 8.28 2.333 19.317
5 T (aprox)(3)(0.9)(2.4)= 6.48 T1.500 T 9.720 ;
P, =2.38 2.490 5.926

Iy, =38.25 IM64.023 M

Momento de volteo = 13.51 x 2.23 = 30.127 T-m

Factor de Seg = —g{;—% 2213>1.5 . ).k

Al volteo : o mat

Con B=0°y ¢ = 36° tomando los inversos del Apéndice "B"

R, = 3.846 o :
+R, = L/2yE K = 1/2 (1.92)(1.20)%(3.846) = 5.317 T/n ! ;_
\ Fuerza de Friccidn - 3
v & ran 24 = tan 2/3036) = 0.445 L 3

Fp-IF = 38.25(0.445) = 17.02 Ton

17.02 + 5.317 _ 22.338
13.51 13.51

Al deslizamiento

+ F.S. = =1.65 > ;.5 0.K.

%

1,50 m
e 27

|

2792 T/m3
P=3¢°

— — _ 64.023 ~ 30.127

Px =L M+x= 38,25 = 0.886 <1.50 m

Obtencifn de Esfuerzos:

o
2

* A=BL=3m? S

EL]
wlx

q-
LB2 _ (1)(9) 3
§ =™ 3 3 1.5m
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cat
Para 1 m de ancho tenemos: e =1.50 - 0.886 = 0.614 G 2.¢p ”
6M _P 4 6Pe _P 6 T T
P e e .
PybM Py =B tle !
1K "L A" BB "a [ 1+3 J _e '——-f—‘*‘- ] ~2.50%
38.25 6(0.614) D o s ‘ | /M
A4 L - 2 i -~ = ’
T Yy 3 [ 1+ 3 J 28.407 T/n? < qpemisible y § f R=pP ,, 1
Sy e | } -
n, -L ;
i A" : P
38.25 [ 6(0.614) J ko2 < h D
.= 1- - - 2.907* T/m gl
Uyin 3 3 oy | : -~ % 4“V! PR
- ) 4 a'/3 é ‘ 5o
* Existe tensidn porque la carga no estd aplicada en el tercio medio. ‘L —-L B T <
. 8/2 +
= 2.907 T/m? = - 0.29 kg/cm? < 5 kg/cm? (Esfuerzo del concreto a tensidn) —" o g
s ai “ : o o
Veremos los esfuerzos en el volado:
Bl
—5— = B/2 - e
mo=d2=-y1 _ 0-29.78 L e ia 3 PR
1/2 kg 2.658-0 . ‘ Y
m = - 10.82 . «® 0 eh ok Lk B' =3 (B/2 - e)
y=mx +b=gq=-10.82 x + 10.82 ol o B' =3 (1.5 - 0.614) = 2.658 m
v R
EI, = q = 10.82 - 10.82x . 4z ,
y H o Al . R=Pew +
BT - v - 1082y - 10:82x% : ‘
D . ‘ - 2P _ 2(38.25) - 2
prll oy . 10.82x2 _ 10.8243 , © Ymax "L T (2.658) (10y - 28.78 T/m
y 2 6 ’
M =5.41%x% - 1.803x3 ‘ , . s e qa, = 28.78 <29.3 .C. ok
para x = 0.317 m
M = 5.41 (0.317)2 ~ 1.803(0.317)3 = 0.4862 T-m
y calculando el esfuerzo
6M _ 6(0.4862) 2 2 2 T e
£ = 3oL = 2.658)2(1) = 0-4129 T/u® ~ 0.04 Kg/cm? <5 kg/cm e

. 0.K.




12

162

gdnpn ub o @ .

0.50,, 2=27/mt
il

L *
> 32,0 _* =
% #=20m | _LEaeTimd  war
) e he ARENA
i N = &om ¢ et
+ r : s = 0.6 1//713
— L ﬁ: 32°
-«.“_; . .\
S om
= II) Para el muro mostrado en la figura:
g = YH KA +y Hy -KA + v, Hy +q KA pero o = y H KA +q KA a) Calcular la distribucidn de presiones, segln Rankine, suponiendo un es-
tado activo.
oy =0y + vl H, KA + v, H, ) ) b) Calcular el empuje. : . . t
“ a.- Calculo de o) y o,
- . g
% 1.533 + (0'6)(8)(0f2948) +(1)®) A las profundidades de 2 y 10 m respectivamente .
s Oz = 10.948 ton/m? - YH _ ) &
o g Vo KA YH
b.- Cilculo del empuje AL
: ) 1u2 ’ ﬁ =K, = tan? (45 - 4/2)
=LlyH  yWwH  oylH 1 2490
A" 0 Yot TRt Yo M2 * g
K, = tan? (45°- 3372) = 0.2948 T
como E%T =K, - 0.2948 -+ tenemos que N4 = 3.392
. o] = (0.2948)(1.6)(2.0) = 0.9434
. -l 49@ 1.6)@®) | 0.6@)% 1 2, 2(10) i
— BT R S tagaeny v W@+ 30

s e . EA = 52.047 ton/m

El esfuerzo debido a la sobrecarga es:

op =q KA = (2.0)(0.2948) = 0.5896

.'. 0] = 0.9434 + 0.5896 = 1.533 ton/m?

A
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APENDICE "A"

METODO DE CULMANN

El método consiste en lo siguiente: por el punto A, de la base del muro
tricense dos lineas, la "¢" y la "9"; 1la primera a un dngulo ¢ con la ho-
rizontal y la segunda a un &ngulo 6 con la anterior. EL dngulo 6 y su mé

todo de obtencidn son los mostrados en la figura mencionada.

A-
FIG.--‘. Méfodo grdlico de Culmann

" A continuaciSn, escdjanse diferentes planos hipotéticos de deslizamiento,

Aby, Aby... etc. El peso de estas cufias de deslizamiento podrd calcularse
multiplicando su drea por el peso especifico, v, de la arena que constitu-
ye el relleno (recuérdese que se considera una dimensidn unitaria en la di
reccifn normal al plano del papel). A una escala de fuerzas conveniente,
estos pesos podrédn llevarse, a partir de A sobre la "1fnea ¢"; asi se ob-

tienen los puntos a), az,.... etc.

Por estos ltimos puntos trdcense ahora paralelas a la "linea 6", hasta

cortar en los puntos c; , €2,++..€tc. a los respectivos planos de falla

de las cuiias. Los segmentos a) ¢1,32 €2.... etc. representan, a la esca-
la de fuerzas antes usada, los empujes que produce cada una de las cuiias

arbiteariamente escogidas. En efecto, en la seccidn b) de la fig A-1 apa-
rece un tridngulo de fuerzas correspondiente a una cualquiera de las cufias
deslizantes escogidas. El empuje E y el peso W forman el &ngulo 6, puesto

que &ste es, por definicidn, el &ngulo formado por E y la vertical. Entre




la reaccidn a lo largo del plano de falla, F, y W se forma el &ngulo B - ¢,

sdendo B el que forma el piano de deslizamiento con la horizontal.

v

!' ~ FiG. ﬁ El mitodo di Cuimana coando cxiste una sobrecorgo fineal

Considérese ahora el tridngulo Aa; c3, ligado, por ejemplo, a la misma cu-

fia deslizante. Aa, es proporcional al peso de la cuia, W, por construc-—

cidn. El &ngulo en a, es 6 por ser a, c, paralela a la "lfnea 8". Eviden

temente, el angulo en A, del tridngulo Aa, cy, es B - ¢, siendo B el angu-
L0 lo que forma el plano de deslizamiento Ab con la horizontal. Entonces el
b tridngulo Aa ¢ es semejante al 123 de la parte b) de la fg A~1 . Se ve,
E1s comparando esos tridngulos que el lado a; ¢, es el homdlogo de E en el

tridngulo de fuerzas; por lo tanto esas dos magnitudes son proporcionales

~¢a3 y cp a; representa a E a la escala de fuerzas escogida.

Puede trazarse una linea que contenga a todos los puntos c, obtenidos se-
gin se vio. Esta es la "l%nea de empujes" o linea de Culmann. Una para-

‘ lela a la "linea ¢", tangente a la .linea de Culmann, permite calcular el

't .« empuje mAximo como el segmento ac, interpretado a la misma escala de fuer—
t+’.zas usada y siendo c¢ el punto de tangencia resultante sobre la 1fnea de
Culmann. La linea Ac, prolongada hasta b, proporciona el plano de desli-

zamiento més critico, ligado al méximo empuje.

El método de Culmann permite también llegar al empuje méximo producido por

R . : &

la combinacifn de un relleno "friccionante" y una sobrecarga lineal de in-

tensida q unidades de fuerza por unidad de longitud (fig A-2).

El procedimiento a seguir es totalmente anilogo al anteriormente descrito,
oy g CO0 la diferencia de que a la derecha del plano Abj; definido por la posi-
¢idn de q, debe llevarse sobre la "linea ¢" no sélo el peso de la cuia
deslizante, sino, sumado, el valor de q a la misma escala de fuerzas usa~
da. Precisamente en la linea Ab3 la curva de Culmann deberd presentar una

discontinuidad por efecto de la sobrecarga.

@ - O

Fig A-3 Punto de aplicacidn del empuje, segln el método de Culmann

El empuje E', dado por el segmento a' c¢' es el miximo considerando la sobre-
carga, mientras que el segmento ac seria el empuje miximo, si no hubiese so-
brecarga. Se sigue que si la sobrecarga estuviese situada a la derecha de
b” ya no ejerceria efecto, pues en tal caso el empuje seria igual al maximo

obtenido con la linea de Culmann punteada; desde luego la linea cc" se ha

— trazado paralela a la "linea ¢".

El punto de aplicacidn del empuje méximo puede obtenerse tambi&n graficamen-
te y con suficiente aproximacidn siguiendo las reglas que se detallan en la
fig A-3 .

8i no hay sobrecarga lineal una paralela a la superficie de deslizamiento

eritica Ab por G, centro de gravedad de la cufia deslizante, corta el muro




en un punto en que puede considerarse aplicado el empuje E. (fig A-3a.

8i hay sobrecarga, a la fuerza anterior se afadird, para fines de disefio,
otra, E, calculada restando E' - E, obtenidos como se indica en la fig A-3,
y aplicada en el tercio superior del segmento ff', en el que f es la inter-
seccidn de una paralela a la "linea ¢", trazada por q, con el respaldo del
muro y f' es la interseccidn con el mismo plano de una paralela a la super-—

ficie critica de deslizamiento, trazada tambi&n por q. (fig A-3b.

APENDICE "B

TEORIA DE RANKINE.

Férmula general para obtener KA

Siendo B: el dngulo del relleno con la horizontal.

El método de Culmann puede emplearse para el cilculo del empuje pasivo
ejercido contra un relleno arenoso. El procedimiento y su demostracidn
son idénticos, con la diferencia de que la "1inea ¢" debe ahora dibujarse

formando ese &ngulo con la horizontal, pero hacia abajo.

K, = cos B

cos B - V cos? 8- cosZ ¢

A cos B + vV cosZ B- cos? ¢

(1)

Ahora 8i B =0 +cos B =1

+K = (1) (1) - ¥ 1-cos?%p . K = 1 - V 1-cos%$
A (1)+ ¥ 1-cos?¢ A 1+ / 1-cos%$

Y como sen2¢ + cos? o =1

+1-cosz¢ =sen2¢

. - 1 -seng¢
ct KA 1+ send 2)

Concluimos que la férmula No. 2 es un caso particular de la No. 1.
Cuando B= 0°

TABLA PARA ENCONTRAR KA CON LA FORMULA No. 1

B® =  ¢°= 26 28 30 32 34 36 38
0 0.390 0.361 0.333 0.307 0.283 0.260 0.238
5 0.396 0.366  0.337 0.311 0.286 0.262 0.240
10 0.413 0.380 0.350 0.321 0.294 0.270 0.246
15 0.448 0.409 0.373 0.341 0.311 0.283 0.258
20 0.515 0.460 0.414 0.374 0.338 0.306 0.277
25 0.700 0.573  0.494 0.434 0.385 0.343 0.307
30 0.866 0.574 0.478 0.411 0.358

NOTA: El Kp = I/KA .". Los valores de Kp pueden obtenerse invirtiendo los va

-lores de KA'
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El pie del muro puede tener pendiente.

Fig B-1 Medidas tentativas para un muro de gravedad.

Ver ref 8.
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