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~9CL1 ar.;i 1!:!! .obt:roa'lqaeb TEMA I rq esJp~ ~ ~~tr!JhBua 

• so <?.!.\vwrJ 6 119.1 ESFUERZO CORTANTE PROMEDIO :ct::>nelll a•.tna aoaa::. 

:&~elq a£1 a asr 
Tom~s S~nchez R. .' (:f l:S•qua aai 

El esfuerzo cortante promedio en una secci6n transversal --

cualquiera se obtiene bas~ndose en la hip6tesis de que la distr! 

buci6n de esfuerzos cortantes, en el ~rea que resiste cortante, 

es uniforme. •·j l 

',1 ,. . ';~ 

Por tanto para valuar el esfuerzo cortante promedio en una 

secci6n transversal bastar~ dividir la fuerza cortante actuante 

entre el ~rea de la secci6n transversal de la pieza. 

prom 
- o.1rmmom fan niH..,,:·: 63as n·: · . .roe = v T 

--
8 A 1rrs . ..-~; ,., f:.rHI rr:, · ... -Jr·F-,"lJ y.-..r,. 

Distribuci6n supuesta de esfuerzos cortantes para diversas 

secciones transversales de ~rea A sujetas a una fuerza cortante 
v. 

,f-

I I 

.. f'C\.~ ,~ : 

0
01,~ ... 
Espu«~ 

Oot-~lr\ter. 

.,,c .... 

*' ·3 

...1 
1£. 

iJN· 

\ 
p6tesis de distribuci6n uniforme de esfuerzos en el ~rea de la -

secci6n transversal no es, en la mayor!a de los cases, razonabl~ 

mente congruente con los resultados te6ricos y experimentales o~ 

tenidos. (Per ejemplo en vigas, el valor del cortante promedio 

se dispara de los valores te6ricos y experimentales obtenidos) • 

Cortante directo 
&~ 

Para la valuaci6n de esfuerzos cortantes directos es dtil -

la expresi6n del esfuerzo cortante promedio. Los esfuerzos cor-

tantes directos se generan cuando las fuerzas cortantes se tran! 

miten de una parte de un cuerpo a otro, ya sea directamente o a 

trav~s de pernos o remaches como se muestra a continuaci6n en 

1..~ las figuras 1, 2 y 3. 
-~'lt1 

. i .J :.J.! 

e 

'' 

r~Bsfuerzo cortant~ directo en la 

lfsuperficie c-h, d-g 

·-~ 
c." -a-a 

p 

p 

"'" A~ .. " 

:.; ,(!) a.s-xL<pll esl 9fJ aou::. eo.lffB El valor del esfuerzo cortante promedio en una secc16n tran! 

versa! es mty.sencillo de valuar, pero su utilizaci6n en proble-­

mas pr4cticos se encuentra bastante limitado. Esto ocurre porque, 

tanto te6rica como experimentalmente, se ha demostrado que la hi-

______ __,F,_u~e=rza c_g~~ pot contacto- direeto entre dos placas 

p .. • J 

0 ., M6 - M - M + xbV + xb xbp 
r 

0 

0 aM~ 

'-'frNip9q '(UIIt :r<>a e<<:><I 9 i"d£l:>a:tqaab ea ~" b) a11p oJ>< 

xb V ~ Mb 

( !:' ((~;'\ 

'. :•llOL ,., .. ,£. 

-Ut:·') 

· s~ considera que la distancia a-c y b-d es pequefia. 
.[gf 

-no 
a£,_ 

,axq oba-xdlliJJ;):) on s. '"'·otxsl'l c•1r1e~mom n11 9b al:~:naascxq toi ;; """b 
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" .... Figura (1) ' 

1\'Nio dt d.~Q~Meh- , 
;::~:~oVI de leo. ~ "•e el feMo 

P tiLE+. 
p -p-
li:zl ... 

t.,.....o 
<IP 
tT¢~ 

Fuerza cortante en la secci6n central de un perno 

~~ ~ )-pec\\0 

~ 
~ 1\~ic\..klu. 

p c:.E ll t. ~el 
- \IQWio 

t 2P 
"Z':r-P ... -t. 

Fuerza cortante en un perno sometido a cortante doble. 
6:,.,11\0 f1'9l 

Figura (3) 

~~ r: 
I''. 

~ tos c~sos de las figuras (1), (2) y (3) para determinar los 

esfuerzos que se presentan en los planos de transmisi6n, se hacen 

---------------------secciones en los planos de contacto y se analiza el equilibrio -­

del cuerpo libre resultante. En los casos mostrados en las figu-

ras (1) y (2) el hecho de que las fuerzas no sean colineales con-

duce a la presencia de un momento flexionante no equilibrado Pxe, 

I.._ 

4 

suficientemente pequeno que puede ser despreciado. En los tres 

casos antes mencionados, las fuerzas se transmiten a trav~s de -

las superficies del elemento que mantienen unidas a las piezas. 
Flujo de Cortante 

Para encontrar las ecuaciones que permitan determinar 

el flujo de cortante en diversas secciones de una viga, es nece-

sario establecer primeramente, en forma clara, que el momento --

flexionante y la fuerza cortante se encuentran relacionadas por 

medio de la expresi6n siguiente : 

dM=Vdx 

Esta ecuaci6n establece que la variaci6n del momento -

flexionante en una viga, entre dos secciones adyacentes separa-­

das entre si una distancia dx se encuentra dada por el 'producto 

Vdx y donde V es el cortante actuante en la secci6n izquierda de 

la pieza. (Ver figura (4)) . 

q 

~(~ 

,r;.' 

Por equilibrio _j) .;·,; 

(1) EFY = 0 d v " q 
(2) £Ms = 0 qdx dx + Vdx + M - M - dM = 0 

2 

Puesto que(d Xi es despreciable por ser muy pequeno 

dM=Vdx 

I 
I 

\, 
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Por tanto cuando el cortante en una secci6n de viga es v. 0, -

se tiene que dM = 0, y en consecuencia el valor del rnornento fle-

xionante en la secci6n derecha del elernento de viga es igpal al 

rnomento flexionante en la secci6n izquierda del elernento de viga 

analizado. Esto e~cuando el diagrama de fuerza cortante vale­

cero ~n una secc16n de viga, el momento flexionante en esa zona 

mantiene un valor constante (no necesariamente nulo). 

Para comprender mejor la significaci6n de la expresi6n 

dM • Vdx, se analizar~n los ejemplos siguientes 

~1 f ... 

Ejemplo 

"· Viga 

Diagrama de 

i'uerza Cortante 

Diagrarna de 

Momento Flexionante 

C. J 
& 

' . ~ 
~L 

5 

f II I I ;I, ~Uj 

(fUJI~~ 
V .. she. "'l 

Del equilibrio 

Z MB oQ w 2 
M + Vdx - ! dx - M - dM = 0 

Operando, se encuentra que dM = Vdx es el incremento -

en mornE 1to flexionante entre las secciones A y B. 

Entre las secciones C y D el cortante es nulo y por 
tanto dM .. 0 

como el momento en el extremo volado es cero, es 

te mornento no se rnodifica hasta rn!s all! del apoyo con rodillos 

en donde el cortante ya tiene valor y dM = Vdx. 

En el ejemplo siguiente se observa que en la zona don­

de el diagrarna de fuerza cortante :) nulo el valor del mornento -

flexionante se mantiene constante (no nulo como en el ejernplo an 
terior). 

'/. 

·2 

~:;.,. i!'..: 

• 

El elemento de viga que queda comprendido entre las~-=-=-----------------------------------------------------------------------------------------------------------r--
---------------=secci0111!8 A ¥-A.. sa ancuenka sometido a las acci-ones que se in- ' 

dican. 

\ rj J ·r· 

~b 

'~-"'- .. .:• f 

OJ 
~·-- c' Li. 
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Ejemplo 

Viga 

Diagrama de 

Fuerza Cortante 

Diagrama de Momenta 

flexionante. 

f 

p~ 

~ 

L-ftl.. c... 

l 

(.+) 

En dos secciones adyacentes tales como A y B no existe 

fuerza cortante y por tanto el momenta flexionante entre ellas -

se mantiene constante (dM=O). Entre las secciones C y D la fuer­

za cortante tiene valor distinto de cero y existe variaci6n del 

valor del momenta flexionante. 

Para ilustrar el efecto del momenta fl~ionante en el -

calculo del flujo de cortante en una viga, es necesario conside--

rar un seqrnento de la viga del ejemplo anterior y suponer, por -­

simplicidad, que dicha viga tiene una secci6n transversal rectan­

gular. Aislando el seqrnento de viga comprendido entre las seccio 

6 

nes C y D tendremos que el estado de esfuerzos debidos anicamen-

te a flexi6n es el mostrado a continuaci6n : 

.''tot .... 

Ci~::~ 
:r 

f,..1 

..__ dx 
c~ n 

Frca c s) 

... .._.... ...... 
II LJ,;¥ 

., 

Dado que el momenta en D es superior en valor al mome~ 

to en C, entonces el o max c<o max 0 • Como este seqrnento esta en 

equilibria cualquier seqrnento que deel se aisle tambi6n estara en 

equilibria. Si se separa la porci6n situada encirna del eje neu--

tro de la de abajo, las ecuaciones de equilibria deberan de sati! 

facerse en cualquiera de las dos secciones. 

/ 
Tomando solarnente la secci6n superior se tiene a 

~c. 

f\~ U.) 
o maxc < o max0 
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Verificando la condici6n de equilibria %FxaO se obser-

va que la resultante de los esfuerzos de compresi6n que actuan -

en el ~rea abed es la fuerza Fe y la resultante de los esfuerzos 

de compresi6n que actuan en el ~rea efgh es la fuerza F
0

• Como 

a max C < a max 0 y ambas distribuciones de esfuerzo var!an -

de esos valores a cero en el eje neutro, entonces es posible ---
afirmar que F C < F D 

Para que cualquier secci6n de la viga est~ en equili--

brio es necesario que la diferencia, F 
0 

- F C sea tomada por el 

~rea cdgh (para vigas homog~neas de una sola pieza). Se define 

como flujo de cortante la fuerza ( F 
0 

- Fe 
que se toma por -

unidad de longitud de viga y se identifica con la letra q. 

FD - FC 
q 

dx 
dF 
~ 

Para ejemplificar claramente el efecto del flujo de co~ 

tante en una viga es conveniente analizar el experimento siguien­
~f .• , te : .. ,, 

;. 
T6mense dos piezas de igual secci6n transversal (recta~ 

gulares) de peralte h/2 y col6quense una encima de la otra so-­

bre apoyos que produzcan la condici6n de viga simplemente apoyada 

como se muestra en la figura siguiente : 

Fig. (7) 

7 

Se aplica enseguida una carga concentrada P al cen--

tro de la viga y se observa (sin considerar fricci6n entre las -

piezas) que la flexi6n de las dos piezas ocurre independienteme~ 
te debido a que el flujo de cortante que se presenta en la supe~ 
ficie de contacto vale cero porque no hay fuerza horizontal en -

ella que impida el deslizamiento de una pieza respecto a la otra. 

J.Y la configuraci6n deformada de la pieza es la mostrada a conti-­
nuaci6n. 

l 

Fig. (8) 
·'! ' ; ... ' :~ .J ~! 

En el caso de la figura anterior len cada una de las pi~ 
•as existir~n esfuerzos de compresi6n en la parte superior y de -

tensi6n en la parte inferior y las fibras longitudinales inferio­

res de la pieza superior deslizar~n respecto a las fibras superi~ 
res de la pieza inferior. 

• .. . 
Ahora bien, consid~rese que se desea que la viga del -­

ejemplo anterior trabaje como si estuviese hecha de-una sola piD-

za, entonces deber~ haber una fuerza cortante a lo largo del pla­

no neutro de tal magnitud que restrinja el deslizamiento de una -

pieza respecto a la otra. Dicha fuerza cortante horizontal puede 

ser tomada por clavos {conectores entre las piezas), tornillos, -



.•.. pegamento, etc • ... ~·~.,. 

.1-!J 

Trabajando como una sola pieza se tiene para la viga -
anterior que 

;· .:-- . _1_: :·- :.$; ~~~:';-.. ~ i .. ' '·· . ·--- --- -~­........ __ .. -;.._ ... --
-·· .... 

•,/t Pig. ( 9 ) 

-.'1: 

y el diagrama de mementos flexionantes sera 

81\<' 

"-• ~·· 

Un segmento de esta viga, aislado por medic de dos sec­

----------------------~ciones paralelaa (A y B) perpendiculares al eje de la misma, est~ 

ra sujeto a mementos flexionantes MA y ~ en las secciones A y B 

respectivamente. 

Debido a la presencia de estos dos mementos se desarro· 

~ --- -

8 

llar!n esfuerzos normales en A y B, los cuales variar!n desde un 

valor cero en el eje neutro· (uni6n de ambas piezas en nuestro c! 

so) hasta alcanzar sus valores m!ximos en las fibras extremas. -

Por la f6rmula de la escuadrta se sabe que el esfuerzo en la sec 
M -

ci6n A en cualquier fibra viene dado por oA = ~ y en la --

secci6n B en cualquier fibra o
8 

= ~Y , donde en ambos cases 

Y es la distancia del eje neutro a la fibra en que se desea cono 

cer el esfuerzo. 

d."L 

H'"' 

, ,,..Fig. ( 10 ) 

!Ji.~ ~ lt\t. ~ Ma 

~:R ~-~..···~ 

...... 
Fig. ( 11 

::} :,•, 

.it) . 

cra .. !:1a~ 
l: 

I• ,, 

~:.. ~;· 

,ff 

======~==""""'"'=-j 



,I 

\. 

kl-
;! 
..,. 

L 

Tom4ndose la placa superior de la viga antes menciona­

da, se pueden determinar las fuerzas perpendiculares que est4n -

actuando en los extremes A y B de este segmento, integr4ndo los 

esfuerzos sobre el 4rea en que actfian. 

'}lt'"tanc;. 
~ 'J' 

+.A&a ..... ....,.._... ~~ .... ~· -· F-.?FA 

Fa.:o fA-\12. 

I')~ ':t""~Ita.3~· cl')( 

· ..... , 

A 
":-'18 • .u ... :.tl'!l ~-

a 
1~. I 

j f i 

Pig. ( 12 ) ,_, 

En el extreme B la fuerza que actfia en el elemento dA 

situado a una distancia y del eje neutro ser4 igual a (~) y dA, 

I y la fuerza que actaa sobre el 4rea abed es la integral de las -

fuerzas elementales que actfian sobre esa 4rea. Por lo tanto se 
tiene que : 

F 
B 

~' J,J' 

'fd .. 

(". 

,.l!f 

!f'l Cj'i 

-j 
4rea 

abed 

''-. 
"'-· 

MB 
-I- y 

.lf,J'.) 

dA 

,;!."1 

~· 

···~ 

9 

Como ~ e I son constantes para la secci6n ~ 

,Yo ~ J n· .. n ... -
~ F = Q B -y- ydA = -y-

don de 

Q = la y dA = Area y 
area abed 
abed ... 

Donde Y es la distancia entre el centroide del 4rea -

a b c d y el eje neutro. A Q se le conoce como el memento est4t! 

co del 4rea con respecto al eje neutro, que por definici6n es ---

igual al 4rea por la distancia del centroide de esta 4rea al eje 

neutro. 

Siguiendo un razonamiento semejante al anterior, se ob­

' tiene que la fuerza que actaa en el extreme A del elemento es 

FA M1jYdA 
4rea 
efgh 

MAQ 
-I-

,,:;! 

Si los mementos MA y MB fuesen iguales la fuerza FA se­

rta igual a la FB y los pernos que mantienen unidas las placas no 

desempenartan ninguna funci6n ya qne la fuerza cortante resultan-

te serta nula. Pere>__c::omo MA 'I ~ y &to sucede cuando existen 

fuerzas cortantes en dos ·secciones adyacentes, entonces FA 'I FB y 

la fuerza resultante horizontal R debe ser tomada por sujetadores 

o pegamento para mantener unidas las piezas evitando deslizamiento 

entre ellas. 

·• 



A/ 

• 

En este caso como MA < ~ y la secc16n A est~ a una -­

distancia dx de la secci6n B, los mementos flexionantes MA y ~ 
diferir~n en una cantidad infinitesimal y MB = MA + dM y en con­

secuencia las fuerzas FA y FB diferir~n tarnbi~n en una cantidad 

diferencial, 6sto es 

~)fh 

FA = FB - dF 

De tal forma que 

dF = FB -FA ~ 
MBQ _I __ _ 

Substituyendo MB = MA + dM 

dF • 
(MA + dM)Q 

I 
MAQ 
-I-

MAQ 
~I-

Q 
(dM).T 

Como se conoce que para una viga dM • Ygx, substituye~ 
do este'valor se obtiene 

dF 
Vdx ~ \ 

En vez de trabajar con una fuerza actuando en una long! 

tud dx, es mAs irnportante encontrar el valor de la fuerza por un! 

dad de longitud, por lo tanto dividiendo d entre dx se obtiene : 

q dF 
dx 

VQ 
r (a) 

10 

mr~ 

/ 

quiere ser soportada para evitar el deslizamiento entre piezas y 

lograr que el elemento (viga de dos· piezas) trabaje como una so-

la pieza. 

Separaci6n de Conectores en Vigas. 

La separaci6n a la cual deben colocarse los clavos o c~ 

nectores de una viga forrnada por la uni6n de dos o m~s pi~zas, e~ 

t~ dada por la expresi6n. 

....... s ...3!£_ 
q {b) 

Donde : VHC es la capacidad r'esistente al cortante h~ 

rizontal de todos los conectores que actdan en una misma secci6n 

transversal de la viga. 

S es la separaci6n a la cual deben colocarse los cone£ 

tares. 

q es el flujo de cortante en la secci6n de viga en es-

tudio. 

Esfuerzos Cortantes en Vigas. 

Los esfuerzos cortantes en vigas se deterrninan a partir 

-------------------------------d~el flujo de cortante, al considerar que la distribuci6n de es---
a:.. 

Que es precisarnente el flujo de cortante. Es el valor 

de la fuerza cortante horizontal por unidad de longitud que re--

fuerzos en el ancho de la viga es uniforme. Si para una viga de -

secci6n rectangular se aisla la mitad superior (del eje neutro --

basta el borde superior) se tiene : 

f). 1=a 
-~~-

FB > FA FB - FA • dF 

~ 
1- d)C -"-

•I 

•I 
•/ 
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' '\:t t? 
!Nil CI!IIG;, l.$;t , <' ""U·'' !.t> .a,.,. 

q • dF crx- = -¥L 
Donde V es el cortante actuante, Q es el momenta est4-

tico del &rea ~ b con respecto al eje neutro y el momenta de ---
2 3 inercia I es el de !a secci6n completa (~) 

12 

Si se desea conocer la magnitud del esfuerzo cortante 

horizontal existente en el 4rea bdx del eje nuetro, bastar4 divi 
dir Al valor de q -- ·• 

en e~ eJe neutro entre el_ancho b de la pieza 

t"" ' I; I! .: .• ,~ 

•ur 
r,.~·~J (c) 

Para una secci6n cualquiera de una viga rectangular el 

esfuerzo cortante a una diatancia y del eje neutro se puede va--
luar con la expresi6n : 1- ~ _, 

" ""' .-, lO:!!ho/i 1 I 1 jl ' 
1

. 
T = YR £.le Vleu'ml Ib v 1 

,, 

!1. 

--J: J•:>d 111 'Donde 
Q • b I (~) -Y I I (~ -Y} 

-y- ~I b (~ - Y) (~ + !> 
operando se llega a 

Q ~ I(~) 2 y2 
. : . ~ 

11 

-o." 

,.. ~"' 

"' 

• ... ~. ~ ··q-r-

Substituyendo este valor en la expresi6n del esfuerzo 

cortante se obtiene que para una viga de secci6n rectangular 

T = Vb' (~) 2 _ y2 I 1 (~) 2 _ y2 I 2 
2 --- = 2 Ib 2I 

Esta ecuaci6n indica que para un valor dado de v y de -

I, el valor del esfuerzo horizontal en el plano situado a una di! 

tanc1.1 Y del eje neutro es una funci6n de Y2, ~sto es, los esfue! 

zos horizontales var~n parab6licamente en su distribuci6n con -­

respe ·to a la distancia del plano de aplicaci6n del esfuerzo al -

eje n~utro. 

/ (-) '~) ~-~ 
~~. : r~ .. 

!\ 

'ib XP o• '·· 

t- d~ 4 

j_, ' 

Fig. ( 13 ) 
~-

Ahara bien, se -puede- <iemostrar ~ los esfuerzos hori--
zontales Tyx 

van siempre acompafiados de esfuerzos planes verti-

cales Txy y que en cua!quier punta ambos son de la misma magnitud • 

Para demostrar la igualdad en valor absolute de Tyx y -

Txy consid~rense sus efectos sabre un elemento diferencial cuale! 

... 



... -

... quiera que se separe de una viga, tal como el que se muestra a -

continuaci6n : 

~ Co\Q.!Io.do Q,U\ \l\ C(W) o."'~rwr 

~I ,,, 

'd)(, I 
Aialando de eate segmento de viga un diferencial de vo-

lumen dx dy dz '· 
~CL~ 

i 

I ~" I 

Por equilibria horizontal de fuerzas el Tyx en la cara 

inferior requiere otro igual y de sentido contrario en la cara su 

--------------------------~p~erior), las fuerza~~ dan lugar a estos esfuerzos forman un 

par que necesita otro igual pero de sentido contrario para conse-

guir el equilibria de momentos. Las fuerzas de ete par equili---

brante dan origen al esfuerzo cortante TXY en las caras vertica--

,~. 

12 

lea del elemento, tal como se muestra a continuaci6n 

Pig. (14) 

Viendo el elemento por la cara dx d y ae tiene 

~~i01J~ 
Tomando mementos con respecto al punto A ae tiene que 

(+)( MA ~ 0 TXf (dy dz)dx - Tyx(dx dz)dy • 0 

Txy • ,Tyx 

Como los esfuerzos cortantes horizontales son de 1gual 

valor a los esfuerzos cortantes verticales y aparecen simult4ne! 

mente, entonces para la aecci6n rectangular que se est~ estudia~ 

do, la cual presenta una variaci6n de esfuerzos cortantes hori--

-------=zontales funci6n de Y
2

, ae tiene para loses~ cortantes 

verticales la misma variaci6n. Por lo tanto, la distribuci6n de 

esfuerzos que se presenta en dicha secci6n transversal es ' 

·I 
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f.'. 

'*o/,' 

•• 
/f 

~· 

I 

L. 

•u 

se,,iO'"' 
Rectangular 

\Jo.'flae.tDU de ;; Qou n!1¥U.\t, 
al ~Q y 

,.v ll~) ... -'4~ 
-- .la;J. 

~·-f i1 

El valor de T max para la viga de secci6n rectangular -

se presenta al nivel del eje neutro ya que derivando la expresi6n 

I h 2 21 T = V (2) - Y 

presenta pafJ Y 
e igualando a cero se encuentra que T max se -

0. .L:t U 

Luego ~OS 
-''·i.··ftit-.1 b ..l.al 

T max :n~ .. ·: 

Substituyendo T max I 

v (~)2 
-n­
bh3 

Vh2 
Tmax . -

BI 

Tmax - 3 
2 

Vh2 = 
8bh3 

v 
i 

(12) 

--~ 

12 

3 v 
I En 

Donde A es el !rea de la secci6n transversal. Obs~rve-

ae que T max = 1.5 T prom para una secc16n transversal rectangu­

lar. La expres16n (c) es aplicable para determinar los esfuerzos 

cortantes verticales en aecciones tranaveraales rectangulares. En 

- %>"? 

•. ..~.o.c.~.~.L.w 
ll . ':l 't!ll ·:·-'·· t 

c>.t;;. 
II o..1'~!E•t;.t:;$'! .'l.r;;: t:.1:.r ~\ 0 
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.,.. 

aecciones T y I y circulares presenta ciertas limitacionea que 

a continuaci6n discutiremo~ 10 obstante, la expresi6n (c) perm! 

te calcular los esfuerzos cortantes m!ximos en dichas secciones 

y se le emplea regularmente. 

Esfuerzo Cortante en Seccionea Circulares. 

Estas secciones difieren de la rectangular principal--

mente porque el ancho b de la secci6n no se mantiene constante y 

depende de la diatancia Y. 

~ i. 

r I <> 'I* t *'e ~\l\To 
O>jll he •I! 

··.~t· ;. '.IUS• 

~l j ~) Pig. ( 15 

Sup6ngase que se desea conocer el eafuerzo cortante ho 

rizontal que actua en el nivel de ancho b de la viga, aplicando 

la expres16n ya conocida. 

T• 5{= V lyl b IIi YdA 
y 

VQ 
Ib 

La expres16n resultante es la misma, pero al memento -

de transferir los esfuerzos a las caras verticales frontal y pos-

terior se hace evidente el problema siguiente : 

•b 

<'>Ill !I 

., 



L__ 

• 

Si se hace exactamente lo miSJIIO que se hizo para la --

secci6n rectangular, la distribuci6n de esfuerzos quedarta como : 

6'~~i~ltol 
\\& 

~Q~'ft> ~ 

:&t;J; 

N6tese que en la frontera de la secci6n hay un esfuer­

zo vertical, el cual a1 resolverse en sus componentes normal y -

tangencial !leva a 1a incongruencta siguiente : 

No puede existtr un camponente de esfuerzo cortante 

normal a la frontera de 1a secci6n transversal debido a que a 

ese esfuerzo debe estar aaociado otro en la superficie libre en-

volvente, 1a cua1, es evidentu, no est4 solicitada por esfuerzo 

alguno. 

/ 
two~li!O l.lODtvJ.o.\ o..lo.. ~TOI.\te-cn. 

<.ee,ll\91<1 Ull\ ~~ell\ io.Au~'l'~le \1~re) 
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Cabe aclarar entonces, que en secciones circulares no 

puede haber esfuerzos norma1es a la superficie libre en la fron­

tera y que solo pueden existir esfuerzos cortantes tangenciales 

en la frontera de la secci6n. 

Dado que la ecuaci6n T ~ ~ aplicada a la secci6n ci£ 

cular se refiere a la componente vertical del esfuerzo cortante 

y dado que es posible agregar una componente horizontal a la se£ 

ci6n, sin alterar el equilibria, entonces, se agrega ~sta para -

logre.r que el esfuerzo cortante en la periferia se haga tangen-­

cial y se tenga la distribnci6n de esfuerzos mostrada a continu~ 
ci6n: 

:X..• 

I 

/11. 

:EJe 1\le:..:\-ro 
:·.:t ti 

. .,. 
Distribuci6n de Esfuerzos 

/ Fig. ( 16 ) 

La componente tangencial a la frontera no representa i~ 

congruencia puesto que ~sta no requiere de esfuerzo alguno en la 

superficie libre del elemento para equilibrarse. 

El punto A es la intersecci6n de la tangente a la super 

ficie en el nivel, estudiado y el eje vertical de la pieza. El -

punto A var!a con respecto a la secci6n que se analice (respecto 

a Y). 

. I 

•I 
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•• 

"' 

Q 

T = 

T 

Ahora bien T vert _.YQ_ 
Ib "'"A'··· 

y 
! l YdA 

Yo 

yl 
f 
y 

r 2 2 
y (2 ~yl - y ) dy ·Yl ~2 d(Y2) f ~yl--Y 

0 

y ) yl 2 3/21 

3/2 y 

v 2 
IIi -r 

4 v 
3 ;;;-r 

1 

0 

(Y 2 2 3/2 
1 - yo ) 

2 
Yo 

1- -~2 
( yl 

Q 2 
3 

y 
,o 

y 2 
1 

yo 2 ) 3/2 

2 4 V J (Y 2 2 3/2 1 - Yo ) 

2 J y 2 - y 2 
1 0 

TT y
1

4 

-:q 

:...I 

Como T total frontera 
T vert 

yl 

I 2_ Y 2 
(1 

ea:tr 

yo2)-l/2 
·l!""t 8f' 

T total frontera 

~ y1 0 

4 
! 

v 
~ 1 

~ 1 

J 
2 

Yo 
1- -2 

yl 

Esfuerzo Cortante en Secciohes T e I 

Aplicando la expresi6n (c) para valuar el esfuerzo CO£ 

I o>; 

----------t.ana et> seeeiones T~-obtienen -a:rstribuciones de esfuerzos 

cortantes verticales como las mostradas a continuaci6n 

·, [ 

i 

L--

1.5 

... b '1 

H 
i.. 

Fig. ( 17 ) 

Fig. (. 18 ) 

So.\\D pol 1!0.\M'ot., ck ba.t 

En ambos casos la inconsistencia que se presenca para -

calcular la distribuci6n de esfuerzos con la expresi6n (c) 
T = VQ 

Ib estriba en que en las zonas de salto del ~agrama ~~rzos 

hay esfuerzos verticales, que hemos asociado esfuerzos cortantes 

hori~ontales en la superficie libre interior del pat!n, siendo --

que esta superficie se encuentra libre de esfuerzos. 



~~ t>a.w" c1e t(lii!Qil~ 

Centro de Cortante 

En cualquie~ secci6n de una viga, como se dijo anterioE 

mente, siernpre que se tenga un momenta flexionante variable, exi~ 

tir4 cortante. Los esfuerzos cortantes al actuar sabre sus res--

pectivas Areas, dan lugar a una fuerza cortante interna o resis--

tente cuya resultante deberA ser igual, opuesta y colineal con la 

fuerza cortante exterior. Si esto no ocurre, la fuerza cortante 

interna y la fuerza externa producen un momenta torsionante en la 

viga. 

Para que no exista momenta torsionante se requiere que 

la resultante de las fuerzas cortantes exteriores pase por el -­

llarnado centro de cortante o tarnbi~n centro de torsi6n. El cen-

tro de cortante es un punta en la secci6n transversal par el que 

____________ __.d~e.b~e de pasar_eJ.__planG-<Jlle eontiene las i'uerzas exterioresque -

producen la flexi6n, para que la viga se flexione sin torsi6n. 

Para ilustrar la deterrninaci6n de la posic~6n del cen-

L-.. 

16 

tro de cortante, consid~rese la viga de secci6n canal mostrada. 

J:: 

lEI· 
<: 

h 

1=, 

Fig. ( 19 

Se supone que las paredes de esta secc16n canal son lo 

uficientemente delgadas para que todos los cAlculos puedan ba-­

arse en la hip6tesis de que el Area estA concentrada en la 1!-­

:ea media del espesor. La flexi6n de esta canal se presenta al­

:ededor de su eje horizontal y aunque esta secci6n no tiene un -

~je vertical de simetr!a se supone que los esfuerzos de flexi6n 

pueden calcularse con la f6rmula de la escuadr!a. Suponiendo -­

ademAs que en esta canal actua una fuerza cortante vertical, el 

momenta flexionante variarA de una secci6n a otra a lo largo de 

la viga. Hacienda un corte arbitrario e - c (ver figura anterior). 

los valores del flujo ~tante y el-esfuerzo cortante pueden -

encontrarse en la forma usual. A lo largo de los patines horizo~ 

tales de esta canal, estas cantidades variarAn linealmente desde 

un valor cera en el estremo libre del pat!n hasta un valor deter­

minado q y T en la intersecci6n con el alma. A lo largo del alma, 

la variaci6n de q y T es parab6lica (Fig. 19). 

'"' ·. 
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La fuerza Fi en el pat!n es igual al valor 

pi 
'UI,JW. 

¥ A pat!n = Tp 

14> 

bt 
r 

. -~ ~;'y la suma de los esfuerzos cortantes verticales en el 

. ''·1'1 

alma es aproximadamente igual al cortante (considerando despre-­

~·~ciable la contribuci6n de los pa~ines) 

<fl(;l.;or •.. 

h 

v J 2 
T tdy 

'-.,.g, "=~>~- -h 
2 

Bstas fuerzas se presentan en la figura (19) y dan lu­

gar a un par F1h y a una fuerza vertical V. El par Fih tender& 

t a tercer la secci6n canal alrededor de su eje longitudinal. Pa­

ra evitar el giro y as! conservar v4lida la distribuci6n de los 

esfuerzos de flexi6n -supuesta inicialmente, es necesario aplicar 

la fuerza externa P de tal forma que equilibre el par interne 

Pi h. 'Para ~sto, es necesario que se cumpla lo siguiente : 

~ 

Pi h'" Pe 
p + 

De donde despejando e se tiene ~ 

\ Fih .!P. b <~ _________ __._ ____ .._ r th bth VQpat!n 
2p It 

bth 
h 

v bt <IJ 

,. 

' ' 

L_ 

.. 

p p 

Como v • P . -
r 
! 

b 2 h2 t --n-

·~) 

' 

2p It7 

.p .IGI<f\ : • . d". ' ~~· 

.,,g;, .. <> (:! 

Debe hacerse notar que la distancia e es una propiedad 

de la geometr!a de la secci6n transversal de una viga y es inde­

pendiente de la magnitud de la fuerza aplicada P, as! como de no 

localizaci6n a lo largo de la viga. 

Un procedimiento totalmente similar al anterior puede -

efectuarse para localizar el plano en el cual deben aplicarse las 

fuerzas horizontales para equilibrar la torsi6n de la canal 

._, 1\l 

·.• 

' ".II i 1!.1 

Ed~ de P.:l/ lql!f'" 

... , IA.A.t.lv~ 
e.:o 

l!li 

Fig. ( 20 J 

·~ '. 

i 

f! 
Para la canal, por simetr!a.puede verse que este plano 

coincide con el plano neutro por flexi6n respecto al eje horizo!! 

tal. La intersecci6n del plano de aplicaci6n de P para el pr~M! 

ro y segundo caso (Figuras 19 y 20) localizan para una secci6n -

transversal el centro de cortante. 

Para cualquier secci6n transversal con un eje de sime­

·tr!a el centro de cortante estara localizado sabre dicho eje. Si 

i.i!Di' 

• .. :t? 

f 
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tiene la secci6n transversal dos ejes de simetr!a el centro de -

cortante coincidir4 con el centroide de I• secci6n. Para secci~ 

nes asim6tricas de paredes gruesas, la localizaci6n exacta del -

centro de cortante es dif!cil de obtener (puesto que no son des­

preciables las contribuciones de los elementos horizontales res-

pecto ala fuerza cortante en la direcci6n analizada). 

Si el espesor de las paredes es pequefio como se supuso 

para el ejemplo de la canal, entonces como se puede observar, el 

procedimiento para localizar el centro de cortante es sencillo y 

consiste en determinar las fuerzas cortantes tales como F
1 

y V -

en el ejemplo de la canal y luego buscar la pos1ci6n de la fuerza 

externa P • V necesaria para mantener el equilibrio. 

Es particularmente importante hacer notar que para sec­

ciones cruoiformes el centro de cortante se localiza en la inter­

aecc16n de las piezas componentes. 

" ;l> :.t. ,t, 

.,., .. ;j . ., 
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MECANICA DE MATERIALES II 

TEMA I% 

ESTADO PLANO DE ESFUERZOS 

INT'lODUCCION.- En el curso de Mecanica de Materiales I se definio el 
esfuerzo en un punto de un cuerpo material como fUerza por unidad de area. 
Pero esta definicion es algo ambigua, ya que depende de que area se consi 
dere en el punto. Para aclarar esto, considerese un punto q en el interior 
del cuerpo mostrado en la figura l.l(a). Si se elige un sistema rectangu• 
lar cartesiano de coordenadas x,y, z y se hace pasar un plano ·qe corte 
por dicho punto ~-perpendicular al eje x, como se indica en la figure 1.1 
(b).Si da es el •area en el punto q•, y se aplica la definicion de esfuer 
zo (~= dP/da), la fuerza en q puede expresarse en funcion de sus componen tea rectangulares como -

dP,.=daCi,; dPy=da~"''t dP =da'lxl (l.la) 
donde el sub!ndice x indica que el area en cu~tion es perpendicular a el 
eje x, y e~ segundo sub!ndice en el s!mbolo de esfuerzo cortante indica la direccion del vector fuerza cortante. 

Ue manera similar, al hacer pasar otro plano de corte por el punto 
q perpendicular al eje y, cono se ll•.1stra en la :n~ra l.l(cJ, las fuer­
zas componentes correspondientes seran 

,J.,...dP~=davy dPJC=dai'!lx dP
1

=da:i'y
1 

(l.lb)· 
donde Una Vez mas el primer sub{ndice, y, ind:ca el Plano del area y el 
se~Jo la direccion de la fuerza. 

Finalmente, al hacer 
figura l.l(d), se tiene 

dP1 =da v; 
pasar lUl plano de corte perpendicular al eje z, 

dPx=da 'l'zx. dPy=daZ~ (l.lc) 

27 

Ahora es muy probable que cada una de las nueve componentes dP de 
las figuras l.l(bJ-(d) tenga un valor distinta, y en consecuencia que ca 
da uno de los nueve esfuerzos V., fly, v;, "l~y, l~ 1, •~x, i1,1, ~!>< y 7,~ -
tendra tambien un valor diferente. ~e manera que, 6CU~l es el esfuerzo 
en el punto q'r jExisten por lo menos nueve val ores a elegir!. Por lo tan­
to no existe cosa tal como el esfuerzo en el punto q, sino mas bien una 
combinacion de esfuerzos o estado de esfuerzo en dicho punto. Conviene 
representar un estado de esfuerzo como se indica en la figura 1.2, en la 
que los esfuerzos en tres pianos mutuamente perpendiculares se han desis 
nado en la forma descrita antes. 

o; 

yl I X 

~ .. 

El estado de esfuerzo re­
presentado en la figura 1.2 reci 
be el nombre de estado general -
de esfuerzo o triaxial, el cual 
puede existir en todo ptinto del 
interior de un cuerpo cargado. 
Al tratar con estados de esfuer­
zo el ingeniero se enfrenta a 
dos problemas. 

Figura 1.2 1.- Primero,bcOmo determinar el 
Estado ~eneral de estado de esfuerzo en un punto; 
esfuerzo o triaxiales decir, 'como calcular los valo 

-Pes de V,., v; i,.u y as! sucesiv~ 
mente·r 1

• ' 
2.- ~egundo, 6COmo determiner el valor maximo del esfuerzo (normal o cor 
tante) en un punto·r. Despues de todo, los ejes x, y, z se eligieron arb! 
trariamente y los esfuerzos correspondientes ;;, fly, ~JC¥, -z.~ etc. ,pueden no 
ser los valores maximos posibles de los esfuerzos en el punto dado. 

La respuesta a la Primera pre~unta ya ha sido dada en el primer cur 
so de Mecanica de Materiales, ah! se llegaron a determiner expresiones -
que permiten determiner el esfuerzo en un punto de un cueruo sometido a 
la accion unica y exclusive de fuerza axial, memento fle2ionante, fuerza 
cortante o memento torsiqnante. ~sas expresiones o formulas son las si­guientes: 

estuerzo normal aebido a fuerza axial 
esfuerzo normal debido a memento flexionante 
esfuerzo cortante debido a fuerza cortante 
esfuerzo corta:nte debido a ~omento torsionante 

{seccion circular) 

(/: l 
V= M 

~ .. ::!E. T:l 
I b 

lc J r 
(1.2) 

Lz 
• 

------------~e~e~mo es sabido, el s!mbclo -o-es utilizado para representar a el esfuerzo 
normal y ~ para representar el es~uerzo cortante o tangencial. El signi 
ficado de las literales P, A~ M, I, y, v, Q, b, T, J y r es tambien con~ 
cido del primer curso de mecanica de materiales. En este cap!tulo se tra 
tan los casos en que actuan simultaneamente dos o mas de estos esfuerzo~ 

La resnuesta a la se~nda pregunta es dada nor la teor!a del al~e~ 
bra lineal y no se tratar~ en toda su generalidad, sino que solo se ana 
lizara una situacion mas simple y enteramente practica. -

d P, = a; do. 

Fi?Ura 1.1 
(d) 

.. ~ :..; 

Las combin~Jiones de esfuerzos que Puedan presentarse en un punto 
de un e:.emento dependeran de las solicitaciones ·a que este sea sometido, 
Por ejemplo, un elemento tipico A de un miembro sometido a fuerzas axia­
les y tr~nsversales, como el que se muestra en la fi~ura 1.3(a), experi­
menta un esfuerzo normal 'l debido a la suma al~ebra!ca de los efectos 
de la fuerza axial y del memento flexionante, y tambien un esfuerzo cor­
tante .:.~ debido a la fuerza cortante. Empleando los procedimi~ntos de­
sarrollados hasta ahora, se deben tomar los Pianos que a!slan este ele­
mento, paralela y/o perpendicularmente a los ejes del miembro. 
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En muchas ocasiones es suficiente, para fines de disefto estructural, 
considerar por separado el efecto de los distintos tipos de esfuerzo.For 
ejemplo, las vigaw suelen dimensionarse para flexion y para fuerza cor­
tante por separado, sin considerar la accion combinada de ambas. Sin em­
bargo, en al~os cases el efecto comvinado de los esfuerzos normales y 
cortantes es mas desfavorable que el de cada uno en forma aislada y es 
necesario entonces considerarlos en conjunto para poder, as!, juzgar ple 
namente sobre la resistencia del material, para ello es necesario saber­
describir y calcular el estado de esfuerzo en un punto en terminos de los 
esfuerzos que actuan en un plano inclinado, como se indica en la figura 
1.3(c). Tales esfuerzos son descripciones equivalentes del estado de es­
tuerzo en un punto, ya que los mismos, independientemente de los nlanos 
en que actuan, mantienen el equilibria del elemento, Las leyes para trans 
formar esfuerzos dados en esfuerzos equivalentes que actUan en un plano­
inclinado que pasa por un punto dado constituyen la parte principal de 
este cap!tulo. Recibiran especial atencion los planes en que los esfuer­
zos normales y/o cortantes alcanzan au maxima intensidad, ya que los es­
fuerzos asociados a estes planes tienen un efecto particularmente si~ni­
ficativo en los nateriales, 

P, 

yf ,/•x 

:/ 
1/ 

-~-t--~-. -·-~--~ = ~ ~ 
,----- - "i / 

/ z,~ / 

(a) 

(b) 

/ 
/ 

/ 

II il!' 
/ 

~ (c) 

esfuerzo en un :punto ~ ~ tfifPtentes 

En este can!julo se estudian dos cases sencillos de esfuerzos combl 
nados. Uno es el que se presenta en elementos sometidos a cargas axiales 
cuando se· anaiizan secciones que no son nerpendiculares a el eje longit;: 
dinal del elemento. El otro caso es.~el efecto combinado del momenta fle 
xionante y de la fuerza cortante en una viga. Un elemento cualquier~ A,­
de una viga bajo la ·accion de flexion y cortante esta sornetido a esfuer­
zos normaies, ~. producidos por la flexion y a esfuerzos cortantes, ~ , 
producidos por la fuerza cortante, como se indica en la fi~ura 1.3(b). 
Se vera posteriormente que la accion combinada de estes esfuerzos produ­
ce, en algunos puntos de la viga y en secciones inclinadas resnecto a su 
eje longitudinal, esfuerzos normales mayores que los esfuerzos v- mos­
trados en la fi~ra 1,3(b). 

ESTADO PLANO DE ESFITERZOS.- Existen estados de esfuerzos cor;bin·dos 
mas complicado.s que los men.cionados anteriormente. Por ejemnlo en la fi­
gura 1.2 se muestra un elemento sometido sirnultaneamente a esfuerzos no! 
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male£ :v esfuerzos cortantes e:,_ t-,.es direcciones ( estado a:eneral de esfu­
e::c-:w), v en la f:'.":ura 1.4(a) ··n ele~tento con esfuerzos normales :v cortan 
-tes en dos direcciones .Aqu:l', cor:o se anoto anteriorrnente, se evitara la­
co· :nle~a ···eneralida: en la deduccio!1 de las leyes de transformacion del 
es-:'uerzo en un punto. En vez de trco.tnr tm estado trid ~'"e:1sional o:eneral 
de .~,_,~ue:rzo, co:·.·o el que se m·•estra en la fi-o:ura 1.2, se consi:leraran e­
lenentos cc~1 esf'ue:!'zos en la :forma que se indica en las fi~·n!'as 1.4(a)­
(b)-(c):v(d) r[Ue son non·ticularmente si·--nificativos en :l'llicaciones prac­
tic~.G. 1'"-~8. s' nl:O.ficar,. los es:~uerzos sobre tales elenentos se rnostra­
rll~1 cono en la f:L-:;ura 1.4(e). 

fii 

~i:'~e 

(d) 

~P:\, 
Z'n ::-:_-r-

Z'n '- v; • 

?:!.<>:u:!"a 1.4.- Re'lresentacion de los esf'.terzos nne "lCtuP.n en unm3~!i5 
Cuancio el ele-:'ento se considera en un nlano y no existen esfuerzos • 

nor::::.::.es en direccioY' perpendicular al ·lana del e:e,."•.'co, co·co en las fi­
,.uru.s 1.4(a)-(b)-(c)y(d), el estado de ec;fnerzos se denonina cSTAUO PLA-.: 
l!O D3 ESFTT'JRZ0.3, 

Como se s~be las leyes de la adic:!.6n vectorial no se arylican a los 
os='c>er~os. Sin e"'bar<;o~ es nosible rnnltinlica.,. esfuerzos nor las res:!JeC­
-f:ivas areas en que actunn para obtener fnerzas, las cuales son vectores 
'" en consecuencia se nueden sumar o restar vectorial~ente. De esta mane­
ra es couo se resuelvP el nroble:"a de combinar esfuerzos normales con es 
:fuerzos cortantes. El establece·· el equ' li brio 1e 'm cierto nunto de un­
wler:ento "- traves del cual nasa un nlano inclinndo nermite ob+ener rela­
ciones al;ebra!cas nara una transformacion de es""erzos, que nermitan la 
obtencio>c de esfuerzos en un nlano inclinado a nartir de cierto estado 
de esf:_,_erzo. Los metodos empleados para obtener estas relaciones no invo­
lucran a l'ls nroniedades del material. For consitmie'1te, siernpre que se 
conocen los esfuerzos iniciales, las relc.cio~.es deducC:.das son aplicables 
si el c:ater~al se coc:porta elastica o plasticamente, 

C01"VE:lCIOil DE SIGrJOS,- Los esfuerzos nor::~ales de tension son positi­
ves, y los de comp~esion negatives. El esfuerzo cortante positive se defi 
ne CO::!O el que adtua hacia ar.,.iba sabre lo. ca,.a derecna CD del elemento -
y ne3ativo en caso contra:!"lo co~o se muestra en la fi~ra 1.5. 

BSFUERzos E~r un ELEI'.ENTO m.: ~!A BAR'U sm.'ETIDA A 'E'TJERZA AXIAL. 
Se ha visto anteriormente que si SP. hace un corte no"''l!al a el eje 

lon~itudinal de una barra sujeta a carga ax1al, fi~ra 1.6(a) se obtiene 

;, 
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un P.si;ado de esfuerzos un~-!'orme cu;va ma<m'-tnd :''""de C"lcularse coY> la ex- :Las ecuaciones(1.3) :v (1.11-) nermiten c9.lcuL,,. P.l esfne:r?.o '1orma.l :r el 
~resion fii = P/A, donde v; es el es:f'uerzo n·,ralelo al eie de la ba.,.ra, esfuerzo co.,.tan+e resnectivamente en C'Ialouier secci6'1 ne '.ma ba-,.ra so"!e-
p es la car.~a axial a~licada " A es el ~ ... ea de la secci6n transversal, tida a fuerzR axial. Observese que cuando Q = 0° , o sea, en una secci6n 
..,e.,.ne•1diculn:r a el eie lon.o;itudinal de la nieza. Si el co:rte sP. hace de norma'. al eje lono;itud;Lal de la ba:rra, f7i'= tif v <?'z'~'=O , lo cuel coine:!_ 
tal mane·ra q11e no sea nernendicular a el eje de lR bar.,.,_, como el corte de con el estado de esfne:rzos estudiado anterla:rT'lente par" elementos some 
a-a de la i'< .o·ura 1 .6( a), ,el estado <ie e~i'ue:rzos en la secci6n t:ransvr>.,.sal tides a car.cras axi<1les. -
"s el !lon,licado en la 1'Lo;u'.,.a l.fi(c). Deb!do a 0'1e lns dei'o.,.maciones unita- p • 't . 

1 
t d d i' 

1 
t A 

rias son ir'lLVlles en cualquier nunto de la hq-r..,..s., los esfuerzos en la sec- a::~ ae nrm:"..~ar e es 3. o e es.u~r~os e~ un.~ eLr.er: o 'co( u)na o-
ci6r.. q-·~ tienen que se~ tam bien irruales e La ~esul t~n-te de los .-:;nfue-rzos ri~ntaclon cua~q~lera' de una bo.rra su,le ·a a ,~r..sl~~.~ . fl.<;,J.ra 1 o 7. ~ ' ;~ ..,.~-

,. 

en la cecci6n a-a es la fueTza PzL = p indic'l.da en la f"~,.,.,_ l..t;(d), pllcan las ecu~clones (1.3) Y (1.4) ala~ cuat_o ~~-c·.S del elemel".to, ,_l ·'·-
_____ (Pn = p >oar equilibria del t:ramo de la barra situa•lo ,_ la. i:;,qu' ,.,.da rlel- ra 1._7 (l:Jl. co;no _se pr·?~enta a __ contlnuccc. on y con~;L.dexando ql:'e el :·::n;l:'l~. Q 

coT"e B.-a), La fuerza Pu nuede descormonerse en 00~ fuerzas p1,y Pz·~·· se m~de siem;>:re a "lartlr del eje ~ hacia el e,jen y se consldera nos1t"Jo 

<\' 

,· 

neTnectdicular v naralela res,•ecti vnmente a la seccion a-a, fitmra 1 .6( d).. cuando se mide en sentido contrarlo al de las m,~~\c~llas del relo.j. 

1 !ir /\'~, ~ fc=~ 3 

P1• = P Cos Q Pz'!l'= P Sen Q 

donde Q es el ~nr;ulo que forma la T'e:rnendicula:r " la ser,ci6n a-a con el 
eje lon~itudinal de la barra. El !{rea de lfi secci6n a-a en la cual Gctuan 
las f'Ier7.1ls Pz' y Pl'J' es 

A'= A/ Cos Q 

Dc·-6minP.ndo Vi"• al esfuerzo l".armal que T'roduce la fnen:a Pz• :vZl'll'al e~fu­
erzo coTtante o tan~encial que nrod,,ce la f'1erza Pz·~·· ambos nobTe el ~-·ea 
A', la mu.a;n · tnd de estes esfuerzos ..,ue:~ e m>lC'lla.,.se con las si-;uientes 
ecuaciones: 

o; =~ = P~59 Cose = : Cos2e = ViCos2e (1.3) 

,. Pz'~' - PSe., e C ?5 r.-5 C t: .s' <-z'!:!'=~: A o.se =-A Qn8Cose=-vl q.,9 os9 ,l.v 

8 c 8 c • c 

~ -EJ- f!Jt 
/1>. 0 II P, "' D 
Fi ~ura l,S,- Conv.encion de si.,.nos 

181 
A D 

.• z' 

Y''-,_ ! Y , z' (a) y''-
~v; I / ' r--~___;_;_;,~z j / P -~-' !Y" / _.z' 

-----~~\ .. ': ',,~~-----~~: ~ _ _ lh," p --- -· .-.z 
/ Zz'!J' 

(c) ~ P1~, 
(dJ (e) a\. 

Figura 1,6,- Esfuerzos en un plano inclinado de una barra sometida 
a una fuerza axial de tensi6n 

,,:~ \~o;.,,, 

<\~\i?dq 
r--J--< ~ r' 

(a) 

Figura 1. 7.- Esfuerzos en U.'1 elemento 
cualquiera de nne. barra 
su,jeta a tensi6n, 

~· (b) v;;q 
La cara ab tiene la misma incline.ci6n Q 'l,Ue el co-t" a-a d., la "figu:ra 

1.6(c); nor lo tanto, los es·'ue•·zos en dic"a c.-p·a son: 

cT:= o;~, ~ v;- Co.s2 e (1. 3Q) 
i' " 

c-Q.., =-Vi Sen eCo&e (1. ilal 
La perpendicular a la cara be forma un ~n~ulo (g +~/2) con el eje z. 

Para encontra.,- los esfuerzos en esta ca:ra se suhstitu:ve (Q +1T /':>) nor g 
en las ecuaciones (1.3) y (1.4) y se obtiene: 

cr.;"' rJ;Co.s2 (EHlf/2) dond12 Gs(9+%)=-~Ser'l9 '1 Sen(Bt o/2) :(o:.e 

cnTonces 1/,k = Vi st2,z e = ~ (I. 5) 

entonce5 ~6, = C/i"SeneGse (/.6)_ 
En la ca-r-a cd los esfuerzos ti_~->r.e1l ane se"':" i'"PU.:llPs u de s,.,. ·tido con­

-tr:.:.r-Lo a los esi'11 ·rzos en ln c·ra ab~ "~0.,.: eq·;il" rio l:e, ele ..... e:~·o. ~sto 
nuede cor:robo:rarse, snsti tuye·"do un ano;11lo i<>:ual a ( e + TT) en l:1s <"C'1a­
cionPs (1.3) ~ (L4), con lo qne se obtiene: 

l{; :: f; Co42 (e -t 1J) = Vi Co57 8 

Gc6 = - v; 5./Zn (8 'I I! )Gt. (lJ+ 71) = 

(1.;) 

f; Sen9Cos8 (1.8) 

De la Misr~a m·.nera """''en c:llc·,l:::rse los esfu .. :rzos er. 1:: c· ,.-a da, los 
c·1ales res:1ltan iou•:les y de sentido c0r.trario a los es""·"'.,.ZOS en Ju c:t.,.a 
be. 



Si se denorlinan a los esfuerzos i7.i, como V. , ~ como U. .. .r;~, 'ob 
,-1114/o i'e Y ~ Z".,,~4'.,~ al 2.nalizar los resultados obtenidos con la> exTJresio 
nes (l.3a), (1.4a), (1.5) y (1.6), se observa que: nrimero -

~-f v;r~z = V"; Co$"~8 -r Vi Sente =- f; (Co::?·e -1-Sen18) 

do-Jcle ( 0:>:-"~e f Sen1e) "'.(, rz. n fonce!> v;-.. Vs" ... ..!" = o; 
2 

(.1. 9) 

es decir, Q''" l·: snma de los esfuerzos normales en dos Dlanos orto"(onales 
entre s! es constants e i~al a el esfuerzo princinal v; ; y segundo, 

i?'e =- Z'"e+o/e (1.10) 

ee decir, en des nlanos orton:onales entre s! actuan esfuerzos cortantes 
de i~ual valor y de si~no contrario (Ley de reciprocidad de los esfuerzoe 
cortantes). 

De lo anotado anteriormente se desDrende que, nara un mismo punta de 
un solido sometido a un estado de esfuerzo (en esta caeo uniaxial), los 
esfuerzos var!an seglin la orientacion del elernento diferencial que se con 
sidere en dicho punta. Esto es muy imnortante y lo 'lue se persi-:ue es de­
terminar en que planos se presentan los esfuerzos maximos y calonlar sus 
val ores. 

~ra encontrar la inclinacion de lo~ nlanoe en l~s c11ales se nreBe!); 
tan ld's esfuerzos nor•::ales v cortantes n:aximoe considerense las expresio 
nee ( 1.3) y (1.4) y der!ven.se con resnecto a Q e i~rualese a cero est a de 
rivada y as! se encontraran los valores del an·mlo Q P'-' ·a los q_ue el es:: 
fuerzo normal sera maximo y Pllra e] que el esfuerzo corta,.,te sera maximO. 
ta!!!bi~n, entor.ces, analizando nrimeran' nte la ecu:.cion ( 1.3) 

C7; = · rJ;, = rJ;Cos1 a (1.3) 

dc7;, r;- .v de = v,(2Co59JI,.-Sen9) olonde 2Co$eSene == .S12n 26 

enTonce!!> ;~'=- ~ (SIIn 29)=0 
como ~ no es l~al a oero, debe neces"riam nte satisfacerse que 

Sen 2 e = 0 
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Analizando a continuaci6n la ecuacion (1.4) se tiene: 

'n' =- - v; Sene C,~ e ( t.-~) 

d!2~'t' = + c;- (Srz.,..,'le -Co!;ze) ·oloml, (Sen76-Cos7~)=- Gsze 

Qn-lonces dJ~'~' = - t7;" Cos 2e = 0 

como Ct; ¢-0 entonces Cos 2Q debe eer igual a cere, eeto se Cl'mple siam­
pre que 

8 = (.ryso+ no/'Z) clond~ n = 0., ~ 2~ 3;1' ........ . 

aiendo otra vez el vr•lor 0 el que nos interesa, de acuerdo con lo ante­
rior, otra observacion importante es 

+ c) El vA1o~ m~ximo del esf~erzo cortante se nresenta cuando Q = 450 y 
su valor se obtiene suetituyendo en la ecuAcion (1.4) el valor Q = 45° 

enfoncr!> 'i:~''t' = - f;(Sen -v'6°)(CCs ¥6°) =-Vi ( YJ)(¥) 
M0/4. <. 

/uego_, :7 - ili" z 
~l'!:J' ' = -2 = mtlx m4x 

(1./3) 

Las ecuac'ones (1.3) y (1.4) son las ecuaciones de transformaci6n 
de esfuerzos de un sistema de e,ies coordenados a otro r-;irado un cierto 
an<;ulo Q, Notese que en particular el esfuer':O f!i_ es un esfuerzo COnO­
cido iniclal:oente y calculado con la expresion v

1 
= P/A. Si las expre­

eiones (1.3) y (1.4) no se tienen ala mano o no se recuerdan mcra obte­
ner los esfuerzos que actuan en un nlano inclinado, estos esfuerzos pus­
den ser obtenidos al nlahtear el equilibria del elemento como se hara 
mas adelante oon los ejemplos (conocido como metoda de analisis de la 
•cui'ia" ). 

Otra forma de visualizar la 
an·~ulo de incl inc· cion del nlano 
normali?.ar la ecuuciones (1~3) y 
per resultado que 

variacion de los esfuerzos al variar el 
se muestra en la fir-;ura 1.8 obtenida de 
(1.4) al dividirlas entre ~ , dando 

-------i!e.ascl;tB" ~-~ &~"re q+xe-~ sea ~ .Q-(0°+ n'IJ"I~)udonde n=D,l,2,- .. ..-.----­ ~ =G.sze 
-(T,-

:/. 
'1 "'i:r"'= _ Se.-n~e f7i --

siendo el primer valor, 0, el que nos interesa y se nuede concluir enton­
ces que; 
+ a) E2. esfuerzo nor"lal v;, , alcanza sn V:llor m:~::'mo cmmdo el ann:ulo Q 
es io;ucl a c-:·ro, ya que en este caso Cos Q = 1 y 

v;,... .... = Cii =- q- (1.1/) 
esto indica que el es.P1przo norc.ml es , .. ~xirno ( nr; :ocinal) en un•· cara n~r­
nendiculc.r al eje lonr-;itudinal del elemento. 

3i se susti tuye el valor Q = 0° en l ecuac' on ( 1,4) se tiene la si-
6Slliente imT)o:r.t~nte o1Jservaci6n 

+ b) 7 --rz-(Sen0°)(Co~0°):::-v;-(o)(l)~O (/.12} 
"2'!J' - t 

esto es, que en l··s ccras de esfuerzo normnl M'~ximo no e::isteYJ esfuerzos 
cortantes. 

;;OTAIA los re y ~s 
f(ulo Q. 

esfuerzos ~ 
prcJ'U indicar 

y ?l''l' se acostumbra tambien escri bi l"los cono 
que actuan en un plano inclinrcdo un cLerto an-

Debe advertirse que el material no esta enterado de lo que se ha 'de­
nonin;·do e.ie X, e,ie Y y eje z. Es "decir, el material tiene que resistir 
las cargas sin que imnorte el nombre dado a los ejes o si estos son hori­
zontales, verticales o de otra clase. Ademas, el mater:al se romnera cuan 
do ln intensidad de las fuerz:1s llegue a ser demasiado l"rancle, cualq_uiera­
que sea la forma en q_ue se considers el cuerpo, Se ve as! nues, que uno 
de los problemas funda:1entale~ en el diseilo de in~enier{a c~nsizte en de­
terminOJr el esfuerzo nor.,al maximo o el esfuerzo corta.nte maximo en un 
punta particul·r de un cucrno. ,, 
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Figura 1.8.- Variaci6n de los es:f'uerzos normal y cortante con el 

angulo en un elemento sometido a carga uniaxial. 
(normalizados con respecto a ~ ) 

EJEMPLOS 

Ejemplo 1.- Utilizando el m~todo de analisis de la "cufia", sin recu­
rrir a las ecuaciones de trans:f'ormacion, determine la magnitud de los es­
f'uerzos normal y cortante en el plano indicado en la :f'igura(~). 
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•nf"oi1CC!o f;::: /-Zf ~~,z 

r d~ 2Fy' =o; 
- zi''t' till+ ; d& tJi (_; ) = o 

~l''f' = _;; Vi::: ..;; (200) = 9b lyftHJZ 

en!t.na.s ~l''/' = 96 i.9~m~ 
esfo indi<=- ~ue 4 .Sv;>o~;7,~;, 4PchA inic/o/,.,enle CDn res~ec~ a LA d,·­
reccio'-> (senl;do) tl~/ es/vtzrzo car~n~ ~~''I' (/t.fura h) ~.s a.rrecla../ esfo 
es, 6i!''l' oclu4 1n d.recc-·.tf, conTrDr/A o c>/ lt.JC 7~ 

E/ tni.smo reJv//od'o _PVCh ser oblan,·ck. a_,~li=n@ d-rulcunenlz k 
t!)<_.t:Jrn/M~S (/..3) lf (/. $1). 

Vi= f;&:/B C/.3) 7 'n''""- Pi Sen~ t;:.B (i.~) 

,PO"' uh CtiSD ~~/" lf~~,gr Sene= .:Ys 7 ~.s B= 'P'6/ lni.ncu~· 

tJ; = .zoo('f'sf= /2/ L.,je+v~z 1 ~-z"t' = -zco(¥s)(%) =-96 ':J/~z. 
£/o,ces, o> el,oltmo inci·11~Jo qckon e/ esfoerzo norm&T{ tie tf.,.u,;.~ 

fi' a /Z8 i:.J/c,...• / ~/ l'S/verU> =rk,nfe 6z•f' =-·.76 J~,{ml auno Sit HJIJe$­
rnn en k hv/04 (6). 

Ejemplo 2.- Un ci'indro de concreto probado en nosicion vertical fa 
1lo a m1 esfuerzo ge compresion de 360 kg/cm2 , La :f'alla ocurrio sobre uii 
plano inclinado 30 respecto a la vertical. Sobre un esquema claro mues­
tre los esfuerzos normal y cortante que se presentaron sobre el nlano de 
falla. · -

Solucion.- En la :f'igura (a) se muestra un es~uema del cilindro en 

&] Soluci6n.- Para determinar la maoonitud de el memento de la :f'alla. Aisl:ndo la cuna ABC se observa que la rotacion 
a.os e·s:fuerzos normal y cortante en el nlano defi del nlano de falla es de -60 ( ya que es en direccior; de las manecillas de 

- --~ nido por el angulo Q = ang Sen 3/5 = 36.87° se- el :;eloj) Y planteando elequilibrio de fuerzas S<'g'Jn los ejes z y y se 
Vf=2oo .Vfi,.,z a:!sla la "cufia" mostrada en la fi~rura (b) si se obtlene que: 

oonsidera que est a cuna tiene un ;snec;or. ~ui tar_! !!' llV.=-300 i-;,,.{m2 

e 

fi~Jt' 3 

(b) 

l' 
.0./fa 

·v;; til/ 
zi''f'J/1 

~·)\~/z' 

~ 
(C) 

0 Y que el area deJ plang inGlina&fr efr i~l / I 

~ entonces las areas de los planes vertical y 0 ~ 
horizontal son iguales a 4/5dA y 3/5dA resnect~- ~·~~ 
vamente, Al multiplicar los es:f'uerzos par las a- \ 
~eas de los planos en que actJan se obtienen las 9._---+--~ 
~erzas que actJan en esos planos y al nlantear 
El equilibrio con respecto a los ejes normal :r 
~aralelo al plano inclinado se lle~a a; 

(~) 

2" Fa·= 0; 
f;t/11- ;v;JJ(-f) = 0 

II'/:'"" /6 r.- /~ ) ,i,/ 
V2/ = 2.5 v2 = .25 (.ZOO = /..?8 '-/"1!'"2 (b) 

- fit!ll~Vi clllti>s60"(t'Ds60°) =0 

v;; = ~ Gs2 60° tlt>nck U.s 60°:0.5 

k;~ v;, = .300{o.5f= 7.5 i.f/c.rn2 

ccmo ,6 tb';-«ui>;, s.u_Pue.sfe.. en &a. ,f)u~a {b) et 
correclz-... L t7i' = - ?5 q/c_,.,z 

1 tl~ z;::;, ""bj· 

- Zi''?'dl?+ v;dtf~.:sii0°(Scn60°) =0 
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(\\ 

~'Y' = Vi"G.s6tf(SeA?6o•) dMdt> ..5e.n60"= V3/2 

"'~ ~Z''/' -= 30o(YzXo/z) = 15 J/.3 = / Z9- 9o-Y J:,ftmt 

c.omo k drea-lo~ .sv,.ouesfa. en f.t /j<J/ZI- {b) u. correcla.. 

~ 2''/' =-/ 29. 9tJ.Y Jy/c_.,.,~ 
E/_P/"DM/7'14. ~eJr; tbn->,l;a", ser resv~/.fc, e.-np/e,,~ drccl-o..JI?en­

.,6 ms ,,#r.ll?<lkz{, (1.3) y {;.<;) Ju.sl;/t.._yemck 12YJ g//As el valor del u.r(;&>ra, 
j e/ 0/J_fuk. {;) u:>rr#Sponc:f..en/e, /fln:t. ClSk CQSO 8 =- 60° }' ~ == 
-300 ~/c,.,~ adii'Y7Ql .se -/:ene !Jue G:..s(-6o").:oG.s60° 7 Sen(-60°)= 
- Se..o 60° l!n/onces · 

/ ~ 

~ =- 300 (o.5f=- ?5 J.7/.;m 2 y 

"'.n'' = -f30o)(o.s)(-V'3!z)-- -/2!J.9tJY ~A.mz 

· ,E/ e.s_?vei'Y7&.. /·,cl/c.4 ntk, /.:>.s e~~rz:.>.-1 rJp//l?a/ y ~nh _?ve S-Q 

,presen*u~n ~c e/ p/onP de ~!d.- e.s a/ m.tJ.sln:/do en la. /tyun:... 
{b) •. 

Ejemplo 3.- Des piezas de madera, de 5x10 om de secoi6n transversal, 
estan unidas for un pegamento a lo largo de la junta AB como se muestra 
en la :figura ,a), Si el es:fuerzo oortante permisible a lo largo de la jun 
ta es de 30 kg/em~ oaloular la magnitud de la :fuerza axial de tensi6n, P: 
que nnede apliearse a el oonjunto, ,~' 

.ll t .. ~ 

;;-l s;: l-p ---.l p .. etA ~ 60:i./~ ... 
8 i B Cc6-

l~) (b) 

Solucion.- Se conooe que la expresion para calcular la magnitud del 
es:fuerzo eortante que se preaenta en un plano de:finido por un cierto an-

Ejemplo 4.- Los es:fuerzos en un plano inelinado pq de 
tensi6n (ver :figura) son c;;; = 840 kg/cm2 y 66 = 280 kg/em2 • 
el Valor del es:fuerzo Vi y el an-';'Ul.O Q, 

una barra en 
Enm:eJCtrense 

\P /i!' 

~I 'f" l-p-2 
-, 

Solucion.- Se sabe que: c; ... fli ~,·e (a.) 

Ze =-Vi' Sen~ G>.s e (~>) 
~J~1ncl.. Vi' ~ ({.) '7 (h) 

Vi""' f;'/C,.s•e (~') Pi=[-"s~.fe..,eC,se)] (b") 

tJPtrlo/1do (a') y (.b') / J<-~.s?fTi_,.U>~ k>.s vt~lor•s conocidcs de f; 7 6s 
::.e -A-cnl' 

J fY'O - .< !'O 
ec~ze = ~ ,;c;.~ 

6,-6,.c~ / _/ 
Sttn B u.~e =- 2 feJ bm & =- _!_ 
a." e G..se !'11# 7 .3 

J e = On:J ~n (f~) =-/,f. .Y.J-st.Y5"' :; -/tiD 2&" .5"' 

f r/i es .u>$nctts ejuq{ a • 
' tJ;- f->'0 8-YO 

l : CD.s 2 (/S.-v.JY96<>) = D:'9--

v; = 9.3.3.332 }j/cm~ 

gulo Q ea; · 
'6e·r' =- V'; Se2,;tJU>se 

Ejemplo 5.- Bn una part{cula de una barra sometida a compresion se 
obtuvieron por medic de dispositivos de medieion los sigulentes valores 
de es:fuerzos; Vi~ fii• = -1000 kg/em'Zy o;.~,·llf.= -600 kg/em2 • Eneuentrese, a) 
l.a inelinaeion del plano don de se present a Vi' , b )la magni tud dee Cft 
o)la magnitud de '~,,y d)la magnitud de z,.,:.; 

------------------- Solueion.- -- - ~-------------------1 

Pard este problema, de aouerdo con la :figura (b) 

8=60° t;~n-/oncls Sen 60° .. V3/2 7 C..s60°.:- f/2 

~l/Y' = 30 ty/un 2 
J rii ~ 1]/A 1 

;t~go/ ~.3o=-: c~X~) en.j,,.:e.J 
p _ .30('/)(S)(!~ 

~~' 
- fi 

ftnolmen/e '( P-= 3 "Y6Y. / .ty 

~ •£10\ •. 
(:. 

I! 

<; 

a) ~s esfverus f,; = VZ' .7 ~ '% = Vf' .sc u;~/eu /Q,., U>" k IZ)!PI't!. • 
.s/ones (/.3) 1 (/.5) re.f'ec/-·oo/neFJre. 

t7; = Vi G<~ 2 B (1.3) Vjt = (Jf ~ze {1.5) 

de~p~ck de ambos ~res1tme~ c.. f; .se -h·u7e 

fi".. v;; ftsz e y f;'• Vf'/SenzB 
~ ,-_,uala"do 

Vi' ,. vr' l!n£nce.s ~n2B f;, 
G>s2 9 Se.->ttJ Cos•B = fli •'·'lo.· 



\' 

,, 

,{,~!JO 
J '7 -600 
-z:: an B = =7000 = t:). b 

ton B = Y0.6 7 8= ong ~,., (~) = 3=i.U, 0 

e = 37"''515'..,~// = .31.16° 

6) J?, acvudo con ,.6 €,o:,ortts./c~ (/. 9), ( VB r t'l;,.--%') = II;/ ~s-t ~$/ /.11 svA?111. 
dL h>s ~Jfverz..>> nt>rn?4/~s en dos ~4at>s orfoJI"'"'"' k:s tl!nTre st.' e:s 
ansloalc e 'Jva{ a( .:tsft/t>rU> ~r;acl,Pt:t( fl. 

,~;,.Jo;ces .. 0;-= -/000 .,.(-6oo) = -/~PO l~/cm 1 

c) Con=,-cltJs ~~ esfrer.L4 fi 7 1/ rln_yvl" e 6z'r' s~ u.le-ule.. coma; 

~l''l'-=- Vi ~n 8 G;s (!) =- (-/6a?)(Se-n ..31.116°)(Gs 3?.~0) = 
~~'t'-= /600 (t7. 6/..t3'1z)(tJ. r9tJo69)-= 1?$/. 595 4A-nz 

~ 2'y' == 7?-Y. 5!15 J:_, k.m~ 

cl) ~ .4 L,x.or<t>si~/.1 (/./~) v; 
'i?mtfx =- -f = 

'6m..lx =Boo l.!J/cm~ 

PROBLEMAS 

-/6oo = Boo ~},.., 2 
~ 

bGrN 
l.- l Cu&l es el esfuerzo cortante maximo en una~oiroular de 3 om de 

diametro sometida a una oarga axial de tension P = lO 000 kg ?, 
2,- Enouentre la oarga maxima permisible de tension P en una barra de 

acero de seooion ouadrada de 3 per 3om, si el esfuerzo normal permieible 
a la tension es de 1 400 kg/om' y el esfuerzo oortante permisible de 900 
kg/om 2 • 
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·BCUACIO~~S PARA LA TRANSFORMACION DE UN ESTADO DE BSFUERZO PLANO 
Hasta ahara se han obtenido expresiones algebra{cas p~ra transfer­

mar un estado de esfuerzo como el mostrado en la figura 1,4c al corres­
pondiente a otra orientaoi6n. A oontinuaoi6n se analizara un part!oula 
sometida a un estado general plano de esfuerzo como el mostrado en la fi­
gura 1.4a que,. como se anotb~ puede ser esquematizado como se muestra en lt~. 
figura 1.4e, los esfuerzos indioados ah:£ ~ , Vi , ~t! y tf1 y son esfue! 
zoe oonooidos inioialmente y per el momenta no nos preoouEaremos per indt~. 
gar au prooedenoia, y se desarrollaran eouaoiones algebraioas para deter~ 
minar los esfuerzos en planes inolinados. Las expresiones algebra!oas de­
sarrollad~s p:.• ra un estado general plano de esfuerzo ( figura 1. 4a) pueden 
ser tambien ~mpleadas para un estado de esfuerzo plano como el mostrado 
en la figura 1.4b, este ultimo estado de esfuerzo tiene una importanoia 
particular para el diseno de ingenier!a y a el se le dedioara una espe­
cial atenoi6n mas adelante. 

Entonoea, oonsiderese un elemento·en estado de esfuerzo plano ~eneral, 
~igura l.9a, la oonvencion de signos sigue siendo la misma empleada con an 
terioridad, y hacienda pasar un plano BC normal al eje .z' a traves del :­
elemento, se aisla la ouna de la fii;ura 1.9b, de anoho unitario medido 
perpendioularmente a el papal. La secoion plana BC forma un angulo Q con 
el eje vertical Y, s! esa seooi6n tiene un area aA, las areas de las oa­
ras·AC y AB seran dA Cos Q y dA Sen Q, respectivamente, !·7ultiplioando 
los esfuerzos par l!Bareas respectivas se puede oonstruir un dia,.,rama con 
las fuerzas que aotuan en la"ouna•, fi,'(Ura 1.9o. Luego, anlioando las 
eouaciones de equilibria estatioo a las fuerzas que aotuan en la ouna res 
peoto a los ejes girados Z'y Y'se obtienen los esi'uerzos fli' y 'Z'l''l' • -

~~· 
y' L Y' 

y 

L 
M[[]~~- j~r 

Z',,T lz 

z 

3.- Una barra de seooion rectangular de 5 per 8 om Y- 80 om de longitud 
transmits una fuerza de tension de 20 ton en la direocion del eje longitu 
dinal. Encuentre loB-YBloraa-de los-es£uerzos no~al ~ oortante en~t~r~e~s~-~-------------­
seooiones di£erentes que estan"oortadas• a Q = 30~ 45 y 60°respeotivamen-
te (utilioe primero el metoda de analisis de la ouna y luego las formulas~ 

4'f J. Z'~l</1~n8 
VyJII~n8 ~----1 

4.- Un miembro sujeto a tension esta oomnuesto de des trozos de mate­
rial pegados segUn la recta pq (ver figura del ejemplo 4). Per razones 
praotioas el angulo Q esta limitado al intervale de o•a 60°, El esfuerzo 
oortante permisible en la junta pegada es 3/4 del esfuerzo permisible de 
tension~lOU~l debe Ser el valor del angulo Q para que la barra Soporte la 
carga maxima P?(Supongase que la resistenoia de la junta pegada oontrola 
el diseno), 

5.- Resuelva el problema anterior si ~p= 80 kg/cm7 y ~ = 160 kg/om%. 
Asimismo determine la maxima oarga permisible, P, si el area transversal 
de la barra,es de 12 om2, 

""""'---------"- z 
(a) (b) (c) 

Figura 1.9.- Elementos p ra deduoir las formulas de los esfu~rzos en un 
plano inolinado. 

zf;, =o; 
v;:Jn= ViJf1Co5e(Cose) + fi cJASQ"'e(Se. .. e)-+ 

+ ~'t JACo~e CSGW~e) + ?'t~ dA. S4to9 (Co.s e). 
., .. 

·, 



Dividiendo ambos miembros entre dA y agrupando se obtienes 

v;; = v;co~2 e+v;s~"'28+ z-l., (25e ... 9Gs&) (1./.Y) 
Y hacienda usc de las relaciones trigonometricas 

Cos'e,.. i+J G.f> 2e ; SeV'\'1 9 = ~ - T Cos Z9 

t 2 Se..,eCose = Se"'29 
(/./5) 

la ecuacion (1..14) puede escribirse comes 

... r;- Vi-f v; Vi- Vv 7 
V~' = e + -2- Co~ 26 + ">l'( Srm 28 (/./6) 

y de Z'F-,• =- o; 

Zn,JI=- Vidtl(;.s ~(.5(>n6)+ fi d/J~ne«.o"e) +l'z'f J.?~sB(Cue)-li-'1 J fi.'Sen9(5ultJ) 

dividiendo ambos miembros entre dA y a~rupando se obtiene 

ZZ'Y'"'- Vi S,.,s G,s 8 +Vr~neG.sB -1- Zz'f G~:HJ- Z'zy 5tzn2e 

Z~y' = -Vi ~,.,eGH8 + fi .5en6l G,se + 6l'f (Co.s2 9- Sczn28) (/.11) 

em~eando las relac:ones trigonometricas 

Scnt9G,~e = -f Sen 29 7 (Co:;29-Sen'le)=COs28. (1./J') 

la expresion(l.l7) puede escribirse c.mol 

1?1''t' = - ~Vis~, 28 + "l'f Cos ze t (1.19) 
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donde Q_~ se utiliza n~ "ct desijn'"r. el an.<oulo que deC:1e el nlano donde se 
nresenta el esfuerzo normal n2ximo o minima. La ecu:cc:ion (1.20) tiene des 
ra:fces, T\Ucsto que el. valor de la tano:ente de un ann;ulo en cuadrantes 
diametralnente onuestos es el 101ismo, como se nuede ver en la fi:;ura 1.10, 
Talasrn{oes se localizan a 180° y como la ecuacion (1,20) es p:ra un an­
gulo doble, las ra:fces de _11, se localiza.n a 90°, • Una de ellas ~ocali­
za un ·plano en el que actua el esfucrzo normal maximo; la otrc: ra1z si­
tua el nlc:no coTresnondiente al esfuerzo nornal n:Lnirno. Para distin ~uir 
L:s des ra:fces se utilizo.rJ la notacion con nrima n o·a el ann;,1lo que de..: 
f'nn el nlnno de esfuerzo normal m:lximo y con.biprtn::. po:~a el ano:uio que 
defcne al nlano de esfnerzo normal m:!nimo. 

3i se desea locnliz:lr los nlunos e'.'l los que no e.ctuc.n esfuerzos cor­
tar.tes, la ec!lacior. (1.19) debe i~ualarse a cere. Esto da 

~ fi Sen 29 = ~~'( Co& '2e 

<!.,fo,.ces 6e"'z.e = to.v- 2.9 = 2 ~llf (1.21) 
Co:-29 I fli-vt 

l:t reluc'.on (1.21) es la mismrr que la (1.20). Per lo te.,cto se llP~a a una 
conclusion lmnortante1 En los nl:mos eJC que se ~~esentan los es'fu~rzos 
norm<-:.les !!laximo o minima no existen esfuerzos cortnntes. Tales nlanos se 
denor.in:.m nlo.nos nrir.g:'. ':>ales d~ esfuerzo, y los esfu,-rzos que act1bn en 
ellos, los norm-:7les M ximo y r:,lnimo, se conocen cor:1o e~f~:nrzos nrincipa­
les. 

r 

" 'i!~ c _ 2~"~' __ Sen 29, = ~(r.: v.;)2 7 2 • 
veri t7,- .!.:..! + 'l~ 

2 

fT 

Coa2lJ,'=-Coa2B," = (v;: ~Jh 
Las ecuaciones (1.16) y (1.19) son las ex~res'onee ~e~erales n~a 

determinar el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante, resnectivamente, 
eobre una secci6n plana localizada nor el anr;ulo Q y causados nor un 
eiste~.-a de esfuerzo co"locido y nermiten transform::±r un sistema de esfuer 
eos conocido de un sistema de ejes coordena~os a otro, Como se anot6 -
anteriormente tlj , fi y 'j;'c'f son esfuerzos conocidos inicialmente. 

Para enc·ontrar los esfue::-zos en la cc:ra_]' del elemento sa.._:p.uede em""-~------­
~lear un procedimiento similar al utilizado para encontrar los esfuerzos 
en la car a Z, perc es m&s sencillo susti tuir Q + 11" /2 en luc<>·ar de Q en 
las ecuaciones (1.16) y (1.19). 

~ (r,-:J+,12V 

ESFU"RZOS PRI"CIPALES.- Con frecuencia el interes se centra en la 
determinacion del maximo esfuerzo posible segun se da >Or la ecuaciones 
(1.16) y (1.19)~ y la inclinncion de los nlanos en los que ocurren t'ales 
esfuerzos debera encontrarse primero, Para localizur la inclinac:'.on de el 
plano donde se presenta un es:fuerzo nor'"al maximo 0 m{nimo, la ecue.cion 
(1.16) se deriva con respecto a Q y la derivada se ir;uala a cera; esto es 

d Vt' ( ;;- (Jf )( c1e =0+ - 2- -2Se .... 29)+ 2~zyCosZ9 =0 

eflfonce:. (f/i-vy)SM'2S = 2ll'f G:.ze 

fveso SC!Io\ZG 
Cos 28 

_ 2'Zz'1 
-Vi- Vy 

e.sio l?f> ian 26
1 
= '2 6~'1 

Vi-vy (/.ZO) 

Fi:;ura 1.10.- Func:'.ones de an~los nara esfu·crzos nrincipales. 

La magnitud de los esfuP.rzos 0rinci~al2s se nuede obtener su~titu­
yendo en la ecuaci6n,(l.l6) los valores de las f·nc~ones 3eno y Coseno 
co-resnm:rdientes al an:;ulo doble d"do nor la ecuacion (1.20), Al susti­
tuir Seri. 211~ y Cos 2Q1 se obtiene: 

f; (£ .!i._ ~ ~ I Vi- uy 
~, ::::t "~ ~ +e + 2 TV(Vi-~)1 'j'Z.' 

~ + 2'f 

Vf 1 tf'i-fi · + 
- T ~ Wfjir,Y+ l/y -

~ 
+ 6l~ Ve'l"/'l,.~/y 

" 



I 

(/.= ~-~ffi _,...!... I (f;"'-v;ft-fifl-rytLr.Y4~) 1 

2 .Y ~(Pl-Vi,) 2 rl'l. 
2 i l'f 

cr = v;.,v; + c Vi -r;tf;y ~:" 
ll 'Y~( ~-~, 'Zt ('Z. ' :z ) l'f 

fi-tr, + 
~ 

( f;-Vj\7 -1 l.'l. 
2 :; l'f 

~ ( Vi~Vrj z,. .?e~ 

Finalmente 

de 

e: =tr= c;;r, + v( ~-Vf)2 7t "'"Jt , 2 z ., b ~r 

Procediendo de manera analo~a con Sen 2Q~ 

/1 - r.-_ y;,.v;-- V[l(vt-fi)'Z ?Z' v....,,n - vz '- 2 2 + t.e'l 

Y Cos 2Q"' 
I 

(/. 22) 

se obtiene 

( /. 23) 

Las exnresiones (1.22) y (1.23) nueden ser 
la si~uiente manera: 

condensadas en un:· sola 

v:/v:. ~: ,.,,., Vii- 6 + v ( fi-Vr)2 72' 
2. - 12 + (Dl~ (I. 2'V) 

donde se debe utilizar el si~no nositivo antes del rad'cal nara obtener 
el esfuc·rzo l"armal rN:lximo g;- v al nel\'ati vo nara el esfl1P:rzo no""'Tlal m:!­
nimo ~ • ( q:- y (ii son denominados esfue:rzos nrinci 'lales), Los nla­
nos en que actuan estes esfu~rzos se 'lueden determin r nediante la ecua­
cion (1,20), Una ra:!z n·:rticul~r de tal ecucacion, sustituida en la ecua­
cion (1.16), connrobara el result.ado que se ohtiene mediante la ecnacion 
(1.24) ,. al mismo tierno localizara el nlano en que actua este esfue~zo 
nrincinal. 

'lSFTT ''Z03 COR'!'AN"ES MAXI~!OS,- S:! f;" , q; , 6~ ,Y ill~ son esfue! 
zos conocidos n<ora una narticula (o .elemento) la ecuacion (1,19) nos ner­
mite encontrar la m .,.,.nitud del esfu,;.,._zo cortan' e lll'Y' (~> '8) en un nlrmo 
definido nor un fl!1P:Ulo Q y un estudio similnr al realizado anteriormente 

-----!:n tra los esfuerz.os.normalea se ~ ef'eoturu- '!>ftl'a el esfne1 zo cortarrte. 
For tanto, de nancra semejante, ~o~a loc lizar-los planes en los que ac­
tuan los esfuerzos cortantes maximo o m:!nimo se debe derivar la ecuacion 
(1.19) con respecto a Q e i~alar a cero la derivada, Luego 

,, 

~~~'=- ~(~-Vi) Co~ 29- 2. z~'l Sen 28 =0 

•"t"'ue5 - (0{-Qi) _ Se., 'Ze /. 
e 62., - c.,.s 29 ' -go ' ton 29.2 =- ~6) (1.2~) 

2 e'f 
donde Q 2 es el an~lo que def:'ne el. ~lc.no en que el esfuerzo cortm1te 
es rl{ximo o m:!nimo, A semeja-.,za de la ecunci6n (1.20), ln ecnoc 4 6n (1.?5) 
tiene re.:!ces, que ta,.,bien puredeY' distin~>lirse eC"nleando la notac; on con 
nrimct y oinrimct. Los dos planes definidos nor esta ecuacion son rynrryendi.-
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culares, Adem~s, el valor de tan 2Q2 d~do no.,. l ecuaci6n (l.~S) es el 
rec:!proco nec:ativo del valor de tan 2Q1 en l"- ecuacion (1.?0), ·ro- t9.l'l­
to, las ra{ces 'lara los an':Ulos dohles de lil eC'l"Cion (l.~S) e8tan "'. OQ0 

de lns ra:!ces co-·rpsno>vli.entes de J.a (1.20) (vo.,. fi~ura 1.11 na-r· estn 
relacton). Esto s1 r:nl.fica que los En~l os one loculi ~an o iie-fi n8-· los ,.,la 
nos de es-ruerzos co:rta11tes ·..,r~~imo o r:1'nimo -fO.,..'""~-n c~nooulos de 45° con los­
de los esfuerzos nrinci nales. T,a su:-·ti tucion en l.a ecuncion ( l,lg) de l.R s 
funciones Seno v Co8eno co···res,-,ond:entes al an~ulo doble d·-o.o ~o- l.o ec'''" 
cion (1.25) y d.ete:rrninadns de !"ane;·a rmalo~a .~. l.a de la :f'""n-11 (LlO) i!a:: 
ra los valores m:J.ximo v rn{njro de los P.s·f1J 0 l'"7.0R corta11f:es. Desn11~s ~e 
s"mnli-fi.cRr, resnlta q;,e t".lcs e:o-f'nerzos sonl 

" , _ ! V<Vz-t/y)2+ 'l" ,:;:.~ - 2 i'f (1.2l.) 

'En consecnencia, ~1 P.r-rfne""!"Z0 cortq..,..,_. e T:'l<'~'X'imo n~·fi8!'P 11nic!L~npn_~ e en 
s:iJ'TIO de1. esftH~rzo corta:r.te mi'nimo. Ade"'!13:s, CO"TTo 1.-;.s d.os ra-fc~s ::~'1!=!.8 -nor 
lu ecuacion (1.25) loc~lizaY' ,.,l~nos n 90", es+re -Ps•>ltndo R" "'11;-f'·ic"- t~"'­
bi9n que los val oTes num9ricos de los esfuerzos co"!'"t-~ntP-s son 1 t'J'll'""!l PS nY: 
"l")l,...,_nos 111UtuP_f1Pnte nerne!1d5_oulares, co!!'!o se ~.u::otO ··n-1-e'!'iormente. ~!'! P.S"':R 

deducciO:..,. ln. dif'e~encjR de si.,.no rle los nos ~sf',lP-..,.":os cortt;r·' es sn'!'"c·e de 
lr::t convenci6n "l")'<ra localiznr los nl::nos e~ aue actUF.J.n estos esfn'""'rzos. 
Desde el "unto "e vista f{sico tales si,.,.nos -no tienen s· "ni-f'i.cccdo ql ~nno 
Y nor esta razon al mayor esfnerzo COrtante, inde'Jend4 ente.1en 4:e de SU SiP' 
no, se le llamara esf'ner0o_ corta_nte mfhimo, -

Eje para esfuerzo1 
oortante m&imo-

Vi-Vi 
2 

\..-t----. 2& ,.go•) 
( r---Eje principal 

I (esfuerzos normales) 
T 

Fi.<mra 1,11.- Relacion en-lore el e.ie nrincjn :1 v eJ "ie de e~·"np~~o co-t'ln 
te m~ximo, en ter">inos de 2Q, -

\ 

A di:ferencja de los esfuc:rzos nrinci""alPs, en cu~ros .,.,, ''~"OS "'O e-r.::-:;t,en 
esfurrzos corta·tes, los esfuerzos cortante m~x:tmos "Ct1fnn p··: "l VIQS cn1e 

usu1lmente no estan libres de esfnerzos no1:"l"qlP-~:;. Ico. sustitnc · 6n Oe l:.1s 
ra:!ces de la ecuac·ion (1.2'5), 9z v g; , en la Pc••·'cion (1.16) i!a co,.,o 
resultado la M<-l"':'nitud de los esfuPrzos normt!lPs nn~ aC!t'~lln eli los nl":;.nos 
de los esfuerzos cortan~es !'flaximos. Estos e· fu~~zos no"!'"'"~al~s ti.e"'!en i ~·1w.l I 
si,.no y !!la"ll1tnd, y estan da.cd~O}JS>--''l<>GO~rc...Jl~al.--4ee-xx. "ln~!'4;eHiBEi~A~l'll'l----------___: __ ___:_::_ ______ [ 

fT/= ~,.v; (/. 21) 
2 

nor cnnsiouiente, nn esfuerzo normal actUc. si.r.ml tS:l'J:eamente cnn el es .. uP~­
zo cortante m~ximo a me nos que se a."l.ule Vj of Pf, 

Si 1/i y vy de la ecuacio" (1.26) son los P'lfute.,.zos Drinci.n·,les, 
V, y t7i , ~~'I es i.<mal '' cero y la ecuaci6n (1.26) Ae stm'llifica a 

lo si.,.uiente r.- r-
, - ,, -vz. 6, ... )1 - --2- (1. 28). 

Si se tlene en tina narticula un estado de esfner?.o cortante ,-,uro co­
mo se indica en la f'i':Ura (l.l2a), al anlica.,. 1'1 ecnaclon (1,24) -..esulta 
que ,los esfuerzos nrinci nales Cl,;2 = r 11.,, esto es, P:"" , , vz y ilzy son 
numerica·-~err~e i~uales, aunque g; es un esfuP.:rzo de +e:"sion ~r Pi es uno 
de com,resion. En este caso, de ncuerdo oon lc ecu~ci.on (1.?0) se ohserva 
que los esf'uerzos nrinoipales esta-., dados nor t'" 29j .. <>o , es rlecir, 



') 

2Q
1 

= 90°o 270° • For tanto g: = 45°y g~ = 135°; los nl~nos correapon­
dieutes a,estos anr;ulos se muestran e31 la fi!';Ura l.l2b, Sustituyendo en 
la ecuaoion (1.16) el valor de Sen 2Q 1 =,90°se,encuen-t:ra que V, =riln, 
y por consiguiente el esfuPrzo de tension actua perpendicularmente al 
plano AB. Ambos esfuerzos nrincipales equivalentes al esfu--rzo cortante 
puro se indican en las fit;uras 1.12b y c. For tanto, sier~pre que el es­
fu"rzo cortante puro actue en un elemento se puede considerar que nrodu­
ce tensi6n a lo lur"o de una de las dia~onalea y compresion a lo lar<;o de 
la otra. i11' ..:.I"'SJ. 

y . / "Z'f'!j /"\ Jt/f = /~·l'ni Y1r.,, 
~i~ ~ 

·1> -- /» ~~,~~ 
z (o) 

(a) 
(b) 

Fi~ra 1.12.- El esfuerzo cortante nuro es equivalents a esfuarzos de ten 
J aion y compresion que.actuan en nl~nos i~clinados a 45° con 

resnecto a los nlnnos de corte. 
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tJ;,= ~.,..!j Gs 2B+~zy~n '2B 

h z~,, = - i ~n.20 ~ 62'( t:Os 28 

...1- ..,n _ 2Z2¥ 
~qn "~::", - -r 

2 

-.- ..f.i + 1/.( fi)2 7 z 
~ .. z = z - VI T -f fD ?:'f 

.to, .2t9z = F; 
2Zrr 

~W7~1C = t: v(~lrz~~ 
r'= fi 

2 

...• ..:..) 

(/. 29) 

(/.30) 

(/. 3/) 

(/.3 z) 

(/. 33) 

(!. 3 Y) 

(/ • .35) 

Por conaiguiente, las expresiones deducidas para el estado ~eneral 
plano de esfuerzo pueden ser utilizadas para cualquier caso ~articular de 
estado plano de esfuerzo

1
(ver figurwl.4a, 1,4b, 1.4c y 1.4dJ 1 eliminan­

do de ellas el esfuerzo \O los esfuerzos) que no se presente ~n) en el 
case particular que se consi•ere. 

EJEMPLOS 

Considereae ahara el elemento A tomado del segmente de viga de la f1 
gura 1.3a. Eate elemento esta sujeto a eafuerzos normales,~, originados 
per el memento flexionante y a esfuerzos cortantes originados per la fu­
erza cortante,~z,. El estado de esfuerzo en esta part!cula es un case mas 
simple que el de estade de esfuerzo plano general y su analisis tiene una 
gran importancia desde el punto de vista practice ya que·todo elemento de 
una viga estara sometido a este estado de esfuerzo, tal analiais permiti­
ra determinar la ma~itud de los eafuerzos nermales y cortantes en planes 
inclinados y as! poder d~cigir sabre la resiatencia del material,Para e- Ejemplo 6.- Para los elementos infinitesimales aue sc muestran an las 
fectuar ese analisis considerese el elemento generico mostrado en la fi~ fi~ras I, II, III y IV, determ!nense los esfuerzos normal y corta~~a uue 
ra 1,13a y hagase pasar un plano inclinado como se mues~ra en la figura actuan en los planes inclinados que se tndJcan; a) Utiliz~ndo al meto~o 
l.l3b y a{slese la Cufia mostrada en la fig1!ra 1.13c, Y haganse las mismas de analiSiS de la cuna, sin "'ecurrJr a l'lS P.Ctl.~Ciones de tl"f:'lSfOrm~CiO!l V 
consideraciones que se hicieron ~ara el analisis del e~tado general plano b) utilizando las ecuaciones de transformacio~. 

y 1~ ~ '?'' i / 
----- 'Z fl· - . i'J' v:;, . ........___ ! --- . / 

de osfuerzo. y z' ~ z' . f'l 

_n;;lt~f r,J~~~ ' ~~ -{3"~:__ ~ -kJ/ ~ 1~1.~ ~~~ ~zy 'Z"lyM£D.e B _..... 2 '-... I. • , .y ~ 
-- ---- -- 60 z ZYf O.YlJIIS,nB ......--.--f 'YPO ---/oo 1 tsoo / 

(a) (b) (c) 3' I II III 
pOO 

IV ~6A Figura 1.13.- Elemento gen~rico de una viga sujeta a flexi6n y fueiza 
cortante 

Al realizar el an~sis, despu~s de operar algebra!camente y hacer las 
aimplificaciones pertinentes, se lle~a a obtener expresione~matematica­
mente iguales a las obtenidas del analisis del estado 'ieneral plano de e!, 
fuerzo, en las que no aparece, per no existir en este estado de·esfuerzo, 
el esfuerzo q;. estas expresiones son las siguientes: 

,.; I 

I 

Nota.- Todos loa esfuerzos estan en k~/cm~ 
Soluci6n.- En c<tda c.9.SO se <J.!sla la cu\'ia nnP. "lOS 

coiOOdamente, minirlizando la posibilide.d de a~ro,... 

I) ~ZJI/7. ~ Oj 'Yl I 
,jcJII ~Y 

t2 ~~~ 

~~-61.38. ~ 
dll /l 

i' s 

~
, '\' 

' ,.... lu 

-tt- (.j ~~~ ~· 

T'\enni~e t-r"~b.~ .. i'P' ' ?:!"'lS 

~ =-aoo kg/c.mz 
Vi= soo ~/c.rYJ2 

6 ~'I ., ~00 .lcj/or)l. 

6et'l€l ..:. !:1/;!J 
Co$9 : ts/t.3 .. 

,,: 

=-.o: -1 
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C\)de 'L r;, = o./ 6"~ = - v;~v,; ~, 29 + ~i'f ~5 29 

"?t;-= _ 8oo-~.30ol (-:-O.?I005'J) -~o -¥~0(-o . .:;ow~z) 

~8 = 390. 532-YS- .28/. 6568 = /08. 8?St.5 f.J/cn? 2 

r,- 1/1 ,-:- IZ J /Z. 7 5 /Z ? /Zd 5 ,- .S 1 5" 
VtJcttT + v'l i:f"O~ 13 + ~>zy /.3 clll 13 + "''tl ~ 11;:, - vL zyolli:i = 0 

f;;= Vi0tl-v;e!t- 2;?L'Y(~X~) 
~ = 8oO (o./¥i'121'1)- .JOO(o.8S201o9)- 2(~tJa)(o. 3550295) 

lo'"O _/)vec/e OMOrV~r:IC/ 1o~ re.su//;..<4~ oJ>/en?c:/.,;'S CiM e/ /1?e~dc 
d'e ana~-:J/:S a/e k CGJ/;a. }' ~.S CCuacioae~ de '/rr:7ns}::u·I'Y)oc/Z>') S0/1 

v; = - -s-'21. 30/]ls- l.t /emz ------------ '};j :~ d}~/.sn?os. ~·-; ::~~l~ !' ~ :~o~1w:,.,z 

Cif
oo 2 

e.sfo ;_,J..l.ll. yu€ 4 su,pos,c.m:, ~«ha. /n,"e,·t~fmeqk rcs,Pk/., o ~ .J/II%c~ L ~.. J 
1 

~ ·z~l 'li!'t = - 100 /a/c.l'l1 2 
d? VB (/~- ,·nu:.rr~&1'4., _po.r ro,./o/ v;"'- YL/ . .30/;iiS ./jft,..,z es de zi, .3 cl4 "-.:::. Sen 600 = Y.J/2 
CD,...,DrCsu>->. d ... ~ ~!ll cl,t,S<IM~ 

0 

rJi = //8. 34/3/.Z- 2.55. 62/27- .t.P1. 0236 

12nl..nces 

Co~ 60 = Y2 d" Z Fi':: o /. a) de ~fi' = o.-· 

~~ clrl-+ ~Yr jft111 :.32 - ~l'f AJ# }j- vy :./dll /;- v; ffJI/ :3
2 = 0 v;Jfl- f;clll4;,s60°CC...s6d')+ l'I

2
Jf/S•n60°C,s6Cf'+li'fJIGs6tJoSc.n60•:o 

'"s = Cvytfi)(;;!~J- z'liu,"":- /:~) c; .. v;~~60°-2"ytSo-nM0~sC0°=-200()'2)2-<(IOO)(v'%)(Yz) 
"'e = (300+POo)(o.35S0295)-.Yoo(o.:;ow.y<) Ci;=50-S6.6025.Y cqloncu rli=-.36.6025'1 ~;{,.,~ 

Ze = 390 • .532¥.5- 21!.6668 cn~nces ~ q~ ole ~rn~re.sie/, t /., &uposic.,"O~ l»cha /nic.ialrr>enle IS 
ii7correcla.... 'ire = /08. fH.565 1:~ /c,.,~ " 

<P.sf.. ,ncJ;.:e- f<ue &. .ru_,DP.>/cn/n hecAA. ;i1,"cia/mlnk r~;Hefo a. k c/.recc;O:, 
cle 69 e.s eorrec.fo... 

6) ;:bn;a c.p/;~;ar k• ac.uociones cle fmns: /orrnocio;,, 

de Z;j' =-0 

-i:e rllf- 612 cillS~6oo..»,., 6o"+ 6~ydllti>.s60°w60•+ Vi cl#4>.s~o"S,n60":o 
619 = f7iS.,6tJ0~60"+ 61v(C.t.Z60°- 5~60°) 

6s = ..za>(V%)(Yz)+ /oo( t:J . .<.5- 0.15) =200(~) -/tJO(t:J.5o) 
fi= -300 ~~,.,z; v;=80D J;,_k,.,Z.-· (:~'1 = .YOO l.,;{mz 

de acut!rdo u:>n 4 U)nvencio'n esfai/ecid"'-/ 7 

-------_,Gt:c_....,r:x::scee-..-..--.,/-; -----, Sen f!t-=- :.: """ e- 61.380/2° -----~ = 86.60Z5"/- 50. o---o: .3~,. 6025'</ J:,/c-rn 

'· 

-: 

.,,fonu.s G.s 28 =- 0.1'0</1~2 'I .S,., 2{) = -0.710059 

7 O,P/iconck ts tZ)(.DriSioi'1U {/./6) 'j(/.19) sa /,"ene: 
~ f;1-Vj, fii-Vi / c n 
v;'= 2 + 2 ._.~2B+~l~ ...JC!Nl.::e 

v;; = Bo0+~-300) + 8~0 -~-.3oo) (- o.;rO.Y/¥2) f- t'Oo (-O-l/00:59) -= 

v;; = :zso r-sso(-o.~.,y~).; 'YtJ0(-0.1/005J) = 250-381.218J~zJ'I.Oz36 

~nlonce..s ~ = - Y'-2!. 30/? ~/c.rnZ 

MpJ ~ ~u,cu;.s/c/o', /ni0 "Q( c!~>n res~eelo o f.t c/;reccion de 6~ e.s 
CcrrecltJ..J en"Tbnre.J de oeuertk U>n ~ cDn.v.tnc:kJ-> esf..okc.ick... 
6p =- 3". 6025</ f.:J/c.-tZ. 

6) /iS,. /... a.~t·cauo~ de k..s ecoa.cmnes ole /.an$J,rrnaci~n 

Co.s .2B =- V-z .S~n .2{)::: '13/z 7 Vi=- 0 4,)m~ 

. S'!nc~,;, fi. =o iy-.-.• /~ , uuou>, Cv~) se ln1~~ALn"Ui .en A 
ec<.Jooi>n (/.29) / ~ ecuac/cn (/./9) en ~ ecvac'o" (1.30), en· 
14,nL"r'S .,~ 

~ v; Vi /" - .... ,, 'l'" 
V~' = 2 + T LD.S28 + ~l'f Jen :ZB 



~~ = z;o ~ :z;_o (-Yz) -IOO(fih) = /tl0-.50-86.6025f ~ VS •, 

r;:!: Ci;" = -.36. 60.Z5/' i_,/c;m~ 

7 

m) 
ll' 

~z'y' = 69 =- ~ Sf1K'l.2{} + 1l'1 G.s 2B 

~9 =- (.zrohX"*) -/00(- Yz) =- 86.60.Z5'f~.50 = 

6e = - 36. 6o25.Y 1:,/cm~ 

~7R-"' ;t Vc 
"-._~ 

~: 

v; =- 500 t.,Jc,..,;z 
Vi"' .500 ~/c. .... • 
~l'1 = 0 k,/o.M• 

Sen 60° = v'3/z. 
CDs 60° = Yz 

;:,\', 

• 
.;.~ 

.. (o 

LomD _.;:>ut'rll! tXlr.JC/ en e~fe ~t'm,Pio .re ~s;c/e~ el ~e '/.' nerrn>af a( 
.l'jq'"' ,;,.:/,·nado 1 e/ Lje ~~ fX1rl1.1Cfo Q e/ m/smi:J ,olona, u,'.h.nce.s. 

a) d't 7:')'=-0; fi till+ Vj ciiiCDs60°t".s60°- Vi clll.!e.-, 60" Sa-n bo• =O 

Vi' = Vi .f"_,z,o•- vy cJJs260°= soo("%) -soo O~) 

fi = .260 q/(;mZ (suptHic.io'n /n/c.la( ccrrecfa.J. 

~tie Z~=o 
~J'l'dfl-f vyclll~soo•.Se.-.60°+ v; c/ll.f->60°(;s60°:=0 

·,;,;v 

~n 2~== .S.Z..., 300°= -VJ/.z / ~nf{,nas, ·• '<i· 
r,- - 5t>0-.5()0 .5~-(-.50()) _!_ = 0 + 260 •<-
vy'- 2 + "2. z ... 
enloncel Vf' = .250 iy/unZ '1 ,'·, 

l?'t'l' = _ .500-~500) (- v:{) = $/.33.012? ~mZ 

6nfo,ces ~'t'tl = 6'9+~ = -9"33. 0/2? ~krn2 

~ resu!/o~ =n .,;yoo ,.oosi.Jl/b no /nc/,CA.- 1-oe e/ L.S~er~ car lank 
.u?i:et ~n, ""- r:J;·,.-eccion ctel v·e .z~ ,,.oo 7 (./.e.- .!e a.coerck un &:... 
corwe_nflon tZsrablec;da.../ -;/;·l!nde A haur 9iror 4t. ~rl'7c.ul.e.. en di­
recc"'" eon'i"rar/A.. q 4.. c:/12 /bs /l?onec.i//as dtZ/ relqj. 

IV) 

*
!I' 

' 
l 

'Jttl{.: -- • e 

,,.\.;· )' I, 't• ~ 

o) de z{: =0; ~.1\ 

~c/11- 6y1 %cia-} -Z1'1; r:lfl f. =0 

"'"···" CJ; = 2~~i ;; =- 2(6oo)(O.'YB) = 
v;; = .5 -?6 ~/c.'" 1.. 

'/de £'!}' =O..~· 

Vi = fJi = 0 i,!fmz 

6 ~'1 = - 600 f:5/c.,.,z 
Sene ::.·.(.//5 :-·o.8 

Gz,!. G = .}"5 =-0. ~ 
e =-:13. 1.3° 

·e:·, 

5 ?6 i:J/c,! 

·' f \ 

_________ Z_f_'t'l' = - (Vj +-Vi) Sqm6o·~_60°= -(5oo+5oo)(Vfz)(Yz) 

~'t'l 1 = - 1/.33. 0/2;7 iy kw>Z 

______ 6:.::_'9 d!l + 6c'f_~ dfl y - 6'1l ; clll.: = o 

.;,oncf, L/ .r~"'" nya IJtnJ ;~·a.. tzvq k. Su;Ot>.SicJ~ h?io4f _.;:>tinA k... d'/recubn 
cfq 4:'1'll es /rJa:u'recfa... 

b) /d-.. ~~r ~ ~cuoc/ones de /ran.s)>rn>awo~ y U7Cbn/rllr !...s 
I!S/verUTT ,,-, e/ _.o/an.:> /i?~/caw SC J1,,..,a G)= (8 ~90") j Z'/l ='0 'f 
#J ecvac.io,eS (/./6) '/ (/./'l) Sf! rt71nsform~>n U")." 

v;;; = V:: I; = Vi+ Vi + r,- Vi C..s 2(e+9o") 7 .... y IJ# ~ 2 2 

~'11l1"' ~8 .,. f == - fi;Vi Sen 2(8+90°) 

resjfii1CliN7menle/ ~no'e &+90°= /50" ~ U.s .2()=C4J(3Do").:. Y.z j 

4?9 = 6~'1 <;;-2;) = 600 (0.28) = /68 lj/CA'YJZ 

' z~ = /6 8 q/c.mZ '•"' 
.Ia .sup~>.sido:, hecAa _.Para 4s clr~cciones d'e t/,; '! 6'e ~s ecrr~efa.. 

h) J;~nd'o Vi= fi = 0.- las e)(.Presio;>eJ (/./6) '1 (/.19) ?veclon ,-ecl<~ci­
dos a. : 

d' · 

7 

v;, = ii:l'f Sen 2B r 
?:~I'!/ = 6~'f G,.s 28 

Sen .2£; :=-0. 96 7 G.s 2B =- o. 28 

" 

;. 



~~n<"I!'S, 

tJ; =- 600(- .0.%) = ..5i'6 /3~rn2 

~e·r' =- 6oo (-0.28) = /~8 }JA,...z. 
r 

Como se ha visto en el e"jempio, las expresiones deduoidas para la 
transformaoi6n de un estado general plano de esfuerzos pueden ser emplea­
das para ·aualesquiera oases partioulares de est ado plano de· esfuerzo. 

Ejempl~ 7.- Para cada uno de los estados de esfuerzo plano que se 
-------muestran en las figuras I, II, III y IV del ejemplo 6, a) determine la 

ma~itud de.los esfuerzos principales y la inclinaci6n de los planes don­
de se presentan, b) determine la magnitud de los esfuerzos cortantes m~xi 
mos y la inclinacion de los planes dond" se presentan as! como la magni-­
tud de los esfuerzos normales asociadas a esos planes y c) indique los re 
sultados de a) y b) en un element~ adeouadamente orientado. -

,, 

Soluci6n.- Para determinar la magnitud de los esfuerzos principales 
y la inclinacion de los ~lanes donde se presentan se emplear&n las expre­
siones (1.24), (1.21.) y (1.16), esta l!ltima para deterininar la inolina­
ci6n del nlano donde se presenta uno de los esfuerzos ~rincipales. Para 
la soluci6n al incise b) se emplear~n las erpresiones (1.26), (1.25), 
(1.19) y (1.27). Estas expresiones-son las siguientesl 

C: - v;.,.g; ~ \/(6-v:;)-z 7'Z. ' • i.an 29 - 2l'i~ 
~.oz- - 2-- y1-2- -+ •2~ J 1- g;-o; 

v;: Vi;Vi + Vi;o; Gs.2{) +62yStw~.ZB "'' " 
6 m~ = If(-Vi-Vi)2 _L. ? 2 

/1?//} VI 2 ,,,~lJ J -f. an 2e2 = Vi-rJY 
2 'i:l~ 

7 - - Vi-VV Se-n.2{) + Z~y ~S.<'!) teG- Z 'I (/~ v;-~-v; 
2" 

"' 

I) Ln.,{ ned ,&17/lL ~ ,IP"'' /,t:uk:.. I .se ,l;·ene-' d, qctJercJ, e~n ht CD/1~­
c/(7;, f2Sf.r6kc/da,; 

--------'V,:-+~I'r-300 i:..Jrfm'_,' vpBoo /:§.dm£--1 ~~'! = 1UUZ!'J/.-.~ 
o.) 

r?;1 -= 800~(-.J()CJ} -r./(800 -j·Jbo)/+ (~Po); =260:t!&so)~('IOOJz 

v;;z = 25ot:(3oz500+/6oooo)Yz = .2501: ("YI.Z5oo)Yz 

~z = .zso:r 6J?0.07-..3S'2 

heJD ~=.250~~.?0.0?.352 = 930.0~352 I:Jk 7 7 
tJ; = .25o- 6J'!J.o:;3rl =- t'30.tJ~35.<. ly~rn'2. 

v;= 9.JO,tJ-i'.352 t.!J/cmz ~ f;=-Y.;40.01.352 4/cm~ 
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/ , _ 2('Yoo) _ l'oo = ~. '1Z~27-l. Y Z::On .2~- Paor30t> - //t!JD 

7 2!), = ~/ /on{0.1NZ?Z) = 36.03° 
,, 0 ,...,// 8 0 7 0>1 -= /8. 0/S / ~ = /0 . 0/.5 

TD,..,#rl<k 6(= /8.o1o" _; ~.s.<~~= o.eoa+~~ ykt2D,'-=o.sBBm 

'1 Vi"' £50 + 55o(o.eoa ~) + .Yoo(o.SBBI1/) = 250.;.-¥St~JtJ<JI'r-.z3S:261'1 
'=I' t;"= 9.30.0~3 l:.J/cmz/ a.c/,;~o ttn vn ,Pftmo in.clinado 1/.0;5~ 
b) l. / 

·~,..Lx. = 68o. 09J52 i:'}/cmZ 

1 lo/1 2~2 =- /£:~ = - /. 3 ;zs ~ 

Jtr ...?~ ~ on!J fon (-/.3~5) = -.53. 9;72° 

~ ~, = -.?6. 9J'6° _, ~/-= 63.0/3°::::::: 63.o;s• 
~ I /)N ., / II c , . 
7ij,_,~ !7 =63.0/.3.., Y~ .2~ = -0.58BNZ y ..J/111'7.2~:0.8081.3'-

j ~B = - S:JO(O.S08?3') + .Yoo(-0.5ifi?Z) = -11'~"/.!0~J'- .23.5.:Z'FI 

_, 6s =-61'0.0~35 i:Jftm}oe!JA ~n C)n_p/oiW /nc//na~ 63.0/S". 

c) La. r~pre.Jen~c/c~ grafi"CA e' /.:. _sigvienfe; / 

\ 
1 r~ .2!JO 4/c-' 

¥-!1JO ~;...,z '0~6· 2. 

{j " ?:,..,.x = {.BO. 4/cm 
'~-l"-·98" 

1 r' ------------r 
-1 v~ 250 ~;f,.,z 

06stZ~veu J""'e /q' d-reccio'n dQ/ es/vera> corlanle "o.6re el _,oknu> del­
ru·a'o ,POl"' 8_ =- 63, 0/r n"entftl <>. IJaclr g/"rOr /..._ _par;l'/cu/4 ~n {.c.. 
cl,recc,·o;, dez /as />?tUU?c.l//as de/ reloJ/.'I esk. re,orer#nfcuJc;, es eon­
sruenle con /a cont.J~nc/o~ esfqb/ecid&... 

II) .liSra ~ po,-7/ct.J/a .ZT se .,S"tlne~· 

f7 ~o / c;= 2ao ~/..,.._.z / Zzr =- ./~o ~4.rnz 
------. Q) 

. r.- .2co 4-j( ..ZC~)Z -z. Jlc ~ I~ 
"ld~ == T - l z-..J +(loo) = /Ooz (!Po) .. -1-(to.o)l -=/tlot"f.20ooo 

f;;2 == /tJo.:C /W. 11'.2/.35 



'·,-.;. 

/~""'' v;-=loo+l~/.¥2/~ = ~~/.-Y.</.35 e,/ ....... ~ 
Vz=/PO-/'V/.¥2/Jr:::- '¥/.¥..?1.3.5 kJk""~ 

0= 2¥/. ¥..?1.35 }y~2 '! f;= - '5-'/. S/..?1.35 i.J/cm~ 
~ .· 

, ~, .2B = .:1(-lot:>) =-- ~- -/.0 
/ / ?DO 200 - " .-... ··,.. 

.2~ = OI?Y ~qn {-/.b) =- </5° 

~""~"-

t ~ ''== 6 7. s 0 

, '"··", 
&3"=-J;-.s• ~; ~s .z~'= eyz 1 ~ 2f3-=- Vz/2 • 

7 ~'=- - :22.6" ~ 

~nJt_,£1S V9 = /Oo + ;oo( fi/2) -/L:Jo(- Vzj'z) = 2 ..Y/. Y'..?I.JS hft-..,z :> 

-cf? f/,;•.?.V/.¥..21.354;{,.., 7 oc/c!4>., vn~no ;mf--.,.,,k -22.5° 
' 

.C) 6.m~ = /"V/.112/.35 ~/c,.,z 

7 i,, 2~ ::: - 2~~~) = /. 0 yZ@.l = Or>.J "" (l.tJ) == -$15() \ 

,.,, 25" L:l....... 0 ., .:::. ::: 2 . ., £7. = //.2. 5 ).,. 
/ I ~ ~"''"'•' 

l.,,..~nck {);= 22.5 · Gs .2~' = t:i/z ¥ ~, 2{)/ = ff/z "' / / / < "<'\''~ 

.ani.nce:s 6Q = -/00 t'2;Z -/oOfi/2 =- 1o.:;;o6~-70.1tlJ6l = -/.y'/.'$1.2/Jf 

... z~ = -/'¥/. y_z;.;(f' i_,~,z 0&./.;A en eM _,Dk,no 1';,.;/;ot:tcfo 

y r~ /oo '-~/c."".' 

c) LA r~pre.senl.,c;,;, s,..,;.j.'£A ~s ,.( s,juienle .,· 

22.5. 

~·-.... ...... ~ 
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e.sle resu!lot4 /'".lo .stzr ;£,.,6,·"~ o6fe,;rlo d4! o6seruor ~ .Jjun:t.; en los 
,o/Dni'JS en pue oc7f>'q, d>s t2:s~erzos /Ur~4k.s ni'J '"X":SAn trs/Ve,zos 
corfonr..,s" ,PC,. .4n~.- t!SDS e:s,r0erz"s ,,,.~"(l~s: son ..4:s ,or/nc.,',l'"'le.s. 

t'on Z~ = ~~~~ "'0 .., 2~ = On.tfon (o) =' 0° f' ~~ 0° f' ~ '"= 90° 

,~,.Jmc.l!.l 4'= .500 I:J~,.z «/,;"' 606r' e/ _plo'Jo ~ ft"a/do pY ~~ 00 

6) if:"""' x = .500 i.J/im2 
/ 6n .?bi = - ~ ~":; := - tt) 

- ·' y .?~ =- t?n,1 ~n (-«>) =- 9o" ; ~-:,_ - S/.5° 7 ~'= ~.5() 
L P /' _., s. // 
~ON><n'>c/e, ~ = ¥.5" ~ .:2{)~ = 0 / tZn 2~ = /.0 

=f1 6e = - §()() ~/&rnZ "'e"',.. en ..,/ /)k,no dej-,;-k 

.c:) A re,ores .. ni«-'D;, g4'c4. tr.S " S/::ftJ/Ini?; 

_,DD/" B= f/.5" 

r~ o i;,/e.-f 

"~ '. 
tl:'f.S• ~= sro"-~-, . _ .,

00 
f., {:,..,z J~,.,a L.S: ._,..,- _,, '/C 

t Vi= -41'JD 1# ... • 
·~~ ~~ ~ ;v . ~ ... i~-

/V) AJ>I. ~ por/fevi.. tV ~e len~.,· ~ = Vj = o 
Cl) 

=~' ~= +6oo ~;{, .. " /{"=- ~m 4/c"'t 
7 ~ Z'( = -6oo J.J /crnt 
~ ..,_, _ :Z(•,DD) 

7 c.on "'<'l- -o- =- ao 

:_~It ~:;~/. '12 1:1. v ~ -· 
\ --

! ~/::- 9'5° y q""= .y-,s• /o,;nonc/e, ~~ '$1..5"'" Jen-l~'"= /.{) 

=t> v;-= -600 9~,...,z _./v;. _, ei,.,J,no c/e_J,-,_-ck /»,. B::Y'.5" 

.b) 6 ,..,~ .:" 600 J:.,/&,.,z r ~n .2~ = - 2(-~a>) = 0 ~ ...?~ = {) Q 

t{c-o G.s :2~ = /. 

..,-:: "'"""Jt :. IS'/. .Y.Z I:!J/unl / 
eM ,1hr111 ~J"r~;ck ftJI' B=0° OL22.5" ----'------0-/= o" 7 B/"== 9~ ;n,.,..~ 

~ ~ 7 , 1. /. _, 69 = -600 .i.J/unZ ack,. e.n 
v ~ /1 =0 

\ F"'= /00 J_,/G'"z c) ,!A .re,ores.en~cio';, grd.)u.. es /a ,,s/ro.£,.. ., eonl-ouac/J-'?; Vi"- f'/. '12 cml 

m') Para Ia ,pqrl/cul-z 0/" .re /,(!n~; 

~::- 500 ~/&,..,z./ V/::: .5~0 4;{,.., 2 fr ~2t = 0 

r a) ~2 = 0 ! /(-soo ~c-sooy = 0 !: .500 ~/c."'. t 

C'=.:JOo .L~/~-z. .1f Vz= -.5oo 1,/c"".z 

'I • ,,, 

' a "f!J• 

~ -s• 

": ~" 600 ~fo.nZ ">.; r.---~00 k)_k,.;• . :. I 
vz'" ,.,.,. 

0._.~00~~' ----
"' "'"' 

=======...,....... .................................. "'""'==.....,....... ...................... ~. - " -

,. 
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E.1emplo 8,- En un punto de un solido el~stico !!Ometido a un estado 
pla~o ae esfuerzos, los esfuerzos principales son ~ = 1000kg/cm1 y v.; = 
-500 kg/cm

2
, Calcular las componentes de esfu~rzo ~y6l•'(en un olano in­

clinado +30"con respecto ala cara en que actua el esfuerzo principal~ 
y representarlas en un elemen~o adecuadamente orientado y determinar el 
valor del esfuerzo cortante maximo en ese punta, 

Solucion.- ~ ~ v; 
S; .?;= l;fi., "'; il C.s2G..; ~~r Sen 2G 'f 

.?s:::- fi"~f9 _s-_, 2[; 1- z~ c;;,s :<{) 

~onf ~~-k ca&o fi= V, / t/j = f; 6l'f =o i' ..ZB: 60" 

}! Sen ..2{)"' Kr/ 2 ./ ee.s .2 B =- Yz 

«n£/?CI!.J Vi= /a:J0-,5//0 + ///tJ//;(-StJ~ ..!__ = :2.50 -r3?5 = 625 ft{.,._,z 
z .z 

6e =- - /t:PO ~(- 500
) .J1' • - 31.S V3 = - 6 'Y9. 519 4/ ""'"z 

6 C-h" /a:t:>-(-5~> - .,5o ~/ z. 
""#I'Jt • -z- ::: ~ - 7 7 Co#'>? 

R1sumi1n c*' · 
-~ .. 625 -4~,..~ ?9 =-6.Y9. 519 };,~m 2 ' 6mh =1504),..z 

~~ 
~ 
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..,. Boo = Vi- Vj (b) 

1 rt!.so/v/i!n<k, s;·,u/hfnN~num~ /os t!CVOt:ion's (Q) 1 (b) sc 1-'"cnt': 

Pi I- If = 600 "' fi = .!!!!!£ = ~OO .i_, /eml 
fi- fj = eoo 2 

.zlj =/..t,~oo 7 fj =- 600-:;oo = -/OO J:J~t 

~ni.nce.s/ - fi= i'~O q~m~ fj= -/i!JO -'3~m~? t&zy =300 J:t}wl. 
qiJpno- .<-!;, = ono &,, 2(3~0> .,. O;>t'J ;4..., to.?5) = 36.11° 

J HJ()- -100) J \' 

lJ'-= /I'. ~JS0 . Ej'/ = /o8. "!/.!JS" 0 

?f.,.,,,c:k &J':::/1~"!/.35" ~.s ..?~-:,_ 0.8 Sz...., 2{;,'= O.IP 

A,,,.,/ v;-:: ~-/~O + ~OO+/()O 0.8 ~ 300(0. 6) = 
2 z 

~= 3D0+-3<tJ+/J'O = 800 ~_/c,.,z.: r 
un .,P~no t'"cl:n4d. (}: 1/."135° 

~
\ ..-, 800 '=3/c,.,t. 

~· 

..-
\ Vz'=- 200 J;,/c,.,t 

~on i,.u~ts ~= Boo ~ kW1 z t~c /.J,. 1 ,., 

__1._ 

-JDr~ .... ;.... 
~t 7yl = li!•t= .300 ~z 

Vj =- - /l!lo ic:J4m z 
Ejemplo 9.- En un punta de un cuerpo sometido a un estado de esfuer- PROBLEMAS 

zo plano, el esfuerzo cortante en la cara z es de 300 k~/cm~y los esfuer- 6,- Para los elementos 1nf1nitesimales que se muest~an en las fi~uras 
zoe principales son If;= 800 kg/cm

1

y liz= -200 k~/cmZ. Calcular la ma.<mi- (a) (b) (c) y (d) determ!nense los esfuerzos normal y cortante que ac-
tud de los esfuerzos P;f y ~ , as! como la inclinacion del nlano en que tua~ en ios planes inclinados que se indican; a) Utilizando el metoda de 
se presentan los esfuerzos principales y mostrar los resultados en un el~ an~lisis ne la cuna, sin recurrir a las ~cuaciones de transformacion y b) I 
menta adecuadamente orientado, ___ utilJ zn<io las -eeuaeicrt~s de --trans:f'orl!m:clort, Esfuerzos en k",/om'2, --------~s~e~l~­

Se -be '"e v; + pY = v;- r q;-,.! :: ~,_ v; = c ~ 

! ~I 

,. 

en~nus F;,. fj • Boo- 200 = 600 ~~ fi_,.,z (q) 

0 J,~...:. 7 , _ p;-_ h 800-(-z&a} /a?o roo L / z 
Dfi,. .. ,J IPmo;t - -z- ::- :Z = -

2
- = .o q /&,.. 

/ ~ml/( = f(lil;l+i'it' • soo"' ~G)2r (3oo)2 ' 

.. (..soor = (.fi.~fiY+ (.300J7. 

l f{.soof-(.a~'l.· = Vi;v.Y 

l /500 , \ f210 / 

~~~J~r-~ "l_: _ _jJ~oo W 2k' ;~ 
~l 1\ -P.6~1 (q) ' \ (b) (c) 

'Q-~ +- 50 

10 

....-" 
(d) 

1.- Para cada uno de los elementos del problema 6, a) determine la 
ma~itud de los esfuerzos nrincinales y la inclihacion de los planes donde 
se presrntan, b) determine-la macnitud de los esfuerzos cortan~es m~ximos 
y la i~clinacion de los planes donde se presentan as{ como la magrltud de 

- - -- - ----. --- - -- - -- -- - -- --
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los esfuerzos normales asociadas a esos planes y c) indique los resulta­
dos de a) y b) en un elemento adecuadamente orientado. 

8.- En un punto de un cuerpo sometido a un estado plano de esfuerzos· 
se tiene que fi = 600kg/cJ, fi = -200 kg/cni' y z,., = +200 kg/cm2 • Si r. = 
+ 400 kg/cm2 , encuentre la magnitud de~. y la inclinaci6~ del plano donde 
se presentan, Q, indique los resultados en un elemento adecuadamen~£t~~o; 

9.- En un_]lunto de un cuerpo !l,9metido a un estado plano de esfuerzoS 
se tiene que f~ = - 500kg/ em'- , fl'l = +100 kg/ err!- y i:H = +400 kg/ om~. Si 

~- = - 200 kg/em~ encuentre la magnitud de ~ y la inclinaci6n, Q, 
del plano donde se presentan, e indique los resultados en un elemento ade 
cuadamente orientado. -

10.- Dos partes de un cierto material se han unido por medic de un 
pegamento formando un cube, La junta se romuer& si el esfuerzo normal de 
tensi6n sobre ella excede de 30 kg/cmL. 6Cual serial valor maximo que~ 
podr!l: alcanzar si Vf = 16 kg/cm2 yz2v =; 10 kg/cm1 ?. 

11.- El estado total de esfuerzos en un punto es el resuttado de dos 
estados distintos de esfuerzo cortante pure, uno de 300 kg/em indicado en 
la figura (a) y el otro de 400 kg/om1 indicado en la figura (b). Determinar 
los esfuerzos resultantes girando el elemento en (b) hasta que sus oaras 
coincidan con las del (a) y as! poder superponer sumando directamente. 
Determinar despues los esfuerzos prinoipales y la inclinaci6n de los pla­
nes donde estos se presentan para el estado combinado de esfuerzos e in­
dique los resultados en un ele~ento adeouadamente orientado, 

~. 

-~ 

-.: .. :~ 

... 

P.IO ''•• 'ff' r.-

c' , 

Jd±:~p• 
""'!'~ 

/!) 
,, 

~" 
•t 

~ 

(C\) (b) 

'P.ll 

1'42 

CIRCULO DE MOHR PARA TRANSFORMACION DE ESFUERZOS 

Las f6rmulas establecidas con anterioridad pueden ser utilizadas pa­
ra cualquier caso de estado de esfuerzo plano, perc exists una inter,reta 
ci6n grafica de estas f6rmulas, desarrollada en el ano de 1882 por ei in= 
geniero aleman Otto Mohr, que evita el tener que recordarlas. En esta in­
terpretaci6n se utiliza un c!rculo, por lo que se le conoce como circunfe 
rencia o c!rculo de Mohr para transformacion de esfuerzos. Realizando el­
dibujo a escala se pueden obtener los resultados graficamente, aunque en 
general solo suele utilizarse como esquema, y los resultados se obtienen 
anal!ticamente como se. ver& m8s adelante. Al estudiar el c!rculo de Mohr 
se persiguen des objetivos; Prim~ro, lograr una major visualizac~on del 
problema general de transformacion de esfuerzos per interpretacion grafi­
ca y segundo, obtener una mas rapida reeolucion de los 2roblemas de trans 
formaci6n de esfuerzos con ayuda de una construcci6n grafica. -

Un estudio cuidadoso de las ecuaciones (~.16) y (1.19) revelar!l: ~ue 
repr.esentan una oiroUllferencia en forma parametrica. Tal representacion 
se puede ver con mas claridad escribiendolas en la forma que sigue: 

r.- Ciff9 Vi-V'!J ( ">/) vr - -a- = - 2- eo~ 2B -t 62'1 SelF• ee ;.~ 

~l'T' =- Vif Sen /2{) -1- Zt'f Cos 28 (1.3~) 
Elevando al ouadrado las ecuaciones (1.36) y (1.37) se obtiene: 

L Vi+Vi] 2 
( v;-v;)2 

2 r.-l -,2 1 & - a = ¥ C0f>29+(Vi-vv lz.,~ .. 2eCD~2e+"l!'15cm29 (/.~) 

. ~i\ · = ( ve~u; /Smz 1{} -(Vi- v;) Z 1'1 Sen 2{)~:.2Q ~ ~., (o~ 29 (I.J~a) 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1.36a) y (1.37a) se obtie-
ne; 2 

[
c- vt+ii] 7'2 (v,_v;)'Z 72 
v,,- -2- + bz''t' = ? +'l'f (1.38) 

Hay que recordar que en to do problema dado, fi.i, Vi , 6,., son :Las 3 
oonstantes conooidas, y ~ .~l'y' son las variables. Por tanto; 

f/i-1-6 ---=--'l_ " { fi-lj\'1.. 7'2. z i I -r ---t- -z-) +ol~ =f' ---~ ~-----------i 

Con estas sustituciones la ecuaci6n (1.38) se transforms en 

(Vi't-o.)z+ ~:·r' .. r 1 . (t.38o.) 
Esta ecuacion es la expresi6n familiar de la geometr!a anal!tica 

(x-o,)2+ ':l'Z = rz r_ v; V..)~ -z ]Yl! 
para una oircunferencia de radio 1"'= l(T + ;Gi!'l 

ouyo centro dista (Cl+v:i)/e. del origen de ooordenadas. ,For tanto, si se 
traza la circunferencia que corresponds a esta ecuacion, las coordenadas 
de w; punto de tal circunferencia oorresponden a f/i• y i:1•y• para ura orien­
tacion particular de un plano inclinado. La ordenada de uh punto de la 
circunferenoia es el esfuerzo cortante i.t'f'• y su abscisa el esfuerzo nor­
mal ~ , La circunferencia as! constru!da se le conoce como c!rcu:o de 
Mohr para esfuerzos, o simplemente c!roulo de esfuerzos. 

c' 



~-

Un c!rculo de Mohr basado en la informacion de los esfuerzos que se 
dan en la figura l.l)a se ha trazado en la figura l.l)b con ~Y ~como 
ejes coordenados. Su centro se localiza en a =(v,i+~)/2, y su radio es i-
gual a r= [( Vi;'&)z + ~~]'/2 
El punta A del c!rculo corresuonde a los esfuerzos sabre la cara derecha 
del elemento dado, cuando G =·o•, Para este punta~ Vi-. =fiyl1•'(=i1 y o Co­
mo AJ/CJ = 2~lyf(l/-fj), de acuerdo con la ecuacion (1.20), el Mgulo ACJ 
es igual a 29! o 

~ 
-----c~"i',,;" 

·o Oi 
I' 

l 
If rr 

-·~Y-._ _i 
(a) - / I ,~ ... ;"I·Z ... .:. 
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CONSTRUCCION DEL CIRCULO DE MOHR PARA ESFUERZOS 

El c!rculo de,Mahr ~e esfuerzos se utiliza mucho en la practica pa­
ra la transformacion de esfuerzoso Para que sea de verdadero valor, el 
procedimiento debe ser rapido y sencillo. Como ayuda para s~ anlicaci6n 
se recomienda el procedimiento que se describe a continuaciono Todos los 
pasos de la construccion del c!rculo se deberan jtistificar con base en 
las relaciones desarrolladas anteriormente. Un c!rculo de Mohr t!pico se 
muestra en la figura 1.14. 

t+'.; 
=::=::::=. 'll'---- Vi-----,ot 

(Q.) 

"'!J .... ~,2 _3. 0 
-F 

~~ 
~""' 

T R .. .l;o Cl. • 1 

~'21.f -,J =[("'?Jl.•Z!r}~ (b) , ~ 
1 1~ c~ 1 d M h ~- Figura 1.14.- Construccion del c~rculo de Mohr para esfuerzos, Fi~ra • /•- ~rcu o e or para BS4uerzos. 

~ _ • 
1 

1 i 1 fl) Haga un croquis del elemento para el cual se conocen los esfuerzos Cuando Q - 90 el eJe z ~~ta dir gido bacia arriba Y el eje Y hacia normales y cortantes e ind!quese en este elemento el sentido adecuado de 
la izquierda. De esta or~entac;on de los ejes! las acoordenadas de los pun los esfuerzos. En un problema real las caras del elemento deben tener una 
tos B y A satisfacen la ecuacion (1.38). El m1smo r zonamiento puede apli relacion precisa con los ejes del miembro que se analiza. carse a cualquier otro par de puntas como D o E. Las coordenadas de tales 
puntos dun los esfuerzos asociadas a una orientaci6n par~icular de los e- 62) Establezca un sistema de ej~s coordenados rectangulares, cuyo eje 
jes z

1 

y y', los cuales definen un plano que nasa a traves de un element~ horizontal sea el de los esfuerzos normales y cuyo eje vertical sea el de 
punto o part!cula. Todas las formas posibles para describir los esfuerzos los esfuerzos cortantes. Los sentidos positives de los ejes se toma~ como 
en un elemento para diferentes valores de Q estan representadas per pun- es usual, hacia arriba y ha6ia la derecha, 
tos en 71 c!rculo de Mohr ~e esfu7rz<;>s • Per consiguiente' puedcn deducir- 13) Leealiee el eenh o del c!rculo' que esra--aobre ei -9Jellorizontal 

_____ _,s.ceo-cJ.a_§__ 1mportantes cancl"s' ODes Sl.";tnentes Pelativas al est ado d-e --esfuer- a una distancia de (Iii +~2/2 del origen, Los esfuerzos de tensi6n son po-
zos en un puntol sitivos y los de eompresion negatives. 
+ a) El mayor esfuerzo normal es p;-; el menor es vz. No existen esfuer­
zos cortantes junto con uno u otro de estes esfuerzos principales. 
+ b) El mayor esfuerzo cortante,~.~x• numericamente iP,ual al radio del 
c!rculo, es ( fi -lf)/2 • Un esfuerzo normal ~~Sual a ( F; + r, )/2 actUa en oa­
da uno de los planes de esfuerzo cortante mQximo. 

+ c) Si ;;=Pi. , el c!rculo de Mohr degenera en un punto y ningt!n esfuer­
zo cortante se desarrolla en absolute en el plano zy. 

+ d) Si fi + f{i = O, el centro del crculo de Mohr coincide con el origen 
de los ejes vY6 ; existe as! el estado de esfuerzo cortante pure. 
+ e) La suma de los esfuerzos normales en dos planes mutuamente perpen-· 
diculares es invariants, esto es; 

~Vy = v;. _,. vy :: tJ; + ~.,. ~ - q-_,. v; = (l>l).5fonh. 
z 

64) Del croquis del elemento dibujado en el #11 obten~a los valores 
de ~ yZey y situe el punta de control, A, en el c!rculo. Las coordenadas 
de este ~unto se miden desde el origen. El si~o de ~ es positive si es 
de tension y negative si es de corn,resi6n; el de 4: 1!1 es positive si .actUa 
hacia arriba sabre la cara derecha del elernento, y negative si actua ha­
oia abajo. 

65) Una el centro del c!rculo hallado en el 'i3) con el punto determi­
nado en el ,¥4) y determ:'.ne esta distancia; la cual ser&. el radio del c!r-· oulo. 

- - -- ----- --- --- - -- --
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f/6) Trace el c{rculo utilizando el radio encontrado en el /15). Si so­
lamente son de interes las magnitudes y los sio:nos de los eb:fuerzos, este 
paso completa la solucion del proble~a._ Las c?ordenadas de los nuntos en 
el c!rculo proporcionan la informacion requerlda. 

fr1) Para determinar la d_i:reccion y el sentido de los es"'ue-,·zos que a_£ 
tuan en un nlano inclinado, trace nor el punto A una recta po.:ro.J.Pla al 
nlano inclinado y local{cese el punto B en el c!rculo. Las coo:rdenadas de 
el punto S situado verticalmente abajo,de Ben el lade opuesto del c{rcu­
lo, pronorcionan los esfuerzos que actuan en el nlano inclinc·rlo. En la :fj_ 
.P,'Ilra l.l4b tales esfuerzos se indican como v;, Y-ha.. Un valor nositivo de 
V indica un es:fuerzO de tension, y UnO nen:ativO Un esfuerzo "e COl"\nrP..Bi­

on •. El sentido del esfuerzo co:rtante nuede dete:rmina:rse utiliz'>.ndo la in­
terpretacion de la figura ·l.l4c. La tendencia de los es:fuerzos co:rtantes 
en dos caras opuestas· de un elernento a causar una rotacion en senti do con 
trario al de las manecilla~ del r~lo,j en el mis:no, est.l: asociada a un es:: 
fuerzo cortante posi tivo. Con est a base, el resul tado (+ o;;: ,-l .. ) tiene el 
significado que se indica en la fi;ura l.l4d, 

f/8) Procediendo en arden inverse, se puede hallar el nlano en que ac­
tuan los esfuerzos, corresnondientes a un mmto 0.81 c{rculo. Per tanto, 
trazando una recta desde A hacia E o F, esto es, de manera oue el nunto 
corresnondiente a B coincida cart una de tales intersecciones, se dete:rmi­
na la inclinacion del plano en q_ue actu,:n los esfuerzoG principales res-
pectivos. En este case esnecial la distancia BS de~enera en un nunto. El 
esfuerzo principal dado por la interseccion partic'llar (E o F) actua nor­
malmente a la recta que une este punto de interseccion con el p'mto A. C.£ 
me antes, los esfuerzos nositivos son de tension v los ne~·1tivos de com-
presion. · · 

Comenzando con el punto mas alto 0 COY! e1 rnll:s bajo rlel c{rcul.o, se 
pueden determinar los nlanos en que actuf:m los es:fuerzos cortantes maxi­
mas ~' los es:fuerzos normales asociadas a ellos. Por ~jemnlo, sunoni•mr1o 
que el punto S se mueve hasta T el plano en que actuan los esfuerzos en 
T esta dane nor la nueva posici~n de la recta BA con el nunto B como nun-
to mas alto del c!rculo. . . 

Para resolver nroblemas de transformacion de es:fuerzos med;_an-f;e el 
c!rculo de Mohr, los procediMientos anteriores se pueden anlicar ~ra:fica­
mente. Sin embarn:o, se recomienda que se utilicen calculos t:rin:onorn~tri­
cos de los valcres cr!ticos junto con la construccion ~rafica. Luego los 
resultados se pueden transportar a un croq_uis simJ,lle si.n trazBr a escala 
las distancias o los ~nP,'Illos, y los resultados seran suficientemente exac 
toe. De esta manera, el empleo del c!rculo de Mohr eq_uivale a aplicar las 

--------.e"'C"U""aciones bSsicas de transformacion de es:fuerzos • --- --

.2:.n l~ f igu.ra 1.15 ::;e wu.c:: t..c~ el ~.r.ri; ..... :u J.e Dloiu· obtenido p:...r:i +..LUi.... ~J.. 

&J.'~'"" p..:..r~!(!v.l:i. iU pun~v 4~~. ~oore \.:l ...:!J:'i..:v.:..w J ... Uiuh1· -le ~uu.t·J~H-:.;:1..,;: (v:i,1 ~taT 
reprtl:~enl..a lo~ e:.Jfue.t·~o3 que ~~ j.ire ... ~.nt;..o.l.l ·:vbre ::.;. c~r~ .ler~c.i:~ ..:.e la pu..£ 
ticLLl ........ Al u.n.J..~.· ~l puut.o A Gon el !J"'-llt.v 11, ~u.e repr~: .. Ho!J.J.~L. u dl e~fu.er2&U 
principal Cf 0 con una liue:.i. !'"0t."- ::08 oot.iene h. incl.i.nc.cion del pl'-!10 dO£! 
J;; ~~ctua, i.-1 :iJl"no <!::;t.a j.,firu.du lJOl' el ..:ngulv li: (h.i;M) y al u.n.i.r t...m­
bl.Jn COli U.lW. li.ne<.. .t·e~t ... al plA.lll.Cl .A CUll dl jJU.llt.O !,, 4,U.t: L'd!Jl'e.Jt;lJ.L<....:. ._:.:._ "'~­
fU.erzo princi~l Vz , 3e ubtier1u Ll ,t~lano tlonde tf ~ct.J<.o., e::Ji.t: pl~no c::t.J 
defiuido ¥'-'I' .::1 .fngul<. f4.1 lJIO:.t.r;..do en :;_;,;. fl.g~•·'- y ~::; l.ISU"-1 a e:+9Cf 
como pucdi: olJse.t'V~rr.~·e. 'i I' u.w.lbu~.ulit: u~ uu.ir con u.I~ liru ....... r-:..l.!i. .... el ~l..l.u."a 
A con el pu.nto T se obt.iane el pl3.no d.onJ.e ~ctJ .... el e3:1.lerzo t.:urt.~ut.u wU­
ximo, plano dufini.iu por el Jne;~lo S: ~u.~ tJ:· i6'1.4~: ~ ~· + 4;,0 

..;uu.hJ jJU.Cd.~ 
va.n3e. 
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J:;xis te u.n teorem:..i. J~ l..;. geowatl·i:.:. e;l~wentul:.,~~;.lQIJ.lu~u t1·~ que: l'udo 
lnti,u.lo in.::;cl·.it,o t:U. u.n~ ci.t·~u.nfar~no.ia tiene ~JQr uu:sJiJa la mitc:.d del arCv 
~,;UJlpren..ii.lo en·~re GI.A.S lu.ios. :c;s te t~oremu es B.plicu.do !J~ra lo. cono~llrucci­

On del ~..!lrcl.4l0 j~ uloh.t' j' u.; .J.c e:;.cu.n ayu.J:..:. p4r:;;. ~u in tel''.tJre ... ;...ciOn, De acu4011 
.t IH'JO .;on lo un.er.i.or ;;1 .rngulo .~uM ( ~.) es el cio ble de::. ~ngu.lo ANM ( e: } 

Los vw::..ore3 je e.: ~o::; ~c;u.lv:::; .f.tUeden .:Je1· :..:~ilmente detenninado:.:; co no cidu:..j 
1~3 m:lg.u..i.. .. ud...::: J.~ los S~6Jlt:n~o.J AJ·, CJ y/o NJ. Por tanto, el ingu.lo EJ.' IJUede 
V'-l'.i.ar c.~ ~· "- 'jG0 y ..ie o· u -90". Fu!· ejemplo, en la figure. pucde ob::;o,·var 
3~ .;u.a el plano .lonJt; ~.H.:t.Ua. 0l o.:;.fuerzo !J!"llh.:ipa.l 0/ fonn~ un Ungu.lo de-
+~'gr:..:.Jo;:; ~on el plano dvu.!c :..l.c~UaH :o:J usflleJ.·zos IIJ y ~ct' • l..u aplicacidn 
u.~ t:;:::; ~o:; cvtu.;Gptoo Jerd md:J clu..a:·;.;. cun lao ejeruplo.3 qLle :::.e pre::;cntan mdn 
:.:...:el"-I1~o. 6l Pl .. ,.0 .1 .. ? ___ ......__ ... , .. c;a 

~ 

' lv; 

,_!Or~~ 
,--,~1 

~ ' -: 
.. 

... ·'igi..i..c~ 1.15.- :>e~e .. ·,hiu~.:.eiOn :le :o:.:; pl:::.no~ :lonJc :a.: vra3entu.n lo2 
c::i\J.,H':Z.U:.:; j.l.L~illt..:ip~lt.:..; ;j cl ~..;!\.t.~r~ UOJ.'t'-i.nt.e cudA.iJBO, 
in t.Ci"p.r·t: to;.ul.Jl! guOtU~ ~.ci~. 

;;./ ,;.d.l-'10:; 

ui,._i, jo··n 1 o ~1 c~ 

t/,= 2oo Jc,lc,., .. 
~1 c,,..tro •e \ocoltza "" V, 

e&to •s ~" o: /00 !jjc ... ~ 2· 
r .. IOO \:,/em~ 

e .. <l ... !-t .... (~)= 36.s~· 

rr 

~ f<" 1 "" •• - ., - --- , rr ze = '13.'1</ 0 

(f'• 100 + jOO (oS :J3.1f
0

: /28 t.s)ml 

7 6·-•oos .... ~3.'1f·=·96 ~/&m-z. ~. 
... ell ...... 

p\..nb 



,. 

~ 

,, 

.. 

Ejemplo 11.- Resolver el ejemplo 2 utilizando el o!roulo de Mohr. 
Soluoi6n.- Sobre la cara superior aotua un ~stuerzo f; =-300 kg/oma ,. 

entonces, el centro del o!rculo se localiza en ~/2 =-150 kg/cmty el radio 
tambien es igual a 150 kg/om2 • A continuacion se muestra el o!roulo. 

•, 
·'1;'-". 

~ 

1'1&110 i•c~t~o Loa ~a~u~noo cn e\ p\a.no ;,.,\;.,,.l., ....,: 
fj• ""/SO-t/.5QCo~60" • -/$0~/So(o.tiJ 

I 
·,-

j 

L!.J.~ .. 
I--- Oi t-- -1 =l"" "• f-Ila. 

fii = - ?S A;,,fm~ y 

l 1.y· • -/So Cos .30" • -ISO Sen ,o• 
~i"/' • -ISO v:f/2 

~i'1' .. -/2 'J.!J ij/.;,.,~ 

loa e~}.arzo~ ¥1 lry' ed4 .. .....,._ 
~raol.o 4obrw cl pl."'" .lo toll<>. 

Los estuerzos pueden determi­
narse tambien midiendo direota­
mente con un esoal!metro sobre 
el c!rculo. 

12.- Resolver el ejemplo 3 utilizando el c!rculo de Mohr. 

- De \afi9urr.. 

R-= ~~.,. ~<z'=Jr.,wf¥~ 
,_,f.ncl!!> 

(f' 

~"' 2f'l!Z. 69.282 l:j/c.m' 

.:s Po:Mi· 50(69.282)= 

'P= 3.Y6'11./ '~-

•j$mpl~ 13.- ftesolve~ el ejemplo 4 ut1lt2ando el c!tculo de Mohr. 
~ loco\;- cl <-lft~tll .lo\ citll<llo u ho~9 : 
8 """'t-(-Z8o/8'1Dl" -/8. '/.J'Y~S" 

T 
280 

1 

l 

6. • 2tO/tAnll.fJ'I'5°: .9J.333<V 
entor~cf5 ~ .. B'YO r6 = 933.333 ksft..,t 
3 0 \ .... -t .. ~• lo""~a... "" Vi/z " 'YU.. "­
e&'le .,.lor "' i3••l .. 1 ra~\o. 
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Ejemplo 14.- Resolver el ejemplo 5 utilizando el o!rculo de Mohr. 
Soluoion.- Se sabe que; fi•-+ v,; = ote. entonoes -1000-600=-1600 kg/cm'Z 

es igual a V,, c;= 0 y el centro Cllel o!rculo se localiza en r=-800 kg/em~ 

it 29 .a .. , c..~ (zoo/soo).:: 1S.42Z'I9 • 
.,,f..,as, 6 = 31. 16/Z11S0 

:J bl'V' = Qoo 5~n IS.!UZY'" = 11'1.5~8 
'ilz·y· = ???. 5!168 I:!! /c."'' 

/ fi •- /~PO q/t:mZ 
----~' "Z~ I ! ~ ~ A,.. e .:: .37. 1612115" 

'· 
{-

1.~ 

'd:m~ ~ 8oO I:.! /em~ 

j ;;.: -Boo- soo C..s '15.5Z2'19" 

fi • -/t¥}0 I:.J/c.m,. o.le . ......-

Resolver el ejemplo 6 utilizando el c!rculo de Mohr. 
~ 'Por cl pu,.to ~"Y"' coor.lon..-._ .1el!­

"'" ~ r.sfutrtoS l!n \q "'"" J~r.rckA. 
.lei cleMonfo ·~ iralA .., .... nd ... 
~ + .... , ... ~, if ' l·~ .~ .. ~ .... •' pl<l-
11\0 ole lnt~re's, ~1 ct.;+l'b .lei tlrcu· 
lo 4~ locol;z" en (if: (800-3114/.t = 
250) el ro.L;o .,~ i3•"1 <>. 

[(~-~~~:vY•= 
(T" -~ 800;3<»J'+ j'oJj~ 

r ='90.0~35/ ":1/cm&•:l,... 

.k recto. ( 4'n) f,..,..~ ,.,,.. e( p•n+o 
7/ A ;"ftrniot"a. <lla. ~ircunfn.,,a,.. ,y;.· 

cl P""'fo 8 _:, 1.~ Pl~ueru~ ~·• o<fi......, 
~ ... •I ,...,.,. ~~ "" rtpri~C?riTan por 
1.. Coo,..lenaA.u .1.( pun+o 'D~ 

,.. .300 goo ---,~ 

?~ 

~ Jm-.4-n•eifn th(p/ttn4 IJ/;: .U)·n;.k. /"'' 6=tlnflanftj} =·G'f.JBOIJ: ,Pt>~ /o~lo, h""' 
tu• ,.c.l;r "" """'J',\o 13•..1. "'· 'ZfJ=/3"/.~60.16" a,.,,..;,·,.,/.; l'~nf. 11 ,n d./r«c/lr.> un­
+,.,,.,-,. Q. IAs.m4neu'//.u dv rek[j u:k o'v'~ ItS 1/ IIC.B~ .ZnlrrrJ ... ah~>"" ,o,,c1r 
e/ .,.,Jn· d .. ! dn.;,/p /)t:8' J/.:: Ac£:: ant r ..... (t"DP/450) = 3fo.on;,~D '/.tA<6'=13'/.;l6DZ6", 

/ I ' , 
~ AC£ = .t: DCIJ'. I"11>~"J.- .:J/ ~BciJ" .. /80°=- .:. ;(c:&'+ ~/Jt:.f '#- <o~r., h.oJo,~ 

.(.1Jt:8'= /J'GJ -/.JY,;ii~o~,"- :Jb.OU:S~" = 9.:<!231° 

.. v; "'"""· 01.J5Z C.~(9 • .?1Z3,7") +ZSO :. - 11~1.30 -'J/cmz }' 

if11 = +' I'O.OI35Z ~~~('l,/ll3l"J : /08.8~5 .t_,,.f,.,~ 
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Ejem-olo 15,-

. II) 

~~~: 
~00 .......... 

600 I 

III) ~~ 
-~ 

I f 

/11. 
-600 

IV) 'g.oo 
/ 

/ 

(continua} 
~ 

~ 

~ 

t' 

r/~M esf,.' .le~;J.:, .fHJ' 

• t!J• Jl'_,~ UJ~Ace$ s• ,.,.,lJ1 lilt 
,;,.,.,;, 2~ "/..10' en J•n/-·J,; cle 
4. m-"ecJIII.s til/,..~· a l"',f,·r 

'• d ,lh'"t:. #. 

r•C...+IOO']V', !"'I."/Zn!F. 
a.--12=/oo 
,. El ,;,,.,;, oal e$ 

r ':J""' a. 1s• 

n46 

_. fi'= -/1'1. 'IZIMC..~s­
-1-I"O = 

lfP• -M.6o2 1:-,fc,.,! 

j 6o • - /.Yt. .y.zt4S s ... ts• 

~~~ =-36.6DZ ~j&tn~ 

.E/ p~N ISP .ltt,l/ni.k ptJr 
~: -.300 
e\ ant; H /,ea/:u. en 
a_ a(SOIJ -.5D0}/2 ""0 )" 
r=.soo 

r,fl.,.:es, I 
fi" • .soo G.~ 60° = 250 4;c,.,2 

z~ =400.!icnt;{)0 = 1".33.01 .1:.!~~ 

E/ ,.o!tMtJ ,d; c!,,/;n/~ _.t:JDr 

l(} • O"f ~n (- o/.J) • - ..S.J. /.3 ° 
26-=-- ~~. :u," 

1 4Dce1·1~.zt.• 
l9 _;n~A£eS r. 
rr VI"= ~oo (4. s (;'··""·) 

f; = 5 -r• ~ ft""z 
r .?" = 6oo .s;, ~~.z6· 

6" = /~8 iJ/c'"Z. 

Ejemplo 16.- Resolver el•ejemplo 7 ut111zando el c!rculo de Mohr. 

I) ? 

.~ 

l 
II) 

I; 

£.,.. lo.ks ~s C4SI1s d 
ecnTrr> .lei.,:.-.,./ .. s; /~­
"" #n Q=(fidi)/z•r' 
/ 6/ radf11 cs ,"JvaC A. 

r( fi- v-w).. 7 z ]~ / • r=\. ~ -f-;~>~'1 "a"""" 

'1 V,~.:u-r _," i;=4-r 
rr· 11,., Q= 1so 

r = 6 80. I):I!JSZ 

-. V:= !1.3o.o~35z J:,j,..z 
1; =- .Y.3(). o~3!iz J:tft,.,. z 

~-'w: ~ 10. o;IJ5 l E_,/c,.,' 
v'= ~so &1 /V>?• 

1 ~'= on,.£.('YIIC/IZ4o.013~) =18.IJI.NB" 
~"'• iJ'"''",. /08. OtJ6.1° 

Sj = ~,,.,6•• t6 3. Ot31>l• 
9,"• ~ .. ~o•c tS3.o/J~B" 

a"'/()() ,· r: 11'/. .yLt4~> 

• V;" • .Z"'I. -Y2t3S 19/e, .. ;l. 
~- -if/. 1'.2135 ~/£"". 
i',..A,t :. /..YI. 'Y21:3S Je,?,)-""Z 

IT' = /()() i._,~,.,z 
~~ • ....., ~- (·IDD/1'1/.'IZ/Jr)•·2J..5' 

~- ' '#"• 8,'~9,. = 6;1.5" 
~~· 9,'• &: .. ,s•. zz . .s• 

\v &z"-=G;,_,,. //2.5" 

~-o; r:::.soo 

~ V, • 400 J~Je,z 
Vz,. -500 q/e,.,Z 
z,.,..:, =- 500 i.J/em• 
v' = 0 l:s/eml 

~' .. o• 
Q'"'= 90° 
' s;,. .t.t6• 
s;'=/35. 



IV) 

Ejemplo 16.- (continua) 
~ 

Q=o I"'•60o 

fl; c ~00 l:j k,.,z 
Vi. - ~()" ~ /~n? z 
l,,.,~, tbOO i:_,/c;,., 2 

tr'~ 0 1&:1/c..-n~ 
~, ~ CA<J ~, (-t) =- - ""~ 
~--"' ~' ... 9t!"- ""5° B; = 4'"¥5"= o" 
Q6" • ~: ... ~ = 9o• 

Ejemplo 17.- Resolver el ejemplo 8 utilizando el c:!rculo de 1-!ohr. 

i if?,..~,. ~-~ • tPOo;soo ,. 150 /Jft,.-.' 

a" V,~(i _ /IUID- 6110 = 250 
2 - 2 

S4/re 'k,=,. o.. -1-~0° .elula 
/..• es/ve!'zos :lif.v/~m~L 

v; • ..?50-t- ~.5() C4s 60° = 
= 250+ ?50{Jiz) 
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Ejemplo 18.- Resolver el ejemplo 9 utilizando el c:!rculo de Mohr. 

l 
Z,.,.t,-5oo 
~ 

1?/ e~,..fi'P ~" ~col.·:ut e." r,,.,. .. sao-zoo- 300 
& 2 

1 ~1 ,..J;o, In unt~,;.,~ne;-.,. 
6/ ~t>/uttrzo ccrlf.nle ,...;Jl/·,.o., 
C5 iJv•/ a; 

C-fi Boo+ZtJO • SDO 
~= 2 

u 
lr.,.-soo ~ z,.,.;,..,5tv ~z -__ l__J~~-+------~~-fr=~--~?,';-i·~'~~---.. v • I ·~ I ?v ,_ ,__ ........... I 

VI: 300-500 CD4 (36.81.99")= JIJO- 'YOO 

~ • - /ID ~_,~,.,~ 
PROBLEMAS 

.Pe J, /;vra : 
!JOO $'.., @ = 3tJO 

.. .s;..,., ~ = .2_ 
.5 

72P"' a-f ~ Wr) = 36.1/,99° 
B:. /8. -y.J,-,4• .. v,:. :300 ~ .500 U..s 36. f699 11 = 

- .300+ 500(0.1') = ~00 
Vi= 700 t_,/C,.,z 

Problemas 12 a 22.- Resolver los problemas 1 a 11 utilizando el c:!r­
culo de Mohr. 

- - ' ,, = '"oo v v;-,. 6 .zoi.t/,., z 

-----4"~-~ .. ot 1 ~; J ______AK ;: ~=- ?50~6<7#---------------------------~ 
-=- 7.50 v.f/.z 

~p = -6-¥9.5!9 ~,~,..,~ 



PRmlLl!J'c!AS DE ANALISIS DE· ESFUERZOS 

Hasta ahara se han establecido las leyes de transformaci6n de esfuer 
zos, a continu!lci6n se vera el analisis de esfucrzos en miembros desde un­
punto de vista m8s comprensivo. A este respecto surgen dos tines de pro­
blemas, uno e& el analisis de esfuerzos en miembros sometldos a cargas 
dada,;, y el otro es el disei'io de elell)entos de acuerdo con los requisi tos 
de resistencia corres,.,ondientes a condiciones de carga dadas; 

Con bus~ en las ecu~cion0s de transformacion de esfuerzos o en la re­
nresentacion del estado de esfuerzo por un c!rculo de Hohr, es evidente 
que el estado de esfuerzo en uununto se puede representar en un nUmero in­
finite de modes que dependen de los ulonos de esfuerzos que se seleccio­
nen, Para la resolucion CllWJtitativa de nroble"llis se hallan urimero los 
esfwerzos en nlanos conocidos, emul·eando las ecuaciones deducidas anterior 
mente pr.ra el' calculo de esfuerzos basicos, -

Al considerar los cosos est~ticamente determinqdos~ en los que se li 
mitara la atencion nor ahara, se hallan primero las reacclo,es, luego se­
aUla un segmento del cuerno hacienda nasar una secci6n perpendicular a 
su e,ie en el punta que se va a investip;ar, y se deterl'lina el sistema de 
i'u0rzas necesario n•.ra mantener el equilihrio del ~;~egmento, Las mar;nitu­
des de los esfuerzos se deterc,inan a continuacion por las formulas conven 
cionales, Luep;o, sabre un elemento (o nart!cula o nunto) aislado del mie§ 
bro, se indican los esfuerzos cal.culados. El sent ida de estes esfuerzos 
se indican en tal elemento mediante flechas que concuerdan en sentido con 
el de las fuerzas internas en la seccioJC. Dos lades de dicho ele!'lento son 
,.,.,ralel..s y dos son perpendiculures al eje del mieO"l:Jro qur• se investiga. 
La relo·.cion de:!'inida de los l11dos de este elemento con el mie·~oro real de 
be ser Comprer.dida clara;"ente 'COr el analista, Dna vez que se traza el cro 
quis de un elemento y los esfu,.rzos de la misma clase se s=n alr;ebraica­
mente, se nueden hallar los esfuerzos en nlanos con cual~uier orientaciO:n 
:1 traves d~l mJsrro punta. Para este objeto se utilizan formulas anal{ti­
cas o el Clrculo de Mohr rora esfuerzos, que se han estudindo con anterio 
ridad. Los esfn,.rzos nrincinales o el esfuerzo cortante maximo suelen ser 
l'ts cantidades que se buscan. 
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-,;e perpendiculares, las trayectorias para los dos esfuerzos nrincipales 
:f'orman una familia de curvas orto,onales, Dos ejemnlos de trayectorias 
C.e esfnerzos en vigas reci;.,.~r;ulares son ·costradas en la fi':'llra /./~ • 
J,as trayectorias de esfUPrZO principal CO.,resnonr!1entes a los esfU"l''ZOS 
de tension se indican en la figura por media d~ l!neas discontinuqs, y 
las de esfuPrzos de compresion mediante l!neas continu·,s. La distribucion 
y forma p;enoral de las trayectorias (no ,indicada) se al tera notablemente 
en los apoyos y en el nunto de anlicacion de lc carga P. 

:~ 

a) Trayectorias de esfuerzos principales en una viga rectan':'Ular 
libremente auoyada con una carga concentrada. en el centro del 
olaro. 

• '! ~~ pj 

I) 

, ... ~ .)..,":'14tr 

-~- ·-2-

Dentro del alcance de las formul:1s que se han desarrollado "ntes se I ( { ' = = ~ \ 
pueden estud"_:cr elementos o uart{cul:is en Gstados nl"nos de esfuPrzo C£ -- : , 1 . ~ 
mo los m~.~(tr.f:dos en las fiP,U~as (1.'1'0. ), (t."'b ), (M'C) ,• y esf;wrzo cortan ., . t 1 • _ · 

____ _.tree_J:nu;nuro~ 118"! .. ; apl icar esaa-i'ormnlas a -la-~r!l.ns:form·•c.ion 4B-esfur:psos ~- . ------~--------1 
cada uno de los casos l"enciorados se torv:.ran con valor cere las variables 
que no int ervengan en cnda caso (para /.<Ia se tom·cran tal como fuc rzas de­
ducidas no.ra el/.t'b, V';=o, para el/.Y<,i(;=la~=o, y ncra cortante puro ~ = 
~=o). Es nosible investigar 1'; m::.""itud, di.,ecci~n y sentido de los es­
funrzos nrincinales er~ r;ran numero de uuntos. Luego, p:;ra estudiar el 
comnorta···iento r;eneral de los esfuC>rzos, es nosible unir o conectar pun­
tas seleccio :ados n ra obtener una interrretacion visual ~" 1 Ofl rU versos 

\ 

Rsnectos de los datos calculados. 

3e rmede trazar un conjunto de lineas no.ra un c··eruo deformr:do en el 
'1U" f:,;€ cor.ocen la rnt~gn :tud y d1recc '"On de los esfuerzos princ:i nales en un 
(l"rC:n nUm"ro de nur..tos. Uno. ~urva cu:va tan_c;eYlte ca·"~ ia d8 diTecciOn si~1i 
endo la de los esfuerzos nrinc; ·-ulGs rec'be el no'Olbre de travector:fa de -
esfuer ... o ""'~rj.,...,ci"Y)Ul, l:1s tra:vectorias de esfuerzo nrincinal no unen los Pll! 
tos de igual esfue.rzo, sino mas bien ind~can las direcciones de los esfuc:J 
zos nrincipales. Como estes esfu~rzos en un punta cualquiera son mutuame~-

b) Trayectorias de esfuerzo principal en una vi~a rectan~lar en 
voladizo cori una c"lrr<:a concentrc.da anlicana en el extrer.o li':l"e• 

Figura 1.16,- Trayectorias de esfuerzos principales, 

En la fip;ura L'l7 se muestra esquematicamente la variaoion del esfu­
erzo principal maximo, 0 sea, el de tension, en una seccion transversal 
de una vit::B rectanr;ular. Tambien se indiga la variacion de los esfuerzos 
normales f• (02) producidos por la flexion y de los esfuerzos cortantes 
v ~l~) nroducidos por la fuerza cortante. Se aprecia e~la figura que, 
e~Yalgunas regiones el esfuerzo principal es mayor que el esfuerzo nor­
mal producido por la flexion, aunque el maximo valor del esfnerzo nrinci­
pal coincide con el esfuerzo maximo nor flexion en el lecho inferior de 
la viga. -
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fz =if-
DistrilluciOn de ••f•enos ___.,., 
IIDrllllts longitullin1les 

Direcci6• • estueue1 -------11rincip1l11 

A Oistribucicin de estuenos 
tlngenci•les 

2 

+ l(ft) + v,~ 

______ ---!i·--···· -Ll 
''\~ 

- E.n:J.ll'LOS 

Ejemplo 19.- Elementos infinit~simales A, B, c, D y E se indican en 
las fiP,Uras para dos miembros diferentes. Trace cada uno de estes elemen­
tos nor senarado e indiquese en los elementos aislRdos el e~tado de esfu-

1 v Tonsion '-. 1 erzo que actua en cada uno. Per medic de flechas muestre claramente la di 
l.~~~----------------------~~--~~~~-------~------~~~~~~--------~--------~I~e~c~c~iho~ITI-yv el-sentidu~ uana ~erzo-~c!e la r6rmula que se utiliza 

- longitu.iool r:!a en au cll:lculo. • -
A 

t • esh1erza prlt~cipel 

lie tensiOn 

FIG-~~ DISTRIBUCION DE ESFUERZOS EN UNA SEC CION 

DE UNA VIGA . 

f! 
l'o~cr.!2"'.-cr.:A 

+-1~·-·---- -· -·-·--~--i 
P. A \ ':g;;; P. 

ht!l-x 
Ill lQ'I 

j1. 

(b) 



:3oluci6n,- Para los mier1bros (n) y (bl clehen nri"lero rlp-i;e~rin"~se 
las :roeacciones en los a'1ovos :r los dia~ramas de elementos mGc~·,< cos ( -Pne-r 
?.a axial, fuerza co,.tn.ntP, l"Or:Jento i'lexionante v memento torsiommte) " -
luen-o Aislarse semnAntos de ellos nue conten,..,.qn los T)Untos rle l""tP.-res, es 
tsbleCiPl'lilO e] e~ni]jbriO de estes 'seD1"'.entos SG ohtienen los e1 "Mentes me 
can~ccs aye act1bn en la seccion que contlene a el nunto ( o nu".tos l de ;:g 
te,...ns que -pP-rmi ten determinar el entado de esfue:zo en ese .... ,,n-1-;o ( o "'~""~nn­
tos), Los esfuerzos se ca1culan con·las expresionPs convencio!!alos de la 
:nect~ica de n;.teriales, esto es, los esfuerzos norncles debidos '=' cr.:t:noe. 
axial. con v= P/A, los esi'ue-rzos normales debidos a momcmto flexion·m+" 
con tr =(!c/I):r, ,_os es-Puerzos co-rtantes dehidos a "or-l:nn+e d 4 r'>cto "0'~ 
l= (VQ/Ih) v los es-Puer?.os cortantes dPbi~os a ~o~entc torsionan+.e, ~a­

ra el case ".a-rticular de secciones ci'"culares, con ~ = (T/J)r , (Pa'"a, 
seccionPS no circulaTes sujet~s "· -f:orsi6n, ~onsulta~ Jos a ..... ,Jn-tes i!~ r.;~D~­
n"' ca de !.T2terinl es I, MiP.mbros 81 1 jetos a To"!"siCn, .,..,e.!"'o. ~1 c8'1cul o Ce e~-P,,p~ 
~OS 00~ta~tes rt~biQos ~ estg ac~jo~)o 

P~rs el ~iPmbro (a) SP +,4ene ~ue; A= b", I= bh~/1", nl)'"'\ dote'l"m<­
na'" el Gsi'uP~zo cortante en el n~mto C, ~~ (b!,/'">)(J,/tt) ~ b"> ·;a, ~"~" 1os 
TJuntoc; A v C, :•=0, " nara el "unto B, "= h/", aclpw~s ;.:B~(P..,/?),, ~·!c= 

(P.,/?)d. · 

- 1'P.ra el3miembro (b) se tiene ~··e : T -11':>:"~/1, J = rrr4/", Ql\~(1Tr '"'/"lx 
(ttr/3T) ~ r (?/~), Mn= P~b ~ Vn=VE= P3 • 

10.) 

}T 

v 

M 

--~­P, P, -[]' V.t . -
.o;:,l l f\"Y'z 

P, ) 1-P. 
t P.fz P7j1. 

v PU·: l~r 
P. f!i 1 

2 '}" 

-~-
Q"= A+ 4t-t 
4-JOt-g-·f 

-;-::Hd,c 
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Ejemnlo ?0,- Una vi~a de madera, con seocion rectan~lar de l0x4~ om 
SOT'Orta una carl"a de 40'i0 kP: como se m~lestra en la 1't~ra, En la secc,6n 
a-a las :fibras de la !'ladera f'o,.man 11n ann;ulo de 20° con el eje lon~ttudi­
nal de la vin;a, 9.) En los nt1ntos A :r B encontrar la maP,"TIHud de los esfu­
er?.os "'0'""'8.1 v cortante a lo lll,.~o de la veta de la madera, b) determ·i ""''" 
la 1'\~.~r.' tu~ de los esi'uerzos pri ncipales ;r la incli'lacion de 1 os TJlanos 
en qus 'lctnan, en los ~ismos :mntos A y B, ," c) determinar la ma~i tud de 
el esfnel:"zo cortante '!'!'IA."'(imC' v la inclinacion del nlano en nne se T'lrAsentP_ 
ns.f co"lo ln mfl.rmitFd del es:fuerzo normal asoci.'l.do a ese nlano, T.a!'lbien en 
1os 'lUntoR A y B. 

2700f •o..,1Q g"Cm 2 .Y~,., /3501 

"' I T .., L H! .I 2700 V(l,,) 
1 /.35o( ~+l ·1 
1 T 

~ 

~ 
,, 

0~ 0~)'2000 ~--· 
/0 t ·2~00"' 210~. 

-fl_;i ~{~i~r. 
~er~ ---.,.. l" .... -to" 

q; =/' j.!J ~m• rJi,. 'VB 4/e,.z 
'6" ~ 8 igjc.m~ 

/~- a:fo/, h /"/!QCC/P/76$ ~.,. .Yo6o ::: = 21oo 't 1 Rz •/.JSo i9 . 

~~- Conx.id.t. Ia~ reaulo41S .... 1/13,#1'1 la.s cL·ay/Dh'l'fS de t::kl7'7enh-.s rneca­
'"C.'..- 7 .se cle b,.,,;aan sus vaJ.,.,, ., 4 JCcuo'n tf., in lerei. En /.. 
s«c..le/''3 o-a. .se ;l,·cA~ ~~ · 

" V= 2100 t.1 r M=/~2ooo i:J-c:.,.,_ 
f~- &k.u!o de asjvu21:. an /.,, ,_,/.,. lr B d., ~ .sllcu<f, o-a. 

(/';, M 7: /Ox'Y-5 3 'I V =z'f / ..<=;:z-- = 15931-Se.mY/ /,.-::7.5<-'", /8 :2l.ScM 

(b} - t-b t~- ~tf jli 
-------'~"--._---J;V~Q,___.L·- b<:/0 -". .. QA = (/OX/5)(/5) = 2250 c,.,~ 1 Q.!J = 0 

,._ I b 

- .. 'B:' 
~l·J 

~*''f 'FQ%.~· P, I I 
1 J 

c IT, 
&b 

13 1~ 
cl~T. 

~c r---i 

'l I I I I~ 
I I 
1 1 

T I- i I rr. 
I I 

--' I 

M~ I ~,·11 

&L ~b •11 c II 

-CJ~v.!)Rr-
v•• ... svpertof' 

r::Jt 
~ 

'I• T. r- - f?,Q. 
:J zrr 

En~nce:; 
/ 

c-_ /oZooo 
5

_ /6 fe 
V4- /573'1.5 f. - /' Cn1i / 

~ _ 270o(Z'Z5o) I·/' 
A- '159:31.5(t0) '" 8 .9/<'m

7 
-' 

.E/ ,..sfo.lo d., es/vaz<!> en ~.> ,~~>vnj,.> !l jt i3 
~:yur~~ de ar ri (14., • 

(/. = /o2ooo u.s = -y,p b_ 
.8 /S!/3~.5 em• 

~8 =- 0 ;,;.,,.,~ 

e > n>d/'Qdc .:n ..( 

~IX" d/cor"'npr /, ,PCt!;tbJ .U _.Pv&.!en ,,,kor fo""'u/Ps o cl c/rcu­
/o a'e Hollr_, O'fu/ se e.m,~~>/eofl7', k>s. ~> c,../;!"~doS.. 

ll a) .£/~/an,._ /nc/,·/10cf., l""c./tz fueclor cfej.·n;c/o (;Ia s~ por {? = -10° o 
,oor B = -1- //0°_. or;tJ/ se "'"':;icl~ ,-orA ~ue T"ec:k a'e_,4niclo por B• -70~ 

'1 
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Ara h ,PorJ'w~ 4. l) Em~qn ck 

Ve"" V:"'" ~ ~5:2B +·~,. S...., .<() 

6e = - tif' s.,.... ::lB + z,. C.s 2B 

/Drmvlas. 

~na"e fA•.,</j l)je,..z_/ Z4 =-8~,.,2 

B=-'10° <t;=-/..YO" 
Gs 2B = -.1,t.o.Y¥, Sen:2/)•-. 6<12~11 

* b) A~ II _,oqrAuJ.. /l. ~·) tm#_,rt., J.'rn?<',4 
, , c L ~ v:::-::;----.. I 

~z "' z'A :t. f(Vi/z)l + z,.Z B, = t tl'1j ,{,_ ( ~A) 

Z",....« ,. f(l;.lz) 2 .;.1,{ B; = f tw<j f..,. (-ft) 

VA= +I~ 4),., z 
ZA· -8 1;,/_,l 
v'= t'A!t 

• v; "'8 -8(o.~,Oii~)+S(o.{..YZ+U) = ?.0/3? k.J,irn7 

:?Q ~ +S(o.{..YZ1/cl') +B(o.:;z{.~i/9) = /I .. N h/c.rnZ 

::#> ("=8-f//.J/3 = 19.313 i:.J/cmz-'· v;=B-1/.313=-3/313 f)/"""'' 
;J,.,,.,_ = //.313 i:J/c-,., .. /. ~~"' -u.6•; ~"= 6 ~.s•/· (};,.. 22. s• 

_________________ (TI: J' ,t~ /c.r>?Z 

ii)E,.,,.,!t?onck Ll on.,/o '* ~h.t; 
" I B' 

c.enln> = ~ = 16/Z = I 
radio = r.::(8 2 fJ")'Iz = v!za 

v;=-fllFG.~ l.s•.., 8:. '1. 01.39 

v; = 7.0139 i:~/c."" z 

T \ I ' i ~ j } ~ 6e = V/ii' s~ 35• = 11. u 
8 I 2's = /1.2~ q/~Z 

1. ~"· li 

_.t'.,.. ,{, ,PDrh.,J. iJ. i J £, p/co,tfo Nrm,./qs 

Vi"' V;; G,"• B /. 61l "'- p; ...(,_.., t; C.~B ; 
{):-;oo 

'/ ~~ (1 = O. 31/JO.ll 
.S.,&J = -0.9JJ169Z 

f;: .Y/(0.3i/.liUt)Z = .!1'.6/S'Ji;/c,.,z 
Z&~ = + Y'l'(0.3'1.lD'Zi)(0.9J9~9z) ::_ 15. "12~ )Jfi;,z 

ii) .E/O?,oleo,cl., e/ c/.rru/11 ~ .M.I.Ir. c•nla> .:a= <YJ/z = .<>f/ 

v;= 2"1-zil&s">''0= 5.615 

v; = 5.615 K!!/cmZ 

':?Q = .2'/ s...., -y'tJ
0 = ;.s. v'27 

.?g = / s. 'Y .n .iy /c.,.., z 

t 

ii) Ern,gleonrk Ll c/reufo a"e ..1./oA/'. 
· ~ ' a• S' / r::- y;z, 

rf ~.,.u-: l,..;,, ...,.__ 

rr-

v;~ 8 + r = /9. 31.3 k_, /c .. ml 

V,:os-r:-3.313 ~~~,..z 

B,'= ""9 ~ (6/;?.31~) =-·22.5° 
.9,"• ~'+'J!J•= 61.5° 

!): :: ~, +-'9'5"" == 2:Z.5" 

B:'= Bz'+"'d' =//.?.5" 

_.4,., ",oqrJ'cu/,. B. ;) Cm.4/ctm t4 /.,rmvlos 

0~ f; = YJ' ,LJ/cm2 .: f;".:O iy~,.t ~· ?""'"!~< = v;/2: 2f/ }:,jc,n? 1 

v'=- c;i/L: ..?<;' -9/c-,~/· !J3'.:0"_., /';:/= 9o" .. ; G{" "/'SO 

il) E ,.-,,o/,o, do ,/ drcul~> cle Jt~r: 

~ 
~""'---------

1 1 ?t' ,_ , rr 

.zy -+ 

a., Z'Y r, 21/ 

.., 

v;-::- .YI' k.r{:,..,z -' Vz = 0 

t;,,: 0" [;),'':: 90° ,, , 
DZ : Y5° Bz "' 1.35" 

.~II 



"8.iem""'lo "1 ~- Dete .... r.!~ !lf'l,... la m:=t"'n;-t;l,d .,_. n·: rec,...; On. de los Ac;f'ne"""?.:oq 
""1."'inc~T)DJ.As ~r del eof1.18:-"?.:0 col."tav:-1-;e t:JaxiT!lo eYJ 0l ,..m,~o A deJa v:"ll)'a nos­
•,..q0 11. 0'" ; .~:. :.?:; .,.,J_"!'R • 

;:... 

I<-- 250 :=----,.1 
''" 2000 v. L' ltr ~ r---

"',' : r~·M 

MJ<~ 

31.)11'1 -11711-t-_,;(,.,'=o; ~ j;'i!'j :/,,SJ/ 

~JL 

l! 

!!'ner2as en k.n:-o 

Cot'ls en em. 

Sol~1ci6n.- La fuerza ver 
"';ica1 de ~OOO!c'>: ori~ina­
en la secci.on d.onde "~"' c 
encueY>t-,.a el nnnta A ·ma 
fue:>-~'1 cortRnte, en la 

1-i -yoec~i.O,., del P. ie v, 0 e 
?000 k~ ~r un 11'10,..,~nto f'l~ 
xiommte de 500 000 :c~­
C"l,al:rededor del e.je x. 
Las f•.1er?."S ho"!'izol'J.tales 
OP. CJOO 1c~ ori.n::~nan un Tl'I_Q 
"flento flexiona-.,.te al-rerle 

~8"" od01k~l~n~' i o:ua1 a -
~a.nto el ~ornento J.! CO"lO el >,,;omento J.l nro­

·rocan en el. nunto A ~sfuerzos normales lie corn 
~resiOn en lq dirAccibn (1Pl e.ie z v la fuerzi 
corta:'lte o,...i ~~-n:J. esfuerz os 8o-rta,"tes, ~:mton­
ces, estos es::'uerzos son; 

debidos a Mx ...... \ 

v; = -i-;~· =<-i~S?~&~~~)(l2) 
Vi= 27.1267 k"/cm' :l.e cor.mresion 

~~ebidos a 

f: • ~ v _ (SO 000)(12)(11.2 
l I:r - - \4'DT'5"if)T -- = 

' ~ I!J/c,..l Vi= 10,8507 lc::;/c,~2 de cor.~nresi on 
:;a esfuerzo normal total es Cf2 = 27 .1~f7 + 10,8507 = 37.9774 'c.o:/cml. rle 
con;,resiOn, y el esfuer~o cortante e:-: i~s.l a 

6' _ V,.Qx _ il_OOO)f~4xl;?)(l8)(l~) _ 1 9531 kn/crn2 
2~- y- (':'4) 4'i)t(2010) - • .· ' 
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ii) El'!nleP.ndo el c!-rcu1o de l'ohr. 

,/ ~ 

v; 

~ 

u.,f,. • Q= -11.9881 
r= 19. o 119 

c;.,.a.,.r _,· fi: a-r 

r 

P:= ~ 0./ ~/cmz 

6-=-3B.om kJ 
cml 

z'"""'-= r ~m.:,. = ;9.0839 b)m1 

IT1z4. -18. 9aa; ~)_,.,z 

~~~-~ /._(!.9531/3S.OU~): 

~"-= 2. 9.3'-0 
,· ~'= 92.9.31/ 

f1'-= - "Yt. 06'1',' ~"= .Yl. 9J6 ° 

~jemn1o 22.- E1 esfuerzo cortante maximo en j1 ~unto A de 1a vi~a de 
seccion rectan~lar oue se muestra es de 18 k~/crn • Deterrninar 1a ma~i­
tud de 1a cA.ro;a P. Desl)reciar el neso de 1a vi.o;a, 

r-------!p 
..1 "" 3cm • 

JL-- J Y. 5'- ---.4 , .... 

So1uci6n.- z/ ,zs/veru. e4)rhnk m.ixi­
f'I?O rtZ cd&t~!o con· h, e.xpr~s/o, 

D/2 
C,.,, 

40<,.. 

fie IT.)" z , ~'""'It = -f -1 ~i't 

/(f = 3'Y. 51> p ;,....,·.':1"' 3 "'" 
L"7)3 -' 

.I=~ = 86"1 ,,.., " 
ll 

~ tCt~ esfu~ ac-!:uan ,-,orne se indica en e1 el-nto rn>Strado... Al 1 «~nal 0 -- --
oue en e, ejqrnn1o anterior, este sera resnel to emnleO.:'!dO fornulas y el V:, fiA 
c:frcu,_o de ::ohr. __,. ..- 'i•- T~ 
1) Ernnle3.nrlo forr.mlas C{; = Vi t (~}1-+'lly · ~,...,-=- (.fi.J~llr '(/"; ~ PG. 

z 2 / z / 2 l,~ • --

_____ ____!,Q!(_ .... (3~)(1-:5) = 81 ,,..3 
_______ --J 

... V, • 3¥-.5' f(3) = o.;zp ~,z 
8lo"/ 

' I /( 2ll~) 1 _rb 
GJ=-z""lr-t -,;-;; ~=J .... Jf...,.(-fl/22zy~ P(SI) -p i--1 ~i!'f-=-: o.o/~62.5 ";;¥""' 

86<1(6) 

~ Vi/z =-//! 91N f:t/c,z/, '{(i;;zF+Zz~ = /9.ol'f? 4/vm2 

Cf'= 0.1 i.Jft-z v;: - .38.0'1-16 lj ;{;,.,z 

'ilm""x ,. /9.oN9 ,lj,k,.-,z ~'{. -/1'. 9/tN .1}/cm" 
:Ler_, 

~'= 2.9.31."_,-~~~~-9.3~· '~2'=-</Z.tJ••t"' · t).z'= fl/.93{,• 
~ / . 

... /8 = /(o.tz) 2 -1- (O.OIS62S).,_Ip .I /8 = 0./2;tJt2IP 

~ P= A ,!I!.H .. = /11'/. ?"Y'Y' .c,.. 

?= /'$/8.1~"1 4. 
-fl-
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PRO"<L<;;.cA ~ 

2? .- En las fi.quras nara dos T'1 iemb-~on dj_fp-:-"entes se ~ndican los ele­
rne!'ltos -Ln:"initec.imales A, B, C, D, E, F, G, H e I. Trace cada uno de estos 
elenentos nor senarado e ind!auesc en los elementos aislacos el estado de 
esfuerzo que aotua en ca5a uno. Por media de flechas nuestre claramente 
la dire9cion y el ,sentido de cada esfuerzo y enuncie la forr"tla q•.te se u-
til~:::·r~a en an calculo. Desprecie el peso de los l"ienbros. •':I 

I 
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26.- Una vi~a de hierro col~~o se car~a como se indica en la figura, 
en los puntas A, By c.determine; a) los esfuerzos normal v cortante en 
un plano inclinado +35, b) los esfuerzos nrincipales y la inclinacion de 
los ~lanos donde se presentan v c) el esfuerzo cortante maximo, la incli­
r-acion de los nlanos donde se nresenta y el esfuerzo normal asociado a e­
sos nlanos. 

~~~~~ 

I .,,\ J 
~ 1i ~ 

l~:,d t c ·: 

27.- Una viga I que se emnlea como cantilever muy corto esta cargada 
como se muestra en la fin:t»·a. Encuentre las mal'(nitudes y direcciones de 
los esfuerzos nrinciDales en los nuntos A, B y c. El punta B esta en la 

-----------junta del alma y el pat{n, Desnr~cie el peso d; la viga y el efecto de 
las concentraciones de esfuerzos. Utilice la formula exacta nara determi-,. .. ~ 

Q -.,y' 

I 
j).:'"'~ 

-~&,..::: .... i! 
b/ 

""c& ~c: D i 8 1( 

( ,., (l) 2·2 

I -· 

Q 

_1 I +el 
a" 

~· 
F 

N (II) 

I 
I , 

G 
a, ~~i' 
UA 

t i'·i' 

24.- A un montacaro;as esnecial se le anlica una car.o;a de 1 000 kg 
susnendida de tm cable, cono se indica en la fir;ura, Determine el estado 
de esfuerzo en los nuntos A y B nroduc' do "lOr tal car,~a. !.~uestre los re­
snltaclos en un elemento con cc:ras horizontales y ve?ticales, 

25.- Un rotulo que nesa 300 k?: esta sostenido nor un tuba de aoero. 
La fuerza de viento horizontal m~xima que se e,ierce···a en el rotulo se es­
tima en 50 ko:. Dete~:>~ine el ecto.do de esfuerzo causa:;.o nor este sistema 
de caro;as en los nuntos A y B del extrema em·,otre.do. Ir.i!ique los resulta­
dos en croqu·s rl.e elementos determ'nndos en :'>'oho·: nuntos, Estos elemen­
tos han de ne~ visto·:: !19!v1e el exterior dql t-,~o. 

.StcCid'., 

"""' 

1'-60__,. 
'"" ..,.--....... il, 

~,.T. 
~7~-
.._ u -.fi'l'-

.. , &,.. 

T 
"t"S 
em 

t 
.YS 

"" t 
;50 
<m 

.1.. 

P.2'i 
A 

P. 25 

~-·-·-lf 
; 

; 
1,. 

I 
350 ·-

l 

nar los esfuerzos cortantes, · 

28,- Una vi.o:a en voladiz o de sec cion transvers:1l ~ectan;o;ular soporta 
una caro:a concentrada P en su extrema libre, Determine, a) la ma~itud de 
la fuerza P qne orio:ina en el punta A indicado los esfuerzos principalea 
V:= 67.965 ko:/cn1 y vz= -0,4646 k~/cm2 , b) la ma.c;ni.tud rlel esfuerzo co:r 

tante maxi"lO en A y c) la inclinacton de los ejes n-rinci"".les, -

rt;;., I 
I 

f 1 (?! 1 
1'-- -1S -t- 1$ -.1'------ /50 ---.j c'" 

P. 2o 

.y;; .. 
,.. 

1'-- ~!-,I 

!p 
~ I o~ I 5 +-" 1 

/0 
1'--- 90 -----.+ 

2l.5 

r 

coio.s 
&n '""· 

1'- f. 5' '71 
l 
5 

r 
20 

~..---.-..~1. 
~ 15 ---->t f 

P. 28 

ufes 

&" '"'· 
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![. ~)iMtNSIONI"'MICNTO DC '\IlGAS y ~OSAS 

DE CONCI2€TO li'€TOI2ZADO 

OBSERVACIONES PRELIMINARES 

fCo. Roi!',\.E.:> _'f. \1. 
At>,..PTACc.> poll . 

M"'Rco A.. Alv,.rz.<z S. 
C.NZL<X> :r. MENDoZA E'. 

Las cargos transversales que actUan sobre una viga don origen a mementos fie-

xionontes y fuerzas cortantes, acciones internes que, a su vez, producen esfuerzos-

de tensi6n. El concreto simple se agrieta a portir de esfuerzos de tensi6n, relotivo-

mente bofos por su escoso resistencio a este tipo de esfuerzos ( fig 1 ) • Par lo tonto -
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mente denominado concreto reforzado. El dimensionamiento de vigas de concreto re-

forzado consiste esencialmente en Ia determinoci6n de las dimensiones de Ia secci6n 

de concreto y de Ia cuantia y distribuci6n del acero de refuerzo requeridas para con-

tar con suficiente resistencia y un c;omportamiento adecuado bajo condiciones de ser-

vicio. Esto implica el desarrollo de procedimientos para predecir Ia resistencia des~ 

ciones sujetos a flexi6n o a fuerza cortante o a combinaciones de ambos acciones, -Ia capocidod para resistir cargos tronsversoles de uno viga hecha con este material es ~ 

~- calculor deflexiones y estimor Ia mognitud del ogrietomiento. En los seccianes siguie.!:! insignificonte. Puede suplirse Ia falto de resistencio a tensi6n colocondo borros de re 

fuerzo.de acero en las regiones de Ia vigo donde las acciones externos produzcon te.!:! 

si6n. El refuerzo no impide el <>Qrietomiento, pero silo restringe (fig 1). Esto com~ 

noci6n de concreto simple y borras de ocero constituye el material comput~Sto comun-

tes se presentardn proced:111ientos elementales para el dimensionamiento de vigas de -

concreto. En general, se han seguido los recomendociones del Reglomento de los Con~ 

') 

/ 
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trucciones del Departamento del Distrito Federal.1 
~ 

Otros reglamentos importantes son el del American Concrete lnstitu-

te3•4 y el del Comito!i Europeo de Concreto5 . 

./ 

.•. e.~ 

Un tratamiento meSs amplio del comportamiento y dimensionamiento de eleme~ 

tos de concreto reforzado sujetos a flexion puede encontrarse en los capitulos 

4 y 16 de Ia ref 7. Los textos de WinterS y 

Ferguson9 tambien contienen tratamientos amplios. ·~ 

T 

n~· :l!ll~:e · 

2 RESISTENCIA A FLEXION DE SECCIONES DE CONCRETO REFORZADO 

• 1'/)} 2. 1 <;;go!.i.si~!!!~LQ!l't'-S!!O!!t'!.l~.! 

Suponiendo conocidas las graficas esfuerzo-deformaci6n del concreto y del ac.! 

-------------------------------------------------~~~~n~en Ia com~tihilidad ~maciones y 'os princ 1pios de est6tica, se j 

puede determiner Ia capacidad del par interno que puede desarrollar una secci6n de-

concrete reforzado de caracteristicas conocidas; es decir, su copacidad para resistir-

flexiOn. 'ara caracteristicas de los diagramos de esfuerzo-deformaci6n del concreto-

y del acero, puede consultarse Ia ref 10 • El procedimiento generales laborioso, yes 

usual hacer algunos hip6tesis simplificadoras. A continuaci6n se presentan las hip61_! 

sis utilizadas en las recomendaciones de las refs 1 y 2. 

~---·-=·==~==~~~~~ 



1a. La distribuci6n de deformaciones unitarias en Ia secci6n transver· 

sal de un elemento es plana. 

2a. El concreto no resiste esfuerzos de tensi6n 

3o. La deformaci6n unitaria maxima admisible en el concreto en com­

presi6n es 0.003. 

4o. La distribuci6n de esfuerzos en Ia zona de campresi6n puede con~ 

derarse como uniforme en Ia zona equivalente de compresi6n, cu­

ya profundidad s-- considerara como 0.8 de Ia del eje neutro. Tal­

esfuerzo en el concreto se tomar6 igual a 

f~ :: 0.85 f~, si ~~ 210 kg/cm2 

y f~::.. ( 1.05- ~/ 1ZSO) ~, si f~;>2SO kg/cm2 

Sa. Se conocen las caracteristicas esfuerzo-deformoci6n del acero. El 

61 

El significa-lo de estes hip6tesis puede apreciarse en Ia fig 2, 

La distribuci6n rectangular de los esfuerzos de compresi6n propuesta 

es tal que las resistencias que se obtienen utilizandola corresponden con bastante pr! 

cisi6n a los obtenidas con distribuciones reales, asi como a resultados experimenta -

-----lli..es, cuando se utilizan las resistencias no reducidas del concreto, ~ .--1'ora efectas 

de dise_!lo, el reglamento del Departamento del Distrito Federal 

i ndi co que deben utili zarse es­

fuerzos reducidos del concreto,~, en Ia forma indicada en Ia fig 2, que tienen en­

cuenta Ia variabilidad de Ia calidcd del concreto. El empleo de diagramas rectangul~ 

res facilita notablemente los calculos requeridos. 

En Ia fig 3, se muestra Ia idealizaci6n del diagrama de esfuerzo.deforma­

ci6n del acero, 

m6dulo de elasticidad, E5 , se tome igual o 2 x 10
6 

kg/cm
2

, para- Para encontrar Ia resistencia de una secd6n sim~trica cualquiera, de cora~ 
acero de refuerzo ordinaria. El diagrama de esfuerzo-deformaci6n- teristicas conocidas, se determine primero Ia posici6n del eje neutro planteando una-

del acero de refuerzo ordinaria puede idealizarse por medio de una ecuaci6n con base en el equilibria interno 
0 

par un tanteo. Uno vez localizado el eje 

-----------------=~~~~ recta que pose por el orige~~ndiente igual a E5 , ¥-""" rectQ ne-utro secfeterminan fOs fuerzas internes y se cafculon fos mementos ron respecto of-

horizontal que pose par Ia ordenada correspondiente al esfuerzo de- eje neutro. La sumo de los momentos es Ia resistencia a momenta de Ia secci6n. Puede 

fluencia real o convencional del acero. tambi~n localizarse el centro de gravedad de las fuerzos de tensi6n y calcular enton -

6a; La deformaci6n unitaria del acero es igual a Ia del concreto que se 

encuentra al mismo nivel. 

ces los mementos de las fuerzas de compresi6n con respecto a este centro o viceversa. 

En los ejemplos 1 a 3 se ilustra el c61culo de Ia resistencia a flexi6n de diversos tipos 

-
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de secci6n. El coso particular de las secciones rectangulares simplemente armadas se 

trata en el inciso 2.3. 

2.2 ~ 

..J..._ t· ~~~~~~n_':,'_~~~o-~:,~~~.!_:~1:'~!~~":.~~~-~-~~~~~~!~~":.~~~s-

Se dice que una secci6n est6 ~2L~.'~C:.<:.~<!~ cuando Ia deformaci6n unitaria en Ia 

fibre externa comprimida es Ia m/,.;"'Qadmisible ( 0.003, segun DDF __} y Ia de-----------------

formaci6n unitaria en el ocero es Ia correspondiente ol esfuerzo de fluencia. Secci£ 

nes con menos acero que el correspondiente a Ia secci6n balanceada reciben el nom-

bre de !~~..:'f~~~'!~s_, mientras que las que tienen un porcentaje de acero superior al 

• Ia condici6n balanceada se II oman .!2~~':.'!!![~!~.9~.!· ..... .-. 
La determtnaci6n del acero correspondiente a Ia condici6n balanceada se efe.:_ 

tuo imponiendo las condiciones de deformaci6n mencionadas y aplicando los princi -

pios de equilibria y compotibilidad de deformaciones en Ia forma ilustrada en los eje~ 

plos 1" 3. El coso particular de secciones rectangulares simplemente armadas se Ira-

to en el inciso 2, 3. 

La determinaci6n de Ia cantidad de acero correspondiente a Ia condici6n bola~ 

ceada es importante porque en los reglamentos y normas de disef'\o de estructuras de -

concreto es usual imponer una limitaci6n al acero m6ximo que puede utilizarse en 

-----,---------.m.mentossujefosartexi6n~, pronibiendo que se-exceda un determinado por-centaje -

del acero balanceado, que varia del 50 ol 100%. Esto se hace para asegurar que Ia-

folia del elemento sea ductil, es decir, que exhiba deformaciones importantes antes-

del colapso, de manera que se cuente con un aviso de Ia inminencia del mismo. En-

efecto, en una viga subreforzada suieta a cargo creciente, el acero alcanza su es -

63 
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fuerzo de fluencio antes de que el concreto folie, registr6ndose fuertes agrietamien-

los y deflexianes antes del colapso. En una viga sobrerreforzada, por el contrario, -

el colapso sobreviene en formo repentina, sin aviso previa. En Ia fig 4 se compare-

cualitativamentc el comportamiento de uno viga subreforzada con el de una viga so-

brerreforzada, 

2, 3 Vigas rectangulares simplemente armadas ------------------------------------
Resistencia 

., 
(u.l',a.) 

/-s•"rc rre..f.n·•-'a. 

--suilfef-r~-.d .. 

-·tJl:,_ 
'Pa~o~f 

o... (de. fie~ i A) 

Fi'@ 1> i..., ro-o. a..~ eM\ .. - d.fle.c;,;,. 
de """"" ._ "i 1 ,_ sd re. ~.,. ... .....,~ 
1 • """"~ ., • '" .-olc.re.rrc. fo~ 



... 
Para el coso particular de vigas rectangulares simplemente armadas pueden de-

ducirse f6rmulas que permiten calcular directamente su momenta resistente • 

En Ia fig 5 se muestra una viga rectangular con refuerzo del lado de tensi6n -

unicamente. Se supone que Ia secci6n es subreforzada, de manera que el acero fluye, 

como sucede en los casas practices de diseno. Por lo tanto, fs = fy • 

Por equilibria de fuerzas, se po.tede t>btener Ia profundidad del bloque de esfu~ 

zos a , de Ia manera siguiente: 

C "' T 

a b f" c :: A5 fy 

a:=.~ 
b rc \ l (1) 

'. ,,...._~, .. 

\ 

Llamando f. a la.~elaci6n entre el area de acero As y el producto bd, donne -

b es el ancho de Ia secci6n y,!! , el peralta efectivo, definido como Ia distancia des-

de Ia fibra mds comprimida hasta el centro de gravedad del acero de tensi6n • 

.... 

~,.. l 

..- ,. i(t:;i' ,/::_,,. , .. 
), 
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Ia eeuaci6n {1) puede eseribirse eama: 

,., 

" 

'1. 

donde: 

a-~ 
- b f~ 

A, 
p:::. bd 

Tomando momenta eon respeeto a Ia resultante de eompresi6n: 

M ,., T ( d- !! ) 
u 2 

Mu ~ A5 fy ( d - ~ ) 
1; 

\,, 
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{2) 

{3) 

Otra expresi6n puede obtenerse tomando mementos eon respeeto al a cera 

de tensi6n: 

M ::.C (d-~) 
u 2 

~ = a b f" ( d - g) ,.. c 2 

resulta: 

~ 
:::. b f~ 

p f 
q::.~ 

f" e 

b f" e 

~'~ ~ t'~ 
..... ~ ' ' 

~',. 

(d-~ 
2 b f" ) 

c 

{4) 

A:' 

Mv = bdz f: ~ (1-o.5<;J) (5} 

Is~ ecuac.io'n pro_,Rorc/onA " re:sls/enc/a.. /~171' "' /~xi~;, 

c:le ~ S12cc.io;, cons~.l./erado.. 7 ~6u7'o' sar a,/12chdP.. por an 

/ac~r -i'e rlelvc:<!/'o;, ( 0 c:k re.r/.rlench:~. .. ) ,.oeu·DC. o6feneor his 

res/s~nc/as de cl,:rentJ/ ~ /-.·~ e ,.,...., lonce.s CJ. u<Z 

MR= f'R bce('~(J-o.sc.J) (.Sq) 

.F/ /aclor .k rul.ti'ir~c.-i;./ ~/ ~n-zA en cu&mlb. los t:ts.-ou;{,s s.l~ 
gu/v.les: 01) k d-s,Perh'D;, de t,s r.e.rulhtet...r 12X.Pen"TI'7e-n,(,le.s vn 

<Jv' .re baS"'- d. ft:trrnuk." ~)E/ gn:uk ~ kjt.m~ /n~~ 

cn:tdb .en cuci.A. _,4-:.-rnulo.... / c) .e/ ~ ca ,~!"~ yue ,Re-eh 

_Pr.e.ten 1-:,,.;e 7 d) ks ~,., .rqcvencla.s de 411 ,:~-~ • 
,t'br-o. ;ft.~/0:!!. ~ =- o. 9 6 s ,A 

k ecu.::1cio'n (Sa.) eslc( re.rf/e/;1,;,_ gdp~arnenk .e-n ~ /­

gvn'l 6. En 12/ ~en->,Pt, L Sl' /~s/rr;.. 12/ et/lc.ulo d.e/ n?oh'?#1?;{, 

re.sJ:stinh de wzt?l .JeccJo::, rec fa,;v/t,r S/'h>,Phmen ~ tJrma~. 
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La relaci6n de acero o cuantra "!> correspondiente a Ia candici6n balanceada 

de una viga rectangular tambien puede calcularse directamente mediante una expre-

si6n obtenida a partir de consideraciones de equilibria interno y de compatibilidad -

de deformaciones ( fig 7). 

Si se considera que Ia deformaci6n unitaria del concreto es 0. 003 y que Ia -

del acero es Ia que corresponde a Ia fluencia, del diagrama de deformaciones unite-

rias se puede establecer Ia siguiente proporci6n: 

~ = 0.003 ~ 
d £y+0.003 

Por consideraciones de equilibria, igualando! Gon ~' se obtiene que 

f" c 
Pb<::f 

y 

4800 
fy+6000 

En el ejemplo 1 se ilustra Ia aplicaci6n de esta expresi6n, 

2. 4 Yla!!~!!!£~'!.~'!.1E!!!~E£>Pl!!!!'!!.!'.!!!_'!!.m..a_c!q_s_ 

(6) 

66 

r-
d 

6 ... 
+ 

+ ,.o.ool 

" /:f4:,'1 c.,= q.,b ~ 
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d = pero/~ ~~cl,·vo . 
b =- on~ho dt' ID\- Jecc.JD~ 

€r = el~~n,..,ac.iP:, unJ,tor la 
qf' /~u/r. 

J,f OCt'I?J 

;z;:;.(j) Con~·t::/·,-;, t/q/q,c~tJdtA.. 1n 
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---------------fuedlem presenlurse siluociones en-que las dlmensrones exren-ores- ae -'"un'-a.------------------------------------------------------~ 

secci6n rectangular est6n fijadas por restricciones de tipo orquitect6nico o construe!.!_ 

vas. Si el memento actuante es superior al que puede resistir Ia secci6n como simple-

mente armada, puede aumentarse Ia capacidad colocando acero de compresi6n en Ia 

zono de compresi6n. En el ejemplo 2 se muestra el calculo de Ia resistencia de uno -

;;k 

\ 
'· 

----



,, 

secci6n doblemente armada asi cama Ia determinaci6n del acera carrespandiente a Ia 

c:andici6n balanceada. 
-r 

Debe advertirse que hay seccianes dablemente armadas par mativas ajenas al -

de resistencia, Si el acera de tensi6n de estas seccianes es inferior al que carrespan-

~~-----_j""ria a Ia candici6n bolanceoda si lo-Mcci6n estuviero simpl-te armada, el mame.!! 

to resistente puede estimarse con precisi6n rozonoble desprecionda el acero de campre-

si6n. 

rtli 0"'! l .t\ 

2. s Y!s.q,s_! .• , .• t. 

Uno de los sistemas de construcci6n m6s comunes en estructurco~ de cancre-

to consiste en lasas sapartadas sabre vigas. Las losas y las vigas se cuelan manalilica -

mente. En los calculas de resistencia se supane que Ia viga actua conjuntamente con-

una porci6n de losa para former lo que suele llamarse una secci6n T (fig 8), El ancho -

efectivo de losa que puede cansiderarse contribuye a Ia resistencia suele estar fijada -

par especificaci6n. En Ia fig 8 se muestra una recomendaci6n tipica, 

En Ia mayoria de las casas, Ia profundidad del bloque de esfuerzos .9. es ~ 

nor que el peralte del patin _! • La zona comprimida es entonces rectangular y Ia res~ 

cho igual al ancho efectivo _!> Cuando .9. es mayor que_! , Ia resistencia a memento 

puede determinorse apliconda los principios generales expuestos en 2. 1. EJ acero corrf!! 

pandiente a Ia condici6n balanceodo se puede determiner como sc indica en 2,2, En-

el ejemplo 3 se presenton calculos tipicos de secciones T. 

.f... 
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2,6 Vigas de secci6n sim6trica de forma cualquiera ------------------------------------------

En el coso de formas complicadas puede descamponerse Ia zona de com -

presi6n en fojas paralelas de ancho pequeilo y oplicar los procedimientos generales -
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REVISION DE ESFUERZOS BAJO CONDICIONES DE SERVICIO 

.-rot• 

.... 

En relaci6n con ciertos aspectos del diseno, a veces es necesario investigar es-

fuerzos bajo condiciones de servicia. Para ella se recurre a hip6tesis elasticas y al a! 

tificio de Ia secci6n transformada expuesto en Ia secci6n 3. 2 de Ia ref 11, en rela -

ci6n con Ia revisi6n de esfuerzos en elementos de concreto reforzaclo sujetos a comp•! 

si6n axial. 

AI transformarse el acero en un area de concreto de efecto equivalente debe -

procurarse que las fajas sean de ancho unitario, de manera que su momenta de inercia 

centroidal sea despreciable y que queden paralelas al eje neutro, camo se muestra en 

Ia fig 9. General mente se considera unicamente Ia parte comprimida de Ia seccian de 
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concreto, puesta que Ia parte suleta a tension se agrieta. Sin embarga hay casas, en 

que los esfuerzos de tensi6n san bajos, en las que esta indicada considerar Ia seccian 

complete. Los pesos principales del c61culo son los siguientes: 

a).- Determinacion de ia profundidad del eje neutro, tomando mementos de-

1$ 
las 6reas con respecto a este. 

b).- ·Calcula del memento de inercia con respecto al eje neutro. 

..>{>:! 

Q 
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c).- Determinaci6n de esfuerzas mediante expresiones de Ia forma 
~·~:~. 

'T '· .t' 

- ..._..~~. M ~~· ....... ..,.......-.. 

} 
fc = 1 YJ ( para esfuerzos en el concreto) 

M 
(para esfuerzos en el acero ) 's=n1 y2 

-------··-
'"""' 

.f 
En las ecuaciones ( 7), y 1 y y

2 
son las distancias desde el efe neutro a Ia 

- -
fibra considerada,!! es Ia relaci6n entre los m6dulos de elasticidad del acero y del- :ft.. 

' concreto e I es el memento de inercia calculado en el paso ( b). ...... " • I.'W 

En los ejemplos 4 a 6 se presenton c61culos trpicos de determinaci6n de esfuer• 

zos a niwl de cargos de servicio. 

t .... , •. 
··)•~u~ 

4 RESISTENCIA A FUERZA CORTANTE 
.... ~."* 1'.) 

4.1 Vigas 

Sup6ngase una viga con refuerzo longitudinal suficiente para resistir Ia flexi6n, 

pero sin refuerzo transversal ( fig 10). Bojo cargos relativomente bafas el comporta -

•1: $.-
miento de Ia viga es aproximadamente eldstico y los esfuerzos cortantes pueden pred.! 

cine por las fOrmulas convencionales de resistencias de materiales. los esfuerzos cor- ~ 

-------------------------------------------------~~nffiesij~=d~~pa~~o~al~ro~e~ne~o.~~~esfu~ru-

"'· 
,. ,';V 

normoles son nulos pueden representorse como en Ia fig 10, La resistencio del caner.! 

to a este tipo de esfuerzo es bostonte alto, Sin embargo, Ia combinaci6n de loses -

fuerzos cortantes horizontales y verticoles produce tensiones en pianos a 4.SO respecto 

aJ eje neutro, que provocan agrietamientos bajo cargos relativamente bajas. Una co-
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sa semejante sucede cuando tambien intervienen esfuerzos normales debidos a flexi6n. 

Como medido convencional de Ia magnitud. de las tensiones diagonales inclina-

das suele tomarse Ia que se Jlgma esfuerzo cortante nominal. Este esfuerzo se calcula 

par media de Ia expresian. 

donde 

vu 
vu=b(l 

Yu =- Fuerza cortante ultima que actua sabre Ia secci6n considerada 

b Ancho de Ia secci6n ( ancha de Ia nervadura en el coso de vigas T ) 

d :. Peralte efectivo 

( 8) 

Este valor se compara con el valor que puede tomjlr Ia seccian de concreto sin 
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.tn.,: 

refuerza transvenal. Un criterio simpli sta cansiste en despreciar todas las variables -

que intervienen en el problema menas Ia resistencia del concreto. El reglamento del -

Departamento del Distrito Federal, par ejemplo, supane que 

6·1enclo 

~-=o.sF11~ c 

FR = o.8 

(9) 

La contribuci6n toto I del concreto a Ia resistencia a fuerza cortante esta dada-

par IJ expresi6n siguiente: 

Vet.=- 'Vcp. b d ,, .lfR 1·-e 

( 10) 

.. .,.... 
Si v u '7 v ca. el mi embro debe reforzarse con refuerzo transversal. Aun en el coso 

de que se uti lice refuerzo, vu no debe exceder un valor aproximado de 2.5 Fit \[f; 

El refuerzo transversal mas comunmente usado es el estribo, sea vertical o incli-

nado ( fig 11 ) • 

Tambien se puede aprovechar el refuerzo longitudinal prolong6ndolo mas alia -

de donde deja de ser necesario par flexi6n y doblandolo de manera que atraviese Ia z~ 

na de tensiones diagonales impartantes. Tanto los estribos inclinados como las barras­

inclinadas pueden tener inclinaciones entre 30° y 60° respecta al eje neutro. Sin em-

bargo, Ia inclinaci6n mas frecuente es 41'. 

La contribuci6n del refuerzo transversal a Ia resistencia a cortante V~ esta dada­

par Ia expresian siguiente: 

y.o _ Ay fy d (sen a(+- cos \It ) F. 
V- S •" 

( 11 ) 
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En esta expresi6n Av es Ia secci6n total del refuerzo transversal. Si se trata de 

un estribo de dos ram as, par ejemplo, como el del detalle (d) de Ia fig 11, sera Ia S!!_ 

ma del Orea de las dos ramas. ~ es el peralte efectivo de Ia secci6n,~ es Ia incli-

naci6n del refuerzo transversa I respecto al eje neutro y! es Ia separaci6n del refuer-

zo. 

Si el refuerzo es vertical, Ia expresi6n se convierte en 

A f d 
v~-;. v _ Y • F. (12) 
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Si est6 a 45°, Ia f6rmula correspondiente sercl 

i,t~:. 1.414Av fy d .fR (13) 

De lo anterior se desprende que Ia resistencia total a cortante de una secci6n -

de concreto esta dodo par 

Vu::; Vet V~ 
(14) 

Las normas y reglamentos suelen imponer ciertas restricciones al refuerzo trans-

versa!, las principales de las cuales pueden resumirse como sigue. 

a).- Las separaciones del refuerzo transversal no deben exceder los siguientes-

val ores: 

, {Estribos verticales: d/2 

Separaciones m6ximas Estribos a 4~ d 

Barras dab Iadas a 4~: 3d/ 4 

b) • - E I 6reo del refuerzo transversal no debe ser inferior a Ia dada par Ia ex pre-

si6n siguiente: .. 
Avmin.: 3.5b~y(fa) (15) 

En el coso de vigas T, se usar6, el ancho de Ia nervadura ~·. 

Estos limites deben cumplirse par lo menos dande el an61isis indica que Ia resiste!! 

cia del concreto solo es inferior a Ia fuerza cortante externa. 

En el ejemplo 7 se muestra c6mo calcular Ia resistencia a fuerza cortante de una 



viga rectangular. 

4. 2 Loses y zapatas 
-.:~..: 

La resistencia a fuerza cortante de losas y zapatas en Ia vecindad de cargas o-

reacciones concentradas est6 reg ida par let mas desfavorable de las condiciones si -

guientes: 

a).- La lose o zapata actua como una viga ancha, en tal forma que las grietas 

patenciales se extenderian en un plano que abarca todo el ancho. En este 

caso son aplicables los metodos expuestos en Ia secci6n anterior para vi -

gas. ''· 

b) .-Existe una acci6n en dos direcciones de manera que el agrietomienta dia-

gonal potencial se presentaria a lo largo de un cono o una piriimide trun-

coda en torno a Ia cargo o reocci6n cone entrada. En este coso Ia secci6n 

crilica se supone perpendicular al plano de Ia lose y localizada a una d~ 
. ~· 

Iancia del area de Ia cargo concentrada ode Ia reacci6n igual a Ia mitad 

del peralte efectivo _2, coma se indica en Ia fig 12. La resistencia a CO_! 

tante se calcula por medio de Ia ecuaci6n 
-------------------

Vu:.vcabod 

J.,...d.... I.. es .,_\ pa-r;,_,.,ty., ~1;<-11 

..;.to 
(16) 

W:,....;.l., ._t,_ ~~ 11.. 

Para este coso el valor de vca.se tome igual af"-1/f:. Esta condici6n suele ser-

Ia que rige. 

La resistencia a cartante de losas puede incrementarse con refuerzo transver -
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sal, cuya contribuci6n puede estimarse por las pracedlmientos descritos en la secci6n 

anterior para vigas. 

En el ejemplo 8 se presenta un c61culo de resistencia a cortante de una zapota 

para columna aislada. 

,., .. !·.,; 
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5. CONCEPTO DE ANCLAJE 

Para que los miembros de concreto funcionen correctamente es necesario que -

todo el refuerzo sea capaz de desarrollar Ia capacidad requerida en toda secci6n. Pa-

ra ella el refuerzo debe estar adecuadamente anclado. El significado de este requisito 

se aprecia claramente en el ejemplo mostrada en Ia fig 13. Si el refuerzo del voladizo 

no estuviera anclada en el empatramienta Ia viga no serra capaz de desarrollar el mo -

menta resistente requerido. 
,,,..,., 

La longitud de desarrollo o d~ anclaje necesaria depende de Ia odherencia entre 

el concreto y el acero. La adherencia a su vez depende de (foe . En el Res!~ "'ltl"'­

t6 .leI Disfrlte> tcdHotol &It pro-"•"'• "'- s,)lll•nfe 
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expresi6n para calcular Ia longitud nec:esaria para desarrollar Ia capacidad de una 

varilla: 

L .~ o.o6 o.!!> £, ~ o.oo6 d., f •• '11: ~ 
c 

(16) 

en dande 

~langitud de desarrollo, em 

a5 ~ area de Ia secci6n de Ia varilla, cm2 

fy"' esfuerzo de fluencia reducido del acero, kg/cm2 

f~.., resistencia a Ia compresi6n del concreto, kg/cm2 

db~ diametro de Ia varilla, em 

Esta longitudes un valor basico que debe modificarse segun distintas situacia -



{~e_9lo ""'e"'~ o 
nes de acuerdo con las recomendaciones del citado. En ningun coso debe ser 

menor de 30 em. Otras recomendociones dan reglas semejantes. La langitud de de-

sarrollo puede ser recta, o en forma de gancho o escuadra, cuanclo existen limitacio-

i---------_nes de espacio, como se indica en los detalles de Ia fig 13. 

L 
En el ejemplo 9 se muestra c6mo se calcula Ia longitud de desarrollo de una va-

rille. 
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6. CALCULO DE DEFLEXIONES 

La estimaci6n de deflexiones de vigas de concreto reforzado presento algunos-

dificultades. Generolmente las deflexiones se calculansupanienda un compartamien-

to elastica, hip6tesis de validez relative aun bajo cargos no muy altos y de carte du-

raci6n. Una primera dificultad estriba en el valor del m6dulo de elasticidad que debe 

usarse. El Reglamento del Departamento del Distrito Federal, par ejemplo, propane-

Ec:: lo ooo r~ .... "s/em~ 

Otras incertidumbres se-

presentan en el valor del momenta de inercia que debe utilizarse. Afectan a Mte Ia-

distribuci6n del acero a lo largo del miembro asi como Ia distribuci6n del agrietamie_!! 

to. 

...... ~"' .. f ". 
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.; 

Una forma usual de !rotor el problema de deflexianes consiste en calcular Ia -

flecha bajo efectos de carla duraci6n, usando el valor del m6dulo de elasticidad 

--- reco VV\e."' Jo.ao po r el Reg I omenta del Departamento del 

Distrito Federal. 

~--------------~c = 10 000 ;;;- ~----'--------- ( 17) 

,, 
La expresi6n general de Ia flecha seria 

-~ 
C W L3 

(18) 

donde W es Ia cargo total,! el clara, .!_ el momenta de inercia y S, un coefi ciente -

que depende del tipo de cargo y de las condiciones de apoyo. Para porcentajes bajos 

de acero se lorna el valor del momenta de inercia correspondiente a Ia secci6n total-

de concreto, no agrietado, y sin considerar el refuerzo. Para porcentajes altos se ut.!_ 

liza el memento de inercia de Ia secci6n transformada ~rietada. En vigas continuos-

se lama un volar promedio de los momentos de inercia en las regiones de mementos ~ 

sitivos y negativos. 

Para estimar Ia deflexi6n adicional deb ida a Ia permanencia de Ia cargo se mu_! 

r: ll~o.t> 
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-~ 
tiplica Ia flecha calculada por coria duraci6n por el factor J2 -1.2(A; /A~ , do~ 

~-------------------------------------------------r de-A; es el area de refuerzo en Ia zona de compresi6n y A
5 

el area de refuerzo en Ia 

zona de tensi6n. 

Los deflexiones calculados se comporan con valores que se consideren admisi -

bles. El Reglamenta del Departamento del Distrito Federal recomienda que no se exc! 

da"' los si3ute"tes trWirte6: 
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mane, en forma mas sencilla, con Ia expresi6n, propuesta en Ia ref 2: 

M 
f,: 0.9 As d 

.,~ ', 

(21) 

,, ·.· donde 

•'u..C' ,, ~· 

/, ~ .. ,\ 

7. ES'riMACION DEL ANCHO DE GRIETAS 

Uno de los procedimientos mas sencillos pora predecir el ancho de grietas es Ia 

ecuaci6n propuesta por Ia CACA ( ver secci6n 8 .4. 2 de Ia ref 6). 

fs 
wmax s. K r ~ ( 20) 

Esta f6rmula da el ancho maximo de agrietamiento a Ia altura del acero de ten-

si6n, en centimetres. !5, es una constante que vale 3.3, para el coso de varillas corr~ 

gadas.! es el recubrimiento lateral libre tal como se indica en Ia fig 14. El valor de 

f
1

, el esfuerzo en el acero producido por las cargos de servicio, puede calcularse -

_________ __:::a!:"plicando el m'fodo de Ia secci6n tronsformada expuesto en Ia secci6n 3. Dado lo apr£ 

xi modo de los calculos de agrietamiento, el esfuerzo en el acero puede tambit§n esti -

-----~--~-

M es el momenta producido par las cargos de servicio, 

As es el area del acero de tensi6n 

d es el peralte efectivo. 

!l). 

Un criterio aun mas sencillo, aunque bastante mas tosco, consiste en suponer -

que fs:::. 0.60 fy. 

Los anchos de grietas calculados se comporan con los anchos permisibles que, -

segun las condiciones de exposici6n, varian de 0.1 mm a 0.5 mm. 

En el capnulo 8 de Ia ref 6 se describen otros procedimientos pora predecir 

agrietamienta. 

En el ejemplo 11 se muestra un calculo de agrietamiento tipico. 

f:\ ~la.""e"'to Ael l>.t>.F. "}' pre&L"'4c. otro odoio 

pG"·~ e~;._,,.,. .,\ a.«3.-ie-\ow.iL"'to. 
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B DIMENSIONAMIENTO DE SECCIONES SUJETAS A FLEXION 

El problema de dimensionamiento par flexi6n puede plantearse en distintas for-

mas. Cuando no existe ninguna limitaci6n particular, el proyectista tiene libertad -

completa para fijar las caracterrsticas de Ia secci6n, en lo que se refiere tanto a las 

dimensiones del concreto como a Ia cantidad de acero, Tambien puede seleccionar-

libremente las caracterrsticas del concreto y del acero, Evidentemente existe en ca-

do coso un nUmero infinite de soluciones ttknicamente correctas. La elecci6n de una 
~ "MC 

soluci6n depende de consideraciones econ6micas y constructivas, que pueden ser muy 

variables segun las circunstancias de cada caso. 

B. i Vigas rectangulares simplemente armadas 



·,,... 'l<o 

.. __ .;-

En el ejemplo 12 se considera el caso de Ia determinaci6n del acero cuando es-

t6n fijas las dimensiones de Ia secci6n. El caso m6s general en el cual se conocen el-

momento flexionante y las resistencias de los materiales, y se pretende determiner las 

dimensiones de Ia secci6n y el 6rea de acero necesorio, se trato en el ejemplo 13. 

8.2 Secciones rectangulares doblemente armadas 

En el ejemplo 14 se determinan las areas de acero de tensi6n y de compresi6n -

de una secci6n rectangular de dimensiones dadas, cuya capacidad como simplemente-

armada es insuficiente para resistir el momento externo. 

8.3 Secciones T 

En Ia mayorra de los casos las dimensiones de las vigas T est6n deflnldas por CO,!! 

slderaciones ajenas a Ia resistencia a flexi6n. El dimensionamiento se reduce entonces 

a Ia determinaci6n del acero necesario en una secci6n de caracteristicas geometricas-

dadas. En el ejemplo 15 se ilustra un caso en que Ia profundidad del bloque de esfuer-

zas es superior al espesor del patrn. Esta situaci6n se presenta poco en casos practicos-

yo que casi siempre Ia profundidad del bloque es inferior al espesor del patrn, pudien-

dose entonces aplicar los procedimientos propios de vigas rectangulares, considerando-

que el ancho de Ia viga es igual al ancho efectivo de vigas T ( fig 8). 

~·" 
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CORTE Y DOBLADO DE VARILLAS 

-" 

·•. \!,; 

Una de las ventajas del concreto es Ia pasibilidad de varier Ia resistencia a lo Ia_! 

go de un miembro de acuerdo con Ia forma en que varra el momento a que est6 sujetO. 

Esto se logra interrumpienda o doblanda las varillas en forma conveniente como se ind_!, 

ca de manera cualitativa en Ia fig 15.Las secciones donde es pasible cortaro doblar-

el refuerzo pueden determinarse a partir del diagrama de momentos por metodos semigr~ 

ficos teniendo en cuenta que el acero es practicamente proporcional al memento. Asr 

basta calcular el acero en las secciones criticas y hacerlo varier en las dem6s seccio-

nes de acuerdo con el diagrama de momentos. Los cortes y dobleces se hacen siempre 

un poco mas alta de los puntos te6ricos donde el acero puede interrumpirse con el fin 

de asegurar un anclaje adecuado y de prever variaciones respecta a los diagramas de-
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mementos te&icos. Esta longitud adicional se especifica en los reglamentos en funci6n 

del peralta efectivo, Ia longitud de desarrollo definida en Ia secci6n 5, y el diametra 

de las varillas de refuerzo. De una manera aproximada puede decirse que las longitu -

____ des adicionales que sue len recomendarse son del arden de un peralte efectivo. En el -

ejemplo 17 se iluslra c6mo puede variarse el acero de acuerdo con los requisites de m_£ 

mento. 

fACULTAD Dt IN6fNI(IIA 
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10 DIMENSIONAMIENTO DE LOSAS APOYADAS EN LADOS OPUESTOS 

El analisis de este tipo de losas bajo cargo uniforme se hace como si se tratara 

de vigos. Suele eonsiderarse una faja de ancho unitario ( generalmente un metro),-

perpendicular a los apoyos. En el ejemplo 16 se presenta el disei'lo de una losa de~ 

to close. 

10.1 Peralte minima 

Algunos reglamentos hacen recomendociones sabre los peraltes minimas que -

pueden. adoptorse sin que haya peligro de que las deflexiones sean excesivas. Estas-

recomendaciones foci litan Ia elecci6n de peraltes tentativos para calculos prelimin~ 

res. La tabla 1 es una tabla de peraltes minimos tipica, para losas que cargan en un 

solo sentido y para vigas. Estos volores son aplicables unicamente para situaciones en 

que una d~flexi6n excesiva na perjudicaria a elementos arquitect6nicos adyacentes.-

En coso contrario, asi como en el coso de elementos mas esbeltos que los indicados en 

lo tabla, es necesorio calcular deflexiones para compararlas con los que se estimen -

aceptables. Las longitudes L, en miembros na integrales con los apayos, se toman -

iguales al claro libre mas el peralta del elemento, pero no superiores a Ia distancia-

entre centros d" apoyos. En elementos continuos se toma Ia distancia centro a centro. 

En voladizos se toma Ia lonsitud al polio del apayo. 
•""'*'( 

TABLA 1 PERALTES MINIMOS ADMISIBLES EN LOSAS APOYADAS ~ LADOS 

OPUESTOS Y VIGAS, SIN COMPROBACION DE DEFLEXIONES 

Miembros 
Simplemente 

apayada 
Un extrema 

continuo 
Ancho extrema 

continuo 

Losas l/20 

L/16 

L/24 L/28 

Vi gas L/18.5 L/21 

4 

10.2 Recomendaciones sabre refuerzo 

El refuerzo debe cumplir ciertos requisitos. 

Voladizo 

L/10 

L/8 

,, 

~ 
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La cuantla maxima, como se indico anteriormente, no debe exceder del 50 al 

100% de Ia carrespondiente a Ia condicion halanceada. 

Un criteria sencillo para determiner Ia cuantla mrnima de acero para flexion':! 

t6 dado par Ia siguiente ecuacion: 

'd1•)t t,;,7lo. 1 ff. 
f, 

(22) 

Ademos debe proporcionarse acero suficiente para prever los efectos de los cal! 

bios volumetricos. Uncrregla sencilla es Ia de fijor un porcentaje minima de 0,2% en 

elementos no expuestos a Ia intemperie y, el doble, en el coso de que solo esten. El 

porcentaje se refiere al 6rea total de Ia seccion, no al praducto ~como para el ac.! 

ra de flexion. 

Segun el Reglamento del D.D.F. Ia separacion del ocero principal, en elsen!!_ 

do de Ia flexion, no debe exceder de 30 em ni 3.5 veces el peralte total. 

Adem6s del refuerzo principal tn el sentido de Ia flexion, los losas deben contar 

con refuerzo transversal. Este refuerzo cumple dos funciones: contrarresta los efectos-

81 

ni entemente Ia adherencia entre e I refuerzo y el concreto. El Reg I omenta del D. D. F. 

recomienda que el recubrimiento de coda berra sea de par lo menos un centimetre o-

el di6metro de Ia barra, rigiendo el valor mayor. 

Ia ayuda de disella 45 a de Ia ref 2, asl coma en los refs 6 y 7 se hacen re- ---------------t 

camendaciones sabre Ia manera de disponer el refuerzo en losas apoyodas en Iadas -

opuestos. 

··'
1 0TT" .II 

._,., 
"~ 

·(•t"'"~: 
de los cambios volumetricos y resiste los mementos normales al sentido del momenta -

~~~.~-~·~~~~~~do~.~c~~~~··--------------------------~---~-~---~----~~-~------------~ 

refuerzo para cambios volumo!tricos mencionodo anteriormente. La separacion de este 

refuerzo no debe exceder de so c.., ,,. ./e 3 • .5"' segun las recomendaciones • •I 

l?e':)\Qvwoc .. -4• cia I l>.l>. F. 

El refuerzo debe colocarse de monera que se cuente con suficiente recubrimiento poro 

proporcionar protecci6n adecuoda contra corrosion y permitir que se desarrolle conve-

·""*''' MJ2••· .,, Ol"'ft· 'l~:,~ ') ,.,_fl-l"'•t;.,. 

~c~ 

. l··~ i '· ;: 1 ~no-.~ .!~: 



82 
•:1 

sas en Ia seeei6n 10. 1 son tambien aplieables a vigas. 
"""l~i}~1·'< ift' ttdp 

11 • 2 ~~=c:~:!'2~:2c:~~~~!:.<:.!!~'!.l!!'!'2_e~!':2ec;~ 

v ·f~· 
Las recomendaciones sobre cuantras m6ximas y mini mas admisibles son semeiantes 

~J.11&1J~(.: ''· 
a las expuestas para lasas en Ia secci6n 10.2. En secciones con poco espacio dispani-

,, ble el refuerzo puede colocarse en m6s de un lecho o agruparse en haces hasta de cua -

tro V·lfillas. En coso de agrupar varillas en esta forma deben respetarse las recomenda 

ciones que al respecto suelen dar los reglamentos. 

::;.. (W1 ..a.1 !U -1-!' 

;~ ·ft.P I 

,.Jl ~r _~, 

11. DIMENSIONAMIENTO DE VIGAS ·.:; .. , 

En Ia secci6n 8 se cons.ider6 el dimensionamiento de secciones de concreto refor 1., . ~ ,,... 

zado sujetos a flexi6n. El dimensionamiento eompleto de vigas comprende aspectos -
-----------------

adieionales que se eomentan brevemente a eantinuaci6n. En el ejempla 17 se muestra ·;~".: 

el diseno completo de una viga rectangular. El diseno de vi gas T es semejante. Jtl', 

fjJ '• 

II. 1 Peralte minima 

Lo misma que para las losas tratadas en Ia seeci6n anterior, es usual recomendar 
I" 

peraltes minimos a partir de los euales se puede preseindir de edlculos de deflexiones. 
. '\ r•"'i'ne!t r· '1"" .·~.,' 

En Ia tabla 1 se.muestran valores tipicos. Las eansideraciones generales hechas para I~ 

-1 

'' 



,. 

•T 
... ,;· ,), .. ,., 

. (;,1 ',\:• 

12. DIMENSIONAMIENTO DE LOSAS PERIMETRALMENTE APOYADAS 

12. I ~'!i'l!i.! 

El anc'ilisis elastica de losas perimetralmente apayodas no es facil. Por otra PC!!: 

te los resultados obtenidos de un anal isis de este tipo no son rigurosamente correctas-

ya que el compartamiento del concreto noes estrictamente elastica. Las dificultodes de 

--83 s• 
dos para tener en cuenta en forma semi-emplrica el compartamiento real de loses ob -

servado experimentalme.nte. Los valores dodos preven variaciones de cargo moderadas. 

En Ia tabla 2 se presentan los coeficientes de momenta del Reglamento del D.D.F • 

~~~~~ta~.~~·~.~~~*··~~~~~·~v~~~~-~----------------------------------------------------r 
-----------Jclai!!Clq'ltuJee se apayan fas loses y de las variaciones pasibles dela cargo viva contribuyen-

•\ 

a agravar Ia complejidad del anal isis. 

Para simplificar el problema, los reglamentos sue len proparcionar coeficientei ~ 

tos coeficientes est6n basados en los resultados de an6lisis el6sticos rigurosos, modifica-
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TABLA • 2. 

:OEFICIENTES DE MOMENTOS PARA TABLEROS RECTANGULARES, FRANJAS CENTRALES 

. I 

Para las franjas extremes multiplrquense las ooeficientes por 0.60 

hlaci6n delodos cortoo lorao, m" a1/a2 

Toblero ........... Cloro 0.6 0.8 .9 1.0 

I II I II I II I II I II I II I II 

~ N•"'· en bordft cor to 998 1018 .553 565 489 498 "" 438 381 387 333 338 788 292 .. lnlerlorn lor go 516 544 ... 431 391 -412 371 388 347 361 320 JJO "188 l92 
borde$ pc.ltl'f'O 

cor to 630 668 312 322 268 276 228 236 192 199 1~8 16-4 126 130 

c:onti,uOI lor go 175 181 139 , .... 13< 139 130 135 128 133 127 131 116 130 

De bOI'de Neg. en bord• coria 998 1018 568 .594 .506 533 451 ., «)3 431 357 388 315 346 

1J;;"10dO l,terloru largo .516 544 ... 431 391 412 Jn 392 350 369 316 3<1 "' 311 

cor to Neg. en bord• ells. lor go 376 0 258 0 248 0 236 0 222 0 206 0 190 0 

dlu:ontlnuo 
r01lfiYO 

cor to 630 668 329 356 292 306 240 261 202 219 167 181 133 144 

ICII'QO 179 187 1<2 1-49 137 "' IJJ 1<0 131 137 129 136 129 135 

De borde Neg. en bud• cor to 1060 1143 583 624 '" "8 m 481 397 420 346 36< 797 311 

o;TaTo"" lnteriorn lor go .587 687 465 545 "' ,13 411 "" 379 426 "' "' "' 3<6 

largo Neg. en bord• dis. cor to 6.51 0 362 0 321 0 283 0 750 0 219 0 190 0 

di1c:ontlnuo p01ltiYo 
cor to '" 911 33< 366 785 312 "' 763 202 218 16< 175 129 135 

lcrrgo 185 100 147 158 142 "' 138 1<9 "' I~ 13-4 1<5 133 J.U 

0• uqulnO N•v. en bord• cor to 1060 1143 "8 603 030 582 m "0 419 46-4 371 "' 324 '" llOiTodOO lnterlores largo 600 713 "' 56< "' "I ,,. 506 394 '" 360 410 "' "' odyocmt• Neg,., bord• dit· cor to 6.51 0 362 0 J71 0 277 0 "0 0 219 0 190 0 

dl,contlnUOI cmtinuc. largo 326 0 758 0 248 0 236 0 272 0 206 0 190 0 

po~ltlvo 
cor to "' 912 358 ,,. 306 "' 709 798 216 2<7 176 199 137 "' '-•• 191 212 "' 168 146 163 142 158 140 156 138 I" 137 "' 

Ahlodo Neg. •n bcrdel ..... "" 0 5513 0 030 0 <70 0 430 0 380 0 3JO 0 

a;;ar;o dhcontlnuCII largo 330 0 330 0 330 0 330 0 330 0 ]30 0 330 0 

lod01 dh· patltlvo 
cor to 1100 1670 830 1380 800 1330 720 mo 6-40 1070 "" 9513 ""' 830 

contlnuOI lcrrgo 700 2~ 5130 830 5130 830 5130 830 5130 830 5130 830 5130 830 

Coso I. losa colada ...,naliticomente con sus apoyos 
Coso II. losa no colada monollticamente con sus opoyos 
Los coeficientes multiplicados por 10-4 wa2 don mementos por unidod de 
ancha 1 
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Estas coeficientes dan mementos por unidad de ancho en las franjas centrales, -

;uanda se multiplicon por 10-
4 wa~, siendo!!... Ia cargo por unidod de ancho y a 1 ,-

el clara carta. Las franjas centrales tienen un ancho iguol a Ia mitad del claro perpe!:'_ 

dicular a elias • 

Para abtener los mementos en las franjas lateroles se multiplican las caeficien-

tes de Ia tabla por 0.60. 

Las caefi ci entes varian de acuerdo con las candi cianes de apoya en los bordes -

del toblero considerado y con Ia reloci6n, a 1 / 02 , es decir, Ia relaci6n entre las len 

gitudes de los claros corto y largo. 

12. 2 .!'~!!!lt~_!!'!!JL'!!!! 

Como en el coso de losas can flexi6n en un sola sentido las reglamentas suelen 

fijar los peroltes mrnimos admisibles. El reglamento del D.D.F., par ejemplo, recomie!:'_ 

do como volar del perolte ~feclwo el perimetro de Ia losa dividido entre 30o.AI aplicar 

este criteria Ia longitud para lades discontinues se debe incrementar en un 50°/c, si los 

apoyos de Ia losa no san monolilicos con ella, yen un 25% cuondo Ia sean. 

12.3 ~!!!:~!!1~!'.9.s>El~!!!!~~~~~':.!!!~'!.~1'.S' 
Para el coso I, a 1 y a2 pueden tamone como los claros libres entre pa~os 

------------------<:le vigos; pgra el caso]l w tomarOn como..Jos_claros. entre ejas, pero sin ---------tc>n:o~re;;vctc:fht<:ldi:srde'-vcrrtitl:l!rs~rpmrdelrr+=:er-derrnt:tnmlcn:orr+cmfn<ilk.crciianer 
exceder el duro libre mds dos veces el espesor de Ia losa. Los cortes y doblactos de vorl I los se poeden hoce• de ocoe•do coli las illdicacio11es 

de Ia fig 16. En bordes discontinues se usa a 1/5 pora el acero negative y a 2/7 para-

el positive. Los valores recomendados deben oplicarse en ambos sentidas de Ia lasa. Las 

consideraciones sobre refuerzo minimo y mdximo hechas para losos con flexi6n en un se~ 

tida, san tambien aplicables a lasas perimetralmente apoyadas. . ~~~ 

.. 

i 
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12.4 ~~~~:.?~-~':.1_?_:~~~-~':.!~~~-':..':'"!~-':!~~~-1_?~§~-~=~~~.9!'!_~.:~ 

las losas con esa reloci6n pueden considerarse como losas flexionodas en el -

senti do corte unicamente. Debe preverse un refuerzo nominal sabre los bordes cortes-

donde puede presentarse algo de memento negative • 

-~ 

·-
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13. DIMENSIONAMIENTO DE ZAPATA$ 

13.1 ~~.P~!~:.P~!~-~~~':'-

Las zapatas para muros se disei\an como voladizos considerando un ancho uni-

tario, generalmente de un metro. La secci6n crnica para cortante se considera que se 

encuentra a una distancia de un peralte efectivo del pono del apoyo. La secci6n crl-

'd 
I I 1 I l~ mff7-iSttec.1..:, secc.i~ ~ crl_..c.ca. 

Orf ....... fc 
~ c-rl ~~ 
4 ~""".,....,_-to 

$. 

, . I ~~ 
I I I;: I ' , 

I ~ N c:e.c.c.i-1 I .'1. C"A{~c.-
~ . .J.. .---.--to c: 

H~o d.. 
~~1'&tft~ 

Mu..<""od.a. 
~~'to 

T-ij@ ~ ec::.c:.:, &\?&.$ e(" ~ 1i c,.. ~ 
~ -z---ro...+a...s f "-<'D­
"'""' .-r-o s tica para momenta, de acuerdo con las recomendaciones del D.P. F.se considera a Ia­

----------------------~--
. .st Qs.~t ~ 5 J..c. VV\a~po~:ter/1111\, 

mitad de Ia distancia entre el centro y el pono del murof y al paiio del muro, si este 

es de co~creto, como se indica en Ia fig 17. Para revisiOn de longitudes de desarro -

llo se toma Ia misma secci6n. EID.O.£recomienda un peralte minima de fO ems. Debe 

proporcionarse refuerzo transversal con vn criteria an61ogo al mencionado para losas 

apoyadas en Iadas opuestas, indicodo en Ia secci6n 10. 

-~.---· 
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El ancho requerido para resistir Ia cargo transmitida por el muro depende de 

Ia capacidad del terrene. Debe distinguirse entre presion total y presion neta. La -

presion neta es igual a Ia presion total menos Ia presion debida al peso propio de Ia 

zapata ( fig 18). La presion total debe ser igual o menor que Ia capacidad de cargo 

del terrene. Los mementos y fuerzas cortantes que actuan sobre Ia zapata son funcion 

de Ia presi6n neto exclusivomente, 

_// // 
/ ' ' 
//// 

' \, 

~ 
I ' rrsi~ tot ... / 

__L 

1 

___ ___:__ria-_@ 1'rec;.; ~ Me+- "' p.../'Qsi ~ 
--+o+o..~ ~ --z..c_r .J-~ de.. . / 

C:...j -.,~Mt~c::.~ 

'>! 
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13.2 ~~~~~~-~~.:.?~~~~.?~-~!~~~~-

La diferencia l?ri.ncipal con respecto al dimensionomiento de zapatas para mu­

ros reside en los requisites de fuerzo cortonte que se resenaron en Ia seccion 4. 2. En 

Ia fig 19 se muestran las secciones crllicas que deben considerarse para distintos efe~ 

tos. Si Ia zapata es cuadrada, el refuerzo se distribuye uniformemente en todo elan-

cho en ambos sentidos. Si es rectangular el refuerzo debe distribuirse con los crite -

rios que al respecto proparcionen los reglamentos. 

En el ejemplo 19 se dimensiona una zapata cuadrada para una columna de CO!! 

creta. 

1 
'f, 
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14, EJEMPLOS 

Se presenta a continuaci6n una serie de ejemplos ilustranda Ia aplicoci6n de 

los conceptos y principios expuestos en. las secciones anteriores. 

En general se han seguido las recomendacianes del D,D.F. 

aunque no en forma estrlcta en algunos casas. Se ha pracurado que los ejemplos sean 

senci llos, hacienda hincapie en las aspectos fundamentales, e insistiendo poco en -

las cuestiones de detalle, que dependen fundamentalmente de las recomendaciones -

especificas de los diversos c6digos. El enfaque es educative y de ninguna forma de -

ben tamarse como modelo para disei'la en gabinetes de calculo. Coda ejempla viene 

precedido de un pequei'la camentario. 
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EJfMPlO (L) YY -' 
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~ 

l Se trata de encontrar Ia resistencia de una seeci6n de caracteristicas eonoci 'R£51Si.r~c lA A T'l~)(IDN 'D£ U'IJ/l.. Srcc1o'JJ 
R.F''t,._N <Su LAIZ .s 1'1-1 P L El"\.!J-1 'r £ ~PMA.DA. 

das. Antes de colculor Ia resistencio se verific6 si el acero dodo queda comprendi-
DllioS 

+25+ i 
I do dentro de los limites establecidos en Ia secci6n de 11 Especificaciones y constan -

CDn~reto : .f. 1 
• 200 J:,/cm2 ' 

te" del ejemplo. El acero maximo odmisible para Ia secci6n dada se calcul6 siguie~ ________;,_ c: ' "~~ 
.. DT ---- --

do des caminos diferentes. En Ia alternativa a) se parti6 de condiciones de equili - Acero : -4 • -¥dtJO 4/t;¥>?2 ss ' 

I 60 
brio y de compatibilidod de deformaciones. Este enfoque puede utilizarse pare cua_! Is= e x/o' ~/e.M'~ 1 
quier tipa de secci6n. En Ia alternativa b) el acero correspondiente a Ia condici6n ~ 

' : 3V$ '~ .:://.6e,.,..,a 

\ 
: balanceada se obtuvo a partir de Ia ec (6), val ida unicamente para secciones con -
' 

Ia zona de compresi6n rectangular. 
~s'PFCJFIC~C/O#Ff )!_ t" ~HJ .7"~J./ 1" E s_ ( ,. ; I 

;:, Jv~r-u.s 
..... 

' ( re ..lv e; .,!., s . I 

' La resistencia se calcul6 de Ires maneros diferentes. En Ia alternative o) se- J 
I 

.f*- o. 8 .(ct =- l>. e ( tzoo) =- /t>o 4/CNI'72 i 
I 

aplicaron las condiciones de equilibria, suponiendo el esfuerzo en el acero conoci - c-
I ii 

do, Esto es posible yo que se comprob6 previamente que el acero fluye. En b) se -
.;.; = 0,85 J:- c.ss (t,o) =- /.:J• l.J /e.Nr2 .L I ; 

' 
aplic6 Ia ec (5). En c) se utiliz6 Ia grafica de Ia fig 6. 
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/ c = /.3~ ~/~~ 

I 
/Je,rv / . 

' . n?'n"nu:J 
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~/" :; ~.; !f;- .: D.~ - ~ c.oo Z.5 
'YIJOO 

#c~l'b I • 
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~~ = 'i- :C. "/tf(')t> /.3' "'tfCO 
"· c/63Z = = .• , 

1., It +I> ~()0 "'/()tJt> /0000 

(f ! 
' 

-;p ~,..,,', = O. oo 2S 
' 

' f ~ I •- ~. 0/1;32 i h>tll.)f -

·-- . •' 
, .. .. 

. 
-- ---- ~- ----
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Ejemplo 2.- !.!'.!~!!!!:~~2-~1!'2'!~!!-<!.':.!'~-!.'!.C:.c:!.?.!'_!:.'!.C:.I;'.!'.i!'l~!:..?E~l!!!'!'.!'!!_~~a-<!.~ 

El acero que Ia secci6n dada puede admitir como secci6n simplemente armada, 

si se considera que el maximo permisible es Pb, es 

0.01,31. bd ~-0.01632( 30) (52) •26,;<"cm2 

El acero dcldo es superior a esta cantidad, par lo que se ha previsto acero de-

compresi6n. 

Se revis6 si se cumplfan los requisites de acero minima, a tilulo ilustrativo. En 

una secci6n doblement.,.ormaaa carrectamente dimensionada es abvio que estos requi~ 

tos se cumplen siempre. 

El acero maximo odmisible como secci6n doblemente armada se determin6 a pa.!: 

tir de consideraciones de equilibria y de compatibilidad de deformociones. Result6 ser 

supe0or al dado. El momenta se calcul6 por tanteos, variando Ia profundidad del eje­

neutro hasta logror satisfacer las condiciones de equilibria. Generalmente son suficie~ 

tes dos o tres tanteas • 

La precisi6n num:rica mostrada es adecuada para cases prdcticos. Cuando ex~ 

te acero en Ia zona de compresi6n de una secci6n es conveniente proceder, en gene -

----.r.,act-1, par rCii'ifeos porquelaaeforrriac•6n un~fana del acero--ae-<:ompresi6n, y, par lo Ia~ 

to
1

el esfuerzo correspondiente, varian con Ia profundidad del eje neutro. En el ejem­

pia, sin embargo, se padria haber resuelto el problema directamente, parque dada Ia -

9.eometria de Ia secci6n considerada el acero fluia en todos los casas, pudiendose - -

haber tornado un valor de f; : fy • 
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E.lEMPLO @ 3/5 
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Ejemplo 3.- ~!':~~~~=-~':2_~1!'.!'!~~-'!."..~!'2_:"..<:.:!~!'-! 

Este coso no pudo tratarse como una viga re~tangular de ancho ·1gual al ancho 
I 

efectivo de Ia T, porque el area del potln noes suficiente para desarrollar ~"! fuerza-

de compresi6n requerida para equilibrar Ia fuerza de tensiOn proporcionoda por el ac! 

ro. El problema puda resalverse directamente par no haber acero ~ Ia zona de com-

presi6n, 

Se ilustra en el ejemplo Ia manera de determiner el recubrimiento de cc'ilculo, 

que depende de Ia colocaci6n del acero de tensi6n. 
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r--- Ejemplos ~-q§_ 
-··~~,..,~~1~ll>lt .• 

•I 
Estos Ires ejemplos ilustran Ia determinaci6n de esfuerzos por media del artificio 

de Ia secci 6n transformada. 

El m6dulo de elasticidad utilizada es el re•;omendado en el Reglamento del D. D. F. 

para efectos de coria duraci6n. Para obtener el esfuerzo real en el acera es necesario mu_! 

tiplicar los esfuerzos f1, a Ia altura del refuerzo, ~alcubdas aplicando Ia f6rnoula de Ia -

\ 
• 

escuadrii:J a Ia seCci6n tronsformada, porIa relaci6n modular, ..!:!... • En !a secci6n doble-

mente armada, se transform6 el acero de compresi6n en concreto equivalente, multipli -

cC:ndo por ~~ para tener en cuentc el concre~o desplazado por las varillas. En el mismo 

ejemplo, se consider6 el acero concer.trado a un nivel situado en el centro de gravedad-

de todos las varillas. Mas correcto es transformer el area de coda lecho independienteme!! 
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Ejemplo 7.- !!.!!:'!~~=~':.?_:~~.?~!~_d_:_~~.?-~~9_':~!:~':~9-~1.?~ 

El refuerzo transversal d.,. Ia viga considerada consiste en estribos cerrados de 

dos ramas. 

Los requisites de refuerzo minima se cumplen adecuadamente, ya que Ia sec -

•· 
ci6n del refuerzo transversal requerida para Ia separaci6n maxima especificada de 30 

em es menor que Ia proporcionada por los estribos del No.3 utilizados. Se determin6 

Ia resistencia a partir de Ia secci6n crilica, que se encuentra a uno distancia del pa~o 

del apoyo igual al peralte efeetivo. Se supuso que en forma aproximada, Ia contribu-

cidn del ocero cambia a Ia mitad de Ia distancia entre estribos de distinta separaci6n. 

Para caleular las zonas de influencia de las diferentes separaciones se procedi6 de Ia 

siguiente manera. 

Considerese por ejemplo Ia zona donde los estribos se encuentran a 10 em .EI 

primer estribo se encuentra a 5 em del pa~o del apoyo. Siguen 10 espocios de 10 em,-

lo que da un metro. Suponiendo que Ia zona de influeneia termina a Ia mitad de Ia di~ 

tancia entre el Ultimo estribo con seporoci6n de 10 em y el primero con separaci6n de 

15 em faltaria agregar otros 7.5)cm que en el ejemplo se redondeoron a 7 em • Resul-

Ia entonces 5+ 100 ... 7 • 112 em. De manera analoga pueden determinarse las zonas 

de influencia de las demOs separaciones. 

El procedimiento a seguir cuando se utilize refuerzo inclinodo es and logo. Las 

separaciones del ref..,erzo transversal en este coso se sue len considerar a lo largo de -

una linea para lela al eje y situada a Ia mitad del peralte efectivo. Cuando en una se~ 

ci6n se combinan dos tipos de refuerzo transversal, por ejemplo estribos verticales y -

barras inclinadas, pueden sumarse las contribuciones de ambos refuerzos. 
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Ejemplo 8.- ~~~~~~~~2-!!_S.~!!!!:!~~_9~-!!~-~'!P.."!J_~!![.q_~gl!!!!'!'J_!!!Jl!!!!!! 

Se consider6 en el c61culo un valor promedio del peralte efectivo definido -

par el plano de tangencia entre las das lechas de varillas. ·--
La resistencia como viga, en este coso, resultcS ser menor que Ia resistencia -

coma losa.Sin embargo en muchas situaciones el valor crilico es el correspandiente a 

Ia condici6n de losa. 
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Ejemplo 9.- ~~~':.':1_?_~~-~~-~':~9}!~~-'!,~~:~~~,?~~C:~:-~~~-v-'!.'!~~-

La fuerza T Produce un esfuerzo en Ia varilla igual al de fluencia: 

2 20~oD~ ~000 kg/em 
5 

Por lo tanto el anclaje debe ser capaz de desarrollar este esfuerzo. 

El valor calculodo con Ia ecuaci6n 16 es superior a los valores minimos especificados. 
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Ef~mplo 10.- !?:f~~>:i2!'-~!-~~~!!l!!!!!:!!!~~~ 

'·~ .~ .... 

Se consider6 Ia secci6n agrietada transformada porque el porcentaje de acero de re-

fuerzo es relativamente alto. 

J. 
Cuando resulta una deformaci6n excesiva y noes posible aumentar el tamallo de Ia-

secci6n puede agregarse acero de compresi6n, con lo cual se disminuye el factor F. 
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~ '"E. J" 'E. M "P .L. 0 @) '3 Ejemplo 11 
• - !.!~~<:':!.?!'_~~~~~-!l.'2!~': t 

1)'E."FL'EX lON "'t>L I.)N4 Vl &4 'R.1LC."f4N.&CI~n,. -
La carga dada es a nivel de servicio. 

C4.J., c:.v.L.O ""FU--e!c:.l-1 A 
El esfuerzo del acero se estim6 utilizando el metodo aproximado de Ia ecuaci6n (21). 
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Ejemplo 12.- Determ\naci6n del acero de una sei:ci6n rectangular de cara~teristicas-
--------e--------------~-\-------------------------------------

dodos .. ~ 
·'·~ 

Se utili zaron Ires metodas . 

El primero consiste en Ia aplicaci6n de Ia ecuoci6n-(5), que es apl icable unicamente 

___., secciones rectongulares. Este metoda implico Ia s~uci6n de una .ecuaci6n de segu~ i.-
do grade y se apl ico poco en Ia practice. 

.'( 

El segundo metoda, es un metoda de tanteos, apoyado en principios fundamentales.Se 

supone en este coso que el acero fluye, perc teniendo en cuenta Ia compatibilidad de 

deformaciones es oplicoble aUn cuando se deseo calcular los resistencias de secciones 

sobrereforzadas, lo que es poco comun en Ia practice. Este metoda es de aplicaci6n-

general. Conviene recordarlo porque puede aplicarse a cualquier tipo de secci6n y !'£ 

ne de manifiesto el fen6meno fisico de flexi6n. 

......'*'h'' 

En el tercer metoda se recurre a Ia apli caci6n de Ia representaci6n grafica de Ia ecu!:! 

ci6n 5. El metoda es sencillo. Otros procedimientos se boson en el empleo de tobias-

de distinto tipo. 

En los ejemplos se supuso que el acero fluye. Esto se comprob6 al final del ejemplo,-

comporando el acero obtenido con el correspondiente al de Ia condi ci6n balan -------- --
ceada. 

l 

' 
' , I 
' 

If'' ·•.71 ·li·~ 
,.,_ .. .. J. ., 

EJEMPLO @ '/3 
DfTEI2l"llNI'IC\d 1-1 
\!.E'C tAN 4U \.,0. IL 

OEL \2f"f'U€12ZO DE' UNA, Sl?CCION 
OF tl\M.ENSIONE'S DADA.S. 

DATOS 

r~,;sf£11\.cAO. ,.. ""'-0\M..IAA.+o !'0\IJOv\ .la.. D· 
_______.._MI.\ = t8 io111- W\. _._ _ "' 

G:.V\cr~to : ~: = '2 50 lc~ /CAM.,_ •! -
~ .' t"\: "'DDO k'~ jc..N~1.. + ~0 + 

.ES?£:rFICAc\01H:"~ 'I C:ot-'~TA)'oiTE"~ 

I:sf.uonos ~e.luci .U.s 

+~ = o. 8 ( 2 5o) = '2 oo _, 
f" = o. 85 (200) = / ~0 c: ==---

lc~ I GIIVI1. 

r_, /c..M'l. 

I 
-c ALCuLt> PFL Af2€A. oc RCE"~o 

(tr 'Httod.er A_p\ica.-.l. Pot'--u \o.. 

\wi12 = 'MV\: ~ bd'Z~~ ~(1-o.c:,~) 
IS)llo5 = o.-,('3o)(5s)' (l'~o) ( ~- o.s~f1) 

~'"1- 'Z~ .... c. 2<5 'n~-z • o 
-- -- ...., ~ ;;-c. /393'/~j 

i 

JU· 

... i· 

+ 

(,0 
c.~ 

.... 
.·., 

"!!t"-.. 

As= ':Jbd 
pi 

.1S.. • :'\ 1-10 -C.l39.3'1~f(30)(55J ~- 9. ;18 CM.A t. 
~, 

2• tt_J.l~ ;- Por 

\ A.s = 9 .. ~, ~~ ( 

-\-Cl\1\ ~ 0\ 

~ ~ .. "1. ,,, 
01 ~ ·c:-= ab~c ... . . " .. - . -

-~ ~ c-+ I 
----- --....-~~•• T= ~ ~ ~EJ- -

t 

--!t--

J 
i 
•. 

.......! 



,. 

.; 

---

I 

,,.. 

£J£MPLO@ o/3 
D£TE12MINAC.tc;;,J t>cL l2EFU~tno 06" u>JA sc~ctoi'J 
k?EC::tANqULAe DE DIMEJJsroNE'.5 DAJ>AS. 

C=T 1><2 ~ = As~~ 
b {'~ . 

r ,t 
'M~ = A. "1 (c\- tA!z) f~t 

~L. 
Dc2 

A~= 
Fa~~ (c\-~) 

t,"' 4t.o 1t.r ~- \0 C.¥'1'1. 

Aa.. IB'Ilto5 
o."'looo)(ss- !>) -= /O '",....,2.. 

,_ 
-~-

"" 

-~ 

~= 
/D ( "/OOo) 

3o(t ~o) 
:. ~.8'1 ~ -l\:\' '!:.::f::. 

Q• 1-B c..W\. 

l - It X/Or 
As.- o.,(~ooo)(55-3.CJ) '= 9.:;.1' Gh'?z. 

0. = 9.~8("/ooo) = ';1. '~ CNv\ .;. ";l. S c.- _..-
30(r~o) 

-------.-. f fis =-~~8 ~] 
3'' 1-1A,1,- A~ica~.lo lo. !:!..:.&"" Jt l... ful@_ 

M& .. 1 tooooo .:: o. 1 ~, 6 fi bJ-z ~'h 0·~(3oX5 r)Z((~o) · 

j)~ 4t JF,.~/i~A , ? : 0. 13CJf 

.f tl 

As= ~bd ~c. = o .. l39'f(:.oXSS) 1 ~0 = 9. ~8 CM-12 

' ~~~--0----------~ 
~\A::.: 9.?8 C..M'1,\ 

109 

i 

I 
J 

I 

l 

:t:.)€MPLD ® '·, ., 

a/5 

~TeeMtNAc.toN t>e<L QE=FuE£2o P£ u1-JA sr:-cc.rr!JAJ 
eE'CIA, 1 t$uLAI2 t>C t>JMEI-lSIO UES. l)~ PA!.. 

2E\IISIOH .LIMITAC.Ioi-I&S DE -1\C£20 

n Vi[ Y"i";O 2 ~""' 'inJ. = o.~ - = o.~ = D.oo "T"T 

" -1,_, ~ODD 
~ ~ 

/Js,.,.,,~ D.ooz:n 6J =. ().t;oz'?~ (30)(55) ::. -Y. r~ ~-a. 
~ '}.~lcwt!-.,; 

~~. ~:-,.­
''"'"?< ..,.., 

t;!~. ~ =- (). o zo'/ 

- /~0 
iDDO 

1./IDO : 
/D"'O 

., f{f_~" c c.ozoSI(3o)(sr)- 33.6~CM~~"" '?'-~SCAM~...-

A l2 M~ 'DO 

~JI.s #6t:://,'{/Cwt2 

)' 9.~8 -1. D 

~ 
\ 

l 



E jempl o 13. - ~!'!!~~~~:!.?!' -~!J!'~-~!"_':.~s!~~!_.Y_~!~.?!~_'!':.!'~!'!~-'!':...".!!'_!.!C:.':!.?!'_: 
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-- Nose han impuesto restricciones ni en las dimensiones de Ia secci6n ni en Ia 

cuontia de acero, de manera que el proyectista estd en libertad para escoger las co-

racteristicas m6s convenientes de acuerdo con los reqttfs1tos constructivos, t&cnicos y 

econ6micos del caso. 

Un camino usual consiste en fijar el porcentaje de acero y determiner las di-

mensiones correspondientes. Si se elige un porcentaje bajo se obtiene una secci6n-

grande, pero con un consume bajo de acero, lo que suele resultar econ6mico en las-

condiciones de costo de nuestro medio. Los porcentajes altos, por el contrario, impU. 

can una mayor cantidad de acero, pero permiten secciones m6s peque~as, lo que pu_! 

de ser importante cuanda hay limitaciones de espocio o cuanda el peso es una consi-

deraci6n significative. Evidentemente el porcentaje escogido debe estar comprendi-

da entre los valores m6ximo y mr.,imo especificados. 

Para un porcentaje dado pueden obtenerse diversas combinaciones de ancho y 

peralte. Las relaciones usuales entre ancho y peralte varran de 1/4 a 1/2, aunque no 

es raro encontrar valores diferentes. ComUnmente se escogen dimensiones que sean -

multiples de 5 em. En el ejemplo se expres6 el peralte efectivo en funci6n del ancho 
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t 
I 

----------------- --------

y se calcularon los peraltes efectivos correspondientes a varies anchos. Con base en 

estos resultados se escogi6 una secci6n de 35 x 70 em que tiene una relaci6n b/h: 1/2. 

A esta secci6n corresponde un valor de) peralte efectivo diferente del calculado ori-

ginalmente para el ancho de 35 em por lo que fue necesario hacer un ajuste en Ia ca!!. 

tided de acero. 

~JtMFiO@ V1. 
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Ejemplo 14.- ~!!':!!'!.i!'.?32~~-'!0:.I_!:_o:.f'~!!:~_'!':.~!'.?.:O:.:.".!;'!'_!:.':.~!'!'!l~~~!:..?!'~~~!!'!'!'!~-':'":_ 

_"""'"......,. .. ....,i. 

mada de dimensiones dadas 

Se camprob6 inicialmente que el momenta maximo que puede resistir Ia sec -
30.18 

ci6n como simplemente armada es de solamente ton-m, si se supone que el acero 

maximo que admite Ia secci6n es el correspondiente a Ia condi ci6n balance.!!. 

da. Por lo tanto es necesaria reforzar Ia zona comprimida agregando acero de compr! 

si6n, puesto que el momenta a resistir es igual a 50 ton-m, 

El valor de .5! se lorna iguol a h-8 em= 52, previendo que el refuerzo de ten-

si6n se colocara en das lechos • 

El area del acero de compresi6n se calcul6 a partir de Ia condici6n de que el-

acero de tensi6n no debe ser superior al correspondiente a Ia condici6n ba -

lanceada. El recubrimiento del acero de compresi6n se tom6 igual o solo 5 em, consi-

derando que el refuerzo correspondiente podra colocarse en un solo lecho, Se determ_!. 

..., ~s~ -4 J"'~·C-#\. d,. ~ hrJt'l l..li 

1 : o. 0 9 ~ f ra un area de a cera de tensi6n igual al area requerida para resistir el momenta dada 
I 

n6 el Cirea de acero de compresi6n que requeriria una secci6n que tuvie -

!.'' Jt , de 19.S'li.,.,._...,, 

~~~~=~~1X~~~(~=M2'~~---·-------------------------~ 

AeHADo. 

3 Vs #":/.:: //.,le-wt' 
) 1/.U,c-t 

+ 3r + 

Ps • //. Zll c,.,..,"1. 

... 

~0 

+ 
.,.,\ 

Para calcular el area debe investigarse si el acero fluye.En el ejemplo£~ re-

sulta mayor que Cy por lo que se consider6 f
5 

• fy • En coso cpntrario debe usarse el-

I 
,r,;. 

\. '_) 
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..... ~· 
esfuerzo correspondiente a Ia deformaci6n unitaria calculada a Ia altura del acero de 

campresi6n. 

Las diferencias entre las areos del refuerzo propuesto y las calculadas son pe-

queilas y pueden considerarse aceptables. 
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Ejemplo 15.- ~!!!~~~~:_i,?.!,'_~!~~!~"..':.'!~-~!-':'2.':~~::~~~!_~!-'!.i~':.~!~~!~;';i;'~ 

Por medio de un tanteo senci llo se comprobo que el patrn por sr, salo no es c~ 

I 
~ 
~ 

paz de equilibrar Ia fuerza de tension que puede desarratlar el acero. Esto significa 

que el lrmite inferior del bloque de esfuerzos quede Jebajo de Ia parte Inferior del- ~ 

patrn, por .lo que es necesario considerar Ia contribuci6n del almc>. 

El area inicial de acero se calcul6 supaniendo un valor aproximado del brazo 

del par interno. El valor inicial se ajust6 calculando el brazo del par interne, partie~ 

do de Ia pasi<;i6n de Ia resultante de campresi6n obtenida en el primer .tanteo. Se apr! 

cia que Ia nueva area de acero difiere poco de Ia calculada inicialmente. 
,~ ... ·" ~ 

11 

~ 

I 

El acero mrnimo admisible se determin6 aplicando el valor de Ia cuantra mrni-

ma, Pm· =" 0.0Ql5, a Ia secci6n de Ia nervadura, coma suelen recomendar los c6di '" -
gos. 
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I 
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El problema consiste en 'disellar una losa. libremente apoyada sobre muros. 

La cargo de servicio de 900 kg/m2 dada se mul.tiplie6 par un factor de cargo 

~ igual a 1.4 para obtener los valores del memento y de Ia fuerza cortante que d~be r.! 

~~·~ \~-

............ , .. 
·r ...,... 

' ·~.~ •. 

:~4 ~ ,\'• 

.... 

sistir Ia losa. 

El clare de c61culo se tom6 com~ Ia sumo del clare libre ~as Ia miltfd del pe­

ralte de coda lado. Puesto que al estimar el memento inicialmente, el peralte nose-

conace, este debe estimarse. 
{, ' ' 

El anal isis y dimensionamiento de lasas de este tipo suele referirse a un ancha 

unitario. En el eJemplo, se consider6 un metro, de manera que el momenta calculado 

es el que actola sobre una faja de un metro de ancha. 

Las porcentajes de refuerzo,en lasas suelen ser relativamente bajos. Se supusa 

aquiun valor de p-.0.008. El peralte efectivo correspondiente fue 12.1 em, lo que-

implied un peralte total de 14.6, si se supone un recubrimiento de 2.5 em • Par con~ 

deraciones constructivas, este volar se redonde6 a 15 em, lo que oblig6 a hacer un 

ajuste en el acero. 

En el croquis de armada se muestra el refuerzo principal junto con el refuerzo 

transversal, que en estes losas se coloca encima del primero para lograr Ia maxima -

efectividad del mismo • 
og 

"'-'· 
La revisi6n par esfuerzo cartante indic6 que el concreto por si solo resiste am-

.· 
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pliamente Ia fuerza cartante, coma suele suceder en losas. Para el cdlculo de Ia 

fuerza cortante se rec!Jicul6 el clare teniendo en cuenta el peralte, definitivamente 

adoptado, refinamiento del que puede prescindirse en Ia mayoria de los cases pr6cti-

cos. 

--~~_J"' relaci6n entre el clara y el peralta es 495/15•33. Este valor es superior al 

especificado en Ia tabla 1 para losas libremente apayadas para poder prescindir de c~ 

culo de d~flexiones. Serio par lo tanto conveniente hacer un anal isis de flechas an6-

logo al rec lizado en el ejemplo 10. El estudia de agrietamiento se haria coma en el-

ejemplo 1'1. 
ti ~ o'(,: 
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Ejemplo 17.- '2L'!!!!!!iS>!'S..mJ.!'!'!Q_c!ot.I'!'S'-Y!s.CL!!!£!?.!~S!!.IS>!~l!!!Pl!!!'.!'!'!!_'!!"l'!.<a.<ia_ 

··:::>.q 
La viga par disenar esta sujeta a una cargo de servicio de 6 ton/m. 

-~ ~ ::. o. '233 -- -· ,. • .,-~--
Para obtener el momento y Ia fuerza cortante resistentes para los que debe <!!_ 4~ 

=,As= <:f. ~ bel: 

c-_ • I 
..JCl.fO~L\C>tf\ 

o. 'l33 J}L (rco)(rz.r) = 9' • .,o c..vvi-Jm. 
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(00 (\ .. 

~ 
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As. 

\.IQniiD~-~ 'It</ 
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senarse Ia cargo de servicio debe multiplicarse par el factor de cargo dado, ··que es -

' igual a 1,4. 
.~ ................ 

Considerando ·que no existe ninguna restricci6n en Ia forma de Ia secci6n, -.,..../ 
se fij6 u~ porcentaje de acero comprendido entre los lrmites dodos, y a partir de", 

S'-\ ti se determinaron varies combinaciones posibles de ancho y peralte efectivo, como se 

hizo en el ejemplo 13. La secci6n finalmente adoptada fue una con un ancho igual 

a 35 em y un peralte total de 70 em • 

El 6rea de acero requerida para esta secci6n se proparcion6 condos varillas 

- del No.7ytresvarillasdel No.9, que cabenenunsolo lecho. Estacombinaci6n-

de varillas do un drea de acero prdcticamente igual a Ia te6ricamente necesaria. Los 

cortes de varilla se determinaron grdficamente, en Ia forma indicada sabre el diagra-

made mementos. Las varillas cortadas se prolongaron un peralte m6s alld de Ia sec -

::: ! "'
1 

ci6n donde te6ricamente dejan de ser necesarias. 
-~~ 

les es d/2. Esta separaci6n debe tambien ser igual o menor que Ia correspondiente al-

refuerzo transversa I m rn i ma dado par Ia ec 15. 

j 

' e.~o -
~\4C. = z. 'flr (3.118f 1 = 2. 8b~ f /a., 

En el ejemplo Ia separaci6n requerida en Ia secci6n crilica, que, par definici6n, 
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se encuentra a un peralte efectivo del paiio del apoyo, result6 me•or que d/2 

'\ menor que Ia obtenida para el refuerzo minimo dado por Ia ecuaci6n 15. 

L<>~ separaci6n fue de 1</,3 em, que se redonde6 a 11./ em. 

El refuerzo transversal determinado para Ia secci6n crnica debe uti lizarse -

tambien entre el paiio del apoyo y dicha secci6n crilica. Una practica camun con -

siste en colocar el primer estribo a una distancia del paiio del apayo igual a Ia mitad l 
de Ia separaci6n requerida. En el croquis de armada se muestra el refuerzo transver -

sal propuesto. La separaci6n minima se ha canservado en toda Ia longitud de Ia viga, 

Ia que es conservador. El Reglamento ACI-71 permite Ia amisi6n de refuerza transve!. 

sal en vigas cuando Ia fuerzo cor+ ·"e es inferior al 50 por ciento de Ia resistencio a-

cortonte del concreto, Vc. I 
Cuando no rigen .as limitaciones de refuerzo minima, como sucedi6 en este-

ejemplo, las separaciones de los estribos se van varianda a Ia largo de Ia viga de ' acuerdo can Ia magnitud de Ia fuerza cortante . 
~.'"1' 

La relaci6n entre el clara y el peralte fue 700/75: 9, par lo que, de acuerda 

con Ia tabla 1, nose requeriria revisor Ia deflexi6n. En coso necesario, el andlisis de,.. 

formaciones se efectuaria coma en el ejemplo 10. El agrietamiento se revisaria como -

.,._. 
' en el ejemplo 11. 
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Ejemplo 18.- ~2~!!'!~C:n_':~~<:_~t~-~!_':~"..!~:"..!'!~~~!!!'.?!~!!'!!_".P..~-"-~"-

Se considera en este ejell'!Pio un tablero externo de un sistema de piso formado 

par trabes y losas. 

ComO pera~te total tentative se escogi6 lOcm, que es superior al valor minima 

----:--cle B.Ocm que resulta de aplicar Ia regia dada en Ia secci6n 12.2. Este valor fue el-

utilizado al estimar Ia carga total que soporta Ia losa en condiciones de servicio ode -

trabajo< La carga ultima que debe resistir Ia losa se obtuvo multiplicando Ia carga de -

tervicio P,"" el facto~ de carga 1.4 • Con este valor se determin6 el momenta flexiona.!:'. 

te ~ra el cual debe dimensionarse la,losa. 

En el Reglamento del D.D.F. se estable~e que, el peralte efectivo correspon -

diente al acero.de flexi6n debe reducirse en dos centimetres para tener en cuenta erro-

res en Ia colocaci6n del refuerzo. Este ajuste es significative en el caso de losas, en-

que el peralte total suele ser reducido. En el ejemplo, el peralte efectivo del acero P£ 

aitivo result6 de 8 em considerando un recubrimiento de 2 em. El del acero negative,-

de acuerdo con Ia recomendaci6n anterior, se redujo a 6 em. Los mementos por res is -

tir en las diversas regiones del tablero se calcularon con los coeficientes de Ia tabla 2. 

Los c61culos correspondientes, asi como los de las 6reas y separaciones de acero reque-

kpQ'fO.U~ C.Q tc.ul01. d.o-. : ~- R'O"t; b., # ~ (2 ~) rides, se efectuaron en forma tabular. La determinaci6n de las areas de acero se ba_s6~-=---------------+ 
---S ..: fli A If b J = 0.8(1.'12) (2loo)(&IJ = 

1
,.1 3 

en Ia grafica de Ia fig 6 • 
... , - ,, // ~, l ..,. c:-t\. 
'~U YeQ 

~ ] s :0 1¥ CAY\ 1 \2,,-e l,.. ' "' po.. I'Q.~CV\ CAl c..v l...c4 . 

cpo~u1!:. A~Y\~Po 

-1-•.~t+o.tr .f. J 

~~~· t,:, t. ... J 
. 2#, t 

\)k,r ~~bo~ .ft3 ~ I'ICNv\· 

( p nw.er- c.d~\~o G. ~ '-· W. 
~~ old O.f!O'fO), 

' 

t 

' 

Se ensayaron Ires tama~os de varillas: de los numeros 2.5, 3 y 4. En el armada-

propuesto se escogi6 Ia varilla del No. 2.5; con los otros diametros, en amba sentidos-

resultan separaciones excesivas que obligan a colocar el refuerzo por especificaci6n, -
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con el consecuente desperdicio de acero. 

En Ia hoja de calculo 'fse muestran en uno planta esquematica las separaciones 

te6ricas requeridas por momento o para cumplir con especificaciones en las distintas Z£ 

nos del tablero de losa considerado. los armadas propuestos se ajustan a estas separaci~ 

nes dentro de las restricciones que impone Ia conveniencia que desde un punto de vista 

constructive tiene el user separaciones moduladas. 
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Ejemplo 19.- ~~'!!~~~.?~2!"~!~!~_<!,:,~~2-~~e~~'!.5!'2~~~~~.P.."-.'2_:~~':'!!~~-<:i!~'!.'!.'!. 

El dimensionamiento se llev6 a caba por medio de un praceso de tanteas, en-

que se van supaniendo peraltes distintos de Ia lasa haste encantrar una que cumpla -

adecuadamente con las requisitos de resistencia que rijan, ;.. 

-------lL-.. _,. ,.,.. ""11 .. ,,_. ... 

El primer poso consiste en det11rminar el 6rea que debe tener Ia zapota para -

que nose exceda Ia capacidad de carga del terrene. La capocidad dodo en el ejempla 

r_;Hi""'o, 
corresporide al nivel de cargos Es necesario tener en cuenta que 

una parte de Ia capacidad se utilize pora soportar el peso propio de Ia zapota.Por lo-

tanto Ia capocidad uti I disponible para resistir Ia cargo transmit ida por Ia columna es 

igual a Ia capocidad total dada menos el peso propio. 

En el primer tanteo se ensay6 un peralta total de 45 em , El peralte efectivo-

correspondiente se estim6 considerondo que el refuerzo utilizado consistiria en vari 

lias del No.6y que se debe proporcionar un recubrimiento de 5 em , Como peralte 

efectivo se tom6 un valor promedio medido al plana de contacto entre los dos lechos de 3,.2., ....,l 
refuerzo. El area necesaria obtenida en este tanteo fue dj que puede darse, 

aproximadamente, con un cuadrado de 6.30 m. de lado, Como generalmente el peralte 

est6 regido por Ia resistencia a cortante como losa, se empez6 por revisor esta condi -

ci6n. Para ello se consider6 Ia presi6n neta ultima, Pu neta• es decir Ia prof~ndidad-

por Ia carga transmitida por Ia columna multiplicada por el factor de carga especifica-

do. Se comprob6 en este tantea que el esfuerzo cortante es superior al permitido, por-

I~ que fue necesario hacer un segundo tanteo. 

En el segundo tanteo se ensay6 un peralte de 60 em , El cambio en el peso pro-

rl :- ,, c ~ ... 
t'-' 

sr 

• i 

j 

I 

j 
. ,,.,. 

~ 
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pio hizo necesario ajustar el area por haber cambiado Ia capacidad util de cargo del - _ 

terreno disponible. Con el nuevo peralte los esfuerzos cortantes como losa y como viga 

fueron menor-es que los permisibles. Se procedi6 entonces a calcular el refuerzo nee~ 

rio con Ia grafica de Ia fig 6. 
'' 

-.> El valor del indice de refuerzo obtenido de Ia gr6fica, esteS comprendida entre 

los limites especificad~, lo que indica que el peralte es tambi'n adecuado desde el -

punto de flexi6n, Puecie disminuirse el refuerzo au!"'entanda el peralte, pero esta im-

plica un tamaflo mayor de zapata yo que Ia capacidad util del terreno va disminuyen-

do al aumentar el peralte. 

Por ultimo se revis6 si el espacio d)sponible desde Ia secci6n crllica para mo -

mento es dispanible para que Ia varilla pueda desarrollar su capacidad. 

I ' .~ 

El armado adaptada se muestra en un croquis. 
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L: En los capl.tulos anteriores se analizO la ace iOn de las cargas ax :tales, 

fuerzas cortantes, momentos flexionantes y mementos torsionantes actuando 

. :; en forma independiente. Se establecieron las expresiones que permiten ca.!_ 

cular los esfuerzos producidos por estas acciones al actuar en elementos 

estructurales tales como columnas, vigas, muros, etc, para materiales con 

com.portamiento elB.stico lineal. Las expresiones empleadas se indican a 

continuaciOn: 

"'"" ... 
~ ~- Esfuerzo axial 

Esfuerzo cortante 

, &[- p 

~r ..,..f .A 
-~ 

v • .Yll 
It 

~ , 1 "lr . ·' ,,_q 

\ Pr<.::: ~ 'i l b 'If Kc:.. ) 
~-"' Esfuerzo normal debido a flexion~ y • f 

. 
• • [. PR.: 1./o Tt>N I 

s·; 

-~.A: 

_!S', ~· .,_-.. 

Esfuerzo cortante debido a torsiOn :. + c • T 

En este capitulo se le darB. especial atenciOn a la acci6n de la carga axial 

y el moaento flexionante cuando estos se presentan simultineam.ente en una 



i'' 

secci6n de un elem.ento estructural cualquiera. La carga axial podri ser de 

tensiOn o compresiOn y el momenta flexionante podrB. actuar alrededor de uno 

o de ambos pianos de simetria de la secci6n. Asimismo se presents el cbn­

cepto de niicleo central y como -una aplicaciOn de los conceptos antes expues­

tos se·ilustra la forma de revisar y dimensionar muros de retenci6n. 

FLEXOTENSION Y FLEXOCOMPRESION EN EL INTERVALO ELASTICO. LIHITACIONES DEL 
PRINCIPIO DE SUPERPOSICION 

. 136 

ga axial P. Esta fuerza producirB. entonces mom~ntos flexionantes adiciona­

les en la viga que hacen que la superposici6n de los efectos de la carga 

axial y del momenta flexionante, calculados en forma indepeadiente, no sea 

vB.lida. 

En este capitulo solo se estudiarin barras que seaq relativamente r1gidas y 

cumplan ~on las condiciones descritas en 1). Los elementos estructurales 

cuyo comportamiento cumple con las condiciones descritas en 2). Se estu-
~~~~~~~~~~~~~~~~~~--~ poste.riormente. 

Para ilustrar el efecto de la acciOn com.binada de la carga axial y del mom.eE_ 

to flexionante considerese la viga en cantilever mostrada en la fig 1-a en 

la que actiia una fuerza inclinada F. 

:csq~ : I 
)(. 

Fig la, 1... 

m '\ ~- ~~ 
- . .. ± . 

. ·{=--~ -+ -:t, 

.,.s.~ 

Efectos de esbeltez. I ,, . ...,;. 

Loa efectos resultantes en una secci6n recta de la viga de la fig 1-a, si­

tu ada a una distancia X del extremo libre se obtiene superponiendo los es­

fu~rzos axiales debidos a P y los de flexiOn debidos a Q. Estas distribu­

ciones de esfuerzos se muestran separadamente en la fig 1-b y 1-c respecti­

vamente. Los esf.uerzos finales, indicados en la fig 1-d ae hallan con la si 

auiente ecuaci6n: 

~9 q 
- - 5I ' • ..L :l:~y 

A I (1) 
s' 

.;··: .'l•· lb . lc. ld. le. If. E. I". {J. 

donde P es la carga axial y M el momenta flexionante en la secci6n consider_! 

da. Para la viga cantiliver mostrada se tiene queM • Q (x). 

Esta carga se puede descomponer en una fuerza flexion8.nte tranaversal Q, .. y 

una fuerza axial de tensiOn P. 

Para determinar los eefuerzos producidos en la viga por estas fuerzas ea ne­

cesario distinguir entre dos posibilidades: 1).- La viga puede ser de lon­

gitud ~ en retaciOn con su aiTUra,, por----ro que results reiativamente rig!. 

da a la flexiOn. En este caso las deformaciones por flexiOn ser8.n pequeiias 

y solo producir8.n un ~ambia insignificante en la linea de acciOn de la fuerza 

axial, P. Para estos casos los esfuerzos. debidos a P y a Q se calcqlan inde­

pendientemente y luego se ~uperponen. 2). La viga puede ser rel~tivamente 

del gada y f 1exible • en cuyo caso las deformaciones po·r flexiOn pueden ser su­

ficientemente grandes para producir un cambio en la linea de acciOn de la ca!. 

.,, .J..-:.v ":.[J:._\ i'VJ.:. 

Obsirvese que para la viga de la fig 1-a, la carga axial es de tensiOn, por 

lo tanto, y de acuerdo con la convenci6n de signos escogida, los esfuerzos 

.. ~ \que originan serSn positivos fig 1-b, por otra parte el momento flexionante 

producido por carga Q tambiin sera positivo por lo que originara esfuerzos 

de compresi6n, negativos, en la parte superior de la secci6n y de tensiOn, 

-----j:pl<lo"'oj,i.ttivoa., an. -1&-part" ~i<>.- de la mi&lll8, fig 

La distribuci6n final de esfuerzos depender8. de la suma algebraica de los 

terminos de la ecuaciOn. La distribuciOn puede ser tal que toda la secciOn 

esti en tensiOn como se muestra en la fig 1-d; o puede ser dicha d.istribu­

ci6n triangular, fig 1-e; o bien la secci6n puede esta~ una parte en tensiOn 

y otra en compresi6n, fig 1-f. En todos los casos de flexiOn y carga axial 

combinadas es claro que el eje neutro de la secci6n recta (es decir la linea 

L.: lj \'' .;:;. _:_j 
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de esfuerzo cera) ya no pasa por el centroide, y aiin puede quedar fuera de 

la secciOn. 

EJEMPLO. COMBINACION DE ESFUERZOS ~ . 
En este ejemplo se enfatiza el m~todo de JYP~~ ~ ~ el cual es 

vilido cuando el material estB. en el l:im&Q. ~. la viga que se presents 

esti sujeta a la acci6n de un sistema de fuerzas formado por una carga axial, 

de tensiOn, en la direcciOn del eje longitudinal de la viga, y una carga 

transversal a dicho eje. Estas cargas origina esfuerzos normales. Siendo 

la distribuci6n de esfuerzos debidos a carga axial uniforme a lo largo de la 

Viba, los esfuerzos normales miximos se presentan en la secciOn donde ocurra 

el memento flexionante miximo. En el ejemplo se presents la distribuciOn de 

es:uerzos normales en la secciOn transversal debidos a cada una de las car­

aaf., asi como la acci6n y conjunta de las mismas. 

EJEHPLO. Cilculo de esfuerzos combinadas en una secci6n, de una viga simpl~ 
•ente apoyada, sometida a carga axial y momenta flexionante. 

-~ ~S: 1 
~L ~~ Di··-. ~o;;;;---1-

110""" 
_,.._ 

-t-------- ~-I 5o c.""" 
'l' b =<Sc-

a) Encontrar los esfuerzos m8ximos de .tebsiOn y com.presiOn, debidos a la a£_ 

ciOn simultinea de la flexiOn y carga ·axial. 

b) Diagrama de esfuerzos combinadas. 
f'.,. impe.:t....te .,b • ..,..._. Cf"'e-1... <!>llf'OT"f'O"~ de. ~~...s e~ "-rlt<o.l.le <klo 
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SOLUCION: ·,·:')tJ ... :; ..... ,,. 

Diagramas de fuerza noraal y momento flexianante 
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EJEMPLO. (Continuación) 

Momento de inercia de la sección transversal 

b x h3 _ � � 416 7 cm4 I � �-
1
-
2
� -

12 

Módulo de secci6n 

I _ 416.7 
� 83.34 cm3 �---y- 5 

Cálculo de esfuerzos 

Esfuerzo normal debido a la carga axial 

f � L � 3000 
� 60.0 kg/cm2 (Tensión) a A 5 x lO 

Esfuerzo normal máximo debido a flexión 

M -+11732.0 �±104.8 kg/cm2 ff � ±-s- -- 83.34 

Combinación de esfuerzos 

Esfuerzo máximo de tensión: 

f -max t. 

p M 
�-S- + -S-� 60.0 + 104.8 

Esfuerzo máximo de compresión 

f . �L M 6 maxc. A -S� 0.0 - 104.8 

a) Esfuerzo normal debido a carga axial 

164.8 kg/cm2 

- 44.8 kg/cm2 

+ 
( .,.,.....,; 
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b) Es.fuc �:t..:c normal debido a la flexión 

+ 

-+¡o<¡.� 1�/w-.-.' 

e) Comb1� ción de esfuerzos 

-<!'1.81'J("""'t.. 

' 

1 '-Ll· R �/"'""�: 
DETERJo!INACION DE DIAGRAMAS DE ESFUERZOS EN FLEXION !>IAXIAL Y FUERZA NOJU!AL 
COMBINADAS 

Un caso especial de interés práctico que se presenta en las columnas y a ve­
ces en las trabes ocurre cuando en un elemento estructural actúa una fuerza 
paralela a su eje longitudinal pero fuera de los ejes principales de la sec­
ción, fig 2-a. 

r 
! 1 

1 e�� 
1 f.;_�p 
� 

.,¡,� 
z. Q_ 

� 

-_..l. 

Fig 2 flexi-ón biaxi'ill con cargas axiales 

p 

2.b 

r 
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La acciOn de la fuerza ezc&ntrica es equivalente a la de una fuer:~:a axial P 

que pasa por el centroide de la secciOn y a un momenta flexionante Pe, fig 
2-b. 

Cuando la fuerza P no eatii aplicada sabre uno de loa ejes principales de la 

secciOn transversal, habri flexiOn simultinea con respecto a ambos ejes 

principales. Representando las coordenadas del punto de aplicaciOn de P por 

ey y ez fig 2-b, se ve que los momentos flexionantes respecto a los ejes 

z y ~ son numiricamente iguales a My • Pez y Hz • Pey. 

Si el material del elemento tiene un comportamiento elistico y las deflexio­

nes originadas por la flexiOn no son significativas los esfuerzos normales, 

f, originados por la carga axial y la flexiOn alrededor de los dos ejes de 

simetr1a podr8.n calcularse con la expreSiOn 

f•...L:t.!Zz±Mzy •• (2) 

JS. • ~ 

A Iy Iz ()I • A 

donde Iy e Iz son los momentos de inercia respecto a loe ejes .l y !. ,re~ 
pectivamente. ..-·.-. ': .~,, (~ .~( x 

, 
M 
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....... b. 
T ~·l.< ·.:)!) t1b c1nnr;;r;""' , • 

.l 

~" 

~-
p +~z+Mzy•O 

A- Iy - Iz -~,.;» .. c (3) 

Como podri observarse esta ecuaciOn represents una recta que no pasa por el 

origen y que podri cor tar o ·no ·la secciOn transversal, lo que dependerl de 

la forma de ;§sta y de la posiciOn y magnitud de la carga axial P. Las coo!. 

denadas en el origen del eje neutro, o sea, los puntos en que el eje neutro 

1
t: intercepts a los ejes coordenados y y z Be hallan haciendo !. y z., respe_£ 

tivamente iguales a cero en la ecuaciOn (3) y despejando la coordenada no 

anulada. NOtese que el eje neutro pasa por el cuadrante opuesto al que se 

encuentra aplicada la carga y que si la excentricidad .!. se reduce, el eje 

neutro se alejari del centroide, y si .!. aumenta dicho eje se acercari al mi.!. 

:ai>ao· mo, fig 4. 
r ~ru ... t. 

--1 

' O!Wl 'ti1~!J03tf~ 

... 4.1' r "'11~'·, ,b 

.Fig 4 fuerza axi;l excintrica que produce 
flexiOn con respecto a ambos ejes principales 

.'UWI.!+1"if 

qa 

.\11 

"'"~ 

La carga axial P seri posit1va si es de tensiOn y negativa cuando es de com-· 

presiOn; los momentos My y HZ son positives cuando originen tensiones en las 

zonas donde z y y, respectivamente, sean positives, y negatives en caso '·' n nOi.')t.uJ..., • .l~.··· 

contrario, fig 3. " 
011,, EJI!MPLO. CARGA APLICADA EXCENTRICAMENTE 

'j) En este ejemplo se tiene el codo de una conexiOn, sujeta a la acciOn de 

·t) ()11:. ..,.,~. 

i 

~una fuerza de tensiOn P, actuando en uno de sus extremes, la cual es exc,n­

trica con respecto a uno de sus ejes produciendo la acciOn combinada de una 

carga axial y un momenta flexionante. Los esfuerzos miximos de tensiOn y 

com.presiOn que se presentan en la secciOn A A' de la pieza, se pueden calcu­

lar superponiendo la acciOn de la carga axial y del momento flexionante, ya 

)< \: '\ -----------------que el material de que esti formada la pieza tiene un &J21P.portamiento Uht,i-

Fig 3 de signos para cargas y 11omentos 

Dado a que el eje neutro represents el lugar geom.8trico donde los esfuerzos 

normales son nulos, la posiciOn del mismo podri encontrarse igualando a cero 

la ecuaci6n 2 . 

Qa, la carga axial que actUa en la secciOn produce esfuerzos de tensiOn, en 

tanto que el momenta flexionante produce esfuerzos de tensiOn en la mayor 

parte del alma y de compresiOn en el pat1n de la secciOn. La fuerza no pro­

duce memento alrededor del eje z. 

En el ejemplo se ilustra la forma de calcular el centroide de la secciOn, 

..;, 
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asi. como e~ momento de inercia centroidal, el c8lculo de la excentricidad 

de la fuerza actuante, as:i como la determinaciOn de los esfuerzos que se 

presentan en las fibras ~s esforzadas a tensiOn y compresiOn. 

Ca1cu1o de esfuerzos combinadas (axial y de flexion) produc:idos por la . 

aplicaciOn de una carga excentrica ~L. t•"'l sl &;fQ 011> -~·-

DATOS: VlJ·U'tJO o:.<"t 4---.A 
.;_l-.. ) is~ {'JO ..[. Btt 

~-
iS..., 

,'J()D!) J,f-,, \ ••. j 

.-.o 

KJmento de inercia centroidal 
ri •• ,.1. ., .... 

IG = ICG + Ad2 
e.t..,..ao~;:. -.~,·-~!Jit.e •. , 

"" .. , 
·J.t.l:oJ 

.. b ... 

;-; 't()(f 

'aJ -.li-t 
• 572.50 + 1083.75 • 1656.25 cm2 . 

.... u ndee sl.- · -·-r• ib .. oa 'I aawul a:t ~ 

excentricidad total 
"'~"""""" ,.,., asahr-b n!l.hl:sl! hdlltl ,!u~........,.T' a<il,_ 

> u! ob 

et • 6.5 + 11.75 • 18.25 em . ~ ·, ;,_}I ·'1-Pf: ~~~--~---· I r ne o~•~ a 
.I. I , •t' J" sup &aeJilll ,..,.. 

-·a! :,;.~ '~-·11 .... 'it~-~' 

-.q.i:,..J:lict 

'1:. 

:t 

IS.o ....... --i" 
_.,.2.•­

P.:'Z.oTov. 

Ji.l i'.. •' ~ ., .• 

I [tOb 

e= G-5.,.., 
.~ ·o:u· 

Se pide encontrar el m&ximo esfuerzo normal en la sec ciOn A A 1 

SOLUCION: 

Diagrama de cuerpo libre H=P"t_-. • t l j·,,_ 
---~.p r. ~ ,------------

/ 
F 
4--- ,.q.r 

/ l CT~~~ l ·. 
:IJ •• , . 

"" 
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DeterminaciOn del centroide y del momenta de inercia centroidal de la sec­

ciOn 

Sec 

T 

Area 

30 

30 

60 

1..:-:.-:- <'~-\ 

r-,, 
I 

I ! 
LJ 

f­
;·-" 

< . 
s.~s 

...... _j_ 

z Az d 

9.50 285.0 4.25 

1.00 30.0 4.25 

315 

d2 Ad2 1 = bh3 
y T2 

18.0625 541.875 562.5 

18.0625 541.875 10.0 

1083.75 572.50 

! ' 

.,,_,,.,'! 

,-fu-,,-

t -~--~ ~ -t 9b ..... u\ee .• :::;. 
_ 315 • 5.25 em z- 60 

_!__} ... ·'IF 

-:·' 
,. a:t •b nbaq r, 

• sltlfl1GM I$ 1&lll<)ai0 .. ..-.:>1 ><i &'1.10-UH '"' 

!l.l' 

._, Ill 

"'' 

"'"' 

!-~) 

-.:al 

S-Ill' 

Ci1culo de esfuerzos 

aplicando la ecuaciOn f._!_+M A--1-c 

donde: 
,._n .. r.• -.-*.., ,.,J.t.o 

-r·-):·• 1. ·ta . .... 
IU. ?. .U .. "'.U BJ. l:'Oq _8 'l 

n0-"8'"'4.,. a1 a= nu!u~l.&· ···'-"! ·11.-'8 

p - 20 000 kg 
,!' 

A • 60 cm2 I( ~11 

et • 18.25 em 
9b .. o3.,._ e4l. <108 

M • P X et • 20 000 X 18.25 • 365 000 kg/em 

CJ • 11.75 em 
·saw av~ ., 

c2 • 5.25 em 

Esfuerzo mi.ximo de tensiOn 

20000 365000 (IL 75) • 2922.76 kg/cm2 r 
fl - -w + 1656.25 

/ 

l 
Esfuerzo miximo de compresiOn 'i ' / : 

823.65 kg/cm2~-20000 365000 (5.25) 
f2 - -w- 1656.25 

~·', " ~ l'' . 

--~.'{ .. 
.( Ill 

z~e.'l.'l~ ~f-t 

333 3~~;., •• ;'-

... ; 

~.lrtOb 

!~ltq 

·.la.I . .,.. -.... 

Z'I:Z.~.'lG-~ 

r c+)~~~;:~, 1 
-· ~ :'""­+ ~~.~~~- ~"7 v/ ···•« 

:s:oa ~t).l.e:moa ... 1\'5~.'!1.~- .... ·- 8Z%S ~~"""'' .t a.!~ til 

>) 
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EJEMPLO, FLEXION BIAXIAL PRODUCIDA POR UNA CARGA EXCENTRICA 

Se trata de encontrar los esfuerzos producidos par una carga exc,ntrica, 

en los extremes de una secci6n rectangular, asi co~o la localizaciOn del 
eje neutro. 

Dado que el material del elemento tiene un comPQrtamiento ~~. para ·~ 

contrar los esfuerzos se aplicO la ecuaci6n 
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Dado que la carga esta aplicada en el cuadrante negativo (~ y z negativas) 

el eje neutro estari localizado en el cuadrante positive, los signos de la 

ecuaciOn se pueden obtener de una inspecciOn del comportamiento f!sico de la 

aecci6n, observando d~~: que lado se poducen tensiones o compresiones. 

EJEMPLO. 

DATOS: 

f•L±M"y±~z 
__________________________ , 

n"""' ><•do> ,_.., •~ ~~ ~,,. ~,,;~ ~ ~ e 

A Iz Iy 

en donde los momentos Mz y My son los producidos par la carga P, actuando 

con una excentricidad ey y ez respectivamente, los efectos que producen 

estos momentos aunado al que produce la carga axial se superponen obteniin­

dose la distribuciOn mostrada en el inciso c del problema. 

Si el memento HZ • Pey actuara solo, se produciria como flexiOn tal que para 

los valores positives de z la secciOn estaria sujeta a un esfuerzo de compr!_ 

siOn, y a un esfuerzo de tensiOn donde 1.. sea negativo. P ea poaitiva (ten­
sion). 

En forma similar si iinicamente existiera •1 IDOilento My • Pez, la flexiOn pr£_ 

duciria compresiones en la zona donde los valorea de z sean positives y ten­

aiones donde z sea negative. 

Tomando en cuenta el razonamiento anterior se determinaron los signos de los 

tirminos que toman en cuenta la flexiOn. 

Para encontrar la posiciOn, del eje neutro se termina el lugar geomitrico 

de loa esfuerzos nulos, es decir 

·~ 

JIL-j--L1~ 
1 I 

C I 0 ~ . 
p - 1000 '-- I 

~y 
b -~- -------.j--

• - 2.0 em .. 
• . 3.0 .,. 

y 

1.. 
r 

a) Calcular el eafuerao normal en los puntas A, B, C y D o 

b) Determinar la posicion del eje neutro 

c) Dibujar el estado de esfuerzos 

SOLUCION: Eafuerzo normal f .L±Mzy±~z 
A lz ly 

' donde Mz • P (ey) My • P (ez) 

Momentos ~ inercia 

li· e-n· 

...! 

p Mz Mv 
----------------------------------~~~-~~~y ~0 

z y 
b x h 

3 
• 20____x_U_ 3 .. 21!80 em_, ___ _: __ ..-:-------------------------:--- lz • -1-2-- 12 

\.. ! 

J!l ' 

.. ,., 

Esta ecuaciOn represents una recta con dos incognitas 1.. y ~ de la forma 

ay + bz -t- e • 0; hacienda z • 0 y y • 0 se defermina las intersecciones 

con el eje y y con el eje z respectivamente, c~n los cuales se puede tra­

zar la linea de esfuerzos nulos (eje neutro). 

•L1 

;" .q 

h X b
3 

12 X 203 • 8000 em~ ly - _1_2 __ - 12 
:.&:. ...... 

a) c8.lculo de esfuerzos 

) 1000 (1000x3.0) ( (lOOOx2.0) I 2 ( .. ) 
Punta A fa • 12x 20 + 2880 6. 0) - Annn (10. 0)•7. 91 kg em tens1an 

t-- "'!- .. ;.e;.l -.· 

;_ ·~ .. 
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Punto B) fb - .1000 + (lOOOxJ.O) (6 O) + (lOOOxZ.O) (10 O) - 12.91 kg/cm2 (tension) 
!2x20 2880 • 8000 · 

Punto C) f 1000 - ( 1000xJ.O) (6 O) - (lOOOx2 •0> (10 0) •- 4 59 kg/cm2 (compresi6n) 
c • 12x20 2880 • 8000 • • 

Punto D) fd. 1000 - (lOOOxJ.0)(6 O) + (lOOOx2 · 0> (10 0) • 0 42 kg/cm2 (compresion) 
12x20 2880 • 8000 • • 

t.S7i 

b) PosiciOn del eje neutro 

Usando la ecuacion f • _!_ ± Mz y ± ~-z·· 0 
A lz ly 

f • 1000 - (1000 X 3.0) _ (1000 X 2.0) • O 
12x20 2880 Y 8000 z ·-..... 

ecuaci6n de una recta de forma ay + bz + c • 0 

donde: 

1000 X 3.0 • - 1.04 
Q. -- 2880. 

-1000 X 2.0 • - 0.25 
b - 8000 

!QQQ__- 4.16 C • 12 X 20 

'+" 0001 

.., 0.' 

..,. 0.• 

,. h . 

,.,.. &.1. ,...,_£.,. 
·~-, .. t• "1'-&i 

Las intersecciones con los ej es coordenados se obtienen 

Si y • 0 

y Si z • 0 

c z ... b 

c 
y --.. 

4.16 • 16.64 em z • - (-0.25) 

4.16 c 4.0 em 
y-- (-1.04) 

~ .. t1 

(; 

-·~~ 

Por lo que el eje neutro queda localizado como lo muestra la siguiente fi-

~ra: __ J~,--~~~~--; 

!.i 

,~ 

1./.t:IO-

-~ $i ;E=•o- =P 'y•l.-sq 

_ .... ~:f#.oo ...t;. ~= 8.S(. 

J9 ~-

•. , .. ''I 

Ulll'' 

c) Estado de esfuerzos 

.~ ........... ....., .. c-siv~·.., cle t-~..:... 

l'l-qi4f,_t. 

'?~ r~ 

~ t'j ~ .. .i.._ Y>ev"to 

E6~f'OD&~s.tJN 

NUCLEO CENTRAL DE UNA SECCION TRANSVERSAL 

Cuando la excentricidad de la carga axial aplicada P sea pequeiia, el eje 

neutro quedar.i fuera de la secciOn transversal. Esto signifies que los 

esfuerzos normales tendrB.n el mismo signa en toda la secciOn. Una condi­

ciOn de esta naturaleza es a menudo importante cuando una carga de com.pre­

siOn actUa sabre un material que es muy debil a la tensiOn, tal como el 

concreto; en este caso puede ser necesario asegurarse de que la carga n_o 

produce tensiOn en ninglin punta de la secciOn transversal. Habr8 una pe­

queii.a regiOn alrededor del centroide tal que una carga de compresi6n, P, 

que actiie dentro de ell~ produciri compresi6n sobre toda la secci6n trans­

versal. Tal regiOn se llama nGcleo central de la secci6n. 

l'l"''& 

t 
~~ 

f 
' 

Fig. 

b 

l't',;.t 

~ ~ .. ~· 

':! 

-t 

- "1. 

'Niicleo central de una secci6n recta rectangular 

' El nGcleo central de una secci6n rectangular se halla del siguiente modo: 

Si la carga esti a lo largo de la_ parte positiva del eje y, el eje neutro 

coincidirB. con el borde superior de la secci6n cuando la carga este en el 

pun to p, a una distancia e del centro ide. La distancia e 1 , se determina 



tl 
con la ecuacion (3) en la que 

My • 0 Hz = - P • e1 h bh3 
y·--2-. ~- 12 y A•bh 

- P - Pe ( h _) 
bii + -~ • - 2-{ o .. e 1 • + 

h por lo que e1 • --
6
- como se indica en la figura. De igual manera, el eje 

neutro coincide con el borde izquierdo de la secciOn cuando la carga P ac-

tGa sabre la parte positiva del eje z en el punta _g_, a una distancia b/6 
del centroide. A medida que la carga se mueve a lo largo de una recta en-

tre los puntas p y s, el eje neutro girara alrededor del punta ~ en el ve~ 

tice de la secciOn triangular. Por consiguiente, la recta pq es uno de los 

!ados del nUcleo. Los otros tree !ados pueden localizarse PCU" simetria y 

se ve que el nGcleo central es un rombo con diagonales b/3 y h/3 • .,...En tanto 
. ' el punta de aplicaciOn de una carga de compresiOn, P, quede dentro de este 

rombo, el eje neutro no cortarB a la secciOn transversal y toda ella estari 
en compresiOn. 

EJEMPLO. Nil CLEO CENTRAL 

Con este ejemplo se desea ilustrar una forma de encontrar el nGcleo central 

de una seccii5n transversal en forma de 11T11
• Para determinarlo se supondri 

la acciOn de una carga exventrica de compresi6n actuando primero sobre uno 

de los ejes y luego sabre el otro, de forma que solo se presente flexiOn en 

una direccii5n en cada caso. 

Si las cargas actiian sobre el eje de las y, las excentricidades ey que ha­

cen ~ue los esfue..-zos de tensiOn sean nulos en el extreme mis alejado de la 

------------------------~~·idm~·mwa~.~s~e~p~~~~eudcuen anc~ra£ haeiendo igual a cero la ecuaciOn que da el valor 

de los esfuerzos: 

p Mz 
f·-T+!•y en donde Hz • Pey 

En forma similar si solo existe excentricidad en la direcci6n del eje z, se 

pueden encontrar los valores de e z que hac en que los esfuerzos de tensiOn 

sean igual a cera en los extremes de la secci6n, igualando a cero la ecua­

ciOn que da el valor de los esfuerzos cuando existe carga axial y flexiOn 
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alrededor del ej e y. ,.... 
Conocidos los valores de eyl' ey2 , ezl y ez 2 ' el niicleo central se puede 

determinar uniendo estes cuatro puntas situados sabre los ejes coordenados. 

Cualquier carga de compresi6n que caiga dentro del niicleo central produciri 

efectos de compresiOn en toda la secciOn y si la carga actiia en un punta fu!_ 

ra de e1, la secci6n tendri tanto esfuerzos de tensiOn como de compresi6n. 

---EJEMPLO. Cilculo' del niicleo central de una secd6n T -!--.- -, . ....,...~-~---------

:so-,tcr DATOS: 1"!t tl -.;:':) h.l' 
/0-

i. 
-10-

' -t;:!. 
a) Encontrar el lugar geomlitrico que ocupa el niicleo central de la aeccion 

dada 

SOLUCION: 
/ 4 

Cilculo del centroide y de los mementos de inercia ..... 
Sec Area y A 

y 

1111; .1. 
500 5 2500 

400 30 12000 

-= 900 14500 

d d2 

11.1 123.2 

13.9 193 •. 2 .' 

•e'Ad2 

61605.0 

77284 

·138889 

b X h3 
Ig • -1-2-

4166.66 

53333.33 

57499.99 

<.e.-1l'OiJ& .je 1.........:: T~~ 'C l b < ~~-t,.,~ ·:':_,_I 
II, 

.l. 

1/o.IO""' 

--1-;i 
I 
~wro ..... . - 14500 

centro1de y • "9ilQ • 16.11 em 

,. ...,;;t-..;<le .~ ........ t 



,,, 

Memento de inercia centroidal I 
z 

I • 138888.84 + 57499.99 • 196389 cm4 
z 

Momenta de inercia centroidal 

40 x 10
3 

10 x 50
3 

• 107500 em4 Iy • --1-2-- 12 

.. 
~ 

rt.l44 

Cilculo de las excentricidades e z 

En forma similar los esfuerzos en las fibras mis alejadas del eje z serin n~ 

las cuando se cumpla la siguiente igualdad: 

_L_ 
• - A 

despej ando e z 

Pez z • 0 
Iy 

cUeulo de lea exeentrieidades ey ------------------------~ 

Si ez • 0 La excentricidad ey producir8 esfuerZos nulos en los extremes 

de la secciOn para los siguientes valores: 

f -o--..L_Hz y A I; y ••• (1) 

M • Pe z y 

Suetituyendo M en (1) 

f•-..!_-~ 
A Iz 

deepejando ey 

•y. -+ Iz 
y 

y- 0 

(2) 

f•;l 

El extremo 4e la eeeei6n situada a una distaneia y • 33.90 em, tendra un 

eafuerzo nulo cuando: 

e 
Yl 

(196339) 
(900)(33.90) •-6.45 em 

Er extremo de la aecciOn situada a -una distancia y • 16.10 em, tendr8. es­

fuerzoa nuloa cuando 

.. ),., 

e 
Y2 

196388.83 
900 (16.10) • 13.55 em 

e • z 
i. 

- Az 

Para el extreme de la secciOn situado a una distancia z • 25 em 

e - __ I_ 2. • __ 1_ 107500 
ZJ A z 900 "2'5.1) • - 4. 77 em 

y para z • - 25. 0 em 

i • • - _1_ 107500 
', Z2 900 (-25.0) • 4. 77 em 

'litfJI,P,...,. 
~ / / 

r---·--------. 

"'kl"""""i~' 
~VI 

I I 
I . .-,.-. LJ ;t-~---:-:Y-,..--+-- ...., --T 

'':) 

;. 
~.45 .... 

- ,..;If 
/,3.55""' 

/· 

' 

'II>.\ 

--~~"""' 

~··,•_.;' .. 

.. 

., 
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P R 0 B L E M A S 

1) Un bloque cor to tiene la sec ciOn transversal indicada en plants en la figura. 

Determine el intervale a lo largo de la recta A-A en que se puede aplicar una 

fuerza vertical bacia abajo sin que produzca ninguna tensiOn en la base. De,! 

precie el peso del cuerpo. 
~ t ... 

--tt~ .... ft::l"-~ 

fu 1 w- ~.,_X t I • bh3 
0 36 
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f·-+-+y ;A • 
0~ 

M • P"y 

p ~y. 0 f•-T- I 

:A!' 

'r 

despejando s "y .~. 

ey. }{. !,. • r l;s .... 
~ ~ I

0 
• (15)(15)3/36 • 1406.25 ca~ 

A • bh/2 • (15)2/2 • 112.50 cm2 

----
~e.,T~de 

t " 
f--R-+Mx A-Ixy•O 

donde 
1fx • Pey 

p+~y-0 f •- A- Ix 

despejando ey tenemos: ~ p 
Ix Y • A 

e.n el extreme a-~= S em tenemds : 

e 1406.25 
Y1 • 112.50(-5.0) •- 2.5 em 

e 
Y2 

1406.25 
112.50(+10.0) • 1.25 em 

RESPUESTA: 

'Jt Ix Ix 
ey • A"i; = Ay 

,.R4 u; 
-4- 1rR4 R 

e •--·--·-
Y wR2 R 4wR3 4 

··-Rl!SPU!STA: 

El niicleo central ea un circulo concentrico de radio • R/4 

l)una barra de acero de 5 em de diametro ae dobla basta formar un anillo cir­

cular casi cerrado por completo con un di8metro exterior de 30 em, como se 
mueatra en la figura. 

1) Calcule el esfuerzo maximo que se produce en el anillo al aplicarle 

una fuerza de 1000 kg en cada uno de sus extremes, como se indica. 

2) Halle la relacion del esfuerzo maximo determinado en 1) al esfuerzo 

miximo de compresiOn que actiia normalmente a la misma SlecciOn. 

!<XI>~ t 
!So­
l 

SECCION TRANSVERSAL 

entre 7. 5 em y 11. 25 em ! '\.,------------ / _ A • wR2 • 19. 635 cm2 

desde el- vert ice inferior del triangulo oooolf:l =-=" ~ I • 1rR4 /4 • 30.6796 cm4 

2) Determine el nUcleo central de la secciOn circular maciza de un miembro e~­
tructural. 

·~ 

C
/ .. ,.'f'« <\ 

' / f < 

G)! 
~ 

II. 

' .... X 

I • wR4/4 
0 

A • wa2 

Hac iendo un diagrama de cuerpo libre 

~~~1/'~ 
SECCION A ANALIZAR 

---t· - :b-.. / 

{ 
-I 



p - 1000 kg 

M • 1000 x 30 • 30,000 kg-em y • r • 2.5 em 

RESPUESTA: 

1) f • 1000 + 30,000 2.5 • 2495.55 kg/cm2 !: 
tens. 19.635 30.6796 

·obn•l 

1000 30,000 2 5 - - 2393.69 kg/cm2 
• 19.635 - 30.6796 • 

comn. 
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Sen a • p: + Px = P sen a"' 670.82(kg/m) 

f , - 100 (kg/cm2 ) - 100 kg/cm2 1 \ 10~cm2 - iooo.,ooo(kg/m2) max petML m · 

Mx ~X f=-y+I 
lx Y 

(Kg/m2) 

Mx - !':L!:. 2 
8 

My = Px f.2 
8 

cr 

-------
_____ 11x • 1341.64(3.5) 2/8 • 2054.4 kg-m 

2) fc • 0.959 
fT 

0 sea 

fc • 0.96 fT 

'fir!; ·;; .. 

fe • 

4)Una viga simplemente apoyada, inclinada como seve en la fig.y con una rel~ 

ciOn de altura a ancho de 2:1, debe cubrir un clara de 3.5 my soportar una 

carga uniformemente distribuida de 1500 kg/m incluyendo su propio peso, que 

se aplica en la forma indicada. Determine las dimensiones que debe tener 

la viga para que el 

kg/cm2• 
?:!1500 ~/ ... 

I 
I 

(\v, 
\--~~ l(. • _,.. 

---~ 

esfuerzo miximo debido a la flexiOn no 

!3.sa .. ·-~ 
,---- w ''"'!"'' 

exceda a 100 

~----.;;;--~-~"1.-

~d-· 
I II. I 

----,.--..- z- a2- tm:2 J 

M • "' f.2 -8-

x • a/2 ; y • a 

1 • a(2a)
3

• ~ 8 4;m4' 1 • 2a(a) 3 • ~fm41 
12 3 '- - y 12 6 • ~ 

a • ang tan+ • 26.565" 

cos a • 

, 

p r 1 i-+ Py • P cos a • 1341.64Lkg/mj 

•. 

·'' 6 2054 1027 1 x 10 • 8416 (a) + 
213 84 (a/2) 

11 - 670.82(3.5) 2/8. 1027.2 kg-111 
·Y 

' ..61U~1 )· ~4 • r 

RESPUESTA: 

I x 106 = ~ + 770
3·
25 

-+ a3 • 0.013(m3)+ a • 0.236 m • 23.6 em 
a a -----

1 x 106 = 1/a3(13094.25) 2a • 47.20 em 

• 1 

l'l 
,,;. 

"",. 

-'-· 

».1 01:1! 

-~·· 
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ZAPATAS RIGIDAS CARGADAS EXCENTRICAMENTE t;~·l-'·• 

Las zapatas est&.n frecuentemente sujetas a momentos de volteo simultB.neo 

con cargas axiales. 

..... •""H•'l' 
En estos casas se supone que la resultante de la presiOn del suelo coinci­

de con la fuerza axial P debida a las cargas externas pero no con el cen­

troide de la zapata, ComQ puede verse en la fig 1, 
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ycomo A•BL 
P + 6 Pe 

+ q•n -~ 

La ecuaciOn (3) puede ser reescrita como: 

P [ 6 e ) q•--r:t-· 
BL L 

donde: 

~~!'" · L mi. 

(4) 

L/-z. 

d.- 1" 
-~~~~-+-----------------------

-+ h~k -r 

I " ' e 
I -----

1 l 
'I;JFJJ)JOJJIJ;J 1 aJ.,T"t':" / 

~- .t./3 !f-... 

J.\J. / 
;..' 

f,,.i 1 
I -

L • lar~o 

B • ancho 

lntonces la presiOn del suelo puede ser calculada con la .siguiente expre­

aiOn, que considers la superposiciOn lineal: 

<-' 

en donde: 

q .__!_t.llc 
A I 

H • P 
e 

de (2) en (1) tenemoa: 

(1) 

(2) 

P • carga vertical, o fuerza resultante 

e • excentricidad de la carga vertical 

B • ancho 

L • largo 

q • intensidad de la preai6n del auelo (+ • compreai6n) 

q debera: ser menor a igual a la presiOn permisible del suelo. NOtese que 

tlli "e" es grande puede darse el caso de obtener esfuerzos negatives 

(- • tensiOn) los cuales no pueden ser tomados por el suelo. Entonces pa­

ra encontrar la "e" mixima permisible, hacemos q • 0, es decir, que no exi.! 

tan tensiones: 

~.J·: 
q•O•__!_ 

BL 

0 •1 ± ~ 
L 

[1± \e ) 
+ e.+ L --6-

Como· podemos ver la resultante debe caer en el "tercio media" para que no 

existan esfuerzos de tensiOn. 

Ahora podemos deducir facilmente el esfuerzo mbimo que puede admitirse en 

~ - / el suelo. 1-j I e Lp _____ ____:____ •I . .f 

p ~ __:_ ___ --u(3ry-) i. ' . '3· ' + 
,_ ' .. .. f ' 

--------<t-" ! ' -

L.c_._- -L~~,~-

r·-·· 

Hacienda, para una sec ciOn rectangular 

I BL3 L BL 3 2 BL2 
T . 12 12 • l2L - -6-

6_ .ILe 
T- 2. 

,·~ ,;.:, ~ E! = .2... · •• -!i.- -/ 

e'= e-2e. 
1 

-)' --· 
B' 1 i<. 

1·.'- j_ 



De la fig 1, tenemoa que: 

y 

L' L [ L l -
3
- • - 2-- e + L' • 3 -

2
-- e .••• 

\,&x (L'B) p - 2 

(5) 

Hacienda la substituciOn indicada para L y despejando a q obtenemos: 

Finalmente: 

L'B 
ll•CJ,axT 

ll • p • 
0 

~ 3 B(L/2-e) 
"1118X 2 

• +, 

2P 
'l,ax • 3 B(L/3-e) (6) 

N6tese que las recomendaciones de las NORMAS TECNICAS del RDDF en su parte 

de cimentacioneS para el caso de zapatas cargadas excentricamente nos dicen 

que se reduzca el ancho efe~tivo a B' Q B - 2e ya que si e • B/6 

B' • B - 2 B/6 = 2/3 B, lo cual es considerar en parte el anS.lisis anterior. 

Como se ve en la fig 2, pero con una distribuciOn rectangular. 
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C4nlo. 

MUROS DE RETENCION -il~l ~ 

Los muros de retenciOn son estructuras comiinmente prismiticas construidos 

con mamposter{a, de piedras naturales o artificiales unidas con mortero o 

con concreto, cuya funciOn principal es la de mantener una diferencia de 

elevaciOn del terreno de un lado a otro del mismo. Pueden utilizarse para 

retener materiales sOlidos, como granos en el caso de silos o tierra en el 

caso de muros de retenciOn de taludes, en los que se desea una inclinaciOn 

mayor que el talud natural del terrene. Tambien son usadas en estructuras 

hidr8ulicas para formar bordos o parte de los vasos para almacenamiento de 

agua. Cuando su estabilidad depende de su propio peso se llama muro de 

gravedad. 

<Qob't"Q<:M"~<l. 

~~~ 
,_.e. 

. 
~,.. ....... -, _S ~u~/ 

~~ l ........ (2.~ 

4.) f.\~'fl.oP& ..,~ ... ~ 

2-+ 

- ~IJOl* CfH&\1i'11o.CICIM---. 

't' \ 
.II jj' 
'..;~!'': ~·~ 

\,t/.J:• 

b.) HOllO <>ec.ou_., 

rl'">- j 

ELEMENTOS QUE INTERVIENEN EN LA CONSTRUCCION DE LOS MUROS DE RETENCION 

Los elementos que intervienen en la construcciOn de muros de retenciOn son 

tres: el terrene de cimentaci6n, el relleno o carga que actiia contra el 
----------------------------------~----------------~--------------------------------------------------------nmwu~r~o y-Ia-mamposter!a o concreto que forma el muro propiamente dicho. 

_....,..__~ .... -.... ~·· t'Y 

't. 

·'i!. 

Terreno de cimentaciOn. LaS principales propiedades del terreno de ci.menta­

ciOn son: su resistencia al esfuerzo cortante, su campresibilidad y su per­

meabilidad. La propiedad de la resistencia al esfuerzo cortante es la pro­

piedad que determina la capacidad de carga del terrene. Con respecto a la 

compresibilidad se supone aqul. que no existen posibilidades de asentam.ien-

~~----------------~~----~~~--------~~~=-===-~~~'~ 
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~ r.·• ,lo de la au presiOn en la base del muro. ,_, .... , 

u~l.fMaterial de relleno. La funci6n primordial de los muros de retenci6n es 

contener el relleno que se halla tras ellos. El empuje que ejerce el rell!, 

no sabre una estructura depende de su peso volumetrico. 

Mamposterl:a. El material par usarse debe estar sano, ser poco alterable y 

preferentemente de alto peso volumetrico. 

~-· 

FUERZAS QUE lNTERVIENEN EN EL CALCULO DE UN MURO DE RETENCION 

Las fuerzas que actllan contra un muro de retenci6n, de secci6n transver­

sal, pueden calcularse para un segmento de muro de un metro de longitud, 

en la direcciOn normal al plano del papel. 

Cuando se analiza un muro con contrafuentes par lo general los calculos se 

refieren al segmento de muro comprendido entre dos pianos paralelos traza­

dos en el centro de los mencionados elementos. 

Las fuerzas que deben tomarse en cuenta en el calculo de un muro, que par 

simplicidad se supone trapecial (ver fig2)son: 

"'~ 

T r 
.::.v~'DF-•<:,e:»6<-Ta.~u - -

··,·. 
wt ~ At x 1.0 x ym 

donde 

At • iirea total de la secciOn transversal 

1.0 • longitud unitaria (1.0 m) 

ym := peso volumetrico de la mam.poster!a o concreto 

Para la fig 2.. wt - w1 + w2 

b) La presiOn contra la cara interior del muro con su correspondiente in­

tenf'idad y distribuci6n (Er en la figles el empuje resultante de tal pre­
si6n). 

Par,\ obtener el empuje que produce un suelo sabre el muro de soporte se uti 

lizln mis frecuentemente las teor1as de Rankine, Coulomb y Terzaghi. 

TEORIA DE RANKINE. Un suelo esti en estado plistico cuando se encuentra en 

estado de falla incipiente generalizado. De acuerdo con lo anterior caben 

dos estados plB.sticos: El que se tiene cuando el esfuerzo horizontal alcan­

za el valor minima K
8 

y z y el que ocurre cuando dicha presiOn llega al va­

lor miximo Kp y z. Estos estados se denominan respectivamente activo y pas!_ 
vo • 

En el estado activo: 

En el estado pasivo: 

1 
KA ~ lij' • Tan2 (45 - ~/2) • ~ 

1 + Sen$ 

KP • N~ • Tan2 (45 + ~/2) • + Sent 
- Sen$ ... ~;, r--

--------~---------=·-~--~--~ 
~- ~'"' .. 

que son loe coeficiente activo y pasivo de presiOn de tierras. 

----------------------------------------~P'<aurial&sueuelos puramente friccionantes se tienen las siguientes fOrmulas para 

el ciilculo del empuj e: 

f'l<, . .2. 'f'U<O:,Z;!-AS ~<>e Ac,~ EN (J,_, ~UI!() 

a) El peso propio del muro. Esta fuerza actiia en el centro de gravedad de 

la secci6n ~ puede calcularse tacilmente dividiendo dicha secci6n en ireas 
de forma simple y seri: 

J!mpuje activo: 

Empuje pasivo: 

I!' • _1_ yH2 • .!. K yH2 
A 2N$ 2 A 

E • .!. N$yH2 • .!. K 
p 2 2 p 

yH2 
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En el caso de que la superficie del relleno sea un plano inclinado a un 8ngs. 

lo B con la horizontal, los empujes activo y pasivo ae calculan par media de 

las fOrmulas: 

lA • t yH2 (Cos B Co~ B- I Cos2 B- c052$ 
f"na Q .&. J {",.,.,..2 a_ "--2.1. 
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TEORIA DE COULOMB. Esta teoria considers que el empuje sabre el muro se de­

be a una cuiia de suelo limitada par el paramento del muro, la superficie del 

relleno y una superficie de falla plana desarrollada dentro del relleno. Ver 

.. , I·• fig. 3 • 

,~.·~::r /7 
I \ i / 

~--------0 ',I~~¢ 
--.- -·- -<! / " ~ ~E i ,/ ', 

Para suelos cohesivos, la teoda de Rankine da las siguientes expresiones: ~-'- L ___ V F 

E • !. yHz (Cos B Cos B + I Cos2 B- Cos2$ ] 

P 
2 

Cos B - ,I Cos2 B - Cos2 $ 
71w 
~ 

E • !_ y H2 - 2 cH 
A 2 

E • !_ y H2 + 2 cH 
p 2 

La altura mixima a que puede llegarse en un corte vertical de material cohe­

sivo sin soporte y sin del'r(';lm~arse se obtiene de: 

H • 4c 
c y 

Para sueloe cohesivo-friccionantes, segUn la teor1a de Rankine, se utilizan 

las siguientea formulas: 

1 H2 _ __!£.._ H 
EA • 2N$ y Iii# 

1 
lp • 2 N$ y H2 + 2c Iii+ H 

lA. altura crl.tica con la que puede mantenerse sin soporte el suelo cohesivo­

friccionante en corte vertical, se calcula par media de la fOrmula: 

H • 4c riij" 
c y 

pt~.~ 

Co·,1siderando el equilibria de la cuiia se ve que el poll.gono din8mico consti­

tuido par W, F y E debe cerrarse. Como W es conocida en direcci6n y magni­

tud y ademas se conocen previamente las direcciones de E y F, puede conocer­

se la magnitud del empuje sabre el muro. 

Este metoda es un procedimiento por tanteos para encontrar la cuiia crl.tica 

que de el m8ximo empuje. 

Metoda de Culmann. Se aplica e-r-e.ll~.n~s _de cualquier forma basado en la te.2_ 

ria de Coulomb. Es un mi!todo gr8fico que permite--llega:r Hicilmente _!1 valor 

del m8ximo empuje~~jercido contra un muro por un relleno. 

METODO SEMIEMPIRICO DE TERZAGHI. El primer paso para la aplicaci6n de este 

metoda es encasillar ~-1 material de relleno con el que ha de trabajarse, en 

un~l~s siguientes 5 ,t"iptts:· 

"Suelo granular grueso sin nnos--
·tr. Suelo granular grueso con finos li.niosos 

III. Suelo residual con cantos, bloques de piedra, gravas, arenas finas Y~· 

finos arcillasos en cantidad apreeiable. 

IV. Arcillas plB.sticas blandas, limos orgB.nicos o arcillas limosas. 

V. Fragmentos de arcilla dura o medianamente dura protegidos de modo que 

el agua proveniente de cualquier fuente no penetre en los fragmentos. 
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in lo que se refiere ~ la geometria del relleno y la condiciOn de las cargas 

este metoda cubre cuatro casas muy frecuentes en la practica: 

i. La superficie del telleno es plana, inclinada o no, y sin sobrecarga. 

2. La superficie del relleno es inclinada a partir de la corona del muro, 

basta .un cierto nivel en que se torna horizontal. 

3. La superficie del relleno es horizontal y sabre ella actU.a una sobrecar­

ga uniformemente repartida. 

4. La superficie del relleno es hori~ontal y sabre ella actUa una sobrecar­

ga lineal paralela a la corona del m~~o y uniformemente distribuida. 
? . 

En el primer caso el problema se resuelve aplicando las fOrmulas: 

E • .!. K HZ 
H 2 -11 E •.!. K H2 

v 2 v 

que son las componentes horizontal y vertical del em.puje. Kh y Kv se ob­

tienen de la grafica No. 1 • 

El empuje se considers aplicado a la altura de H/3 contada a partir del pa­

ilo inferior del muro. 

Para el segundo caso los valores de Kh yl(v deberiin obtenerse de la griifica 

No. 2. 

Para el tercer caso, cuando el relleno soporta sobrecarga uniformemente dis­

tribuida, la presiOn horizontal sobre el plano vertical en que se supone ac­

tuante el empuje, debera incrementarse uniformemente en: 

·p ~ Cq 

q es el valor de la sobrecarga repaniaa 

C se escoge de la tabla No. 3 segun sea el tipo de relleno. 

En el caso cuatro se considerara que la carga ejerce sobre el plano verti­

cal en que se aceptan aplicados los empujes una carga concentrada que vale: 

p • c q' 
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q' 

c 

I. 

...... , 

es el valor de la carga lineal uniforme 

se obtiene, como en el caso anterior, de la tabla No. 3 . 

~ 
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NOTAS: 

Los nUmerosto5de 
los curves indican el tipo 
de suelo 

Para moterioles 
del tipo 5 los ccllculos 
deb en ba sorse en un 
valor de H t.20m menor 
aue el real 

t5oor---~---.--------,---------.--------, 

ky 
kt/ml/m (5) 

1ooo1 1 1 ;· 

sool I 7/ I ::/'::V7 111 I 

2500 

kh 
IIQ/ml/m ' 

200 
01---

150 0 
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Fto. 1.: Prc.·Jic:mcJ de rellt:ltOI con' Ju~r/icic librt: plana 

Tornado de la ref 7 • 
!Hlp 
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c) La presiOn hidrost.itica. Si se permite la acumulaciOn de agua en la ca­

ra interior del muro se forma ran sobre e1 presiones hidrostaticas; is to debe 

evitarse instalando un sistema de drenaje adecuado que elimine el exceso de 

• (· · agua (Eh, en la fig 2 es su resultante). 

-· ..... .... t;,i· ---~·~ 

------------------------~tsoo,---;S~U~E~L~O~T~I~PO=-~t---, SUELO TIPO Z SUELO TIPO 3 -~-

d) La presion de la tierra contra el frente del muro. El desplante de un 

muro de retenciOn debe colocarse en un nivel que garantice la adecuada capa­

cidad de carga del terrene. Si la tierra colocada en el frente del muro 

ejerce una resistencia, la fuerza resultante se determinara para tomarla en 

cuenta en los calculos (E' en la fig, es su resultante). Esta fuerza suele 

~h ~,,,; 

l' ':n1 

IUI'l'.iJJ}• ,.... 

n6J 

~\. 

-~--

. I 

... ~. 

1000 I \ . \ -1----
k kh '"• '..: • 

kt/n~lfm V ''ff\ H_'''..L''~ 
./ 

~00 \\'·'- ---

f-c-k-,_-+-::"""""-""'.t.T'I(,• _ _:'' ''' 
0 ~~ ~:::.r:-= _ _J __ 
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H1/H 
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. ' ~ 
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FIG. 2.. Prc.sione$ de rellcno5 con 5upcr/icrc fibre qUl·brada 

Tornado de la ref 7 . .;b ,, 

-il;,\_ 
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r 
omit irse en los cB.lculos aumentando con esto el coeficiente de seguridad. 

I 
e) '_.a componente normal de las presiones en la cimentaciOn. La presiOn en 

la ~ ~entaciOn se considers linealmente distribuida a lo largo de la base, 

line1 AB, dando lugar a au diagrama trapecial, (IFv en la fig2 es su resul-

tante). 

f) La componente horizontal de las presiones en la cimentaciOn, (la resul­

tante de estes efectos horizontales se representa como E FH en la fig2.) 

g) Las supresiones. Cuando el drenaje bajo el muro no es correcto, el agua 

puede fluir par debajo de il y originar supresiones contra los materiales 

constituyentes del muro. 
·l ••. ".j ... 

Conviene hacer notar que exisfen algunos factores, cuya acciOn puede incre­

mentar notablemente la magnitud de los empujes, tales como, las heladas, la 

expansiOn de los materiales de relleno,sismos, vibraciones y procesos de co~ 
pactaciOn. 

~ CALCULO DE ESTAJ!ILIDAD EN MUROS DE RETENCION 

Desde el punta de vista del terrene de cimentaci6n, el buen funcionamiento 

de una obra se logra cuando se t iene una capacidad de carga mayor que la pr~ 

si6n impuesta al nivel de desplante y cuando las deformaciones en el terrene 

causadas par dicha presiOn producen asentamientos despreciables. 

Considerando al muro como monolitico, las condiciones de estabilidad que de-

•l 
. ~ ~. r ; ~ .• '1 

ti 
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""· 
ben cumplirse son: 

1) Que sea imposible la rotacion o volteo alrededor del punto A (ver fig~). 

Se entiende por factor de seguridad contra volteamiento, el nG.mero por el 

t cual debe multiplicarse la fuerza resultante actuando en la cara interior 

del muro para producir volteamiento, este nGmero debe estar comprendido en­

tre 1;5 y 2.0. 
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•iendo 

I: F • la suma de las fuerzas verticales 
v 

E FH • la suma de las fuerzas horizontales 

3) La resultante de las presiones sobre el terrene en la base del DRlro de­

ben estar sobre el tercio central del muro para que solo se presenten es-

--~, -~---- -~--------~---

';f ,J.-P+n .rs;.L 
---------------------------------ruerzos de compresiOn. Eatas presiones o esfuerzos se calculan con la teo­

ria de la flexion. 

H . . 1Wr 

I . ~.. I 

Fl~-4 
De la fig4se tiene: 

F. S. • M resistente 
volteo M actuante -~ 

Er( t H) 

2) No debe prOducirse deslizamiento entre la base el muro y el terreno, el 

factor de seguridad contra·deslizamiento es el nUmero por el cual hay que 

multiplicar el empuje horizontal, para que no se presente deslizamiento a 

lo ~argo de la cara de contacto entre el terreno y la base del muro. El 

nGmero calculado no debe ser menor que 1. 5 • 

La resistencia o fuerza rasante entre la bas£ del muro y un material no 

cohesive puede calcularse como el producto de la presi6n~normal por el Coe­

ficiente de fricci6n ~~ que puede considerarse seglln los siguientes valores, 

I 
t. 
l 

,4) En ningiin pun to del muro de ben excederse los esfuerzos perm.isibles de 

los materiales utilizados. Esto debe verificarse en un plano cualquiera p~ 

ralelo a la base del muro o en una hilada cualquiera, ya sea el muro de con 

creto o de mamposteria. 

In la tabla siguiente se muestran' algunos esfuerzos permisibles tipicoa 

Tabla de esfuerzos perm.isi.bles tipicos, kg/cm2 

Material Cortante Compresi6n TensiOn 

Mamposter'i.a de 3a. con mort.!_ 
ro de cal 1.0 4.5 0.35 

Mamposteria de 3a. con mort.!_ 
ro de cementa 2.0 9.0 0. 75 

Concreto simple 0.3 If' 0.45 f' 0.4 If' c c c 

I.JEIIPLO. MIJROS DE RETENCION 

-------------------------oara mamposter'i.a a-COncreto en contacto con estos materiales: ~-------------liD este ejempla .ae preaenta la l"eldsion de..un.muro de retenci.On de agua. 

Roca sana 0.60 

Material compacto 0.55 

Concreto 0.65 

Se tiene entonces que: 

~EF 
v 

F • S • deslizamiento • EF H 

La Unica fuerza que actUa contra e1 es la debida al empuje hidrostitico da­

do par la expresiqn ·~ • Yw H2/2, oponiendose a dicha acci6n la fuerza que 

ae origina por la fricci6n entre suelo-muro (ll r Fv) y el peso propio del mu­

ro. Estas fuerzas provocan mementos actuantes que tienden a voltear al muro 

alrededor del punta A, y momentos resistentes que se oponen a elld, fuerzas 

actuantes tambien tratan de hacer que el muro deslice sabre la base del muro 

" 

,, 
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(linea AB), ace iOn que se contrarresta con la fuerza originada par la friC­

ciOn suelo-muro. Es necesario para la estabilidad del muro que no ocurra 

ni volteo ni deslizamiento y tener la certeza de que ae tiene un margen de 

protecciOn el cual se le denomina factor de seguridad. Para el caso de val­

teo, el factor de seguridad results ser la relaci6n momenta resistente entre 

momenta actuante y para el caso de deslizamiento, el cociente de la fuerza 

de fricciOn entre la fuerza horizontal actuante, este factor de seguridad d!_ 

be ser mayor o al menos igual a un 1. 5 . 

------------'4- -

De la suma algebraica del memento resistente y el mom.ento actuante, se tiene 

el memento neto, que actUa sobre la base del muro alrededor de su eje cen­

troidal (AB/2), este nomen to es equivalente a una fuerza (componente verti­

cal de la resultante) por una excentricidad (distancia del centroide de la 

base, al pun to de aplicaciOn de la resultante sobre la base); si esta exce!!. 

tricidad se localiza dentro del tercio medic, Unicamente se presentarB.n es-

fuerzos de compresiOn en la base. ,, 
La magnitud de la resultante, se obtiene al aplicar el principia del parale-

log ramo para sumar sus fuerzas componentes (I FH y ~ Fv), siendo el ingulo 

que forma la resultante con la horizontal, el B.ngulo cuya tangente es el va-
l I&_ 
or H 

H • j 
~ ·'I 

Finalmente para encontrar los esfuerzos en la base del muro se hace uso de 

la teoria de la flexiOn aplicando la expresiOn f • - * ± ![ y, comprobB.ndo­

ae que solamente se presentan esfuerzos de compresiOn y que la magnitud de 

estes esfuerzos son menores que la capacidad del terrene en que esta des­

plantando el muro. 

EJEMPLO. ANALISIS DE UN MURO DE CONTENCION 
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Se pide: 

a) Encontrar los factores ide seguridad contra volt eo y contra deslizamiento 

b) La posiciOn y magnitud de la resultante, asi como el B.ngulo que forma 

con la horizontal 

c) El diagrams de esfuerzos normales bajo la base del muro 

SOLUCION: x_j~ 
PosiciOn-y magnitud de las fuerzas actuantes 

Eh • t F • - 1- y H2 
H 2 "' r 

11/?. 

w 1': 

~!:r ® 
8 4-----"-'--

"" :A.:Cfv 

Caracteristicas geomitricas de la base 
. r ... ~ ___ <t_oo,_ __ -1-

r--- .... ~ -+-
A • 5.00 x 1.00 • 5.00 m2 

-+-"~: .. ~ 1 

c • 5.00 • 2.50 m .lll!.l 2 

bh3 1.0 x (5.0) 3 • 10.41 m4 
• 12 • 12 

~, ---+--

i ' / 

"·t r 
/ 5"1>0 

,, alo1":1 -f "" /" 
,,...,. . C•Z. . &( lht 8(_ 

1 10.41. 4.16 
S • -c- • 2.50 

• aJ 

a) 1. Factor de seguridad contra volteo 

Cilculo de fuerzas verticales (l:Fv) y mom.ento resistente <Ha> 

I 
+ 

/.#0 

-+ 
I 

- ----------=DATOS: e--Fl.....:t~ lJT€ DE' f'i-"r.,cc-nJj"'f"',_ _____ _.g,.e,.c,.c,iu;OULD 
.!·"~ f:UB~o ""'ul2.o }Aco,'-'o ---

JU__,.__Fvi l>razo h!-"---l'ri ~-

.~ 

... 

i:r:: .:~ .. = i. :'.J // 
-·~·.' 

.~ 
/ 

-l ,',""!,'\T.I,,., 

• o.r_.o .... , 

•' 
t-I:S.1o""' 

?'"''"" "• -,-"·--;.; 

:: ~., ..... 

h;"·"""' 

:'fl\ 

~o1""--

CO\.I~\t:>erU~SC. ~U£ NO l-tA.'I 
.i.~~.Eet~ l.)t_ '51J'PI.:.€.SICN, 

2 

(1.00x6.00 X 1.0) (2.4) • 14.40 

(4. 00x6.0Qxl. 0) (0. 5) (2.4)z28.80 

H • 43.20 Ton 
v 

Suma de fuerzas horizontales (HH) 

4.50 

"''
1
2.66 

F8 • Eh • t yw H2 • t (1.0)(5.40) 2 • 14.58 ton 

64.80 

76.60 

Mr•141. 40 T-m 
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Momento actuante o de volteamiento 

1 5.40 
MA • (11

1
) ( 3 H) • (14. 58) ( -

3
- ) • 26.24 ton 

F.S •• MR.l41.40 
volt. MA 26.24 • 5.39 > 1.5 ---

a) 2. Factor de seguridad contra deslizamiento 

Fuerza oponente al movim.iento 

\1 EF • 0.60 x 43.20 • 25.92 ton 
v 

F. S. • \1 EFv • 25.92 
dez. FH 14.58 • 1.78 > 1.5 

,( 

"""'l'!ptf11" • ', 

b) 1. PosiciOn de la resultante, de las fuerzas verticales y horizontales 

Momento neto • ~ - MA • 141.40 - 26.24 • 115.16 ton-m 

X • ~ • 115.16 AR EFv 43.20 = 2 • 66 m (a la izquierda de A) 

.,. distancia al centroide de la base 

e • ~- XAR • 2.50- 2.66 =- 0.16 m (ver fig) 

Por lo que cae dentro del tercio media de la secci6n transversal y solo ha­

br& esfuerzos de compresiOn en la base. 

b) 2. Magnitud de la resultante 

Q • { Fv2 + FH2 • {(43.20) 2 + (14.58)2 • {2078.82 • 

R = 45.59 ton 

b) 3. Angulo de la resultante con la horizontal 

l:F 43.20 
• ang tang EF~ • ang tang 14 • 58 ~ ang tang 2.963 • 

e- 11• 21' ...:~ .... "" 
:·T )'' 

" 
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Las fuerzas y sus puntas de aplicaciOn se muestran en la siguiente figura: 

.Ys= I·A~m 

C:.V•<>a"t:!­
r ~ 

Zf., =En f\- _,_., 

\ 
_.,1"-e =o·'~""' 

:z:l' e'~. 
-~--+- _t_:_\ 

- • ·~ ·~;~~ 7~o -f- C>~y~~- X4tt.: t.O(;.. 
.,.. C"i~o::.l·'-'-

-t"" r-· -.= -::.c~ 
P.·-=--~/l).-., ... 

c) Diagrama de los esfuerzos bajo la base 

A.•licando la formula de la flexion f • - + ± + 
en donde: 

M • F x e • 43.20 x 0.16 • 6.91 ton-m 
v 

sustitu~endo valores 

f = - 43 . 20 + ~ = - 8 64 + 1 66 5.00- 4.16 • - . 

fA •- 6.98 ton/m2 fB •- 10.30 ton/m2 

el diagrama de esfuerzos queda finalmente como sigue: 

e~=-· --

1 -) 

A 

__=J_<,.Tk• 

,;. 

I!' 

-··,~ ;____.-.----···----·----

r.:-

EJEMPLO. MUROS DE RETENCION 

En este ejemplo se presents un muro de retenciOn de agua,pero a diferencia 

del anterior, exist en otras fuerzas adem.£s del empuje hidrost3.tico actuando 

sobre el, estas fuerzas son: 

, .. 

,, 



'•. 

_sz_,_ 

Ar,ul> 

I,, 

e: 
a) La supresiOn bajo la base del muro y ·d> 

b) La prJducida por materiales azolvados ~ ;~ ...... - 'f 

El an8lisis se hace en la misma forma que en el ejemplo anterior, pero·con­

siderando que estas fuerzas adicionales contribuyen al momenta de volteo, la 

fuerza que produce el momenta resistente, es el peso propio del muro, el cual 

se descompone en los pesos de dos volllmenes mas sencillos, f8ciles de calcu­

lar. 

-·-zl conocer la posiciOn y magnitud de las fuerzas actuantes y resistentes co!!_ 

duce a la obtenci6n de los factores de seguridad que muestran la estabilidad 

del muro contra volteo y deslizamiento, se comprueba que la apliC.aci6n de la 

resultante est8 sabre el tercio media de la base para provocar Unicamente e~ 

fuerzos de compresiOn en la base, esfuerzos que resultan ser menores que la 

capacidad del terreno. 

En el cB.lculo de los esfuerzos en diferentes secciones del muro, se comprueba 

que los valores alcanzados debidos al empuje hidrostB.tico y el peso propio 

del muro, a partir del nivel que se analiza, son menores que el esfuerzo pe!. 

misible para el material (fc • 90 kg/cm2) siendo todos ellos esfuerzos de 

compresiOn. 

EJEMPLO. CALCULO DE LA ESTABILIDAD DE UN MURO DE RETENCION 

f' • 200 kg/em 
c 

f = 0.45 f~ • 90 kg/cm2 -r c 

5.oow. Yc • 2.2 ton/m3 

+ Yw • 1.0 ton/m 3 

1Js.m. • 0.60 

suelo -Mu'f"o 
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•die pide: 

a) Encontrar la posiciOn y magnitud de la resultante y B.ngulo que forma con 

la horizontal. 

b) Encontrar los factores de seguridad contra volteo y deslizamiento 

c) Encontrar el esfuerzo en la base 

d) Encontrar los esfuerzos en el muro a cada 5 metros a partir de la base 

basta los 20.0 m de altura. 

-----sOLUCION: 

CB.lculo de la magnitud y posiciOn de las fuerzas actuantes 

Peso propio W • W1 + W2 • (3.0 X 25.0 X 2.4) + (16.00 X 20.0/2)(2.4) p.p. 

• 180.00 + 384.00 • 564.00 ton 

Fu~.~rzas verticales 

Carga ton. 

WI • 180.00 

Wz = 384.00 

-50.40 

EFv • 513.60 ton 

Fuerzas horizontales 

Carga ton. 

brazo m. 

17.50 m 

r, 1"!0.66 m 

12.67 m 

j. .·• 

brazo m. 

.:) ... 

Mom.en tos con respec to a A 
Momenta t+~ ton-m 

3150.00 

4093.44 

+ 638.56 

- 6604.88 ton-m 

Momen to con res pee to a A 
Memento r+:, ton-m 

--~ -z-o-.65 2j 
ISCD-· c.c. • F = Yw H 2 

concreto -<.L'~~reto F • 1. 00 x 20. Q2 /2=200. 0 6.67 

t-:":~-;-
,!3 ~ 

Nota: El muro est8. sujeto a una 
supresi6n de 50.4 ton y a un empu 
je del material azolvado ademB.s -
del empuje hidrostB.tico. La ca­
pacidad del terreno es de 40 
ton/m2 

Empuje de azolves 
EA = 4.50 

EFH = 204.50 

1.67 

eF =~-H 204.50 - 6.56 m (sobre A) 

+ 1 334.00 

+ 7.52 

'Jfi-.l )(..,; \ i· ~.' + 341.52 ton-m 
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a) 1. PosiciOn de la resultante de las fuerzaa verticales y horizontales donde: 

Momenta neto • MA • - 6604.88 + 1341.52 • - 5263.36 ton-m 
P • Fv • 513.60 tori 

A • 19.00 x 1.0 = 19.00 m2 

X • Mn 5263.36 
AR Fv • 513.60 • 10.24 m (a la izquierda de A) •-· " i4 

M • P x e ; e • ( Mn - B/2 ) • ( X - B/2 ) • 0. 74 m Fv AR 

AB 2 -
- 3- • 6.33 < 10.24 < 3 AB • 12.66 

y la diatancia al centroide de la base es 

la resultante cae en el tercio me 
d~ -

1 e • ~ - XAR • :!J_"fQ_ - 10.24 • - 0. 74 m (a la izquierda de AB/2) 

a) 2. Magnitud de la resultante 

I" 

M • 513.60 x 0. 74 = 380.06 ton-m 

• bh 3 = 1.0 X (19.00) 3 • 571 58 4 
12 12 • m 

y • 9.50m 

Suetituyendo valores 

= - 513.60 ± 380.06 (9 50) 
19.00 571.58 . 27.03 ± 6.31 

f • - 20.72 ton/m2 
A 

f • - 33. 34 ton/m2 
B 

R • fFH2+ F/ • { (204.50)2 + (513.60)2 • 552.82 ton 

R • 552.82 ton 

La distribuciOn de esfuerzos en la base es menor que la capacidad del terr~ 

no que es de 40 ton/m2 , y se muestra en la siguiente figura: 

-;ji.:!,~,)t. __ (-)_ r·-· ~:·:.-·:=.::l~~~,_-_,...,"t. 
(:l 

a) 3. Angulo de la resultante con la horizontal d) Calculo de la estabilidad en las secciones a 5, 10, 15 y 20 m sobre la 
base 

6 • ang tang Fv 513.60 
FH • ang tang 204 • 50 • ang tang 2. 511 

~
I 

·~ ~i 
'· '"" . 0< •• ··~·"' • • J---1 .. . . ·~"· .. . - , ... 
'·'· • 0 "• ohoa<-<o • . I o . • ... -.,---'·"'"'·" .,...... .,, f--1• ·.-. ,.., -'"'" ' ... -'\ , L> n, '---J ' -- ~~ r· . -~ 

·t,>"-i ~ 

8 • 68° 17' 

b) 1. Factor de seguridad contra volteamiento 

MR 3150.00 + 4093.44 
r.s.volt • MA • 638.56 + 1341.52 • 3 · 66 > 2 · 0 

b) 

c) Esfuerzos en la base - t- . 
i·Oo .... 

Se aplica la formula de la flexion f•-...!_+ M A-T y 1-

.r 
t ·~ 

+ 

11..0~ 
.., 

lC".O.;.J 

:-f.~() 

.., 

' (7· 

' 

-1 

s.o .. 
r-

5.o-

I 
. 5-•·-
+ 

s:o., 

!> 

.L 

Secciones que se 
analizan, con sus 
correspond ien t es em­
pujes hidrost8ticos, 
sobre el mu ro. 

I.~· 
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1-2 

3-4 

5-6 

7-8 

2.08 

2.65 

~.99 

,, 
i -~' 

~ 

.I ,. 
~ 

f .. 

Tablas de calculo de los es!uerzos en las secciones del mur~5.0 m 

+ 
M 

v (ton) 

(ton-m) 

g 

£ Ayc=(3.0x20. 10.20 
-3672.00 

15.0x12.0/2)2.4 
= 360.0 

g 
~ Ayc=(3.0x15. 

g 

8.0x10.0/2)2.4i 
= 204.0 

~ Ayc={J.Ox!O.O+ 
4.0x5.0/2)2.4 
= 96.0 

Ag Y c= (3. Ox5. 0) 
x(2.4)= 36 

A -.!'. 
A 

15.0 -24.00 

11.0 -18.55 

7.0 -13.71 

3.0 _, 

\ll 
" l 

7.54 

4. 79 

1.50 

M•F e 
v 

410.4 

248.88 

102.72 

f; ~~-
; ~ 

-1538 

- 460 

54.0 

I 
(m'J 

281.25 

110.92 

28.58 

' ,_ 

' 

FH 

(ton) 

y 
(m) 

112.50 5 
~ 

50.00 3.33 

+ 

~ 
(ton-m) 

562.50 

166.67 

X = e 
Mn/Fv 

-3109.50 8.64 1.14 

1.22 

I 12.50 1.67 20.84 - 439.16 4.57 1.07 

y 

7.50 

5.50 

3.5 

;_ 

I 
{ 

' 

±.!!y 
I fn R= 

(ton/m2
) 1 F2+F2 

H v 

± 10.94 ft= -34.94 377.17 

f2=-13.06 

:!' 12.34 f3=- 30.89 210.04 

f,=- 6.21 

:!: 12.58 fs= -26.29 

f6=- 1.13 

... 

-
N 

" ell .. 
Ill • 

fu 
I" 

96.81 

36.00 

., 

F conclu-
ang. tng. v sii5n 

FH 

n• 39' 

76° 13. 

82" 35' 

90° 

estable 

eatable .:. 

estable 

estable 

s 
" 
~ 
~ .... ... 
" "' 0 

" 
"' ID 

ID 

" ... 
ID 

E\ .... .... 
" .... .. 
" ID 

! .. • ... 
" ~ 

... 
= .. 
~· .... 
~ ... 
" " ... .... 
~ 
" " .. 

) 
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... _..._. I) Diseiiar un muro de retensiOn del tipo de gravedad, el cual debarS: soste­

ner un relleno de 5. 50 m de altura cuya superficie est& inclinada un ingulo 

S - 10° sobre la superficie horizontal y sus propiedades son 41R • 32° y 

YR • 1. 76 T/m3. El muro sera de concreto con f~ • 140 kg/cm2 y estara empo­

trado l. 20 m en terreno firme con + • 36", y • l. 92 T/m3 y una capacidad de 

q • 29,3 T/m2 • 

t 
Cl ... 
-4 

El esfueno penaisible del concreto a tensi6n es fT • 0.424 ~ 

f 1.:. 5 kg/cm2 
t 

Usando 18' teroria de Rankine 
·TtD0.«$•1' 

Para 8 • 10" y +R • 32" del Ap&ndice "B" 
.•. r..,. 

K
8 

,;. 0.321 

1 . 

,_;1 

Pa • fvH2 Ka-j-(1.76)(6.97)2 (0.321) 

P • 13.723 T/m 
a 

Ph • 13.72 cos 10°• 13 • .51 T/m 

Pv • 13.72 sen 10° • 2.38 T/m 

11-(.5.80+0. 27) (1 255) (1. 76)•8.28 T/m 

o ('- -• ' .~O.IS'.., J' ~~ IO,'fl ~.S- /. _. -1-1 2.23wt 
.......... _. 8) 6S ~~ ,,,D 

Como todo aa -ltiplica por l m de 

longitud loa paaoa nos quedan en 

Toneladaa. 

~,~... ---

CUculo de la estabilidad del DUro 

SecciOn Peso en (Ton) Brazo en ( m) Memento en 
(Ton-m/m) 
---

1/2(5.80)(0.483)(2.4)•3.36 0.639 2.147 

2 (5.80) (0.50)(2.4)• 6.96 1.050 7.308 

3 1/2(1.55)(5.80)(2.4)•10.79 1.817 19.605 

4 - 8.28 2.333 19.317 

5 -
(aprox)(3)(0. 9)(2.4)• 6. 48 -1.500 -

9.720 

p • 2.38 2.490 5.926 
v 
--- ---

tr •38.25 tM-64 •023 ~esistente v 

Momento de VOlteo • 13.51 X 2.23 • 30.127 T-

64.023 • • 
Factor de Seg • 

30
, 127 • 2.13 ~ 1.5 • • ) .K. 

Al volteo 

Con 8 • 0° y + • 36", t0118ndo loa inversos del Apindice "B" 

K • 3.846 p 

+ PP • 1/2 yH2 Kp • 1/2 (1.9i)(l.20) 2 (3.846) • .5.317 T/m 

Fuerza de Fricci6n 

• 2 
11 • Tan 3 + • Tan 2/3(36) • 0.445 

FR • t Fv11,;. 38.2.5(0.445) • 17.02 Ton 

+ r 5 • 11.02 + 5.317 • 22.338 • 1 65 1 5 • • •~ c• 13.51 • > • O.K. 

M 

' 

; ... t 

> 
0 

• . 

+-j ~·oo'!' . 4 1t •!.H Tim' 
~ . ~=3zo ~-------------Al deslizamiento 

~"-"'./--
/•1.12 T/tn~ 
f/>=.s,• 

Pi • t K + x • 64 ·~:3 _: 30•127 • 0.886 < 1.50,. 

Obtenci6n de Eafuerzoa: 

q •! + K A •• S 

:-

A • BL • 3m2 

S • ~2 • (l ~ (9) • 1. 5 m3 

~ ~. 

,, 

~ 
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Para 1 m de ancho tenemos: e ~ 1.50- 0.886 • 0.614 

.!:t.D!...!±!.!!..=! [ 1 :t~J q A B2L A BLB A B 

38.25 [ 1 + 6(0.614) J • 28.407 T/m2 < qpermisible ~ ~X • 3 3 

• 38.25 [ 1 _ 6(0.614) J . - 2.907* T/m2 ~in 3 3 

* Existe tensiOn porque la carga no est8 aplicada en el tercio medio. 

- 2.907 T/m
2 
•- 0.29 kg/cm2 < 5 kg/cm2 (Esfuerzo del concreto a tension) 

Veremos los esfuerzos en el volado: 

m - h....::...Zl. • D-29. 78 
1/2 kg 2. 658-0 

m • - 10.82 

y • mx + b • q • - 10.82 x + 10.82 

EIIV • q • 10.82 - 10.82 x 
y 

EI~II • V • 10.82 x - 10· 8; xZ 

EIII • M • 10.82 x2 _ 10.82 x3 
y 2 6 

M • 5.41 x2 - 1.803x3 

para x • 0.317 m 

•i 

,1·· 

.' n ·· (O ~tf·1 ut l ....... 

>llUlr 

H ' .' 
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~ 
T 

11-

~' 
~· n,.., 
... ..!. 

~I 
~~ 

+-

-j4 - - (3"' 3.1ft) ,., 

-1----e' ... _ _,_ 

I ' ---~ --~ -1- . 

~1 
11(-p ;;~ ....----1 -l. 1o~ 

i 
1 

.tz 

I ' I ) ,.,. . 

~ ,. ~ I 
_j..e'l~./.-- -! ,~ ~ 

i .; ,._ 

-1-
812. 

~. B/2- e 
3 

B' • 3 (B/2 - e) 

··-I-
't.. 

,./· 

B' • 3 (1.5 - 0.614) • 2.658 m 

ll • P • 'lmix L B' 
2 

• 2 p 2(38.25) 
~ax ii'L • (2.658)(l.O) • 28.78 T/m2 

~iix - 28.78 < 29_.,~ O.K. 

M • 5.41 (0.317)

2 

- 1.803((10~-~3~1~7)~
3

~·~0~.~4:86~2~T=-m~--------------------------------------------------------~ --------------------_d~c~alculando ~sfuerzo__ 

f • 6M 6(0.4862) 
B2L = (2.658)2(1) • 0.4129 T/m2 • 0.04 Kg/cm2 < 5 kg/cm2 

'11\."Jf; 

O.K. 
,.c.-! •· ~If' 

' 
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J~i .. ----

•. 2,01'>? 
IIIAF 

-. - lr.- ., I 

ffi / I I • ', 
' ' ,.,., 

.Y,o,.., ,, 

-.. 
(1/, - '• ~ - ... ~ 

,...~ All ,.. _____ 

!I -• i'w liz 
II/, -t J"'!l._ "i N! "'I 

<12 • Y H1 KA + Y H2 KA + Y
01 

H2 + q KA pero a1 • y H1 KA + q KA 

a2 • "I + yl H2 KA + Y., H2 

-,, 
"2 • 1.533 + (0.6) (8)(0.2948) + (1)(8) 

•' "2 • 10.948 ton/m2 

b.- Cilculo del empuje 

E • ! .r.J!L + .r.J!L.!I.z. + :d!i + ! H2 + sJ!. 
A 2 N + N + 2 N+ 2 Y., 2 N + 

1 
como iiT • KA • 0.2948 + tenemos que N + • 3.392 

·• 2 . 2 
E • _1_ (1.6)(2) + (1.6)(2)(8) + ~ +! (

1
)(B)2 ± 2(10) 

....,.----------------:A. 2 3.392 --3.392 %(3.392) 2 - 3.392 

EA • 52.047 ton/a 

162 
~P.A :,J;A m 

h---e--.?- = .2 T/m1 

If, " 2. ()"' -i· 
-r--

II,; !.o,., 

J"= 1," Tim'~ -7 IV_AF 

.4/ZE'Jl;i 

JA ~ 0. c; 7"ttl; 3 

/J =" .a;!." ~-----

·to\ 

II) Para el nuro mostrado en la figura: 

a) Calcular la distribuciOn de presiones, segiin Rankine, suponiendo un es­
tado activo. 

b) Calcular el empuje. 

a.- Cilculo de OJ Y 02 

A las profundidades de 2 y 10 m respectivamente 

.L!L.K yH a • N$ A 

u l ,_,. ., "" 

1 IT z KA • tan2 (45 - +/2) 

KA • tan2 (45°- 33'Y2) • 0.2948 
,t:' ·, u~.t 

oi = (0.2948)(1.6)(2.0) • 0.9434 

El esfuerzo debido a la sobrecarga es: 

op ~ q ~ • (2.0)(0.2948) • 0.5896 

• '. OJ • 0. 9434 + 0. 5896 • I. 533 ton/m2 

i' 

,, 
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APENDICE "A" 

,I •' 

METODO DE CULMANN 

El mi!todo consiste en lo siguiente: par el punta A, de la base del muro 

tricense dos lineas, la "~" y la "8"; la primera a un ingulo $ con la ho­

rizontal y la segunda a un S.ngulo 8 con la anterior. El ingulo 8 y su m! 

todo de obtenci6n son los mostrados en la figura mencionada. 

/ ,/ // . . ·I 
/ // .,/ ~..:~~·~~ . •1 t ~~~ 

.~/_.,.,.,./":" ... //; ...,..,./ ~-,.c.- ~ ·_-M ............. 
1 j i /_...,.-c •• ' ... -~- /" .....-(' · '4-<>\. ' 
: / / ~-·::~'--.:"' ' .... ,....... 4 ). ···- ---

i ,,l<i/:~''':·</ >~~·· \1' c;.?/jy'(:E," ,/ ~~~- z [ ' 
11_ •• ··~· • ,,,j I/ ,~,...., . 6 ' +-~~-J~x;~r. .. !ly...,/_,'/•· . , . .,,,.,.,r ·:~:~;/~~; . 

[--i.Ji•.:..t,L .. ----·-·-- -·-··-·- -+ VO<IoUIJA""'-....; ,, 
-~"t" 

A· I 
(a) lbl 

FIG •. -· MlfHo grd!ico tl, Culma1111 

A continuaciOn, escOjanse diferentes planos hipoteticos de deslizamiento, 

Ab1, Ab2• •• etc. El peso de estas cuiias de deslizamiento podri calcularse 

multiplicando su irea por el peso especifico, y, de la arena que constitu­

ye el relleno (recuerdese que se considers una dimensiOn unitaria en la d.! 

recciOn normal al plano del papel). A una escala de fuerzas conveniente, 

estos pesos podrin llevarse, a partir de A sobre la "linea +"; asi se ob­

tienen los puntos a 1, a 2 , •••. etc. 

Por estos Gltimos puntos tricense ahora paralelaa a la "linea 9", basta 

cortar en los puntos c 1 , c 2 , .•.. etc. a los respectivos planos de falla 
-----------------------------------------------------~de las cuiias. Los segmentos a1 c1,a2 c2···· etc. representan, ala esca-

•'J 

1 •• 

la de fuerzas antes usada, los empujes que produce cada una de las cuiias 

arbiteariamente escogidas. En efecto, en la secci6n b) de la fig A-1 apa­

rece un tri8ngulo de fuerzas correspondiente a una cualquiera de las cuiias 

deslizantes escogidas. El empuje E y el peso W forman el 8ngulo e, puesto 

que este es, por definiciOn, el ingulo formado por E y la vertical. Entre 

" 
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la reacciOn a lo largo del plano de falla, F, y W se forma el ingulo a - ~, 

~iendo B el que forma el piano de deslizamiento con la horizontal. 
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la combinaciOn de un relleno "friccionante" y una sobrecarga lineal de in­

tensida q unidades de fuerza por unidad de longitud (fig A-2). 

/ 
/ 

-L.ir.'~: .---· 

El procedimiento a seguir es totalmente ani logo al anteriormente descrito, 

~i _. con la diferencia de que a la derecha del plano Ab3 definido par la posi­

ciOn de q, debe llevarse sabre la 11 linea q," no sOlo el peso de la cuii.a 

deslizante, sino, sumado, el valor de q a la misma escala de fuerzas usa­

';'..;..'\ da. Precisamente en la l:i.nea Ab3 la curva de Culmann deber.i presentar una 
--------------~~discontinuidad par efecto de la sobrecarga. 

. 
Ji 

!- A·2 
FIG . ._, El mltodo tJ, Culmot~• C/10/ldo ~,;,. 11110 sohr•cotgo n,..t I, 

Considerese ahara el triingulo Aa2 c2 , ligado, por ejemplo, a la misma cu­

iia deslizante. Aa2 es proporcianal al peso de la cuii.a, W, par construe-

ciOn. El B.ngulo en a2 es 9 par ser a2 c2 paralela a la "linea 9". Evide!!_ 

temente, el B.ngulo en A, del triingulo Aa2 c2 , es B - cp, siendo B el B.ngu-

lo que forma el plano de deslizamiento Ab con la horizontal. Entonces el 

trilingulo Aa c es semejante al 123 de la parte b) de la fg A-1 , Se ve, 

comparando esos tri8.ngulas que el lado a 2 c 2 es el homOlogo de E en el 

triingulo de fuerzas; por lo tanto esas dos magnitudes son proporcionales 

-<Ll y c2 a2 represents a E a la escala de fuerzas escogida. 

Puede trazarse una linea que contenga a todos los puntas c, obtenidos se­

giin se vio. Esta es la "11nea de empujes" o linea de Culmann. Una para­

~---------------------------lela a la "linea $", tangente a la linea de Culmann., permite calcular el 

empuje miximo como el segmento ac, interpretada a la misma escala de fuer-

1'!! • • zas usada y sienda c el punta de tangencia resultante sabre la linea de 

Culmann. La linea Ac, prolangada basta b, proporciona el plano de desli­

zamiento mis critico, ligada al m8ximo empuje. 

El m;;todo de Culmann permite tambi;;n llegar al empuje nmximo producido por 

_,~-

-------------------- -----------------------------

.. ,-

<-:'·'· '41 

j~~·\ 

(a) (b) 

Fig A-3 Punta de aplicaci6n del empuje, seglin el metoda de Culmann 

El empuje E', dado par el segmento a' c' es el m3.ximo considerando la sobre­

carga, mientras que el segmento ac seria el empuje miximo, si no hubiese so­

brecarga. Se sigue que si la sobrecarga estuviese situada a la derecha de 

b" ya no ejerceria efecto, pues en tal caso el empuje seria igual al miximo 

obtenido con la linea de Culmann punteada; desde luego la 11nea cc" se ha 

trazado paralela a la "linea 41". 

!1 punta de aplicaciOn del empuj e miximo puede obtenerse tambiin grificamen­

te y con suficiente aproximaciOn siguiendo las reglas que se detallan en la 

fig A-3 . 

Si no hay sobrecarga· lineal una paralela a la superficie de deslizamiento 

critica Ab par G, centro de gravedad de la cuii.a deslizante, corta el muro 
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en un punto en que puede considerarse aplicado el empuje E. (fig A-3a. 

Si hay sobrecarga, a la fuerza anterior se afladira, para fines de diseno, 

otra, E, calculada restando E' - E, obtenidos como se indica en la fig A-3, 

y aplicada en el tercio superior del segmento ff', en el que f es la inter­

sec ciOn de una paralela a la "linea $", trazada por q, con el respaldo del 

muro y f' es la intersecci6n con el mismo plano de una paralela a la super­

ficie critica de deslizamiento, trazada tambiin por q. (fig A-3b. 

El mitodo de Culrnann puede emplearse para el calculo del empuje pasivo 

ejercido contra un relleno arenoso. El procedimiento y su demostraci6n 

son id€:nticos, con la diferencia de que la "linea 4>'' debe ahara dibujarse 

formando ese B.ngulo con la horizontal, pero hacia abajo. 
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APENDICE "B" 

TEORIA DE RANKINE. 

Formula general para obtener KA 

Siendo S: el angulo del relleno con la horizontal. 

KA - cos s cos s - I cosz s=----cosz <I> 

cos S + I cos2 S- cos2 4> 

Ahara si S = 0 + cos S • 1 

+ KA 

Y como 

< 1 ) (1) - 11-COSZp 
(1 )+ I 1-cos24> 

sen24> + cos2 4> • 1 

+ 1 - cos2 4> = sen2 <j> 

1 - sen <P 

KA = 1 + sen 4> 

K • 
A 

( 1 ) 

- I 1-coszp 

+ I 1-cos24> 

( 2 ) 

Concluimos que la formula No. 2 es un caso particular de la No. 1 • 

Cuando S = 0° 

TABLA PARA ENCONTRAR KA CON LA FORMULA No. 

so = 4J 0 = 26 28 30 32 34 36 38 
---
0 0.390 0.361 0.333 0.307 0.283 0.260 0.238 

5 0.396 0.366 0.337 0.311 0.286 0.262 0.240 

10 0.413 0.380 0.350 0.321 0.294 0.270 0.246 

15 0.448 0.409 0.373 0.341 0.311 0.283 0.258 

20 0.515 0.460 0.414 0.374 0.338 0.306 0.277 

25 0.700 0.573 0.494 0.434 0.385 0.343 0.307 

30 0.866 0.574 0.478 0.411 0.358 

NOTA: El KP = 1/KA Los valores de K pueden obtenerse invirtiendo los va 
p 

lares de KA. 
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~ie del muro puede tener pendiente. 

Fig B-1 Medidas tentativas para un muro de gra~edad. 

Ver ref 8. 
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