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CAPITULO |




Capitulo 1. Antecedentes

En este capitulo se presentan los conceptos fundamentales para el planteamiento y
solucién de los problemas de flujo en medios porosos que permiten la interpretacion y
analisis de pruebas de presion en los yacimientos petroleros. Asimismo, las condiciones
para la solucion de la ecuacion de difusividad, los cuales permitieron el desarrollo de este

trabajo.

1.1. Problemas de Flujo en Medios Porosos

La extraccion de aceite en un yacimiento es un proceso que puede modelarse como el
flujo de un fluido ligeramente compresible, de compresibilidad constante, en un medio
homogéneo e is6tropo a condiciones isotérmicas. Para ello se utilizan las relaciones de:
continuidad de la materia, transporte de cantidad de movimiento, y una ecuacién de

estado.

1.1.1. Ecuaciones Fundamentales

La formulacion de la ecuacion de flujo monofasico asume:

i.  Un fluido homogéneo, ligeramente compresible de compresibilidad constante.
ii.  Flujo darciano.
iii.  Medio isotropo y homogéneo respecto a la permeabilidad.

iv. Temperatura constante.

Las ecuaciones fundamentales utilizadas en este trabajo se muestran en la Tabla 1.1,

donde p es la densidad, v la velocidad de flujo.



Tabla 1.1. Ecuaciones empleadas para el estudio de flujo en medios porosos.

Ecuacion de continuidad V- (pv) = _ai(qbp) (1.1
t
Ecuacion de transporte _ k
(Darcy) Vr = _;VP (1.2)
. 1/0p
Ecuacion de estado C = —(—) (1.3)
p\dp/,
. e 10p
Ecuacion de difusividad Vzp = —E (1.4)
n

1.1.2. Ecuacion de difusividad

El flujo de fluidos en un yacimiento puede ser descrito a través de la ecuacion de
difusividad expresada en términos de presién como variable dependiente. La presién en
cualquier punto del medio poroso es una funcion de las coordenadas del espacio y tiempo,
y depende de las caracteristicas iniciales y de producciéon del sistema (condiciones
iniciales y de frontera). Entre sus aplicaciones, la ecuacion de difusividad describe el
comportamiento de los fluidos ante alteraciones en la presion debido a las condiciones de

produccion de un pozo. Las suposiciones hechas para su desarrollo son:

e Medio poroso homogéneo e isétropo.
e Flujo isotérmico de un fluido ligeramente compresible.
e Gradientes de presion pequefios en el yacimiento.
e Efectos de gravedad despreciables.
e Propiedades de la formacién constantes (k, h, @).
e Propiedades del fluido constantes (u, B, C,).
La expresion resultante se muestra en la Ec. 1.4, la cual en flujo lineal es:

9’p _10p

ox? UE' (1.5)

donde 7 es la constante de difusividad hidraudlica, definida como:



k
ouce’

n:

(1.6)

La difusividad hidradlica indica la velocidad de propagacion de la caida de presion en el

sistema. La equivalencia del Laplaciano (V?) y la divergencia (V -) en diferentes sistemas

de coordenadas se indican en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2. Definiciones de los operadores divergenciay Laplaciano. (Gallardo, 2016)

Tres dimensiones

‘ Una dimensidén

Coordenadas Rectangulares

dF, 0F, 0F, dFy
V:-F)=——+4+ —+— -F) =
VB=5%% T2 VB =7
a F 0°F 09°%F 0°F
V2F) = 2F) = —
V°F) = ay 922 (V*F) Jx2
Coordenadas Cilindricas
10 10F, OF 10
(V-F):——(rFr)+;¥+ aZZ (v-F)=;§(rFr)
1 9% OF 1 0°F 09°F 1 02 OF
2F ___ ‘ery, ror or oy =22 (,.%F
(V°F) (r ar) + r2 962 + dz2 (V°F) r 0x2 (T 6r>
Coordenadas Esféricas
W F) ==L (2F,) + —— 2 (sin 6Fg) + —— 2 (V-F) = 52 (2F,)
r2or nf oo sin OFp rsin@ do TEr
10 6F 1 0 OF 1 0°F 1 6 OF
2F) = —=—|r2— —(sin—) + =————— | (V?F =——( 2—)
(V7F) r2or " 6r> r2sin 6 96 (Sln969)+r2 sin? § do? (V°F) r2or ’ ar

*Donde F es una funcion vectorial y F es una funcién escalar

La solucion de la Ec. 1.5 requiere de una condicion inicial (la derivada respecto al tiempo

es de primer orden) y dos condiciones de frontera (la derivada mayor es de segundo

orden). Las condiciones de frontera mas comunes son:

e Condiciones tipo Dirichlet. Este tipo de condiciones requieren del conocimiento de

la funcion evaluada en alguna frontera, siendo para este caso, la presion.



e Condiciones tipo Neumann. Este tipo de condiciones especifican la derivada de la
funcién evaluada en alguna de las fronteras del yacimiento, es decir, el valor del
gradiente en dicho punto, para lo que se utiliza el gasto.

De acuerdo al tipo de condiciones de frontera externa (CFE) existentes, se definen los
siguientes estados de flujo: transitorio, estacionario y pseudo-estacionario, que se
describen en la Tabla 1.3 la cual muestra cada uno de los regimenes de flujo. Ademas de
las condiciones de operacion del pozo, a presion de fondo constante o a gasto constante,
se consideraron los efectos de pozo (almacenamiento y dafio), los cuales se presentan en
la Tabla 1.4. Dado que estos afectan la presion del pozo, se indicaron como parte de las
condiciones de frontera interna (CFl) utilizadas.

1.1.3. Variables adimensionales
El uso de variables adimensionales permite conformar conjuntos de propiedades y reducir
el numero de incégnitas de un problema, por lo que permiten generalizar las soluciones

obtenidas para un problema. Para este trabajo se definen las siguientes variables:

kbh
_ —p) 1.1
Pp 2qBL (pi —p) (1.10)
Bk
=— 1.11
ad (1.12)
xD ==, .
L
C, =—0 ¢
b= gez’ (1.13)

donde C es el coeficiente de almacenamiento del pozo y L la longitud; a, f y w son

constantes (dependen de las unidades); y h es el espesor neto del yacimiento.



1.1.4. Tipos de pruebas de presién

Una prueba de presion permite evaluar los pardmetros del yacimiento, caracterizar la
heterogeneidad, establecer limites y la geometria del mismo ademas permite determinar
si hay comunicacién hidraulica entre pozos. Al realizar una prueba de presion, se presenta
una alteracion en las condiciones de equilibrio del pozo, induciendo una distribuciéon de
presion que se transmite en el yacimiento, la cual, dependera de las caracteristicas de la
roca y los fluidos. La interpretacion de éstas pruebas se basan en modelos tedéricos
definidos, los cuales asumen que tienen las caracteristicas del pozo y la formacién, por
consiguiente, un registro de la presion contra tiempo da como resultado una serie de
curvas cuya forma esta definida por las propiedades del mismo yacimiento. La informacion
gue se obtiene de éstas curvas es objetivo principal de la interpretacion de cada una de
estas pruebas de presion. La Tabla 1.5 muestra cada una de las principales pruebas de

presion.



Tabla 1.3. Descripcion de los estados de flujo a gasto constante.

Estado Descripcion
Se presenta cuando la caida de presién generada por el pozo no se ha propagado a
las fronteras.
dp
— = variable 1.7
3t (1.7)
o o
S
‘n
C
o 5
o ‘@
<
a
)(=)(n x=L
Figura 1.1. Representacién grafica del comportamiento de la presion
en un régimen transitorio.
Se presenta cuando, reconocido todo el yacimiento por la caida de presion,
existe una recarga externa de fluidos total que permite mantener el perfil de
presion constante en el yacimiento.
dp
— =0 1.8
py (1.8)
2 o
@
S
=
‘O ‘0 tl,tZ, t3
8 fi
M a
H
a.
X=X =L

Figura 1.2. Representacién grafica del comportamiento de la presidn
en un régimen estacionario.




Tabla 1.3. Descripcion de los estados de flujo a gasto constante (Continuacion).

Estado Descripcion
Conocidas las fronteras del yacimiento por la caida de presion generada,
cuando estas son de no-flujo, la presion se abate a la misma velocidad en todo
el yacimiento.
dp
— = Cte 1.9
” (1.9)
o
T a-
S
S A
4 \ 4 AP,
@ < A
o :9 wfl t ¥ Apg
-g 3 P2 AP2 4
5 a
DUZ wf3 Ap
ow4
X=X0 x=L

Figura 1.3. Representacion grafica del comportamiento de la presion
en un régimen pseudo-estacionario.




Tabla 1.4. Descripcion de los efectos de pozo analizados en este trabajo.

Efecto

Descripcion

ano

El dafio (s) es una caida de presion adicional que ocurre en la regién aledafia
al pozo, Fig. 1.4, y puede deberse a efectos de operacion (pseudo-dafios) u
otros mecanicos asociados a la perforacion y terminacion del pozo (dafio real).

Presion estatica

Presidon en la

— Pwf’ ..
A formacién

Dafo o
“Zona de

daiio” AP aaiio = caida de presion por daiio

Y_  pwf

Pozo

Figura 1.4. Distribucién de la presién en el yacimiento con dafio.

Efecto

Descripcion

ano

El almacenamiento es el efecto de expansion observado sobre volumen de
fluido que se encuentra contenido dentro del pozo. Que un pozo se cierre en la
superficie no implica que el flujo en la cara de la formacion cese de inmediato,
sino que los fluidos contindian ingresando hasta que todo el sistema es afectado
por la presion del yacimiento, Figura 1.5a. De manera similar, cuando se fluye
un pozo, los primeros barriles producidos seran producto de la expansion de los
fluidos que se encuentran dentro del pozo, Figura 1.5b.

b
a) a4+ )q

Cierre qsuperﬂcw’alé‘

Qtormacion

qsuperficialé‘ 5
I i m 1l 1]

ﬁ—qforma:ién Upozo

"t "t
Figura 1.5. Esquematizacion de las etapas observadas durante la

produccion debido al almacenamiento por: a) llenado y b) descarga anular
(Gallardo, 2016)




Tabla 1.5. Descripcion de las principales pruebas de presion.

Prueba de
presion

Descripcion

Incremento

Esta prueba es una de las mas empleadas ya que una de sus ventajas, es
permitir determinar parametros como la permeabilidad y el dafio ademas de
estimar la presion promedio del yacimiento ademas de ser a g = cte.
Basicamente consiste en cerrar el pozo después de un periodo de flujo en el
gue se tiene un gasto constante y hacer la medicién de la presion de fondo a
cierto intervalo de tiempo.

p Apys

Dw @ TR e
Pws (At)

v

Figura 1.6. Prueba de incremento de presion.

Decremento

En este tipo de prueba, se requiere que el pozo esté fluyendo a gasto constante
mientras se realiza la medicion de la presion de fondo del pozo en funcién del
tiempo. El propésito de esta prueba de presion es determinar las caracteristicas
del yacimiento que afectan el comportamiento del flujo, ademas, permite estimar
la capacidad de flujo, no obstante, se presentan variaciones en el gasto durante
la realizacion de esta prueba.

—»>

tp

Figura 1.7. Prueba de decremento de presion.
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Tabla 1.5. Descripcion de las principales pruebas de presién (Continuacion).

Prueba de
presion

Descripcion

Interferencia

Una prueba de interferencia consiste en inyectar o producir un fluido en al
menos un pozo (pozo activo), mientras se observa la respuesta de presion
en uno 0 Mas pozos vecinos (pozos observadores).

Las pruebas de interferencia tienen dos objetivos principales: determinar si
existe comunicacion hidraulica entre dos o mas pozos y si dicha
comunicacién existe, estimar la permeabilidad k, y el producto de la
compresibilidad y la porosidad de la formacion (@c;), en la vecindad de los
pozos probados asi como la de determinar la direccion de los patrones de
flujo en la zona de estudio.

————

.. .
AN \\
N \
4 - AN N \
/ / \ \ \ \

\ \ ]
I | ‘ v ' Pozo observador

~ - -

Figura 1.8. Representacion para una prueba de interferencia.

La presion en el pozo observador, a una distancia determinada, empieza a
responder después de un cierto tiempo de retraso relacionado con el tiempo
en que la perturbacion de presion alcanza al pozo observador. La presion en
el pozo activo empieza a decaer inmediatamente. La magnitud y el tiempo
de desviacion en la respuesta de presion en el pozo observador dependen
de las propiedades de la roca y de las del fluido en la vecindad del pozo
activo y del observador.

A A

q pp—=-----
Pozo activo Pozo observador

v
v

Figura 1.9. Prueba de interferencia.
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1.2. Definicién y uso de las curvas tipo

Una curva tipo es una solucién a un problema con cierto valor en la frontera relacionando,
generalmente, variables en forma adimensional, graficadas en un papel de caracteristicas
determinadas, normalmente log-log, como se muestra en la Fig. 1.10. Existen diferentes
curvas para problemas especificos, algunas de las cuales pueden obtenerse de manera
analitica, como una solucion de la ecuacién de difusividad, o por aproximaciones
asintéticas de su comportamiento; de forma semianalitica, con ayuda de algin método de

inversion, o de simuladores numéricos.

Pr 10
| |
10 =
l SOLUCION DE
= o® ® LINEA FUENTE
= J..
a
Y
[ J
A L
1 t (hrs 100
(hrs) 100 ¢/ 21000

Figura 1.10. Ejemplo del uso de una curvatipo de la solucién linea fuente en el analisis
de una prueba de presion (Cinco-Ley, 2012).

Las curvas tipo son una herramienta importante en la caracterizacion del yacimiento, ya

que, permiten obtener parametros de los modelos de flujo tales como, dafio,

permeabilidad, coeficiente de almacenamiento, volumen poroso y forma del area de drene,

entre otras, que dependen de los parametros y el régimen de flujo observado.

Procedimiento de ajuste de curva tipo (Match point)

1. Seleccionar la curva tipo.

2. Graficar datos de la prueba en papel semitransparente usando la escala de la curva
tipo.

3. Ajustar datos deslizando la hoja sobre la curva tipo.

12



4. Seleccionar un punto de ajuste.

5. Estimar los parametros usando el punto de ajuste y las definiciones de las variables
adimensionales que representan los ejes de la curva tipo.

Caracteristicas de la curvatipo de ajuste

v'La curva debe poseer una forma con curva caracteristica.

v Para el caso de una familia de curvas, éstas deben converger a una curva en comun.
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CAPITULO Il




Capitulo 2. Series de Fourier

Las series de Fourier han sido una util herramienta en la descripcion de funciones
periddicas continuas, ya que se representan como series de sumas de cOSenos y senos.
Su uso mas frecuente ha sido en el andlisis de sefiales y ondas, ademas de la resolucion
de ecuaciones diferenciales, por lo que en este capitulo se presenta su potencial como un

método eficaz y alternativo en la solucion de problemas de ciencias e ingenieria.

2.1. Definicion

La serie de Fourier para una funcion periodica, f(x), se define como:

N| =

f&x) =

- nmx bs nmx
ag + z (an cos —— + b, smT) , (2.1)
n=1

donde a,, a, Yy b,, paran =1,2,3 ..., son constantes arbitrarias para un problema dado,
gue se pueden establecer una vez conocidas sus condiciones de frontera. Para describir
de forma completa la longitud de onda o el periodo espacial de la funcion, segun el

problema, se define el intervalo de (0, 2L) o bien (—L, L), siendo ambos equivalentes.

Si una funcién definida en el intervalo (—L,L) tiene simetria impar, ésta puede
representarse como una serie de senos; en cambio, si la funcién tiene simetria par, ésta
puede representarse como una serie de cosenos. No obstante, en un caso general, para

representar una funcion con simetria arbitraria, se incluyen ambos términos.
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2.2. Propiedades de la serie de Fourier
Las propiedades de la serie de Fourier se muestran en la Tabla 2.1, donde x,(t) y v,(t)

son funciones periddicas con coeficientes de Fourier ¢, y d,, Ay B son constantesy T un
namero real que forma parte del dominio T de las funciones. EI Anexo A muestra con

detalle cada una de las propiedades de la serie de Fourier.

Tabla 2.1. Propiedades de |la Serie de Fourier.

Propiedad Coeficientes de la serie Ec.

Linealidad Ax,(t) + Bry(t) {Ac, + Bd,,} (2.2)

e o (2.3)
Multiplicacion xp (t) - v (£) Z C " dn—k

n=-—oo

Desplazamiento en _ —jnwqt (2.4)
el tiempo xp(t—1) tn€ ’
Conjugacion x, () [ (2.5)
Inversion en el . (2.6)
tiempo %p (=) C-n
Escalamiento en el @ inwoat 2.7)
tiempo x,(at) znz_wcne 0

2.3. Aplicaciones a problemas de flujo lineal

El caso de flujo lineal describe sistemas de flujo en un canal. Ejemplos de modelos de esta
geometria se presentan en yacimientos con fronteras laterales paralelas (Figura B.1) y en

modelos de pozos hidraulicamente fracturados también muestran flujo lineal (Figura B.2).

El Anexo B muestra el desarrollo de casos para solucion de flujo lineal a condiciones de
presion de fondo fluyente constante. Asimismo, mas adelante en este trabajo, se
presentan aplicaciones de las series de Fourier para la inversion de problemas mediante

la transformada de Laplace.
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CAPITULO Il




Capitulo 3. Usos de la Transformada de Laplace en problemas de flujo

La transformada de Laplace (£) es un operador lineal muy util en la resolucion de
ecuaciones diferenciales, siendo tal su ventaja, que esta herramienta transforma
ecuaciones lineales no homogéneas en ecuaciones algebraicas que pueden resolverse
por métodos algebraicos mas sencillos. En esta seccidn se discuten algunas de sus

propiedades, asi como su aplicacion para obtener soluciones analiticas y semi-analiticas.

3.1. Definicion de la Transformada de Laplace

La transformada de la Laplace denotada por el operador (£) actia sobre una funcion f(t),
definida en el intervalo 0 < t < o« es una funcion L{f} de una variable real s dada por la

integral impropia de la Ec. 3.1:

oo

L{F®)}I(s) = F(s) = j e Stf(s)dt, s €ER. (3.1

0

3.2. Propiedades fundamentales

Para poder solucionar un problema que se ha trasladado al espacio de Laplace, es
importante tener conocimientos sobre el algebra y sus propiedades. El Anexo C contiene
con mayor detalle cada una de las propiedades de Laplace. La Tabla 3.1 presenta algunas

propiedades que son de interés para este trabajo.
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Tabla 3.1. Propiedades de la Transformada de Laplace.

Propiedad Ec.
Linealidad L{af (t) + bg(©)} = aL[f ()] + bL[g(D)] (3.2)
. 1 s (3.3)
Cambio de escala L{f(at)} = —F (E)
Primera propiedad de 3.4
) ,p P L{e“f()}=F(s—a) (34)
traslacion
Segunda propiedad de 3.5
0 ., Prop L{u(t —a)f(t — a)} = e"*L[f(t)] (3:5)
traslacion
T f dad .
ra.ns ormada fe tiha L{FM ()} = s"F(s) — sPf(0) — s™2f7(0) — -+ — fF7D(0) (3.6)
derivada
Derivada de una (3.7)
L' f ()} = (=D"F"(s)
transformada
Transf dad : (3.8)
ransformada de una @ _ L{f f(u)du}
integral S 5
Integral de una L{@} _ fF( ' (3.9
Transformada t J
o ¢ (3.10)
Convolucion L{f@)*gt)} = f e st Jf(r)g(t—r)dr dt
0 0
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3.3. Usos de la Transformada de Laplace en problemas de flujo lineal

Para flujo lineal, el problema a solucionar es la ecuacién de difusividad, que en

término de las variables adimensionales definidas resulta;

1 0 ( OpD>_6pD (3.11)

— x =
xp 0xp \" P dx,, dtp
misma que se encuentra sujeta a la condicion inicial y de frontera establecidas para

el problema.

Definiendo a la transformada de la presién adimensional como:

Lipp (o t)}(s) = Py = f eStopydty (3.12)

al aplicar las Propiedades 1y 5, la transformacion de la Ec. 3.12 es:

d?P, _
P 2 = sPp — pp(xp,0) . (3.13)
XD

Considerando el siguiente caso para la condicién inicial:

pp(xp,0) =0, (3.14)

se obtiene una ecuacion diferencial total:

- SPD =0 ) (315)

siendo su solucion general de la siguiente forma:

P, = Ae™Vs*p 4 BeVs*p | (3.16)

donde A y B son constantes de integracién que se conocen al valuar las condiciones

de frontera establecidas para cada problema, que también deben ser transformadas
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al espacio de Laplace. Conocidos los valores de A y B, se llega a una solucién
particular en términos de variables de Laplace, sin embargo, la solucién formal del
problema se tiene cuando se realiza una transformada inversa a la expresion
resultante, para obtener la solucion para la caida de presion acumulada como una

funcién explicitade t y x.

La Figura 3.1 muestra un diagrama del proceso descrito.

Dominioen t Transformada Dominio en s
L{f (x, t)}{s} _
fxx(x:t) :ft(x!t) > Fxx(x,S) = Sf(x, 0)

Condiciones iniciales y de Condiciones de frontera
frontera dependientes de t. dependientes de s.

Inversion:

\ 4

1 Analitica

Solucion en términos de t :2 Solucion en términos de s

f(x,s) = E(x,t) F(x,s) =G(x,t)
Semi-analitica

a

Figura 3.1. Representacion del proceso de solucién de un problema en ecuaciones
diferenciales parciales mediante el método de la Transformada de Laplace. En la
trayectoriade la solucidn analitica: 1 indicalainversion completa de la ecuacion obtenida
en el espacio de Laplace, y 2 las aproximaciones asintoticas por tramos.

La inversion del resultado obtenido puede realizarse en forma analitica, ya sea con

la funcidén completa o por partes, o semi-analitica, si se usa un inversor numerico.
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3.3.1. Soluciones Analiticas

Si la solucion del problema se ha determinado en el dominio de Laplace, ésta
necesita una inversion al dominio original, de tal forma, que la solucion real pueda

ser conocida. La inversion de Laplace de F(s) se define como:

LYF($)} =L Lo =@, (3.17)

la cual puede obtenerse mediante la integral de Bromwich:

_ 1 Y +ico
LUFGNO =5 [ ey, (318)
y—ico

donde y es un numero real positivo, de tal forma, que todas las singularidades de
la integral estén contenidas en la linea vertical paralela al eje de coordenadas, que
se extiende de y — ioo,y + ico del plano complejo. La solucion de la Ec. 3.18 puede
obtenerse haciendo uso del teorema de la integral de Cauchy para encontrar la
suma de los residuos del integrando en cada una de las singularidades dentro de la

region limitada por el contorno en el plano complejo.

Las soluciones analiticas van a depender de las singularidades de la integral por lo

cual, estas pueden ser:

a) Soluciones completas.- Cuando la inversién de la funcion del espacio de
Laplace es total ya que su dominio esta definido en todo el intervalo.

b) Soluciones asintdticas.- Cuando la inversién de la funcidén del espacio de
Laplace es muy complicada, ya que, se presentan ciertas singularidades
dentro del dominio, siendo validas solo para periodos cortos o largos en el
tiempo, imposibilitando obtener informacion para aquellos periodos de

tiempo intermedios.
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3.3.2. Soluciones Semi-analiticas

Encontrar ecuaciones para la inversion a los problemas analizados en el espacio de
Laplace no siempre es posible, debido a diversas razones, como la dificultad de
expresar una funcion en su forma mas simple o bien, que el problema no esté bien
definido en todo el intervalo de solucién, variando continuamente con las

condiciones iniciales.

Cuando no es posible obtener una solucién analitica, es necesario encontrar
soluciones semi-analiticas, que son validas para cualquier periodo del tiempo. Estas
soluciones se obtienen mediante la inversiébn numérica de soluciones en el espacio
de Laplace. Se llaman soluciones semi-analiticas porque, por lo general, las
soluciones en el espacio de Laplace estan en términos de funciones analiticas, sin
embargo, sus inversiones se calculan mediante métodos de inversion numérica en

lugar de procesos analiticos o asintéticos.

3.4. Meétodos de inversion numeérica

Los métodos de inversion que se empleen dependen de la sensibilidad del
procedimiento y su precision va a diferir segun el método elegido. En este trabajo
se exponen cuatro diferentes métodos: Gaver - Stehfest, Euler, Dubner & Abate y
Durbin.

3.4.1. Gaver — Stehfest

Uno de los algoritmos de inversion mas conocidos es el de Gaver-Stehfest, cuya
principal diferencia es que no hace uso de numeros complejos, sino, s6lo numeros
reales. Este algoritmo es veloz y generalmente da buenos resultados,
especialmente para funciones suaves. La aproximacién para Gaver - Stehfest es la

siguiente:
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N
f@®)= In(2) Z ViF <j ln(2)>, (3.19)

donde:

min(g,j)
/
p=cuz Y KN/2(2)! | .
k=) (7= K) et G = DG = )t 2K = !

El pardmetro N, conocido como “el numero de Stehfest” debe ser un numero entero
par. Los coeficientes de ponderacion V; se pueden calcular una vez durante todo el
proceso, ya que soélo dependen de N, en tanto que el valor de k debe ser truncado

para que pertenezca al conjunto de los naturales.

La precision del método de Gaver — Stehfest depende de N, ya que, como se
observa en la Ec. 3.20, la inversion se basa en la suma de N — valores, por lo que,
tedricamente entre mayor sea N, la precision de la inversion aumenta, pero se ha
encontrado que esto no es necesariamente verdadero, ya que, al tener valores de
N muy grandes, se presentan errores en la aproximacion numérica debido al

redondeo, por lo cual el valor del nimero de Stehfest se recomienda sea N < 18.

Para emplear el método de Gaver — Stehfest, se recomienda el siguiente algoritmo,

Figura 3.2:

1. Definir un valor de t para el proceso.

2. Establecer el nimero de términos en la suma, se recomienda iniciar con un
valor de N igual a 12 y calcular n.

3. Obtener los términos de la serie de sumas de la Ec. 3.19 para cada valor de
j,» donde para determinar el valor de V; debe realizarse lo siguiente:
3.1Establecer el término inicial de la serie truncando k.
3.2Dados N vy j, definir como limite superior A de la serie al de menor valor.

3.3Evaluar la Ec. 3.20 con todos los valores de k.
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4. Una vez calculados todos los términos a sumar, evaluar la Ec. 3.19.

5. Tabular el resultado y reiniciar en el paso 2, con t + At.
5.1Repetir hasta llegar al tiempo final t;.

6. Graficar los valores de f(t) contra t. Si el error promedio observado € es
mayor a una tolerancia 6 establecida, o si existen inestabilidades en la

solucién, repetir el proceso con un valor de N diferente.

La Tabla 3.2 muestra los valores de V; cuando N es 12.
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v, = (-D"s,

v

Cambiar N

Figura 3.2. Diagrama de flujo del algoritmo de Gaver-Stehfest.

26

5= e (122) =2
v
£ ~ lnEZ) s,
v
/ Tabular f(t) /
v
t=t+At




Tabla 3.2. Valoresde k,Ay V;con N =12.

.

Vi

-0.0166667
16.016667
-1247
27554.3333
-263280.83
1324138.7

-3891705.5
7053286.3
-8005336.5
5552830.5

© 0O N O U M W N P~

L
= O

-2155507.2
359251.2

o o 0o g A BN WOW NN P P |
o O o o o o o o A~ w N P

=
N

3.4.2. Métodos de la serie de Fourier

Las series de Fourier como herramienta para la inversion numérica de la
transformada de Laplace, se ha desarrollado de forma extensiva ya que hay cerca
de 40 algoritmos que se basan en el método de series de Fourier. Este método
propuesto inicialmente por Dubner & Abate y posteriormente mejorado por Abate &
Whitt se basa en expresar la transformada de Laplace en términos de la integral de

contorno (Integral de Bromwich):

f(::)zi f estf(s)ds, t>0, (3.21)

2mi
a—ioco

donde a es un ndmero real a la derecha de todas las singularidades de £, y el valor

de la integral de contorno es 0 para t < 0.
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Al ser una integral de contorno, se tiene la libertad de elegir los limites, siempre que
estos se encuentren a la derecha de toda singularidad de £, por lo cual, una de las
formas de solucién es la aplicacién directa de la integral de contorno y los
respectivos valores de la transformada en el plano de los imaginarios. Esta diferente
aproximacion en la inversion de la transformada de Laplace en el eje de los reales
y en el eje de los imaginarios se ilustra en la Figura 3.3.

Eje imaginario

A . L - .
Valores de la inversiébn numérica en el eje de

® los complejos usando el método de series de
Fourier.
P [
\ I e
. | e
< / . e—o—o- 0—e—e—» FEjereal

Conitorno de
Bromwich

Valores de la inversion
numeérica en el eje real.

Fig. 3.3. Valores calculados paralainversion con el método de series de Fourier
usando la integral de contorno de Bromwich y lainversion en el eje de los reales
usando la definicion de la transformada de Laplace.

La inversion de la transformada de Laplace involucrando calculos con nameros
complejos parte de la definicibn de la formula de inversion de la Ec. 3.21,
sutituyendo s = a + ib:

o)

f(t) = % j e+t f(q 4+ ib)db, (3.22)

— 00

28



y haciendo uso de la identidad del teorema de variable compleja:
e(@+ib)t — oat(cos ht + i sin bt),
sin bt = —sin(—bt), cosbt = cos(—bt), Im[f(a + ib)] = —Im[f(a + ib)] y

Re[f(a + ib)] = Re[f(a + ib)], y dado que la integral de contorno de la Ec. 3.21 es

0 parat < 0, se obtiene

f) = zeat.l- Re[f(a + ib)] cos(bt)db,
0
£ = — 2e® f Im[f(a + ib)] sin(bt)db . (3.23)
0

De tal manera que f(t) puede calcularse aplicando un método de integracion
numeérica (cuadratura). Uno de estos métodos, la regla trapezoidal, resulta ser eficaz
bajo este contexto con integrales periddicas y oscilatorias, ya que muestra ser una
mejor alternativa que otras conocidas como la regla de Simpson o la cuadratura de
Gauss, por lo que la inversion se da en una serie de sumas de términos infinita. Si
se aplica la regla trapezoidal a la Ec. 3.23 y definiendo A como el tamafio de salto,

obtenemos:

f@) = fit) =

Aj:t Re[f(a)] + ZA:at kz Re[f (a + ikA)] cos(kAt) . (3.24)

El principal problema con esta aproximacién es controlar los errores asociados con
el célculo de la funcién f(t). Existen tres fuentes de error asociados con la regla

trapezoidal:

I.  El error de discretizacion asociado cuando se aproxima f(t) por fa(t).
[I.  Elerror de truncamiento al aproximar el calculo con series infinitas.

[ll.  Elerror de redondeo en la suma y multiplicacion del calculo de f,(t).
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La teoria de métodos de integracion numérica indica que el error de discretizacion
para la regla trapezoidal es el orden 0(h?), lo cual no es lo ideal, sin embargo, la
particular estructura trigonométrica definida previamente tiende a mostrar una mejor
aproximacion, del orden 0(e~¢/%) para una constante c. Si se observa, la formula
de inversion de la Ec. 3.24 indica que los valores de la funcion f(t) se aproximan

por series trigonomeétricas de f,(t) .

3.4.2.1. Dubner&Abate

Dubner&Abate fueron los primeros en proponer a las series de Fourier como método
de solucion para la transformada de Laplace, para el cual, como ya se determin6
previamente, parte de la integral de Bromwich hasta llegar a la aproximacion
mediante la regla trapezoidal. El algoritmo que proponen Dubner&Abate se expresa
mediante series de cosenos y exponenciales, omitiendo el uso de cualquier otra

funcién especial para aproximar los valores de la transformada inversa de Laplace.

El método propuesto por Dubner&Abate parte con la restriccion que f(t) es una
funcidn real, por lo que, la Ec. 3.21 se puede sustituir mediante la Ec. 3.25 y Ec.
3.26:

Re{f(s)} = j e(@+ibt £(¢) cos bt dt, (3.25)
0
£b) = zf:t f Re{f(s)} cosbt dt, (3.26)

0

las ecuaciones anteriores constituyen la transformada de una integral y por lo tanto,
su formula de inversion, siendo ésta un caso especial de la transformada de Laplace

para funciones reales.

El método propuesto por Dubner&Abate muestra la relacion que guarda la inversion

de la transformada de Laplace y la transformada de la serie de Fourier, por lo que,
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considerando una funcion real f(t) de tal forma que f(t) = 0 parat < 0 y ademas,
la funcién esta por partes y cada una de longitud T, entonces, considerando a la
funcién f(t) de manera separada en intervalos (nT,(n + 1)T) paran =0,1,2, ..., de
tal forma, que cada seccién de la funcion reflejada indefinidamente mediante sus
condiciones, se construye un conjunto infinito de funciones periédicas pares g, (t)

cada una de periodo 2T.

Por lo tanto, por definicion, paran =0, 1, 2, ..., se tiene:

h(t), nT<t<(m+ 1T,

gn() = {h(ZnT —t) (n+ DT <t<nT. (3.27)

Al representar lo anterior como una serie de Fourier para cada g,(t), de tal manera
que las funciones se encuentran definidas en el intervalo (—T,T), asi, la Ec. 3.27 se

puede expresar como se muestra a continuacion, paran = 0,2, 4, ...,

_ (h(nT + 1), 0<t<T,
gn(6) = {h(nT —t) -T<t<0O0, (3.28)
yparan=1,3,5,..,
h((n+1)T—t), 0<t<T
9n(®) {h((n+1)T+t) -T<t<0. (3.29)

Por lo tanto, la representacion de cada funcién g, (t) como una serie de Fourier,

esta dada por:

Ano - kmt
gn(t) = T + Z Ay k cOS <T)' (3.30)
k=1

donde los coeficientes estan determinados por la transformada finita del coseno de

Fourier:

T

2 k
App(t) = Tf h(nT + x)cos (%x) dx, n=0,2,4,.., (3.31a)
0
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2 (T km
Apr(t) = T,f (h(n+ 1)T — x)cos (?x> dx, n=1,3,5,... (3.31b)
0

Mediante un cambio en los limites de integracion, la Ec. 3.31 se puede reescribir de
una forma mas compacta:

2 (n+1)T k
Apy(t) = —j h(t)cos (_n t) dt . (3.32)
nT T

T

Sin embargo, para que la ecuacién anterior sea la transformada de una integral real,
es necesario convertir la transformada finita del coseno de Fourier, mediante la
suma de n, por lo cual, el limite superior se vuelve infinito. Entonces, al sumar la Ec.

3.30, resultaria:

Zgn(t) = % A(;VO) + ZA(Wk) cos (k?” t)] , (3.33)
donde
A(wy) = foooh(t) cos (an t) dt. (3.34)

Como se puede notar, A(wy,) es la transformada del coseno de Fourier, de tal forma,

que si se introduce un término de atenuacion, siendo:

hy () = e™¥f (1)
0 , (3.35)
hy(8) = e f(0)
es de hecho, la transformada de Laplace de una funcién real f(t) con la variable de

transformaciéon s = a + i(k”/T), es decir, A(wy) = Re{F(s)} y multiplicando ambos

lados por el factor de atenuacion e®, la Ec. 3.33 resultaria en:
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[00]

; ety () ~ Z;at %Re{F(a)} + ZRe {F (a + lk_n)} Cosk_nt] _ (3.36)

T T

Sin embargo, Dubner&Abate hicieron una restriccion ya que, al contener un error
del lado izquierdo de la ecuacion anterior, el error asociado aumenta conforme se
hace la aproximacion, por lo que, en lugar de (0,T), ahora se restringe de (0, T/Z),

llegando a una nueva férmula que permite encontrar la transformada inversa de

Laplace a cualquier precisién deseada:

at

2
f ~=

—t|, (3.37)

%Re{F(a)} + ZRe {F (a + l?)} cosk—nt

por lo que, al comparar la Ec. 3.36 y la Ec. 3.37, la formula que Dubner & Abate
derivaron es la regla trapezoidal, la cual, ha mostrado ser un método efectivo y cuyo
error asociado a este método se determina por el tamafio del salto y como lo
mencionan los autores, para la formula a la cual llegaron, dado el tamafio del salto,

el error disminuye conforme se vaya variando el parametro a.

Los parametros necesarios para este método y con el cual se trabajaron para el

InE;-
2T

presente trabajo fueron los propuestos por Cheng y Abousleiman: a = a — yT =

2tmax, donde t,,.4, €s el valor de tiempo més grande del intervalo de trabajo.

Para emplear el método de Dubner&Abate se recomienda el siguiente algoritmo,

Figura 3.4:

1. Definir un valor de t para el proceso.

2. Establecer el nimero de términos en la suma, se recomienda iniciar con un
valor de N igual a 500.

3. Obtener los términos de la serie de sumas de la Ec. 3.37 para cada valor de
k, donde para determinar el valor de la funcién evaluada debe realizarse lo

siguiente:
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3.10btener el valor de T = 2t,,4,, donde t,,4, €s el valor de tiempo mas grande
del intervalo, el cual va a cambiar dependiendo de los intervalos con los que
se trabajen.

InE
3.2Calcular el valor de a = a — I;TT

, donde el valor de a y E, se recomienda
sea 0y 1 x 1072 respectivamente.
. .z - . .k -
4. Dependiendo de la funcion a evaluar, el término a + l?”, al ser un nimero

complejo deberan realizarse las operaciones correspondientes , como se

muestra a continuacion:

. 1 .
4.1Asignar z = a — === + i ¥ calcular ||z|| = VaZ + b2y 8 = angtan (9)
2T ’Z a
=a =

4.2 Se establece la forma ||z||e™® = ||z||(cos n@ +isennB), donde n depende
de la misma funcion.

4.3 Establecido lo anterior, debe evaluarse la funcion manteniendo su forma
original, por ejemplo, si la funcién es una division, debera conservarse
como tal y hacer la divisién para numeros complejos, logrando separar la
parte Real y la parte Imaginaria.

5. Una vez calculados todos los términos a sumar, evaluar la Ec. 3.37.
6. Tabular el resultado y reiniciar en el paso 2, con t + At.

6.1Repetir hasta llegar al tiempo final del intervalo t;.

7. Graficar los valores de f(t) contra t. Si el error promedio observado € es
mayor a una tolerancia ¢ establecida, o si existen inestabilidades en la

solucion, repetir el proceso con un valor de N diferente
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3.4.2.2. Durbin

El método propuesto por Durbin para la inversiéon de la transformada de Laplace es
la continuacion natural del método de Dubner&Abate, por lo que el algoritmo
también es una aproximacion mediante la regla trapezoidal, sin embargo, esta
aproximacion no soélo hace uso de la serie de cosenos sino también la serie de
senos ademas de las exponenciales, obteniendo un algoritmo mas dinamico al

considerar que la funcién f(t) no necesariamente tiene que ser real.

Como continuacién del método de Dubner&Abate, se hace la consideracion de una
nueva funcion h(t) definida en el intervalo (nT, (n + 1)T), necesaria para construir

un conjunto infinito de funciones periddicas impares k,(t) cada una de periodo 2T.

Por lo tanto, por definicion, paran = 0,1, 2, ..., se tiene:

h(t), nT<t<m+ 1T,

fn(8) = {—h(ZnT —t) (m-—DT <t<nT.

(3.38)

De forma similar, para los intervalos (—T,+T), (0,T), (T, 2T), se puede representar

de la siguiente forma:

—h(nT —t) -T<t<O0,
n=20,2,4,.. h,(t) = h(nT +t) 0<t<T,
—h((n+2)T—t) T<t<2T,

h(n+DT+t) -T<t<O0,

n=13,5.. hy() ={-h((n+1DT—-t) 0<t<T, (3.39)
h(n—DT+t) T<t<2T.

Entonces, la serie de Fourier que representa cada una de las funciones impares
h, (t) es la siguiente:

35



h,(t) = Z B, x seno (k;ft) (3.40)

De manera similar que A4,,;, para obtener los coeficientes de la transformada finita

del seno de Fourier, se tiene:
(n+1)T kT[
By (t) = J e~ f(t)seno (— t) dt, (3.41)
nT T

y sumando la Ec. 3.41 a n y haciendo la comparacién con la Ec. 3.23:

ZBn,k(t) = ;Of e~ f(t)seno (k?” t) dt = —;{F (at i)}, (3.42)

por lo cual, si se suma la Ec. 3.40 a n y multiplicando ambos lados por e%, se

obtiene una relacion similar a la Ec. 3.36:

[0

Z atp (t) = Zeat[l {F( +‘kn)} knt 3.43
e®hy(t) = ———|Im\Fa+i—]fseno—t|. (3.43)

n=0

De igual manera, para el intervalo (0, 2T), haciendo uso de la Ec. 3.35, Ec. 3.39 y

la Ec. 3.40, se obtiene:

o)

Z eath (£) = f(£) + Z e=2aKT [F(2KT + 1) — 23 F(2kT — 1)],  (3.44)
k=1

n=0

representando la ecuacion anterior de otra forma:

f(t) = — e [i Im{ (a + lk—n>} senok?ﬂt‘ . (3.45)

k=0
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Figura 3.4. Diagrama de flujo del algoritmo de Dubner&Abate.
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Por lo tanto, para hacer la comparacion con el método de Dubner&Abate, es
necesario modificar el intervalo (0,2T) dado el error que trae consigo el método
mismo, por lo cual, se restringe a un nuevo intervalo dado por (0,T/2) ademas la
serie infinita involucrada se puede resumir a un numero N de términos, teniendo en
consideracion los errores por redondeo y truncamiento, llegando a una nueva
formula que permite encontrar la transformada inversa de Laplace a cualquier

precision deseada es:

f®) = Z?M [—%Re{F(a)} + Z (Re {F (a + lzéf—n)} cosZkTT[t —Im {F (a + lszT[)} senogt)] . (3.46)

Los parametros necesarios para este método y con el cual se trabajaron para el
presente trabajo fueron los mismos que se emplearon en el método de
Dubner&Abate.

Para emplear el método de Durbin se recomienda el siguiente algoritmo, Figura 3.5:

1. Definir un valor de t para el proceso.

2. Establecer el numero de términos en la suma, se recomienda iniciar con un
valor de N igual a 500.

3. Obtener los términos de la serie de sumas de la Ec. 3.46 para cada valor de
k, donde para determinar el valor de la funcién evaluada debe realizarse lo
siguiente:

3.1ODbtener el valor de T = 2t,,,5,, donde t,,;, €s el valor de tiempo mas grande

del intervalo, el cual va a cambiar dependiendo de los intervalos con los que

se trabajen.

In

E. .
ZTT, donde el valor de a y E, se recomienda

3.2Calcular el valor de a = a —

sea 0y 1 x 1072 respectivamente.
. ., , . . 2k -
4. Dependiendo de la funcion a evaluar, el término a + LT”, al ser un namero

complejo deberan realizarse las operaciones correspondientes , como se

muestra a continuacion:
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4.1Asignar z = a — 12? + iZkT”, calcular ||z|| = VaZ + b%2 y 8 = angtan (S)
_— -
=a =b

4.2 Se establece la forma ||z||e™® = ||z||(cos n@ +isennB), donde n depende
de la misma funcion.

4.3 Establecido lo anterior, debe evaluarse la funcion manteniendo su forma
original, por ejemplo, si la funcion es una division, debera conservarse
como tal y hacer la divisién para numeros complejos, logrando separar la
parte Real y la parte Imaginaria.

5. Una vez calculados todos los términos a sumar, evaluar la Ec. 3.46.
6. Tabular el resultado y reiniciar en el paso 2, con t + At.
6.1Repetir hasta llegar al tiempo final del intervalo t;.

7. Graficar los valores de f(t) contra t. Si el error promedio observado € es
mayor a una tolerancia ¢ establecida, o si existen inestabilidades en la

solucion, repetir el proceso con un valor de N diferente.
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Figura 3.5. Diagrama de flujo del algoritmo de Durbin.
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3.4.2.2.1. Crump

El método de Durbin tiene la misma deficiencia que las series de Fourier: converge
lentamente, por lo que, el método de Crump hace uso del algoritmo épsilon, el cual

esta dado por la siguiente expresion:

1
Ss(Sn+1) — & (Sn) '

E+1(Sn) = €51 (Spy1) + (3.47)

donde e_, = 0, por lo que, el método de Crump se compone de un grupo de cuatro

términos arreglados de la siguiente forma:

&5(Sn)
85—1(Sn+1) €s+1(5n) .
&s(Sn+1)

Sin embargo, la necesidad de almacenar un largo numero de sumas en la memoria
computacional para evitar volver a calcular hace del método de Crump ineficiente

para aplicar este acelerador al método propuesto por Durbin.
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3.4.2.3. Euler

El algoritmo de Euler como su nombre lo indica, hace empleo de la suma de Euler
para acelerar la convergencia (aproximando el calculo de la suma infinita de
términos) de la serie derivada de la regla trapezoidal. El uso de la suma de Euler
bajo este contexto fue propuesto por Simon, Stroot & Weiss, aunque su
aproximacion no fue ampliamente aceptada, mas tarde, en Jap6n, Hosono
desarroll6 un algoritmo equivalente que fue ampliamente usado, Choudhury,
Lucantoni & Whitt y Abate & Whitt también desarrollan el método de series de

Fourier con la suma de Euler .

Para la aplicacion de este método se hizo empleo del algoritmo desarrollado por
Abate & Whitt, el cual, a partir de la aproximacioén con la regla trapezoidal de la Ec.

3.24, se propone A= r /2t y a = A/2t, obteniendo una serie alternada:

eA/Z A/2

/A
fa® == Re(f)(ﬂ)Jret

i(—l)""Re () (“Z—Ztk’”) : (3.48)

k=1

el principal problema con la Ec. 3.48, es su célculo, ya que involucra una suma
infinita de términos, por lo cual, es evidente emplear un método para acelerar series

alternadas, como lo es la suma de Euler.

42



La suma de Euler se puede definir como el promedio ponderado de las ultimas m-
sumas parciales de una distribucion de probabilidad binomial con parametros m y
p =1/2 . Porlo que, s,(t) en lugar de la aproximacion f,(t) de la Ec. 3.48 con la

serie de sumas infinita truncada a n términos resulta:

A/

2 /A a2 L
sp(t) = ez—tRe(f) (Z_t) + 972(—1)kak(t) : (3.49)
k=1

donde:

A+ 2kmi
+ m) (3.50)

ax(®) = Re(f) (5 —)

Aplicando la suma de Euler a la Ec. 3.50 a m términos después de una n inicial, la
aproximacion es:

m

E(mnt) = Z (%) 2™ snsic 0, (3.51)

k=0

por lo tanto, la Ec. 3.51 es el promedio binomial de los términos s,, Sy 41, --» Snem-
Para estimar el error asociado con la suma de Euler, se sugiere hacer uso de los
diferentes términos sucesivos, esto es, E(m,n+ 1,t) — E(m,n,t). De acuerdo a
Hosono, el término ¢ en el denominador del argumento de Re(f) de la Ec. 3.49, se
puede anticipar que el valor apropiado de n incrementa con t, lo cual, con frecuencia
ocurre, por lo que, el valor de n(t) para lograr una aproximacion fija es una funcién
lineal de t. Hosono sugiere estimar esta funcion lineal considerando dos puntos en

el tiempo, haciendo uso de la estimacion del error:
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m

Emn+1,t)— E(mnt) = Z (’]?) 27Ma il () . (3.52)

k=0

Para aplicar el método del algoritmo de Euler, Abate & Whitt omiten el parametro
del error de redondeo, asignan valores al vector cuyos pardmetros m,n, A tienen
como valores M, M,21In(10) M/3, donde M es un entero positivo. Asignados estos
parametros, la formula de inversion de Euler para calcular numéricamente f(t) para

el valor real de f es:

f(t) = 10tM/3 % niRe (F (ﬁT")) , (3.53)

donde,
MIn(10
=t ik, me= (D4, (3.54)
( —
EO - 2!
fk = 1' 1 < k < M)
) _ 1 (3.55)
fZM - ZM'
_u(M
kEZM—k:fZM—kH"‘Z (k)' 0<k<M.

Cabe mencionar que el valor de M, puede ajustarse y aumentar, lo que haria pensar
gue entre mayor sea, mayor precision, lo cual, resulta falso, ya que, el error asociado

al algoritmo también aumenta.

Para emplear el método de Euler se recomienda el siguiente algoritmo, Figura 3.4:

44



1. Definir un valor de t para el proceso.

2. Establecer el numero de términos en la suma, se recomienda iniciar con un
valor de M igual a 16.

3. Obtener los términos de la serie de sumas de la Ec. 3.53 para cada valor de
k, donde para determinar el valor de n, debe realizarse lo siguiente:
3.10btener las posiciones de j, =2M —k+ 1y j, =2M — k a partir de los

valores de k.
3.2Establecer la posicién inicial para j; a partirde k =1,2,3,...,2M, que fija
las posiciones de &,y —k+1-
3.3Establecer la posicidén inicial para j, a partirde k =0,1,2,...,2M, que fija
las posiciones de &;.
3.4Una vez calculadas las posiciones de cada j , se debe calcular ¢&,.
3.41 Parak =0§, =& = ZiM tomando las posiciones que establece j,.
3.42 A partir de k=1,23,...M—-1,& =Emop = Eayoiers + 27M(F)
donde &,,,_r4+1 @ partir de la posicion designada por j; toma como
valores aquellos establecidos por j, esto es, si la posicion inicial de
j1 = 32, el valor de j, asignada en la posicion 32 esigual a ¢, en k =
0, para j; = 31, el valor de la posicion j, =31 esigual{yenk =1y
asi sucesivamente.
343 Parak=MM+1,..2M—1,¢&, =1.

3.4.4 Finalmente para k = 2M, &, =&, = % .
3.5Se calcula n;, a partir de los valores de k con la Ec. 3.54.
4. Dependiendo de la funcién a evaluar, el término %, al ser un numero complejo

deberan realizarse las operaciones correspondientes , como se muestra a

continuacion:
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M In(10) Tk

4.1Asignar z = +i—, calcular Izl = va? + b?2 y 8 = angtan (g)
a us

4.2 Se establece la forma ||z]|e™® = ||z||(cos n@ +isennB), donde n depende
de la misma funcién.

4.3 Establecido lo anterior, debe evaluarse la funcibn manteniendo su forma
original, por ejemplo, si la funcién es una division, debera conservarse
como tal y hacer la division para nimeros complejos, logrando separar la
parte Real y la parte Imaginaria.

5. Una vez calculados todos los términos a sumar, evaluar la Ec. 3.53.
6. Tabular el resultado y reiniciar en el paso 2, con t + At.

6.1Repetir hasta llegar al tiempo final t;.

7. Graficar los valores de f(t) contra t. Si el error promedio observado € es
mayor a una tolerancia ¢ establecida, o si existen inestabilidades en la

solucion, repetir el proceso con un valor de M diferente.

La Tabla 3.3 muestra los valores de n, cuando M es 16.
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Tabla 3.3. Valores de k, j1,j2, §yncon M = 16.

k ji=2M—-k+1 | j,=2M—-k $am-k+1 $k Nk
0 32 1.52588E-05 1.52588E-05
1 32 31 1.52588E-05 0.000259399 -0.0002594
2 31 30 0.000259399 | 0.002090454 | 0.002090454
3 30 29 0.002090454 | 0.010635376 -0.01063538
4 29 28 0.010635376 | 0.038406372 | 0.038406372
5 28 27 0.038406372 | 0.105056763 -0.10505676
6 27 26 0.105056763 | 0.227249146 | 0.227249146
7 26 25 0.227249146 | 0.401809692 -0.40180969
8 25 24 0.401809692 | 0.598190308 | 0.598190308
9 24 23 0.598190308 | 0.772750854 | -0.77275085
10 23 22 0.772750854 | 0.894943237 | 0.894943237
11 22 21 0.894943237 | 0.961593628 | -0.96159363
12 21 20 0.961593628 | 0.989364624 | 0.989364624
13 20 19 0.989364624 | 0.997909546 | -0.99790955
14 19 18 0.997909546 | 0.999740601 | 0.999740601
15 18 17 0.999740601 | 0.999984741 -0.99998474
16 17 16 0.999984741 1 1
17 16 15 1 1 -1
18 15 14 1 1 1
19 14 13 1 1 -1
20 13 12 1 1 1
21 12 11 1 1 -1
22 11 10 1 1 1
23 10 9 1 1 -1
24 9 8 1 1 1
25 8 7 1 1 -1
26 7 6 1 1 1
27 6 5 1 1 -1
28 5 4 1 1 1
29 4 3 1 1 -1
30 3 2 1 1 1
31 2 1 1 1 -1
32 1 0 1 0.5 0.5
0.5
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Figura 3.6. Diagrama de flujo del algoritmo de Euler.
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CAPITULO IV



Capitulo 4. Generacion de curvas tipo con herramientas

computacionales

El analisis de pruebas de pozo llevan consigo un amplio estudio de resultados para
las distintas herramientas utilizadas, de las cuales, las curvas tipo forman parte. Las
curvas tipo proveen de informacion valiosa sobre el comportamiento del yacimiento,

permitiendo identificar y caracterizar el modelo adecuadamente.

El propdsito de este trabajo de investigacion es el estudio de algunos métodos de
inversibn numérica empleados para la generacion de curvas que muestren el
comportamiento de pj, Vs t;, para los diferentes modelos de flujo lineal a condiciones
de produccién a gasto constante y presion constante, de tal forma que se pueda

observar el error que presentan en su aplicacion.

Como parte de la investigacion se hizo el desarrollo de un programa, que genera
curvas tipo para los distintos modelos, muestra los resultados de los métodos de
inversion numeéricos de Stehfest y series de Fourier, comparandolos con respecto

de la solucion analitica.

4.1 Programa computacional

El programa se desarroll6 en la paqueteria de Visual Studio con el lenguaje de C#,
haciendo uso de extensiones gréaficas: ZedGrapg.dll y ZedGrapg.Web.dll. El
codigo principal se incluye en el Anexo D. La visualizacion del programa se

presenta en la Figura 4.1.

La presentacion donde se despliegan los resultados, una grafica en escala log-log
se muestra en la Figura 4.2. Para las soluciones que presentan almacenamiento
y/o dafio, se tiene la opcion de introducir los valores deseados de Cp y S, Figura
4.3.
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Figura 4.1. Presentacion del programa elaborado para las soluciones de flujo lineal.
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Figura 4.2. Visualizacion de resultados y gréafico generado para cada solucién de

flujo lineal.
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Figura 4.3. Menu que permite ingresar valores deseados de almacenamiento y

dafio, asimismo visualizar resultados y generar una curva tipo.

Dado que cada solucibn se presenta y compara con la solucién analitica
correspondiente de forma individual para cada método, para este trabajo se hace la
presentacion conjunta de las curvas generadas por modelo, sefialando que las
soluciones analiticas se construyen a partir de aproximaciones asintéticas por lo

que las transiciones entre ellas no estan descritas.

4.2. Solucién para problemas de flujo lineal produciendo a gasto
constante

El analisis de un pozo produciendo a gasto constante va a permitir mediante el
analisis de pruebas de presion identificar y caracterizar modelos adecuados que
describan el comportamiento del yacimiento, por lo cual, bajo estas condiciones de

produccion, se presentan 9 modelos para flujo lineal.
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4.2.1. Flujo lineal en un yacimiento infinito
Si se tiene un yacimiento infinito produciendo a gasto constante, las condiciones

de frontera son:

pp(xp,tp =0) =0, (4.1)
opp
—(0,tp,) = —1, 4.2
5o (0.1) (42)
Jim po(L,65) = 0. (43)

Al realizar la transformada de Laplace en las Ecs. 4.1y 4.3 se llega a lo siguiente:

aPp 1

—— @,5)=——, 4.4

axD( s) S (4.4)
xggnofp(xp,s) =0, (4.5)

y al evaluar las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:

1
A = 537 ) (4.6)
B=0, (4.7)

por lo que, la solucion en el espacio de Laplace es:

e~*DVs

Pp(xp,8) = =7, (4.8)

siendo su antitransformada:

tp —Xp? Xp
pp = 2 — exp It — xperfc <2\/5> ) (4.9)
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donde erfc es la funcién error complementario.

La comparacion entre el comportamiento de la solucion analitica y las curvas
generadas por los métodos de inversion numérica se presenta en la Figura 4.4.
Para el método de Stehfest se us6 N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate

emple6 750 sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término.
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4.2.2. Flujo lineal en un yacimiento con recarga externa

En este caso, existe un mantenimiento de presion en las fronteras externas del

yacimiento, teniendo como

condiciones:

pp(xp, tp =0) =0,

opp

—L2(0,tp) = -1
axD (OJ D) )

Pp

(1ltD) :0:

las cuales, en el espacio de Laplace resultan:

d0xp

P 1
—@,s)=—-,
S

ﬁD(l,S)=0,

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:

resolviendo para Ay B:

B

-1

A

- s3/z(e2\/§ + 1) ’

e2Vs

por lo tanto, la solucion en el espacio de Laplace es:

N 53/2(62\/E +1) ’

e\/E(l—xD) _ e_\/g(l_xD)

PD(xD ,S) =

53/2(6‘/§ + e‘\/g)

)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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siendo la solucion a tiempos cortos:

B e~ Vs(xp)
Pp(xp,s) = —g3/2

siendo su antitransformada la Ec. 4.9; y a tiempos largos:

— 1—XD
PD(xDIS): S )

cuya transformada inversa es:

pD=1—xD.

(4.20)

(4.21)

(4.22)

La comparacion entre el comportamiento de la solucion analitica y las curvas

generadas por los métodos de inversion numérica se presenta en la Figura 4.5.

Para el método de Stehfest se usé N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate

emple6 750 sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término.
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4.2.3. Flujo lineal en un yacimiento cerrado

Un yacimiento volumétrico se puede definir como aquel en el que el volumen poroso

de hidrocarburos permanece constante, por lo que sus fronteras externas estan

cerradas. Para este caso se tiene:

pp(xp,tp =0) =0,

dpp
—— = —1

opp
—(1,tp) =0,
T (Ltp)

cuyas transformadas de Laplace son:

1
E(O,S) =3
opP
—L21,s) =0,
dxp

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:

1
A - B = m,
A = Be?s,
resolviendo para Ay B:
B = 1
B s3/2(e2Vs — 1) '
e2Vs
A

- 53/2(e2\/§ - 1) '

por lo tanto, la solucion en el espacio de Laplace es:

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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e\/E(l—xD) + e—\/E(l—XD)

PD(XD ,S) = 53/2(6\/5 _ e—\/_;) . (4.32)

La Ec. 4.32 se aproxima cuando s — o a la Ec. 4.20, cuyo inverso es la Ec. 4.9. Por
otro lado, cuando se tienen tiempos largos cuando s — 0, la Ec. 4.32 es aproximada

como sigue a continuacion:

6 + 35(1 - XD)Z

P ,8) = , 4.33
b(*p,5) s2(6+s) (433)
cuya transformada inversa es:
3(1 —xp)?—1
pp = tp + [ ( D) l (1 —e™5tp) (4.34)

Los resultados se comparan en la Figura 4.6, las curvas obtenidas por el método
de Stehfest emple6 un valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate emple6

750 sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término.
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4.2.4. Flujo lineal con almacenamiento en un yacimiento infinito

Para este caso, las condiciones de frontera deben considerar el aporte del pozo, de

tal manera que:

pp(xp, tp =0) =0,

dpp  Opp .
{CDE E} 0,tp) =1,

llm pD(XD, tD) = 0 ,
XD—)(X)

siendo sus respectivas transformadas en el espacio de Laplace:

_ 0P 1
{CDSPD __D} (O,S) = —

)
d0xp s

lim Pp(xp,s) =0,

Xp—00

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:

B=0,

1
A=——,
s(Cps +s)
entonces, la solucion en el espacio de Laplace es:

e_\/g(xD)

Pp(xp,s) = CosZt s

la cual, cuando s — o se aproxima con la siguiente expresion:

e —\/§(XD)

PD(XDJS)=W;
D

y cuya transformada inversa es:

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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tp

Pp (xD ’ S) = C_ , (444)
D

por el contrario, cuando s — 0, la Ec. 4.42 es aproximada mediante la Ec. 4.20 cuya

transformada inversa es la Ec. 4.9.

Los resultados se comparan en la Figura 4.7, las curvas obtenidas por el método
de Stehfest utilizé el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate emple6 750
sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término, utilizando valores
de C, de 0.0001y 0.1.
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4.2.5. Flujo lineal con almacenamiento en un yacimiento con recarga externa
Para este caso, las condiciones de frontera deben considerar el aporte del pozo y

manteniendo de presion en las condiciones externas del yacimiento, teniendo asi:

pp(xp,tp =0) =0, (4.45)
dpp  Opp .

{CDE E} 0,6) =1, (4.46)

pp(1,tp) =0, (4.47)

siendo sus respectivas transformadas en el espacio de Laplace:

_ 0P 1
{CDSPD - ﬁ} (0,s) = o (4.48)
Py(1,s) =0, (4.49)

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:

1
A(Cps +Vs) +B(Cps —Vs) = < (4.50)
A= _BeZ\/E’ (451)
resolviendo para A y B:
B = 1 5
 Cps2(erVs —1) +s3/2(e25 +1) (4.52)
e2Vs
(4.53)

A= ,
Cps2(e?s — 1) + s3/2(e2Vs + 1)

por lo que la soluciéon en el espacio de Laplace es:
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e\/E(l—xD) _ e_\/E(l_xD)
Cps2(eVs —e=V5) + 53/2(eVs + V)’

Pp(xp,s) = (4.54)

siendo su aproximacién cuando s — o la Ec. 4.43 y su inverso la Ec. 4.44. Por otro
lado, cuando s — 0, su aproximacion esta dada por la Ec. 4.21 y su inverso por la
Ec. 4.22.

Los resultados se comparan en la Figura 4.8, para el método de Stehfest se utilizo
el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate emple6 750 sumas para cada
término y Durbin con 610 sumas por término, utilizando valores de C,, de 0.0001 y
0.1.
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4.2.6. Flujo lineal con almacenamiento en un yacimiento cerrado

Las condiciones inicial y de frontera que presenta esta solucién estan dadas por:

pp(xp,tp =0) =0, (4.55)
opp OJp
{CD atD - axD} (01 tD) = 1 ) (456)
D D
opp
o (1,t,)=0, (4.57)

siendo sus respectivas transformadas en el espacio de Laplace:

_ 0P, 1

{CDSPD - E} 0,s) = 5 (4.58)
P,
2 = 4.59
3%, (1,s)=0, (4.59)

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:

1
A(Cps +Vs) +B(Cps —Vs) = < (4.60)
A = Be?¥s (4.61)
resolviendo para Ay B:
B 1
= , 4.62
Cps2(e2Vs + 1) + s3/2(e2Vs — 1) (4.62)
e2Vs
A= ) (4.63)
Cps2(e?s + 1) + s3/2(e2Vs — 1)
por lo que la soluciéon en el espacio de Laplace es:
Vs(1-xp) —Vs(1-xp)
_ e +e
Pp(xp,s) = (4.64)

Cps2(eVs + e~V5) + s3/2(eVs — e=V5) '



siendo su aproximacién cuandos — o« la Ec. 4.43 y su inverso la Ec. 4.44. En
cambio, cuando s — 0, la Ec. 4.64 se aproxima con la siguiente expresion:

1
(4.65)

PD(xD :S) = (CD + 1)52 )

y cuya transformada inversa es:

t
pp(xp ,s) = CD—'jrl : (4.66)

Los resultados se comparan en la Figura 4.9, donde ambos casos, las curvas
obtenidas por el método de Stehfest se utilizo el valor de N = 12, Euler con M = 16,
Dubner&Abate empledé 750 sumas para cada término y Durbin 610 suma por

término, utilizando valores de C,, de 0.0001 y 0.1.
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4.2.7. Flujo lineal con almacenamiento y dafio en un yacimiento infinito
En este tipo de solucion, el dafio modifica el tiempo de respuesta del yacimiento al
generar una alteracion en las condiciones de permeabilidad del sistema, siendo las

condiciones inicial y de frontera las siguientes:

pp(xp, tp =0) =0, (4.67)

dpp d (0pp apD} B
{CD at, P o, <6xD) oxy) O ) =1, (4.68)
xlginoopD (xp, tp) =0, (4.69)

siendo sus respectivas transformadas:
S )

_ 9P, 1
CDSPD - _(CDSDS + 1) (0 ,S) = — (4‘.70)
d0xp
xEanPD(xD,s) =0, (4.71)
evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:

A[Cps +Vs(CpSps + 1] + B[Cps — Vs(CpSps + 1)] = % ) (4.72)

B=0, (4.73)

resolviendo para A:

1
A= , 4.74
Cps? + s3/2(CpSps + 1) (4.74)
por lo que la solucion en el espacio de Laplace es:
_ 1+ Spvs
Pyp(xp ,s) = 2 (4.75)

Cps? +s3/2(CpSps+ 1)’

la cual, cuando s — oo se aproxima con la siguiente expresion:
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1
Cps?’

Pyp(xp,s) = (4.76)

Siendo su inverso la Ec. 4.44. En cambio, cuando s — 0, su aproximacion esta dada de

la siguiente forma:

_ 1
PWD (xD ) S) = 53/2 ) (4‘77)

y cuya transformada inversa es:

t
Pwp(Xp ,$) = Z\E ) (4.78)

La Figura 4.10a, compara los resultados de las curvas obtenidas para C, = 0.0001 con

S, =0.5y S, =15ylaFigura4.10b, las curvas con C, = 0.1 para los mismos dafios.
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4.2.8. Flujo lineal con almacenamiento y dafio en un yacimiento con recarga externa

Las condiciones de frontera para este caso son las siguientes:

pp(xp,tp =0) =0, (4.79)

opp d (dpp apu} _
{CD ot Sp ot <6xD) ox, 0,tp) =1, (4.80)
pp(1,tp) =0, (4.81)

siendo sus respectivas transformadas:

_ 9P 1
[CDSPD ——2(CpSps + 1)] 0,s) ==, (4.82)
0xp S
P,(1,5)=0, (4.83)
evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:
1
A[Cps +Vs(CpSps + D] + B[Cps — Vs(CpSps + 1)] = < (4.84)
A= _BeZ\/§ , (485)
resolviendo para A y B:
e2Vs
A= , (4.86)
Cps2(e?s — 1) + s3/2(CpSps + 1)(e2Vs + 1)
B -1
= ) 4.87
Cps2(e®s — 1) + s3/2(CpSps + 1(e2Vs + 1) (4.87)
por lo que la solucién en el espacio de Laplace es:
Vs _ o—Vs Vs 4 o—Vs
_ eV’ —e + SpVs(eV® +e
Pp(xp,s) = os( ) , (4.88)

Cps2(eVs — eVs) + 53/2(CpSps + 1)(eVs + eV5)
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siendo su aproximacién cuando s — o la Ec. 4.76 y su inverso la Ec. 4.44. En cambio,

cuando s — 0, la Ec. 4.88 se aproxima con la siguiente expresion:

_ 1
Pyp(xp,s) = 3 (4.89)

y cuya transformada inversa es:

Pwp (xD ) S) =1 ) (490)

La Figura 4.11a, compara los resultados de las curvas obtenidas para C, = 0.0001 con

S, =05y S, =15ylaFigura4.11b, las curvas con C, = 0.1 para los mismos dafos.
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4.2.9. Flujo lineal con almacenamiento y dafio en un yacimiento cerrado

Las condiciones de frontera son:

pp(xp, tp =0) =0,

Opp d (0pp dpp _
{CD E_SD at, <6xD) _axD}(O’tD) =1
dpp
—1,tp) =0,
5o (1)

siendo sus respectivas transformadas:

_ 0P 1
[CDSPD — ﬁ(CDSDs + 1)] (0,s) = <
D

aP,
E(l.s) =0,

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16:

A[Cps +Vs(CpSps + D] + B[Cps — Vs(CpSps + 1)] = % ,

A = Be?Vs,
resolviendo para Ay B:
e2Vs
A = )
Cps2(e2s + 1) + s3/2(CpSps + 1)(e2Vs — 1)
1

B = ,
Cps2(e2Vs + 1) + s3/2(CpSps + (25 — 1)

por lo que la solucion en el espacio de Laplace es:

eVs +eVs ¢ SD\/E(e‘/E — e‘\/g)

pWD(xD 'S) =

Cps2(e¥s + e=V5) + 53/2(CpSps + 1)(eVs — e~V5)

)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)
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siendo su aproximacién cuando s —» « la Ec. 4.76 y su inverso la Ec. 4.44. Por otro lado,

cuando s — 0, su aproximacion esta dada por la Ec. 4.65 y su inverso por la Ec. 4.66.

La Figura 4.12a, compara los resultados de las curvas obtenidas para C, = 0.0001 con

Sp =05y S, =15ylaFigura4.12b, las curvas con C, = 0.1 para los mismos dafios.
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4.3. Solucién para problemas de flujo lineal produciendo a presion
constante

En el andlisis de datos de produccién bajo condiciones de presién constante, la
informacion que proveen va a depender del tiempo y la cantidad de datos disponibles, ya
gue, hace mas preciso poder determinar la presion de fondo y en conjunto con datos de

gasto y volumen hace posible extraer una mayor informacién acerca del yacimiento.

A continuacion se presentan 6 modelos para flujo lineal bajos condiciones de produccion

a presion constante.

4.3.1. Flujo lineal en un yacimiento infinito
Si se tiene un yacimiento infinito produciendo a presion constante, las condiciones de

frontera son:

pp(xp, tp =0) =0, (4.101)
pp(0,tp) =1, (4.102)
xLignoopD(l, tp) =0, (4.103)

siendo su transformada inversa:
_ 1
Py(0,s) = i (4.104)
Jim P, (xp,5) =0, (4.105)

y al evaluar las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:
B=0, (4.106)

(4.107)
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por lo que, la solucion en el espacio de Laplace es:

—e_xD‘/E

Qp(xp,s) = iz (4.108)

siendo la solucion a tiempos cortos:

tp —xp? Xp
qp = —2 — exp I, + xp erfc <2\/E> ) (4.109)

donde erfc es la funcion error complementario. La solucion a tiempos largos para la Ec.

4.108 es la siguiente:

Qp(xp,s) = $3/2 (4.110)

cuya transformada inversa es:

tp
— 4111
4p pgy ( )

La comparacion entre el comportamiento de la solucion analitica y las curvas generadas
por los métodos de inversidn numérica se presenta en la Figura 4.13. Para el método de
Stehfest se utiliz6 el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate empled 750

sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término.
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4.3.2. Flujo lineal en un yacimiento con recarga externa

Las condiciones para esta solucién son las siguientes:

pp(xp, tp =0) =0,

pD(O, tD) =1 )

pD(ll tD) = 0 )

realizando las respectivas transformadas al espacio de Laplace:

Py(0,5) =~
D ;S _SI
pD(llS)zoi

y al evaluar las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:

1
A+B=-,
s
A=—-Be?s
resolviendo para Ay B:
e\/E
A=——7——-—,
S(e\/E — e‘\/g)
B=——r—-,
s(eVs —eVs)

por lo que, la soluciéon en el espacio de Laplace es:

Q ( ) _ e\/g(l_xD)—e_\/g(l_xD)
p\Xp,S) = 53/2(6\/5_8_\/;) ’

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

86



siendo su aproximacion cuando s — o la Ec. 4.108 y su inverso la Ec. 4.109. La solucién

a tiempos largos cuando s — 0 para la Ec. 4.121 es la siguiente:

_ -1
Qp(xp,s) = P (4.122)
cuya transformada inversa es:

dp = —tp, (4.123)

La comparacion entre el comportamiento de la solucién analitica y las curvas generadas
por los métodos de inversidn numérica se presenta en la Figura 4.14. Para el método de
Stehfest se utilizo el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate empled 750

sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término.
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4.3.3. Flujo lineal en un yacimiento cerrado

Las condiciones para esta solucién son las siguientes:
pp(xp, tp =0) =0,
pp(0,tp) =1,

opp
—(1,ty) =0,
T (1,12)

realizando las respectivas transformadas al espacio de Laplace:

_ 1
PD(O'S) =§'

%(1,5):0,

evaluando las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:
1
A+B=-—,
S

A = Be?Vs |
resolviendo para A y B:

eVs
e~ Vs
B s(e\/g + 8_\/5) ,

por lo que, la solucion en el espacio de Laplace es:

A

B

_ _e\/E(l—xD)+e—\/§(1—xD)
0.9 ==y

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)
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siendo su aproximacion cuando s — o la Ec. 4.108 y su inverso la Ec. 4.109. La solucién

a tiempos largos cuando s — 0 para la Ec. 4.133 es la siguiente:

_ —(1—x
Qp(xp,s) = —d=x) - p) , (4.134)
cuya transformada inversa es:
qD = _(1 - xD) i (4135)

La comparacion entre el comportamiento de la solucién analitica y las curvas generadas
por los métodos de inversidn numérica se presenta en la Figura 4.15. Para el método de
Stehfest se utilizo el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate empled 750

sumas para cada término y Durbin con 610 sumas por término.
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4.3.4. Flujo lineal con dafio en un yacimiento infinito

Para este caso, las condiciones de frontera deben considerar el aporte del pozo, de tal

manera que:
pp(xp,tp =0) =0,
app
o 50522} 0tn) =1,

hm pD(xD, tD) = 0 B
xD—)OO

siendo sus respectivas transformadas en el espacio de Laplace:

{PD SDa }(0 5)=-—
lim Py(xp,s) =0,
xD—>OO
evaluando las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:

B =0,

1
A(1+ Spvs) = <
resolviendo para Ay B:

1
s(1+SpVs)

por lo que, la soluciéon en el espacio de Laplace es:

A=

—e~Vs(xp)
s3/2(1 4 Spvs)

QD(XD ,S) =

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)
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siendo la soluciéon cuando s — oo:

Qp(xp,s) = S (4.145)
por lo que su transformada inversa es:
_tD
qp = — - (4.146)
Sp

La solucion a tiempos largos cuando s — 0 para la Ec. 4.144 se aproxima con la Ec. 4.110

y su inverso con la Ec. 4.111.

Los resultados se comparan en la Figura 4.16, donde ambos casos, las curvas obtenidas
por el método de Stehfest se utilizo el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate
empled 750 sumas para cada término y Durbin 610 suma por término, utilizando valores
de S, de 0.5y 1.5.
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4.3.5. Flujo lineal con dafio en un yacimiento con recarga externa

Las condiciones para esta solucién son las siguientes:

pp(xp, tp =0) =0,

dp
{PD —5p ﬁ} 0,tp) =1,
pD(ll tD) = 0 )

realizando las respectivas transformadas al espacio de Laplace:

P,

1
oxp ’

}(O'S)=_

tro- s, :

ISD(l,S) = 0;

y al evaluar las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:

1
A(1+ SpVs) + B(1 = Spvs) = <
A=—Be?s,
resolviendo para A y B:
A et
s[eVs(1 4 Spvs) —e V5 (1 - Spvs)]
_e—Vs

A= ,
s[eVs(1 + Spv/s) — e™V5(1 — Spvs)|
por lo que, la soluciéon en el espacio de Laplace es:

—e\/g(l_xD) +e“/§(1_xD)
eVs(1+5pvs)—e~V5(1-5pvs)| ’

Qp(xp,s) = 53/2[

(4.147)

(4.148)

(4149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)
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siendo su aproximacion cuando s — oo para la Ec. 4.156 la Ec. 4.145 y su inverso con la

Ec. 4.146. La solucién cuando s — 0 es la siguiente:

5 —e*oVs 4157
QD(xD;S): $3/2 (4. )

cuya transformada inversa es la Ec. 4.111.

Los resultados se comparan en la Figura 4.17, donde ambos casos, las curvas obtenidas
por el método de Stehfest se utilizo el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate
emple6 750 sumas para cada término y Durbin 610 suma por término, utilizando valores
de S, de 0.5y 1.5.
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4.3.6. Flujo lineal con dafio en un yacimiento cerrado

Las condiciones de frontera para este caso son las siguientes:
pp(xp, tp =0) =0,

dp
{pD - SD ﬁ} (Or tD) =1 )

opp
—(1,ty) =0,
T (1,12)

realizando las respectivas transformadas al espacio de Laplace:

_ oP, 1
{PD_SDE}(():S) =5
opP
—21,s)=0,
0xp

y al evaluar las condiciones en la Ec. 3.16 se obtiene:

1
A = Be?Vs
resolviendo para A y B:
eVs
A= ,
s[e¥Vs(1 4 Spvs) + e™Vs(1 = Spvs)|
e~ Vs
A= ,
s[eVs(1 4 Spvs) + e=Vs(1 = Spvs)]

por lo que, la solucion en el espacio de Laplace es:

—eVs(1-xp) 4 ¢=Vs(1-xp)
s3/2 [e‘/g(1+SD\/§)+e—\/§(1—SD\/§)] ’

QD(XD ,S) =

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)

(4.166)

(4.167)
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siendo su aproximacion cuando s — oo para la Ec. 4.167 la Ec. 4.145 y su inverso la Ec.

4.146. La solucion cuando s — 0 se aproxima con la Ec. 4.134 y su inverso la Ec. 4.135.

Los resultados se comparan en la Figura 4.18, donde ambos casos, las curvas obtenidas
por el método de Stehfest se utilizo el valor de N = 12, Euler con M = 16, Dubner&Abate
empled 750 sumas para cada término y Durbin 610 suma por término, utilizando valores
de S, de 0.5y 1.5.
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CAPITULO V




Capitulo 5. Andlisis de resultados

La Tabla 5.1 muestra el error promedio de cada una de las soluciones. Aunque cada uno
de los métodos reproduce de manera adecuada el comportamiento de las soluciones
analiticas, el método de Stehfest y el método de Euler proporcionan los mejores

resultados, ya que el error promedio que muestran ambos métodos son los mismos.

Tabla 5.1. Errores promedio de las soluciones analiticas para los métodos de inversién de Stehfest
y series de Fourier.

ERROR POR EL METODO DE STEHFEST

Caso Co=0 Cp=0.0001 Co=0.1
Spb=0 | Sb=0 Sp=05 Sp=15 Sp=0 Sp=05 Sp=15
1 0.0% 0.03%  10.01% 13.23% 17.10% 18.55% 14.12%
2 0.78% | 0.81% 12.90% 4.96% 29.63% 22.33% 14.66%
3 0.11% | 0.12% 8.47% 3.31% 33.02% 9.95% 8.60%
ERROR POR EL METODO DE EULER
Caso Co=0 Cp=0.0001 Co=0.1
Sp=0 | Spb=0 Sp=05 Sp=15 Sp=0 Sp=05 Sp=15
1 0.0% 0.03%  10.01% 13.23% 17.12% 18.55% 14.12%
2 0.78% | 0.81%  12.90% 4.96% 29.62% 22.33% 14.66%
3 0.11% | 0.12% 8.47% 3.31% 33.02% 9.95% 8.60%

1) Yacimiento infinito.
2) Yacimiento con recarga externa.
3) Yacimiento cerrado.

Para los 4 métodos, los errores mas grandes se tuvieron en los periodos dominados por
las fronteras (soluciones 2 y 3). Las soluciones tienen la forma exponencial, por lo que, a
tiempos cortos, en el pozo (x, = 1), los valores de la exponencial seran grandes, aunque
durante este periodo, los métodos responden de manera eficiente, para los métodos de
series de Fourier, al considerar un nimero importante de términos en su solucién, van a

ser estables y obtener curvas lo mas suaves posibles.
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Tabla 5.1. Errores promedio de las soluciones analiticas para los métodos de inversion de Stehfest

y series de Fourier (Continuacién).

ERROR POR EL METODO DE DUBNER&ABATE

Caso Cp=0 Cp=0.0001 Cp=0.1
Sp=0 | Spb=0 Sp=0.5 Sp=15 Sp=0 Spb=05 Sp=15
1 0.18% | 0.19% 10.41% 13.74% 17.17% 18.63% 14.22%
2 1.62% | 1.85% 13.77% 5.78% 30.68% 23.38% 15.72%
3 0.18% | 0.20% 8.76% 3.82% 33.02% 9.95% 8.62%
ERROR POR EL METODO DE DURBIN
Cp=0 Cp=0.0001 Cp=0.1
Caso
Sp=0 | Spb=0 Sp=0.5 Sp=15 Sp=0 Spb=05 Sp=15
1 0.10% | 0.07% 10.10% 13.27% 16.91% 18.33% 13.97%
2 1.56% | 1.73% 13.77% 5.99% 30.11% 23.01% 15.42%
3 0.13% | 0.14% 8.39% 3.47% 32.57% 9.82% 8.49%

1) Yacimiento infinito.
2) Yacimiento con recarga externa.
3) Yacimiento cerrado.

Para las secciones de tiempos intermedios, el comportamiento de la solucién se suaviza

durante este intervalo. En los periodos de transicion, el método de Dubner&Abate y

Durbin se ven mas afectados, ya que tardan en lograr describir este periodo. Sin

embargo, al alcanzar las fronteras, tanto el método de Stehfest y el método de Euler se

mantienen estables mientras que los métodos de Dubner&Abate y Durbin muestran

complicaciones.

Para los efectos del pozo, los errores mas significativos se presentaron al aproximar las

soluciones cuando el coeficiente de almacenamiento incrementa, afectando que la

respuesta del yacimiento aumente, por lo cual, la transicién entre el periodo gobernado

por el pozo y la de la difusividad hidradlica del medio van a afectar las condiciones de

aplicacion de los métodos.
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La Tabla 5.2 muestra el error promedio de las soluciones bajo condiciones de produccion

a presion constante.

Tabla 5.2. Errores promedio de las soluciones analiticas a condiciones de produccion a presién

constante para los métodos de inversion de Stehfest y series de Fourier.

ERROR POR EL METODO DE STEHFEST

Caso Sp=0 Sp=0.5 Sp=1.5
1 0.0% 19.85% 21.82%
2 1.95% 42.33% 50.19%
3 4.50% 22.21% 14.21%
ERROR POR EL METODO DE EULER
Caso Sp=0 Sp=0.5 Sp=15
1 0.0% 19.85% 21.82%
2 1.24% 42.33% 50.19%
3 4.50% 22.21% 14.21%

1) Yacimiento infinito.

2) Yacimiento con recarga externa.

3) Yacimiento cerrado.

De manera similar, a lo que ocurre en las soluciones analiticas a gasto constante, van a

tener similitudes en cada uno de los casos, los algoritmos tienden a comportarse

similarmente aunque para estas soluciones a presion constante muestran los errores mas

grandes observados, obteniéndose hasta un 50% de error en aquellos periodos

dominados por la frontera y considerando los efectos del pozo, sobre todo cuando el dafio

aumenta, siendo el método de Dubner&Abate el menos estable.

Tabla 5.2. Errores promedio de las soluciones analiticas a condiciones de produccion a presién

constante para los métodos de inversion de Stehfest y series de Fourier (Continuacion).

ERROR POR EL METODO DE DUBNER&ABATE

Caso Sp=0 Sp=0.5 Sp=1.5
1 0.25% 19.98% 21.88%
2 1.91% 42.35% 50.20%
3 5.56% 23.26% 15.18%
ERROR POR EL METODO DE DURBIN
Caso Sp=0 Sp=0.5 Sp=1.5
1 0.09% 19.61% 21.54%
2 1.95% 42.19% 50.32%
3 5.43% 22.73% 14.76%

1) Yacimiento infinito.

2) Yacimiento con recarga externa.

3) Yacimiento cerrado.

104



Conclusiones

e Se desarroll6 un programa computacional que permite evaluar los inversores
numericos de Stehfest y series de Fourier que incluyen el método de Euler,
Dubner&Abate y Durbin.

e Aunque los métodos representan de forma adecuada el comportamiento de las
soluciones en el espacio de Laplace; se observé que el método de Stehfest y el
método de Euler son los inversores numéricos mas estables para representar
estas funciones.

e Para poder aplicar los métodos de series de Fourier debe considerarse hacer un
ajuste previo y adaptar la solucion en el espacio de los complejos, de tal forma,
que al evaluar, se tenga bien establecido la parte real e imaginaria para obtener
las soluciones adecuadas.

e Para cualquier curva tipo, se deben realizar procesos de validacion y calibracion
de su uso para fines interpretativos.

e Las soluciones que presentan condiciones de presion constante, los algoritmos no
responden adecuadamente cuando se consideran los efectos del pozo, por lo que,
la caracterizacion de estos parametros puede hacerse en forma indirecta.

e Los métodos mas complejos son Dubner&Abate y Durbin, aunque cabe mencionar
que el método de Durbin ofrece una ligera mejora en los resultados, son los
métodos que mas tiempo ocupan para representar el comportamiento de las

soluciones.
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Recomendaciones

Se recomienda extender la investigacion realizada, para estudiar otros métodos
de inversion y soluciones, sobre todo, para los métodos de series de Fourier que
ofrezcan una mayor eficiencia, a través, por ejemplo, de algoritmos de
paralelizacion.

Debera seguirse trabajando en la generacion de un banco de curvas tipo para su
uso posterior y conjuncién, para desarrollar una herramienta versatil y util que
ayude en la caracterizacién de los diversos sistemas geoldgicos.

Para los métodos de series de Fourier, seria conveniente trabajar en una forma
genérica capaz de representar cualquier funcion compleja con el fin de poder
aplicarlo sin necesidad de trabajar previamente en la soluciones para después

aplicar los métodos.
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ANEXO A
Propiedades de |la serie de Fourier

Considerando: x,(t) © {c,} y v,(t) © {d,,} .
e Linealidad
Sean x,(t) y v,(t) funciones periddicas con coeficientes de Fourier ¢, y d,, entonces:

(Ax, + Bv,)(t) = Acp(t) + Bd, (1), (A.1)
donde A y B constantes.
e Multiplicacion

El producto de funciones periodicas x,(t) y v,(t) dan como resultado una funcién

periodica con periodo T, cuyos coeficientes de la serie son:

%O O 0 Y o duy. (4.2)

n=-—oo
e Desplazamiento en el tiempo

Sea x,(t) una funcion periddica con periodo T y coeficiente de Fourier ¢, y sea t un

ndumero real, entonces se tiene:

x,(t —T) & cpe™/nwoT, (4.3)

como ||e~/m@o?|| = 1, la amplitud (el mddulo de los coeficientes de Fourier) de una

funcién no cambia al desplazarla.
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e Conjugacion

Sea x,(t) una funcion periddica con periodo T y coeficiente de Fourier c, entonces:

x,(t) = x,(t) © ¢, =0 . (A.4)
e Inversién en el tiempo

Sea x,(t) una funcion periddica con periodo T y coeficiente de Fourier ¢, entonces:

xp(t) = x,(—t) © cp. (A.5)
e Escalamiento en el tiempo

. p ., T . T .
Si a es un ndmero real, entonces la funcion x, (at) es periddica de periodo -y frecuencia

aw, entonces:

xp(at) & Z c,e/nwoat (4.6)
n=—oo

por lo que x,(t) y x,(at) tienen las mismas amplitudes pero correspondientes a

frecuencias distintas.
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ANEXO B

Aplicaciones de la serie de Fourier a problemas de flujo lineal

El caso de flujo lineal describe sistemas de flujo en un canal. Ejemplos de modelos de
yacimiento que exhiben flujo lineal son sistemas con fronteras laterales paralelas o

cerradas en U, Fig. B.1, o bien, modelos de pozo que también muestran flujo lineal
Fig.B.2

En esta seccidn se presentan soluciones para flujo lineal en sistemas que producen a
presion de fondo fluyente constante, que es una condicion de produccién comun durante
la explotacion; y utilizando para ello series de Fourier. En todos los casos se tiene que

para las condiciones iniciales, la presion es homogénea e igual a p;.

Flujo radial Flujo lineal

Figura B.1 Modelo de Yacimiento.
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/
=

Flujo lineal

Figura B.2 Modelo de Pozo.

a) Yacimiento produciendo a pwf constante con mantenimiento de presion en la
frontera externa.

En este caso se tiene un yacimiento que produce a p, constante, y que en su

frontera externa mantiene la presion al mismo valor de p;, por efectos de una recarga,

Figura B.3. Esto puede representarse como:
p(x =0,t >0) =pyr,

p(x =Lt >0)=p;.
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Figura B.3 Esquematizacion de un yacimiento homogéneo que presenta flujo

lineal con mantenimiento de presion en sus fronteras.
Para facilitar el proceso, se definen el siguiente conjunto de variables adimensionales:

pi—p

pD=—Pi_pr ) (B.1)
=2 (B.2)
Xp = T )
k
th = —=t, B.

y la ecuacion fundamental de flujo, en términos de variables adimensionales es:

02 d
Opp _ 9P 5.4)
ox;  Otp
y las condiciones a las que queda sujeta la ecuacion son:
C.I. pD(xD :O,tD):]., (B.S)
CFI pD(xD,tDZO)ZO, (86)
CFE pD(xD=1,tD)=0 (87)

C.l. — Condicion inicial.
C.F.l. — Condicion de frontera interna.
C.F.E. — Condicién de frontera externa.
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En este caso, se propone utilizar el método de separacién de variables a través de las
series de Fourier. Para ello, es necesario establecer que las condiciones del problema

sean homogéneas, para lo que se realiza el siguiente cambio de variable:

P5=1—pD—XD, (B8)

de tal forma, que la ecuacion resultante es:

0*P; 0P}
-0 B.9
axz 0ty (B-9)
sujeta a nuevas condiciones:
C.1. Pi(xp,tp =0) =1, (B.10)
C.F.l. PB(XD=0,LLD)=O, (B.ll)
C.F.E. PB(XD=1,LLD)=O, (B.12)

y dado que estas condiciones de frontera son homogéneas, es posible usar el método

mencionado anteriormente. Asi, se propone que P," es:

Py =Y(xp)t(tp), (B.13)

lo que nos lleva a una nueva ecuacion de flujo en términos de y y t:

107 10t

il B.14
Yoxi tTotpy’ ( )

dado que ¥ no depende de tj, y T no depende de xj, se propone lo siguiente:
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107 10t

Yox:i tot,
entonces:
10%) 1ot
Yoxi Tdt,

Asi, al resolver para t,, por separacion de variables, se tiene:

1 0t

j;adtﬁ = /1dtD )

In(t) =At, +C,

T = e/ltD+ C — Ae/‘LtD.

(B.15)

(B.16)

Haciendo una rapida inspeccién en la Ec. B.16, 1 puede tener los siguientes valores

posibles:
1) A=-1 si Py, decrece,
2) A= +21 si Pj crece,
3) A= 0 si es estacionario .

Sin embargo, dado el planteamiento del problema, el comportamiento de P," tiende a

decrecer, el Unico caso posible que lo resuelve es cuando A = —A, obteniendo asi:

7(tp) = Ae b,

De igual forma, al solucionar para xp:

(B.17)
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%:—w,

g%’ulpzo,

P+ =0, (B.18)

la Ec. B.18 al ser una ecuacién diferencial homogénea, se puede resolver aplicando el
método de coeficientes contantes, definiendo y; como el polinomio asociado a esta

ecuacion:
lph = e™M*D ) (B 19)
y derivando tantas veces como el orden de la Ec. B.18 sea, se obtienen las siguientes
funciones auxiliares:
Yy =m-e™o, (B.20)
Yp" =m?-e™, (B.21)
por lo que, al reescribir la Ec. B.18 con las ecuaciones B.19 y B..21, se tiene la siguiente
expresion:
(m?-e™*Dp ) + A(e™P) =0, (B.22)

lo cual, nos permite resolver mediante élgebra la Ec. B.22,
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e™r(m2+1)=0,

m2+1=0,
m? = -1,
m= T,
my = +iVa, (B.23)
m2=—i\/Z, (B.24)

y dado que m; = m,, por ser dos raices conjugadas complejas, cuya forma (a + bi), su
solucion esta dada por e(@*PDx = ¢a%(cos(bx) + i seno(bx)), lo cual, al sustituir en la Ec.

B.22 se tiene:

djh = Clei\/sz + Cze_iﬁxD )

Y, = Cl(cos(xD\/I) + iseno(xD\/I)) +C, (cos(—xD\/I) + iseno(—xD\/Z)) , (B.25)

reagrupando y aplicando propiedades de las funciones trigonomeétricas, cos(—x) =
cos(x) y seno(—x) = —seno(x), la Ec. B.25 resultaria:
Y, = (C, + CZ)(cos(xDﬁ)) + (C, — Cz)(i seno(xD\/Z)), (B.26)

finalmente, al definir B = (C; + C,) y C = (C, — C,), la solucién para (xp) seria:

W(xp) = B(cos(xpV2)) + C(iseno(xpV2)) . (B.27)

Como 7 # 0, dado que no deseamos soluciones triviales, al evaluar las condiciones de

frontera en la Ec. B.13:
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Py(xp =0,tp) =¢P(xp = 0)7(tp) =0, (B.28)
Py(xp =1,tp) =¢(xp = Dr(tp) =0, (B.29)

asi, para la condicion de frontera interna:

Y(xp = 0) = B(cos(0 - \/I)) + C(iseno(0- \/I)) =0,
Y(xp=0)=B(1)+C(0)=0,
B=0, (B.30)

de manera similar para la condicion de frontera externa:

Y(xp=1) = B(cos(l . \/I)) + C(i seno(l . \/Z)) =0,

Wxp =0)=0-(1-vV2) + C(iseno(1-V2)) =0,

W(xp =1) = C(iseno(v2)) = 0. (B.31)

Sin embargo, € # 0 ya que no se buscan soluciones triviales, se plantea entonces que
seno(ﬁ) = 0, y comparando el comportamiento de la funcion seno(x) como se muestra

en la Figura B.4, se puede reconocer que existen n valores para los cuales, el seno(x)

es igual con cero, por lo tanto:

seno(0) =0
seno(m) =0 ¢ seno(nm) =0,
seno(2m) =0
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seno(x)

v

31

A

N
|
N

Figura B.4 Comportamiento de la funcién seno(x)

entonces para A:

seno(V1) =0,
angseno(seno(v2)) = angseno(0),

Vi=0,

A= (nm)?, (B.32)
de tal forma que al sustituir cada una de las soluciones en la Ec. B.13, se tiene lo

siguiente:
Py = Ae~(m*tp . B seno(nmxp),

P; = D seno(nmxp)- e~(m?tp n=0123,.., (B.33)

sin embargo, como existen N soluciones, puede usarse el principio de superposicion, y

la Ec. B.33 se expresa como:
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oo
2
P} = z D,, seno(nmxp)- e~ ™™o | (B.34)
n=0
De la ecuacién anterior, es de interés conocer la constante D, por lo que se propone

evaluar la condicién inicial:

Py = ) Dyseno(amxy)- e~ =1,

n=0

Py = Z D, seno(nmxp) =1, (B.35)
n=0
y suponiendo que todas las constantes D,, son de la misma forma, se hace uso del
principio de ortogonalidad del seno(x) para eliminar N — 1 términos de la serie de sumas

de la Ec. B.35, y se obtiene:

(Z D, seno(nnxD)> seno(mmxp) = seno(mmxp), (B.36)
n=0
! 0 sim#n
. =11
jseno(nnxl)) seno(mmxp) dxp {E sim=n" (B.37)
0

entonces la Ec. B.37 se reduce a lo siguiente:
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D
= —(—cos(mm - 1) + cos(mm - 0)),
2 mn

D, 1
— = —(1 — cos(mm)),
2 mn

2 0 sim = par

D, =—1/(1-— =34
m mn( cos(mm)) = 4
mn

. . ) (B.38)
sim = impar

alo cual, se puede dividir a la funcion resultante f(x), de forma general mediante la suma

de una funcién impar y una funcién par, por lo cual, es evidente que:

F0) =3 1F ) + F D ar + 1) = FDampar (8.39)

finalmente, para la Ec. B.34, al sustituir, obtenemos:

Py = z D, seno(nmxp)- e~™™*to

n=0
1 4 )
P = _Z_ e~ (nm)2tp
D=5 ) seno(nmxp)- e
n=1
* 2 N 1 —(nm)?t
Py = p- Eseno(nnxD)- e D, (B.40)
n=1

de tal forma, que la Ec. B.8 resultaria en:

2 N 1 —(nm)?t
p=1—xp— Ez Eseno(nnxD)- e D, (B.41)
n=1
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y volviendo a variables reales, la expresion que resuelve el problema planteado, es la

siguiente:
2% 1 nmx _("”)2 k
_Z_Z2N L) puc
Di— D Ap(l 7Tz:nseno( )e HCe
n=1
Al 1 2% 1 nmwx _(””)Zﬁ
— — — —_ — t
p=p p Xp - - eno e
n=1
2% 1 nrrx _(mmy_k .
P=Pi—(Pi—ow)<1—xD—EZ£ seno B(L)¢’“Cf>,
=1
x 2v1 nnx _(nm\?
=y tp £+ 2 Loono (BE5) o CE ). (5.42
n=1
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b) Yacimiento volumétrico produciendo a pwf constante

Como segunda aplicacion se describe a un yacimiento volumétrico que se produce a pwf

constante en la frontera interna, en el cual ocurre flujo lineal cuya representacion se

encuentra dada por la Figura B.5:

N
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Figura B.5 Esquematizacion de un yacimiento homogéneo que presenta flujo

lineal y con fronteras cerradas.

En este caso se definen las variables adimensionales como:

Pi—D
= F B.43
L — (B.43)
=2 (B.44)
Xp =7, )
k
= B.4
= Guciz" (5:49)

y la ecuacion fundamental de flujo, en términos de variables adimensionales es:

0°pp _ Opp

= — B.46
x5 Oty ( )

sujeta a las siguientes condiciones:
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C.I pD(xD :O,tD) = 1, (B.47)
C.F.1. pp(Cip, tp = 0) = 0, (B.48)
C.F.E. po(ep = 1,65) = 0. (B.49)

Para la solucion de este caso se propone utilizar el método de separacién de variables
a través de las series de Fourier. Para ello, es necesario establecer que las condiciones

del problema sean homogéneas, por lo cual, se sugiere el siguiente cambio de variable:

de tal forma, que la ecuacién resultante es:

%P}, 0P}
—_— =, B.51
axy  0tp ( )
sujeta a nuevas condiciones:
C.I. Py(xp =0,tp) =1, (B.52)
C.F.I Py (xp,tp =0) =0, (B.53)
C.F.E. Pi(xp =1,tp) =0, (B.54)

y dado que estas condiciones de frontera son homogéneas, es posible usar el método

mencionado anteriormente. Asi, se propone que P," es:

Py = (xp)t(tp), (B.55)

C.l. — Condicion inicial.
C.F.l. — Condicion de frontera interna.
C.F.E. — Condicién de frontera externa.

124



lo que nos lleva a una nueva ecuacion de flujo en términos de Y y t:

10% 10t

1oy 1ot B.56
Yoxi oty ( )

dado que ¥ no depende de tj, y T no depende de xj, se propone lo siguiente:

1029 10t _
Yoxt taty,
entonces:
10%yY 107
— L =3, —— =2 B.57
Y dx} 7 0ty ( )
Asi, al resolver para tj, se tiene:
fl O it —f Ade
Tot, ° D
In(t) = -Atp, +C,
T=e Atp+ C = CeAlp, (B.58)

Haciendo una répida inspeccion en la Ec. B.58, 1 puede tener los siguientes valores

posibles:
1) A=-2 si P," decrece,
2) A= +1 si P," crece,
3) A= 0 si es estacionario .
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Sin embargo, dado el planteamiento del problema, el comportamiento de P," tiende a

decrecer, el Unico caso posible que lo resuelve es cuando A = —A, obteniendo asi:

7(tp) = Ce D, (B.59)

De igual forma, al solucionar para xp:

10%y

P 0x} ’

10% )
(o =)+

10%)
Y ox:
0%
— + =0,
ax,_%,+ v

W+ p=0, (B.60)

Ay,

la Ec. B.60 al ser una ecuacion diferencial homogénea, se puede resolver aplicando el
método de coeficientes contantes, definiendo y; como el polinomio asociado a esta

ecuacion:

Yy, = e™D, (B.61)

y derivando tantas veces como el orden de la Ec. B.60 sea, se obtienen las siguientes

funciones auxiliares:

Yy =m-e™o, (B.62)
lph” — mz . eme , (363)
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por lo que, al reescribir la Ec. B.60 con las ecuaciones B.61 y B.63, se tiene la siguiente

expresion:

(m?-e™D ) + A(e™P) =0, (B.64)

lo cual, nos permite resolver mediante élgebra la Ec. B.64,

e™p(m?2+1)=0,

m2+1=0,
m? = -1,
=t
my = +iV2a, (B.65)
my, = —i V2, (B.66)

y dado que m; = m,, por ser dos raices conjugadas complejas, cuya forma (a + bi), su

solucion esta dada por e(@*PDx = ¢a%(cos(bx) + i seno(bx)), lo cual, al sustituir en la Ec.

B.64 se tiene:

wh = Clei\/sz + Cze_iﬁxD y

Y, =0 (cos(xD\/Z) + iseno(xD\/Z)) +C, (cos(—xD\/i) + iseno(—xD\/Z)), (B.67)

reagrupando y aplicando propiedades de las funciones trigonométricas, cos(—x) =

cos(x) y seno(—x) = —seno(x), la Ec. B.67 resultaria:
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Wn = (C; + C)(cos(xpV2)) + (€, — C;)(iseno(xpV2)), (B.68)

finalmente, al definir A = (C; + C,) y B = (C; — C,), la solucién para y(xj) seria:

Y(xp) = A(cos(xD\/I)) +B(i seno(xD\/Z)) : (B.69)

Como t # 0, dado que no deseamos soluciones triviales, al evaluar las condiciones de

frontera en la Ec. B.55:

Pp(xp = 0,tp) =(xp = 0)t(tp) =0, (B.70)
Pp(xp =1,tp) =(xp = D1(tp) =0, (B.71)

asi, para la condicion de frontera interna:

Y(xp =0) = A(cos(0 - \/I)) + B(iseno(0 - \/I)) =0,
Y(xp=0)=A4(1)+B(0)=0,
A=0, (B.72)

de manera similar para la condicion de frontera externa:

Y(xp=1) = A(cos(l . ﬁ)) + B(i seno(l . \/Z)) =0,
Wxp =1)=0-(1-vV2) + B(iseno(1-V2)) =0,
Y(xp=1) = B(i seno(ﬁ)) =0. (B.73)

Sin embargo, B # 0 ya que no se buscan soluciones triviales, se plantea entonces que

d
L — 0, por lo cual:
dxp
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Y = —Bcos(\/z) =0, (B.74)

entonces, el cos(\/Z) = 0, y comparando el comportamiento de la funcién cos(x) como se
muestra en la Figura B.6, se puede reconocer que existen n valores para los cuales, el

cos(x) es igual con cero, por lo tanto:

4 coseno(x)

A
v

cos (g) =0 )
cos (37”) =0 E cos ((Zn ; Dn) =0,
cos (57”) =0 J

entonces para A:

129



seno(\/Z) =0,
angseno(seno(ﬁ)) = angseno(0),

Vi=0,

_@n-Dr

A > ,

(B.75)

de tal forma que al sustituir cada una de las soluciones en la Ec. B.55, se tiene lo
siguiente:

_(@n-L= 2n—1Drm
P; = Ce ( 2 )tD * B seno <%XD>,

2n— 1D _(@n-Dm
Pp = D seno <(T)xD>- e ( 2 )tD, n=123, .., (B.76)

sin embargo, existen N soluciones, por lo que, al hacer uso del principio de superposicion,

la Ec. B.76 se puede expresar como se muestra a continuacion:

- 2n— D _(Gn-Dn
Pp =2Dnseno<%xl)>-e ( 2 )tD. (B.77)
n=1

De la ecuacion anterior, nos interesa conocer la constante D,,, por lo que se propone

evaluar la condicion inicial,

2

i - 2n—-1Dm
Py = Z D,, seno — = 1, (B.78)

C 2n — D _(@n-1m)
P5=2Dnseno<¥xl)>-e ( 2 >0=1,
n=1

n=1

y suponiendo que para cada una de las constantes D,, son de la misma forma y nos
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interesa conocer cual es, se hace uso del principio de ortogonalidad del seno(x) para

eliminar N — 1 términos de la serie de sumas de la Ec. B.78 como se muestra a

continuacion:

— 2n-Dm 2m-Dm 2m-Dm
(Z D,, seno <Tx,3>> seno (T xD> = seno <T xD> ,
n=0

2 2 —sim=n"'

1 .
2n-1Drm 2m—-1m 0 sim#n
jseno ——xp | -seno | ————xp | dxp, =1
2
0

entonces la Ec. B.80 se reduce a lo siguiente,

Dp = ————,
m2m-Dn

finalmente, para la Ec. B.77, al sustituir, obtenemos:

c 2n— D _(@n-1)m
Py = Z D,, seno (%xl,) e ( 2 >tD,
n=1

= 4 (2n— D - (@nzom),
* = _— - @@ - . 2 D
Pp Z 2m — D Seno( 2 x”) € ’
n=

4w 1 (2n— D (@nzom),
= - - . 2 D
Pp - Elz _1seno< > xD> e ,
n:

(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)
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de tal forma, que la Ec. B.50 resultaria en:

_q 4 i 1 2n—-1Dm _(;
pp = - 12m— [ seno 5 Xp | e
n=

y volviendo a variables reales, la expresién que resuelve el problema planteado, es la

siguiente:

pi—p= Ap(
p=p '—A’P(

=||4>

1

=||-l>

S€1’10< oL

o (1 4 i 1 (2n— D
b =D Di — Pwr - 12m_156n0 oL X
n:

i 2n—-Drm
S 1 Sene T
n=

2n-Dm

E i 1 2n—Dr
P = Pwy p Z, = 1seno oL x

k
Puce

t>’
t>’

t>,
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ANEXO C
Propiedades de la transformada de Laplace

1. Linealidad

Si existe la transformada de Laplace de las funciones f vy g, al ser la transformada un

operador lineal, se tiene que:

Llaf ) + bg(®)] = j e~st{af (&) + bg(D)]dt, 1)
0

con lo que, al separar la integral, obtenemos que la transformada para las constantes a

y b es:

Llaf (t) + bg(t)] = aL[f(t)] + bL[g(D)]. (C2)

2. Cambio de escala

Para una funcion f(at), donde los valores de a > 0 y a € R, la transformada de Laplace

se define como:

[ee)

L{f (at)} = J e Stf(at) dt, (C.3)
0

y realizando el siguiente cambio de variable:

u=at » du=adt
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la Ec. C.3 puede reescribirse y reacomodarse como:

‘ _s¥ du 1[ _5,
fe af(u)7=afe a f(u)du. (C4)

De esta manera, al resolver la derivada, obtenemos finalmente:

L{f(at)} = %F (2) . (C.5)

3. Primera propiedad de traslacién

Esta propiedad permite calcular la transformada de Laplace de una funcién f(t) que se

encuentra multiplicada por una funcién exponencial (e%t), donde a > 0y a € R:

L{ef(t)} = j e Stle® f(t)]dt = ] e~(-Otf(t)dt, (C.6)
0 0

de tal manera que se obtiene:

L{e®f()}=F(s—a). (C.7)

4. Segunda propiedad de traslacion

Esta propiedad permite calcular la transformada de Laplace de una funcion f(t)
multiplicada por la funcidn escalon unitario u(t — a), o funcion de Heaviside. La funcion
escaldn unitario, Ec. C.8, es una herramienta muy utilizada en ingenieria para tratar
problemas con cambios abruptos, representandolos por funciones discontinuas, descritas

por estados activos (1) e inactivos (0):
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0, sit<a;

u(t—a)={

1, sit=>a,

Entonces, para aplicar la segunda propiedad de traslacion, al multiplicar la funcion f(t)

por la Ec. C.8 se tiene:

oo

L{u(t—a)f(t—a)} = f e Stu(t —a)f(t — a)dt

0
oo

=je‘“u(t—a)f(t—a)dt+] e Stu(t —a) f(t —a)dt,

y realizando el siguiente cambio de variable

x=t—a —»dx=dt,

obtenemos
L{iu(t —a)f(t—a)} = f e S+ £(x)dx = e‘asf e S*f(x)dx,
0 0

con lo que finalmente:

L{u(t —a)f(t —a)} = e L{f(6)}.

(C.9)

(C.10)

(C.11)
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5. Transformada de una derivada

Para aplicar la transformada de Laplace en la solucién de una ecuacioén diferencial, siendo

f'(t) la derivada de la funcién f(t), se establece que:

co

LF @) = f et (D)t

0

gue al ser resuelta por partes, con los siguientes cambios de variable:
u=e st >du=eSdt, dv=f'(t) »v=7f(),

obtenemos:

oo

L@} = Jim [t @IE +5 [ et @ae

0
o0

= ;im e SRf(R) — tlir& e StF(t) + sj e Stf(t)dt,

-0 0

con lo que se concluye que:

L0} = sL{f ()} = £(0).

(C.12)

(C.13)

(C.14)

En general, para cualquier derivada enésima de una funcion, donde neN, la

transformada de Laplace se obtiene como:

LF® @)} = s7F(s) — s7LF(0) — s™2 1 (0)—... —f D (0).

(C.15)
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6. Derivada de unatransformada

Para llegar a esta propiedad se parte de la regla de Leibniz, Ec. C.16, que establece que

para f(t,s), que es continua y cuya integral existe, se cumple que:

f )dt—J g(s S gt (C.16)

0

con lo que al aplicar esta regla a la derivada de una transformada obtenemos:

o0}

f a(e_Stf ©) 4 f e=Stef(t)dt = —L{tF (D)}, (€17)

0 0

if e Stf(t)dt =
ds

0
es decir

d d
Litf (O} = = F(s) = —F'(s) = = L{f (O} (C.18)

En general, para cualquier derivada enésima de una transformada, donde neN, la

transformada de Laplace se obtiene como:

L{E"f ()} = (D) F™(s) . (C19)
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7. Transformada de una integral

El teorema fundamental del célculo define la funcion g(t) = fotf(u)du como:

e t
d
g© == [ Fadu =@
0

X (C.20)

mmszwmu=o ,
\ 0

y la transformada resulta:

L{f ()} = L{g'(©)} . (C.21)

Asi, aplicando la Ec. C.14 a la Ec. C.20:

F(s) = Lig' ()} = sG(s) — g(0) = sG(s), (C.22)
=0
y despejando s:
G(s) = L{g(t)} = @ = L{f f(u) du} . (C.23)
0
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8. Convolucion

Se tienen las funciones f(t) y g(t) las cuales son continuas por tramos en el intervalo
[0,00) y tienen la misma forma de la Ec. 3.1, por lo que son de orden exponencial. De esta

manera, la transformada de la convolucion se encuentra dada por:

LIF(O) * g(0)} = < j e“f(r)dr> ( j e“g(ﬁ)dﬁ>
0 0
0

definiendo el siguiente cambio de variable exclusivamente para la segunda integral: t =
T+ B, dt = dp; se tiene

(C.24)

[oe}

e~ f(Dg(Bdrdp = [ f@dr [ e TPgpydp
0

0

[ee]

LIFOILD) = j f@de f e~Stg(t — D)dt, (C.25)
0

T

y siendo las funciones continuas, se puede cambiar el orden de integracion como:

LFOMUAg(D)} = f e~*tdt f f(Dg(t - dr = f e { f f(ﬂg(t—ﬂdf}} dt (C.26)
0 0 0 0
= L{f(t) * g0}

En forma similar, la deconvolucion queda definida, considerando la transformada inversa

de Laplace, como:

LTHF($)G()} = f(O) xg(D). (C.27)
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ANEXO D

Presentacion del programay cédigo principal de las rutinas

desarrolladas

En esta seccion se presenta la estructura del programa y el codigo para generar curvas

tipo de los diferentes algoritmos empleados en este trabajo.

a) Presentacion del programa

& Nico - 3 X

5 UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

IONAL AUTONOWA
RS R i)
= a% & =

FACULTAD DE INGENIERIA
Division de Ingenieria en Ciencias de la Tierra

Generacion de curvas tipo para flujo lineal

mediante algoritmos de inversion numérica,

basados en series de Fourier, para la Transformada de Laplace.

Figura D.1 Presentacion del programa desarrollado.

Para el programa, se tiene una presentacion del tema que tratara el mismo, Figura D.1.

Soluciones para flujo lineal Invertidor Numérico
# Sol. pora gecte  Stehfest

Euler
I

* Dubnery Abate
> Durbin
aaaaa a
Soluciones para flujo linea! Investidor Numérica
Sol.para g=cts Stehfest
Euler
Duber y Al
# Sol para P
5ol para Pcts ——
Siguiente
r Siguiente

Figura D.2 Visualizacion de cada menu.
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Como parte para la interfaz, muestra menus que van a permitir al usuario seleccionar la
solucion que le interese, ademas del algoritmo con el cual desea generar la curva tipo,

Figura D.2.

& Princips!

Soluciones para flujo lineal Invertidor Numérico
® Sol. para g=cte © Stehfest
- Euler

FI. Gasto Constarte CFE: Nofuo.

Dubner y Abate

Durbin

Siguiente

Figura D.3 Visualizacion de la seleccién de la solucion y el invertidor numérico.

Una vez que el usuario selecciona la solucion deseada y el algoritmo, dara click en el
botdn con la leyenda Siguiente. Es importante que se seleccione una soluciéon y un

algoritmo ya que, de lo contrario, el programa no podra continuar, Figura D.3.

o Astehfest _ 8 x
Invertidor Numérico
Algoritmo de Stehfest Algoritmo de Stehfest
6 e e  RLAN e i
Tiempo Solucion Analitica Solucion Numerica  Error 10 T
0.001 5
S 5
- o
7 4 T
= 1o 5
3
3
i 9
. 2
o a 10° T
b T
sz 0
. 1
i 10
s 0
i 10
0
: 10
=
: 10
! .q
gD v 10
1072 TRt fovsbob bbbl b oot Tl bl e fbd o]
10 10° 102 102 10" 10° 10" 10?7 10% 10° 10* 10° 10f
.

Figura D.4 Visualizacion del formato de cada variable y gréfico.
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Una vez seleccionado cada requerimiento, el usuario observara una ventana que
presentara datos, como son: tiempo, solucién analitica, solucién numérica y error.
Ademas de un formato que grafica la presién adimensional y tiempo adimensional en

escala logaritmica, Figura D.4.

85 AStehfest - X
Invertdor Numéico
" Algoritmo de Stehfest
Algoritmo de Stehfest g
. [CO—_SouAmamEs —=— Sol Numera |

I~ | (O~ | 10 T T T i i

0.002 005046265 0.05046264

0.003 006180387 0.06180386

0.004 007136436 0.07136435 5

0.005 007978846 0.07978844 1 0 =

0.006 008740387 0.08740386

0.007 09440657 194406

0.008 0.1009253 0.10092528

0.003 10704745 070474 4

.01 0.11283752 0.1128379 10

0.02 0.15957691 0.15957689

003 0195441 019544103

0.04 022567583 0.2256758;

0.05 025231325 0.25231275 3

006 27639522 027635402 10

029854107 0.29853943

0.08 031915382 0.319152¢

0.08 33851375 0.33851462

0.1 035682482 0.35682881 [=] 1 02

02 05046265 0.5051573 [}

03 061803872 062281815

04 071364965 0.7

05 081673764 083190473 1

06 092422843 0.93282833 1 0

0. 102833481 1.0331

08 1.13055008 113327526

08 123182781 1.23330816

1 1.33250708 1.33331452 0

2 233333129 233332986 10

3 333333333 3.3333396

4 433333333 432

5 533333333 5.33333983

6 633333333 . -1

733333333 10

8 833333333 833334117

9 ||omnan ¥ | |9 3724100

10 < < 2

10 t t t t t t t t t
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Calcular D

Figura D.5 Visualizacion de resultados y grafico obtenido.

El usuario al hacer click en el botén calcular, se despliegan los datos de cada uno de los
contenedores, los cuales, permiten observar los valores de presion adimensional para
cada valor de tiempo tanto analiticos como numéricos y el error estimado entre estos
valores. Ademas, se podra visualizar el grafico correspondiente, que muestra los datos

de cada solucion: analitica y numérica, Figura D.5.
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85! Soluciones con Almacenamiento y Dafio

Invertidor Numérico -
Algoritmo de Stehfest
ALGORITMO DE STEHFEST 9
10*
Timpo  Solucken Analitica Solucion Numérica  Error
0.001 103
0.002
gggﬁ Alm: imiento (cD) 3
1
0.006 >
0.007
0.008 Dano 10
0.009 4
001
002 10
003 4
o0 10
0.06
0407 0
0.08 10
v 2
02 100 E:
0
05 10" 3
i
7 -2
a8 10
1
2
B 10
H
: 10° 4
; 10° ] ]
BT i T T B AP P R T A R AT R
-4 -3 -2 -2 -1 0 1 2 2 3 4
0% 0% 102 10?7 10 1:; 10" 107 102 10° 10

Figura D.6 Visualizacion del formato que permite ingresar valores de

almacenamiento y/o dafio.

El programa asimismo permite introducir valores de almacenamiento y/o dafo, segun se
requiera en las soluciones que asi lo permitan, contando con el mismo formato de las

anteriores soluciones para el usuario, Figura D.6.

b) Codigo principal de las rutinas desarrolladas para los invertidores
numeéricos

// Listado con las soluciones de flujo lineal y la eleccién de los algoritmos

private void buttonl_Click(object sender, EventArgs e)

{

if (General.condicién == 1)

{
{

switch (General.soluciénA)
case 1:

if (General.algoritmo == 1)

{
Form2 f2 = new Form2();
this.Hide();
f2.ShowDialog();
this.Show();

}

else if (General.algoritmo == 2)

{
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Form3 3 = new Form3();
this.Hide();
f3.ShowDialog();
this.Show();

}

else if (General.algoritmo == 3)

{
Form5 f5 = new Form5();
this.Hide();
f5.ShowDialog();
this.Show();

}

else if (General.algoritmo == 4)

{
Form4 f4 = new Form4();
this.Hide();
f4.ShowDialog();
this.Show();

}

break;

}
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Algoritmo de Stehfest

// Algoritmo de Stehfest

public static double sumatoria(double Vi, int N)

{

double sum = 0;

double min;

if (Vi > N/ 2)

{

min = N / 2;

min = Vi;
}
for (double i

{

sum = sum + (((Math.Pow(i, N / 2)) * factorial(2 * i)) / (factorial(N / 2 - i) *
factorial(i) * factorial(i - 1) * factorial(Vvi - i) * factorial(2 * i - Vi)));

}

Math.Truncate((Vi + 1) / 2); i <= min; i++)

sum = (Math.Pow(-1, N / 2 + Vi)) * sum;

return sum;

foreach (object item in listBox1.Items)

{

double fst = 0;

double 1 = 9;
double n = 0;
double s = 9;

5
double error = 0;

const double pi = Math.PI;

Double it = Convert.ToDouble(item);
1 = Math.Log(2);

for (int i = 1; i <= 12; i++)
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{
fst = fst + ((AStehfest.sumatoria(i, 12) * Math.Pow((it / (1 * i)), 1.5)));

}

n=(l/1it) * fst;
listBox3.Items.Add(Math.Round(n, 8));
Datosnum.Add(it, n);

}

break;

Algoritmo de Dubner&Abate

//Algoritmo de Dubner&Abate
String[] items = new String[listBox1.Items.Count];

double dub = 9;

double a = 0;

double fna = 0;

double er = 0;

double s = 0;

double t1 = 9;

double X = 0;

double tmax = 0;

double an = 09;

double error = 0;

const double pi = Math.PI;
if (k <= 8)

{

er = Math.Pow(10, -12);
-(Math.Log(er) / (4 * tmax));

a * it1;

a

s
t1l = Math.Exp(s);

X = (2 * t1) / (2 * tmax);

// FUNCION VALUADA EN LA PARTE REAL F(a)

al = (Math.Pow(a, ©.5)) * ((-1) * AStehfest.xd);
al = Math.Exp(al);
a2 = Math.Pow(a, 1.5);
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fna = (al) / (2 * a2);

////// Solucién Numérica

dub = (fna + (ADubner.suml(itl, tmax))) * X;
listBox3.Items.Add(Math.Round(dub, 10));
Datosnum.Add(it1l, dub);

}

Algoritmo de Durbin

//Algoritmo de Durbin
String[] items = new String[listBox1l.Items.Count];
double durb;
double a = 9;
double fna = 0;
double er = 0;
double s = 0;
double t1 = ©;
double X = 0;
double tmax = 0;
double an = 9;
double error = 0;
const double pi = Math.PI;
if (k <= 8)
{
er = Math.Pow(10, -12);
-(Math.Log(er) / (4 * tmax));

a * it1;

a

S

t1l = Math.Exp(s);

X = (2 * t1) / (2 * tmax);

// FUNCION VALUADA EN LA PARTE REAL F(a)

al = (Math.Pow(a, ©.5)) * ((-1) * AStehfest.xd);
al = Math.Exp(al);

a2 = Math.Pow(a, 1.5);

fna = (-al) / (2 * a2);

////// Solucidén Numérica

durb = (fna + (ADurbin.suml(itl, tmax))) * X;
listBox3.Items.Add(Math.Round(durb,10));
Datosnum.Add(it, durb);

}
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Algoritmo de Euler

//Algoritmo de Euler

foreach

{
int M = (16 * 2);
int g =M+ 1;

double n = 0;
double n1 = 0;
double a = 9;
double beta = 0;
double r = 0;
double w = 9;
double ml1 = 9;

double error = 0;

const double pi =

Double[] etal = new Double[M + 1];

Double[] eta2

(object item in listBox1l.Items)

3.141592653;

new Double[M + 1];

Double it = Convert.ToDouble(item);

for (int i =0; i

{

n=(M-1i);

<= M; i++)

nl = Math.Pow(-1, n);

if (i == 0)
{

etal[i] =
}
else if (i »>=
{

etal[i] =
}
else if (i ==
{

etal[i] =
}
else if (i »>=

{
etal[i] =

AEuler.xi(i, M / 2) * n1;

M/ 2) & i < M)

AEuler.xi(i, M / 2) * n1;

M)

AEuler.xi(i, M / 2) * n1;

18 i< (M/ 2))

etal[i] + (n1 * AEuler.xi(i, M / 2));
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for (int i = 0; i <= M; i++)

{

g=1(g-1);

eta2[i] = etal[g];

beta = beta + (eta2[i] * AEuler.real(it, i, M / 2));
}
ml =M/ 2;

w = Math.Pow(10, (m1 / 3));

r=(w/ it) * beta;

listBox3.Items.Add(Math.Round(r, 10));
}
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