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0.1. RESUMEN

En este trabajo se presenta la solución de un modelo matemático computacional para un sistema de
dos ecuaciones diferenciales parciales cuadráticas bidimensional que se resuelve de manera totalmente
implícita mediante el Método de Diferencias Finitas.

Las ecuaciones diferenciales parciales tienen diversas aplicaciones en la rama de las Ciencias y las
Ingenierías, tal es el caso de las ecuaciones que surgen a través de los principios fundamentales de la
conservación de la masa, dinámica de los �uidos y equilibrio termodinámico, las cuales permiten establecer
el comportamiento de los �uidos en un medio poroso.

Tomando un esquema de nodos esquina se genera un módulo de solución que optimiza la programación
tradicional en la Ingeniería de Yacimientos, reduciendo el tiempo de cálculo y el costo computacional.

Se realiza la validación del modelo mediante ejemplos propuestos y se aplican a problemas tomados
de la literatura en �ujo monofásico y bidimensional.

Finalmente se aplican las estrategias de aceleración y optimización al "Simulador Numérico de Ya-
cimientos en Formaciones Mojadas por aceite " haciendo una comparación entre el modelo original y el
mismo modelo al que se le aplicaron las mejoras, obteniendo como resultado la reducción de tiempo de
cálculo.
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0.2. INTRODUCCIÓN

La Simulación Matemática de Yacimientos data de la década de 1930, los primeros simuladores eran
físicos y se empleaban para analizar super�cialmente el comportamiento del yacimiento cuando era uti-
lizado en las operaciones de inyección de agua. También se utilizaban los simuladores eléctricos donde
un pozo era utilizado como ánodo y otro como cátodo basándose en la analogía entre el �ujo de la co-
rriente eléctrica y los �uidos en los yacimientos. Los ingenieros de yacimientos utilizaron los datos de
producción y otro tipo, con el �n de construir modelos analíticos para describir el �ujo de �uidos y otras
características del yacimiento.[1]

En la �gura 1 se muestra una representación de las primeras aproximaciones para describir analí-
ticamente el �ujo en un yacimiento. A través de investigaciones se desarrolló la ecuación en derivadas
parciales para describir el �ujo unidimensional de un �uido compresible en un yacimiento.[1]

Figura 1: Descripción del Flujo en una Dirección [1]

La Ingeniería de Yacimientos tiene como objetivo principal optimizar la recuperación de hidrocarburos,
para lo cual, se han validado técnicas y ecuaciones que han ido evolucionando con los avances cientí�cos
que han surgido hasta la actualidad y que se siguen empleando.

Inicialmente se utilizaban métodos que consideraban al yacimiento como un tanque con propiedades
promedio (presión, propiedades petrofísicas y PVT) de los �uidos; tanto que suponía la homogeneidad
de todo el yacimiento, sin embargo; se optó por dividir el yacimiento en una serie de bloques o celdas
(conocidas como Mallas). A los cuales se le asignaban propiedades promedio de los �uidos y de la forma-
ción,adicionalmente aplicando la ecuación de balance de materia para cada bloque ajustada a la ecuación
de Darcy que permitía determinar la interacción entre las celdas, lo que ahora representa el punto de
partida en la Simulación de Yacimientos Moderna.[2]

Las ecuaciones que describen el comportamiento de los �uidos surgen de los principios fundamentales
de la conservación de la masa, dinámica de los �uidos y equilibrio termodinámico entre fases. Estos
principios al aplicarse a un yacimiento, permiten establecer sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
complejas y no lineales. Las fórmulas de las ecuaciones son directas, sin embargo su solución no es exacta
por lo que deben resolverse por métodos de aproximación, como diferencias �nitas.

Actualmente los modelos desarrollados para la Simulación de Yacimientos consideran el �ujo de múl-
tiples componentes en un yacimiento que está dividido en componentes tridimensionales conocidos como
celdas de cuadrículas.

Además del gasto, los modelos describen otras variables que incluyen la presión, la temperatura y la
saturación de fases.

Físicamente, el yacimiento sólo se puede producir una vez, y no se asegura que se hará de la manera más
adecuada ya que los errores pueden ocurrir en cualquier momento, sin embargo, el modelo de Simulación
brinda la posibilidad de generar escenarios de producción; al observar el comportamiento del modelo bajo
diferentes condiciones de operación que ayudará a seleccionar el conjunto de condiciones óptimas para el
yacimiento. Hoy en día, los avances tecnológicos en las computadoras y su velocidad de procesamiento, es
posible hacer simulaciones con mallas de millones de celdas para resolver sistemas de ecuaciones complejos
así como de emplear mallas no convencionales. [2]
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0.3. Objetivos generales

Construir un modelo computacional que halle la solución de un sistema de dos ecuaciones para dos
variables en derivadas parciales.

Implementando los Métodos Numéricos apropiados para este tipo de sistemas y manejar adecuada-
mente la información de acuerdo al software.

Implementar estrategias teóricas y computacionales que permitan acelerar el proceso de cálculoel
en el simulador numérico de la tesis �Ramirez R.J 2016 �.

Realizar una tesis que sirva de guía para los alumnos de la Facultad de Ingenieriía., facilitando la
comprensión de solución de problemas de dos ecuaciones para dos variables en derivadas parciales.



12 ÍNDICE DE FIGURAS



Capítulo 1

Conceptos Fundamentales

La Ingeniería de Yacimientos interactúa con sistemas complejos que rebasan la capacidad de entendi-
miento, razón por la cual se crean modelos o representaciones mas simples de un sistema con el objetivo
de analizar el estudio de éste. En este capítulo se abordarán algunos puntos importantes para comprender
de manera general los conceptos de simulación y modelado, así como de las propiedades que in�uyen en
el análisis de un sistema

1.1. Introducción al modelado y simulación

1.1.1. Sistema

Es un objeto de�nido por sus fronteras, comportamiento y características que interactúan en tiempo
y espacio como respuesta a un estímulo externo.[3]

1.1.2. Modelo

Es la representación de un sistema real en forma simpli�cada. Esta puede ser matemática, lógica,
física o alguna otra representación estructurada de un sistema en algún punto del espacio o tiempo.

Se usan para predecir las respuestas de un sitema debido a un estímulo especí�co, para estudiar efectos
de varias variables en el sistema, para predecir el comportamientos del sistema, etc.[3]

Hay diferentes tipos de modelos y son:

Modelo Conceptual

Modelo Matemático

Modelo Numérico

Un modelo es una simpli�cación de la realidad y por lo tanto no se consideran algunas características,
sin embargo, presenta la incertidumbre de desarrollar un modelo muy simple o en caso contrario, el
modelo resulta ser muy complicado de analizar.[3]

13
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1.1.3. Modelado

Es el proceso iterativo que comienza por examinar el sistema y se decide que variables son importantes
en su relación entre ellas. Después de ver la interacción entre la información y las restricciones a medida
que el tiempo transcurre, se le determina como modelo de simulación de un sistema y proporciona un
ambiente virtual donde las ideas pueden seran alizadas antes de su implementación.[3]

1.1.4. Estudio de simulación

Es el proceso de la elaboración de un modelo de simulación, diseño, ejecución y análisis de resultados,
se comprende de los siguientes pasos:[3]

Identi�cación del problema

Formulación del problema

Recopilación de información

Formulación y desarrollo del modelo

Validación del modelo

Documentación del modelo para uso futuro

Diseño de experimentos

Ejecución de experimentos

Interpretación de resultados

Recomendaciones
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1.1.5. Clasi�cación de los simuladores numéricos

En la �gura 1.1 se muestra la clasi�cación general de los simuladores, el grado de complejidad para
cada parámetro de selección va de izquierda a derecha, por lo que el tipo de simulación más complejo es
el de recuperación térmica, mientras que el más sencillo es la simulación para yacimientos de gas.[4]

Figura 1.1: Clasi�cación General de los Simuladores[13]
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1.2. Propiedades de la roca

1.2.1. Porosidad

Es la relación que existe entre el volumen de poros de una roca (volumen poroso) con respecto al
volumen total del yacimiento (roca y volumen poroso). Matemáticamente se expresa por la relación
siguiente:

φ =
V p (V olumen de poros)

V t (V olumen total)
, (1.1)

La porosidad es un parámetro adimensional, que usualmente se expresa como fracción o porcentaje.
Este parámetro es un indicador de la cantidad de �uidos que puede almacenar una roca.[5]

Se de�nen 2 conceptos adicionales de porosidad:

Porosidad Absoluta:

Es la porosidad de una formación, en la cual se considera todo el volumen poroso (V p), esté o no
interconectado.[5]

φ =
V p (V olumen de poros)

V t (V olumen total)
. (1.2)

Porosidad Efectiva

La porosidad efectiva es un paràmetro empleado en la ingeniería de yacimientos debido a que repre-
senta el volumen poroso interconectado que contiene �uidos hidrocarburos recuperables, a este volumen
se le conoce como el volumen poroso efectivo de la roca.[5]Su expresión matemática es:

φe =
Ve (V olumen de poros conectados)

V t (V olumen total)
.

1.2.2. Permeabilidad

Es la propiedad que tiene un medio poroso de permitir u obstruir el �ujo de �uidos a través de él. Se
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puede obtener de pruebas de laboratorio, asi como de registros geofísicos, �gura 1.2.[5]

Figura 1.2: Conducción de Fluidos en el Medio Poroso[3]

Permeabilidad efectiva

Es la medida de la conductividad del medio poroso a un determinado �uido cuando el medio se
encuentra saturado por mas de uno.[5]Su expresión matemática es:

u = −k
µ

dp

dx
.

Permeabilidad absoluta

Es la medida de la conductividad a un �uido de un determinado material. Es independiente del tipo
de �uido que se almacene en el volumen poroso, pudiendo ser para �nes de un yacimiento petrolero,
aceite, agua y gas además, su valor es constante a menos que el �uido modi�que las propiedades de la
roca (reaccione con la formación). La permeabilidad absoluta puede ser descrita a partir de la ley de
Darcy, la cual para �ujo horizontal en la dirección x es: [5]

u = −kkr
µ

dp

dx
, (1.3)

donde:
u = velocidad aparente del �uido
k: permeabilidad absoluta
kr: permeabilidad relativa de la fase
µ= viscosidad
p= presión

1.2.3. Compresibilidad de la roca

Representa el cambio fraccional del volumen de roca (V r) por abatimiento de presión (p); puede ser
vista como un mecanismo de producción, debido a que se genera una expansión de la roca al disminuir
la presión, provocando una disminución del volumen poroso, lo cual ocasiona que los �uidos almacenados
sean expulsados.[5]
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cr =
1

V r

dV r

dp
. (1.4)

1.3. Propiedades de los �uidos

1.3.1. Viscosidad

Es la resistencia de un �uido al �ujo, representa la resistencia que tiene un �uido a ser deformado;
generalmente se expresa en unidades de centipoise. Particularmente la viscosidad del aceite es afectada
por la presión y la temperatura, es decir, un incremento en la temperatura provoca un decremento en la
viscosidad, una disminución en la presión provoca una disminución en la viscosidad ,adicionalmente un
decremento en la cantidad de gas en solución en el líquido provoca un incremento en la viscosidad, siendo
la cantidad de gas en solución una función directa de la presion [5].

La viscosidad de un �uido puede ser representada a partir de la ley de Newton la cual establece que
el esfuerzo de corte (τ) es proporcional a la velocidad de corte (dvdy ). La cual se expresa a continuación
como:

τ = µ
dv

dy
, (1.5)

en donde y representa la dirección perpendicular a la velocidad de �ujo (v). Al cumplir con 1.5, se les
conoce como �uidos newtonianos.

1.3.2. Factor de Volumen

El volumen de aceite o agua recuperado en los tanques de almacenamiento es menor a los volúmenes
estimados a condiciones de yacimiento, esta diferencia de volúmenes se debe principalmente a la liberación
de gas disuelto causada por la disminución de la presión, si el �uido no libera gas disuelto, el cambio de
volumen es causado por el hinchamiento del �uido al disminuir la presión y por el cambio de temperatura
El comportamiento grá�co del factor de volumen para un aceite negro[3]se representa en la �gura .

Figura 1.3: Factor de Volumen para un Aceite Negro[3]
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Siendo así, el factor de volumen de agua (Bw) y el factor de volumen de aceite (Bo) se expresan como:
la medida de la variación del volumen a condiciones de yacimiento (c.y) y condiciones estándar (c.s),
cuando se está produciendo un yacimiento.[3]Las cuales se representan respectivamente como:

Bo =
(volumen de aceite+ gas disuelto) @c.y

(volumen de aceite) @c.s
, (1.6)

Bo =
(volumen de agua+ gas disuelto) @c.y

(volumen de agua) @c.s
. (1.7)

El inverso del factor de volumen se nombra factor de encogimiento[3]

bo =
1

Bo
. (1.8)

1.3.3. Densidad

Se de�ne como la masa (m) de líquido por unidad de volumen (V ), y representa la cantidad de masa
que tiene el �uido en el volumen que ocupa, la densidad es dependiente de los valores de presión y
temperatura a los que se encuentra el �uido. De manera general, la densidad de un líquido disminuye
al aumentar la temperatura debido al incremento del volumen por efectos de dilatación, mientras que al
aumentar la presión la densidad se incrementa por causa de la reducción del volumen.[6]La densidad se
expresa matemáticamente como:

ρ =
m

V
. (1.9)

1.4. Propiedades del sistema roca - �uidos

1.4.1. Mojabilidad

Se de�ne como la tendencia de un �uido a adherirse a una super�cie sólida en presencia de otros �uidos
inmiscibles, tratando de ocupar la mayor área de contacto posible con dicho sólido. En un yacimiento la
mojabilidad se puede alterar con la inyección de un tensoactivo, cambiando las propiedades �sico-químicas
de la roca. La mojabilidad está en función del tipo de �uido y de la super�cie sólida, de acuerdo a este
factor los �uidos se pueden clasi�car en: mojables y no mojables. Los �uidos mojables, son los que tienen
la mayor tendencia a adherirse a la roca, en el caso de yacimientos por lo general es el agua y los �uidos
no mojables son los que no se adhieren a la roca o lo hacen parcialmente.[7]

El estudio de la mojabilidad se puede hacer a nivel de super�cie, a través de la medición del ángulo
de contacto (θ). La �gura 1.4 muestra las fuerzas de tensión interfacial que de�nen el ángulo de contacto
cuando una gota de agua es sumergida en aceite, donde σos es la tensión interfacial aceite-sólido, σws es la
tensión interfacial agua-sólido y σwo es la tensión interfacial agua-aceite que de�ne el ángulo de contacto
(θ).



20 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Figura 1.4: Sistema de fuerzas[7]

La mojabilidad de la roca por aceite se explica por la presencia de componentes naturales polares en
el aceite. En la �gura 1.5 se observa la tendencia del �uido a adherirse a la roca.

Figura 1.5: Casos de mojabilidad[7]

1.4.2. Presión capilar

Al existir dos fases no miscibles en contacto, se origina la presión capilar (Pc), su importancia surge
al encontrarse en un medio capilar, donde las fuerzas de atracción y cohesión de las fases generan una
diferencia de presión, a la cul se le llama presión capilar.[7]La cual se expresa como:

Pc = pnm − pm, (1.10)

donde:
Pc = presión capilar
pnm = presión de la fase no mojante
pm = presión de la fase mojante

En un sistema agua-aceite cuyo �uido mojante es el agua, la presión capilar se puede de�nir como:

Pcwo = po − pw, (1.11)

donde:
Pcwo = presión capilar agua− aceite
po = presión de aceite
pw = presión de agua



Capítulo 2

Desarrollo de la Ecuación de Flujo en
Medios Porosos

En este capítulo se abordarán los problemas de �ujo de �uidos a través de medios porosos y su solución
al combinar varios de los principios o leyes físicas siguientes[7].

Ecuación de continuidad

Es una ecuación de balance de materia que contabiliza la masa de �uido producido, inyectado o
remanente en el yacimiento.

1. Conservación de masa

2. Conservación de energía

3. Conservación de momento

Ecuación de transporte

Describe los �uidos en movimiento, los gastos dentro y fuera del yacimiento; comúnmente la ecuación de
transporte es la ecuacuón de Darcy. Su expresión matemática es:

v =
q

A
= − kdp

µdx
, (2.1)

donde:

A= Área total transversal de �ujo
[
cm2

]
k= Permeabilidad del medio poroso [Darcy]

q= Gasto volumétrico
[
cm3

seg

]
V= Velocidad del �uido

[
cm
seg

]
µ=Viscosidad del �uido [cp]
∂p
∂x= Gradiente de presión en dirección de �ujo

[
atm
cm

]

2.1. Ecuación de Continuidad para Sistemas Multifásicos

La ecuación de continuidad es una expresión del principio de conservación de masa, de energía o del
momento[7]. Para nuestro caso, se considera sólo el caso de conservación de masa; tomando un sistema
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de dos �uidos en un medio poroso como en la Figura: 2.1

Figura 2.1: Sistema roca �uidos[16]

Se considera un �uido α como el �uido de la fase mojante el cual se denotará como (w), y a la fase
no mojante se le denotará como (nw).

El proceso general en la derivación de las ecuaciones, es el siguiente:

a) Se selecciona un volumen elemental representativo llamado volumen de control, de acuerdo a la
geometría de �ujo del problema de interés (Figura 2.2).

Figura 2.2: Volumen de Control[16]

La cantidad de masa que entra en un intervalo de tiempo, por una sección transversal se expresa
como:

m̃x

[
M

TL2

]
= ραx

[
M

L3

]
Ux

[
L

T

]
= (ραU)x , (2.2)

m̃y

[
M

TL2

]
= ρα, y

[
M

L3

]
Uy

[
L

T

]
= (ραU)y , (2.3)
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donde Ux y Uy representan las componentes de la velocidad del �ujo en x y y respectivamente, y ρα
es la densidad del �uido que ingresa a través de las caras del paralelepípedo. El gasto másico que sale de
las caras del paralelepípedo de la �gura 2.2

m̃x+4x = (ρU)x+4x , (2.4)

m̃y+4y = (ρU)y+4y . (2.5)

El volumen de control (V C), es una representación de un volumen poroso dado por el volumen de
roca y el porcentaje que no lo es (φVb) que a su vez está saturado por un �uido Sα :

m [M ] = ρα

[
M

L3

]
Sα [ %]φ [ %]Vb

[
L3
]
. (2.6)

b) Se escriben todos los gastos que entran y salen del volumen elemental con respecto al tiempo,
siguiendo una cierta convención de signos (Figura 2.3).

Figura 2.3: Volumen elemental representativo[16]

Se sustenta que la conservación de la masa en el tiempo dentro del V C es:

[
(Sρφ)t+4t − (Sρφ)t

]
Vb

4t
. (2.7)
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c) Se establece un balance de masa dentro del volumen elemental Figura 2.4

Masa entrando - Masa saliendo = Acumulación de Masa

Figura 2.4: Balance de masa[16]

m̃x − m̃x+4x =

[
(Sρφ)t+4t − (Sρφ)t

]
Vb

4t
, (2.8)

m̃y − m̃y+4y =

[
(Sρφ)t+4t − (Sρφ)t

]
Vb

4t
. (2.9)

d) Se toma el límite de las ecuaciones 2.8 y 2.9, de tal forma que tanto el volumen elemental como el
intervalo de tiempo, tiendan a una dimensión in�nitesimal, es decir:

m̃x − m̃x+4x ≈ Lim
∆x→0

(ραUxα) , (2.10)

m̃y − m̃y+4y ≈ Lim
∆y→0

(ραUyα) , (2.11)

[
(Sρφ)t+4t − (Sρφ)t

]
Vb

4t
≈ Lim

∆t→0
(ραφSα) . (2.12)

e) El resultado de tomar los límites es la ecuación de continuidad para un �uido α.

Ecuación de continuidad para un �uido α en dos dimensiones

∂

∂x
(ραUxα) +

∂

∂y
(ραUyα)± ραQα = − ∂

∂t
(ραφSα) . (2.13)
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2.2. Ecuación de transporte

2.2.1. Ley de Darcy para �ujo multifásico

La permeabilidad es una propiedad que controla el movimiento y su distribución afecta la e�ciencia de
un proceso de recuperación secundaria o mejorada. Probablemente esta propiedad es la que más variación
presenta tanto areal como verticalmente[7]

La ecuación de a�uencia básica es la ley de Darcy en su forma diferencial, la ecuación permite analizar
el �ujo de hidrocarburos en el yacimiento[7].

q = −kA
µ

dp

dx
. (2.14)

El signo de la ecuación 2.14 se debe a que el caudal es una magnitud vectorial, cuya dirección es hacia
los 4P decrecientes; es decir, que 4P es negativo y , por lo tanto, el caudal será positivo.

q

A
= −k

µ

dp

dx
, (2.15)

ux = −k
µ

dp

dx
. (2.16)

Al escribir la ecuación de Darcy como:

ux = −K
µ

(∇p− γ∇D) ,

donde:
k: Tensor de permeabilidad intrínseca
p: Presión del �uido
D: profundidad
γ: Peso especí�co = ρg

ρ : Densidad
g: gravedad

Al considerar la de�nición de permeabilidad relativa; se reescribe la ecuación de Darcy para �ujo
multifásico como:

Velocidad volumétrica por la Ley de Darcy:

u(x,y) = −k krα
µα

(∇pα − γα∇D) , (2.17)

Donde:
k: Permeabilidad absoluta
krα: Permeabilidad relativa de la fase
pα: Presión de la fase
D: profundidad
γα: Peso especí�co de la fase = ραg

ρα : Densidad de la fase
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g: gravedad

Al sustituir la velocidad de Darcy 2.17 en la ecuación de balance de masa para una fase α (Ecuación
2.13).Se obtiene la Ecuación de Flujo para un �uido α en dos dimensiones :

Ecuación de Flujo

∂

∂x

(
ρα
k krα
µα

(∇pα − γα∇D)x

)
+

∂

∂y

(
ρα
k krα
µα

(∇pα− γα∇D)y

)
± ραQα = − ∂

∂t
(ραφSα) . (2.18)

La simulación numérica utiliza datos a condiciones de yacimiento por lo que es esencial utilizar pro-
piedades volumétricas acorde a éstas condiciones y se establece como:

Bα =
ρcsα
ρα

, (2.19)

bα =
1

Bα
. (2.20)

Dividiendo la ecuación 2.18 por la densidad a condiciones estándar:

∂

∂x

(
ρα
ρcs

krα
µα

(∇pα − γα∇D)x

)
+

∂

∂y

(
ρα
ρcsα

krα
µα

(∇pα − γα∇D)y

)
± ραQα = − ∂

∂t
(φSαbα) . (2.21)

La movilidad de la fase α se expresa como:

λα =
Kα

Bαµα
. (2.22)

Al reescribir la ecuación en términos de la movilidad, se obtiene:

Ecuación de �ujo para una fase α en términos de la movilidad

∂

∂x
(λα (∇pα− γα∇D)x) +

∂

∂y

(
λα (∇pα − γα∇D)y

)
± ραc.s

Vb
= − ∂

∂t
(φSαbα) . (2.23)

2.3. Consideraciones del modelo

El aceite remanente despues de los procesos convencionales de recuperación, generan una fase dispersa,
que se encuentra atrapada por fuerzas capilares y es casi el 70 % del aceite original in-situ (OOIP)[8].

Se consideran los siguientes puntos como parte de las consideracón.
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1. Dos fases, una fase aceite y una fase agua.

2. Condiciones isotérmicas

3. Yacimiento bajo saturado

4. Sistema bidimensional y propiedades uniformes

5. No hay efectos secundarios por la salinidad

6. La ecuación de Darcy es aplicable en ambas fases

Se establece adicionalmente que:

Sw + So = 1, (2.24)

Pc = po − pw, (2.25)

pw = po − Pc. (2.251)

Asi al sustituir las consideracónes de las ecuaciones 2.24 y 2.251 en la ecuación 2.23 se obtirnen las
ecuaciones de �ujo siguinetes:

Ecuación de �ujo fase agua en dos dimensiones

∂

∂x

(
λw

(
∂pw
∂x
− γw

∂D

∂x

))
+

∂

∂y

(
λw

(
∂pw
∂y
− γw

∂D

∂y

))
± ρw
Vb

= − ∂

∂t
(φSwbw) , (2.26)

Ecuación de �ujo fase aceite en dos dimensiones

∂

∂x

(
λo

(
∂po
∂x
− γα

∂D

∂x

))
+

∂

∂y

(
λo

(
∂po
∂y
− γα

∂D

∂y

))
± ρo
Vb

= − ∂

∂t
(φSobo) . (2.27)
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Capítulo 3

Métodos Numéricos

En el área de la Ingeniería, se consideran matrices especiales a aquellas que tienen una estructura
particular que puede utilizarse para desarrollar esquemas de solución e�cientes. Una matriz bandeada es
una matriz cuadrada en la que todos sus elementos son cero, con excepción de una banda central sobre
la diagonal principal. Los sistemas bandeados se encuentran con frecuencia en la práctica cientí�ca y de
la ingeniería. Tales sistemas aparecen frecuentemente en la solución de ecuaciones diferenciales parciales
[12].

3.1. Solución de sistemas lineales.

3.1.1. Algoritmo de Thomas

Un sistema lineal tridiagonal (únicamente los elementos de las tres diagonales principales son diferentes
de cero) tiene la forma:


b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4




x1

x2

x3

x4

 =


f1

f2

f3

f4

 .

El algoritmo de Thomas, es un método e�ciente para resolver un sistema tridiagonal como una des-
composición convencional Gaussiana, éste algorítmo consiste en dos procesos; el primero es: Reducir el
sistema eliminando la subdiagonal mediante un proceso de dividir, multiplicar y restar como se muestra
en la �gura 3.1

Figura 3.1: Proceso de solución para el algorítmo de Thomas[16]

29
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Al concluir este proceso la matriz queda de la siguiente forma:


b1 c1
0 d2 c2

0 d3 c3
0 d4



x1

x2

x3

x4

 =


f1

y2

y3

y4

 ,
el proceso siguiente consiste en despejar los valores obtenidos y sustituir de abajo hacia arriba.

El método de Thomas es e�ciente en matrices de 5 y 7 diagonales, dependiendo del tipo de problema
que se presente.

3.1.2. Método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es un método de aproximaciones iterativas para resolver un sistema de
ecuaciones lineales en forma matricial Ax = b. Se calcula a partir de un vector inicial, para encontrar los
valores de las incógnitas hasta llegar a una tolerancia deseada. Cada vez que se desee encontrar un nuevo
valor de una xi, usa los valores anteriores de las x (desde x0 hasta xi−1).

La relación para un sistema mxn es la siguiente:

x
(k+1)
i =

(
bi−

i−1

Σ
j=1

aijx
(k+1)
j −

n

Σ
j=i+1

aijx
(k)
j

)
aii

.

Supóngase que se tiene un sistema de 3 ecuaciones como el que se muestra a continuación:

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

Se asume que a11, a22 y a33 son distintos de cero, por lo que el esquema iterativo es el siguiente:

x
(k+1)
1 =

(
b1 − a12x

(k)
2 − a13x

(k)
3

a11

)
,

x
(k+1)
2 =

(
b2 − a21x

(k+1)
2 − a23x

(k)
3

a22

)
,

x
(k+1)
3 =

(
b3 − a31x

(k+1)
2 − a32x

(k)
3

a33

)
.

al despejar cada variable en su correspondiente ecuación de una forma escalonada, el nuevo sistema
se representa como:

a11x1 = b1 − a12x2 − a13x3,
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a21x1 + a22x2 = b2 − a23x3,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

se introducen las siguientes matrices:

E =


a11 0 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0
a31 a32 a33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · ann

 , (3.1)

F =


0 a12 a13 · · · a1n

0 0 a23 · · · a2n

0 0 0 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 0

 . (3.2)

Se considera la descomposición de la matriz del sistema A de la forma:

A = (D − E)− F, (3.3)

donde D es la misma matriz diagonal, y escribiendo en forma matricial el esquema iterativo queda
como:

x(k+1) =
(
I − (D − E)

−1
A
)
x(k) + (D − E)

−1
b. (3.4)

La matriz que caracteriza al método es:

I − (D − E)
−1
A, (3.5)

como A = (D − E)− F , la ecuación 3.5 también se representa de la siguiente forma:

x(k+1) = (D − E)
−1
[
(D − E)

−1
A
]
x(k) + (D − E)

−1
b, (3.6)

= (D − E)
−1
Fx(x) + (D − E)

−1
b. (3.7)

�nalmente a la siguiente matriz se le denomina Matriz de Gauss Seidel

G = (D − E)
−1
F .
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3.2. Método de Newton

Una función lineal es toda aquella función que representada grá�camente es una linea recta, además
solo tiene un valor único de x para el cual la función es cero. En una función no lineal, su representación
grá�ca será una curva, esta puede tener diferentes raíces pero acotando la función en un intervalo cercano
a la raíz podemos representar la grá�ca por rectas tangentes a la curva, para ello se propone un valor x0

cercano a la solución.

El método de Newton es uno de los más conocidos para la resolución de problemas en los cuales
se buscan las raices de alguna función matemática. La �gura 3.2 muestra la representación grá�ca del
método de Newton.

Supóngase una función f en el intervalo [a, b] donde x0 pertenece a dicho intervalo, siendo una apro-
ximación a la raíz x1 tal que evaluado en la función f (x0) 6= 0, posteriormente df

dx y evaluandola en x0

se obtiene la pendiente de la recta tangente a la curva, igualando a cero la ecuación de la recta queda
como:

0 = f (x0) + (x1 − x0) f
′
(x0) ,

Despejando (x1) se obtiene un valor más próximo a f (x1) = 0 :

x1 = x0 −
f (x0)

f ′ (x0)
.

Figura 3.2: Representación grá�ca[16]

El proceso anterior se repite hasta que el valor de xN+1
1 tenga un margen de diferencia aceptable entre

xN1
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Método de Newton para Varias Variables.

Dado un sistema de ecuaciones:

f1 (x, y) = 0

f2 (x, y) = 0

Que pertenecen a los intervalos [a (x, y) , b (x, y)]. Partiendo de un punto (x0, y0) se busca una aproxi-
mación (x1, y1) tal que dichas funciones sean iguales a cero.

Análogamente como en una dimensión se aproxima a la raiz en (x1, y1) para cada función, esto es:

f1 (x, y) =


f (x0, y) + (x− x0, y) df

dx (x0, y)

f (x, y0) + (x, y − y0) dfdy (x, y0)

, (3.8)

f2 (x, y) =


f (x0, y) + (x− x0, y) df

dx (x0, y)

f (x, y0) + (x, y − y0) dfdy (x, y0)

. (3.9)

Se genera un sistema matricial a partir de las ecuaciones 3.8 y 3.9 de la forma siguiente:[
x1

y1

]
=

[
x0

yo

]
− J−1 |(x0,y0)

[
f1 (x0, y0)
f2 (x0, y0)

]
,

donde J corresponde a la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones que se calcula de la forma
siguiente:

J (x, y) =

[
∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

]
.

.

Corrección de Newton

Sea el siguiente sistema en el que se requiere hallar

[
x1

y1

]
sin calcular J−1 debido a que no se conoce

[
x1

y1

]
=

[
x0

yo

]
− J−1 |(x0,y0)

[
f1 (x0, y0)
f2 (x0, y0)

]
,

Se le nombra Corrección de Newton (CN) a la multiplicación del inverso del Jacobiano por los valores

del sistema

[
f1

f2

]

CN =

[
∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

]1 [
f1 (x0, y0)
f2 (x0, y0)

]
,
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multiplicando por el Jacobiano ambos términos de la ecuación se tiene:

[
∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

]
CN =

[
f1 (x0, y0)
f2 (x0, y0)

]
,

se genera un sistema Ax = b el cual puede resolverse mediante métodos de solución de sistemas lineales
como: Eliminación Gaussiana, Jacobi, Gauss-Seidel , etc. Con el �n de obtener los valores de (CN).

Finalmente se halla la solución del sistema al �nalizar la iteración de Newton.

[
x1

y1

]N+I

=

[
x0

y0

]N
− CNN ,

donde:

N : Re�ere la primera iteración de Newton

N + 1 : Re�ere la iteración correspondiente de Newton

3.3. Método de Aproximación Mediante Diferencias Finitas (MDF)

3.3.1. Serie de Taylor

La justi�cación para aproximar una ecuación en derivadas parciales usando el MDF se basa en el
análisis de una serie de Taylor[9].

Considérese una función continua p (x) en un intervalo [x, x+ ∆x]como se muestra en la �gura 3.3.

Figura 3.3: Análisis de la serie de Taylor[16]

Se puede aproximar el valor de p (x+4x)con una serie de Taylor:

Serie de Taylor

p (x0 +4x) = p (x0) +
4x
1!

p′ (x0) +
4x2

2!
p′′ (x0) +

4x3

3!
p(3) (x0) + ...+

4xn

n!
p(n) (x0) (ξ) , (3.10)



3.4. APROXIMACIÓN EN ESPACIO 35

donde:

4x > 0 y pn es la enésima derivada de p.

Esta serie es, técnicamente exacta para un in�nito número de términos. Sin embargo si se trunca la
serie en el término k , un error de truncamiento ek se presenta. Este error de truncamiento se da por :

ek =
p (x)

k+14xk+1

(k + 1)!
+
p (x)

k+24xk+2

(k + 2)!
+ ...+

p (x)
n4xn

(n+ 1)!
, (3.11)

Usando la siguiente notación se simpli�ca la ecuación de la forma siguiente:

pi = p (xi) , (3.10a)

pi+1 = p (xi +4x) , (3.10b)

pi−1 = p (xi −4x) , (3.10c)

y considerando las ecuaciones 3.11y 3.10,

Serie de Taylor simpli�ca al problema de interés

pi+1 = pi +
4x
1!

∂p

∂x
+
4x2

2!

∂2p

∂x2
+
4x3

3!

∂3p

∂x3
+ ...+

4xn

n!

∂np

∂xn
. (3.12)

La ecuación 3.12 sirve como base en la aproximación de las derivadas que constituyen las ecuaciones
de �ujo en medios porosos, como se muestra a continuación.

3.4. Aproximación en Espacio

Existen dos técnicas para aproximar la ∂p
∂x , la primera corresponde a diferencias hacia adelante (pro-

gresivas) y la segunda a diferencias hacia atrás (regresivas), las cuales se muestran en la �gura 3.4.

(a) Diferencias Progresivas (b) Diferencias Regresivas

Figura 3.4: Aproximaciones Mediante Serie de Taylor.[16]
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3.4.1. Aproximación Progresiva

Considerando hasta el segundo término de la ecuación 3.12 se tiene lo siguiente :

pi+1 = pi +
4x
1!

∂p

∂x
+Op (4x) , (3.13)

despejando la derivada se tiene:

∂p

∂x
|i =

pi+1 − pi
4x

−Op (4x) , (3.14)

donde el error local por aproximar la derivada con los dos primeros términos de la serie de Taylor es :

Op (4x) =
4x
2!

∂2p

∂x2
. (3.15)

La ecuación 3.14 es la aproximación de la primera derivada mediante diferencias Progresivas.

3.4.2. Aproximación Regresiva

De forma análoga a lo mostrado anteriormente y considerando las diferencias hacia atrás o regresivas,
la aproximación de la primera derivada es:

pi−1 = pi −
4x
1!

∂p

∂x
+Or (4x) , (3.16)

∂p

∂x
|i =

pi−pi−1

4x
−Or (4x) , (3.17)

donde el error local es:

Or (4x) =
4x
2!

∂2p

∂x2
. (3.18)

3.4.3. Aproximación Central

Escribiendo la función p (x) en x = xi +4x y x = xi −4x

Considerando las tres primeras derivadas de la ecuación 3.12 se obtiene:

Progresiva

pi+1 = pi +
4x
1!

∂p

∂x
+
4x2

2!

∂2p

∂x2
+
4x3

3!

∂3p

∂x3
, (3.19)

Regresiva

pi−1 = pi −
4x
1!

∂p

∂x
+
4x2

2!

∂2p

∂x2
− 4x

3

3!

∂3p

∂x3
, (3.20)



3.5. APROXIMACIONES EN TIEMPO 37

Se resta la ecuación 3.20 de la ecuación 3.19 se tiene:

pi+1 − pi−1 =
24x

1!

∂p

∂x
+

24x3

3!

∂3p

∂x3
, (3.21)

pi+1 − pi−1 −
24x3

6

∂3p

∂x3
=

24x
1!

∂p

∂x
, (3.22)

∂p

∂x
=

1!
(
pi+1 − pi−1 − 24x3

6
∂3p
∂x3

)
24x

, (3.23)

∂p

∂x
=
pi+1 − pi−1

24x
−Oc

(
4x2

)
, (3.24)

donde el error de segundo orden es:

Oc
(
4x2

)
=
4x2

6

[
∂3p

∂x3
|p +

∂3p

∂x3
|r
]
. (3.25)

Al comparar los errores de truncamiento de las aproximaciones centrales, Oc
(
4x2

)
, con los obtenidos

para diferencias progresivas y regresivas Op (4x), se observa:

lim
h→0

Oc
(
4x2

)
< lim
h→0

Op (4x) . (3.26)

3.4.4. Aproximación de la segunda derivada

Sumando las ecuaciones 3.19 y 3.20 se obtiene la aproximación de la segunda derivada como se muestra
a continuación:

pi+1 + pi−1 = 2pi +
4x2

2!

∂2p

∂x2
, (3.27)

∂2p

∂x2
|i =

pi+1 − 2pi + pi−1

4x2
. (3.28)

3.5. Aproximaciones en Tiempo

Considerando una función p(x, t) para la cual se espera obtener las aproximaciones en diferencias
�nitas, su derivada parcial con respecto al tiempo se aproxima por diferencias progresivas, regresivas y
centrales en el tiempo. Antes de mostrar la forma de las aproximaciones, es conveniente resaltar que para
representar puntos en el dominio del espacio discretizado, es común el uso de los subíndices (i, j) para
representar (x, y)[10]. Por otra parte, para representar puntos en el tiempo se emplearan como superíndices



38 CAPÍTULO 3. MÉTODOS NUMÉRICOS

(t0) y (t1) , que indican los niveles donde se conoce y se desconoce la solución del problema. La �gura
3.5 muestra la interpretación de la aproximación derivada de la función p(x, t) con respecto al tiempo t.

Figura 3.5: Interpretación del tiempo[16]

De esta manera la discretización de ∂p
∂t utilizando la serie de Taylor corresponde a :

p (x, t+4t) = p (x, t) +
4t
1!
p′ (x, t) +

4t2

2!
p′′ (x, t) + ...+

4tn

n!
p(n) (x, t) . (3.29)

3.5.1. Aproximación Regresiva en Tiempo

Para determinar la primera derivada regresiva se seleccionan los primeros dos términos:

p (x, t+4t) = p (x, t) +
4t
1!
p′ (x, t) , (3.30)

p (x, t+4t)− p (x, t) =
4t
1!
p′ (x, t) , (3.31)

p′ (x, t) =
p (x, t+4t)− p (x, t)

4t
−O (4t) , (3.32)

∂p

∂t
|t0i =

p
(t1)
i − p(t0)

i

4t
−O (4t) , (3.33)

donde el superíndice (t0) indica el tiempo (t) conocido, y (t1) indica el tiempo (t+4t). El subíndice
(i) indica la posición en x, donde se está obteniendo la derivada.

Comúnmente solo se utilizan las diferencias regresivas en el tiempo, es por ello que no se mostrará la
obtención de las diferencias progresivas y centrales en el tiempo.



Capítulo 4

Formulación Numérica

La dizcretización es un proceso matemático mediante el cual se obtienen resultados aproximados de
la ecuación diferencial del problema, en este capítulo se hallará la discretizacíón de la ecuación 2.23,
mediante la aplicación del método de diferencias �nitas. Para un problema bidimensional comúnmente se
emplea un esquema de nodos centrados como se muestra en la �gura 4.1.

Figura 4.1: Convención de nodos centrados numeración normal por columnas donde n es el número de
renglones[16].

Cada nodo en la malla puede representarse mediante una numeración continua (k = 1, 2, ..)o bien por
referencia a su colocación (i, j). La relación entre estas referencias se da de la siguiente forma:

(i, j) −→ k
(i− 1, j) −→ k
(i+ 1, j) −→ k
(i, j + 1) −→ k +m
(i, j − 1) −→ k −m

39
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4.1. Discretización de las Ecuaciones de Flujo

La ecuación 2.23 describe el �ujo de agua y aceite en un medio poroso.

∂

∂x

(
λα

(
∂pα

∂x
− γα

∂D

∂x

))
+

∂

∂y

(
λα

(
∂pα

∂y
− γα

∂D

∂y

))
±

ρ

Vb
= −

∂

∂t
(φSαbα) . (2.23)

Para resolver el modelo matemático utilizando diferencias �nitas, es necesario realizar la discretización
del medio en espacio y tiempo para cada una de las fases. Existen diversos enfoques al aplicar diferencias
�nitas, en este trabajo se emplean diferencias centrales para espacio y diferencias regresivas para tiempo.

Considerando una región rectangular en el plano, se construye una malla de n renglones y m columnas
sobre la cual se discretizara la ecuación 2.23.

En la Figura 4.1 se muestra una distribución del dominio considerando el esquema de nodos centrados.

Por diferencias regresivas para el tiempo, se tiene la aproximación al término de acumulación como:

∂

∂t
(φSαbα) ≈

1

4t

{
(φSαbα)t1j,i − (φSαbα)t0j,i

}
. (4.1)

Del MDF centrales de la ecuación 3.24 tenemos que la primera derivada de presión en función de la
dirección de �ujo x es:

∂p

∂x
=
pi,j+ 1

2
− pi,j− 1

2

4x
. (4.2)

En tanto que la derivada de presión en función de la dirección de �ujo y es:

∂p

∂y
=
pi+ 1

2 ,j
− pi− 1

2 ,j

4y
, (4.3)

donde

pi,j+ 1
2

= p(x+4x2 ,y),

pi,j− 1
2

= p(x−4x2 y),

pi+ 1
2 ,j

= p(x,y+4y2 ),

pi− 1
2 ,j

= p(x,y−4y2 ),

Considerando el primer término de la ecuación 2.23, la discretización se desarrolla de la siguiente
manera:

∂

∂x

[
λα

(
∂pα

∂x
− γα

∂D

∂x

)]
i,i

≈ (4.4)

(λα)
(
∂pα
∂x − γα

∂D
∂x

)
i,j+ 1

2

− (λα)
(
∂pα
∂x − γα

∂D
∂x

)
i,j− 1

2

4x
≈ (4.4.1)

1

4x

{(
λα

4x

)
i,j+ 1

2

(pα,i,j+1 − pα,i,j)− γα (Di,j+1 −Di,j)−
(
λα

4x

)
i,j− 1

2

(pα,i,j − pα,i,j−1)− γα (Di,j −Di,j−1)

}
≈

(4.4.2)
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1

4x

{(
λα
4x

)
i,j+ 1

2

(pα,j+1,i − pα,i,j)−
(
λα
4x

)
i,j− 1

2

(pα,i,j − pα,i,j−1)

}

− γα
4x

{(
λα
4x

)
i,j+ 1

2

(Di,j+1 −Di,j) +

(
λα
4x

)
i,j− 1

2

(Di,j −Di,j−1)

}
(4.4.3)

Combinando las ecuaciones 4.1 y 4.4.3 en la ecuación 2.23 se tiene:

1

4x

{(
λα

4x

)t0
i,j+ 1

2

(pα,i,j+1 − pα,i,j)t1 −
(
λα

4x

)t0
i,j− 1

2

(pα,i,j − pα,i,j−1)t1

}

−
γα

4x

{(
λα

4x

)t0
i,j+ 1

2

(Di,j+1 −Di,j)t0 +

(
λα

4x

)t0
i,j− 1

2

(Di,j −Di,j−1)t0

}

±
(
ρo

Vb

)t0
≈

1

4t

{
(φSobo)

t1
i,j − (φSobo)

t0
i,j

}
. (4.5)

La ecuación representa el inicio del primer sistema de aproximación de pt1α,j,i a partir de las variables
conocidas en t0 en una dimensión, utilizando una notación convencional y académica los subíndices se
representan de la forma siguiente:

pα.i,j−1 = W pα.i,j+1 = E

pα.i−1,j = S pα.i+1,j = N

(i, j) = C

Se multiplica la ecuación 4.5 por el volumen de roca, se obtiene el modelo numérico general de la fase
α como.

(
Axλα
4x

)t0
i,j+ 1

2

(pα,E − pα,i,j)t1 −
(
Axλα
4x

)t0
i,j− 1

2

(pα,i,j − pα,W )
t1

−γα

{(
Axλα
4x

)
i,j+ 1

2

(DE −Di,j) +

(
Axλα
4x

)
i,j− 1

2

(Di,j −DW )

}t0

± (ρo)
t0 ≈ Vb.

4t

{
(φSαbα)

t1
C − (φSαbα)

t0
C

}
(4.6)

{
T t0o,E (pα,E − pα,i,j)t1 − T t0α,W (pα,i,j − pα,W )

t1
}
− γα {Tα,E (DE −Di,j) + Tα,W (Di,j −DW )}t0

± (ρo)
t0 ≈ Vb.

4t

{
(φSαbo)

t1
C − (φSαbα)

t0
C

}
(4.6.a)

Donde Tα,ETα,W son las transmisibilidades de la fase α en dirección x. Tα,N Tα,S las cuales serán las
corespondientes transmisibilidades en el eje y.

Nota* En la �gura 4.1 y durante el desarrollo de las ecuaciones el término transmisibilidad, es repre-
sentado grá�camente a la mitad de cada nodo, pero debido a cuestiones académicas y principalmente de
programación, el modelo numérico no asocia la transmisibilidad al punto medio entre los nodos, asocia
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la transmisibilidad al nodo cental sobre el que se hacen los cálculos, por lo que la notación particular en
este trabajo corresponde a:

Tα,E =

(
Ax

4x

)
(λα)i,j+ 1

2
To,W =

(
Ax

4x

)
(λα)i,j− 1

2

Tα,N =

(
AY

4y

)
(λα)i+ 1

2
,j Tα,S =

(
AY

4y

)
(λα)i− 1

2
,j

Reescribiendo la ecuación 4.6 en términos de transmisibilidad:{
T t0o,E (pα,E − pα,i,j)t1 − T t0α,W (pα,i,j − pα,W )

t1
}
− γα {Tα,E (DE −Di,j) + Tα,W (Di,j −DW )}t0

± (ρo)
t1 ≈ Vb.

4t

{
(φSαbo)

t1
C − (φSαbα)

t0
C

}
(4.6)

Considerando un esquema implícito y ambos términos de las componentes (x, y) de la ecuación 2.23,
término acumulación 4.1 y término fuente se tiene:

∂

∂x

(
λα

(
∂pα
∂x
− γα

∂D

∂x

))
+

∂

∂y

(
λα

(
∂pα
∂y
− γα

∂D

∂y

))
± ρ

Vb
= − ∂

∂t
(φSαbα) (2.23)

La discretización de la ecuación 2.23 es:

{
T t0α,E

(
pα,E − pα,i,j

)t1 − T t0α,W (
pα,i,j − pα,W

)t1}− γα {Tα,E (DE −Di,j) + Tα,W (Di,j −DW )
}t0 +

{
T t0α,N

(
pα,N − pα,i,j

)t1 − T t0α,S (pα,i,j − pα,S)t1}− γα {Tα,N (DN −Di,j) + Tα,S (Di,j −DS)
}t0

± (ρo)
t0 ≈

Vb.

4t

{
(φSαbα)t1C − (φSαbα)t0C

}
(4.7)

Debido a que la presión en pi y pj no deben ser tratadas como diferentes por ser un punto coordenado
pj,i.

T t0α,Ep
t1
E − T

t0
α,Ep

t1
α,i,j − T

t0
α,W pt1α,i,j + T t0α,W pt1α,W − γα

{
Tα,EDE − Tα,EDi,j + Tα,WDi,j − Tα,WDW

}t0 +

T t0α,Np
t1
α,N − T

t0
α,Np

t1
α,i,j − T

t0
α,Sp

t1
α,i,j + T t0α,Sp

t1
α,S − γα

{
Tα,NDN − Tα,NDi,j + Tα,SDi,j − Tα,SDS

}t0
± (ρo)

t0 ≈
Vb.

4t

{
(φSαbα)t1C − (φSαbα)t0C

}
(4.7)

agrupando términos (j, i):

T t0α,W pt1α,W + T t0α,Sp
t1
α,S −

(
Tα,E + Tα,W + Tα,N + Tα,S

)t0 pt1α,C + T t0α,Np
t1
α,N + T t0α,Ep

t1
α,E

−γα
{
Tα,WDW + Tα,SDS −

(
Tα,E + Tα,W + Tα,N + Tα,S

)
DC + Tα,NDN + Tα,EDE

}t0
± (ρo)

t0 ≈
Vb.

4t

{
(φSαbα)t1C − (φSαbα)t0C

}
(4.7)

Todos los términos dentro de la profundidad son conocidos, por esta razón el valor será una variable
posible de calcular Z.

Zt0 = −γα
{
Tα,WDW + Tα,SDS −

(
Tα,E + Tα,W + Tα,N + Tα,S

)
Di,j + Tα,NDN + Tα,EDE

}t0 . (4.8)
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Reescribiendo:

Discretización de la ecuación de �ujo para un �uido α en dos dimensiones

(
T t0α, p

t1
α

)
W

+
(
T t0α pt1α

)
S
−
(
Tα,E + Tα,W + Tα,N + Tα,S

)t0 pt1α,C +
(
T t0α pt1α

)
N

+
(
T t0α, p

t1
α

)
E

+ Zt0

± (ρα)t0 ≈
Vb.

4t

{
(φSαbα)t1C − (φSαbα)t0C

}
. (4.7)

En la ecuación 4.7 genera un sistema de ecuaciónes no lineales, en el que, la no linealidad se encuentra
en que la T t1α, depende de la presión pt1α,C .

Se usará el método iterativo de Newton descrito en el capítulo 3, para linealizar el sistema y encontrar
el valor de pt1α,C .
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Capítulo 5

Construcción y Validación del Modelo
Computacional

En este capítulo se presenta la construcción y validación del modelo computacional. La ecuación 2.23 es
una ecuación en derivadas parciales de segundo orden, por lo cual el desarrollo del modelo computacional
se hizo mediante discretización de ecuaciones en derivadas parciales en su forma mas general. La ventaja
de emplear este método de programación es que las ecuaciones en conjunto no se limitan a resolver un
problema de un área en especí�co, por lo que pueden ser empleadas en otras ramas.

5.1. Desarrollo del Modelo Computacional.

5.1.1. Ecuación Bidimensional no Lineal

Un caso particular de las ecuaciones en derivadas parciales, es la ecuación para un �uido α en un
medio poroso de forma bidimensional es:

∂

∂x

(
λα

(
∂pα
∂x
−
))

+
∂

∂y

(
λα

(
∂pα
∂y

))
± ρ

Vb
= − ∂

∂t
(φSαbα) , (2.23)

en tanto que la ecuación en derivadas parciales de forma general bidimensional se expresa por la
ecuación 5.1:

∂

∂x

(
a (x, y, h)

∂h (x, y, t)

∂x

)
+

∂

∂y

(
b (x, y, h)

∂h (x, y, t)

∂y

)
− γ (x, y, h)

∂h

∂t
(x, y, t) = g (x, y, h) . (5.1)

La metodología del desarrollo de la ecuación permite identi�car cuatro funciones que dependen de
(x, y, h) representadas por; a (x, y, h), b (x, y, h), γ (x, y, h) y g (x, y, h), y se debe establecer una aproxi-
mación de h (x, y, t) en un intervalo de espacio en (x, y).

Se de�ne el dominio de trabajo en (x, y) como se muestra en la �gura 5.1.

45
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Figura 5.1: Dominio (X,Y )[16]

Cada nodo tiene una posición en (xi,j , yi,j) y la numeración de nodos es normal por columnas.

Donde el conjunto de renglones de (x1,1y1,1) hasta (xm,1ym,1) representan la primera frontera del
sistema, el conjunto de columnas de (x1,1y1,1) hasta (x1,ny1,n) representan la segunda frontera, de
(xm,1ym,1)hasta (xm,nym,n)la tercera y (x1,ny1,n) hasta (xm,nym,n) la cuarta frontera del sistema. Gene-
rando un conjunto de datos coordenados 5.2

X̄ε



x1,1 x1,2 x1,3 · · · x1,n

x2,1

. . .
...

x3,1

. . .
...

...
. . . xm,n−1

xm,1 xm−1,n xm,n


Ȳ ε



y1,1 y1,2 y1,3 · · · y1,n

y1,2

. . .
...

y1,3

. . .
...

:
. . . ym,n−1

ym,1 ym−1,n ym,n


. (5.2)

Conociendo las funciones a (x, y, h), b (x, y, h), γ (x, y, h) y g (x, y, h), sobre el dominio (x, y) es posible
establecer una aproximación de h (x, y, t) .

En donde el dominio del tiempo es de�nido desde un tiempo inicial a un tiempo �nal determinado. Se
utilizarán diferencias regresivas para la obtención de la derivada respecto al tiempo y con un ∆t pequeño,
se deriva la ecuación 5.1 obteniendo:

−γ ∂h
∂t

= −γ h (x, y, t+ ∆t)− h (x, y, t)

∆t
, (5.3)

−γ ∂h
∂t

= −γ
h
(
x, y, t(0) + ∆t

)
− h

(
x, y, t(0)

)
∆t

. (5.4)

Empleando la notación de la sección 3.5, se de�ne t0 para los valores de h conocidos y t1desconocidos:

(
t(0) + ∆t

)
= t1, (5.5)
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(
t(0)
)

= t0, (5.6)

−γ ∂h
∂t

= −γ h (x, y, t1)− h (x, y, t0)

∆t
. (5.7)

Finalmente, la discretización de la derivada del tiempo para la ecuación 5.1 es:

−γ ∂h
∂t

= −γ h
(t1) − h(t0)

∆t
. (5.8)

Desarrollando la discretización por medio de la serie de Taylor: f´(w, o) =
f (w+∆w

2 ,o)−f (w−∆w2 ,o)
4z los

términos restantes de la ecuación 5.1 son:

∂
∂x

(
a (x, y, h)

∂h(x,y)
∂x

)
≈

a
(
xi,j − ∆x

2
, yi,j , hi,j

)
∆x2

hi,j−1−

a
(
xi,j − ∆x

2
, yi,j hi,j

)
∆x2

+
a
(
xi,j + ∆x

2
, yi,j hi,j

)
∆x2

hi,j+
a
(
xi,j + ∆x

2
, yi,j hi,j

)
∆x2

hi,j+1,

(5.9)

∂
∂y

(
b (x, y, h)

∂h(x,y)
∂y

)
≈

b
(
xi,j , yi,j − ∆y

2
hi,j

)
∆y2

hi−1,j−

 b
(
xi,j , yi,j − ∆y

2
hi,j

)
∆y2

+
b
(
xi,j , yi,j + ∆y

2
hi,j

)
∆y2

hi,j+
b
(
xi,j , yi,j + ∆y

2
hi,j

)
∆y2

hi+1,j .

(5.10)

Identi�cando cada término como:

C1i,j =
a(xi,j−∆x

2 , yi,j hi,j)
∆x2 C4i,j =

a(xi,j+ ∆x
2 , yi,j hi,j)
∆x2

C2i,j =
b(xi,j , yi,j−∆y

2 hi,j)
∆y2 C3i,j =

b(xi,j , yi,j+ ∆y
2 hi,j)

∆y2

C0i,j = − (C1i,j + C2i,j + C3i,j + C4i,j)

Reconstruyendo la ecuación 5.1 discretizada:

C1i,jh
(t1)
i,j−1 + C2i,jh

(t1)
i−1,j + C0j,ih

(t1)
i,j + C3i,jh

(t1)
i+1,j + C4i,jh

(t1)
i,j+1 = γ

h(t1) − h(t0)

∆t
, (5.11)

realizando la multiplicación de γi,j e igualando la ecuación a cero, se tiene:

C1i,jh
(t1)
i,j−1 + C2i,jh

(t1)
i−1,j + C0i,jh

(t1)
i,j + C3i,jh

(t1)
i+1,j + C4i,jh

(t1)
i,j+1 −

γi
∆t

h
(t1)
i,j +

γi
∆t

h
(t0)
i,j = 0, (5.12)

reacomodando la ecuación queda como:

C1i,jh
(t1)
i,j−1 + C2i,jh

(t1)
i−1,j + C0i,jh

(t1)
i,j + C3i,jh

(t1)
i+1,j + C4i,jh

(t1)
i,j+1 +

γi
∆t

h
(t0)
i,j = 0, (5.13)

donde − γi
∆th

(t1)
j,i quedó factorizada dentro de C0.

C0i,j = −
(
C1i,j + C2i,j + C3i,j + C4i,j + γi

∆t

)
.
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Haciendo una pausa en el desarrollo de la solución del modelo computacional, comparamos la
discretización de la ecuación 5.1 con la ecuación 2.23 sin considerar la profundidad.

(
T t0α, p

t1
α

)
W

+
(
T t0α pt1α

)
S

+
(
−Tα,E − Tα,W − Tα,N − Tα,S

)t0 pt1α,C +
(
T t0α pt1α

)
N

+
(
T t0α, p

t1
α

)
E

± (ρα)t0 ≈
Vb.

4t

{
(φSαbα)t1C − (φSαbα)t0C

}
(5.14)

C1i,jh
(t1)
i,j−1 + C2i,jh

(t1)
i−1,j + C0i,jh

(t1)
i,j + C3i,jh

(t1)
i+1,j + C4i,jh

(t1)
i,j+1 +

γi
∆t

h
(t0)
i,j = 0, (5.15)

donde:

h
(t1)
i,j es el correspondiente a (pt1α )c en la ecuación para un �uido α en un medio poroso en dos dimen-

siones:

C1i,jh
(t1)
i,j−1 es el correspondiente a

(
T t0α,p

t1
α

)
W
,

C2i,jh
(t1)
i−1,j es el correspondiente a

(
T t0α,p

t1
α

)
S
,

C0i,jh
(t1)
i,j es el correspondiente a C0j,ih

t1
j,i,

C3i,jh
(t1)
i+1,j es el correspondiente a (T t0α p

t1
α )N ,

C4i,jh
(t1)
i,j+1 es el correspondiente a (T t0α p

t1
α )E ,

γi
∆th

(t0)
i,j es el correspondiente a Vb.

4t (φSαbα)
t0
C ,

± (ρα)
t0 = g (x, y, h) .

Continuando el desarrollo de la solucion del modelo computacional. La ecuación 5.15 arroja un sistema
de ecuaciones no lineal estructurado de la siguiente forma.

C1i,jh
(t1)
i,j−1 + C2i,j−1h

(t1)
i−1,j + C0i,jh

(t1)
j,i + C3i,jh

(t1)
i+1,j + C4ijh

(t1)
i,j+1 +

γi
∆t

h
(t0)
i,j = 0. (5.16)

La ecuación genera un sistema representado por la �gura, el cual requiere un método diferente para hallar
su solución. Se recurre al método de Newton descrito en el Cap.3.



∗ ∗ c011 ∗ ∗
∗ ∗ c021 ∗ ∗
∗ ∗ c031 ∗ ∗

.
.

∗ ∗ c0j−1,i ∗ ∗
∗ ∗ c0j,i ∗ ∗

∗ ∗ c0j+1,i ∗ ∗
.

.
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ c0m,n ∗ ∗



=



0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0



.

Figura 5.2: Sistema de la ecuación[16] 5.16
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Partiendo de una aproximación inicial h(t0) conocida, se evalua en la función H (h) y su estructura se
muestra a continuacion:

H(h1, h2, ..., hn) =



Ch1
Ch2

.

.

.

Chk

.

.

.

Chm ∗ n− 1
Chm ∗ n


,

Esto permite conocer un punto en (h0, H (h0)), siguiendo el método de Newton se deriva la función H (h)

y se calcula dH(h)
dh | como se muestra en la �gura 5.3



[
∂Ch1
∂h1

]
1,1

∂Ch1
∂h2

∂Ch1
∂h3

∂Ch1
∂h4

∂Ch1
∂h5 · · · ∂Ch1

∂hn∗m

∂Ch2
∂h1

[
∂Ch2
∂h2

]
2,1

∂Ch2
∂h3

∂Ch2
∂h4

∂Ch2
∂h5 · · · ∂Ch2

∂hj

∂Ch3
∂h1

∂Ch3
∂h2

[
∂Ch3
∂h3

]
3,1

∂Ch3
∂h4

∂Ch3
∂h5 · · · ∂Ch3

∂hj

...
. . .

...
∂Chm∗n
∂h1

∂Chm∗n
∂h2

∂Chm∗n
∂h3

∂Chm∗n
∂h4

∂Chm∗n
∂h5mediantela · · ·

[
∂Chm∗n
∂hm∗n

]
i=m,j=n


.

Figura 5.3: Derivación del Sistema H (h)[16]

A la matriz derivada de H (h) se le llama matriz jacobiana y esta compuesta por Ji,j =
(

∂Chi
∂hj

)
= 0i,j

Si j�ε {i−m, i− 1, j, j + 1, i+m} obteniendo una estructura como se muestra en la �gura 5.4 la cual
representa la estructura de la matriz Jacobiana

J = H´



[
∂Ch1
∂h1

]
1,1

[
∂Ch1
∂h2

]
2,1

[
∂Ch1
∂h4

]
1,2[

∂Ch2
∂h1

]
1,1

[
∂Ch2
∂h2

]
2,1

[
∂Ch2
∂h3

]
3,1

[
∂Ch2
∂h5

]
2,2[

∂Ch3
∂h1

]
2,1

[
∂Ch3
∂h3

]
3,1

[
∂Ch3
∂h6

]
3,2

∂Ch4
∂h1

∂Ch4
∂h4

∂Ch4
∂h5

∂Ch4
∂h7

∂Ch5
∂h2

∂Ch5
∂h4

[
∂Ch5
∂h5

]
2,2

∂Ch5
∂h6

∂Ch5
∂h8

∂Ch6
∂h3

∂Ch6
∂h5

∂Ch6
∂h6

∂Ch6
∂h9

∂Ch7
∂h4

∂Ch7
∂h7

∂Ch7
∂h8

∂Ch8
∂h5

∂Ch8
∂h7

∂Ch8
∂h8

∂Ch8
∂h9

∂Ch9
∂h6

∂Ch9
∂h8

[
∂Ch9
∂h9

]
3,3



.

Figura 5.4: Matriz Jacobiana m = 3 n = 3[16]
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Al momento de realizar la programación la estructura de la matriz Jacobiana puede resultar compli-
cada, pero analizando una Ch intermedia, ejemplo Ch5 se tiene:

Ch5 = C12,2h
(t1)
1,2 + C22,2h

(t1)
2,1 + C02,2h

(t1)
2,2 + C32,2h

(t1)
2,3 + C42,2h

(t1)
3,2 +

γj,i
∆t

h
(t0)
i

Se oserva que el resultado de las derivadas parciales serán constantes y conocidas como se muestra a
continuación:

∂

∂h2

(
C12,2h2 + C22,2h4 + C02,2h5 + C32,2h6 + C42,2h8 +

γj,i
∆t

h5
)

= C12,2,

∂

∂h4

(
C12,2h2 + C22,2h4w + C02,2h5 + C32,2h6 + C42,2h8 +

γj,i
∆t

h5
)

= C22,2,

∂

∂h6

(
C12,2h2 + C22,2h4 + C02,2h5 + C32,2h6 + C42,2h8 +

γj,i
∆t

h5
)

= C32,2,

∂

∂h8

(
C12,2h2 + C22,2h4 + C02,2h5 + C32,2h6 + C42,2h8 +

γj,i
∆t

h5
)

= C42,2.

El desarrollo de ∂Ch5
∂h5 es extenso debido a que los elemento C1i,j , C2i,j , C3i,j , C4i,j , C0i,j y γi,j

∆t
dependen de h5, resolviendo por la regla del producto para la derivación se tiene que:

dH =
∂ch1

∂h5

(
C12,2h2 + C22,2h4 + C02,2h5 + C32,2h6 + C42,2h8 +

γi
∆t

h5
)
≈

C1
�
���

0

dh2

dh5
+ h2

dC1

dh5
+ C2
�
���

0

dh4

dh5
+ h4

dC2

dh5
+ C0
�
���

1

dh5

dh5
+ h5

dC0

dh5
+ C3
�
���

0

dh6

dh5
+ h6

dC3

dh5
+ C4
�
���

0

dh8

dh5
+ h8

dC4

dh5
+
γi

∆t�
�
��>

0

dh5(t0)

dh5
+

1

∆t

dγi

dh5
≈

dH = h2
dC1

dh5
+ +h4

dC2

dh5
+ h5

dC0

dh5
+ +h6

dC3

dh5
+ h8

dC4

dh5
+

1

∆t

dγi
dh5

+ C0.

Por medio del MDF se realizan las correspondientes derivadas dC1
dh5 ,

dC2
dh5 , dC3

dh5 ,
dC4
dh5 ,

dγ
dh5 y dC0

dh5 . Donde
la derivada para dC1

dh5 y dC3
dh5 se calcula de la siguiente forma:

dC1i,j =
a
(
xi,j − ∆x

2 , yi,j hi,j + 4h
2

)
− a

(
xi,j − ∆x

2 , yi,j hi,j − 4h2
)

(∆x2) (4h)
,

dC3i,j =
b
(
xi,j , yi,j + ∆y

2 hi,j + 4h
2

)
− b

(
xi,j , yi,j + ∆y

2 hi,j − 4h2
)

(∆x2) (4h)
.

El proceso es análogo para dC2
dh5 , dC4

dh5 ,
dγ
dh5 mientras que dC0

dh5 se construye de la siguiente manera:

dC0
dh5 = −(dC1i,j + dC2i,j + dC3i,j + dC4i,j + dγi,j).

Donde el Jacobiano se estructura de la siguiente manera:

Se obtiene el equivalente a la ecuación 3.8 descrita en el capítulo 3
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H´ =



[dH]1,1 [C3]2,1 [C4]1,2

[C2]1,1 [dH]2,1 [C3]3,1 [C4]2,2

[C2]2,1 [dH]3,1 [C4]3,2

C1 dH C3 C4

C1 C2 [dH]2,2 C3 C4

C1 C2 dH C4

C1 dH C3

C1 C2 dH C3

C1 C2 [dH]3,3



.

Figura 5.5: Matriz Jacobiana m = 3 n = 3 Reducida[16]

..

h+H ′
(
h

(N+1)
0 − h(N)

0

)
= 0, (5.17)

despejando (h0)
(N+1) se obtiene un valor mas próximo a la solución:

(h0)
(N+1)

= (h0)
(N) − H (h0)

(N)

H´

(N)
, (5.18)

donde:

(h0)
N representa la primera iteración de Newton

(h0)
N+1 representa la iteración N + 1 correspondiente de Newton

Se repite el cálculo de la ecuación 5.18, si la diferencia entre hN+1
0 y hN0 es muy pequeña, entonces se

han encontrado los valores de h1.

(h0)
N+1

= (h0)
N − H (h0)N

H´

N
.

Un problema en esta expresión es que no puede realizar divisiones entre matrices, es por ello que se
resuelve mediante la aplicación de la Corrección de Newton descrita en el Capítulo 3 donde:

CN =
[
H´

N
]−1

hN0

Se obtiene un sistema pentadiagonal del tipo Ax = b, el cual es posible resolver mediante algún sistema
de soluciones lineales. Finalmente se obtiene el valor de (h0)

N+1 mediante la iteración de Newton

hN+1
o = hN0 − CN
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5.1.2. Programación del Modelo Computacional

En esta sección se aplican los pasos a seguir para llegar a la solución del problema a resolver, empleando
el sotfware computacional Matlab y aplicando la teoría descrita anteriormente.

El modelo computacional se desarrollará utilizando un esquema de nodos esquina y numeración normal
por columnas como se muestra en la �gura 5.1 . Se utiliza como herramienta el software MatLab.

En donde h corresponde a la matriz resultante de la combinación ordenada de X̄ y Ȳ la cual incluye
datos de frontera como se muestra en la �gura 5.6 .

Figura 5.6: Esquema de la matriz h[16]

Mapa:

Se le nombrará ”mapa” a la estructura de pasos princiapales que se deben seguir para resolver el pro-
blema computacional. El mapa no pretende ser un diagrama de �ujo sino una herramienta que permitirá
identi�car las variables principales a calcular.

Mapa Bidimensional no Lineal

Recibir Datos. Se reciben los datos a través de funciones externas al programa principal.

a (x, y), β (x, y), g (x, y), γ (x, y)−→ Funciones

X = {xi,j} Y = {yi,j} −→ Arreglo

ZZ0 = {ZZ0ij} −→ Arreglo

∆t, ∆h, tfin −→ Números

Calcular. Realizando los cálculos correspondientes para cada ∆t hasta tfin:
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∆x, ∆y, n, m −→ Números

c1, c2, c3, c4, gam−→ Arreglos

dc0, dc1, dc2, dc3, dc4, dgam−→ Arreglos

g −→ Arreglo

Construir. Construyendo las varibles que dependen de las calculadas

c0−→ Arreglos

H−→ Arreglo

dH−→ Arreglo

Resolver. Con la CN se resuelve

Por medio de eliminación gaussiana y usando una función propia de Matlab conocida como BackSlash,
se obtiene la solución del sistema.

H´CN = H

Finalmente se utiliza:

h0 = h0 − CN
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5.1.3. Pseudocódigo Recibir datos

{xi,j} , {yi,j}

a(x, y), b(x, y), g(x, y) gam

∆t, ∆h, tini tfin

hi,j =

 h(m,col)

h(ren,1) h0 int h(ren,n)

h(1,col)


Calcular

h0 = h0 int

n = tamaño(x)− 2

m = tamaño (y)− 2

∆x =
xder−xizq

n+1

∆y =
yder−yizq
m+1

xint = {x2,i, ..., xm−1,i}

yint = {xj,2, ..., xj,n−1}

Diferencia = 1

Tolerancia de Newton = 0.01

Para cada ∆t desde tini hasta tfin =⇒ A

h01 = h0 int

Mientras que Diferencia > Tolerancia de Newton =⇒ B

C1 =
a(xint−∆x

2 ,y
int

,h0)
∆x2

C2 =
b(xint,yint+ ∆y

2 ,h0)
∆y2

C3 =
b(xint,yint−∆y

2 ,h0)
∆y2

C4 =
a(xint+ ∆x

2 ,yint,h0)
∆x2

gamt = gam
(
xint,yint,h0

∆t

)
g = g (xint, yint, h0)

C0 = −
(
C1 + C2 + C3 + C4 + gamt

4t

)
H = C1

(
ht0i,j−1

)N
+ C2

(
ht0i−1,j

)N
+ C0

(
ht0i,j
)N

+ C3
(
ht0i+1,j

)N
+ C4

(
ht0i,j+1

)N
+ gamt (xj , yi)h01 −

g (xi,j , yi,j)

dC1 =
a(xint−∆x

2 ,yint,h0+ ∆h
2 )−a(xint−∆x

2 ,yint,h0−∆h
2 )

∆x2∆h

dC2 =
b(xint,yint+ ∆y

2 ,h0+ ∆h
2 )−b(xj ,yi+ ∆y

2 ,h0−∆h
2 )

∆y2∆h

dC3 =
b(xint,yint+ ∆y

2 ,h0+ ∆h
2 )−b(xint,yint+ ∆y

2 ,h0−∆h
2 )

∆y2∆h

dC4 =
a(xint+ ∆x

2 ,yint,h0+ ∆h
2 )−a(xint+ ∆x

2 ,yint,h0−∆h
2 )

∆x2∆h
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dgamt =
g(xint,yint,h0+ ∆h

2 )−g(xint+ ∆x
2 ,yint,h0−∆h

2 )
∆h

dC0 = −
(
dC1 + dC2 + dC3 + dC4 + dgam

4t

)

dH = dC1∗(hi,j−1)
N

+dC2∗(hi−1,j)
N

+dC0∗(hi,j)N+dC3∗(hi+1,j)
N

+dC4∗(hi,j+1)
N−dg1+C0

CN = Solve (dH,C1, C2, C3, C4, H)

(h0)
N+1

= (h0)
N − CN

Diferencia = Máx |CN |

h0 int = h1

fin (mientras =⇒ B)

fin para =⇒ A
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5.2. Desarrollo del Modelo Computacional

5.2.1. Dos Ecuaciones No Lineal

Las siguientes ecuaciones representan la difusión en dos dimensión en donde no se considera la depen-
dencia cruzada debido a que el problema no lo requiere. Se hallará la solución computacional mediante
la discretización de las ecuaciones de la misma forma que en la sección anterior, donde los subíndices de
αij indican el número de la ecuación a la que pertencen y el número de la variable de la que dependen
respectivamente, es decir:

∂

∂x

(
α11

∂h1

∂x

)
+

∂

∂x

(
α12

∂h2

∂x

)
+

∂

∂y

(
β11

∂h1

∂y

)
+

∂

∂y

(
β12

∂h2

∂y

)
−
(
γ11

∂h1

∂t
+ γ12

∂h2

∂t

)
= g11, (5.19)

∂

∂x

(
α21

∂h1

∂x

)
+

∂

∂x

(
α22

∂h2

∂x

)
+

∂

∂y

(
β21

∂h1

∂y

)
+

∂

∂y

(
β22

∂h2

∂y

)
−
(
γ21

∂h1

∂t
+ γ22

∂h2

∂t

)
= g22. (5.20)

Donde



αij (x, y, h1, h2) βij (x, y, h1, h2)

g11 (x, y, h1, h2) g22 (x, y, h1, h2)

h1 (x, y, t) h2 (x, y, t)

.

De la misma manera que en la ecuación 5.8, se derivan −γii ∂h1
∂t y−γjj ∂h2

∂t respecto al tiempo, en
donde:

−γii
∂h1

∂t
= −γ h1(t1) − h1(t0),

∆t
(5.21)

−γij
∂h1

∂t
= −γ h2(t1) − h2(t0)

∆t
. (5.22)

Aplicando el MDF a ∂
∂x

(
α11

∂h1
∂x

)
,

∂
∂x

(
α11

∂h1
∂x

)
≈

a
(
xi,j − ∆x

2
, yi,j , h1, h2

)
∆x2

hi j−1−

a
(
xi,j + ∆x

2
, yi,j , h1, h2

)
∆x2

+
a(
(
xi,j − ∆x

2
, yi,j , h1, h2

)
∆x2

hi j+
a
(
xi,j −

∆x
2
, yi,j , h1, h2

)
∆x2

hi j+1.

Las variables siguientes corresponden a los términos ∂
∂x

(
α11

∂h1
∂x

)
y ∂
∂y

(
β11

∂h1
∂y

)
:

C111 =
a11(xi,j−∆x2 ,yi,j ,h1,h2)

∆x2 C411 =
a11(xi,j−∆x

2 ,yi,j ,h1,h2)
∆x2

C211 =
β11(xi,j ,yi,j−∆y2 ,h1,h2)

∆y2 C311 =
β11(xi,j ,yi,j−∆y2 ,h1,h2)

∆y2

C011 = −
(
C111 + C211 + C311 + C411 +

γ11

∆t

)
La discretización de la ecuación 5.19 y la ecuación 5.20

queda de la siguiente forma: donde la variable Kii hace referencia a la dependencia de la variable h2, por lo que:

C111h1i,j−1 + C211h1i−1,j + C011h1i,j + C311h1i+1,j + C411h1i,j+1 +K112h2j−1,i + ...

...K212h2i−1,j +K012h2i,j +K312h2i+1,j +K412h2i,j+1 = g11 −
(γ

11

∆t
h1(t0) +

γ12

∆t
h2(t0)

)
, (5.23)
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C121h1i,j−1 + C221h1i−1,j + C021h1i,j + C321h1i+1,j + C421h2i,j+1 +K122h2i,j−1 + ...

...K222h2i−1,j +K022h2i,j +K322h2i+1,j +K422h2i,j+1 = g22 −
(γ21

∆t
h1(t0) +

γ22

∆t
h2(t0)

)
, (5.24)

los términos correspondientes a
γ11

∆t h1(t1),
γ12

∆t h2(t1),
γ21

∆t h1(t1), y
γ22

∆t h2(t1) se factorizaron en las com-
ponentes C011, K012, C021, y K022 respectivamente;

Reagrupando términos:[
C111 K112

C121 K112

] [
h1i,j−1

h2i,j−1

]
+

[
C211 K212

C212 K212

] [
h1i−1,j

h2i−1,j

]
+

[
C011 K012

C012 K012

] [
h1i,j
h2i,j

]
+ ...

...

[
C311 K312

C312 K312

] [
h1i+1,j

h2i+1,j

]
+

[
C411 K412

C412 K412

] [
h1i,j+1

h2i,j+1

]
=

[
g11 −

(γ
11

∆t h1(t0) +
γ

12

∆t h2(t0)
)

g22 −
(γ

21

∆t h1(t0) +
γ

22

∆t h2(t0)
) ] ,
(5.25)

igualando a cero la ecuación 5.25, se genera un sistema acoplado no lineal como se muestra en la �gura
5.7

[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0
[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0

[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0
[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0

[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0
[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0

[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0
[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0

[W ] [S] [C] [N ] [E] = 0

Figura 5.7: Sistema acoplado no lineal[16]
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los términos de la �gura están dados por:

W =

[
C111 K112

C121 K122

]
, (5.26)

S =

[
C211 K212

C221 K222

]
, (5.27)

C =

[
C011 K012

C021 K022

]
, (5.28)

N =

[
C311 K312

C321 K322

]
, (5.29)

E =

[
C411 K412

C421 K422

]
. (5.30)

Se linealiza el sistema mediante el método iterativo de Newton ht1 = ht0 − H[ht0 ]
H´[ht0 ] , mientras que:

H(
h11, h12, ..., h1n
h21, h22, ..., h2n

) =



Ch1
Ch2

.

.

.

Chk

.

.

.

Chm ∗ n− 1
Chm ∗ n


, (5.31)

y:

Chk = [W ]k−m + [S]k−1 + [C]k + [N ]k+1 + [E]k+m −
[ (γ11

∆t h1 +
γ12

∆t h2
)(γ

21

∆t h1 +
γ

22

∆t h2
) ] . (5.32)

La estructura de la matiz Jacobiana Jj,i se representa por H´ [ht0 ]de la siguiente forma:

J = H´



[ ∂Ch11
∂h11

∂Ch21
∂h21

∂Ch11
∂h11

∂Ch21
∂h21

] [ ∂Ch11
∂h12

∂Ch21
∂h22

∂Ch11
∂h12

∂Ch21
∂h22

]
. . .

 ∂Ch11
∂h1j

∂Ch21
∂h2j

∂Ch11
∂h1j

∂Ch21
∂h2j


[ ∂Ch11

∂h12

∂Ch21
∂h22

∂Ch11
∂h12

∂Ch21
∂h22

] [ ∂Ch11
∂h12

∂Ch21
∂h22

∂Ch11
∂h12

∂Ch21
∂h22

]  ∂Ch11
∂h1j

∂Ch21
∂h2j

∂Ch11
∂h1j

∂Ch21
∂h2j


. .
. .
. .[

∂Ch1mn
∂h11

∂Ch2mn
∂h21

∂Ch1mn
∂h11

∂Ch2mn
∂h21

] [
∂Ch1mn
∂h12

∂Ch2mn
∂h22

∂Ch1mn
∂h12

∂Ch2mn
∂h22

]  ∂Ch1i
∂h1j

∂Ch2i
∂h2j

∂Ch1i
∂h1j

∂Ch2i
∂h2j





, (5.33)

Jj,,i =

(
∂Ch1i
∂h1j

= 0 ∂Ch2i
∂h2j

= 0
∂Ch1i
∂h1j

= 0 ∂Ch2i
∂h2j

= 0

)
Si j 6= (i, j) ε..............i−m, i− 1, i, i+ 1, i+m.

Los valores en la matriz Jacobiana para una Chk intermedia ecuación 5.32 se calculan:
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Derivando Chk respecto a h1k−m y h2k−m se obtienen los valores de del Jacobiano correspondientes

a

(
∂chk

∂h1k−m
∂chk

∂h2k−m
∂chk

∂h1k−m
∂chk

∂h2k−m

)
,

∂

∂h1k−m

(
[W ]k−m + [S]k−1 + [C]k + [N ]k+1 + [E]k+m −

[ (γ11

∆t h1 +
γ12

∆t h2
)(γ

21

∆t h1 +
γ

22

∆t h2
) ]) =

C111

C121
,

∂

∂h2k−m

(
[W ]k−m + [S]k−1 + [C]k + [N ]k+1 + [E]k+m −

[ (γ
11

∆t h1 +
γ

12

∆t h2
)(γ21

∆t h1 +
γ22

∆t h2
) ]) =

K112

K122
.

Los resultados de las parciales

(
∂chk

∂h1k−m
∂chk

∂h2k−m
∂chk

∂h1k−m
∂chk

∂h2k−m

)
son los valores correspondientes a W .

Obteniendo las parciales con respecto a h1k−1 y h2k−1 se tienen los valores del Jacobiano correspon-

dientes a

(
∂chk
∂h1k−1

∂chk
∂h2k−1

∂chk
∂h1k−1

∂chk
∂h2k−1

)
,

∂

∂h1k−1

(
[W ]k−m + [S]k−1 + [C]k + [N ]k+1 + [E]k+m −

[ (γ
11

∆t h1 +
γ

12

∆t h2
)(γ

21

∆t h1 +
γ

22

∆t h2
) ]) =

C211

C221
,

∂

∂h2k−1

(
[W ]k−m + [S]k−1 + [C]k + [N ]k+1 + [E]k+m −

[ (γ
11

∆t h1(t0) +
γ

12

∆t h2(t0)
)(γ

21

∆t h1(t0) +
γ

22

∆t h2(t0)
) ]) =

K212

K222
.

Así mismo, los valores para

(
∂chk
∂h1k−1

∂chk
∂h2k−1

∂chk
∂h1k−1

∂chk
∂h2k−1

)
son los correspondientes a S.

Por lo que se demuestra que los valores correspondientes son:

(
∂chk
∂h1k+1

∂chk
∂h2k+1

∂chk
∂h1k+1

∂chk
∂h2k+1

)
= N,

(
∂chk

∂h1k+m

∂chk
∂h2k+m

∂chk
∂h1k+m

∂chk
∂h2k+m

)
= E.
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De la derivada de Chk con respecto a h1k y h2k se obtienen los valores correspondientes a:( ∂chk
∂h1k

∂chk
∂h2k

∂chk
∂h1k

∂chk
∂h2k

)
, pero el desarrollo es extenso debido a que W , S, N , E , C y γj,i

∆t dependen de

Chk. resolviendo por la regla del producto para la derivación se tiene que:

dH11

dH21
=

∂

∂h1k

(
[W ]k−m + [S]k−1 + [C]k + [N ]k+1 + [E]k+m −

[ (γ
11

∆t h1 +
γ

12

∆t h2
)(γ

21

∆t h1 +
γ

22

∆t h2
) ]) ≈

h1k−m
dC111

dh5

h1k−m
dC121

dh5

+
h1k−1

dC211

dh5

h1k−1
dC221

dh5

+
h1k

dC011

dh5

h1k
dC021

dh5

+
h1k+1

dC311

dh5

h1k+1
dC321

dh5

+
h1k+m

dC411

dh5

h1k+m
dC421

dh5

+

1
∆t

dγk
dhk

1
∆t

dγk
dhk

+
C011

C021

=
dH11

dH21

.

(5.34)

Análogamente los términos que componen a ∂Chk
∂h2k

son:

h2k−m
dK112

dh5

h2k−m
dK122

dh5

+
h2k−1

dK212

dh5

h2k−1
dK222

dh5

+
h2k

dK012

dh5

h2k
dK022

dh5

+
h2k+1

dK312

dh5

h2k+1
dK322

dh5

+
h2k+m

dK412

dh5

h2k+m
dK422

dh5

+

1
∆t

dγk12

dhk

1
∆t

dγK22

dhk

+
K012

K022

≈
dH12

dH22

.

(5.35)

Por medio del MDF se realizan las derivadas correspondientes a dC1ii
dhk , dC2ii

dhk , dC3ii
dhk , dC4ii

dhk , dγiidhk ,
dK1jj
dhk ,

dK2jj
dhk , dK3jj

dhk , dK4jj
dhk , y dγjj

dhk .

Ejempli�cando lo anterior, dC111

dhk
dK212

dhk
dC321

dhk y dK422

dhk se calcula de la siguiente forma:

dC111i,j =
α11

(
xi,j − ∆x

2 , yi,j h1i,j + 4h1
2

)
− α11

(
xi,j − ∆x

2 , yi,j h1i,j − 4h1
2

)
(∆x2) (4h1)

, (5.36)

dK212i,j =
β12

(
xi,j , yi,j − ∆y

2 h2i,j + 4h2
2

)
− β12

(
xi,j , yi,j − ∆y

2 h2i,j − 4h2
2

)
(∆y2) (4h2)

, (5.37)

dC321i,j =
β21

(
xi,j , yi,j + ∆y

2 h1i,j + 4h1
2

)
− β21

(
xi,j , yi,j + ∆y

2 h1i,j − 4h1
2

)
(∆y2) (4h1)

, (5.38)

dK422i,j =
α22

(
xi,j + ∆x

2 , yi,j h2i,j + 4h2
2

)
− α22

(
xi,j + ∆x

2 , yi,j h2i,j − 4h2
2

)
(∆x2) (4h2)

. (5.39)

El proceso es análogo para los términos restantes. Donde la derivada para dC011

dhk , y análogamente para
dC021

dhk
dK012

dhk
dK022

dhk se construyen como:

dC011

dhk = −(dC111i,j + dC211i,j + dC311i,j + dC411i,j + dγ11i,j ).

Donde el Jacobiano se estructura como:
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H´ =



[dH]1,1 [N ]2,1 [E]1,2

[S]1,1 [dH]2,1 [N ]3,1 [E]2,2

[S]2,1 [dH]3,1 [E]3,2

W dH N E

W S [dH]2,2 N E

W S dH E

W dH N

W S dH N

W S [dH]3,3


Figura 5.8: Matriz Jacobiana m = 3 n = 3 Reducida[16]

dH =

[
dH11 dH12

dH21 dH22

]
. (5.40)

Con los valores obtenidos es posible hallar el valor de (h1)
(N+1) mediante la iteración de Newton

descrita por la ecuación:

(h0)
(N+1)

= (h0)
(N) − H (h0)

(N)

H´

(N)
. (5.41)

Se repite el cálculo de la ecuación 5.41 hasta que la diferencia entre hN+1
0 y hN0 sea muy pequeña,

empleando la Corrección de Newton, obteniendo un sistema tridecagonal del tipo Ax = b el cual se
resuelve mediante algún sistema de soluciones lineales. Finalmente se halla el valor de H (h1)

N+1 ,

H (h1)
N+1

= H (h0)
N − CN.
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5.2.2. Programación del Modelo Computacional

Mapa:

Mapa Dos Dimensiones No Lineal con Tiempo

Recibir datos

{xi}ni=1 −→ V ector (arreglo)

{yi}ni=1 −→ V ector (arreglo)

a11,12,21,22 (x, y), β11,12,21,22 (x, y), g11,22 (x, y)−→ Funciones

Fron h1 −→ Números

Fron h2 −→ Números

Calcular

∆x, ∆y, m n −→ Números

c111,21, c211,21, c311,21, c411,21−→ arreglos

k112,22, k212,22, k312,22, k412,22−→ arreglos

gamii, gamjjg11, g22−→ arreglos

dc111,21, dc211,21, dc311,21, dc411,21−→ arreglos

dk112,22, dk212,22, dk312,22, dk412,22−→ arreglos

dgamii, dgamjj−→ arreglos

Construir

c011,21, k012,22,−→ arreglos

dc011,21, dk012,22,−→ arreglos

dH11, dH012,−→ arreglos

dH21, dH022,−→ arreglos

Resolver

H´CN = hN0 −→ Sistema no Lineal

H (h1)
N+1

= H (h0)
N − CN
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5.2.3. Pseudocódigo

Recibir datos

{xj,i} , {yj,i}

a(x, y), b(x, y), g(x, y) gam

∆t, tini, tfin, ∆h1, ∆h2

h1j,i =

 h1(m,col)

h1(ren,1) h10 int h1(ren,n)

h1(1,col)


h2j,i =

 h2(m,col)

h2(ren,1) h20 int h2(ren,n)

h2(1,col)


h10 = h10 int h20 = h20 int

xint = {x2,i, ..., xm−1,i} yint = {xj,2, ..., xj,n−1}

Diferencia = 1

Tolerancia deNewton = 0.00001

Calcular

n = tamaño(x)− 2 m = tamaño (y)− 2

∆x =
xder−xizq

n+1 ∆y =
yder−yizq
m+1

Para cada ∆t desde tini hasta tfin

h01 = h10 int h02 = h20 int

Mientras que Diferencia > Tolerancia deNewton

C1ii =
aii(xi,j−∆x2 ,yi,j ,h1,h2)

∆x2 K1jj =
ajj(x,j−∆x2 ,yi,j ,h1,h2)

∆x2

C2ii =
βii(xi,j ,yi,j−∆y2 ,h1,h2)

∆y2 K2jj =
βjj(xi,j ,yi,j−∆y2 ,h1,h2)

∆y2

C3ii =
βii(xi,j ,yi,j−∆y2 ,h1,h2)

∆y2 K3jj =
βjj(xi,j ,yi,j−∆y2 ,h1,h2)

∆y2

C4ii =
aii(xi,j−∆x

2 ,yi,j ,h1,h2)
∆x2 K4jj =

ajj(xi,j−∆x
2 ,yi,j ,h1,h2)
∆x2

gamtii = gamii

(
xint,yint,h0

∆t

)
g11 = g11 (xint, yint, h0) g22 = g22 (xint, yint, h0)

Construir

C0ii = −
(
C1ii + C2ii + C3ii + C4ii + gamii

4t

)
K0jj = −

(
K1ii +K2ii +K3ii +K4ii + gamii

4t

)
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Calcular

H11 = C011

(
h1t0i,j

)N
+K012

(
h2t0i,j

)N
+

C111

(
h1t0i,j−1

)N
+K112

(
h2t0i,j−1

)N
+

C211

(
h1t0i−1,j

)N
+K212

(
h2t0i−1,j

)N
+

C311

(
h1t0i+1,j

)N
+K312

(
h2t0i+1,j

)N
+

C411

(
h1t0i,j+1

)N
+K412

(
h2t0i,j+1

)N
+

gam11 (xi,j , yi,j)h01 + gam12 (xi,j , yi,j)h02− g11 (xj,i, yj,i)

H22 = C021

(
h1t0i,j

)N
+K022

(
h2t0i,j

)N
+

C121

(
h1t0i,j−1

)N
+K122

(
h2t0i,j−1

)N
+

C221

(
h1t0i−1,j

)N
+K222

(
h2t0i−1,j

)N
+

C321

(
h1t0i+1,j

)N
+K322

(
h2t0i+1,j

)N
+

C421

(
h1t0i,j+1

)N
+K422

(
h2t0i,j+1

)N
+

gam21 (xi,j , yi,j)h01 + gam22 (xi,j , yi.j)h02− g22 (xj,i, yj,i)

dC1iii,j =
αii(xi,j−∆x

2 , yi,j h1i,j+
4h1

2 ,h2)−aii(xi,j−∆x
2 , yi,j h1i,j−4h1

2 ,h2)
(∆x2)(4h1)

dK1jji,j =
αii(xi,j−∆x

2 , yi,j h1i,j ,h2+4h2
2 )−aii(xi,j−∆x

2 , yi,j h1i,j ,h2−4h2
2 )

(∆x2)(4h2)

dC2iii,j =
βjj(xi,j ,y,i,j−∆y

2 ,h1i,j+
∆h1

2 ,h2i,j)−βjj(xi,j ,yi,j−∆y
2 ,h1i,j−∆h1

2 ,h2i,j)
(∆y2)(∆h1)

dK2jji,j =
βjj(xi,j ,yi,j−∆y

2 ,h1i,j ,h2i,j+
∆h2

2 )−βjj(xi,j ,yi,j−∆y
2 ,h1i,j ,h2i,j−∆h2

2 )
(∆y2)(∆h2)

dC3iii,j =
βjj(xi,j ,yi.j+ ∆y

2 ,h1i,j+
∆h1

2 ,h2i,j)−βjj(xi,j ,yi,j+ ∆y
2 ,h1i,j−∆h1

2 ,h2i,j)
(∆y2)(∆h1)

dK3jji,j =
βjj(xi,j ,yi,j+ ∆y

2 ,h1i,j ,h2i,j+
∆h2

2 )−βjj(xi,j ,yi,j+ ∆y
2 ,h1i,j ,h2i,j−∆h2

2 )
(∆y2)(∆h2)

dC4iii,j =
αii(xi,j+ ∆x

2 , yi,j h1i,j+
4h1

2 ,h2)−aii(xi,j+ ∆x
2 , yi,j h1i,j−4h1

2 ,h2)
(∆x2)(4h1)

dK4jji,j =
αii(xi,j+ ∆x

2 , yi,j h1i,j ,h2+4h2
2 )−aii(xi,j+ ∆x

2 , yi,j h1i,j ,h2−4h2
2 )

(∆x2)(4h2)
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dgamii =
gii(xi,j ,yi,j ,h1i,j+

∆h1
2 ,h2i,j)−gii(xi,j+ ∆x

2 ,yi,j ,h1i,j−∆h1
2 ,h2i,j)

∆h1

dgamjj =
gii(xi,j ,yi,j ,h1i,j ,h2i,j+

∆h2
2 )−gii(xi,j+ ∆x

2 ,yi,j ,h1i,j ,h2i,j+
∆h2

2 )
∆h2

Construir

dC0ii = −
(
dC1ii + dC2ii + dC3ii + dC4ii + dgamii

4t

)
dK0jj = −

(
dK1jj + dK2jj + dK3jj + dK4jj +

dgamjj
4t

)
Calcular

dHii = dC0ii
(
h1t0j,i

)N
+ dK0jj

(
h2t0j,i

)N
+

dC1ii
(
h1t0i,j−1

)N
+ dK1jj

(
h2t0i,j−1

)N
+

dC2ii
(
h1t0i−1,j

)N
+ dK2jj

(
h2t0i−1,j

)N
+

dC4ii
(
h1t0i,j+1

)N
+ dK4jj

(
h2t0i,j+1

)N
+

dC3ii
(
h1t0i+1,j

)N
+ dK3jj

(
h2t0i+1,j

)N
+

+dgamii (xi,j , yi,j)h01 + dgamjj (xi,j , yi,j)h02− g11 (xi,j , yi,j) + C0iii,j

dHjj = dC0ii
(
h1t0i,j

)N
+ dK0jj

(
h2t0i,j

)N
+

dC1ii
(
h1t0i,j−1

)N
+ dK1jj

(
h2t0i,j−1

)N
+

dC2ii
(
h1t0i−1,j

)N
+ dK2jj

(
h2t0i−1,j

)N
+

dC3ii
(
h1t0i+1,j

)N
+ dK3jj

(
h2t0i+1,j

)N
+

dC4ii
(
h1t0i,j+1

)N
+ dK4jj

(
h2t0i,j+1

)N
+

dgamii (xi,j , yi,j)h01 + dgamjj (xi,j , yi,j)h02− dg22 (xi,j , yi,j) +K0jji,j

H =
H11

H22

Resolver

CN

(h0)
N+1

= (h0)
N − CN

(h0)
N

= (h0)
N+1

Diferencia = MaximoAbsoluto |CN |

fin mientras

h1 = (h0)
N+1

fin para
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Realizando una comparación de las ecuaciones 5.23 y 5.24 con la ecuaciones que modelan el �ujo agua y
aceite en un medio poroso en dos dimensiones, sin considerar la profundidad son:

(
T t0o p

t1
o

)
E

+
(
T t0α,p

t1
o

)
W

+ (To,E + To,W + To,N + To,S)
t0 ht1i,j +

(
T t0o p

t1
o

)
N

+
(
T t0o p

t1
o

)
S
...

...± (ρα)
t0 ≈ Vb.

4t

{
(φ(1− So)bo)t1C − (φ(1− So)bo)t0C

}
, (5.42)

(
T t0o, (Po − Pc)t1

)
E

+
(
T t0o, (Po − Pc)t1

)
W

+ (To,E + To,W + To,N + Tα,S)
t0 (Po − Pc)t1 + ...

...
(
T t0o (Po − Pc)t1

)
N

+
(
T t0α (Po − Pc)t1

)
S
± (ρα)

t0 ≈ Vb.
4t

{
(φSαbα)

t1
C − (φSαbα)

t0
C

}
. (5.43)

Ecuación 5.23 Ecuación de aceite Ecuación 5.24 Ecuación de agua

C111hi,j−1

(
T t0o, p

t1
o

)
W

C121hj−1,i

(
T t0o, (po − Pc)t1

)
W

C211hi−1,j

(
T t0α,p

t1
o

)
S

C221hj,i−1

(
T t0α, (po − Pc)t1

)
S

C011hi,j (To,E + To,W + To,N + To,S)
t0 pt1o C021hj,i (To,E + To,W + To,N + To,S)

t0 (po − Pc)t1

C311hi+1,j (T t0α p
t1
o )N C321hj,i+1

(
T t0α (po − Pc)t1

)
N

C411hj+1,j (T t0α p
t1
o )E C421hj+1,i

(
T t0α (po − Pc)t1

)
E

K112hi,j−1 No se requiere de este coe�ciente K122hj−1,i No se requiere de este coe�ciente

K212hi−1,j No se requiere de este coe�ciente K222hj,i−1 No se requiere de este coe�ciente

K012hi,j No se requiere de este coe�ciente K022hj,i No se requiere de este coe�ciente

K312hi+1,j No se requiere de este coe�ciente K322hj,i+1 No se requiere de este coe�ciente

K4h12i,j+1 No se requiere de este coe�ciente K422hj+1,i No se requiere de este coe�ciente

γ
11

∆t h1(t0) No se requiere de este coe�ciente
γ

11

∆t h1(t0) No se requiere de este coe�ciente

γ
12

∆t h2(t0) Vb.
4t (φ(1− Sα)bα)

t0
C

γ
11

∆t h2(t0) Vb.
4t (φSαbα)

t0
C

g (x, y, h) ± (ρα)
t0 g (x, y, h) ± (ρα)

t0
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En general las ecuaciones 5.23 y 5.24 no se limitan a un problema en especí�co. En el capítulo 9[14] se
describen las ecuaciones que modelan el �ujo aceite y gas en un medio poroso y la ecuación están descrita
por:

(Topo)E + (Topo)W +
(

(To),E + (To)W + (To)N + (To)S

)t0
po + (Topo)N + (Topo)S ...

...± (ρα)
t0 ≈ Vb.

4t

{
(φ(1− Sg)bo)t1C − (φ(1− Sg)bo)t0C

}
(5.44)

(Tg (po − pcgo) + ToRspo)E + (Tg (po − pcgo) + ToRspo)W + ...

(
(Tg (po − pcgo) + ToRspo),E + (Tg (po − pcgo) + ToRspo)W + (Tg (po − pcgo) + ToRspo)N + (Tg (po − pcgo) + ToRspo)S

)t0
po

...+ (Tg (po − pcgo) + ToRspo)N + (Tg (po − pcgo) + ToRspo)S ...

...± (ρα)
t0 ≈ Vb.

4t

{
(φSgbg + φRs(1− Sg)bo)t1C − (φSgbg + φRs(1− Sg)bo)t0C

}
(5.45)

Donde:

To = βkxAx
kro
µoBo

po

Tg = βkxAx
krg
µgBg

Ecuación 5.23 Ecuación de aceite Ecuación 5.24 Ecuación de agua

C111hj−1,i

(
T t0o, p

t1
o

)
W

C121hi,j−1

(
T t0o, (Po − Pc)t1

)
W

C211hj,i−1

(
T t0α,p

t1
o

)
S

C221hi−1,j

(
T t0α, (Po − Pc)t1

)
S

C011hj,i (To,E + To,W + To,N + To,S)
t0 pt1o C021hi,j (To,E + To,W + To,N + To,S)

t0 (Po − Pc)t1

C311hj,i+1 (T t0α p
t1
o )N C321hi+1,j

(
T t0α (Po − Pc)t1

)
N

C411hj+1,i (T t0α p
t1
o )E C421hi,j+1

(
T t0α (Po − Pc)t1

)
E

K112hj−1,i No se requiere de este coe�ciente K122hi,j−1 No se requiere de este coe�ciente
K212hj,i−1 No se requiere de este coe�ciente K222hi−1,j No se requiere de este coe�ciente
K012hj,i No se requiere de este coe�ciente K022hi,j No se requiere de este coe�ciente
K312hj,i+1 No se requiere de este coe�ciente K322hi+1,j No se requiere de este coe�ciente
K4h12j+1,i No se requiere de este coe�ciente K422hi,j+1 No se requiere de este coe�ciente
γ

11

∆t h1(t0) No se requiere de este coe�ciente
γ

11

∆t h1(t0) No se requiere de este coe�ciente
γ11

∆t h2(t0) Vb.
4t (φ(1− Sα)bα)

t0
C

γ11

∆t h2(t0) Vb.
4t (φSαbα)

t0
C

± (ρα)
t0 g (x, y, h) ± (ρα)

t0 g (x, y, h)
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5.3. Validación del Modelo Computacional

La validación del modelo computacional se estructuró de la siguiente manera:

A) Problema una ecuación dos dimensiones lineal sin tiempo (1E2DL)

B) Problema de Ertekin (1E2DL)

C) Vectorización del modelo computacional dos ecuaciones bidimensional

D) Aceleración de convergencia en dos ecuaciones bidimensional no lineal sin tiempo (2E2DNL)

5.3.1. A) Validación una ecuación dos dimensiones lineal sin tiempo (1E2DL)

∂

∂x

(
α1
∂h (x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
β1
∂h (x, y)

∂y

)
= g1. (5.46)

Validando la solución grá�ca de la ecuación lineal 5.46 cuando h = x2y en los intervalos xε [0, 1] y
yε [1, 0] como una comprobación del modelo computacional bidimensional de las ecuaciones en derivadas
parciales. Donde la grá�ca de la solución exacta esta dada por:

Figura 5.9: Solución exacta

Las variables correspondientes están dadas por:

α1 = 5x2 + y,

β1 = 6x+ 7y.

El lado derecho corresponde a.
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g1

∂
∂x

(
5x2 + y

)
(2xy) = 2y

(
15x2 + y

)
∂
∂x

(
3x+ y2

)
= 2yx2

El sistema no lineal pentadiagonal se resuelve mediante mediante el método de Gauss-Seidel.

Figura 5.10: Solución del Modelo

Se observa que la grá�ca de la solución exacta, es identica a la arrojada por el modelo computacional
por lo que se veri�ca que el modelo trabaja de manera correcta para una ecuación bidimensional.
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5.3.2. B) Problema tomado de Basic Applied Reservoir[14] página 202

(a) Región irregular (b) Datos requeridos

Figura 5.11: Estudio del Yacimiento una Fase dos Pozos [14]

Considerando el yacimiento representado por la �gura 5.11(a), donde los puntos w − 3 y w − 2
representan pozos con las características de la �gura 5.11(b). Se asume que es un yacimiento 100%
saturado por un �uido incompresible. La viscosidad del �uido es 1.0 cp, su factor de volumen es 1 RB

STB
y las constantes de transmisibilidad se dan por la �gura 5.12

Figura 5.12: Transmisibilidades en Direccion x, y[14]

Los resultados obtenidos en la fuente se dan en la �gura 5.13:
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Figura 5.13: Resultado de Presiones[14]

Los resultados se obtuvieron mediante el conjunto de datos tomados a partir del renglón 3 hasta el
renglón 6 con todas sus columnas y los resultados fueron los siguientes:

Figura 5.14: Resultado en Matlab

Se observa que los valores arrojados tienen un rango de diferencia pequeño por lo que se asume que
el problema se esta resolviendo correctamente haciendo notar que el objetivo no es reproducir el ejercicio
con la misma precisión debido a la manera en que se programó, sin embargo los resultados son congruentes
a lo esperado.

5.3.3. C) Problema Vectorizado del modelo computacional dos ecuaciones
bidimensional

A menudo en la programación, no es habitual realizar un análisis en el manejo de datos, estos se
transforman en información cuando se estructuran y se organizan, por lo que estarán presentes en el
modelo computacional hasta que sean necesarios. La información puede ser manipulada conforme lo
permita el software generando que existan diferentes formas de trabajar con la infomación, en la siguiente
validación se ponen a prueba dos modelos que solucionan las ecuaciones 5.47 y 5.48.

∂

∂x

(
α11

∂h1 (x, y)

∂x

)
+

∂

∂x

(
α12

∂h2 (x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
β11

∂h1 (x, y)

∂y

)
+

∂

∂y

(
β12

∂h2 (x, y)

∂y

)
= g11, (5.47)

∂

∂x

(
α11

∂h1 (x, y)

∂x

)
+

∂

∂x

(
α12

∂h2 (x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
β11

∂h1 (x, y)

∂y

)
+

∂

∂y

(
β12

∂h2 (x, y)

∂y

)
= g22. (5.48)

El primer modelo se realizó con el manejo de infomación estructurada mediante ciclos y el segundo se
construyó de manera vectorizada con comandos propios de MatLab, el problema es el siguiente:

Validando la solución grá�ca de las ecuaciones 5.47 y 5.48 como una comprobación del modelo compu-
tacional bidimensional de esta sección donde h1 = xy y h2 = (xy)

2 en los intervalos xε [−3,−2] y
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yε [−3,−2] con 4x = 0.0094 4y = 0.0076 . Las grá�cas de la solución exacta estan dadas por:

Figura 5.15: Solución exacta

Las variables correspondientes estan dadas por:

α11 = 2x+ 3y + u α12 = 20xy + u

α21 = 6x+ y + u α22 = 9x+ 3y + u

β11 = 12x+ 7y + u β12 = 21xy + u

β21 = 5xy + u β22 = 2x+ 15y + u

g11 = 2y + 7x+
(
2y2
)

(40xy + u) +
(
2x2
)

(42xy + u)

g22 =
(
5x2
)

+
(
6y2
)

+
(
2y2
)

(27x+ 3y + u) +
(
2x2
)

(2x+ 30y + u)

donde:

u = h1 + h2.
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Las �guras 5.16y 5.17 muestran la solución gra�ca de la seccion C mediante una procramación basada
en ciclos

Figura 5.16: h1 = xy

Figura 5.17: h2 = xy2
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Mientras que las grá�cas obtenidas a través de los comandos de MatLab son:

Figura 5.18: h1 = xy

Figura 5.19: h2 = xy2y

La solución grá�ca de ambos códigos son semejantes a las gra�cas originales, la disyuntiva radica
que en la programación a base de ciclos permite tener mayor control de los datos y cálculos realizados,
mintras que en la programación con comandos propios de MatLab requiere una organización especial de
los datos.

La ventaja principal de usar comados propios de MatLab es la reducción del tiempo computacional,
ya que el modelo a base de ciclos �nalizó el proceso de cálculo en un tiempo de 28.381175 segundos,
mientras que la programación utilizando comandos propios del software realizo el proceso de cálculo en
un tiempo de 8.055092 segundos, realizando el calculo un 354% más rapido.
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5.3.4. D) Aceleración de convergencia en dos ecuaciones dos dimensiones no
lineal sin tiempo (2E2DNL)

∂

∂x

(
α11

∂h1 (x, y)

∂x

)
+

(
α12

∂h2 (x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
β11

∂h1 (x, y)

∂y

)
+

∂

∂y

(
β12

∂h2 (x, y)

∂y

)
= g11, (5.49)

∂

∂x

(
α21

∂h1 (x, y)

∂x

)
+

(
α22

∂h2 (x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
β21

∂h1 (x, y)

∂y

)
+

∂

∂y

(
β22

∂h2 (x, y)

∂y

)
= g22. (5.50)

Sean las ecuaciones de difusión representadas por las ecuaciones 5.49 y 5.50, cuando h1 = xy y
h2 = xy2 en xε [2, 4] con ∆x = 0.00851 y yε [2, 4] con ∆y = 0.0101. Donde las grá�ca de la solución
exacta estan dadas por:

(a) h1

(b) h2

Figura 5.20: Soluciones Exactas
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Las variables correspondientes estan dadas por:

α11 = 2x+ 3y + u α12 = 20xy + u

α21 = 6xy + u α22 = 9x+ 3y + u

β11 = 12x+ 7y + u β12 = 21xy + u

β21 = 5xy + u β22 = 2x+ 15y + u

g11 = 2x (42xy + u) + 20y3 + 7x+ 2y

g22 = 2x (30y + 2x+ u) + 5x2 + 15y2

donde

u = h1 + h2.

La aceleración en la convergencia de Newton se realiza mediante la creación de una buena aproximación
inicial, y esta se genera mediante la solución de un sistema lineal parecido a la matriz Jacobiana a resolver,
recalcando que esta ventaja se obtuvo debido a la manera en que se programó el sistema.

En la �guras 5.21 y 5.22 Comparamos los resultados grá�cos de los programas 2E2DNL con aceleración
y sin aceleración y los resultados fueron los siguientes para 91872 variables las iteraciones de Newton fueran
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las siguientes para una tolerancia de 0.005.

(a) 12 Iteraciones

(b) 4 Iteraciones

Figura 5.21: h1
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(a) 12 Iteraciones

(b) 4Iteraciones

Figura 5.22: h2



Capítulo 6

Implementación del Modelo en un
Simulador en Dos Dimensiones Bifásico

En este capítulo se hace la comparación de un Simulador Bifásico obtenido de la tesis Simulación
Numérica de Yacimientos en Formaciones Mojadas por Aceite [17], contra las técnicas de aceleración
empleadas en los capítulos anteriores.

6.1. Validación del simulador para Formaciones Mojadas por Acei-
te

Para establecer la validación del modelo numérico construido, se comparan los resultados obtenidos
con los arrojados por el simulador comercial Eclipse 100.

En las �guras 6.1y 6.2 se aprecia que los resultados obtenidos con el simulador se ajustan al comporta-
miento de los resultados que arroja el simulador comercial. En ese modelo se considera un yacimiento de
dos dimensiones de sección transversal en el plano x− y, simétrico, esto es Lx = Ly, con igual número de
nodos (15) en x y en y, con diferentes transmisibilidades para cada dirección de �ujo en cada una de las
celdas al cargar el archivo de permeabilidades. Se considera un pozo inyectando agua a gasto constante
de 300BDP en la celda (1, 1, 1)y un pozo produciendo a presión de fondo �uyendo constante de 2900 psi,
en la celda (15, 15, 1). La presión inicial de todo el yacimiento es de 3000 psi y el tiempo total de la
simulación es de 360 dias[17].

Figura 6.1: Comparación de Gastos entre SNY y Eclipse

79
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Al analizar la �gura 6.1 en la que se gra�can los gastos de ambos pozos vs tiempo, el gasto del aceite
del pozo productor es variable debido a que opera Pwf constante. A tiempos muy cortos, aproximada-
mente un día, el gasto de aceite disminuye de 400 a menos de 100BPD para evitar que la Pwf caiga.
Posteriormente se observa que la producción de aceite comienza a incrementarse hasta que se logra esta-
bilizar y prácticamente se mantiene constante a 300BDP , esto se debe por el efecto que causa el pozo
inyector como represionamiento. Después de aproximadamente 240 dı́as el gasto de aceite comienza a
disminuir nuevamente, debido a que el aceite móvil contenido dentro del yacimiento comienza a agotarse.
Después de 285 dı́as el frente de agua del pozo inyector logra irrumpir dentro del pozo productor, es por
eso que a partir de ese punto el agua comienza a ser producida en mayor cantidad conforme transcurre
el tiempo y el gasto de aceite ya no cae tan abruptamente. El gasto de agua del pozo inyector, como se
establece desde un inicio, permanece constante a 300 BPD durante todo el tiempo de simulación[17].

Con respecto a la Figura 6.2 en donde se gra�ca la Pwf del pozo productor y del pozo inyector vs
tiempo, es conveniente analizar y entender primeramente a que se debe el comportamiento de la Pwf del
pozo inyector, ya que este opera a gasto constante de 300 BPD y por lo tanto su Pwf es variable[17].

Figura 6.2: Comparación de Pwf entre SNY y Eclipse[17]

Como el yacimiento es mojado por agua, la movilidad del agua es menor con respecto a la movilidad
del aceite, ahora bien, si conforme transcurre el tiempo mas cantidad de agua es inyectada dentro del
yacimiento, se requiere de mayor presion para desplazar al aceite hacia el pozo productor ya que tambien
el agua inyectada tiene que ser desplazada, es por esta razon que la Pwf en todo momento mantiene una
tendencia ascendente[17].

Además, de forma gradual se va alcanzando la saturación de aceite residual dentro de todo el ya-
cimiento, hasta cuando la producción de aceite comienza a disminuir a aproximadamente 240 dı́as, la
Pwf del pozo inyector comienza a incrementarse mas rapidamente debido a que el aceite residual no
puede ser producido y limita aun mas la movilidad del agua. Cuando practicamente todo el yacimiento se
encuentra inundado por agua, la Pwf del pozo inyector comienza a estabilizarse a un valor muy grande
de presion, aproximadamente 7400 [psi] ya que se alcanza un equilibrio entre lo que se inyecta, lo que se
desplaza dentro del medio poroso y lo que se produce. Como se establece desde un inicio la Pwf del pozo
productor se mantiene constante a un valor de 2900 [psi]durante el todo el tiempo de simulación[17].
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6.2. Diferencias en la Teoría Computacional

6.2.1. Método Tradicional

Tomando la información proporcionada en la Tesis �S.N.Y en Formaciones Mojadas por Aceite [17]�,
se discretiza la ecuación 2.23 (Flujo para una fase α en términos de la movilidad ) para un modelo
tridimencional mediante el MDF centrales para espacio y regresivas para el tiempo, y se obtine la ecuación
siguiente:

Fn+1
αijk

= ∆ [Tα (∆pα − γα∆D)]
n+1
ijk + [bαqα]

n+1
ijk −

V r, ikj

∆t
[φSαbα]ijk , (6.1)

donde la ecuación es conocida como la función residuo, y su expresión desarrollada para la fase aceite
es:

Fn+1
oijk

=

 To
i+ 1

2
,jk︸ ︷︷ ︸

(
poi+1,jk

− poijk − (γo∆D)i+ 1
2 ,jk

)
︸ ︷︷ ︸

Tox2 Potox2


n+1

 To
i− 1

2
,jk︸ ︷︷ ︸

(
poijk − po−1,jk

− (γo∆D)i− 1
2 ,jk

)
︸ ︷︷ ︸

Tox1 Potox1


n+1

 To
i,j+ 1

2
,k︸ ︷︷ ︸

(
poi,,j+1,k

− poijk − (γo∆D)i,j+ 1
2 ,k

)
︸ ︷︷ ︸

Toy2 Potoy2


n+1

 To
i,j− 1

2
,k︸ ︷︷ ︸

(
poijk − poi,j−1,k

− (γo∆D)i,j− 1
2 ,k

)
︸ ︷︷ ︸

Toy1 Potoy1


n+1

 To
i,j,k+ 1

2︸ ︷︷ ︸
(
poij,k+1

− poijk − (γo∆D)ij,k+ 1
2

)
︸ ︷︷ ︸

Toz2 Potoz2


n+1

n+1 To
ij,k− 1

2︸ ︷︷ ︸
(
poijk − poij,k−1

− (γo∆D)ij,k− 1
2

)
︸ ︷︷ ︸

Toz1 Potoz1


n+1

︸ ︷︷ ︸
T.F lujo

[boqo]
n+1
ijk︸ ︷︷ ︸

T.Fuente

−V pijk
∆t

{[[
1 + Cr

(
pn+1 − pno

)]
[bo (1− Sw)]

n+1
]
− [bo (1− Sw)]

n
}
ijk︸ ︷︷ ︸

T.Acumulación

= 0. (6.2)
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Posteriormente se deriva la función residuo respecto a la presión y saturación, para obtener los ele-
mentos que conforman la matriz Jacobiana

∂Fo,ijk
∂po,ijk

=
∂ {T.F lujo}
∂po,ijk

+
∂ {T.Fuente}

∂po,ijk
+
∂ {T.Acum}
∂po,ijk

,

∂Fo,ijk
∂Sw,ijk

=
∂ {T.F lujo}
∂Sw,ijk

+
∂ {T.Fuente}

∂Sw,ijk
+
∂ {T.Acum}
∂Sw,ijk

.

Sin embargo computacionalmente no es correcto hallar la solución desde este punto de la discretización,
debido al análisis realizado en la sección 5.2.1 ya que la mayor parte de las derivadas ya fueron calculadas,
y al recalcularlas genera un incremento de cálculos computacionales.

6.2.2. Método Propuesto

Para este trabajo la expresión semejante a la función residuo en dos dimensiones es:

∂Fo,ijk

∂po,ijk
=

 T t0α,E︸ ︷︷ ︸ (
pα,E − pα,j,i

)t1︸ ︷︷ ︸
Tox2 Potox2

−
T t0α,W︸ ︷︷ ︸ (

pα,j,i − pα,W
)t1︸ ︷︷ ︸

Tox1 Potox1

−γα
{

Tα,E︸ ︷︷ ︸ (DE −Dj,i)︸ ︷︷ ︸
Tox2 Potox2

+
Tα,W︸ ︷︷ ︸ (Dj,i −DW )︸ ︷︷ ︸
Tox1 Potox1

}t0

+

 T t0α,N︸ ︷︷ ︸ (
pα,N − pα,j,i

)t1︸ ︷︷ ︸
Toy2 Potoy2

−
T t0α,S︸ ︷︷ ︸ (

pα,j,i − pα,S
)t1︸ ︷︷ ︸

Tox2 Potoy1

−γα
{

Tα,N︸ ︷︷ ︸ (DN −Dj,i)︸ ︷︷ ︸
Toy2 Potoy2

+
Tα,S︸ ︷︷ ︸ (Dj,i −DS)︸ ︷︷ ︸
Tox2 Potoy1

}t0

± (ρα)t0︸ ︷︷ ︸
T.Fuente

≈

Vb.

4t

{
(φSαbα)t1C − (φSαbα)t0C

}
︸ ︷︷ ︸

T.Acumulación

, (4.7.1)

y escrita de manera factorizada se establece por la ecuación 4.7,

∂Fo,ijk

∂po,ijk
=

 T t0α,W︸ ︷︷ ︸
Tαx1

pt1α


W

+

 T t0α,S︸ ︷︷ ︸
Tαy2

pt1α


S

−(Tαx1 + Tαy2 + Tαy2 + Tαx2)t0 pt1α,C+

 T t0α,N︸ ︷︷ ︸
Tαy2

pt1α


N

+

 T t0α,E︸ ︷︷ ︸
Tαx2

pt1α


E

+Zt0

± (ρα)
t0︸ ︷︷ ︸

T.Fuente
≈

Vb.
4t

{
(φSαbα)

t1
C − (φSαbα)

t0
C

}
︸ ︷︷ ︸

T.Acumulación

. (4.7.2)

La expresión equivalente a la función residuo de manera computacional se establece por la ecuación
5.23 y escrita en términos de transmisibilidad queda como:

Tox1h1j−1,i+Toy2h1j,i−1−
(
Tox1 + Toy2 + Toy2 + Tox2 + Vb.

4t {(φ (1− Sw) bα)}
)t0

h1j,i+Toy2h1j,i+1+

Tox2h1j+1,i...

...−
(

Vb.
4t {(φ (1− Sw) bα)}

)t0
h2j,i = ±

g11︸︷︷︸
T.Fuente

−
(γ11

∆t
h1(t0) +

γ12

∆t
h2(t0)

)
, (5.23.1)

Teneniendo estas variables identi�cadas, se utilizan las técnicas computacionales del Capítulo 5, y se
modi�ca la matriz Jacobiana del modelo numérico de la referencia [17]. Permitiendo generar un esquema
de comparación entre el simulador original y las modi�caciones consecuentes a la modi�cación teórica
computacional.
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Modi�caciones Realizadas:

Primera: Se realiza mediante la eliminación de derivadas innecesarias para construir la matriz
Jacobiana como se mostró en el esquema de la �gura 5.8, y se comparan los resultados con la
matriz Jacobiana original.

Segunda: Partiendo de la primera consideración se rompen estructuras computacionales para rea-
lizar un manejo vectorizado de los datos, facilitando al software utilizado el manejo de información.

Tercera: Se prueba el funcionamiento de aceleración de Newton mediante la generación de una
aproximación inicial apropiada al modelo de simulación, descrita en el Capítulo 5 sección 5.3 inciso
C).

Cuarta: Combinación de la primera con la tercera consideración.

Quinta: Combinación de la primera, segunda y tercera consideración.

6.3. Analisis de Resultados

En esta sección se medirá el rendimiento del simulador original, asi como al aplicarle las mejoras
mencionadas con anterioridad.

6.3.1. Prueba de Tiempo Computacional

Las modi�caciónes mencionadas generan un mayor rendimiento en el simulador de la referencia [17], ya
que originalmente completaba el proceso de simulación en un lapso de 2827.36 [seg] y se representa por la
curva de color negro de la �gura 6.3, mientras que la primera modi�cación redujo el tiempo computacional
en un 19.89 [ %], equivalente a 2264.93 [seg] como se observa en la grá�ca, la reducción en porcentajes se
muestra en la tabla 6.1

Figura 6.3: Rapidez de Cómputo
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Modificacion
T iempo

[seg]
Reducción [ %]

Original 2827.36 0 %
Primera 2264.93 19.89 %
Segunda 2071.98 26.71 %
Tercera 696.24 75.37 %
Cuarta 587.86 79.20 %
Quinta 518.18 81.67 %

Cuadro 6.1: Reducción de Porcentajes

El equipo que se utilizó para realizar las pruebas posee las siguientes características:

Características

Intel(R)CORE(TM)i5− 3330s

CPU@2.70GHz2.70GHz

Ram8Gb

Sistema64bitsprocesadorx64Windows8

6.3.2. Prueba de Iteraciones Reales de Newton.

Como segunda prueba de medición se comparan las iteraciones reales de Newton del simulador original
con las modi�caciónes que mayor aporte produjeron a la disminución del tiempo computacionales siendo
estas la tercera y quinta modi�cacion.

Se establece que el método iterativo de Newton no debe sobrepasar de 11 iteraciones ni ser menor a
2 para la convergencia, sin embargo no siempre se cumple la consideración superior, esto debido a que el
Dt con el que se esta iterando es muy grande por lo que presenta una inestabilidad en el sistema, para
evitar este error es necesario reducir el Dt para asegurar la convergencia en un numero menor o igual a
11 iteraciones. En la �gura 6.4 se muestran los resultados obtenidos del número de iteraciones reales que
realizó el Método Newton antes de hallar la convergencia, donde el simulador original tuvo una serie de
19 iteraciones máximas reales, mientras que la modi�cación tercera realizó una de 68 iteraciones como



6.3. ANALISIS DE RESULTADOS 85

maxima y la quinta dos maximas de 59 iteraciones.

Figura 6.4: Frecuencia de Iteraciónes Reales de Newton

El número de iteraciones es directamente proporcional al tiempo de cómputo, por ello, se muestra en
la �gura 6.5 el número de iteraciones acumuladas de Newton para el caso original, la tercera y quinta
modi�cacón, siendo estas de 25493 iteraciones, 5344 y 5104 respectivamente, la proporcionalidad es similar
a la de la tabla 6.1.

Figura 6.5: Iteraciones Acumuladas de Newton

El incremento de las iteraciones reales de Newton y el decremento de las iteraciones acumuladas de
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Newton son producto del comportamiento del Dt y se muestan en la grá�ca 6.6

Figura 6.6: Comportamiento del Dt

6.3.3. Prueba de Convergencia de Newton

En esta prueba se midió la frecuencia con la que convergió Newton en un rango de 2 a 11 iteraciones,
como se muestra en la �gura 6.7. La condición inicial hace una restricción como máximo de 11 iteraciones
debido a que es probable que la solución no se halle y de ser posible será la solución de un sistema
deteriorado por cada iteración realizada. Mientras que una convergencia cercana al límite inferior indicaría
estabilidad en el sistema.

Figura 6.7: Convergencia de Newton
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En la �gura 6.8 se agrupa la incidencia de convergencia de Newton entre los intervalos superior e
inferior y se muestra en porcentaje. siendo que para el modelo original, la convergencia se llevó a cabo
en mayor porcentaje al borde del condición superior, concluyendo que el simulador trabajó en un 67% al
límite durante el proceso de simulación.

Figura 6.8: Porcentaje de Convergencia en Simulador Original

A diferencia el simulador con aproximación inicial �gura 6.9 trabajó en un 57% de la simulación al
borde in�erior de la consideración.

Figura 6.9: Porcentaje de Convergencia de Newton en Simulador Original Con Aproximacion Inicial

6.3.4. Prueba de Validación

En la �gura 6.10 se presentan los resultados de validación de la �gura 6.1, en adición se gra�can los
resltados de los gastos arrojados por las modifaciónes realizadas al simulador, los resultdos obtenidos se
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ajustan al comportamiento y por debajo a la estimación proporcinada por el simulador comercial.

Figura 6.10: Comparación de Gastos

En la �gura 6.11 se gra�ca el comportamaiento de las presiones en el fondo del pozo inyector y
productor y se observa que el comportamiento se ajusta al comportamiento del simulador original y a los
resultados arrojados por eclipse.

Figura 6.11: Pwf Inyector�Productor

Finalmente se presentaron las variaciones producto de las modi�caciones realizadas, sinedo asi que
la variación gra�ca entre las modi�caciones, simulador original y la validacion de eclipse son aceptables
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para los objetivos etablecidos de este trabajo.
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Capítulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

Se logró desarollar un modelo totalmente implícito que permite dar solución mediante el método
de diferencias �nitas a sistemas de ecuaciones en derivadas parciales para varias variables.

Se realizó una comparación entre la programación tradicional y la programación propuesta, ob-
teniendo reducciones de tiempo y líneas de código que facilitó el entendimiento de los procesos
computacionales.

El análisis de la discretización se condujo hasta obtener una función residuo elemental, de tal manera
que permitió visualizar cálculos no requeridos durante la programación tradicional

Las estrategias empleadas agilizan el proceso de cálculo del simulador, como en el caso de las
modi�caciones de eliminación de derivadas y el manejo adecuado de los datos con comandos propios
de Matlab, puesto que la aceleración de Newton surge de las modi�caciones anteriores que de no
ser por éstas, no se podría aplicar la estretegia.

La estrategia de aceleración del método iterativo de Newton trabaja mediante la creación de una
adecuada aproximación inicial que permite hallar de manera rápida la convegencia, reduciendo el
número de iteraciones.

Las estrategias analizadas se aplicaron al simulador �Ramírez R.J 2016 � y los resultados fueron
que el tiempo de cómputo disminuyó hasta en un 80%, porque la aceleración de Newton aproximó
el sistema al sistema solución de tal manera que la consideración superior de convergencia fue
requerida en menor proporción, permitiendo que el simulador trabajara con tiempos mas grandes.

Finalmente se presentaron las variaciones grá�cas, entre las modi�caciones al simulador, el simulador
original y la validacion de eclipse siendo estos resultados aceptables para los objetivos etablecidos
de este trabajo.

El método numérico a emplear dependerá del sistema a resolver por lo que es necesario elegir el
adecuado.

91
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