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0.1. RESUMEN 9

0.1. RESUMEN

En este trabajo se presenta la soluciéon de un modelo matemético computacional para un sistema de
dos ecuaciones diferenciales parciales cuadraticas bidimensional que se resuelve de manera totalmente
implicita mediante el Método de Diferencias Finitas.

Las ecuaciones diferenciales parciales tienen diversas aplicaciones en la rama de las Ciencias y las
Ingenierias, tal es el caso de las ecuaciones que surgen a través de los principios fundamentales de la
conservacion de la masa, dindmica de los fluidos y equilibrio termodinamico, las cuales permiten establecer
el comportamiento de los fluidos en un medio poroso.

Tomando un esquema de nodos esquina se genera un moédulo de solucién que optimiza la programacién
tradicional en la Ingenieria de Yacimientos, reduciendo el tiempo de calculo y el costo computacional.

Se realiza la validacién del modelo mediante ejemplos propuestos y se aplican a problemas tomados
de la literatura en flujo monofasico y bidimensional.

Finalmente se aplican las estrategias de aceleracién y optimizacion al "Simulador Numérico de Ya-
cimientos en Formaciones Mojadas por aceite " haciendo una comparacién entre el modelo original y el
mismo modelo al que se le aplicaron las mejoras, obteniendo como resultado la reduccion de tiempo de
calculo.



10 INDICE DE FIGURAS

0.2. INTRODUCCION

La Simulacién Matemaética de Yacimientos data de la década de 1930, los primeros simuladores eran
fisicos y se empleaban para analizar superficialmente el comportamiento del yacimiento cuando era uti-
lizado en las operaciones de inyecciéon de agua. También se utilizaban los simuladores eléctricos donde
un pozo era utilizado como anodo y otro como citodo basandose en la analogia entre el flujo de la co-
rriente eléctrica y los fluidos en los yacimientos. Los ingenieros de yacimientos utilizaron los datos de
produccién y otro tipo, con el fin de construir modelos analiticos para describir el flujo de fluidos y otras
caracteristicas del yacimiento.[!

En la figura 1 se muestra una representacion de las primeras aproximaciones para describir anali-
ticamente el flujo en un yacimiento. A través de investigaciones se desarrollé la ecuacién en derivadas
parciales para describir el flujo unidimensional de un fluido compresible en un yacimiento.!!

Flujo en una dimensién
de un fluido compresible

) X

Figura 1: Descripcion del Flujo en una Direccion [

La Ingenieria de Yacimientos tiene como objetivo principal optimizar la recuperacién de hidrocarburos,
para lo cual, se han validado técnicas y ecuaciones que han ido evolucionando con los avances cientificos
que han surgido hasta la actualidad y que se siguen empleando.

Inicialmente se utilizaban métodos que consideraban al yacimiento como un tanque con propiedades
promedio (presion, propiedades petrofisicas y PVT) de los fluidos; tanto que suponia la homogeneidad
de todo el yacimiento, sin embargo; se opt6é por dividir el yacimiento en una serie de bloques o celdas
(conocidas como Mallas). A los cuales se le asignaban propiedades promedio de los fluidos y de la forma-
cién,adicionalmente aplicando la ecuacién de balance de materia para cada bloque ajustada a la ecuacién
de Darcy que permitia determinar la interaccion entre las celdas, lo que ahora representa el punto de
partida en la Simulaciéon de Yacimientos Moderna.!?!

Las ecuaciones que describen el comportamiento de los fluidos surgen de los principios fundamentales
de la conservacion de la masa, dindmica de los fluidos y equilibrio termodinamico entre fases. Estos
principios al aplicarse a un yacimiento, permiten establecer sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
complejas y no lineales. Las férmulas de las ecuaciones son directas, sin embargo su solucién no es exacta
por lo que deben resolverse por métodos de aproximacién, como diferencias finitas.

Actualmente los modelos desarrollados para la Simulacién de Yacimientos consideran el flujo de mul-
tiples componentes en un yacimiento que estd dividido en componentes tridimensionales conocidos como
celdas de cuadriculas.

Ademés del gasto, los modelos describen otras variables que incluyen la presion, la temperatura y la
saturacion de fases.

Fisicamente, el yacimiento sélo se puede producir una vez, y no se asegura que se hara de la manera més
adecuada ya que los errores pueden ocurrir en cualquier momento, sin embargo, el modelo de Simulacién
brinda la posibilidad de generar escenarios de produccion; al observar el comportamiento del modelo bajo
diferentes condiciones de operacién que ayudaré a seleccionar el conjunto de condiciones éptimas para el
yacimiento. Hoy en dia, los avances tecnolégicos en las computadoras y su velocidad de procesamiento, es
posible hacer simulaciones con mallas de millones de celdas para resolver sistemas de ecuaciones complejos
asi como de emplear mallas no convencionales. [2!
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0.3. Objetivos generales

= Construir un modelo computacional que halle la solucién de un sistema de dos ecuaciones para dos
variables en derivadas parciales.

= Implementando los Métodos Numéricos apropiados para este tipo de sistemas y manejar adecuada-
mente la informacion de acuerdo al software.

= Implementar estrategias teéricas y computacionales que permitan acelerar el proceso de calculoel
en el simulador numérico de la tesis «Ramirez R.J 2016 ».

= Realizar una tesis que sirva de guia para los alumnos de la Facultad de Ingenieriia., facilitando la
comprensiéon de solucién de problemas de dos ecuaciones para dos variables en derivadas parciales.
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Capitulo 1

Conceptos Fundamentales

La Ingenieria de Yacimientos interactia con sistemas complejos que rebasan la capacidad de entendi-
miento, razén por la cual se crean modelos o representaciones mas simples de un sistema con el objetivo
de analizar el estudio de éste. En este capitulo se abordaran algunos puntos importantes para comprender
de manera general los conceptos de simulacion y modelado, asi como de las propiedades que influyen en
el analisis de un sistema

1.1. Introducciéon al modelado y simulacién

1.1.1. Sistema

Es un objeto definido por sus fronteras, comportamiento y caracteristicas que interacttian en tiempo
y espacio como respuesta a un estimulo externo. 3l

1.1.2. Modelo

Es la representacion de un sistema real en forma simplificada. Esta puede ser matemética, logica,
fisica o alguna otra representaciéon estructurada de un sistema en algin punto del espacio o tiempo.

Se usan para predecir las respuestas de un sitema debido a un estimulo especifico, para estudiar efectos
de varias variables en el sistema, para predecir el comportamientos del sistema, etc.!

Hay diferentes tipos de modelos y son:

= Modelo Conceptual
= Modelo Matemaéatico

= Modelo Numérico

Un modelo es una simplificaciéon de la realidad y por lo tanto no se consideran algunas caracteristicas,
sin embargo, presenta la incertidumbre de desarrollar un modelo muy simple o en caso contrario, el
modelo resulta ser muy complicado de analizar.”!

13
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1.1.3. Modelado

Es el proceso iterativo que comienza por examinar el sistema, y se decide que variables son importantes
en su relacion entre ellas. Después de ver la interacciéon entre la informacion y las restricciones a medida
que el tiempo transcurre, se le determina como modelo de simulaciéon de un sistema y proporciona un
ambiente virtual donde las ideas pueden seran alizadas antes de su implementacién.[?!

1.1.4. Estudio de simulacién

Es el proceso de la elaboracion de un modelo de simulacién, diseno, ejecucion y analisis de resultados,
se comprende de los siguientes pasos:[l

= Identificacion del problema

= Formulacién del problema

= Recopilacion de informacion

= Formulacién y desarrollo del modelo

= Validacion del modelo

= Documentacién del modelo para uso futuro

= Diseno de experimentos

= Ejecucién de experimentos

= Interpretacion de resultados

= Recomendaciones
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1.1.5. Clasificacién de los simuladores numéricos

En la figura 1.1 se muestra la clasificacién general de los simuladores, el grado de complejidad para
cada parametro de seleccién va de izquierda a derecha, por lo que el tipo de simulaciéon més complejo es
el de recuperacion térmica, mientras que el mas sencillo es la simulacién para yacimientos de gas.!¥

|CLASIFICACION GENERAL DE LOS SIMULADORES DE YACIMIENTOS|

[TIPO DE YACIMIENTO
|

[NO FRAElTLJRADG'l FRACTURADO

|[NIVEL DE SIMULACION]|
|

1 1 1
ESTUDIOS DE UN F'-EIZ-EI| REGION DEL YACIMIENTO ESCALA-COMPLETA

DEL YACIMIENTC
l ]
|TIPD DE SIIH.ILA.I:-Iﬁl'Il

: GAS INVECCION| INYECGION -
2 o | s - |
CONDENSADO| | QuiMicos| MISCIBLES ISR

L | | I | l
[TIPO DE FLUJOD
_I_

IMoNorAsico| [BIFAsico|  [TRIFAsico]  [comPosicionaL|
| | |

|[NUMERO DE DIMENSIONES |

lcEro|  |una] 0os| TRES

GEOMETRIA

[xoz] [ r | [xy ]| [z | [rz ] [xyz] [ro.z]

Figura 1.1: Clasificacion General de los Simuladores!'?]
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1.2. Propiedades de la roca

1.2.1. Porosidad

Es la relacion que existe entre el volumen de poros de una roca (volumen poroso) con respecto al
volumen total del yacimiento (roca y volumen poroso). Mateméaticamente se expresa por la relacion
siguiente:

_ Vp(Volumen de poros)

0= Vit (Volumen total) (11)

)

La porosidad es un parametro adimensional, que usualmente se expresa como fraccién o porcentaje.
Este parametro es un indicador de la cantidad de fluidos que puede almacenar una roca.!

Se definen 2 conceptos adicionales de porosidad:

» Porosidad Absoluta:

Es la porosidad de una formacién, en la cual se considera todo el volumen poroso (Vp), esté o no
interconectado. "]

6= Vp (Volumen de poros)
~ Vt(Volumen total)

= Porosidad Efectiva

La porosidad efectiva es un parametro empleado en la ingenieria de yacimientos debido a que repre-
senta el volumen poroso interconectado que contiene fluidos hidrocarburos recuperables, a este volumen
se le conoce como el volumen poroso efectivo de la roca.l’!Su expresion matematica es:

V. (Volumen de poros conectados)
Vit (Volumen total)

¢e:

1.2.2. Permeabilidad

Es la propiedad que tiene un medio poroso de permitir u obstruir el flujo de fluidos a través de él. Se
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puede obtener de pruebas de laboratorio, asi como de registros geofisicos, figura 1.2.1%!

Figura 1.2: Conduccion de Fluidos en el Medio Porosol”!

= Permeabilidad efectiva

Es la medida de la conductividad del medio poroso a un determinado fluido cuando el medio se
encuentra saturado por mas de uno.ISu expresion matematica es:

k dp

wdr’

» Permeabilidad absoluta

Es la medida de la conductividad a un fluido de un determinado material. Es independiente del tipo
de fluido que se almacene en el volumen poroso, pudiendo ser para fines de un yacimiento petrolero,
aceite, agua y gas ademads, su valor es constante a menos que el fluido modifique las propiedades de la
roca (reaccione con la formacion). La permeabilidad absoluta puede ser descrita a partir de la ley de
Darcy, la cual para flujo horizontal en la direccion x es: [°)

Kk, dp
— — 1.
uodz’ (1.3)

donde:

u = velocidad aparente del fluido

k: permeabilidad absoluta

k.: permeabilidad relativa de la fase
u= viscosidad

p= presion

1.2.3. Compresibilidad de la roca

Representa el cambio fraccional del volumen de roca (Vr) por abatimiento de presion (p); puede ser
vista como un mecanismo de produccién, debido a que se genera una expansién de la roca al disminuir
la presion, provocando una disminuciéon del volumen poroso, lo cual ocasiona que los fluidos almacenados
sean expulsados.!”!
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1 dVr

1.3. Propiedades de los fluidos

1.3.1. Viscosidad

Es la resistencia de un fluido al flujo, representa la resistencia que tiene un fluido a ser deformado;
generalmente se expresa en unidades de centipoise. Particularmente la viscosidad del aceite es afectada
por la presién y la temperatura, es decir, un incremento en la temperatura provoca un decremento en la
viscosidad, una disminucién en la presién provoca una disminucién en la viscosidad ,adicionalmente un
decremento en la cantidad de gas en solucién en el liquido provoca un incremento en la viscosidad, siendo
la cantidad de gas en solucién una funcion directa de la presion [,

La viscosidad de un fluido puede ser representada a partir de la ley de Newton la cual establece que
el esfuerzo de corte () es proporcional a la velocidad de corte (g—;). La cual se expresa a continuaciéon
como:

dv

en donde y representa la direccion perpendicular a la velocidad de flujo (v). Al cumplir con 1.5, se les
conoce como fluidos newtonianos.

1.3.2. Factor de Volumen

El volumen de aceite o agua recuperado en los tanques de almacenamiento es menor a los volimenes
estimados a condiciones de yacimiento, esta diferencia de volumenes se debe principalmente a la liberacion
de gas disuelto causada por la disminucién de la presion, si el fluido no libera gas disuelto, el cambio de
volumen es causado por el hinchamiento del fluido al disminuir la presién y por el cambio de temperatura
El comportamiento grafico del factor de volumen para un aceite negrol®lse representa en la figura .

Etapa Bajosaturada

/\ | Etapa Saturada
B p>pb

o pP<pb

Gas es liberado, al
ritmo de su Rs

Fluido se expande,
debido a su
compresibilidad.
El Bo aumenta

Todo el gas permanece
en solucidn

El aceite se encoge en
el yac. El Bo disminuye |4

'n{ res)
> Bo -

ldut std)

Py P

Figura 1.3: Factor de Volumen para un Aceite Negrol®!



1.4. PROPIEDADES DEL SISTEMA ROCA - FLUIDOS 19

Siendo asi, el factor de volumen de agua (Bw) y el factor de volumen de aceite (Bo) se expresan como:
la medida de la variaciéon del volumen a condiciones de yacimiento (c.y) y condiciones estdndar (c.s),
cuando se esta produciendo un yacimiento.®!Las cuales se representan respectivamente como:

Bo— (volumen de aceite + gas disuelto) @GZ/7 (1.6)

(volumen de aceite) Qc.s

(volumen de agua + gas disuelto) Qc.y

B = 1.7
¢ (volumen de agua) Qc.s (17)
El inverso del factor de volumen se nombra factor de encogimientol”!
1
bo = —. 1.
Bo (1.8)

1.3.3. Densidad

Se define como la masa (m) de liquido por unidad de volumen (V), y representa la cantidad de masa
que tiene el fluido en el volumen que ocupa, la densidad es dependiente de los valores de presién y
temperatura a los que se encuentra el fluido. De manera general, la densidad de un liquido disminuye
al aumentar la temperatura debido al incremento del volumen por efectos de dilatacion, mientras que al
aumentar la presion la densidad se incrementa por causa de la reducciéon del volumen.%/La densidad se
expresa matemaéaticamente como:

(1.9)

<|3

1.4. Propiedades del sistema roca - fluidos

1.4.1. Mojabilidad

Se define como la tendencia de un fluido a adherirse a una superficie sélida en presencia de otros fluidos
inmiscibles, tratando de ocupar la mayor area de contacto posible con dicho sélido. En un yacimiento la
mojabilidad se puede alterar con la inyeccién de un tensoactivo, cambiando las propiedades fisico-quimicas
de la roca. La mojabilidad esta en funcién del tipo de fluido y de la superficie sélida, de acuerdo a este
factor los fluidos se pueden clasificar en: mojables y no mojables. Los fluidos mojables, son los que tienen
la mayor tendencia a adherirse a la roca, en el caso de yacimientos por lo general es el agua y los fluidos
no mojables son los que no se adhieren a la roca o lo hacen parcialmente. 7]

El estudio de la mojabilidad se puede hacer a nivel de superficie, a través de la medicién del angulo
de contacto (). La figura 1.4 muestra las fuerzas de tension interfacial que definen el dngulo de contacto
cuando una gota de agua es sumergida en aceite, donde o, es la tension interfacial aceite-sélido, o, es la
tension interfacial agua-solido y oy, es la tension interfacial agua-aceite que define el angulo de contacto

(6)-
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o-WS

Aceite

Sélido

Figura 1.4: Sistema de fuerzas!)

La mojabilidad de la roca por aceite se explica por la presencia de componentes naturales polares en
el aceite. En la figura 1.5 se observa la tendencia del fluido a adherirse a la roca.

Moja Agua Moja Aceite Mojabilidad Neutral
Aceite Aceite Aceite
~,8<90° ﬂgll-‘.l -'-gll."ﬁ- Agua i 6-90° ﬁgun

sélido salido Solido

Figura 1.5: Casos de mojabilidad!”

1.4.2. Presién capilar

Al existir dos fases no miscibles en contacto, se origina la presion capilar (Pc), su importancia surge
al encontrarse en un medio capilar, donde las fuerzas de atraccién y cohesion de las fases generan una
diferencia de presion, a la cul se le llama presion capilar.[lLa cual se expresa como:

Pc:pnm_pma (110)

donde:

P, = presion capilar

Pnm = presion de la fase no mojante
Pm = presion de la fase mojante

En un sistema agua-aceite cuyo fluido mojante es el agua, la presién capilar se puede definir como:

Pcwo = Po — Pw> (111)

donde:

P.,o = presién capilar agua — aceite
Ppo = presion de aceite

Pw = presion de agua



Capitulo 2

Desarrollo de la Ecuacion de Flujo en
Medios Porosos

En este capitulo se abordaran los problemas de flujo de fluidos a través de medios porosos y su solucién
al combinar varios de los principios o leyes fisicas siguientes!”.

Ecuacion de continuidad

Es una ecuacion de balance de materia que contabiliza la masa de fluido producido, inyectado o
remanente en el yacimiento.

1. Conservacion de masa

2. Conservacion de energia

3. Conservacién de momento

Ecuacion de transporte

Describe los fluidos en movimiento, los gastos dentro y fuera del yacimiento; cominmente la ecuaciéon de
transporte es la ecuacu6on de Darcy. Su expresion matematica es:

_a _  kdp
V=g = oz (2.1)

donde:

A= Area total transversal de flujo [cm?]
k= Permeabilidad del medio poroso [Darcy]

2 . o ,3
q= Gasto volumétrico [C;:g }

V= Velocidad del fluido | 2]
pu=Viscosidad del fluido [cp]

Op __
oz~

atm]

Gradiente de presion en direccion de flujo [ s

2.1. Ecuacién de Continuidad para Sistemas Multifasicos

La ecuaciéon de continuidad es una expresion del principio de conservaciéon de masa, de energia o del
momento!”). Para nuestro caso, se considera solo el caso de conservaciéon de masa; tomando un sistema

21
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de dos fluidos en un medio poroso como en la Figura: 2.1

o Aceite

Agua

16)

Figura 2.1: Sistema, roca fluidos!

Se considera un fluido « como el fluido de la fase mojante el cual se denotara como (w), y a la fase
no mojante se le denotara como (nw).

El proceso general en la derivacién de las ecuaciones, es el siguiente:

a) Se selecciona un volumen elemental representativo llamado volumen de control, de acuerdo a la
geometria de flujo del problema de interés (Figura 2.2).

pa:Ux .
A PadUyay TN
) aVyyay e

-
d

Ax

Figura 2.2: Volumen de Control[*]

La cantidad de masa que entra en un intervalo de tiempo, por una seccién transversal se expresa
como:
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donde U, y U, representan las componentes de la velocidad del flujo en x y y respectivamente, y p,
es la densidad del fluido que ingresa a través de las caras del paralelepipedo. El gasto mésico que sale de
las caras del paralelepipedo de la figura 2.2

Moy Ae = (pU)z+Aaj7 (2.4)

Mgty = (0U) 4 ny - (2.5)

El volumen de control (VC), es una representaciéon de un volumen poroso dado por el volumen de
roca y el porcentaje que no lo es (¢V;) que a su vez esta saturado por un fluido S, :

M

m (M) = pa [L] Sal %16 %]V [L7). (2.6

b) Se escriben todos los gastos que entran y salen del volumen elemental con respecto al tiempo,
siguiendo una cierta convencion de signos (Figura 2.3).

(SPa)x q';—h L7 v — (Spa)x+.ﬁx

7 (Spa)y+&y -’ \\\ 3
x X+ Ax S

16]

Figura 2.3: Volumen elemental representativol

Se sustenta que la conservacion de la masa en el tiempo dentro del VC es:

[(SP¢)t+At - (SP¢)t] Vi
At '
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c¢) Se establece un balance de masa dentro del volumen elemental Figura 2.4

Masa entrando - Masa saliendo = Acumulaciéon de Masa

Masa que Masa que sale | Fuente de la Cantidad
entraen At en At L masa acumuladaen At

Figura 2.4: Balance de masa/'®

[(SP0),00 = (Sp0),| Vi
At ’

My — My Ny =

[(Sp0)a0 —~ (Sp0), | Vi
At ’

(2.9)

d) Se toma el limite de las ecuaciones 2.8 y 2.9, de tal forma que tanto el volumen elemental como el
intervalo de tiempo, tiendan a una dimensién infinitesimal, es decir:

mw - TthrAw ~ ALTZTO (anwa) ; (210)

My — Myt Ay ALJTO (PaUya) (2.11)

(Sp(b) t (Sp(b) Vi
[ ”AN t} "~ Lim (padSa) - (2.12)

e) El resultado de tomar los limites es la ecuacion de continuidad para un fluido a.

Ecuacién de continuidad para un fluido a en dos dimensiones

0 0 0
— = . 2.1
O (anwa) + By (anya) + pa@Q ot (pa¢5a) ( 3)
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2.2. Ecuacién de transporte

2.2.1. Ley de Darcy para flujo multifasico

La permeabilidad es una propiedad que controla el movimiento y su distribucién afecta la eficiencia de
un proceso de recuperacién secundaria o mejorada. Probablemente esta propiedad es la que més variacién
presenta tanto areal como verticalmentel”

La ecuacion de afluencia basica es la ley de Darcy en su forma diferencial, la ecuacion permite analizar

el flujo de hidrocarburos en el yacimientol”.

kA dp
= ———. 2.14
q o dr (2.14)

El signo de la ecuacién 2.14 se debe a que el caudal es una magnitud vectorial, cuya direccién es hacia
los AP decrecientes; es decir, que AP es negativo y , por lo tanto, el caudal serd positivo.

q _ kdp

4 _ T 2.1
A wdz’ (2.15)
k dp

= ———. 2.16

Uy 1 dz ( )
Al escribir la ecuacion de Darcy como:
K
Uy = _; (vp_ ’YVD)a

donde:
k: Tensor de permeabilidad intrinseca
p: Presiéon del fluido
D: profundidad
~: Peso especifico = pg
p : Densidad
g: gravedad

Al considerar la definicion de permeabilidad relativa; se reescribe la ecuacion de Darcy para flujo
multifasico como:

Velocidad volumétrica por la Ley de Darcy:

k ko
Uay) =77 (VPa =7 VD), (2.17)

Donde:

k: Permeabilidad absoluta

k,o: Permeabilidad relativa de la fase

Do Presion de la fase

D: profundidad

Yo: Peso especifico de la fase = p,g
Po = Densidad de la fase
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g: gravedad

Al sustituir la velocidad de Darcy 2.17 en la ecuaciéon de balance de masa para una fase « (Ecuacion
2.13).Se obtiene la Ecuacién de Flujo para un fluido « en dos dimensiones :

Ecuacion de Flujo

o k ke d [ kkea o__0
% (pa L (Vpoc - PYOAVD)@;> + o <pa (vaé - ’Yosz)y) + paQ = _& (p(X(bSOz) . (2'18)

La simulacién numérica utiliza datos a condiciones de yacimiento por lo que es esencial utilizar pro-
piedades volumétricas acorde a éstas condiciones y se establece como:

Pa
B, = F (2.19)
Pa
1
by = —. 2.20
B (2.20)

Dividiendo la ecuaciéon 2.18 por la densidad a condiciones estandar:

0 Pa kra 0 Pa kroc 0
— [ = o —YaVD — | — VDo — Y VD + pa QY = —— (6S,ba) - 2.21
o (,)cs i (VPa — 72V )z>+ay (pas ua( Pa — 7 )y> PaQ 5z (95aba) . (2.21)
La movilidad de la fase « se expresa como:
K,
W= . 2.22
Ao =7 = (2.22)

Al reescribir la ecuaciéon en términos de la movilidad, se obtiene:

Ecuacién de flujo para una fase a en términos de la movilidad

0 0 0
— - = — VD) ) &+ Lets — = . 2.2
5y Ao (Vpa =7 VD)) + a9 ()‘a (Vpa =7V )y) 7 5; (#Saba) (2.23)

2.3. Consideraciones del modelo

El aceite remanente despues de los procesos convencionales de recuperacién, generan una fase dispersa,
que se encuentra atrapada por fuerzas capilares y es casi el 70 % del aceite original in-situ (OOIP)[g].

Se consideran los siguientes puntos como parte de las consideracéon.
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1. Dos fases, una fase aceite y una fase agua.

2. Condiciones isotérmicas

Yacimiento bajo saturado

Sistema bidimensional y propiedades uniformes

No hay efectos secundarios por la salinidad

A AN o

La ecuacién de Darcy es aplicable en ambas fases

Se establece adicionalmente que:

S+ S, =1, (2.24)
Pe=po — pu, (2.25)
Pw = Po — Pc. (2251)

Asi al sustituir las consideracénes de las ecuaciones 2.24 y 2.251 en la ecuaciéon 2.23 se obtirnen las
ecuaciones de flujo siguinetes:

Ecuacién de flujo fase agua en dos dimensiones

a 8pw 8D a apw aD pw . g
O (/\w < O — Yw ox >) + ay (/\w < ay — Yw 8:[/ >) + va - ot (¢waw)a (2'26)

Ecuacién de flujo fase aceite en dos dimensiones

0 o, 0D 9 9. 9D Po_ 0
O (Ao < or Vo O >) + By <>\o < By Ve By )) + v, Y (¢Sobo) . (2'27)
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Capitulo 3

Métodos Numéricos

En el area de la Ingenieria, se consideran matrices especiales a aquellas que tienen una estructura
particular que puede utilizarse para desarrollar esquemas de solucién eficientes. Una matriz bandeada es
una matriz cuadrada en la que todos sus elementos son cero, con excepciéon de una banda central sobre
la diagonal principal. Los sistemas bandeados se encuentran con frecuencia en la practica cientifica y de
%a }ingenieria. Tales sistemas aparecen frecuentemente en la solucion de ecuaciones diferenciales parciales
12

3.1. Solucién de sistemas lineales.

3.1.1. Algoritmo de Thomas

Uu sistema lineal tridiagonal (inicamente los elementos de las tres diagonales principales son diferentes
de cero) tiene la forma:

bi o T Ji
az by ¢ T2 _ fo
az by c3 T3 /3

as by Ty fa

El algoritmo de Thomas, es un método eficiente para resolver un sistema tridiagonal como una des-
composicién convencional Gaussiana, éste algoritmo consiste en dos procesos; el primero es: Reducir el
sistema eliminando la subdiagonal mediante un proceso de dividir, multiplicar y restar como se muestra
en la figura 3.1

Figura 3.1: Proceso de solucién para el algoritmo de Thomas!'6!

29
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Al concluir este proceso la matriz queda de la siguiente forma:

by x1 i

0 da c T | _ | Y2
0 d3 c3 T3 Y3 |’

0 dy T4 Ya

el proceso siguiente consiste en despejar los valores obtenidos y sustituir de abajo hacia arriba.

El método de Thomas es eficiente en matrices de 5 y 7 diagonales, dependiendo del tipo de problema
que se presente.

3.1.2. Meétodo de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es un método de aproximaciones iterativas para resolver un sistema de
ecuaciones lineales en forma matricial Az = b. Se calcula a partir de un vector inicial, para encontrar los
valores de las incognitas hasta llegar a una tolerancia deseada. Cada vez que se desee encontrar un nuevo
valor de una x;, usa los valores anteriores de las x (desde z hasta z;_1).

La relacién para un sistema mazxn es la siguiente:

1—1 n .
(bz Z (lij.’ﬂ_gk—i_l)* ) ) aij:v;k))
(k+1) _ j=1 j=it+1

X

i
Qi

Supéngase que se tiene un sistema de 3 ecuaciones como el que se muestra a continuacion:

1121 + a12%2 + a13r3 = by,

a21%1 + a22%2 + a3z = bo,
b

a3121 + azaxz +azzrs = bs.

Se asume que a1, ase y ass son distintos de cero, por lo que el esquema iterativo es el siguiente:

(k+1) <b1 - a1293ék) - a13$§,k)>
.’L'l == 9
a11
(k1) <b2 s a23xék)>
.132 - )
a22
(k+1)  _ <b3 —agaf Y - a32$§k)>
T3 = .
ass

al despejar cada variable en su correspondiente ecuacion de una forma escalonada, el nuevo sistema
se representa como:

a1 = by —appry — 1373,
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a21%1 + A22%2 = by — a3x3,

a3121 + asa®2 + azzrs = bs.

se introducen las siguientes matrices:

ail 0 0 0
a1 aze 0 0
E=| @31 as ass U (3.1)
Anl1 Ap2 ap3 - Apn
0 a2 ais a1n
0 0 a3 A2
0 O 0 0

Se considera la descomposicion de la matriz del sistema A de la forma:

A=(D-E)-F, (3.3)

donde D es la misma matriz diagonal, y escribiendo en forma matricial el esquema iterativo queda
como:

LB+ (I— (D-E)" A) +® 1+ (D - E)""b. (3.4)

La matriz que caracteriza al método es:

I—(D-E)"A, (3.5)

como A = (D — E) — F, la ecuacién 3.5 también se representa de la siguiente forma:

20 = (D - )t [(D - Byt A]e® 4 (D - B) (36)
=(D-E) 'Fa® 4+ (D-E) ' (3.7)

finalmente a la siguiente matriz se le denomina Matriz de Gauss Seidel

G=(D-E)'F.
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3.2. Meétodo de Newton

Una funcion lineal es toda aquella funcién que representada graficamente es una linea recta, ademaés
solo tiene un valor tinico de x para el cual la funcion es cero. En una funcion no lineal, su representacion
grafica serd una curva, esta puede tener diferentes raices pero acotando la funcién en un intervalo cercano
a la raiz podemos representar la grafica por rectas tangentes a la curva, para ello se propone un valor x
cercano a la solucion.

El método de Newton es uno de los més conocidos para la resolucion de problemas en los cuales
se buscan las raices de alguna funciéon matemética. La figura 3.2 muestra la representacién gréfica del
método de Newton.

Supongase una funcién f en el intervalo [a, b] donde z( pertenece a dicho intervalo, siendo una apro-
ximacion a la raiz 27 tal que evaluado en la funcion f (zg) # 0, posteriormente % y evaluandola en x
se obtiene la pendiente de la recta tangente a la curva, igualando a cero la ecuacion de la recta queda

comao:

’

= [ (zo) + (x1 — 0) [ (20),

Despejando (z1) se obtiene un valor mas proximo a f (z1) =0 :

f (%0)
f (o)

Tr1 = Ty —

® Derivamos en f(xg)

fe) Sustituimos en la ecuacion de la recta igualada a
cero los valores en f{xg) y f "(xp), despejamos x1
esto para encontrar un valor mas préximo al valor

de f(x)=0
(Ig, f(x))

0 = flxa) + f(x0) (21 — x0)

Xp X1 X2 \

Figura 3.2: Representacion grafical't!

El proceso anterior se repite hasta que el valor de x{v *1 tenga un margen de diferencia aceptable entre
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Método de Newton para Varias Variables.

Dado un sistema de ecuaciones:

fl (xay)

f2 (x,y) = 0

Que pertenecen a los intervalos [a (z,y),b (z,y)]. Partiendo de un punto (zg, yo) se busca una aproxi-
macion (x1,y1) tal que dichas funciones sean iguales a cero.

Analogamente como en una dimension se aproxima a la raiz en (z1,y;) para cada funcién, esto es:

f(any) + (.’£ - man) % ($an)
fi(z,y) = : (3.8)
F (@, 90) + (2,5 — yo) & (,90)

f(any) + (.’£ - man) % (xﬂay)
fa(zy) = : (3.9)
(@, 90) + (2,5 = yo) & (,90)

Se genera un sistema matricial a partir de las ecuaciones 3.8 y 3.9 de la forma siguiente:
N | f1 (%o, y0)
(7 Yo (wo.wo) | f5 (wo,10) |

donde J corresponde a la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones que se calcula de la forma
siguiente:

ofi Oh
Jy)=| &8 S |-

2

O oy
Correccion de Newton

Sea el siguiente sistema en el que se requiere hallar [ o

Y ] sin calcular J~! debido a que no se conoce
1

T1 _ To | _ g-1 f1 (2o, 90)
2] - (2] em [ B8]

Ja2 (z0,0)

Se le nombra Correccion de Newton (CN)

del sistema, h
fa

a la multiplicacién del inverso del Jacobiano por los valores

ox dy

CN = [ sl ]1[f1(950,y0) ]’

9> 9> J2 (z0,%0)



34 CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS

multiplicando por el Jacobiano ambos términos de la ecuacién se tiene:

% %? ON:|:f1(m07y0):|
uls %; f2 (0, 90) |’

se genera un sistema Az = b el cual puede resolverse mediante métodos de soluciéon de sistemas lineales
como: Eliminacion Gaussiana, Jacobi, Gauss-Seidel , etc. Con el fin de obtener los valores de (CN).

Finalmente se halla la solucion del sistema al finalizar la iteraciéon de Newton.

N+T N
] - (2] o
Y1 Yo ’

donde:
N : Refiere la primera iteraciéon de Newton

N + 1 : Refiere la iteraciéon correspondiente de Newton

3.3. Método de Aproximacion Mediante Diferencias Finitas (MDF)

3.3.1. Serie de Taylor

La justificacién para aproximar una ecuaciéon en derivadas parciales usando el MDF se basa en el
analisis de una serie de Taylor[?.

Considérese una funcién continua p (z) en un intervalo [z, x + Az]como se muestra en la figura 3.3.

p(x + Ax)

—

1

1

1

1

1

1

1

1

1

:

' X
x x+Ax -

Figura 3.3: Anélisis de la serie de Taylor('¢]

Se puede aproximar el valor de p (x + Ax)con una serie de Taylor:

Serie de Taylor

AN Ax? A3 Azx™
7 b1 (o) + S (20) + o PP (20) + -+ =

2!

p(zo + Az) =p(20) + p™ (z0) (£),  (3.10)
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donde:
Az >0y p" es la enésima derivada de p.

Esta serie es, técnicamente exacta para un infinito nimero de términos. Sin embargo si se trunca la
serie en el término k , un error de truncamiento e, se presenta. Este error de truncamiento se da por :

k+1 k+1 k+2 k+2 A\ n
(k+1)! (k+2)! (n+1)!

e =

Usando la siguiente notacion se simplifica la ecuacién de la forma siguiente:

pi =p (i), (3.10a)
pit1 =p(xi + LDz), (3.10b)
pi-1 =p (v — Ax), (3.10c)

y considerando las ecuaciones 3.11y 3.10,

Serie de Taylor simplifica al problema de interés

Az Op  Nx? 0%p Az 03 Az™ 9"p
Dit1 = Pi + T 9z +

ol 922 T 31 93 T Tl dan

(3.12)

La ecuacién 3.12 sirve como base en la aproximacién de las derivadas que constituyen las ecuaciones
de flujo en medios porosos, como se muestra a continuacion.

3.4. Aproximacién en Espacio

Existen dos técnicas para aproximar la %, la primera corresponde a diferencias hacia adelante (pro-
gresivas) y la segunda a diferencias hacia atras (regresivas), las cuales se muestran en la figura 3.4.

—
. ’ > X
X x—Ax  x,
(a) Diferencias Progresivas (b) Diferencias Regresivas

Figura 3.4: Aproximaciones Mediante Serie de Taylor.!*¢l
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3.4.1. Aproximacién Progresiva

Considerando hasta el segundo término de la ecuacion 3.12 se tiene lo siguiente :

Az Op
Pi+1 = p; + o o + Op (Al') , (3.13)
despejando la derivada se tiene:
@ ,ZM_O (Ax) (3.14)
oz Ax P ’

donde el error local por aproximar la derivada con los dos primeros términos de la serie de Taylor es :
O (Lzx) = — —. (3.15)
La ecuacién 3.14 es la aproximacion de la primera derivada mediante diferencias Progresivas.

3.4.2. Aproximacién Regresiva

De forma anéloga a lo mostrado anteriormente y considerando las diferencias hacia atras o regresivas,
la aproximacién de la primera derivada es:

Ax Op

Pict =DPi = 37 5 + Oy (Az), (3.16)
Ip| _PPict G (g (3.17)
oz Ax ’
donde el error local es:
Az &%p
O, (Az) = ==L, 3.18
(Az) 2! Oz ( )
3.4.3. Aproximacién Central
Escribiendo la funcién p(z) en x = x; + Axy ¢ = z; — Az
Considerando las tres primeras derivadas de la ecuacién 3.12 se obtiene:
Progresiva
Az Op Az %p  Axd OPp
i1 =Di + — — — + — —= 3.19
Pt =Pt e T or 82 T30 o (8.19)
Regresiva

B Az Op  ANx? 9%p Az 8%
Pt = P g TR a2 Bl an (3.20)
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Se resta la ecuacién 3.20 de la ecuacion 3.19 se tiene:

2Ax @ 20z 93p

o gp 21
Pit+1 — Di-1 T A 9 (3:21)
2Ax® 3%p 2z Op
e I P U (3:22)
2828 83
op 1 (Pz‘+1 —pi-1— (97’3’)
dp _ Pit1 —Pi-1 0. (Az?
A ] 621
donde el error de segundo orden es:
Nx? [0%p p
e (Ax?) = = | = — |- 2
O( w) 6 {8m3|p+83§3|} (3.25)

Al comparar los errores de truncamiento de las aproximaciones centrales, O, (A:vQ), con los obtenidos
para diferencias progresivas y regresivas O, (Azx), se observa:

. 2 .
é@g’é O, (Az?) < ]llz_rz%) 0, (Ax). (3.26)

3.4.4. Aproximacién de la segunda derivada

Sumando las ecuaciones 3.19 y 3.20 se obtiene la aproximacién de la segunda derivada como se muestra
a continuacioén:

Az? 0%p
Pit1 +Ppic1 = 2p; + N D2’ (3.27)
*p Ditv1 — 2pi + pic1

3.5. Aproximaciones en Tiempo

Considerando una funcién p(x,t) para la cual se espera obtener las aproximaciones en diferencias
finitas, su derivada parcial con respecto al tiempo se aproxima por diferencias progresivas, regresivas y
centrales en el tiempo. Antes de mostrar la forma de las aproximaciones, es conveniente resaltar que para
representar puntos en el dominio del espacio discretizado, es comun el uso de los subindices (i, j) para
representar (z, y)[lo]. Por otra parte, para representar puntos en el tiempo se emplearan como superindices
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(to) v (t1) , que indican los niveles donde se conoce y se desconoce la solucion del problema. La figura
3.5 muestra la interpretacion de la aproximacion derivada de la funciéon p(zx,t) con respecto al tiempo ¢.

4 < 2
.- ———— W —a— — —@

@ @
= R

Figura 3.5: Interpretacion del tiempol'6]

De esta manera la discretizacion de % utilizando la serie de Taylor corresponde a :

At At? A"
p(a,t+ At) = p(a,t) + =5 pr (2,8) + S pr/ (2,8) + .+ 7p<"> (z,1). (3.29)

3.5.1. Aproximaciéon Regresiva en Tiempo

Para determinar la primera derivada regresiva se seleccionan los primeros dos términos:

At
p(x,t+At) =p(x,t) + oY (z,1), (3.30)
At
A _
o (z,) = plz,t+ 4 —pat) —0(At), (3.32)
At
ap P —pi
— %0 = =2 C - At .
9 l; N O (At), (3.33)

donde el superindice (¢p) indica el tiempo (¢) conocido, y (¢1) indica el tiempo (¢ + At). El subindice
() indica la posicién en z, donde se esta obteniendo la derivada.

Comunmente solo se utilizan las diferencias regresivas en el tiempo, es por ello que no se mostrara la
obtencién de las diferencias progresivas y centrales en el tiempo.



Capitulo 4

Formulaciéon Numérica

La dizcretizacion es un proceso matemético mediante el cual se obtienen resultados aproximados de
la ecuacién diferencial del problema, en este capitulo se hallara la discretizaciéon de la ecuacion 2.23,
mediante la aplicacién del método de diferencias finitas. Para un problema bidimensional comtinmente se
emplea un esquema de nodos centrados como se muestra en la figura 4.1.

Yacimiento

Frontera

® Nodo (posicién)

Figura 4.1: Convencién de nodos centrados numeraciéon normal por columnas donde n es el ntmero de
renglones!'6l.

Cada nodo en la malla puede representarse mediante una numeraciéon continua (k = 1,2, ..)o bien por
referencia a su colocacion (i, 7). La relacion entre estas referencias se da de la siguiente forma:

+ = x>

IR
3 3

39
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4.1. Discretizaciéon de las Ecuaciones de Flujo

La ecuacién 2.23 describe el flujo de agua y aceite en un medio poroso.

0 Opa oD o Opa oD 0
< (Aa (L 7%—)) + = (Aa (L 7%7)) £ 2 = C (4Saba). (2.23)
ox ox or oy oy oy Vi ot

Para resolver el modelo matemético utilizando diferencias finitas, es necesario realizar la discretizacién
del medio en espacio y tiempo para cada una de las fases. Existen diversos enfoques al aplicar diferencias
finitas, en este trabajo se emplean diferencias centrales para espacio y diferencias regresivas para tiempo.

Considerando una region rectangular en el plano, se construye una malla de n renglones y m columnas
sobre la cual se discretizara la ecuacién 2.23.
En la Figura 4.1 se muestra una distribucién del dominio considerando el esquema de nodos centrados.

Por diferencias regresivas para el tiempo, se tiene la aproximacién al término de acumulacién como:

9 ! ) ,
o (9Sab) ~ —= { (6Saba) ;= (#Saba)}" | - (4.1)

Del MDF centrales de la ecuacion 3.24 tenemos que la primera derivada de presion en funcion de la
direccién de flujo = es:

Op _ Pij+i ~Pij-1

4.2
oz Az (4.2)
En tanto que la derivada de presion en funciéon de la direccion de flujo y es:
0 Ditlj —Di-1;
P _ Pits5 " Pi-3 (4.3)

dy Ay ’
donde
Pij+s = Pa+ iz y),
pi,j_% = p(x,gy)’
Pivg,j = Pay+4y),

Pi3.5 = Play—42),

Considerando el primer término de la ecuacion 2.23, la discretizacion se desarrolla de la siguiente
manera:

2 (),

~ (4.4.1)

1 Ao Ao
a {<A$>i,j+; (Pa,i,j+1 = Payirj) — Yo (Dij+1 — Dij) — (E)z 1 (Pa,iyj = Paiyj—1) — Ya (Dij — Dm‘—l)} ~
(4.4.2)
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1) (2 (Paiiri — paii) — (22 (Pois — Poiiot)
Ax Nz iied Poa,j+1,i = Pa,i,j Ax o Paij — Povij—1
’ 2

4,3

Yo Ao Ao
- { (Am) (Dij+1— Dij) + (M> (D ; — Dm-_l)} (4.4.3)
Gty ij—1
Combinando las ecuaciones 4.1 y 4.4.3 en la ecuacién 2.23 se tiene:

1 Ao\ PO b [ A\ ¢
72\ \ A LH%(pa,i,jH*pa,z‘,j) 2 l(Pa,z',j*IDa,z‘,jfl)

1,j— 5
_Ja Ai o (D . _ D ,)to + )\7‘1 fo (D D, )to
Az Nx ijt+l 4,J+1 3V o~ o1 .7 i,j—1
J+5 g-1
to 1
+ (”Vb) ~ {(¢Sobo)§}j - (¢sobo)§?j} . (4.5)

La ecuacién representa el inicio del primer sistema de aproximaciéon de pta1 ;i & partir de las variables

conocidas en tg en una dimensién, utilizando una notacién convencional y académica los subindices se
representan de la forma siguiente:

Paij—1 = w Pa.ij+1 = E
Dai—1,5 =95 Pait1,j =N

Se multiplica la ecuacion 4.5 por el volumen de roca, se obtiene el modelo numérico general de la fase
« como.

Am)\a fo t1 Aa:)\oz fo t1
A (pa,E_pa,i,j) - Ax } (pa,i,j—pa,w)

ij+3

to
Az Az
— v De—D:; . T D..—D
’Yoz{( A )i,j+§( E w)""( Az )z‘,jl( 1,3 W)}

+(po) ~ % {(¢5aba)g - (qSSaba)tg} (4.6)

{TOtOE (Pa.E — Paiy) — T,Z’W (Povyij — pa,W)tl} ~ Yo {To.p (Dg — Di ;) + Taw (Dij — Dw)}"™

V.

+ (po)to ~ E {(¢Sabo)té - (¢Saba)g)} (463)

Donde Ty, 5T, w son las transmisibilidades de la fase o en direccién x. Ty, N Ty s las cuales seran las
corespondientes transmisibilidades en el eje y.

Nota* En la figura 4.1 y durante el desarrollo de las ecuaciones el término transmisibilidad, es repre-
sentado graficamente a la mitad de cada nodo, pero debido a cuestiones académicas y principalmente de
programacion, el modelo numérico no asocia la transmisibilidad al punto medio entre los nodos, asocia
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la transmisibilidad al nodo cental sobre el que se hacen los calculos, por lo que la notacién particular en
este trabajo corresponde a:

Ay Ay

Top = (52) Oy T = (52) Oy y
Ay Ay

To,N = (Ay) (Radity To,s = (fy) (Aa)i1

Reescribiendo la ecuacién 4.6 en términos de transmisibilidad:

{Tﬁ?E (PaE = Paig) = Ty (Pavij — Pa,W)tl} ~ Yo {Ta,z (Dp = Di ;) + To.w (Dij — Dw)}"

Vi

£ (p0)" % 2 { (9ab)E = (6Saba)(E | (46)

Considerando un esquema implicito y ambos términos de las componentes (z,y) de la ecuacion 2.23,
término acumulaciéon 4.1 y término fuente se tiene:

) Ope 0D B op. 0D P
a0 @ T JaTq a_ a | T T laTq === aVa 2.2
agc(A (ax b 8x>)+8y(/\ <ay b 6y)> 1, = g ($9aba) (223)

La discretizacion de la ecuaciéon 2.23 es:
{T;?E (pa,E _p&,i,j) TtOW (poz,z,] Pa, W } Vo {Ta E (DE i,j) + Ta,W (D'L,] - DW)}tO +
{Tci(,)N (pa,N _pa,i,j)tl - Tﬁt(o,s (poz,i,j _pa,S)tl} — Vo {TQ,N (DN - Dz,j) + TQ,S (Dl,] - DS)}tO

i (po)to ~ % {(¢Saba)tc<l - (¢Saba)tcg} (47)

Debido a que la presiéon en p; y p; no deben ser tratadas como diferentes por ser un punto coordenado
Pji-

t T T T t
T2 5P = Tolppas s = Tolwpas s + Tolwraw — Yo {Ta,e D — Ta,pDij + Ta,w Dij — Ta,w Dw }*° +
t t t t t t t
TOnPan = TanPaiy = TalsPa.i gy + TolsPit s = Yo {Ta.NDN = Ta,NDij + Ta,sDij — Ta,sDs}™

+(po)'0 ~ % {(¢Saba)’8 - (¢>Saba)tc"} (4.7)

agrupando términos (j,1):

Ttowpa wt Ttospals (Ta, B+ To,w + To,n + Ta,s)™ ;10 + TtoNpa Nt TtoEpalE‘

~Ya {Ta,wDw + Ta,sDs — (Ta,p + Ta,w + Ta,N + Ta,5) Do + Ta,NDn + Ta, 5 Dp}™°

£ (p0)'0 % Y (9Saba)ld — (9Saba)i3} (47)

Todos los términos dentro de la profundidad son conocidos, por esta razén el valor serd una variable
posible de calcular Z.

24 = o {To,wDw + Tu,sDs — (To,5 + Ta,w + Ta,N + Ta,s) Di,j + Ta,NDN + To, 5 Dp}™ . (4.8)
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Reescribiendo:

Discretizaciéon de la ecuacion de flujo para un fluido « en dos dimensiones

(T8 )y + (To0PR) g = (To 5 + Taw + Tao,n + Tas) Pl + (TE0PE) y + (TE0PR)  + 2

£ (pa)" ~ 2 L (8Saba)tt — (6Saba) }. (4.1

En la ecuacién 4.7 genera un sistema de ecuaciones no lineales, en el que, la no linealidad se encuentra
tl 1A tl
en que la 75! depende de la presion p,; ..

Se usara el método iterativo de Newton descrito en el capitulo 3, para linealizar el sistema y encontrar
el valor de ptal’c.
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Capitulo 5

Construccion y Validacion del Modelo
Computacional

En este capitulo se presenta la construccién y validacién del modelo computacional. La ecuacion 2.23 es
una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden, por lo cual el desarrollo del modelo computacional
se hizo mediante discretizacion de ecuaciones en derivadas parciales en su forma mas general. La ventaja
de emplear este método de programacién es que las ecuaciones en conjunto no se limitan a resolver un
problema de un area en especifico, por lo que pueden ser empleadas en otras ramas.

5.1. Desarrollo del Modelo Computacional.

5.1.1. Ecuacién Bidimensional no Lineal

Un caso particular de las ecuaciones en derivadas parciales, es la ecuacién para un fluido a en un
medio poroso de forma bidimensional es:

0 Opa 0 Opa P _9
E </\a <3x_>) + oy (/\a <3y>> + v, ot (#Saba) , (2.23)

en tanto que la ecuacién en derivadas parciales de forma general bidimensional se expresa por la
ecuaciéon 5.1:

o (aem

Oh (z t 0
( 7y7 ))
ox

Oh (z,y,t) oh B
Oz e (b (z,y,h) Ty ) v (z,y, h) e (z,y,t) = g (z,y,h). (5.1)

La metodologia del desarrollo de la ecuacién permite identificar cuatro funciones que dependen de
(z,y, h) representadas por; a (z,y,h), b(x,y,h), v(x,y,h) y g(z,y,h), y se debe establecer una aproxi-
macion de h (z,y,t) en un intervalo de espacio en (z,y).

Se define el dominio de trabajo en (z,y) como se muestra en la figura 5.1.

45
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e

Yacimiento

= fronterg

® Nodo (posicign)

Cada nodo tiene una posicion en (z; ;,; ;) y la numeracién de nodos es normal por columnas.

G S SR 0%
R ]
R ]
R ]
e
ffffffff"Iffffffff”fffffffff’ K90999999%.99999999%.
o Qe e Qe M A
b
ffffffffg’fffffffffg’fffffffffg 1990999999999999999,
R ]

E | B N
Ll
TI2EL0978 112000020 112000098 140000097 14000008
o i b - ’ &
A
N N ]
i e i it
awawnﬂwawaw‘awm—wwﬂ 'fffffffffg ISP PLLIIIE
N I I ]

e G GGG 40050005 400055507 555555557
d o " I [
L 00 0000000 00000000 05005550
e e e e e i
e e e e e e
e e e e e e
Siiini g e
999999, Ted | 9NN, SN sss. S NG9 s
e e e e
’ t’ b’ “}
N
i,

%

LA OL O LS Od S L i el i i
e e e 5505555555555
Cooad o an e
ffffffffg’ffffffffi a"fr“o"f: v#tﬂv####ﬂv# v
L Al Ll e

Figura 5.1: Dominio (X, Y)!6]

Donde el conjunto de renglones de (z11y1,1) hasta (2, 19m,1) representan la primera frontera del
sistema, el conjunto de columnas de (z1,1y1,1) hasta (1 ,y1,,) representan la segunda frontera, de
(T, 1Ym,1)hasta (Lo nYm.n)la tercera y (z1,nY1,,) hasta (2, nYm,n) la cuarta frontera del sistema. Gene-
rando un conjunto de datos coordenados 5.2

1,1
2,1

3,1

Tm,1

T12

x1,3 Tin [ i1 vi2 Y13
Y1,2
Ye Y13
Tm,n—1
Tm—1,n Tm,n L Ym,1 Ym—1,n

Yi,n

Ym,n—1

Ym,n

Conociendo las funciones a (z,y, h), b (x,y, h), v (x,y,h) vy g (x,y, h), sobre el dominio (x,y) es posible
establecer una aproximacion de h (z,y,t) .

En donde el dominio del tiempo es definido desde un tiempo inicial a un tiempo final determinado. Se
utilizarén diferencias regresivas para la obtencion de la derivada respecto al tiempo y con un At pequeno,
se deriva la ecuaciéon 5.1 obteniendo:

_ 8h’__ h(iﬂ,y,t—l—At)—h(.T,y,t)
Tor 7 At :
oh h(x,y,t(o)—i-At) —h(x,y,t(o))

(5.3)

(5.4)

Empleando la notacion de la seccion 3.5, se define ¢y para los valores de h conocidos y t;desconocidos:

(t<°> + At) — 1,

(5.5)
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(t(o)) = 1o, (5.6)

ah h(l‘,y,tl)*h(l’7y,t0)
15 = 7 AL . (5.7)

Finalmente, la discretizacion de la derivada del tiempo para la ecuacion 5.1 es:

oh R(t1) — p(to)
ot T T A

Aw ) (_Aw
Desarrollando la discretizacion por medio de la serie de Taylor: f“(w,0) = ! (o5 ’O)Azf (v=%0) los

términos restantes de la ecuacién 5.1 son:

(% <a (z,y,h) 76]1((92’1“’)) =

a (l’u - 55 vigs hm) . (a (l’u ~ 55 vig hm‘) L (Iw + 55 viy hm‘)) . (Iz it & hi,j)
i1 g

Ax? Ax? Az? Az? AR
(5.9)
2 (b(w,y,h) 2ED ) ~
b (%‘,p yij — &Y hi,j) b (mim yij — &Y hi,j) b <Iz‘,j, yij + 5 hi,j) b (éﬂi,j, yij + 5 hi,j)
Ay? hi—1,5— Ay? + Ay? hij+ Ay? Rit1,5-
(5.10)
Identificando cada término como:
Cli,j _ a(Ii,j—ﬁm»Zyi,j hi ;) C4i,j _ a(%.ﬁi;‘yi,j hi ;)
C2,,; = b(I%vvaaAjyz 5. i) C3i; = b(wi, UAJ;'; 5" hig)
Reconstruyendo la ecuaciéon 5.1 discretizada:
R(t1) _ p(to)
Oy b+ 02,0 -+ €0l + 03,0+ ca, 0 = T (5.11)
realizando la multiplicacién de v; ; e igualando la ecuacion a cero, se tiene:
(t1) (t1) (t (t1) (t1) (t1) (to) _
C1; h”1 1 +C2 h; 11J+CO ,jh 1) + C3; hH_lU—i—Czl ,jhzgl+1 Ath”l +Ath”0 0, (5.12)
reacomodando la ecuacién queda como:
Oy b |+ 02,508 -+ COn"Y + O3, 0 -+ C4i ;h() | + 3 ipft) g, (5.13)

donde — A% hgtll quedo factorizada dentro de CO.

COM = — (Clld + 021'7]' + CSi’j + C4i,j + %)
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Haciendo una pausa en el desarrollo de la soluciéon del modelo computacional, comparamos la
discretizacion de la ecuacion 5.1 con la ecuacion 2.23 sin considerar la profundidad.

(T(i?pfxl)w + (Tiopto})s + (7Ta,E - Ta,W - Ta,N - Ta,S)tO p;{c + (Tctxopfxl)N + (Té?pfxl)E

to ~ Vb. tq t
+ (Pa) 0~ E {(¢Saba)c - (¢Saba)cg} (514)
CLigh(}Ly + 02501 + 00k + €350+ Cigh{(L, + 5 =0, (5.15)

donde:

t . .. . . .
hE ;) es el correspondiente a (p'!), en la ecuacion para un fluido o en un medio poroso en dos dimen-
, :
siones:

Cli7jhl(-?)71 es el correspondiente a (T20pl ),

C2i’jhgt_li7j es el correspondiente a (T20plt) .,

C’Olv,jhz(-?) es el correspondiente a C’Oj,ihzfi,

C3¢’jhl(j_11),j es el correspondiente a (TL0pt) ,,

C4i7jh§,t;)+1 es el correspondiente a (T 0p'!) ,

21 p(to)

M Vb, to
Ajhi; es el correspondiente a 2 (¢Saba) s,

+ (pa)to =9 (!L‘7y, h) :

Continuando el desarrollo de la solucion del modelo computacional. La ecuacion 5.15 arroja un sistema
de ecuaciones no lineal estructurado de la siguiente forma.

CLighiliLy + C2im b+ COhSY + O340 + Cah{)y + 25h =, (5.16)

La ecuacién genera un sistema representado por la figura, el cual requiere un método diferente para hallar
su solucion. Se recurre al método de Newton descrito en el Cap.3.

[o* *  c011 * * 1 [0 7
* * c021 * * 0
* * c031  * * 0
0
0
* * COj_l,i * * 0
* * c0;. * * = 0
* * i1, * * 0
0
0
* * ok * 0
* * ok * * 0
L * *  COm,n * * L O

Figura 5.2: Sistema de la ecuacién!'f! 5.16
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Partiendo de una aproximacion inicial h(*) conocida, se evalua en la funcion H (h) y su estructura se
muestra a continuacion:

H(hy, ha, ...

7hn) =

Chl ]
Ch2

Chk

Chmx*n—1
Chmx*n

Esto permite conocer un punto en (hg, H (hy)), siguiendo el método de Newton se deriva la funcion H (h)

dH (h)
y se calcula =2

| como se muestra en la figura 5.3

r [BChl] OChl 9Chl 9Chl 9Chl
Ohl 11,1 Oh2 Oh3 oh4 Oh5
9Ch2 (’)ChQ] 9Ch2 9Ch2 9Ch2
Ohl oh2 121 Oh3 oh4 Oh5
9Ch3 OCh3 SChS] 9Ch3 9Ch3
ohl Oh2 oh3 13,1 oh4 Oh5
9Chmxn 9Chmxn IChmxn 9Chmx*n OChmx*n
L ohl 0h2 Oh3 oh4 Ohbmediantela

[8Chm*n
Ohmxn

Figura 5.3: Derivacion del Sistema H ()10

9Ch1
Ohnxm

aCh
Ohj

dCh3
dhj

A la matriz derivada de H (h) se le llama matriz jacobiana y esta compuesta por J; ; =

]i:m,j:n J

9Chi
Ohj

Sije{i—m,i—1, 7, j+1, i+ m} obteniendo una estructura como se muestra en la figura 5.4 la cual
representa la estructura de la matriz Jacobiana

[ [l [Fistlan
i) [l (Bl
[t )y (s )sa
oCh4
ohl
J=H’ achs
dCh6
Oh3

[

BChl] )

Oh4

9Ch4
Oh4

9Ch5
Oh4

9ChT
Oh4

,2

(%5752,

OCh4
Ohb

[8Ch5

Dh5 ]2,2

9Ch6
Ohb

9Ch8
Ohb

(%5 )52

9Ch5
Oh6

9Ch6
Oh6

9Ch9
Oh6

Figura 5.4: Matriz Jacobiana m = 3 n = 3016l

aCh4
ORT
dCh5
Oh8
ACh6
Oh9
dCh7  OChT
ORT Oh8
OCh8  OChS ACh8
OR7 Oh8 9h9
dCh9 [OChQ}
Oh8 on9 133 |
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Al momento de realizar la programacion la estructura de la matriz Jacobiana puede resultar compli-
cada, pero analizando una Ch intermedia, ejemplo C'h5 se tiene:

Ch5 = Claohl'y) + C255h8Y) + CO20hYY + 30208y + Cdaahy) + Xt hite)
Se oserva que el resultado de las derivadas parciales seran constantes y conocidas como se muestra a
continuacion:

0 j i
e (C12.2h2 + 22204 + C022h5 + 32206 + Ca 218 + N B5) = Cla,

9
o (012 2h2 + C2.2h4y + C02.5h5 + C35.2h6 + Cdy 2h8 + Xt h5) = (25,

0 i
ah6 (012 oh2 + 022 ohd + COQ ohb + 032 2h6 + 042 2h8 + ’Z’t h5> = 032’27

) i
o5 (012 2h2 + €29 504 + C03.5h5 + 35,276 + Cidy 2h8 + X h5) = Olyo.

El desarrollo de 955 es extenso debido a que los elemento C1;;, C2;;, C3; 5, Cd;j , CO;; y %
dependen de h5, resolviendo por la regla del producto para la derivacion se tiene que:

dchl
M= a5 (012 2h2 + 022574 + CO22h5 + C32,216 + Cda 28 + Kh5>

dC1 ac2 dCo dc4 v dhsY 1 dv;
012Z n2dCL | oo o col h5—— + C3 ZZ h6— Cc4 h8—— + 72 ~
s s T 51 + s s T * + + dh5 ah5

At dhb

dC1 dC?2 dCo dC'3 dc4 1 dy;
dH = h2 e + +hdps + 5+ 6+ h8 e +

-+ CO0.

dCl dCc2 dC3 dC4 dy  dCO
Por medio del I\C/IDF sgreahzan las correspondientes derivadas Sz, 9=, G, Gi5s ans YV ans - Donde
la derivada para 421 y 9C3 ge calcula de la siguiente forma:

Az Ah Az Ah
a (ffu =% Yighijg + 7) —a (ﬂcu = % Yighij — T)

el (Ax?) (Ah) ’

dC3; ; = b (xm, Yij+ Ay hi; + %) b (xw, Yij +5 2 2 i 2h)
s (Ax?) (Ah) '

dc2  dc4  dy dCo o .
El proceso es analogo para 9= , 97z, 775 mientras que 97z se construye de la siguiente manera:

% = —(dCL;J + dC2Z—,j + dC?)i,j + dC4i’j + d’yi’j).

Donde el Jacobiano se estructura de la siguiente manera:

Se obtiene el equivalente a la ecuacion 3.8 descrita en el capitulo 3
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I [dH]l,l [03]2,1 [04]1,2
[02]1,1 [dH]z,l [03]3,1 [04]2,2
[02]2,1 [dH]S,l [04]3,2
c1 dH C3 c4

H = c1 c2  [dH],, O3 C4
c1 c2 dH c4

c1 dH C3
c1 c2 dH  C3

c1 2 [dH],, |

Figura 5.5: Matriz Jacobiana m = 3 n = 3 Reducidal'f]

ho i (VD = M) =0, (5.17)

(5.18)

donde:
(ho)™ representa la primera iteracion de Newton
(hO)N+1 representa la iteraciéon N + 1 correspondiente de Newton

Se repite el cdlculo de la ecuaciéon 5.18, si la diferencia entre héVH y hi’ es muy pequefia, entonces se
han encontrado los valores de h;.

H (ho) ¥

(hO)NJrl _ (hO)N -

Un problema en esta expresiéon es que no puede realizar divisiones entre matrices, es por ello que se
resuelve mediante la aplicaciéon de la Correccion de Newton descrita en el Capitulo 3 donde:

Se obtiene un sistema pentadiagonal del tipo Ax = b, el cual es posible resolver mediante algin sistema
de soluciones lineales. Finalmente se obtiene el valor de (hO)NJrl mediante la iteracién de Newton

YT =nl —CN
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5.1.2. Programaciéon del Modelo Computacional

En esta seccién se aplican los pasos a seguir para llegar a la solucién del problema a resolver, empleando
el sotfware computacional Matlab y aplicando la teoria descrita anteriormente.

El modelo computacional se desarrollara utilizando un esquema de nodos esquina y numeracién normal
por columnas como se muestra en la figura 5.1 . Se utiliza como herramienta el software MatLab.

En donde h corresponde a la matriz resultante de la combinacién ordenada de X y Y la cual incluye
datos de frontera como se muestra en la figura 5.6 .

FRONTERA3

(m,1) & ) & Q) (m,n)

[ ] ® ® ®

0 F2 0
g - F1 0 F4
o

E o @ ° o ot 0 F3 0
g g Esquema de la matriz h
21 ® ® [ ] ® ®
1L1) & @ ® - O (1,n)

2 FRONTERA 2

Figura 5.6: Esquema de la matriz hl'6]

Mapa:

Se le nombrara "mapa” a la estructura de pasos princiapales que se deben seguir para resolver el pro-
blema computacional. El mapa no pretende ser un diagrama de flujo sino una herramienta que permitira
identificar las variables principales a calcular.

Mapa Bidimensional no Lineal

Recibir Datos. Se reciben los datos a través de funciones externas al programa principal.

a(:c,y), 5 (xay)a g (xay)a ’}/(‘T,y)*) Funciones

X =A{xi;} Y =A{yi;} — Arreglo

270 ={ZZ0;;} — Arreglo

At, Ah, tyi, — Ndmeros

Calcular. Realizando los célculos correspondientes para cada At hasta tf;y:
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Ax, Ay, n, m — Nidmeros

cl, 2, ¢3, c4, gam— Arreglos

dc0, decl, dc2, de3, dcd, dgam— Arreglos

g — Arreglo

Construir. Construyendo las varibles que dependen de las calculadas

c0— Arreglos

H— Arreglo

dH— Arreglo

Resolver. Con la CN se resuelve

Por medio de eliminacién gaussiana y usando una funciéon propia de Matlab conocida como BackSlash,
se obtiene la soluciéon del sistema.

H'CN=H
Finalmente se utiliza:

ho =ho —CN
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5.1.3. Pseudocédigo Recibir datos

{@ij},{vis}
a(x,y), b(x,y), g(x,y) gam
At: Ah, tini tfin

h(m,col)
hi,j = h(ren,l) ho int h(ren,n)
h(l,col)
Calcular
ho = ho int

n = tamano(x) — 2
m = tamano (y) — 2

__ Tder —Tizq
Ax = ==

Ay — Yder—Yizg

m+1
Tint = {xz,i» ) l'mfl,i}
Yint = {96,7',2, vy xj,n—l}

Diferencia =1

Tolerancia de Newton = 0.01

Para cada At desde t;,; hasta t¢;, = A
h01 = hg int

Mientras que Diferencia > Tolerancia de Newton =— B

N
O] = a(fvmt — 5 Yine ,ho)
- Ax?

A
b(wint Wint+ Ty 7h0)

C2 = o
O3 — b(Imt’yint*%,ho)
= N
O4 — a(zint‘i’%’yintvhl))
- Az?
amt = aam Tint,Yint, o
g g At

9 = g (Tint, Yint, ho)

CO=— (Cl+C2+C3+Ca+ 2230

H=0C1(ho_ )" +02(hto, )Y +00(ho)" +c3(ho, )" + Ca(hlo, )" + gamt (z;,y:) hol —

=1,
9(%ij,9i5)
_a(@int— B Yint ho+ A ) —a(Bint— B Yine,ho— )
dC1 = Az2Ah
b(xinmyint‘i’%,h0+%)7b(zj7yi+%,h07%)
dC2 = APAT
dO3 — b(fmf,,ymf,-l-%,h0+%)—b(zz‘m,yim-i-%,ho—%)

AyZAh

Ax Ah Ax Ah
(ﬂfint-i' 55 Yint,ho+ 55+ ) —a(lmr‘r =% Yint ho— T)

a
dC4 = AzZAh
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(Jcint,,ymtJw-ﬁ-%)—9<96mt+%,ymt7ho—%)
Ah

dgamt = g

dC0 = — (AC1 +dC2 + dC3 + dC4 + 2522 )

dH = dC1x(h; ;1) +dC2%(hi_1 ;) +dC0x(h; ;)N +dC3%(hit1 )~ +dCax(h; j41)" —dg1+CO

CN = Solve (dH,C1,C2,C3,C4,H)

(ho)"*t = (ho)™ — CN

Diferencia = Mz |CN|

hoint = b1

fin (mientras = B)

fin para = A
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5.2. Desarrollo del Modelo Computacional

5.2.1. Dos Ecuaciones No Lineal

Las siguientes ecuaciones representan la difusion en dos dimension en donde no se considera la depen-
dencia cruzada debido a que el problema no lo requiere. Se hallara la solucién computacional mediante
la discretizacion de las ecuaciones de la misma forma que en la seccién anterior, donde los subindices de
a;; indican el namero de la ecuacion a la que pertencen y el nimero de la variable de la que dependen
respectivamente, es decir:

9 (a %) L9 (a %) L9 (5 %) (5 %) ( on1 | ‘9h2) _ (5.19)
8$ 11 a 8 12 ax 8y 11 8y 12 Y11 —(—— a Y12 at = Jg11, .
E(a %>+£(a %>+£(IB %)+ﬁ(ﬁ %) ( %4, 0h2)— (520)
oz \“*' 5 9x \“* oz ) T oy oy ) T oy 7Py TR TRy ) T 9 :
aij (z,y,hl, h2) Bij (z,y, h1, h2)
Donde g11 (z,y, hl, h2) g22 (z,y,h1,h2) .
hl(z,y,t) h2 (z,y,t)

De la misma manera que en la ecuacion 5.8, se derivan —v;; 2L 8t Y—"j 68';2 respecto al tiempo, en

donde:

Ohl h1(t1) — p1(to)
~ii = (5.21)

ohl h2(t1) — p2(to)

iy = AL (5.22)

Aplicando el MDF a 6306 (ann %};1) ’

as (augy) ~

_l’_

Ax? Azx? Azx? Ax?

a(ri,j—%,yi,j,hl,iﬂ)h <a<$i7j+A2I7yi7j,hl,h2)
ijo1—

Las variables siguientes corresponden a los términos 68 (a11 %’;1) (,811 am)

— 42 y; j,h1,h2)
Ax?

A% yi,y,h1,h2)

ayi (@i, —
C4yy = ( v

o1, =

ﬁll(xi,jvyi,j_%vhlth) O34 Bll(ﬁfi,pyi‘j_%ahlth)

CV211 Ay? Ay?

C0y; = (0111 +C211+C311 + C441 + 7“ ) La discretizacién de la ecuacion 5.19 y la ecuacién 5.20

queda de la siguiente forma: donde la variable K;; hace referencia a la dependencia de la variable h2, por lo que:

Clllhli’j,1 + CZthi,Lj + COthm + C311h1i+17j + C411h1i7j+1 + K112h2j,1,i +

...K212h2i_17j + K012h21'7j + K312h2¢+17j + K412h2i7j+1 =011 — (X; hl(to) Xz h2(t0)) (523)

a((a}i,j — A;,yi,j,hl,h?)) . +a <x” - %,yiyj,hl,hZ)
(%)

hij+1.
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Clglhli,j_l + 0221]111‘_17]‘ + COthliJ‘ + 0321h1i+17j + 0421}121'7]'_,_1 + K122h2i,j_1 =+ ...

WK 20002, 1 j + KO022h2; j + K329h2; 11 j + K422h2; j 11 = gao — (%hﬂt“) + %m(t“)) ;o (5.24)

los términos correspondientes a %hl(tl), %h?“l), %hl(tl), y %iﬂ(tl) se factorizaron en las com-
ponentes C011, K012, COz1, y K025 respectivamente;

Reagrupando términos:

0111 K112 hli’j,1 + 0211 K212 h].ifl’j + 0011 K012 hli’j +
0121 K112 h2i,j71 0212 K212 h2i71,j 0012 K012 h2i,j

U311 K312 h1i+1,j + C4y1 K445 h117j+1 _ gnf(%hl(to)+%h2(to))
T C312 K349 h2i41 Cdyy Kdio h2; 11 ga2 — (A1) 22 po(to)) |°
(5.25)

igualando a cero la ecuacién 5.25, se genera un sistema acoplado no lineal como se muestra en la figura
5.7

(W] [s][C] [N [E] =0
(W] [s][c] [v] [E] = 0
(W] [s][c] [N [E] =0

(W] (S]] [N [E] =0

(W] [S][¢] [N] [E] =0

(W] (€] [N] [E] =0

(W] I [C] [N] [E] =0

(W] [S] (€] [N] [E] =0

(W] [s] (€] [N] [E] = 0

Figura 5.7: Sistema acoplado no lineal('%
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los términos de la figura estan dados por:

. Cli1 Klio
W= [ i Kim | (5.26)
0211 K212
= .2
5 [ C2:1 K22 } ’ (5.27)
_ C011 K012
c = [ Cou Kl ] , (5.28)
C311 K312
= .2
N { C301 K3s | (5.29)
_ 0411 K412
E = { i K ] : (5.30)
. . . . , . . ‘ p H[pto] .
Se linealiza el sistema mediante el método iterativo de Newton ht = hto — ROk mientras que:
i Chl )
Ch2
hly,hlg, .. hl, | :
H( ho hoy  hon )= Chk (5.31)
Chmx*n—1
Chmxn
y:
TRl + 2 h2
Chy, = [W]kfm + [S]kfl + [C}k + [N]k+1 + [E]k+m - (i iﬁ ) . (5.32)
(Zh1 + Z¢h2)
La estructura de la matiz Jacobiana J;, se representa por H* [h'°]de la siguiente forma:
r dChly  9Ch2; aCh1y aCh2, dChly  8Ch2;
Oh1y dh27 Ohly 9h2y Ohl; Oh2;
|: aChly  9ChZy :| |: aChiy aChZ } achly,  ochd;
Oh1y Oh2y dhiy dh2y On1; Oh2;
dChl1q dCh2q aCh1y aCh2 8Chiy dCh2;
“Bhig “Bh25 9h1 9h2 Ohl; Oh2;
{ aCcht,  oCh3, } |: achf,  achs, } achly,  achd;
T—H" his oh2g Dhig h2g EIay oh2; (5.33)
dChlmn 9Ch2mn Chlmn Ch2mn 9Ch1; 9Ch2;
[ Ohl1q Oh2q :| |: Ohlg Oh29 } Bhlj 8h,2j
8Chlmn 9Ch2mn OChlmn 8Ch2mn aChi, aCh2,
L Ohiy 9h2, Ohig Oh2y ohi; dhZ;
9Chl; __ 0 9Ch2; __
Ohl; oh2;, .. .. .o .
Jii= 1| acni, 0 OChS, —0 Sij# (4,7)€eennnnnnnnn i—m, 1 i, 1+ 1, i +m.

Los valores en la matriz Jacobiana para una C'hk intermedia ecuacién 5.32 se calculan:
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Derivando Chk respecto a hlg_,, y h25_,, se obtienen los valores de del Jacobiano correspondientes

dchk dchk
ahlk,m, ath,m
a dchk dchk ;

Ohli_m Oh2p o,

0 (Rh1+R%2h2) 1\ _ Cln
8h1k,m <[W]k—m =+ [S]k—l + [O]k + [N]k—i-l + [E]k-l-m - |: ('YAzl hl + A22 h2) - 0121 5
9 (Zrhl+ R2h2) T\ _ Kl
8h2k—m <[W]k—m + [S]k—l + [C]k + [N]k+1 + [E}k-&-m - |: (%hl 4 22 h2) - Klog °
Ochk Ochk
Los resultados de las parciales ( 8%16’7176"1 8’520’7176"1 )son los valores correspondientes a W.
3h1k7'm athf'm

Obteniendo las parciales con respecto a hly_1 y h2;_1 se tienen los valores del Jacobiano correspon-

Ochk Ochk
dienes a (i g ).

Ohly_1 Oh2),_1

d (Rhl+ 32h2) C211
— t t —
Ohin s ([W]km + 81 + [Cly + [N]er + [Eligm [ (%hl + %hQ) C291
0 Tt p1to) 4 Jz ot K21,
ath_l ([W]km + [S]kfl + [C]k + [N]kJrl + [E]ker - |: g721 hl(to) + ’722 h2( )g :|> = K295 °
_Ochk  _Ochk
Asi mismo, los valores para agi;’;g ! 6'53,’;@ ! ]son los correspondientes a .S.
Ohlp_1  Oh2k_,

Por lo que se demuestra que los valores correspondientes son:

dchk dchk
Ohly Oh2y, _
Bchzz,l Bch}gl - N7

3h1)€+1 8h2k+1

dchk dchk
Ohly Oh2y _
dchik " dchk = Lk

8h1)€+7n 6h2)€+m
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De la derivada de Chk con respecto a hlp y h2; se obtienen los valores correspondientes a:
dchk dchk

( ghle  gh2y ) pero el desarrollo es extenso debido a que W, S, N, E , C'y %+ dependen de
Ohly  Oh2y

Chk. resolviendo por la regla del producto para la derivacién se tiene que:

drh:_ 9 Arh1+32h2) T
dHo — 9hiy Wl + [Sli—y + Ol + [N]pyr + Bl — (%hl + T2 p2) ~
Meom G b G MG e GE e fGE &G Con dHu
+ + + + + + = .
MiomGgs Pl fGE hLSEE W fEE MR &gy C0n dHa
(5.34)
Analogamente los términos que componen a %ﬁ;k son:
d
h2kmTGpd® P21 G2 R 2GR B2t R KO dHi
+ + + + + + ~ :
W2kmTGpg® P2 h2EE h2en G2 B2 48R KOn o dHy
(5.35)

. . . . dC1;; dC2;; dC3;; dC44 dyis dK1j,
Por medio del MDF se realizan las derivadas correspondientes a 35, &mai | Spoi  Srsii | 2git =gl
dK2jj dK?)jj dK4jj d’)/jj

dhk ° “dhk ° drk 0 Y dnk -

: H H dClll dK212 dC321 dK499 : : .
Ejemplificando lo anterior, =551 nalz S22l vy 2222 se calcula de la siguiente forma:

Ahl A Ahl
an (ffu S5 Yig hlig + ) — o (xw =S g hlij - S )

dClyy, , =
Clus, (Ax2)(Ah1) ’

(5.36)

UKo Bi2 <l‘z’,j7 Yij — % h2;; + %) — P12 (Jﬁmw Yij — % h2;; — %) 3
1 (397) (502) B

Ba1 (mim Yij + %hli,j + Ahl) Ba1 (xm, vii + 5 S hl; Aghl)

A0, = (Ay?) (A1) ’

(5.38)

o2 (mw + 55 v h2i 5 + Ahz) — Qg (xu + 55, iy h2i — %)

s = (202) (552)

(5.39)

El proceso es analogo para los términos restantes. Donde la derivada para ddc}?,il , y andlogamente para

dC0s57 dK012 dKO0so .
AL dhk. —ani. se construyen como:

dg}?él = 7(d011177 + dCQlli)j + dC?)lli)j + dC4117‘,,_7‘ + d711i,_7)-

Donde el Jacobiano se estructura como:
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[ [dH],, [Ny, (B |
(Sl [dH]y, [N, [Els
[Sloy  [dH]s, (El32
w dH N E
H = W S [dH),, N E
w S dH E
w dH N
w S dH N
! w S [dH]35 |
Figura 5.8: Matriz Jacobiana m = 3 n = 3 Reducidal'f]
| dHy1 dHyo
dH = { i ] . (5.40)

Con los valores obtenidos es posible hallar el valor de (hl)(NH) mediante la iteraciéon de Newton
descrita por la ecuacion:

(5.41)

Se repite el calculo de la ecuacién 5.41 hasta que la diferencia entre hév tly h{’ sea muy pequena,
empleando la Correccion de Newton, obteniendo un sistema tridecagonal del tipo Az = b el cual se
resuelve mediante algin sistema de soluciones lineales. Finalmente se halla el valor de H (hl)N+1 ,

H (b)) = H (ho)N — CN.
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5.2.2. Programaciéon del Modelo Computacional

Mapa:

Mapa Dos Dimensiones No Lineal con Tiempo
Recibir datos

{z;};_, — Vector (arreglo)
{vi};_, — Vector (arreglo)

a11,12,21,22 (iF, y): ﬂ11,12,21,22 (ﬂ”, y)a 911,22 (xv y)—) Funciones
Fron hl — Ndmeros

Fron h2 — Ndmeros
Calcular

Az, Ay, mn — Numeros
clii21, 211,21, €311,21, ¢di1,21— arreglos
k112,22, k212,22, k312,22, k412,22—> 07’7‘69105

gamg;, gam;;igii, goo— arreglos

d0111721, dC211’21, dC311’21, dC411}21—> arreglos
dk112722, dk212722, dk312722, dk412,22—> (Z’I"T'BglOS

dgamy;, dgam;;— arreglos
Construir

c011,21, kO12,22,— arreglos

d6011,21, dk012722,—> arreglos

dH11, dHQ0y2,— arreglos

dHs1, dH099,— arreglos
Resolver
H'CN = h}} — Sistemano Lineal

H (b)) = H (ho)N —CN
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5.2.3. Pseudocédigo

Recibir datos

{2} {ysa

a(z,y), b(z,y), g(z,y) gam
AL, tini, tfin, A1, A2

hl(m7col)
hlj,i = hl(ren,l) th int hl(ren,n)
hl(l,col)

h2(m,col)
h2j,i = h2(ren,1) h20 int hz(ren,n)
h2(1,col)
hlo = hlgine  h20 = h20int
Tint = {wz,u ooy xm—l,i} Yint = {%‘,2, ooy wj,n—l}

Diferencia =1

Tolerancia de Newton = 0.00001

Calcular
n = tamano(x) —2 m = tamano (y) — 2
Ag — zde;:izq Ay = ydcr:L;?;{izq
Para cada At desde t;,; hasta t¢;,
h01 = hlgine  h02 = h2gine
Mientras que Diferencia > Tolerancia de Newton

a,i,i(w,-,j—%,yi,j,hl,h2) lljj (w,»—%,yi,j,hl,’ﬂ)

— L J

Cl;; = v Kl;; = v

9. — Bii(wi ji ;i — 52 h1,h2) K9, — Bii (i i 5— 52 h1,h2)
i = Ay? J3 = Ay?

03, — ﬂii(wi,pyi,j—%,hl,h?) K3, — Bjj(wi,jvy'i,j_%vhlvhg)
iw = Ay? J3 Ay?

04 . aii(mi,jf%,yi,j,hl,hQ) K4 - ajj(zi,jf%,yi,j,hl,h2)
i = Az2 Ji = Ax?

int Yint
gamt” — gamii (mznt thnt O)
911 = g11 (Zint, Yint, ho) 922 = 922 (Tint, Yint, ho)

Construir

C0;; = — (C].“ + C2; +C3;4 + C4y; + 79%“’)

K0;; = — (Kln‘ + K2 + K3 + K44 + %)
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Calcular

Hyy = 001 (h1!)" + K0 (h217)"™ +

Cly; (R1Y

7,7—1

)+ K (h2t )™+
€20y (110, )Y + K205 (h20, )Y +
C3n (hlfil,j)N + K319 (h2§°+1’j)N +
Cay (W1 )™ + Ky (h200, )Y +

gamiy (x5, Yi,;) hO1 + gamas (5,5, 5,5) h02 — g11 (25,4, ;i)

Hss = C09 (hlfoj)N + K099 (hQE?j)N +
Clar (1%, )" + Klag (h20,_ )" +

) K2 (2l )"+

C25; (h1}°

i—1,7
C3a1 (115, )" + K3ao (h215, ) +
Cloy (h1%,, )™ + Koy (h217,)" +

gamar (2 5,Y:.5) ROl + gamas (x; 5,y ;) h02 — 22 (x5, Y;.)

AN AN
aii (@i —4%, yig hliy+ 255 h2) —aii (i — 4%, yij hlij— 537 h2)

dCly, ; = (Az2)(Ah1)

Ah2 A
Qi (wi,g‘—%7 Yi,j hli,j7h2+T)_aii(1i,j —A8% Y hli,j7h2_$)

dK1 =

JJi,j (Az2)(AR2)
A W Az h
dC2.. = Bjj(zﬁjvy,i,_i_Tyvhli,j“l‘A;17h27’,,j)_ﬁjj(fi,j»yi,j_Tyyhli,j—Aé17h2i‘_j)
i, Ay2)(ARL)
A A1
dK2.. — Big (migoyi5— 5 h1i 5,h20 5+ 282 ) —Bys (wi5,yi 5 — B2 hli 5,02 5 — 252
773i,5 (Ay?)(Ah2)
Ay 3 Ay,
A3 — By (@i, yi 5+ 5 hL, g+ 20 82 5 ) =B (20,590,552 bl — 20 82, )
Wig T (Ay?)(Ahl)
A A
dK3.. — By (i39035 015,020 5+ 252 )= B35 (s 5,95, + 32 hli 02, — 202
Jdii (Ay?)(Ah2)
dC4,: — i (i 55, yi, hli i+ 2525 h2) —aii (w0 + 55, yi g hlij— 255 h2)
i,y = (B2 (ARD)

Otm‘(%\j-‘r%a Yi,j hli,j,h2+¥)—an(ﬁfi,]‘+%,yi,j }Lli,j»h2_¥)

dK45, , = (Az2)(Ah2)
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d _ gii(xi,j 1yi,j7h1i,j+%7h2'i,j)_gmﬂ(in,j‘i‘%7yi,jvh1i,j_%ah2i,j)
gami; = ARl

dgam.;; = gii(wi,jyyi,j;hli,j;hzi,j+¥)_gii(1i,j+%7yi,j7h1i,j7h2i,j+¥)
73 — Ah2

Construir

dC0; = — (AC15 +dC2u; + dC3y; + dCAy; + 12555 )

AK0j; = — (K15 + dK 25 + K355 + dR4y; + 2050 )

Calcular

dH;; = dC0; (hlz()l)N + dKOjj (hzt.o )
dC1;; (h1, N

o)
)

dC2; (h1P

+ dK1;; (h2}°

1,7—1

N dK2;; (h2

1,5

N

+
+
+

N
+

)
) N
dC4;; (h1f; )

o) +dK4; (h2l

) 4,54+1
N N

dC3i; (hlf"ﬂ g) + ngj] (hQZgrl J) +

+dgami; (x5, yi,5) RO + dgam; (x5, yi, ;) h02 — g11 (5 5, yi,5) + CO44,

dHj; = dC0;; (h1%)™ + dK0y; (h2t0)"
dC1,; (h1%, N

o)
)"

dC2; (h1P,

+ dK1;; (h2}°

1,7—1

+dK2;; (h2}*, y

dC3ii (hlf"ﬂ g) T dK3;; ( 2:11 i Y

N

)+
)+
N
)+
)+
dC4;; (hlfog—&-l) + dK4;; (h2fog+1) +
dgamii (l‘@j, yiJ) h01 + dgamjj (l‘i,]’, yi7j) h02 — d922 (.in,j, yi:j) + Kojji,j

Resolver
CN
(ho)™*! = (ho)Y —CN
(ho)™ = (o)™
Diferencia = Maximo Absoluto|CN|

fin mientras

h1 _ (hO)N+1

fin para
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Realizando una comparacion de las ecuaciones 5.23 y 5.24 con la ecuaciones que modelan el flujo agua y
aceite en un medio poroso en dos dimensiones, sin considerar la profundidad son:

(Thopl) o+ (Tp )y + (Lo + Tow + Ton + Toys)"® hiY + (TLoph ) + (Thopht) g .-

W

- (pa)”

{601 = S0)b)3 — (61—

So)bo)

(5.42)

(10 (o= ") o+ (T3 (P = PO") |+ (Tas o+ Tow + Toy + )™ (B = P)' .

(T (= P)) 4 (T (P P () = o {(8Suba)ld — (95ube)2 )

At

(5.43)

Ecuacion 5.23 |

Ecuacion de aceite

| Ecuacién 5.24 |

Ecuacién de agua

Cli1hi -1 (T(f?pﬁ,l)w Clorhj_1; (T£° (o — Pc)tl)w
C211hi—1; (Té?pff)s C2o1hj i1 (Té‘) (Po — Pc)t]>s
CO11h; 5 (To.pr + Tow + Ton + Tos5)™ pit CO21hj (Topr + Tow + Ton +Tos5)™ (po — Po)"
C311hit1, (Thopht) C321hj 41 (Tff (Po — Pc)tl)N
Chiihjia,j (Tepe ) g Clagrhjri (T(ff’ (Po — Pc)“)E
Klighs j—1 No se requiere de este coeficiente Klaghj_1 No se requiere de este coeficiente
K219h; 1 No se requiere de este coeficiente K295h;1 No se requiere de este coeficiente
KO12h; ; No se requiere de este coeficiente KO2h; ; No se requiere de este coeficiente
K3i2hit1,; No se requiere de este coeficiente K320 .41 No se requiere de este coeficiente
K4hi2i 41 No se requiere de este coeficiente Kdoohji1, No se requiere de este coeficiente
%hl(t‘)) No se requiere de este coeficiente %hl(tﬁ) No se requiere de este coeficiente
1z po(to) Yoo (¢(1 — Sa)ba)e 2L polto) Vo ($Saba)d
g (z,y,h) +(pa)" g(z,y,h) +(pa)"
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En general las ecuaciones 5.23 y 5.24 no se limitan a un problema en especifico. En el capitulo 9M se
describen las ecuaciones que modelan el flujo aceite y gas en un medio poroso y la ecuacién estan descrita
por:

2 (pa)" 2 { (91 = S9)b)E — (8(1 = S,)bo)E | (5.44)

(Tg (po - cho) + ToRspo)E + (Tg (po - cho) + ToRspo)W + ...

to
((Tg (po - pcgo) + ToRspo),E + (Tf] (po - pcgo) + ToRspo)W + (Tq (po - pcgo) + ToRspo)N + (Tq (po - pcgo) + ToRspo)S) Po

-+ (Tg (po - pcgo) + ToRspo)N + (Tg (po - pcgo) + ToRspo)S

v
t b. t1 t
E (pa) {(¢59bg + GRs(1 — Sg)bo)2 — (¢Syby + dRs(1 — sg)bo)co} (5.45)
Donde:
k
To = kmAmi o
g uoBop
k
T, = Bk, A, —%
! g By
| Ecuacién 5.23 Ecuacién de aceite | Ecuacion 5.24 | Ecuacién de agua
Clush 1, (Topit) Clarhi ;1 (120 (P, - P)")
C211hji1 (Tfﬁpf})s C221hi—1,; (T,io (P, — Pc)tl)s
COnhji | (Tom+Tow +Ton +Tos)" Pl | COnihiy | (Top + Tow + Ton + To,s)™ (Po — Po)”!
C311hyit1 (Tepe') C321hiy1,; (Tff (Po — Pc)tl)N
Cdiihjira (T2°P5 ) Clorhija (Totf (Po = Pc)tl)E
Kliohj_1; No se requiere de este coeficiente Klooh ;1 No se requiere de este coeficiente
K212h;,1 No se requiere de este coeficiente K299h; 15 No se requiere de este coeficiente
KO012h;; No se requiere de este coeficiente KO022h; No se requiere de este coeficiente
K312h;i41 No se requiere de este coeficiente K322hi11,; No se requiere de este coeficiente
K4hi12j41, No se requiere de este coeficiente Kdaoh; j11 No se requiere de este coeficiente
%hl(to) No se requiere de este coeficiente %hl(to) No se requiere de este coeficiente
Aph2™) % (6(1 = Sa)ba)cs Aph2™) Y (0Saba)e
£ (pa)” g (z,y,h) + (pa)™ g9(z,y,h)
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5.3. Validacién del Modelo Computacional

La validaciéon del modelo computacional se estructur6 de la siguiente manera:
A) Problema una ecuacién dos dimensiones lineal sin tiempo (1E2DL)

B) Problema de Ertekin (1E2DL)

C) Vectorizacion del modelo computacional dos ecuaciones bidimensional

D) Aceleracion de convergencia en dos ecuaciones bidimensional no lineal sin tiempo (2E2DNL)

5.3.1. A) Validacion una ecuacién dos dimensiones lineal sin tiempo (1E2DL)

0 Oh (z,y) 0 oh(z,y)\ _
2 (a1ax> + oy (5153/) =91 (5.46)

Validando la solucién gréfica de la ecuacion lineal 5.46 cuando h = z?y en los intervalos ze [0, 1] y
ye [1,0] como una comprobacion del modelo computacional bidimensional de las ecuaciones en derivadas
parciales. Donde la grafica de la solucién exacta esta dada por:

}{zy Original

0.8

Figura 5.9: Solucién exacta

Las variables correspondientes estan dadas por:
Q) = 51'2 + Y,
B = 6x + Ty.

El lado derecho corresponde a.
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| g1 |

2 (52% +y) (2zy) = 2y (152% + y)

2 (3z 4 y?) = 2ya?

El sistema no lineal pentadiagonal se resuelve mediante mediante el método de Gauss-Seidel.

}{2}' Calculada

EIBL_

Figura 5.10: Solucion del Modelo

Se observa que la gréfica de la solucién exacta, es identica a la arrojada por el modelo computacional
por lo que se verifica que el modelo trabaja de manera correcta para una ecuacién bidimensional.
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5.3.2. B) Problema tomado de Basic Applied Reservoirl'’ pagina 202

TABLE 8.3—WELL INFORMATION FOR INCOMPRESSIBLE-
FLUID-FLOW EXERCISE
Radius
Well  Block Type (ft) Specification
W-2  (9,3) Producer 0.25 Pwr=5,600.0 psia
W-3  (44) Injector 0.25 Qs =2,600.0 STB/D
(a) Region irregular (b) Datos requeridos

Figura 5.11: Estudio del Yacimiento una Fase dos Pozos 4

Considerando el yacimiento representado por la figura 5.11(a), donde los puntos w — 3 y w — 2
representan pozos con las caracteristicas de la figura 5.11(b). Se asume que es un yacimiento 100 %
saturado por un fluido incompresible. La viscosidad del fluido es 1.0 cp, su factor de volumen es 1 5@751)3
y las constantes de transmisibilidad se dan por la figura 5.12

X-DIRECTION TRANSMISSIBILITIES (CONSTANT PART)

wkdkank 3174 1711 0.000 #eioekd deokok ok * ERREEEREE
3.521 8165 4.370 1.834 0.000 0.848 0.000 *#xxxkkiakkaohk
5450 9.830 7.332 5448 3998 2.118 1755 2.696 2207 1435 0693 0.000
7.887 10766 11.325 10.537 9421 6341 4.836 5958 4.707 3.063 0964 0.000
1783 2913 4529 9.739 10240 6.223 3.728 3.790 2233 0.000 *wwewiekkkickx

ok - 2230 4037 3423 1699 1285 0525 0.000 *+herssberis

HRBER R RS R 0.833 0902 0000 *** . wxs
o e s e el e ook o ok o o ok ok * ¥ 1.138 0.995 0000 FFEErsRERkerEREsaEs
e KRERERER R RS R SRR 0800 0.820  0.000

Y-DIRECTION TRANSMISSIBILITIES (CONSTANT PART)

wikRek 4979 4555 2249 bbbl b s

2700 12495 10392 7.266 2.867 *¥++ ¥ 1.63F 3.72] sexksesaseaan
3974 10.847 10459 12.267 8.180 7.034 9.167 8380 4595 7225 2432 129
1.910 - 5.008 5209 13.999 11.445 11.347 15822 10.100 4.826 6.662 0.000 0.000
0000 0000 0000 7.088 10318 13.099 18.395 7.850 2.834 2943 ‘ewxwkkkaikais
0.000 0.000 2967 10371 4.949 0.000 0.000 wrwwrwwies

* #x #0000 5343 3.671 *
et oo * 2347 2396 0517 *exs e
BEEsOEROLS oesmrees 0000 0.000 0.000 *FEERKEKEKBEEEREIE

Figura 5.12: Transmisibilidades en Direccion , y!*

Los resultados obtenidos en la fuente se dan en la figura 5.13:
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weoakex 71779 7178.0 7173.0 * b A4 el bbb d
71789 7178.1 71765 7168.1 7122.4 ** 6237.1 63209 F:eErxrerrass
71790 7178.1 71751 7169.5 70954 69872 68115 65484 61864 63475 63734 6375.8
71824 7180.7 7181.6 7197.6 70842 69814 68253 6610.1 6444.6 6402.5 6388.1 6388.0
71789 7174.8 71635 71379 70571 6970.6 68375 6653.1 65243 64363 *reerrreesess
FRERREEERsRRGEsLeaitr 71133 70360 69553 68374 66843 65589 64532  rerkkkkskmrns

EE ¥ 6923.3 6B25.2 6717.6 *
* *kkk xx¥ * 6809.7 67374 67370
R ' #kokA Kk ¥*% 6B09.4 6736.7 67354 *+

Figura 5.13: Resultado de Presiones!'

Los resultados se obtuvieron mediante el conjunto de datos tomados a partir del renglén 3 hasta el
renglén 6 con todas sus columnas y los resultados fueron los siguientes:

1.0e+03 *
B T T I P T L EETT ok ok ok *okeok ok ok kR oAk ko ok EET T
* i e = g e = e i 3 o o TeE1 K
7.1776 7T.1607 17,1343 1.0922 7.0286 6.9578 1.0284 7.0918 7.1336 7,1596 7.1758 7.1861
* 11718 7.1503 7.1165 7.0588 6.9486 6.6931 6.8483 7.0583 7.1156 7.1489 7.1693 7.1823
* 7.1124 7.1525 7.1227 7.0778 7.0137 6.5453 7.0135 7.0773 7.1218 7.1510  *kkdkok REEES X
* o kEEN bbb ook 7.1159 7.0833 7.0608 7.0831 7.1155 7.1432 7.1634 e ERERE X
HEKK KA RK R TS * A K Rk HARKKD MR EE T L kKK R K EET 2L T s

Figura 5.14: Resultado en Matlab

Se observa que los valores arrojados tienen un rango de diferencia pequefio por lo que se asume que
el problema se esta resolviendo correctamente haciendo notar que el objetivo no es reproducir el ejercicio
con la misma precisién debido a la manera en que se programo, sin embargo los resultados son congruentes
a lo esperado.

5.3.3. C) Problema Vectorizado del modelo computacional dos ecuaciones
bidimensional

A menudo en la programacion, no es habitual realizar un andlisis en el manejo de datos, estos se
transforman en informacién cuando se estructuran y se organizan, por lo que estardn presentes en el
modelo computacional hasta que sean necesarios. La informacion puede ser manipulada conforme lo
permita el software generando que existan diferentes formas de trabajar con la infomacién, en la siguiente
validacion se ponen a prueba dos modelos que solucionan las ecuaciones 5.47 y 5.48.

2 (o Pulnn) 0 (Ol D (3 One)) Dy Onlan) oo

3% <a11W) " % (QHW> o (ﬂllahl (yj y)> (512%2 (y )) = g22. (5.48)

El primer modelo se realizé con el manejo de infomacién estructurada mediante ciclos y el segundo se
construy6 de manera vectorizada con comandos propios de MatLab, el problema es el siguiente:

Validando la solucién grafica de las ecuaciones 5.47 y 5.48 como una comprobacion del modelo compu-
tacional bidimensional de esta seccién donde hl = zy y h2 = (xy)2 en los intervalos ze[—3,—2] y
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ye[—3,—2] con Ax = 0.0094 Ay = 0.0076 . Las graficas de la solucion exacta estan dadas por:

28 28 27 26 25 24 23 22 29

T T T T
2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 29 28 27 26 25 24 23 22 21 2

Figura 5.15: Solucion exacta

Las variables correspondientes estan dadas por:

ajp =2x+3y+u a1z = 20zy +u
a9 =6x+y+u g =92+ 3y +u
B =120+ Ty +u Bio =2lzy +u
P21 = by +u Bz =22 + 15y +u

g11 =2y + Tz + (2y%) (40zy + u) + (227) (42zy + w)
g22 = (53%) + (6y%) + (2y%) (27z + 3y + u) + (227) (2z + 30y + u)
donde:

u = hl + h2.
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Las figuras 5.16y 5.17 muestran la solucién grafica de la seccion C mediante una procramacién basada
en ciclos

Model en Estructuras xy

=12

kit

B5

B

45

140 120

Figura 5.16: hl = xy

Modelo en Estructuras (xy)?

Figura 5.17: h2 = 2>
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Mientras que las graficas obtenidas a través de los comandos de MatLab son:

{Modelo Vectorizadn xy)

Figura 5.18: hl = zy

Modelo Vectarizada (xy)?

Figura 5.19: h2 = xy?¥

La solucién grafica de ambos cddigos son semejantes a las graficas originales, la disyuntiva radica
que en la programacién a base de ciclos permite tener mayor control de los datos y calculos realizados,
mintras que en la programacién con comandos propios de MatLab requiere una organizacién especial de
los datos.

La ventaja principal de usar comados propios de MatLab es la reduccién del tiempo computacional,
va que el modelo a base de ciclos finalizé el proceso de calculo en un tiempo de 28.381175 segundos,
mientras que la programaciéon utilizando comandos propios del software realizo el proceso de célculo en
un tiempo de 8.055092 segundos, realizando el calculo un 354 % mas rapido.
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75
5.3.4. D) Aceleraciéon de convergencia en dos ecuaciones dos dimensiones no
lineal sin tiempo (2E2DNL)

0 ohl (x,y) Oh2 (z,y) 0 Ohl (z,y) 0 oh2(z,y)\
p <Oél1 g ) + <0¢12 E + ay P11 By + By B2 ay =11, (5.49)

0 ohl (x,y) oh2 (x,y) 0 Ohl (z,y) 0 oh2(z,y)\
o <a21 p + | a—p + ay P21 By + By B22 By = go2. (5.50)
Sean las ecuaciones de difusiéon representadas por las ecuaciones 5.49 y 5.50, cuando hl = xy y

h2 = xy? en xe[2,4] con Az = 0.00851 y ye|[2,4] con Ay = 0.0101. Donde las grafica de la solucién
exacta estan dadas por:

{y)

Figura 5.20: Soluciones Exactas
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Las variables correspondientes estan dadas por:

ap =2x+3y+u a1g = 20zy + u
a9 = 6y + u oy =9 + 3y +u

Bii =122+ Ty +u Bi2 = 21lzy +u
Bo1 = dxy +u Bag = 22 + 15y +u

g11 = 2 (42zy + u) + 20y + 7o + 2y

goo = 2 (30y + 27 + u) + 5 + 159>

donde

u = hl+ h2.

La aceleracion en la convergencia de Newton se realiza mediante la creacion de una buena aproximaciéon
inicial, y esta se genera mediante la solucién de un sistema lineal parecido a la matriz Jacobiana a resolver,
recalcando que esta ventaja se obtuvo debido a la manera en que se programo el sistema.

En la figuras 5.21 y 5.22 Comparamos los resultados graficos de los programas 2E2DNL con aceleracion
y sin aceleracion y los resultados fueron los siguientes para 91872 variables las iteraciones de Newton fueran
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las siguientes para una tolerancia de 0.005.

[xy sin optimizar)

250

(a) 12 Tteraciones

{xy optimizado)

2480

(b) 4 Tteraciones

Figura 5.21: hl

7
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(x},rz sin aptimizar)

2480

(a) 12 Iteraciones

(}{y2 optimizada)

250

(b) 4Iteraciones

Figura 5.22: h2



Capitulo 6

Implementacion del Modelo en un
Simulador en Dos Dimensiones Bifasico

En este capitulo se hace la comparacién de un Simulador Bifasico obtenido de la tesis Simulacion
Numérica de Yacimientos en Formaciones Mojadas por Aceite 7], contra las técnicas de aceleracion
empleadas en los capitulos anteriores.

6.1. Validacion del simulador para Formaciones Mojadas por Acei-
te

Para establecer la validacion del modelo numérico construido, se comparan los resultados obtenidos
con los arrojados por el simulador comercial Eclipse 100.

En las figuras 6.1y 6.2 se aprecia que los resultados obtenidos con el simulador se ajustan al comporta-
miento de los resultados que arroja el simulador comercial. En ese modelo se considera un yacimiento de
dos dimensiones de seccién transversal en el plano x —y, simétrico, esto es L, = L, con igual nimero de
nodos (15) en x y en y, con diferentes transmisibilidades para cada direccion de flujo en cada una de las
celdas al cargar el archivo de permeabilidades. Se considera un pozo inyectando agua a gasto constante
de 300 BDP en la celda (1,1, 1)y un pozo produciendo a presion de fondo fluyendo constante de 2900 psi,
en la celda (15,15,1). La presion inicial de todo el yacimiento es de 3000 psi y el tiempo total de la
simulacion es de 360 dias!*7].

500 ; 5 ; !

PRI S SO SO SO S SO, S
300
200

100

Gasto (BPD)

ProdShY
ook ProdwSNY
Iny SMY
2 ProdECL
ProdwECL
O InyECL

=200

2300 ; ; ; : ;
T T Ty e e

t (Dias)

Figura 6.1: Comparacion de Gastos entre SNY y Eclipse
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Al analizar la figura 6.1 en la que se grafican los gastos de ambos pozos vs tiempo, el gasto del aceite
del pozo productor es variable debido a que opera Pwf constante. A tiempos muy cortos, aproximada-
mente un dia, el gasto de aceite disminuye de 400 a menos de 100 BPD para evitar que la Pwf caiga.
Posteriormente se observa que la produccién de aceite comienza a incrementarse hasta que se logra esta-
bilizar y practicamente se mantiene constante a 300 BD P, esto se debe por el efecto que causa el pozo
inyector como represionamiento. Después de aproximadamente 240 dias el gasto de aceite comienza a
disminuir nuevamente, debido a que el aceite mévil contenido dentro del yacimiento comienza a agotarse.
Después de 285 dias el frente de agua del pozo inyector logra irrumpir dentro del pozo productor, es por
eso que a partir de ese punto el agua comienza a ser producida en mayor cantidad conforme transcurre
el tiempo y el gasto de aceite ya no cae tan abruptamente. El gasto de agua del pozo inyector, como se
establece desde un inicio, permanece constante a 300 BPD durante todo el tiempo de simulacién!*?).

Con respecto a la Figura 6.2 en donde se grafica la Pwf del pozo productor y del pozo inyector vs
tiempo, es conveniente analizar y entender primeramente a que se debe el comportamiento de la Pw f del
pozo inyector, ya que este opera a gasto constante de 300 BPD y por lo tanto su Pwf es variable!7,

Presidn de fondo
7a00 T T T T T T
Productar : :
?DDD 1 Inyector ........... .......... .........

BEO0 s s o ........... ........... R —— ............ ......... |
OO0 L. .......... .......... B ........... BT . AT ......... i

5500 .......... .......... s et ............. ......... g

Pwf (psi)

1 1 i 1 i 1
0 50 100 150 200 250 300 3580 400
t (Dias)

Figura 6.2: Comparacion de Pwf entre SNY y Eclipse!!”]

Como el yacimiento es mojado por agua, la movilidad del agua es menor con respecto a la movilidad
del aceite, ahora bien, si conforme transcurre el tiempo mas cantidad de agua es inyectada dentro del
yacimiento, se requiere de mayor presion para desplazar al aceite hacia el pozo productor ya que tambien
el agua inyectada tiene que ser desplazada, es por esta razon que la Pwf en todo momento mantiene una
tendencia ascendentel!7],

Ademaés, de forma gradual se va alcanzando la saturacion de aceite residual dentro de todo el ya-
cimiento, hasta cuando la produccién de aceite comienza a disminuir a aproximadamente 240 dias, la
Pwf del pozo inyector comienza a incrementarse mas rapidamente debido a que el aceite residual no
puede ser producido y limita aun mas la movilidad del agua. Cuando practicamente todo el yacimiento se
encuentra inundado por agua, la Pwf del pozo inyector comienza a estabilizarse a un valor muy grande
de presion, aproximadamente 7400 [psi] ya que se alcanza un equilibrio entre lo que se inyecta, lo que se
desplaza dentro del medio poroso y lo que se produce. Como se establece desde un inicio la Pw f del pozo
productor se mantiene constante a un valor de 2900 [psi]durante el todo el tiempo de simulacion['7],
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6.2. Diferencias en la Teoria Computacional

6.2.1. Meétodo Tradicional

Tomando la informacion proporcionada en la Tesis «S.N.Y en Formaciones Mojadas por Aceite 17y,
se discretiza la ecuacion 2.23 (Flujo para una fase « en términos de la movilidad ) para un modelo
tridimencional mediante el MDF centrales para espacio y regresivas para el tiempo, y se obtine la ecuaciéon
siguiente:

” n n Vr,ikj
F2H = AT (Apa = 1aAD)EE + baga] sy -~

Qijk ’ij} At [¢Saba]2]k 3 (6.1)

donde la ecuacion es conocida como la funcién residuo, y su expresion desarrollada para la fase aceite
es:

_ n+1
T (p0i+1,jk — Poyj, — (WUAD)i+%,jk>
n+1l __ OH’%J’“
Oijk N——
Toz2 Potoyo
_ n+1
i— L.k
Toz1 Potog1
4 n+1
To 1 (poi”j+1’k _poijk - (’YOAD)ixj“'%ak)
it 5ok
Toyg P0t0y2 J
4 n+1
T, . (pOi,jk —DPo; i1k T (IVOAD)i,jfé,k)
INEE N
Toy1 Potyy1 ]
a4 n+1
To 1 (poij’k+1 7p077jk - (’YOAD)WVk-F%)
gkt
T,.2 Pot,.o i
n+1
4 n+l
To . (poijk —Poijr—1 — (WOAD)ij,kfé)
Qg k-1
Too1 Pot, 1 J

T.Flujo

n+1 Vp’ij c n41 n n+1 n
[boqo]ij—}; — Atk {[[1 +Cr (p t_p 0)] [bo (1 — Sw)] - [bo (1 — Sw)] }ijk _o 6.2)

S——
T.Fuente T.Acumulacién
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Posteriormente se deriva la funcién residuo respecto a la presion y saturacion, para obtener los ele-
mentos que conforman la matriz Jacobiana

OF,ij1  O{T.Flujo} n 0{T.Fuente} n 0{T.Acum}
ODo,ijk ODo.ijk ODo,ijk ODo,ijk

OFs ik O{T.Flujo}  O{T.Fuente} O{T.Acum}

OSw,ijk O0Sw.ijk 0Sw.ijk OSw.ijk

Sin embargo computacionalmente no es correcto hallar la soluciéon desde este punto de la discretizacion,
debido al analisis realizado en la seccion 5.2.1 ya que la mayor parte de las derivadas ya fueron calculadas,
y al recalcularlas genera un incremento de célculos computacionales.

6.2.2. Método Propuesto

Para este trabajo la expresién semejante a la funcién residuo en dos dimensiones es:

¢ ¢ + ¢ ¢
OF, ijk T.'p  (Pap = Paji)' T w  (Paji—Paw)’ To,e  (Dp — Dj,i) Ta,w (Dji—Dw) 1"
F— - \  —— o 3 e =~ —— o e ———
Po,ijk Toz2 Potogo Tox1 Potog1 Tox2 Potoza Tox1 Potoz1
" ¢ ¢ ¢ ¢

T (Pa,N —Pa,ji) ! T.'s  (Pa,ji—Pa,s)" Ta,n (DN — Dj:) Ta,s (Dji—Dg) 1™
+ —_—— Y/ ~~ Y ' Ya e e e e e

Toy2 Potoyo Tox2 Potoy1 Toy2 Potoy2 Toz2 Potoy1

0 Vi ty to
+ (Poz)t ~ N {(¢Saba)c (¢Saba)c} ’ (4.7.1)

T.Acumulacién

T.Fuente

y escrita de manera factorizada se establece por la ecuaciéon 4.7,

OF, TtOW Ttos TtON TtOE
id a, a, @, @,
8077%]_]6 = N—— p(t)} + e pfxl 7(Taac1 + Tay2 + Tay2 + Tax2)t0 p?ich N—— pz} + N p(tll +Zt0
Po,ijk Tawl w Tay2 s TayZ N Taz‘2 E
Vb
t . t to
+ (pa)™ At {(Qbsaba)é - (¢Saba)c}
—_— = .

(4.7.2)
T.Fuente

T.Acumulacion

La expresion equivalente a la funciéon residuo de manera computacional se establece por la ecuacién
5.23 y escrita en términos de transmisibilidad queda como:

to
Toxlhljfl,i'i_ToyZhlj#ifl_ (Tozl + Toy2 + Toy2 + Toa:2 + % (¢ (1 - Sw) bOt)} ) hlj,i+Tay2h1j,i+1+
TomzhljJrLi...

t g1
- ( P {6 (1 = Su) ba)} ) "h2y =+ - (%;hl(to) + Zrl‘;m(fo)) , (5.23.1)

Teneniendo estas variables identificadas, se utilizan las técnicas computacionales del Capitulo 5, y se
modifica la matriz Jacobiana del modelo numérico de la referencia 7. Permitiendo generar un esquema
de comparacién entre el simulador original y las modificaciones consecuentes a la modificacién teorica
computacional.
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Modificaciones Realizadas:

= Primera: Se realiza mediante la eliminacién de derivadas innecesarias para construir la matriz
Jacobiana como se mostré en el esquema de la figura 5.8, y se comparan los resultados con la
matriz Jacobiana original.

= Segunda: Partiendo de la primera consideraciéon se rompen estructuras computacionales para rea-
lizar un manejo vectorizado de los datos, facilitando al software utilizado el manejo de informacién.

= Tercera: Se prueba el funcionamiento de aceleracién de Newton mediante la generacién de una
aproximacioén inicial apropiada al modelo de simulacién, descrita en el Capitulo 5 seccién 5.3 inciso
).

= Cuarta: Combinacién de la primera con la tercera consideracion.

= Quinta: Combinacién de la primera, segunda y tercera consideracion.

6.3. Analisis de Resultados

En esta seccién se medird el rendimiento del simulador original, asi como al aplicarle las mejoras
mencionadas con anterioridad.

6.3.1. Prueba de Tiempo Computacional

Las modificaciénes mencionadas generan un mayor rendimiento en el simulador de la referencia 7, ya
que originalmente completaba el proceso de simulacion en un lapso de 2827.36 [seg] y se representa por la
curva de color negro de la figura 6.3, mientras que la primera modificacién redujo el tiempo computacional
en un 19.89 [ %], equivalente a 2264.93 [seg] como se observa en la grafica, la reduccion en porcentajes se
muestra en la tabla 6.1

Rapidez de Computa
3000 —

= Jacob original 2827 36s
Jacob S/Derivadas laterales 2264 93=
Jacob S/Derivadas Vectorizada 2071 98s
Jacob original CAAprax B96.245
2500 H Jacob S/D Claprox BT B [T T el
- Jacob S/D Vect Clhprox 518.18=

(=]
=)
=]
=

1500

Tiempo de Cémputo [seq]

o
=}
a

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Dias Simulados

Figura 6.3: Rapidez de Cémputo
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Modi ficacion Tiempo Reduccion [ %]
[seg]

Original 2827.36 0%
Primera 2264.93 19.89 %

Segunda 2071.98 26.71 %
Tercera 696.24 75.37%
Cuarta 587.86 79.20 %
Quinta 518.18 81.67%

Cuadro 6.1: Reduccion de Porcentajes

El equipo que se utilizé para realizar las pruebas posee las siguientes caracteristicas:

Caracteristicas
Intel(R)YCORE(TM)i5 — 3330s

CPUQ@2.70GHz2.7T0GH z

Ram8Gb

Sistemab4bitsprocesadorx64Windows8

6.3.2. Prueba de Iteraciones Reales de Newton.

Como segunda prueba de medicién se comparan las iteraciones reales de Newton del simulador original
con las modificaciénes que mayor aporte produjeron a la disminucion del tiempo computacionales siendo
estas la tercera y quinta modificacion.

Se establece que el método iterativo de Newton no debe sobrepasar de 11 iteraciones ni ser menor a
2 para la convergencia, sin embargo no siempre se cumple la consideracién superior, esto debido a que el
Dt con el que se esta iterando es muy grande por lo que presenta una inestabilidad en el sistema, para
evitar este error es necesario reducir el Dt para asegurar la convergencia en un numero menor o igual a
11 iteraciones. En la figura 6.4 se muestran los resultados obtenidos del ntimero de iteraciones reales que
realiz6 el Método Newton antes de hallar la convergencia, donde el simulador original tuvo una serie de
19 iteraciones méximas reales, mientras que la modificacién tercera realizdé una de 68 iteraciones como
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maxima y la quinta dos maximas de 59 iteraciones.

lteraciones Reales de Newton

70 T T I
*  Jacob ariginal 19(kter] | : LS
#®  Jacob original CAAprox BB[lter] [
# Jacoh S0 Wect CiAprox 59(lter] |-
50— S A N B L R SRR —
50— ; 5 : & 4 : ] =
]
= .
42
20 : : : : :
= [ 4 E 3 5 3 1
5
at
o« - 3
g 3 : b 0 q
=] A= ; 5 : : 3 1
g 4 g Z : :
z :
L) »

Dias Simulados

Figura 6.4: Frecuencia de Iteraciones Reales de Newton

El nimero de iteraciones es directamente proporcional al tiempo de computo, por ello, se muestra en
la figura 6.5 el namero de iteraciones acumuladas de Newton para el caso original, la tercera y quinta
modificacon, siendo estas de 25493 iteraciones, 5344 y 5104 respectivamente, la proporcionalidad es similar
a la de la tabla 6.1.

w0t lteraciones Acumuladas de Newton Respecto a Dias Simulados
= T T T T T T T
—|acab original 25493 [lter] : :
e Jacob original CAAprox 5344 [lter]
Jacob S0 Vect CéAprox 5104 [lter]
25} : ;

ol R e P i PR
&=
2
z
3]
=z
it
g 1B L
i)
=
=]
(]
2
2

.

= SR R R
o i i I \ I I I
i 50 100 150 200 250 300 350 400

Dias Simulados

Figura 6.5: Iteraciones Acumuladas de Newton

El incremento de las iteraciones reales de Newton y el decremento de las iteraciones acumuladas de
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Newton son producto del comportamiento del Dt y se muestan en la grafica 6.6

Dt

I

®  lacob original

®  Jacob S/Derivadas |aterales
Jacob S/Derivadas Yectorizado

348

Dt [Dias)

400

Dias Simulados

Figura 6.6: Comportamiento del Dt

6.3.3. Prueba de Convergencia de Newton

En esta prueba se midio la frecuencia con la que convergiéo Newton en un rango de 2 a 11 iteraciones,
como se muestra en la figura 6.7. La condicién inicial hace una restricciéon como maximo de 11 iteraciones
debido a que es probable que la soluciéon no se halle y de ser posible serd la soluciéon de un sistema
deteriorado por cada iteracién realizada. Mientras que una convergencia cercana al limite inferior indicaria
estabilidad en el sistema.

Frecuencia de Convergencia de MNewton

" ‘ T e f ;
+  Jacob original

+  Jacob original C/Aprox

10H Jacob S/D Wect CfAprox S W L W TR B B S D WO S BN S RRERHIMIIN SR . Hee —

9 . —— - B ewaEEs 4 swe % e w—- . - -

Convergencia de Newton

| | 1 | | | |
2
1} 50 100 150 200 250 300 350 400

Dias Simulados

Figura 6.7: Convergencia de Newton
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En la figura 6.8 se agrupa la incidencia de convergencia de Newton entre los intervalos superior e
inferior y se muestra en porcentaje. siendo que para el modelo original, la convergencia se llevé a cabo
en mayor porcentaje al borde del condicién superior, concluyendo que el simulador trabajé en un 67 % al
limite durante el proceso de simulacién.

Convergencia del Simulador Original

I iteraciones
I G teraciones
I 4 fteraciones
[ = iteraciones
[ 6 iteraciones
[ 7 hteraciones
[ 5 hteraciones
[ 9 teraciones
I 10 teraciones
I 1 teraciones

3%
3%

A% B7%

8%

Figura 6.8: Porcentaje de Convergencia en Simulador Original

A diferencia el simulador con aproximacion inicial figura 6.9 trabajé en un 57 % de la simulacion al
borde infierior de la consideracion.

Convergencia del Simulador Original C/Aproximacion

2 lteraciones
3 lteraciones
4 lteraciones
5 lteraciones
B lteraciones
7 lteraciones
g lteraciones
9 lteraciones
10 lteraciones

5%
sy 2% B 1%

11%

B%

4%

Figura 6.9: Porcentaje de Convergencia de Newton en Simulador Original Con Aproximacion Inicial

6.3.4. Prueba de Validacion

En la figura 6.10 se presentan los resultados de validacion de la figura 6.1, en adicién se grafican los
resltados de los gastos arrojados por las modifacidnes realizadas al simulador, los resultdos obtenidos se
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ajustan al comportamiento y por debajo a la estimaciéon proporcinada por el simulador comercial.

Gastos
50 ! ! ! ! ' !

‘Produccién de aceite

000 oo e e b A

Gasto (BPD)

¢ Produccion de agua

I @ Eclipse
@ Original ; : : : ;
200 |- ' Or|gma| con Aprox ------------------------ ------------------------ ; ----------------------- -------------------------- ------------------------ -

Vectorizado con A!:)rox. Inyeccioén de agua ‘ :
300 i i 1 i i i

a 50 100 150 200 250 300 350 400
t (Dias)

Figura 6.10: Comparacién de Gastos

En la figura 6.11 se grafica el comportamaiento de las presiones en el fondo del pozo inyector y
productor y se observa que el comportamiento se ajusta al comportamiento del simulador original y a los
resultados arrojados por eclipse.

Presion de fondo

=l ! ! ! ! ! !

7000

S Ecllpse Ty T

_@O0riginal
@ Original con Aprox : : : :
Vectorizado con AProxX.. .../

6500

(2 1[0 1) DU,
5500

Pwf (psi)

4500

( Pozo Productor

3500

2500 i i i i | i i
0 50 100 150 200 250 300 380 400
t (Dias)

Figura 6.11: Pwf Inyector—Productor

Finalmente se presentaron las variaciones producto de las modificaciones realizadas, sinedo asi que
la variacion grafica entre las modificaciones, simulador original y la validacion de eclipse son aceptables
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para los objetivos etablecidos de este trabajo.

89
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Capitulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

= Se logré desarollar un modelo totalmente implicito que permite dar solucion mediante el método
de diferencias finitas a sistemas de ecuaciones en derivadas parciales para varias variables.

= Se realiz6 una comparacién entre la programacién tradicional y la programacién propuesta, ob-
teniendo reducciones de tiempo y lineas de cddigo que facilité el entendimiento de los procesos
computacionales.

= El andlisis de la discretizacion se condujo hasta obtener una funcién residuo elemental, de tal manera
que permiti6é visualizar calculos no requeridos durante la programacion tradicional

= Las estrategias empleadas agilizan el proceso de célculo del simulador, como en el caso de las
modificaciones de eliminacién de derivadas y el manejo adecuado de los datos con comandos propios
de Matlab, puesto que la aceleracién de Newton surge de las modificaciones anteriores que de no
ser por éstas, no se podria aplicar la estretegia.

= La estrategia de aceleracién del método iterativo de Newton trabaja mediante la creacién de una
adecuada aproximacién inicial que permite hallar de manera rapida la convegencia, reduciendo el
nimero de iteraciones.

= Las estrategias analizadas se aplicaron al simulador «Ramirez R.J 2016 » y los resultados fueron
que el tiempo de computo disminuyé hasta en un 80 %, porque la aceleracion de Newton aproximé
el sistema al sistema solucién de tal manera que la consideracién superior de convergencia fue
requerida en menor proporcién, permitiendo que el simulador trabajara con tiempos mas grandes.

= Finalmente se presentaron las variaciones graficas, entre las modificaciones al simulador, el simulador
original y la validacion de eclipse siendo estos resultados aceptables para los objetivos etablecidos
de este trabajo.

= El método numérico a emplear dependera del sistema a resolver por lo que es necesario elegir el
adecuado.
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