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Prefacio

La optimizacién estructural es aquella que busca nuevas soluciones e incluso mejorara las existentes de
manera que, bajo ciertos criterios resulten ser las mejores. En este sentido la optimizacién de formas es un campo de
investigacion, que busca integrar y desarrollar metodologias que permitan encontrar nuevos y mejores disefios
estructurales, basados en la modificacién de la forma, es decir, la obtencion de disefios con menor concentracion de
esfuerzos, entre otros criterios, y que a su vez se construyan con la menor cantidad de material.

El propdsito del presente trabajo es implementar una metodologia de disefio, basada en reglas evolutivas, para
obtener la optimizacién estructural de forma de algunas piezas mecanicas, tales como placas, placas con cavidades
internas, bridas, etc., logrando reducir el volumen en la estructura. Integrando para ello las grandes ventajas que
ofrecen las técnicas evolutivas, como lo es la Optimizacion Estructural Evolutiva (ESO por sus siglas en ingles) y las
facilidades que brindan las herramientas de Disefio Asistido por Computadora (CAD por sus siglas en ingles), como
los son: el modelado geométrico mediante curvas paramétricas del tipo B-Spline y el Analisis por Elementos Finitos
(FEA por sus siglas en ingles). Finalmente presentar una herramienta Util para los ingenieros de disefio, y su
aplicacion mediante algunos ejemplos.

La optimizacion de forma en este trabajo, se puede observar en el cambio gradual de la forma de la cavidad que
tenga una estructura. La intencién primordial es obtener la mejor forma de la cavidad que cumpla con las
restricciones de cada problema presentado o caso de estudio.

La estructura general de este trabajo nos muestra cinco capitulos, donde se realiza una sintesis del entorno de la
ingenieria mecénica actual y su relaciéon con la optimizacién, detalles de la metodologia de optimizacion
implementada, aplicacion a algunos problemas, asi como los objetivos y alcances de este trabajo.

Ademas se observa variacion en el método de optimizacion de forma desarrollado por el Dr. Fernando Velazquez,
quien en su tesis doctoral [45], utiliza una malla homogénea durante el proceso de optimizacién. Aqui se muestra la
aplicacion de un mallador adaptativo, basado en las caracteristicas del modelado geométrico, lo que provocarad una
mayor aproximacion a la solucién final durante la optimizacién de forma.

En el primero de ellos se hace una breve descripcion de la metodologia de disefio tradicional, ademas de la
metodologia de disefio en donde interviene la inteligencia artificial. Asi como un comparativo entre dichas
metodologias.

En el segundo se describen las caracteristicas generales del método de optimizacion de forma [45], tomando como
herramienta de modelado: curvas paramétricas y de andlisis: el método de los elementos finitos.

En el tercero se hace alusion a los conceptos fundamentales de elasticidad (esfuerzo y deformacion), asi como su
relacion con el FEA.

En el cuarto se profundiza en la implementacion del algoritmo de optimizacion, realizando una descripcion de las
etapas que conforman al método de optimizacion de forma, asi como la propuesta de un mallador adaptativo en 2
dimensiones desarrollado especificamente para este trabajo.

En el quinto se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo de optimizacidn, mediante una serie de imagenes
y gréficos, en la aplicacién de los casos de estudio, en 2 dimensiones, para andlisis de esfuerzo o deformacién, segin
es el caso, ademas de realizar una discusion breve de los mismos.

Finalmente se dan las conclusiones sobre el trabajo realizado, asi como los pasos o lineas abiertas para continuar con
este trabajo de investigacion sobre optimizacion estructural.



Introduccion

““Lo que sabemos es una gota de agua;
lo que ignoramos es el océano.”

Isaac Newton

A lo largo de la historia el hombre ha llevado a cabo la “optimizacion” dentro de sus sistemas, con el fin de
crear estructuras, mecanismos, ensambles y subensambles, al igual que diferentes componentes mecéanicos, capaces
de mejorar el funcionamiento de dicho sistema.

Sin embargo, los métodos modernos de optimizacion tienen su origen desde los tiempos de la Segunda Guerra
Mundial. Desde los afios 40, el término optimizacion ha sido también conocido como programacion matematica. En
aquella época el término programacién no hacia referencia a un programa computacional sino a la logistica militar.
En la actualidad la optimizacién es un proceso que tiene grandes aplicaciones en practicamente cualquier area, con lo
cual se logra una mejora de procesos y por tanto reduccion de costos, tiempos, etc., todo ello debido a su definicion:

““La optimizacion es un proceso a través del cual se busca obtener o determinar la mejor solucidn posible,
de entre un grupo de resultados, que a su vez satisface las restricciones que presenta el sistema
al cual se aplica.”’[18]

Matematicamente, la optimizacion significa:

““La busqueda del maximo o minimo de una funcién objetivo.” [3]

Por tanto, en ingenieria, tiene mas sentido describir la optimizacion como el célculo de uno o varios objetivos, por
ejemplo: el peso, el esfuerzo, el costo, la geometria, las frecuencias naturales, la temperatura, etc., que dependen de
variables conocidas: las cotas, las cargas, las restricciones, los materiales, los requisitos de fabricacion, etc. Sin
embargo, los ingenieros de disefio pocas veces conocen todos estos datos en las fases iniciales del proceso de disefio.

Antes de la aplicacion de las técnicas de optimizacion al disefio, y aln en la actualidad, el proceso de disefio requiere
fundamentalmente una gran experiencia por parte del disefiador, quien debe utilizarla en casi todas las etapas del
proceso. Recientemente esta forma de pensar ha cambiado debido a la importancia que ha tomado el campo de la
optimizacion en disefio. Ya que el area de disefio juega un papel muy importante dentro de la mecanica, para poder
obtener resultados vanguardistas, se han desarrollado infinidad de analisis, métodos y técnicas con sus respectivas
ventajas y limitaciones.

En general, el disefio en Ingenieria es un proceso iterativo, que se modifica continuamente hasta cumplir un criterio
aceptable de calidad definido por: el factor de seguridad, costo, eficiencia, estética, etc. Durante la Gltima década, los
ingenieros de disefio han aprendido a utilizar y a confiar en herramientas de ingenieria asistida por ordenador (CAE)
como: el anélisis por elementos finitos (FEA), la dindmica de fluidos computacional (CFD), la simulacion del
movimiento, etc., como ayudas importantes para producir mejores disefios con mas rapidez.

El problema de disefio 6ptimo se entiende como: aquél que plantea determinar el valor de una serie de variables de
manera que se minimice el valor de una funcién objetivo, a la vez que se cumplen una serie de restricciones
impuestas [44].



A menudo los ingenieros tienen que enfrentarse a problemas de optimizacién multiobjetivo. Sin embargo, este tipo
de problemas pueden demandar mas recursos de los que hay disponibles de manera cotidiana. Si el ingeniero de
disefio puede ajustar la definicién de su problema a un solo objetivo (0 a un objetivo cada vez), el proceso de
optimizacion se convierte en algo mas sencillo. En la mayoria de los casos, los ingenieros que trabajan con
respuestas estructurales tienen como objetivo la minimizacion del peso. En las aplicaciones de flujo, los objetivos
mas habituales consisten en minimizar la caida de la presion y la energia turbulenta o en maximizar la velocidad.

Hay varios tipos de problemas dentro de la ingenieria. Desde hace varias décadas, se han realizado estudios en el
campo de optimizacion estructural. El desarrollo de metodologias eficientes para encontrar estructuras Optimas es
muy importante, debido a que facilitaria resolver problemas complejos en areas como: la arquitectura, la ingenieria
civil y mecanica. En problemas de optimizacién de dimensiones, las variables de disefio son las dimensiones de los
elementos estructurales (secciones, espesores, etc.). En problemas de optimizacién de forma, las variables de disefio
definen la forma de la pieza. Entonces la definicion de optimizacion estructural es:

“La optimizacion estructural es una fusion en las areas de ingenieria, matematicas, ciencia y tecnologia,
que tiene la meta de llevar a cabo la mejor funcién de una estructura, como puede ser un puente, un vehiculo
espacial o simplemente un elemento mecanico.”[48]

Existen varios métodos que pueden ser usados satisfactoriamente para determinar el 6ptimo de un grupo de variables
de disefio, lo cual ofrece un Optimo estructural. Estos pueden ser agrupados en dos grandes categorias: Métodos
basados en gradientes y Métodos heuristicos. En cuanto a la manera de abordar estos problemas hay dos grandes
enfoques: por programacion matematica, o mediante técnicas evolutivas.

Esto provee un panorama relativamente mas comodo para un ingeniero de disefio que necesite aplicar el disefio
Optimo de forma al disefio de perfiles estructurales. Todos estos problemas de ingenieria se resuelven realizando una
simulacién por computadora. Para lograr una buena aproximacion a la solucién durante una simulacion que
involucre mecanica de sélidos, el punto fundamental es obtener una discretizacion de las geometrias, tal que las
representen eficaz y fielmente. En general el proceso de optimizacion de un disefio en su forma estructural se resume
como se muestra en la figura 1. I.

GECOMET RIA, hAALLADO DEFIMIE PALRAMET ROS

¥ ANALISIS DE OPTIMIZACION GEOMET RIA

* Extatico * Warables de Dizefio
* Frecuenciaz/Fandeo * Funcion Objetivo

* TénmicaoMo Lineal * Reshicciones

* FrecuenciasMPandea
* TérmicoMlo Lineal

LP RO ACIOM
W OPTIMIZ RSO
&Solucian
POSTRROCESADO Convergente?

Fig. 1.1. Proceso de optimizacidn estructural.

El desarrollo de componentes mecanicos incluye normalmente secciones no uniformes que dan lugar al incremento
en el nivel de esfuerzo de dichos componentes. Es posible entonces calcular la distribucién de estos esfuerzos de
forma analitica o mediante diferentes métodos, entre los cuales destaca el de Elementos Finitos, y permite analizar un
disefio y realizar una mejora en zonas de concentracion de esfuerzo.



En la actualidad, los problemas de esfuerzo y deformacién se resuelven por medio de métodos numéricos. Otros
problemas que se resuelven con métodos numéricos son: flujo alrededor de automoviles, trenes, aviones, y en general
cualquier medio de transporte, estructuras sometidas a: temperatura, deformaciones iniciales, preesfuerzos, etc., todo
ello mediante analisis: estaticos, modales, de pandeo, torsion, axisimétricos, etc.

En el disefio de componentes mecanicos, se analizan aspectos funcionales, se dimensionan y realizan calculos de
esfuerzo debido a las cargas que soportan. Es por ello que los sistemas computacionales proporcionan al ingeniero de
disefio hoy en dia, una gran herramienta para analizar componentes de manera rapida y eficaz, antes de que estos
sean producidos. En la figura 1.2 se muestra un ejemplo de optimizacion estructural de un componente mecanico.

-110 Nm [10 Nm

Fig. 1.2. Ejemplo de Optimizacion Estructural de forma [5].

La optimizacién de un disefio incrementa el valor de un producto mejorando su rendimiento en su entorno operativo
a menor costo de produccion, mediante la reduccion de la cantidad de material utilizado para su fabricacion. Al
utilizar la optimizacion, el ingeniero de disefio incrementara los conocimientos sobre el comportamiento de su
producto y mejorard el disefio, mientras compara los datos nuevos, con los obtenidos de andlisis realizados
previamente.
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OBJETIVOS.

¢ Aplicar el Disefio Optimo Estructural (DOPE) [45, 46, 7], en particular la optimizacion estructural de forma,
basada en reglas evolutivas (inteligencia artificial), a un problema tipico de la Mecanica de Soélidos
Elasticos como lo es: el analisis bidimensional de estructuras o elementos con cavidades a través del analisis
de esfuerzo plano o deformacion plana.

¢ Obtener un algoritmo de programacion capaz de dar solucion el Disefio Mecanico de elementos con
cavidades a través de la implementacién de un criterio de Disefio, basado en la relacion entre el nivel de
esfuerzo maximo de la estructura y el esfuerzo de fluencia del material utilizado.

¢ Obtener la distribucién de esfuerzos en elementos con cavidades, mediante la utilizacion del Analisis por
Elementos Finitos (FEA), como herramienta de solucién para este tipo de problemas.

¢ Modificar Unicamente la cavidad de la estructura o elemento, para llevar a cabo la optimizacion de forma.

¢ Realizar una comparacion de resultados de esfuerzo, antes y después de la optimizacion estructural.

HIPOTESIS.

El Analisis por Elementos Finitos (FEA), por sus siglas en ingles, es una herramienta muy eficiente, a través de la
cual se puede obtener la distribucion de esfuerzo, al interior de una estructura, sometida a un ndmero de
restricciones.

Dicho método es aplicable para problemas bidimensionales, de esfuerzo plano o deformacion plana. Para lograr la
optimizacion de forma de estructuras con cavidades internas, el FEA es necesario para poder introducir un pardmetro
de modificacion, que estara basado en la relacion entre el valor maximo del esfuerzo de von Misses de la estructura y
el valor de esfuerzo en puntos pertenecientes a la curva que modela el perfil de la cavidad.

Al realizar el modelado geométrico del perfil que tendra la cavidad, a través de una curva paramétrica, se tienen
puntos que son modificables, los cuales se desplazan dependiendo del valor del pardmetro de modificacion. El
desplazamiento contendra informacion de puntos aledafios, que afectaran en la direccion de dicho desplazamiento.

El desplazamiento de puntos, provocara la modificacion de la curva del perfil de la cavidad, mostrando con ello una

nueva curva del perfil, una mejor distribucion de esfuerzo en la estructura, aunado a la reduccion de volumen y con
esto la optimizacion de forma de la cavidad.
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Estado del Arte o Marco Teorico

CAPITULO 1

s g | e Estado Del Arte o
Marco Tedrico.

Cambio ,"I l-. <:|

Geometrico

Rig-Digtimizacidn

*““Lo que hace sabio al hombre no es saber mucho,
sino saber lo que le es mas atil.”

Thomas Fuller, M.D.

1.1 INTRODUCCION.

Los procesos de disefio son realizados por la experiencia e intuicion del disefiador, quien debe utilizarla en
casi todas las etapas del proceso de disefio, en vez de una aplicacién intensiva de la teoria de optimizacion. El
método que se emplea es el siguiente: el ingeniero define un disefio inicial cuyo comportamiento es analizado
numéricamente; de los resultados de dicho analisis se pueden deducir los cambios a realizar para mejorar dicho
disefio. Se finaliza el proceso cuando se considera que el disefio es lo suficientemente bueno. Tal método mostrado
en la figura 1.1, presenta el inconveniente de que las modificaciones dependen totalmente de la experiencia del
disefiador, lograndose soluciones buenas, pero no las mejores, ademas con un alto precio en tiempo por parte del

disefiador.

NECESIDADES

Y OBJETIVOS
DISENO INICIAL |< | Experiencia |

7 - 1 Ordenad
Leyes fisicas I ANALISIS |
Normativa NO
Condiciones de . (Valide? [,
diseiio T / . Experiencia ;
SI
DISENO FINAL )

Fig. 1.1. Proceso de disefio [20].

Esta forma de disefio se esta intentando cambiar, debido a la importancia que ha tomado el campo de la
optimizacion, ya que mediante su aplicacion se logran reducir costos y tiempo en los procesos de disefio realizados
por los ingenieros. El propdsito de aplicar los conceptos de disefio 6ptimo a la ingenieria estructural es el de obtener
una solucidn a un problema de ingenieria que cumpla con todas las cargas y restricciones dadas, y que su vez resulte

Capitulo 1 12



Estado del Arte o Marco Teorico

ser la mejor en cuanto a uno o varios criterios de disefio previamente establecidos. Con este planteamiento quedan
expuestas las tres caracteristicas fundamentales del problema: las variables de disefio, la funcion objetivo y las
restricciones.

El desarrollo del disefio 6ptimo estructural ha sido posible gracias al desarrollo de nuevos métodos numéricos, al uso
de nuevas y poderosas técnicas de optimizacidn, y finalmente al desarrollo de computadoras cada vez mas potentes y
veloces, capaces de realizar miles de calculos en tiempos relativamente cortos.

Optimizacion Estructural.

Por la complejidad en las matematicas, el tema de optimizacion estructural fue mas de interés académico en
los dltimos 20 afios. Fue comenzado por un gran nimero de analistas estructurales, quienes llegaron a la mejora en
algoritmos usados para la optimizacion del disefio, donde un ndmero importante de variables y restricciones, tienen
gue ser manipuladas necesariamente para la solucién de un problema. Cada vez hay mas y mas actividades de
investigacion dirigidas hacia la realizacion de estos desarrollos y hacerlos disponibles, faciles, confiables, de bajo
costo y sobretodo comprensibles para ingenieros, cientificos, etc.

Los parametros de disefio clasicos buscan métodos para volverse mas eficientes debido a mejoras en algoritmos
usados en la bisqueda de sistemas (Vanderplaats 1984), esta clase de métodos son agrupados y llamados de criterio
Optimo (Rozvany 1989). Métodos mas recientes son: optimizacién estructural evolutiva (Xie 1992),
homogeneizacion (Bendsoe 1995), crecimiento bioldgico (Matheck 1997), optimizacion estructural de forma
(Annicchiarico 2001), etc. Estos métodos son probados para tener éxito en la generacién de topologias 6ptimas para
estructuras continuas, para tratar la densidad de elementos como una variable de disefio.

La optimizacién estructural busca disefios de estructuras que minimicen una funcién objetivo. Esta minimizacion se
hace frente a un juego de variables de disefio y teniendo en cuenta restricciones a cumplir, tales como valores
maximos de tensiones o deformaciones. Existen tres tipos de optimizacion.

Optimizaciéon Dimensional. En los problemas de optimizacion de dimensiones las variables de disefio son las
dimensiones de los elementos estructurales (secciones, espesores, etc.).

Optimizacion Topoldgica. En problemas de optimizacion topoldgica, no solamente se modifican dimensiones o
posicion de puntos caracteristicos, sino también la existencia 0 no de elementos estructurales. Por ejemplo en la
optimizacion topoldgica de una estructura reticulada se obtiene como respuesta cuales barras deben constituir la
estructura, y sus dimensiones En la figura 1.2 se muestra un ejemplo de optimizacion topoldgica.

1000 1000 1000 1000
12 13 .14 15 3 4
. ‘ \ Pl [ r i /
23 /30 k<] /34 7 /3 30 kx| 3 7}
(e N % 4 LT %
pe) b4 24 RS P 26 be /& bs
vl kS / ’ \\ / \ N
/27 28 Vs 32 £ 36, 27 28 ﬁ 2 A k'
/5 NAg A X N 8 / l5 N /7 g
N 20 N 21 N 22 n |
™o 1 3 4 s': \'18 w/a \ 0 /'1 \ 8.9
0 M 1 /15 1 1 1 i
L y M o \
AVE \/?r\ \\-,_/l' L N9 n
4 A 3 N [ s % 7 4 J 5 B 7
Pl 7% 7K # Ny
/8 N /12 13 /16 17 /8 /16 17
m N N ) ¢ N -

1 2 3

Fig. 1.2. Optimizacion Estructural Topolégica [44].
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Estado del Arte o Marco Teorico

Optimizacion de Forma. En problemas de optimizacién de forma, las variables de disefio definen la forma de la
pieza, consisten en variar algunos contornos del modelo a ser disefiado a fin de mejorar su comportamiento mecanico
como por ejemplo reducir altas concentraciones de esfuerzos que normalmente aparecen en las esquinas de las piezas
0 en aquellas zonas donde ocurren cambios bruscos en la forma de la seccién, las reducciones de peso,
modificaciones de forma en su totalidad, etc., como se observa en la figura 1.3.

—>

Fig. 1.3. Optimizacion Estructural de Forma.

A fin de resolver el problema de optimizacion de forma, éste puede ser dividido en tres etapas principalmente. En
primer lugar, es necesario definir los modelos geométrico y analitico de la pieza a estudiar. En segundo lugar, se
encuentra el estudio de sensibilidades para obtener la solucidn al problema planteado, y finalmente, la solucién
optima del problema se obtiene a través de la seleccidn de la técnica de optimizacion que permita hacerlo de la forma
mas efectiva posible.

Existen dos grandes enfoques para solucionar el problema de optimizacién: por programacion matematica, o
mediante reglas evolutivas. En el primero, se busca el disefio éptimo mediante un problema de minimizacién de la
funcion objetivo, teniendo en cuenta sus derivadas con respecto a las variables de disefio. EI segundo busca el disefio
Optimo mediante la minimizacién o maximizacion de una funcion objetivo, a través de la bisqueda de la mejor
respuesta dentro de un ndmero de posibles respuestas que tienen la posibilidad de ser combinadas de manera
progresiva e iterativa y con ello converger en una respuesta éptima al problema.

1.2 DESCRIPCION DE LOS DIFERENTES METODOS DE DISERO.

1.2.1. Meétodos Tradicionales.

Los métodos de disefio llamados “Tradicionales” son todos aquellos en los cuales la experiencia del
disefiador, que los emplea, es fundamental durante y en cada una de las etapas que lleve el disefio, desde su parte de
idealizacion hasta su fase de fabricacion; entre las herramientas mas conocidas para dar solucion al problema de
disefio se encuentran métodos tales como: QFD, Matriz de Decision, Triz, Cartas Morfoldgicas, entre otros, algunos
de los cuales se describen de manera breve mas adelante (ver anexo 1).

La mayoria de las técnicas que existen, incluyendo todas las técnicas clasicas, utilizan una alteracion del
“razonamiento habitual” por un procedimiento propio de cada técnica. Para la generacién de ideas no se requiere ser
un experto en el tema sobre el que se razona, aunque en el proceso de resolucién de un problema hay fases de
analisis de las ideas aportadas y de construccion de la solucion, que deben ser realizadas por especialistas.

En general la metodologia de disefio se puede resumir en la siguiente serie de pasos a seguir, cada uno con algunos
de sus respectivos procesos intermedios:
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1. IDENTIFICACION DE LA NECESIDAD DEFINICION DEL PROBLEMA
OBJETIVOS Y ALCANCES
BUSQUEDA DE INFORMACION
LISTA DE REQUERIMIENTOS
LISTA DE ESPECIFICACIONES

2. DISENO CONCEPTUAL SISTEMAS FUNCIONALES
GENERACION DE ALTERNATIVAS
EVALUACION Y SELECCION

3. DISENO DE DETALLE MEMORIA DE CALCULO
DIBUJOS A DETALLE
PROPUESTA A DETALLE

4. FABRICACION DEL PROTOTIPO PRUEBAS DE FUNCIONAMIENTO

DOCUMENTACION

La identificacion de la necesidad es el punto medular de la metodologia de disefio, ya que si los problemas no son
bien comprendidos y por tanto definidos, se puede llegar a una solucién que no satisfaga los requerimientos y
especificaciones, lo cual provocara un mayor nimero de aplicaciones de las herramientas cualesquiera que se utilicen
para dar solucion al problema que se tenga.

El disefio conceptual y de detalle son puntos dentro de la metodologia de disefio, etapas en las cuales se descartan
las ideas reales de las irreales, es decir se pasan las ideas a un terreno en el que se puedan llevar a cabo, mediante
comparaciones, calculos, etc. , siempre con la premisa de cumplir con la idea principal: satisfacer la necesidad.

Por ultimo la fabricacién del prototipo o producto final, es donde el disefiador observa todo el trabajo realizado, es
decir la construccién de manera tangible de la solucion, que trabaja y cumple con las condiciones impuestas para
ello.

Esta metodologia se puede realizar de manera iterativa, con el Unico fin de ir mejorando el proceso o ciertos
requerimientos en cualquiera de las etapas de disefio; a este paso se le conoce como Reingenieria. Algunas de las
herramientas de disefio mas comunes se muestran en el Anexo 1, cada una de ellas se puede utilizar durante e incluso
algunas en cada una de las etapas de disefio.

1.2.2 INTELIGENCIA ARTIFICIAL.

Dentro del &mbito de la ingenieria, la Inteligencia Artificial es una de las areas que causa mayor
expectacion, incluso dentro de la sociedad en general, debido a que la basqueda para comprender los mecanismos de
la inteligencia ha sido la piedra filosofal del trabajo de muchos cientificos por muchos afios y lo sigue siendo. Dentro
de las areas de la Inteligencia Artificial lo que méas ha atraido, es el aprendizaje de maquinas, resultando vital el
proceso de emular comportamientos inteligentes. Que un sistema pueda mejorar su comportamiento sobre la base de
la experiencia que recoge al efectuar una tarea repetitiva y que ademas, tenga una nocion de lo que es un error y que
pueda evitarlo, resulta apasionante [46].

Un concepto basico dentro de este campo es el comportamiento emergente. EI comportamiento emergente aparece
cuando se puede generar un sistema complejo a partir de reglas sencillas. Para que se dé este comportamiento se
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requiere que el sistema en cuestion sea iterativo, es decir, que el mismo proceso se repita de forma continua y
ademas que las ecuaciones matematicas que definen el comportamiento de cada paso sean no lineales [46].

Los investigadores en inteligencia artificial se concentran principalmente en los sistemas expertos, la resolucion de
problemas, el control automatico, las bases de datos inteligentes y la ingenieria del software (disefios de entornos de
programacion inteligente). Otros investigadores estan trabajando en el reto del reconocimiento de patrones donde se
espera un rapido progreso en este campo que abarca la comprensidn y la sintesis del habla, el proceso de imagenes y
la vision artificial. La investigacion fundamental se da sobre la representacién del conocimiento, la
conceptualizacion cognoscitiva y la comprension del lenguaje natural. Uno de los principales objetivos de los
investigadores en inteligencia artificial es la reproduccién automatica del razonamiento humano.

Antecedentes.

El primer periodo de la inteligencia artificial, llamado sub-simbdlico, data de aproximadamente 1950 a
1965. Este periodo utilizé representaciones numeéricas (0 sub-simbdlicas) del conocimiento. Aunque la mayor parte
de los libros de inteligencia artificial enfatizan el trabajo realizado por Rosenblatt y Widrow con redes neuronales
durante este periodo, la realidad es que otra importante escuela sub-simbdlica data también de la misma época y
estos son los algoritmos evolutivos.

La escuela clasica dentro de la Inteligencia Artificial, utiliza representaciones simbdlicas basadas en un ndmero
finito de premisas y de reglas para la manipulacion de simbolos. El periodo simbélico se considera aproximadamente
entre 1962 y 1975, seguido por un periodo dominado por los sistemas basados en el conocimiento de 1976 a 1988.
Sin embargo, en este segundo periodo las representaciones simbolicas (por ejemplo, redes semanticas, logica de
predicados, etc.) siguieron siendo parte central de dichos sistemas.

La programacion logica tiene sus origenes mas cercanos en los trabajos de J. A. Robinson, que propone en 1965 una
regla de inferencia a la que llama resolucion, mediante la cual la demostracidn de un teorema puede ser llevada a
cabo de manera automatica. La resolucién es una regla que se aplica sobre cierto tipo de formulas del calculo de
predicados de primer orden, llamadas clausulas y la demostracidn de teoremas bajo esta regla de inferencia se lleva a
cabo por reduccion al absurdo. Otros trabajos importantes de esa época que influyeron en la programacion légica,
fueron los de Loveland, Kowalski y Green, que disefia un probador de teoremas que extrae de una prueba, el valor de
las variables para las cuales el teorema es valido. Estos mecanismos de prueba fueron trabajados con mucho
entusiasmo durante una época, pero, por su ineficiencia, fueron relegados hasta el nacimiento de Prolog, que surge en
1971 en la Universidad de Marsella, Francia.

Actualmente, empieza a extender sus areas de investigacion en diversas direcciones y trata de integrar diferentes
métodos en sistemas a gran escala, tratando de explotar al maximo las ventajas de cada esquema, La programacion
I6gica ha despertado un creciente interés que va mucho mas alla del campo de la Inteligencia Artificial y sus
aplicaciones. Los japoneses, con sus proyectos de maquinas de la quinta generacion, dieron un gran impulso a este
paradigma de programacion. Una variedad de aplicaciones comenzd a ser identificada como dificil para implantarse
con el uso de sistemas de datos relacionales. Estas nuevas aplicaciones incluyen disefio asistido por computadora,
ingenieria de software, gestion y administracion de procesos (CAD, CAE, CASE y CAM), sistemas basados en
conocimiento (sistemas expertos y "shell" para sistemas expertos).

Caracteristicas de la Inteligencia Artificial.

Una caracteristica fundamental que distingue a los métodos de Inteligencia Artificial de los métodos
tradicionales es el uso de simbolos no matematicos, aunque no es suficiente para distinguirlo completamente. La
secuencia de pasos seguidos por un programa es influenciado por el problema particular que se presente. El
programa especifica como encontrar la secuencia de pasos necesarios para resolver un problema dado (programa
declarativo). En contraste con los programas que no son de Inteligencia Artificial, que siguen un algoritmo definido,
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que especifica, explicitamente, como encontrar las variables de salida para cualquier variable dada de entrada
(programa de procedimiento)[46].

El razonamiento basado en el conocimiento, implica que estos programas incorporan factores y relaciones del mundo
real y del &mbito del conocimiento en que ellos operan. Al contrario de los programas para propoésito especifico,
como los de contabilidad y célculos cientificos; los programas de Inteligencia Atrtificial pueden distinguir entre el
programa de razonamiento y base de conocimientos, dandole la capacidad de explicar discrepancias entre ellas.

La inteligencia artificial incluye varios campos de desarrollo tales como: la robética, usada principalmente en el
campo industrial; comprension de lenguajes y traduccion; vision en maquinas que distinguen formas y que se usan en
lineas de ensamblaje; reconocimiento de palabras y aprendizaje de maquinas; sistemas computacionales expertos,
etc. Tales tareas reducen costos, reducen riesgos en la manipulacién humana en &reas peligrosas, mejoran el
desempefio de elementos expertos, y mejoran el control de calidad sobre todo en el ambito comercial.

1.2.3 METODOS QUE EMPLEAN TECNICAS DE INTELIGENCIA ARTIFICIAL.

Los métodos de disefio que emplean la inteligencia artificial son todos aquellos en los que el uso de
programacion matematica, es la herramienta principal. Se le llama inteligencia artificial;

“Al proceso que realiza un algoritmo computacional, que es capaz de realizar o “tomar una decision”
durante un proceso heuristico, el cual es un proceso que intenta reproducir actividades realizadas por la naturaleza,
todo ello a través de un nimero de parametros o criterios modificables dentro de este y que al final generan una
respuesta propia del algoritmo.” [8]

Este tipo de métodos han incorporado reglas que al ir incrementandolas tienen la habilidad de aprender a partir de la
experiencia. Sin embargo, estos métodos son mas bien soporte 0 apoyo mas que reemplazos para los humanos
expertos, ademas de una herramienta que ayuda en la toma de decisiones. Se puede distinguir entonces las técnicas
de programacion y las heuristicas. Dentro de estas técnicas las mas usuales son: optimizacion estructural evolutiva
(ESO), algoritmos genéticos (GA), optimizacion estructural bidireccional evolutiva (BESO), la simulacién de
recocido (SA), crecimiento biolégico (SKO) etc.

Un programa computacional en el que se utiliza inteligencia artificial, resuelve problemas en un dominio
especializado que ordinariamente requiere experiencia humana. Para realizar tareas de aparente inteligencia, un
sistema recurre a dos componentes: una interfaz, y un programa computacional.

1. Interfaz, es aquel mediante la cual el disefiador introduce la informacién requerida del problema para su
solucion, al programa computacional.

2. Programa computacional, es aquel que ejecuta el proceso de hacer inferencias, interpreta y evalla los
hechos en la base de conocimiento para proveer una respuesta al disefiador.

La base es una estructura de reglas conectadas que aplica experiencias humanas, con frecuencia intuitivas, en la
solucién de problemas. Los resultados de estos pasos son traducidos en una llamada produccion de reglas, de la
forma: si la condicion “X” es verdadera sigue, si no la accion “Y” sigue.

Dado que cada condicién que puede ser encontrada puede ser descrita por una regla, los sistemas de inteligencia
artificial basados en reglas, no pueden manejar eventos no anticipados, pero pueden evolucionar con el uso, y
permanece limitado a un estrecho dominio de problemas, ademas emplea una base que consiste de descripciones
estructuradas de situaciones, de problemas del mundo real y de decisiones actualmente hechas por expertos. El
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software requerido para este tipo de sistemas se ha ido complicando con el tiempo ya que su desarrollo demanda
tiempo, un buen equipo de programadores y un buen producto final.

Meétodos de Optimizacién.

Como ya se ha mencionado anteriormente, existen varios métodos que pueden ser usados satisfactoriamente
para determinar el dptimo de un grupo de variables de disefio. Estos pueden ser agrupados en dos categorias:
Métodos basados en gradientes y Métodos heuristicos.

1. Métodos basados en Gradientes: son aquellos que hacen uso de calculos y de las derivadas de una funcion
objetivo, ademas de las restricciones para buscar determinar el dptimo, de un grupo de variables de disefio
que pueden proveer un valor minimo o un maximo para una funcién especifica. Se asume que la solucion
existe, es decir que en el problema y la funcion objetivo debe haber continuidad (debe haber un medio
continuo), ya que es el principio basico para poder encontrar un gradiente.

Optimizacion sin restriccion.

Optimizacion restringida.

Método de los Multiplicadores de Lagrange.
Condiciones de Kuhn-Tucker.
Programacién Lineal (LP).

Programacion Lineal Integral (ILP).
Programacién Secuencial Lineal (SLP).
Programacion Secuencial No Lineal (NLP).
Métodos de Homogeneizacion.

Teoria de distribucion Optima.
Optimizacion de Forma.

LR K R EE R

2. Maétodos basados en la heuristica: son aquellos que son desarrollados de cualquier idea intuitiva dentro del
problema, o de argumentos convincentes de metodologias de optimizacion basados en la observacion de la
naturaleza, es decir que estos métodos se basan en simples reglas y sentido comudn, derivado de la
emulacién de procesos que suceden a diario en la naturaleza, pero no garantizan encontrar una solucién
Optima, sin embargo en principio determinan la mejor solucién obtenida dentro del tiempo permitido.

4 Simulacion de Recocido (SA).
4 Algoritmos Genéticos (GA).
®  Optimizacion de Forma Asistida por Computadora (CAO).

En el Anexo 2, se muestran y describen algunos métodos de optimizacion utilizados en la actualidad en el campo
estructural.

1.2.3.a. Optimizacion Estructural Evolutiva (ESO).

Es una técnica relativamente nueva desde 1992, aunque este método se encuentra disponible en la literatura
desde 1982. Xie y Steven (1997) desarrollaron esta técnica a la que bautizaron Optimizacién Estructural Evolutiva
(Evolutionary Structural Optimization), lo que busca es realizar el trabajo: facil, efectivo y comprensible para un
rango grande en situaciones de ingenieria. La optimizacion estructural evolutiva (ESO) es un método numérico de
optimizacion que se integra al andlisis por elementos finitos (FEA). Dicho método de optimizacion es un
acercamiento intuitivo al dptimo. ESO es una combinacién de métodos: heuristico y pendiente, se acerca a la
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optimizacion estructural basandose en las distribuciones de esfuerzo en una estructura, obteniendo el 6ptimo deseado
quitando el material esforzado mas bajo de la misma.

Algunos de los principales personajes que comenzaron a interactuar en el area de optimizacion topoldgica de
armaduras, fueron Cagan y Mitchell (1993), en la figura 1.4 se muestra parte de lo realizado por ellos (un ejemplo
muy comun en la literatura de optimizacién), en donde sometieron una barra a una fuerza en la parte central y dos
apoyos en sus extremos. En este caso, ellos aplicaron recocido simulado (Simulated Annealing) obteniendo buenos
resultados como un inicio con el cual dieron inicio formal al ESO.
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T
i i ; Mesh st 200« 100
I

e

Individual plats element
stze=lx| mm

100 mm
T IT

Fixed supports —

100 mm “‘
200N
a) Dominio inicial y restricciones

b) Desarrollo de la estructura a través de iteraciones

Fig. 1.4. Estructura de Mitchell [48].

La definicion formal de ESO es:

“ESO es basado en el simple concepto de remover lentamente el material ineficiente de una estructura,
la forma resultante de esta, evoluciona o se desarrolla hacia la 6ptima.”[48]

El método es capaz de resolver de manera confiable, muchos problemas de tamafio, forma y topologia de una
estructura, a demas de ser facil de entender y trabajar. ESO ofrece un nuevo enfoque de optimizacion estructural, el
cual supera mas de los problemas asociados que las técnicas tradicionales. Las restricciones de la optimizacion del
método puede ser basada en:

Esfuerzos
Desplazamientos
Frecuencias
Cargas, etc.

L R

Todo ello inmersos en uno o varios medios, con lo cual el concepto de ESO es aplicable a todos estos problemas. Los
aspectos importantes de la optimizacion estructural son:

4 Tamafio, forma, optimizacion topoldgica.

4 Distintos criterios de optimizacién en diferentes partes de la estructura.
¢ Medio total de cargas generales multiples.
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Medio total de soportes

Medio total de materiales

Totalidad de formas estructurales en 2D y 3D.

Optimizacion a través lineas estaticas, dinamicas y estabilidad, todo de manera simultanea.
Optimizacion con materiales y geometrias no lineales.

G e e b

El proceso de optimizacion estructural se da tradicionalmente, siguiendo una via paramétrica, donde la forma y la
topologia de una estructura, son definidas por un grupo de parametros. Los parametros son ajustados en orden para
conseguir algunos objetivos, como son un volumen minimo, reducir los concentradores de esfuerzos, etc., pero sin
violar ninguna restriccién. En general el proceso evolutivo requiere de dos parametros: el primero es una tasa de
rechazo (RRy) y la segunda es una tasa evolutiva (ER).

Esta tarea es dificil de lograr y los sucesos limites se hacen realizando técnicas de programacion matematica desde
hace 30 afios, una de ellas es el analisis por elementos finitos (FEA) (ver capitulo 2 seccién 2.5). FEA es una técnica
computacional que modela una estructura o un continuo como un ensamble de pequefias partes (elementos). Cada
elemento es de geometria simple (tridngulos o cuadrilateros) y por lo tanto es facil de analizar.

El procedimiento del FEA genera muchas ecuaciones algebraicas, las cuales son resueltas en una computadora
digital. FEA procede como un método de andlisis de esfuerzos. Hoy en dia tiene grandes aplicaciones en muchas
ramas de la ingenieria, incluidas la transferencia de calor, mecanica de fluidos y campos electro-magnéticos, etc.

Remocion de material basado en un nivel de Esfuerzos:

La estructura se malla finamente.

Se aplican cargas y condiciones de frontera.

Se analizan los esfuerzos usando un programa de elementos finitos.
Se eliminan elementos del modelo de elementos finitos.

P

Se eliminan haciendo una comparacién entre el esfuerzo en cada punto y el esfuerzo total de la estructura, a través
del criterio de esfuerzos de Von Misses:

2 2
O vy ZX/O'X +toy —O0y40y + Ty .o (L)
En cada fin de analisis de elemento finito, todos los elementos que satisfacen la condicién son borrados del modelo:

O

< RR . Donde: RR;: tasaderechazo ... (1.2)

o max

El ciclo del analisis y remocidn de elementos se repite utilizando algin valor de tasa de rechazo (RR) hasta alcanzar
un estado estable. En esta fase una tasa evolutiva (ER) es introducida y afiadida a la tasa de rechazo:

RR,, = RR, + ER i=1234..n .. (13

Con este incremento de la tasa de rechazo el ciclo del analisis por elemento finito y elemento removido toma lugar
otra vez hasta que un nuevo estado estable es alcanzado. Valores tipicos para un inicio son: RRp =1 %y ER =1 %.
El proceso evolutivo continda hasta lograr el 6ptimo deseado.

Como se puede observar el ESO es un proceso iterativo y por ello el uso de la computadora se convierte en una
herramienta muy (til, al momento de resolver los complejos sistemas de ecuaciones, presentados por el problema;
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aunqgue en la actualidad el tiempo que dure este proceso dependera Unicamente de la complejidad del problema, asi

como del tipo de solucion que se necesite.

En la figura 1.5 se muestra un ejemplo de aplicacion de esta técnica, para obtener una nueva topologia de un
intercambiador de calor; aqui se muestran las dimensiones y restricciones del problema, ademas se aprovecha la
simetria del intercambiador y el problema se reduce a tan solo a un cuarto de geometria [30].
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Fig. 1.5. a) Evolucion del dominio inicial y su topologia final, b) Geometria Inicial del intercambiador y el cambio en su
geometria mediante la Optimizacion Estructural Evolutiva (ESO) [30].
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1.3 COMPARACION ENTRE LAS METODOLOGIAS DE DISENO.

En general se ha visto que los métodos tradicionales tienen que ver en demasia con la experiencia del
disefiador, por lo que se intenta obtener una aplicacién capaz de “sustituir” todo lo que conlleva el proceso de de
disefio, mas no al disefiador, es proporcionarle a este una herramienta sencilla para la solucién de problemas, bajo
criterios definidos por el propio disefiador, tales como: definir el problema, definir las funciones objetivo, decidir si
es posible de manufacturar, etc. Las responsabilidades de un disefiador en el proceso de toma de decisiones durante
el disefio son muchas, pero principalmente [44]:

Definir las especificaciones del problema.

Elegir criterios de disefio adecuados.

Modelar y evaluar.

Realizar calculos empleando técnicas como FEA.

Interpretar y evaluar los resultados del FEA.

Elegir la mejor de las soluciones e incluso proponer mejoras.

¢t o

La Gltima actividad en la lista, elegir la mejor solucion y mejorarla, depende fuertemente de la experiencia del
disefiador, por lo que no es simple. Ademas, el disefiador no dispone de los parametros o la capacidad suficiente para
asegurar que la ultima propuesta de solucién que obtenga sea la dptima, ya que le es fisicamente imposible evaluar el
espectro completo de posibles soluciones.

Desde hace varias décadas, se han realizado estudios en el campo de optimizacion estructural. El desarrollo de
metodologias eficientes para encontrar estructuras Optimas es muy importante, debido a que facilitaria resolver
problemas complejos en areas como la arquitectura, la ingenieria civil y la mecéanica. Es por ello que se tienen
algunas ventajas y desventajas, que permiten tomar una decision para implementar una metodologia de disefio en
particular, las cuales se muestran a continuacion:

Ventajas de utilizar técnicas de inteligencia artificial.

El disefiador define los criterios de inicio, tal y como sucede con los métodos tradicionales.

El rango de pardmetros para la solucién del problema es mucho mayor que en cualquier método
tradicional.

4 Las metodologias que involucran técnicas de inteligencia artificial son capaces de abarcar un
namero mayor de posibilidades de solucion en un lapso relativamente mas corto, siempre
cumpliendo con los criterios establecidos.

% El disefiador puede, aun con las técnicas convencionales o tradicionales, ser capaz de dar solucién ,
mas no el mejor, a un problema analizando un nimero finito de posibles respuestas en un tiempo
largo, y con técnicas de inteligencia artificial este tiempo se podria ser reducido.

#  Proporciona una solucion maxima (6ptima), dentro de un maximo de posibles respuestas o
soluciones para un problema en particular.

Desventajas
Los necesitan tener conocimientos basicos de programacion.

Es mas sencillo de aplicar metodologias tradicionales a problemas relativamente faciles.
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Dentro de los métodos que involucran técnicas de optimizacion, el método de optimizacion de forma utilizado en
este trabajo, sera aquel que tenga relacion con el ESO (Optimizacion Estructural Evolutiva), debido a:

Los criterios de disefio tienen que ver directamente con el nivel de esfuerzos de la estructura.

La facilidad de programacion de un algoritmo computacional, para este tipo de optimizacion.

Permite introducir varios criterios de optimizacién en distintas zonas de la estructura de manera
simultanea.

& Permite la modificacion de la frontera, mediante tasas de evolutivas, para lograr la optimizacion de
forma.

4 Permite obtener la solucién dptima basada en el Analisis por Elementos Finitos.

En el capitulo posterior se define la metodologia de optimizacion de forma, asi como los detalles de la misma, para
lograr el desarrollo de una herramienta de disefio de optimizacién estructural, ademas de definir algunos de los
conceptos mas sobresalientes de dicha metodologia.
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N Detalles del Método
EE de Optimizacion
de Forma.

(c) (d)

“Pensar es el trabajo mas arduo que existe, lo que explica
que haya tan pocas personas que se dediquen a ello.”

Henry Ford.

2.1 INTRODUCCION.

Desde la aparicion de la computadora, se han realizado grandes esfuerzos para que tenga una aplicacion en
disefio estructural. La fase del proceso de disefio mas favorecida ha sido el analisis. Asi, desde la década de los
cincuenta se han realizado programas cada vez mas generales y eficientes, hasta llegar a los programas de Elementos
Finitos actuales, capaces de analizar la respuesta de estructuras de gran tamafio y complejidad.

En la metodologia habitual del disefio estructural, y debido en gran parte a las limitaciones de tiempo, cuando el
disefiador se enfrenta a un determinado problema, suele dedicar la mayor parte de su tiempo a analizar una posible
solucién al problema, comprobando el cumplimiento de la normativa aplicable al caso, en vez de estudiar diversas
alternativas de solucion al problema. Este procedimiento, que puede ser adecuado para un ingeniero experimentado,
puede ser muy peligroso en manos de otro con poca experiencia [19].

Las técnicas de optimizacion, utilizadas en un entorno de continuo avance en la potencia de los ordenadores y en las
capacidades graficas de los mismos, pueden ser unas herramientas muy eficaces para visualizar una serie de disefios
alternativos que resuelven el problema, cumpliendo las condiciones de disefio del mismo de una forma "6ptima".

La optimizacién heuristica debe considerarse como un conjunto de técnicas de optimizacién que han sido usadas
para optimizar complejas funciones como alternativa a los métodos clasicos donde, por diferentes razones, era dificil
encontrar el éptimo. En las técnicas clasicas (analiticas o numéricas) las razones que imposibilitan obtener el 6ptimo
son, por ejemplo, la presencia de 6ptimos locales, el tiempo necesario para obtener una solucién, la no convergencia
de los algoritmos, etc.

Las técnicas heuristicas han sido usadas principalmente en problemas de optimizacion combinatoria donde las
variables sobre las que hay que decidir tienen valores enteros o discretos, de ahi que el espacio de blsqueda en el
caso bidimensional podemos imaginarlo como una malla limitada en dos dimensiones, donde cada interseccién
(nodo) indicaria una posible solucidn del problema. Si las variables que intervienen son de tipo real, es posible
siempre discretizar el espacio de busqueda, con lo cual pasamos a un espacio discreto y estamos en las condiciones
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anteriores. Si se requiere mayor precisién sera preciso discretizar con mas puntos con lo que se amplia el nimero de
posibles soluciones y el tiempo para encontrar el Optimo aumenta.

2.2 DISENO OPTIMO ESTRUCTURAL.

2.2.1. Metodologia.

La optimizacién de sistemas estructurales puede definirse como el desarrollo y aplicacion de técnicas de
computadora, interactivas o automaticas, para mejorar los disefios. Se pretende obtener los disefios de costo minimo
que cumplan todas las condiciones de disefio [42].

La introduccion de técnicas de optimizacion en el disefio estructural se hace necesaria a la vista de las ventajas que
ofrece, entre ellas el ahorro de tiempo a los disefiadores, permitiéndoles mayor dedicacién a fases mas creativas del
disefio, y la posibilidad de considerar especificaciones, cada vez mas numerosas y dificiles de cumplir, que se exigen
a las estructuras actuales.

Tradicionalmente, el disefio estructural se realiza siguiendo un proceso iterativo. Este método, presenta el
inconveniente de que las modificaciones dependen de la experiencia del disefiador, obteniéndose soluciones que no
son las mejores y ademas, con un alto costo de tiempo. Al mismo tiempo se han realizado intentos para automatizar
el proceso de disefio, realizando la fase de sintesis mediante el empleo de técnicas de optimizacion. Para conseguir
una resolucion del problema méas econdmica en tiempo empleado, pudiéndose practicar un mayor nimero de
soluciones de forma que el resultado se acerque al 6ptimo, se ha intentado formular el problema de forma que fuese
apto para resolverse automaticamente. Asi, se formo el proceso de disefio hasta el esquema mostrado en la figura 2.1,
Disefio optimo estructural.

NECESIDADES
Y OBJETIVOS

DISENO INICIAL | = i Experiencia i
Lamememammaea

Leyes fisicas l ANALISIS | = |
NUEVO DISENO
Normativa | )
Condiciones de —__ ¢Vilido? - Ordenador
diseiio /

st Técnicas de optimizacién |

DISENO FINAL

Fig. 2.1. Diagrama de flujo de la metodologia de Disefio Optimo Estructural [20].

Un paso previo a la tarea de disefio es el de definir una idealizacion del objeto a disefiar, a fin de obtener un modelo
que incluya un nimero finito de los aspectos mas importantes del disefio y sea mas sencillo de manejar que el objeto
real. Tal proceso de idealizacion debe realizarlo el disefiador, utilizando para ello la experiencia adquirida en disefios
precedentes. Sin embargo, lejos de encontrarse desasistido en tal labor, el disefiador cuenta con una serie de pautas
establecidas y generalizadas que no puede rechazar arbitrariamente generadas tras cada iteracion.
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Formulacion y Resolucion del problema de Disefio Optimo Estructural.

El objetivo del disefio 0ptimo de estructuras es obtener el mejor disefio, es decir, un conjunto de valores de
las variables de disefio, que haga minima una funcion objetivo y cumpla una serie de restricciones que dependen de
las variables [15].

Las variables de disefio de una estructura pueden ser:

+ Propiedades geométricas (areas, espesores, momentos de inercia, etc.).
¢ Topologia de la estructura (nodos y conexiones de los elementos),
¢ Propiedades del material de la estructura, etc.

El tipo de optimizacion a realizar dependera del tipo de variables que se consideren para la solucién del problema.
Tradicionalmente se ha buscado el disefiar las estructuras de peso minimo, lo que ha conducido a que la funcién
objetivo mas habitual sea el peso de la estructura. Sin embargo, en otras aplicaciones el peso no es el factor
determinante y se recurre al empleo de otras funciones objetivo, tales como la fiabilidad, la rigidez, el esfuerzo, etc.
Las restricciones son condiciones que debe cumplir el disefio para que pueda ser considerado valido. En general el
problema de disefio 6ptimo se puede formular como:

Encontrar el vector de variables de disefio x tal que:

minimice: f (x)
sujetoa:hj(x)=0j=1,2,..,mi
gi(x)%0j=1,2,..,md
XIlEXiExiSi=1,2,..,n

Donde x es el vector n-dimensional de variables de disefio, f(x) es la funcién objetivo, hj(x) es la restriccion de
disefio de igualdad j, gj(x) es la restriccion de disefio de desigualdad j, mi es el nimero de restricciones de igualdad,
md es el nimero de restricciones de desigualdad, n es el nimero de variables, xil es el limite inferior de la variable i
y xiS es el limite superior de la variable i [7].

El problema planteado de esta manera se puede resolver, mediante diferentes métodos como: Programacion
Matematica, Algoritmos genéticos, Criterios de optimizacion, etc.

2.3 CARACTERIZTICAS GENERALES DEL METODO DE OPTIMIZACION DE FORMA.,

La metodologia de disefio 6ptimo, particularmente enfocado a la optimizacién de forma de elementos
mecanicos propuesta en este trabajo, trata de ser una herramienta Util para los ingenieros de disefio y con ello
ahorrarles tiempo pero sobretodo proporcionarles una aplicacién con la cual puedan analizar un nimero mayor de
posibles soluciones dentro de un nimero finito presentado por otras metodologias tradicionales.

El método presentado contiene estrategias de inteligencia artificial, es decir estrategias heuristicas, las cuales
provocan una convergencia entre las distintas posibles soluciones, lo que se puede observar como una “Evolucién”
hacia la solucién dptima, de una manera lenta y gradual, basado en parametros cambiantes durante esta evolucion
estructural, permitiendo asi una adaptacion de la geometria que da respuesta a las condiciones en que se encuentra
sometido algin modelo, obteniendo con esto una estructura que responde de la mejor manera, conforme avanza el
tiempo y se cumple un criterio de impuesto por el disefiador.
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Uno de los principios basicos presentados en el método de optimizacion de forma, es el modelado de geometrias
mediante curvas paramétricas, las cuales se definen a partir de segmentos. Las propiedades de este tipo de curvas
(ver seccién 2.4.2 de este capitulo) proporcionan contornos suaves al momento de modificar la geometria de las
estructuras, y esto evita en gran medida, que al llevarse a cabo estos cambios geométricos, no aparezcan aristas que
actlien como concentradores de esfuerzos o simplemente con sesgos demasiado grandes, lo cual no es deseable.

El otro es el FEA, que en la actualidad es una herramienta muy popular en el disefio de elementos mecanicos desde
un aspecto estructural. Esta técnica es la base para dar solucién al problema de optimizacién en este trabajo, al
proporcionar un nivel de esfuerzos de una estructura, que el algoritmo modificara a través del cumplimiento de un
criterio de optimizacion basado en esfuerzo. A continuacién se describe brevemente el desarrollo del método
propuesto, el cual cumple con algunas caracteristicas esenciales, de las técnicas de optimizacion.

El modelado geométrico mediante curvas paramétricas proporciona un modelado, lo mas aproximado a la geometria
real, mediante un nimero finito de puntos en 2D.

% El modelado geométrico paramétrico provee una curva que se ajusta de manera suave, a los puntos que
interpola, con esto los cambios bruscos en direccién de la curva no se presentan. Este tipo de curvas nos
lleva a evitar la aparicién de ciertas zonas en el contorno de la curva que se puedan llegar a convertir en
concentradores de esfuerzos.

# Al modificar la posicién de cualquiera de los puntos que definen a una curva paramétrica, esta ajusta de
manera autémata los segmentos generados con el fin de no perder la suavidad en la misma.

4 El ajuste de una curva paramétrica durante el cambio de posicion de un punto, se lleva a cabo tan solo en
una region de los segmentos que definen a la curva, mientras que los demas se mantienen sin cambio
alguno.

# Los puntos que pueden sufrir el cambio de posicién se denominan puntos de control, estos puntos son las

variables de disefio que se tomaran en cuenta para realizar la optimizacion del modelo geométrico a
analizar.

El FEA se utiliza para obtener un andlisis estructural de esfuerzos de la geometria a optimizar.
4 La discretizacion del dominio o estructura modelada, se realiza mediante una malla de elementos finitos

triangulares de tres nodos y seis grados de libertad (2 GDL por nodo).

% EIl tamafio promedio de los elementos es igual al promedio de la distancia entre los puntos que definen el
perfil de la geometria.

4 Los puntos que definen la interseccién entre los elementos triangulares, se denominan nodos. Los nodos que
se encuentran sobre el perfil que pertenecen al contorno de la estructura modelada, son asociados a los
puntos de control de la curva paramétrica.

% El esfuerzo de von Misses se calcula en cada uno de los elementos triangulares de la malla, y ademas en
cada nodo generado durante la discretizacion., para cada caso de carga impuesto al modelo.

La geometria se optimiza mediante la modificacion gradual de la frontera con base en el nivel de esfuerzos que
presenta el modelo.
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4 El nivel de esfuerzos calculado en cada nodo perteneciente al perfil, se calcula haciendo una comparacion
entre el esfuerzo de von Misses en cada uno de estos, contra el maximo presentado en el modelo.

Con esto se detectan regiones con un alto o bajo nivel de esfuerzo en el modelo.

En cada nodo perteneciente a dichas regiones, esta asociado a un conjunto de puntos de control, con lo que
al realizar la modificacion de uno de estos nodos implica cambiar la posicion de los puntos de control
relacionados con estos. Entonces para cada punto de control se define una vector de desplazamiento,
mediante las direcciones de los vectores perpendiculares y el nivel de esfuerzo asociados a cada punto.

Este procedimiento se lleva acabo de una manera iterativa, hasta que ya no se pueden obtener mejoras en el modelo,
es decir que se a encontrado la estructura optima a las condiciones dadas. En la figura 2.2 se muestra de manera
general un diagrama de flujo, correspondiente a la metodologia de optimizacion de forma en este trabajo, bajo las
premisas dadas por la metodologia del disefio 6ptimo estructural en combinacion con el analisis por elementos
finitos.

- 1 N

| Ceometiz Perametiade |

'

| Meliedode it Erpuchire l——*

[ Condidones
- de frontera

Andisis pev
Elexwe s Finitos

|

Soliucidn Nodal (x, )
Mo ez l
Feometria Fosgroce 5o
Esfhernos Midale s

Fig. 2.2. Diagrama de flujo de la metodologia de optimizacion.
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Maés adelante en este capitulo (seccidn 2.6) se proporciona una descripcion mas detallada del método de optimizacion
de forma. Es importante destacar entonces algunas de las caracteristicas principales de cada uno de los puntos
basicos que definen dicho método de optimizacion (modelado geométrico y método de los elementos finitos),
ademas de realizar la eleccion de un método de modelado paramétrico.

2.4 MODELADO DE GEOMETRIAS MEDIANTE CURVAS PARAMETRICAS.

2.4.1. Definicion de Modelado Geomeétrico.

El modelado geométrico es una herramienta sumamente usada en muchos campos, ciencia e ingenieria,
cinematografia, robotica, etc., con el fin de realizar simulaciones, visualizaciones de fendmenos de cualquier tipo y
con ello ahorrar tiempo ademas de reducir costos en pruebas de laboratorio, todo generado desde una computadora.

“El modelado geométrico se puede definir como: una representacion matematica de una geometria real, en un
dominio bi o tridimensional, a través de curvas conocidas, tales como lineas, parabolas, hipérbolas, etc., mediante
un algoritmo computacional.” [38]

La idea general para crear un modelado, es pasar de un concepto geométrico a un concepto computacional, y para
ello se siguen los siguientes pasos:

1. Convertir la geometria en términos algebraicos, es decir buscar una representacion algebraica de algun
objeto con el fin de poder manipular esta representacion por computadora, la cual generalmente no es Unica,
por ejemplo un objeto circular puede tener un a forma algebraica en 2D de manera implicita: x> + y* = r* o
paramétrica: x = cos(t), y = sen(t). Teniendo en cuenta que entre mayor sea la complejidad del objeto a
modelar, mayor sera la complejidad de la representacion matematica.

2. Convertir los términos algebraicos a un algoritmo de solucion, es decir que la forma algebraica que
modela un objeto, se debe escribir como un algoritmo de solucion con el fin de poder modificar algunos
parametros, por ejemplo si la ecuacion es x* + y* = r? se escribe como X2 + y"2 = r*2. La manipulacién de
parametros (x 0 y) se puede realizar mediante:

Forma simbdlica, en donde se obtiene un valor simbélico como solucion, por ejemplo x =y + 2.
Forma numeérica, donde se utilizan valores racionales para representar la solucién y ser mas
exactos, por ejemplo x = (y** + 67)°.

La aproximacion, donde se utilizan métodos numéricos para obtener una solucion numérica
aproximada, por ejemplo 0.999999.

3. Convertir el algoritmo computacional en un programa, es decir nuestro algoritmo de solucién escribirlo
en algan lenguaje de programacion como C, C++, java, etc. para poderlo solucionar rapidamente, sobre todo
en el caso que se utilice métodos numéricos para llegar a una solucién.

Para lograr tener una buena aproximacion de modelado de un objeto geométrico mediante curvas, es necesario tener
un conocimiento sobre las curvas basicas y sus todas sus posibles representaciones (implicita, paramétrica, etc.) en
dos y tres dimensiones.
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2.4.2. Definicién de Curvas Paramétricas.

El modelado paramétrico es el modelado de objetos geométricos a través de la utilizacién de curvas que
son facilmente representadas mediante el uso de uno o varios parametros, como por ejemplo: una magnitud, angulo,
tiempo, etc., estas curvas son cominmente conocidas como Curvas Paramétricas. [38]

Las curvas paramétricas en general representan curvas conicas tales como: lineas rectas, las curvas conicas, etc.
Algunas de las técnicas mas comunes y que cumplen con los criterios de parametricidad son:

1. Curvas de Bézier
2. Curvas B-Splinesy
3. Curvas NURBS (Non Uniform Racional B-Splines).

Cada una de ellas con ventajas comunes tales como:

4 La generacion de la curva es a partir de un grupo de puntos de control, los cuales pueden proponer
una curva que siga la tendencia de estos puntos de control.

4 Se pueden cambiar las posiciones de cualquiera de los puntos de control, ademas de otras
caracteristicas con el fin de ir modificando la forma de la curva. A esto se le conoce como criterio
de Localidad, en donde no es necesario modificar la ecuaciéon de la curva, sino Gnicamente los
puntos de control de esta.

4 Permiten eliminar o agregar puntos de control sin cambiar la forma de la curva de manera brusca,
con lo que se tiene mas libertad de revisar punto por punto sin que los demas se vean afectados por
esta adicion de puntos.

4 Permiten unir segmentos de una curva, a otra para poder complementarla.

La fabricacién de las coordenadas homogéneas introducen la forma racional, las curvas de Bézier y B-Splines son
generalizaciones de las curvas de Bézier racionales y B-Splines Racionales Non-uniformes, 0 NURBS. Obviamente,
las curvas de Bézier racionales son mas poderosas que las curvas de Bézier. De manera semejante, NURBS son méas
poderosas que las B-Splines. La relacién entre estos cuatro tipos de representaciones de la curva se muestra en la
figura 2.3.

NURBS

B-spline

Rational Bezier

Bezier

Fig. 2.3. Larelacion entre 4 tipos de representaciones de una curva paramétrica [39].
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2.4.2.a. Curvas de Bézier.

Las curvas de Bézier eran descubiertas en los afios cincuenta, simultineamente por dos matematicos
franceses (Paul de Faget de Casteljau y Pierre Bézier) trabajando en forma independiente llegaron a resultados
similares descubriendo asi las hoy conocidas curvas de Bézier. El descubrimiento de estas curvas fue de tal
trascendencia que su uso en el disefio se adoptd a nivel mundial. Posteriormente se mejoran los resultados obtenidos
con las curvas de Bézier al descubrirse su generalizacion: las curvas de B-Splines (nombre corto para Basis Splines).

Sin embargo, se ha adoptado una versién moderna desarrollado por C. del Patan, M. Cox y L. Mansfield a finales de
los afios 70s. Ambas curvas las Bézier y B-Splines son curvas paramétricas polinébmicas. Las formas paramétricas
polinémicas no pueden representar algunas curvas simples con gran precision debido a su definicion.

Este tipo de curvas son las més faciles de implementar mediante un algoritmo de programacion, pero tiene problemas
de aproximacion a la curva que se esta disefiando, debido a que para encontrar una curva adecuada a un perfil, se
tienen que unir dos o mas curvas Beziér, lo cual aumenta el numero de puntos de control y un problema de
continuidad en los puntos de union. En la figura 2.4 se muestran dos ejemplos de curvas Beziér.

Definicion.

C(U)ZiBn,i(U)Pi @D
B,i(u)=

n! i n-i
iy (1-u) . (22

Fig. 2.4. Ejemplos de curvas Beziér [39].

2.4.2.b. Curvas B-Spline.

En general, las curvas fueron empleadas para disefiar durante siglos; la mayoria de estas curvas eran
circulos, pero algunas fueron de “forma libre”. EI empleo de estas curvas parte desde el disefio de naves hasta llegar
a la arquitectura. Cuando las curvas tuvieron que ser dibujadas exactamente, la herramienta cominmente usada fue
una herramienta mecanica llamado Spline, tira de madera a la que se le daba cierta forma y para mantener esa forma
se utilizaban pesas de metal conocidas como ducks [25]. La contraparte matematica de un Spline mecanico es una
curva Spline definida en forma paramétrica y que al igual que un Spline mecanico se utilizé para disefiar.

Alrededor de los afios sesenta, C. de Boor empezd a trabajar para los laboratorios de investigacion de la General
Motors usando en este trabajo los B-Spline para efectuar representaciones geométricas. Mas tarde se vuelve uno de
los mas arduos propulsores de los B-Spline en la teoria de aproximacion. La evaluacién recursiva de las curvas
B-Spline se debe a él y en la actualidad se conoce como el algoritmo de de Boor. Gracias a esta evaluacion recursiva
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los B-Spline se convierten en una herramienta viable, ya que antes de su descubrimiento las B-Spline se definieron
usando un tedioso método de diferencias divididas que era muy inestable.

Para disefiar una curva de B-Spline, se necesita un grupo de puntos de control, un grupo de knots y un grupo de
coeficientes, uno por cada punto de control, para que todos los segmentos de la curva juntos satisfagan con certeza la
condicién de continuidad. El calculo de los coeficientes es quizas el paso mas complejo porque ellos deben asegurar
ciertas condiciones de continuidad.

Con estas curvas se pueden mover los puntos de control para modificar la forma de la curva, de igual manera como
se realiza con las curvas Beziér, pero ademas se puede modificar las subdivisiones de una curva de una manera mas
sencilla, lo cual permite un alto grado de libertad para el disefio de una curva. Un knot es punto que subdivide un
intervalo cerrado de una curva cuyo dominio esta entre [0,1], como se observa en la figura 2.5.

Fig. 2.5. Puntos de subdivision de una curva (knots) [39].

Definicion:
C(u)= iZ::O N.,WP,|l . 3
1 si u,<uc<u,
N o (U) — - i i+1
0 CuanUIer otrocaso
(2.4)
u-—u, Uisper —
Ni,p(u)ziNi,p—l(u)—i_ ne Ni+1,p—1(u)
ui+p - M i+p+l = Hi+l

Propiedades principales:
1. Nip (u) es un polinomio como funcion de u, de grado p.
Es un polinomio de grado p, donde el valor de p se encuentra entre 1 y el numero de nodos-1 y u es el knot
asociado a este, entre mayor sea el grado del polinomio (p mas grande), la curva producida por estas
funciones sera més concava.
2. No-negatividad: Para todo i, p y u, Nj,(u) es diferente de cero.

3. El Apoyo local, N ,(u) es distinto de cero en [uj, Uisp+1).

4. En cualquier segmento [u;, Uisp+1), & lo més el p+1 de las funciones base de grado p son distintos de cero,
denominados: Ni,p (), Nip+1,p(U), Nip+2,p(U),..., ¥ Ni,p(u).
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5. Laparticion de Unidad: La suma de todas las funciones base, de grado p distintas de cero en el segmento
[Ui, Uispsa) €5 1t

Esta propiedad es sumamente importante ya que ademas de mostrar que Nip(u), Nips1 (U), Nipea(U),..., ¥
Nip(u) es diferente de cero en [u;, Ui1) Y SU suma es la unidad, aqui podemos observar el porcentaje que cada
uno de estos coeficientes aporta en el segmento [u;, Ui+1), Y con ello ver la influencia de los knots a la hora
de mover los puntos de control.

6. Si el nmero de Knots es m+1, el grado de las funciones base es p, y el nimero de las funciones base es
n+l, entoncesm=n+p+1:

Esto no es dificil de ver. Permita N,(u) sea el altimo grado la p base funcion. Es non-ceros adelante [up,
Un+p+1)- Desde que es la dltima funcion de la base, 10S un.p+1 deben ser los tltimo nudo ug,. Por consiguiente,
Nosotros tenemos Unpspss = Un Y N+ p + 1 =m. En el resumen, dado my p, permiten quen=m-p-1yel
grado p las funciones de la base son Ngp(u), Nyp(u), Nzp(u),..., ¥ Npp(u).

7. La funcion base N;, (u) compone una curva polinémica de grado p con unirlos con puntos de los Knots
en [ ui, ui+p+1).

El ejemplo mostrado en la pagina anterior ilustra bien esta propiedad. Por ejemplo, Ny, (u), que es diferente
de cero adelante [0,3), se construye de tres parabolas definidas adelante [0,1), [1,2) y [2,3). Ellos se
conectan juntos a los knots 2 y 3.

8. En un Knot de multiplicidad k, la funcion base N, (u) es de continuidad Cy. :
Por consiguiente, la multiplicidad creciente disminuye el nivel de continuidad, y el grado creciente la

continuidad de aumentos. El antedicho el grado dos funcion de la base Ng,(u) es C1 continuo a los knots 2 y
3, desde que ellos son los knots simples (k = 1).

2.4.2.c. Curvas NURBS.

Las curvas NURBS o Non Uniform Rational Basis Spline, son curvas que involucran un cociente de sumas
de knot multiplicados por los puntos de control. Este tipo de cociente necesita de una mayor atencién respecto a los
problemas de continuidad que acarrea su manejo, aunado a la continuidad de cada suma.

Definicion:

1 n
C(u)=— DN (WP o

Z N, (u)w, =0

Una de las ventajas mas notorias que proporciona este tipo de curvas es que se puede realizar una representacion mas
fiel de curvas tales como: circulos elipses, etc., teniendo una mejor convexidad en las curvas, lo cual es mas
complejo con las curvas B-Spline.

De la definicidn si el todos los pesos o w; son iguales a 1, entonces esta ecuacion se reduce a la de una B-Spline,

debido a su forma convencional. Ademas se puede decir que las curvas B-Spline son un caso particular de las curvas
NURBS.
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2.5

ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS (FEA).

El andlisis por elementos finitos es uno de los métodos numéricos para la obtencidon de soluciones

aproximadas de ecuaciones diferencial ordinarias y parciales. Este es especialmente poderoso cuando se trata con
condiciones de frontera definidas por geometrias complejas que son comunes en aplicaciones practicas. Otros
métodos numeéricos como son: diferencias finitas y elementos frontera, deben ser competitivos o igualmente
superiores al método del elemento finito, solo para ciertas clases de problemas. Es por esta versatilidad manejable en
dominios arbitrarios y disponibilidad de sofisticados software de elemento finito, que en las ultimas décadas, el
método de los elementos finitos a comenzado a ser el método preferido para la solucién de muchos problemas
practicos [5].

Metodologia General del FEA.
La aplicacion del método de los elementos finitos a un problema dado involucra los siguientes seis pasos:

Discretizacion del dominio de solucién in una malla de elementos finitos.
Desarrollo de las ecuaciones de los elementos.

Ensamble de las ecuaciones de los elementos.

Introduccion de las condiciones de frontera.

Solucién de nodal de las variables.

Postproceso o relacion de las cantidades para cada elemento.

ouaprwdE

En el Anexo 3 muestra una descripcion de manera general, cada uno de los pasos antes mencionados, asi como
algunas de sus caracteristicas mas representativas.

2.6

DESCRIPCION DETALLADA DEL METODO DE OPTIMIZACION DE FORMA.

En resumen el algoritmo de optimizacién de forma es el siguiente:

1.

La geometria del modelo se define mediante curvas B-Spline, indicandose entonces las restricciones asi
como los casos de carga aplicados al modelo.

Se realiza el calculo del esfuerzo de von Misses en cada uno de los nodos por medio del FEA.

Se modifica la frontera de la geometria con base en un proceso de remocion y/o adicion de material,
definido por el nivel de esfuerzo de cada uno de los nodos que se encuentren en la frontera. La remocidn se
lleva a cabo en los nodos que presenten un bajo nivel de esfuerzos, aplicando vectores de desplazamiento en
direccion interior sobre los puntos de control asociados a dichos nodos. Por otra parte la adicion de material
se aplica a aquellos nodos cuyo nivel de esfuerzos sea alto o cuyo esfuerzo de von Misses sea mayor al
esfuerzo de cedencia del material. En este caso, la direccion del desplazamiento de los puntos de control es
exterior, tal y como se observa en la figura 2.6.

Los puntos 2 y 3 se repiten hasta que no es posible mejorar el modelo.

Capitulo 2 34



Detalles del Método de Optimizacién de Forma

*  Puntos de Control *  Puntos de Conftrol
< Puntos de Ia curva C (i) < Punios de Ta curva C ()
=¥ Direccion Exterior —» Direccion Interior
a) b)

Fig. 2.6. Direccion del desplazamiento de los nodos basado en un nivel de esfuerzo: a) bajo y b) alto.

Definicion de la geometria.

El dominio de disefio se define con base en un conjunto de puntos que indican la geometria inicial del
modelo, en particular estos puntos son C (u ;), aquellos puntos que estan sobre la curva y son definidos al valuar la
curva B-Spline o C (u) en un valor de pardmetro u ;. Un conjunto de restricciones de desplazamiento o condiciones
de frontera y un conjunto de casos de carga que pueden estar compuestos por fuerzas puntuales, distribuidas o de
cuerpo.

La frontera de la geometria se genera interpolando con curvas B-Spline de grado n entre los puntos, donde para este
trabajo el grado de la curva es tres (n = p = 3); de esta forma se asegura que la geometria del modelo no presente
cambios abruptos de direccion durante el proceso de optimizacion. Se pueden identificar tres tipos de curvas en el
contorno modelado

Curvas libres: cuyos puntos pueden ser modificables sin restriccion por lo que presentan regiones a optimizar,
Curvas o lineas de simetria: las cuales solo pueden cambiar su longitud a lo largo de la simetria y por ultimo

Curvas o lineas fijas: las cuales pueden contener las condiciones de frontera o simplemente no deben ser alteradas
por alguna especificacion de disefio.

En la figura 2.7 se muestra un ejemplo de geometria modelada mediante curvas B-Spline (Circulo), y sus zonas o
regiones mencionadas anteriormente.

L

4
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8" Restriccion T

/ - \.

Modificable

Simetria /

c) d)

Fig. 2.7. a) Dominio de inicial de disefio, b) Puntos que definen el dominio,
¢) Regiones encontradas en el dominio y d) Nodos del contorno de la malla de elementos finitos.

Aplicacién de FEA.

Es una herramienta que permite calcular los desplazamientos de los nodos que constituyen una malla de
elementos, bajo un conjunto de condiciones de frontera o restricciones y un sistema de cargas aplicado. Con base en
las relaciones existentes entre desplazamientos y deformaciones, se calcula el estado de deformaciones en cada uno
de los elementos finitos y a su vez el estado de esfuerzos de estos.

El estado de esfuerzos en cada nodo de la malla es el valor promedio del esfuerzo de los elementos conectados por el
nodo. El esfuerzo de von Misses se calcula en los nodos y este valor es el empleado para determinar el estado de
esfuerzos nodal y localizar con ello, aquellas regiones susceptibles a ser modificadas en cada iteracién del proceso de
optimizacion.

Modificacion de la Frontera.

La optimizacion de forma se realiza mediante los cambios graduales de la frontera del modelo. Estos
cambios se realizan solamente en las regiones modeladas por curvas paramétricas y que son susceptibles a ser
modificadas, es decir como se mencioné anteriormente curvas libres. Como en otros métodos de optimizacién, los
cambios en la forma de la geometria, son el resultado de un proceso de remocién o adicion de material en la frontera
del modelo.

Para realizar la modificacién de la frontera, se cambia la posicion de los puntos de dicha frontera, es decir modificar
la posicién de los puntos de las curvas B-Spline, desplazando los puntos de control P ; que las definen (como se
observo en la seccion 2.4.2 de este capitulo).

Mientras que en métodos como el ESO la remocién o adicion del material se lleva a cabo de manera literal
agregando o retirando elementos de la geometria, lo que genera fronteras escalonadas y rugosas, en el método
descrito en este trabajo, se lleva a cabo aplicando desplazamientos pequefios (basados en un nivel de esfuerzo) sobre
los puntos que definen la frontera y que muestren un nivel de esfuerzos indicado como bajo o alto. Para ello es
entonces necesario conocer las zonas o regiones susceptibles de ser modificadas.

Regiones 0 Zonas Modificables.

Los modelos que se encuentran sometidos a un sistema de carga, tendran una regién o zona modificable, en
donde los nodos de esta regién cumplan con alguna de las siguientes condiciones:
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o, <TR *o 5 .. (26

Donde o ; es el esfuerzo de von Misses del i-ésimo nodo, o r es el esfuerzo de referencia, por ejemplo el maximo de
la estructura, o v es el esfuerzo de cedencia del material, TA es la Tasa de Adicion de material y TR es la Tasa de
Remocion de material. Estos dos Gltimos parametros pueden ser llamados parametros de evolucién. Todos los nodos
que definan la frontera de la regidon, que cumplan con la condicion (2.6) son candidatos a ser modificados simulando
una remocién de material, es decir que encontrard zonas sub-esforzadas, mientras que los que cumplan con la
condicidn (2.7) simularan una adicion de material o zonas sobre-esforzadas.

Los valores de TA y TR se actualizan cada vez que se alcanza un estado permanente durante el proceso de
optimizacion, y es el estado en el cual ya no es posible mejorar el modelo, lo cual se traduce como la nula
modificacion o movimiento de los nodos de la frontera, en otras palabras es un méaximo local. Las actualizaciones de
los valores de TA'y TR se realizan de la forma siguiente:

TR ., =TR .+ TER . @9

i+1 ]

TA .., = TA . + TEA . (29)

j+1 ]

Donde j es el j-ésimo estado permanente, TEA es Tasa Evolutiva de Adicién de material y TER es Tasa Evolutiva de
Remocién de material. Los valores adecuados de los parametros TA, TR, TEA y TER son indicativos de cada
proceso de optimizacion, ya que son sensibles a la geometria tamafio de malla, etc.

2.6.1. METODO DE OPTIMIZACION DE FORMA.

De manera general, los distintos métodos de optimizacion estructural o disefio 6ptimo estructural trabajan
sobre la base del movimiento de la frontera, lo hacen desplazando puntos que se encuentran sobre la misma, en una
direccion perpendicular. Algunos de estos métodos, que han mostrado grandes resultados, aplican desplazamientos
sobre todos los puntos susceptibles de cambio, mientras que otros métodos trabajan sélo sobre aquellos puntos de
méaxima susceptibilidad. El problema comun de estos métodos es que al tomar en cuenta la direccién perpendicular a
la frontera en el punto a desplazar, no consideran que puedan existir puntos vecinos también susceptibles de ser
modificados.

El método de optimizacion de forma en este trabajo, utiliza la informacion de la vecindad de los puntos a modificar
aprovechando las propiedades de las curvas B-Spline. En primer lugar, la posicién de un punto C (u ;) en una curva
B-Spline es dependiente de la posicién de los puntos de control de acuerdo con (2.3). Sin embargo, en realidad lo es
solo de P + 1 puntos. Entonces los puntos de control que determinan la posicionde C (uj) son: Pi_y, P, Pi+1Y P s
2, tal y como se muestra en la figura 2.8.
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P

Fig. 2.8. La posicion del punto C (u ;) de una curva B-Spline, depende
de los puntos de control: P ;_1, P, Pi+1Y P>

Lo anterior puede apreciarse al estudiar el sistema, que no es mas que el desarrollo de (2.3):

_C(Ul)_ _Nl,p(ul)' Pl NZ,p(ul) ’ Pz Ns,p(ul)' P3 N4,p(ul) ’ P4 0

C(u,) 0 Nz'p(uz)- P, Nsyp(uz) P N4'p(u2)- P, 0

C(Us) = 0 0 N3,p(u3)‘ P, N4,p(u3)' P, 0 (2.10)
: : : : : 0

C(u,,)| 0 0 0 0 e Ny ()P

Donde u ; es el parametro, N ; son las funciones de base o de interpolacidn, entre los puntos conocidos de la curva, P ;
son los puntos de control que definen la curva (o frontera), p es el grado de las funciones de base y m nimero de
knots. En (2.10) se muestra la relacion entre puntos de la curva, y el producto punto entre los puntos de control y las
funciones de interpolacion correspondientes a una curva B-Spline de grado p.

Una de las propiedades de las curvas B-Spline mas importante es que, para todo punto C (u ;) de la curva, la suma de
las funciones de interpolacion de manera horizontal del sistema (2.10), cumplen con:

Ni_lip(ui)+ Ni,p(ui) + Nm,p(ui) + Ni+2,p(ui) +ee N”p_lyp(ui) =1 . @

Esto se puede entender como si los puntos de control P j_4, P, P i+ 1, P i+2..., P i+p-1, contribuyeran con
porcentajes N j_1, N, Ni+1, Niso..., Niip_y, respectivamente en la posicion de un punto C (u ;) de la curva B-
Spline.

Entonces un punto de control P ;, afecta en porcentajes N i (U i—p+1), Ni (Ui—p+2)..., Ni (Ui), Ni(Ui+q), la
posicion de los puntos C (U i_p+1), C (Ui-p+2)...., C (uy), C (u+1), respectivamente como se muestra en la figura
2.9 y ademas notando que en general la suma de las funciones de interpolacion en forma vertical del sistema (2.10)
cumplen con:

Ni,p(ui—p+1)+ Ni,p(ui—p+2)+"' + Ni’p(ui)—i_ Ni,p(ui+l) * 1 (2.12)
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C (i)
/{“i—n+2f i)

Clui_p41)

Fig. 2.9. El punto de control P ; ejerce influencia solo sobre los puntos de control
CUi-p+1),C(Ui_p+2),....,C (ujy), C (uj+y) de unacurva B-Spline.

Si se desea madificar el punto C (u ;) de una curva B-Spline mediante un desplazamiento D ;, los puntos de control
Pict,PiyPis1, Pisa..., Pisp-1, deben ser afectados por desplazamientos d j_1, d i, d i+, di+2..s 0 jspo1
respectivamente. Si se debe cambiar la posicion de C (u;) y C (ui+1) con desplazamientos D ; y D ;. 1, entonces los
desplazamientos a calcular serdn d j_1i, d i, di+1i, sz Qivpori YAicnisn Qiien Qivnivn Aivzittienn
di+p-1i+1, l0s cuales son arbitrarios e independientes entre si, como se muestra en la figura 2.10.

(1i+1

Pi+1

divz

Fig. 2.10. El punto de control P ; ejerce influencia solo sobre los puntos de control
CMUi-p+1),CWUi-p+2)s...» C (uy), C (uj4) de unacurva B-Spline.

Conjuntos similares de vectores de desplazamiento se generan para cada uno de los puntos de la curva, donde el
primer subindice corresponde al punto de control sobre el cual se deben aplicar y el segundo al punto sobre la curva
para el cual fue generado, asi para un punto P ; se obtiene el conjunto:

dii o diiopuzr dydi, (213
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Calculo de la Direccion y Magnitud de los Desplazamientos.

Para obtener la direccion de los desplazamientos de los puntos de control, solo se toman en cuenta los
puntos C (u), en regiones modificables que cumplan con las condiciones (2.6) 6 (2.7). Asi para cada punto C (u ;) se
calcula un vector de desplazamiento D ;. Si N; es el vector unitario normal exterior a la frontera en el punto C (u ), la
direccion del vector D ; y su magnitud son calculados como:

Si cumple con (2.6):

D, =-m, . eu
D,| = Absoluto [~ (TR *GR)] (2.15)
' (TR *o ;) '
6 si cumple con (2.7):
D, =1, . @i
_ *
D,| = Absoluto [C (TA GR)] (2.17)

(TA *oy)

Esto implica que en regiones de bajo nivel de esfuerzo se remueva material, mientras que en las que presentan alto
nivel de esfuerzo se adicione material, tal y como sucede en la mayoria de los métodos de optimizacion estructural.

La definicién paramétrica de las curvas B-Spline, provoca que a cada punto de control se le asigne un intervalo de
pardmetros, los cuales tienen una relacion directa con los puntos de control, es decir para un punto de control, este
tiene p + 1 pardmetros asignados. Debido a ello cuando uno de los puntos de control es desplazado, la curva
Unicamente se desplaza en un intervalo definido. Esto se muestra en la figura 2.11:

Fig. 2.11. Desplazamiento de un punto de control y el cambio en la curva debido a este desplazamiento [39].

Los vectores D i_p+1, Di_p+2,..., Di, D i1, S0N la base para calcular el vector de desplazamiento d; de cada punto
de control P ;. Para desplazar cada P ; deben tomarse en cuenta los cambios de posicién de los puntos de la curva
C(u i—p+l)! C (u i—p+2)!---| C (u i)l C (u i+1)| es deCIr D i-p+1s D i—p+21eey D i D i+1

Pero a su vez a estos puntos les corresponde por la influencia de P ; en sus posiciones, los valores de N j (U i_p+1),

Ni(Ui-p+2)-.., Ni(ui), N (ui+q), los cuales representan el porcentaje de participacion del punto P ; en la posicion
de cada uno de los puntos mencionados de la curva. Dicho de otra forma, si el punto P ; debe desplazarse, el vector
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de desplazamiento d; debe tomar en cuenta la participacion del punto de control sobre los correspondientes puntos de
la curva.

El procedimiento en este trabajo para el calculo del vector de desplazamiento d; emplea los valores de interpolacion
delacurva N (Ui—p+1), Ni (Ui-p+2),..., Ny (ui), N (ui+4), como factores de ponderacion para combinar los
vectores D i_p+1, Di_p+2,..., D, Di+1, de acuerdo con:

d =2 INu,)*D,. 1 . @

k=p

Donde d; es la suma vectorial ponderada de los desplazamientos de los puntos sobre la frontera que estan asociados
al punto de control P ;, como se observa en la figura 2.12.

Pi" = Punto de Control I Yesplazado
TNp+1

g
ds = Desplazamiento del Punte de confrol

Ni+l

Pi = Punto de Control

Mg+l

Cuger)

Cagper)

C (uy)

Fig. 2.12. Desplazamiento de un punto de control.

Este calculo es necesario para determinar la direccién del desplazamiento del punto de control P ; de forma que tome
en cuenta, en cierta medida, la direccién del desplazamiento de los puntos sobre la frontera, como:

= 1

d, = g' .. (219)

Si m es nimero de puntos sobre la frontera 'y q es el subindice del parametro u de la funcién de interpolacion que
cumple con Max (N i (U i—p+1), Ni (Uip+2),... Nj (ui), N (ui.q)) entonces el calculo de la magnitud de d ;, se
obtiene como:

Dm)*esize* fm . (220
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Es decir la magnitud del desplazamiento del punto de control P ; es igual al valor normalizado del desplazamiento del
punto sobre el cual tiene mayor influencia es decir C (u ), multiplicado por un tamafio de malla (e size) Y un factor de
modificacion (fm). La idea principal de esta forma de calcular el vector d ; es que el calculo de la direccion utiliza la
informacion de la vecindad de los puntos en la frontera y no solo la de un punto aislado, ademas el célculo de la
magnitud favorece el desplazamiento de los puntos mas afectados por el punto de control.

Criterio de Paro.
En los métodos de optimizacion existen diferentes criterios de paro, los cuales dependen del objetivo de la
optimizacion. En este trabajo se utiliza un criterio basado en la homogeneidad del nivel de esfuerzos de la estructura

medido en cada iteracion. El nivel de esfuerzos de toda la estructura se calculo como:

ne

No = Z (c.-0.)" . @

e=1

Donde No es el nivel de esfuerzo, n. son el nimero total de elementos, o, es el esfuerzo de von Misses de cada
elemento y o; es el esfuerzo Méaximo de la estructura. Asi el criterio de paro es:

No.,—-No,

cp = Absoluto <10 ° . 2

Oy

Por lo tanto si durante la optimizacion, para la iteracion t + 1 se satisface (2.22), el proceso se detiene. Con esto se
asegura que el nivel de esfuerzo en la estructura es homogéneo en el orden de 10°°.

Indice de Desempefio.

El espectro de problemas que pueden plantearse es ilimitado por lo que resulta imposible encontrar una
solucion estandar para cada uno de ellos. Es por ello que es necesaria una medida que cuantifique que tan bueno y
gue tan cercano a un resultado 6ptimo es el modelo generado con cualquier método de optimizacién empleado para
la solucién de un problema. El concepto de indice de desempefio no es particular de los métodos de optimizacidn,
puede ser comparado con el concepto ampliamente usado de eficiencia [30, 45]. Engloba las caracteristicas de la
solucién y es adimensional.

Dado que el método de optimizacidn se basa en el nivel de esfuerzos, el indice de desempefio Pl se calcula como una
medida del efecto sufrido por la estructura y la causa que lo provoca, es decir es una relacién entre el estado de
esfuerzos de la estructura y el sistema de cargas aplicado. El indice entonces se calcula como:

1 ne
PI D (0, %V,) . @2

TFExL &~

Donde PI es el indice de desempefio, F es la resultante del sistema de fuerzas aplicado, L es la longitud nominal de la
estructura, oe es el esfuerzo de von Misses de cada elemento y ve es el volumen de cada elemento. Una caracteristica
fundamental del PI, es que, durante el proceso de optimizacion, mientras una estructura evoluciona hacia la 6ptima
construida por una geometria continua, el valor de Pl se decrementa. La geometria continua es aquella que no
presenta huecos o cavidades importantes.
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En general cuando la geometria deja de ser continua, el valor de Pl se eleva abruptamente. Dado que en este trabajo
solo se optimiza una cavidad al interior de una estructura, modificando la frontera, este efecto ocurrira cuando,
durante el proceso de optimizacion, la frontera presente concavidades de consideracion o grandes regiones de
curvatura elevada.

Esta metodologia de optimizacion de forma, cumple con los puntos necesarios, para ser una herramienta sumamente
accesible para poder ser aplicada por los ingenieros de disefio con el fin de reducirles el tiempo en sus disefios. En el
capitulo siguiente se muestran los conceptos basicos de elasticidad y su relacion con el FEA, con el fin de utilizar
dichos conceptos y realizar analisis de esfuerzo plano y deformacidn plana.
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CAPITULO 3

IDEALIZATION  DISCRETIZATION  SOLUTION ‘ Oncepto S

L —
Physical Mathematical| [V | Discrete Discrete
system | model | model solution

e B Fundamentales.

IDENTIFICATION

Discretization + solution error

Modeling + discretization + solution error

“Todo lo que no sucede por accidente o coincidencia,
sucede por disefio”.

Jan Bernsen

3.1 INTRODUCCION.

El problema de determinar esfuerzos y deformaciones en solidos elasticos sujetos a: un sistema de cargas
(internas o externas), cambios de temperatura, fuerzas de cuerpo que se encuentran distribuidas en el volumen, donde
las fuerzas inerciales y su propio peso actlan, etc., es considerado, en la actualidad un campo sumamente estudiado,
para dar solucion a problemas practicos, como se observa en la figura 3.1.

Fig. 3.1. Ejemplos de solidos elasticos sometidos a cargas y/o cambios de temperatura.

En principio algunas situaciones de andlisis de esfuerzos pueden ser manipulados por una formulacién general de
elemento finito. Sin embargo el costo computacional es muy alto, por la necesidad de evaluar en tres dimensiones
volumen e integrales de superficie por cada elemento generado por dicha metodologia. Con mas de tres grados de
libertad en cada nodo, el sistema resultante de las ecuaciones del elemento finito puede ser muy largo, requiriendo
computadoras con hardware y software especializado para su solucién.

Sin embargo en la actualidad debido a la complejidad presentada en los componentes, es deseable introducir

simplificaciones en orden, para reducir el tamafio del problema y con ello todavia tener soluciones razonablemente
precisas y con ello reducir tiempos ademas los antes mencionados costos computacionales.
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Algunas de estas simplificaciones son:

4 Los problemas de deformacién axial, suponen que los cuerpos son muy largos y delgados, ademas cargados
en una direccion axial solamente. La suposicion clave es que o en la direccién de cualquiera de los ejes
coordenados, es la Unica componente de esfuerzo distinta de cero y esto reduce el problema a solamente una
ecuacion diferencial en términos de desplazamiento u y resulta una entonces una simple formulacion de
elemento finito. La formulacién claramente es efectiva para estructuras de tipo armadura.

% La formulacién para vigas es otra formulacién especializada, se basa en suposiciones en componentes de
deformacion que reducen el problema a una simple ecuacién diferencial.

% El esfuerzo plano y deformacion plana representan el siguiente nivel de aproximacion al comportamiento en
un intento por reducir el problema de analisis a formas mas manejables.

Es muy importante entender con claridad todas las aproximaciones introducidas en una formulacién particular para
con ello poder llegar a determinar las ventajas que proporciona la eleccién de alguna de ellas. Entonces la
responsabilidad en el andlisis para reconocer cuando una simplificacion del modelo es apropiada se vuelve
fundamental. Como una regla general, es bueno en la préctica comenzar con simplificar un modelo y gradualmente
mover hacia mas modelos sofisticados. En muchas situaciones de analisis de esfuerzo, esto es posible al crear
armaduras, vigas y modelos de alambre para predecir sobretodo el comportamiento de la estructura.

En este trabajo la simplificacién utilizada sera la proveniente de esfuerzo plano o deformacion plana, dependiendo
del problema planteado. Un modelo de esfuerzo plano o deformacién plana puede ser empleado, para analizar la
estructura total o solamente para areas criticas. Los resultados de un modelo de bajo orden debido a las
simplificaciones aplicadas, son obtenidos definiendo apropiadamente cargas y condiciones de frontera para aislar
porciones de una estructura, ademas de tener una precision muy buena.

Todo esto supone que se tiene una solucion exacta del modelo matematico. Como la solucién del modelo matematico
representa el esfuerzo verdadero y deformacion, la estructura depende de la conveniencia de las suposiciones
inherentes en el modelo. Esto es un punto importante para realizar cuando se interpretan resultados producidos por
algun software comercial de elemento finito. Un porcentaje de error cercano a cero en esfuerzo, no debe diferenciar
mucho usando una formulacion de esfuerzo plano al analizar una situacion fisica, al igual que si se aplican las
mismas condiciones al modelo en tres dimensiones.

En la figura 3.2, se muestra el analisis de una pieza, mediante la simplificacién a un andlisis de esfuerzo plano, y se
realiza una comparacion entre los resultados obtenidos aplicando las mismas condiciones tanto a un modelo
tridimensional, asi como a la simplificacion.

.594e+02
.3@7e+Be
.019e+02
.73le+B2
. 444e+02
. 156e+B2
.687e+01
.811e+B1
.935e+01

M) L1 0D e e RO N MY

|
-

Fig. 3.2. Analisis estructural de una pieza, mediante la simplificacion a un andlisis de esfuerzo plano.
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3.2 CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ELASTICIDAD.
3.2.1. Esfuerzo Plano.

Considerando un cuerpo donde su espesor es mucho menor en una direccién, en comparacion con las otras
dos, se supone que el espesor en esta en la direccion z, en este caso, el cuerpo parte del plano XY, como se muestra
en la figura 3.3. La situacion que debe considerarse es un problema de esfuerzo plano, si todas las fuerzas aplicadas
actdan en el plano XY como se observa en la figura, se puede simplificar nicamente al analisis a una cara en un
corte transversal en dicho plano. Bajo estas circunstancias en general es razonable suponer que las siguientes
componentes de esfuerzo son cero: (c; tvz Tzx)

Fig. 3.3. Unsdlido de espesor delgado sujeto a cargas en un plano adecuado para un modelo de esfuerzo plano.

Sustituyendo los componentes de esfuerzos-cero en la relacion inversa de esfuerzo-deformaciéon (ver anexo 4,
(A4.56)) se obtiene:

1 1% 1%

e g g 2 °00° ox ~Vo,
¢ v 1 v o E

X g g 0 0 oo oy —vo,

&y 1% 1% 1 Oy E
&7 | _ "E E E 0 0 0o _ vicy +o,) | ... (31
Y xy 0 0 0 1 0 0| Fxv E
7/YZ G 1 0 TEY
. o 0 0o 0o ~ ofo £

o o o0 o o - 0

L G|

Esta relacion (3.1) simplificando términos, puede entonces ser escrita de la siguiente forma matricial:

1 vy
£y E 1E Oy
|4
c S I 0 .. (3.2
Y E E Oy
Y xy 0 0 i T xy
L G |
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v(oyx +oy), : :
gZ = — XE Y ; 7/ZY :0’ 7/ZX 201

Invirtiendo (3.2) se obtiene la expresion de esfuerzo plano como:

Oy 1 v 0 | &
E
o, |= v 1 0 | &
1+ | %4 1_ 1% (3.3)
Txy 00 T Y xy

3.2.2. Deformacién Plana.

Considerando un cuerpo que es mucho mas largo en una direccion en comparacién con las otras dos
direcciones. Suponiendo que la longitud en la direccién z y considerando una rebanada unitaria (espesor h=1) del
cuerpo partiendo del plano XY como se muestra en la figura 3.4. La situacion que debe considerar un problema de
deformacion plana si todas las fuerzas actdan en el plano XY. Bajo estas circunstancias en general es razonable
suponer que las siguientes componentes de deformacion soncero: (e, vyz v zx)

RERRRRIY

11

v )

i

Fig. 3.4. Unsdlido largo y una rebanada unitaria para un modelo de deformacion plana.

Sustituyendo estas componentes de deformacidn-cero en la relacion de esfuerzo-deformacion (ver anexo 4, (A4.52))
se obtiene:

1-v v v 0 0 0 |
Ox 1-v v 0 0 0 Ex
oy 1-v 0 0 0 | &
oz |_ E 0o o o =¥ o o | 0©
T | @HV)L-20) Y Vxv
T 0o 0 0 0 , 0 0
Toy 0 0 0 0 1—221/ 0
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d-v)ey, —ve,
A-v)e, —vey
B E viey +vey) (3.4)
T @+v)2-2v) (1_22V)7XY
0
0

Esta relacion (3.4) simplificando términos puede entonces ser escrita de la siguiente forma matricial:

Oy £ 1 v 0 | &
o, |= Slv 1 0 &y ... (3.5)
1+v 1-v
Txy 0 0 —( \Irx
2
E +
0; =— iy +éy) : Ty =0; T =0,
@+v)1-2v)
Invirtiendo (3.5) se obtiene la expresidn de deformacion plana como:
1 > =
= -2 0
Ex E E O'x
e |=|-2 1 0| o
|| E E ! (3.6)
Y xy 0 0 1 [\ Txy
i G

3.3 RELACION DEL ANALISIS DE SOLIDOS ELASTICOS CON EL FEA.

La solucién exacta para el tipo de problemas en dos o tres dimensiones es rara, una de las ventajas del
elemento finito es que es muy facil de extender los conceptos fundamentales de un problema en una dimensidn a otro
de dimension superior. La Unica complicacidon es que requiere de una integracién y diferenciaciéon con cierta
dificultad, pero esto son céalculos relacionados con el problema y tienen notacion que identifica los conceptos del
elemento finito. El concepto bésico del elemento finito es ilustrado con referencia a la Ecuacién diferencial parcial
definida en una region arbitraria, en dos dimensiones:

0

O, My s
oX ~oOx oy

(kya—u)+ pu+g=0 .. (37)
oy

Capitulo 3 48



Conceptos Fundamentales

Donde Kx (X, ¥), Ky (X, ¥), p (X, ¥) ¥ g (X, y) son funciones definidas sobre el area (A) y la solucién desconocida esta
dada por u (x, y). Esta ecuacién es reconocida como una generalizacion del problema unidimensional con valores
en la frontera y algunos de los ejemplos mas comunes de aplicacion en ingenieria de dicha ecuacion son: Flujo de
calor en estado estable, variacion del flujo de un fluido, torsién en secciones planas, asi como esfuerzo y
deformacion planos, etc.

La ecuacion diferencial (3.7) es de segundo orden y por lo tanto, las condiciones que se involucran en el sistema se
denominan condiciones de frontera. Estas condiciones de frontera se dividen en dos como se menciona en el anexo 3:
Condiciones de Frontera Esenciales (Ce) y Condiciones de Frontera Naturales (Cn). El area del dominio de
solucidn es denotada como A y esta condicionada por la curva C. las condiciones son definidas en términos de una
coordenada ¢ que corre a lo largo de la frontera y que tiene un vector normal unitario a la superficie (n), tal y como
se muestra en la figura 3.5.

El vector normal tiene componentes (X, y) y son denotadas por nx y ny:

nX
n=| \n\=¢(nx)2+(ny)2 =1 .. (38)

Vector normal (n)

CF naturales ( Cnt )

CF esencales (Ce)

Fig. 3.5. Dominio de solucion en 2 Dimensiones.

3.3.1. Formulacidn de las Ecuaciones de Elemento Finito mediante el Método de Galerkin.

La solucion del dominio es discretizada en elementos con una forma particular. Por simplicidad de notacion
se supone que A y C refieren a un elemento como area y contorno respectivamente. Los pasos a seguir en general
son:

1. Construir la formulacion débil.

2. Aplicar las funciones de ponderacion y expresar la integral para obtener la medida del error
residual.

3. ldentificar las condiciones de frontera esenciales y las naturales

4. Construir una solucién valida supuesta.

5. Resolver para los parametros desconocidotes decir determinar las funciones de ponderacion.

6. Solucionar la aproximacion.

Entonces, en la forma de elemento finito las funciones de ponderacion son las funciones de interpolacién N; usadas
para definir la solucién propuesta para un elemento finito. Los pesos residuales para problemas de valores en la
frontera en dos dimensiones aplicados a (3.7) son:
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0 ou 0 ou .
—(k, —)+ —(k, — u N.dA =0 1=12,..n .. (39
ﬂA(aX(Xaxnay(yaynp +qJ . (3.9)

Utilizando el teorema de Green-Gauss (3.68) en los primeros dos términos en los pesos residuales se tienen:

J‘J.A*(k *)N dA = Ik UN NinydC - [[k, 2?( aal\)l( .. (3.10)
J‘J.A*(k *)N dA = Ik ou N;n,dC - ”kyZ; aa’\;/ .. (311)

De este modo las funciones de ponderacion son:

jkx‘l”nﬁkyi“m NidC+” —kxéi%—kyau N, (dA=0 .. (312
OX oy A OX OX oy oy

Separando las integrales de frontera, en dos partes una donde se especifican las condiciones de frontera esenciales
(Ce) y otra donde se especifican las condiciones de frontera naturales (C ,) y sustituyendo las condiciones en (3.12),
se tiene:

ou ou ou ON,; ou oN,
k, — k,—n, |[N.dC N.dC -k, —— -k, —— : dA=0
é[( X 6an + y aanJ i +6[(0M+ﬂ) i +IL( X 6X 6X y ay ay i |}

(3.13)

Se requiere entonces suponer una solucion que satisfaga las condiciones de frontera esenciales, por lo tanto una
solucion supuesta es la llamada forma débil dados problemas con valores en la frontera, y sera:

ouoN, . ouoN, ~ .
é[(au+,B)NidC+ﬂA(—anxax —ky@ay i inA—O i=12..n .. (3.14)

La solucién supuesta para un elemento se escribe como:

u(,y)=(N,(xy) Ny(x,y) ... N, (xY) 52 =N"d . (315
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ul
67u2 ON, ON, ON, u.2 _B'd
OX oX OX OX :
Un ... (3.16)
ul
ou ON, ON, ON, | U, T
— = — S |=8B,d
oy oy oy oy :
u

Donde uy, Uy,... Uy, son las soluciones desconocidas en los nodos que conforman el elemento. La solucién supuesta
debe entonces estar en funcion de las coordenadas de la frontera ¢ de la siguiente forma:

ul
UE©) = (N;(€) Np(©) ... N@)| 2 [=Nid .. @7

u

n
Sustituyendo (3.17) en la forma débil (3.14) se tiene:

oN

N ‘B;d+pNiNTd+qujdA=0 .. (3.18)
oy

OX

Cjﬂ(aNiNgd +ﬂNi)dC+”A[—kX "BJd -k,

Escribiendo todas las ecuaciones, con N;, i =1,2,..., n, en una matriz se tiene:

N, (c) N, (c)
N, (c N, (c
Ia 2:() NId+p 2:() dcC +
: : :
N, (c) N, (c)
oN
N, : .. (319)
OX oy N, N, 0
oN oN, N N 0
[ | -k| ax [BId—k,| gy [Bld+p| 2 |NTd+q .*|dA=|
N, ON N, N, 0
OX oy
0
[(aNcNId+pNc)dC + [ (-k,B,BId —k B BJd+pNN"d+gN)dA=0 .. (320)
Cﬂ
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Reacomodando términos de acuerdo a las cantidades que involucran a d, y pasandolos al lado derecho, se tiene la
ecuacion de los elementos de la siguiente manera:

— JaNNZdC + [ (kB,B] +k B B} + pNNT)dA |d = [ AN.dC + [[ aNdA .. (321)
C, C,

Los primeros dos términos dentro de la integral de area pueden ser colocados en una forma matricial:

k. BBl +k BBl =(B, B )[kx OJ(BIJEBCBT (3.22)
x Px Px yoy Py x v/l o ky B; e 9
Donde
6N, oN, oN,
BT — 6(?\)](1 a(?\i(z GaNXn c{kox koj .. (323)
5 oy oy

Sustituyendo (3.23) en (3.21), se obtienen las ecuaciones de elemento finito como sigue:

— [aNNZdC + [ (BCBT —pNNT)dA |d = [ AN dC + [[ aNdA . (3.24)
C, Cy

Definiendo matrices de n x n

ki = [[BCBTdA Kk, =—[[ pNNTdA k,=—[aNcNE .. @329)
C
Definiendo vectores de n x 1

r, =[], aNdA r,=[BNcdC . @2s)
C

Por lo tanto las ecuaciones de elemento son:

(ke +k, +k)d=r +r1

B .. (3.27)

Las cantidades k, y kg, son el resultado de aplicar condiciones de frontera que afectan solamente a los elementos que
tienen condiciones especificadas como condiciones de frontera naturales (NBC).
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3.3.2. Ecuaciones de Elemento en 2D.

Un tipico elemento es el triangulo simple o de tres nodos. El error introducido en la geometria del modelo
son aquellos resultantes, de aproximar las fronteras de la curva por lineas, representando lados del elemento
triangular. Estos errores pueden ser reducidos por el incremento del nimero de elementos. Las formulas de forma
estan disponibles por la evaluacidn integral cerrada dentro del dominio triangular.

La evaluacion de las integrales en la frontera son pequefias en comparacion con los dominios rectangulares. Las
ecuaciones se pueden desarrollar para elementos triangular de tres nodos o también de un orden superior, pero por
facilidad de programacion se utilizaran elementos de tres nodos. Un elemento de este tipo se muestra en la figura 3.6,
sus coordenadas nodales estan dadas por (X, Y1), (X2, ¥2), (X3, Y3), demas de las direcciones del los vectores normales
ny las coordenadas de la frontera ¢, son mostradas para cada uno de sus lados.

v3
3 I—p "3 " Lade 2
‘~

vl

n
Lado 3 7
¢
vi ¢
g Ll el
1 ul n Lade 1

X

w2

Fig. 3.6. Elemento triangular de tres nodos y sus GDL [5].

El origen de las coordenadas de frontera ¢ es el primer nodo de cada lado. De este modo para un lado dado c va de 0
a la longitud del otro lado. Asumiendo las variables de solucion en las tres esquinas como los grados de libertad
nodales, se tiene un total de seis grados de libertad u;, v, U,, Vo, Uz Y V3 Por simplicidad en la integracién, se asume
que cualquier fuerza aplicada en un cuerpo o superficie es constante en el elemento.

Las funciones de interpolacion para un elemento triangular de tres nodos se muestra en la suposicion de la solucion
de elemento finito que se necesita se da en la forma siguiente:

u N 0 N 0 N 0)u
u(x,y)=(vj=( ! ? 03N J ?1=N"d .. (3.28)
3

Donde Ny, N, y N3, son las funciones de forma. Si ponemos (3.28) en funcion de las coordenadas de frontera ¢ se
tiene:
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Un polinomio lineal completo en dos dimensiones tiene tres términos y asi una solucién de elemento finito, para un
solo elemento. Se puede entonces realizar el procedimiento para una dimension por facilidad y entonces extrapolarlo
para dos o tres dimensiones, el desarrollo presentado se realiza para un triangulo con un solo grado de libertad por
nodo. El polinomio se muestra en el siguiente polinomio:

u(x,y)=(c, +c,x+c,y)=(1 x y)lec, .. (3.30)

Los coeficientes cg, C; Y Cy, pueden ser expresados en términos de los grados de libertad nodales, evaluando el
polinomio para los nodos del elemento triangular como sigue:

ul 1 Xl yl CO
u, |=11 x, vy, | ¢ .. (331)
u3 1 XS y3 C'2

Invirtiendo la matriz (3.31), dado que es un sistema lineal, se obtiene de esta manera el valor de los coeficientes c:

CO 1 f1 f2 f3 u1
C, =SA b, b, b;|u, .. (332
CZ Cl CZ C3 US

Donde A es el area de un triangulo, los valores de f, b y c, estan dados en funcién de las coordenadas de los nodos
como sigue:

f1=X2y3—X3y2; fz =X3¥Y1 — X Y3 f3:X1yz_Xzyl;
b=y, - Vs; b, =Y, — V1, by, =Yy, - Y,; .. (333)
C, = X3 = Xy, C, =X, — Xg;, C3 =X, = Xy,

1 1
A:E(_Xzyl X Y1+ XY, = XY, — X Y3 +X2y3) :E(fl + fz + fs) ... (3.34)

Estas cantidades son geométricas, es decir que su valor numérico dependerd directamente de las caracteristicas
fisicas de cada elemento triangular. Sustituyendo los valores correspondientes de A, f, b y ¢ en los coeficientes, en
(3.32), y posteriormente sustituyendo en (3.30) se tiene:

f, f, f\u
u(x,y)=@Q@ x y)_—b b, by|u, ... (3.35)
Cl C2 C3 u3
Teniendo la suposicion de solucion de elemento finito (3.38), entonces podemos sustituir los valores de las

expresiones (A, f, b, c) en (3.35), desarrollando y simplificando se obtienen las funciones de forma para el caso
unidimensional, tal y como se muestra:
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1 1
N1 :ﬁ(xe,(y_ 3/2)+ X(yz - 3/3)+ Xz(_y+ y3)) = ﬂ(Xbl + YyC, + fl)

1 1
N2 :ﬁ()(s(_y‘Fyl)"‘x1(y_3/3)+X(_y1"'3/3)):ﬁ(sz"'yCz+ fz) ... (3.36)

1 1
N3 = ﬁ(xz(y_ y1)+ X(y1 - y2)+ Xl(_y+ yz)) = ﬂ(sz + YyC; + f3)

Cada funcion de interpolacion N; es 1 en el i-ésimo nodo y O en cada uno de los otros nodos. Las fronteras son
definidas por los tres lados del elemento. Para cada lado la solucion es lineal tal y como lo demuestran los valores de
las funciones de interpolacion.

Para el caso de andlisis de esfuerzo plano y deformacién plana, por diferenciacion del desplazamiento, la matriz de
deformacion-desplazamiento B puede ser establecida como:

r Tl u
ou ON, oN, ON, !
— 0 0 0 A
&y OX OX N OX N OX N
u
gy | = @ = 0 1 0 2 0 8 2
oy oy oy oy |V,
7 xy 07u+87v ON, ON, ON, ON, ON,; ON, U,
oy ox) |6y ox oy oOx oy  OX | v,
_u1_
v
o) b, 0 b, 0 b 0]
& =5 0 ¢c, 0 ¢c 0 c V2 =B"d (3.37)
Y xv ¢ b ¢, b, ¢ 3] ?
u3
| Vs |
Las ecuaciones de elemento
kd = e th| .. @3g

3.3.3. Matriz de Rigidez y Vectores de carga para un Elemento Triangular.

Sustituyendo las soluciones supuestas y obteniendo sus integraciones, matrices y vectores necesarios para
cada elemento, las ecuaciones pueden entonces ser escritas de manera sencilla. Para el caso en dos dimensiones, por
simplicidad de integracion, se asume que Ky, Ky, p, 0, o y B, son constantes dentro de los elementos.

Las variables en ambos casos, la formulacion de esfuerzo plano y deformacién plana son los desplazamientos u y v.
En cada formulacién el esfuerzo y deformacion son determinados directamente de las componentes de estos
desplazamientos. La diferencia en las dos formulaciones es que usan una ligera diferencia en la ecuacién
constitutiva. Por consiguiente ambas formulaciones pueden ser manipuladas esencialmente en la formulacion de
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elemento finito. Para un problema de esfuerzo plano en el modelo es espesor es denotado como h, suponiendo que es
una rebanada unitaria, para un problema de deformacién plana h=1.

Para un problema plano, suponiendo un espesor constante en un elemento, la integral de volumen se reduce a una
integral de area A y la integral de superficie se reduce a una integral de linea sobre los lados del elemento C. las
cargas aplicadas y fuerzas de cuerpo tienen componentes solamente en el plano XY. Ninguno de los términos en la
matriz B es una funcion de x 0y, la integracion obtenida de la matriz de los elementos es trivial. La matriz de rigidez
esta dada entonces por:

k = hHABCBTdA — hABCB

(3.39)
Donde C es una matriz constitutiva apropiada:
£ 1 v 0
Esfuerzo Plano C= v o1 0 .. (3.40)
1+v 0 0 1-v
2
. 1-v v 0
Deformacion Plana C=———| v 1-v 0 .. (3.41)
1+v)1-2v) 0o o %
2
Vector de cargas equivalentes para fuerzas de cuerpo es:
h[[ Nyb,dA
A
hf[ Nyb,dA
A
X h[[ N,b,dA
rr=h{[ N| ™ |dA = A (3.42)
i IAI (by] h[[ N,b,dA

hfj N b dA

hj:[ N ;b dA

Integrando para un triangulo, asumiendo las fuerzas de cuerpo constantes en el elemento, el resultado de la
integracion sera:

A

Iy 3 (bx by bx by bx by)T .. (3.43)

El vector de carga para cargas distribuidas, aplicadas a lo largo de uno o mas lados del elemento, esta dado por:
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gy
r =h|N dC .. (344
. l | 4 (3.44)

y

Generalmente, las fuerzas de superficie aplicadas son conocidas en términos de componentes que estan en direccién
normal y tangencial a la superficie. Denotando las componentes normal y tangencial de la carga aplicadaenq,y q
con referencia a la figura 3.7, estas fuerzas pueden ser relacionadas a las componentes en las direcciones

coordenadas como:

Gl [N~y (q”j .. (3.45)

t

dy ny Ny

x

Fig. 3.7. Equilibrio de un elemento diferencial en la frontera [5].

Donde n, y ny son las componentes del vector normal unitario n en la frontera donde se aplican las fuerzas. La
frontera del elemento se define por los tres lados. Para cada lado la solucién es lineal en términos de las coordenadas
Cy los grados de libertad en los nodos que forman el elemento.

Para el lado 1.
l"Il
—c-L v
. % 0 Li o 0o/
_ 12 12 2 | _NT 0<C<L ... (3.46
(V]_ ¢ L12 C v, | NCd . ( :
0 O — 0 0 2
L12 L12 u,
V3
Donde L, es la longitud del lado uno y es definida como:
2 2
L, =06 =%)2 + (Y, —V2)? | .. (347)

Las componentes del vector normal unitario en el lado puede ser calculado como:

_(a—v) o= e X)L e

n X Y
L12 L12
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Para obtener el vector de carga aplicado en el lado 1-2 del elemento, se resuelve la integral de (3.44) y se tiene:

hL,,
2

O
I-q:hj‘NC dC = (qx 9 Ox o O O)T .. (3.49)
C

y

En términos de las componentes normal y tangencial:

h
rq - ;12 (nan - nyqt nyqn + nxqt nan - nyqt nyq” + nxqt 0 O)T - (3.50)

Procediendo de manera similar, el vector de cargas equivalente para presiones normales y tangenciales en el lado 2 y
el lado 3 pueden ser escritas como sigue:

Para el lado 2.
hL ]
r, = 223 (0 0 ng,-ng nQq,+ng ng,-ng n.Qq,+ nxqt) @5
2 2
|—23=J(X3—X2) +(Ys—Y,)°| ... (352
(Y3_y2) (X3—X2)
= == 3.53
Ny L, ny L, (3.53)
Para el lado 3.
hL
ry = 231 (nan -ngq, ngq,+ngq 0 0 ngq,-na@q, n.Qq,+n.Qq, )T .. (354)
2 2
Ly, = \/(Xs = X%)" + (Y3 — Y1) ... (3.55)
(yl_yS) (Xl_XS)
= =———7=1 ... (356
Ny |_31 ny L31 ( )

3.3.4. Solucién del sistema.

Con la obtencidn de las matrices de rigidez, asi como de los vectores de carga para cada elemento, se puede
proceder a realizar un ensamble de estos, dentro de una matriz llamada Matriz de Ensamble Global, asi como
también de los vectores de carga, dentro de un vector denominado Vector de Cargas Global. Posteriormente se
afiaden las condiciones de frontera, con el fin de reducir las dimensiones de cada una de los elementos involucrados
en el sistema global, como son: la matriz de ensamble global, el vector de cargas global y el vector de
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desplazamientos global, como se muestra en (3.37). Dicho sistema puede resolverse de manera lineal (ver anexo 3),

como:
d=K'R . as)

El célculo de (3.38) proporciona la solucion nodal del sistema. Obtenido el vector de soluciones nodales d, se puede
realizar el calculo de cantidades que se requieren saber, en un analisis por elementos finitos como lo son: las
deformaciones y el esfuerzo de Von Misses.

La deformacion por elemento se obtiene valuando (3.37) utilizando los valores geométricos (3.33 y 3.34). El valor

del esfuerzo por elemento se obtiene utilizando el valor de deformacion calculado en (3.37) mediante un producto
punto, como se muestra:

oc=C¢& . (@59

Se puede ver claramente en (3.58) que el valor de la matriz C, depende directamente de si el analisis que se esta
realizando es de esfuerzo plano o deformacion plana (3.40 0 3.41).

El valor del esfuerzo de VVon Misses para cada elemento por lo tanto también depende del tipo de anélisis, esfuerzo
plano o deformacion plana, y entonces se calcula como:

ovm, = %J(al —0,)"+(0,)" +(-0)2 +6(r ") .. @359

Con la obtencion de valores de esfuerzo de von Misses mediante (3.59), es la base de la metodologia de optimizacién
propuesta en este trabajo, con los valores de de esfuerzo de von Misses para cada elemento, se puede entonces
graficar los valores de dichos esfuerzos y obtener una distribucion en la estructura analizada. En el capitulo siguiente
se muestra la implementacion del algoritmo que da solucién al problema de optimizacion de forma, tomando como
base el esfuerzo de von Misses.
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I'mplementacion del
Método de Optimizacion
de forma.

R |

La sabiduria del hombre es como las aguas,
Que algunas bajan del cielo y otras brotan de la tierra.

Francis Bacon

4.1 INTRODUCCION.

En los dltimos afios la mayor parte de los desarrollos de solucion, se han concentrado en el empleo de los
métodos como son: Diferencias Finitas (FDM), Volimenes Finitos (FVM), Elementos Frontera (BEM), y Elementos
Finitos (FEM). Una de las ventajas principales de utilizar el método de elementos finitos, es su capacidad para
manejar geometrias complejas y permitir refinamiento local de la malla en regiones del modelo que lo necesiten; en
particular, en los lugares en donde existan radios de curvatura pequefios [5].

Ejemplos de este tipo de problemas son: carrocerias de automaviles, trenes, aviones, y en general cualquier medio de
transporte, pero ademas en el caso de estructuras sometidas a fuerzas de viento, edificios, torres de enfriamiento,
tanques etc., asi como también estructuras sometidas a altas temperaturas como ollas de acero liquido, hornos, etc.; y
en general elementos mecanicos. Todos estos problemas de ingenieria se resuelven realizando una simulacion por
computadora, la cual consiste en una aproximacion a una prueba como por ejemplo: un tinel de viento o0 agua con un
perfil a escala, elementos sometidos a cargas dindmicas o estaticas, etc., todo ello con sus respectivas condiciones de
frontera, con las cuales poder definir el problema.

Para lograr una buena aproximacion a la solucién durante una simulacion que involucre mecéanica de fractura, el
punto fundamental es obtener una discretizacion de las geometrias, tal que las representen eficaz y fielmente. Para
modelar las geometrias de los perfiles, es muy comun el uso de técnicas paramétricas, las cuales logran una excelente
aproximacion a la geometria real, mediante la modificacion de puntos controlados libremente por el disefiador.

Uno de los métodos mas utilizados en la generacion automatica de mallas es la técnica denominada triangulacion de
Delaunay. La triangulaciéon Delaunay define un método de conectar un conjunto arbitrario de puntos de tal manera
que forman un conjunto topoldgicamente valido de tridngulos que no se intersecan, como se observa en la figura 4.1.

En general el refinamiento de la malla en zonas especificas ayuda a esta tarea. Lo mas comun en estos casos es el uso

de elementos finitos triangulares, aunque también pueden ser cuadrangulares, hexagonales, etc. Sin embargo, el uso
de elementos de mayor complejidad implica elevar la complejidad del modelado y mallado de la geometria.
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Fig. 4.1. Mallado de una estructura con cavidades internas [37].

Al obtener una malla con muy buena definicion permite entonces, realizar el desarrollo de un algoritmo capaz de
resolver un sistema de ecuaciones mediante FEA, para posteriormente introducir un criterio, para comenzar a
modificar la estructura, es decir a “optimizarla”; en donde el criterio podra ser un parametro modificable de la
estructura como por ejemplo: la altura, el peso, el volumen, el esfuerzo, etc.

4.2 ALGORITMO DE OPTIMIZACION.

El algoritmo de optimizacién conlleva una serie de etapas a seguir (ver capitulo 2 seccién 2.3), en las cuales
destacan tres puntos:
1. Modelado Geométrico.
2. Analisis por Elementos Finitos.
3. Criterio de Optimizacion.

Como se muestra en la figura 4.2, cada uno de los puntos antes mencionados sera detallado para entender el mejor el
funcionamiento de la metodologia de disefio. EI modelado geométrico es realizado mediante curvas B-Spline, ya que
permite obtener informacion de puntos vecinos. En este trabajo se plantea el desarrollo de un mallador para
estructuras en dos dimensiones, que sera utilizado para durante al analisis por elementos finitos, como un requisito
para tener una mejor aproximacion a la solucion del sistema. Obteniendo los esfuerzos provenientes de FEA, se
procede entonces a realizar la optimizacion tomando como base dichos valores, asi como la informacién de los
puntos vecinos.

Inicio

Geometria Inicial

[ Geometrin Parametrizada ] - $

5 2 i'ﬂ\"

.
-y
1% ot

Fig. 4.2. Algoritmo de solucion para la optimizacion de forma.
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4.3 MODELADO GEOMETRICO MEDIANTE CURVAS PARAMETRICAS B-SPLINE.

Como se observo en el capitulo 2 seccién 2.4, las curvas paramétricas ofrecen grandes ventajas. Para la
implementacion del modelado geométrico, mediante curvas paramétricas, en este trabajo se ha tomado la decision de
utilizar las curvas B-Spline, debido a:

1. Sus propiedades.
2. Laadaptacion de la curva ante posibles movimientos de uno de sus puntos de control.
3. Lafacilidad de programacion.

Todo ello con el fin de lograr obtener modificaciones de las fronteras de nuestro modelo, sin cambios bruscos de
geometria sufridos durante la optimizacidn de forma. Partiendo de las propiedades de las curvas B-Spline, se necesita
tener un ndmero de puntos denominados puntos de control, como se observa en la figura 4.3, la figura que forman
dichos puntos se le denomina poligono de control; a través de los cuales la curva B-Spline va a tratar de ajustarse a
los puntos de control de una manera suave sin generar cambios bruscos en la curva.

al z

a2 [

Fig. 4.3. Poligono de control.

En la figura 4.4 se muestra la diferencia entre las curvas de Bezier y las B-Spline, tomando como base los puntos de
control de la figura anterior, se puede observar que la curva B-Spline tiende a aproximarse mejor a dichos puntos
debido a su definicion y a que es una curva dividida por segmentos paramétricos, los cuales permiten una mejor
adaptacion al poligono de control.

a 2 a z
2 E 2 ]

z & z 5

1 7 1 i

Fig. 4.4. a) Curvade Beziér y b) Curva B-Spline.
En general para construir una curva B-Spline se necesita conocer:

1. El ndmero de Knots, es decir de intervalos o segmentos en que se dividira la curva.
2. Las funciones base en cada uno de dichos intervalos.
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Para conocer los knots que se involucraran en la construccion de una curva B-Spline se necesita conocer el
parametro t, para con ello conocer la longitud que tendra cada intervalo. Para esto existen tres métodos: espaciado
uniforme, longitud de cuerda y centripeto. Cada uno de estos métodos tiene caracteristicas muy similares, en la
figura 4.5 se muestra la diferencia entre cada uno de ellos aplicados a un grupo de puntos de control:

uniform chord length centripetal

Fig. 4.5. Diferencias entre los métodos de parametrizacion [39].

Para este trabajo se tomo la decision de utilizar el Método Centripeto, debido a que, como lo muestra la figura
anterior, este método provoca un mejor ajuste y suavidad a una curva determinada sin una concavidad excesiva ni
una rigidez como lo muestran el método de longitud de cuerda y el método de espaciado uniforme respectivamente.

Método Centripeto.

Suponiendo un numero de puntos de control Py, Ps,..., P ,, se debe seleccionar un valor positivo de una
potencia “a”, usualmente su valor es de %. La longitud entre los puntos del poligono de control son medidos como:

L=>|P =P, .. @
i=1

La relacion de distancia entre un punto Py y P, del poligono de control es:

L, = o (42)

Por consiguiente, Lo=0, Ly,..., L o= 1, la divisién se encuentra en el intervalo [0,1] acorde a la longitud de los puntos
del poligono bajo las nuevas distancias medidas. Por lo tanto los parametros t son:

t, =0 t. =L, t. =1 .. (@3

Vector de Knots.

Obteniendo los parametros t, se puede generar un vector de knots. Suponiendo que se tienen n + 1
parametros to, ty,..., t .. Para una curva B-Spline de grado p se necesitan m+1 knots, donde m =n + p + 1. Si la curva
es restringida, los primeros p + 1 y los Gltimos p + 1 son 0 y 1 respectivamente. Para los knots n-p restantes, se puede
tener un espaciado acorde a las condiciones.
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U, = u, = =u,=0
1 Jgp-1
u J+p = ? Z t| j:1,2,...,n'p
i=]
Uy p = U pos =u, =1 (4.4)

Donde u son los knots, n es el nimero de puntos de control, m es el nimero de knots para construir la B-Spline y p es
el grado de las funciones de base. El vector de knots entonces esta dado por:

0 0 u 1 1 1) (4.5)

i+ p
Si u aparece k veces, se dice que u; es un knot multiple o que tiene multiplicidad k. Esto tiene que ver directamente
con el valor de p en las funciones de base. Si p = 5, la multiplicidad serd 5, es decir que en el vector de knots U los
primeros cinco términos seran 0 y los Gltimos 5 seran 1. Los knots pueden ser considerados como puntos de division
que subdividen el intervalo [u ¢, u ] 0 [0, 1], a donde cada subdivisién se les denomina segmentos de knots.

La multiplicidad de un knot tiene dos implicaciones importantes en las funciones de base:

1
2.

Cada knot de multiplicidad k reduce en k-1 las funciones de base diferentes de cero.
En cada knot interno de multiplicidad k, el nimero de funciones de base diferentes de cero son p — k + 1,
donde p es el grado de las funciones de base.

4.3.1. Funciones de Base.

Para definir correctamente una curva B-Spline se necesita conocer un parametro mas, el grado de las
funciones base (p). Al aumentar el grado p de las funciones, aumenta la suavidad de la curva B-Spline y con ello la
complejidad de solucién de la curva, asi como un mayor tiempo de ejecuciéon de la misma. La definicién de las
funciones de base de grado p se define en una forma recursiva, como se observé en el capitulo 2 seccion 4.4.2, (2.4).
La construccion de las funciones de base de forma recursiva se muestra en la figura 4.6:

[wo,ul)  NOO ]
o
[Lu2) NLO . l_r____m,z - .
ey Ml || SMmn | TR
e - o e — G
onea Tzl NS
[u3,ud) N30 NZ,2 N4
| e ~— e H
N3l N2,3
[ud,us) N&,0 SN2
\Nll-,]/
N4, i
[u5,u6)  N5,0 i

Fig. 4.6. Generacion recursiva de las funciones de base de una curva B-Spline de grado p [39].

En la figura 4.7 se observa como afecta el aumento del grado de la B-Spline en un conjunto de puntos de control
dados, siempre con la condicion de que el grado p serd menor que el numero de puntos de control, p=n - 1.

Capitulo 4 64



Implementacion del Método de Optimizacion de Forma

p=8

Fig. 4.7. Impacto del grado p en las funciones de base de una curva B-Spline.

La definicidn de una B-Spline (ver capitulo 2 seccién 2.4.2.b.), esta dada por el producto punto de las funciones de
base de grado p (N ; p) Yy los puntos de control (P ; ), valuados en u, es el knot. Existen entonces dos tipos de curva B-
Spline, tal y como se observa en la figura 4.8: Abierta y Cerrada.

a 2

a)

Fig. 4.8. a) Curva B-Spline Abiertay b) Curva B-Spline cerrada.
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Para este trabajo se también se tomo la decision de realizar el modelado, mediante curvas B-Spline cerradas de grado
p = 3, ya que todos los perfiles que se utilizan son curvas cerradas, y ademas no se necesita de realizar la union de
varias curvas para lograr el perfil deseado, lo cual llevaria un mayor tiempo tanto de ejecucién del programa como el
aumento en los calculos para realizarlo.

4.3.2. Curvas B-Spline Cerradas.
Suponiendo una curva B-Spline C (u) de grado p, definida por n + 1 puntos de control Py, P4,..., P . El

namero de knots como m + 1, donde m = n + p +1, la curva cerrada se construye de la siguiente manera: Se disefia
una secuencia de knots uniformes.

u, = 0,u, = —,u, = —,... ,uU =1 .. (46)

Hacer coincidir el primer Py y el altimo P , punto de control. Es decir hacer coincidir el Po =P _p+1, P1 =P n_p+2,
P, =P _p+3 y de igual manera los knots (u) como se observa en la figura 4.9.

Fig. 4.8. Puntos y knots coincidentes en una curva B-Spline Cerrada [39].

El factor del cual depende el nimero sobre el que se haran las coincidencias de puntos de control, sera el grado p de
las funciones de base, dado que p = 3, el primer punto de control es igual al antepentltimo punto, el segundo sera
igual al pendltimo y el tercer punto de control serd igual al ultimo punto de control, como se muestra en la figura 4.9.

|5

Fig. 4.9. Puntos coincidentes para lograr una curva B-Spline Cerrada de grado p [39].

De esta manera los knots se traslapan igual que los puntos de control, en secuencia semejante. Con esto al programar
las ecuaciones antes mencionadas para encontrar el parametro t, y posteriormente lograr encontrar los knots,
partiendo de un grupo de puntos de control, se llega a poder modelar, para nuestro caso, perfiles cerrados. En la
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figura 4.10 se muestran algunos de los perfiles obtenidos después de la programacion de los pardmetros necesarios

para las curvas B-Spline cerradas, asi como sus tiempos de ejecucion.
]
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Fig. 4.10. Cuatro ejemplos de aplicacion, del modelado geométrico mediante curvas B-Spline de grado 3.

4.4 APLICACION DE FEA COMO HERRAMIENTA DE SOLUCION.

4.4.1. Propuesta de Mallador en 2D.

A continuacion se presenta una propuesta de un mallador de estructuras en 2 dimensiones, el cual se adapta
a la forma o geometria de la estructura modelada, que fue desarrollado especificamente para este trabajo, sus
propiedades de adaptacion nos proporcionaran una buena herramienta durante el andlisis por elementos finitos.

4.4.1. a. Definicion de Malla (Mallado).

Se le denomina Mallado a la discretizacién (divisién) del volumen de céalculo (dominio) en pequefios
volumenes geométricos (subdominios). Mallar es un procedimiento complejo, en el que se deben valorar numerosos
aspectos como son: sensibilidad de malla, calidad, geometria, etc. La validez de una malla depende de numerosos
parametros como: calidad, relacion de tamafios, angulos, disposicion de elementos, refinamientos locales, etc.
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Las mallas se generan mediante programas, denominados malladores, que transforman la geometria inicial en una
“reticula” de nodos en el plano o el espacio, en los que se resuelven las ecuaciones de la Mecéanica de Sélidos,
Fluidos, Transferencia de calor, etc. La caracteristica principal de la generaciéon de una malla o mallado de una
estructura o del medio alrededor de esta, es que condiciona los resultados obtenidos, por lo que se requiere de una
malla aceptable (a criterio del disefiador) como paso previo y primordial a cualquier tipo de simulacion [36].

El mallado esta formado por elementos, los cuales discretizan el dominio de trabajo y que pueden ser triangulares,
cuadrangulares, pentagonales, etc. La técnica mas comlnmente utilizada para la generacion de mallas es la
denominada Triangulacién de Delaunay, técnica que produce elementos triangulares, los cuales por definicion son
méas sencillos de manipular que los elementos con mayor numero de vértices, es por ello que los sistemas
comerciales tales como: Ansys, Abacus, Algor, Cosmos, etc., manejan este tipo de técnica, ademas de proporcionar
una mejor aproximacion al dominio real por el acomodo que se le puede dar a los elementos, lo que a su vez permite
realizar un remallado en zonas criticas. Existen dos tipos de generacién de malla, mallado uniforme y no uniforme.

1. Mallado Estructurado (uniforme). Es aquel mallado que al ser generado lleva una secuencia de acomodo
de los elementos, de manera consecutiva.

2. Mallado No Estructurado (no uniforme). Es aquel mallado que al ser generado no lleva una secuencia de
uniforme acomodo de los elementos es decir no lleva una direccion constante, sino que se forma de manera
aleatoria.

Estos tipos de mallado en general al hacer el mallado més fino (refinado de malla o remallado), es decir un mallado

méas pequefio, haciendo que los elementos sean mas pequefios, permiten una mejor aproximacion al objeto
geomeétrico o perfil a analizar, todo esto lo podemos observar mas claramente en la figura 4.11.

1

\
\
\
T

[

[

7/

Vi

Malla de 45 nodos Malla de 153 nodos Malla de 475 nodos
Malla de 48 nodos Malla de 63 nodos Malla de 457 nodos
32 elementos 128 elementos 432 elementos 78 Clemenos 04 BlemeNtos 563 elomemos

a) Mallado Uniforme. b) Mallado no Uniforme.

Fig. 4.11. Tipos de Mallado y fases de refinado de malla: a) Estructurado y b) No Estructurado [37].

4.4.1.b. Triangulacién de Delaunay.

Dado un conjunto de puntos {P i}, se define el poligono de Voronoi V j como:

<lp-Bviz} . e

V=l £

En otras palabras, Vj es la region del espacio cuyos puntos estan mas cerca de Pj, que de cualquier otro punto del
conjunto. El conjunto de todos los poligonos de Voronoi es también conocido como diagrama de Dirichlet. De la
definicidn resulta claro que un lado del poligono de VVoronoi debe estar a igual distancia de dos puntos del conjunto
{Pi}, siendo un segmento de la recta bisectriz de dichos puntos. Si se unen todos los pares de puntos cuyas
bisectrices tienen algin segmento que es frontera de un poligono de Voronoi, el resultado es una triangulacion del
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convexo que contiene a todos los puntos. Esta triangulacién, figura dual del diagrama de Dirichlet, es conocida como
la triangulacién Delaunay del conjunto de puntos {P ;} [39]. En la figura 4.12 se muestra un conjunto de puntos en
el plano, junto con su diagrama de Dirichlet y triangulacién de Delaunay asociados.

Fig. 4.12. Conjunto de puntos en el plano, Diagrama de Dirichlet y Triangulacion de Delaunay [23].

Frecuentemente se define la triangulacion Delaunay de un conjunto de puntos como aquella en la cual ningin punto
cae en el circulo circunscrito a cualquier triangulo (Entiéndase por circulo circunscrito a aquél delimitado por la
circunferencia que pasa por los tres vértices del tridngulo) [2]. Ambas definiciones son equivalentes. En efecto, en el
caso genérico, a cada vértice C del diagrama de Dirichlet concurren tres lados, por lo tanto, tres poligonos de
Voronoi. Los vértices del diagrama de Dirichlet son, por lo tanto, los centros de los circulos circunscriptos a cada
triangulo Delaunay asociado. Ningn otro punto D puede caer dentro del circulo circunscrito, ya que en ese caso, el
punto C perteneceria al poligono de Voronoi correspondiente a D, y no seria vértice del diagrama de Dirichlet (ver
Figura 4.13).

Fig. 4.13. Triangulacion de Delaunay en un circulo circunscrito [23].

Una propiedad importante de la triangulacion Delaunay en dos dimensiones es que, dados 4 puntos tales que formen
un cuadrilatero convexo, la triangulacion Delaunay divide al cuadrilatero en dos tridngulos tales que el minimo
angulo es maximo. En otras palabras, la division del cuadrilatero por la otra diagonal daria una triangulacion con un
angulo minimo menor. Esta condicién implica que la triangulacion Delaunay es éptima en el sentido de producir la
triangulacion con mayor angulo minimo (ver figura 4.14).

La condicion de maximizar el &ngulo minimo es entonces equivalente a la de minimizar el radio de la circunferencia
circunscripta, que, en este caso es equivalente a la condicion Delaunay. Si la minima distancia entre dos puntos AB
del cuadrilatero corresponde a una diagonal, tanto la condicién de maximizar el angulo minimo como la condicién
Delaunay definen la triangulacion ABC, ADB.

Fig. 4.14. Angulo minimo de las 2 posibles triangulaciones de 4 puntos [23].
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Para la aplicacion de la técnica de triangulacion de Delaunay a la construccién de mallas de elementos finitos se
necesitan dos procedimientos. En primer lugar, debe contarse con un método independiente para la generacion de
puntos sobre el dominio, que constituyen el Unico dato necesario para generar la Triangulacién de Delaunay. Por otra
parte, el conjunto de aristas que constituyen la discretizacion de la frontera del dominio, que pueden no estar
incluidas en la triangulacion de Delaunay, siendo necesaria una modificacion de la malla en la zona de la frontera,
como se observa en la figura 4.15.

Fig. 4.15. Nube de puntos de un dominio bidimensional y la malla generada a partir de dicha nube [23].

A este tipo de modificaciones se le conoce como remallado, en donde después de aplicar la Triangulacién, existen
zonas en las cuales es necesario, un mallado mas fino sin la necesidad de modificar toda la malla, esto se realiza en
zonas en donde la triangulacion no es tan efectiva o no tiene una buena definicién o aproximacién a la geometria
real, pero también se utiliza en zonas en donde el disefiador crea que existe riesgo o posibilidad de fractura, como se
puede observar en la figura 4.16.

a) Mallado Inicial. b) Remallado en zonas criticas

Fig. 4.16. Tipos de Mallado y fases de refinado de malla [23].

4.4.1.c. Generacién de una nube de puntos sobre un dominio en 2D.

Partiendo del modelado paramétrico de un objeto geométrico mediante curvas B-Spline, tal como se vio en
la seccion 4.3 de este capitulo, se muestra la generacion de un mallado adaptativo para un dominio bidimensional,
mediante la implementacion de un algoritmo computacional, que para este caso, se utiliz6 el paquete comercial
MATHEMATICA 5.2 versién estudiantil, para su realizacién, de manera que su costo computacional no supere el
costo de la etapa de triangulacién automatica.

El algoritmo propuesto toma como punto de partida la figura generada por el modelado paramétrico que representa la
geometria del perfil, después se procede a la generacion de puntos en el interior del dominio, a los que se aplica la
técnica de triangulacién de Delaunay, y por ultimo se procede a la discretizacion ahora de la frontera, que para
nuestro problema son las dimensiones de una estructura con cavidades internas. Para discretizar el dominio se
necesita crear una nube de puntos mediante un algoritmo de generacion de puntos que debe cumplir un par de
condiciones basicas:
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1. Describir en forma adecuada la geometria y
2. Permitir una variacion suave de la densidad de puntos en distintas zonas del dominio
computacional.

Partiendo de la segmentacion de la geometria (perfil), la cual para nuestro caso de aplicacién es modelada mediante
curvas B-Splines. Esta parametrizacion permite modelar curvas (por medio de segmentos) de una manera mas suave,
solo elevando el grado de los segmentos que integran la curva, aproximandose asi a una geometria real, sin generar
esquinas o picos durante el modelado (ver capitulo 2 seccion 2.5).

El modelado paramétrico nos permite construir una curva a partir de segmento de curvas de un cierto grado (en este
trabajo el grado para dichas curvas es 3). Estos segmentos tienen un punto inicial (A) y un punto final (B). A partir
de conocimiento de estos puntos, se puede generar una linea imaginaria que los conecta como se observa (de manera
exagerada) en la figura 4.17, donde los puntos en rojo son los puntos de inicio y final de cada segmento de curva
paramétrica, esta aproximacion mediante lineas rectas son las bases para generar la nube de puntos.

Curva B- Spline D Cnrva B- Spline

Aproximacion

Fig. 4.17. Aproximacion a una curva B-Spline mediante lineas rectas.

El nimero de puntos que definen a cada uno de los segmentos de recta creados, son tantos como se aproximen a la
geometria real, es decir no hay un ndmero minimo o maximo de puntos de control definidos para determinar un
objeto geométrico, lo que implica que entre mayor sea el numero de puntos de control que se utilicen en la definicion
0 modelado paramétrico del perfil, se tendra una cantidad mas grande de segmentos de curva de tercer grado y
existira una mejor aproximacion al perfil real.

El segmento de recta generado puede ser subdividido en un nimero de pequefios subsegmentos, tantos como se
requiera y lo permita la geometria del perfil, con lo cual se logra obtener un refinado de malla, de manera implicita,
aceptable cercano a las zonas de interés, es decir en donde existan cambios bruscos en la geometria. Esto permite
realizar al mismo tiempo una generacién de malla del perfil y su refinamiento. Con esto se logra distinguir entre 5
tipos de mallado para este trabajo, donde con el primero serd del tipo grueso (cero subdivisiones por segmento de
recta generado) y el quinto serd el fino (con 5 subdivisiones por segmento de recta dado), como se observa en la
figura 4.18 (puntos en azul).

————,

T

s SP S
a) Mallado 1( 0 Subdivisiones) b) Mallado 3 (2 Subdivisiones ) c) Mallado 5 (4 subdivisiones)

Fig. 4.18. Subdivisiones por tipo de mallado.
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Esto nos permite cumplir con las condiciones basicas para la generacién de puntos y aplicar la triangulacion de
Delaunay. Para generar la nube de puntos alrededor del perfil, se localizan las coordenadas del punto medio de cada
uno de los segmentos de recta generados, que unen a cada uno de los puntos inicial y final de los segmentos de curva
que forman el perfil, y que son definidos como:

A(ny) + B
2

(x,y)

PM s = .. (48)

Donde PMug es el Punto medio del segmento de recta AB. Posteriormente este punto medio obtenido se multiplica
por un factor r, donde r > 1 debido a que es factor de ampliacion, para que el punto sea escalado una cierta distancia
(aproximadamente la distancia del segmento de recta) para con ello generar triangulos equilateros ademés de
producir un mallado lo mas homogéneo posible:

NuevoPM = PM ,; *r .. (4.9)

Donde NuevoPM es el Nuevo punto medio y r es el Factor de escala. Al obtener el nuevo punto medio NuevoPM ya
escalado, se realiza el mismo procedimiento. Ahora el segmento de recta AB, seran las coordenadas de inicio y de
final de cada segmento que se genera tomando como punto inicial uno de los nuevos puntos medios y como punto
final el siguiente nuevo punto medio. Esto se realiza de manera iterativa a través de una rutina de programacion. Con
esto se obtiene una nube de puntos, que refleja una expansion puntual, lo cual se observard como un “refinamiento”
de malla en zonas cercanas al perfil modelado, lo cual nos dara una mejor aproximacion en la solucién final, esta
expansioén es un parametro que se puede modificar dando un numero finito de iteraciones, donde para este trabajo su
valor es de 500. Esta descripcién se puede observar en la figura 4.19, donde se muestra esta expansion o
“refinamiento”.

b 3 0 5 d) 8

Fig. 4.19. Iteraciones para la generacion de la nube de puntos.

Con lo anterior se demuestra la adaptatividad del algoritmo para generar puntos alrededor de perfiles especificos,
ademas de permitir observar una cavidad con la misma geometria de nuestro perfil, dentro del dominio
computacional, el cual es cuadrangular. Conociendo las dimensiones de la estructura, podemos utilizarlas para
delimitar nuestro dominio computacional, logrando con esto dar frontera a la expansion generada por la nube de
puntos. En la figura 4.20 se muestra la nube de puntos, la cual esta delimitada por el dominio cuadrangular.

Fig. 4.20. Nube de puntos generada por el algoritmo descrito, restringido por un dominio cuadrangular.
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4.4.1.d. Generacion de un mallado adaptativo mediante Triangulacion de Delaunay.

Cuando se aplica la triangulacién de Delaunay a la nube de puntos (triangulacién generada a través de una
funcién contenida en el paquete MATHEMATICA 5.2), esta presenta tridangulos al interior de la estructura, y si
estamos modelando estructuras con cavidades, estos no nos sirven. Por ello para eliminarlos se realiza una rutina
computacional, la cual provoca el suprimir dichos triangulos no deseados y con por tanto obtener una cavidad dentro
de nuestro dominio computacional, con la forma del perfil que se requiera analizar.

La base para esta eliminacion es aplicar la triangulacion de Delaunay a toda la nube de puntos, con lo que se pueden
ver los triangulos que se deben eliminar. Posteriormente se calculan las coordenadas de cada uno de los centroides
pertenecientes a cada triangulo. Dado que los elementos generados son triangulos se puede aprovechar una de sus
propiedades: el baricentro de cualquier triangulo es igual al centroide del mismo, tal y como se muestra en la figura
4.21.

Fig. 4.21. Calculo del centroide o baricentro de uno los triangulos (elementos).

De esta manera conocen los centroides de todos los elementos triangulares generados. Conociendo los nodos que
pertenecen a los segmentos que modelan el perfil de la cavidad, se puede conocer los elementos que tienen como
vértices a estos nodos, con esto reducimos el sistema a solo los elementos que se quieren eliminar y tan solo los
externos generados alrededor del modelo del perfil. Teniendo este sistema de elementos reducido y el conocimiento
de sus respectivos centroides, se realiza una comparacion entre las coordenadas de los centroides que estan al interior
de los segmentos de curva que modelan el perfil y los externos a este, con el fin de poder eliminarlos, entonces la
comparacion se realiza mediante la siguiente condicién:

(XCEN ’YCEN )INT < (XCEN ’YCEN )EXT = Elemento . (410

Es decir si las coordenadas del centroide se encuentran situadas al interior del limite, en este caso el limite son los
puntos que forman la curva que modelan el perfil, se obtiene el numero del elemento que contiene dicho centroide, y
posteriormente se elimina este elemento del arreglo general, quedando Unicamente los triangulos externos a la curva
del perfil como se muestra en la figura 4.22.

TS
L0

a) Antes b) Después

Fig. 4.22. Eliminacion de triangulos internos generados durante la Triangulacion de Delaunay.

Capitulo 4 73



Implementacion del Método de Optimizacion de Forma

En la figura 4.23, se muestran 2 casos de aplicacion de la triangulacion y el algoritmo descrito para borrar los
tridngulos internos al perfil, en el primer caso para el perfil descrito en la figura 4.19, y el segundo para un perfil
cuadrangular.
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a) Perfil descrito en la figura 4.19 b) Perfil Romboidal

Fig. 4.23. Casos de aplicacion del algoritmo de eliminacion de tridngulos internos
generados durante la Triangulacién de Delaunay.

Gracias a la generacion de la nube de puntos o nodos en forma de explosivo, mediante un factor de escala que
podemos modificar, se observa que los tridngulos obtenidos por la aplicacion de la técnica de la triangulacién de
Delaunay, estos son elementos que no tienen un sesgo importante, ya que se intenta que sean equilateros, lo que
permite:

1. Tener una adaptacion del mallado o malla al perfil que se requiere.
2. Tener un sesgo en los triangulos muy pequefio, con lo cual se tendrd una reduccion en la
estimacion del error de aproximacion durante la solucion de FEA, sin problemas de convergencia.

4.4.1.e. Casosde Aplicacion del mallador.

Como se puede apreciar, en todos los casos el algoritmo fue capaz de adaptar la malla de forma que cada
una de las geometrias es modelada con elevada precision, aun cuando la geometria tuviera ciertas zonas con ciertos
cambios bruscos en la misma. Ademas podemos observar que el tipo de mallado obtenido por el algoritmo es un
mallado denominado estructurado u homogéneo ya que trata de crear triangulos con un sesgo muy pequefio y con
ello aproximarse a los triangulos equilateros.

En la figura 4.24 se muestran las mallas correspondientes a cada uno de los 5 tipos que puede generar el algoritmo,

en este caso la geometria utilizada es un circulo. Para cada una de las mallas se presentan los datos mas significativos
como son nimero de nodos, elementos y tiempo de ejecucion.
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Fig. 4.24. Mallas generadas para un circulo.
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En la figura 4.25, se muestran otros casos de aplicacién; las mallas correspondientes a tres geometrias: un rombo, un
hexégono y un auto. Para cada uno de ellos se presentan dos mallas, una de ellas gruesa y la otra fina, ademas de

algunos de sus datos mas importantes.
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Mallado 1: 344 nodos, 638 elementos. Mallado 5: 4025 nodos, 7939 elementos.

Tiempo:  3.672 segundos. Tiempo:  91.531 segundos.
b) Un Hexégono
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Mallado 1: 506 nodos, 962 elementos. Mallado 5: 3968 nodos, 7736 elementos.
Tiempo:  5.906 segundos. Tiempo:  110.145 segundos.
c) Carroceria de un automovil

Fig. 4.25. Tres ejemplos de aplicacion, mallado: grueso (1) y fino (5).

En el caso de las mallas gruesas el tiempo de procesamiento necesario fue apenas de 5.906 segundos para el perfil
del automévil, mientras que en mallas finas el tiempo se incrementd a 110.145 segundos. Aunque el tiempo se eleva
bastante, en sentido practico no es excesivo ni limitante durante el analisis por elementos finitos.

4.4.2. Implementacion de FEA.

Para lograr obtener una solucién mediante el analisis por elementos finitos, de un problema con un sistema
de cargas y restricciones aplicadas, se implemento una rutina de programacion. Dicha rutina o algoritmo de
programacion fue realizado utilizando las ecuaciones que fueron desarrolladas en el capitulo 3, para esfuerzo plano y
deformacion plana, asi como para elementos finitos bidimensionales triangulares con dos grados de libertad por
nodo.

La solucion se da de manera nodal para cada una de las variables, que en este trabajo son dos u y v, por nodo, debido
a que es un andlisis bidimensional. El postproceso es indicativo para después de llegar a la solucion nodal, obtener
cantidades tales como son: el esfuerzo y la deformacion por elemento, para posteriormente encontrar los valores pero
ahora en los nodos, ademas de con ello tener un grafico de distribucidon de dichas cantidades. Siguiendo la
metodologia del FEA (ver capitulo 2 seccién 2.5), se define la rutina de programacion aqui presentada mediante un
ejemplo sencillo de aplicacidon y mostrando los resultados obtenidos.

El problema se muestra en la figura 4.26, es una estructura hueca sometida a una fuerza distribuida (F = -110 N) y
restringida en dos de sus lados. Utilizando tanto el modelado geométrico como la propuesta de mallador adaptativo,
desarrollados en las secciones 4.2.3 y 4.2.4 respectivamente de este capitulo, y generados para este trabajo, se
obtiene lo mostrado en la figura 4.27:
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a) Estructura Hueca b)  Curva B-Spline del perfil. €) 329 nodos, 560 elementos.

Fig. 4.26. a) Estructura a analizar, b) Modelado del Perfil circular, ¢) Mallado de la estructura.

Las ecuaciones obtenidas en el desarrollo del capitulo 3, para un elemento triangular, junto a las funciones de
interpolacion dadas por Ny, N, y N3 (ver capitulo 3 seccion 3.3.2), se pede calcular entonces la matriz B, necesaria
para obtener la matriz de Rigidez para cada elemento, ademas de introducir la matriz C dependiendo del tipo de
analisis, como se muestra:

k=hABCB' .. (339)
1 v 0 1-v v 0
... (3.40 ... (341
C=1E2V 1 0 (3.40) = i E12 v 1-v 0 (3.41)
+v 0 0 1-v 1+v)1-2v) 0 0 1-2v
2 2
Esfuerzo Plano Deformacion Plana

Para realizar el ensamble de las ecuaciones de cada uno de los elementos generados, se necesita saber tanto el
namero de nodos asi como el nimero de elementos generados durante el mallado (ver seccion 4.4.1 de este capitulo).
Para este ejemplo particular el nimero de nodos es de 329 y el de elementos es de 560. Con estos valores se generan
las conectividades entre elementos mediante la relacién:

Conectivid ad = (2 (i —1),2 i) i=12...n .. (411)

La conectividad va a permitir localizar a cada nodo y elemento en una posicion dentro de la matriz de ensamble
global, asi como en el vector de ensamble Ilamado vector de cargas global, estos inicializados en cero.
Esta matriz de ensamble global es una matriz cuadrada de dimensiones n x n, donde:

n = 2 * Numero total de Nodos .. (412)

Debido a que cada nodo tiene 2 GDL. Entonces entre mas nodos existan, mayor sera la dimension de dicha matriz de
ensamble, esto provoca un gran consumo de recursos de memoria RAM, es por ello que se utiliza una funcion del
programa MATHEMATICA 5.2, que permite utilizar de una matriz de n x n, Gnicamente los valores diferentes de
cero, lo cual permite el manejo de matrices con mayor facilidad y menor consumo de memoria. De esta manera se
procede al ensamble.

Al introducir las condiciones de frontera, que en este ejemplo de aplicacién, en dos de sus lados esta totalmente fijo,
esto se traduce como que los nodos existentes en alguna de sus paredes o lados, el valor de u y v en cada uno de
dichos nodos ser& de cero. Obteniendo entonces los nodos con dichas restricciones o condiciones de frontera, se
procede a reducir entonces la matriz de ensamble global y el vector de cargas global (ver anexo 3).
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En este ejemplo la matriz de ensamble global sera después de la reduccion de 656 x 656 y el vector de carga global
sera de 656 x 1. Después del ensamble y de introducir las condiciones de frontera, se procede a obtener la solucién
nodal de las variables. Partiendo del sistema general (ver capitulo 3 seccion 3.3.2):

I(nxn d X1 — (rq + r.b) (338)

nx 1

Para solucionar el sistema, se utiliza el método de solucién lineal; del sistema anterior se despeja, vector de
desplazamientos “d”. La reduccién del sistema implica que al invertir la matriz de ensamble global tenga solucién.
De esta manera se obtiene el valor de los desplazamientos nodales o solucién nodal, a este vector que se forma se le
tienen que afiadir los valores generados por las condiciones de frontera, que en este caso particular son cero, y que
fueron retirados al reducir el sistema, en las posiciones que les corresponda.

d=Ju, v, u, v, - u, v, | n=numTotaldenodos ... (4.13)
Con el vector de soluciones nodales “d”, se procede a realizar entonces el calculo de cantidades necesarias para la
aplicacion del método de optimizacion como lo son: deformaciones, esfuerzo de Von Misses, etc.

El célculo del esfuerzo por elemento se obtiene aplicando el producto punto a la matriz C (su valor depende si es
esfuerzo plano o deformacion plana) y a las deformaciones obtenidas (3.58). El valor del esfuerzo de von Misses
para cada elemento se calcula como (ver capitulo 3 seccion 3.3.4):

ovm ; = «}27#(0'1 - 02)2 + (0'2)2 + (_0_1)2 + 6(7 2) .. (3:59)

Obteniendo los valores de de esfuerzo de von Misses para cada elemento, se implemento una rutina de programacién
pequefia, para graficar los valores de dichos esfuerzos. Se obtiene el valor maximo y el minimo de esfuerzo.
Conociendo estos dos valores, se calcula una escala de colores que estara dividida en 4 segmentos: Azul - Cyan,
Cyan - Verde, Verde > Amarillo y Amarillo> Rojo, en esta escala el rojo corresponde al valor maximo de
esfuerzo y el color azul al minimo valor. Cada uno de de dichos intervalos a su vez estard dividido por 10
subintervalos, los cuales seran asignados dependiendo del valor de esfuerzo de cada elemento.

Esto provocara una degradacion de colores que proporcionara una mejor apreciacion de la distribucion de esfuerzo
en la estructura analizada. En la figura 4.29, se muestra el resultado para el ejemplo dado de la figura 4.26, aqui se
observa tanto el valor de esfuerzo maximo, asi como el tiempo total de ejecucién de todo el algoritmo de solucion,
realizado para un andlisis de esfuerzo plano y otro para un anélisis de deformacion plana.

a) Esfuerzo Maximo: 286.985 [MPa]. b) Esfuerzo Méaximo: 116.864 [MPa].
Tiempo: 25.9531 segundos. Tiempo: 30. 0435 segundos.

Fig. 4.29. Graficos de distribucion de esfuerzo: a) Esfuerzo Plano y b) Deformacion plana.
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En la figura 4.30 se muestran diferencias entre los tipos de mallado aplicados en la solucién de un ejemplo, utilizado
en el capitulo siguiente y se observaran los resultados de optimizacién para dicho ejemplo, resultados producidos
gracias al mallador adaptativo generado para este trabajo, con los cuales se observa, que entre mas fina sea la malla
la definicion de la distribucion de esfuerzo sera lo mas proxima a la real.

c) Mallado 3

Fig. 4.30. Gréficos de distribucion de esfuerzo segln el mallado generado en el algoritmo.

4.5 OPTIMIZACION DE FORMA.

En el método de optimizacidn descrito (ver capitulo 2 seccién 2.6), es regla general que en cada iteracion
sea modificada la posicion de varios puntos de la frontera. EI cambio de posicion esta relacionado directamente con
el nivel de esfuerzos de dichos puntos a través de:

o, < TR * o, ... (2.6)

o, >2TA * o ; . (27

Dichos cambios deben llevarse a cabo desplazando los puntos de control de la curva B-Spline, cuyo célculo no es
trivial. Para el ejercicio mostrado, las tasas tanto de adicion TA, de rechazo TR, asi como el factor de modificacion
fm fueron calibrados de manera que el movimiento de las vectores fuera adecuado y coincidiera con la distribucion
de esfuerzo, y son: TR = 0.45, TA =0.99 y fm = 0.01.

Para lograr el desplazamiento, se calculan los vectores de los puntos de control que forman el perfil (en este ejemplo
es un circulo), de forma que se asegure que la magnitud de los desplazamientos no genere distorsiones indeseables y
ademas de que la direccién de los mismos considere la informacion de la vecindad de cada punto. Partiendo de que
se conoce la distribucion de esfuerzo en la estructura, como se muestra en la figura 4.29, para un analisis de esfuerzo
plano; también se conoce, por lo tanto, el esfuerzo de Von Misses en cada uno de los elementos.
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Se puede entonces, obtener el valor de esfuerzo en cada uno de los nodos. Este valor de esfuerzo nodal es la base
para generar el desplazamiento de los puntos de control, ya que cada nodo que cumpla con alguna de las condiciones
establecidas (2.6) o (2.7), de manera automatica se convierte en un nodo candidato a ser desplazado. Aquellos
valores que no cumplan con dichas condiciones se mantienen igual, es decir que no cambiaran de posicion.

El esfuerzo nodal se obtiene como un valor promedio de esfuerzo de los elementos con los cuales esta en contacto, es
decir, si el nodo 1 es vértice de los elementos (I, 11, 11, IV y V), entonces al nodo 1 le afecta el valor de esfuerzo de
cada elemento a su alrededor, ademas del area de cada uno de estos elementos, como se muestra en la figura 4.31.

*  Nodos
Elementos

Fig. 4.31. Afectacion nodal de los elementos sobre el nodo 1.

Asi el calculo del esfuerzo nodal es calculado como:

n

> (A ovm))
=1 . (414)

> A
i=1

O nobAL  —

Donde o nopac €S el esfuerzo en cada nodo, A ;es Area de cada elemento y ovm ; es el esfuerzo de von Misses de
cada elemento. Ahora se necesita conocer el vector normal a cada uno de los puntos C (u ;) de la curva B-Spline que
define la cavidad en la estructura, para ello se utiliza la derivacion de una curva B-Spline, (ver capitulo 2 seccién
2.4.2.b):

d n-1
g Cw)=Cr(u)= iZ::o N o, (W)

p*(Pi+l_ Pi)
u

(4.15)

i+p+l ~ Yi+l

Dado que C (u ;) es una curva paramétrica, su derivada proporciona las derivadas de cada componente, es decir:

d d d d
IC(U)=H(X(U),y(u)) :(dux(u),duy(u)j .. (4.16)

Dada una recta parametrizada, su derivada se puede expresar como:
d d 4.17
t(6) = (cos 6,sen 6)=| — y(u),— — x(u) .. (417)

du du

Con esto se puede obtener entonces el vector normal unitario a cada punto C (u ;) de una curva B-Spline como:
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7 (u) = 1 *( d y(u),—dx(u)) .. (4.18)
d 2 d 2 du du
\/[y(u)j +(—dux(u)j

du

En la figura 4.32 se muestran los vectores normales unitarios, obtenidos para cada punto C (u ;) del perfil de la
cavidad dada.

Fig. 4.32. Vectores normales unitarios a cada punto C (u ;) de la curva B-Spline (rojo)

Con los vectores normales unitarios calculados, se puede obtener la direccién de cada uno de ellos, asi como su
magnitud, dependiendo de la condicion con que cumplan. Para obtener el céalculo de direccién del desplazamiento de
cada punto de control, se utilizan los vectores normales unitarios, su direccién y magnitud, asi como las funciones de
base o interpolacion de la curva B-Spline, que funcionaran como porcentajes de afectacion sobre cada punto de
control (ver capitulo 2 seccidn 2.6). Con dichos valores se puede calcular le vector de desplazamiento de cada uno de
los puntos de control, que va a tomar en cuenta la informacién de sus puntos vecinos como:

l

d. = d. (2.19)

l

Cd

Para obtener la magnitud de dicho vector de desplazamiento, se necesita saber cual es la funcidn de interpolacién que
como porcentaje afecta mas a un punto C (u) de una curva B-Spline y por lo tanto a su vector normal unitario que se
le asigna. Ademés de un factor de modificacion el cual proporcionara la velocidad con la cual se dara la
optimizacion, asi como de un tamafio de malla (ver capitulo 2 seccién 2.6).

D
o,

‘

o

‘—»l

d.

*fm ... (2.20)

= < * esize
Max (B, B.|)

El factor de malla es calculado como el promedio de las distancias generadas entre punto y punto de control, de la
siguiente manera:
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n

D (Dist ;)

_ =1
€gpe = 'T .. (4.19)

Donde e sz es el tamafio de malla, Dist ; es la distancia generada entre punto y punto de control y n es el nimero de
distancias generadas. En la figura 4.33 se observa el resultado, para el ejemplo de anélisis de esfuerzo plano de la
figura 4.26, se observa la direccion en la cual se moveran los puntos de control e iran deformando la malla.

Fig. 4.33. Direccion del desplazamiento de los puntos de control.

Aqui se pueden observar los puntos que son desplazados asi como su direccién, la cual indica el rechazo de material
dependiendo del nivel de esfuerzo en las zonas mostradas, en este ejemplo en la zona de menor esfuerzo, tal y como
lo indica el ESO.

Estos desplazamientos se daran de manera recursiva tras cada iteracion, hasta que se cumpla con un criterio de paro,
(ver capitulo 2 seccién 2.6), el cual tiene que ver directamente con el nivel de esfuerzo de la estructura en analisis, y
que no exceda el limite impuesto, el cual es un espesor de pared. Para que los nodos de control (P ;), cumplan con la
restriccion de espesor de pared, se verifica la siguiente:

Si las coordenadas de los nodos de control, son superiores a las del limite de pared impuesto, estos tomaran en la
coordenada que les corresponda, x 0 y el valor del limite, si no los puntos se mantendran sin modificacion. En la
figura 4.33, se observa: a) la curva original, b) el limite de pared impuesto (lineas punteadas), y los puntos de control
(color amarillo) que sobrepasaron dicho espesor y su nueva posicion y ¢) la nueva curva, generada bajo la restriccion
de pared.
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10

Fig. 4.34. Curva Restringida por un espesor de pared.

En el capitulo siguiente se muestra una breve discusion sobre los resultados obtenidos de la aplicacion del algoritmo
descrito, en la aplicacion de distintos casos de estudio, en los cuales se involucra tanto el analisis de esfuerzo plano,
asi como el de deformacion plana, ademas de una revision a los graficos obtenidos por dicho algoritmo.
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CAPITULO 5

| Aplicacion del Método
e de Optimizacion de Forma
! a los Casos de Estudio.

Siress distributicn for Sanitary Pontic Bridge

“¢Por qué esta magnifica tecnologia cientifica,

que ahorra trabajo y nos hace la vida mas facil,
nos aporta tan poca felicidad?

La repuesta es esta, simplemente:

porque aun no hemos aprendido a usarla con tino.”

Albert Einstein.

5.1 INTRODUCCION.

El disefio de componentes mecéanicos incluye normalmente secciones transversales no uniformes, que junto
con las inclusiones y defectos dentro de los materiales dan lugar a un incremento en el valor de esfuerzo. Es posible
predecir la distribucion de estos esfuerzos de forma analitica 0 mediante diferentes métodos, entre los cuales se
encuentra el FEA, lo que permite realizar disefios, optimizando zonas de concentracion de esfuerzo. En la actualidad
muchos de estos problemas, pueden ser resueltos mediante la correcta aplicacion de una reduccion del sistema, a una
forma mucho mas simple. Las reducciones mas comunes son el esfuerzo plano y la deformacion plana [30].

En la préctica de disefio de componentes mecanicos se analizan los aspectos funcionales, se dimensiona y se calculan
los esfuerzos debidos a las cargas que soportaran. Ademas se analizan los aspectos del proceso de manufactura que
influyen directamente con la forma ultima del producto. Debido al requerimiento de respuesta rapida que los
mercados exigen, el ingeniero de disefio hoy en dia utiliza sistemas computacionales que le permiten analizar eficaz
y rapidamente las posibles zonas criticas que presenten las piezas antes que estas sean producidas. Resulta deseable
entonces que las piezas sean mejoradas bajo criterios de minimizacion de esfuerzos y poder asi garantizar la vida util
del componente.

El disefio del didmetro de tuberias, también se ha analizado mediante técnicas evolutivas. La determinacion de los
didmetros de las tuberias en el disefio, de menor costo por ejemplo: de una red de distribucién de agua es un
problema con multiples dptimos locales, cuyo espacio de solucidn posee regiones no factibles. El algoritmo de
optimizacion llamado recocido simulado (AS) es un método que ha sido utilizado para hacer basquedas en el espacio
de soluciones del problema, mejorando el desempefio de otros métodos.
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Otros problemas en los que se ha intentado introducir técnicas evolutivas en el analisis, se da en el area médica. Las
placas de sujecion para injertos, como puede ser: en la columna vertebral, en el fémur, en la cadera, etc., se busca que
estén bajo un estado mecanico intimo al hueso, ya que esto promueve una estabilidad mas grande y durabilidad de la
placa y se reduce entonces el nimero de cirugias necesarias durante la vida del paciente.

Otro ejemplo es el hormigdn. Las placas alveolares pre-tensadas estan entre los productos mas avanzados en la
industria del hormigdn prefabricado, en especial en lo que se refiere a su alta calidad y bajo consumo de materiales.
Son generalmente, el tipo de forjados prefabricados mas utilizados. Esto se debe a la seleccion de la altura y
capacidad, a su superficie inferior lisa y a su rendimiento estructural.

Las placas alveolares tienen cavidades longitudinales, como se observa en la figura 5.1, cuyo principal propoésito es
reducir el peso de los forjados. Estas se utilizan sobre todo en edificios de grandes luces, como edificios de oficinas,
hospitales, colegios, centros comerciales, edificios de apartamentos y en las casas por su conveniente precio y su
rapida construccion. Las placas alveolares no tienen o no necesitan ningun refuerzo transversal.

Fig. 5.1. Hormigon pre-tensado, Placas Alveolares.

Este trabajo presenta un método de optimizacion de forma, para elementos con cavidades, ampliamente utilizadas en
el disefio de maquinas. Se analiza la geometria bajo condiciones de tensién y/o compresion, por medio de FEA y se
encuentra la forma éptima de la cavidad, para un distribucién uniforme de esfuerzos, utilizando criterios evolutivos,
basados en adicién o rechazo de material, como se observa en la figura 5.2, mejorando el factor de concentracién de
esfuerzos, en algunos de los casos, asi como la disminucion de material para una posible fabricacion.

Fig. 5.2. Casos de optimizacion evolutiva, basados en criterios de rechazo o adicion [32].

A continuacidn se muestran los casos de estudio, divididos en dos secciones, los dos primeros casos realizados con
un andlisis de esfuerzo plano y los siguientes dos con un andlisis de deformacién plana. En los casos antes
mencionados, el objetivo se centra en obtener la estructura 6ptima, manteniendo el sistema de cargas y restricciones,
basado en el mallador adaptativo desarrollado para este trabajo.
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Para todos los casos de estudio, el pardmetro a considerar como funcion objetivo, es la reduccién méaxima de
material, cumpliendo con un factor de seguridad basado en la relacion entre el esfuerzo maximo calculado de la
estructura y el esfuerzo de fluencia del material utilizado.

5.2 ESFUERZO PLANO.

5.2.1. Caso de Estudio 1.

Se aplica una fuerza uniformemente repartida de 110 [N] en el lado derecho de una placa de Acero
comercial (ASTM A36), con dimensiones de 12x8 [cm], y un espesor de 2.54 [cm], con una cavidad central circular
de diametro 4 [cm], que se encuentra sujeta en su lado izquierdo. En la figura 5.3 se muestra dicho sistema. Se
pretende obtener la estructura 6ptima que cumpla con el criterio de disefio, factor de seguridad Fs < 2.

Fr Fuersa

o
Fig. 5.3. Caso I, sistema de cargas y restricciones.

En la figura 5.4 se observa el mallado generado para esta estructura y la distribuciéon de esfuerzos al interior de la
misma, obtenidos mediante la aplicacion del algoritmo de solucion desarrollado para este trabajo.

Fig. 5.4. Mallado y Distribucion de esfuerzo para el caso de estudio 1.

Los parametros de optimizacion utilizados (ver capitulo 2, seccion 2.6) para este caso particular son:
TR=0.9; TA=0.99; TER=0.001; TEA=0.0001; Tamafio del elemento = 0.02.

En la figura 5.5, se muestra el historial de evolucion de la estructura y la optimizacion de forma de la cavidad central,
ademds de la distribucion de esfuerzo de la misma, lograda en cada iteracion.
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iteracion: 8 iteracion: 20 iteracion: 35

iteracion: 47 iteracion: 54 iteracion: 70

iteracion: 86 iteracion: 91 iteracion: 103

Fig. 5.5. Historial de evolucion de la estructura del caso de estudio 1.

En la figura anterior se muestra la tendencia a retirar zonas ineficientes (color azul oscuro), para con ello ir
mejorando la distribucién de esfuerzo dentro de la estructura, hasta llegar a un limite, es decir un espesor de pared,
como se ve en las iteraciones 91y 103, del lado izquierdo. Dicho espesor de pared es de 1 [cm] por cada uno de sus
cuatro lados.

También se observa como el mallador adaptativo va siguiendo el modelo del perfil tras cada iteracion, sin provocar
grandes sesgos durante la generacion de triangulos para la solucién de FEA.

En la figura 5.6, se grafican los valores obtenidos durante la optimizacion: esfuerzo, esfuerzo promedio, volumen e

indice de desempefio, por iteracion. Aqui se puede ver que el paro del algoritmo se da para la iteracion 103, de
acuerdo al criterio de paro establecido (ver capitulo 2 seccién 2.6).
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Fig. 5.6. Gréficos de: a) Esfuerzo, b) Esfuerzo Promedio, c) Volumen e d) indice de desempefio,
contra el nimero de iteraciones.

En la grafica del indice de desempefio (PI), se puede ver, que no hay grandes variaciones en las concavidades
generadas durante la evolucion de la cavidad, debido a que solo se esta haciendo un alargamiento en el perfil del
cavidad, ya que los saltos no son tan grandes en la grafica. Se puede entonces decir que hasta encontrar el ultimo
valor de PI, la evolucion de la estructura tras cada iteracién, proporciona una estructura continua. Ademas se puede
ver, que existen minimos locales de PI, cada uno de los cuales representa un estado estable que alcanza la estructura
durante su evolucién.

Para este caso de estudio, la optimizacion de forma de la estructura se alcanza en la iteracion 93, para las condiciones
dadas, a pesar de que el paro se da en la iteracion 103. Donde al valor del factor de seguridad en dicha iteracién (93)
es de Fs = 1.9929, y cumple entonces con el criterio de disefio impuesto para este caso. Ya que se tienen varios
estados estables y cumplen con el criterio de disefio, la iteracién 93 cumple ademas con la funcion objetivo.

En el grafico de volumen se puede ver como va teniendo una disminucion gradual, en cada iteracién, esto es debido a
que la técnica aqui presentada es una derivacion del ESO (ver capitulo 1), asi como el aumento en el valor de
esfuerzo de la estructura, también como se observa en su grafico.

En la figura 5.7 se muestran el aumento de las tasas de rechazo y de adicion tras cada iteracion. En dicha grafica se

puede ver que los elementos que sean menores a un 90 % seran eliminados, en un inicio, este valor se ira
actualizando cada que la estructura, durante la evolucidn, ya no pueda retirar mas material.
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De esta manera al final del ciclo evolutivo, la tasa de rechazo se encontrara en 93.5 %. El valor de inicio de la tasa
de rechazo, dependera de la zona que contenga elementos con bajo nivel de esfuerzo. Asi de igual manera para la
tasa de adicion.

R TASA DE RECHAZO TA TASA DE ADICION
0.9 0.990%6
0.3 0.9908
0.95 0.99025
0.2 0.992
0.915 0.99015
0.91 0.9901
0.905 0.99006
2 40 60 80 100 2 40 &0 a 100
a) b)

Fig. 5.7. Gréficos de: a) Tasa de Rechazo y b) Tasa de Adicidn, contra el nimero de iteraciones.

En la figura 5.8, se realiza una comparacion entre la distribucién de esfuerzo de la estructura inicial y la estructura
optimizada, obtenida en la iteracion 93. Se puede observar, que existe una mejora en la distribucion de esfuerzo, asi
como una diferencia apreciable de volumen final. También se observa que la curva que modela el perfil de la
cavidad, no tiene distorsiones importantes, durante la evolucion. En la comparaciéon del nimero de nodos y
elementos se muestra claramente, que el algoritmo de optimizacion elimina elementos ineficientes de la estructura.

Nodos: 343 Elementos: 588 Nodos: 292 Elementos: 471
Volumen: 0.000207676 [m°] Volumen: 0.0001544999 [m°]
Esfuerzo: 453.506 [MPa] Esfuerzo: 498.226 [MPa]
Iteracion: 1 Iteracion: 93

Fig. 5.8. Geometria del perfil: Inicial y Optimizado.

Para este caso de estudio el aumento de esfuerzo fue de 9.86092 % y la disminucion de volumen de 25.6059 %. El
tiempo total de la optimizacion de forma fue de 5 hrs. 56 min.
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5.2.2. Caso de Estudio 2.

Se aplica una fuerza puntual de 110 [N] a una placa de Aluminio comercial de dimensiones 22x12 [cm] de
un espesor de 2.54 [cm], en el extremo superior derecho. Dicha placa tiene una cavidad central circular de diametro 4
[cm], que se encuentra sujeta en uno de sus lados, particularmente en dos barrenos, situados del lado izquierdo. En la
figura 5.9 se muestra dicho sistema. Se pretende obtener la estructura 6ptima que cumpla con el criterio de disefio,

factor de seguridad Fs < 1.3.

F Fuerzn
w—a  Restriccion: Fijo

Fig. 5.9. Caso de estudio 2, sistema de cargas y restricciones.

En la figura 5.10 se observa el mallado generado para esta estructura y la distribucion de esfuerzos al interior de la
misma, obtenidos mediante la aplicacion del algoritmo de solucion desarrollado para este trabajo (ver capitulo 4).

Fig. 5.10. Mallado y Distribucion de esfuerzo para el caso de estudio 2.

Los parametros utilizados (ver capitulo 2, seccidn 2.6) para este caso particular son:

TR =0.6; TA=0.99; TER =0.02; TEA =0.0001; Tamario del elemento = 0.03.

En la figura 5.11, se muestra el historial de evolucion de la estructura y la optimizaciéon de forma de la cavidad
central, ademas de la distribucion de esfuerzo de la misma, en cada iteracion.

|
|

iteracion: 9 iteracion: 21
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iteracion: 43 iteracién: 76

iteracion: 93 iteracion: 114

iteracion: 139 iteracion: 170

Fig. 5.11. Historial de evolucidn de la estructura.

En la figura anterior se muestra la tendencia a retirar zonas ineficientes (color azul oscuro), para con ello ir
mejorando la distribucién de esfuerzo dentro de la estructura, hasta llegar a un limite, es decir un espesor de pared,
como se ve en la iteracion 139 y 170, del lado izquierdo y superior. Dicho espesor de pared es de 1 [cm] en sus
cuatro lados, y en los barrenos es de 1 [cm], con el fin de no interferir con dichos barrenos.

También se observa como el mallador adaptativo va siguiendo el modelo del perfil tras cada iteracién, sin provocar
grandes sesgos durante la generacion de triangulos, ademas de mantener un tamafio de malla tras cada iteracion
afiadiendo puntos donde sea necesario.

En la figura 5.12, se grafican los valores obtenidos durante la optimizacion: esfuerzo, esfuerzo promedio, volumen e

indice de desempefio, por iteracion. Aqui se puede ver que el paro del algoritmo se da para la iteracion 170, de
acuerdo al criterio de paro establecido (ver capitulo 2 seccién 2.6).
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Fig. 5.12. Graficos de: a) Esfuerzo, b) Esfuerzo Promedio, ¢) Volumen e d) indice de desempefio,
contra el nimero de iteraciones.

En la grafica del indice de desempefio (PI), se puede ver, que no hay variaciones entre los minimos locales y el
minimo absoluto, generado durante la evolucion de la cavidad. Se puede entonces decir que hasta encontrar el Gltimo
valor de PI, la evolucion de la estructura tras cada iteracion, proporciona una estructura continua. Ademas se puede
ver, que el minimo absoluto de PI, representa el estado estable que alcanza la estructura durante su evolucién.

Para este caso de estudio, la optimizacion estructural de forma se alcanza en la iteracién 170, coincidente con la
iteracion en la que se detiene el algoritmo. Donde al valor del factor de seguridad es de Fs = 1.2707, y cumple
entonces con el criterio de disefio impuesto y la funcién objetivo, para este caso.

En la figura 5.13 se muestran el aumento de las tasas de rechazo y de adicion tras cada iteracion. En dicha grafica se
puede ver que los elementos que sean menores a un 60 % seran eliminados, en un inicio, este valor se ira
actualizando cada que la estructura, durante la evolucién, ya no pueda retirar mas material.

De esta manera al final del ciclo evolutivo, la tasa de rechazo se encontrara en 82 %. El valor de inicio de la tasa de

rechazo, dependera de la zona que contenga elementos con bajo nivel de esfuerzo. Asi de igual manera para la tasa
de adicion.
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Fig. 5.13. Gréficos de: a) Tasa de Rechazo y b) Tasa de Adicidn, contra el nimero de iteraciones.

En la figura 5.14, se realiza una comparacion entre la distribucion de esfuerzo de la estructura inicial y la estructura
optimizada, obtenida en la iteracidon 170. Se puede observar, que existe una mejora en la distribucion de esfuerzo,
reduciendo esfuerzo en las areas de apoyo (barrenos), donde esta sujeto, asi como una diferencia apreciable de
volumen final, lo cual se busca.

En dicha figura también se observa que la curva que modela el perfil de la cavidad, no tiene distorsiones importantes,
durante la evolucion, debido a que el algoritmo de solucién contempla esto, durante el desplazamiento de los puntos
de control, al guardar informacion de los puntos vecinos al que se modificara. En la comparacién del nimero de
nodos y elementos se muestra claramente, que el algoritmo de solucidn elimina elementos ineficientes de la
estructura.

Nodos: 562 Elementos: 1026 Nodos: 484 Elementos: 804
Volumen: 0.00057862 [m°] Volumen: 0.000362587 [m?]
Esfuerzo: 62.3269 [MPa] Esfuerzo: 114.37 [MPa]

Iteracion: 1 Iteracion: 170

Fig. 5.14. Geometria del perfil: Inicial y Final

Para este caso de estudio la reduccion de volumen fue de 36.7694 % y un aumento de esfuerzo de 83.5181 %. El
tiempo total de solucion del algoritmo fue de 14 hrs. 36min.
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5.2.3. Caso de Estudio 3.

Se aplica una fuerza puntual de 110 [N] a una placa de Aluminio comercial de dimensiones 22x12 [cm] de
un espesor de 2.54 [cm], en el extremo superior derecho. Dicha placa tiene una cavidad central circular de diametro 4
[cm], que se encuentra sujeta en uno de sus lados, particularmente en dos barrenos, situados del lado izquierdo. En la
figura 5.15 se muestra dicho sistema. Se pretende obtener la estructura 6ptima que cumpla con el criterio de disefio,

factor de seguridad Fs < 2.

F Fuergn
= Reitriccidn:  Fijo

Fig. 5.15. Caso de estudio 3, sistema de cargas y restricciones.

En la figura 5.16 se observa el mallado generado para esta estructura y la distribucién de esfuerzos al interior de la
misma, obtenidos mediante la aplicacion del algoritmo de solucion desarrollado para este trabajo (ver capitulo 4).

Fig. 5.16. Mallado y Distribucion de esfuerzo para el caso de estudio 3.

Los parametros utilizados (ver capitulo 2, seccién 2.6) para este caso particular son:

TR =0.6; TA=0.99; TER =0.02; TEA =0.0001; Tamario del elemento = 0.03.

En la figura 5.17, se muestra el historial de evolucion de la estructura y la optimizacién de forma de la cavidad
central, ademas de la distribucion de esfuerzo de la misma, en cada iteracion.

iteracion: 9 iteracién: 32
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iteracion: 57 iteracion: 76

iteracion: 111 iteracion: 156

iteracién: 189 iteracion: 221

Fig. 5.17. Historial de evolucidn de la estructura.

En la figura anterior se muestra la tendencia a retirar zonas ineficientes (color azul oscuro), para con ello ir
mejorando la distribucién de esfuerzo dentro de la estructura. También se observa como el mallado adaptativo va
siguiendo el modelo del perfil tras cada iteracion, sin provocar grandes sesgos durante la generacion de triangulos,

ademas de mantener un tamafio de malla tras cada iteracion afadiendo puntos donde sea necesario.

En la figura 5.18, se grafican los valores obtenidos durante la optimizacion: esfuerzo, esfuerzo promedio, volumen e
indice de desempefio, por iteracion. Aqui se puede ver que el paro del algoritmo se da para la iteracion 221, de

acuerdo al criterio de paro establecido (ver capitulo 2 seccién 2.6).
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Fig. 5.18. Graficos de: a) Esfuerzo, b) Esfuerzo Promedio, ¢) Volumen e d) indice de desempefio,
contra el nimero de iteraciones.

En la grafica del indice de desempefio (PI), se puede ver, que hay variacién en la concavidad generada, durante la
evolucién de la cavidad, al cambiar de direccion la grafica de PI. Cada minimo existente en Pl representa un estado
estable que alcanza la estructura.

Para este caso de estudio, la optimizacion de forma de la estructura se alcanza en la iteracion 207, para las
condiciones dadas, a pesar de que el paro se da en la iteracion 221. Donde al valor del factor de seguridad en dicha
iteracion (207) es de Fs = 1.9114, y cumple entonces con el criterio de disefio impuesto para este caso. Ya que se
tienen varios estados estables y cumplen con el criterio de disefio, la iteracion 207 cumple ademas con la funcion
objetivo.

En la figura 5.19 se muestran el aumento de las tasas de rechazo y de adicion tras cada iteracion. En dicha grafica se
puede ver que los elementos que sean menores a un 60 % seran eliminados, en un inicio, este valor se ira
actualizando cada que la estructura, durante la evolucién, ya no pueda retirar mas material.

De esta manera al final del ciclo evolutivo, la tasa de rechazo se encontrara en 100 %. El valor de inicio de la tasa de

rechazo, dependera de la zona que contenga elementos con bajo nivel de esfuerzo. Asi de igual manera para la tasa
de adicion.
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Fig. 5.19. Gréficos de: a) Tasa de Rechazo y b) Tasa de Adicidn, contra el nimero de iteraciones.

En la figura 5.20, se realiza una comparacion entre la distribucion de esfuerzo de la estructura inicial y la estructura
optimizada, obtenida en la iteracidon 207. Se puede observar, que existe una mejora en la distribucién de esfuerzo,
reduciendo esfuerzo en las areas de apoyo (barrenos), donde esta sujeto, asi como una diferencia apreciable de
volumen final, lo cual se busca.

En dicha figura también se observa que la curva que modela el perfil de la cavidad, no tiene distorsiones importantes,
durante la evolucion, debido a que el algoritmo de solucion contempla esto, durante el desplazamiento de los puntos
de control, al guardar informacion de los puntos vecinos al que se modificara. En la comparacién del nimero de
nodos y elementos se muestra claramente, que el algoritmo de solucién elimina elementos ineficientes de la
estructura.

Nodos: 562 Elementos: 1026 Nodos: 458 Elementos: 800
Volumen: 0.00057862 [m°] Volumen: 0.000424616 [m?]
Esfuerzo: 394.141 [MPa] Esfuerzo: 477.864 [MPa]

Iteracion: 1 Iteracion; 207

Fig. 5.20. Geometria del perfil: Inicial y Final

Para este caso de estudio la reduccién de volumen fue de 25.9522 % y un aumento de esfuerzo de 21.245 %. El
tiempo total de solucion del algoritmo fue de 12 hrs. 41min.
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5.3 DEFORMACION PLANA.

5.3.1. Caso de Estudio 1.

Se aplica una fuerza de presion de 110 [MPa] a tubo circular de Acero comercial (ASTM A36), en toda su
region interior. Con un diametro exterior de 4 [cm], una regién interior rectangular de 2 [cm] por lado y una longitud
de 60 [cm], para el analisis se toma una rodaja de dicha estructura de espesor 2.54 [cm]. Se encuentra sujeta en todo
su perimetro externo. En la figura 5.21 se muestra dicho sistema. Se pretende obtener la estructura optima que
cumpla con el criterio de disefio, factor de seguridad Fs < 2.

Restriccion

Fig. 5.21. Caso de estudio 1, sistema de cargas y restricciones.

En la figura 5.22 se observa el mallado generado para esta estructura y la distribucion de esfuerzos al interior de la
misma, al aplicar el algoritmo de solucién.

Fig. 5.22. Mallado y Distribucion de esfuerzo para el caso de estudio 1.

Los pardmetros utilizados para este caso particular son:
TR =0.6; TA=0.9; TER =0.01; TEA =0.00; Tamafio del elemento = 0.01.

En la figura 5.23, se muestra el historial de evolucion de la estructura y la optimizacion de forma del perfil central
ademas de la distribucion de esfuerzo de la misma.
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iteracion: 7 iteracion: 18 iteracion: 33
iteracion: 44 iteracion: 67 iteracion: 85
iteracion: 104 iteracion: 126 iteracion: 148

Fig. 5.23. Historial de evolucidn de la estructura.

En la figura anterior se muestra la tendencia a retirar zonas ineficientes (color azul oscuro), para con ello ir
mejorando la distribucién de esfuerzo dentro de la estructura, hasta llegar a un limite, es decir un espesor de pared,
como se ve en la iteracion 148. Dicho espesor de pared es de 3 [cm] de diametro interno. También se observa como
el mallador adaptativo va siguiendo el modelo del perfil tras cada iteracion, sin provocar grandes sesgos durante la

generacion de triangulos y deteniéndose justo en el espesor de pared o limite de 3 [cm].

En la figura 5.24, se grafican los valores obtenidos durante la optimizacion: esfuerzo, esfuerzo promedio, volumen e
indice de desempefio, por iteracion. Aqui se puede ver que el paro del algoritmo se da para la iteracion 148, de

acuerdo al criterio establecido (ver capitulo 2 seccion 2.6).
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Fig. 5.24. Gréficos de: a) Esfuerzo, b) Esfuerzo Promedio, ¢) Volumen e d) indice de desempefio,
contra el nimero de iteraciones.

En la grafica del indice de desempefio (PI), se puede ver, que no hay grandes variaciones en las concavidades
generadas durante la evolucién de la cavidad. Ademas se puede ver, que existen minimos locales de Pl, cada uno de
los cuales representa un estado estable que alcanza la estructura durante su evolucion.

Para este caso de estudio, la optimizacion de forma de la estructura se alcanza en la iteracion 140, para las
condiciones dadas, a pesar de que el paro se da en la iteracion 148. Donde al valor del factor de seguridad en dicha
iteracion (140) es de Fs = 1.9929, y cumple entonces con el criterio de disefio impuesto para este caso. Ya que se
tienen varios estados estables y cumplen con el criterio de disefio, la iteracion 140 cumple ademas con la funcion
objetivo.

En la figura 5.25 se muestran el aumento de las tasas de rechazo y de adicion tras cada iteracion. En dicha grafica se
puede ver que los elementos que sean menores a un 60 % seran eliminados, en un inicio, este valor se ira
actualizando cada que la estructura, durante la evolucidn, ya no pueda retirar mas material.

De esta manera al final de la evolucion, la tasa de rechazo se encontrara en 100 %. El valor de inicio de la tasa de

rechazo, dependera de la zona que contenga elementos con bajo nivel de esfuerzo. Asi de igual manera para la tasa
de adicion, que en este caso se mantendra fija.
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Fig. 5.25. Graficos de: a) Tasa de Rechazo y b) Tasa de Adicién, contra el nimero de iteraciones.

En la figura 5.26, se realiza una comparacion entre la distribucion de esfuerzo de la estructura inicial y la estructura
optimizada, obtenida en la iteraciéon 140. Se puede observar, que existe una mejora en la distribucion de esfuerzo, en
la estructura final, eliminando areas ineficientes.

En dicha figura también se observa que la curva que modela el perfil de la cavidad, no tiene distorsiones importantes,
durante la evolucién. Se logra con esto, una optimizacion en la forma de dicha cavidad. En la comparacién del
namero de nodos y elementos se muestra claramente, la disminucién elementos ineficientes de la estructura.

Nodos: 216 Elementos: 376 Nodos: 117 Elementos: 149
Volumen: 0.000105367 [m?] Volumen: 0.0000497272 [m°]
Esfuerzo: 382.221 [MPa] Esfuerzo: 498.242 [MPa]
Iteracion: 1 Iteracion: 140

Fig. 5.26. Geometria del perfil: Inicial y Final
En este caso el aumento de esfuerzo fue de 30.3545 % y reduccion de volumen de 52.8085 %. EIl tiempo total de
solucidn del algoritmo fue de 2 hrs. 28 min.
Con este caso de estudio se demuestra el correcto funcionamiento del algoritmo de optimizacion de forma, al pasar

de un perfil cuadrangular a uno circular, tal y como sucede con otras técnicas, que demuestran esto mismo
(Annicchiarico).
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5.3.2. Caso de Estudio 2.

Se aplica una fuerza de presion de 110 [MPa] a una estructura circular de Acero comercial (ASTM A36), en
toda su region interior. Con un didmetro exterior de 5 [cm], una region interior circular de didmetro 2 [cm] y una
longitud de 10[cm], para el andlisis se toma una rodaja de dicha estructura de espesor de 2.54 [cm]. Se encuentra

sujeta en los tres barrenos. En la figura 5.28 se muestra dicho sistema. Se pretende obtener la estructura 6ptima que
cumpla con el criterio de disefio, factor de seguridad Fs < 1.3.

P Presion

A A Restriceion

Fig. 5.28. Caso de estudio 2, sistema de cargas y restricciones.

En la figura 5.29 se observa el mallado generado para esta estructura y la distribucién de esfuerzos al interior de la
misma, al aplicar el algoritmo de solucién.

Fig. 5.29. Mallado y Distribucion de esfuerzo para el caso de estudio .

Los parametros utilizados para este caso particular son:

TR =0.6; TA=0.99; TER =0.001; TEA =0.00001; Tamafo del elemento = 0.01.

En la figura 5.30, se muestra el historial de evolucién de la estructura y la optimizacién de forma del perfil central
ademas de la distribucion de esfuerzo de la misma.

Capitulo 5 102



HIER,

Ll W

Aplicacion del Método de Optimizacién de Forma a los Casos de Estudio
iteracion: 6 iteracion: 17 iteracion: 30
iteracion: 43 iteracion: 58 iteracion: 82
iteracion: 100 iteracion: 136 iteracion: 153

Fig. 5.30. Historial de evolucidn de la estructura.

En la figura anterior se muestra la tendencia a retirar zonas ineficientes (color azul oscuro), para con ello ir
mejorando la distribucién de esfuerzo dentro de la estructura, hasta llegar a un limite, es decir un espesor de pared,
como se ve en la iteracion 153. Dicho espesor de pared es de 4.5 [cm] de diametro interno. También se observa como
el mallador adaptativo va siguiendo el modelo del perfil tras cada iteracion, sin provocar grandes sesgos durante la

generacion de triangulos y deteniéndose justo en el espesor de pared o limite de 4.5 [cm].

En la figura 5.31, se grafican los valores obtenidos durante la optimizacion: esfuerzo, esfuerzo promedio, volumen e
indice de desempefio, por iteracion. Aqui se puede ver que el paro del algoritmo se da para la iteracion 153, de

acuerdo al criterio establecido (ver capitulo 2 seccion 2.6).
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Fig. 5.31. Graficos de: a) Esfuerzo, b) Esfuerzo Promedio, ¢) Volumen e d) indice de desempefio,
contra el nimero de iteraciones.

En la grafica del indice de desempefio (Pl), se puede ver, que hay variaciones en las concavidades generadas durante
la evolucién de la cavidad. Ademas se puede ver, que existen minimos locales de Pl, cada uno de los cuales
representa un estado estable que alcanza la estructura durante su evolucion.

Para este caso de estudio, la optimizacion de forma de la estructura se alcanza en la iteracion 131, para las
condiciones dadas, a pesar de que el paro se da en la iteracion 153. Donde al valor del factor de seguridad en dicha
iteracion (131) es de Fs = 1.2441, y cumple entonces con el criterio de disefio impuesto para este caso. Ya que se
tienen varios estados estables y cumplen con el criterio de disefio, la iteracion 131 cumple ademas con la funcion
objetivo.

En la figura 5.32 se muestran el aumento de las tasas de rechazo y de adicion tras cada iteracion. En dicha grafica se
puede ver que los elementos que sean menores a un 60 % seran eliminados, en un inicio, este valor se ira
actualizando hasta que ya no pueda retirar mas material. De esta manera al final, la tasa de rechazo se encontrara en
100 %. El valor de inicio de la tasa de rechazo, dependera de la zona que contenga elementos con bajo nivel de
esfuerzo. Asi de igual manera para la tasa de adicion, que para este ejemplo se mantendra fija.
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Fig. 5.32. Gréficos de: a) Tasa de Rechazo y b) Tasa de Adicidn, contra el nimero de iteraciones.

En la figura 5.33, se realiza una comparacién entre la distribucién de esfuerzo de la estructura inicial y la estructura
optimizada, obtenida en la iteracion 131. Se puede observar, que existe una mejora en la distribucion de esfuerzo, asi
como una diferencia apreciable de volumen final.

En dicha figura también se observa que la curva que modela el perfil de la cavidad, no tiene distorsiones importantes,
durante la evolucion. Se logra con esto una optimizacion en la forma de dicha cavidad. En la comparacion del
ntmero de nodos y elementos se muestra claramente, tanto el aumento de esfuerzo como la reduccién de volumen.

4‘4

@

Nodos: 328 Elementos: 592 Nodos: 274 Elementos: 481
Volumen: 0.00016516 [m°] Volumen: 0.000135006 [m°]
Esfuerzo: 247.409 [MPa] Esfuerzo: 311.029 [MPa]

Iteracion: 1 Iteracion: 131

Fig. 5.33. Geometria del perfil: Inicial y Optimizado.

En este caso, el aumento de esfuerzo fue de 25.7145 % y la reduccion de volumen de 18.2574 %. El tiempo total de
solucion del algoritmo fue de 9 hrs. 35 min.

Con este caso de estudio podemos ver que el algoritmo de optimizaciéon de forma, es capaz de dar solucion, a
problemas que pueden ser resueltos, con otro tipo de analisis, como puede ser: el analisis axisimétrico, etc.
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Resultados.

En las figuras que muestran el historial de evolucion de la estructura, para cada caso particular, se muestra como el
mallador se va adecuando o adaptando a las condiciones tras cada iteracion. Con esto se puede decir que el mallador
tiene una muy buena respuesta, al seguir la curva modelada por B-Splines, logrando una mejor aproximacion a la
solucion de la optimizacion estructural de forma.

Se puede observar que las tasas de rechazo y adicion, son parametros que el disefiador puede calibrar, de acuerdo a la
rapidez de evolucién de la estructura, asi como también las tasas evolutivas de rechazo y adicién, ademas del factor
de tamafio, para poder encontrar las zonas en las cuales se tiene que comenzar a desplazar la frontera para dar
comienzo a la optimizacién.

El indice de desempefio PI, es un valor equivalente a la eficiencia en un sistema, es por ello que al encontrar minimos
relativos o locales, presentados en su grafica para cada caso particular, es indicativo de que se ha encontrado un
estado estable y con ello un dptimo estructural local de dicho sistema.

Durante el proceso de optimizacion, se presentan en algunos casos, concavidades de consideracion o grandes
regiones de curvatura elevada, y es aqui donde el valor del esfuerzo se eleva abruptamente. Esto es de esperarse ya
que en general las grandes concavidades actlian como concentradores de esfuerzo. Aungue después de cada pico, el
sistema se estabiliza.

Las pruebas fueron realizadas en una computadora con las siguientes caracteristicas: Windows XP, Procesador AMD
Sempron 1.80 Ghz., 512 MB RAM, y ademas del paquete comercial: MATEHEMATICA 5.2 Version estudiantil.
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Conclusiones

“Para las personas creyentes, Dios esta al principio.
Para los cientificos esta al final de todas sus reflexiones”

Max Planck

En este trabajo se presentd una metodologia de optimizacion basada en la integracién de reglas evolutivas,
modelado paramétrico mediante curvas B-Splines y al analisis por elementos finitos, en la optimizacion estructural
de forma de elementos mecanicos, con cavidades, bajo parametros modificables numéricamente, satisfaciendo los
objetivos trazados al inicio.

El algoritmo de optimizacién, a pesar de mostrar una “inteligencia artificial”, es un soporte 0 apoyo mas que
reemplazo para los ingenieros de disefio expertos, para ayudar en la toma de decisiones. Es una herramienta que
permite obtener la solucion éptima de un problema de disefio, cuyo desempefio no depende de la experiencia del
disefiador, como en una metodologia tradicional de disefio.

El mallador desarrollado para este trabajo, demostrd manejar eficientemente regiones con aristas de radio de
curvatura pequefio (aprox. 0.5 veces el tamafio promedio del elemento), lo cual es complicado, asi como mantener un
tamafio promedio de elementos (valor que depende de cada geometria particular de la cavidad), y con ello tener una
convergencia en la solucion, asi como su capacidad para adaptarse aun a diferentes niveles de fineza de una malla, lo
cual dependera directamente de la necesidad de la aproximacién de la solucion. En el caso de las mallas finas el
tiempo de procesamiento se incrementd alrededor de un 40%. Aunque el tiempo se eleva bastante, en sentido
practico no es excesivo ni limitante durante el FEA.

El introducir un mallador adaptativo durante el FEA, permitié gracias a su capacidad para adaptarse a
diferentes contornos, provocados tras cada iteracion durante la optimizacién, una mejor aproximacién o
convergencia a la forma éptima de la cavidad, sin generar distorsiones, como pudiera suceder cuando se intenta
aproximar a una geometria en un mallado homogéneo.

En todos los casos de estudio presentados en este trabajo, se demuestra que la distribucion de esfuerzo en
cada una de ellos, se vuelve homogéneo conforme el proceso de optimizacion avanza. Lo cual es de esperarse ya que
al eliminar zonas con elementos ineficientes de una estructura, se eleva considerablemente el nivel de esfuerzo en
ella, es decir que con la optimizacion se lleva a una estructura al limite, bajo un sistema de cargas y restricciones
particulares.

Se logré reducir el volumen y con ello el peso de los elementos, de manera considerable en todos los casos
de estudio, por arriba del 25 % de reduccion del valor inicial, pensando en una posible fabricacion de las mismas,
ademas de cumplir con un criterio de disefio impuesto a cada uno de los elementos en anélisis.

El tiempo total de optimizacion obtenido tras un cierto nimero de iteraciones, no es excesivo ya que

depende de la complejidad de la geometria de la cavidad, aunque puede ser mejorado, al modificar parametros como
las tasas de adicion, rechazo, etc., asi como parametros involucrados en la generacién del mallador adaptativo.
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TRABAJOS FUTUROS.

4 Mejora de los tiempos de ejecucion de los calculos por iteracion del algoritmo, depurando las funciones
realizadas para este trabajo, asi como la utilizacion de una computadora con méas recursos de hardware y
software.

% Obtencion de la solucién de un mallador adaptativo, para un sistema Tridimensional.

% Introducir pardmetros de manufactura al algoritmo actual de solucion.

Implementacién de un algoritmo capaz de lograr la optimizacion de forma tanto de una cavidad, asi como
también de la forma externa o dominio, al mismo tiempo.

# Implementacion de un algoritmo, capaz de lograr la optimizacion de forma de un sistema tridimensional.

% Realizacion de un andlisis, posterior a la optimizacién, desde el punto de vista de procesos de manufactura,
para verificar la factibilidad de fabricacion de una estructura 6ptima.
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ANEXO 1.

Al.1l. Lluviade ldeas (BRAINSTORMING).

El brainstorming es probablemente el método mas conocido y empleado en la generacion de ideas. Fue
desarrollado por Alex Osborn en los afios 50, y quien lo define como:

“Técnica por medio de la cual un grupo intenta encontrar solucién a un problema determinado mediante
la acumulacion de todas las ideas proporcionadas de modo espontaneo por sus integrantes™. [2]

El término “Tormenta de ideas” se ha convertido en una expresion comun para definir el pensamiento creativo. La
base de la tormenta de ideas es una generacion de ideas en un ambiente de grupo bajo el principio de la suspension
del juicio o la critica. Este principio ha sido probado ser muy efectivo por los investigadores cientificos tanto a escala
individual como de grupo. La fase de generacion se separa de la etapa de juicio o critica de las ideas. La tormenta de
ideas es un proceso que funciona mejor siguiendo las siguientes reglas:

1. Tener el problema claro y bien definido.
2. Asignar a alguien para que se encargue de escribir las ideas en medida que se produzcan.
3. Respetar lo siguiente:

4 Suspender el juicio o critica.
# Toda idea es aceptada y registrada.
#  Construir ideas por todos.

La tormenta de ideas es una practica tradicional para hacer pensamiento creativo deliberadamente, lo que ha traido
como consecuencia que las personas crean que solamente se puede pensar creativamente cuando se esta en grupo. El
propdsito del método es que los comentarios de otras personas actien como estimulos de sus propias ideas en una
especie de reaccion en cadena.

Al.2. Despliegue de la Funcion Calidad (QFD).

El QFD se desarrollo6 en el Japon hacia el final de la década de 1960, coincidentemente con la introduccion
de productos japoneses originales. Desde sus inicios fue considerada parte del herramental de la gestion total de la
calidad y fue disefiada especificamente para la creacion de nuevas aplicaciones y productos. Hacia 1972, en el
Astillero de Kobe de Mitsubishi Heavy Industries, con Shigeru Mizuno y Yasushi Furukawa trabajando como
consultores externos, se desarroll6 la matriz de la calidad, que sistematizaba la relacion entre las necesidades de los
clientes y las caracteristicas de calidad incorporadas en los productos. La matriz de la calidad constituye hoy el
nucleo del QFD.

QFD son las siglas que corresponden a la expresion inglesa de “Quality Function Deployment” traducida

normalmente como “Despliegue de la Funcion de Calidad”. Se trata de un sistema organizado para disefiar o
redisefiar productos, con dos objetivos fundamentales:
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1. Asegurar que el producto va a responder a las necesidades y expectativas de los clientes.
2. Acortar el periodo de tiempo que va desde la concepcion del producto (o de las modificaciones a
realizar) hasta su lanzamiento.

El primer objetivo responde a la clésica definicion de Calidad “satisfacer las necesidades y expectativas de los
clientes”. E1 QFD propone una metodologia que ayuda a conocer cuales son esas necesidades y a traducirlas en una
lista de aspectos técnicos medibles en los que conviene concentrar los esfuerzos. El segundo se refiere a aumentar las
posibilidades de acertar a la primera en el disefio del producto.

En 1975, la Sociedad Japonesa de Control de Calidad (JSQC) establecié un comité de estudio del QFD para formular
su metodologia, y en 1987, publicd un estudio sobre las aplicaciones del QFD. Al cabo de unos diez afios desde su
origen, el concepto del QFD se consolido y fue adoptado por grupos industriales como Toyota. Por ser una
herramienta de aplicacion general, pronto se vio su utilidad en organizaciones de electronica, artefactos para el
hogar, caucho sintético y en el sector de los servicios, se expandio a los EEUU, donde fue incorporado por Digital
Equipment Corporation, Ford Motor Company, Hewlett-Packard y otras organizaciones.

La idea del QFD es que el disefio debe reflejar los gustos y deseos de los clientes mas que el potencial tecnologico o
las preferencias de los ingenieros de disefio. En los tltimos afios ha aumentado la gama de aplicaciones del QFD. Se
ha utilizado en el planeamiento estratégico tanto en operaciones de manufactura como de servicios, en
organizaciones grandes y pequefias. Se ha aplicado a la comprension de fendmenos organizacionales y a la mejora de
servicios en el sector publico y en la educacion. Algunos modelos del QFD emplean enfoques que contemplan el
impacto ambiental de los disefios.

Estructura del QFD

Se trata de decidir los valores que deben tomar las caracteristicas técnicas (medibles) del producto, en la figura Al.1,
se observa la esquematizacion de la estructura del QFD, tomando en consideracion:

¢ Las demandas del cliente, atendiendo también a la importancia que otorga a cada una de ellas.

Lo que ofrece la competencia, en esos aspectos que el cliente demanda.

¢ El plan que se propone la organizacion, de acuerdo con su estrategia general o con la imagen de marca
que pretende.

¢ Las caracteristicas técnicas del producto.

¢ Las relaciones que existen entre las caracteristicas técnicas y las demandas del cliente, asi como de las
caracteristicas técnicas entre si.

*

5. Correlaciones

3. Caracteristicas técnicas

1. Requerimientos del cliente 4. Interrelaciones 2.Entorno y plan de mejora

6. Objetivos de disefio

Fig. Al.1. Estructura general del QFD.

En la figura A1.2, se muestra un ejemplo de aplicacion de QFD, a un problema real.
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Fig. A1.2. Ejemplo de aplicacion de QFD.

Al. 3. Resolucidén Inventiva de Problemas (TRIZ).

La expresion TRIZ proviene de la palabra rusa “TPU3”, que es el acronimo de “Teoria de Resolucion de
Problemas Inventivos”. Aunque TRIZ se ha generalizado ampliamente en todo el mundo, en algunas publicaciones
americanas, se puede encontrar la palabra TIPS (Theory Inventive Problem Solving). El creador del método TRIZ
fue Genrich Altshuller, un ingeniero ruso que desarrolld la teoria a través del analisis de un millon y medio de
patentes de invencion a 1990, afio en el que logré reconocimiento internacional. Se percaté de que a pesar de que los
inventos que analizd resolvian problemas diferentes en campos también muy diferentes, las soluciones aplicadas
podian obtenerse a partir de un conjunto relativamente reducido de ideas basicas o principios de invencion.

Altshuller entre 1961 y 1979 escribid libros basicos, exponiendo el método en forma ordenada e introduciendo el
nombre TRIZ en el texto “La creatividad como una ciencia exacta”. El método ha sido aplicado casi exclusivamente
a la resolucion de problemas técnicos o tecnoldgicos, pero dado el inmenso ntimero de estos problemas, hoy es la
técnica de creatividad mas utilizada por empresas y universidades.

TRIZ es un método sistemdtico para incrementar la creatividad técnica, basado en el estudio de los modelos de
evolucidn de patentes y en otros tipos de soluciones a problemas [43]. Sorprende por la rapidez y calidad de los
resultados obtenidos, donde gracias a ellos se han realizado avances importantes ademas de resolver problemas de
extrema dificultad en las industrias y ciencias basicas; las aplicaciones principales se dan en las empresas y en la
investigacion, donde se utiliza para la resolucion de problemas de estrategia, gestion o tecnologia

La creatividad técnica es el conjunto de procedimientos de “razonamiento creativo” que tienen por objeto resolver
problemas con soluciones innovadoras. El apelativo técnica se afiade a la palabra creatividad para diferenciarla de la
creatividad artistica y excluir de su alcance cualquier aspecto relacionado con el arte, aunque si puede manejar
criterios de ergonomia o estética. Puede utilizarse para casi cualquier cosa

El razonamiento creativo es una forma modificada de razonar que persigue la obtencion de ideas de baja

probabilidad, novedosas e innovadoras, que no serian accesibles de otra forma. Las diferentes formas que existen
para provocar este tipo de razonamiento especial son las técnicas de creatividad.
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Problemas Inventivos.

Un problema inventivo es donde la solucion causa otros problemas. Si la solucion cae dentro de nuestra
experiencia o campo, tales como la ingenieria mecanica, el nimero de prueba y error sera algo menor, pero no deja
de ser un método irracional. Si la solucion no se alcanza, el ingeniero debe buscar mas alla de su experiencia y
conocimiento, es decir debera incursionar en otros campos, como la quimica o electronica. Luego el niimero de
pruebas crecera dependiendo de lo bien que pueda manejar las herramientas psicoldgicas, intuicion y la creatividad.
Un problema adicional es que estas herramientas psicoldgicas tales como la experiencia y la intuicion, son dificiles
de transmitir a otra persona dentro de una organizacion. Esto se dirige a lo que se llama inercia psicologica, donde
las soluciones consideradas estan dentro de la propia experiencia de uno y no buscar en tecnologias alternativas para
desarrollar nuevos conceptos de solucion.

Condiciones del Triz.

Ser un procedimiento sistematico paso a paso.

Ser una guia a través de amplios espacios de solucion para dirigir los pasos a la solucion ideal.

Ser repetitible y confiable y no dependiente de las herramientas psicologicas.

Debe permitir el acceso al cuerpo del conocimiento inventivo.

Debe permitir agregar elementos al cuerpo de conocimiento inventivo.

Ser lo suficientemente amigable para los disefiadores siguiendo la aproximacioén general para la
resolucion de los problemas inventivos.

et e e P

Existen dos tipos de problemas que el ser humano debe enfrentar:

1. Soluciones previamente conocidas.
2. Soluciones desconocidas.

Aquellas con soluciones conocidas usualmente pueden ser resueltos con informaciones obtenidas de los textos
técnicos y publicaciones especializadas, asimismo las consultas a los especialistas del campo en cuestion.
Estas soluciones siguen un patréon de resolucion de problemas, tal como se muestra en la siguiente figura A1.3:

Problemas esthndares Soluciones estandares
analogos

aralogas

i problems <:| I selucidn

Fig. A1.3. Aqui, el problema particular es elevado hacia un problema estandar de naturaleza analoga o similar.

El TRIZ, tiene una extensa base teérica con algunos postulados. Los tres principales de ellos son:
Primer Postulado: “La mayoria de los sistemas hechos por el hombre evolucionan siguiendo pautas
predeterminadas, en vez de modo aleatorio. Estas pautas se pueden conocer a través del estudio de la evolucion de

varios sistemas y el conocimiento adquirido y se las puede utilizar para acelerar la evolucion de otros sistemas”.

Segundo Postulado: “La mayoria de los sistemas técnicos que existen tienen recursos redundantes, es decir, tienen
mas recursos de los necesarios para realizar las funciones para las que fueron concebidos. Como consecuencia, casi
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todos los sistemas pueden realizar su funcion de forma mas efectiva o realizar funciones adicionales, sin necesidad
de ser modificados”.

Tercer postulado: “Se pueden encontrar formas comunes de resolver problemas o de mejorar un sistema, basadas en
las etapas de evolucion predeterminadas, mediante el analisis historico de las invenciones. Esto permite que el
conocimiento para la innovacion pueda ser recogidos y transferidos”.

Ejemplo: Supongamos que necesitemos disefiar un dispositivo rotatorio cuya salida es 100 rpm, a partir de un motor
eléctrico de CA 2300 rpm. El problema estandar andlogo es como reducir la velocidad del motor. La solucion
estandar analoga es un reductor de velocidad o caja de transmision a engranaje, luego este reductor sera disefiado con
apropiadas dimensiones, peso, torque, etc.

Si deseamos reducir el costo de una pieza metalica estampada, lo mejoramos reduciendo el espesor de la chapa, pero
como resultado se resiente su resistencia mecanica. Para alcanzar una solucion ideal se deben eliminar las soluciones
de compromiso o trade off, es decir eliminar totalmente las causas.

Al. 4. Matriz de Decision.

El principio de cualquier método de evaluacion es permitir que los principios de disefio se vean claramente
y puedan ser manejados. El método de toma de decision fue desarrollado en 1981. Utiliza directamente el eje vertical
de la matriz para expresar los criterios de seleccion y el horizontal para expresar las distintas alternativas. Este
permite alternar el pensamiento divergente (analisis) y el convergente (sintesis), ya que es alternativamente un
método de generacion de soluciones y otro de seleccion de las mismas. Una caracteristica esencial es la comparacion
de cada alternativa con una solucion referencia. Una solucion referencia es aquella que se considera la mejor, es
decir, aquella que mas probablemente cumpla con las restricciones de las especificaciones de disefio del modo mas
efectivo.

La matriz de decision hace mas dificil que la gente pueda imponer sus ideas por motivos no razonados, el punto de
vista variable, junto con los necesarios intentos por eliminar las caracteristicas negativas de una solucion aparente
menos aceptable en comparacién con la solucidén de referencia, produce la apariciéon de nuevas soluciones. Como
método es iterativo, las continuas iteraciones expanden y contraen la matriz hasta el punto en el que se alcanza la
convergencia en el mejor disefio.

La siguiente secuencia es la que se lleva a cabo durante la aplicacion de la matriz de decision para la solucion de un
problema:

1. Establecer un nimero de soluciones posibles.

2. Establecer una matriz de comparacion y evaluacion de conceptos, de modo que se compare las distintas
soluciones generadas frente a los criterios de evaluacion.

3. Los criterios de evaluacion deben estar basados en lo requerimientos descritos en las especificaciones,
deben ser claros y entendibles, se les debe agregar un porcentaje, el cual los pondra en un nivel de
importancia durante la evaluacion.

4. Al comparar cada solucion frente a cada uno de los criterios de evaluacion se pondra en esa casilla un
valor comprendido entre 0 y 10, por ejemplo: 0 es malo, 5 es regular y 10 es excelente.

5. Al final ese valor se multiplica por el porcentaje asignado al criterio y se suman todas las casillas de los

criterios aplicados a una solucion particular. Este ultimo valor total nos dard la mejor solucion
propuesta para el sistema o subsistema a resolver.
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A continuacion en la tabla Al.1 se muestra un ejemplo de aplicacion de la matriz de decision. Con base en la
generacion de alternativas, se muestra la seleccion de las mejores soluciones basados en algunos criterios de disefio,
por medio de una matriz de decision, que es utilizada para resolver el sistema de posicionamiento de una maquina
desgranadora de maiz.

Sistema Tipo de solucién

*-. Corredera con seguro

POSICION **__ Corredera con cola de Milano

*#*__ Corredera con Ranura tipo T

*#*%_ Corredera tipo Cajon, con rodamientos

MATRIZ DE DESICION

Materiales | Costo | Durabilidad | Mantenimiento | Seguridad | Dimensiones | Facil | Total

0.14 0.22 0.12 0.14 0.24 0.12 uso

0.12
* 9 9 8 9 9 8 9 8.70
ol 9 7 8 8 9 8 9 8.08
ek 9 7 7 7 9 8 9 7.76
ieleieid 9 9 7 9 9 8 9 8.42

La mejor solucién es: una corredera con seguro en cada uno de los puntos de corte de maiz.

Tabla Al.1. Matriz de decision para un sistema de posicionamiento de una desgranadora de maiz.

Al. 5. Matriz Morfolégica.

Este método de generacion de alternativas fue desarrollado por Zwicky, se basa en la combinacion de
soluciones a las subfunciones del producto para obtener una gran cantidad de alternativas. Una vez definidas las
funciones y subfunciones que debe realizar el producto, es conveniente realizar una exploracion exhaustiva de las
posibles opciones de solucion que estan disponibles para lograr el desempefio del producto deseado.

En las matrices morfologicas se hace un arreglo matricial, que tiene en un eje coordenado las funciones o
subfunciones a cumplir por el producto y en el otro eje todas las posibles formas de cumplir con esta funcion. Las
formas de cumplir esta funcion se dibujan de manera muy sencilla, con lo cual se obtiene un nimero determinado de
soluciones a cada funciéon o subfuncion. Se analiza la compatibilidad entre las diferentes formas de cumplir el
objetivo mediante reuniones de andlisis, donde se busca la compatibilidad entre las diferentes funciones. La
representacion iconica es lo mas sencillo y define los principios basicos de operaciéon que en ocasiones no son
compatibles entre si. Para que esto no ocurra, se busca establecer esta compatibilidad de manera grafica, uniendo
aquellos principios que sean compatibles mediante lineas de colores. Cuando no hay compatibilidad para coordinar
los principios basicos de operacion, se desecha la solucion que surge de esta combinacion.

Otro filtro es la imposibilidad de cumplir las especificaciones que se han definido, ya sea por el principio de
operacion o por el rendimiento esperado de la solucion propuesta. Hay que tener mucho cuidado en no descalificar
soluciones, a menos que se tengan razonamientos objetivos y cuantificables, que puedan sustentar una decision de
esta naturaleza. La siguiente secuencia es la que se lleva a cabo durante la aplicacion de la matriz morfoldgica para la
solucion de un problema:
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Establecer un numero de soluciones posibles.

Establecer una matriz de comparacion y evaluacion de conceptos, de modo que se compare las distintas
soluciones generadas frente a los criterios de evaluacion.

Incorporar bocetos relativos a cada solucion, de manera que se tenga siempre presente cual es cada una.

Se busca establecer compatibilidad de manera grafica, uniendo aquellos principios que sean
compatibles mediante lineas de colores.

Un ejemplo de esta metodologia se muestra en la figura A1.4 en donde se aplica para el disefio de una cuchara

eléctrica.
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Fig. Al.4. Matriz Morfologica para la solucion de un disefio de cuchara eléctrica.
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ANEXO 2.

A2.1. Optimizacioén Bidireccional Estructural Evolutiva (BESO).

El método de ESO descrito anteriormente ha demostrado ser exitoso obteniendo soluciones dptimas en los
problemas estructurales y este éxito es debido al crecimiento lento de la estructura por ciclo. Cuando toma varios
dias obtener la solucion un problema de ESO en una poderosa PC, el costo computacional se vuelve entonces una
condicion sumamente significante. Asi, Querin en 1997 desarrolld6 una manera mas eficaz de realizar una
optimizacion estructural evolutiva. La nueva técnica desarrollada era Optimizacion Bidireccional Estructural
Evolutiva (BESO), el método donde la estructura fisica inicial contuvo el nimero minimo de elementos necesario
para soportar toda la carga en un problema de una viga en cantiliber.

El BESO se define como:

“la adicion de material donde la estructura se encuentra sobre-esforzada y quitando el material donde la estructura
se encuentra en un nivel bajo de esfuerzo de manera simultanea, en un proceso iterativo hasta que se logra una
estructura dptima™. [49]

En el BESO, los clementos de la estructura pueden agregarse o quitarse de esta. La suma y procesos del
levantamiento son el AESO y métodos de ESO respectivamente. Sin embargo, cuando se combinan ambos métodos,
alguno debe gobernar, las ecuaciones que manejan ambos métodos necesitan ser modificadas para que el método de
BESO trabaje propiamente. La metodologia implementada para este método es muy semejante a la del ESO, solo que
se introduce una condicion adicional para que se eliminen elementos innecesarios y se afiadan en lugares en donde se
necesite, mediante el cumplimiento de las siguientes condiciones:

*
0. SRR oy .. a2
%
o< IR*oyy e .. 22
Donde RR es la tasa de rechazo RRi+1 = RRi +ER*SS + RRi *ON ... (A23)

IR es la tasa de insercion, SS es el numero de iteraciones durante el proceso de optimizacion y ON es el nimero de
oscilaciones durante el proceso. En la figura A2.1 se muestra un ejemplo de la aplicacion del BESO, para obtener la
estructura de Mitchell, su desarrollo después de 47 iteraciones ss y al final el nivel de esfuerzos generados en la
estructura final.

R R R - - ~KRRLRRRERRRRRE- 1 . o= 8. - RARRSRRRRERREE- " oo
TTITTTT T T Il 10 T T T e e O T T T T T T T T T

ss=0 ss=4 ss=10
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Fig. A2.1. Evolucion iterativa de una Estructura de Mitchell y nivel de esfuerzos mediante
la Optimizacion Bi-direccional Estructural Evolutiva (BESO) [49].

A2.2. Algoritmos Genéticos (GA).

Es otro de los métodos de optimizacion estructural mas comunes en la practica, debido a su gran poder para
encontrar el maximo valor dentro de un niimero valores maximos, los cuales se adaptan perfectamente a las
restricciones impuestas por un problema.

El algoritmo genético es un algoritmo de blsqueda basado en los mecanismos de seleccion natural y
genética natural. Estos combinan sobrevivencia del mas apto entre un grupo estructurado con una estructura que
aun intercambia informacion aleatoriamente para formar un algoritmo de busqueda con algunos de los estilos
innovadores de bldsqueda humana. [12]

En cada generacion, un nuevo grupo de criaturas artificiales (cadenas) son creadas usando bits y piezas del mas apto
al mas viejo; una ocasional parte nueva es probada para una buena medida. El algoritmo genético no es un simple
camino aleatorio. Estos aprovechan eficazmente la informacion histérica para especular una nueva busqueda de
puntos con un mejor rendimiento esperado.

Los algoritmos genéticos fueron desarrollados por John Holland (estudiante y profesor de la Universidad de
Michigan). La meta de sus busquedas fueron dobles: a) Explicar el abstracto y riguroso proceso de adaptacion de los
sistemas naturales y b) el disefio de sistemas artificiales que conservan los importantes mecanismos de los sistemas
naturales. Este enfoque da ventaja para importantes descubrimientos en ambos sistemas cientificos: naturales y
artificiales. El tema central de busqueda de un algoritmo genético fue la solidez, el balance entre la eficiencia y la
eficacia necesaria para sobrevivencia en muchos y diferentes entornos. Las implicaciones de solidez para sistemas
artificiales son multiples. Si el sistema artificial puede ser mas solido, los redisefios costosos pueden ser reducidos o
eliminados. Si altos niveles de adaptaciones pueden ser conseguidos, existen sistemas que pueden realizar muchas
funciones y mejor.

Los métodos basados en calculos fueron analizados profundamente. Estos se subdividen en dos clases principales:
directos e indirectos. Los métodos indirectos buscan extremos locales por solucion, usualmente en el grupo no lineal
de ecuaciones resultantes del arreglo, el gradiente de la funcion objetivo es igual a cero. Los métodos directos buscan
optimos locales por rayado de la funciéon y movimiento en una direccion relativa al gradiente local. Primero, ambos
métodos son locales en alcance; estos buscan el mejor el dptimo en una vecindad de puntos. Segundo los métodos
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dependen de la existencia de derivadas. Los GA son un ejemplo de procedimientos de busqueda que eligen al azar
como herramienta guia, una exploracion de busqueda de un parametro en un cdédigo del espacio. Usando el azar
escogiendo una herramienta en un proceso de busqueda dirigido parece extrafio al principio, pero contiene muchos
ejemplos.

Optimizacion Estructural via Algoritmos Genéticos.

Un érea de interés comiin es la optimizacion estructural. La aplicacion de los GA a fuertes problemas de
optimizacion estructural donde mas técnicas estandar son inapropiadas por el problema de tamafio, multimodalidad,
u otras dificultades comunes bajo investigacion en el area de materiales compuestos. El objetivo en estos problemas
es minimizar el peso de la estructura sujeta a un maximo y minimo esfuerzo restringido en cada miembro de la
armadura en cuestion (Annicchiarico). En la figura A2.2, se muestra un ejemplo de optimizaciéon mediante la
aplicacion de GA, se tiene el problema definido y sus restricciones, ademas parte del proceso iterativo, para
posteriormente hacer una comparacion de esfuerzos entre pieza original y la pieza optimizada.

Generacidn 1

Vol = 18075,17 mm> Wol=12922,05 mm>

Generacién 40 Generacién 50

WVol=11894,86 mm> Vol =9314,35 mm>
a)
Esfnerres de Esfurrzas de
Voam- Mives (Mpai: Vaon Mises (Mpaj:
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Fig. A2.2. a) Restricciones iniciales e iteraciones de evoluciony b) Optimizacion de forma mediante la técnica
denominada Algoritmos Genéticos (GA) [3].
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ANEXO 3.

A continuacion se realiza una descripcion breve de la metodologia general del FEM:

1. Discretizacion del Dominio a través de Elementos Finitos.

El analisis por elementos finitos depende de un nimero de elementos y el arreglo de estos para definir el
modelo. La exactitud de la solucién mejora cuando se incrementa el nimero de elementos, lo cual involucra un
requerimiento computacional que es incrementado rapidamente debido a ello. La mayor concentraciéon de elementos
en ciertas regiones que son producidos por la discretizacion de un modelo en elementos finitos, provoca tener una
mejor aproximacion en la solucién del modelo. Para lograr una buena discretizacion se deben considerar los
siguientes conceptos:

1. Geometria fisica del dominio. Bastantes elementos deben ser usados en el modelo del dominio para tener
una buena exactitud en la solucién. Cuando un dominio curvo se discretiza usando elementos finitos con
lados rectos, se debe usar un numero razonable de elementos; de otra manera estos generaran una
discrepancia entre la geometria original y la discretizacion por elementos finitos.

2. Exactitud deseada. Generalmente, usando mas elementos se produce mayor exactitud en la solucién.

3. Formulacion de elementos. Algunos elementos producen mayor exactitud que otros, es por ello que debe
escogerse los mas adecuados para llevar a cabo la discretizacion.

4. Caracteristicas especiales de la solucidn. Las regiones sobre las cuales la soluciéon cambia rapidamente, en
general requieren un gran nuimero de elementos para capturar la exactitud, para con ellos tener altos
gradientes en la solucion. El resultado de esos gradientes en el modelo, es usado para guiar el proceso de
refinamiento de malla en esas regiones.

5. Interaccion de elementos. Los elementos son unidos por nodos. La solucidn a estos nodos son las variables
primarias en el proceder del elemento finito. Esto es importante para crear mallas con elementos adyacentes,
que son conectados siempre de esquina a esquina.

6. Simetria. En muchos problemas practicos, el dominio y las condiciones de frontera son simétricas, entonces
se puede especificar simetria en el modelo y en la solucion. La importancia de reconocer la simetria es
debido a que es una ventaja el reducir el tamafio del modelo y con ello el sistema de ecuaciones a resolver.

El numero y disposicion de los elementos debe ser lo bastante buena para aproximar la geometria, cargas y otras
caracteristicas fisicas del problema. Es posible seleccionar regiones en donde la solucion cambia rapidamente antes
del refinamiento e indicar en cuales se debe de llevar a cabo dicho proceso. Para ver la convergencia de la solucion,
se puede seleccionar un punto en el modelo y monitorear la solucion de este. La solucion debe comenzar a
estabilizarse después de usar un nimero de elementos en el modelo que tenga un nivel razonable. En la figura A3.1,
se muestra un mallado con elementos triangulares y rectangulares.

Fig. A3.1. Ejemplo de discretizacion de un modelo, en elementos cuadrangulares y triangulares.
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2. Ecuaciones de los Elementos.

Cada situacion de analisis que es descrita en términos de una o mas ecuaciones diferenciales requiere de un
apropiado grupo de ecuaciones de elementos. Para cada uno de los sistemas de ecuaciones gobernantes, varios
elementos con diferentes formas y caracteristicas pueden ser considerados para una aplicacion. Es por ello que
escoger un elemento apropiado para una aplicacion se vuelve vital y con ello poder entender mejor la aproximacion
que esta tendra durante el calculo final.

La solucién del elemento propuesta se escribe en términos de variables seleccionadas en puntos denominados Nodos.
Las variables en los nodos son generalmente referidas como los Grados de Libertad, una terminologia que fue
desarrollada para el método por ingenieros de estructuras, como se puede observar en la figura A3.2:
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Fig. A3.2. Tipos de Elementos Finitos en 1D y 2D, ademas de sus respectivos
grados de libertad en cada nodo [5].

La geometria de un elemento depende del tipo de la ecuacion diferencial gobernante. Para problemas
unidimensionales, esta tiene una ecuacion diferencial ordinaria, y el elemento es una linea recta o curva. Para
problemas gobernados en dos dimensiones, con 2 ecuaciones diferenciales parciales, los elementos usualmente son
triangulos o cuadrilateros. En problemas en tridimensionales se requieren tetraedros o elementos con paredes
solidadas. Todo esto se muestra en la figura A3.3.

1D ///"
A DA £
R

Fig. A3.3. Tipos de Elementos Finitos en 1D, 2D y 3D [5].

Las ecuaciones de los elementos expresan una relacion entre los parametros fisicos en las ecuaciones diferenciales y
los grados de libertad en los nodos. Esto provoca que en un algoritmo de solucion, la ecuacion del elemento sea
facilmente programable dando las coordenadas de los nodos, ademas de otros parametros fisicos, se pueda obtener
entonces una ecuacion de elemento con valores numéricos.

El niimero de ecuaciones de algunos elementos puede ser muy largo es por ello que se utiliza una notacion matricial.
La programacion se organiza en dos fases: en la primera, la matiz del elemento se desarrolla para un elemento
caracteristico que represente a todos los demas elementos del modelo discretizado, sin utilizar los valores actuales de
cada elemento lo cual nos llevara a una forma simbdlica. En la segunda fase se utiliza la formula general o simbolica
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del elemento representativo, para generar entonces las matrices de todos los elementos obteniendo valores
especificos para cada matriz.

3. Ensamble de las Ecuaciones de los Elementos.

La discretizacion en elementos finitos divide el dominio de solucion o estructura en elementos simples. Para
cada elemento las ecuaciones de elemento finito pueden ser escritas o sustituidas por valores numéricos en las
formulas para cada tipo de elementos. El principal concepto en el proceso de ensamble es que un nodo comun entre
varios elementos, su solucion nodal es igual para cada elemento dividido por dicho nodo. De este modo contribuye al
grado de libertad de todos los elementos adyacentes que deben ser afiadidos de manera conjunta. En general se puede
identificar una serie de pasos a seguir para ensamblar elementos:

# Asignar un nimero distinto a cada nodo perteneciente a cada elemento.
# Identificar los nodos de cada elemento, lo cual dard un vector de posicion dentro de la matriz global.

4 Para el primer renglon, la localizacion tendrd en el renglon indice al primer nodo y en cada columna se
indica la posicién de cada uno de los nodos. Para el segundo renglon, la localizacion tendra en el renglon
indice al segundo nodo y en cada columna se indica la posiciéon de cada uno de los nodos. Para el tercer
renglon, la localizacion tendra en el renglon indice al tercer nodo y en cada columna se indica la posicion de
cada uno de los nodos.

% Obtener una matriz global de n x n, donde n serd equivalente al nimero de nodos que se tenga en el dominio
discretizado y multiplicado por el nimero de grados de libertad que se tenga en cada nodo.

% Se sustituye cada posicion del vector de posicion, en la posicion de la matriz global, cada uno de sus valores
correspondientes a cada uno de los elementos. Posteriormente se suman o se restan los valores que
coincidan en la posicion de la matriz global.

4. Condiciones de Frontera.

Una variedad de condiciones de frontera estan especificadas para distintos problemas. Para problemas de
armaduras, algunos nodos estan localizados en los soportes, los desplazamientos en esos nodos deben ser cero. Para
problemas de flujo de calor las condiciones deben satisfacerse a lo largo de las fronteras especificando temperatura,
conveccion, aislamiento o flujo de calor. Para problemas de analisis de esfuerzos, aplicacion de cargas en una cara
mientras existen soportes fijos, etc.

Las condiciones que se involucran en el sistema se denominan condiciones de frontera. En el FEA, algunas de las
condiciones de frontera son incorporadas directamente en las ecuaciones de los elementos. A estas condiciones se les
conoce como: Condiciones de Frontera Esenciales (Ce). Las condiciones que no son incorporadas directamente en
las ecuaciones de los elementos, se les conoce como: Condiciones de Frontera Naturales (Cn).

CFEsenciales Ce=u(x,y)

CFNaturales Cn= 6“(6);3/)

(A3.1)

En el ensamble el proceso se asume que los grados de libertad (GDL) son desconocidos. Sin embargo debido a las
condiciones de frontera esenciales algunos de estos grados de libertad deben tener un valor de cero u otro valor
especificado. Por lo tanto, la introduccion de las condiciones de frontera esenciales, involucran la sustitucion de los
valores en el vector de variables nodales. Al introducir estas condiciones de frontera, provoca que el sistema global,
es decir el ensamble global, se vea reducido de acuerdo a los valores que se conozcan en las condiciones. Si se
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conocen los nodos en los cuales se tiene el valor de condicion de frontera en ese mismo numero se vera reducido el
sistema global.

5. Solucion Nodal de las variables.

La solucion del sistema global es una solucion nodal, debido a que se obtiene la solucién por cada nodo,
dependiendo de los grados de libertad de cada uno de ellos. Existen varios métodos de solucion del sistema de
ensamble global como son:

Solucion Lineal de ecuaciones.

Solucién usando la descomposicion de Choleski.
Solucion utilizando el método de Gradiente Conjugado.
Solucién utilizando Multiplicadores de Lagrange.
Solucion utilizando Funcion de penalizacion.

SNk W=

Cada uno de estos métodos de solucion se utiliza dependiendo de la complejidad del sistema analizado. El mas
comun y utilizado es la solucién lineal de ecuaciones, por su sencillez tanto de aplicaciéon como de programacion.
Utilizando la solucién lineal, aplicando una matriz inversa al vector d:

d=K'R .. (32

La solucioén nodal global estara dada, introduciendo los valores conocidos de los grados de libertad, al vector de
solucion “d”.

6. Postproceso o relacion de las cantidades para cada elemento.

El postproceso se refiere, a la obtencion de cantidades particulares como lo son: el esfuerzo y la
deformacion, particularmente su distribucion en el modelo de analisis. Estas cantidades se obtienen a partir de la
solucion nodal, y se calculan para cada elemento generado tras la discretizacion del modelo.

Propiedades de Materiales.
ACERO ASTM A36 (comercial)

E=210 GPa

Esf. Fluencia =250 MPa

Conductividad térmica = 0.43 W/m*-c°

Coeficiente de expansién térmica = 12 *10°® mm/mm/c°
Densidad = 7850 Kg/m’

ALUMINIO (comercial)

E=72GPa

Esf. Fluencia= 90 MPa

Conductividad térmica = 0.21 W/m?*-c°

Coeficiente de expansion térmica = 23 *10°® mm/mm/c°
Densidad = 2700 Kg/m®
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ANEXO 4.

A4.1. Esfuerzo.

Las fuerzas internas son producidas en un cuerpo cuando esta sujeto a cargas externas. Esas fuerzas internas
son caracterizadas en términos de esfuerzos. El esfuerzo en un punto P es definido pasando la seccion de un plano a
través de un punto y considerando fuerza por unidad de area en un elemento diferencial. Denotando el area de este
elemento diferencial como AA y la fuerza como AF, el vector de esfuerzo en el punto P del plano del cual su vector
normal es n, se escribe como:

. AF

El esfuerzo normal y de corte son escritos considerando las componentes de la fuerza en las direcciones del plano,
normal (AF,) y tangencial (AF;) como sigue:

AF

Esfuerzo Normal: o,(P)= Al/ixmo AP:] .. (A42)
AF

Esfuerzo de Corte: 7,(P)= Ali\m0 AA: (A4.3)

La definicion de esfuerzo esta intimamente ligada a la seccion del plano que esta caracterizado en términos del
vector normal “n”. Ya que un numero infinito de planos pueden pasar por un punto P dado, el estado de esfuerzo en
el punto serd claramente el estado en la seccion del plano considerado. La usual practica es definir el esfuerzo en
términos de planos normales quienes estan a lo largo de las direcciones coordenadas. Asi en un sistema coordenado
los esfuerzos en un plano normal son por ejemplo, a lo largo del eje X (plano YZ):

. AF

Esfuerzo Normal: oy (P)= Al/l\rn0 Api( (A4.4)
. AF

Esfuerzo de Corte: 7 (P) = Al/lxmo AAT (A4.5)

El esfuerzo de corte o esfuerzo cortante es expresado en términos de las dos componentes de fuerza en el plano en las
direcciones Y y Z:

. AF
Componentes del Esfuerzo Cortante: Ty (P) = All\mo AAY (A4.6)
. AF
Ty (P) = Al/lglo A; .. (A4

Similarmente se puede definir los esfuerzos en planos normales quienes estan a lo largo del eje Y (plano XZ) y a lo
largo del eje Z (plano XY). Las componentes del estado de esfuerzos en un punto P pueden ser descritas en términos
de nueve componentes de esfuerzo:

Vector de esfuerzos en el plano con un normal a lo largo del eje X:  t, =(0y Ty Ty )T ... (A43)
Vector de esfuerzos en el plano con un normal a lo largo deleje Y:  t, = (7, Oy 7Ty ) ... (A49)
Vector de esfuerzos en el plano con un normal a lo largo del eje Z: t, =(t, 7, O, )T ... (A4.10)
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Estas componentes de esfuerzos se pueden ver en la figura A4.1 en un elemento diferencial, aqui se observa que en
las tres caras escondidas, los vectores normales van en direccion opuesta a las mostradas en la figura.

¥

Fig. A4.1. Estado de esfuerzos en un elemento cubico diferencial.

Escribiendo los vectores de esfuerzo en forma matricial, se denomina Tensor de Esfuerzos, con 9 variables de
esfuerzo, y se define como:

Ox Txy Txz
S=|7ry oy 1Ty ... (Ad.11)
Tzx Tzy Oy
Usando la condicién de equilibrio de momentos, podemos observar que las componentes del esfuerzo cortante son
iguales:

Ty = Tyx Ty; =Ty Ty =Tyz ... (A4.12)

Asi el tensor S de esfuerzos, es un tensor simétrico y donde hay unicamente 6 componentes de esfuerzo para
resolver. En la formulacion de elemento finito, esto es conveniente para tener un arreglo de las 6 componentes de
esfuerzo, en un vector de la siguiente forma:

T
o = (GX Oy O; Ty Ty sz) ... (A4.13)

Esfuerzos en un plano inclinado.

Es posible relacionar esfuerzos en cualquier plano inclinado, al igual que los planos normales a los ejes
coordenados. La direccion esta relacionada, considerando un trozo infinitesimal, como se muestra en la figura A4.2.
El vector de esfuerzos en tres planos verticales es: —tx, —tyy —tz.

z

¥

Fig. A4.2. Vectores involucrados en un plano inclinado.
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El vector de esfuerzos en un plano inclinado con un vector normal unitario n = (nx ny nz)" esta denotado por t,. Si el
area del plano inclinado es dA, entonces los vectores perpendiculares al area geométrica en los ejes coordenados son
respectivamente: ny dA, ny dA y nz dA. El equilibrio de fuerzas en el tetracdro esta dado por:

t,dA =t,n,dA +t,n,dA +t,n,dA .. (ad14)
0
Oy Txy Txz Ox Txy Txz | Ny
t, =7y [Ny +| Oy [Ny +| Ty, N, =| Ty Oy Ty || Ny .. (A4.15)
Tzx Tzy Oy Tix Ty Oz \ Ny

Asi el vector de esfuerzos en un plano inclinado puede ser obtenido multiplicando el tensor de esfuerzos S por el
vector normal para el plano:

t, = SN . (ad16

Este resultado es importante porque muestra las seis componentes de esfuerzo, que determinan el estado de esfuerzos
con respecto a algin plano pasante a través de un punto y por lo tanto:

oc,=tn=n't, . @A

Finalmente usando la suma vectorial el esfuerzo cortante en el plano puede ser escrita como:

T, = JtnTtn — 0 (A4I8)

Fuerzas superficiales aplicadas.

Las relaciones entre las componentes de esfuerzo en un plano perpendicular a los ejes coordenados y
actuando en un plano inclinado fue derivada de una consideracion arbitraria localizada en el tetraedro. Si el tetraedro
es tomado cerca de la frontera de un sélido donde el plano inclinado esta a lo largo de la frontera, entonces las
componentes de este vector t , en el plano inclinado, debe ser igual a las fuerzas aplicadas en la frontera. Denotando
las componentes de fuerza aplicada en la frontera como q x, q v, ¥ q z las fuerzas superficiales aplicadas son
relacionadas mediante:

Qy =0xNy +7,, Ny +7,, N, ... (A419)
Qy =7y Ny +oyNy +7,,N, ... (A420)
Q; =T, Ny 74Ny +0,N, ... (A42])

Direcciones principales y Esfuerzos principales.

Las direcciones principales estan en direccion del vector normal unitario para el plano donde no hay
esfuerzo cortante y asi el esfuerzo normal es maximo. Los términos fuera de la diagonal principal en el tensor de
esfuerzos S son esfuerzos cortantes, los que estan en la diagonal principal del tensor siguen la direccion de los planos
principales y son los esfuerzos principales. Asi los esfuerzos y direcciones principales pueden ser determinados
resolviendo el siguiente problema de Eigenvalores:

(S—ocl)n, =0 . (a2
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Donde o es un esfuerzo principal, I es una matriz identidad de 3x3 y np es un vector normal al plano principal. Los
eigenvalores son determinados por un determinante Det(S- ol ), para cada eigenvalor le corresponde un eigenvector
y es determinado resolviendo la ecuacion de arriba para n p. Los esfuerzos principales son ordenados acorde a sus
valores algebraicos: Maximo: o), Intermedio: o, y Minimo: o;. Esto puede verse en el méaximo esfuerzo cortante en
algtin plano dado:

r = 21 %5 (Ad423)

Donde o, es el esfuerzo principal maximo, o3 es el esfuerzo principal minimo y Ty, actua en un plano inclinado a
45° en las direcciones de o, y oGs.

A4.2. Criterios de Falla.

El esfuerzo ultimo y de cedencia en ingenieria de materiales son determinados mediante examenes a
probetas cargadas en una direccion. El uso de esta informacion general para sélidos tridimensionales, se puede
convertir el estado de esfuerzos tridimensional en un valor equivalente que representa los esfuerzos de falla de un
cuerpo. Los tres criterios de esfuerzos de falla mas comunmente usados son: criterio de Tresca, criterio de Von
Misses y criterio Mohr. A continuacion se hace una breve descripcion de cada uno de estos criterios mencionados.

Criterio de Tresca.

El criterio de esfuerzo cortante maximo es mejor conocido como criterio de Tresca. Acorde a este criterio, la
falla del material ocurre cuando el maximo esfuerzo cortante en algin plano en el material, alcanza el valor de
esfuerzo cortante determinado en una prueba de tension uniaxial. El esfuerzo cortante maximo en un plano esta dado
por:

T = .. (A429)

Donde o, es el esfuerzo principal maximo y o3 es el esfuerzo principal minimo. En una prueba uniaxial o; es el
esfuerzo axial aplicado y o3 = 0; por lo tanto el maximo esfuerzo cortante es o/ 2, donde c; es el esfuerzo de falla
del material en una prueba uniaxial. Asi acorde al criterio de falla del cortante maximo, el esfuerzo de falla ocurre
cuando:

- - = .. (A425)

o
Factor de Seguridad = = ... (A4.206)

Criterio de von Misses.
Este criterio es el mas cominmente utilizado como criterio de falla en metales. Este asume que el esfuerzo

de falla ocurre cuando el valor del esfuerzo cortante es igual al esfuerzo cortante octaédrico en cedencia en una
prueba de tension uniaxial. Un plano octaédrico es un plano que tiene angulos iguales en direccion con el esfuerzo
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principal. El esfuerzo cortante en un plano octaédrico es conocido como el esfuerzo cortante octaédrico. Usando la
transformacion de esfuerzos para un plano inclinado, se puede observar un plano octaédrico; los esfuerzos son:

1
Tox T 4 (6,-0,) +(c,-0,) +(c,—-0,)" ... (A428)

El esfuerzo cortante octaédrico se puede expresar en términos de las componentes de esfuerzo normal y cortante del
tensor de esfuerzos, como:

1
Toa = g%(al ~0,) 4 (0, —0) (0, —0) +6(Tyy +Ty +Tpy ') .. (A429)

Usando esta ecuacion, el esfuerzo cortante octaédrico en una prueba de tension uniaxial es:

1 J2
Toctuni = ;w/20? = Tgf ... (A4.30)

Asi organizando el criterio de von Misses, el esfuerzo de falla ocurre cuando:

;\/(0'1—0'2)2+(O'2—63)2+(0'3—0'1)2+6(z'XY2+z'YZZ+z'ZX2):\/350'f ... (A431)
0

1

ﬁ\/(o'l—0'2)2+(0'2—0'3)2+(0'3—0'1)2+6(1'XY2+7Y22+z'ZX2)=O'f .. (A432)

La cantidad de la izquierda es usualmente referida como el esfuerzo efectivo de von Misses y puede ser denotado
COmo G g:

b

O =
E ﬁ

2 2 2
J(O'1 —0,) +(0,-0) +(0,—0,) +6(ty +Ty +Txy )| ... (A433)

Usando este criterio el factor de seguridad se define como:
O i

Factor de Seguridad = (A4.34)

O
Criterio de Mohr.

En materiales fragiles la falla en pruebas de tensiéon y compresion son distintas. Acorde al criterio de Mohr, la falla
de un material fragil es predecida cuando:

Ti_ %5 1 (A435)

O O
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Donde o es el esfuerzo principal maximo, o3 es el esfuerzo principal minimo, oy es el esfuerzo de falla en una
prueba de tension uniaxial y o, es el esfuerzo de falla en una prueba de compresion uniaxial. Los esfuerzos o, y o3
deben tener su propio signo, asi los esfuerzos o y o, deben ser siempre positivos dentro de (A4.35). Usado este criterio
el factor de seguridad se define como:

1
Factor de Seguridad = ... (A4.36)
(c,/oy)—(o;/0y)

A4.3. Deformacion.

Cuando un cuerpo es sometido bajo condiciones de carga, un punto originalmente (X, y, z), se desplaza a
(x+u,y+v,z+w). Los cambios (u, v, z) son las componentes de desplazamiento en las direcciones coordenadas y
son asociadas a un vector de desplazamiento (u, v, z)'. Los desplazamientos de un punto no indican la deformacién
actual de un sdlido, pueden indicar el simple movimiento de cuerpo rigido del so6lido. La caracteristica de
deformacion en un solido, es que puede considerar un cubo infinitesimal en la configuracion original y determinar
los cambios de forma y tamaifio en la posicion desplazada. Los cambios en tamafio son caracterizados por cambios en
las longitudes de los lados del cubo. Los cambios de forma son determinados por consideracion de los cambios en el
angulo entre la interseccion de dos lineas de originalmente 90°.

Los cambios en longitud, consideran un segmento de linea diferencial AB, paralelo al eje x respecto al sistema de
referencia original. Después desplazando la linea, se mueve a una posicion indicada A’'B’, como se muestra en la
figura A4.3. Los desplazamientos del punto A es u y para B es u + du. Asumiendo que el punto A es (x, y, z) y que la
linea AB es paralela al eje x, el punto B es (x + dx, y, z). Debido a los desplazamientos, las coordenadas del punto A"
es(x+tu, y+v,z+w)ylasde B son (x + dx +u+du, y + v+ dv, z+ w + dw). De esta forma las longitudes
deformadas pueden ser calculadas como:

L = Jdv 2 +dw?+ (—du —dx)> .. (A437)

Fig. A4.3. Deformacion de un segmento de linea diferencial originalmente paralelo al eje x.

Lalinea AB es paralele al eje X, los incrementos en desplazamiento son funcion solamente de x y por tanto se tiene:

du:a—udx dv:@dx dW=2WdX ... (A4.38)
X

OX OX

Sustituyendo estas expresiones (A4.38), en la longitud deformada La-g- (A4.37) puede ser escrita como:
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2 2
L, g = (8\/} dx2+(awj dx2+(—(2udx —dx)* ... (A439)
X

2 2 2
Lag = dx \/(8\/) + (fﬁwj + (1 + 6uj .. (A4.40)
0 X 0 X 0 X

La deformacion normal en la direccion x esta definida como un cambio de longitud de la linea AB dividida por la
longitud original:

2 2 2
£y = Lae = Las _ (6\/) +(8WJ +[1+au) -1 ... (A44]
L g 0X OX O0X

Esta es una expresion exacta. Para simplificar, se asumen desplazamientos pequefios y que las derivadas de estos
desplazamientos es mucho méas pequefio que al compararlo con 1. Esto se observa como:

(avjz (6wj2 [ ou jz
— | — | < |1+ — ... (A4.42)
oX oX oX

Despreciando los dos primeros términos y conservando el signo del radical, se tiene:

~6u

Ey ® — (A4.43)
X
oX
Procediendo de una manera similar, con lineas paralelas a los ejes Y y Z, la deformacién normal en dichas
direcciones puede escribirse como sigue:

&y = ov &, R ow (A4.44)

v dy 7 07 . .
El calculo de la deformacion normal cambia con las longitudes de un cubo diferencial. Los cambios en los angulos,
los cuales originalmente estan a 90°, se calculan en términos de las deformaciones cortantes. Considerando dos lineas
AB y AC, originalmente parten del plano X-Y, conociendo a 90° un punto A. Después del desplazamiento, las lineas
se mueven a A'B"y A'C’, como se muestra en la figura 3.6.

El punto A en (x, y, z) es desplazado al punto A" en (x + u, y + v, z). Para determinar los cambios en los angulos
solamente se tiene que asumir que los desplazamientos son pequefios e ignorar los cambios en longitud. Por lo tanto
el punto B movido hacia arriba por el incremento del desplazamiento dv relativo al punto A" y al punto C" movido a
la derecho por du, como se muestra en la figura A4.4. El cambio total del dngulo esta dado por:

_ du dv
Cambio de Angulo = ? +— ... (A4.45)

y dx
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Fig. A4.4. Cambio en el angulo entre dos segmentos diferenciales de linea en el plano XY.

A lo largo de AB, dy = dz = 0, y por consiguiente:

ov
vV=—

dx ... (Ad46
ox ( )

d

De manera similar a lo largo de AC, dx = dz = 0, y por lo tanto:

du = a—udy ... (A447)
oy

Usando estas expresiones y definiendo el cambio del angulo como la deformacion cortante se tiene:

du dv
Vyy = d7y + & (A4.48)
Procediendo de manera similar tomando lineas en los planos Y-Z y Z-X, las deformaciones cortantes son definidas
como:
dv dw du dw
Vvz :E‘Fdiy Y 7x :aﬁ'& (A449)

El vector completo de relacion deformacion-desplazamiento se escribe como sigue:

ou
0 X
oV
EX Ty
€y ow
c = €z _ 01 ... (A4.50)
- y - ou Y,
XY - —
y oy 0 X
v oV . ow
Vo2 0z oy
ou N ow
z 0 X
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A4.4 Ecuaciones Constitutivas.

Los esfuerzos y deformaciones son relacionados mediante ecuaciones constitutivas. La forma simple de las
ecuaciones constitutivas son las de elasticidad lineal, las cuales son una generalizacion de la ley de Hooke.
Asumiendo esfuerzos que son proporcionales a las deformaciones, la forma lineal mas general de las ecuaciones
constitutivas es:

Ox C, C, Cy C, Ci Cyf &y
Oy C, Cp Cy Cy Cy Cyufl &
Oz | _ C, Cyu Cy Gy Gy Cyf g . (A45])
Txy Cyu Cun Cu Cu Cu Cullru
Tyz Ci C;, Cy Cy Cis Cy| vz
T2x 1Caq Co Cq Cq Cgs Co \rax

o=C¢| . (A4.52)

Los 36 coeficientes C; son llamados constantes eldsticas y deben ser definidas para cada material. Varias
suposiciones son introducidas para reducir el numero de constantes eldsticas en la ecuacidon constitutiva. La
suposicion universal en dicha ecuacion es decir que la matriz C es simétrica. Con esto el nimero de constantes se
reduce a 21, este nimero puede ser reducido debido a las propiedades del material que es simétrico en algunos
planos conocidos.

Si las propiedades del material son simétricas sobre el plano XY, entonces se puede observar que la matriz C se
forma con 13 constantes como se muestra:

O'x C, C, Cs C, O 0 |f &x
Oy C, Cp Cy Cy O 0 | &
Oz |_ Cy Gy Gy Gy O 0 | & (A4.53)
Txy Ch Cp Cy Cy O 0 | 7xv
Tyz 0 0 0 0 Cs Cyll 7y
) [0 0 0 0 Cg Co 7

Si las propiedades del material son simétricas sobre los tres planos coordenados, el nimero de constantes se reduce a
9 y el material es entonces llamado ORTOTROPICO. La madera es un ejemplo comun de este tipo de materiales. La
ecuacion constitutiva para un material ortotropico se expresa de la forma:

Ox C, C, C; O 0 0 | &x
Oy C, Cp Cy O 0 0 | &
Oz |_ C, G, C3 O 0 0| & (A4.54)
Tyy 0 0 0o C, O 0 | 7y
Ty, 0 0 0 0 Ciy O |y
) |0 0 0 0 0 Cg \rx
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Finalmente si las propiedades del material es simétrico sobre todos los planos, el material es llamado ISOTROPICO
y solo dos constantes se necesitan para definir completamente la ecuacién constitutiva. Estas constantes son
identificadas como E, médulo de Young o de elasticidad, y v relacion de Poisson. La ecuacion para un material
isotropico se escribe como:

I-v v 1% 0 0 0
Ox 1-v 0 0 0 €x
Oy I-v 0 0 0 &y
oz |_ E o 0o o = 0o || & (A4.55)
To | (Lv)(1=20) 2, Ixv
7y, 0 0 0 0 N 0 vz
Tzx 0 0 0 0 1 _22V Y zx
En forma inversa la relacion se puede escribir como:
e=Do .. (3.56)
Para un material isotrépico:
L O
E E E
LA
E E E
v v oLy 0 o
p-| E E E | (A4.57)
0 0 0O — 0 0
G
0 0 0 0 i 0
G
0 0 0 0 O l
L G

Donde G es conocido como el médulo cortante y se relaciona con E y v de la forma:

B E
72(1 vy (A4.58)

Para un material ortotropico:
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| L Vv Vxz 0 0 0 |
Ex E, E,
e
Ex E, E,
Voax Vv L 0 0 0

D= Ex E, E, | ... (A459)
0 0 0 0 0
Gy
0 0 0 0 b 0
Gy,

0 0 0 0 0 Gl

L XZ |

Donde Ex es el modulo de Young en la direccion x, vxy es la relacion de Poisson relacionando a ex con o,/ Ey, etc.

Vxy _ Yx Vxz _ Vax Yvz _ Vay (A4.60)
E, Ex E, Ey E, E

La matriz D es simétrica y por lo tanto la ecuacion constitutiva da una relacion entre esfuerzo y deformacion en un
punto. Si la ecuacion constitutiva no cambia de un punto a otro en el material, entonces el material se conoce como
HOMOGENEDO. En la practica en problemas de elasticidad lineal se considera al material como homogéneo e
isotropico o en otras palabras SELHI (Solido Elastico Lineal Homogéneo e Isotropico).

Ecuaciones de equilibrio de esfuerzos.

Si un cuerpo esta en equilibrio, en una zona arbitraria del cuerpo debe también estar en equilibrio. La
superficie S de una parte aislada de un solido esta sujeta a un vector de esfuerzos:

tn:(tnx tny tnz)T ... (A4.61)

El vector normal a la superficie es:
n=(n, n, n,)" .. (Ad62)

b=(b, b, b,) .. (A463)

El equilibrio de la parte aislada requiere que:

”Stnxds + J”bxdv =0 (ases)
\Y

”Stnde +,”,[ b,dvV =0 (A4.65)
\%
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J-J‘SthdS +J‘” b,dv =0 (A4.66)
\

Donde ty es igual que ec. (3.19), la ecuacion puede escribirse como:
[[.oxnyds +[[ znyds + [[ 7,on,dS + [[[bydv =0 g
\Y

Utilizando el teorema de la divergencia para convertir una integral de superficie a integral de volumen, el cual es un
caso especial del teorema de Green-Gauss (integracion por partes):

f
j\ﬂfgidv ~ [[. fgn . ds - j\ﬂgxgdv s

Si g=1, entonces dg / dx = 0 y se tiene:

- ”S fn ” —dv - J'J'S fn J'J' —dv . (A469)

Similarmente:

”S fnydsS = ” —dV ”S fn,dS = ” 7dV . (A470)

Usando el teorema de la divergencia, la integral de superficie puede escribirse en términos de volumen como:

0 a 0
”I( o x g;(w + ;;z +b,)dv =0 .. (47

Entonces para una region arbitraria, el integrando debe ser cero; y procediendo de la misma manera para las otras dos
ecuaciones, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales gobernantes, en términos de esfuerzo:

00 N 07T yy N 07Ty,
OX OX OX
0 Tyy N oo, N 07y, ib, =0
OX OX OX .. (A472)

07T, N 07T,y N oo, b, = 0
OX OX OX

+ by
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