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PROLOGO 

Este trabajo se ha escrito de tal manera que sea accesible a cualquier persona que 

este familiarizada con la aplicación de la mecánica básica para el análisis estático de 

estructuras. temas que se estudian en los pnmeros cursos de la carrera de Ingeniero Civil. 

Los temas que se presentan, muestran procedimientos que emplean las técnicas 

de álgebra matricial. y se escribió con la finalidad de servir como material de apoyo para 

los estudiantes que cursan la materia de Análisis Estructural 111. en el 4o. año. 

El trabajo fue desarrollado tomando como base el programa de estudios de la 

materia. Como el material es relativamente nuevo para los estudiantes de ingeniería, el 

autor ha tenido en mente desarrollar este material para que los alumnos cuenten con un 

texto que cubra ampliamente el método de las rigideces. 

Cabe hacer notar, que existen varias razones por las que el análisis matricial de· 

estructuras es importante para el análisis estructural. Una de las más importantes es que 

hace posible un acercamiento que es válido para estructuras de todos tipos y una segunda 

razón es que proporciona medios eficaces para describir los diferentes pasos en el-

análisis. de modo que estos pasos o etapas pueden ser programados más fácilmente en -

una computadora. 

El uso de matrices es sencillo cuando se desarrollan cálculos con la ayuda de una 

computado'ra, ya que permite la manipulación de grandes grupos de números de un modo 

efectivo y sencillo. El alumno encontrará que los métodos presentados en este trabajo 

son altamente organizados y que los mismos procedimientos básicos pueden seguirse en 

el analisis de diferentes tipos de estructuras ya sean unidimensionales. bidimensionales 

o en el espacio. 

Rafael Rojas Rojas 
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INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL 1 

1.1 INTRODUCCION 

El análisis estructural es un paso intermedio en el proceso a seguir para la 

construcción de cualquier obra civil y tiene como finalidad' el determinar el 

comportamiento de la estructura que la soportará, es decir, los efectos producidos por 

las diferentes acciones que obrarán en la construcción. El comportamiento de la 

estructura se puede expresar a través de desplazamientos. reacciones y fuerzas internas 

(elementos mecánicos). A partir de estos últimos se define la resistencia que debe tener 

la estructura para soportar las cargas que obrarán sobre ésta y c::in los desplazamientos 

se revisarán las condiciones de servicio, para esto los desplazamientos actuantes serán 

menores o iguales que los permisibles establecidos por los reglamentos de 

construcción. Si esta condición no se cumple deberán cambiarse las dimensiones de 

la estructura y analizarla nuevamente. De lo anterior se observa que el análisis y el 

diseño de una estructura es un proceso 1terat1vo y que el análisis estructural es una 

herramienta necesaria para diseñar una estructura y así poder construirla. 

Por otro lado para poder realizar el análisis de una estructura, se debe tener bien 

definidas sus condiciones de frontera o condiciones de apoyo, ya que una estructura 

ba10 las mismas condiciones ae carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene 

comportamiento diferente. 

Un apoyo es la representación gráfica del número de reacciones necesarias en 

el punto donde se encuentra dicho apoyo, para establecer el diagrama de cuerpo libre 

en la estructura. Las diferentes condiciones de apoyo se obtienen a partir de la 

cont1nu1dad de los elementos o de la forma en que se conectan; por ejemplo un 

elemento ya sea de madera. c::increto o acero se apoya en forma directa sobre otro 

elemento como se indica en la figura 1.1.a. 

1 



Se obseNa que los desplazamientos horizontal y angular_pueden ser diferentes 

de cero, sin embargo en la dire:ción vertical el muro restringe el desplazamiento dando 

origen a una reacción vertical Av. La idealización del apoyo de esta estructura se 

puede representar como se indica en la figura 1.1.b. Este apoyo se conoce como libre 

o directo y es la representación esquemática de una reacción. 

Si la viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 1.2, el 

desplazamiento horizontal se restringe dando origen a una nueva reacc_i1;m y su 

idealización se muestra en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce como articulación y 

es la representación esquemática de dos reacciones, una vertical y otra horizontal. 

---
Rv 

(a) {b) 

Figura 1.1 

·----
(a} (t·} (e) 

Figura 1.2 

Si ese mismo elemento se conecta a otro de '.al manera que el desplazamiento 

angular sea cero, además de Jos desplazamientos vertical y horizontal como se indica 

en la figura 1.3.a se da origen al apoyo que se conoce corno empotramiento, el cual es 

Ja representación de tres reacciones como se muestra en la figura 1.3.b. 

f 
\ .. 
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Figura l. 3 

Finalmente si se conecta el elemento de la forma que se muestra en la figura 1.4 se 

obtiene el apoyo guiado. que es la representac1ór. esquemática de dos reac:1ones como 

se indica en las figuras 1.4.a y 1.4.b respectivamente. 

:~~ i:~· .; ... ~-; 

$ * .::.~. .;¿ 

(a) (t·} 

Figura 1.4 

De los cuatro casos anteriores. se puede concluir que si hay desplazamiento en 

el apoyo no hay reacción y si hay reacción no hay desplazamiento. 

1.2 EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACION ENTRE FUERZAS Y 

DESPLAZAMIENTOS. 

En la sección anterior se definió el objetivo del análisis como la determinación 

de los desplazamientos, reacciones y fuerzas internas bajo cualquier condición de carga. 

Sin importar el método utilizado para lograr este objetivo es necesario cumplir con las 

condiciones de equilibrio, compatibilidad y la relación entre fuerzas y desplazamientos. 



1.2.1 EQUILIBRIO 

La solución correcta de la estructura debe satisfacer las condiciones de equilibrio 

estático, no solo para la estructura completa, sino tambien para cualquier parte de ella 

tomada corno un cuerpo libre. 

En un espacio tridimensional si el vector fuerza resultante es igual a cero. tambien 

sus componentes deben ser igual a cero, por lo que se pueden plantear las siguientes 

ecuaciones: 

~Fx = O i:Fy = O ~Fz = O 1 1 a 

En estas ecuaciones las expresiones ~;:x, ~Fy y rFz son las sumas algebraicas 

de las componentes en x, y & z respectivamente de todos los vectores tuerza que 

actuan en el cuerpo libre. Igualmente. si el vector momento resultante es igual a cero, 

las ecuac:ones de momento del equilibrio estat:co son: 

!:Mx = O .EMy = O rMz = O 1.1.b 

donde ~Mx. ~My & rMz son las sumas alget::raicas de los momentos respecto a lo: 

eies x. y & z respectivamente. de todcs los pares y fuerzas que actuah sobre el cuerpo 

libre. 

Las ecuaciones 1.1 representan las condiciones de equilibrio estático 

tridimensional. Si ta estructura es plana y las cargas están en el plano que contiene a 

la estructura y los pares tienen sus vectores normales a ese plano, solo son útiles tres 

de las seis ecuaciones de equilibrio. Considerando que las fuerzas están en el plano 

x-y, evidentemente las ecuaciones IFz = O, Mx =O y .EMy =O se satisfacen 

automáticamente. Las ecuaciones restantes .EFx = O .EFy = O y .EMz = O son las 

ecuaciones de equilibrio estático que toda estructura en el plano x-y debe cumplir. 

Las ecuaciones de equilibrio pueden aplicarse a cualquier estructura corno cuerpo 

libre y si se cumplen en ésta, entonces deberán cumplirse también en cualquier punto, 

elemento, nodo o cualquier parte de ella tomada corno cuerpo libre como ya se 

mencionó anteriormente. 
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1.2.2 COMPATIBILIDAD 

En las estructuras donde el número de las incógnitas es igual al número de 

ecuaciones de equilibrio estático, se puede determinar el valor de las reacciones y de 

las fuerzas internas que estén presentes en el sistema estructural para lograr el equilibrio 

del mismo. Sin embargo hay estructuras que tienen más incógn1:as que ecuaciones de 

equilibrio estático, por Jo tanto se ve la necesidad de plantear ecuaciones adicionales 

para poder determinar todas las incógnitas. Estas ecuaciones se obtienen a partir de 

las condiciones de compatibilidad. Estas condiciones se refieren a la continuidad de los 

desplazamientos a lo largo de toda la estructura, por lo que, también reciben el nombre 

de condiciones de continuidad. Usualmente estas condiciones son de interés en los 

nodos de la estructura. por lo que se define la c:mpatibilidad como· el desplazamiento 

de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las barras que 

concurren al nodo. 

Para ilustrar esta condición. considerese la viga mo.strada en la figura 1.5. la cual 

tiene tres reacciones y solamente se pueden utilizar dos ecuaciones de equilibrio Fy = 
O y rMz = O, por lo que hay que establecer una tercera ecuación. 

p 

,, 
"' "I ' A •/ , 

B / 
/ 3G[ 

Figura 1.5 

Utilizando el principio de superposición de causas y efectos ( la respuesta de una 

estructura, debida a un número de cargas aplicadas simultáneamente, se obtiene 

mediante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separado 

cada una de ellas) la viga de la figura 1.5 se puede descomponer en dos estados como 

se muestra en la figura 1.6, de tal manera que si sumamos el estado 1 con el estado 2 

se obtiene la viga inicial. 

·----·-··-- ·--- - ·--. 
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A 
--~--------¡-~ .•) B 

Ei-~tadc. 1 

F<A1 ~E.1 

B A , : </>~ 
1 &•tadc 2 

RA<. Figura l..ó 

Se observa que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 el desplazamiento 

angular vale cero, 

<f>A =O 

y de la figura 1.6-para satisfacer esta condición de compatibilidad. 

A, + rp~ =O 

la cual es la tercera ecuación necesaria para determinar las tres reacciones de la viga 

1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS 

Para definir la relación entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema 

estructural, es necesario utilizar las leyes constitutivas ( propiedades ) de un material 

dado y los conceptos de equilibrio y compatibilidad. Hay dos formas básicas para 

expresar estas relaciones. La primer relación fuerza-desplazamiento de la forma: 

P=KD 

donde P es la fuerza, O los desplazamientos y K la rigidez de la estructura. La rigidez 

tiene unidades de fuerza por longitud y puede definirse como la fuerza necesaria para 

mantener el elemento en una unidad de desplazamiento. Esta relación es la base para 

el método de las rigideces, la segunda relación se puede expresar: 

D=FP 



en este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y está dada en unidades de 

longitud por fuerza. ruede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es el 

desplazamiento generado por una carga unitar:a Esta relación es la base para el 

método de las fuerzas. 

1.3 TIPOS DE ESTRUCTURAS 

Las estructuras de acuerdo a su comportamiento se pueden clasificar en dos 

grandes grupos las estables y las inestables. Estas últimas son aquellas que no son 

capaces de soportar un sistema general de cargas a menos de que éste sea controlado. 

·Las estructuras es:ables son aquellas capaces de sopcrtar un sistema general de cargas 

cuyos valores están limitados a que no ocurra una falla por deformación excesiva y a 

su vez se pueden subdividir en isostáticas e hiperestáticas. Las isostáticas son 

aquellas que se pueden resolver con las ecuaciones de equilibrio. es decir el número 

de incognitas (reacciones y fuerzas internas) es igual al número de ecuaciones de 

equilibrio que se pueden utilizar. Por el contrario si no se pueden resolver con las 

ecuaciones de. equilibrio se dice que son hiperestáticas. También se puede hacer la 

clasificación de las estructuras en torno a los elementos mecánicos que estarán 

presentes en las mismas 

Para determinar los elementos mecánicos que estarán presentes . en una 

estructura sujeta a un sistema general de cargas, se parte de considerar que la 

estn .. !ctura esta en equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fracción de la 

misma también debe estar en equilibrio. 

1.3.1 ARMADURAS 

Si se traza una sección a-a en la armadura mostrada en la figura 1.7.a, se 

observará que para lograr el equilibrio de la porción de la estructura comprendida entre 

la sección a-a y el apoyo A se requiere de dos fuerzas normales N, y N2 a la sección de 

las barras 1 y 2 respectivamente, figura 1 7. b. para cualquier otra sección resultará una 

situación similar, ya que las fuerzas necesarias para legrar el equilibrio serán normales 

7 



'•· 

a la sección de las barras, a estas fuerzas también se les conoce como fuer.zas axiales 

.. 
4 7 N1 

1 _,r ,;i 
, 

il A A /S ·~ 
1, 

B -- NZ 
' 

.. RA 

(a) (t> 

Figura l. 7 

1.3.2 VIGAS 

Si se traza la sección a-a en la viga mostrada en la figura 1.8.a, para lograr el 

equilibrio vertical se requiere una fuerza V que tendrá la misma magnitud pero sentido 

contrario a la reacción, a esta fuerza se le llama fuer.za cortante, estas dos fuerzas 

producen un par que será contrarrestado por un momento M, que genere otro par de 

igual magnitud pero de sentido contrario, figura 1.8.b, así se concluye que la viga estará 

sujeta a fuerza cortante y momento tlexionante. 

p 

• ' ' 1 

' :. M 

~ . , ; / ,' . -...;,.-

•• V 

(a) Figura l.8 
(b) 

1.3.3 MARCOS PLANOS 

Si se analiza la sección a-a del marco mostrado en la figura 1 .9.a se requiere una 

fuerza normal N a al sección para equilibrar la reacción vertical, una fuerza cortante V 

para equilibrar la reacción horizontal, estas dos fuerzas ( Rh y V ) forman un par que 

8 
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será equilibrado por un momento M q·ue genere otro par de igual magnitud pero sentido 

contrario, así los elementos mecánicos que estarán presentes en un marco serán: fuerza 

normal, fuerza cortante y momento flex1onante, como se muestra en la figura 1.9 b. 

w 
N 

M --
V 

a a' 
- -- Rh 

Rv 

(a,. (t<· 

Figura l.~ 

1.3.4 RETICULA O EMPARRILLADO 

Una retícula es una estructura en la cual Ja carga se aplica perpendicular al plano 

que contiene la estructura, si se analiza la sección a-a de la retícula mostrada én la ·· 

figura 1.1 O.a se observa que las elementos mecánicas necesarias para planterar el· 

diagrama de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre la sección y el -

apoyo A son fuerza cortante Vy, momento flexionante Mz y momento torsionante Mx 

coma se indica en la figura 1.1 O.b 

w 
= .1 - '. _.. - _..'. Vy 

p Mz ,. 

,/0 V 1 / 
' .v Mx 

- ',__ -.3? 
X .., 

Mx 

Mz Rv 

z •. 
( .J.'1 (b\ 

Figura 1. 10 
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1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES ' 

Estas estructuras también se conocen como marcos tridimensionales y para su 

análisis es necesario referirlas a un sistema cocrdenado tridimensional. Si se analiza la 

sección a-a del marco mostrado en la figura 1.11 a se obseNa que para lograr el 

equilibrio de la porción mostrada en la figura 1. i 1.b se requiere una fuerza axial N. dos 

fuerzas cortantes una en la dirección " y " y la otra en .la dirección " z " que 

denominaremos corno Vy y Vz respect1vamante. en un momento torsionante alrededor 

del eje longitudinal de la barra Mx y dos momentos flexionantes uno alrededor del e¡e 

" y " y otro alrededor del eje " z " My y Mz respectivamente. 

/ Mz Vz. 
~ 

' N 

My _,. 

F<·r 

Figura 1.11 

1.4. GRADO DE HIPERESTATICIDAD 

La estructuras hiperestát1cas ( estáticamente indeterminadas ) pueden ser 

ex1ernamente y/o internamente indeterminadas. Si el número de reacciones excede el 

número de ecuaciones de equilibro disponibles, se dice que la estructura es 

externamente indeterminada. Si algunas fuerzas internas (elementos mecánicos) no 

pueden determinarse por la estática a pesar de que todas las reacciones sean 

conocidas. la estructura se clasifica como internamente indeterminada. Para ilustrar lo 

anterior considerese la viga de la figura 1.12 la cual tiene 5 reacciones y solo se tienen 

disponibles 3 ecuaciones de equilibrio ( :tFx=O, :tFy = O y I:Mz = O), lo cual da un 

número mayor de reacciones (incognitas ) por lo tanto la viga se clasifica como 

externamente indeterminada. 

11> 
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Figura l.12 

La armadura de la figura 1.13 tiene 3 reacciones para cualquier condición de 

carga y se dispone de tres ecuaciones de equilibrio ( ~Fx, ~Fy y IMz). Como el 

número de reacciones es igual al número de ecuac:ones de equilibrio. la armadura es 

isostática externamente, sin embargo las fuerzas en las barras no se pueden determinar 

con las ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta una de las barras diagonales 

como .se muestra en .la figura 1.13.b, las fuerzas en las otras barras ya se pueden 

determinar con las ecuaciones de equilibrio. por lo que las fuerzas internas en la 

armadura exceden a las ecuaciones de equilibrio en una fuerza, lo cual indica que la 

armadura es hiperestática internamente. 

·- ' 
/ ' / 

/ ' / ' ' .. 

~;-; .·~::: :::; ,.< 
!:.' ... .. 

(a) (b) 

Figura l.13 

El marco de !a figura 1.14 tiene seis reacciones y se tienen disponibles tres ecuaciones 

de equilibrio ( ~Fx. IFy y I:Mz). El número de reacciones es mayor al número de ecuaciones 

de equilibrio. lo cual hace que el marco sea h1perestático externamente. Las fuerzas internas 

(N. V y M) en tedas las barras no se pueden determinar con las ecuaciones de equilibrio. Si 

se retira o se corta la barra horizontal inferior, como se muestra en la figura 1.14.b, las fuerzas 

internas en las otras barras ya se pueden calcular con las ecuaciones de la estática, por lo 

que las fuerzas internas del marco exceden en tres a las ecuaciones de equilibrio, lo cual 

ll 



implica que el marco es hiperestático internamente. 

N M M 

--N 
·~ 

V V 

Figura l.14 a y b 

De lo anterior el grado de hiperestaticidad de una estructura se define como el número 

de reacciones y de fuerzas internas que exceden al número de ecuaciones de equilibrio 

estático. así: 

donde: 

GH = GH, + GH
0 

GH, = N.F.1. - N.E.E. 

GH 0 = N.R. - N.E.E. (1. 1) 

GH. GH, y GH 0 : son el grado de h1perestaticidad total, interno y externo 

respectivamente. 

N.F.1. es el número de fuerzas internas (elementos mecánicos); N.R. es el número de 

reacciones y N.E.E. es el número de ecuaciones de equilibrio estático disponibles. 

El grado de hiperestáticidad puede ser negativo, igual a cero o mayor que cero, estos 

valores representan: 

GH > o estructura hiperestática 

GH = o estructura isostática 

GH < O estructura inestable 

Para ilustrar la aplicaciones de la expresión (1.1) se determinará el grado da 
h1perestáticidad para las estructuras de las figuras 1.15 a la 1.19 ( 

12 
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Figura l.15 

GHe = 3 - 3 =O 

GH1 =O 

GH =O 

Figura l.17 

GHe = 6 - 3 = 

GHi = 3 - 3 =O 

GH = 3 

/ 

Figura l.l~ 

= 
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Figura l.lo 

GH = 8 -3 = 5 

GHi = 3 - 3 =O 

GH = 5 

Figura l.18 

GHe = 6 -3 = 3 

GHi = 6 - 3 = 3 

GH =' 6 

GHe = 6 -3 = 3 

GHi = 12 - 6 = 6 

GH = 9 



En las estructuras de· la 1. 15 a la 1.19 se determir.ó el grado de hiperestaticidad por 

inspección, es decir, estableciendo al número de reacciones, fuerzas internas y el número d' 

ecuaciones de equilibrio estático que se pueden plantear en una estructura determinada. Para 

ciertas estructuras, especialmente para aquellas que t1er.en un gran número de barras, es 

difícil aplicar este enfoque, por lo que se recomienda utilizar la ecuación (1.2} que resulta de 

hacer un planteamiento formal. 

Considérese una estructura cualquiera con NS bar~as. NN nodos y NR reacciones Las 

incógnitas son los elementos mecánicos EM y las reacciones NR en cada barra y apoyos 

respectivamente, es decir: 

1 = NEM • NS .;- NR 

En cada nodo se pueden plantear N ecuaciones de equilibrio estático NEE. así las 

ecuaciones que se generan en la estructura son: 

E= NEE • NN 

si la estructura es isostática, el número de ecuac:ones es igual al número de incógnitas 

NEM • NS + NR = NEE * NN 

por lo que el grado de hiperestatic1dad es el número ce incógnitas. menes el número 

ecuaciones 

GH = NEM * NS + NR - NEE * NN (1.2) 

donde: 

NEM: número de elementos mecánicos en las barras de la estructura en estudio. 

NEM =1 en armaduras solo hay fuerza normal 

NEM =2 en vigas cuando solo exista fuerza cortante y momento flexionante 

NEM =3 en vigas y marcos en el plano por presentarse fuerza normal, fuerza 

cortante y momento flexionante. 

NEM =3 en retículas o parrillas se tiene presente fuerza cortante, momento 

torsionante y momento flexionante. 

NEM =6 en marcos en el espacio por estar presente los seis elementos 

mecánicos (N, Vy, Vz, Mx. My, y Mz) 

NN. número de nodos 

NR: número de reacciones 
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NS: número de barras 

NEE: número de ecuaciones de equilibrio por nodo 

NEE =2 armaduras en el plano . 

NEC:: =3 armaduras en el espacio 

NEE =2 vigas con fuerza cortante y momento flexionante 

NE:: =3 · vigas y marcos con tuerza normal, fuerza cortante y momento 

flexionante. 

NE:: =3 retículas o parrillas 

NE:: =6 marcos en el espacio. 

El uso de la ecuación (1.2) se ilustra con la_ aplicación de las estructuras de las figuras 

1.15a1.19 

Para la estructura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un elemento 

mecánico por barra que es la fuerza normal, por lo que NEM = 1, nueve barras NB = 9, tres 

reacciones NR = 3. por nodos se pueden plantear dos ecuacior.es de equilibrio !:Fx=O y 

1:Fy=O por lo tanto NEE = 2 y por último tiene seis nodos incluyendo les apoyos NN = 6, 

sustituyendo en la ecuación (1.2). 

GH = 1 * 9 + 3 - 2 * 6 = O 

Para la viga en la figura 1.16 los elementos mecánicos por barra son tres NEM=3, el 

número de reacciones es 8 NR = 8, el número de ecuaciones que se pueden pl_antear son 

tres ( !:Fx=O, l:Fy=O & Mz=O } NEE = 3 y nene cuatro nodos NN = 4 que aplicando la 

ecuación ( 1 2) resulta: 

GH = 3 * 3 + 8 - 3 * 4 = 5 

En el marco de la figura 1.17 se tiene NEM = 3, NS = 3, NR = 6, NEE = 3 y NN = 4. 

GH = 3 * 3 + 6 - 3 * 4 = 3 

Para el marco de la figura 1. 18 se tiene NEM = 3, NB = 6. NR = 6, NEE -= 3 y 

NN = 6, así: 

GH = 3 * 6 + 6 - 3 * 6 = 6 
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Finalmente para el marco de la figura 1.19 se tiene NEM = 6,NB = 8, NR = 24 y 

NN = 8, así: , -

GH = 6 * 8 + 24 - 8 * 6 = 24 

que comparando los resultados se observa que son los mismos. 

1.5 GRADO DE LIBERTAD ( IN_DETERMINACION CINEMATICA) 

El grado de libertad está relacionado con los desplazamientos desconoc:dos en la 

estructura: corno máximo un nodo puede tener seis desplazamientos desconocidos ( 3 

lineales y 3 angulares ). El grado de libertad se define como el mínimo número de 

desplazamientos necesarios para definir la configuración deformada de la estructura. Si se 

consideran los desplazamientos de los nodos únic_arnente, el grado de libertad se puede 

definir corno el número posible de desplazamientos de una estructura y se puede determinar 

a partir de la siguiente expresión 

GL = NN * ON - NDR 

donde: 

GL · grado de libertad 

NN : número de nodos incluyendo los de frontera 

DN : número de desplazamientos por nodo 

NDR: número de desplazamientos restringidos 

( 1.3 ) 

La expresión anterior se puede leer corno: el grado de libertad es igual al número de 

nodos incluyendo los de frontera por el número de movimientos posibles en cada nodo 

menos los desplazamientos restringidos. 

La expresión ( 1.3) también se ilustra aplicándola a las estructuras de las figuras 1.15 

a 1.19. 

La armadura de la figura 1.5 tiene 6 nodos NN = 6, dos desplazamientos por nodo 

ON = 2 y tres reacciones NA = 3. así: 

GL = 6 * 2 - 3 = 9 
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La viga de la figura 1.16 tiene cuatro nodos NN = 4, tres desplazamientos por nodo 

dos lin<ales (horizontal y vertical) y uno angular DN = 3 y ocho reacciones NR = 8, así: 

GL = 4 * 3 - 8 = 4 

Para el marco de la figura 1.17. NN = 4. ND = 3 y NR = 6. así. 

GL = 4 * 3 - 5 = 6 

Para el marco de la figura 1.18. NN = 6, NO = 3 y NR = 6, así: 

GL = 6 * 3 - 6 = 12 

Y finalmente para el marco de la figura 1.19 se tiene NN = 8. NO = 6 y NR = 24, así: 

GL = 8 * 6 - 6 - 24 = 24 

El grado de hiperestacidad está relacionado con el método de las flexibilidades o de 

las fuerzas y nos indica el número de incógnitas (elementos mecánicos y reacciones) que 

exceden las ecuaciones de equil:brio estát:ca y ccn est·a el número de ecuaciones que hay 

que plantear adicionalmente a las de equilibrio estático, para poder analizar la estructura. Y 

el grado de libertaq esta relacionado con el método de las rigideces y nos indica el número 

de desplazamientos desconocidos que tenemos en dicha estructur;; y así plantear las 

ecuaciones necesarias para conocerlos. y a par;1r de estos deterr..inar los elementos 

mecánicos. 
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METODO DE LAS RIGIDECES 2 

Es un método de análisis general para estructuras que se puedan modelar a base 

de elementos barra, como es el caso de vigas, armaduras en el plano. armaduras en al 

espacio, marcos planos, retículas y estructuras en el espacio. 

Vale la pena mencionar que es el método más adecuado para su programación. 

y todos los paquetes formales para el análisis estructural en computadora lo utilizan. 

En términos generales, el método de las ngideces c::insiste en establecer a través 

del equilibrio y la compatibilidad la relación que hay entre las cargas y los 

desplazamientos que estas generan en la estn.;ctura, a partir de dicha relación se 

pueden conocer los desplazamientos en los nodos de la estructura y a partir de estos 

los elementos mecánicos en cada una de las barras que forman la estructura. 

Como se puede observar para conocer los elementos mecánicos en las barras 

que forman la estructura, hay que conocer primero los desplazamientos de los nodos 

de la misma, razón por la cual también se le conoce como el método de los 

desplazamientos. 

2.1 SISTEMAS DE REFERENCIA 

En general; se tienen dos sistemas de referencia, uno llamado local (x,y,z) para 

poder hablar de cada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro llamado 

sistema global (x ,y .z ), que será el que se utilice para hablar en su totalidad de todo 

el sistema estructural. 

Es importante señalar que en el sistema local, el eje x deberá coincidir con el eje 

longitudinal de la barra y dependiendo de esto los otros dos ejes se establecerán 
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considerando un sistema coordenado derecho. 

Y' 
y 

A b X 

e 
X z y 

y__; d 

z_ ..... 
local ' - - X 

X' 

global 
Z' -

F~g:..:.:-3. 2.1 

Considérese u~a barra cualquiera a la cual se le indica con el número uno el 

extremo donde inicia y con el número dos donde termina como se muestra en la figura 

2.2 

barra 

1 2 
inicio terminación 

Figura 2.2 

Sin embargo cuando varias barras concurren en un mismo nodo no es 

conveniente escribir todos los números que indiquen inicio y terminación de barra, lo 

que se hace es indicarlos a través de una flecha, el extremo donde inicia la barra 

(extremo 1) coincide con el inicio de la flecha y el extremo donde termina la barra 

(extremo 2) coincidirá con la terminación de la flecha, figura 2.3. 
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lt1r.11!'\i1!.C!Ón 

Fig:.ira 2.3 

Para la aplicación del método se parte de que toda estructura debe cumplir con 

las condiciones de equilibrio y de compatibilidad o continuidad. Para ilustrar dichas 

condiciones. considérese un nodo "i" de una estructura cualquiera al que concurren 

varias barras y se aplica un vector de cargas "P, ", como se indica en la figura 2.4 

Pi 

~ / ~ 

' / 

a 1 
c 

l d 

Figura 2.4 

Por equilibrio: 

f>= 
" 

P-;,,,• plb+ ple• P1d 

por compatibilidad: 

a = 
" ª24 ... d::,. ale. a,d 
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Esta última condición indica que el vector desplazamiento en el extremo de las 

barras que concurren a un nodo debe ser igual i.il vector desplazamiento de dicho nodo. 

Por otro lado considérese una barra en el sistema local tridimensional y que 

puede estar sujeta a los vectores de cargas.P, y P2 en el extremo 1 y 2 respectivamente 
como se indica en la figura 2.5 

y 

/1" 
1 P1 PZ 

1 / "" \¿ 

/· 2 
X 

z Figt.:.ra 2.5 

Estos sin importar su magnitud y dirección, generan los vectores de 

desplazamiento a, y 02 resp.ectivamente. 

Acoplando los vectores de cargas y desplazamiento en iorma matricial, se puede 

establecer la relación entre estos vectores a través de una matriz de coeficientes que se 

define como la matriz de rigidez de la barra así: 

[::] = [::: :::] [~:] 
En forma condensada se puede escribir: 

[P]=[K][.D] 

Que es la ecuación fuerza-desplazamiento de un elemento barra en el sistema local. 
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2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 

La rigidez de un elemento estructural se entiende comunmente como la magnitud 

de la fuerza requerida para producir un desplazamiento unitario. Para ser más 

específicos, la palabra desplazamiento en el concepto anterior, deberá especificarse en 

detalle mencionando su carácter ( lineal o angular ) y su localización, como cada 

elemento tiene dos extremos. la palabra desplazamiento se interpreta como 

desplazamiento generalizado en los estremos de un elemento. En el-5istema 

coordenado tridimensional el vector que representa el desplazamiento en un punto tiene 

seis componentes, tres lineales y, tres angulares, como se indica en la figura 2.6 

y 

í 
dy 

~y ;P <P X 

í ' ' X 
j, qi V 

/ iC z 
dx dz/ 

\L 
z 

Figura 2.6 

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza 

generalizada que en el sistema coordenado tiene seis componentes como se indica en 

la figi...a 2.7 
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Representando en forma matricial al desplazamiento y la fuerza generalizados: 

f p•1 . f P,¡ 
¡prl :P2¡ 
P, ; IP31 
Nx !P" 

Ny P 5 

N,, LP6 

Así la rigidez será la fuerza generalizada que produce un desplazamiento unitario. 

De acuerdo a la fuerza generalizada se tienen tantos tipos de rigideces como 

elementos mecánicos, es decir, rigidez axial, al corte. a la flexión y a la torsión. 

Para facilitar la determinación de las rigideces se considerará un. elemento 

empotrado al cual se le inducirán desplazamientos (lineales o angularesj unitarios. Se 

le llamará rigidez de un elemento empotrado a las acciones ejercidas sobre este 

elemento debido a las restricciones impuestas al inducir el desplazamiento unitario. 

Estos desplazamientos se inducirán de uno en uno y se supondrán positivos 

respecto a los,ejes de referencia. 

La restricciones y los desplazamientos asociados con el sistema de referencia x, 

y, & z, para deducir las rigideces del elemento se indican en la figura 2.8.a y 2.8.b 

respectivamente. 

5 *,, 
Í 2 

Y.v 

1 B 

~X.u , ,.,... 1' 10 

4 P'!l .za 9 \,(~ ) » 
/ 3 / 7 

6~ t!Í" Z:N 
L 

(b) 

(>) 
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En la figura las flechas con una sola punta denotan traslación y las flechas con 

doble punn indican rotación. En el extremo 1 las traslaciones son numeradas 1, 2 y 3 

y las rotaciones como 4, 5 y 6. Similarmente en ~.1 e.xtremo 2 de la barra, el 7, B y 9 son 

traslaciones y 10, 11 y 12 son rotaciones. En ledos los casos los desplazamientos se 

toman en el orden x, y & z respectivamente. 

La rigideces se determinan a partir de la relación que existe entre los 

desplazamientos y las fuerzas generalizadas, esta relación de acuerdo a la resistencia 

de materiales esta dada por las ecuaciones de la 2.1.a a la 2.1.f 

du Nx 

dx = 
EA 

(2.1.a) 

d 2 v H, ~ = dx2 EI, 
(2.1.b) 

dv. 
= ftrvr 

dx AG 
(2.1.c) 

drli Hx 
= 

dx GJ., 
(2.1.d) 

(2.1.e) 

dw. 
= 

dx 
(2., .f) 

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL 

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 dirección "x" como se indica 

en la figura 2.9 

y 

¡u,~, 

P1~J 31--, __ __,:t ~ ~ X 

Z X 

Figura 2.9 
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de la figura 2.9 se tiene que: 

N, = - P,. 

sustituyendo la ecuación (2.2) en la ecuación (2.1.a) 

du 
dx 

integrando ambos miembros de la ecuación resulta: 

P. 
U = - ___:! X • C. 

EA 

(2.2) 

aplicando las condiciones de frontera: si x=O, U,,.0 =1, de donde c
1 
=l. si x=L. u •. i =O, 

de donde: 

Por equilibrio: 

o = 
P,, L 
---;s;r 

P,, E4 = T 

!: Fx = O 

P,x + P2X =O 

E4 Pix = - T 

- 1 

En la figura 2.9 las acciones restringidas P,. y P 2x surgen al . aplicar el 

desplazamiento en el extremo uno del elemento en la dirección positiva del eje x. Este 

desplazamiento causa una fuerza de compresión en la barra. En el extremo 1 de la 

barra esta tuerza es equilibrada por la acción restringida EA/L en la dirección positiva 

de x y en el extremo 2 de la barra Ja acción restringida tiene el mismo valor pero en la 

direc:ión negativa de x. 
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2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE 

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 dirección "y" como se indica 

en la figura 2.1 O 

de la figura 2.1 O se tiene: 

y 

1' 
P1Y1' 

1 

Figura 2.10 

Vy = -P,v 

Mz = M,, - P,v X 

sustituyendo estas ecuaciones en la ecua.ción 2 .. 1.b 

integrando la ecuación ( 2.4 ) 

dv$ = _ f P1r 
dx ty AG 

' X 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

aplicando las condiciones de frontera: 
dvb d d d . 

dvb=O, d . L en x=O, dx de don e c 1 =O; s1 x= , 

-=O, e on e. 
dx 

O=~ H,~ 
2EI, EIZ 
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H, = P1r L 
.z . 2 

sustituyendo en la ecuación ( 2.5 ) resulta: 

por otro lado sabemos que: 

P. X 2 
.y 

2EI, 

dv dvb dv, 
= + 

dx dx dx 

P:v LX 

2EI= 

sustituyendo las ecuaciones 2.3 y 2.7 en la ecuación anterior 

integrando 

dv = P,, x2 
dx 2EI, 

P1 v X 3 

V = -
6EI, 

P:y LX P. 
- f, --

2EI, -Y AG 

P:v L X
2 

_ P:y X • 
f,

7 
C-

4.::.!'= - AG • 

(2.6) 

(2.7) 

aplicando las condiciones de frontera: si x=O, v x·o = 1, de donde C2 =O; si x=L vx·L =0 

de donde: 

P L 3 P. L 3 

o = ly -
6EI, 4EI, 

si llamamos factor de cortante a: 

cp = f 12EI, 
r fy GAL2 

sustituyendo y despejando P1y se tiene 

P,y = 
12EI, 

( l·<fi,)L 3 
(2.8) 
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sustituyendo en la ecuación 2.6 

6EI, 

por equilibrio 

k Fy = P,v + P2Y =O 
por lo tanto 

12EI. 
p = - • 

2
y (l•</l)L 3 

y 

:E M, = M,, + M2% + P,., L = O 

Sustituyendo valores en la ecuación anterior 

por lo tanto 

12EI, 

( 1-q¡ )L 2 
y 

= o 

(2.9) 

(2. 1 O) 

(2. 11) 

Las ecuaciones 2.8, 2.9, 2.1 O y 2.11 representan las acciones· restringidas, 

necesarias para lograr el equilibrio al aplicar el desplazamiento en el eje "y". En el 

extremo 1, las acciones restringidas para mantener el equilibrio son una fuerza cortante 

de 12EIZ/(1 + <P)L3 en el sentido positivo del eje y un momento de 6EIZ/(1 + <Pvll2 positivo 

alrededor del eje "z". En el extremo 2 del elemento las acciones restringidas son las 

mismas solo que la fuerza cortante actúa negativamente en el eje "y". 

En forma similar se puede determinar las acciones restringidas (rigideces del 

elemento) para los desplazamientos restantes. 

A continuación, en las figuras 2.11 a 2.22 se representan las rigideces de un 

elemento para los doce posibles desplazamientos en los estremos del mismo, como se 

indicó en la figura 2.8. 
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En cada caso las diferentes acciones restringidas (rigideces del elemento) se 

dibL1jan como vectores. Las flechas con una punta representan un vector de fuerza y 

las flechas con doble punta representan un vector momento. Todos los vectores se 

dibujan en el sentido positivo y en el caso de que una acción restringida sea negativa 

un signo menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigidez. 

1).- Desplazamiento en dirección "x", extremo 1 

y . , ' 

E~ ?8 -31--, -----2 f't ---'> - :;~ ~ X 

Figura 2.11 

2).- Desplazamiento en dirección "y", extremo 1 

12EI 

X 

Figura 2.12 
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3) .- Desplazamiento en dirección "z", extremo 1 

y 

r 
_ SE/ Y 

SE/ ~ (1+q,y)L 2 

( 1 .q, ) L 2 z:::I 
y ~ 

~ E---'X y _b,' ___. ~ --, 
~,"'-~~3"~~~-- I 

12E/ ~ - 12E! z 

( 1 +q, ) L 3 ¡/ ( 1 ·</J) L 3 

y l 

Figura 2.13 

4).- Giro alrededor del eje "x", extremo 1 

y 

J 
G~------1§-~-G-~m_-7 

( 

z 
Figura 2.14 

5).- Giro alrededor del eje 'Y, extremo 1 

Figura 2.15 
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6).- Giro alrededor del eje "z'', extremo 1 

y 
6E! ~ 

T 
( 1 ·<P) L 2 

------- t---4 X 

riÍ ( 2 -<Prl El z 
( 1 -<Prl L 

2. :.6 

7).- Desplazamiento en la dirección X, extremo 2 

y 

T _ E~/~~ E~ -7-X 
Figura 2.17 

8).- Desplazamiento en la dirección Y, extremo 2 

y 

t l2EI, t 12EI, 

( 1•tpy)L 3 j ( 1•4'y)L 3 

t 
6EI 3 

- ( 1•4' )L 2¡!{ 
y / 

4!~1 X 

¿ 
z 

Figura 2.18 
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9).-Desplazamiento en la dirección Z, extremo 2 

6EI Y 

z 

Figura 2.l:; 

10).- Giro alrededor del eje "x", extremo 2 

- GJm 
L 

y 

T 
3 v, 7--3 _ __...,,._ " 

GJ .• 
Z L 

Figura 2.20 

11.- Giro alrededor del eje "y", extremo 2 

y 
(2-tp=)EI, 

(l•tp,)L 
(4•tp,)Eiy 

( l•tp,)L 

--------~ 
/

1
6EI 

(l-tfJ,)L 2 

Figura 2.21 
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12).- Giro alrededor del eje "z", extremo 2 

6E/ z 

(2-<P)Elz 
( 1 -<Py) L ¡/ 

z 

y 

i , 
í ',·f~' 

1 ~, 1 

1 
v 

1--~----.:,:;V_,, . _ __,_, X 
~~V, 

,,/ ( 4-<P) El .::=- y z 

6E! z 

( 1 ·<P) L 2 

(1-<P¡)L 

Fig·..:.~a 2.22 

Se estableció que la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por 

p = K J5 

Sustituyendo el valor del vector P y los valores mostrados en las figuras de la 2.11 

a la 2.22 que corresponde a la matriz de rigidez y el vector de desplazsmientos de una 

barra en el espacio tridimensional resulta la eci_;ación ( 2.12 ). 

Si se desea considerar unicamente flexión, tomando en cuenta que lá influencia 

de la fuerza cortante es pequeña, es decir que cfli = O, la ecuación luerza

desplazam1ento resulta la ecuación ( 2.13 ) . 

Particionando el vector de cargas, la matriz de rigideces y el vector 

desplazamiento y refiriéndolos a los extremos 1 y 2 la ecuación fuerza-desplazamiento 

en forma condensada se puede escribir: 

[~] = [~: ~] [~] 
donde K,, son submatrices de 6 x 6. 
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2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL 

En la figura 2.23.a se muestra et vector de cargas generalizado en el sístema 

local, en tas figuras 2.23.b, 2.2.3.c y 2.23.d se muestran los ángulos que forman el 

sistema local con tos eíes x', y' & z' respectívamente, estos últimos corresponden en el 

sistema global. 

y· 
y• 

f3 \ , 

Fig:.i:-a 2.23 

por cosenos directores tenemos; para las cargas 

P'x = P, cosa + Pv cosa,+ P, cosa 2 

P'y = P, cos{3 + Pv cosf3, + P, cos{3 2 

P'z = P, cosy + Pr cosy, + P, cosy 2 

ahora para los momentos 

X 

M'x = M, cosa + Mv cosa 1 + M, cosa 2 

M'y = M, cos{3 + Mr cos{3 1 + M, cosf3 2 

M'z = M, cosy + Mv cosy, + M, cosy 2 
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sii llamamos: 

cosa,= 1, 

cos {3, = m, 

cos y,= n, 

sustituyendo y usando notación matricial se tiene: 

•1 
Px 

1 1, 1, o o o 1 rp x] 
p' y m m. m, o o o py 
p' n n 1 n, o o O 

1 

P,¡ , 
= 

' o o o 1 1, M, 121 Mx¡ 
' 

M' l~ 
o o m m. 

::, [::J • y 

' 
o o n n. 

M, 

en forma simplificada 

donde: 

ft· 
T 
p 

= 
= 
= 

]Y=TP 

Vector de cargas en el sistema global 

Matriz de rotación 

Vector de cargas en el sistema local 

(2.14) 

Por otro lado, un vector de cargas P realiza la misma cantidad de trabajo en -

cualquier sistema de referencia; por lo tanto: 

P ,. a· = P' a (2.15) 

de la ecuación 2. 14 se obtiene 

sustituyendo en la ecuación ( 2.15 ) 

37 



de donde: 

a= rº a· (2.16) 

A las ecuaciones ( 2.14) y ( 2.16 ) se les llama " Principio de Contragradiencia". 

Sabemos que la ecuación fuerza-desplazamiento para una barra está dada por 

' í ' 
K,,! 1ª•1 
K,2J ld',J 

desarrollando el producto matricial resulta 

P1 = Kll a, • K:2 a2 

ft2 = x11 a, . x22 ci2 

premult1plicando por T y sustituyendo la ecuación ( 2.14 ) 

pero 
T p = p• 

entonces 

de donde se concluye que 

Representa la rotación de las submatrices de rigideces del sistema local al global. por 

lo que: 
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Estas dos últimas expresiones representan las ecuaciones fuerza desplazamiento 

de la barra en el sistema global. 

Conocidas las submatrices de rigidez de las barras en el sisrema global se puede 

hacer la conexión o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de equilibrio 

y compatibilidad como se plantearon anteriormente. La aplicación de estas dos 

ecuaciones conduce a Ja determinación de la ecuación fuerza-desplazamiento en el 

sistema global de la estructura a la cual se aplicaron. 

ACOPLAMIENTO DE BARRAS 

Considérese, la estructrura de la figura 2.24 a la cual se le aplican vectores -:'e 

carga nodales. 

F 
~E a!/ 

t/ Pe /ev 
/1 

8 b e 
l Pb d 

a e 

1 l o 
/)7"T? ?777' 

A 

Figura 2.24 

De la figura 2.24 por equilibrio 

(2.17) 

por compatibilidad 

ai. = o ª' = ª' 2• a 

d· = r1· 2b e 
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aÍc = o a· = 2c r1· a 

d{a = o a· = 2d a· e 

d{e = a· e d' = 2• o 

a,, = o q, = as 
por otro lado, la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global: 

aplicando estas ecuaciones para cada barra se tiene, 

Pi• = ( Ki2 ) • dj, 

.P;, (K'·) d'· + ( K!2), d~ -- ::;, 8 

Pi., = ( Ki.i) b a;, + ( Kí2) b aé 
/. 

f· 

p .. = ( K{2) e a· Pie = ( K{o) e a· .e 3 s 
\.. 

P{d = ( K{2) d a~ f>;d = ( Kii) d d~ 

Pí. = (Kíi). J~ ; Píe = (Ki,>.J~ 

Pír = (Kíi)tJá ; Pít = (Kíilt ad 

sustituyendo en las ecuaciones ( 2.17 ) 
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expresando las ecuaciones anteriores en forma matricial tenernos: 

(Kú)b ][ª•] 
(Ki2) 0 •(K{i)d·(K::)e¡ lªc~ 

en una forma simplificada 

ft· ; x· 6· 

que es la ecuación fuerza-desplazamiento en la estructura sistema global. 

en donde: 

D' = Vector desplazamiento de la estructura 

K' = Matriz de rigideces del sistema estructural 

P' = Vector de cargas en los nodos de la estructura 

En forma práctica, la ecuación fuerza-desplazamiento de un sistema estructural 

se puede ensamblar observando los extremos de las barras que concurren a un nodo 

y las barras que interconectan los diferentes nodos, así. 

Los términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces se obtienen 

sumando las submatrices de los extremos de las barras que concurren a un mismo 

nodo. 

Los términos que se encuentran fuera de la diagonal principal de la matriz de 

rigideces son las submatrices cruzadas de las barras que unen dos nodos. 

El sentido de la numeración de los nodos tiene mucha importancia ya que si es 

adecuada, se puede reducir el ancho de banda de la matriz de rigideces y por 

consecuencia, el tiempo de máquina que resulta muy costoso. 

Si. en una estructura cualquiera de los nodos que intervienen en la formación de 

la matriz tiene un desplazamiento conocido; (igual a cero) es necesario anular la fila y 

la columna que corresponda según lo observado en el acoplamiento anterior ya que 
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·----- - ... 
dicho grado de libertad no participa. También es importante que la estructura que se 

analiza sea estable, pues si no, la matriz de rigideces no tiene inversa única. 

Ejemplo.- Determinar en forma práctica la ecuación fuerza-desplazamiento de 

la estructura que se muestra en la figura { 2.25 ). 

e d 

Jb 
F 

e ftE 

~ t· 
i 

ª,~º 
/777 7777 

:'ig:.:.ra 2.23 

;fa: jK '22a ... K' ll!:> ... K '11c K 'i:.b o K' , 'a ¡ 
~2c 8 

i ' 
Pe K·2!b K '22b +K' lld K' 12d o é!c 

= 
dy F, o K '21d K' 22d•K '2u K'21t 

1 

dE lft"j K• 2:.c o K' 1u K '22c +K '22e •K' i1t . 
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2.5 ARMADURAS EN EL PLANO 

Para la aplicación del método de rigideces se requiere conocer las submatrices 

de rigidez de cada barra en el sistema global, lo cual se logra con la expresión: 

Para el caso de armadura en el plano la matriz de rotación "T" se determina a 

partir de la figura 2.26 

y 

y· 
X 

p 

·, i ></-\ a 
'~· ' _ __..;;;·/--------· X' 

2.26 

Px' = P cosa 

Py' = P sen a 

llamando: cosa = 1 sen a = m y escribiendo en forma matricial 

r: ~ = [!] p 
' y 

en forma compacta se puede escribir 

P' = T P 

donde: 

T = [~] 
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Por otro lado, de la matriz de rigideces general de doce por doce para una barra 

armadura resulta: 
EA EA] 

L -¡;-¡ 
K = ~~ J 

EA --L 
de donde: 

K11 = EA 
K:2 

EA = --L L 

Ki1 
EA 

K22 
EA = -- = 

L L 

Haciendo la rotación al sistema global se obtiene 

f1l •EA" 
=l jl-lil m¡ m l L J. 

rl, i E.•; i -
:::; ! t-! ~ 

l L j [ml 

de las expresiones anteriores se concluye 

1 
l:n: 

m
' 

K, 2 = ~' = -K,, 

~z = K,, 

2.5.1 Ejemplo.- Analizar la estructura mostrada en la figura 2.27 

Y' 
10ton 

30•. 

3m 
1 

1 ... 
1 -~ A 

-

t.SA 

• e 

2A 

OSA 

• 
4m 

Figu:::-a 2.27 
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La ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura en el sistema global está dada 
por: 

P' = K· 5· 

donde: 

_ rP-~s] r 10cos30º] 
p• = 1 = 1 8 p· ' 1-10sen30º 

. yB~ • 
r

S.66031 
= 1 

,-s.0000 1 

De lo anterior el vector de cargas y el vector desplazamientos 

r s.6ó03
1 

•-5.0000; ¡;. - 1 1 

-J4.69ssl 

li.7101J 

Barra l., 

a 3 

b 4 

e 5 

d 5 

e 4 

f 3 

A; 

1 

1.5 

2 

2 

0.5 

1 

d~c 

d' ye 

1 

o 
1 

-0.8 

o.a 
1 

o 

m 12 lm 

1 o o 
o 1 o 

0.6 0.64 -0.48 

0.6 0.64 0.48 

o 1 o 
1 o o 
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o 
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Sustituyendo en: 

fo 
=EA 1 

[O 
o 1 

1 

0.333j 

= E(l.5) . .q ¡1 ºl - ¡0.375 ºI 
4 O O - EA l O Oj 

(K::) e= E(2A) 
5 

r º. 64 
[ -0. 48 

( K{¡) d = E(2A) [0.64 
5 o. 48 

(K11 ')f = (K,,')• 

-0.48: 
o. 36 : 

r 0.256 
= E.~' 

[-0.192 

o • 4 81 [º. 2 5 6 = EA 
0.36j 0.192 

-0.192: 
! 

O.l-i4; 

Solo se deteminó K,,' de cada barra ya que K,; = K,,' = ·K,,' y K,2' = K,,'. 

Sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento se tiene: 

8.660 0.631 -0.192 -0.365 o d,13' 

-5.000 -0.192 0.477 o o d)3' 
= EA 

4.698 -0.375 o 0.631 0.192 de· X 

l. 710 o o 0.192 0.477 de· y 

Resolviendo el sistema aplicando cualquier método de solución de ecuaciones 

simultáneas. 
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r d.~31 
1 d_~s = 

t:~:J 

¡¡'31.234781 
1 2 .08899 i _, ' 

EA : 2 8 • 3 9 4 O 3 1 

[-7.838991 

Una vez conocidos los desplazamientos en los nodos se procede a calcular la fuerza 

en cada barra. así la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra esta dada por: 

p• = K{: d; . K'.2 él· l ' 

p• = Kí: a· - K' a· 
' l :: ' 

por compatibilidad 

d:'a = o a: = a· -· a 

a:b = d' a: = a· a .o e 

c1{c = o <Íic = a· 8 

ª'd 
= o a;º = éi· e 

d¡e = o a;. = o 

ªÍt = o a:, .. = a· e 

sustituyendo para cada barra: 

Barra (a): 

-. - [º o 11·31.234781.J_ 
P1 • - EA O -0 • 3 3 3 3 j , 2 . O 8 8 9 9 J E.4 

[o 
=EA¡ 

·º 
o i ·t-31.234 78.j' 1 

0.3333. 2.086 EA 
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Barra ( b ): 

-, = [0.375 O] [31.23478] _ [-0.375 O] ¡r28.39403]_ [l.065281 
p 1

" O O 2.08899J l O OJ[-7.83899t O J 

- ¡-l .06528j' p• = 
lb o 

Barra ( e): 

[
-0.266 0.1921 [31.23478 1

1 = ¡-7.59502] 
p;_c = 0.192 -0.144, ,2.08899. 5.69626 

[
7.59502] 

Pie= -5.69626 

Barra ( d ): 

[
-0.256 -0.1921 [28.39403] = ¡:::~. 76378] 

P_':1 = -O .192 -0 .144, l-7 .83899 -4 .32284 

[
5. 76378] 

Pi:1 = 4. 32384 

Barra ( e): 

p· = P' = o l• 2• 

Barra ( f ): 

(no trabaja) 

_ [º o 1[28.39403] [ o.:::.] 
PíE = O -0.33J -7.83899 = 2.61274 
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Comprobación del equilibrio. 

Nodo B: 

P· = P.· + P· + P· !3 2.! 2c ~B 

8.6603¡ - o • 7.5950; . , r . r . 
l-5.000J - _0.69631 -5.6963! 

Nodo C: 

• [1.0653]
1 

l o. 00 
= 18 .6603 

.-5.000 

r4. 6985'¡ = ¡-1.0653
1

1 
. í5. 76381 . ¡ º 1 = r4. 6985 

ll. 7101 o l4 .3228; -2 .6127j ll. 7101 

Para la rotación del sistema global a local sabemos que. 

P' = T P 

premultiplicar:,co por T' 

T'P = T'TP pero T' T = 1 

p = T' P' 

Para una barra i 

P,, = [cosa sena] [
P,,, 

f",, 

Barra ( a): 
0.6963 

[º·ºººº] P,. =[O l] _
0

_
6963 

= -0.6963ton 

P2, = 0.6963 ton 
0.6?53\ .¡, 
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Por lo que lá barra ( a ) trabaja a tensión con 0.69 ton. 

Barra ( b) 

fl .065811 
[lo¡! o . = 1.0658 ton 

' J 

l. 0638 l.0638 

P2b = -1.0658 ton 
compresión 

Barra ( e): 

!'1c = [ -0 • B [
-7.59501 o. 6] = 
5.6963, 

9.4938 to1 9.4938 

P,. = -9.4938 ton 

9.4938 
Barra ( d ): 

7.20-i,7 

[
-5.76381 

Plá = (0.8 0.6] _
4

•
322

BJ = -7.2047 tol 

P2d = 7.2047 ton 
7:2~-',7 

Barra ( f ): 
2.6227' 

y 

P2f = -2.6127 ton 

Representando en forma esquemática los resultados para toda la armadura: 

so 



1.C·6oó 

c·.e~s3 Z.€1'7 

Fig:.i.ra 2.28 

2.6 ARMADURAS EN EL ESPACIO 

Para la determinación de las submatrices de rigideces para una barra en sistema 

global, se sabe. 

K,¡= T K T' 

La matriz de rotación" T" se determina a partir de la figura 2.29. 

p· 
P' 

X 

y 

= P cosa 
= p cos {3 

P' = P cos y 
% 

y 

' ' 

y 

y· 
X 

/1'. 

1 
'1 

/V 

z Fi_gu:::-a 2.29 

Llamando cos a = 1, ces {3 = m & cos y = n 
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p· = T p 

donde: 

r 
j 1 

T = m ¡ 
[n J 

De la matriz de rigideces general de 12x12 para un elemento armadura se tiene: 

efectuando la rotación de las submatrices: 

Kit = EA 
L 

EA] --, 
L· 

E.'! 1 

Tj 

EA [1 m n¡ 
L 

¡2 lm ln 
ml m2 mn 
nl nm n 2 

K,.' = ~,· = - K,,· ~· = K,,' 

EJEMPLO: Determinar la fuerza en cada barra de la estructura mostrada en la 

figura (2.30). Considerar EA constante. 
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Y' 
., (C-.5.0) 

C (1C·.S.O) 

B :~--~-~- _ 2 S 

- ~d_,.. '< 

· __ -='----~-~ -- -~"._ X' 
//A (C .C·.C·i C·(1C .e.e-:. 

¿ ' 

; 2.5 ! 5.C· · 2.S 

z· . 5 ten S tt n 

F (7.5.2.~.3! 

X' 

5ton 

J., (2.5,;.~.~l z· 
¡· • E" . 
' -:- '-- ' 

3

4-~;<~-~~~-----~~~"-- A 
/ _, ,, -· /' /. 

Figura 2.30 

La ecuación fuerza desplazamiento de la estructura. 

[P~i _ r(K;'i).•(Ki2)_,,•(K{¡),-•(KiiJ, 

P,;j · t (Kú)~ 
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Vector de cargas y desplazamiento. 

PE. = Pj,E 

' 1 ¡P.;F; 
p;. = ¡Pj,,.¡ 

lp) 

: o 1 
= 1 o 1 

[-sJ 

Para la determinación de las submatrices de ngideces se organizan loa datos de 

las barras en la siguiente tabla, para lo cual el cálculo de la longitud de las barras se 
hace a partir de la expresión: 

"y'' para el cálculo de los cosenos directores: 

Barra L; 

a 4.637 

b 4.637 

c 4.637 

d 4.637 

e 8.456 

t 5.000 

g 8.456 

x. -x. 
1 = cosa = -'---" 

L 

y, -y: m = cos¡'.3 = -'---" 
L 

z2 -z: 
n = cosv = --=---= 

L 

A,E, 1 m 

1 0.539 0.539 

1 0.539 -0.539 

1 -0.539 -0.539 

1 -0.539 0.539 

1 0.887 -0.296 

1 1.000 o 
1 -0.887 0.296 
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n ¡• m• n• 

0.647 0.291 0.291 0.419 

0.647 0.291 0.291 0.419 

0.647 0.291 0.291 0.419 

0.647 0.291 0.291 0.419 

0.355 0.787 0.088 0.126 

o 1.000 o o 
0.355 0.787 0.088 0.126 

e 



·-

Sustituyendo estos valores en las submatrices se tiene; 

( x.'.) 
- - d 

[º. 06 3 
;: E:.4 '0.063 

to.o75 

0.063 0.075] 

0.063 0.075; (K~:);, 
0.075 0.090] 

r º. 063 
=EA. -0.063 

l 0.075 

-0.063 

0.063 

-o. o 75 

r 0.063 0.063 -0.015· 

(K~:lc= E.-l 0.063 0.063 -o.01sj 
[-0.075 -o.01s 0.090 

i 0.093 
-= E.ZJ . -0 • O 3 1 

lo. 03 7 

-0.032 

0.010 

-0.012 

o. 03 71 
-0.012. 

o.01sj 

( K,) = 
-- 7 

f 0.093 ,-0.031 -0.0371 
EA 

1
-0.031 0.010 0.012 

-0.037 0.012 0.015; 

r 
0.063 -0.063 

!Ji..:ld= EA l-0.063 0.063 
-0.075 0.075 

r
o.200 o 01 

( K::): = EA , O O O! 
o o o: 

Solo se ha calculado el K,,' de cada barra ya que~· = K,,' y 

0.0751 
-0.075! 

o. 09 o j 

-0.075j' 
0.075 

0.--090 

K,; = K,, · = -K,, '. Sustituyendo en la ec. fuerza-desplazamiento se obtiene: 

, 1 - r d~E 1 
o ! 0.419 -0.031 0.113 -0.200 o o 'd ... 1 

o! !-0.031 0.136 0.012 o o o ¡ ;- 1 

: _si 10.113 0.012 0.195 o o o s.;,. 
·= 

o -0.200 o o 0.419 -o. 03 l -0.113 I 

d"' 
.O O O O -0.031 

[-5 o o o -0.113 

0.136 -0.012 I 

-0.012 0-195 
dyF 

9~ 
Resolviendo el sistema por cualquier método de solución se obtiene: 

d' " 
d' y 

5.49 

3.81 
d' z 1 -29.06 

= 
d;, EA -5.49 

-3. 81 
d' y -29. 06] 

d' z 
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La ecuación fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por: 

por compatibilidad 

P,' = K,,' D,' + K12' D2' 

P' -1< 'O'·"' 'O' 2 - ''21 2 : 1 "22 2 

d,. ' =O d2.' =De' 

d,. ' =O ct,. ' =DE' 

d,e ' =O d2e ' = DF' 

d,d ' == o d20 ' = DF' 

d,. ' ==o d,; = DF' 

dlf ' =De' d,. = DF' 

d,g ' ==o d2g' =DE' 

Sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra. 

Barra "a" 

r-0.063 

=E..J.,-0.063 
.-0.075 

. -1. 59283 

p.¡4 = -1. 59283 

-1.91699 

Barra "b" 

[

-o. 063 

Pí11 =EA 0.063 
-0.075 

r-2.07378 

p.¡,,= 12.07378 
.-2.48955_ 

-0.063 

-0.063 

-0.075 

-0.075'¡ r 5.49631] 
-0.075 3.81704 1 

1 

-0 .090] [-29 .0610) EA 

¡1 .592831 

=11-592831 
ll.9lé99, 

0.063 -o .075 

-0.063 0.075 

0.075 -0.090 [ ~: :~~~~ 1 ;A = 
-29 .0610 

2.07378 

-2.07378 

2.48955 
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Bar:ra "e" 

r-o.063 
P[c = E..;¡-0.063 

lo.o75 

. r 1. 59283 1 
Pz e = ¡ 1 . 59283 f 

[ -1. 91699 J 

Barra "d" 

-0.063 

-0.063 

0.075 

r
-0.063 0.063 

p; d = E.'1 o. o 6 3 -o . o 6 3 
¡ 
l 0.075 -0.075 

r 2. 0131s 

Pz:1 = [-2. 07378 
-2. 48955 

Barra "e" 

' .. ¡-0.093 
P, 9 = E.-< ¡ O • O 3 1 

-0.037 

1

1.468091 

P{ 9 = -0.480951 
0.59347. 

Barra "f" 

0.031 

-o. o 1 o 
0.012 

0.075 j í-5.49631: 

0.075 ¡' i-3.817041..l. ' ' : ..=:.; 
-0.090 ~-29.0610 , . . 

0.075 j r-s .49631] 
-0.0751 ¡-3.81704i ..l. 

· ' EA 
-o .090' 1 -29 .0610 1 

, . . 

-0.0311 ¡·-s .496311 
0.0121 -3.817041 ; ... 
-0.0lSJ [-29.0610 1 

2.19852 

P{:: = O 
o 1

-2.198521 
Pí:: = O 

o . J 

Barra "g" 

r-o .093 
P-'. =EA. 0.031 

- ::.- ¡ 

l 0.037 

--------· 

0.031 

-0.010 

-0.012 

o.o37lf5.49631] 1 
-0.012! 

1

3 .81704 EA 
-0.015] ,-29.0610J 

57 

- r-l.59283
1 = ¡-1.59283]. 

.'. 1.91699 

f-2.07378 1 
1 1 

= ¡ 2.07378 I 
~-2.43955: 

[ 1~46809] 
= ,-0.480951 

' 1 l 0.59347 J 

1

-1.46809 

= 0.49095 

0.59347 



1.46809 j 
Pig = -0.48095J 

-0.59347 

Comprobación por equilibrio 

r º ¡ r -i. s 9 2 0 3, 
1
. - 2 • º 1310 ¡ ¡2 • 19s521 

lºj
1

=l-l.59283j
1

.l2.07378J·l o 1 
-5 -1.91699 -2.48955 o j 

º'j 11.59283 12.07378' 
o = 1.59283' • -2 .07378 
-5] -l.91699 -2.48955 

Rotación del sistema global a local 

f> = T f>• 

Barra 11a11 

r l. 46809 1 • o -·r--
• [· -0 .48095] =o, 

-o.59347 -5J 

[

-1.468091 ¡o 1 
• 0.48095 = 1 o 

_ o.59347 1 l-5, 

P:.. = [0.539 0.539 0.647] 
1. 592831 
1.59283! = 2.9574ton 
1.91699¡ 

P',. = -2.9574 ton 

Barra "b" 

Pí,, = [O. 539 -0. 539 

2.9574 2.9574 

[
2.073781 

0.647] -2.07378 = 
l 2 .48955 
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P'
2

• = -3.85 ton 
o.s2"s 0.6248 

y así para el resto de \as barras. 

Finalmente: 

. ~- -,- ~~- -. --. ----. ----:: ;.> 
-......._ 

---------- 2. 96 
3.85 --- -
-~-
- --- -...,,. ~. 3.85 

: / 1.66'·~ :. t• 

,~!-'"- -- ---- -- ---~-7~ 
PLANTA 

Fig"J.::a 2.31 
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2.7 VIGAS CONTINUAS: 

2. 7. 1 Ejemplo.- Determinar los elementos mecánicos de la viga mostrada en la figura 

2.32 considerando ta influencia de ta fuerza cortante (término 1 -q,Y ). 

P=S ton 

1 w=2ton/m 
,.,L,l:-.! -..j_,i ,0..-

20x40 .:Sti:_ 
C D 

1 

400 300 300 

GL=4 

Figura 2.32 

La ecuación fuerza desplazamiento de la estructura está dada po;: 

[Pá l Ki2a •K{:.b K{20 
O 1f D31 

Pé = Ki10 Kizo-K{:c o 1 ¡vé 
1 

K' J :D.1 lPó J o Ki.1c: 2:c L oj 

Vectores de empotramiento (acciones} 

"""• 3 tol"Jrn ••Ztonlm 

3 ~c1 dok ~ ·3----.--<-f a >k!.·1:c0¡.,J~k § 

' 6x1 o 

Fig .. .ira 2. 33 
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Sustituyendo en el ·vector de cargas y utilizando unidades en kilogramos y 

centímetros, se obtiene: 

Py91 -6xl 0 3 l r dys] 

1 H:s1 4x105 r • lf> :s 
Ps¡ 1 

-11:<10 3 1 
iDa1 

d)'("I 
Pcl 

Pyc: 
!Dei = = = 

H,c -l .5xl05 l lf> zC 
P.,) ' 'D, 

pvD 
1 ~ ..JJ 

¡dyD -3xl 0 3
_ ¡ 

1 . J 
[Hz.o tl.5xlO'j llf> ZD 

Como el transformador es igual a la matriz identidad T = 1 para este caso de 

vigas continuas debido a que el sistema local coincide con el sistema global, entonces: 

K,I = K',¡ 
de la matriz general de.12 X 12 se tiene que: 

12EI: 6EI_ 

( 1-<P )L 3 ( l •<Pyl L 2 

=I K1! 
y 

K:2 = 

i· 
6EI, ( 4 •lf>l.)EI, ! -

[ (l-<fly)L2 ( 1-i?yl L ' 
' 

. 
6EI, 

1 l2EL 
- - (l•lf>y)~l 1 

( l •<Py)L 2
. 

~;~ K,2 = - 1 6EI, (2-tpl.)EI, i 
' ( l ·lf>y)L 2 ( l •'Py)L 

•l 

Se sabe que 
12fyEI, 

tf>y = 
G A L 2 

el factor de forma esta dado por la expresión 

12EI, 

(l•lf> )L 3 
y 

6EI, 

(l·lf>ylL 2 

12EI, 

(l-<PylL 3 

6EI, 

( l•'/ly)L 2 

t = f o' dA 
y r 2 I b 2 

z 

y para secciones rectangulares es igual a 1.2 
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1 

(l•lf> )L 2 
1 

y 1 

(2-lf>,)EI,: 

(1-<Py)L! 
• 

6EI, 

(l·qi )L'' y 

(4·1/>~)EI, 

( l·lf>ylL 



Para determinar el mód1110 de elasticidad se considera un valor de 

y para el módulo de elasticidad al corte un valor de G = 0.4E 
E= 8000 T 

. V 

Para determinar las submatrices de rigidez de cada barra se sugiere hacer la 

siguiente tabla: 

Barra l A lz E G 
1 <t> :1 

El, 

a 400 1800 5.4x10' 1.13x10' 4.53x10• 1 6.75x10" 6.11x10' 

b 300 
1 

1800 5.4x10' 1.13x10' 4.53x10• 1 1.2x10" j o.11x10' 

c 300 800 1.07x105 1.13x10' 4.53x10• 1 5.3x10·2 1.21x10' 

swstituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene: 

Barra "a" 

r 
10732 

= ,2146370 
2146370 l 

5.82x10 8 

Barra "b" 

l
' 24246 

/(.' -
llb - 3636905 

3636905 l 
7.49x10 8 

K{:c r 
5107 

~ _766065 
766065 1 

l. 55xl0 8 ¡ 
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' -10732 

·- l-2146370 
21463701 

2. 71xlOª' , 

; 10732 

Ki.i. = 1-2146370 

-21463i0i 

5.82x10°] 

l. -24246 3636905 l 
J(,' -

l2!1 - -3636905 3. 42xl08 

/(.' _ r 24246 -214639º] 
22

!1 - l ··3636905 7 .49x108 

[ 
-5107 

Ki2 ' = -766065 
766065 l 

74576488, 



r 

5107 
Kiit: = -766065 

-7660651 

l .55x10 9; 

sustituyendo en la matriz de rigideces de la estruc:ura se tiene 

r 34978 

'¡' 1490535 

1 
-24246 

K
-¡3636905 

. o 
l o 

1490535 -24246 3636905 o 
l.33lxlO' -3636915 3.42x10 8 

·3636905 29353 -2870840 
o 

-5107 

342x10 8 

o 
o 

-2870840 9.04x10 8 -766065 
-5701 ·766065 5107 

766065 74576448 -766065 

~ 1 

7 66065 . 

745764481 
-766065 . 

1 

l .55x108 j 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura y eliminando los 

grados de libertad restringidos. es decir los correspondientes a d',a = O y d',0 = O 

el sistema resulta: 

[ 4x10' j l.33lxl09 -3636915 3.42x108 

766°065 1 
1 -11?ºº 1 -3636905 29353 -2870840 

= 
74576448! !-l.5xJC'¡ . 3. 42xl0 6 -2870840 9.04xl08 

[1.5xl0 5
J 

1 

l.55x10•j 1 o 766065 74576448 
' 

solucionando el sistema de ecuaciones anterior: 

4> za -0.0021897 
dyc: -1.316115 

= 
4> zc -0.004304 

¡p zD 
o. 0095435 J 

por lo que los vectores de desplazamiento en cada nodo resultan: 

¡dyc] ¡-1.316115 l 
ipzcr -4 .314x10·3, 
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por compatibilidad: .. . . 

d',. = o d'z. = d' e 
d',b = d' e d'2• = d' e 
d'1c = d' e d'2e = d'o 

Para conocer los elementos mecánicos en cada barra se aplica ta ecuación 

fuerza-desplazamiento que esta dada por: 

Barra "a" 

P', = K' 11 d', + K', 2 d', 

P'2 = K' 21 d', + K",2 d' 2 

P', •. = K' "ª (O) - + K' 12& d' B 

fp;) f -10732 2146370 

! 'f' 1 =: -21463i0 2. 71E8. 
["zlj • 

P'21 = K'2,. (O) + K'22 d'8 

•P;.z¡ r 10732 2146370 ~ 
1 1 = ' 
[M;zj t2146370 5 .82xl09

j 

r o , 
1 1 = 
•-2.1897E-3: ' . 

i o . 
l-2 .1897 x10·3; 

en forma similar para las barras b y c se obtiene: 

Barra "b" 

[
P;1] ·[ 8294 l 

, M~, = 1674532 [P;;l = [ -8294 l 
M• 814012 

zJ 

Barra "c" 

[P;11 [ -2708 1 
M;

1 
= -963629, 

• J 
[
P;i] _ [ 2078 l 
H;;j - 150036 
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Comprobación· del equilibrio 

Nodo "B" 

Nodo "C" 

Nodo "O" 

r-6ººº] -[ 4700 1 [4Xl0 5 -1274405J 

[
-6000] = ¡129941· 
4Xl0 5 4Xl0 5• 

r
-1ix10

3
] = ¡-8294 l 

,-1.SXlO~ 814012! 

1 8294 l 
• [1674536, 

f -2708 l 
• ; -263629' . . ' 

se observa que en los nodos 6 y C no se cumple el equilibrio, correspondiente al grado 

de libertad dy (*}, esto es debido a que hay apoyo y este debe ser capaz de absorber 

toda la carga que le llegue. 

Los elementos mecánicos finales, figura 2.34.c, se obtienen sumando a los 

vectores de carga (calculados) en cada extremo de las barras figura 2.32.a los vectores 

iniciales de empotramiento figura 2.34.b. Estos últimos se obtienen multiplicando por 

menos uno el vector de cargas inicialmente considerando (acciones) figura 2.33. 
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Resolver e! problema anterior despreciando la influencia de la fuerza cortante en 

los desplazamientos. 

La ecuación P=KD es la misma al valuar las submatnces de rigidez para cada 

elemento se debe considerar tfiy = O. 

Barra "a" 

r 
11456 

K.,. = 2291250 
l 

Barra "b" 

[ 
27156 

K = 
::b 4073333 

2291250 ~ 

6. llxlo'] r 
-11456 

K:2 • = [-2291250 
2291250 1 

3 .055x1o•J 

_ r 11456 

- l-2291250 
-2291250] 

6.llxl0 8 

4073333 1 
a .1466xlO'j [

-27156 4073333 l 
K,¡t. = -407333 4.0733xl0 6 

r 21156 

= l-4073333 
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Barra "e" 

r 5 378 

= [806667 
806667 1 í -5378 

K:ic ~ i -806667 
806667 ¡ 

sustituyendo: 

-6:<10 3 1 
38612 i 

1 ' 4x10 5 li82083 
, -llx10 3 -27156 

:-i.s.\-105 
= 

4073333 

-3x10 3 o 
l. 5x10 3 o 

l. 6l33xlo'; 
L 8. 0666xl O' j 

1782083 

l. 425xl o• 
-407 3333 

4.013xJO' 

o 
o 

[ 

5378 
K -

;ic - -806667 
-806667 1 

l .6133xlo~J 

-27156 4073333 o ·º 
-4073333 4.073x10 8 o o 

32534 3266666 -5378 806667 
3266666 9. 7599xJO' -806667 8. 066x10 7 

-5378 -806667 5378 -806667 
806667 8. 0667 x107 -806667 1. 6133xlO' 

,, 

dys 

tb:s 

I• d ' re: 
'l>:c 

d>"º: 

'l>:o 

eliminando las restricciones: 

r 4x10
5 1 

1 -llxlO' i . ' 
¡-1.sx105 i 

[ l.Sxl0 3 j 
solucionando: 

r 
l.425xl0 9 

. -40i3333 
-4073333 4.0733x10 8 

32534 3266666 

- ¡4 .0733x108 3266666 9. 7599x10 8 

806667 8.0667x10 1 l o 

4'zs -0.00211 
dye -1.26632 

= 
4' zc -0.00428 

4' ZD 
o .0094051 

. 1 
o ¡:4'=·1 

806667 :d·c' 
' , ' 

8. 0667 xl O'j' ¡4' z) 
l.6133xlOª [4>zDJ 

Comparando estos desplazamientos con los que se obtuvieron al considerar </)y, 

se observa que estos últimos resultan ligeramente menores. 
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2.7.2 Ejemplo.- Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35 

w = 1.5 ton/m 

A)"L,.._1,,J,,[c,1, J,J .. 1,.1. ¡_ :.! J,.._[, C 
........ -"~ a B /,, b ,~ 
///',:/ >2' y & 2' 

/·/rr //// 
' 1 

6.0 5.0 

Figu:::::i 2.35 

La ecuación fuerza-desplazamiento está dada por. 

p· == K' D' 

p• r ( K{:) • 
1 ' . ( K{: ) • o .a.: ... . "i 

p• : l ( K!i) • ( Kiz) • • ( K{:)., ( K{2) b 1 ªª1 8 

p• (Kú)b ( Kü) b L ac; ' e 

Como no hay fuerza horizontal, no se genera fuerza axial. por lo tanto el 

desplazamiento horizontal en los nodos By C son ceros y como no hay desplazamiento 

vertical en ninguno de los tres nodos, se puede considerar unicamente un grado de 

libertad. por nodo (giro alrededor del eje z). lo que implica que solo se considerará 

momento flexionante, así el grado de libertad es: G.L. = 3. 

Para determinar el vector de cargas se tiene que: 

wL 2 

• 
12 

: ( 1 • 5 > ( 6 l 
2 

: 4 • 5 Ton - m 
12 

( 1 · 5) ( 5) 
2 

: 3. 125 Tan - m 
12 
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Representándolos en la viga y considerando positivo al momento que 

representado como vector sena normal al planc que lo contiene: 

-4. 5 ' 

f>· = 1.375 
3.125 

Se sabe que: 

/ ,- / /,, / 

4.5 ,, 
( ;t:_. 

3.125 
..... 

\ 
~.-- ... ·' 

'z:::i. 
///. 

F:.g·..::::-a 2. 3 6 

k . = TK,1· T' 
'I 

3.125 

( f:':: 
\;;$. 
.:.lL,_;._, 
/ / / I 

Como en este caso, el sistema local coincide con el sistema global, puesto que el 

eje de la barraJiene.la dirección del eje de las "x" (en caso contrario sí se utilizaría un 

transtcrmador); la matriz de rigideces es la misma. así de la matriz general de rigideces, 

considerando solo flexión y despreciando la deformación por cortante, es decir <PY se 

tiene: 

donde: 

sustituyendo: 

( Kú) • = 

(K;'.2l. = 

4EI 2EI 
L L 

2EI 4EI 
L L 

4EI 
L 

y 

4EI 
= 0.667 EI -6-

2EI = 0.333 EI 
6 
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(K{¡) 0 ." 
4:I =O.SO EI 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura: 

-4. 51 
1.375 = 

3.125 

0.667 0.333 
0.333 1.467 

o o. 4 

resolviendo el sistema se obtiene: 

-7. 6 ªl 
!/Is = 1.87 1 

2. 9 7 J 

Por compatibilidad: 

al• = !/Is 

alb = lfis 

a,;, = !/le 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra: 

Barra "aº 

P,.' = 0.667 El (-7.68/EI) + 0.333 El (1.87/EI) = -4.5 ton 

P2•• = 0.333 El (-7.68/EI) + 0.667 El (1.87/EI) = -1.31 ton 

P,b· = 0.8 El (1.87/EI) + 0.4 El (2.970/EI) = 2.685 ton 

P2b' = 0.4 El (1.87/El) + 0.8 El (2.970/EI) = 3.125 ton 
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Comprobación del equilibrio: 

P ' - p '· 
A - 1a' 

Para obtener los momentos finales se hace lo siguiente: En tas figuras 2.36 a y 

b se representan las acciones y tos valores obtenidos con las ecuaciones fuerza

desplazamiento de la baraa, respectivamente 

4.5 

\ 
,_ .,:.¿ 

4.5 3.125 

í \ 

(a) 

3.125 

( 

4.5 

2.35 

1.31 2.68 

?": ~ 

( b) 

3125 

/ 

Para poder sumar tos momentos de las figuras 2.37.a y 2.37.b es necesario que ambos 

sean acciones o reacciones por lo que se multiplica por menos uno a los mementos de 

la figura 2.37:a para sumarlos con los de ta figura 2.37.b y así encontrar Jos momentos 

finales. estos se representan en la figura 2.37.d 

4.5 4.5 3., 25 3.125 

/'\ ~ f': (' 1 ' \ 

;/;))/ \#? / ~ 
(e) 

5.81 5.S1 

(T ~ 
/' ) 1 I /),,, 

'-... / ·--. / 
& A 
( d) 

Fig~:-a 2.37 
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2.8 MARCOS PLANOS. 

Se sabe que las submatrices de rigidez en el sistema global estan dadas por: 

k'¡1 =: T k,i T' 
en el caso de marcos planos, la matriz de rotación o transformador se determina a partir 

de la figura 2.38 

en forma matricial: 

y 

p• = y 

y· r ~ X 

ª.I ~ ~ /¡ Px 
Py' ,, -

. ';) a , 
X 

Fig:ira 2.38 

Px sena • PY cosa 

P;, [cosa -sena O P,,, 
Pj, = sena cosa O Py 

M; . O O 1 M1 

utilizando la notación cos a == 1 y sen a = m, el transformador resulta: 

1 -m O 

T = m 1 O 
o o 1 
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De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un 

elemento marco despreciando el efecto de la fuerza cortante en las deformaciones 

resulta: 

.VI o o EA o o 
L L 

o 12Eiz 6EI, o 12EI, 
6 

EI, 

L' L' L' L2 

o 6EI, 4EI, o 6EI, 2EI, 

L' L L' L 
K= 

EA EA o o o o 
L L 

12EI: _ 6EI, o 12EI, 6EI.: o 
L' L' L' -LT¡ 

o 6EI, 2EI, o _ 6EI, 4EI, 1 

L' L L' L J 

Haciendo la rotación del sistema local al global se obtiene: 

E.'1 o o 
L 

1 -m O 12Eiz - 6EI, 11 m º] o -m 1 O Kú = m 1 o Lª L' 
o o 1 

6EI, 4EI, 
o o 1 

o 
L2 L 

EA l'• 12EI. 2 ( EA_~)lm 6EI, 
·m ---m 

L L' L L' L' 

Kí1 = 
EA 12EI, 1m 

(- - ) 
L L3 

EA 2 12EI, 12 -m • 
L L3 

6EI, l 

L' 
6EI, 6EI, l 4EI, 

---m L L' L2 
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EAl 2 12Eiz 2 -( - • m ) 
L L 3 

EA 12Eiz -(L. Li ) lm 

6EI. 
--·m 

L2 

Ir EAli 12EI, 2 - • m , L L' 

( 
EA 12EI2 

L L¡ ) lm 

6EI. 
--·m 

L' 

( 
E.4 12Eiz 

- - - )lm 
L L¡ 

_6EI2 m1 
L' 1 

( E.-< • 12EI. . 
· -m• · -1') 

L L¡ 

6EI. , . 1 ' --¡¡- ' 
6EI. 

---·1 
L¡ 

E."! 12EI, 
<--¡-· L¡ )1.11 

El! 2 12EI. • -m • · 1· 
L L¡ 

6EI2 ---1 
L' 

6EI. f 
---.71' 

L 2 
1 

6EI, 
---1 

L' 
4EI, 

L 

2EI, 

L 

2.8.1 Analizar el marco mostrado en la figura 2.39 

10 ton B 
' ' 

b 

4m 

l -1-
A 

10 m 

Figura 2.39 

e 

e 

/ '/' 
1 

D 

col 30x30 cm. 
trabes 30x60 cm. 
f~ = 250 kgl cm2 

E= 14000~ 

El grado de libertad para el marco en cuestión es GL = 7 y su ecuación fuerza. 

desplazamiento está dada por: 



Pé = 

o 

l 
. 1 }({i~ O Oá 

Kii~-Ki2c Kí:.c. Dé 

J(., K' : [o·' !2c !!cj D J 

Para valuar las submatrices de rigidez y con estas la ecuación fuerza

desplazam1ento, se sugiere organizar la información en la siguiente tabla. Las unidades 

que se manejan en este problema son toneladas y centímetros. 

Barra A E 1 EA El L 1 1 m 

a.e 900 221.359 67500 1.9922x105 1.4941x107 400 o 
1 

1 

b j 1aoo 221.359 540000 3.9844x105 ! 1.1953x10• 1000 1 1 o 

Sustituyendó en .las submatnces: 

Barras "a" y "e" 

i 2. 802 o -560 .3141 f-2.802 o -560.314 ' ' 
'(: = ! O. 498.058 o .1 x:2 -l o -498.058 o 

1 

l-560.314 a l .494x10'J 560.314 o 74.709 

= [ 

-2. 802 o 560~3141 [ 2. 802 o 560~3141 
I<i: o -498.058 Kii = O 498.058 

l-560.314 o 74.709 560.314 o l. 494x10 5J 

Barra "b" 

398.46 o o -398.46 o o 

Kí1 o 1.434 717.204 }({2 = o -1. 434 -717.204 

o 717. 2 04 4. 78lxl0 5 o 717.204 2 .39lxl05 

-398.46 o o 

. ["':" o 
o 1 

Ki: o -l. 434. -717.204 Kii -1.434 -717.204 
= 

o 717.204 2.39lxl05 717 .204 2. 78lx105 
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Sustituyendo eh la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene: 

:dd 

i: .40:.21 o 560. 31 -39~. 45 ' o o o o 
o 4'19 • .;1 ;¡ 7. 2 o • :. • ..¡ 3 i:7.2 o ' o 

d~,, 
o 
o : Só:l. Jt 717. 2 6. 276X10s o -717.2;) 2. 39XIO' o o o •••• 

; o ! '.-J9a.4s o o 4C!. .25 o 560.Jl -2. 90 o 56C.Jl d«_. 

o . o -t.43 -717.2 o 49~ . .;9 -111.io o -489. J6 o d' 

"' ' o 717 .2 2, J9XlO' 56:.Jl -717.2 6. :Z.16XIO' ·560.Jt o 74709.5 ~.,. ' 1 
1 o ' o o o -2.e o -5b0.J 2.ao o -560.Jl 
o ' o o o o -41!5. :16 o o 498.J6 o d;.,, 

o a ' o 560.31 o 74708.5 -560.Jl o l • .1.94X;;~..!........d;c 
O:;; 

El sistema de ecuaciones resulta de 9x9. sin embargo el grado de Úbertad que 

se determinó al inicio del problema es GL = 7. por lo que hay que eliminar los 

renglones y columnas correspondientes a las restricciones, es decir los renglones 

correspondientes a d',0 y d'vo cuyos valores son conocidos, dado que son igual con 

cero. La ecuación fuerza-desplazamiento de la estruct1ra considerando sus condiciones 

de frontera resulta: 

d' 
' ... 

lO : 401. 27 o 560.31 -398.45 o o o 
o: o 499.49 717.20 o -l.43 717.20 o d;. 

'O '560.31 7l 7. 2 6. 276XJ05 o -717.20 2. 39E5 o 4'~. 

o : -398.45 o o 401.25 o 560.31 560.31 d:.C 
o o -1.43 -7l7.2 o 499.49 -717.20 o 

d' 
o 7l 7 .2 2. 39XlO' s 60. 31 -717.2 6. 276X10 5 74708.5 

y<: 
o 

·: o o o 560.31 o 74708.5 l.494Xl0 5 , l'~c 

~4'~D 

Solucionando el sistema: 

dd 
3.34 

d;s 4.1x10·3 

<P~s -2 .8x10-~ 

d:.C = 3.34 

d' -4. 1x10:31 ye 

<fJ~c 
-4.SXlO 4

1 

-1.2x10·2j 

~~D 
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Por compatibilidad: 

d',. = o 
d',• = d' 6 

d',c = d'o 

d'2a = d's 

d'2• = d'c 

d'2c = d'c 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global: 

Barra "a" 

P', = K' 11 D', + K', 2 D' 2 

P' 2 = K' 2, o·, + K',2 D', 

P',. = K' 11 • (O) + K' 12• D's 

P~1 -2 - 802 o -560.3141 

747~8.5 j Py1 = o -498.058 

560.314 o 
M~1 

p·2. = K'21a (O) + K'22a D's 

P;2 [ 2.002 · a 560.314 1 
Py;z = o 498.058 

l.494°2x10 5 

H;z 
560.314 o 

r 3.34 1 r -7.79 • 
1 1 • • l 4.7Xl0º3 I = l -2.34 ! 

-2.8x10·3: 1663.01] 

[ 3 .34 [ 7. 79 1 
4.7x10·3 = 2.34 \ 
-2 .8x10-3 1452 .03, 

En forma similar para las otras dos barras se obtiene: 

Barra "b" 

P;1 

12 .21 1 
p;) -2 .2 l 

P;,1 = -2.34 Py;z = 2.34 

-152.02 
H;; 

-884.8 
M;1 
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Barra "e" 

Pxr] ¡-2 21 l 
Py, = -2. 34 

A1r J O j 

Comprobación del equilibrio: 

Nodo 8: 

Nodo D: 

P'a = P'2• + P',b 

[101 [7. 79 
1 o 1 = 12. 34 
lo J [1452 

r 2. 21 1 
- 1 -2. 341 

[-1452 J 

P'c = P'2b + P'2c 

o = 2. 34 • -2. 34 

r 2. 21 1 
= l-2. 34j 
. 884. 8 

l
o ¡-2. 21 1 2. 21 

o 884 . 80 -884 . 80 

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL. 

La rotación del sistema global al local se hace mediante la matriz de rotación 
traspuesta, en igual forma que en armaduras, así: 

Barra a: 

P,. = (T ~a P',. 

P,a = 1~1 ~ ~ 
o o 1 

p = T' p· 

1 

-7. 79 
-2. 34 

1663. 07 

78 

1 
-2. 34 l 

= 7. 79 
1663. 07 

( 



o 1 

P;¡. = -1 e 
o o 

01 r 7. 79 
ol . 2. 34 
1 J [1452. 03 J 

[ 

2. 34 

= -7. 79 
1452. 03 

En forma similar para las otras dos barras se tiene: 

Barra "b" 

2. 21 
P,b = -2. 34 

-1452. 03 

Barra "e" 

r -2. 21 

Pzb = l 2. 34 
-884. 80 

1

-2. 341 
Pzc = -2. 21 

884. BOJ 

En la figura 2.40.a se muestran las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes 

en los extremos de cada barra y en la figura 2.40.b se muestran las fuerzas axiales. 

2.34 -1' 2.34 1 2.34 
1452 '"'\ 

1 1 (' 885 2.21 2.21 
\_b;~ w \-.J 

m~ 
1 

2.21 

V ton 

~ 1663 

M ton-cm 

( a} 12.34 T 2.34 

( b) 
Figura 2.40 
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2.8.2 Ejemplo. - Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, considérese que la 

barra "d" esta articulada en sus extremos. 

5ton B e e 
" ; 

1 1 

d J_ 1 

1 
3m 

b 
' a 
1 ...%_.. 

A 
~ 

Di /,. ,/ 

4m 

Fi;"..l=a 2 . t,: 

Las propiedades 

consideradas para cada barra se muestran en la siguiente tabla. Las unidades utilizadas 

para este problema son toneladas y centímetros. 

El grado de libertad para el marco en cuest;ón es GL = 6 y su ecuación fut 

desplazamiento es: 

= [Kíi.•Ki2d•Kíic .Kiic l 
Kiic Ki2c•líi2b 

Barra A E 1 EA El L 1 m 

ayb 900 141.421 67500 127279 9545918 300 o 1 

e 1250 141.421 260417 176776 36828433 400 1 o 
d - 2520 6 5927040 15120 35562240 500 -0.8 0.6 

Las unidades consideradas son toneladas y centímetros. Sustituyendo en las 

submatrices. 
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Barras a y b 

r 4.243 
x:.: 1 o • . i . 

[-636.395 

o 
424.263 

o 

-636 .3951 

127°219 J 

o 

r-4.243 

K:2 = l O 
636.395 

o 
-42-1.263 

o 

-636.3951 
o i 

63639 J 

[ 

-4.243 

Kii = O 

o 
-424.263 

o 
o 

63639 

K:2 = O 
[ 

4. 24 3 

' 636.395 

o 
424.263 

o 

636 ;395¡ 

127279 j -636.395 

Barra e 

"441.94 

K{ 1 = O 

o 

f-441.94 
• 1 . 

K21=¡ ~ 

o 
6. 905· 

o 
1381.066 

1381.066 368284.33¡ 

o 
-6.905 

1381.066 

o l -1381. 066 

184142.17, 

. ¡-441.94 
K1: = O 

o 

[

441.94 

Kí2 = O 

~ o 

o 
-6.905 

-1381.066 

o 
6.905 

~1381.066 

o 1 
1381.066 ! 

184142.11) 

o 1 
-1381.0661 
368284 .33: 

'.)e la matriz general de 12x12 en el sistema local, la matriz de rigideces para el 

elemento diagonal el cual solo estará sujeto a carga axial resulta: 

EA o o EA o o 
L L 

o o o o o o 
o o o o o o 

K= 
EA EA -- o o o o 
L L 

o o o o o o 
o o o o o o 
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Haciendo la rotación del sistema local al· global se tiene: 

K'= TKT' 

x:. = K"2 = 1~ -m º] r ~ o 
o r l m º] ~12 ~ 1m o¡ L 

1 o, o -m 1 o = EA EAm2 o!. '. . o o 1 -¡;lm o o lJ Oj Lo o 1, L 1 o o , 
o o o: 

-m º] r- ~ 
E..q 12 EA 1 

K{2= Ki1= [f 
o 

o r 1 m º] -¡;lm o L 

EAm2 o/ 1 o o o -m 1 O = EA o -lm 
o 1¡ l o O'.~ O O l; 1 L L , 

o i o o oj 

sustituyendo: 

Barra D 

-14.515 º1 . .¡-1_9.354 14.515 ºl 
10.886 O K12 =K21 14.515 -10.886 O¡ 

O O, O O Oj 

( 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene: 

dI,a 
r 5' [465 .537 -14.515 636.395 -441.94 o o 
o -14.515 442.054 1381.066 o -6.905 1381.066 dj,11 

o 636.395 1381.066 495563.33 o -1381.066 184142.17 \0~11 
= o -441.94 o o 446.183 o 636.395 d~ 

o o -6.905 -1381.066 o 431.168 -1381.066 
d' o o 1381.066 184142.17 636.395 -1381.066 495563.33 ye 

\O '.re-
Solucionando el sistema se tiene: 
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d~ 
0.19279 l 

dys 7 .54633x10 ·3 

c/J~s -l.9902Bx10-4 
= 

d~ 0.19124 

dyc 
-l.1439BxlO -3 

-l.95852xl0-4 
c/l~c, 

Por compatibilidad. 

d,.' =o d •• =de' 

d,. ' =0 d,. ' = d' e 

d,c' =de' d2c ' = d' e 

d,. ' =0 d2d ' = ds' 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema gl_obal. 

P,' = K, 1 'D1'+K,;D; 
P; = K,; o; + K..' o; 

Barra 11a 11 

[

-4.243 o 
- o -424.263 

636 .395 o 

P2." = K,,.'(O) + K,..'de' 

P;; 4.243 o 

-6360.395] 

63639 

0.1928 

7 .5463x10-3 

-l. 9903xl 0-4 

0.1928 

[

-o. 69 
= -3. 20 

110.03 

PyJ = o 424.263 
636~3951 

7 .5463xl0"3 = 3 .20 
[o. 69 

636.395 o 127279 -l.9903x10-4 97.36 
H;J 
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r 

Barra "b" 

P.~1 

r
-4.243 

: o 
[636. 395 

o 
-424.263 

o 

P2b' = K,,; (O) + K,2o'de' 

fp;.l r 4.243 

IPy.l : 1 o 
[.M;2] t636.395 

• 1 

o 
424.263 

o 

-636.39s¡ r 0.1912 _ l ¡-0.69 ¡ 
O ¡/-l.144xl03 " 0.49, 

63639 1 [-l.9585xlo-4] 109.24J 

636.395; r 0.19124 1 
O ¡ -l. l44x10·3 • 

. 1 

127279 J [-l.9585xl0"4] 

f o. 69 ¡ 
:1-0.49· ' . 

[96.78] 

:P;,: 441 94 o o l i 0.1928 ' : :-441.94 o o O. 1912 0~9, 
1 

~' = o 6.905 1361.C66 · 7.5463xt0"3 -· o 
! l 

M,, 
o 138i .C66 3ee2S4 53 -1 9903x10·4 o 

' 1 
1 P'..! f-441 94 o 
1 • 1 1 , P,.., ·, O -6.905 

!M. 1 l o 1381.066 

o l o. 1928 1 [441 .94 
-1381 .066 7.5463 E-3 :- O 

184142 -1.9903€-4; . o 
~ -"! 

Barra "d" 

84 

-6.905 

-1351 C56 

o 
6.905 

-1381.066 

1381 .C66 -1.144xl0'3 ~ 

~8-!~42 17 -1 g:esxro-.i -97.36 

º I 0.1912 l 1 -0.69 J 
-1381.066 ·1.144€-3 :-: 0.49 ! 

368284 -1 .9585E-4) ~ -96. 78: 



[

-19.354 

= 14 .0515 

1

19.354 

= -14¿515 

14.515 
-10.886 

o 

-14.515 
10.886 

o 

ºl r 0.1928 

1 
¡-3.62

1 o 1.5463x10-3 = 2.72 

Ol l-L9903x10 4j O j 

º1 r 0.1928 1 [3 621 o 1.5463x10-3 = -2.72 

O_ -l .9903x10-4, _ O _ 

Comprobación del equilibrio. 

Nodo B. 

p9 • = P2•• + P,." +P2d' 

~· [5] r 0.69 [ 0.691 r 3.621 ¡si .'-'' lº l = 1 3 • 2 o + -o . 4 9 • l- 2 • i 2 1 = o : 
Oj [97 .36; -97 .36J O j tal 

Nodo C. 

Pe' = P2." + P20' 

[º1 [º.691 ¡-0.69} 1º1 o = -o. 49 + o. 49 = o 
o 96. 78 -96. 78 o 

Rotación del sistema global al local. 

p = T' p' 

Barra "a" 

P,. =(f ). P,.' 

es 



Barra "b" 

Barra "e" 

p = [-º1 
1 ºlf-0.691 -3.20 1 

o o -3.20 : 0.69 1 
14 

' o o l; [ll0.03; 110 .03: 

1 r 3.20 ¡ 

: 1-:1 
º1[0.691 

p24 o Oli3.20 =:-0.'59( 
1] [97 .36; o 

f o 1 Olf-0.691 

p : l-1 o o' 1 o. 49 ' lb 1] [109 .24J o o 

: [ _º1 
1 ºlfº·69¡ 

Pi~ o 01 -0.49, 

l o 
; i ! 

o lj [96. 78! 

fl oº'[ 0.69 
P1c=l0 1 O -0.49 

o o l -97. 36 

-0.69 

P2 c = 0.49 
96.78 

[97 .36; 

r 0.49 1 

: ' 0.69 
1 ' ll09 .24; 

:-0.491 
' 

=;-0.691 

}b. 73¡ 

·a.E9: 
: -0.49 

97.36 

Barra "d" 

-0.8 0.6 

P
1
d= -0.6 -0.8 

o o 

o¡r-3. 62\ [4. s20 

º¡[2.72¡- o 
1 o j o 
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0.6 
-O. B 

o 

o¡r3.621 
01!-2.121 

1 J l o j 

_ r ~4. 528
1 - ' o 

l o j 

En la figura 2.42 se representan fuerzas cortantes y momentos flexionantes y en 

la figura 2.43 fuerzas normales. 

0.49 

/1' 

' 
97.36 ~----"'-----C':::í 

0 ~ 
96.78 

0.69 

( 

~ 
. i ' 
17 / 

:+ ,7777 110.03 

3.2 

¡ " 
1 / 

/ . 0.69 

~ 109.24 

2.42 

4.5~·~-----,l :·
49 

0.69 0.69 

1 
3.20 

0.49 

4.528 

Figura 2.43 
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2.9 RETICULA O EMPARRILLADO. 

Una retícula es una estructura a la cual se le aplica la carga en piar.os 

perpendiculares al plano que la contiene. Por lo cual será una estructura con tres 

grados de libertad por nodo. uno lineal y dos angulares como se vió en el capitulo uno. 

En igual forma que en .armaduras y marcos primero se determmará las 

submatrices de rigidez en el sistema global. para esto se sabe que: 

k',, = T K,
1 
T' 

y en el caso de retículas la matnz de rotación T se detarmina a partir de la figura 2.45 

y.y' 
,A 

Py 

z1~~ 
¡¿('z· Mx 

Figura 2.45 

de la figura 2.45 se puede observar que: 

barra 

M; = Hx sena • H, cosa 

en forma matricial: M~ 

11 o -mi 
Hx 

P' = o l o py y 

H; m O 1 H, 
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por lo tanto: 

rl O -m¡ 
T = 10 1 O'. 

lm O l] 

De la matriz general de 12x12 en el sistema local. la matriz de rigideces para un 

elemento reticula es de la forma: 

r~ o o GJ o o --L 
1 

12EI 6EI o -12EI 6EI · o ?"j L' L' L' 
6EI 4EI o -6EI 2EI , o _¡ 
L' L L' L 

1 /( = 
GJ GJ o o o o ' --

1 L L 

o -12EI -6EI o 12EI -6Eii 
Ll L' Ll L' 

o 6EI 2EI o -6EI 4EI 
L¡ L L' L 

Haciendo la rotación del sistema local al global se obtiene: 

K{¡ = 

GJ1 2. 4Eim2 -6EI -m 
L L L' 

-6EI 12EI 
m Ll L' 

( GJ _ 4EI) l.m 6EI 
L L L' 

- GJ 12.i§.!m2 6EI m 
L L L 2 

_ 6EI m _ _!3.g 
L 2 L 3 

( GJ_~)lm 
L L 

6EI 1 
L' 

GJm2.4EI1 2 
L L 

- ( GJ •Y.!_ ) lm 
L L 

6EI l 
L2 

-!!:!m2 •~l 2 
L L 

-(GJ.~)lm-6EI1 
L L L 2 
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K, K' ' 
21 = 12 

GJ1 2. 4Eim2 
L L 

6Eim 
¡,2 

( GJ _ 4EI )lm 
L L 

6Eim 
L' 
12EI 
¡,l 

6EI ---
L2 

_ 6EI l 
¡,2 

GJm2 4EI 12 i -¡; ·¡;- j 

2.9.1 Ejemplo.- Analizar la retícula mostrada en la figura 2.46 

D 
~ /•/.//~ 

s'º" A s}(º" /. _ 
3 m 1.~ 

1.$~~: w:_2tonlm ,.... 1 ~,/ 1.Sm 

r- B b Jol<3o C -r-
/ 4m 

E = 11 f;, kgl cm2 

f;, , 250 kg/c:m2 

Figura 2.46 

la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura en ei sis•ema global está dada 

par: 

las unidades utilizadas para determinar el vector de caras serán toneladas para 

las cortantes y toneladas-centímetro para los momentos, así: 

Baraas a y e barra B 
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1r = 
Pl 

= 187.S Ton-cm H= 
¡,¡j2 

= 2 66. 7 8 12 Ton-cm 

V= 
p 

2. 5 Ton V = 
wl 

= 4 TO! = 2 2 

El vector de cargas y el de desplazamientos se puede escribir: 

[.-i:~s r 1 
¡\0~8/ 

¡Pya r-187.5
1 a'ysl -6.5 

i~t· 1 -266. 1¡ 1 ' 
' ;:9 llO~s, 

IM;c 
= = ? -187 .s

1 
\O '..r:. 

-6.5 
a'' 1 p· 

266. 7 J yr: yr:. 

_H;cJ IOx) 

Para valuar las submatrices de rigidez para cada barra se sugiere organizar la 

información en la siguiente tabla: 
fil 

Barra E G 1 J L El GJ . 1 m 

ayc 221.36 88.54 540000 370980 300 1.1953x107 3.2846x107 o 1 

b 221.36 88.54 67500 114210 400 1 .4941x107 1.0112x107 1 o 

Para determinar el momento polar de inercia J se utiliza la expresión J = B b~ h 

donde B es función de la relación h/b, como se indica en la siguie:'lte tabla. 

h;b 1 1.5 1.75 2 2.5 3 4 6 8 10 

f3 0.141 0.196 0.214 0.229 0.245 0.263 0.281 0.3 0.313 0.33 

Sustituyendo en las matrices transformadas al sistema global: 
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Barras a y e 

Barra b 

o 
1 

1

1593733.3 -7968.87 

Kí14,c = -7968.87 53.13 

o o 
o 1 

10948. 56: 

1

796886. 67 

Kí2.,c = -796
0
8 .87 

7968.87 

-53.13 

o 

o 1 

o 1 

-10948.56; 

K' K'' Z1LC = 12&.e 

1

1593733 .3 

Kí2.,c = 796~.87 

7968.87 

53 .13 
o 

o 
o 

' 10948 .56; 

[25280.38 

Kiib = l ~ 
o 

2.80 

560.31 

o 1 
560.31 J' 

149417.33 

1

-25280 .38 

Kúb = O 
o 

o 
-2.80 

o 
560.31 

-560.31 74708.67 

K, K'' 
21 = 12 

1

25280.38 

Ki.2b = O 
o 

o o 
2.80 -560.31 

-560.31 149417.33 
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sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento: 

-187.5 1619013.7 7968.87 o -25290.38 
-6. 5 ' 7968.37 55.93 560.31 o 

.-266. 7 o 560.31 258905.89 o 
: 

~-25280.38 '-187.5 o o 1619013.7 
-6.S o -2.80 -5ó0.3l 79ó8.87 

. 266. 7 o 560 74708.67 o 

Solucionando el sistema: 

Por compatibilidad 

0.001976 1 
-0.418715 

1 
: -0.001447 i 

1 0.001976 ' 

l-0. 4187151 

0.0014479 J 

d',. = O d'. = d' 6 

d',• = d' 6 d' 2• = d'c 

d',c = O d' 2c = d'c 

~:.. 
o o 

-2.SO 5ó0.3l dy• 
-560.31 74708.6; 'l>~s 

7969.87 o :; '.,e 
55.93 -Só0.31 

-560.31 258905.9 dr-
<IJ~c 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra en s: sistema 

global: 

Barra "a" 

P', = K',, d', + K',. d', 
P', = K',, d', + K',2 d'2 

P,. = K',,.d',. + K',..d',. 
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-·~. -· ; ' .- -~ < 

M;z¡ 179 6886. 67 ·7968. 87 .. o . l[0.00197691 -17621 

Pj,11 = -7968.87 -53 .13 o - . -0.418715 = 6.5 1 

lM;zj o o -109488 .561 '-0.0014479J 158.51 

r 
N;1 7968.87 o 
Pj,1 = 7968.87 53 .13 O· 

M'.,I 

11593733 .33 

o o 109488.56 
' .... 

en forma similar para las otras barras se tiene: 

Barra "b" 

M;1 
[ o. 00 1 

' Pj,1 = 0.00 ; 

M;zj l-108.2, 

Barra "e" 

H;1 
1-17 62 

P;1 = 6.50 ; 

.M;l 
-158.5 

Comprobación del equilibrio: 

P'e = P'2a + P',• 

-187.S 
-6.S 

-2 6 6. 7 1

-187.5 

= -6.5 
-158.5 
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Pj,1 

LM;¡ 

M;; 

Pj,1 

H;; 

10.0019769] ¡-187 .51 
-0.418715 1 = -6 .5 1 

-0.0014479; ,-158.Si 

[ o. 00 ' 

= 1 o. 00 1 

ll08 .2J 

¡-187.51 
= -6 .5 

158.5] 

si cumple 

,( 

( 



. - . ~--·": ... ~ - ;: ._ ;_~ ~-·- ~---'~ i. ·-·-~-

1

-187.5) r º 1 r-1s1.51 
-6. 5 i = l. o 1 - : -6. 5 1 

266. 7 J 108.2. [ 158 .5 J 

si cu:nple 

Para la rotación del sistema global al local se sabe que : 

p = T' p· 

r

o o lif-17621 [158.51 

f'_v1 = O 1 O 11 6 • S 1 = 1 6 • 5 j 
M,, L -1 o o. t 15 8 . 5 J l 176 2 

-158.S' 

-6.5 
187. 5 ¡ 

en forma similar para las barra b y e 

Barra "b" 

lM,, 
1 o 

Mxz 

= l10~.2l Py1 - o ; Py2 

.Mrl -108.2 Mrz 

Barra 11 C11 

Mx1 -158.5 Mxz 
1158.5] 

pyl = 6.5 Py2 = -6. 5 

M,1 158.S M,2 187.5 
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Los elementos mecánicos finales se obtienen en forma similar a los de los marces 
así: 

1 . • .. 

Figu:-a 2.47 
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2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPACIO 

Rotación del sistema local al global de una barra en el espacio: 

z· 

Se sabe: 

cosa = 
Xi.-X{ 

COS/J 
y.;-y: 

= COS"( = 

Por otro lado: 

L L 

Px'= Px cosa + Py cosa, + Pz ces o2 

Py'= Py cos {3 + Py ces /3, + Py ces {32 

Pz'= Pz ces y + Pz ces y, + Pz ces y2 

en igual forma para momentos en forma matricial y llamando 

cosa 1 = li ; cos{3i = mJ. ; COS'{i = n,¡ 

p;. 1 1, 12 o o o 1 Px 
P' m m, m, o o o 

y Py 
n n, ª2 o o o 

p• Pz z 
= 

N' o o o 1 1, 12 
Nx 

" 
M' o o o m "' m.. 

My 
y • j [Hz 

11; o o o n n, n, 
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de donde: 

1 1, 12 o o o' 
1 

m m. D12 o o o 1 
1 

n n. n, o o o 
T= 

o o o 1 l. L. . ' 
b 

1 o o m m.- In¡: 
' o o o n n. ni 

l • 

De la matriz de rotación l. m, y n representan los cosenos directores del eje "x" 

en el sistema global de referencia. Para determinar los cosenos directores 1,. m, y n, 

del eje "y" partimos de seleccionar a dicho eje perpendicular a los ejes x y z' de tal 

forma que el producto vectorial de z' con x coincida con el eje y; así: 

r . j k) 1l 

y = z' X x = I O o i' = -m, - 1} . ok ' ni l2 m , 

corno y no es unitario entonces: 

y= l 

J 1 2 ·m2 
y 

si llamarnos D = ,¡ l 2 ·m 2 , entonces 

_ ml 
D 

y= 1 
D 

o 

por lo que: 

11 
m 1 y n1 = o = i m1 = 
D D 

98 

-------- -·-·~-- -·------



El eje z se· determinará por la condición de ortogonalidad 

por lo que 

í i j k: 
z xxy : 1 1 m n' : 

' D 1 
1 oj l -m 

lz-1' 1 
: ~ 

n: ( 1 - - m- ) - ( 1 - -m• ) -
( 1 2 ·m'l 

1 zl " 1 

1 
1 2 • -n D 

n 
111:z • -m -

D 
z = z y 

finalmente el transformador resulta: 

1 m _ nl o --
D D 

1 mn o m --
D D 

n o D o 
T • 

o o o 1 

o o o m 

o o o n 
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En el caso de que el eje "x" coincida con y' -1os ejes •z• & "z' ".coincidirán corno se 
muestra en la si_;Juiente figura 4.29. 

y· 
1' 

1 

íilx 
¡ : . 
! i 

y :../ ___ ...., • ..__ _____ ~, )(' 

z// 
/ 

,/ 

z· 

y el transformador resulta: 

; o 
1 

-1 o 
l o o 
o o 1 

T = 

1 ~ 
o o 
o o 
o o 

y· 

X' 

o o o 

ºI o o 
o o º1 

- _¡ 
' 

o -1 o! 
l o o' 
o o 1 j 

y en el caso de que el eje "x" coincida con z' los ejes "y" y "y' "coincidirán también corno 

se muestra en la figura 2.50, el transfoílilador resulta: 

o o -1 o o o 
o l o o o o 
1 o o o o o 

T = 

o o o o o -1 

o o o o 1 o 
o o o 1- o o 
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MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3 

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA 

La matriz de rigideces se modifica con la finalidad de considerar diversas 

condiciones de frontera. Supongase una estructura como se muestra en la siguiente 
figura: 

B 

A 

a 

o 
,t/// 

b e 

e 

D 

Figura 3.l 

Si se consideran unicamente los grados de libertad de los nodos 8 y C para el 

análisis del marco, entonces la matriz de rigideces de la barra "a" debe modificarse para 

tomar en cuenta el grado de libertad del nodo A. La modificación se realiza 

considerando las condiciones de frontera es decir: 

.. 
M, =O cp, "O 

N, "O U, =O 

V, "O V =O 1 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la barra está dada por: 

N1 Ku K12 Ku J(,_ K15 Kl6 Vi 

v, Ku Kn K23 K,. K2s K20 v, 
H, K,, Kn K,, K,, K,s K,• tp, 

= 
N2 K41 K,2 K., K... K,5 K,• (/2 

Ví x,, K,, K,, Ks, K,, Kso Vi 
N2 x., x.2 K., K;, K•s K•• 'P2 
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/ 

sustituyendo las condiciones dé ·frontera en el extremo·1 .. 
·-

N1 ÍK:i ./(12 K,3 Ku K,5 .K:• ro , 
v1 Ki1 K22 K2J K2, K25 K2• 1 o¡ 
o KJl K12 KJJ K3, K35 K3• tp .. . ' = 1 

N2 Ku lí,2 K,3 K,, K,5 x,. (/21 

Vi Ks1 lí52 Ks3 K~" Kss 

:::1 l~J u,j K•1 }(62 Ko x •• K•s 

de donde se puede escribir: 

de donde: 

en forma matricial: 

• N., K;3 K,_ KlS K, • <P: ¡ 
• 

(/21 vi = K23 K24 K2s K2• 

o K33 KH Kis K3• Vi 1 
t!J. 

o = ~ <t>, + K.. u2 + K,, u2 + K,. <!>2 

<t>, = -K",, ( K,. u2 + K,. u2 + K,. tt>2 J 

v, 
<Pi= -x;; ( Ki• Kis K,. J Vi 

<P2 

Es decir que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 se puede determinar el 

giro en el extremo 1. 

Por otro lado se tiene: 

N, K,¡ K,, K,s 
K40 l f <P1 

Vi = Ksi Ks• Kss Ks• V, 

1'12 K•i K•• /(65 K••J l Vz 
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sustituyendo el valor de <?>,: 

[N21 [K•31 
ru r .. K45 K 46l ¡u2 

-K3'{ [K3,K35K36 ]1V: IV2 =,Ks3 • Ks• Kss K--¡ •V-
~ 1 

~o \ ' 

L''lzj lK;3 j l <P, J '.K6.; K;; Ko< :1>-
D; • ~ 

r N21 · .K4, K,5 K,61 K,31 
1 lfii : K;, K55 K5,I - K;3; 

lM2J K64 K65 K66 J K63 j 

r u2] 
-K331 (K34 K,~K3 .Jj V.j 

' ' 
l<P2J 

esto es: 

donde K
0

22 es la matriz de rigideces modificada. 

-

La matriz de rigideces modificada es la que se utilizará para efectuar el 
acoplamiento de las barras cuando no se incluya el grado de libertad del nodo "A", así: 

G.L.=6 G.L:7 

Figura 3.2 
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3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD 

El procedimiento anterior se puede simplificar condensando los grados de libertad 

de las fuerzas que son nulas: 

M, =O 

~,..a 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la barra "a" que se puede escnoir de la 

siguiente forma: 

N1 r 1K11 K:2 x,J x,. K:s l r 1 .K:o .u,
1 

v1 Kn K,, K,3 x,. x,, K,. v1¡ 

M1 KJ1 K32 KJJ K34 KJs K3• '1>11 
= 1 N, KH K., K43 x •• x., K46 ¡u, 1 

v, 
(s: 

Ks2 KsJ K54 Kss K.:;
6 

~V .. , 
- 1 • 

M, x.1 K., x.3 x •• x.s K••J l<t>,J 

que se puede arreglar y particionar de la siguiente manera: 

N1 K11 K12 Ku K1s K10 K13 u1 

v1 K21 K22 K,. Kis K26 x,J v1 
M1 x., x., x •• K., x •• x., rfi1 

= N, Ks1 Ksi x,. x,, x,. x,, u, 
v, x.1 x., x •• x., K•• x., v, 
M, Kn K32 K" K3s KJ• K33 .p, 

en forma simplificada: 

[p~l = [K~1 K~2] [U~11 
Pi K21 K22 U.2 
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de la segunda ecuación: 

P' =1t 'U'+1< 'U' 
2 1 '21 1 ''22 2 

pero P," = O entonces 

u ' = -K"' lo( ' u ' . 
2 22 1 '21 1 

de la ecuación 1 

P,' = K,,' u,· + K,; u; 

sustituyendo u2 

P,' = K,, U, - K', 2 ~2 ~. U, 

de donde: 

K ' K, ' Kº' 1< ' K0 

11 - 2 22 ''21 = 11 

para el ejemplo anterior: 

N. l l(:.:. K:: K,, K;; K. .Z:J -· 
V1 K,: K,, K:. K~~ K;., .'(, 

N: = K..: ~~ KH K,; K.. .. K¡¡ K;,' [I<j,K00 I<j,K,,K,.J 

Ví KS1 KS2 KS. KSs KS. K,, 

M2 ~l ~2 R;;. R;; s R;;. K;,, 

Sustituyendo condensaciones de frontera U, = O y V, = O lo que consiste en 
eliminar los renglones y columnas correspondientes, así: 

N,. x •• 
v; = K,, 

105 



Que es el mismo resultado que se obtuvo al modificar la matriz de rigideces de 

la barra "a", de lo anterior se puede decir que la operación de condensación con~iste 

en compactar los grados de libertad de una estructura, a aquellos que son de interes 

para el analista, al modular un problema dado. Generalmente los grados de libertad 

compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento. 

3.3 MATRICES DE PERMUTACION 

Estas matrices se forman mediante la permutación de renglones o col un- -,as en la 

matriz identidad. Si se premultiplican se intercambian renglones y se postmu•tiplica se 

intercambian columnas. 

Para ilustrar lo anterior intercambiar el primer renglón por el tercero, así como la 

primer columna por la tercera de la siguiente matriz. 

Ku K12 K:3 

K= K21 K22 Ki3 

K31 K32 K33 

11 o 
o 

[º o 
l 

I= O 1 o ; MP= O 1 o 
o o 1 1 o o 

[~ 
o 1 Ku Ku Kn Kn .K32 .K33 

1 o K21 Ki2 K23 = K21 K22 Ki3 
o o Kn Kn K3J K11 K12 K13 

Kn K32 .1\33 o o 1 K33 K23 Kn 

K21 K22 K23 = o 1 o = K23 K22 K2: 

Ku K12 Kll 1 o o Kn K12 Ku 

l.() ó 

~-, .. , .. 
·~. 

'( 
\ 



METODO DE SUBESTRUCTURAS. 

En la aplicación del método de las rigideces para estructuras de alto grado de 

hiperestaticidad cinemática en computadoras de poca memoria central, es necesario 

particionar la estructura en un número arbitrario de subestructuras. tomando en cuenta 

la capacidad de la máquina. 

Se llama partición estructural a la división de la estructura completa en un número 

dado de subestructuras donde las uniones o fronteras de cada subestructura se fiian 

arbitrariamente, es convenier;te tomar particiones estructurales correspondientes a . 

particiones ñsicas reales. Como las propiedades de rigidez de cada subestructura 

pueden valuarse a partir de sus condiciones de frontera y de las propiedades 

geométricas y elásticas de cada barra que la componen, entonces cada subestructura 

puede tratarse en forma independiente aplicando el método directo de las rigideces, 

para condensar los grados de libertad correspondientes a los nodos intermedios (los 

que no estan en· las fronteras) a los grados de libertad en las fronteras (las fronteras son 

comunes a dos· subestructuras adyacentes), para después hacer el acoplamiento de las 

subestructuras condensadas (este proceso se conoce como relajación de las fronteras) 

a través de las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad, el !:isterria de ecuaciones 

resultante permite determinar los desplazamientos en los grados de libertad. 

Cabe aclarar que el sistema estructural puede ser cualquiera por complejo que 

este sea, solo que aquí se presenta el de la figura 4.1 para que resulte más ilustrativo. 

Como primer paso es dividir la estructura en un n~mero conveniente de 

subestructuras, a las que se les imponen fronteras fijas ( estas fronteras son comunes 

a dos subestructuras adyacentes ). Esta división es arbitraria, se hace cuidando la 

capacidad de la microcomputadora, para este ejemplo se elige la partición que se 

muestra en la figura 4.1 
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::l 
N • 
};, l/ ~·· 
</ ¡':-1 ._ __ 

PQ~L ' 
i ' 
~--

9'D ll 

" 

1 E o " 
/, ~. ~---.. ~ ... ___ 

1 
SI.ID '11 

• ' l -
Figura 4. 1 

En la subestructura 1 tos nodos M, N y P y en la subestructura 11 los nodos G. H 

e 1 se denominan nodos interiores, mientras que en la __ subestructura 111 no hay nodos 

interiores. 

Una vez hecha la partición se procede al análisis de cada subestructura en forma 

independiente asumiendo las fronteras impuestas (.que como ya se mencionó son 

comunes a dos subestructuras adyacentes), para condensar tos grados de libertad a 
' 

las fronteras, así como para determinar los vectores de empotramiento (reacciones er 

las fronteras necesarias para que los desplazamientos sean cero): 

Al condensar tos grados de libertad a tas fronteras, las subestructuras (fig. 4.1) 

se puden considerar como elementos equivalentes como se ilustra en la figura 4.2. 

?O l Sub. I .. l 
~y~ ---¿~ ... 

-¡¡¡¿ 
Sub. 11 

1 ., ~ p~ /77?) ___.,. ... ~ ... 
.:t..t.:' ..:.t.:../ 

1 

Sub.111 

1 
/77T /77T 

(a) (b) 

Figura 4.2 
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Cuando las fronteras son relajadas las reacciones y cualesquiera fuerzas 

aplicadas en ellas, pueden no estar en equilibrio, ,:ior lo tanto la relajación inducirá 

desplazamientos de magnitud tal que se satisfaga el equilibrio en las fronteras. 

Para hacer el acoplamiento (relajación de las fronteras) a los vectores Rb se les 

cambia el signo para poder sumarlos con los vectores Pb que son las cargas aplicadas 

directamente en las fronteras como se indica en la figura 4.2.b 

El acoplamiento de los elementos equivalentes de la figura 4.2 queda definido por 

las mismas reglas que para el ensamble de barras por el método directo. 

Por otro lado el orden de las submatrices va a coincidir puesto que los puntos de 

unión o fronteras son comunes entre subestructuras adyacentes. 

Al solucionar el sistema de ecuaciones que resulte del acoplamiento, se obtienen 

los desplazamientos en las fronteras de las diferentes subestructuras, naturalmente la 

solución de los' desplazamientos en las fronteras implica un número peque¡io de 

incognitas en co'mparación con la solución de la estructura completa. 

Finalmente se determinan los desplazamientos en los nodos interiores provocados 

por las cargas aplicadas directamente sobre dichos nodos más un desplazamiento qu!_ 

se le llama de corrección por la influencia de los desplazamientos de las fronteras. 

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS. 

Se sabe que la ecuación fuerza-desplazamiento de un sistema estructural está 
dado por: 

P = K O 

Si denotamos al vector de los desplazamientos en las fronteras (comunes a dos 

subestructuras) por Ub y el vector de desplazamientos en los nodos interiores (cada uno 

ocurre en un punto interior de solamente una subestructura) por Ui y a las 

correspondientes fuerzas en las fronteras y en los nodos interiores por Pb Y Pi 

respectivamente, así la ecuación fuerza-desplazamiento se puede escribir como: 

" 



' . ; ·,: ' .. ·~::: '·' :;;;¡ ¡ ~. . .• 

4.1 

El total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural, se calcula 

por la superposición de dos vectores tal que: 

4.2 

donde Uª denota el vector de desplazamientos debido a las cargas P, cuando Ub =O 

y u~ representa la corrección necesaria a los desplazamientos Uª teniendo en cuenta 

los desplazamientos Ub cuando P, = O, por lo que el ·vector de desplazamientos se 

puede escribir: 

donde: 

[
rf:; 

v'1 

[ ªb] = [ifo . [ug
1

j 
u, el; v'1 

Es el vector de desplazamientos cuando las fronteras están fijas; 

por lo que ifo = o 

Representa la corrección debida a la relajación de las fronteras. 

4.3 

Similarm~nte correspcndiendo a los desplazamientos Uª y u~ las cargas pueden 

expresarse como: 

p = Pª • P~ 4.4 

o bien: 

[;:] = [:~] • [~] 
4.5 
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donde por definición: 

de Ja segunda ecuación del sistema 4.1 cuando las fronteras están fijas (u; = o), se 

tiene 

pª 
" = K,, d; 

de ·donde: 

di - ¡ 
P, = K,, 4.6 

de la primer ecuación del sistema 4.1 

p~ : Kbi d; 
sustituyendo la ecuación 4.6 

p~ -' 
'7 Kbi Ki.i P, 

donde P; representa las reacciones necesarias en las fronteras para mantener a u. =O 

cuando las cargas en los nodos interiores son aplicadas. es decir la infiL.;er.c:a de las 

cargas aplicadas en los nodos interiores sobre las fronteras en cada subestructura ver 

figura 4.3.a. "'· 

Cuando las fronteras delas subestructuras son relajadas. los desplazamientos u~ 

pueden determinarse a partir del sistema de ecuaciones 4.1. asi, considerando la 

segunda ecuación de este sistema: 

pero Pf°= O, entonces: 

4.8 

Se puede observar que Ja ecuación 4.7 representa la corrección de los -

desplazamientos en los nodos interiores por la relajación de las fronteras. 

De la ecuación 4.1 

que sustituyendo la ecuación 4.8 se obtiene: 

l.l.l 



facto rizando: 

p~ = 4.9 

si llamamos 

la ecuación 4.8 se puede escribir 

donde K0 es la matriz de rigideces en las fronteras (condensación de la matriz de 

rigideces a los grados de libertad correspondientes a las fronteras dP i:::s 

subestructuras), u: representa los desplaza:'!'lientos en las fronteras y F'!, es el vector 

de cargas en las fronteras considerando la influencia de las cargas aplicadas en los 

nodos interiores. 

De la ecuación 4.4 

4.10 

donde P0 es la carga aplicada directamente en las fronteras y pi es la influencia de las 

cargas aplicadas en los nodos interiores, ver figura 4.3.b. 

Para el acoplamiento como ya se indicó las subestructuras se consideran como 

elementos equivalentes ver figura 4.3 y se aplica el método directo de las rigideces para 

establecer la ecuación fuerza-desplazamiento, así: 

aqui P: se considera como 

donde K
0 

es la matriz de rigideces del sistema acoplado y uff es el vector de 

desplazamientos en las fronteras (impuestas inicialmente) de toda estructura. 

Para ilustrar este método se presentan ejemplos numéricos aplicados a la 
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solucion de armadura y marcos. 

4.2 ARMADURAS 

Aplicando el método de las subestructuras determinar la fuerLa en cada una de 

las barras de la estructura que se muestra en la figura 4.3 

1Z 

r J 

7 8 3m 

' H G" ' 

3t.>n ___ _. 

St.;n ___ .., 

5 
3m 

5 tvn ___ __, 

E' F 

3 3m 

/ C· 

1 
e 

3m 
1 2 

A B 
// / I ; /?/ 

St,;;n ___ ~ 

4m 

Figl11"a 4.3 

Para realizar la partición de la estructura hay varias. opciones, algunas de estas se 

ilustran en la figura 4.4. 

En el primer caso figura 4.4.a, para la subestructura superior resulta una matriz 

de 8x8 la cual se condensaría a una de 4x4 y, para las dos subestructuras siguientes 

resulta una matriz de BxB, las cuales no se condensan y filalmente para la subestructura 

inferior resulta una matriz de 4x4 la cual tambien no se condensa por lo cual al hacer 

el acoplamiento de los elementos equivalentes (relajación de las fronteras) resultará una 

matnz de 12x12. Para la partición mostrada en la figura 4.4.b. la estructura intermedia 

de una matriz de 12x12, la cual al condensar resulta de 8x8 y al hacer la relajación de 
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las fronteras se tendría que trabajar con una matriz de 8x8. Para la partición mostrada 

en la figura 4.4.c, en la subestrucutre superior inicialmente se maneja una matriz de 

12x12 que al condensar resulta de 4x4 y para la subestructura inferior inicialmente la 

matriz es de 8x8. que al condensar tambien resulta de 4x4. 

(a) (b) (e) 

Figura 4.4 

En este e1emplo se trabajará con la opción que muestra la figura 4.4.c 

En la figura 4.4 se muestra la topología considerable en las subestructuras, se 

puede observar que los nodos E y F (fronteras) son comunes para ambas 

subestructuras. 

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA 1 

Aplicando el método directo de las rigideces Ja ecuación fuerza-desplazamiento 

para esta subestructura resulta: 

,,,... ,¡JC',1 .. ·1.c'.... o ¡.<.¡.. <~.. o o O'~ 

\.-:i 1 11r:.1.·c.<.i. (IC~. CIC'iJ. o o:~I 
:,: l vc;.a vr;.i.. IAi.lt-<~.-cic.111-<.<.i...-<M:",1. VC'a),, flC;. '"~ a 
,,,~ · ¡ ~1. 1<.>. c<,l., ¡.c¡.¡,,-vr_,1 .. -¡lc'.I., .. ii::.1.·1.<.i. ve.- 1.<at. o: 
!,\ 1 o o ui;:." c.c¡.i. t<.>.-c~·tK.l.1 1K.¡., a: 
~p .. 1 º º c .. 1., 1..c;.i. '""),· ,..c;.¡,,.01-.. .• -cic:.l., o;I , 'I l .,. 

Las submatrices de rigidez en el sistema global para un elemento barra armadura 

están dadas por: 
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= EA [1 2 

L ml 

k{i = Kú = -Kú 

lm l 
ml 

Por comodidad y rapidez se recomienda hacer la siguiente tabla para organizar 

la información: 

Barra EA 

5 1 

6 1 

7 1 

8 1 

11 1 

12 1 

17 1 " 

19 1 

18 1 

20 1 

sustituyendo: 

Barras 5,6,7 y 8 

Barras 11 y 12 

L 1 m ¡> 

300 o 1 o 
300 o 1 o 
300 o 1 o 
300 o 1 o 
400 1 o 1 

400 1 o 1 

500 0.8 0.6 0.64 

500 0.8 0.6 0.64 

500 -0.8 0.6 0.64 

500 -0.8 0.6 0.64 

Barras 17 y 19 

o ] 1 o ·4 

33.3 

Barras 18 y 20 

r 12. a 
K{ 1 =EAl 9 • 6 

m' 

1 

1 

1 

1 

o 
o 

0.36 

0.36 

0.36 

0.36 

9. 61 o-· 
33. 3 

1 

[
25 

Kú = EA O o ] 10·• 
33.3 

. _ ¡12.s -9.6] o·• 
K11 - EA -9. 6 3 3. 3 1 

sustituyendo en la matriz de rigideces y particionando en la forma 
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o 
o 
o 
o 
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0.48 

0.48 
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f 12.8 9.6 o o -o o -12.8 -9.6 o o ·a o 
9.6 40.5 o o o· -33.3 .. -9.6 -7.2 o o o o 
o o 12.8 . -9.6 -12.8 9.6 o o o o o o 
o o -9.6 40.5 9.6 -7.2 o -33.3 o o o o 

1 o o -12.8 9.6 50.6 o -25.0 o o o -12.8 . -9.6 

o -33.3 9.6 -7.2 o 81.0 o o o -33.3 -9.6 -7.2 

-12.9 -9.6 o o -25.0 o 50.6 o -12.8 9.6 o o :1 o·• 
-9.6 -7.2 o -33.3 o o o 81.0 9.6 -7.2 o -33.3: 

1 

o o o o o o -12.8 9.6 37.8 -9.6 -25.0 o ' ! 
o o o o o -33.3 9.6 -7.2 -9.6 40.5 o o 
o o o o -12.8 -9.6 o o -25.0 o 37.8 9.6 i 

o o o o -9.6 -7.2 o -33.3 o o 9.6 40.5 

Para obtener la matriz de rigideces condensada para esta subestructrura se aplica 

la ecuación: 

realizando operaciones: 

4.42 0.02 -4. 42 -0.018 

o o o -0.003 
10 .. 

Kº" = 
-4. 42 0.018 4.42 0.02 

o -0.0057 o o 

El vector de empotramiento y los desplazamientos en nodos interiores producto 

de la influencia de las cargas aplicadas directamente en los nodos interiores estan 

dadas por: 

1 
PGx 

1 
PGy 5 

PHX 
o 
o 

1 

a 
PHy o 

P,I = 1 = 

P~r = 
-l Pix 3 

( Kbi K¡¡) r piI o 1 

a -l Piy o P;.I = ( K,¡) r P,r 1 
PJx o 
p~ 

lló 



haciendo operaciones resulta: . 

r 0.463
1 0.165 

-3.63 0.398 

P:r 
-8.25 a -0.150 

X 10 4 = ; .. D.r = -4. 37 0.829 
8.25 0.211 

o. 791 
-0.172 

SUBESTRUCTURA II 

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuación fuerza-desplazamiento 
P • = K • D • para esta subestructura resulta: 

P, ¡x; ,),, ·t"'2l,. -t.;,¡, (Kz),o t<;,1, (<¡,),, o, 
p~ (~,).~ (~ .• -(~ .• ·t"'2). (l(j,)., ve;, 1. o. 

¡Pe¡ tX:,i, (x;'z} 11 t~, -t~ .. ·t"i.~-(1<.>,.·tK.>, t"i.>. . ,OC, 

¡P'~ 1 (/(,),. tKal. (~~ t~·t"'1l,,·t"'1>,·tK.i,. ·t.<,).:: u~ 

En igual forma que para la subestructrura I, para valuar las rigideces de la 
subestructura 11 se hace la siguiente tabla: 

Barra EA L 1 m ¡• m• lm 

5 1 300 o 1 o 1 o 
6 1 300 o 1 o 1 o 
7 1 300 o 1 o 1 o 
8 1 300 o 1 o 1 o 

11 1 400 1 o 1 o o 
12 1 400 1 o 1 o o 
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48 

·19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48 

18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48 

20 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48 
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sustituyendo 

Barras 1,2,3 y 4 Barras 13 y 15 

Barras 9 y 10 

ro 
Kíi = EA lo 

Barras 14 y 16 

'12.0 9.6j' 
4 Kíi = EA [ 9 • 6 7 • 2 1 O . 

[
12.8 -9.6' 

Ké: - EA 10-• 
- -9.6 7.2] 

sustituyendo en la matriz de rigideces resulta: 

37_ 8 -9. 6 -25. o o o o -12. 8 9. 6 1 
-9. 6 40.,5 o o o -33. 3 9. 6 -7 2 1 

. 1 
-25. o o 37. 8 9. 6 -12. 8 -9. 6 o -3~ 31 o o 9. 6 40. 5 -9. 6 -7_ 2 o 

o o -12. 8 -9_ 6 50. 6 o -25. o o 
o -33. 3 -9. 6 -7. 2 o 81.0 o o 

-12. 8 9. 6 o o -25 o o so_ 6 o 
9. 6 -7. 2 o -33_ 3 o o o 81. o 

particionando la matriz de rigideces en la siguiente forma: 

Para condensar a los grados de libertad en las fronteras se aplica la fórmula: 

después de realizar operaciones se obtiene: 

32.40 -5.53 -27.10 2.38 

-5.32 23.80 -2.36 -4.73 
10-< 

-27.10 -2.38 32.40 5.53 

2.36 -4.73 5.55 23.80 
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El vector de empotramiento y los desplazamientos en los nod~s interiores están 
dados por. · · 

realizando operaciones: 

-0.8251 
0.620 

-1.6751 
-l.250j 

RELAJACION DE LAS FRONTERAS. 

a 
P,II = 

UJ.II 

f Péx] 

r ~ j P' Cy 

Póx Oi 
! 

01 
Póy ' 

f 1307 .251 
1 o 

= l 6450.85 j 

El acoplamiento de las subestructuras se hace considerandolas como elementos 
equivalentes. 

La ecuación fuerza-desplazamiento está dada por. 

donde: 

para este caso en particular como se tienen dos subestructuras la expresión anterior se 
puede escribir. 

el vector de cargas aplicado directamente en las fronteras resulta: 

PEx 5 

PEy o 
pb = = 

PFX o 
pFy o 
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f 

- '• . 

por lo que: 

51 r -3.631 

1 
c. 831 r9 . .¡51 

pg o -8.251 o. 62 1 ~ ¡ 7.73 
: 

-!-i.59: o -4. 3 7 j i 6. 05 1 

o 8.25 l-i.25] l-1.00, 

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene en este caso particular sumando 

las subrnatrices condensadas para las subestructuras r y II. así: 

sustituyendo directamente en la ecuación fuerza-desplazamiento se tiene: 

r 8 1 f 36. 82 -5. 55 ' ÍD~) 
1 9. 4 ' -31.52 2. 36 1 ; - ' 

1 7. 63 -5. 53 23.80 -2. 36 -4.76: 'D i 
: ¡ 10-< Ey 

16. 05 -31.52 -2. 36 36.82 5.55 DFx 

-7. ºº 2.36 -4.76 5.55 23.80]' D¡y 

solucionando el sistema: 

corrección de los desplazamientos en los nodos interiores: 

sustituyendo valores en las dos expresiones anteriores obtenemos: 
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··-

48219.06 
. ' 

11494.74 

48296.60 11452 .si] 
Dfr = 

-11004.82 l ~ 7429.021 l D,II = 
65141.43 EA 11489.93 EA 
11490.29 -7290.47] 
65128.16 

-11014.181 

por lo que los desplazamientos totales en los nodos interiores se obtienen con la 
expresión: 

sustituyendo: 

[52849.06' 

13144.74 

52276.60 

-12504.82 l D,r = = 
,73431.43 EA 

13600.29 

73038.16 

-12734.18 

rD~x] 
Dayi 

1 

Dáx 

DHy 
; 

Dí."< 

DÍy 

Djx 

Djy 

D.i:: = 

12759.76 

7424.02 
11489.93 

[-7290.47 

r
1 

D~x] 
l D~v 

EA = i D~:,¡ 
[Doy] . 

Una vez conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, se 

procede a determinar las fuerzas en cada una de las barras, para lo cual se sigue el 

mismo procedimiento que cuando se aplica el método directo de las rigideces. Aqui se 

ilustra el procedimiento unicamente para dos barras. 

Por compatibilidad: 

D'1,J = D'c D' = D' 2,] ! 
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Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global: 

P' = K' i1 D' + K, i2D, 2 1 l 

P' 2 = K, :: D'' + K ':' O' 2 

Barra 1 

¡:~:r = l-24°.121 

[ • l P2x O 
; 

p· =[24.72] 2y_ 

Barra 3 

[Pixr _ r º 1 Piyj - [ -13 . 3 9 ¡ [P~xr 
P2y 

- r º i 
,13 .39; 

Rotación del sistema global al local: 

Barra1 

Barra 3 

P, = [O lj [ _
24

º. 
72

] = -24. 72 ton 

P2 = (O 1) [ o 
2

] = 24. 72 ton 
24.7 

p ¡01¡( 
0 

]--13.39ton 
l = -13.39 -

P2 =[O l] [ 13 ~ 19 ] = 13.39 ton 

Se deja al lector la determinación de la fuerza en las otras barras, así como la 

comprobación del equilibrio. 
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4.3 MARCOS 
• , - ~-· .~ ,: -,: - L 

Aplicando el método de las subestructuras, determinar ios desplazamientos y los 

elementos mecánicos del marco mostrado en la figura 4.6. 

7 :on 

~A ' l B 1 

6:on 1 ' 
1' Jm I> 

~e 8 c .. 
/ 

1 -¡ A 

Ston 3 :.:. 3 :TI 

~ E ' 7 F! -'-
/1' 

1 

'IG 
- • "TI ·- ! 

Hi 1 
77/ -:--:-7 1 7m 

Figura 4.ó 

Ut1lzar secciones de 40xBO para las trabes y 40x40 para las columnas, un fe d: 

250 kg/cm2 por lo tanto un módulo de elasticidad de 14000v'f 'c. 

La partición se realiza en los nodos C y D como se muestra en la figura 4.7. Vale 

la pena mencionar que la partición de la estructura es arbitraria, en un momento dado 

el número de subestructuras, así como su tamaño se puede considerar en función del 

tamaño de las matrices por invertir como se mencionó en el problema anterior. 

SUB. 1 

) "( 

"' / · .. 
..... 
/. SUB. 11 

/ 

77T 

Figura 4.7 
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ANALISIS DE SUBESTRUCTURA 1 

La matriz de rigideces de la subestructura 1 en el sistema global está dada por. 

( Kíi '3 • ( Kú ) a (Kí2 la ( Kíi lJ o 
( K{2 ) a ( Kí2) • • ( Ki2) a o ( Ki: ) • 

( Kí:) s o ( Ki 2 ) 1 • ( Kí: ), • ( K{i ) 3 ( Kí2 ) 1 

o ( Kíi) 4 ( kú ), ( Kíi·) 2 • ( ki 2 ) 1 • ( K{: ) 4 

Valuando las submatrices de rigideces para cada barra en igual forma que en el 

método directo, sustituyendo y particionando en: 

KI 
¡K~ 

= K,b kbil 
K.ii 

se obtiene: 

!.C. J o 3 !. • 5 -10. 1 o o -2 !. • :; o 3::. 5 o o o 
o 11.9 46.3 o -o. 13 46.3 o -11. a o o o o 

31.5 46.J 27684.2 o -46. 3 10794 -31.5 o 3148.2 o o o 
' - lo. l o o 10.3 o 31. 5 o o o -o. 21 o J l. 5 

o -o. 13 -46.3 o 11.9 -46.J o o o o -11. B o 
o 46.) 10794 31.5 -46. 3 27884. 2 o o o -31.5 o 3148.2 

; 10J 

-21.0 o -31. s o o o 10. 4 o -13. e -10.:. o o 
1 o -11. B o o o o o 20.a 46.3 o -0.13 46.J 

1 l '~·5 o 31.48 o o o -13.8 46.3 32606.5 o -46.3 10794 
o o -0.21 o -31.5 -10.1 o o 10.4 o -13.8 1 

1 o o o o -11.e o o -o .13 -46.J o 20.a -46.3 

o o 31.5 o 3148. 2 ' o 46. 3 10794 -13.8 -46. 3 32606.5. ' o ., 

Todos los valores de la matriz de rigidecesse han redondeado a un decimal por 
falta de espacio. 

Condensando a los grados de libertad en la frontera se tiene: 
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• - ••• 1 . - '-~ 

1022.59 -l.30 1753.87 -1017.52 .. 1.3 
-1.30 520.27 4522.06 -l. 34 14.25 

1753.87 4522.06 2593841 -911.29 -422.18 
KbI = -1017.52 -l. 34 -911.29 1022.59 l.30 

1.3 14.25 -422.18 l.30 520.27 
-911.09 4522.06 934633.9 1753.87 -4522.06 

El vector de empotramiento para la subestructura 1, está dado por: 

5 -l. 723 
o 0.142 

p;I = 
o 

~I = 
-262.75 

o 
; 

-l. 676 
o -0.142 
o -255.55 

El vector de desplazamientos para los nodos interiores: 

• DiI = 

8.63xlo·2 

-12. 05x10·3 

2. sox10·5 

8. 38x10·2 

12. o5x10·5 

2.65x10·5 

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA II 

Ma matriz de rigideces para esta subestructura está dada por: 

125 

-911.09 
4522.06 

934633.9 
1753.87 
-4522 .06 
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(Kú ls o ( Kíi) s o 
o 

K= 
( Kíil 6 o ( Kíi) 6 

(Kú)s o ( K:ii)s • ( Kíi) 9 ( Kfa) 9 

o ( Kíi) 6 ( Kú) 9 ( Kí2 ) 6 • ( Kíi) 9 

Valuando las submatrices, sustituyendo y particionando se obtiene: 

¡o. 21 o -31.5 o o o -21. o o -31. 5 o o o 
o 11. 9 o o o o o -11.e o o o o 

-31. 5 o 62~6.4 o o o J:.. 5 o 3149.2 o o o 
o o o 0.21 o -31.5 o o o -o. 21 o -31.5 
o o o o 11.8 o o o o o -11. 8 o 
o o o -31.5 o 6296.4 o o o 31.5 o 3140.2' 

- -o --
'-21. o o 31. 5 o o o 10.J o 31.5 -10. l o o 
' o 
' 

-11. 9 o o o o o 11.9 46.3 o -o. 13 46.J 
-3 l. 5 o 3149.2 o o o J::..5 46.J 27894.2 o -46. 3 107~.~ 

' o o o -o. 21 o 31.S - l:l. l o o l J. J o 31.5 

1 o o o . o -u.e o o -0.13 -46. 3 o 11. 9 -46.3 i o o o -31.5 o 3148.2 o 46.J 10794 31.5 -46.3 27884.2! 

~· 
. 

.i 

La matriz condensada a los grados de libertad resulta: 

KbII = K•• -K •• K-' ii Ki.t> 

7.58 -0.0103 -1279.11 -7.58 •0.0103 1279.12 
-0.0103 0.59 214.39 -0.0025 -0.602 214.39 

-1279.11 214.39 359588.9 1277.38 -215.22 -209481.9 
KbII = 

-7. 58 -0.0025 1277.38 7.58 0.0103 -1279.12 
0.103 -O. 602 -215.22 0.0103 0.59 -214.39 

1279.12 214.39 -209481.9 -1279.12 -214.39 359588.9 

El vector de empotramiento para ésta subestructura, esta dado por; 

l2ó ( 



7 r -3. 53 
o 1 -1.43 

a o 
~ ,554.19 

P,rr = 
o 

pbII = \ 
-3.47 

o 1.43 
o [545 .37 

El vector de desplazamientos en los nodos interiores está dado por: 

RELAJACION DE FRONTERAS 

a -l a 
DiII = K_._. P_.n 

19. 21x10· 2 

12 .1ox10·• 

a -16 • 11 xl O ·5 

D,rr = 
18.87xl0"2 

l-12.1ox10·•1 

15. 4 7 xl O · 5 

( 

El acoplamiento de las subestructuras se hace como ya se mencionó con los 

elementos equivalentes, a través de la ecuación fuerza-desplazamiento 

donde: 

el vector de cargas Pb aplicado directamente en las fronteras resulta 

Pcx 6 
Pcy o 

Hez o 
p = 

b 
PDx 

= o 

Pay o 

Haz 
o 
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sustituyendo para obtener P/, 

6 -1.723 -3 .53 l 11.253 
o o .142 -1. 43 1.288 

~ 
o -262.75 554.19 -291.44 

= = o -1.676 -3. 4 7 5.146 
o -0.142 1.43 -1.288 
o -255.55 545.37 -289. 82J 

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene para este caso particular sumando las 

dos submatrices condensada$ 

sustituyendo directamente en la ecuación fuerza desplazamiento se obtiene: 

. ll.253. :1030.17 ~l.31 474.i6 -1025.1 l. 31 368.03 
: Dcx 

1.288 . 1 -l.31 520.86 4736.45 -1.34 -14.85 4736 .45 . . Dcyl 

1-291.441=.474.76 4736.45 2953430 366.09 -4737.4 725152 ! !Dcz¡ 

5.146 ' i-1025.1 -1.34 366.09 1030.17 l. 31 474.75 '·D 1 

' ' 1 1 DX' 

-l.288. i l. 31 -14.85 -4737.4 l.31 520.86 -4736.45 i 
Dor: 

-289.82 '368.03 4736.45 725152 474.75 -4736.45 2953418 
D:: 

Solucionando el sistema se obtienen los desplazamientos correspondientes a los 

grado:: de libertad en las fronteras, así: 

Dcx l. 716 
Dr:y 0.020 

Dcz -5 .2x10-• 
Db = = 

DDX 1.713 

Doy -O. 02 O 

DDZ 
-5. 2 xl O-• 

Los desplazamientos Dez y Do. corresponden a los desplazamientos angulares 

alrededor de "z" en los nodos "D" y "C" respectivamente. 

128 

F 
'-· 

,,. 
' ' 



CORRECCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS EN LOS NODOS INTERIORES. 

Esta corrección para la subestructura 1 esta dada por 

en esta ecuación todos los términos corresponden a la subestructura I, por lo cual se 
les ha asignado el subíndice I • Despues de efectuar operaciones, resulta: 

u;. = 

1.110 

0.015 

-9.ox10-• 

1.110 . 

-0.015 ji 

-9 .ox-10·• 

en igual forma para la subestructura II 

sustituyendo: 

1.805 

0.020 

-7. 72x10-s 
D~II = l. 805 

-0.020 

-8.27x10-s 

DESPLAZAMIENTOS TOTALES EN NODOS INTERIORES 

Estos desplazamientos se obtiene sumando los desplazamientos generados 

directamente por las cargas Pf más los desplazamientos corrección así: 

a ~ 
D. =Di +D. 

para la subestructura I 

a ~ 
Du = D.r + Dir 

12~ 



sustituyendo: 

Dex 8. 63x10-2 
1.110 1.193 

Dey -l2.05x10-3 0.015 0.015 
Dez 2. 0ox10-5 -9. Oxl o-• -8. 72x10-• 

D,r = = • = 
DFX 8.38xlo-2 l.110 l.194 

DFy 12 .05x10-5 -0.015 -o. o 15 

DFz 2.65x10-5 -9 .ox10-4 -8. 69x10-• 

en forma similar para la subestructura I I 

sustituyendo: 

D "-• 19. 21x10- 2 
l. 805 l. 997 

D,.y 12 .1ox10-• 0.020 0.216 

DAZ -l6. llx10-5 -7.72x10-5 -2. 38xlo-• 
DJ.II = = • = 

Dax 18.87xl0-2 1.805 1.994 

Day -12 • 1 O xlO -4 -0.020 -0.022 

Daz 15. 4 7 x10-5 l-0.21x10- 5 -2. 3 7 x10-4 

Las unidades utilizadas en los ejemplos fueron toneladas para las cargas y 

centímetros como unidad de longitud, por lo que los desplazamientos lineales resultan 

en centímetros y los angulares en radianes. 

Conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, los 

elementos mecánicos se determinan aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de 

la barra como se hizo cuando se aplicó el método directo de las rigideces. 
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TEORl.O. DE ELASTICIDAD. 

5.1 EOFUERZOS. 

Considerese un cuerpo sólido homogéneo sometido a un sistema de cargas que 

lo mantienen en equilibrio. Si el cuerpo se corta por un plano N como se indica en la 

figura 5.1.a 

Figura 5.1 

El cuerpo se ha dividido en dos partes, parte A y parte B, por el plano de corte 

N. A la acción que ejerce una parte sobre la otra en la superficie de corte se les llama 

fuerzas de interacción. Las fuerzas de interacción en la parte A equivalen a la resultante 

de las cargas que obran en la parte B y viceversa. Si se retira la parte B el sistema de 

fuerzas de interacción aplicadas a la parte A astan en desequilibrio, sin embargo la parte 

A esta en equilibrio, es decir las fuerzas de interacción son equilibradas por el sistema 

de fuerzas exteriores P,, P2, •.. Pn que actuán sobre esta parte del cuerpo. 

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO. 

El esfuerzo medio o promedio es el cociente de dividir a la fuerza F entre el área 
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internos ocasionados por F. pero no precisa· la forma en que estan distribuidos en la 

sección. El esfuerzo promedio es más explicito en cuanto a la distribución en tanto que 

el área de la sección sea más pequeña. 

Considerese un cuerpo por el cual se ha hecho pasar un plano de corte N, el cual 

está definido por la normal exterior al mismo. Sea P un punto cualquiera de la sección 

en estudio, AA un elemento de área que lo contiene y AF sea la resultante de las 

fuerzas que obran en el elemento de área. Si se reduce el contorno de AA alredsdor 

del punto P, entonces el área AA y la resultante de cargas AF en dicha área disminuirán 

y tenderán a cero. Al límite 

lim l:J.F ---AA ... 0 ti.A 

se le denomina esfuerzo en el punto P de superficie situado en el plano de corte N. 

Figura 5.2 Figura 5.3 

Este esfuerzo es un vector y es susceptible de descomponerse en dos, uno 

perpendicular al plano N y otro contenido en el mismo. Estas componentes reciben los 

nombres de esfuerzo normal a y esfuerzo tangencial r en el punto respectivamente. 

Así: 

lim av 
¡; = ---

ll.A-+0 li.A 

l.32 
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en donde AN y av son_ las _componentes, normaL y_ tangencial de la fuerza t.F 

correspondientes al elemento de área LlA, figura 5.3. 

Para este trabajo los planos de corte se harán de tal manera que sean 

perpendiculares a uno de los ejes coordenados X, Y o Z. 

Al esfuerzo normal asociado a un plano cuya normal es N, se denotará como ª" 
y al esfuerzo tangencial como r "; sin embargo este último se puede descomponer en 

dos de acuerdo a los ejes que forman ei plano por lo cual se denotará r N, donde el 

primer ídice indica el plano al cual pertenece y el segundo ídice indica la dirección del 

mismo. Figura 5.4 

y 
-~ 

1 

, , 
/ , 

/ 

¿ 
z 

Cl1b:· 
(a) 

, X 

\L 
z 

y 

(e) 

Figura 5.4 
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donde: a, es el esfuerzo normal en el plano i y i::ii esfuerzo tangencial plano 1, 

dirección j 

5.1.2 ESFUERZOS EN PLANOS PARALELOS. 

Separemos de un cuerpo sólido un elemento infinitamente pequeño en forma de 

paralelepípedo cuyo volumen es dxdydz, el cual se encuentra en equilibrio, figura 5.5 

.~:~I 
1 

dy i 

' dz 
dx 

Figura 5.5 

La acción que ejercen las partes suprimidas del cuerpo sobre el elemento aislado, 

los reemplazamos por fuerzas y los esfuerzos que generan, dichas fuerzas las 

descomponemos en tres componentes en cada cara, resultando así 6 X 3 = 18 

esfuerzos. Además se considera que en el cuerpo existen las llamadas fuerzas másicas 

( fuerzas de cuerpo que son debidas a la gravedad ), tambien estas fuerzas se 

descomponen en 3 componentes X, Y, y Z figura 5.6 

y 

J::' Z m~1cas 
por unidad 
de volumen 

I 

Figura S.ó 
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Aislando dos planos paralelos: 

dx 

a~ = ax • da x 

a' X 

sea </J función de (x,y.z) entonces </J = <f>(x,y,z), se sabe que la diferencial de rp esta 

dada por: 

si la función ax es igual a la función <P y se considera que ax es función única y .. 
exclusivamente de la variable "x", entonces: 

por lo que: 

en forma análoga para los otros esfuerzos: 

ay= ay+ 

a~ = a z • 

t:' xy = "'Cxy ... 

't~z = 't xz + 
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l:j,x = t: + 
ct:rx 

_dy . yx cy 

t Yz = t:yz • 
C-Cyz 

dy ,. 
y 

't~x = t: zx • 
Ctzx 

dz a, 

't~y = ¡; zy • 
2i: zy 

dz 
C!, 

representando estos esfuerzos en el cubo elemental se obtiene la figura s. 7 

y 

1 
)::. X 

Z másicas 
por unidad 
de volumen 

Figura 5.7 

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO. 

Considerese que las fuerzas de cuerpo actuan en el centro de gravedad del 

paralelepípedo figura 5.7 y que se encuentra en equilibrio; entonces deben verificarse 

las 6 ecuaciones de equilibrio estático. 

!: Fx =O 

!: Fy =O 
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:E Fz = Q :E Mz =O 

Aplicando la ecuación de equilibrio !: Fx = O resulta: 

desarrollando: 

dividiendo entre dxdydz 

En forma similar para las otras dos ecuaciones de equilibrio !: Fy = o y 

!: Fz = O se obtiene respectivamente :' 

• 2t: zy 

"· 
ct:yz . -- . 

cr 

• Y = a 

A estas tres ecuaciones se les llama ecuaciones de Naviero de equilibrio interno. 

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES. 

Aplicando las últimas tres ecuaciones de equilibrio ( suma de momentos igual a 
cero } se pUede conocer la relación de los esfuerzos en planos perpendiculares. Así 
aplicando !: Mz = O de la figura 5.8 

e• d a. d d d 
C•yx•.:...:E.d)dd-2-(t: +-E.d)dd-2·t: dd-2-t: dd-2=0 C y y Z X 2 xy C X X Z y 2 yx Z X 2 xy Z y 2 

reordenando términos y dividiendo entre dxdydz: 

dy - •;cy • dx =O 
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: Txy ~ X Y:·¡ i 1~d 
, «x 

Txy. z~X 
.. -~- ~ :: ~: :.· .-· .. '1 ......................... . 

. . • .• .• •• Y" 

Figuras.e 

aplicando límites cuando dx y dy tienden a cero, resulta finalmente: 

En forma similar aplicando :E My = O y I: Mx = O se obtiene 

T 8 = Txz 

Tyz=T.:y 

De lo anterior los 18 esfuerzos incognitas figura 5.6 se han reducido a seis que 

son: a,, T xr• T xz• a Y' T yz y a z 

Agrupando los esfuerzos de 3 caras unicamente obtenemos lo que se conoce 

como tensor de esfuerzos 

L 
C1z~ •..x 

Figura S., 
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( a -1 = [ { 't X } { t: y } 1 t: } • z l 

ªx t: yx t: zx 

a = t: xy ay t: zy 

t: xz t: yz a, 

a esta agrupación se le llama tensor de esfuerzos. 

5.4 ESFUERZOS EN PLANOS OBLICUOS. 

Para conocer los esfuerzos que actuan sobre las caras oblicuas pertenecientes 

a la superficie, se requiere establecer una relación de los esfuerzos que actuan en las 

.·. tres áreas elementales paralelas a los planos coordenados, como se muestra en la figura 

5. 10 

y ,.. 

X 

Figura S.10 

por equilibrio: 
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pero: 

de donde: 

· !: Fx =- 0-

0 = i: ds - a dzdy 
$X X 2 

dzdy = 
2 

dxdz 
-- = 

2 

ds COS ( S, X) 

ds cos ( s, y) 

dxdy = ds cos ( s, z) 
2 

i: ~ _ i: dxdy 
yx 2 zx 2 

i:,x =ax COS(S,X) + tyx COS(S,y) + tzx COS(S,Z) 

Aplicando las otras dos ecuaciones de equilibrio r. Fy =O y'f. Fz =o se obtiene 
respectivamente: 

t•Y =ay cos(s,y) • i:..,, cos(s,x) • t,Y cos(s, z) 

i:., =a, cos(s,z) + ""' cos(s,x) + i:yz cos(s,y) 

en forma matricial: 

"•x a,. "Y" t,,. cos(s,x) 

l:sy = txy ay l:zy COS ( S, y) 

i:., i:xz tyz a,, cos(s,z) 

a este sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superficie o ecuaciones de 

Couchy. 

5.5 VARIACION DEL ESFUERZO CON LA VARIACION DEL ELEMENTO. 

Considerese un cuerpo sólido sometido a un sistema de cargas que se encuentra 

en equilibrio por el cual se trazan dos planos de corte el a-a y el b-b como se muestra 

en la figura 5. 11 
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b 

' ' 

• 

t ,. 
1 ... 
1 :' .. 

·' 

a 

b 

\ 
Figura s.11 

El plano de corte se traza perpendicularmente a la dirección de Ja resultante R, 

el cual se representa en la figura 5.12. 

l.,-. 

JI ~ \__;;~¡ F., 

~Plano a-a 
Figura 5.1.2 

Cualquier elemento o punto situado en el plano de corte estará sometido 

unicamente a esfuerzo axial, mientras que si trazamos un plano. de corte inclinado 

respecto de la dirección de la resultante, cualquier elemento situado en dicho plano 

estará sometido a esfuerzo normal y tangencial como se puede ver en la figura 5.13. 

si se particulariza a un estado plano de esfuerzos, donde unicamente se tengan ax, ay 
y T xy como los esfuerzos en un punto, es decir a z =O y TZ1 = O para i = x,y; como se 

ilustra en la figura 5.14. 
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z 

(7~ 

Plano a-a 

[. ... ·· ·: lano b·b 

é _, G / ,~ 
V'~ , .. 

Figura 5 .13 

y C1y 

í 

t:.zV t:~ ... J........... X 

.. ·····~¡ 
~,¡ 

',¡,..~ 

~..,,. 

y 
t: / 
"" J. 

v 
Figura 5.14 

t:,.,. 
t:..;,, 

¡...f'.. a 
i \ ~ 
: : --; 
' 

1 

i' 
C1y . . 

X 

Los esfuerzos que actuan sobre cualquier plano "N" que contenga al eje Z y que 

está inclinado respecto a los ejes "X" e "Y" se representan en la figura 5.15 

y' X 

Y_ 

x' 

Figura 5.15 
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Si el área de la cara inclinada es una cantidad A; las áreas de las otras caras 

serán A ces a y A sen a para los planos x e y respectivamente, Cúmo se indica en la 

figura 5.16 

A cos 

// 

~/.,,_~ 
a 1 _____ -°'"' 

"- A sen a 

Figura S.ló 

para aplicar el equilibrio dibujamos el diagrama de cuerpo libre en la figura 5.17 

N 

T y' 

a" Acosa 
~;..,.:'~~,:_,_,!._ __ ~ 

Aplicando l: Fn = O 

r..,, .:os a \' , '~ 
~ ·-s a 'a ""-
... )'X' ""'""' t ·,, 

ay A sena 

Figura 5.17 

o = aA - a,.A cosa cosa - t:.xy A sen a cos a - ayAsena sena •y• + Acosa sena 

de donde: 

sustituyendo 
' 1 • cos 2a 

cos·a = 
2 

sen 2a 1 - cos 2a = 2 

1 sen 2a sena cosa = 2 
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Simplificando términos: 

5.1 

Aplicando ~ Ft = O 

o = TA • a,A cosa sena • T xyA sen 2a - ayA senacos a - T 
1
,A cos 2a 

de donde: 

T = ( ax - a y) senacos a • T xy{ cos 2a - sen 2a) 

sustituyendo las identidades trigonométricas anteriores: 

o - a 
-e = - x 

2 
r sen2a • i: "Y cos2a 

Las ecuaciones 5.1 y 5.2 representan el esfuerzo normal y cortante que están en 

función de dos esfuerzos en planos perpendiculares en dirección "X" e "Y''. 

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES. 

Con frecuencia el interés se centra en la determinación del máximo esfuerzo y los 

planos donde se presentan tales esfuerzos. En general se determinan los planos donde 

se presentan las esfuezos máximos y mínimos tanto normales como tangenciales; lo 

cual se logra igualando con cero las derivadas ·con respecto al ángulo de inclinación 

de las ecuaciones 5.1 y 5.2. Así para localizar el plano de un esfuerzo normal máximo 

o mínimo se deriva la ecuación 5.1 respecto de a y se iguala con cero 

dox 
= 

_ax-ar. 
( 2) sena • 2-c "Ycos2a = o 

cb 2 
de dar.de 

tg2a = 
1: X 

(ax - ay)/2 

a partir de esta ecuación se puede encontrar dos direcciones perpendiculares entre sí, 
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para las cuales el esfuerzo tangencial es nulo. Estas·direcciones se llaman direcciones 

principales y los esfuerzos normales corresponden a los esfuerzos principales. 

la magnitud de los esfuerzos pnncipales se obtiene sustituyendo los valores de 

las funciones sen 2a y ces 2a correspondientes en la ecuación 5.1. Si 

gráficamente: 

.~ de donde: 

) 
1 
j (a,-cry)f2 

Figura 5.18 

•xy 
sen 2a = --=========::::;;:::= vl (a. - ay) /2 ] 2 

• ·~/ 

cos2a = 
(ax-a)/2 

sustituyendo en la ecuación 5. 1 se tiene: 

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS. 

De manera similar al estudio realizado antes para los esfuerzos normales se 
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procede con el_ esfuerzo corta~te,; Así para encontrar.los planos en los que ~ctuan los 

esfuerzos cortantes máximo o mínimo se deriva la ecuación 5.2 con respecto a a y se 

iguala con cero. Después de efectuada esta operación se tiene: 

tg2a = - (ax-ay)/2 
1:: 

donde a define el plano donde el esfuerzo corta'nte es máximo o mínimo. 

Haciendo la sustitución en la ecuación 5.2 de las funciones cos 2a _}'_sen 2a 

determinadas en forma análoga a la de la figura 5.18 resulta: 

Esta ecuación da los esfuerzos cortantes máximo y mínimo. Se observa que el 

esfuerzo cortante máximo difiere unicamente en signo del esfuerzo cortante mínimo. 

El sentido definido de esfuerzo cortante siempre se puede determinar por 

sustitución directa de a en la ecuación 5.2 ( correpondiente al plano de máximo o 

mínimo esfuerzo cortante). 

5.8 DEFORMACIONES. 

Considérese un cuerpo elástico, homogéneo e isótropo, sujeto de tal forma que 

no tiene movimiento de cuerpo ñgido. Entonces todo corrimiento de sus puntos será 

originado por sus deformaciones. Así el punto "p" despues de deformarse el cuerpo 

toma la posición p', gráficamente se tiene; 

y,v 

) 
p .. 

< w 
x,u 

Figura s.1·!1 

14ó 

--- -- --~--- ----.....,..~·-- --- ·-

!? 
\ti:-;. 



donde u,v y w son las proyecciones del desplazamiento pp' sobre los ejes coordenados. 

Si se considera un elemento diferencial del cuerpo con dimensiones dx,dy.dz al 

deformarse, sus longitudes varían y se deforman los ángulos formados por sus caras, 

que inicialmente son rectas. 

Se define como deformación lineal unitaria en un punto y en la dirección de P a 

P' como: 

Por facilidad considerese solamente una cara del cuerpo para determinar las 

deformaciones (estado plano de deformaciones). figura 5.20. 

Si el cuerpo no se deforma, todos los puntos se desplazazan, u en la dirección 

x y v en la dirección y; pero como el cuerpo se deforma, entonces los puntos se 

desplazan u + du y v + dv respecto a cada eje. 

Cuando la variación es respecto al eje x, entonces: 

cu du = -dx ex y 

si la variación es respecto al eje y, entonces: 

du = ~udy 
cy 

¡ 

a 
y U+-':!. d ay Y i 

dx 

Figura 5.20 
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La deformación lineal unitaria en dirección X; será: .. 

€ = 
X 

(u• audx) - u ax 
dx 

cu 
= ex 

La deformación lineal unitaria en dirección Y será: 

( v•-ªv dy) - v 
€ = __ e~y~---

r dy 

Generalizando a un espacio tridimensional: 

= 
ev 
cy 

La deformación angular se denota como y xv e indica la distorsión del cuerpo en 

el plano Z ( formado por los ejes x e y ) . 

De la figura 5.20 se tiene: 

para ángulos pequeños :.;; tangente del ángulo es igual al ángulo en radianes, así: 

av cv ( v•-dx) -v ex ax = CI = 
au 1 + eu dx•-.-áx 
ex iJx 

de donde: 
av 

CI = 
ax 

y 
(U+ CU dy) -U au 

e = 
cy = ay 

cu 1 + ev dy•-dy 
ey ay 

de donde: 

e = eu 
ay 

así se tiene que: 

av eu 
y = 

ex 
+ -xy ay 
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En general para un cuerpo en el espacio tridimensional se tiene lo siguiente: 

aw au • Yxz = ex ax 

aw é3v 
Yyz = • az ey 

Resumiendo se tiene: 

Ex 
au 

= ex 
av au 

Yxy = -·-ax ay 

Ey 
CV 

= ay = aw au 
Yxz -·-ex C:z 

e, aw 
= az = 

aw av 
Yyz -·-ay cz 

A estas seis expresiones se les conoce come\ relaciones de Couchy. 

5.9 ECUACIONES DE CONTINUIDAD. 

Estas ecuaciones relacionan las deformaciones lineales con las angulares y se 

obtienen de las relaciones de Couchy derivando las deformaciones angulares como se 

indica: 

iflvxy cru a3v = + axay axay2 ax2ay 

c2vxz a3u a3w = + axaz axaz 2 ax 2az 

a2vy: c3v ¿>3 w 
= • ayaz ayaz 2 ay2az 

Las derivadas parciales terceras de u, v y w se obtienen derivando de las 

relaciones de Couchy las deformaciones lineales de tal manera que se obtenga el 
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término deseado, así: 
/' 

a2ex c?u = ay2 axcy2 ; 
a2er 

= c?v -cx2 cx2c > 

a2ex c3u = 
cz2 axaz2 

a2ez 
= c?w 

cx2 cx2cz. 
; 

a2er a3v = 
a2ez 

= a3w 
cz2 aycz2 ayi cy2oz. 

Sustituyendo en las primeras expresiones anteriores se obtienen las primeras 3 

ecuaciones de compatibilidad. así: 

a2v xr = c2e" 
+ 

c2er 
axe y ayi cx2 

,, a2vr• a2er a2e, 
= + 

ayaz az2 c:yi 

a2v xz = 
a2ex 

+ 
a2e, 

5.3.a cxcz i:z2 ox2 

e 
Derivando nuevamente de las relaciones de Couchy las deformaciones angulares 

como se indica en seguida: 

~ a2 u 
+ 

a2v = az ayaz axez. 

~ a2v éPw = + --ax axaz ax ay 

cyxz 
= a2u + a2w 

ay azay axe: y 

multiplicando por -1 la primera de estas ecuaciones y sumandola con las otras dos se 

obtiene: 
+ C\ryz + 2vxz = 

ax cy 

/ 
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derivando parcialmente respecto de z toda la ·ecuación se obtiene: 

~ ( - (t.'. X"/ + 

cz cz 
Cv,. 
-·- + ex 

de las relaciones de Couchy se tiene que: 

ª~ E = -' e z 

e-: KZ ) : 

r:y 

derivando parcialmente respecto de "x" e "y" resulta: 

sustituyendo se obtiene: 

?-r xr 
cz ) = 

En forma similar se obtienen las otras 2 ecuaciones; 

-t ( _ ~rz ir{ KZ Cvxy) + 
ay ex ex cz 

--2._ ( ?-r r• 2yxz C-! KY ) - + = ay ax cy cz 

cxcy 

222e K = cyi:z 
2 -2 r; Ey 

cxcz 
5.3.b 

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b constituyen las seis ecuaciones de continuidad o 

compatibilidad que relacionan las deformaciones angulares con las deformaciones 

lineales. 

5.10 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION. 

La solución de los problemas físicos de la teoría de elasticidad referente a las 

deformaciones que ocurren en un cuerpo elástico bajo la acción de fuerzas exteriores 

aplicadas a él no será posible mientras que los esfuerzos y deformaciones no esten 

relacionados por una ley física (ley de Hooke). 
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Para deformaciones pequeñas la forma lineal es la más sencilla y más racional 

¡:ar lo tanto, se puede pensar que los esfuerzos son función de las deformaciones, es 

decir: 

ax = f( € x' Ey' e,. V xy' '{ yz' V zxl 

ay = f( ex, E Y' e z' y xy' Yyz' Yzx) 

a, = f( €xt e Y, E:' V xy• Yyz' V zxl 

"Cxy = f( Ex, Ey, e z• Y xy' Yyz' V zx) 

"Cyz = f( €xi e Y, e,. V xy' Yyz• V zx) 

por lo que se puede escribir: 

en forma matricial: 

ax= B11Ex. + ª12Ey + ª13Ez + B14Yxy + B1sYyz + a-.6'fzx 

ay= ª21Ex • ª22Ey + d23Ez + d24Yxy + ª2sYyz + ª2e'.f z:c 

ax ª11 ª12 ª1J ª1• ª1' ª16 Ex 

ay ª21 ª22 ª23 ª2• ª25 ª2• Ey 

a, ª31 ª32 ªJJ a,. ª35 ª3• e, 
= = 

"Cxy ª•1 ª•2 ª•J ª•• ª•s ª•• Yxy 

"Cyz ªsi ªs2 ªsJ ªs• a,, ªs• Yyz 

"C"' ª•1 ª•2 ª•J ª•• ª•s ª•• Yzx 
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en forma reducida: 

(a>=[EJ(€ 5.4.a 

o bien. 

{ € } = [ E ¡ ·1 { a } 5.5 

Para cuerpos elásticos isótropos las ecuaciones anteriores adquieren la forma 

más simple, se puede deducir a partir de la ley de Hooke aplicada a las barras elásticas 

sometidas a tensión o compresión. 

En la figura 5.21 se muestra la gráfica del comportamiento del acero, se observa 

claramente dos zonas bien definidas, la elástica (lineal) y la no elástica (no lineal). el 

punto A marca el punto de proporcionalidad. 

A 

Figura 5.21 

Esta gráfica es diferente para los distintos materiales y depende de la 

composición química y estructural del material. 

En casi todos los materiales, el alargamiento longitudinal cuando hay solamente 

tensión, es acompañado por deformaciones transtersales, siendo estas deformaciones 

proporcionales y de sentido contrario al alargamiento, como se muestra en la figura · 

5.22. 

La deformación transversal en función de la deformación longitudinal se puede 
escribir como: 

donde µ es .. el coeficiente de proporcionalidad y se conoce como coeficiente de 

Poisson. Este coeficiente es constante para cada material, pero diferente para los 

distintos materiales. 
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Ex/2 
.,,-------"::>! ~ 

Ey/21_ h/l y 

Figura S.22 

Además de las consideraciones hechas anteriormente se admitirá la proposición 

de que en un material elástico, homogéneo e isótropo el esfuerzo normal no genera 

distorsión angular y el esfuerzo cortante no genera alargamiento. Sobre esta base se 

determinaran las relaciones entre esfuerzo y deformación. 

Considérese un -paralelepípedo de aristas iguales a la unidad, sometido a la 

acción. de fuerzas normales como se muestra en la figura 5.23. 

a JC 

<E----- a"> 1 

a :11 ¿.-· :.._H'"•••• ••••• •• ••""o -- -- -- ""'"" •• ---- •• • 

. · Cly 

Figura 5.23 

Si se considera que solamente actua el esfuerzo a,, es decir a, ;,o O y a• =a•"'.º· ·· · 
la deformación lineal unitaria por este esfuerzo es: 

a 
E ' - X 

X - -
E 

Bajo la acción del esfuerzo a Y; es decir a Y ;,o O y a, = a. = O, la deformación en 

la dirección x será: 
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a 
-- -e:/ =. -µJ -

E 

Análogamente para a, ~ O y a, = a v = O, la deformación en la dirección x será: 

E
,,, -
X -

Por el principio de superposición de causas y efectos la deformación total a lo 

largo del eje x cuando actuan los tres esfuerzos simultáneamente es: 

a a 
Ex = ; - µ ~ - µ 

expresión que se puede escrib;,r: 

a, 
E 

En forma similar para lograr la deformación lineal unitaria a lo largo de los ejes 

"y" y "z" se tiene respectivamente: 

La proporcionalidad entre los esfuerzos tangenciales y las distorsiones angulares 

que se desarrollan en las caras del paralelepípedo están dadas por. 

= 1 
'CJIY Vxy G 

= 1 
'Cyz Yyz G 

1 
y ZJC = 

'C '" G 

donde G es el módulo de elasticidad al corte. 
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Tq 
·' ' 

¡J.; 
i 
1 

1 

.•· / l' ' .. T:"::" ' 

Figura 5.24 

Arreglando en forma matricial las seis ecuaciones anteriores: 

1 -H. - .H. o o o 1 E E E 

-.H. 1 - .!!. 1 r ' e,. o o o 1 O' . 
E E E 1 ,. 

Ey 
_ _E -H. 1 

ay 
o o o e, E E E O' z 

= 
Yxy o o o 1 o o ! t:xy ¡ 
Yyz 

G 
l"y .. 

o o o o 1 o l".,.j v.,. G 

o o o o o 1 
GJ 

A este arreglo se le conoce como la ecuación generalizada de Hooke. 

Considerando _la relación entre los módulos de elasticidad axial y al corte que está 

dada por 

G = E 
2 ( l ·µ} 

la ecuación generalizada de Hooke se puede escribir: 

Ex 1 
Ey -µ 
e, 1 -µ 

= 
y xy E o 
Yyz 

o 

y zx 
o 

-µ -µ 
1 -µ 
-µ 1 

o o 
o o 
o o 

o 
o 
o 

2 ( l •µ} 

o 
o 

1 c. 
JO 

o 
o 
o 
o 

2 ( l •µ} 

o 

o O',. 

o O' y 

o O' z 

o "xy 

o 
"yz 

2 ( l •µ) 
"•x 

f 

· .. 



. De acuerdQ a_ la ecuación 5.5 la ecuación 5.6 se puede escribir como. 

( E l = [ E J -l { a l 

Al considerar la relación inversa se tiene: 

'aJ i l -µ µ µ o o o . e .. : 

1 ay! 1 -µ l-µ µ o o o e-· -y 
' 1 µ i az 1 E µ l-µ o o o e: 

1 i = ' ( l •µ) ( l -2µ) 
1 

o o o 2(1-2µ) o o ' ' '' l 'C xy• t xy· 

1.y,1 1 o o o o 2(1-2µ) o ' ''/ 

i ·YZ 

' 1 o o o o o 2(1-2µ)_ 
L t: zxj ' ~ 1 ZXJ 

que de acuerdo a la ecuación 5.4.a en forma compacta se puede escribir: 

{ai=[EJ{el 

/""• 
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS 

FINITOS. 6 

6.1 DESCRIPCION GENERAL Y ALCANCE DEL METOOO. 

La formulación del método de los elementos finitos data de 1943 aplicado a 

problemas de torsión en vigas, pero no es sino hasta 1960 cuando tuvo su auge, esto 

fue posible sobre todo a los progresos en el campo de la computación, ya que como 

en el método de las rigideces. el planteamiento del método de los elementos finitos 

conduce a un sistema de ecuaciones simultáneas, que en general resultan relativarri:;>~te 

grandes por lo cual para su manejo y solución se requiere de las computadoras. 

El método de los elementos finitos se desarrolló como una extensión de las 

técnicas del análisis estructural matricial. 

Se puede pensar que el método de los elementos finitos es una generalización 

del método de las rigideces por lo que su enfoque es más amplio y se puede aplicar 

a casi todas las áreas de ingeniería. 

En muchos de los casos de ingeniería se requiere determinar la distribución de 

esfuerzos y deformaciones en un continuo elástico. Estos casos pueden variar desde 

problemas bidimensionales de esfuerzos de deformación plana, sólidos en revolución, 

flexión de placas y hasta el análisis más general de sólidos tridimensionales. En todos 

los casos, el número de interconexiones entre un elemento finito cualquiera rodeado 

por fronteras imaginarias y los elementos vecinos a él es infinito, lo cual hace una 

estructura continua. La discretización de la estructura se logra siguiendo los siguientes 

puntos: 

1) El sistema o continuo se divide en un número finito de elementos a través 

de lineas o superficies imaginarias. 

2) Se supone que los elementos estan conectados entre sí mediante nodos 

en puntos discretos situados en sus contornos. 
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. 
3) Se toma un conjunto de funcio!1es que defina!') de manera única el campo 

de desplazamientos dentro de cada elemento finito en función de los 

desplazamientos nodales de dicho elemento. 

4) Se determina un sistema de fuerzas concentradas en nodos tal que 

equilibren los esfuerzos y cualquier carga repartida, permitiendo así una relación 

entre fuerzas y desplazamientos de la forma P = K O 

Si se supone que de alguna manera se ha logrado definir la relación de rigideces 

entre las fuerzas y los desplazamientos de los nodos al igual que en el método de las 

rigideces, inicialmente para cada elemento, con la compatibilidad y el equilibrio se 

puede determinar la ecuación fuerza-desplazamiento del sistema estructural P = K D 

La solución de esta ecuación se puede encontrar en forma similar que para el método 

directo de las rigideces. 

Después de solucionada la ecuación fuerza-desplazamiento del sistema 

estructural para los desplazamientos nodales. pueden calcularse los esfuerzos internos 

de cada elemento . 
. , 

Aunque este proceso obliga a que exista equilibrio en los puntos nodales, en 

general no hay imposición del equilibrio a lo largo de las fronteras del elemento, lo cual 

significa, por ejemplo, que un análisis del elemento finito puede determinar que los 

esfuerzos en los puntos A y B figura 6.1 cada uno en un elemento distinto, sean 

diferentes. 

B 
' A 

Puntos A y B en la misma, 
posición pero asociados 
a diferentes elementos 

Figura 6.1 

159 

Esfuerzos en 
los puntos A y B 



Por otro-lado no siempre es fácil asegurar que las funciones de desplazamiento 

escogidos satisfagan las condiciones de compatibilidad o continuidad de 

desplazamientos entre elementos adyacentes. Por consiguiente esta condición puede 

no cumplirse en el contorno de los elementos, aunque es evidente que dentro de cada 

elemento si se cumplirá a causa de la unicidad de los desplazamientos ya que los 

mismos estan representados por funciones continuas. 

Por lo anterior es evidente que se han introducido una serie de aproximaciones 

en cuanto a la igualdad de los esfuerzos y la continuidad de los desplazamientos. Al 

reducir el tamaño de los elementos finitos, la discrepancia entre los esfuerzos en las 

fronteras de elementos adyacentes disminuiría y el campo de desplazamientos 

convergerá en uno que sea continuo. 

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS. 

Un campo de desplazamiento es una función de las coordenadas que definen la 

forma del desplazamiento de un elemento. 

Por ejemplo para un elemento armadura el campo de desplazamientos es linee 
y esta dado por: 

1 p 

~ 
u, 

Posición inicial del punto 

/ ------- ' 2 --·., ! -----· 
~\ ~u. 

U Posición final del punto 

~ desplazamiento en cualquier 
posición x, en la barra 

u=ax+b 

Figura 6.2 
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Para un elemento viga: 

desplazamiento de la viga en 
cualquier posición x 

/ 

---! , .·". 
1~· e ~/ / ... 

A 1' '--4.. . V 

v1 l--'.'~~ - __ '. __ -- -- -- - _;<----·-,·X 

1 1 2 

v = ax' + bx~ + ex + "' 

Figura 6.3 

Para un elemento triangular: 

y 

'1' 

Posición 
punto 

1 3(3~; :t v3 
U1 /.- • , , 

- ~:-",._,,·, P'•, 

~, I ¿::·--~.:..~ --=-~'>;, 2 t 
1 l --- . 

Posición inicial ··-- .. ';, - v2 

' -de un punto ..z 

u = ax + by + c 
V = dx + dy + f 

Figura 6.4 
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Para un elemento rectangular: 

-v4 4 

' ! 
" ' ' 

...!... i 

u4 u3 

p . -

3 

_, 
" " 

v1 

' 
V 

-~,----2 

' ' 
u1 

u2 

Posición desDlazada 
del pur:co · 

u,v desplazamiento en cualquier posición 

u = a • bx + cy • dxy 
v = e ... fx + gy + hxy 

Figura 6.5 

Las ecuaciones debajo de las figuras describen los posibles desplazamientos del 

elemento en términos de algunos parámetros desconocidos a,b,c,d,. .. ,etc. Las formas 

más comunes en relación a los aampos de desplazamiento son polinomios, para 

problemas unidimensionales y bidimensionales se toman del triángulo de Pascal. 

a,, Grado 

a1x a,y 1 
a,x2 a.xy ~y2 2 

i3eX' a1x2y asxy2 a.y' 3 
4 a, 0x 3 a11x y a,.x2y2 a,3xy3 a,.x• 4 

Si se utilizan todos los términos que estan arriba de cierto nivel, en el campo de 

desplazamientos, se dice que el polinomio está completo, lo cual es deseable ya que 

así se incrementa la conv~rgencia, aunque algunos elementos estan basados en 

polinomios incompletos. 

Cabe hacer notar que el campo de desplazamientos son supuestos que pueden 

o no ser la forma exacta del desplazamiento del elemento. 
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El objetivo de los elementos finitos es determinar los coeficientes de los campos 

de desplazamiento seleccionados, que minimizan el potencial total de la estructura, o 

bien el error que introduce la aproximación en las ecuaciones diferenciales rectoras del 

equilibrio. Mientras más pequeño sea el elemento finito se tendrá más oportunidad de 

minimizar el error por la aproximación. 

6.3 FUNCIONES DE FORMA. 

En las figuras 6. 1 a la 6.5 se han mostrado los campos de desplazamiento para 

cuatro elementos· y también los movimientos posibles de los nodos es decir los 

desplazamientos nodales. Para que estos desplazamientos se clasifiquen como grados 

de libertad deben constituir el mínimo número de elementos de desplazami.entos 

necesario para describir completamente la deformación en cualquier punto del elemento. 

Para que esto sea cierto el campo de desplazamiento elegido debe escribirse en función 

de los desplazamientos nodales en vez de los coeficientes polinomiales a,b,c,etc. A los 

campos de desplazamiento en función de los desplazamientos nodales se les conoce 

como funciones de forma. 

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA .. 

Considérese el elemento que se muestra en la figura 6.6 con los grados de 

libertad nodales U, y U2 y el campo de desplazamientos elegido: 

u=ax+b 

1 2 ------
1-' 
u. 

'-" u 

Figura 6.6 

6.1 

de la figura se observa que si x=O el desplazamiento debe ser u, y si x=L el 

desplazamiento debe ser u,. 
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Al aplicar estas dos condiciones, se obtiene: 

en forma matricial: 

u, = a(O) + b 

U2 = a(L) + b 

[u,] [º 1: fa] 
U

2 
= L l] [b 

denotando al vector de desplazmiantos nodales por "DN", a la matriz de coeficientes por 

"A" y al vector formado por las constantes como "a", tenemos: 

(D.~ = [AJ [a] 

solucionando para [ a ) 

así: 

1
1 ilr l 

[aj = - L Ll· lul 
bj l 0 U2 

Expresando en forma matricial el campo de desplazamientos dado en la 

ecuación 1 

en forma condensada se puede escribir como: 

u = [ Pj [a] 

-
sustituyendo la ecuación 3 en la 4, se obtiene 
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6.5 

si llamamos [N] = [P] [A]" el campo de desplazamientos se puede escribir: 

6.6 

como el campo de desplazamientos quedó expresado en términos de los 

desplazamientos nodales, [N) se define como la matriz de las funciones de forma. Cada 

elemento de (N] es una función de forma que multiplica a un desplazamiento nodal 
(grado de libertad). Así: 

haciendo el producto: 

r 1 1lr 1 
-- L'¡ 1,ª:¡ u = [x lj l lL 

Q J ~ U2~ 

u = [ ( 1 - ; ) ;¡ [ ~~ l 
de donde se puede decir que las funciones de forma para el desplazamiento nada! u, 

(grado de libertad 1) es: 

6.7.1 

y para el desplazamiento nada! 2 (grado de libertad 2) es: 

6.7.2 

La validez de estas funciones de interpolación se demuestra sustituyendo los 

valores de x=O y x=L, es decir: 

Si X= 0 u = [l O] [~:] = u 1 

six = L U = (0 l] [~:] = U2 

La gráficas del campo de desplazamientos y de las funciones de interpolación se 
muestran en la figura 6.7 

\ 
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'T' ~u=ax+b 
' 1 
1 

u1 
i 
1 u2 

X 

N1 = 1 - X/L 

X 

.,,----- N2 =X/L 

,, 
X 

Fi.gura 6.7 

Se observa que las funciones de forma tiene un valor unitario cuando son 

valuadas en su nodo correspondiente y un valor de cero en cualquier otro nodo. 

C~be aclarar que la elección del campo de desplazamientos no es arbitraria Se 

observa que para describir el campo de desplazamientos nodales, deben de poder 

definirse de manera única los coeficientes de los polinomios a,b,c,etc. Esto requiere que 

haya tantos coeficientes como grados de libertad para el elemento. Si esto es cierto la 

matriz A resultará cuadrada y por lo tanto se puede invertir para encontrar 

Esto se generaliza para cualquier elemento finito que se considere. 
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6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA. - - . . . . 

Considérese loq grados de libertad correspondientes a los desplazamientos 
nodales v,, e,,v2 y 9 2 como se muestra en la figura 6.8 

y 

X 

Figura 6.8 

Las condiciones de frontera para este elemento son: para x = O, 
dv e 

V = v, ; para X = L, dx = 2 y V = V2. 

El campo de desplazamientos para este elemento fue planteado como: 

v = ax' + bx2 +ex + d 

de donde se puede obtener: 

: = e 3ax3 + 2bx + c 

6.8 

6.9 

Estas funciones se determinan partiendo que el campo cúbico de 

desplazamientos satisfacen las condiciones de frontera. 

Sustituyendo estas condiciones de frontera: 

Si X= 0 
e, =e 

v, = d 

X = L v, = al3 + bL2 + el + d 
B2 = 3aL2 + 2bl + c 
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En forma matricial: 

Vi] o o o l ;j e1 o o l o 
= 

V2 L 3 .r.2 L 1 

~J 82 3L 2 2L 1 o 

( DN l = (A ] {a} 

al solucionar: 

r 2- 1 2 1 1 . . 

; 
-- -·' 

i L' L' L' L''. v.' 

3 2 3 i j !e:· 
= L' L .r.2 --¡ 1 L v, 

o l o o le, 
l o o o 

(a]= [AJ" [DNJ 

Expresanco en forma matricial el campo de desplazamientos 

sustituyendo el vector [a) 

a 
b 

V = [x3 x2 X lj 
e 

[D] = [P] [a] 

2 1 2 --
L' L' L' 

v = [x3 x' x l] 
3 2 3 

.r.2 L .r.2 

o 1 o 
1 o o 
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en forma condensada: 

[D] = (N] [DN ] 

desarrollando el producto: 

x 3 2x 2 
----•x, 
Li L 

2x 3 Jx 2 

---·--, 
L 3 L 2 

de donde las funciones de forma resultan: 

N1 
2x3 3xi 

1 - -- • 
Li Li 

Ni 
xi 2x2 

= - --· }C 
¡,2 [, 

' Ni 
2x3 3xi 

= • ¡,l ¡,2 

xi , 
N4 

x· 
= ¡,2 L 

6.10 

las funciones de forma N,, N2 , N, y N, corresponden a los desplazamientos nodales 

V1 , 9 1 , V2 Y 9 2 respectivamente. 

A estas funciones de forma también se les conoce como polinomios de 

interpolación, polinomios de Hermite o polinomios de Hermitianos. 

' 
En la figura 6.9 se muestran las gráficas de las funciones de forma y se observa 

que cumplen la propiedad de que sean igual a la unidad cuando se valuan en su nodo 

correspondiente y cero en cualquier otro. 

6.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR. 

Considérese los desplazamientos nodales u,,v,; u2 ,v2 y u,,v, correspondientes a 

los grados de libertad "x" y ''y'' de los nodos 1,2 y 3 respectivamente, según se ilustra 

en la figura 6.1 O 
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- ·- - - _. - '·- . 

N, = 

1 

2x3 3x2 

N =--•--
3 LJ L2 

\ 

''-....~ 

y 

1 
i 
1 

' 

_·-_ ~ ' 

- ~'.:-'- ~ ; :_.~ .. '. .- . 

3x2 
--•l 

L2 

L 

' :' ,_.:.L_. x 3 2 x 2 
' ¡. N.=----•x 
i // 2 L 2 L 

:,/ 9=1' 

s::: / 
X 3 X 2·,-- ~· 

N.=---
• L2 L 

Figura 6.9 

3 (x3,y3) 

, 

L 2 (x2,y2) 

1 (X1 ,y1) 
; X 

Figura 6.10 
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Se supondrá el campo de desplazamientos dado por: 

u=ax+by+c 

v = dx + ey + f 

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por: 

-x=x,. y=y, 

X=~, y=y, 
x=x,,, y=y, - -

u=u & v=v , , 
u=u2 & v=v2 

u=u, & v=v3 

si se aplican estas condiciones a los campos de desplazamiento: 

u, = ax, + by, + c 
v, = dx, + ey, + f 

u2 = ax, + by2 + c 

v2 = d~ + ey2 + f 

u, = ax, + by3 + c 
v, = dx,, + ey3 + f 

6.11 

en forma matricial y ordenando el vector desplazamientos, primero en la dirección x y 

después todos en la dirección y. 

- u, x, y, 1 o o o 
a 

u, x, Y2 1 o o o b 
U3 X3 Y3 1 o o o e 

= 
v, o o o x, Y1 1 d 

v, o o o x, y, 1 e 

V3 o o o X3 YJ 1 f 

en forma compacta. 

[DN] = [AJ [a]-

solucionando: 
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en forma compacta. 

[DN] = [A] [a] 

solucionando: 

a Y2-YJ y3-yl Yi -y2 o o 
b X3-X2 Xi -X3 X2 -Xi o o 
e l x,y3-X3Y2 X3Yi -XiYJ X:Y2-X2Y: o o 

= 
2DET o o o Y2-Y3 yJ-Yi 

o o o X3 -xl Xi -x3 

o o o X2Y3-X3Y2 X3Yi -XiYJ 

en forma condensada: 

donde: 

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento. 

en forma condensada: 

a 
b 

1 o o 
0 X y ~] ~ 

[D] = [P] [a] 

e 
f 

o u, 
o U2 

o U3 

Y, -yi v, 
X2 -X: v, 

x,y, -x,yi v, 

sustituyendo el vector {a} y considerando como nueva constante cada término de la 

matriz A' 
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En forma condensada: 

{D] = [P] [A]"' (DN) 

donde: 

[N] = [P] [A¡-' 

por lo que desarrollando: 

u, 
u, 

[~] = [:' 

N, N, o o o l u, 
o o N1 N2 N,j v, -

v, 
v, 

desarrollando: 

a, = Y2 - y, 
N, = 1 ( a1x•b1y+ c1 ) b, =X, - ~ 

2DET 
c, = ~y, - X..Y2 

~=y, - y, 
N2 = l ( a2x•bJ•C2 ) b2=x,-x., 

2DET 
C2 = X,Y, - x,y3 

a, = y, - Y2 
N, = 1 ( a3x• b,y• c3 ) b,=x,-x, 

2.DET 
c, = x,y2 - ~y, 6.13 

Estas son las funciones de forma para el elemento triangular. En la figura 6.11 

se muestra la gráfica de estas funciones: 
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y,v 

V1 -

N 

. 1' 

/ 

3 

u1 

u3 

y 

7! 

v3 

L 
' 
1 v2 
i 

u2 
X. u 

N2 

? N 

3 

1 / 
_1 ._· ________ ,_,_ 

/ X 

Figura 6.11 

N 

. r 

/ 
/ , 

y N1 

X 

observése que cada función satisface el requisito de ser igual a la unidad en su nodo 

correspondiente e igual a cero cuando es valuada en los otros nodos. 

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR. 

Considérese los grados de libertad u,,v,; u2,v2; ~.v3 ; y u4 ,v4 ; correspondientes a 

los grados de libertad de los nodos 1,2,3 y 4 respectivamente como se muestra en la 

figura 6.12 
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y· 

! 
4 (x4,y4) 

3 (X3,y3) 

' 

1 (X1,y1) 
2 (x2.y2) 

Figura 6.1:2 

El campo de desplazamientos está dado por: 

u = a + bx + cy + dxy 
v = e + fx + gy + hxy 

X 

Las condiciones de frontera para este caso están dadas por: 

si X = X1; y = y, entonces u = U1 i 
X = X2; y = y, entonces u = U:i 
X = xl; y = y, entonces u = u]; 
X = x,; y = y, entonces u = u, ; 

si se aplican estas condiciones al campo de desplazamientos: 

u, = a + bx, + cy1 + dx1y 1 

v, = e + fx 1 + 9Y1 + hx,y, 
u, = a + bx, + cy, + dx,y, 
v, = e + fx, + gy, + hx,y, 
u, = a + bx, + cy, + dx,y, 
v, = e + fx, + gy, + hx,y, 
u· • = a + bx, + cy, + dx,y, 
v, = e + fx, + gy, + hx.y, 

6.14 

V = v, 
V = v, 
V = v, 
V = V, 

en forma matricial y ordenando el vector desplazamientos primero los de la dirección x 

(desplazamientos u.) y despues todos los de la dirección y (desplazamientos v.). 
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º1 1 X1 y, x,y1 o o o o 
u, 1 Xtc Y2 iY2 o o o o ª] 

U3 1 X3 Y3 X:J3 o o o o bl 

~I º• 1 x. Y. x.y. o o o o 
= 

v, o o o o 1 x, y, X:.Y1 e' 
v, ó o o o 1 x, Y2 x,yi f 

V3 o o o o 1 X3 Y3 X:J3 g 

o o o o 1 
h 

v. x. Y. x.y. 

Se obseNa que al solucionar este sistema se tiene que invertir una matriz de 4x4, 

dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerlo 

numéricamente, resultando así: 

a ª1 ªi ª3 ª• o o o o u, 

b 
b, b, b3 b. o o o o ºi 

e ei e, e.) e. o o o o U3 

d dl dl d3 d4 o o o o º• 
= 

e o o o o ª1 ª2 ª3 ª• Vi 
f o o o o b, b, b3 b. Vi 
g o o o o ei ei e3 e. V3 
h o o o o dl d, d3 d4 v. 

donde a;.b¡,C, y d¡ son nuevas constantes de [Aj"' 

En forma reducida: 

[a] = [Aj"' [ DN ] 

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento: 
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.· ... - .. '' ·~ . ---· ._ .. _ -- '· .. . ............ ·a 
b 
e 

[~] = [~ X y XY o o o o l d 
o o o 1 X y xy e 

f 

g 
h 

en forma condensada: 

[O] = [P] [a] 

sustituyendo el vector [a] 

a, ª2 a, ª• o o o o ¡u 11 
b, b2 b, b. o o o o :U2 

e, C2 e, ª• o o o o u, 

-- ¡u1 = ¡1 X y xy o o o :y] d, d2 d, d. o o o o u. 
v, o o o o 1 X y o o o o a, ª2 a, ª• v, 

o o o o b, b2 b, b. v, 

o o o o e, C2 e, ª• v, 

o o o o d, d2 d, d. v. 

desarrollando: 

u, 

U2 

u, 

[~] = [:' 
N2 N, N, o o o ;.] u. 
o o o N, N2 N3 v, 

V2 

v, 

v. 
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donde: 

N, = a, + b,x + c,y + d1xy 
N, = a, + b,x + c,y + d,xy 
N, = a, + b,x + c,y + d,xy 

N• = ª• + b,x + C.Y + d,xy 6. 15 

Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6.13 

se representan los que serian las gráficas de estas funciones. 

N 

N 

" . '. 

! 

/ 
/ 

// 

u3 

······ ······ 
v4 • 3 

vt ; 
1 •. '·'-____ , 
ul 

-------------~X 

y 

y 

/-¡ 

N1 

71 N3 
/ 

N 

N 

_ _,,.. 
\,/ 1 2 
~--------+X 

Figura 6.13 
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA 

En base a los cuatro casos planteados anteriormente, el planteamiento de las 

funciones de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (finito) 

considerando lo siguiente: 

- Los campos de desplazamientos definen la fama supuesta del desplazamiento 

del elemento en términos de coeficientes polinomiales. 

[D] = [P] [a] 6.16 

Los coeficientes del campo polinomial supuesto están relacionados con los 

desplazamientos nodales, al forzar que el campo de desplazamientos sea igual 

al desplazamiento deseado en los nodos. 

[DN] = [AJ [a] 6.17 

Expresando el desplazamiento en cualquier punto del elemento en términos de 

los desplazamientos nodales, se tiene: 

[O] = [PJ [AJ"' [DNJ 6.18 

- Las funciones de forma resultan: 

N = [P] [AJ"' 6.19 

y son el inicio deseado para plantear las matrices de rigidez. Estas funciones de 

forma deben poseer la propiedad fundamental de ser iguales a 1 cuando son 

evaluadas en las coordenadas de su nodo asociado y grado de libertad, y cero 

en todos los demás nodos y grados de libertad. 

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO. 

Para determinar la matriz de rigideces hay varios enfoques, entre otros se tiene 

el de la energía potencial, los residuos ponderados y el método de Galerkin. El 
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desarrollo siguiente se hará considerando la energía potencial. 

En este enfoque se plantea que la energía potencial total del sistema esté en un 

valor estacionario, en el caso de equilibrio estable, este corresponde al valor mínimo del 

potencial. 

La energía potencial se puede escribir como: 

<fl = u + u. 

donde u es la energía de deformación interna y u. es la energía potencial externa (de 

las cargas aplicadas). 

Recuerdese que la energía de de!ormación interna se puede escribir como: 

pero: 

sustituyendo: 

u=.!J €'ad 1 2 ' "" ""· 

a = E€ 

u = 21 r € r E E d¡,o/ 
- vol 

6.20 

6.21 

Considerando que la deformación unitaria se puede conocer a partir de los 

desplazamientos y que ésto~ pueden ponerse en función de los desplazamientos 

nodales, a través de las funciones de forma, la deformación se puede escribir como: 

[E ] = [ B] ( DN] 6.22 

donde {ON} son los desplazamientos nodales y [B] se conoce como la matriz de 

desplazamientos-deformación. Sustituyendo 6.22 en 6.21, para esto: 

6.23 

por lo que: 
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6.24 

por otro lado la energía potencial externa en términos de las cargas que actuen en 

dirección de los grados de libertad se puede escribir como: 

6.25 

sustituyendo en la energía potencial total: 

"' = 
2
1 

{D)' [f ¡ BJ' [E] [ BJ d ] [D J [D " [P' "' 'ºl NJ- .vj J 

aplicando el principio estacionario de la energía: 

[.{lBJ'[E.'] [B]d.,01 ] [D,,; - [P) =O 

de donde: 

6.26 

esta expresión es Ja relación tuerza-<:lesplazamiento del elemento: 

( P] = [ K ] [ º• ] 6.27 

del elemento, por lo que la matriz de rigideces resulta: 

[ KJ = f [ B] b[ E] [ B] d vol 6.28 

siendo [K] la matriz de rigideces del elemento y depende de la matriz constitutiva [E] 
del mismo y de la matriz desplazamientos-deformación [B]. esta última es función del 

campo de desplazamientos seleccionado y la relación entre la deformación y el 

desplazamiento en cualquier punto del elemento. Como la matriz [E] es simétrica, la 

matriz de rigideces también será simétrica. 
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6.4.1 MATRIZ OE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL 

En la figura 6.14 se muestran los grados de libertad y las cargas nodales. 

N 1 2 N 
~ ~~~~~~~ 4--

H H 
u1 U2 

Figura 6.14 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó 

como: 

De la teoría de elasticidad: 

por lo tanto: 

u = [ 1 -1 ~] [ ~:] 

cu E = 
x ax 

E = [ iJN1 
X OX 

de acuerdo a la ecuación 6.22 se puede escribir: 

e.= [B] {DN} 
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que es la relación desplazamiento-deformación-·deseada, ·así: .· 

6.30 

La expresión para determinar la matriz de rigideces se determinó como: 

K=J B'EBd 
vol vol 

De la teoría de elasticidad la matriz constitutiva E solo tiene un término y es 

precisamente el módulo de elasticidad axial E. Sustituyendo: 

r 1 ] I __ 

K=J 1 L sf-l l)d 
l 1 L L vol voll L 

El volumen diferencial para un elemento axial puede expresarse como: 

d,,.1 = dA dx 

para un elemento barra de sección constante y módulo de elasticidad axial constante: 

K =EA JL L L 
dx 

L L 

EA EA 
L L 

K = 
_EA EA 

L L 

sustituyendo en la ecuación 6.27 se obtiene la ecuación fuerza-desplazamiento: 

[::] = 

EA 
L 

EA --
L 
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6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA. 

En la figura 6.15 se muestran los grados de libertad considerados. 

V 

X 

z 
Figura 6 .15 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó 
como: 

[ 
2x3 3x2 

V= (-----•l) 
. L3 Li 

x 3 2xi 2x3 - 3xi 
( - - - •X) ( - - • - ) 

Li L L3 Li 

v = [N1 Ni N3 N4 j 
Vi 

62 

por otro lado, de la teoría de elasticidad: 

pero: 

por lo tanto: 

a= M y 
-r 

a E = E 

y M = 
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-
sustituyendo el campo de desplazamientos: 

de donde: 

así: 

por lo tanto: 

[ 
d 2N 

e=y--1 
dx 2 

N''-
d 2 N: 

l -
dx2 

d2N. 
N'' -

__ 2 
2 -

dx2 

d2N. 
3 Nj' = 

dx2 

d 2N 
N4' = ~ 

dx2 

E= y[ 12X_~ 
L 3 L 2 

12x 
: 

Ll 

6x 
= 

Li 

12x = ---Ll 

6x = 
Li 

6x 4 

6 

[v1 

d2N4] 91 

dx 2 V2 

e2 

Li 

4 
L 

6 
+ 

Li 

2 
L 

12x 6 

v . • 

--- --·- 6x -~] e, 
I) L V2 L2 L L3 Li 

82 

8 = [ 12x -~ _6_x -..! 
y L 3 L 2 L 2 L 

12x 6 ---·-L3 Li 

la expresión para valuar la matriz de rigideces esta dada por: 
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K=J s•esd 
"'°l vol 

considerando que el elemento viga es de sección constante, que la matriz constitutiva 

E, solo contiene el módulo de elasticidad axial E y que: 

J = (Ldxf d4 
vol Jo A 

Ni' 

Ni.' 
Ni' 

Nj' 

la integral de área es función unicamente de "y" por lo que: 

JyldA = I 

Ní'N{' Ní'Ni' N{'NJ' N{'N4' 

= EI fo 
Ni'N{' Ni'Ni' Ni.'N)' Ni'N¡' 

K dx 
Nj'N{' Nj'Ní' NJ'N)' Nj'NI.' 

N4'N{' N4'Ni' N4'Nj' NJ. 'N4' 

desarrollando la integral. 

12EI 6EI _ 12EI 6EI 
L3 L' L3 L' 

6EI 4EI 6EI 2EI 
¡,2 L L' L 

K= 
l2EI 6EI. 12EI 6EI ---L3 L' L) L' 
6EI 2EI 6EI 12EI --
L' L L' L3 
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Si se observa esta matriz, es la misma que la obtenida con el método directo de 
. - - . . ''· .•. ,_ . -- . --: 

las rigideces, considerando flexión y cortante unicamente. 

6.5 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES PLANAS 

El método de los elementos finitos obtuvo sus primeros exitos en su aplicación 

a problemas bidimensionales. 

Solamente se estudiará el elemento triangular, que es el más sencillo, pero el 

procedimiento es totalmente general. Este mismo problema se puede analizar utilizando 

elementos más elaborados, que se introducen en idéntica forma. 

En ambos casos de esfuerzos y deformaciones planas, el campo de 

desplazamientos viene ·expresado univocamente en función de los desplazamientos u 

y v en las direcciones de los ejes cartesianos x e y respectivamente. 

Cuando todas las fuerzas se aplican en el plano que contiene a la estructura, 

digamos en el plano x-y y los esfuerzos que se producen son a,. a Y y r xy mientras que 

a,. r ,,., r xz· r" y r iz son cero, se trata de un problema de esfuerzos planos. 

En la figura 6.16 se muestra el estado de esfuerzos en un elemento diferencial. 

y 

1 
~r--=--~ 

zy 

a =0 z 

Figura 6.16 
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Por lo tanto las deformaciones presentes serán E,, -'E y y y ><t mientras que e 
1

, y zx y y Y' 

son nulas. 

Las vigas de gran peralte, los contrafuertes para presas y en general todo 

elemento de sección transversal (dirección z) pequeña respecto de sus otras 

dimensiones son estructuras para las cuales es aplicable la teoría de esfuerzcs planos. 

Por otro lado se dice que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si 

ta deformación lineal unitaria en la dirección z se conserva igual a cero, pero el esfuerzo 

en la misma dirección es diferE!nte de cero ( e 1 = O y a 1 .- O). 

En la figura 6.17 se m•Jestra el esfado de esfuerzos para un problema de 

deformaciones planas. 

Figura 6.17 

En la práctica los problemas de deformaciones planas ocurren en estructuras en __ 

que ta dimensión en la dirección z es mucho más grande que las otras dos dimensiones 

y tambien la sección perpendicular al eje z es constante. 

Para analizar este tipo de estructuras se toma una sección transversal 

representativa de espesor unitario para propósitos de análisis. 

Como ejemplo de estructuras a las que se les puede aplicar esta teoría se tienen 
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las presas de gravedad incluyendo su cimentación, terraplenes, vertedores, etc. 

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA ESFUERZOS 

PLANOS. 

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.18 .. 

u3 y,v u1 H 
H 3 V3 

v1 1 

x1 2 

y1 I v2 ,_... 
' , 

X.U 

Figura 6.18 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó: 

U1 

u, 

[~] = [:l N2 N1 o o :J U3 

o o N1 N2 v1 

v, 
V3 

De la teoría de elasticidad para un problema de esfuerzos planos, todos los elementos 

están sujetos a tres esfuerzos a •. a Y y T 'Y' como se indica en la figura 6.19 
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Figu:-a 6.:3 

las deformaciones correspondientes: 

Ex = 
2u 
ex 

Ey = 2v 
ay 

é'u 2v 
Yxy = ey • ex 

sustituyendo el campo de desplazamientos: 
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En forma matricial: 

la cual se puede expresar como: 

[E ] = [BJ {DN} 

donde: 

N1X = 
cN1 e i ª1 Y2-Y3 
ax 

= - ( -- ( él1X•b1y+c) j = 
2DET 

= 
ax 2DET 1 2DET 

N,x = 
cN2 e i ª2 y)-yl 
ex = ex[ 2DET(a2X•b2y•C2)J = 

2DET 
= • 2DET 

N3X = 
2N3 e i a) Y1-Y2 

= ex ( 2DET ( d3X•bJY•C3)] = = 
ax 2DET 2DET 

cN1 a 1 bl X3-X2 
N1Y = = cy[ 2DET(a1x·b1y•c1)l = = 

ay 2DET 2DET 

aN2 a i b2 x1 -x3 
NiY = =ay[ 2DET(a2x•b2y·c2)J = = 

ay 2DET 2DET 

iJN. a i b3 X2-X1 
6.36 NJY = _3 = - ( -- ( a3x•bJY•C3)] = = 

ay cy 2DET 2DET 2DET 
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Para considerar la matriz constitutiva, en la teoría de elasticidad se planteó que: 

ax a 
€X = - µ-X 

E E 

€ = ax • ~ -µ-y E E 

Y:cy = 
t: xy 

= 2 ( 1 •µ) 
ªxr G E 

en forma matricial: 

€X 

lf-~ 
-µ o r a X 

Ey = l o . ay 
E' 

Y:cy l o o 2 ( l •µ) l t:xy 

considerando la relación inversa 

ax l µ o Ex 

E µ 1 o 
Ey ay = 

( 1-µ2) ( l -µ) o o t: :cy 2 j Y"'; 

y como en forma compacta se puede escribir: 

(a]=(E] [€] 

por lo tanto la matriz constitutiva resulta: 

En En o 
[E] = E21 Ei2 o 

o o E33 

donde: 
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.. En = -E21 = µE 
... --· . . .. (1-µ2) 

= E(l-µ) 
2 ( l -µ 2 

) 

.. ···--~-· .. - . 

sustituyendo en la expresión para valuar la rigidez: 

K = f (B].(E] (BJdvol 

N,x o N1 

o N1Y o r Eu E:z o !N,x o N2 x 0 N3x º) N2 x o Nl 
K =fo E,, E,, o . O N,y O N2y O N3 Í o N2y N1 o o E33 lN,y N,x N,y N,x NJ N3Xj 

N3X o N, 

o NJ N3 

- --·-· 

6.37 

t;dA 

Para este elemento ningún término N,., N,Y' ... etc. contiene las variables x o y. 
Como resultado de ello Ja integración sobre el área produce sencillamente el área del 

elemento y solo se efectúa la multiplicación de matrices, resultando: 

C'\4.2 -~t>t2 a,E.2 !:1, -á,~61 a,E, 1A, -b,~b2 .., E,,b,-b,e,,.., ., e;, a,-b,E,,b, •,e,,b,- o,i:,.a,. 
' 

;a..=.20 1 -b,~a, Eub,2·€,.,a..l b,Ez,11.z-d.Cr,b2 b,E,,b,-.o,E,.,a, l>,C,,a,-a;C,,b, b,E,,b,-a,E,,a,, 

:..,E,,a,-b,E,.,b, b,E",,a.,·a,E,,b, E,,.S:-c.,,~ ' 

K,. '. 
a,E,,á,-b,E,,a, a,E., a,-b,E,,b' .o,E,,b, ·b,E,,a,¡ t 

:a.E.,b,-b,E,.a, 1>,E,,b,·a,E,,a, a.,E,,b,·b,C.,,a, ~-c.,,..: b,E",,a,-a,é,,á, 
1-

1>'éz,b,-a,E,,a,, 4DET 

donde: 

--~----

·l ... E,,., -b, E,..ó, I>, E,,., . .., E,,b, a,E,,., • b,C.,,b, i;.:,,., ·a,C.,,b, E,'..: -e,,t.; 
... E,,b, • b,E,.a, I>, E,.b,a, E,,a, .o,E,,b, • b,E,.a, b' E,.b, • a,E,.a, a,E,,b,. b,E,.a, 

------- - --

t =espesor 

a, = Y2 - Y3 

b, =X, - ~ 

a, = y, - y, 
b, = x, - X,, 
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a. = y, - Yz 
b3 =~-x, 

a,E;,b, ·b,E,,a, I 

C.,.b,'-E:,, .,. 1 
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y 
3 (X3.y3) 

2 (x2,y2) 

X 

Figura 6.20 

la numeración de los nodos se realizó en sentido antihorario. El área o el 

determinante también se puede calcular como: 

fl X; y.1 

A = DET = ; l~ X2 Y2 

X3 Y3 

la ecuación fuerza-desplazamiento se puede esaribir. 

P1 .K11 K:2 .K13 r .o! 
P2 = K21 .K22 K23 .02 6.39 

P3 K31 K32 K33 .03 

donde: 
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Ahora puede utilizarse la matriz de rigideces en la misma forma que se utilizó para 

los los elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los 

desplazamientos nodales. 

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS. 

Una vez conocidos los desplazamientos nodales de caca elemento: 

u, 
V1 

u, 
[DNJ = vi 

2 

U3 

V3 

Para encontrar los esfuerzos se sabe que: 

sustituyendo: 

[C7] = [E] [E J 
[E] = B DN 

[O] = [E] [BJ [DN] 

llamando ¡ s J = ¡E¡ ¡ B ¡ matriz de esfuerzo, se puede escribir: 

[ a ] = [ S ] [ DN] 

por lo que: 

En E12 O a 1 O a 2 O a 3 O 

s = o b, o b2 o b3 

o 

Ena1 Ei2b1 Ena1 Eub2 Ei1ªJ Eub3 

s = 1 E21al E22b1 E21a2 Ei2bi E21ªJ E33b¡ 
2DET 

E¡3b1 E33B1 E¡3b2 E¡3a2 E33 b 3 E33 a 3 
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Para cada elemento se tendrán tres esfuerzos a,, a v y T xv en base a estos se 

puede calcular las direcciones y esfuerzos principales para cada elemento. 

Si se analiza la matriz de esfuerzos S se observa que ninguno de los términos es 

función de x o y. Esto significa que los esfuerzos a,, a v y T xv son constantes a través 

del elemento. Estos esfuerzos pueden considerarse como esfuerzos medios del 

elemento. 

6.5.3 EJEMPLO DE APLICACION PARA ESFUERZOS PLANOS. 

Analizar la placa rectangular que se muestra en la figura 6.21, usar un elemerito 

finito triangular, desprecie el peso del cuerpo. 

. 2ó3~ kg I cm 2 

r------~ / '---ii 1 
/¡ ¡ ·, ' 

1 ¡--:-i 1 
/.; ' J 1 

o ¡---:of 
-~j 1--f 
·.¡ _·¡ 

,. 

5~ 

Figura 6.21 

Datos: 

Espesor t = 2.54 cm 

Módulo de elasticidad E = 2x10° kg/cm2 

Relación de Poisson µ = 0.25 

¡ 
1 
i 2• 
1 -

Para plantear la ecuación fuerza-desplazamiento de la placa, primero hay que 

idealizarla. En este caso particular la idealización se hace considerando los elementos 

finitos. 

196 
( 



Así: 

3 

-
1 2 

12..5 
1 • • 
1 

12..S 

. 1 
1 

Figura 6. 22 

2 3 
. • J 2 

i a ,/ . 3 
6 ./ ~: 4C·163.75 kp 

1¡1,/b s:, ,/ .. f 6 
. • ., 2 /, 2 . -:¡. j•.) 2 .) ¿ / 
4 .. J .) 

fl 8(· 327:; kp e 
' ,,.,.,.· 
1 d ' .,/ L 

-~. 1_./ 2 . 1,, n 2 . 
. ' '="'---~=-~---. ..- 7 8 9 

40 163.75 k!J 

25 cm 25 cm 

Figura 6.23 

Se observa que todos los vértices de las triángulos están numerados d.e. 1 a 3 en 

sentido contrario a la manecillas del reloj, estos números indican el vértice que llega a 

un nodo. Los números dentro de los círculos representan la numeración de los nodos. 

Las cargas en los nodos se obtienen por áreas tributarias, así: 

P,. = 2530 X 2.54 X 6.25 = 40163.75 kg 

P.,. = 2530 X 2.54 X 12.50 = 80227.50 kg 

Al igual que el método directo de las rigideces la ecuación fuerza desplazamiento 

para el sistema estructural esta dada por. P' = K' DN' 
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P,: . "·. x;;, •. x;;,. x;,. -~-i< .. ; o o o D.~ 
. i 

;-:-:::. ... -- . .. ., ; ',. 

',o;·: ' Ki,. X:.c·x;;,, x;, •. x;,, X:,, ;10' ' o o 
1 : 1 ""' . ,t, 

~(1-K;~- K,,,-K,,, "·. "·. x;,.- K;,.. x;-, ,.x;;,. K,,,-1(., 1<u· x;,, ¡; ': R o : 0/0/5 . , 

¡P, ' o "' x:;,,. Ki,, X:U· K,,,- K,,. l<{,,· 1<,,, x;,. o:., 
1 : ¡ 
f ;:i' . o o "··K,, K.~.-K,,. ""-;(' g-K;·1,, .i<;,.:. P~: • 
·~ o o o "· ~. llW.: . o:n,. 

El vector de cargas y el de desplazamientos quedan definidos por: 

P.;2 

Py2 r u 1 
2 

o 
V2 p;J o 

Py; 40163. 75 
UJ 

o VJ 

P;s o u, 
Pys o v, 

= = ? 
p;ti 80327.50 u. 

o v. Py5 o u, 
P;s o 

40163.75 
Va 

Pys 
o u, 

P~g v, 

Py,, 

para obtener la matriz de rigideces de cada elemento triangular es necesario conocer 

los valores de la matriz constitutiva que están dados por la ecuación 6.37. 

E11 E22 
E 2x10 6 

= 2. l3xl06 = = = 
1-µ2 1-(0.25) 2 

E12 = E21 = 
µE = 0.25(2xJ0 6 J = 0.53xl06 

1-µ2 1-(0.25) 2 

E33 = 
E( 1-µ) 

= 
2xJ06 (1-0.25) 

= o.sx10• 
2 ( l -µ2 ) 2[1-(0.25) 2) 

198 

!Si 

' ( 



De la ecuación 6.38 se puede evaluar las matrices de rigideces para cada 

elemento. 

Recuerdese que !a rr.atriz de rigideces es ir.dependlen!e de !a posición del 

sistema global por lo que los elementos a,e,c y g tienen las mismas propiedades de 

rigides asímismo los elementos b,f,d y h. 

Para calcular la matriz de rigideces de les elementos d,e,c y g se Consideran 

las coordenadas del elemento "a". 

NODO X y 

1 o.o 12.5 

2 25.0 25.0 

3 o.o 25.0 

ª1 = Y2-Y1 = o bl = X3-X2 = o 

ª2 = YJ-Y1 = 12. 5 bz = X: -x3 = o 

dl = Y1 -Y2 = -12.5 b3 = X2 -Xi = 25 

156.25 

sustituyendo en la ecuación 6.38 

2032000 o o -1016000 -2032000 1016000 

o 5410200 -673100 o 673100 -5410200 

o -673100 1352550 o -1352550 673100 
. '(,, = o o 508000 1016000 -508000 -1016000 

-2032000 673100 -1352550 1016000 3384550 -1689100 

1016000 -5410200 673100 -508000 :-1689100 5918200 
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Los números que se han puesto arriba y a la derecha de la matriz corresponden 

a los grados de libertad (por nodo u y v) de los elementos y nos ayudan a particionar 

la matriz de rigideces en: 

Ku. K12. Ki3• 

K; = K21a K22• K23• 

Kn. K32• Kll• 

lo que nos dá las submatrices para sustituir en la ecuación fuerza-desplazamiento para 

el sistema estructural. 

Para calcular la matriz de rigideces de los elementos b,d,f y h se consideran las 

coordenadas del elemento ."b" · 

NODO X y 

1 o 12.5 

2 25.0 12.5 

3 25.0 25.0 

di = Y2 -yl = -12 -5 b. = X3 -X2 = o 

d2 = YJ-Yi = 12.5 b2 = Xi -X3 = -25. o 

d3 = Y1 -y2 = o b3 = X2-Xi = 25 

156.25 

sustituyendo en la ecuación 6.38 

1352550 o -1352550 673100 o -673100 

o 508000 1016000 -508000 -1016000 o 
I -1352550 1016000 3384550 -1689100 -2032000 673100 

Kb = 673100 -508000 -1689100 5918200 1016000 -5410200 

o -1016000 -2032000 1016000 2032000 o 
-673100 o 673100 -5410200 o 5410200 
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particionando se puede escribir:-· - ... 

[Kub K:2a K1Jb1 
K~ = Kz11> Kz2.:i K;Ju 

lK3¡¡, K32¡, K3lol 

sustituyendo las submatrices correspondientes en la ecuación fuerza-desplazamiento se 

obtiene: 

! o f e7Cliltoo ·18Ml100 ·1352550 101eoc:o - 10$100 o o o o o o 
, ... 
::.h 

o ' 1 • lel!ll:1t00 '!836'00 e1'3tOO ·SOOOCXI ,el9010l • IQ!l:;tWOCI o o o ' o o : :u,! 
..;0~!0 -;o5' ' ~152$) e~100 3311"60 o o ·la!I0100 '""'""" 101ea:o o o o o 

' IOt'SXIO '""""" o 5918200 ·H!l!!Qta:J o e:"'l·co ·S.CIOZD o o ' o ' 
o . ..,,..,, Ul!li:lla::I o •le&;1Crl ,~ -::t>1'92l0 -~1(XJ f0SIC0 -- tOSQ:OO o o 

! 
• 

' 10l!lfil100 ''""""" -1 5alif1CXI o '"""""' ""'""""' lel!QIOl · lO!eca:I: Ull!01aJ .. ...,.,, o o , .... 
" ' 

: t!IC327 s o o ·== er.noo ·21"1::51Q) 1em100 07St0l ·lel!OtCO o -1~1=-o '""""" :CtCCQJ ... 
o o o 101~ 

_,,,..,OZIQ 1"5liltCXI -t01i!ICIX1 -tWtOO """""' ·leeDIOQ o en·:c ·$oltC3XI. ,, 
o : ' o o o o - iesnoo o ·Ull!IU1CXI Cl1'!!11UO:J -1eis1co -t3SCSSCI IS;'"Jt~ 

~; 
o o o o ' lllSOIOO -1Ql5ZMOQ ·t!SSIQO o ·leeril100 ""'""" 101sxo ''°"""'' 

.Ote3 1'5- o o o ' o o -= er.um .,,,...., 101SXO ,,..,.., .19100: •: 
' , o o ' o o 1C~e::o:t -~10ZX1 &1'3100 ·SC!<XX> ·1&5'il•::O: ~1a;m 

... 
. .-1, 

solucionando se obtiene: 

dxz 2 .9485Sx10·2 

dyz -2 .3839x10·3 

d>tJ 6.08817xl0·2 

dyJ l. 7609x10·• 

dxs 3. 043x10-2 

dys l. 31Sx10 ·3 

= 
dx6 6.222x10·2 

dy6 4.l946x10·3 

dxB 3 .22126x10·2 

dy9 5.2168x1Q-3 

dx9 6.376x10·2 

dy9 a .1336x10·1 

Para determinar las fuerzas que actuán en cada elemento se aplica la -ecuación fuerza

desplazamiento: 
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Pi = Ki.i Kí2 KiJ DNi. 

Pj K)i K:i2 K]3• ,DNí 

que desarrollando se puede escribir: 

P{ = K{¡ DNí + K{;DN2 + K{¡DNí 

Pí = Ki,DNi • KizDN2 • Ki3DNj 

Pj = K)¡DN) + Kj;DNi • KíiDNj 

Por compatibilidad: 

Día = o ·, 

Di. = DNí 

DJ. = o 

D{!J = o 

Di,, = DN5 

Djb = DNí 

Die = O 

DJc: = o 
Díd = o 
Día = DN9 

D3d = DNs 

Dí. = DNs 

Di. = DNj 

DJ. = DNi. 

Dí~= DNs 

Dír = DN6 

DJr = DNí 

Díg = DNá 

í)ig = DN6 

DJg = DNi, 

D{n = DNá 

Di.~ = DN~ 

Di.; = DN¿ 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento para cada elemento: 

Elemento "a": 

Pi. = [-67~100 -1016000] [ 2. 948x10·
2 1 = ¡ 2422. 04 l ' 

o -2.3889x10·3 -19646.95' 

= [135255 O l [ 2. 94Bx10·
2 1 = [39881.14] 

O 508000 -2 .3889xl0'3 -1211.02 

= ¡-1352550 1016000] ¡ 2 .948x10·
2 1 

673100 -508000 -2.3669xl0'3 
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Elementos "b", "e" y "d": 

p!, = r 3384550 . -1669100 ¡ f 3.043X1 o ·2 j - r -2032000 

<D -1689100 5918200. 1.3186x10-J 1016000 

~ f · ~2 1 r · 
673100 : , 2.9466x10 1 = ¡39250.36¡ 

• '2032000 - 1016000; í 3.043x10·2 i :2032000 
P,D = '. 1 -

~ 673100 -5410200'. ~1.31B8X10-3 j O 

:1352550 
~e= i 

' o 

o 1 :3.04318X10·2] 41160.56 
i 1 . = . 

508000! ¡ 1.31888.'10-3] ¡ 669.99 : 

-5410200. -2.3839xto·3 : • -741.949 

o 1 ' 2.94B6xt o ·2 

! : 
5410200: (-2.3839xto-•; 

:-582.14' 

~. 450.87 

, 3384550 -1689100~ '3,222x10·2' -2032000 673100 '·3.04318xl0'2: 139292.92 
p - ; . = 
'" - i-1689100 59182001 [?.217X10-3 j l 1016000 -5410200] [1.31B68XIO''J l 232.91 ¡ 

. Í-2032000 
p· =. 
'" ¡ 673100 

101eooo j [3.222xto·2] ¡2002000 

-541020011.5.211xio·'I - l o . . . 

o l '3.0431 x10 ·2i '.1666.21: 
: i = ! ¡ 

5410200. _1.318Sx10·': , 599.19. 



Comprobación del eqúilibño. 

Nodo 2 

Nodo 3 

Nodo 5 

r.;odo 6 

Nodo 8 

[º] = r39881.411j. ¡-582.144]. ¡~39300.20] 
o l-1211.02 450.878 ! 760.14 

[
40163. 75] = [39971.99

1
] • l· 191. 74 l 

·o 339.57 -339.56 

·o 39250.36 ·411eo.ss 1564.21 
' 1 = • J 

ioi [-741.95; [ 669.99, [599.19 

' -679.14 

l-1099.71 

-40297.42 

-95.87 1 

[
80327.50] = [40105.68] • [40378.38] + ¡-156.54] 

o 435.43 -357.16 -78.26 

[
ºo] = [ 39292] • [ 114 .32] • ¡-40001 .23] 

232.91 -311.18 78.27 
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Para determinar los esfuerzos en cada elemento, se requiere conocer la matriz 

de esfuerzos [S] que esta dada por la ecuación 6.41 y sustituirla en la ecuación 6.40 . 
. ~ -· . ' 

La matriz de esfuerzos para los elementos a.e.e y g resulta: 

, 

1 o 
-42400 85200 o -85200 42400 

s = o -770400 21200 o -21200 170400 

-64000 o o 32000 64000 -32000 
-'=-

y para los elementos b,d,fy h. 

¡-85200 o 85200 -42400 o 42400, 

s = -210200 o 21200 -170400 o 170400 

-32000 -64000 32000 64000 o 

Así, sustituyendo para cada elemento en la ecuación 6.40 

Elemento "a" 

Elemento "b" 

:a,· '.-85200 
l 1 : 

: ªr = ; -21200 
¡.,. : o 
l ... .Y: 

[ C7 ] = [ S] ( DN] 

-42400 85200 o -18200 

. o 1 

424001 l 2 
9 8

°
6 10

_,, ¡2512.20; 
1' • 4 X , 1 

170400 1 • = 625.10 -170400 21200 o -21200 
o o 32000 64000 -32000) '¡-2.38309xlO''i [-23.28; 

- o j 

o 85200 -42400 
o 21200 -170400 

-32000 -64000 32000 
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3.0432xIO" j f2435 • 79 '. 
,: ='l 14.20: l.3l88x10' ¡ _
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_
38

: 

2. 9486xJO" J 
-2.3839xIO" 



en igual forma para los otros elementos: 

Elemento c y d: 

1

2592. 79 
ay = 645. 15 

42. 20 

Elemento e y f: 

ª· 12517.921 ay = 34. 64 
T.;_ -21. 39 

Elemento g y h: 

a,, 
12543. 52 

ay = -9. 80 

<..-y -22. 49 . 

6.6 DEFORMACIONES PLANAS. 

a,, 
ay 
t..,, 

r ª· 
lªy 
t..,, 

2579. 98 
18.87 
52. 42 

= -10. 69 
12538. 42 

6. 04 

2520. 14 

= -2. 46 
-4. 93 

Para determinar la matriz de rigideces de un elemento triangular para ·~ 

deformaciones planas se sigue el mismo procedimiento que para un elemento triangular 

para esfuerzos planos, encontrando que las funciones de forma, la matriz 

desplazamiento-deformacion (S) son las mismas, unicamente la matriz constitutiva es 

diferente. En este caso el esfuerzo normal a, no es nulo, debiendo de añadirse a las 

otras tres componentes de esfuerzo. Sin embargo la deformación e, si es nula, por lo 

tanto: 
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........ 

-· ···~-----·~ 

. .,-.--, 

0 x. 0 v O. E = -µ- _._ -µ-· 
Y E E E 

·- ., " -··' . 

····--·- ~- :~ ... __ .. 

pero: 

ax (] ªz = -µ- ... µJ .. 
E E E 

de donde: 

sustituyendo en las deformaciones lineales i:, y E v· 

a" a 
- µ (µa ·µa ) Ex = -µ~ 

E E E ·• y 

ax a 2 a" 2~ E = -µ~ -µ - -µ 
" E E E E 

€ = ax ( 1 -µ2) - ::.X ( l •µ2) .• E E 

E = 
Ox • ::.X -i(µax•µay) -µ-y E E 

a" • ::.X z a" a 
E = -µ- -µ - -µ2.:::.J: y E E E E 

e • ::.X ( 1-µ2) E = _¿(1•µ2) y E E 

Arreglando en forma matricial las ecuaciones correspondientes a:· las 

deformaciones lineales E,, E v y a la deformación angular T r, se tiene: 

E,, 
[ (1-µ' l -(1+µ2) o a,, 

Ey = ~ -( 1~µ2} ( 1-µ2 ) o ªr 
y XJ'. o 2 ( 1 •µ) r: xy 

-·~ -- " 

·. '~ .;:-::~ ;·, 
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Considerando la relación inversa. 

r 
1 _.H_ o 

ax 1-µ r 
Ex 1 

ay = E ( l -µ) µ l o Ey 1 (l•µ) (1-2µ) ( l -µ) 
"txy 

o o 1-2µ [v,,./J 
2 ( l -µ) 

en forma compacta: 

[a] = [E] [e ] 

por lo que la matriz constitutiva se puede escribir: 

E" E12 O 

[E] = E21 E 22 O 

O O E 33 

donde: 

E ( l -µ) 
E u = E 22 = ---'--"--'---

( l - µ) ( l -2µ) 

Eµ 
E12 = E21 = ----'---

(l •µ) ( 1-2µ) 

= E(l-µ) 
2(1-µ 2 ) 

por lo que la ecuación 6.31 sigue siendo válida para valuar la matriz de rigideces de un 

elemento triangular para deformaciones planas. 

Las ecuaciones 6.40 y 6.41 por consiguiente son válidas para este tipo de 

elementos y la solución de la ecuación 6.41 da como resultado los esfuerzos a,, C1y T "'. 

El esfuerzo a, se determina en función de los esfuerzos a, y ay por medio de la 

expresión: 
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6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION. 

Existen estructuras cuya geometría queda definida mediante un cuerpo de 

revolución, existiendo entonces aximetría. Los problemas matemáticos que se presentan 

son muy similares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que el problema se 

trata en forma bidimensional. Por simetría el estado de deformaciones y por 

consiguiente el de esfuerzos esta definido completamente por las dos componentes de 

desplazamientos. En la figura 6.23 se representa una de tales secciones. 

z {v) 

h r {u) 

C> i 

F:.;·.i:-a 6.23 

z 

,...-----.._ _,....__ 
·~'-. r 
~ 
1 
! 

Si r y z representan respectivamente las coordenadas radial y axial de un punto 

respectivamente y u y v los desplazamientos correspondientes, es fácil ver que si se 

utiiiza un elemento rectangular las ecuaciones de desplazamiento planteadas en las 

ecuaciones 6.5 pueden usarse para este problema, por consiguiente las funciones de 

forma expresadas por las ecuaciones 6.15 también son válidas, unicamente se hará el 

cambio de r por x y y por z. 

También se puede utilizar un elemento triangular, en este caso se pueden usar 

las mismas funciones de desplazamiento utilizadas para esfuerzos y deformaciones 

planas. Sin embargo en este trabajo se planteará como ya se· mencionó para un 

elemento rectangular. 

209 



6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO ÁECTANGULAR PARA UN 
PROBLEMA AXISIMETRICO. 

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.24. 

uJ 

u4 

vl 

z,~ 

1 
\ v2 

r1 

Z1 
r,u 

figura 6.24 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó 

así: 

uJ 
u, 
u, 

fJ = [N' N, N3 N, o o o ~.] ª• 
l ' o o o o N, N, N, v, 

v, 
v, 

v. 

De la teoría de elasticidad para un sólido axisimétrico et estado de esfuerzos 

queda definido por: 
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z 
·1' 

1 
¡ 
1 
• 

Figura 6.25 

Por lo que las deformaciones a considerar en un sólido de revolución serán i: ,. 

t: z· t: 8 y y rz • así el vector de deformación queda definido por: 

au 
cr 

Er cv 
• 

E, cz 
lE = = 

e. u 

Yr: 
r 

au Cv -·-cz ar 

sustituyendo el campo de desplazamientos: 

cN1 cN2 cN3 élN. 
Er = --u, + --U2 + -U3 + ar ar ar ar 

oN, cN2 oN3 cN4 e, = --·v, + --v2 + --v3 + -v4 az az az az 

N¡ N, NJ N• 
e. = -u, + -U¡ • -U3 +-u. 

r r r r 

cN1 cN2 eN3 i3N4 i3N¡ i3N2 cN3 eN4 

Ya = -u, + --U¡ + --U3 + --u,+ -vi+ -v, + -V3 +-v. 
az az az az ar i!r ar i!r . 
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en forma matncial: ... . . ',,_, í .. ;_: .:: ~ ,• ~:-........ - ,. .. 

r u, 
Vi 

er Ntr o Nzr o Nlr o N,r o Uz 

e, o Niz o N2Z o Nlz o N., Vz 
= 

Ea Nu o Na o Nle o N,a o U3 

y r: Ntz N1r Nzz Nzr N,, Nlr N<z N,r V3 

u, 

v, 

esta ecuación se puede expresar en forma compacta como: 

[ e l = [ B] [ DN] 

donde: 

Nir = 
aN1 = b: +d1z e ar 

Nzr = 
cN2 = b 2 ·d2 z ar 

Nlr = 
2N3 = b3 •d3z ar 

N,r = 
oN4 = b 4 •d4 z ar 

· Ntz = 
iJNt 

= C1 •d1.r az 

N2z = 
oN2 
Tz = C2 +d2.r 

Nlz = 
i!N3 

= C 3 +d3r 
az 

N., = 
au, 

= e, •d,r 
az 
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Para definir la -matriz constitutiva se aplica -cada~ una de 'las· componentes del 

vector deformación en términos de los esfuerzos que la generan, así: 

E = 
Or o, 09 - µ- - µ-r E E E 

E = 
Or o, 09 -µ- • - µ-z E E E 

E9 = 
09 o, . 09 -µ- - µ-
E E E 

Y rz = 
1: rz 

= 
2(1•µ) 

1: rz 
G E 

en forma matricial: 

Er 1 -µ -µ o o r1 
e, -µ 1 -µ o 1 o, 

= 
E9 -µ -µ o o E 09 

Yrz 
o o o 2 ( l •µ) 1: rz 

considerando la relación inversa: 

1 _L _L o 
1-µ 1-µ 

Er 
1 

Or _L 1 _L o 
o, E( 1-µ) 1-µ 1-µ e, 

= = 
09 ( l •µ) ( 1-2µ) _L _L 1 o E9 

1: rz 
1-µ 1-µ 

Yrz 

o o o (l-2µ) 
2 ( 1-µ) 

En forma reducida: 

[o]= [E] (E] 

por lo tanto la matriz constitutiva resulta: 
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[Eu 
E:2 Eu o 

Ea E12 E23 o 
E= 

En En EJJ o ' 
o o o c .. J 

donde: 

En = Ei2 = EJJ 
E(l-µ) 

(l ·µ) (1-2µ) 

E12 = E,J = E23 
Eµ 

(l·µ){l-2µ) 

sustituyendo la matriz desplazamiento·deformación y la matriz constitutiva en la ecuación 

6.28 se puede evaluar ta matriz de rigideces. Recordando que la integral de volumen 
ha de extenderse a todo et anillo de material, se tiene: 

K" = 211 Je•Eerdrdz 

Sustituyendo se obtendría: 

N,, o N,. N,z~ 

',o N,, o N,) 
iN,, o N'2B 

i · 
é.2 é,3 

1. 

N,, N,, Nu¡ '.~1 O 
1 1

N,, o o o N,,, o. 
1 1. ' 

N.: ·~ 
1 :o N,, o E,. E'zi o 1 o N,, o Nu o N,, o N,,,1 

K' ~ 21r( 2r 1 

' '. ¡ r ardZ ., N,. o N.a N,.,: :.S, s. s, o i('" o N,. o N.a o N.,. 

~,J ' ' 
o N,., o 

"11º 
O O E .. ¡ N,, N" ~ N,, N,., N,., N,,, 

N., o N.,. N. 

o N,,, o N•r: 

Como puede observarse las matrices desplazamiento-deformación [B] dependen 
' de las coordenadas r y z por to que la integral no puede realizarse tan sencillamente 

como en el caso de esfuerzos y deformaciones planas. Hay dos alternativas para 

realizar esta integral, la primera es una integración numérica, la segunda una 

multiplicación explicita y una integración término a término. 
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El procedimiento aproximado más sencillo es valuar la matriz desplazamiento

defarmación [B] en el centro de gravedad de cada elemento, así: 

x·=2!'!B'EBrA 

siendo b. el área del elemento. 

Esta aproximación se basa en la demostración de que si la integración numérica 

es de un órden tal que permita determinar exactamente el volumen del elemento, 

entonces la solución converge hacia la solución exacta cuando se aumenta 

indefinidamente el número de elementos. 

Se puede seguir un procedimiento de integración más elaborado calculando el 

valor del integrando en varios puntos del elemento, para el elemento rectangular con 4 

puntos (dos en cada dirección) se obtiene buena aproximación. figura 6.26. 

1 ª . ~ i 
.. ---~-----· .................... -- "' 

i 
1 ¡ 1 

' i 
z¡ 

Figura 6.26 

Punto~ 

d• 

inta9rací6n 

En general Jos puntos de integración se eligen considerando que el número de 

puntos de integración por tres deberá ser mayor que el grado de libertad (número de 

nodos por 2), menos los grados de libertad restringidos, esto es para que la matriz K 

sea no singular. 

Aplicando Ja cuadratura de Gauss la matriz de rigideces se obtiene con: 
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donde n son los puntos de integración elegidos en cada dirección y W, w, son los 

coeficientes de peso de la fórmula de la cuadratura de Gauss. 

Para obtener las coordenadas de los puntos de integración, así cama a los 

coeficientes de peso de las fórmulas de cuadratura de Gauss se utiliza la tabla 8.1 pag. 

228 del libro "El método de los elementos finitos" de O. C. Zienkiewicz. 

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRICO. 

En este tipo de elementos el esfuerzo varia can respecto a las coordenadas por 

lo que es conveniente valuar dicho esfuerzo en el centroide del elemento y el 

procedimiento a seguir es el mismo que en esfuerzos y deformaciones planas, solo 

habrá que incluir los desplazamientos nodales correspondientes a los grados de libertad 

u. y v •. De la ecuación'6.40 

[ a ] = [ S ] [ DN ] 

Una vez valuada la matriz desplazamiento-deformación [6] en el centroide del 

elemento se hace el producto con la matriz constitutiva para obtener la matriz esfuerzo. 

(S] =[E] ( B ] 
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1.2.1 PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES 

Este principio constituye la base para la aplicación del principio de los trabajos 

virtuales que se vera en el siguiente inciso. 

Se entenderá por desplazamiento virtual aquel desplazamiento hipotético de uno o 

varios puntos de un cuerpo rígido en equilibrio. Las ecuaciones de equilibrio y las 

condiciones de geometría del cuerpo no se altera debido a dicho desplazamiento, 

el cual puede ser de magnitud pequeña o infinitesimal. Dichos desplazamientos 

son producidos por un sistema de cargas diferente al aplicado al cuerpo rígido en 

equilibrio. Por lo tanto, el sistema de cargas original se mueve cuando se produce 

el desplazamiento virtual. El producto de cada carga del sistema original por el 

desplazamiento virtual respectivo producirá entonces "un trabajo virtual". 

Para mostrar el principio de los desplazamientos virtuales se usará en la figura 7, 

en la cual se muestra un cuerpo rígido en equilibrio bajo el sistema de cargas 

dado. 

y 

f¡ 

Fig. 7 



Si el cuerpo está en equilibrio debe cumplirse que: · 

!IFx = ol 
IIFy = º' IL +¡ FxY+"L FyX= o¡ 

--'-. 

Si un cuerpo se traslada una distancia pequeña o cuya componentes son: 8x y &y 

se efectuará un trabajo que será (Fig. 8) 

1 W = Lfxó x+LFy8y 
o sea: 

3 

Fig. 8 

ya que ox y &y son constantes en todos los puntos del cuerpo. 

2 
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Debido a las condiciones de equilibrio ~ y l~Fy=oj se tiene que: 

j W = óxl:Fx + óyl:Fy =O 1 

Si el cuerpo ya trasladado sufre una rotación pequeña 0 con respecto al origen O, 

las componentes del desplazamiento de cualquier punto serán ay paralela al eje 

"x" y ax paralela al eje "y". 

El trabajo efectuado por el sistema de carga será: 

o sea: 

1 W= (! (IM+ l:Fx y+ l:Fy.X)I 

ya que a es constante en todos los puntos .. 

~ · Debido a las condiciones de equilibrio. 

jLM+ LFxY+ .íFyX= oj 

se tiene que 

Ya que cualquier movimiento de un cuerpo puede descomponerse en un giro y 

una traslación y se vio que en ambos casos el trabajo efectuado vale cero, se 

puede enunciar que: 

"Si a un cuerpo rígido en equilibrio bajo un sistema de fuerzas dado se le 

desplaza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema durante el 

desplazamiento virtual es cero". 

3 



2.3 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Considérese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig. 9, el cual se 

encuentra en equilibrio bajo el sistema de fuerzas dado. 

f¡ 
f¡ 

(1) 

Fig. 9 

Los elementos 1 y 2 de las figuras anteriores se muestran como cuerpos libres en 

la figura 1 O. 

Segmento 1 Segmento 2 

Fig. 10 

El segmento 1 es un segmento interno y esta sujeto a fuerzas internas en todos 

sus lados. El segmento 2 es un segmento de borde y está sujeto a una fuerza 

externa Fi en uno de sus lados y a fuerzas internas en los otros. 

4 
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Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido por una acción 

diferente al sistema de fuerzas dado las fuerzas externas e internas se moverán y 

por lo mismo efectuaran un trabajo virtual. 

Por lo anterior, cualquier segmento del cuerpo deformable sufrirá un giro una 

translación y una deformación virtual. Si se representa por dWe al trabajo 

desarrollado por las fuerzas externas en el segmento se tiene que: 

1 dWe = dWRr + dW¡ 

donde dWRr es el trabajo virtual de deformación del segmento tratado como 

cuerpo rígido y dW, es el trabajo virtual de deformación del segmento. 

Por el principio de los desplazamientos virtuales se sabe que 

por lo tanto: 1 dWe=dW¡ 1 

El trabajo desarrollado en todo el cuerpo será: 

1 We=W; 

donde Wi es la energía de deformación interna virtual del cuerpo y We representa 

el trabajo virtual total debido al sistema de fuerzas externas F, ya que el trabajo 

desarrollado por las fuerzas ínter segméntales se anula. 

Por lo visto anteriormente se puede anunciar que: 

"Si una estructura deformable en equilibrio bajo un sistema de fuerzas dado, 

se sujeta a un desplazamiento virtual debido a una fuerza adicional, el 

trabajo virtual producido por las fuerzas externas, es igual a al trabajo de 

deformación de las fuerzas internas". 

5 
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Método de las flexibilidades 

5.1. Introducción 

El procedimiento general para la solución de estructuras se basa en la necesidad de 
que las deformaciones de la estructura deben satisfacer las condiciones de compatibilidad 
con los requisitos estructurales. 

Utilizando este método. un sistema indeterminado se descompone en un sistema de 
estructuras determinadas. esto se logra suponiendo los esfuerzos y/o los componentes de 
reacción redundantes, pero siempre teniendo una estructura estable e isostática. Debido a 
que las fuerzas redundantes son manejadas como incógnitas. el procedimiento recibe el 
nombre de método de las fuerzas. 

Posteriormente se escriben las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones para 
cada punto de aplicación de los esfuerzos y/o reacciones redundantes. aplicando el 
principio de superposicióp.. 

Resolviendo simultáneamente estas ecuaciones se obtienen las magnitudes y 
sentidos de las redundantes (esfuerzos y/o reacciones): 

Este método no es recomendable para la solución de estructuras como por ejemplo 
un marco continuo de varios pisos. sin embargo, se puede usar ventajosamente en el caso 
de marcos de una nave y un piso de formas poco usuales. 

5.2. Análisis de vigas 

Para mostrar la aplicación del procedimiento considérese la viga apoyada de la Fig. 
5.1 cuyo grado de indeterminación es uno. Tomando Ja reacción en B como redundante se 
tiene una estructura isostática y estable denominada estructura primaria. habiendo hecho 
esto. el extremo B queda en libertad de flexionarse bajo la acción de la carga como se 
muestra en la figura 5. l. b la carga W se quita ahora y se aplica una carga vertical en el 
punto y a lo largo de la línea de acción de la reacción redundante R8 calculándose la 
deflexión 68 en términos de Rn (Fig. 5. l .c) 



... .. . .... 

~ --
. · . A - . - .. B . 

~B 
~ L • 

a) Elástica de Ja viga real. 

--

b) Elástica debida a la carga externa. 

+ 
_ • - - - - - :.-Ob I

A . _,. 

B'fRB 
c) Elástica producida por Ja reacción Rs. Fig. 5. 

Enseguida. superponiendo los dos desplazamientos puesto que: 

Se halla una solución para R8 • el efecto de esta superposición se debe a que en realidad no 
se mueve el punto B por la acción de las fuerzas aplicadas y la reacción redundante. Una 
vez conocida R8 las reacciones pueden obtenerse por medio de las ecuaciones de estática. 

Se hace notar el hecho de que la reacción Rs se supuso hacia arriba porque así lo 
indica el sentido estructural. sin embargo. esto en realidad carece de importancia. pues si se 
supone incorrectamente. entonces la reacción hubiera resultado con signo negativo. Si se 
tiene una estructura con n redundantes. los desplazamientos se calcularan para n + 1 . 
sistemas de cargas: 

a) Un análisis para el sistema de cargas original. 
b) Un análisis para efectos de cada redundante. 

Las ecuaciones de compatibilidad implican n ecuaciones lineales, donde cada una 
expresa una condición geométrica de la estructura real. En ocasiones es necesario hacer 
mas de un análisis si el problema se resuelve por medio de tablas. 

5.3. Solución particular y complementaria 
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Haciendo referencia a lo señalado en la introducción. una estructura hiperestática se 
puede resolver poniendo cualquier combinación de componentes de esfuerzos y/o 
reacciones redundantes, a estas combinaciones se les llama estructuras primarias. 

La elección de la estructura primaria no es única. sino principalmente es un asunto 
de conveniencia el determinar cuales serán las incógnitas o redundantes de manera que se 
realice el menor trabajo posible. 

De acuerdo a la selección de la estructura primaria se pueden tener varias 
alternativas. dicha estructura se obtiene eliminando apoyos, transformando un tipo de 
apoyo en otro mas sencillo o insertando articulaciones en la estructura original. siempre 
teniendo presente que la estructura primaria será isostática y estable para cualquier sistema 
de cargas aplicado. 

Ilustraremos lo anterior considerando la estructura de la Fig. 5.~.a cuyo grado de 
hiperestaticidad es 3. las alternativas de solución, entre otras se señalan en los incisos b ). c ). 
y d) de la misma figura. 

En el inciso b) se hizo la supresión de las reacciones del apoyo D, la alternativa del 
inciso c) se basó en Ja transformación de los apoyos originales en otros mas simples y, 
finalmente. la solución presentada en d) tiene como redundantes los momentos en los nudos 
B. C. y D en donde se insertaron articulaciones. 
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e) d) 
Fig. 5.2 

Para el análisis de estas estructuras se llamará solución particular a la estructura 
primaria sobre la cual obra el sistema original de cargas y solución complementaria a la 
estructura primaria considerando la acción de cada una de las redundantes o incógnitas. 

5.4 Calculo de las flexibilidades. 

Como ejemplo para la obtención de las flexibilidades y el establecimiento de las 
ecuaciones de compatibilidad o congruencia. considérese el marco de la Fig. 5.3.a. 
Suprimiendo las reacciones del apoyo D. se tiene el marco isostático de la Fig. 5.3.b el cual 
es la estructura primaria. 
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B e 

D 

A 

a) Estructura original 

B e 

A 

X2 

b) Estructura primaria 

Fig. 5.3 

Aplicando el principio de superposición de causas y efectos. el marco original se 
puede descomponer como se muestra en la Fig. 5.4 con los efectos indicados. 
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En base a las condiciones frontera de la estructura real las ecuaciones de 
compatibilidad se liasarari en lo_ siguiente: están restringidos los !iesplazaínientos vértical y 
horizontal , así como el giro en el punto D. 

Si se establecen las ecuaciones que garantizan la compatibilidad de deformaciones 
se tiene: 

a) El desplazamiento horizontal en _Des cero: 

b) El desplazamiento vertical en D es cero: 

c) El desplazamiento angular en Des cero: 

Resolviendo simultáneamente esas ecuaciones se obtienen las magnitudes de las 
incógnitas. si alguna de estas resulta con signo negativo indica que el sentido es contrario al 
supuesto originalmente. 

La ecuación matricial del método de flexibilidad siguiente: 

[o}F]= [t.) 

En donde [t.] indica desplazamientos lineales y angulares. [F] las incógnitas 
(momentos y/o reacciones) y [8) es la matriz de flexibilidad. la que es simétrica debido al 
teorema de los trabajos recíprocos de Maxwell. 

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier método. mas en lo 
siguiente se calculan aplicando el principio del trabajo virtual. En los mismos coeficientes 
el primer subíndice indica la correspondencia con el grado de libertad y el segundo la causa 
que provoca el desplazamiento. 

Por lo tanto para resolver una estructura utilizando el método de las fuerzas se 
procede de la siguiente manera: 

1. Se determina el numero de reacciones de la estructura. si el numero de estas es 
igual al numero de ecuaciones independientes de equilibrio, el problema es 
isostático. si es mayor el problema es hiperestático y se obtiene el grado de 
indeterminación de n. 

2. Se considera la estructura primaria eliminando las n reacciones redundantes, 
teniendo siempre una estructura isostática y estable. 
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3. Se aplica el principio de superposición de causas y efectos, estableciéndose una 
ecuación por cada redundante de modo que se .. cwnplan. las condiciones de 
compatibilidad de deformaciones en la estructtira real. ~ .. ---- · · -- .,_"" 

4. Se resuelven las n + 1 estructuras. calculando los desplazamientos (lineales y/o 
angulares) en los puntos donde se eliminaron las reacciones redundantes. 
expresándolos en función de las fuerzas originales y de las reacciones 
redundantes. 

5. Resolver el sistema de n ecuaciones obteniendo el valor de las incógnitas. las 
reacciones restantes se calculan haciendo uso de las ecuaciones de la estática. 

6. Trazar los diagramas de Jos elemen.tos mecánicos. En ocasiones es necesario 
hacer mas de un análisis debido a la carga externa cuando el problema se 
resuelve mediante el uso de tablas. 

5.5 análisis de armaduras. 

Cuando se aplica el método de las fuerzas a la solución de una armadura 
hiperestática, el problema puede ser que exista hiperestaticidad externa. interna o la 
combinación de las dos. A continuación se enuncian dichos casos. 

5.5.1 Estructura isostática interiormente e hiperestática exteriormente. 

Consideremos la armadura de la Fig. 5.5.a. la estructura se convierte en isostática 
exteriormente si se quita un apoyo. el intermedio por ejemplo, debido a esto se produce el 
desplazamiento Ll¡p causado por la acción de las fuerzas externas. En seguida se añade la 
estructura 5.5.c en donde se aplica la reacción en E. la cual se produce por el 
desplazamiento f11. Utilizando el principio de superposición la condición de deformación 
en el apoyo E de la estructura original implica que el desplazamiento vertical es nulo. por lo 
que la ecuación de compatibilidad es: 

t.1p + f,,X, =O 

Una vez calculado el valor de la incógnita se encuentran los esfuerzos finales en las 
barras sumando algebraicamente las fuerzas producidas por el sistema externo de cargas y 
al efecto de la redundante. 

" 

5.5.2 Estructura hiperestática interiormente e isostática exteriormente. 
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En este caso se dice que h~y b~as 6 mi~:~br~~ ~~d~d~i~~;-~tos como: 

Donde: 

b = numero de barras 
j = numero de nudos 

Barras redundantes= b-2j +3 

Analicemos la armadura de la Fig. 5.6.a. la solución de este problema se limita a 
cortar la barra redundante, calculando el desplazamiento relativo entre los nudos que 
limitan a la barra. 

Primero se encuentra el valor del desplazamiento relativo ocasionado por el sistema 
de cargas aplicando (Fig. 5.6.b) y después el debido a la barra redundante (Fig. 5.6.c). se 
aplica la ecuación de compatibilidad que es: 

De donde se encuentra la incógnita y los resultados finales son la suma de los 
esfuerzos bajo el sistema de cargas y los de la barra redundante. 

5.5.3 Estructura hiperestática interior y exteriormente 

Este problema se resuelve con la combinación de los casos o sea eliminando los 
apoyos y barras y aplicando las condiciones de compatibilidad. 

Los desplazamientos debidos a carga axial se calculan por medio de la siguiente 
fonnula: 

' N ll = L ,n, L 
, .. 1 A,E, ' 

En donde: 
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N, = fuerzas normales debidas:al sistema de cargas. 
n, = fuerzas normales debidas a la carga unitaria. --·· 
A, = Área transversal de la barra i. 
E,= modulo de elasticidad de la barra i. 
L, = longitud de la barra i. 
b =numero total de barras. 

La aplicación de esta formula se simplifica efectuándola por medio de la siguiente 
tabla: 

Desplazamientos Nfinales = N + n = X1 

¿j /P !11 n=X1 Nfinales 
Barra L A N n 

Nn L nn L ton ton 
AE AE 

A-CI 
1 

B-D 
1 

A-B 
C-DI 

A-Dj 
1 

B-C 
) -

En resumen. para la solución de armaduras aplicando el método de flexibilidades se 
procede de la siguiente manera: 

l. Se determina el número de reacciones y el número de barras de la armadura. si el 
número de las incógnitas es igual al de ecuaciones independientes de equilibrio. el 
problema es isostático. si es mayor el problema es hiperestático y el grado de 
indeterminación es el número de incógnitas en exceso (n). 

2. Se considera una estructura primaria suprimiendo las redundancias (apoyos y/o 
barras). teniendo siempre una estructura isostática y estable. 

3. Se aplica el principio de superposición añadiéndole a la estructura primaria las 
redundancias. formulando una ecuación por cada una de estas de manera que se 
cumpla con la compatibilidad de deformaciones de la estructura original. 

4. Se calculan los desplazamientos en los puntos donde se quitaron los elementos 
redundantes. causados por el sistema real de cargas y por cada una de las 
redundantes. 

5. Se procede a la solución del sistema de n ecuaciones obteniendo los valores de las 
redundancias. los elementos de reacción faltantes se evalúan por medio de las 
ecuaciones de la estática. 

6. los esfuerzos finales en las barras se calculan sumando los valores producidos bajo 
el sistema externo de cargas y los debidos al efecto de las redundantes. 
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Nota: Debido a que para el calculo de desplaz.amientos en los ejemplos de aplicación se 
utilizo el método de trabajo virtual, suponiendo fuerzas concentradas y/o momentos en los 
puntos de interés en la dirección en que se deseaban los desplazamientos. fue necesario. 
para la formulación de las ecuaciones de compatibilidad establecer la convención de signos 
de que son positivos los desplazamientos lineales horizontales a la derecha. los verticales 
hacia arriba. al igual que- los giros en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
(excepto en el del ejemplo5.IO en donde los giros tienen convención contraria a la 
anterior). Por otra parte. las figuras sombreadas indican momentos positivos y. por 
consiguiente. las que se encuentran en blanco corresponden a momentos negativos_ 
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2.4 TEOREMA DE BETII 

Considérese el cuerpo elástico mostrado en la figura 11 en el que se aplican dos 

sistemas de cargas a la vez los cuales aparecen por separado. 

~//~ 

Sistema defuerzas A Sistema defuerzas B 

Si se aplica el principio de la superposición de causas y efectos, se puede hacer el 

siguiente análisis: 

Si se aplica gradualmente primero el sistema A y luego el sistema 8, el trabajo 

efectuado por dichos·sistemas de fuerzas será. 

Donde: 

W 1 p·s.:· 1 F·s.:· p·s.:·· ::: - l ul + - ') V) + 1 Ulj 
2 2 

@TI son los desplazamientos producidos por las fuerzas Pi 

1 o j 1 son los desplazamientos producidos por las fuerzas Fj. 

l 8ij 1 son los desplazamientos en la dirección de las fuerzas Pi debidos a 

la aplicación de las fuerzas Fj. 

. ~·-' 



Si ahora se aplica gradualmente el sistema B y luego el sistema A, el trabajo 

efectuado por dichos sistemas de fuerzas será: 

donde: 

W l F. s: . l p ·s: . F. s: .. = - juj + - lul + jujl 
2 2 

son los desplazamientos en la dirección de las fuerzas Fj debido a la 

aplicación de las fuerzas Pi 

Debido a que el orden de aplicación de los sistemas de fuerzas no afectan al 

trab-ª.io externo total, las expresiones obtenidas arriba se pueden igualar: 

donde. 

1 p ·s:. 
lul + 

2 
l F·s:· p:o·· l F·s:· 1 p:s:· F·s:·· · ·· Ju J + iu IJ = - Ju J + - 1U 1 + Ju J 1 
2 2 2 

IPiOij= Fj8ji 1 

que es el teorema de Betti. el cual puede enunciarse como sigue: 

"El trabajo que realiza un sistema de fuerzas A debido a los desplazamientos 

que en sus puntos de aplicación le produce un sistema de fuerzas B, es igual 

al trabajo que realiza el sistema de fuerzas B debido a los desplazamientos 

que en sus puntos de aplicación le producen el sistema de fuerzas A". 

Un enfoque más simple puede darse observando la viga mostrada en la Fig. 12, 

en la cual se aplican simultáneamente la fuerzas PA y P6 . 
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Fig.12 

Considérese que se aplica gradualmente primero la fuerza PA la cual produce los 

desplazamientos mostrados en la figura -13. 

PA 

u - - -J---------B 

Fig.13 

Considérese ahora" que se aplica gradualmente la fuerza P8 con P A en posición 

como se ve en la figura 14. 

PA 

l:B 

~ ~A 
-t-=-3 __ 

Ó..,+Ó,..
8 

___ .. ... º• ... ... + ' 
Fig.14 

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es: 
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Sí se invierte el orden de aplicación de las cargas. se tiene que: 

f8

Ps 

z~ ! --._.==-=-------------' B T ---

Fig.15 

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es: 

Por lo tanto. igualando las expresiones del trabajo total, se tiene: 

de donde: 
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2.5 TEOREMA DE MAXWEL 

Considerando el marco mostrado en la figura 16 al cual se le aplica una carga PA 

en el punto A y después, al mismo marco se le aplica una carga Pe en el punto B. 

~~---IA ------, 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
I 
/ e 

+o.,+ 

Fig.16 

1-,,......-----, A + 
- 0.\8 -------1 -t-

' I 
I 
I 
I 
1 

1 
1 

I 
1 

+ Ps 

según la figura 16 t5 BA 

dirección Pe. 

es el desplazamiento producido por PA y tiene la 

Y t5 AB es el desplazamiento producido por Pe y tiene la dirección P A· 

Por el teorema de Betti se tiene: 

Según Maxwel si PA es igual a Pe. se tiene: 

por lo tanto, puede enunciarse que: 

"El desplazamiento en un punto A (en la dirección de la fuerza aplicada en A) 

debido a la aplicación de la fuerza P en un punto B, es igual al 

desplazamiento en el punto B ( en la dirección de la fuerza aplicada en B) 

debido a la aplicación de una fuerza P en el punto A" 
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El teorema anterior también es válido para el caso de rotaciones o de 

combinaciones entre desplazamiento lineal y rotaciones. Un caso como el que se 

muestra en la figura 17 aclarará lo anterior. 

caso a) 

caso b) 

caso c) 

Fig.17 

En los casos a) y b) se tiene: 

entonces: 

En los casos a) y c) se tiene: 

si P y M tiene la misma magnitud, entonces 

En los casos b) y c) se tiene 

si P y M tiene la misma magnitud, entonces: 
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·' 2.6 METODO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Es un método muy versátil para calcular desplazamientos en las estructuras. Estos 

desplazamientos pueden ser debidos a cargas de cualquier tipo, cambios de 

temperatura, contracciones en el material estructural ó errores de fabricación. 

La expresión básica para el método del trabajo virtual ya se vió anteriormente y es: 

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual interno 

We=Wi 

En la ecuación anterior se puede expresar el primer término como el producto de 

una carga conocida por el desplazamiento buscado. El segundo término se puede 

expresar en función de los elementos mecánicos de la estructura, lo cual se hará 

enseguida. 

Considérese la armadura mostrada en la Fig. 18 la cual está sujeta a un sistema 

de cargas P. y en la cual se desea calcular el desplazamiento vertical en el punto 

A 

~---•••.•..••••.•••••••• Yt-•••• -------------- " 

Fig.18 

Considérese ahora una armadura sujeta a" una carga F en el unto A en la dirección 

de 

¡¡; ------------- --- ,----~¡;~í---------,, Fig.19 
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Si se denomina con N a las fuerzas axiales en los elementos debidas al sistema 

de cargas P, y corno n a las fuerzas axiales en los elementos debidas a la carga f, 

se tiene según Betti que: 

Wi = !_ L:N(~) 
2 AE 

donde el término con paréntesis es el alargamiento o acotamiento de cada 

elemento de la estructura debido a la aplicación de la carga F. Por lo tanto: 

.!._ F&, = .!._ L NnL 
2 2 AE 

Si se da a F el valor unitario (puede ser cualquier valor) se tendrá que: 
" 

"NnL 
ÓVA =~ 

AE 
Carga Axial 

En la forma semejante se pueden establecer las expresiones del trabajo virtual ( 

interno para los demás elementos mecánicos y se obtiene: 

w. = 1 LJMmdx 
' 2 El o 

w. = 1 LJ CVv dx 
' 2 GA o 

W. = 1 LJ Ttdx 
' 2 GJ o 

8 

Flexión 

Fuerza Cortante 

Torsión 
(Momento Tors1onmne) 



2.7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO - -. 

En este teorema sirve para determinar desplazamientos en cualquier dirección en 

una estructura. 

Considérese la Fig_ 20 mostrada en la cual las fuerzas P y Q se aplica gradual y 

simultáneamente. 

p Q 

' ' -
---~ -------

Fig. 20 

El trabajo efectuado por P y O es: Op 
+ -----(a) 

2 

Si se aumenta la fuerza P en dP ( Fig. 21) con P y Q en posición, el incremento del 

trabajo o energía de deformación interna es: 

P+dP Q 

i i 

Fig. 21 

dW = ( P + dP ) d &r + Q d 80 

dW = P d º" + dP d cSr + Q d 80 

9 
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Si se desprecian los productos diferenciales dP dop = O se tiene; 

dW = P d op + Q d o0 ----(b) 

También se puede valorar dW de la forma siguiente: considérese que se aplican 

P+dP y Q gradual y simultáneamente, entonces el trabajo total efectuado es: 

wT = ~ +
2 

dP d (.Sr +d .Sr)+~ (.So d .So) 

despreciando los productos diferenciales 

Uf PoP Qt5Q · 6PdP Pdop QdSQ 
YIT ::::--+--+ + +--

2 2 2 2 2 

pero WT=W+dW 

o sea 
dW=WT -W 

y de las ecuaciones (a) y (c) se obtiene: 

" -+-+--+--+-- -dm f °" Qiiv óedP Pdóe Qd/;,,~ L Óip 
2 2 2 2 2 -2 

dU' = OPdP + Pdór + Qd!X.J 
1 1 1 

si se sustituye (b) en la expresión anterior 

o sea 

dvV = órdP + dW 
1 1 

dW = br dP 

de donde: bp dW 
= 

dP 

que puede escribirse corno: 

ÓP 

10 

aw 
ap 

-----(e) 
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Por todo_ lo anterior puede enunciarse que: 

Primer Teorema de Castigliano: 

"La derivada parcial de la energía total de deformación con respecto a una 

fuerza P, es igual al desplazamiento lineal ( producido por el sistema de 

fuerzas dado} medio en la dirección de la fuerza P'. 

El teorema anterior puede resumirse en las expresiones siguientes: 

4 a 
aP 

"' 4 o 
cP 

4 a 
oP 

a 4 oP 

Segundo Teorema de Castigliano: 

,_ A'' 

J~ 

1 ' 

I ~dx 
0 2El 

¡cv'd~ _ 
0 2GA 

1 ' 
JT-dx 

0 
2GJ 

ow 
oM 

( axial ) 

(flexión) 

(cortante ) 

( torsión ) 

"La derivada parcial de la energía total de deformación con respecto a un 

momento M, es igual al desplazamiento angular (producido por el sistema 

de fuerzas dado) medio en Ja dirección del momento M'. 
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MÉTODO DE RIGIDECES 
MARCOS PLANOS CON BARRAS INCLINADAS 

Agustín Deméneghi Colina• 

El l!létodo de rigideces consta de las siguientes etapas (Beaufait et 
al 1970): 

a) se empotra la estructura y se determinan los elementos mecánicos 
cuando la estructura está empotrada; 

b) se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos 
mecánicos debidos a desplazamientos lineales y angulares; 

c) se establecen las condiciones de equilibrio en cada uno de los 
nudos donde haya desplazamientos diferentes de cero: 

d) se resuelven las ecuaciones de equilibrio y se obtienen los 
desplazamien:tos de la estructura: 

e) se obtienen los -elementos mecánicos en los nudos de la estructura. 

La ecuación general de equilibrio de la estructura es 

donde 

K § + r." + F.º = o 

li = matriz de rigideces de 1.a estructura 
6 = vector de desplazamientos 
p• = vector de cargas de el!lpotramiento 
Éº = vector de cargas concentradas 

(l) 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la 
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que 
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la 
estructura es igual a la sllllla de los vectores de carga de todas y 
cada una de las barras de la estructura. 

A continuación obtendremos la 111a triz de rigidez y el vector de cargas 
de empotra:rniento de una barra con apoyos continuos, soD1etida a una 
carga uniformem~nte repartida v ( fig 1). UtilizareD1os la siquiente 
convención de signos, para una barra horizontal (fig 2): los giros se 
consideran positivos en sentido antihorario, los desplazamientos 
verticales son positivos si va.n hacia abajo y los desplazamientc 
horizontales son positivos sí van hacia la izquierda (fig 2a). LoE 
momentos flexionantes son positivos en sentido horario, las fuerzaE 
cortantes verticales son positivas si van hacia arriba y las fuerzai 
cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fi~ 
2b) • 

* Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingenieri 
civil, Topografica Y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM · 
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Demos un giro e; en el extremo izquierdo de la barra. En la fiq 3a s..i.,.

muestran los elementos mecánicos ocasionados por este qiro. En la fllfl 
Jb se muestran los elementos mecánicos producidos por un qiro e' en 

q 

el extremo derecho. Las figs 3c y 3d exhiben los elementos mecánicos 
provocados por un desplazamiento vertical ó: en el nudo izquierdo y 
un desplazamiento vertical o; en el nudo derecho, respectivamente. 

Las figs 3e y 3f z:iuestran los e1ementos mecánicos producidos por un 
desplazamiento horizontal ó~ en el nudo izquierdo y un despl_azamiento 

horizontal 5 ~ en el nudo derecho. Las figs 3g y 3h contienen los 

momentos producidos por un giro de torsión e• en el nudo izquierdo y • 
un giro de torsión &~ en el nudo derecho. 

• Los elementos mecánicos que aparecen en la barra m valen 

M' = wL2/12· + (4EI/L) 9' + (2E:X:/L) e•- (6EI/L2
) ó' + (6EI/L

2
) 6' 

p p q T' • 

(2) 

(6EI/L2
) ó' • M' = - wL2/12 + (2EI/L) e• + (4EI/L) e•- (6EI/L2

) ó' + 
q p q r 

(3) 

V' = - wL/2 - (6EI/L2
) S' - (6EI/L

2
) e•+ (l2EI/L3

) ó' -
r p q r 

V' = - wL/2 + ( 6EI/L 2 ) e• + (6EI/L2
) e•- (l2EI/L3

) ó' + p q r 
(l2EI/L3) ó' • • 

N' = (AE/L) ó, - (AE/L) ó' 
u u • 

N' = - (AE/L) o' + (AE/L) 6' 
V 

u • 

M: = (GI,/L) e; - (GI,/L) e~ 

M~ = - (GI\./L) e; + (GI,/L) e~ 

(5) 
(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

En una viga de sección rectangu1ar de dimensiones b por h, el moment 
polar de inercia debido a torsión se puede valuar en forma aproximad 
(Beaufait et al 1970) 

h b
3 

b b 
I • ¡¡¡ :¡- [ l - O. 63 ii + O. 052 ( Ii ) 5 J (10) 

h 1: :t> 

Los elementos mecánicos que transmite la barra al nudo estAn .dad 
por ( 
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E' = li' o' + .. .. -. 
donde 

e' 
.. 

p e~ 

4EI/I. 2EI/I. 

2EI/I. llEI/I. 

-6EIILZ - 6EllL
2 

2 2 
K' = 6EIIL 6El/L - .. 

o o 

o o 

o o 

o o 

ª' p 

ª' q 
6' r 

ó' -m = 6' s 
6' u 
o' 

V 

e• a 
e• b 

(Pº) , '-. 

~· r (, 
- 61:1'1. 

2 6011. 2 

2 
- 6El/I. 6tlll.2 

12!:!/L 
3 

-12EJll.
3 

- 121:111. 
3 12tlll.3 

o o 

o o 

o o 

o o 

wL;/12 
- WL /12 

- wL/2 

wL/2 

o 
o 
o 
o 

~~ ~· V 

o o 

o o 

o o 

o o 

AE/t. -AEIL 

-AE/t. l.Ell. 

o o 

o o 

JS' = matriz de rigidez de la barra m .. 

• 
9. 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

ClVL 

-ClVL 

0 • = vector de desplazamientos de la barra m - .. 

( 

o 8' 
p 

o 8' 
q 

o 6' 
r 

o 6' • 
o o' u 

o lS , 

" 
-CIUI. 8' 

• 
Clt./I. e• 

b 

CEº)' = vector de cargas de empotramiento de la barra m .. 

3 
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• 

veamos a continuación la detenninación de la matriz de rigidez y d, 
vector de cargas de empotramiento para una estructura tridimensional, 
formada por marcos planos ortogonales entre s1 (fig 4) : en cada marco 
pueden existir barras inclinadas • 

En la fig 5 se presenta la transformación de un vector del sistema 
global x-y al sistema local r•-y 1 • Aplicando las ecuaciones de la fig 
5 a la barra inclinada de la fig 6 (despreciando el efecto de torsión 
con eje de g:iro vertical): 

e• = e e• = e 
p p q q 

ó' = ó cos a c5 sen a 
r r u 

ó' = ó cos IX c5 sen a 
• • V 

c5 , = ó sen ex + c5 cosa 
u r u 

c5, = ó ' sen ex + a cosa 
V • V 

e' = e" cos ex 
a A 

e' = e" cos ex 
b b 

Aplicando las expresiones de la fig 5 a la barra de la fíg 7: 

e' = e cos 13 - e sen fJ e p p • 
e' = e cos 13 - e sen (l "-.:: 

q q b 

e" = e sen {3 + e cos fJ 
a p • 

e" = e sen {3 + e cos (l 
b q b 

Sean 

e' p 
8' q 
li , 

r 
ó' = -l!l 

li , 
s (15) 

ó' u 
c5 , 

V 

e' a 
e• 

b 

( 
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ep 
eq 

ºr 

2m = ºs (16) 

ºu 
ºv 
ea 
eb 

Es decir 

ó' = T., ó - .. -.. (17) 

donde 

e e o a 
p q r • .s ó e e., u .. • 

cos /3 o o o o o sen 13 o 8 
p 

o cos 13 o o o o o sen 13 8 
q 

o o cosa o sen a o o o .s 
r 

o o o cos ll o -sen a o o 6 • 
~= o o sen a o cos a o o o 6 

u 

o o o sen 11 o cos a o o 6 • 
cg~nªl3 o o o o o csssª13 o 8 • 

o c~~n11l3 o o o o o c88s°'{3 e., 

(18) 

Los desplazamientos de los sistemas local y global están relacionado1 
mediante las siguientes expresiones 

8' == e cos f3 - e sen 13 (19) 
p p • 

e• = e cos f3 - e., sen 13 (20) 
q q 

ó' = ó cos a - ó sen a (21) 
r r u 

o, = ó cos oc - ó sen a (22) 
• • .. 

o' = ó sen a + ó cos a (23) 
u r u 

o' = ó sen a + ó cos a (24) .. • .. . 

e• = e cos a sen 13 + e cos a cos 13 . (25) 
a p • 

e• = e cos a sen 
b q 

f3 + e 
b 

cos a cos 13 (26) 

5 
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En el sistema local x'-z' (fig 6) 

!!~ = };~ § ~ + (!~:> , 

Pero 

y P' = I P 
-m ID -. 

Sustituyendo J.a ec 29 en la ec 27 

!m P,. = K' á' + C!!º), -. -. • 
sustituyendo J.as ecs 17 y 28 en J..a ec 30 

X,. F. = .is; I. ª • + I ,eº . .. 
. -1 

Premultiplicando por I. 

-1 
JS' I t3 +Eº ;e = I m • • . -. • 

donde 

e á t3 a t3 e 
p q r • u • 

cos f3 o o o o o 
o cos fJ o o o o 
o o ces a o sen a o 
o o o cosa o sen a 

-l 
l'.m = o o -sen a o ces a o 

o o o -sen a o cos a 

-sen f3 o o o o (i 

o -sen f3 o o o o 

En el sistema global 
E = .IS a + Ee . . -. . 

donde .IS • I- 1 lS' I • • • • 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

8 e., • 

7eBs13a o e 
p 

o 7eBs"'a e 
q 

o o .s 
I' 

o o .s • o o .s 
u 

o o 6 .. 
78Ss"'a o e • o 78Ss"'a e., 

(31) 

(32) 

(33) 

sustituyendo las ecs 12, 18 y 31 en la ec 33 ·, se· obtiene la matf{ 
lS , la cual se muestra en la tabla l. 1( .. 

6 
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Para el vector de cargas de empotraJ11iento: 

i:• = :;r- 1 CE.l' (34) 
ID ID 

Para una barra so~etida a una carga uniforme v en el sistema local 
x' -z' , el vector E. vale 

2 
{wL

2
/l2) ces fj 

- (wL /12) ces fj 

- (wL/2) ces a 

- (WL/2) ces a 

Pe 
-m = (wL/2) sen a (35) 

(wL/2) sen a 

- (wL;/12) sen f3 
(wL /12) sen f3 

La ec 33 proporciona. la matriz de rigidez de la barra inclinada m, 
para el sistema coordenado general x-y-z • Las ecs 34 ó 35 
proporcionan el vector de cargas de empotramiento de la barra 
inclinada m, para el sistema coordenado general :r-y-z • 

En resumen, primero se utilizan l.a tabla l y las 34 ó 35 para hallar 
la matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las 
barras de la estructura. La matriz de rigideces de la estructura 
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de riqidez de 
todas y cada una de las barras que forman la estructura: el vector de 
cargas de empotramiento de la estructura completa es igual a la suma 
de los vectores de carga de todas y cada una de las barras de la 
estructura. sustituyendo en la ec 1 se obtiene la ecuación matricial 
de equilibrio de toda la estructura: resolviendo el sistema de 
ecuaciones se obtienen los desplazamientos correspondientes al 
sistema global x-y-z (vector .2 ) • Los elementos mecánicos en - las 
barras se ot>tienen de la siguiente forma: primero se deteainan·· los 
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 ó · las 
ecs 19 a 26: 

ó' = T ó 
-si -m -m 

(ec 17) 

A continuación, los elementos mecánicos en la barra m se determinan 
con la ec 11 ó con las ecs 2 a 9: 

.e, = E' ó , + et l, 
111 ID - a • 

(ec 11). · 
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Ejemplo l 
Determinar 1os elementos mecánicos en los nudos de la estructura t 

la fig aa. 

solución 
barras los grados de libertad de la Primeramente :r:iumeramos las y 

estructura ( f 1 9, . Sb). En este ejemplo no se toman en cuenta los-
efectos de torsion (f3 = o) • 

Barra e e ó ó ó .s a. 
p q r • .. " Grados 

1 ªs ª11 ól ó7 ó3 .s 
9 

68.2 

2 e 9
12 '57 11 .58 '59 .s 10 o 

3 e, 9
12 .52 .58 .s 4 .s 10 111.8 

Empleando la tabla l se obtienen las matrices de rigidez de las bar~s 
l 2 y 3, ias cuales se muestran en las tabla 2. La matriz de rigidez 
d~ la estructura completa en el. sistema global es la suma de las 
matrices de todas y cada una de l.as barras. 

sumando las matrices de las barras l, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos 

.57 .s, .59 .s,o ªu 
32578. 02 - 664.2 12719. 58 o -1877.77 

-664.2 32578.02 o -12719.58 

.IS= 12719. SS o 71622 - 66 -66420 

o -12719.58 -6642 o 71622.66 

-1877. 77 1992.6 -287 - 08 o 
-1992. 6 1877.77 o -287.08 

GL 
24 7 

- 24 8 

E.e = o 9 F.c .. 

o 10 

24 ll 

- 24 12 

A continuación planteamos la ecuación matricial 

.i:; § -+- E" + F.c = o 

_8 

1992.6 

-287.08 

o 
9080.45 

3985.2 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

8
12 

{f;¡_-. 
-~ 

-1992.t 

1877. 77 

o 
-287.08 

3985.2 

9080.45 

GL: 

-7 
- -9--.: 

9 

10 

11 

12-

·-·_, -
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Resol viendo el sistema de ecuaciones se 
desplazamientos: 

obtienen los siguientes 

Además 

07 = o. oooso245 m 

09 = - 0.00008378 m 

e = - o.004733os 
11 

ó
8 

= 0.00080245 m 

6 = 0.00008378 m 10 . . 

e = o. 00473308 
12 

º 
1 

= o = ó = a = e = -e = o 
2 3 4 s 6 

Los elementos mecánicos en cada barra se hallan con el empleo de la 
ec 11: 

P' = K' o' + (P
0
)' (ec ll) 

-1 -1 -1 -¡ 

Las matrices de cada barra en el. 

ec 12. En l.a tabla 3 se exhiben 
de la estructura. 

sistema l.ocal (!')se obtienen con la • 
estas matrices para las tres barras 

El vector de desplazamientos a' se halla con el uso de las ecs 19 a • 
26, mientras que los elementos mecánicos en cada barra (sistema 
local) se determinan con el empl.eo de las ecs 2 a 9. La · tabla 4 
contiene el. cómputo de desplazamientos y elementos mecánicos ·para las 
barras l, 2 y 3. 

Ejemplo 2 
Determinar l.os elementos mecánicos en los nudos de la estructura· ·de 
la fig 9a. Despreciar el fenómeno de acortamiento de barras •. 

Solución 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la 
estructura ( fig 9b): 

SISTEMA GLOBAL x-y 

Barra e 
p 

1 

2 ª2 

SISTEMA LOCAL r' -y• 

Barra e• 
p 

1 

2 ª' 3 

e 
q 

e2 

e• 
q 

9' 
2 

9 

o 
r 

o 
1 

º' r 

ii, 
1 

.s 8 9.,_ • • . -- -- . 

•\ 93 

e3 

. .. 

ª' 8' 9' • •· " ... . 

ª' e• 
1 :a 

8' 
2 .. 

... 

. ..,._' 



Los desplaza:rnientos están relacionados entre si~ de acuerdo con lar 
ecs 19 a 26 ~-~-·- -

Barra l 
ó' = º1 ' S' = 8 , e• - e 

1 2 2 3 3 

Barra 2 
ó, = ª 1 

B' 
l . 2 =8 

2 
, 8' 

3 
= - 93 

Las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento en el 
sistema globa1, se hallan con los valores de la tabla l. y las ecs 34 
ó 35: 

e o 
2 1 

~{ 
7970.40 1992.60 

i;l 1992.60 664.20 

o o 

e- .. J ª2 
E.e = - 24 º1 l. 

o 83 
,~ 

¡ ,_ 

ª2 o 
1 93 

-[ 384. 38 o 

lS2 o 664.20 

o 1992.60 

o 

J 92 
l.992.60 &l 
7970.4 93 

·~ -[: :: J 
La matriz de rigidez global es la. suma de las matrices de cada una de 
las barras, es decir 

a e 93 1 2 

[ 1328.40 1992.60 19:2.6] &l 
lS = 1992.60 8354. 78 ez 

1992.60 o 8354.78 ·e 
3 

,~ 

{. 

10 
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A continuación planteamos la ecuación matricial 

1S ª + ze + 'I!.c c. o (ec l) 

Resol viendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes 
desplazamientos: 

.51 .. 0.09671 lll 

e· .. - 0,020194 
2 

e
3 

- - 0.020194 

Para obtener los elementos mecanices en las barras, trabajamos en el 
sistema local, en el que las matrices ~' valen (ec 12): • 

6' 
2 

ti' 6' 
l . 3 

[ 7970. 40 

K' = 1992. 60 
l 

o 

l.992.60 o 

J 
9' 

2 
664.20 o ª' l 

o 384.38 9' 
3 

~ [ e' 

J 2 
ti , ti , 
-1 l 

6' 
3 

6' 
3 

ti, e• 
1 z 

[ 7970. 40 

K2 "' 1992. 60 

o 

1992.60 o 

J 
B' 

3 
664.20 o ª' 1 

o 384.38 B' 
2 

[ e• 

J 3 
ti, = ti, 
-2 l 

e• 2 

Aplicando la ec ll 

11 



Barra l 
M' = 7. 75 t.m V' = o M' • - 7.76 t.m 2 1 3 

Barra 2 
M' = - 7. 75 t.m V' = o M' -- 7.76 t.m 3 1 2 

Los momentos obtenidos son de barra sobre nudo: éstos se exhiben en 
la fig 9c. 

REFERENCIA 

Beaufait, F W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hackett, R M, Computer ~
thods of structura¡ Analysis, Prentice-Hall, 1970 
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TABLA 1 

llCffi!RE: MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA IffCl.I~ 

FECHA: 23/04/96 
PROGRAllA: llARIGS! 

Sean D = 4 El/L H = 6 Il/L2 11 • 12 Il/L3 Q • AE/L 
F = Glt/l. 

SA=senA S2A = sen2 A SB= sen B S2B = sen2 B 

CA = cos A C2A = cos2A CB•COS B C2B • cos2 B 

tp tq dr ds du dv ta tb 

O C2B lD/Zl C26 -llCSCA 11 CB CA H C8 SA -ftCBSA -DCSSB -ID/2) CB Sii tp 

,J._ -52S - f S2P> •FCSSB -FSBCB 
"& 

(D/2! C2B D C2B -llCBCA ft CB CA BC8 SA -llCBSA -ID/2J C8 SB -DCBSll tq 
- f 52S + F S2S -FCSSB +FCBSB 

-llCACB -llCACB N C2A - 11 C2.I -ICASA N CASA 11 CA SB 8 CA S8 dr 
• Q S2A - Q S2A +OCA SA -OCASA 

11 CA ca 11 CA ce - H C2A 1 C"'..A W t4 SA - llCA SA -llCASS ·ftCASB ds 
- o S2A + g S2A -OCA SA •OCASA 

~ SA CB K SA CB -MCASA H C/. SA • S1A - 1 S2A -llSASB -llSASB du 
+ Q CA Sil -O CASA • OC2A - o C2A 

- 11 SI. Có ·llSACe N CASA -HCASA 
-· S2A 

• S2A 11 SA S8 11 SA 58 dv 
·O CASA +O CASA - a C2A • o C2A 

-DCBS6 ·{D/ZJ CB SB K CA SB ·tlCASB ·ft·s.4 SB 11 SA SB D S28 ID/ZI S28 ta 
•fCBSB ·FCBSB • , C2B - r C2B 

~lD/:Ol CE SE - D ca sa 11 c.; SB -l!CASó -BSA SB 11 SA Sii ID/ZJ S2B D .szs tb 
-rcsss • r ce se - F C2B • F C2B 

13 



TABLA 2 

- JIOHBRE: CALCULO DE LA HATRU DE RIGIDEZ DE UM BARRA IllCLIHAl>A 
FECHA: 23/0lo /96 
PRtx;RAMA: llARIBI43 

1 1 

Sisteaa global 
Hatriz de rigidez de la barra 1 \ I 

5 f l ;r 1 -7- 3 9 
tp tq dr ds ---~du -- dv ta tb 

1110.049 555.0247 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081 o o tp 5 
555.0247 1110.049 -114.832 ll4.8326 287.0818 -287.081 o o tq ¡( 11 
-114.832 -114.832 31913.82 -31913.B 1Z719.S8 -12719.S o o dr . 1 

ll4.8326 11" .8326 -31913.8 31913.82 -12719.5 12719.58 o o ds 7 .. 287.0818 287 .0818 12719.58 -12719.5 5202.665 -5202.66 o o du 3 
37.081 -287.081-12719.512719.58 -5202.66 5202.665 o o dv 9 

'-' o o o o o o o o ta 
o o . o o o o o o tb 

Sisteaa global 
11aui2 de rigidez de la barra 2 

11 12 7 ti 9 10 
tp tq dr ds du dv u tb 

7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6 o o o D tp u r 
7970.4 -1992.6 1992.6 o o o ' --3985.2 o tq 12 

-1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 o o o o dr 1 
1992.6 1992.6 -664.2 664.2 o o o o ds 8 

o o o o 66420 -66420 o o du 9 
o o o o -66420 66420 o o dv 10 
D o o o o o o o ta 
o o o o o o o o tb 

l. Jte1a global 
Hatriz de rigidez de la barra 3 

6 12 2 8 4 10 
tp tq dr ds du dv ta tb 

. -·--·-. 
1110.049 555.0247 114.8326 -114.832 287.0818 -287.081 o o tp 6 
555.0247 1110.049 114.8326 -114.832 287.!1818 -287.081 o o tq 12 
114.8326 11'4.8326 31913.82 -31913.8 -12719.5 12719.58 o o dr 2 
-114.832 -114.632 -31913.8 31913.82 12719.58 -12719.5 o o ds 8 
287.0818 287 .0818 -12719.S 12719.58 5202.665 -5202.66 o o du 4 
-287.061 -267.081 12719.58 -12719.5 ·5202.66 5202.665 o o dv 10 

o o o o o o o o ta 
o o o o o o o o tb 

·- ·-·- ... -~ -..: ,., 
.~ ·, 
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TABLA 3 

_ .. isteia local 
Hatriz de rigidez de la barra 1 

5 11 l 7 3 9 
tp' tQ' dr' ds' du' dV' ta' tb' 

1110.049 555.0247 -309.196 309.1965 o . o o o tp' 5 
555.0247 1110.049 -309.196 309.1965 o o o o tq' 11 
-309.196 -309.196 114.8327 -ll4.832 o o o o jfr' 1 
309. 1965 309. l 96:J -11-4 ' 832 114. 8.lZ7 o o o o da' 7 

o o o o 37001.65 -37001.6 o o du' 3 
o o o o -37001.6 37001.65 o o dV' 9 
o o o o o o o O U' 
o o o o o o o o tb' 

< 
Sisteaa local 

:riz de rigidez de la barra 2 
~ 

11 12 7 8 9 10 
tp' tq' dr·· ds' '. dll' dv' ta' tb' GL 

7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6 o o o o tp' 11 
3985.2 7970.4 -1992.6 199Z.6 o o o o tq' 1Z 

-1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 o o o o clr' 7 

! . 1992.6 1992.6 -664.2 664.2 o o o o ds' 8 
o o o o 66420 16420 o . o du' 9 
o o o o -6642n 66420 o o dv' 10 
o o o o o o o ·o u· 
o o o o o o o . o tb' 

Sisteu local 
llatr iz de rigidez de la barra 3 

6 12 2 8 4 10 
tp' tq' dr' ds' dll' dv' ta' ti>' 

(. J0.049 555.0247 -309.196 309.1965 o o o . o tp' s 
555.0247 1110.0-49 -309.196 309.1965 o o o o tq' 11 
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832 o o o o clr' 1 ... 

309.1965 309.1965 -114.832 114.8327 o o o o ds' 7 
o o o o 37001.65 -37001.6 o o du' 3 --~-- -----
o o o o -37001.6 37001.65 o . o dv' 9 
o o o o o o o o u· 
o o o o o o o o tb' 

.. 
.. . ·-:·. ;,~· 

15 . ,' _:,"'; 
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ANEX02 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA. SISTEMA GLOBAL 
MARCO CON BARRAS ORTOGONALES 
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS, NI EFECTOS DE TORSIÓN 

Ba!Tas horizontales 

e, e. o, "' 
4El/L 2EllL -6ElJL· SEl/L' 6-

2El/L 4El/L -6ElJL· 6El/L' 0-
-6El/L" -6El/L' 12El/L' -12El/L' 6, 

6EllL' 6El/V ·12EllV 12El/LJ ~ 

Elementos mecánicos (barra sobre nudo) 
Mo = wL2 + (4EllL) 80 + (2El/L) e,· (6Elll.2~ 5, + (6El/L 'i 6. 
Ma = -wL2 + (2EllL? ª• + (4EllL) e, -(6EllL) S, + (6El/L) S. 
V,= -wU2 - (6El/L) So· (6EllL2)0,+ (12El/L 3) O,· (12El/L 3) 6. 
v.= -wU2 + (6EllL2

) 60 + (6El/l2~ 0q - (12EllL 3) O,+ (12El/L 3) S. 
•, 

Ba!Tas verticales 

e, e. 6.. 5.,, 

4El/L 2El/L 6EIJL• -6El/L' e. 
2El/L 4El/L 6EllL' -6EllL' 9-
6El/L" 6El/L' 12El/L' -12El/L' !'. 

-6EllL' 1 -6El/L' ·12Ellt." 12El/V 6., 

Elementos mecánicos (barra sobre nudo) 
M = wL' + (4EllL) ª• + (2El/L) &, + (6EllL2

) Su· (6El/L2
) 5, 

M: = -wL' + (2EllL)_9o + (4El/L) e,+ (6El/L2
) Su + (6El/L2

) 5, 
V = -wU2 • (6El/L") So+ (6El/L2)e, + (12EllL 3) Su - (12El/L 3) 5, v: = -wU2 - (6EllL2

) e •. (6EllL2
) ª•. (12EUL 3> Su+ (12El/L 3> ó, 
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. ANEXO 3 
MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA DE UNA RETiCULA DE CIMENTACIÓN, a= O 
SISTEMA GLOBAL 
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS 

DIRECCIÓN x, B = O 

e. ªº 
o, o. e. e. 

4El/L 2El/L -6EIIL' 6EL'L· o o e. 
2El/L 4El/L -6EllL' 6EUL' o o e. 

-6EllL' -6El/L' 12El/L • ·12El/L • o o o, 
6El/L' 6EllL' -12EllL" 12El/L' o o R. 

o o o o Gl,IL -Gl,JL e. 
o o o o -Gl,IL Gl,IL e. 

DIRECCIÓN v. B = 90" 

e. e. o, ll. a. e. 
Gl,/L -G!,/L o o o o e. 
·Gl,/L Gl1/L o o o o e. 

o o 12El/L' -12El/l' 6EtiL' 6EllL' O, 

o o -12El/L • 12El/L' -6Elil' -6EllL' ñ.. 

o o 6EllL'· -6El/L· 4EllL 2El/L e. 
o ! o 6EllL' ..i;e111., 2El/l 4El/L e. 

-· . 

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO. BARRA DE CIMENTACIÓN. SISTEMA GLOBAL 

{wL2/12·(11/192)L2 r,-(5/192)L2 r.] cosJI 90 
(-wL;/12 + (51192) L2 r,+(11/192) L 2 r.] cosfl 90 

E,..• = ( -wL/2 + (13/32) L r, + (3132) L r, J cos a. O, 
( -wL/2 + (3132) L r, + ~13/32) L r, ) cos a. S. 
{-wL2112+ (11/192) L r,+(51192) L..2 r. J senil e. 
( wL2112 - (5/192) L2 r, · (111192) L2 r. ) sen ll e. 
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APUNTES DE CIMENTACIONES 
INTERACCIÓN SUELO-ESTRUCTURA 

NOTA PRELIMINAR 

La interacción suelo-estructura es aquella parte 
de la ingenieri a que estudia las deformaciones 
del terreno ce cimentación cuando éstas se ven 
afectadas par la presencia y rigidez de la propia 
estructura. La influencia de la estructura puede 
ser en condiciones estáticas, lo cual es tratado 
por la interacción estátic:a suelt>-estructura, o 
puede ser en condiciones dinámicas, ki é:ual 
cae en el campo de la interao:ión dinámica 
svet~st111ctura. 

INTERACCIÓN ESTÁTICA SUELO
ESTRUCTURA 

Se conocen como métodos de interacción 
estática suelo-estruaura aquellos procedi
mientos que para el cálculo de las 
deformaciones del terreno de cimentación 
toman en cuenta ta rigidez de ta eSINc:tu'a. 
Todos estos métodos están basados en el 
principio de que en el contacto cimiento-terreno 
los desplazamientos tanto de la subestructura 
como los del terreno son iguales, es deor, 
existe compatibil;oad de deformaciones eÍltre 
estructura y suelo. 

En términos generales, el procedimiento de 
cálculo para ta interacción suelo-estructura 
consiste en tres pasos: (a) se calculan los 
desplazamientos de la subestructura, (b) se 
calculan los desplazamientos del terreno de 
cimentación. y (e) se establece la compatibi
hdad de deformaciones entre estructura y suelo. 

Podemos d1stingu1r dos dases de situaciones 
en relación con la interacción; (i) cuando los 
e1mientos estén suficientemente separados, de 
tal forma que la carga sobre un apoyo no eierce 
influencia sobre tos des?lazamientos de los 

Agustín Oeméneghi Colina· 
Hédor Sanginés Garcir 

apoyos vecinos (este fenómeno se presenta 
usualmente en zapatas aisladas), y (ii) cuando 
se trata de un cimiento ccntinuo donde et 
desplazamiento de un punto de dicho cimiento 

· está afectado par la carga repartida en toda la 
subestrudl.lra (es el caso de zapatas corridas o 
losas de cimentación). 

Interacción suelo-zapatas aisladas 

Definición de módulo de TNCCión 

Para Uevar a cabo la interacción suelo-zapatas 
aisladas, se hace uso del concepto de módulO 
de reacción o módulo de rigidez del terreno de 
cimentación, el cual se presenta en tos 
siguientes párrafos. 

Definamos et módulo de reacción o rigidez 
lineal vertical de un cimíemo de la siguienté. 
forma 

(1) 

donde a. es la fuerza vertical aplicada al 
cimiento y 6,. es el asentamiento vertical, 
ocasionado por a •. 

Se define la rigidez lineal horizontal de un 
cimiento 

(2) 

dende a,, es la fuerza ha izontal aplicada el 
cimiento y S,, es el desplazamiento ho!izontal' 
producido por a •. 
Se define la rigidez a la rotación de un cimiento 

K, = M/9 (3) 

· Profesores del Oepanamento de Geotecnia. División de Ingeniería Civil, Topográfica y Geodésica. 
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donde M es el momento aplicado al cimiento y a 
el ángulo -en radianes- producido por dicho 
momento. 

Análisis de la interacción suelo-zapatas 
aisladas 

Ilustremos la solución de la interacción suelo
zapatas aisladas con el marco de la fig 1 
(eiemplo 1 ). La rigidez vertical del te~ de 
cimentación vale K., = 2331.96 1/m, la ngidez 
honzontal K., = 1901.38 1/m y la rigidez a la 
rotación K. = 1102.61 lmlrad. 

Utilizaremos el método de rigideces para el 
análisis de la estnJdura ·(véase el anexo 1 ), en 
el que se debe cumplir 

(4) 

donde 

J$ = matriz de rigidez de la estructura 

§ = vedor de desplazamientos 

f• = vector de cargas de empotramiento 

f' = vector de cargas concentradas 

La formación de la matnz IS y de los vectores a. 
f• y f'. para el marco de la fig 1 . viene descrito 
en el anexo 1; como resultado de esto. en la fig 
2 se exhiben los grados de libertad de la 
estruaura, y en las tablas 1. 2 y 3 la matnz de 
ng1dez K. el vector de cargas de empotramiento 
p• y el-vector de cargas concentradas e' de 
iOda la estructura. respectivamente (En la tabla 
1 sólo indu1mos los renglones de 1;,. ó,. 6s. 57, 
O. y 011 • porQue. por s1rnelria ó, = &,. 6, = ~ Se 
= -6s. 6e = ór. 010 =-<.v. 012 =-e,,.) 
La ngídez del terreno de cimentación se puede 
induir en el vector de cargas concentradas pe, 
de la s1gu1ente forma: las fue~s a .. o. y M se 
pueden obtener con las ecs 1 a 3 

M=K.0 

(5) 

(6) 

(7) 

2 

...... _,.,¡. 

En la fig 3 se muestran las rua:iones del 
terreno en función de las rigideces del mismo y 
de los desplazamientos. 

Usando las ecs S a 7 calc:ulamos las fuelzas 
a"1. aV2> °"3. a .... Me y Me: 

Q"1 = 2231.96 ~. Qv,¡ = 2231.96 &.! 
~ = 1901.38 5,. a...= 1901.38 &. 
"-5=1102.81 es. Me= 1102.81 6e 

El vector de cargas concentradas queda 

2231.96 o, 
2231.966, 
1901.38 ~ 
1901.38&. 
1102.81 9s 
1102.81 6e 

(8) 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

Reemplazando en la ec 4 los valores de !S 
(tabla 1 ), f" (tabla 2) y ft (ec 8), y resolviendo 
el sistema de ecuaciones, obtms 

61 = 0.010291 m, ~ = 0.0055104 m 
85 = 0.00049148, 6, = 0.013289 m 
lit= -0.000078886 m, e,. = -0.0054707 

Los elementos mecánicos en las bamls de 
estructura se calculan siguiendo el prooedi
miento indicado en el ~ 1. (Lo dejamos 
como ejercicio al lector.) · __ -------

Las fuerzas en los apoyos 118 determinan con 
lasecs5a7 

a., = a'2 = 2331.96(0.010291 ¡ = 23.998 t ª"' = 1901.38(0.0055104) = 10.4n t 
a,,.= 1901.38(..0.0055104¡ • -10.477 t 
M,s = 1102.81(0.00049148) = 0.542 Lm 
Me= 1102.81(-0.00049148) =.O.~ Lm 

. : . ·-.:: ·-·.' ·.- .. 

Resolvamos otro ejemplo, el de ta fig 4 {ejempY 
2), despreciandO los efecloS de aa>lta"li!.ntD Cit. 
barras. En la fig 5 y en la tabla 4 118 1 '" la 
numeración de barras y grados de lib .. Las 
matrices de rigidez y los vectores de cargas de 
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empotramiento se hallan con los vaiOres del 
anexo 3 (marcos planos con barras ortogo
nales sin considerar el acortamiento de batraS). ' . 

Barra 1 
d Matriz de ri i ez 

e. 
1299.52 
649.76 
423.76 

p• = _, [ 
Barra 2 

A.. 

649.76 
1299.52 
423.76 

o 
o 
o J 

s:.... 

423.76 A. 

423.76 A. 

184.24 F.. 

.d Matriz de ria1 ez 
e. 
129952 
649.76 
423.76 

P• -
- 2 -

3985.2 
·1992.6 
1992.6 

p• _3 

e. ¡¡, 
649.76 423.76 
1299.52 423.76 
423.76 184.24 

[ 
·w!.12 J - -wlJ2 -

- wl2112 -
•Wl 

2112 

e. 
e. 
6. 

664.2 

[

-4.62] -4.62 
4.62 
-4.62 

La matnz de rigidez y el vector de cargas de 
empotramiento de !Oda la estructura se exn1ben 
en las tablas 5 y 6. (En la tabla 5 sólo llldu1mos 
los renglones de ó,, &.i. 9s y e,. porque, por 
simetría ~ = ó,, s. = ~. Se = '6s. 8e = .a,.) 

El vector¡¡ es 

3 

El vector de cargas concentradas vale (fig 4) 

0.,.1.2 
0,z-1.2 
0113 
a,,. 
Ms 
Me 
o 
o 

La rigidez del terreno de cimentación la 
induimos con las ecs 5 a 7 (obtenidas de las 
ecs 1a3) 

(9) 

(10) 

(11) 

En ta fig 6 se indican las reacciones del suelo 
en función de las rigideces y tos desptam
mientos. 

Sustituyendo valores 

O.,= 2331.96 ó,, O.a= 2331.96 6;i 
~ = 1so1.38 &s. a ... = 1901.386. 
Ms = 1102.81e,.Mo=1102.81 e. · .. 

- --~~--

El vector de cargas concentradas queda 

2331.96 ó, -1.2 
2331.96~-1.2 
1901.38 6:i 
1901.38 6. 

f" = 1102.81 9s 
1102.81 e. o . -
o 

Reemplazando en la ec 4 .. ; . -



.... 62-12+2331.960. •O (6,) 
16424 s, • 423.76 ª' + 423.76 &, • 1901.336,. o (6,) 
423.76 s,. 1299.52 e.+ 649.76 &, ~1102.81 a,. o (9,) 
425.76 s, • 649.76 e.• 5284.ne,+ 4.62 •o {&,) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 

51 = 0.0024958 m, S, = 0.00014033 m 
ª• = 0.00022213, Sr= --0.00091276 

Para hallar los elementos mecánicos, se utiliza 
el procedimiento indicado en el anexo 1. (Lo 
de¡amos como e¡ercicio al lector). 

Las fuerzas en los apoyos se determinan con 
las ecs5 a 7 

a.., = O.a= 2331 .96(0.0024!l58) = 5.82 t 
a,..= 1901.38(0.00014033¡ ·= o.267 1 
ª"' = 1901.38(-0.00014033) = -0.2671 
Ms = 1102.81(0.00022213) = 0.245tm 
Me= 1102.61(-0.00022213) = -0.245 tm 

Determinación de los módulos de 198CCión del 
suelo 

La determinación de las rigideces K.. K.. y K. se 
lleva a cabo usando su definición dada por las 
ecs 1 a 3. Por ejemplo. el módulo K. se obtiene 
aphcando a la zapata una carga verilea! Q, y 
calculando el asentamiento que produce dieha 
carga. 

Dado el carácter no hneal de los suelos, es 
necesano que tanto la carga SObre el amiento, 
como sus dimensiones. sean lo mas cercano 
posible a sus magnitudes definitivas en la 
estruaura, pues de otro modo la detenn1naci6n 
de las ngioeces será sólo aproximada. 

E_¡empio 
Oeterrmnar la ngldez lineal vertical K, de la 
zapata de la fig E-1. utihz.ando para ello la 
fórmula de Bunand y Burt>ridge. El subsuelo 
esta formado por una arena normalmente 
cargada, N = 15 golpes. 
Sclució11 
El asentamiento en milimetros de la zapata está 
dado por (Burland y Burt>ridge, 1985)· 
ó=q.sº 1 1. 
1, = 1.17/N'·' 
Qn = incremento neto de presión. en kPa 
B = ancho de la cimentación, en metros 
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Sustituyendo valores 
q,, = 2611.7(2) = 7.647 tmi2= 74.995 kPa 
le= 0.0264 
B=1.7m 
6 = 2.870 mm = 0.00287 m 
El módulo K. vale ( ee 1 ) 
K, = 26/0.Cl0287 = 9059.2 t/m 

La teoría de la elasticidad proporciona los 
siguientes valores de los módulos de reacción, 
para un cimiento somero de planta circular 

K,, = 2ERI( 1-v2
) 

K.. = 32(1-v)GR/(7-8v) 

K, = 8GR313{1-v) 

(12) 

(13) 

(14) 

Estas fórmulas se pueden usar en zapatas 
rectangulares cuando B < L < 2.5B, mediante 
el siguiente artificio: 

Sea A = BL el área del cimiento rectangular, 

R = ..J Alrt (15) 

Para calcular K,, y K.. usamos las ecs 12 y 13 
con R obtenida de la ec 15. 

Sea 1 = momento de inercia del cimiento 
alrededor del eje que se desea calcular K, 

R = -•,/ 41ht (16) 

K, se i:omputa con la ec 14, con R obtenida de 
la ec 16. 

Por ID ya seralado antes, los calc:ulos de los 
módulos de reacc;ión con las ecs 12 a 14 son - · 
sólo aproximados, pues el comportamiento real 
de los suelos es no lineal. 

Otra forma aproximada de obtener los módulos 
de reacción es mediante la realización de . 
pruebas de placa (Zeevaert. 1973). Sea k,, el 
módúlo de rigidez unitario, definido como · 

(17) 

Siendo A = área del cimiento. ( 
Si k., es el módulo de rigidez vertical ~¡.. 
nado con una prueba de placa de un , _ de 

( 
'· 



lado, se puede emplear la siguien!e fórmula 
(Terzaghi, 1955) 

k., = k.1 [(B+0.3)128f (18) 

donde B es el ancho de la zapata en metros. En 
el caso de arcillas 

k., = k.1 [(n+0.5)11.Sn)J (19) 

donde n = LJB. siendo L la longitud del cimiento. 

La tabla 7 contiene valores propuestos por 
· Terzaghi (1955) para k.1. Cabe destacar que las 
ecs 18 y 19 se deben usar con precaución, 
pues sólo son aproximadamente válidas cuando 
el suelo es isotrópico hasta -una profundidad 
bajo el desplante del amiento igual al ancho del 
mismo (Zeevaert. 1973). Por lo mismo, dichas 
ecuaciones no son aplicables a suelos estratifi
cados. 

Interacción suelo-cimiento continuo 

Sea un cimiento totalmente flexible con carga 
uniforme apoyado en un sualo conesivo 
totalmente saturado. El asentamiento a largo 
plazo toma la forma indicada en la fig 7 a; el 
diagrama de reacción del terreno en este caso 
es igual al de la carga. es decir, la reacción es 
uniforme S 1 d1Cho cimiento se apoya sobre un 
suelo friCCtonante. el asentamiento se distribuye 
como se 1nd1ca en la fig 7b; par ser el amiento 
totalmente flexible, la reacción del suelo es 
también uniforme. 

Sea ahora una placa de una rigidez infinita 
apoyada en una arcilla totalmente saturada (fig · 
Ba). El hund1m1ento es uniforme. pero el 
diagrama de reacción a largo plazo toma la 
forma indicada en Is fig ea. Si la.placa se apoya 
soore un suelo friccionante. el diagrama de 
reacción toma la forma de la fig Bb. 

Vemos entonces que los diagramas de 
asentamientos y de reacciones del terreno 
dependen de la clase de suelo y de la rigidez de 
la estructura. Un amiento real puede quedar 
entre los dos casos extremos seflalados. pues 
su ng1dez no necesanamente es nula o infinita. 
En tos s1gu1entes inasos veremos cómo se 
realiza la interacción suelo-estructura para 
estructuras de cimentación de rigidez finita. 
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Interacción ~zapata corrida 

Consideremos un marco eS1nJdunll con una 
· cimentación a base de una zapata corrida (fig 

9a), • en el cual se trata de obtener los 
diagramas de asentamientos y de reacciones 
del terreno de cimentación (fig 9, by e). 

Comencemos con el diagrama de reacciones. 
En el caso general, ·ta forma del diagrama es 
diferente de una reacción unifonne (fig 9b). 
Sustituyamos la aJrV8 de reacción del terreno 
por una serie de reacciones uniformes r,, r 2, .... 
r. (fig 10a); el análisis estrudural lo llevamos a 
cabo utiliZando et método de rigideces, 
considerando las reacciones r1 como incógnitas. 
A continuación, aplicando la tercera ley de 
Newton, aplicamos las cargas r1 sobre el terreno 
(fig 10b), y obtenemos los hundimientos de éste 
en función de las r1, empleando et método de 
Chamecki (1956). El problema de la interacción 
se resuelve estableciendo la compatibilidad de 
deformaciones entre estrudura y :suelo, es 
decir, si el suelo está en contacto con la 
estructura de cimentación, las deformaciones 
de ambos medios deben ser iguales. 

a) Análisis estrudural 

Et análisis estt\JdUral lo realizamos empleando 
el método de rigideces. la matriz de rigidez, el 
vector de cargas de empotramiento y et vector 
de cargas concentradas se obtienen como se 
indica en el anexo 1. 

.. En una barra de cimentación (fig 11 ), el vector . 
de cargas de empotramiento para el sistema 
local vale 

w\.2112 • (111'92) L2 r, • (51192) L2 r, e.• .. 
-w\.2112 • (S/192) L'r. + (111112)L2 r, 8 .. 
"Wl.12 + ( 1 Y.12) l r, + (3132) L r. &.' 
"Wl.12 + (3132) L r, + (13132) L r, a.• 

(f..")'. o a.· 
o a.· 
D e.· 
o ... 

En el sistema global, dado que ex = 11 " O, el 
vedor de cargas de empotramiento queda 
(aneXD 1) 



E,.' • 

wL't12 • (111192) L'r.-(51192) L' r, 
-wL't12 + (5/192) L' r, + (11/192) l 2 r, 
..;.n. .. ( 13132) l r, + (3/32) L r, 
..;.n. + (3132) Lr, + (13/32) l r, 

o 
o 
o 
o 

b) Cálculo de deformaciones del suelo 

e, 
ª• & 
6, 
6, (20) 
6, 
e, 
e, 

Las cargas que transmite la estnJctura. al 
terreno de cimentación son iguales en magnitud 
y de sentido contrario a las reacciones del suelo 
sobre la estructura, por la tercera ley de Newton 
(Oeméneghi, 1996). Calculemos los asenta
mientos del terreno en función de esuis cargas: 
consideremos una reacci.ón r. actuando en la 
superficie (fig 12); la presión vertical vale r,.d,/a1c. 
donde ci. y ª• son la longilud y el área en las 
que actúa la carga, respectivamente.. La 
deformación del estrato de espesor H1, debida a 
la carga r • vale 

5,.. = ( 1 IE.q) H¡ a.,¡• 

pero 

(21) 

donde 1,,,. es el valor de in!luencia vertical, el 
cual es igual al esfuerzo normal vertical en el 
punto ij. producido por una presión unrtaria 
actuando en el área a. (Zeevaert. 1973). 

E..; es el módulo hneal de deformación, el cual 
se define como el cooente del esfuerzo normal 
vertical entre la deformación unitana vertical 
que se presenta, en el punto ij. 

Sustituyendo 

o., = ( 1/E,_) H1 1 ... r .dJa.. 

La deformación del estrato j, debida a todas las 
cargas vale 

,., 
&,. = (11E,..) H¡ ! 1,. riA/a,,, ... 
donde n, = número total de cargas r •. 

Si consideramos además una deformación 
previa ó.,, el asentamiento ba¡o el punto i vale 
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.. .. 
¡¡, = 8,; + I (1/E,V H¡ I ""riA1a• (22) 

l"1 .. , 

donde n. = nümero total de es1ratos. · 

En la ec 22, los hundimientos del terreno 
quedan en función de las cargas r •. 

Cabe adarar que, aunque aparentemente el 
procedimiento es unidimensional, en la práctica 
se pueden tomar en cuenta, en la estimación de 

· E,;; tanto los incrementos de esfuerzo horizontal 
como el efecto de la presión de confinamiento 
en Ja rigidez del suelo, asf como el hecho de 
que la QJrva esfuerzo-deformación unitaria es 
no lineal. En efecto. E111 está dado por 
e..=~ (23) 

Siendo a,. el esfuerzo normal vertical en el 
punto ij (a la mitad del estrato j), y r.,. la 
deformación lineal unitaria vertical del estrato j. 
&,e se puede caleu!ar usando una teoría no 
lineal o una teoría lineal. 

Los esfuerzos normales vertical y horizontales ( 
se obtienen aplicando la ec 21 para todas 
cargas r., es decir 

(24) 

.. 
o.;=! l.;. riA/a. (25) .. , 

.. 
ª" = ! i.,.. riA/a. (26) ... 
e) Compatibilidad de deformaciones 

En esta etapa se establece la compatibilidad de 
deformaciones enlTe estnic:tura y -'O de 
cimentación, lo que equivale a consíclerar que 
tanto tos desplaumientos de la estnJdura 
como los del terreno son iguales, es dec:ir, que 
el suelO no se despega ele la estn.actura 
(Deméneghí, 1996). 

Comportamiento no lineal 

Ilustraremos la forma de realizar el anéliilis (' 
interacción no lineal suelo-zapata corrida IXlll \;. 
cimiento de la fig 13 (ejemplo 3). Para Acule 
de las deformaciones del suelo usar ~todo 



no hneal del anexo 1 del capitulo 2, con las 
propiedades indicadas en la tabla 8. 

a) Análisis estructural 

El análisis estructural se lleva a cabo 
empleando el método de rigideces, desaito en 
el anexo 1 . En la fig 14 se muestran los grados 
de libertad y en la fig 15 el sistema de cargas 
sobre la estructura. Las matrices de rigidez se 
obtienen con los valores del anexo 3, dado que 
se trata de barras honzontales. Los vectores de 
cargas de empotramiento se calculan con la ec 
20. 

Matriz de ri •idez. Barra 1 
e. e. 6. E· 

72927.375 36<C63.6M .;)41"4.707 34184.707 e-
36463.688 72927.375 -341"4.107 34184.707 .. 
-34184.707 -3'1"4.707 21385.~ -21365.'42 r.. 
34184.707 3'184.707 ·213115.'42 21365.'42 ..... 

Matriz de riaidez. Barra 2 
0- e. t.. .. 

72927.375 1 36<C63.688 -3418'4.707 :l4184.707 e-
36463.68'1 72927.375 ·34184.707 34184.707 ... 
-34184.707 -3'184.707 21365.4'2 -213115 '42 ... 
34184.707 3'11M.707 ·213115.442 21:185.442 ..... 

Vector de cargas de empotramiento. Barra 1 

[

3.15733-0.58667r,-0.26667rz J e. 
E,"" ·3. 15733+0.26667r,+0.58667rz 9o 

·S.92+1 .3r,+0.3r2 ó, 
-S.92+0.3r,+1.3r2 62 · 

Vector de cargas de empotramrento. Barra 2 

[

3.15733-0.58667r,-0.26667r, J 9o 
¡:,• = -3. 15733+0.26667r,.+<J.58667r3 8a 

-5.92+1,3r2+0.3r, 62 
-S.92+0.3rz+1.3r, óo 

La matnz de rigidez de toda la estructura (tabla 
9) es la suma de las matrices de rigidez de 
cada una de las barras. El vector de cargas de 
empotramiento de teda la estructura es Ja suma 
de Jos vectores de carga de empotramiento de 
cada una de las barras. el cual vale 

[

·S.92 + 1.3 r, + 0.3 r2 J ói 
p• = _,, .84 + 0.6 ,, + 2.6 ,, 62 

3. 15733-0.58667r,-0.26667rz e. 

(Sólo se muestran los renglones correspon
dientes a ó,. Ó2 y e. porque, por simetria 5J = 5 1 , 

0. =-e, y Ss = O). 
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El vector de cargas concentradas vate 

-35 5, 
.so ~ 

.e°= .35 6, 
o -a. 
o ªª 

La condición de equilibrio de c:8rgas en los 
nudos de la estructura conduce a la siguiente 
expresión (anexo 1) 

.!S6+f•+e-=o 

Sustituyendo valores 

(ó,): 21365.442ó,-21365.442~1B4.7010 • 
+1.3r1 +0.3 r2 -5.92-35 =O (27) 

(Ó2): -42730.884ó,+42730.8~~9.4146. 
+0.6r1 +2.6r2 -11.84-50=0. (28) " 

<a.¡: -34184.7076' +341B4.101Ó2+12927_37sa. 
-0.58667 r1 -0.26667 r2 + 3.15733 =O (29) 

b) Célculo de asentamientos 

Hallemos el asentamiento bajo el punto 1 (fig 
16a). Haciendo i = 1 en la ec 21 

ó1=(1JE., 1)H1(1.,,,r,d,/a1+1., 1,r:zdi112+1.,1, r,d,l&J) 
+(11E112)Hil.,21r,d,Ja,+l,,221':zdii12+la1is r,aya,) 

(30) 

Los módulos de deformación E111 y ~2 estén 
dados por ( ec 23) 

e.,, = a.,,1&z,, (31) 

(32) 

Las deformaciones unitarias a.,1 y Bz12 

obtendremos usando el procedimiento no lin 
expuesto en el anexo 1 del cap 2, con 
s1gu1entes expresiones: 



Deformación por cambio de forma 

p.--2 f 2 1 
E.f= 1 -exp{--(-) [------

Act e (s-2) (p..+ e o.>0o2 

Pee 1 
... + 1 }(33) 

(s-1) ((p..~ e o.)•1 (s-2)(s-1) p..•2 

p., = b,p, ... p.,.' 
f = 1 - v [(o, + oy)loJ 
e = b, + bi [(o, + o,)loJ 
b,: b; = 113 

Deformación por cambio de volumen 

f [(p..+aJ'• -p..'""] 

(34) 
(35) 
(36) 

tc.=1-exp{- } (37) 
A:. p.1

• (1-s) 

p,. = b,p, + p.,; (38) 

Ilustremos la aplicación del procedimiento 
calculando el módulo E,,,. Los es!.rerzos o,,,, 
c,11 y c,11 se obtienen con las ecs 24 a 26. 

o:a-,, = lrt11 r1d1/81 + b-112 rtd2/itz + lnt1 r,d,.i'a, (39) 
a.11 = lri11 r1d1/a, + t.,,2 r?d~ítl + l.-i13 rJCb/"3 (•O) 
ovn = '1111 r1d,1a, + lytt2r>d1'&z+1.,..,13 r,cb'83 (41) 

Ootengamos como e¡emplo los valores de 
influencia 1.,,, . 1,,,, e ~,,. Se coloca Una 
presión unrtana q = 1 llm en el área a, (fig 16) 
y se computan los esfuerzos normales o,. o, y 
o, debidos a esta carga, a la mitad del estrato 
1. Ootenemos 

o,: lr111 = 0.4868711 vm2 

O, = 1,,,, = 0.227869 l/m2 

o,= 1,,,, = 0.209853411m2 

Los demas valores de influencia se determinan 
en forma s1m11ar En la tabla 10 se presentan 
sus magnitudes. 

Sustituyendo en la ec 39 

o., •• o 486871lr.(1.6)/1 .6(2)•0.001743138r,(3.2)132(2) 
•O 00001886'87r,(1.6)/1.6(2) 
o.,,•0243-4355Sr,+0.000871569r,+0.000009432435', (42) 

Eri forma aniloga se obtienen a., 1 y o,., 1 

c."=O. 1139345r,+0.00665339<,~0,0013131J$r! (43) 
o,.,-0.1049267r,+0.017307215',+0.002810CM5r, (44) 
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Para el inicio de los cálculos consideramos una 
reacción uniforme 

r, = r2 = r3 = {35(2)+50]16.4 + 3.7 = 22.45 t/m 

Reemplazando en las ecs 42 a 44 

Ortt = 5.4849 tJm2 

°"'' = 2.7367 Vm
2 

0,.. 1 "2.8072 l/m2 

A continuación calculamos las deformaciones 
por cambio de forma y por cambio de volumen. 

Cambio de fonna (ecs 33 a 36) 
p..= 0.9914 t/m2 

v = 0.5 (se considera que la deformación por 
cambio de fonna ocurre a volumen constante) 
f = 0.4946, e= 0.6703 
f:ct = 0.00075907 
Cambio de volumen (ecs 37 y 38) 
p..= 1.62 t/m2 

E.,.= 0.001028 
Er!t = Ect +E.,.= 0.00178703 

Sustituyendo valores en ta ec 31 ·~ 

E,,,= 5.4849/0.00178703 = 3069.334 t1m2 

En forma similar se obtiene 

Er12 = 3293. 065 llm2 

Reemplazando en la ec 30, y considerando que 
por simetria r, = r, 

ó, = 0.00013151 r, + 0.0000099976 r2 (45) 

De manera similar obtenemos 

·----~ Ó2 = 0.000021166 r, + 0.00027335 r2 (<16) 

e) Compatibilidad de deformaciones 

La compatibilidad de deformaciones enn 
estructura y suelo equivale e resolver el sisteme 
formado por tas ecuaciones 27, 28, 29, 45 y 46. 
Obtenemos . 

r,, = 0.0044939 m, 5:i = 0.0038785 m 
s. = 0.00055543 
r, = 33.289 t/m, r2 = 11.611 t/m 

( 
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Con los nuevos valores de r, = r3 (por simetría) 
y r 2 se repite el proceso hasta que éstos ya no 
cambien en dos iteraciones sucesivas. Esto se 
logra en la iteración 6, en la que se obtiene 

o,=0.0046612m, ó:?=0.0037665m 

ª• = 0.00067864 
r, = 31.534 t/m, r2 = 13.3661/m 

Comportamiento lineal 

En forma aproximada, se puede resolver la 
interacción considerando que la defomiación 
bajo el punto i de un estrato de suelo de 
espesor Hí está dada por 

(47) 

donde E; es el m6dulo de deformación del suelo 
y v su relación de Poisson. 

Sustituyendo las ecs 24 a 26 en la ec 47 
,.. 

o1 = (H¡l'E¡) ! ( 1,.-v(t.,.+1,,.J ) rtAJa. .. , 
Sea 

(48) .. 
5.¡ = ( H/E,) ! 1,.. r ,.d,,/a,. .. , 
Tomando en cuenta todos los estratos . de 
subsuelo. y una posible defonnaaón previa S.,., 
la defonnación del punto i es .. .. 
ó, = ó .. + ! (H/E,) ! 1,.. r,.dJa,, (49) ,.1 .. , 

Ilustremos el desarrollo del procedimiento hnea 1 
con la zapata de la ñg 17 (e¡emplo 4). 

El anáhs•s estructural es similar al del e,emplo 3 
del método no hneal. 

En el suelo. desarrollamos la ec 49 para i = 1: 

ó, = (H,JE,,) (l,,,r,d,/a, + l,,:,r~a2 + 111,r,dy'a3 ) 

+ (H,:i/E12l (l121r,d,1a, + l1zzr:idola2 + 1,i,r,d,la3 ) 

En la tabla 1 O se muestran los valores de 
influencia para este problema. Sustituyendo 
valores 
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g, = (O.l!ISOOJ[(0.194821l.12)t1-{0.0261~)r2 
-{0.001740n/2)r~ + (1.6)1(S60)((0.23528931/2)r, 
-{0.0078025S/2)rr(0.0048186412)r3J 

Tomando en cuenta que r, = r3 

S. = 0.000483712 r, - 0.00003206525 r2 (50) 

En forma análoga se obtiene 

&: = -0.000031436 r1 + 0.00098398 r2 (51) 

· · Resolviendo el Sistema de ecuaciones 27, 28, 
29,50y51: . 

S.= 0.014285 m, ~ = 0.013224 m 
ª• = 0.00075212 
r, = 30.487 t/m, r2 = 14.413 t/m 

(Nota: Es importante que los módulos de 
deformación e_ se determinen considerando et 
efecto de la presión de confinamiento en el 
terreno, el hecho de que la curva esfuel%0-
defonmaci6n unitaria de los suelos es no lineal, 
asi como la posible variación con el tiempo de 
las propiedades mecánicas.] 

lnteiac:i::ión estruc:tur&-suelo plástíc:D 
parcialmente saturado 

En un suelo plástico parcialmente saturado 
ademas de los asentamientos producidos .,.,; 
las cargas de una estructura. se presentan 
deformaciones debidas a cambios de humedad 
en el ~o. Un ejemplo de esta dese de 
fenómeno lo constituyen las arcillas expansiv8S, 
que sufren fuertes cambios VOiumétricos al 
vanar su humedad natural. 

Para ilustrar el fen6metió anterior, c:orisid&-
remos el Cimiento de la fig 18 (ejemplo 5). La 
aplicación de la ec 4 

conduce al siguiente sistema de ea.iac:iones 

(6,): 10939.1S,-10939.1&:-21878.129. 
+ 1.625r, +0.375r2-7.4-35·=0 

(~): -21878.21i,+21878-2&.!+43756.48. 
+ 0.75r, + 3.25r2-14.8- 50 =o 

(52) 

(53) 



ce.): -21s1s.211,+21e1s.211z+5S341.se. 
-0.91667r, - 0.41667r2 + 4.9333 =O (54) 

Supongamos que con las consideraciones 
hechas en los incisos anteriores, se hallan las 
siguientes deformaciones del suelo en función 
de las cargas (matriz de flexibilidades del suelo) 

51 = 0.000817668 r, + 0.0000349723 r2 (55} 
5t = 0.0000634471 r, + 0.00163405 r2 (56} 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52 a 56 
obtenemos 

o, = 0.021759 m. Ó2 = 0.020075 m 
e.= o.00103a1 
r, = 26.129 um. r2=11.271 tlm 

Supongamos que por un aumento de humedad 
en el suelo, en campo libre la arcilla sufre una 
expansión de 3 cm en IOs puntos 1 y 3, y de 5 
cm en el punto 2 (fig 16). Aplicando la ec 49 en 
las ecs 55 y 56 obtenemos 

¡¡, =-0.03+0.000817668r, +0.00003497Z3r2 (57) 
&., =-0.05+0.0000634'171r,+0.0016340Sr2 (58) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52. 53, 
54, 57 y 58 

¡¡, = -0.013950m,1iz = -0.018469 m 
e. = 0.0020384 
r, = 18.835 Um. r2 = 18.565tlm 

Nótese el cambio notable en las raaociones del 
suelo por las expansiones de la arcilla. 

Métoao iterativo 

La interacción suelo-estruaura se puede 
resolver mediante un método rterattvo. Esto 
tiene aplicación en la practica cuando se 
dispone de un paquete o un programa de 
computadora que susbtuye al terreno de 
cimentación por •resortes", Que representan el 
módulo de reacción de dicho terreno. Dado que 
no se conoce a pnori la "IX>nstante del resorte", 
pues depende del diagrama de reacción del 
suelo, que es lo que justamente se está 
buscando. se tiene que recurrir a un 
proced1m1ento iterativo (Chamecki. 1956). que 
consiste en suponer valores iniciales de las 
•constantes de los resortes", y con ellas 
computar por una parte las deformaciones de la 
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estructura, y por otra las deformaciones del 
suelo; la diferencia entre defotmaci0nes de 
estNctura y suelo permite ajustar la •constante 
del resorte"; el proceso se repite hasta que 
coinciden las .deformac:iones de estructura y 
terreno. · 

El método se usa de la siguiente forma: 

a) En el terreno se entra con las cargas r1 y se 
determinan las deformaciones & con la 
matriz de flexibilidades del suelo (se puede 
iniciar con la reacción uniforme); los 
módulos de reacción (o •constantes de los 
resortes") se obtienen 

(59) 

b) En la estructura se entra con las K,, y se 
calculan las deformaciones : las reacciones 
r, por unidad de longitud (en t/m) se 
obtienen 

(60) 

donde dt es la longitud en que aetüa r~ 
r 

Con estos valores de r, se entra nuevamenteA "-'< 
suelo (inciso a). y el proceso se repite h4l/r 
que coinciden las deformaciones de estrudura 
y suelo. 

Ilustremos el proceso anterior ain la zapata de 
la fig 19 (ejemplo 6). Los datos de estructura y 
suelo son los mismos del ejemplo 3 (fig 13). De 
acuerdo con la ec 4 

Las reacciones del terreno · se pueden 
incorporar en el vector de cargas concentradas 
fº (fig 19b). De esta forma, obtenemos el -
siguiente sistema de ecuaciones 

(ó1): (21365.442+K.1)ó1-2136S.4426'-341&4.70784 
-S.92-35= O (81) 

(6,): -42730.8846,+{42730.884+~9.41.ce.. 
-11.84-50 =o (62) 

(&..): -34184.7075, +34184.7076r>72927'.3758c 
+ 3. 15733 .. o (83) 

En el terreno de 
· obtenido la siguiente 
(ecs so y 51) 

.;, 



0, = 0.000483712 r, - 0.00003206525 r2 (64) 
&i = -0.000031436 r, + 0.00098398 r2 (65) 

! 
' ' 

Las iteraciones se realiZan de la siguiente forma 

1 ra iteración 

Iniciamos el proceso considerando una reacción 
uniforme r, = ri = r3 = 22.45 tlm 

Terreno de cimentación. Aplicando las ecs 64, 
65 59 y 

01 ¡;,.. K.,, ~ 
m m tlm llm 

0.010139 0.021385 3542.592 3359.425 
Estructura. Con los K., antenores, y aplicando 
fas ecs 61, 62. 63 v 60 ... 

º' 
¡;,., r, r, 

m m tlm llm 
0.013295 0.014729 29.437 15.463 

2da iteración .. 
Terreno de cimentación. Con los r, anteriores y 
aplicando las ecs 64. 65 v 59 

º' ¡;.. K.,, ~ 
m m l/m tlm 

0.013743 0.014290 3427.089 3462.699 
Estructura. Con los K., antenores, y aplicando 
las ecs 61. 62. 63 v 60 

Ó• &, r, r, 
m m um l/m 

o 013498 0.014775 28.912 15.988 

3ra iteración 
Terreno de cimentación. Aplicando fas ecs 64. 
65 59 y 

. Ó• ¡;.. 1 K.,, 1 K..2 
m m 1 tlm 1 llm 

1 0.013473 0.014823 t 3433.619 1 3451 .506 
Estructura. Con los K., antenores. y aplicando 
las ecs 61. 62. 63 v 60 

¡;, ¡;.. 1 r, r, 
m m 1 tlm um 

0.013493 0.014763 1 28.956 15.944 

4ta iteración 
Terreno de cimentación. Aplicando las ecs 64, 
6 59 Sv 

15, l ¡;.. 1 K,., ~ 
m 

., 
m 1 l/m tlm 

0.013495 1 0.014779 1 3433.069 3452.402 
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Estructura. Con los K.. anteriores, y aplicando 
l 61 62 6 as ec:s ' ' 3 V 60 

5, ...... r, r¡ 
m m tlm llm 

0.013493 0.014782 28.952 15.948 

Apreciamos que en la 4ta iteración las deforma
ciones de suelo y estructura prácticamente 
coinciden. 

Método aproximado para tomar en cuenta la 
rigidez angular de las columnas que llegan a 
la estructura de Cimentación 

Los procedimientos de interacción vistos en los 
· incisos anteriores permiten tomar en cuenta 
todos los PISOS de la estructura. Con el 
propósito de presentar ejemplos que se puedan 
resolver •a mano·. sin el auxilio de la 
computadora, hemos presentado ejemplos muy 
sencillos, en los cuales, y sólo para fines 
didácticos, se considera únicamente la 
estructura de cimentación. 

Supongamos que se desea hacer el análisis " 
preliminar de una subestructura, sin tomar en 
cuenta los niveles superiores. En este caso, las 
columnas transmiten las cargas a la 
cimentación, pero como están unidas a la " 
infraestructura, también imponen una condición , :. 
de continuidad estructural en los nudos '· 
correspondientes. La presencia de una columna : 
provoca que en el nudo se presente un 
momento nex1onante que vale K.6, donde K. es ' 
la rigidez a la rotación de la columna (rigidez 
angular) y e es el angulo que gira el nudo en 
cuestión. Este momento nexionante se agrega 
en el vector de cargas concentradas e~ de la ec 
4 

(ec4) 

Ilustremos el procedimiento con el ejemplo 4. 
considerando que las columnas tienen un• 
rigidez angular K. = 6215.222 t.mlrad. El vector 
f' es 

• 35 
• 50 
• 35 
6215.2228. 
6215.2226, 
6215.2229c 

Grado de libertac 
1 
2 
3 
4 
5 
.6 



Aplicando la ec 4, el sistema de .ecuaciones 27 
a 29 queda modificado de la s1gu1ente fonna 

(li,): 21365.4425,-21365.4420,34184.7070. 
+1.3 r, + 0.3 r2 - 5.92- 35 =O (66) 

(bi): -42730.BB4ó1+42730.884bi+68369.4140. 
+ 0.6 r, + 2.6 r2 -11.84 - 50 =O (67) 

(0,)' -34164 707&.+34184.707&,+72927.3750. 
-0.58667r1-0.26667r2+3.15733+6215.222S, =O (68) 

En el terreno habíamos obtenido (ecs 50 Y 51) 

0, = o.000483712 r, - 0.00003206525 r2 (69) 
o,= -0.000031436 r, + 0.00098398 r2 (70) 

Resol\liendo el sistema de ecuaciones 66 a 70 

51 = 0.014190 m. O,=:. 0.013411 m 
ª• = 0.00057055 . 
r, = 30.303 t/m, r2 = 14.597 t/m 

Determinación de elementos mecénicos 

Los elementos mecánicos se obtienen como se 
indica en el anexo 1. Para una barra horizontal 
de cimentación, C!espreciando el acortamiento 
de la misma. son las siguientes (sistema global, 
fig 20) 

Dirección x (sistema global) 

.M := wL:/12-(111192)L:r.-(S/192)L:r,+(4El/L)60 

' +(2EllL)80·(6El/L 2)ó,+(6El/L2)0. (71) 

M.=-wL: /12+(51192)L :r,+(11/192)L2r,+(2El/L}90 

+(4EllL)60-(6EllL2)ó,+(6EllL2)0. (72) 

' V = -wU2+(13/32)Lr,+(3/32)Lr,-(6El/L )00 

' -(6El/l;)S0 +(12El/L 3>o..-(12El/L ")&, (73) 

v = -wU2+(3/32)Lr,+(13/32)lr,+(6EllL:)e0 

, +(6El/l:)\l0-(12El/L 3¡ó,+(12El/L 3¡o, (74) 
M, = (Gl1/L) e. - (Gl,/l) 6, (75) 

M, = - (Gl,/l) 6, + (Gl,il) 60 (76) 

Dirección y (sistema global) 
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Ma = .: .. Nl.1/12+(11/192)L 2r,+(S/192)L 'r.·(4El/L)0, 
2 2 . 

-(2El/L)fl0·(6El/L )6,+(6El/L )6. (77) ,,-· - . 

M0 =wL2112-(5/192)L 2r,-(11/192)L 2r,-(2EllL)0. 
·(4El/L)00·(6El/L2)5,+(6El/L 2)0. (78) 

V, = -wlJ2+(13/32)Lr,+(3/32)Lr,+(6El/L 2)90 
+(6El/L2)00+(12El/L 3¡0,.(12El/L 3>0. (79) 

V,= -wU2+(3/32)Lr,+(13/32)Lr,-(6El/L 2)9. 
-(6El/l2)00·(12El/L ")S,.+(12Elil 3>5. (80) 

M0 = - (Gl,JL) 00 + (Gl,ll.) Ba 

Ma = (Gl,JL) 90 • (Gl,ll.) Ba 

(81) 

(82) 

Los diagramas de tuerza cortante y de 
momento flexionante en una barra de la 
cimentación (fig 20) se obtienen con las 
siguientes expresiones (direcci6n x) 

X s U2: V =-V,+ (r,-w) X (83) 
M = -M0 - V,x - (r, - w) .,(-12 (84) 
M.. para x = V,J(r,-w) (85) 

(86) X~ U2: V= -V,-w X+ r,U2 + r, (X- Lf2) 
M =-V, - w x212 + (r,U2) (x - U4) 
+ (rJ2) (X - U2)2 

M.,.. para x = {V,+(r,-r,)U2V(r,·w) 
(~1-

-~~: 

En las ecs 83 a 88, el cortante es positivo si va 
hacia arriba a la izquierda de la barra, mientras 
que el momento es positivo si produce 
compresión en las fibras superiores de ta barra. 

Calculemos los elementos mecánicos en los 
nuC!os de la estructura del inciso anterior 
(ejemplo 4, fig 17, con K. = 6215.222 t.mlrad en 
las columnas). Habíamos obtenido · 

~ = 0.014190 m, Si= 0.013411 m 
e.= 0.00051055 
r, = 30.303 t/m, r2 = 14.597 t/m 

Aplicando las ecs 71 a 7 4 

M0 = 3. 7(3.2!2/12·(111192)(3.2)2(30.303) 
·(51192)(3.2) (14.597) 
+((4)(1130000)(0.05163)1(32)}(0.00057055) 
+[(2)(1130000)(0.05163)/(3~)(0) . 
·(6)(1130000)(0.05163)/(3.2) )(0.01419)+ 
·(6)(1130000)(0.05163)/(32)2)(0.013411) 
M0 = -3.534 t.m 
M• = 7.662 t.m ·tf",' 
V,= 35 t \:_ 

·-
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Los diagramas de fuerza cortante y momento 
flexionante se hallan con las ecs 83 a 86. Sin 
embargo, en la práctica conviene modelar la 
estructura de cimentación con cuatro o más 
barras. para obtener mayor precisión. En el 
siguiente capitulo se presenta un ejemplo de 
análisis y diseño de una zapata corrida 
empleando ceno barras en la estructura de 
cimentación; en ese ejemplo se expone la 
forma de obtener los diagramas de fuerza 
cortante y momento flexionante. 

Interacción suelo-losa de cimentación 

Una losa de Cimentación se puede modelar 
como una retícula de barras ortogonales entre 
si. La solución es más precisa a medida que se 
incrementa el nümero de éstas. Para una 
retícula de barras horizontales, se puede 
despreciar el acortamiento de barras: además c. 
= o. La matriz de rigidez y el vector de cargas 
de empotramiento de una barra quedan como 
se muestra en el anexo 3 (para su obtención se 
tomaron las fórmulas del anexo 1). 

Ilustraremos el análisis de una losa con la 
retícula de la fig 21 (Oeméneghi, 1996). La es
trattgrafia y propiedades se muestran en la fig 
22. Se desprecian tos efectos de acortamiento 
de barras. La numeración de barras y de grados 
de libertad se exhiben en la fig 23. Como 
ilustración presentamos los de las barras 1 y 7, 
para el sistema global: 

Barral ª" ª" 1 o. F... e. ª" 1 1 610 e,, º' &-. e,, ª" 7 1 ª'° ª" ¡;, ó, e,, 011 

A continuación hallaremos las matrices de 
ngidez y los vectores de empotramiento de las 
barras 1 y 7. Utilízando los valores del anexo 3 
se ·obtienen las matrices ~' y !k que se 
muestran en las tablas 12 y 13. respectiva
mente. La matriz de rigidez de toda la 
estructura es la suma de las matrices de rigidez 
de todas y cada una de las barras de· la 
estructura (el rango de cada matnz se toma de 
27 por 27). A manera de ejemplo, en la tabla 14 
se presenta la matriz de rigidez de la estructura 
para los primeros 5 grados de libertad. 
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Determinemos a continuación los vectores de 
empotramiento de las barras 1 y 7. Aplicando la 
ec20 

GL 
1.233-1.0593r,-0.4815r2 10 
·1.233+0.4815r1+1.0593r2 12 

e,·= ·1.72+1.747r,+0.4031r: 1 
-1.72+0.4031r,+1.747r2 2 

o 11 
o 13 

GL = grado de libertad 
GL 

o 10 
o 16 

e.,•= ·1.72+1.747r, .. 0.4031r, 1 
·1.72 .. 0.4031r, .. 1.747r, 4 
1.233-1.0593r1-0.4815r, 11 
·1.233+0.481Sr, .. 1.0593r, 17 

Como ejemplo presentamos a continuación el 
vector de cargas de empotramiento de ta 
estructura, para los primeros S grados de 
libertad 

f" = 

·3.44+3.494r,+0.4031r2+0.4031r. 
-6.88+0.4031 r,+S.241 r:+0.4031r1+0.4031t5 
·3. 44+0.4031r2+3. 494r1+0.4031 r1 
-6.88+0.4031t1+5.241r.+O 4031rs+0.4031r1 · 

• 13. 76+0. 4031r2+0.4031r,+6.988rs+O. 4031r1 
+0.4031ro 

El vector de cargas concentradas, para los 
primeros S grados de libertad vale 

Pi;= 

-9.6 
o 

-9.6 
o 
o 

GL 
1 
2 
3 
4 
s 

Sustituyendo valores en la ec 4· y tomanao er 
cuenta que por simetría 

~=~=•=• ~=·=~-~ 
~=~·~=~ ~-~-~-~ 
ª'º = ª" = -e,.= &15 =~=-e,,= -&;is=. -&zr 
013 = 01e = -020 = ~ 



se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 
(que representa el equilibrio de cortantes o de 
momentos en el grado de libertad corres
pondiente): 

Grado de libertad 1 
773.1481 - 773.14&i - 1662.24910 + 3.494r1 
+ 0.8062r2 - 3.44 - 9.6 = O (a) 

Grado de libertad 2 
-773.1401 + 859. 7670, - 86.62&,¡ +166224610 
-186.236,,+0.8062r,+5.24r2•0.403r5-6.88 =O (b) 

Grado de libertad 5 
-346.480, + 346.48Ss 
+6.988r5 -13.76 =O 

Grado de libertad 10 

+ 744.92013 +1 .6124r2 
(C) 

-831.1251 ... 831.125i + 2692.76910-310.230,3 
-1.0593r1 - 0.481Sr¡+1.233=0 (d) 

Grado de libertad 13 ·· , 
-186.230, + 186.235s-620.4691o + 1154.320,3 
-1.0593r2 - 0.481 Srs ... 2.465 =O (e) 

Las deformaciones del terreno de cimentación 
se determinan con el procedimiento indicado en 
el inciso de análisis lineal. Presentamos a 
continuación como ejemplo la obtención de 5, 

ó,=O 0154(2 4){0.2271(4 3r1V4.6225 
•O 009375(6 45r2l/9.245•0.0001528(4 3r,V4.6225 
•O 009375(6 45r,l/9 245•0.002988(8 6rsl/18.49 
+O 0001625(6 4Sr0)19 245•0 OC01528(4 3r1)14.6225 
+O 0001625(6 45rol/9 245+0 00002824(4.3r,)/4.6225] 
•O 0222(2 0)[0.113914 311)14 6225 
•O 04407(6 4Sr,l/9 245•0 002284(4.3r,y4 6225 
•D 0440716 45r.l/9 245•0 028026(8.6rs)/18 49 
•O 002638(6 45rel/9 245•0 0022836(4 3r1)/4 6225 
•O 002638(6 4Srel/9 245•0 OOOS157(4.3roY4.6225] 

Aprovechando la srmetria de la estructura obte
nemos (Deménegh1. 1996) 

.;, =O 01273Jr, +O 0033854r, •O 00063012r, (f) 
o.,= o 0036877" + 0.02032612 +o 00214241, (g) 
,;, =O 0028714r, •O 010629r, +O 025023rs (h) 

La compatibilidad de deformaciones entre la 
estructura y el terreno de cimentación se logra 
reemplazando las ecs f. g y h en las ecs a. b. e, 
d y e. o resolviendo el sislema de ecuaciones 
oe la a a la h: 

· r. = 3.235 um. r, = 1.062 um. r, = 1.149 ttm 
ª'° = 0.003760, &13 = -0.0007646 

14 

6i = 0,04558 m, 5i = 0.03638 m, ós = 0.04953 m 

Como ilustración, hallaremos los element 
mecánicos en las barras 1 y 7 (sistema loco. 
para lo que se aplican las ecs 71 a 82 

Barra 1 (dirección X> 
M1o = -1.403 t.m, M12 = -1.697 t.m 
V,= 4.8 t. V2 = 1.042 t 
M,, = -1.404 t.m. M13 = 1.404 t.m 

Barra 7 (dirección y) 
M,, = -1.403 t.m, Mir= -1.697 t.m 
V1 =4.8t, v.= 1.0421 
M1o =. 1 .404 t.m, M,5 = -1 .404 t.m 
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TABLA4 
NUMERACIÓN DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLO 2) 

Barra 0- e. Jt Jt F.., a. 
arados 

1 a. "- ¡¡, ¡;, T.. 90 
2 e~ e. /\. /\. ¡¡, 90 
3 "-- a. h. /\. . o 

TABLAS 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2) 

ó. F... " ¡¡, e. 
664,2 -664.2 o o o 
- - - - -
o o 184.24 o 423.76 

- - - - -
o o 423.76 o 1299.52 

- - - - -
-1992.6 1992.6 423.76 o 649.76 

- - - - -

TABLAS 
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO 
DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2) 

-4.62 ¡;, 
-4,62 .... 
o .... 
o Ó· 
o e. 
o A.' 
4,62 e, 

1-4,62 9. 

TABLA 8 
PROPIEDADES DE DEFORMACIÓN. EJEMPLO 3 

1 Estrato 1 Acr s.. 1 A.. s.. 
1 1 ¡ 360 1.69 1 733 0,705 
1 2 1 480 1.67 1 879 0_715 

(Ac1se, Acisef3,lsezc24,lsezc3,lsezc31,lsezc32) 

e. 
o 
-
o 
-
o 
-
o 
-

V 

. 0.295 
0.295 

, "-

·1992.6 

-
423.76 

-
649.76 

-
9269.92 

-

K_ 

0.418 
0.418 

_,_ 

e. 
-1992.6 ¡¡, 

- ;.,. 

o ;.,. 

- 6. 
o A. 

- 9. 
3985.2 A. 

- e. 

T. t/m• 
1.8 
1.8 



TABLA9 1 1 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA IEJEMPLO 31 

1 
Delta 1 Delta2 1 Delta 3 \Theta4 Theta6 

21365.442 -21365.442 o -34184.707 o Delta 1 
-21365.442 42730.884 -21365.442 34184.707 -34184.707 Oelta2 
-34164.707 34164.707 o 72927.375 o Theta 4 

1 
TABLA 10 
VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 3 
RELACI< 1N DE POISSON = o.¡95 

Punto 1 lziik - lviik 

1,1,1 0.4868711 0.227869 0.2098534 
1,1.2 1 0.00174314 0.01330678 0.03461443 
1,1,3 1.8865E-05 0.00252627 0.00566201 
1,2,1 i 0.2791369 0.03057748 0.00698428 1 

. 1,2,2 : 0.0402185 0.06823199 0.00918785 
1.2.3 1 0.000992 0.00672907 0.00316839 
2.1,1 1 0.00163603 0.0152252 0.02429731 
2.1.2 0.9737421 0.455738 0.41970681 
2.1.3 0.001636 0.01522519 0.02429731 1 
2.2.1 0.03557754\ 0.04996888: 0.00492169 1 

2.2.2 0.5582739: 0.06115496 \ 0.01396855 
2.2.3 0.03557754: 0.04996888 ! 0.00492169. 1 
3.1. 1 1 .8865E-OS' 0.00262627 i 0.005662021 
3.1.2 0.00174314 0.01330677: 0.03461443! 
3.1.3 0.4S68711 • 0.227869: 0.2098534 
3.2.1 0.0009921 0.00672907 : 0.00316839! 1 
3.2.2 0.0402185: 0.06823199 0.009187841 
3.2.3 0.2791369: 0.030577 491 0.00698429: 

1 1 

(Aceise\ ' 1 ! 1 

17 .:.? 
-- ---·-· 



TABLA 11 1 1 
VALORES DE INFLUENCIA fEJEMPLO 4) 
RELACION DE POISSON = 0.5 

Punto lziik lxiik 
1.1.1 0.4868711 0.3181542 
1,, .2 0.001743138 0.05265242 
1, 1.3 1.B8649E-05 0.003480822 
1,2,1 0.2791369! 0.05794332 
1,2.2 0.04021651 0.09123936 
1,2.3 0.000992 0.0114946 

2., ', 1 0.001636028 0.04312015 
2,1,2 0.9737421 0.6363085 
2,1,3 0.001635999 0.04312015 
2.2.1 0.03557754 0.06498982 
2.2.2 0.5582739 0.1158866 
2.2.3 1 o.0355n54 0.06498982 

3. 1'1 1 1 .88649E-05 0.003480822 
3,1,2 0.001743138 0.05265242 
3,1,3 0.4868711 0.3181542 
3.2.1 0.000992 0.0114948 
3,2.2 1 0.04021651 0.09123936 
3,2,3 ! 0.27913691 0.05794332 

! ~ 

'lsezc3) ' 

lviik 
0.265932 

0.003130734 
0.000038445 

0.02975186 
0.004802749. 
0.000126474 
0.002917856 

0.531864 
0.002917856 
0.004221957 

0.05950371 
0.004221957 
0.000038445 
0.003130734 

0.265932 
0.000126474 
0.004802749' 

0.02975186 
1 

! ! 

18 

nu 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 

liik 
0.194828 

-0.02614844 
-0.001140n 
0.23528931 

-0.00780255 
-0.00481864 
-0.02138298 
0.38965585 

-0.021383 
0.00097165 
0.47057875 
0.00097165 

-0.001140n 
-0.02614844 

0.194828 
4:>.00481864 
.0.00780255 
0.23528931 

( 

,..,-.. ,.. 
'(_' 



TABLA 12 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 1,JS1 

61n 0,, s, &, 0,. 0,. 
2382.530 1191.265 -831.115 831.115 o o ª•" 
1191.265 2382.530 -831.115 831.115 o o ª" 
-831 .115 -831.115 386.565 -386.565- .. . o o º' 831.115 831.115 -386.565 386.565 o ·O "-

o o o o 310.08 ·310.08 611 

o o o o -310.08 310.08 0 .. 

TABLA 13 
MATRIZ DE RIGIDEZ DELA BARRA 7,JSr 

610 1 a,. 61 Oc ª" ª" 310.08 -310.08 o o o o 61n 

-310 06 310.08 o o o o a •• 
o o 386.565 -386.565 831.115 831.115 ¡¡, 
o o -386 565 386.565 -831.115 -831.115 ll, 
o o 831.115 -831.115 2382.530 1191.265 ª" o 1 o 831.115 -831.115 1191.265 2382.530 ª" 

TABLA 14 
MATRIZ DE RIGIDEZ oe LA ESTRUCTURA !$. PARA L.OS PRIMEROS CINCO 
GRADOS DE LIBERTAD. SISTEMA GLOBAL 

1 ¡;, &- ;.. ¡¡, ¡;, 

1 773.130 -3866.565 o -386.565 o 
! -386.565 859.750 ·386.565 o -86.619 
1 o -386.565 n3.13o o o 
! -386.565 1 o o 859.750 -86.619 

1 o -86.619 o ·86.619 346.477 

19 
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TA5t.A 7 
"' 1 ,-..i-ofi'., 1 .. 1:f<x 14'_..,__..,. 

14' --- KM T.naghl 11915151 

Awnp: i 1¡ value:s llanp oC 1'11 -
IDDJ/ft' k&fcm' tont/ft' l:slcm' 

Sand: loooe :IO 1.29 lo-60 0.64-1.92 
medium no 4.17 60-300 1.92-9.62--- 500 16.10 300-1000 9.62-3%.1 

Clay: still' 7S 2.41 . 50-100 t.6-3.21 
""Y stiff 150 4.82 100-200 3.21-6.41 
hard 300 9,64 300 9.60 

FDT dry and multiply by 1 :5 and Cor submeigcd uad by 0.6. Hcrc 1 toa • 2000 lh. 

___ .,. __ . -··-···---··· .. - - - - ... - -- ·-- .. ·- - --· -

6 ·9 . 

. - -·· - ·-

··-- ... , . - . ... 

¡; 
--·3 

Q.. --
11 

--· .. -~ 

--
l 

·---. -J ...- ..... 
se--

. -· .. -- - - - .. 

-- .. · 

- ·-g----·- -· 
6 - ----"'EE---·'--- ---~·--·• .... 

·-~4 ----!·¡---
. ··'}· 2- . -

(b) 

NUMERAC!ÓN DE .. BARRAS.'{ CRAOOS . DE -LIBERTAD ( EJ'EMPLO) 

·--·----··----· ----· .. 
.... !:I.GU..RA. -~ ·- ·-- - .... ··- - . 

.. .. (· 
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1 • 0.000llTS m4 
A•0.09m2 

E • 2214000 tlm2 

GEOMETRiA Y CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA 
BARRAS INCLINADAS 

FIGURA 1 

aum 

1 • 0.005""" 
A• 0.18m2 

1•0000875 m4 
A•009m2 

E • 2214000 tlm2 

REACOONES DEL TERRENO DE CIMENTACION 
FIGURA3 
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ANÁLISIS SÍSMICO DE CIMENTACIONES 

Agustin Deméneghi colina• 

cuando se realiza el análisis sismico de una cimentación, es usual 
que se cuente con un ·coeficiente sismico para la región en cuestión, 
dado por el código del Estado donde se construirá. la estructura 
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al análisis 
y diseño de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la 
estructura de cimentación. 

Sin embargo, cuando el subsueló del sitio está formado por sedimentos 
de consistencia blanda, se·presenta un fenómeno de amplificación de 
las ondas sísmicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en 
la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 
aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando la 
aceleración puede ser varias veces mayor que la del terreno firme 
(fig l). 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en 
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este 
fenómeno consideremos un sistema de un grado de libertad como. el 
mostrado en la fiq 2, en el que la base se somete a un movimiento· 
dado por 

x • a sen n t 
o 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

x •aQcosDt • 
x • - a 02 sen n t 

o 

La respuesta de la masa está dada por (Newmark y Rosenblueth 1976) 

Oesplaiamiento relativo 

Velocidad relativa 

Aceleración relativa 

y • a B
11 

sen (Q t - f) 

a Q B 
" 

cos (Q t - •> 

En las expresiones anteriores 

.. Profesor del Departamento de_ Geotecnia. División de Inqeniei 
Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de Inqenieria. UNAM 

.____ - .. ---
:...;.:::.::;:.~-~;...--;,_..,,.;, ;;- ~:::=~,!'~#~tf!.~---
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1 

1 -

2 e n 
loll 

~ = ang tan Q )2 l - ( 
loll 

w es la trecuenc!a circular del sistema 
1 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento 
Velocidad 
Aceleración 

X 

X 

.X 

---
X + y 

o 
X + y 

o 
x + y 

o 

Definamos el 
cociente entre 
aceleración de 

factor de 
la máxima 
la base: 

19 
amplificación de la aceleración co.l'.b· 

aceleración absoluta de la masa y la imh 

.. 
t • max x / max x 

• o 

En la fig 3 se muestra la variación de f con el cociente T / T , 
• l 

para amortiguamiento& de 2 y 10 ' del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

T = 2 rr / c.i (masa que vibra) 
1 1 

y T • 2 rr / O (base) 

Se observa en la fig 3 que la amplificación de la aceleración depenc' 
del cociente T

1 
/ T y del amortiguamiento. La máxima amplificación·i 

presenta cuando T / T • l al aumentar el amortiguámiento decre< 
1 

el factor f • Para T / T ~ ~ la amplificación de la aceleración 
• 1 

nula. 

Un fenómeno similar 
las veces de la masa 
espesor H como el 
desplazamiento de la 

sucede en el suelo blando, en el que éste l': 
del ejemplo anterior. Consideremos un estrat~ 
indicado en la f ig 1, y supongamos que 
base rígida está dado por · é 

2 
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. -- -:~---_ -:::::- ~-~---

·- . 

·- ------· ---· -· ~- ~·-~·-~. 

x .. (t) = e e~ ;Hlt/'~:~6~ (-~~s Ot :+:-J:~~en Ot) 
• 

lo que implica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia 
o . 
La solución del movimiento cuando. existe amortiguamiento cae en el 
campo de los números complejos, lo que conduce a que haya un cambio 
tanto en la amplitud como en la fase del movimiento • Definiendo la 

. función de amplificación f • · =· .A (0) como el valor absoluto del 
cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre 
la máxima aceleración en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969) 

A (Cl) • l / / cosh2 a cºos2 fl + senh2 ex sen2 ~ (1) 

donde 

Cl = H n le / l + (11 o/ G) 2 
- l ] ./ { l + (11 o/ G)

2
] / v' 2 c. (2) 

fl = H O / [ / l + (11 O / G) 2 + l ] / { l + (11 O / G) 2 ] / v' 2 C • (3) . 

donde e .. ./ G / p .. velocidad de la onda de cortante en el 
• 

suelo blando 
11 • amortiguamiento del suelo blando 
O • frecuencia circular natural de la base rigida 
H • espesor del suelo blando 
G • módulo de rigidez al cortante dinámico del euelo blando 
p .. masa especifica del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis q\.ie se haga respecto al amorti
guamiento. se puede considerar que la viscosidad es inversamente 
proporcional a la frecuencia, _de tal modo que 11 O/ G • 2 C sea 
una constante. Aplicando las ecs l a 3 se obtiene la respuesta del 
estrato. · 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del 
estrato se hallan con las siguientes expresiones 

w • frecuencia circular del modo n de vibrar 
n 

w .. (2n - l) rr I G ¡ p / 2 H • (2n - l) n e / 2 H (4) 
n • 

Para pequeños valores de (11 O/ G), la función de amplificación, par• 
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969): 

A (w) • 4 / (2n - l)tt (2<:l 
" 

(5: 

e - fracción del amortiguamiento.critico 

''• -

3 



En la fig 4 se muestra. la ~~riacion de la ~unción de amplificación 
con la frecuencia de vibracion de la base firme, para un estrato dr · 
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de. l~ onda de cortante en .. } 
suelo blando e = 229 m/s y un peso volumetric::o del suelo 7 • 2 t/'. 

• 
·La. función de amplificación se obtiene empleando las ecs l a 3 , 
considerando que ~- Q / G = 2 C • 
vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno !.'irme 
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al 
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la 
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio 
coincide o está cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de 
un estrato de suelo blando, la aceleración en la superficie de éste 
puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno f ir.me. 
En este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18 , para 
un amortiguamiento del suelo blando de 20 t del critico. 

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y 
los valores correspondientes a los "picos" de la función de 
amplificación (fig 4), empleando las ecs 4 y 5 • En la tabla l se 
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 
considerando un amortiguamiento del 20 t del amortiguamiento critico. 

TABLA l 
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A (W ) .. 

n w f T A (w) r-:-.: 
n ... " '-· -1 s ciclos/s s 

l 11.78 1.875 0.533 3.183 
2 35.34 5. 625 0.178 l.061 
3 58.90 9.375 0.107 0.637 
4 82.47 13.125 0.076 0.455 
5 106.03 16.875 0.059 0.354 

w .. (2n - l) rr e ¡ 2 H 
n • 

A (w) 
" 

• 4 / (2n - l)tt C2C) 
f • w ! 2rr T • 2tt 

ft •ft 
/ w .. 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominant d< 
vibración de las ondas sismicas que lle~an a un sitio; en todo ce ~ 
es conveniente observar las frecuencias dominantes de los temblore 
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en loa que s 
puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que belllt 
comentado en los párrafos anteriores. 

El razonamiento anterior es válido también en términos de lr 
periodos de vibración de ondas y suelo blando. Vemos que la lxir 
respuesta de aceleración se presenta. cuando el periodo de vibraci 
d7 la bas~ firme coincide con el periodo natural del primer modo 
vib~ar, s¡endo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4). 
decir, la aceleración en la superficie del terreno blando serA Y 
veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento'·~ 

4 



suelo es de 20 t . Vemos entonces que la aceleración en la superficie 
del su.ele blando depende fundamentalmente del cociente T.

1
1 T, donde 

T ·es el período natural de vibración del estrato blando y T es el 
• 1 . 

periodo dominante de vibración de las ondas sism~cas. 

Para un estrato de suelo homogéneo (fig l), los periodos de vibración 
están dados por • 

T = 4 H ./ p / G / (2n - l) 
•• 

(6) 

n • l, 2, ... 
donde p = masa especifica del suelo 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n • l: 

(7) 

Para la estimación del periodo natural de vibración de un suelo 
estratificado véase Zeevaert (1973, 1980). Para la determinación del 
módulo de rigidez dinámico de la arcilla del valle de México, puede 
consultarse a Jaime et al (1987). 

El periodo de vibración de la estructura se halla con los métodos 
usuales del análisis estructural. Sin elllbargo, cuando el terreno de 
cimentación está formado por un suelo blando, es importante, 
considerar además el efecto de balanceo y de traslación horizontal de 
la cimentación. Asi, el periodo de vibración acoplado de una estruc• 
tu~a vale (Normas de Sismo 1987): 

donde 

T ./T2 +'f2+T2 
1 o x r 

(8) 

T • periodo fundamental que tendría la estructura si ae 
o 

apoyara sobre una base riqida (este periodo se de})& e 
la flexibilidad propia de la estructura) · 

T • periodo natural que tendria la estructura si fuer< 
" infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla· 

darse en la dirección que se analiza · · --:~e 

T • periodo natural que tendría la estructura ai fuer 
r 

infinitamente rigida y su base solo pudiera 9ire 
con respecto a un eje horizontal que pasara por 1 
centroide de la superfiece de desplante de J 
estructura y fuera perpendicualr a la dirección que 1 
analiza 

El periodo natural de vibración por rotación de una masa' astil da, 
por 

s 



T "' 2 n /M H2 
/ K = 2 n H /M/ K (9) 

r r • r· 

o T .. 2 n /w H2 /gK g·= aceleración de la gravedad (10) 
r r 

Las Nonnas de Sismo, en el inciso A.7 del Apéndice, establecen que 
"para el cálculo de .T se supondrá que el desplazamiento de la base 

X 

está restringido por un elemento elástico cuya rigidez vale x.. en .. 

t/m: 

( K ) 
1/2 

T = 2 n W' / g 
X O X 

(ll) 

donde T está en segundos, W' es el peso neto de la construcción. al 
X O 

nivel de su desplante, íncluyendo el peso de los cimientos y 
descontando el del suelo que es desplazado por la infraes~ructura, ~ 
toneladas, y "q" es la aceleración de la gravedad, en m/s • El valor 
de W' no se tomará menor de 0.7 W 

o o 

"Para el cálculo ·de T se supondrá • 
restringida por un elemento elástico 

T - 2 !T ( J I 9 K )1/2 
r • 

que la rotación de la base eatll. 
de rigidez K , en t.111/raditn: 

r 

(12) 

donde T está en segundos y "J" es el momento neto de inercia d(7; 
• ~X;,:1 peso de la construcción, en t.m2

, con respecto al eje de rota , 
descontando el momento de inercia de la masa del suelo desplazado r 
la infraestructura. Esta diferencia no se tomará menor de 0.7 vece 
el momento de inercia calculado con el peso de la construcción. 

"Tratándose de construcciones que se apoyan sobre zapatas corridas 
con dimensión mayor en la dirección que se analiza o sobre losa o 
cascarón que abarque toda el trea de cimentación, y que pos an 
suficiente rigidez y resistencia para súponer que su base se desplaza 
como cuerpo r1gido, los valores de K y K se obtendrán de la tabla • • 
l, en que G es el módulo de riqidez me.dio, en t/m2 

, del estrato en 
que se apoya la construcción, y los radios equivalentes R y R , o 

• r 
metros, se calcularán empleando las expresiones --- ----. .. __ 

" 

R -X 
( A / !T ) 1/2 (13) 

R .. ( 4 I / !T ) 114 (14) r 

2 "en las que A, en m , es el área de la superficie neta d 
cimentación, e I, en m4

, es el momento de inercia de dicha supertic~ 
neta con respecto a su eje centroidal perpendicular a la direción ~ 
se analiza" (Normas de Sismo 1987). 

6 



una vez que se conocen los periodos de vibración del suelo T.
1 

y de 

la estructura T , se puede emplear el espectro de respuesta sismica 
l 

de Zeevaert (1980) para la determinación del factor de amplificación 
f (fig 5), definido como el cociente de la máxima aceleración en el . . 
centro de gravedad de la estructura entre la máxima aceleración en la 
superficie del terreno bla~do. Para entrar en e~ espectro de la fi9 5 
necesitamos el amortiguamiento acoplado . del sistema,· el cual e11t4 
dado por (Zeevaert 1980): 

donde 

c1 = j l - q -
l 

91 = go 9, (T') 2 
l 

T' .,/T2+T2 
1 o 

2 
9 - l - { o o 

r 

(15) 

/ (90 T2 + 9 T2) (16) 
r r • 

Vemos en el espectro que la m4xima respuesta se obtiene cuando T
1 

/ 

T = l Por lo visto anteriormente, no se puede evitar la 
•I 

amplificación de la aceleración de un suelo blando, pero si es 
factible evitar que coincidan el periodo natural de vibración del 
suelo con el periodo natural de vibración de una estructura. 

La aceleración en la superficie del terreno la proporciona, en la 
ciudad de México, el Reglamento de Construcciones en las Norma de 
Sismo. As1, en el inciso J de éstas se señala que "la ordenada del 
espectro de aceleraciones para diseño sismico "a", expresada .come 
fracción de la aceleración ·de la gravedad, est4 dada por la sigulent~ 
expresión: 

a "' (l + J T / T ¡. c / 4 , si T es menor que. T " • • 
La aceleración en la super!icie del suelo se obtiene haciendo T • 
en esta expresión (pues para T • O la estructura vibra igual qu l 
superficie del terreno), por lo tanto a• c • c / 4 en la superficie • 
Las aceleraciones para las diferentes zonas estratiqr4ticas .df 
Distrito Federal se presentan a continuación (articulo 206 .. dl 
Reglamento): 

Zona 

I 
II 

III 

Coeficiente 
sísmico e 

0.16 
0.32 
0.40 

Coeticiente c • 
(superficie) 

0.04 
o. os· 
0.10 

Aceleración 
(superfj.cie) 

cm/S 
39 
78 
98 

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona IIJ la aceleración 
diseño de la superficie del terreno es de 98 cm/s • 

7 



También se puede utilizar el siquiente ·criterio para hallar •r" 
(Nonnas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el per 
dominante del terreno T - , y que se hallen en las parte sombre 

•l . 
de la fiq 3.1 (de esas Nonnas), también se adoptarA e • 0.4 para 
estructuras del grupo B, y o.6 para las del A; fuera de las partes 
sombreadas se adoptará 

c = 1.6 T / (4 + T
2

) 
•1 •1 

(17) 

Vemos que el coeficiente s1smico depende del periodo da vibración 
dominante del suelo T considerando que el coeficiente s1smico en 

al 

la superficie c "' c / 4 y que la aceleración en la superficie, en • 
cm/s2

, es iqual a c por 9s·o, en la fig 6 se presenta .la variación de • 
esta aceleración en función del periodo T • 

•I 

EJEMPLO 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobra 
estrato de suelo blan90, con las siguientes caracteristicas: 

Masa = 217.S t.s /m 
Peso • 2133 t 
Periodo de la estructura T • 0.3 s 

o 
Amortiguamiento en la estructura {

0 
• 5 t 

Periodo por rotación T • o.76 s ,. 
Amortiguamiento en el terreno de cimentación e . - 15 ' ,. 
Periodo por traslación T • 0.22 s 

X 

Periodo del terreno de cimentación T
01 

• 2.4 s 

Solución 

El periodo acoplado de la estructura vale 

T • / T2 + T2 + T2 • o.as s 
1 o • r 

Obtenemos el cociente T / T • 0.35 
1 •1 

un 

( 
' 

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiquami ~\ 
acoplado del sistema, el cual está dado por (Zeevaert 1980)~ 

c1 - 11 - g 1 

g1 = 9 g (T') 2 / (g Tz + g Tz) 
or 1 or "'º 

donde T' • / T2 + T 2 
• 0.817 s 

l o r 
( 

8 
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go = l - c2 = 0.9975 o 

(2 0.9775 
... ,. . - .. 

gr .. l - = r ·-

sustituyendo 9'¡ = 0.98 c. -0.141 

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortíquamiento de_l4.1 t • 

Entrando al espectro para diseño sismíco {fíg 5, zeevaert 1980), • 
obtiene un factor de amplificación f• = l.9 •. 

Considerando una aceleración en la superficie de 
aceleración en el centro de gravedad de la estructura 
(98) (l.9) = 186 cm/s2 
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INTERACCIÓN SUELO-PILOTE 
MÉTODO SIMPLIFICADO 

Agustín Deméneghi Colina 

Ilustraremos el método simplificado de interacción suelo-pilote con d siguiente ejemplo: 

Pilote circular de diámetro= 35 cm. L ""3 m. 
r: = 250 kg/cm2 

E = 158000 kgf cm1 

J 7 73 661.76 crÍl4 

Carga en la cabeza del pilote 3. 4 l 
Rigidez de la subestructura {contratrabes) K.. • 702 658.62 t.m/rad. 
En el terreno de cinientación G • 330 úm2 

En la punta de! pilote K. • 8.575 tm/rad 
K.. = 298.941 t/m 

SOLUCIÓN 

En la fig 1 se l"Uestra el sistema de cargas sobre d pilote, y en la fig l se indican los 
desplazamientos que sufre el pilote. · 

La matriz de rigidez del pilote y el vector de cargas de empotramiento sobre el pilote se 
obtienen en forma similar a lo tratado en capítulos anteriores. considerando los tramos cid 
pilote como vigas continuas. 

El vector de cargas concentradas estl dado por 

3.4 
o 
K..Oi r= K.a. 
o 
K.,9, 

Considerando dos •estratos verticales•. el primero de espesor 0.:25 m y el segundo de espesor 
0.30 m, y con un M, .. 0.001045 m2/t. se obtiene la matriz de ftex¡"bilidades del suelo 

61 = 0.00056007 ri + 0.00000042478 r2 + O r3 (•) 

~ = 0.0000004012 r1 + 0.0011201 r~ + 0.00000004012 r1 (b) 
-

6, =O r1 + 0.00000042478 r2 + 0.00056007 r, (e) 

1 . 
~----~ -..-,,,_ ~-

-·---.--- :_~;;~=-~.;.::.:;::;-::·*'!?,~-~t-;-.-:~r~~ É:~~at:" 



Aplicando la ecuación general de equilibrio 

KQ +f"+P"==O 

y 185 ces {a}, (b) y (e), se obtienen los siguiente$ resultados 

(lSEPILOT) 

ó1 .. - 0.0013347 m 
Ó2 e 0.000026597 m 
ÓJ • 0.000033870 m 
e,· - 0.0000029552 
6s .. • O.Ó0025682 
e, - 0.00013503 
r1 .. - 2.38304 t/m 
r2 • 0.0245n t/m 
r, = 0.060472 t/m 

--·--•-H:._ ...... - • 
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DETERMINACIÓN DE LA RIGIDEZ DE LA SUBESTRUCTURA. PAR.A LA REDUCCIÓN DE 
ASENTAMIENTOS DIFERENCIALES 

En ocasiones se tiene la nea1s1dad de apoyar 
una estructura de cimentación sobre un tetTeno 
oe mediana compr11s1bihd11d. lo qu& conduce a 
la apana6n de asentamientos diferenciales Que 
pueden exceder el asentamiento pem11s1ble 
para le estructura. Si éste es el caso. se 
requiere acrecentar la ng1oez de la 
subestructura, hasta que la magnitud del 
hund1m1ento diferencial quede por aba¡o del 
limite tOlerable. 

El problema anterior se resuelve llevando a 
cabo anáhs1s de interaca6n susto-estructura. 
aumentando la ngidez de ésta hasta que el 
asentamiento diferenaal resuHe menor que ef 
limite penrusible. 

Para determinar el posible dallo en una 
estr\lctura se emplea el concepto de d1storsi6n 
angular. la cual se define como el asentamiento 
diferencial entre dos puntos, c1Md1do entre la 
distancia horizontal entre ellos Para el caso de 
muros de mampoSleria de tabique, la distorsión 
angular tolerable varia desde 0.0005 hasta 
0.003 [véase por ejemplo Sowers (1962). 
B,errum (1963), Lambe y Whitman (1969)) En 
este artio.JIO tomaremos un valor de la 
d1stors1ón angular permisible de 0.002. 

Tomemos el e¡emplo de la lig 1, el cual es 
repreM>ntat1vo de una DIM'll que transmite su 
carga a la subestrudura mediante COiumnas. y 
estaotezcamos una distorsión angular tolerable 
e...., = 0.002 en el tramo AB. liac.endo un 
anáhs1s de 1nteraco6n suelo-estructura 
llegamos a que con un momento de inercia oe 
la estructura de ciment8Clón 1 = 0.00935 m' se 
cumple con e...,.. Las reacoones y los 
asentamientos del terreno se muestran en la lig 
2. mientras que los diagramas de momento 
flex1onante y tuerza cortante se exhiben en la 
f1g 3 Con estos resultados se puede hacer el 
01seflo estn,¡ctural de la zapara de ta fig 1. con 
lo que se garantiza que no haDrá d81\os por 
asentamientos diferenciales de la cimentación 

Ailustrn Deméneghi Colina 

Consideremos ahora la estructura de ta lig 4, ta 
cual serla el e¡emplo da una obra que transmite 
su peso a base de un muro de carga, y· 
estatllezcamos la misma distorsión permisible 
e..,. = 0.002 en el tramo AS. Mediante un 
análisis de interaca6n SU&kMIS1Ndura, 
detenn1namos que el momento de inercia de la 
estructure de cimentación debe ser t = 0.0222 
m •. En este caso part¡o.Jlar notamos que 
cuando la carga es repartida (estructura con 
muro de carga) se necesita una rigidez mayor 
de la sucestructura -para reducir asentamien
tos dilervnciates- que cuando las cwgas son 
concentradas (estructura a base de c:otumnas). 
En la fig 5 se amiben las magnitudes de 
reacciones y asentamientos del tmreno, 
mientras que en la fig 6 se muestran tos 
diagramas de momento llexionante y fuelZll 
cortante, con los cuales se puede i- el 
d1set'lo estructural de la zapata de la fig 4. Con 
este cnterio se pretende prevenir que no 18 
presenten dal'los por hundimientos dlfefenci• 
tes. 

Con el propósito de reducir los asentamientos 
drlerenaales. se puede hacer una estimación 
aproximada de la rigidez de la infraeSllUclura, 
haciendo uso del concepto de rigidez relativa 1(, 
de ta amentaa6n (Brown, 1974; Meyerhaf, 
1979). le cual se define de la siguiente forma 

1(, = ((1 • v0
2) E .111 ((1 • v2) E. B~ (1) 

donde 

v = relación de Poisson de la subestrudunl · 
E = m6dulo de deformación de la subestn.ICMa 
I' = momento de inercia de la subeS1Netur11 por 
unidad de ancho 

I' = llB . (2) 

I =momento de inercia de la co11bababe de 
cimentación 
v. = relación de Poisson del terreno de 
cimentación 

Profesor del Depanamento de Geotecn1a D1v1s16n de Ingeniería Civil, Topográfica y Geodésica ..... 
Facultad de Ingeniería. UNAM 
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E. = módulo de deformación del terreno de 
cimentación 
B = ancho del e1m1ento 

Consideremos el cimiento comdo sometido a 
las cargas concentradas indicadas en la fig 7. 
Sea q' = !:0/{3L) = 6Q/(3L) = 20/L = carga por 
unidad de longitud del cimiento. En la fig 8 se 
muestra la va~ación aproximada de K. con q". 
mientras que en la f19 9 se e><t11be la vanaci6n 
del máximo momento flex1onante en función de 
la misma q-. Ambas gr8f1cas están obtenidas 
para que se alcance una distorsión angular 
permisible de 0.005 El máximo valor absoluto 
oe la fuerza cortante es aproximadamente igual 
ea. 

En la fig 8 apreciamos que la rigidez relat111a. 
para no sobrepasar un oerto valor de ta 
d1stors1ón angular. es función de las cargas de 
la estructura, pero depende además de la 
ng1dez del terreno de amentaci6n: a medida 
que aumenta ésta se requiere mucno menos 
rigidez de la estNCture pare sattsfec:er tos 
requisitos de l'lundim1ento diferencial permisible. 
De la misma forma. el momento flex1onante 
maximo (fig 91 d1sm1nuye el aUl'llf.ntar la ng1dez 
del terreno. aun cuando su venación es mucno 
menos sensible que la varíaci6n de 1(.. 

Sea la estructura mostrada en la fig 10. 
sometida a una carga repartios w En este caso 
q· = !0/(3LJ = w(3L)/(3L) = w La fig 11 oontiene 
la magnitud aproximada de K. en función de cf. 
mientras que las figs 12 y 13 muestran las 
magnitudes del máximo momento flex1onante y 
de la máxima fuerza cortante en la estructura 
de cimentación. re51>ect1vamente. Las gráficas 
están Obtenidas para QUe se alcance une 
d1stors1ón angular igual e 0.002. 

De la misma forma. para carga repartida la 
ng1dez necesana oe la estructura de 
cimentación para que no haya asentamientos 
diferenciales excesivos es función de la carga 
de 1a estructura (f1g 11 J. pero también Clepenoe 
en forma 1mPOMante oe la ng1oez del terreno ce 
c1men1ac1ón cuando ésta aumenta la ng1oez 
necesaria oe la suDestructura disminuye 
apreciablemente Un fenómeno s1m11ar ocurre 
con el max1mo momento flex1onante y oon la 
max1ma fuerza cortante. como se puede 
apreciar en las f1gs 12 y 13 

Les gráficas de las figs e y 9 se usan de la 
s1gu1en1e forma dada la estructura y el terreno 

6 

de cimentaCIÓn ele le fig 7, se obb- la carga 
repartída por unidad de longitud q'. Con este 
valor se 8ntr.I a la fig 8 y se naua le ngideZ 
relatJva K.: el momento de inercia de la 
subestructura se determina despejándolo ele le 
ec 1 

l' = (K. (1 • v2
) E. B~ I [(1 • v,2) El (3) 

El momento de inercia de la contratrabe se 
obtiene con la ec 2 

1 = I' B (4) 

Conocido l. el peralte h de un cimiento de 
sección rectangular de ancho b vale 

h = l.J 121/ b (5) 

El máximo momento flexionante se obtiene con 
la fig 9, y la máxima fuerza cortante vale 

. aproximadamente 

v_sc (6) 

Et uso de las ligs 11, 12 y 13 es similar" al de las 
figs8y9. r 

\;_:. 
E¡empto 
Una estructura a base de columnas tiene las 
caraderisticas indicadas en la fig 7: 
En la estrudura: Q = 30 t. !.Q = 180 t: Claro 
entre.columnas L = 4 m; q' = 180/12 = 15 Um; E 
= 1.130.000 um2

; v = 0.2; anc:hO = B = 2 m 
En el terreno de cimentación: E~ = 800 um2

; "• • 
0.25 
Obtener tas dimensiones aproximadas de 
contratrabe de cimentación, el méximo 
momento flexionante y la máxima fuerza 
cortante. para que la distorsión angular sea 
0.002. 
Soluoón -
E.J(1·v.2J=800/(1--0.252)=853.3 um2. De la fig 8: 
K. =o.e 
Sustituyendo en la ec 3 
f' = (0.77(1--0.~)(800)(23)]/{(1--0.252)(1.130,000) 
= O 0046397 m3 

· 

Usando ta ec: 4 
1 = 0.0046397(2) = 0.0092794 m• 
Reemplazando en la ec S con b = 0.2 m 
n = '-. 12(6.0092794)16.2 "0.823 m · 
De la fig 9, con E.J(1-v,2)•853.3 tJrn1: M.. • : . 
2ss1m · · E· 
Usando la ec 6 
v_s.Q=30t 



Ejemplo 
Una estruclura transmite a través de un muro 
una carga de 15 l/m al nivel de desplante del 
cimiento. Subestructura y terrero tienen tas 
siguientes características (fig 10): 
En la subestruc:iura. q' :: 15 l/m; longitud total = 
12 m. L = 4 m (fig 10): E= 1,130,000 l/m2

; v = 
0.2: ancno = B = 2 m 
En et terreno de cimentación. E,= 800 l/m2; v, = 
025 
Obtener las dimensiones aproximadas de la 
contratrabe de · cimentación. el máximo 
momento flex1onante y ta méXlma fuerza 
cortante, para que Ja distorsión angular sea 
0.002. 
Solución 
EJ( 1-v/)=800/(1.a.252)=853.3 t1m2 

De la fig 11: K, = 1.8 
Sustituyendo en la ec 3 
1· = r1 ec1.a.i2xaoo>cñ)'l(1.o.:?S21c1. 130.000¡ = 
0.0104393 m3 

Usando la ec 4 
t =O 0104393(2) = 0.0208787 m' 
Reemplazando en la ec 5 con b = 0.3 m 
ti= •, 12(0.0208787)10.3 = 0.9"2 m 
De la fig 12. con EJ(l-v,2)=853.3 11m2 

M..., = 14.21.m 
De la fig 13, con EJ(1-v,2>=853.31Jm2 
v-=4.St 

Como conclusión de IO tratado en tos párrafos 
antenores observamos que mediante análisis 
de 1r.teracci6n sue1~strud1.'l'a se . puede 
ootener la rigidez del cimiento tal que no se 
sobrepase una distorsi6n angular permisible 

Para los e¡emplos presentados en este artiano. 
la ngidez re1at1va. para no sobrepasar un cieno 
valor de la distorsión angular. es funo6n de 1as 
cargas de ta estructura. pero depende ademas 
oe 1a ngroez del teneno de c:imentaci6n. a 
medida Que aumenta ésta se reQuiere mucno 
menos r1g1dez oe la estrudura para saltsfacer 
los reou1s1tos de nuno1mien10 diferencial 
perm1s1t:>te De la misma forma. los elementos 
mecanices disminuyen al aumentar la ngioez 
oet terreno Por e,amplo. en una intraestruc:iura 
sureta a cargas concentradas. para 1a 
geome!ria .de la fig e. para q' = 20 l/m (fig 9l. en 
el in1erva10 500 < EJ(1-v,1) e 1200 IJm~. el 
max1mo momento flexionar.te varia de 42 a 34 
t m. con ;.sna reducción de 19% 

S•I" embargo. las conctusiones antenores son 
váhoas para los ranlios oe vanacii>n de la 

7 
--- ~ -------

rigidez del terrBlio y del nMll de cargas 
tndicados en las figs S. 9, 11, 12 y 13, y no 
conviene extrapotartos pata otras condiaonea. 

Otro aspecto inten1sante de 18 interac:ción 
suelo-estructura orurre cuando la rigidez del 
terreno as alta comparada con el nivel de 
cargas transmitido al terreno. Ilustremos este 
fencimeno con el eiemplo de la fig 14 En la fig 
15 se muestran los diagramas de_~6n y de 
asentamientos del terreno, mientras que en la 
fig 16 se exhiben los diagramas de momento 
flexionante y fuerza cortante a lo largo de 18 
estructure de cimentación. Obser#amos en la 
lig 15 que en un tramo ta réaca6n del sueto 
vuelve cero, lo que indica que en esta sitio el 
terreno no trabaja. Esto implica que · se 
preferible el uso de una zapata aistaesa. o, si' por 
rezones constructivas se utiliza un amiento 
comáo, el disel\o de éste se podré llevar a cabo 
con los resultados de la interaa:i6n ~ 
estructura. 

Por ejemplo, para 18 zapata corrida de la fig 14, 
el máximo momento vale M = 22.4 lm (fig 16), 
SuponlBtldO una con11'atrabe de 0.5 m ele 
peralte efeclivo (f.g 17). la tuerza c:ortante en 
cada sección aitica vale 

V= (80-35.165(1.5))12 = 13.63 t 

Con las magnitudes de M y V se puede l"tacar el 
d1seflo estructural de la contralrabe de la zapata 
comas. 

Por otra parte. podemos comparar el méicimo 
momento para diferentes ng1deeas del terreno. 
De la fig 12, para EJ(1-v,2) • 500 um1• et 
máximo momento resulte de 42 t.m. m1entru 
que para la ~pata de la fig 14, con EJ(i-v. 2¡ • 
7500/(1-0 2s·¡ = eooo t1m2, el lllbimo momenio 
es 22.4 tm. La reducaón es de 47'11.. - : "-

Con el propósito de ilustrar algunos aspectOs de 
la interacción sueto-estructU"a ralac:ionados con 
los asentamientos ISlferancíalea, hemOI 
expuesto e¡emptos con oena geometria y Cierto 
srstema de cargas, como los de las figs 7, 10 y 
14 Es Ol>vio que las eondusicnes que hemos 
presentado son válrdas únicamente para dichOI 
eiemptos, y no se pueden extrapolar ocru 
condiciones. Por lo tanto, es reconiendllble que 
se hagan análi11s de inieracdón para cada 
estructura y terrenos específicos. para drsellat 
subestructuras que cumplan con los requililOs 

'· 



de segundad. pero que su costo a su vez sea 
razonable. · 

Ciudad Universitana. O F. septiembre de 2002 
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P R O L O G O 

El principal objetivo de estos apuntes de la materia de Ani·· 
lisis Estructural I, es el de poder contribuir como fuente bibli~ 
grtfica en el curso impartido, ya qu~ actualmente no existe un li 
bro que cubra satisfactoriamente los temas se~alados en el progr! 
ma. 

Queriendo dar una respuesta al estudiante de Ingenieria Ci
vil en ei Area de Estructur.as, se tom6 la decisi6n de elaborar un· 
trabajo que permita contemplar todos los temas, asicoim> una serie 
de ejemplos ilustrativos como vigas, armaduras y marcos rigidos, 
se dio especial interés a este último punto, para reforzar los co 
nccimientos adquiridos. 

El desarrollo inicia cai la definición de los conceptos bási
ces del Análisis Estructural, proporciona.los criterios·fundamen
tales para estabilidad y linealidad de las estructuras; se expo
nen los conceptos y teore111as básicos de trabajos y energia para 
obtener desplazamientos de Estructuras Is9st.iticas así como, alg~ 
nos mohodos ap.roxim.ados ·para olitener elementos mecmicos en ur
eas sujetos a fuerzas laterales (sismo o viento). 

Se continúa con el método de las "fuerzas o las flexibilida
des" para obtener los elementos mecánicos y desplazamientos en e~ 
tructuras hiperestáticas; se estudia el método de los "desplaza
mientos o las rigideces" ·también para la obtenci6n. de elementos . . . 
mecinicos en estructuras de cualquier grado de hiperestaticidad. 
Aqui mismo se presentan dos métodos muy usuales: METODO DE CROSS. 
Y METODO DE !CANI, que resultan de g)an importancia y utilidad en 
la práctica profesional. Es importante dominar los conocimientos 
básicos de esta materia, para logra! ·el uso de la computadora co
t:\O herramienta, en la solución a estructuras indeterminadas. 



Como se dijo inicialmente, el fin fue reunir ina serie de in 
formación que sea de utilidad a la comunidad estudiantil de Inge
niería.Civil, consideraDDs que este trabajo es susceptible de acep
tar mejoras, hasta lograr un texto que satisfaga las necesidades 
de ens ellan u . 

Loable es reconocer el inter6s y tiempo, al ahora Ing. Ro
dolfo L6pez Ruelas, porque estas notas lleguen finalmen~e a los 
interesados para lograr una aejor superación profesional. 

ING. JOSE PAULO MEJORADA MOTA. 

NOTA: Se agradecer' a profesores y alU1111os, el comunicar las fa
llas y/u omisiones en que se haya incurrido en el presente 
texto, con el fin de llevar a cabo las correcciones que sean 
necesarias. Favor de hacerlo al autor. 
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Símbolos 
y 
Abreviaturas 

Los símbolos se definen dondeiaparece!L Aquí se da una relación de los -

m&s importantes. Se obse!'Yu' qüe al¡i.inoi "de ellos tienen varias definiciones se

gún el contexto en que se emplean: 

A 

e 

es 
a 
o 
E 

F 

G 

1 

J 
1( 

L 

M 

área de la sección transversal . de un elemento. 

energía complementaria de def.ormación; ecuación de -

condición adicional para evaluar reacciones; columna, en 

el m6todo de Cross. 

columna superior en el método de Cross. 

columna inferior en el método de Cross. 

diámetro. 

módulo de elasticidad; momento equilibrado en el méto

do de Cross. 

carga concentrada. 

módulo de elasticidad al esfuerm cortante. 

momento de inercia del área transversal. 

momento polar d• ln_ercia del área transversal. 

rigidez relativa de elementos a flexión (1/1.)¡ coeficien

te de rigidez utilizado en el método de los desplazamie!! 

tos. 

longitud; claro de una vi ~a. 

momento de una fuerza (o par); momento flexionante; -

momento de empotramiento. 

I 



MF 

N 

p 

Q 

R 

T 

TO 

TI 

V 

v. 
1 

vh 
VF 

w 
X 

t 

a 

b 

c 

d 

f 

h 

n 

t 

91 

x, y 

y 

momento final en el extremo de una barra en el méto

do de Cross. 

[uena normal. 

carga concentrada. 

momento está.tico (o primer. momento) de un& á.re&. 

reacción. 

momento torsiona.nte; momento transportado en el méto 

do de Cross. 

trabe derecha enel métodÓ de Cross. 

trabe izquierda en el método de Cross. 

fuerza cortante. 

fuena cortante isostá.tica en el método de Cross. 

fuena cortante hiperestá.tica en el método de Cross. 

fuerza cortante final en el método de Cross. 

energía o trabajo de deformación. 

fue na redundante utilizada en el método de flexibilidad~. 

linea de centro. 

dimensión de longitud. 

dimensión de longitud; ancho de la sección transversal; 

.,número de barras en un ma:co o una armadurll. 

dimensión de longitud; factorde corrección en el méto

do de· Cross. 

factor de distribución en el método de Cross. 

coeficiente. de flexibilidad en el método de las fuerzas, 

altura de una viga; altur~ de un piso de un edificio. 

grado de indeterminación. de una estructurll. 

iadio de giio; número de elementos de reacción indepe!!_ . 

dientes de un marco o· una armadura; número de colum

nas en un entrepiso en ~ método de Kani. 

espesor; factor de transporte en el método de Cross. 

carga por unidad· de longitud. 

coordenadas rectang•uares. 

distancia desdeel e¡e neutro. 

11 
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Símbolos 
con 
Letras 

7f (gamma) 

Ji,& (de ha) 

E (épsilon) 

~ (teta) 

A (lambda) 

µ (mu) 

(] (sigma) 

minúscula 

~ (sigma) 

mayúscula 

~ ,(tau) 

V (ipsilon) 

" (f¡) r (psi) 

Griegas 

deformación angular por cortante. 

despluam¡ento lineal. 

deformación longitudinal unitaria. 

úigulo; giro de un nudo en los métodos de los des-

pluamientos y de Cross. 

mguJ.o torsional en radianes. 

factor de distribución angular en el método de Kani. 

esfuerzo normal (de tensión o de compresión). 

sumatoriL 

esfuerzo cortante. 

factor de distribución lineal en el método de Kani. 

giro de nudo en el método de Kani. 

desplazamiento lateral de un entrepiso en el método 

de Kani. 

I II 



-

-~-

Notas 
generales 

Todas las dimensiones señaladas se encuentran dadas en metros, a menos que 

se e'l'ecifique otra cosa. 

Con el término fuerias se hace referencia tanto a fuerzas concentradas ~omc 

a momentos y al mencionar desplazamientos se incluyen desplazamientos linea

les y angulares. 

-La convención de signos es que los momentos de flui6a de nudo sobre barra 

son positivos .cuando tienen el sentido de lu manecillas de un rElcj. . " -

Las ur.idades. de los momentcs sen en tt>fl.• m. exceoto cuando se indiaue otra 

cosa. 

Las unidades de las fuerzas. con4tlte y normal son en tt<l., excepto cuando se 

indique otra cosa. 

Los diagrama.s de lc-s elemE-ntos m<,c4nicos no est4n neces:a.riamente a ~ • 

La convención de signos utilitada en lc-s diagran¡as de elemEntcs m..:ánicos es 

como se indica ensegui~ 

a la Izquierda • la derecha 

d• la Hcclón de la 1ecclón 

V 
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Conceptos 
introductorios 

capitulo 1 

El propósito fundamental del AMlisis EstNCtun.I es determinar en cada uno 

de los elementos de una estructura. las acciones..inteinas resultantes de la aplica-' . - . 
ci6n de las solicitaciones exteriores a la esu:uctwa. total, as{ como también ew.--

luar las deformaciones inducidas por dichas solicitaciones. 

Para poder emHur una· estructura es necesario idealizarla. Por ejemplo, --· 

i?a!iución frecuente en el análisis de edificios es considerar la estructura lorm! 

da por series !le marcos planos en dos direcciones. De este modo se reduce el -

problema real tridimensional a uno <!e dos di mensl ones. Se considera, ademú, -

que las propiedades mecbicas de los elementos en ca.da marco esttn concentra-

das a lo lar¡o de sus ejes. Así, las solicitaciones se aplican sobre esta estructu

ra idealizada. 

Los upectos que se toman en cuenta para el Wlisis estructural son los si

guientes: 

Equilibrio entre fuerzas internas y externas. 

Compatibilidad o congruencia de deformaciones. 

Relaclón r .. na - desplazamiento. 

·~--,..-~,., .. , __ _ 
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CONCEPTOS INTRODUCTORIOS 

1.1 EQUn.IBRlO EITTRE FUERZAS INTERNAS '( EXTERNAS 

Al considerar una estructura sometida a la acción de un sistema de cargas 

externo, si_ 1& misma en su conjunto se eocuenua en equilibrio, cualquier elemen

to .que fi>rmé parte de la. estructutl lo estar' de igual· manera. 

Como se mencionó anteriormente, para el anLlisis de estructuras se realizar' 

coosiderando que éstas al igual que los sistemas de fuerza.s actliantease encuen-

uan en el mismo plano, por lo que las ecuaciones requeridas para el equilibrio -

son: 

2F •O 
X 

2F •O y 2M •O 

Para WI& mayor comprensión de I~ antes expuesto, consideremos la estructu

ra de la Fig. 1.1., de la que se ha aislado el nudo C, mosuindose el diagrama de 

cueipo libre cortespondiente a la Fi g. 1.2., en la misma se representan las fuer

zas enemas actuantes al igual que las acciones internas desarrolladas por la ac-

ción de las primeras en <U conjunto. 

Las fue·rza.s referidas anteriormente mantienen en equilibrio al nudo poque -

éste forma i>arte de una ,;;.tructura i¡ue se encuentra en equilibrio, este equilibrio 

recibe el nombre de equilibr.io n!'dal. 

w 
P, , 

Fig. 1.1. Estructura en equilibrio. Fie: 1.2. Eiluilibrio nodal. 

3 
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CONCEPTOS INTRODUCTORIOS 

De igual manera se hace el corte de entrepiso indicado en la Fig. 1.1., -

la parte o.islada por el corte deber' permanecer en equilibrio debido a que pe.!. 

tenece a una estructura que se tncuenua en equilibrio, dicho sistema se cono

ce como equilibrio de entrepiso (Flg. 1.3) 

"' 1 ,,,,,,. , 

Pz ... D 

• . 

Fig. 1.3. Equilibrio de entrepiso. 

De lo expr-do aateriormente se puede COt1Clufr que las fuerzas aplicedu -

exteriormente a un lado de un comí· arbitrario tienen que estar en equilibrio coa 

lu fuenas internas desanolladu en la sección del corte, o sea las fuerzas e1ter

nas soa equilibradas por las fuenas internas. 

L2.. COMPAnBILIDAD O CONGRUBNCA DE DEFORMACONBS 

Las solicitaciones deforman a una estructura dando lugar ea las diferentes -

panes que la componen, a rotaciones y despluamientos lineales, pero siempre -

conservando las coodiciones de continuidad iniciales. 

La compatibilidad e1presa la necesidad de que todos los elementos de la. es

tructura deformada permanezcan unidos entre si durante todas tu etapa de car

ga. 

Los despluamientos finales en la estructnra serú congruentes con los gra

dos de libertad que tienen los diferentes tipos de uniones e1teriores e interiores. 

En cenetal, se denomina unión a los elementos que constituyen la 'liga de -

una barra con otn. barra del mismo sistema, o del sistema tierra. Su !unción es 

4 
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CONCEPTOS lr-rl'RODUCTORlOS 

restringir al&unos o todos los despla.zamientos entre los elementos que une. 

:·Como grado de libert~d de un punto, de una recta o de 1111 cuerpo, se defi

ne el número de posibilidades de despl&Z&mientos independientes que tienen, sean 

lineales o angulues. 

Si h&cemos referencia a la· fig. 1.4., el marco sufre la deformación m-ra

da en la misma., en doode los nudos C y O sufren dos desplaz&mieÓtos line&Jes -

asl como el giro de los mismos. Por otro lado, el apoyo A tiene restringidos to

da clase de despla.zamientos, tanto. line&les como angulares. 

Sin embargo, el apoyo B permite el giro, mú impide los despl&zamientos li

neales. 

rc,.-r: 
• 
i 
r • • • 

A 

,,,,,..,.. 
·-·-- on,O' 

o 

• f 
• 

/ • • 

Fig. 1.4. Congruencia de deformaciones. 

1.3. RELAOON FUERZA - DESPLAZAMIENTO .. 

Cuando una estructura tiene uniones supera)!úiidantes pata su estabilidad, se 

denomina hiperesú.tie& y el problema de· su equili~rio puede resol..,rse consider~ 

do la elasticidad del material empleado, es decir su· deformabilidad. 

De acuerdo a lo anterior es necesario conocer la relación entre fuerza y -

desplammiento, para lo cual existen dos teorl'or la elútica y la plática. En la 

teoría elástica Se supone que las fuenas son ·¡JJOp<>roionales a. los despl&Z&mientos 

es decir, existe una relación lineal (Fig. 1.5.) · DeDllio a que casi todos los mate- -

5 
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ri&les utilizado! en lngenierra tales como el acero, concreto, madera, etc., cum

plen el requisito de elasticidad lineal (Ley de Hooke) se puede aplicar el princi

pio fundamental en el an!lisis de esuuctwas indeterminadas, dicho principio es -

el de la superposici6n de causas y efectos, que establece: 

"El efecto producido por varias fuerzas• que actóan 1imuld.neamente sobre 

una estructura, es igual a la suma de los efectos producidos por las fuerua•· · -

aisladas 5Uplniendo que act1lan separ.,!amente". 

"------6 

Relaci6o lineal Relac~ no lineal 

Fi¡. 1.5. 

+Con el término fuerzas se hace referencia tanto a fuerzas como a momentos y 

al mencionar desplazamient!19 se incluyen desplazamientos lineales y angulases. 

8 
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c~pítulo 

Estabilidad 
y grado 
de indeterminación 

Z.1. EST ABll.IDAD 

Una estructwa es estable cuando al encontrarse bajo cualquier sistema conce

bible de cargas, resiste estas cargas elástica e·:inmediatamente a su aplicación, 

considerando la resistencia de todos los miembros y la capacidad de todos los sopo! 

tes, infinita. 

Las condiciones de estabilidad de un sistema estructural cualquiera tienen por 

objeto lograr, empleando uniones externas e internas, la estabilidad externa e inte! 

na de la estructura, es decir, conseguir que ambos tipos de estabilidad se presen

ten simultáneamente. 

Esto equiwale a evitar, eo un determinado elemento, los desplazamientos rela

ti'IOS (lineales y angulares) con respecto a los demás elementos de la estructura, y 

los desplazamientos (lineales y angulares) con respecto al sistema fijo, llamado tie

rra. 

Un sistema estructural cualquiera, asociado al sistema tierra, es estable exte-

riormente, si todos los grados de libertad de cualquiera de sus elementos se encue~ 

tran restringidos. 
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ESTABlLIOAD Y GRADO DE INDl!TERMINACION 

Por otra pane, una estructura cualquiera es estable internamente si todos los 

desplazamientos relathos (lineales y angul&res) de elementos de la estrw:twa se en 

c.-C ran restringidas. 

Para fijar una estructura bidimensional, es neceario e'ritar tres desplazamien

tos, o -, restringir ires grados de libertad (desplazamientos venical y borúcntal 

y el 1iro). Para &to son necesariu y suficientes tres componentes de reacción -

que no Man ni concurrentes ni paralelas simultllneamente, &to es comprensible, si 

se toma en cuenta que cada n- componeru:e de reacción agrepda debe restringir 

uno de sus grados de libenad. 

A1111 cuando una estructura· puede ser estable para una carga panicular o sis

tema de cargas, a menos que sea tambit!n estable para cualquier otro sistema con

cebtl>le de cargas, se clasifica como inest_able. Frecuentem.ente una estructura se

r' estable bajo un sistema panicular de carcas aplicadas; cuando se encuentra en -.-
esta condición se. dice que est' en. equilibrio inestable. 

Pueslo que una estructura para clasificarse como estable debe sedo bajo cual

quier sistema concebible de cargas, es recomendable el suprimir todas las cargas' -

cU&Ddo se considera la cuestión de estabilidad. 

2.2.. GRADO D!!'INOE'raRMINAOON 

Una estructura indeterminada es aqut!lla para la que las componentes de reac

ción y esfuerzos no pueden determinarse completamente por la aplicación de las -

tres ecuaciones necesarias para el equilibrio est'tico ( :EF • O; ::IF • Ol :EM • O). X y 

Las estructuras indeterminadas difieren en cuanto al grado de indeterminación. 

El grado de indeterminación para una estructura dada es el númem de incógnitas -

que se cuentan sobre el número de. ecuaciones de condición disponible- para la solu

ción. 

Si el número de componentes de reacción excede al número de ecuaciones de 

condición independientes para el equilibrio de la estructura, ésta es externamente -

inrl, . !rmin&da huta el grado para el cual el número de reacciones externas e.xceda 

al nWll ero de ecuaciones de condición. Las ecuaciones de condición son :IF x • O, -

9 



ESfABIUOAO Y GRADO DI!. IND~RMINACION 

::EF y • O y :IM a O, ademú de cualesquera otras ecuaciones dadas poi las particu

laridades de construcción t&l~ como pu.dares, etc. Asl, cada pasado1 insertado -

har' posible la rotación relativa de las pllttes de la estructu1a, suministrando una -

ecuación de condición adicional ( ::EM • O) ¡ara la e.aluación de. las componentes de.-

1eacci6n. 

Si una estructura es inleterminada tanto externa como internamente, entran -

en la solución tanto las 1eacci<iaes como los esluer&OS de los miemb1os, por lo que 

en el anilisis final lo que ínter- es la indetenninación total de la estructurL 

Z.3. CRrraRJOS PARA l!L l!.STAButCIMIENTO DI!. LA 1!.STABILIDAO I!. INDETER

MINACION DE LAS ESTRUC'l'UV.S 

Z.3.1. VIGAS 

L&S ecuaciones que nos establecen t&!Q condiciones son las siguieJ1tes:. 

1) Si rcC + 3, ·la viga se considera inestable. 

2) Si r • C + 3-, la vi¡a es esd.ticamente deterninada siempre ·y cuando no se -

tenga inestabilidad geom~rrica. 

3) Si ' > e + 3, la viga es indeterminadL 

En las ecuaciones ant'!riores: 

' . número de elementos de reacción. 

e • número de condiciones adicionales. 

Ejemplos: 
4<2-1-3 

V/6A I A R e o r-f T ' ln11slabl11 

4~1+3 

Vl6A 2 A • ~ º+-t ' f isosltÍ Jit:a 

6> ¡.¡. 3 

VIGA 3 

C:~ 
e s º+-

' f iod•I• rminotla 

, o 

r 

' 1 
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ESTABlLIDAD Y GRADO DE INDETERMINACION 

La. inestabilidad geométrica se presenta debido a la disposición geométrica de, 

los miembros. Considérese la viga 4, en la c¡ue existe inestabilidad geométrica pues 

hay desplazamientos relativos entre los elementos que la forman. Es decir los ele-
' 

mentos AB y BC co11Stituyen un mecanismo, por medio del cual ta estructura. se -

desploma, o sea qu,, llega al reposo en alcuna posjci6n como se muatra por las lí

neas punteadas. 

VISA 4 

2.3..Z. MARCOS 

1· . A <:...._ 

........... ·......_..~ 

int1sl11bl/id11d 

Un marco es una estructura formada por elementos que se i11tersectan (vigas 

y columnas) y cuyos ejes, se encuentran todos en un mismo plano.. Por lo tanto -

estin sujetos a momento flexionante, fueru conante y fueru normal, si se cono

cen estas magnitudes en una sección de un elemento, podrin determinarse las co

rrespondientes a otra sección cualquiera del elemento. 

Sea b • nllmero total de elementos, r • ntimero de elemento9 reaccionantes, -

por lo que el total de incógnitas independientes en un muco es (3b + r). Estable

ciéndose el siguiente criterio: 

1) Si 3b + re 3j + C, el muco se considera inestable. 

2) Si 3b + r i: 3j + C, el muco es determinado siempre y cuando sea estable. 

3) Si 3b + r >3j + C, el marco es indeterminado. 

(C tiene el mismo significado anotado anteriormente). 

j • número de jlDltas o nudos. 

1 1 



ESTABILIDAD V GRADO DE INDETERMINAOON 

Ejemplos: 

8 e 

MARCO / 
D 

A 

3141+3<31&1+1 

1& < 18 

3141+ 4= 31&1+1 

11!• 18 

lso111á1ico 

3141+ 8 ,. 31~1+ 1 

18 > 111 

lnd• ltuminodo 

d• 2° grado · · 

En una armadura cada. junta. arroja. dos ecuaciones de condición ( :IF . e O, . . ,._ 
:.F y = O), ptLra. la determinación de todas las fuerzas desconocidás que a.ctú&n en 

las juntas, incluyéndose esfuenos en las banas y elementos de rea.cción. 

donde 

Resultando la. ecuación: 

li•b+r 

= ndmero de juntas o nudos. 

b = ndmero de barras. 

r • nWtlero de reacciones. 

En la. expresión anterior el miembro de la W¡uierda 2j, representa el número 

de ecuaciones de condición simultá.neas, di.spoftibles pata la. solución de los esfuer

zos desconocidos de las ha.tras y rea.cciones, b + r. 

, 2 
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ESTABILIDAD Y GRADO DE INDETERMINACION 

Por lo que se puede establecer el siguiente criterio: 

1) Si 2j > b+ r, la armadura es inestable. 

2) Si 2j • b + r, la armadura es isost,tica siendo estable a la vez. 

3) Si 2j < b + r, la armadura es indeterminada.. 

Ejemplos: 

ARMADURA 

f lN 
21e 1>.e+3 

12 > 11 
inaslabfa 

• e c 

ARMADURA 171"": 1 
3 ~~ 

21e1• ll+3 
( 2 D 12 

inaslabl•, p11t1:1 no hoy 
df/llÍ/Íbr/o llorironlaf 

ARMADURA 

2 

A(IMADl/IJA 
4 

2 !el= ll + 3 
12 = 12 

isoslálico y 's/obla 

p<l><l·.·. 
E . . . 

21e 1<11+3 
12 <14 

•slabl• • l•t1atu,,.i110"'1. 
dt1 2° grado - · 

Se llama particularmente la atención al hecho de que la satisfacción de las 

ecuaciones anteriores es una condición necesaria para la indeterminación o determi

nación y la estabilidad de una estructura, pero no es suficiente. 

La decisión final de que la estructura sea determinada y estable deberll. basa! 

se sobre el sentido común y sobre una consideración de las trayectorias de esfuer

zos.. 

1 3 
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capitulo 3 

M·ETDDDS 
energéticos 

3.1 INTRODUCOON 

En este capítulo se hace mención a los conceptos y teorema mú importan

tes relacionados con los métodos energéticos aplicables a sistema mecúücos, ba5!_ 
dos en el principio de conservación de la energía. 

La energfa se defme eomo la capacidad de realizar un trabajo, y el trabajo -

se estima como el producto de un& fuerza y la distancia recorrida en la dirección 

de la fuerza. 

-En el caso de cuerpos s61idos deformables, los esfuerzos multiplicados por las 

treas respectivas dan fueaas, y lu deformacicnes equivalen a dist•neias recorridas. 

El producto de estas dos cantidades dadas es el trabajo interno efectuado scbre un 

cuerpo por fuerzas exteriormfflte aplicadas. 

3.2 TRABAJO Y l!.NERGIA 

Si se supone un sistema de fuerzas aplicado a un cuerpo, éste se deforma -

hasta que las fuerus internas equilibren al sistema de fuerzas. uuornas. Las fuer

zas externas reafu.an un trabajo que se transforma y acumula en el cuerpo. Este 

trabajo o energía de deformación es el utilizado por el cuerpo pata recuperar su -

forma cuando cesa la acción del sistema de luerus externas. 

Si el cuerpo recupera exactamente, su forma inicial se trata de un cuerpo -

----,..-:-...,..-:--·--~-
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METODOS ENERGETICOS 

perfectamentaelástico, e indica que el trabajo de las fuerzas externas durante la -

deformación del cuerpo se transformó lntegumente en energía de deformación, -

despreci•nd!!Se lu pérdidu pequeñas por caml:ic de temperatura. 

En los si.stemu elúticos SOll despreciadas las pérdidas por calor y la energía 

del sistema es la energía o trabajo de deformación de dicho sistemL 

De lo anteñor se concluye que la energía de deformación depende dt:I diagr!. 

ma carga - deformación del cuerpo. · Si éste est' hecho de un material linealm~ 

te elútico, la carca es prcporciconal a la. deform1ci6n. (Fig. 3..1.) 

Eo ~ia, si el ele1111!ntc est' i11icialmen1e libre de esfuerzos, la carga . . 
que actóa firalmente sobre él aum"ntar' en fc-rrna brea! basta alcanzar su valer -

total Por otra pane, si el elemento 9igue un comportamiento elútic.o ne ·lineal, 

el diagrama carga - deformación lflr' el presentado en lL Fig. 3.2.. En aml:os ca

sos el '1ea bajo la llnea inclinada en el diagrama carca - defotmaci6n nos repre

senta la energía de deformación, mi41ntras que el '1ea limitada por dicha !!nea y 

el eje vertical se llama energ{a complfmt-.ntaria de deformación.. 

---6 
Fig. 3.1. Diagrama carga .- del. 

caso lineal 

-----6 
Fig. 3.1.. Di&grama carga - del. 

caso no lineal 

En el caso de energfa de deformt.ci6n, case lineal, el trabajo de_sarrallado 

por las fuerzas externas S1>rt: 

W • f P d& • energ{a de deformación 

y, la energía complementaña de deforma.ci6n se euhla con la integral 

C • J &dP 

La energía de deformación puede presentarse debido a lc.s elemenros mecáni

cos como: fuera normal, fuerzas cortantes, mementos flexionantes y momentc ter 

sionante •. 

Enseguida se consideran por separado cada uno de los elementos mecánicos, -

para después aplicar el principie de superposición de causas y efectcs. 

17 
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3.2.1. ENERC1A DE DEFORMAOON EN EL CASO DE FUERZA AXIAL 

_Consid6rese la viga primitica de la Fig. 3.3. cuya úea uaM...ersal es const"!! 

te A y de longitud L. l..a ap.Ucaci6n gradual de la fuerza N camar' una defiexión 

final 6 . 1 ~ .. -'---__.l __ _._IJ-t" 
L 

Fi¡. 3.3. _Elemento sujelo a fuerza normeL 

El trabajo interno producido en una longitud dx ser' 

dW • .l.N E dx 
2 

eo donde la deform&eión unitaria es 

U N E•-·-
E A E 

de lo que resulta 

1 N . N 2 
dW •-N--dx • - dx 

2 A E 2 AE 

y el trabajo de deformación total para toda la viga se 11l 

WN • r_ ,.f dx 
)

0 
l AE 

dunde WN es la energi& de deformación por fuerza normal. 

3.2.2. ENERC1A DE Dl!FORMAClON EN EL CASO DE FLBXION 

En_ este caso se sabe que el esfuerw vana linealmente desde el eje neutro, -

como se mlieStra en la Fig. 3.4. 

dl 

O':.!!.y 
1 dA 

Fig. 3.4. Segmento de viga empleado en la deducción de la expresión para la 

energfa de deformación en el caso de flexión. 

t a 

f 

1 

1 
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METODOS ENERCETICOS 

La deformación en una fibra a una distancia y del eje neutro en la longitud 

dx, ser' 

6• E dx 

en donde la deformación unitaria es: 

por lo que se tiene 

[• __íL 
E 

El .alor de la carga que ac~da sobre el 'rea dA es 

dP • C1 dA •[~y] dA 

Puesto que la carga enema sa aplica gradualmente la energía de deforma-

ci6n interna de la longitud dx de la fibre en estudio es por Jo tanto: 

dW • ~ • .!.. (.M..L c1x)(4 dA}• .1.(.M..I.)
1 

dx dA 
2 2 El 1 2 1 E 

y el trabajo int8l.1'° total para todas las fibras E:- la l«tgit ud dx es 

dW • l r (!!.1: )ª dx dA • .!. . M2~ r >dA .. 

~ 1 E 2E1Jez 
en donde por definición: 

- . f2dA.1 
1 M2 dx 

dW •-.-
2 El 

En la lºn itud L, la energía de deformación interna total ser' 
2 . 

M 
WM = -dx 

2EI 

que es el trabajo de deformación por momento flexionante. 

3.2.3. ENBRGIA DB Dl!FORMACION PARA FUERZA CORTAN'ra 

La expresión para el trabajo de deformación al cortante interno se desarroll! 

r' haciendo uso de la viga de la Fig. 3.5, la misma se supondr' de sección uans
'ferlia.I recta constante en toda su longitud. En la misma figwa se encuentra indi

cada la distomsión por corte de la fira a una distancia y del eje neutro. El llng~ 

lo de esta distorsión que es muy pequeño se designa como l' . 

, 9 
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: • i 

i . ~!.~.-- -- -t--"L-....11."'-· 
1 ' 

--+---·--- t : __ ,,,, 
1 ,,,.,,-

d• 

Fig. 3.5. 

l..& expresión para la ener¡fa de deforma.cióo interna por corte cando el se1 

mento dx se deforma es 

dw • .!.. ( l dA) (a'clx) 
2 

en donde por la teoría del esfuerzo cortante se tiene 

siendo 

, • .Y.-!l 
1 b 

. ·--· 

Q • momemo est'tico del área limitada entre la fibra en estudio y 

la fibra más alejada de la seccidn.. 

b = ancho de la fibra en estudio. 

además 

¡r. L. =.YSº 
G Glb 

en donde G es el m6dulo de elasticidad transversal y varfa entre 0.4E y o.SE. 

Para obtener el valor de todo el segmento, se integra la ecuación anterior P! 

ra el peralte de la 'riga teniéndose 

v2 dx "L~Q2 dw• ·2 2 dA 
2GA 1 *lb 

como V, G, A son constantes en una sección, y 

K = 4'-0: dA 
1 ~.,.-b 

20 

-- ---------------

I' -'\ 
( ) 



T 

ME'TODOS ENERGET!COS 

por lo tanto 

dw • 
KV2 
--dx 
2 GA 

Integrando la ec'!!fión anterior pata toda la longitud de la viga se tiene 

w ·JK v2dx • 2 G A 

que es el t rab&jo de deformación por fuerza cortante. 

El coeficiente K es el llamado factor de forma y sólo depende de la lotma 

de la sección transvetsaL Esta constante vale 1.2 para secciones rectangulares y 

triangulares, 10/9 para secciones 'Circulares y A ºó / Aa1 para perfiles lamina secc1 n ma -
dos. 

3.2.4. ENERGIA DE DEPORMACION DEBii>A AL EFECTO DE MOMEl'rl'O TOR

SIONANTE 

• 
La flecha circular de la Fig. 3.6. est' sujeta al momento totsionante T en -

una sección x a lo lugo de la misma. 

Fig. 3.6. 

La acción de la torsión se aplica gradualmente siendo la energía de deforma

ción torsional pasa un segmento dx: 

llw ~J...T J. 
:i: 

~ J,. · ..,;,.·1!\ ~e toftllOl!&l 1'i\ ~;.pe "" úna dn. dei sqmioet\,•lSm res-

·p_eac¡.·_a ia GU'" .. ,&lle.a.lór es 

" '!''~ dx .. ~--.-
J G t 

en donde 

2t 
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J • momento polar de inercia de la sección transversal. 

G = módulo de elasticidad tra.nsvcrul. 

por lo que la energía de torsión para. el segmento ser' 

T
2 dx .dw •...;;.....-=::... 
2 Gj 

Y para. todo el miembro de longitud L, la energl'a est' dada por 

w ·{L,.z dx -
T 2 GJ 

o 
donde WT es la energía de deforrnacidn por momento torsionante. 

Enseguida se dan Yaloreade J para. diferentes secciones tra.ns:versales. 

SECCION2S U.BNAS 

'11' 04 
J:32 

• 

SECCIONES HUECAS 

Expresión general: J: 4 / 

g f-V-

~01· 
A=ab ; f ;~ 2jt+~) A=lTr: f 9f=~ 
SECCIONES ABIERTAS 

Expresión general: J=:I bt 
-..:.-~~~' -· ··*. r 

'~: 

J: 3.6líf ... íf l 

En el caso de una. barra sujeta a \os elementos mecánicos cita.dos anterior

mente, se tiene: 

2 2 

1 

1 

1 

.. 

J 

~ 
1 

1 

J 
.'/""'\ 

1 
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N 'l v2 M2 T2 { f t'f' w: o 2AE dx + K 2GA dx +o 2EI dx +o 2GJ"""d" 

esta expresión puede aplicarse a elementos de eje cuno en donde el radio de cur

vatura en un punto del eje no es menor que cinco veces la dimensión mú.ima en -

ese punto. 

3.3. PRINCIPIO DE LOS DESPL.AZAMIENl'OS VIRTIJALES 

Este concepto es de· gran }mponancia pues constituye la base para la aplica

ción del- m~todo del ·trabajo virtual en el á.lculo de deformaciones en las estruct~ 

ras. 

La palabra Yirtual sipiifica "en esencia o en efecto, pero no de hecho". Un 

desplazamiento virtual señala un desplazamiento hipot~tico, ya sea finito o infinite

simal, de un punto o sistema de puntos sobre un cuerpo rigi~. en equilibrio, tal --

que las ecuaciones de equilibrio del cuerpo no se Yiolan. . · ''ii 

El sistema reacti'IO de apoyos debe ser tal que el desplazamiento virtual sea 

posible aunque hO neceariamente debe efectuarse. Las condiciones de compatibi!! 

dad se satisfacen en los apoyos antes y después de la cleformación,que debe ser de 

manera que una estructura permanezca como tal despuis de la deformación. 

. El desplazamiento <rirtual es independiente del sistema original de cargas, du

rante este proceso las fuerzas reales que actúan en el cuerpo rígido se mueven se

gún los desplazamientos Yinuales. 

El trabajo rulizado por el sistema de fuerzas original durante el desplaza-

miento Yinual recibe el nombre de Trabajo VirtuaL 

Por lo tanto puede establecerse el siguiente enunciado: 

"Si un sistema de fuenas actuando sobre un cuerpo rígido est4 en equilibrio 

y fcrmanece en equilibrio caando el cuerpo sufre un pequeño desplazamiento vir-

tual, el trabajo realiaado por el sistema de fuerzas es cero". 

23 
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3.4. PRINOPIO DEL TRABAJO VIRTIJAL 

Para el esublecimimto de este priDcipio considirese el aierpo deformable c1e, 

la Fi¡. 3. 7 ., el mismo se encuentra en equilibrio estúico bajo el sistema de car--

gas dado. 

El.EIAEHTO 2 

Fig. 3.7. 

En la misma licwa M muestran los elementos 1 y 2, de los que se presen

ta el diagrama de cuerpo libre correspondiente en la fig. 3.8. 

~ .. 
Elemento i 

Fig. 3.8. Diagramas de cuerpo libre de los. elementos l y 2. 

El elemento l por ser interno· se encuentra sujeto a esfuerms en todos sus 1! 
dos por las reacciones de los elementos adyacentes. El elemento 2 .se encuentra 

en el contorno, en el punto de aplicaciónde la fuerza P 
2 

y esti por lo tanto sujeto 

a la accióa de la misma fuerza en uno de sus lados y a esfuel"IOll intersegmentales 

en los otros dos lados. Los esfuenos internos existen tambi~ en cada elemento, 

y ambos estin en equilibrio. 

Si se aplica una fuerza virtual al cuerpo, se produc:irú despl•umientos del -

mismo tipo tanto en las fuerzas externas como en las internas. Debido a dichas -

deformaciones los sistemas de ·fueu:as externas e in~mas realizan un trabajo vir

tual. 

Por lo que cualquier elemento del cuerpo delorln&ble sufrir{ un desplazamien

to lineal, uno an1ular y - deformación 'Virtual. 

Representando pot dW e el trabajo desarrollado por las cargas externas en el 

elemento tendremos: 

2 4 

.. 

.· 
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dWe • dWD + dWi 

en donde dWD indlcael trabajo virtual debido a los desplu.amientos del elemento -

tratado como cuerpo rígido y dWi es el trabajo virtual de deformación del elemen-

to. 

Pero del principio de los despluamientos virtuales se sabe que 

dWD •O 

por lo que únicamente queda 

dW • dW. e 1 

Si se incluye todo el trabajo interno desauollado en el cuerpo tenemos: 

w • w. e 1 

en esta expresión W e representa el trabajo exterior de desplu.amiento causado por 

el sistema real de fuen.as y Wi indica el trabajo de deformación interno virtual -

del cuerpo. 

De lo entes expuesto se puede. establecer la ley del trabajo virtual que expr!O 

sa: 

"Si un cuerpo deformable est' en equilibrio bajo un sistema de fuerzas e.,ter 

nas y permanece en equilibrio al ser sometido a un pequeño desplazamiento virtual 

e.1 trabajo virtual.,exterior realizado por el sistema de fuerzas actuando sobre el -

cuerpo es igua,I al: trabajo de deformación virtual interno realizado por las fuerzas 

internas.". 

Esta ley representa el principio más general de la conservación de la energía 

y, en nuestro caso, indica que el trabajo realizado sirve exclusivamente para ven-

cer las resistencias elásticas internas, transformándose en enercia potencial elásti

ca que es restituCda, siempre en forma de trabajo, cuando el cuerpo recupera su -

forma primitiva. 

3.5. TEOREMA DE BETn 

En la deducción de este teorema se hace uso del cuerpo elástico mostrado -

en la Fig. 3.9. sobre el cual actúan los sistemas de fuerzas A y B, independiente

mente. 

25 
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Fuer:r.as P. 
1 

Fuerzas F. 
J 

Sistema de fuerzas A Sistema de fu rzas B 

Fig. 3.9. 

Cada uno de los sistemas de carga se encuentra en equilibrio independiente. 

al igual que su aplica.-i6n simult'-1ea. 

Si se aplica gradualmente primero el sistema A y después el sistema B, se u.: 

ne: 

1 1 s W ·-P. 6 1 +-F. ¡ 
2 1 2 1 

en donde 61 representa los desplu.amientos causados por las ·fuer:r.as Pi' S¡ son -
los despluamientos cotrespondientes a las fuerzas Fj, y S¡¡ indican los desplaza-

mientos de los puntos de aplicación de las fuerzas P. debido a la aplicación del sis. 
1 . . . 

tema F¡-

De manera análoga, si se aplica primero el sistema B y después el. sistema r

se obtiene: 
1 W =-F.S. 
2 J 1 

+.!.P.&. +F.& .. 
l 1 1 J JI 

donde S¡¡ sor. los despluamientos de les puntos de aplicación de lns fuerzas Fj 

debido a la aplicación del sistema P¡-

Las expresiones anteriores son iguales ya que representan el mismo trabajo 

de deformación, debido a que no depende del orden de aplicación de los sistemas 

de carga. 

Igualando dichas expresiones 

1 -P.S. 
2 .. 1 1 

resultando 

+ ..!. F. S. + P. S.
1 2 J 1 1 1 

P.61. 1 1 
~·F.&.I 

J 1 

1 =-F.&. 
2 1 1 

l +-P.S
1 2 1 

que es el teorema de Betti, cuyo enunciado es: 
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"El trabajo de las fuerzas. ~e un sistema _debido a los desplazamientos que en 

sus puntos de aplicación le produce ouo sistema de cargas, es igual al u&bajo de 

tas fueras del segundo sistema debido a la aplicación del primer sistema de fuer-

zas". 

3.6. 11WREMA DE MAXWELL 

Es conocido también con el nombre de teorema de tos ua.bajos recrprocos y 

es un caso particular del teorema de Betti. 

Considérese la viga. sobre la que actúa una fuerza P en un punto l y después 

en un punto 2, como se muestra en la Fig. 3.10. 

Fig. 3.10. 
1· 

Por el teorema de Betti 

P º•z • PS21 
.'. º1z• ~ 

en donde &,2 es el desplazamiento en l cuando P se aplica en 2, y 6., es el des

plazamiento en 2 cuando P se aplica en l. 

De lo anterior puede enunciuse: 

"El desplaz.amiento de un punto l en la dirección AB cuando en el punto 2 -

actúa una fuerza P en la dirección CD es igual al desplazamiento del punto 2 en -

la dirección CD cuando en el punto l Í.ctúa una fuerza P en la dirección AB" . 

3. 7. TEOREMAS DE CASl"IGLIANO 

Los dos teoremas de Casti¡liaoo sirven para determinar desplazamientos en -

cualquier punto de una estructura y en la dirección deseada. 

27 
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3.7.1. PRlM!R TEOREMA DE CAsnGUANO 

· Comi!Yrese la 'liga mostrada en la Fíe. 3.11., a la cual se aplica cradualmt!I!. . -
te la fuena P¡ 

-" ---=}~---- A 

Fíe- 3.11. Viga sometida a la acción de la fuerza P .• 
. 1 

El trabajo de delormaci6n ocasionado por la fuena P. es 
. . . l 

l W •-P.S: 
2 ll 

Si abora .al ilistema de fuerzas inicial se q111ca una pequeña catp adicional 

dP., se causad una de0exi6o adicional a la 'liga, por lo que el incremento de -.:: 
1 . .. . . . . . • 

gfa de deformacidn ser6: 

=["•'Pi+ di\ •]da¡ -[· 2., + df! ]d81 dW 2 - 2 

P,+dl\ 

-~-------· .. 
Fíe- 3.U. Acción de la luena P¡ mú el incremento dP¡ 

despreciando el producto de las diferenciu, lo aoteior se coaviene en 

dW • P¡ d8¡ (B) 

Oua forma de ~ dW es suponiendo que ahora se aplican P. + dP. era-
. 1 1 

dual y simultioameote, por lo que el .trabajo total es: 

WT' • Í (P¡ + dP¡) ( 8¡ + d 8s ) 
despreciaado el ptoducto de las diferenciales 

P¡ 6¡ + B¡c!P¡ • P¡ d~ 
WT' • '_...;...;.._ ~ 

2 
(C) 

2 1 

i• 

.¡ 
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además 

WT, • W + dW 

por lo que 

dW • WT' - W 

sustituyendo A y C en la ecuación anterior 

dW fl 6¡ 6¡ dfl P, di'>; fl 6¡ 61 dP¡ 11 di'>¡ 
•-z-+~+-z--z--=-z-+-z-

reempluando ahora B en O 

dW: 6¡dF\ dW 
2 2 

dW 61dl'I 
dW--·-

2 2 

.•. dW • &1 dPi 

donde se obtiene finalmente 

dW ._,.,

dPi 

(D) 

Del razona.miento anterior puede enuni:iarse el primer teorema de Castiglia

no que establece: 

''La derivada parcial del trabajo de deformación con respecto a una fuerza -

que actúa en un cuerpo es ig~ _al desplazamiento del punto de aplicación de la -

fueru y en la dirección de la misma". 

3.7.2. SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLlANO 

La deducción de este teorema se realiza en forma similar a como se hizo P! 

ra el primero, con la salvedad de que ahora se aplica gradualmente un mo~ento -

en el punto en estudio, resultando la siguiente expresión: 

dW 
-G¡ = ilM. 

1 

de donde se establece el segundo teorema de Castigliano, que dice: 

''La derivada parcial del trabajo de deformación con respecto a un momento 

aplicado en un punto, es igual al giro correspondiente producido eo la dirección de 

es~ momento en dicho punto". 
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3.8. METODO DEL. TRABAJO VIRTUAL 

Es un procedimiento bastante útil, ya que sirte en el Wlisis de problemas -

de deformación de naturaleza muy genezal como pueden ser los debidos a cargu -

de cualquier tipo, comporta.miento inelilstico del material, deformaciones par caa:. 

bio de temperatura, despluamientos de los apoyos, errores de fabricación, etc •. 

En el caso de sistemu linealmente elúticos la expresión básica para el m~

todo del trabajo virtual se puede adaptar para hacer mú filcil la resolución de -

problemas. A contiD11&ci6n se dan las fórmulas necesariu para calculár desplaza-· 

mientas CU&ndo el sistema estructural est' sujeto a W. elementos m~cos. 

Para tal efecto se hace uso de la Fig. 3.13., en la misma, la viga está som! 

tida a un sistema de fuerzas cualquierL Si se desea estimar el despluamiento !!_ 
nea1 én el punto i de la viga en donde no actúa ninguna fuena del sistema y en -

una dirección determinada, se procede como sigue: se aplica una carga virtual -

Py en el punto en la direcci6n y sentido en que se desea el desplazamiento. Para. 

desplazamiento lineal la carga virtual es una fuerza concentrada y para desplaza-

miento angular· se aplica un par virtual, es panicul&mente útil en las aplicaciones 

elegir dichas fuenas como unitarias. 

Fig. 3.13. 

Debido a la carga virtual Pv se dar' lu¡ar a los elementos mecánicos n, v, -

m, t, estos valoreasen característicos para cada sección tannersal y variables a lo 

largo de la viga. 

El trabajo de deformación total es: 

W .tn+nB,)2d.•fi. K!Y+•Plda+ t..+mrtfda+{c~+trt.fda 
T 1""v.E · 2GA :i.-2El ¡ ~-

o • 

El clesplazamiento producido por el sistema real de fuerzas y la carga virtual. 

Pv• aplicando el primer teorema de Castigliano es 
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IL .!Í!!I.:fN+n?Jn d•+f(V+vP,,lw di++j}u+mr¡.lm dii+f~+tPylt dx 
..,-• Jn AE GA El GJ 

... o o o 

)"& que los elementos mecúicos del sistema real de fuerzas sen independientes de 

lA carca 'lirtual,. 

Para. calcular el desplazamiento real del punto de interá, es necesario anulA1 

el walor de I& carFga Yirtual,fob~eniáldose{1flnalmenteF 
• ..tt.!_ ..lL . . lol nt T t 

&1 AE di+ 
0 

K GA di+ 
0

Eldll+ 
0 

GJ dx 

en doade N, V, M, T son los elnmentos mec"1icos del sistema real de fuerzas y 

n, •, m, t son los correspondientes pero producidos por una carga unitaria aplicada 

en el punto y en lA dirección en lA que se desea el desplazamiento. Para calculat 

desplazamientos lineales se aplican fuerras concentradas unitariu y pata desplua

mientos angulares se aplican para~wios en el punto y en lA direcc:idn en la -

que se desea el giro. 
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ENERGIA DE DEFORMACION 

3..1. C•lcutar la energia de deformación considerando los elecios de momen10 lle

xiv1Wite •; de [uerz.a. ~ortantc de !a sig~cntc •i¡¡,. CQué porcer.~c.j.: Ge. la -

energía por momento flex. es la energía por cortante? 

3 ... 

/w=2ton/m l 
M:\8.0lcft.~c:1~f..a."""...-"""~~="""" .... ~e 

R¡g~~r----~'·~ºª"-----~ 
-<:;J+----• 

Ecuación de momentos: 

r 

Ir-
~ 

E!:cte. 

G•O.SE; .a-.l.O 

2 
0 ~ X ~ 3 M "-18..0 + 9 x . __ w_x_ = - 2 18.0 + 9 X - X 

2 

Ecuación de cortante: 

0 ~ X ~ 3 V • 9 - WX .• 9 - .. 2; X 

Las expresiones para calcular el .t rab~jo ;¡.· de!orrn'~ci6rt son: . . It M2 . {L .jl , 
WM • -- dx (flexión) Wv .• . k--d.x (conante)-

o 2. El 2 GA 

1 = bh
3 

= (0.3) (0.5)
3 o o 4 ( ) 2 = .O 3125 m ; A = 0.3 0.5 :: O.lS m ; k : 1.2 

12 12 

Cálculo de W •• • 
M' 3 

W 1 [ r,< 2.;z ] 1 [ r 4 3 M".k1-18+9x-x¡dx= Jn(x -18x •. 
2E(0.00312S) 

2 
] 2E(0.003125) o 

t 117x - 32~ ~ 324)dx 

WM = 1 [ 1 -~ + 39x3 - 162x2 + 324x 
1j3 

= 
4
0lió.O t.m 

ZE(0.003125) 5 4 o E 

40176 
WM =---t.m 

E. 

Cálculo de \'i V; 

wv = 1.1 

2G(O.l 5) 

=~[ l'lx "· ·~:< ' , .. 4,;o 468 w !Sx ... : . ·-- Jo 
.. •., .... , , ___ 

. l!l 
V c.; j (., G 
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METOOOS ENERGETlCOS 

Cálculo del porcentaje: • 936 • 0.023 

W M 40176 .;C176G 40176 

E 

Es decir: W • 2.i* W r.t ' . 
Regulumente, el efecto de ¡,. luena ecuante es muy pequeño en comparación _ 

con el efecto por flexión, por lo que normalmente solo se considera el efecto de 

momento flexionante. 

3.2. Una columna de acero está sujeta al sistema de cargas como se muestra e~ 

seguida. Determin&J' la energía de deformación del elemento. 

~ . Sección: dos ángulos de lados iguales en ca-

t l ·~tan 
102

••[ a jló:.-2 X 15.2 X 1.9 cm. 

A • 108.90 cm
2 

~~ 4 
1 • 3389.9 cm 

E = 2.1 x 106 
Kg/cm 

2 

Energía total= W • WN + W M 
PS . Pt. p2t_ 

WN •--; S•- ; W N = 
2 AE 2AE 

2 
WN = (SOOO} <35o) = 19.131 kg.cm 

2( 108.90)(2.1"106> 

_ (" Mz dy 
0

_1_ r{s000y)
2 

dy • [ 2Sx
3 

x 10
6 T:tl 25 x 10

6 (350)~ l • 
WM - J

0 
2.El 2 J..~ El . 6EI J0 6(2.l.<10Ó)(3389.9d 

25,095 Kg.cm .•. W = 19.131 + 25,095 = 25,114.131 kg.cm 

l.3. Obt~r.e1 la energía de defo1m:<ión de la biura de acero doblada en e.<;eua-

dra1 de sección circular en1potr11Ja cr. cn extremo y c:i.r~ada con una {uerza 

d~ 10 tof" e'!i el otr,., e:-:~ :~:no. 

A -· l. liit \)~ 
. -·--.... .. ·; ,. 

.(\' ,.. ......... ··~-· ' -~~ ~- '\: .. ~ - -,.,... !,,.-:-....... ~- - :i.r. : 

~ .r.: ~· 
I'.• V , .. 

1 . ;.,;,- - ~ • 
' -i-"' . ll i.$-"" 

~. #· ,." /' . .. / 

e. - ::- / 

tJ -= ~.a pie 30.: .,,.n,. 
6 2 

2..1 • 10 kg/c:n 
1Tü~ .. 

. ·- - --·::. 42,,;.; _ .... ~. .. -· 
'!!::' 4 

·-·-·-· -~ s-i,9~· . 
'i 
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METODoS ENERGE11COS 

w ... 531.~33 + 1800 ~2333.333 

C'1culo de WT : WT • -r2. dx 
. 2GJ 

G • 0.4E 

T • 20(2) • 40 w • r-(40)2 
T 2GJ 

dx • [ 16QQXI "'.~ 
[ 2GJ o GJ 

w • 2333.333 2400 
El' GJ 

El • 2.1. X 106 (42,478) 2 8.920 X 1ol0q X cm2 • 8,920 tan.m 2 

G • 0."8 • 0.4(2.1 X 106> • 0.84 X 106 'q/cai.2 

G_J • 0.84 x 106 (84,957) • 7.136 x 1010 kg x cm2 
• 7,136 ton. 111

2 

Sustitllfetldo: ·W 
2333.333 2400 

+ 0.598 ton.m 
8,920 7,136 

PRINCIPIO 08 LOS DESPLAZAMIENTOS VlRnJALES 

3.4. Determinu las reacciones de la siguiente ñga utilizando el principio de los 

desplaamientos vimiales. 

¡ ¡ 
S• desplazamiento virtual 

gee !..Oe l,Oe 

&Ion 8too 

~ * -" tRlrwclrin lnc:Ópllal 

&tal Slal 

R 
37 
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METOOOS ENERGETICOS 

Para un S arbitrario correspondiente a R se tienen las cargas, los desplaza-

mientos S8 y SC' para los cuales se obtiene: 

p&t& 

p&t& 

RS • Pe 8e+Pe se -1 

68 se tiene: 

..!... • SB 
~ Se•...§._ 

L L/3 3 
se se tiene: 

s Se 
==+ se. zs -· L ZL/3 3 

Sustituyendo en 1 S8 , 8c y Íos Yalores de las carp.s 

Ra • sW+ a [zs] • .l!... 168 .l!!.. 1a 
l 3J 3 J 3 3 3 

R• 7"ton; 2F •O. 
y RA • 6 ton 

3.5. Determinar el momento en el punto e del marco siguiente. 

• 

A 

L 

M 

• 

• -
l 

/ 

Insertando una articulación en el punto de i! 
ter&.· 

wh8 
W •-MQ +-

Q • Sfb 
Sustituyendo en W 

2 

W • -M L!J + w xS 

\ h J 2 

Por equilibrio W • O 

-~+~.o 
h 2 

M • wh8 l..Ej • 111h
2 

2 lsJ . 2 

el sentido del momento es correcto. 

31 
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METOOOS ENERGETICOS 

'TP."º'™AS DE CA5rlGl..IANO 

3.6 •. calcular el despl&:amiento ve1tical en"el punto 3 de la siguiente viga, asf·c~ 

mo el desplu11mlenro del punto 2. 
3tan 

l 6 z. s El:cte. 

z.o e.o 

a) desplazam lente del pu11ta 2. 
P:3loll 

4z .. r-1----1 
' p 

~21°" P Ita O~ y:!: 4 ¡ M •- y 
3 ··~ . l 

El .rah&jo di.. ~~r~aci6n ser4: w."CMZ .. dii 'J¡-;.,EI 

' el despl~nmientc. es: 

• w 321' e :: - =-·- S"JSt. !' = 3 
2 ;)p 9EI 

2 
O) Ocil-JiK.Ul!~ir:uuJ ~ puni.o 3:. 

32 
62 ·--

3EI 

M2 • 
~X¿ 

9 

M2 =~; 
9 

r4-~. 
~ 2P11 

Debido a e¡"" en el pun~o 3 no exis'.e aplica

,ia. ninguna !uerz.a, se sUpune una ~ r:-.a 1 :""'\:t

gi.n.Jria en dicho pwit•,,~~n la direcc:6n. er. -

que se quiere el desplaz:tmien• ~ !in.·:•!. 

3 3 

Ecuaciones· de momentos: 

Px - X + 6 
M ·--

3 

39 
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METODOS ENERGETICOS 

O:Sx~2 2P m -y+y 
3 

a¡·;._1JPx
3 .21~1~_+_~1-'[~!- ~·x3 _~+. x2]4 

+ 1f~+ :itI 
El( 27 . 9 t ~ .,, 9 l . Ei1 27 . 9 

1·[8P•· 16] · 1 [641'> 64 · · 8P 8 · ] ~- _1~] 83 • ~ 'l?·t:'""9f y :27 . ---=r- + .. 111 - 27 ·: 1 9 - 4 .+. EI:'[27 ·~ - .:...: 
·' 

961' 84 3ZP· -.28 • 83 ~ +--a--~· 
27S! . .. ~? ~ ?El . . 

•. 

'·c: .... ,,., .... ,,.,~~--nr· ... <'e.,-.·'· 
' '·-·· •º•' <.,I •" V • • • ... ·:.:1.:t\ .• ·2~ 

do .es: 

~.7. 

e.o· 4.o~· __ 

•• ' 
a) giro del, _apoyo A. 

31m-
Se.supondri( un momento en el apoyo A, en 

la dirección en la que sé desea el gito .. 

-------··:··----,. . . . 

.!!+1 
8 

40 

¡ 
' 
1 

.. ' 
J 

1 

~ 
1 

,,.~ ' 
1 

1 

1 
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METODOS ENERGETICOS 

Ecuaciones de momentos: 

o E X~ 2 M • M _.!!!_X + 2X 
6 

M 
O E y ~ 4 M •-Y + Y 

6 

Trabajo de deforl&ei6n: 4 

· w • __!_[¡ "' _..M._ Jt • 2x]ª" • _!_Jr"' y . yr dy 1E!l,! 6 . 2EI [6 

QA• ~: ·~ -~X+ 2x][1 · :]c!JI +~&y+~[:] dy 
· Mx • Mx Mx2 x~ itt-2 .1f 

GA • M --+ 2x --•---dx + y 
6 6 36 3 El 36 6 

M 2 2 "'3 3r f"' 3 3r GA • Mx -~+ x +~-.!.... + y +2=j . 
El 6 108 9 El 108 18 , o 

2M 

3 
4 2M ª]'·*Í6M: 32] S4M 0 

~6o '2M 20 
·-- + +- ·-·-·--

27 -- 9 ; El : 27 . 9· · · 27EI · 9EI El 3EI 

como M • O, el giro debido a este par ·59· ian~ p<it. lo que: 

G .,-1Q_ 
A 3EI 

b) Giro del ~poyo C. 

3 ton Se supondri un momento en el apoyo l . M~ C, eo la dirección en la que se desea 

f '-··--·-··-1 el giro. 

~2 +1 
Ecuaciones de momentos: 

O Ex E 2 
M ; M •-X+ 2x 
6 

O~y:E4 
M 

¡ M • M --y+ y 
6 

Energ!a de defor¡iaci6n: 4 

W -~f¡w. 2x rdx •;{[M -:y+ Yr dy 
9

c ·;.~.!_Íf_M X+ 2x]!:!ldx +..0Íi[M -..!Ly + y](1 -L]dy 
)M EJ, l 6 l6J EVo l 6 6 

.. -- .. - ·---- ~. , ... ., .. .,-



METODOS ENBRGETICOS 

4 

M2 2 I M M M2 2 
Oc• [...!_2!-]dx +-f[M --y+ y --L.._:f_-L] dy 

l 36 3 El..fo I 6 6 36 6 

:~· 1 Mx3 x3t-tif MY2 y2 O • +-+ M ---+ 
e El 108 9 El y 6 2 

M 3 3 ]4 
1 y _.J'...._ 

108 18 o 

O e ._!_f. 2M +..!.l+ _1 [ 4M _..!!!._+ 8 + 16M 

El l21 9j El 3 27 

32~. 54M ~. 2M 

9 j 27EI 9EI El 

como M • O, el ciro debido a este par se anula, por tanto: 

o .-!!. 
e 3EI 

16 

3!1 

3.8. DETBRMINAR EL OESl'LAZAMIEl'n'O HORIZONTAL Y EL GIRO EN EL 

APOYO B OBL SIGUIEN'ra MARCO, CONSIOBRANOO UNICAMENTE EFl!f 
TOS POR FLaXION. 

u-

'ª 
E 

4.0 

A ZEI 

4.0 

" 
a.o 

: 

~ ! <-'-
2+2f 

a) J>espl•n miento horizontal del apoyo B. 

Se ...,andrt - carga ficticia m dicho &P! 

ro en el sentido y en la direcci6a en la -

que se desea el desplazamiento. 

Ecuaciones de momento: 

tramo A - C O E 2y E 4 . 

M • - Py + 6y _.!!:f.._ si y. 4 
. 2 

M • - 4P + 12 

tramo C - O O E x E 6 
2P 

M • - 4P + 12 - 2x -3x · 
tramoB-0 O~y~B 

M • - Py 

.. ~ 2 

Energía de deformación: W • ~ ds 
~2 El 

42 
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• • 
w. ~{[- py + 6y -1rdy ;if4p. 12 -2~ -~ xf dx ~¡pyrdx· 

f
. r· . . 

:1111 r ..... 21 r 1p ir ,. 1 
i::1 de • ...:......:- L-1' • 6 ---J.-:1- ydy •j l-4 ... u - :.x ----xJL- .. --· r· . 

~p YY2 o . 3 3 

•il-Py]-ydy . 

ff ~ fr 8P SP 42 4P2] 
El S. y2 - 6y2 +..!L dy + 16P - 48 + 8x +-X-+__!_ 8x +_¡¡_+_x_ dx 

o 2 3 3 3 9 

;_fFª . 
~Py2 dy 
- -!- . 4I [ 8Px2 4x3 4Px3I j_f Py~r Ei e¡ D - 2;•3 .~ '+ 16J>X,;_ .. 48X -+-+--+-.- + ~ l-
3 _. 8 3 9 27 o 2 3 < . 

El 81' .·[6:· _; 128 + 481 + [96P - 288 + 96P + 96 + l2P J +[25
:P]• 7- 272 

c~:no P- = O, clicho va!or. se anula..quedall<!o .ll::icam~c.tc: 

S'n 272: .. ~c::"' .... :..i ... ~ ............ ; .... :"' "".'-"..'~'"'' 
El 

. .. . . ~: ':--: ~rr==::: 
,.~ a I 

~4-'-
• ' .... 1 -¿TCI 

Energfa de deformación: 

~···~-: •••• 1., _ .............. . 

' ; :: 1 !·~ 

• 
.... = 6y - .:!!'! ·-

2 

,., - ·<: • '- .. : .. ., 

Sl y e 4 ir.~:. 12.0 : ... '1.;:': 

tramo ( ... 1; ú :::: x =:: ó 
Mx· 

M = 12 - 2x +--

-rramo B - D 

M •1ML 2 
W= ~ds 

2El 
o 

43 
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METODOS l!.NERGETICOS 

W • 1 f[y _dl~y •_!_{•[12 - lx +-~ .. J2 dx • ......:_[M2 dy 
~r· . . 2 r 2El 6 1 4El 

I[• 1 2 Mx1 ¡ f [ 2 x¡ Mx
3í 1 [ I EIQB • 2x --+-- dx +-- Mdy • ~ --:- +-- +- My 

. 3 36 2 .. 9 108 o 2 o 

EIQB • (36 - 24 + 2M] + 4M • 6M + 12 

como M • O,· el giro debido a este par se anula. por consituiente: 
12 . 

Q,!" ·El~ .~el sentido supuesto es correcto) 

3 .. 9. Calcui&r ef ni.sp!Uamiento lineal en el llUdo F, de la siguiente armadwa: 

201118 l)too 

~ , 1 • '" •• -- .. • . .., .... '" . ' .. .. ··- -. 
-- .. , -·~--- ..:..~ --_-.:;...; . - ......... . . ____ ....... , . 

• "': ___ ...... _ J 

1 

f; 
1. 

WN • _N_ds 

0 2AE 

44 
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METODOS ENBRGETICOS 

par lo que el desplazamiento es: 

SF • N N\"'fP ds 
~llf IL #)N) 

~P :·AE 

que 1e puede rep~tar de la si guíen re manera: 
1 . • . 

. b J)N) 
"- :1 !P L ...... i·l 

AE 

En la columna 6 _se consideró el Vlllt>r real de P que ~ nulo, por tanto el desplaza

miento requeñdo es: 

SF • ....;.;1204=·9:;.;;69;:..... (el sentldO-'.'lllplmto es el conecto). 
AE 

4 5 



METOOOS ENERGETICOS 

METODO DEL TRABAJO VIR1'1.JAL 

3.10 ..... ~termin&r el desplan.miento lineal en el extreme. libre de 11 'ri¡a si1uient~ 

1: 
¿• 

-va ,.al. e· • 
-

~-" . t:tlfVll virllltll ==-- I• ---- . 1 

Tra111jo 'firtual intemo por efecto de flexión: 

W.,¡ :E~m di 

Ecuaciones de -~ 
Caria real:· M • - _•a _ ; Carp 'firtual: m • - Ss 

2 

w · • ....!...ic s a 
.. 2 

Seg6n Betti se ti-

. · · SL' 5 wL4 _. 
W. •W ;--89 ~ S"B = 

YI 91 . 16El 2 BE! 

Otra altemaúta de soluei6n es utilizando lu tablas de irtegracida. 

W . • [~m ds M(caria. teal1 _m (carga rirtua1) 
. YI .(;1E.t 1 

i•-:- ~ k•SL ~ 

W.,¡ ·~] t$1"~
2

) SL] • 
SwL 4 . 

16EI 

. ,. 

~ 

1 
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1 
·-5 

2 

Según Beui: w .• w 
VI WI 

2 

3.11. Determinar el desplazamiento ve11ical en O, a!Í come· el gire en B tenitnd<> 

en cuenta: 

a) UnicamEnte efectos por flexión. ' 

b) Electos por flexión y cortante. 

f'a r::t el 

3ton 

t lloMn 

' 
,,r' 

~ o 
e 

ZQ :l.Q •.o 

\) 1 

V 

dcsr,l:i1.:11n;F ,,. · . ·:rr.ir.al en [l ,, s1.:,.,·-r.dr:í U•),I 

V 

ltcn 

••• 8 t A e 

1.000 

• J 
e 

1..333 

2.eoe 

G-~-- ----:?" 
~ ;.' --~---

4.00V 

47 
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METODOS ENeRGETICOS 

P:lra el giro en O se supone un momento unitaric en e~te punto. 

liiíi b 
e 

V 
• 

Maman lo ~ir lual 

a) Utilizando solo electos de flexión. 

(·J'" "'"' ds 
El 

'·' l=I-•"• ~t.t: s ' - .. 
o El 

I~ .:··· •. :: :;¡~·~-~ 

. .'' 4,963 
~=-~ 

/ .. ,. 

• 

¡ 

' l 

1 

1 

1 
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METODOS ENERGETICOS 

b) Efectos por flexión y cortante. 

SICCiÓft teeton¡ula<, k= l.Z G:0.5E 

o.~E 4 sv = -210.33311.333+ :s12.eo711.333+ ..!!!!!. = 11. 11& 
1.2 o 2 

RV:... 42.# 
.... "11 EA 

s .. s .. + s" - OQ.4+! + 42.ee& 
o o D El EA 

~=1~· GA -
o 

w4 -f·· o~[i]o.=Gdl+f·~eerElo.3338 da .. 
L2 1 . 

' 
0-~ 2EA G=-210.33310.:s33+312.ee110.333= 2.444 

t. • 

J.- ~.eee 
..,,- EA 

~=.:+&=-~+~-
..,, -. B El EA 

3.12. Obtener los desplazamientos vertical y hori.zootal del punto O, del sigui•n

te mateo. 

r-21.L 
: ·-·-• 

Et 
/ 

4.0 

• 

Corvo rHI 

4.0 

49 



METOOOS ENERCETICOS 

a) desplazamiento vertical 

aplicando uno corgo 

virlual uniltNio 

e 

• 

s 1 r.· . 
El6wi{«>EJ8,+ ~040~ ~di• 314014+ 

41
:'

14 =~60 

b) despl&zamiento horiU'tltat. 

• 

1: ~ (Hfllido COfUCIO) 
-;o El 

apllcondo 11no cargo 

'litluol unitario 

l loft • =-.. .... , ...... 

El{«D Ó dJ¡ ú~~4GJdx,. 3~40111+41+ 4C~l4 =40&.~ 

,,, 

4.0 

• 
m 

R -42!1.60§ · (Hnlido corr11clo) 
'1<lf E 1 

3.U. Calcular el despluamientc vertical en el punto E de le. siguiente armadurL 

e ton 111an 

s.o 

AE=cte. 

• 'º 2.0 

50 
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Se supondrll. una carga virtual unitaria en la dirección en que se desea el desplaza

miento: 

N 

Carga r1t1/ 

El desplazamiento serll.: 

BARRA 

A-8 

B-<: 

L 

2.000 

2.000 

futUZtl$ 

(Ion/ 

• Nn 
~-~ AE L i•I 

N n 

0.000 0.000 

5.000 0.000 

27.670 
SVE ·--

AE 

51 
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0.3 

i'"" 
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NnL 
AE 
0.000 

0.000 

~ 27.670 



-
-' 

•' \ 

·-

capítulo 

Métodos 
aproximados 

4.1. INTRODUCCION 

Cuando se inicia el estudio de una estructura estáticamente indeterminada -

no se conocen· las secciones ni los momentos de inercia de sus elementos. Por -

tanto es necesario hacer un anlllisis aproximado de los esfuerzos en la estructura 

para obtener una. idea de las dimensiones generales de 1os miembros. Una. vez 

asignadas estas dimensiones de prueba se puede realizar el estudio elástico. En -

general, este primer estudio elllstico hará ver que esas dimensiones no son satis

factorias, y que sólo se llegará awia solución satisfactoria mediante diseños suce

sivos. Por tanto, el análisis aproximado de las estructwas estáticamente indeter

minadas es importante para los p&S05 preliminares de diseño. 

Para los tipos de estructuras presente.das ordinariamente, pueden aprovechar

se métodos aproximados creados por otros y cuya precisión esd. comprobada, por 

lo que se utilizan con cierta confianza. Sin embargo, los m•!todos aproximados e~ 

centrados com6nmente en los libros no cubren todos los casos. Por lo que para -

hacer un buen análisis se debe estar suficientemente familiarizado con el compor

tamiento de las estructuras estiticamente indeterminadas para poder establecer -

simplificaciones propias cuando se encuentran casos que no están en los libros. 
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METOOOS APROXIMADOS 

En este capítulo se el& un cieno número de soluciones eproximadas para los 

tipos normales de estructuras e9táticamente indeterminadas. Es imponante el ~ 

nacimiento de estos métodos, pero quiú es de mayor importancia aún el hecho -

de que los procedimientos bosquejados aquí sinu de base para formular hipótesis 

que permitan simplifi~ar los análisis ap\oximados ·de otros tipos de estructuras es 

tllticamente indeterminadas. 

4.2. METODO DE BOWMAN 

1) 

Las hipótesis en que se basa este método son las siguientes: 

Los puntos de inflexión en vigas exteriores se encuentran a O.SS de su claro 

a partir del extremo exterio1. :. EA Yigas interiores el punto de inflexión esti 

en el centro del claro; excepto· eJI la crujía central cuando el número de ~ 

tas es impar, o en las dOS ·centrales .si .e5· par. En ambos casos los puntos 

de inflexi6íl est•ran forzados por condlcinaes de simetría y equilibrio. 

2) En las columnas del primer entrepiso los puntos de inflexión se localizan a 

0.60 de la altur&, partiendo de la base. 

3) 

En marcos de dos entrepisos o mú, los puntos de inflexión en las colu'!!_ 

nas de los entrepisos último, penúltimo y antepenúltimo, se encuentran, res

pectivamente a 0.6S, 0.60 y O.SS de la altura correspondiente a partir del -

extremo superior de la columna. 

En estnieturu de cinco o mú entrepisos los puntos de inflexión en colum-

nas para las cuales ao se especificó la posición, los mismos se encuentran -

al centro de su altura. 

La fuer%& conante de cae!& entrepiso se distribuye como se indica enseguida: 

Para el primer entrepiso: 

5 5 
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l.& fuena cortante en columnas es igual a: 

V 3 N - O.S V 
e N + 1.0 

la que se distribuye en lai columnas de acue"tdo a su ri¡idei panicular. 

l.& fuerza cottante en trabes seri: 

V •V - V t e 

esta fuerza cortante la toman proporcionalmente a su rigidei las Yigas que limi-

tan a las crujfas en su parte superior. A su vez, ·la fuena cortante anterior se -

distribuye en partes iguales entre las dos columnas que limitan a. la crujfL 

Para entrepisos superiotes: 

l.& IYen& cortante en columnas ser4: 

'N - 2 V 
V " 
c N + 1 

la que se distribuye en las columnas de acuerdo a su rigidez particular. 

l.& fuerza cortante en las trabes sed.: 

V •V - V 
t c 

esta se distribuye de la misma manera como se indicó para la planta bajL 

en las expresiones anterio19!9I significado de las literales es: 

V c • fuena cortante en columnas. 

V 3 fuera. cortante en el entrepiso. 

5. 
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METOOOS APROXIMADOS 

N = número de crujia.s en el entrepiso de interés. 

V t • !ueru. cortante en trabes. 

Para calcular los momentos en la.s columnas se multiplican los valores de -

las fuerzas cortantes por sus correspondientes brazos de palanca, pues se conocen 

los puntos de inflexión. 

Finalmente se equilibran los· momentos de las columnas con los de· las vigas 

vali~donos de que son conocido$ los puntos de inflexión de la.s vigas. 

"'--· En la Fig. 4.1. se muestra la localización de los puntos de irillexión de las 

columnas para los diferentes entrepisos. 

1 

!0~11 

I o.>O• 

•• •• • • •• {o·eo" 

Fig. 4.1. Localización de los puntos de inflexión en los diferentes entrepisos. 

En la fig. 4 .2.a se muestra un edificio sometido a cargas laterales, en la -

Fig. 4.2.b se representa eo forma exagerada la deformación sufrida por el pórtico 

bajo la acción de las cargas laterales. 

Finalmente, en la Fig. 4.2.c se presentan los diagramas de momentos, los -

que son del tipo como ahí se indica. 
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VIGAS 

a) b) c) 

Fig. 4 .2. Pórtico de edificio sujeto a cargas laterales. 

4.3. METOOO DEL PORTAL 

1) 

En el método del Portal sé formula.n las siguientes hipótesis: 

Los puntos de inflexión de vigas y columnas se encuentran en sus puntos m!, 

dios. 

2) El corta.nte total en cada piso se divide entre las columnas del mismo piso, 

de tal modo que cada columna interior soporte el doble de corta.nte que ca

da una de las columnas exteriores.. 

Los pasos a seguir para la aplicación de este procedimiento se indica.n a -

continuación: 

1. Se determina la fuerza cortante en cada piso o nivel. 

2. Se determina el cona.nte en cada columna utilizando para ésto la hipótesis 

2). 
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METODOS APROXlMADC•S 

3. 

4. 

s. 

6. 

Calcular los momentos en los extremos de las columnas de acuerdo con lo -

establecido en la hipótesis 1 ). 

Determinar los momentos en los exrremos de las rigas por equilibrio con los 

momentos de las columnas en cada extremo. Es necesario hacerlo inicial-

mente en los nudos en donde. concwre W1& sola riga y considerar que los -

momentos en los exrremos de wia riga son iguales. 

Obtener las fuerzas cortantes en las vigas partiendo de los momentos actuan 

tes en sus extremas. . 

Obtener las fuenas axiales en las columnas sumando, partiendo de la parte 

mú alta, los cortantes transmitidos por las rigas. 

Aunque las fuerzas axiales en las Yigas no tienen gran importancia para el -

diseño, se pueden obtener de un modo antlo¡o al paso 6) sumando, a partir de un 

extremo, los cortantes transmitidos por las columnas; obviamente, hay que incluir 

en esa suma los efectos de las propias cargas laterales. 

4.4. METOOO DEL VOLADIZO 

El método se basa en las siguientes hipótesis: 

1) Los puntos de inflexión de vigas y columnas se localizan en sus puntos me

dios. ,,,. 

2) La intensidad del esfuerzo u~•I en cada columna de un piso es proporcional 

a la distancia horizontal desde ~a columna al centro de gravedad de todas 

las columnas del piso consideradQ. 

La secuela de cálculo ec. Ir. ·~lic;.ciéu de este método es: 
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l. Determinar la fuer:r.a cortante en cada piso. 

2. ;· Se calcula la fuer:r.a axial en lu columnas haciendo uso de la hipótesis 2). 

3. O!Jtener lu fuerzas cortantes en las vigas paniendo de las fuenu en las c~ . 

lumnas axiales en lu columnas de los diversos nudos. 

4. Determinar los momentos en los eJttremos de lu vigas, multiplicando el CO.!. 

tante en la Yiga por la mitad de su longitud (hip6tesis 1). 

5. Obtener los momentos en la caber" de lu columnas descendiendo hacia la 

bue. 

4.5. METODO DBL FACTOR 

Est' basado en las ecuaciones pendiente - deformación· haciendo modilicaci~. 

nes bajo lu siguientes hipótesis: 

1) En el álculo de los desplazamientos lineales y angulares en. un piso; se CO!! 
sidera que el valor V en dos entrepisos consecutivos es igual. El valor V -

es la diferencia de desplazamientos laterales de dos niveles consecuti- dividida -

por la altura del entrepiso. 

2) El giro de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras que con

curren al mismo son iguales. 

El m'todo del factor se aplica siguielldD los puos posteriores: 

1. En cada nudo se calcula el. factor Y de las vigas según la relación 

Y • 2K.j 21(, en donde 2Kcrepresenta la suma de los valores de lu rigid!.. 

ces de las columnas· que concurren al nudo, y :IK es la suma de los valores 

de 1 as rigideces para todos los elementos que llegan al mismonudo. Se es

cribe el valor de v obteniendo a.sf, en el extremo de cada Yiga contiguo al -

nudo para el que se ha hallado. 
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METODOS APROXIMADOS 

2. 

3. 

en cada nudo se calcula el l&ctor c de las columnas con l& rel&ci6n sigui~ 

te: c • 1 - • siendo • el factor de la viga' calculado en el paso r.. Se -

escribe ca.da ft!or e obteniendo así en el extremo de cada columna junto al 

nudo en el que se ha calculado. en la base de las columnas empotradas 

del primer pi,so se tom& c • l. 

Existe un número obtenido en l. y 2., en cada extremo de todos los elem"'!! 

tois lfél m•rco. A cada uno de dichos n6meros se le suma la mitad del co

rrespoadiettte al otro extremo del elemento. 

4. Se rriWü~ ._cada suma hallada en el paso 3. por el .ator de la rigidez re

latift Ge.l .tl\«lllento ·&1 que corresponde dicha sumL Pata las columnas, a ~ 

te prodi.::te ·u· te ·llama factor de momento de columna C; para las oigas, -

factor de momento de vi¡a, V. 

s. Los factores de momento de columna e, bailados en el peso 4., seon real

mente los .atores relati""5 aproximados de los momentos en los extremos de 

la column& para el piso correspondiente. Por la estática se .,. que la suma 

de los momentos extremos de las columnas eo un piso. determinado es igual 

al cortante horizontal total en ese piso multiplicado· por la altura del piso. 

Por tanto, los factores de momentt de columna C se pueden transformar en. 

momentos en los extremos de las columnas, por proporción directa, en cada 

piso. 

6. L49 factores de momento de viga V, hallados en el paso 4., .son realmente -

~.~- relati- a¡i111ximados de los momentos en los·uue111.os de la&~ 

...: • ~ n..iO a ipt, por la -.Mica, a la suma. de los m-IOS en ~ 

' loS extremos de las columnas en ese nudo, que pueden obtenerse en el paso 

S. Por <anto, los factores de momento de vig& V se pueden transformar en 

momentos en los extremos de éstas; pot proporción directa en cada nudo. 

8, 
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MIITODOS APROXIMADOS 

4.1. U'tU.17.ANDO EL METODO DE BOWMAN DETERMINAR LOS CORTANTES 

Y LOS MOMENTOS EN LOS EXTREMOS DE CADA ELEMENTO DEL -

MARCO SIGUIENTE 

Los números intermedios 

son ripdeces relativas. 

ENTREPISO 1 . 
.. 

• 

Fuerza cortante en el piso 1. 

Cortante en las columnas: 

V • 5 + 10 • 15 ton. 

V • N - 0.5 V • 3 - 0.5 (15) • 9.375 ton. 
c N+l 3+1 

Cortante en cada columna. 

Como todas las columnas tienen la misma sección, se tiene: 

V' • 9.375 • l.344 ton. 
4 

Cortante en trabes: 

V • V - V • 15.0 - 9.375 • S.625 ton. 
t c 

el cortante en cada viga es: 

V • 5·625 • 1.875 ton. 
3 

ENTREPISO 2 

Fuen.a cortante en el piso l. 

Cortante en las columnas: 

Va5ton. 

V • N - 2v • L:..! (S) • 1.250 ton. 
e N+l 3+1 

cortante en cada columna. 

V' • ~ 0.312 ton. 
4 

&5 

z l.() 

" 
z 

N • 3 

N • 3 



METODOS APROXIMADOS 

Cortante en trabes: 

V • V - V • S - 1.250 • 3.750 ton. 
l e . . 

el cortante en. éa4a viga es: 

' 3 750 
1 

V • ..!..- • 1,250 ton-
3 

i-~----~=-~ ...... -.... Cl~~~~=-__., ~ 

-·-• uz1 -~- . 

._,,7 

-ÚM •l.4H LHG -L8ZT 

!.70 3.30 

1 1.817 " 3.046 W'f L 

La fuerza co1t1illlMf en cada trabe se distribuye igualmente entre las dos co

lumnas inferiores $6 la limitiln. /lsl: 

RNTRl!PIS01 

1.875 • 0.937 
2 

RNTRl!PISO 2 

~ = 0.625 
2 

?' 

ton. 

Los momentos en las columnas se calculan multiplicando las fuerzas cortan

tes po! sus cotrespondientes brazos de palanca . 

•• 

f 
1 
1 

' 
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ld'TODOS APROXIMADOS 

Ejemplo: 

Colwnu FB. 

Momento FB • 4.218 (2) • 8.436 t.m. 

Momento BF • 4.218 (l) •12..654 t.m. 

LClS momentos ea trabes se calculatoa como licue: 

Ea nudos donde concurre 1111& trabe 10lo M biZD el equih"llrio. 

Ell trabea exteriores, el momentÓ. ea el interior • ca1cul6 comer. 
Ml · 

M2 • - (L - d) daode: Ml • momento ea el extremo maeiior 

d L • elato de la trabe. 

d • distancia al pum:o de iaflexióa, medid& des

de el extremo exierior. 

Ejemplo: MJI • - l.827 (10 - 5.5) -1.4 95 t.m. 
5.50 

Momentos 
enñgu 

Momentos ea 
columnas 

, 

DIAGRAMAS: 
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METOOOS APROXIMADOS 

4.2 lTlU.IZANt>O EL METOOO DEL PORTAL DE'raRJlllNAR LOS CORTAN'IU Y 

LOS MOMENTOS Dll LOS l!lTR&WOS 08 CADA ELIMBNTO DBL SIGUIBH

_.'.n · IWlC() 

6tall 

Los J'.l~rQI illtermediaa 11 la.a 

IOD ri&ldeca ~ . tOloft~ . . ' 1 ' 1 ' 1 
• • o " 

1 11 ...... 

A 

·1 'H P" !9 Cllf M u1 

CORTA.ni SN BL NIVEL 2 
V .·5 ~ - . 
cortante en colamnas Ulteriores: 

V • V e - ¡ V • cortante en el pi90 
r-1 

r • n6mero de columna en el entrepÍllO r ~ J 

5 
V • -• 1.667 ton... 

e 4-1 . 

cortante en colwnnu exterions: 

1.677 • 0.833 ton. V•-
e 2 

.:ORTAHTB EN ~BL NJV8L 1 

V • S ·-+·:io • 15 úin:. 
cortante en columnas interiores: 

15 V • - • 5,000 ton. e 4-1 

cortante en coliunm.s exteriores: 

V _-·~'-_ 2,500 toó.. 
e z' ' 

Los momeina1 en los extremes de lu columnas son i~~ al corta11te en -

las mismu, multjflicadas par: t.. miwl ~-su loacitUd.. - . . 
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Ejemplo: Columna FB. MFB = MBF • 5.0(2.5) • 12.SOO t.m 

Columna LH. MLH • MHL •0.833(1.50) = 1.250 t.m 

!.os momentos en las trabes SE. calculan por equilibrio. Primero * hace en 

nudos donde concurre una trabe. 

Ejemplo: Nudo E. MEA = 6.250 t.m. MEI • 1.250 t.m 

.'. MEF • MFE • -7.500 t.m 

~o !>.O 4.0 

~-4.250 v=o.~ 111:-1.290 b<.2'50 

J 
1111: 1.i=io 'il:'2.~0 

UlO 

v:c>.a» v= 1.ee1 

N:O.l~ N=a.oez 

UlO 
llllJ'l.Z50 lll:Z.500 

[ 
M:-7.&00 Wt,500 1111=""1.~ lll:0-7...$00 

• 
llllJ'LZ50 Y:&Z.&00 

v:s..aoo 

M:l.7&0 f':0.437 

,. w:e.z&o 1111.:lZ.$00 

Equilibrio del nudo F. 

como MEF • MFE • -7.500 t.m 

MFB • 12.50 t.m; MFJ • 2.50 t.m 

• '. MFG • -7.500 t.m 

Fuenas cortantes en las ngas 
M 

como M • Vd -.N=-
d 

.4.0 3.0 

v:0.:51Z ..,..._ M---4-250 

v:1.sn 1111=·1. 

N:0.730 
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V • fza. cona.nte en trabes. 

M • momento utemo ~ vigas. 

d • mitad ck la longitud de la trabe. 

Ejemplo: 

trabe !J. V • l.lSO • 0.250 ton. 
5 

trabe GH. V • 7 •5oo • l..500 ton. 
3 

Fuerzas axiales en columnas: 

Columna IE : N • 0.250 ton ~ cortante transmitida por la trabje IJ. 

Columna EA ; N • Q.¡50 + t.500 • 1. 750 ton • cortante tra.nsmitido por la 

Momentos 

en .tgu 

Momentos 

en columnas 

trabe IJ mú el correspondiente de la trabe EF. 

DIAGRAMAS 

l.Z!IQ 

zao 
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METODOS APROXIMADOS. 

4.3 tmLIZANOO EL METODO DEL :VOLADIZO DETERMINAR LOS CORTAN

TES Y LOS MOMEITTOS EN LOS EXTREMOS DE CADA ELEMENTO DEL -

SIGUIENTE MARCO 

5loll 
J 

2 

Los números intermedios '°""' F 

son rigideces relativas 
2 

8 

10.0 -

C!lculo de l.u fuenas axi&les en las columnas. 

ENTREPtSO l 

a:t~Q 

10.0 

Ston \. 
. 

·,. 
1 

,r t J ! 
10ton \. l 

,r [ , 
i 13.0 l.O 

! 

Centro de gra·ledad de las columnas. 

X = lO + lS • 24 = 13.0 m. (desde AEI) 
4 

~.o 

• 

2 

e 

a.o 

.. 

G 
11.0 

L 

2 l.O 

• H 

2 6D 

o.o 

L 

•.o 

" 
·~ 

• 
~·' . ,~ 

Expresando la fuerza axial en AE por N AE' por la hipótesis 2), las fuerzas 

3.J<i3.les en las columnas restantes serin: 

Columna BF 

3 -N . 
13 AE 

Columna CG 

_L N 
l3 AE 

Columna OH 

!! N 
13 AE 

Tomando momentos respecto al punro. de inflexión a do la columna OH, te

nemos: 

5(5.50) + 10(2.50) - 24NA,. - _3_ N (14) + 5 N (6) = O 
c. 13 AE 13 AE 
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27 S 2S O 42 30 • + • - 24 N AE - 13 N AE + ;; N AE ª O . '. N AE = 2.106 ton 

NBF • ..l_ (2.106) • 0.486 ton; NCG • - ..2_(2.106) • - 0.810 ton; N • 
.• 13 13 OH 

- .!! (2.106) • - 1. 782 ton 
13 

ENTRB.P!SO l 

Para este entrepi9Q las fuerzas aJÚ:lles en las coiumnas M"' en la misma -

relación entre sr, que lu del primer entrepiso, por tanto, se tiene: 
1 x.:a.o J 

Tomando momentos respecto al punto de inflexión.ª de la columna HL, tene 
' .- ·-

mos: 

A :1 M • o ; S(l.SO) - 24 NEI - 2.... NEI (14) + .1... NEI (6) • o 
ª 13 13 

7.SO - 24 N - ~ N + ~· • O .'. NE·l· • 0.300 ion 
El 

13 
El 13 El 

3 5 
NFJ ~ -(0.300) • 0.069 ton ; NGK = - - (0.300) • - O.llS ton 

13 13 
11 . 

NHL = -(.0.300) • -. 0.254 ton. 
l3 

Las fuerzas cortantes en las trabes se obtienen a pattir de las fueizas axia

les en las columnas. ·Poi ejemplo, en el nudo E. 

V EF = NE! - N Al! • 1!.300 - 2.106 • - 1.806 ton 

en el nudo F. 

VFG = VEF + NFJ - NBF r. - 1.806 + 0.069 - 0 .. 486 • - 2.223 ton 
Los momentos en vigas se encuentian multiplicando el cortante en la trabe 

por la mitad de su longitud. Por ejemplo• 

MEF e V EF X s • 1.806(5) D 9.030 ton.m 

MKL • V KL X 3 • o.2s4(3) • 0.761 ton.m 

Los momentos en las columnas se deteiminan en la cabeza de las mismas, 

descendiendo hacia la bue. Poi ejemplo, considér~ el nudo J. 
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METODOS APROXIMADOS 

M JF • M ji + MJK • l.SOO • 1.476 • 2..976 ton.m 

como existe un punto de inflexión en el centro de FJ, MFJ = 2.976 ton.m 

Para el nudo F: MFB + MF J • MFE + MFG; lo que nos indica que los mo

mentos en las ñgas y en las columnas aculan, en un nudo, en sentidos opuestos 

(véase Fi&. 4.2..b.) Por tanto: 

MFB • 9.030 + 8.892 - 2..976 ~ 14.946 ton.m 

Ahora, MBF • 14.946 porque hay un punto de inflexión en la mitad de BF • 

La fuerza conante en columnas se obtiene diñdiendo el momento en el ex

tremo por la mitad de su longitud. 

Por ejemplo: 

Columna AE. 

V • ~ • 3.012 ton. 
2..SO 

~-º ~o 

M..'""4.500 v.:c.300 lbl.000 

J 
W:l.500 

N=0.300 

y: 1.000 

w.::1.&00 
W=--4.030 Y:-1 aoe M:..0 

E 
F 

W.:7,SlO 

N.:Z.IOI 

v::!.012 

• M:7..5.30 9 

4.0 

M:-t..47e 

111:2.071 

N.:0.069 

V: t.084 

M:Z.971 
N:-8.812 

N:t4.I .. 

N-=-0.488 

v: 6.179 

M.:14.941 

4.Q ~,Q ~-Q 

~ lrl=-4.411 U..0.1'02 .. ~- W>0.702 

• L 
M:Z.Zll 

N.--0.111 

v: 1.41z ., 

M=2.U8 
'r-2 123 ..,.._. ~ .... ~ .. V: 28 

G 

11.:u.aa ... 
'I" 

N>-<l.alO .......... 192 

V:4.4M v:t.121 

c lil:ll.1:39 .., ... o 
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Momentos 

en vigas 

Momentos en 

columnas 

DIAGRAMAS: 

4.~ UTIUZANDO EL METODO DEL FACTOR DETERMÍNAR LOS CORTANTES 

Y L03 MOMEm'OS EN LOS EXTREMOS DE CADA !!U.MENTO DEL 51-

GUIBNTE MARCO. 

J K " 
z z z 

Los números intermedios 
F G 

son rigideces relativas. 
z z 

• e 

10.0 8.0 ... 
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METOOOS APROXIMADOS 

CALCULO DE LOS FACTORES DE VIGA. 

NUDO E. ::EK • 4 :IK • S 4 
; VE = - • 0.800 e s 

NUDO F. :IK • 4 :IK • 6 V 4 • 0.667 
e ; F • i 

NUDO G. VG • 0.667 NUDO H. V~ • 0.8~ 

NUDO L ::EKC • 2 :IK • 3 ; v1 • - • o.667 
3 

NUDO J- :E KC • 2 2K-• 4 2 
V J • ~ • O.SOO . 

NUDO K. vK • . o.sao ; NUDO L. V L • 0.667 

CALCULO DE LOS FACTORES DE COLUMNA. 

NUDO E. CE • 1 ·- 0.8ao • 0.200 NUDO f. Cp • 1 - 0.667 = _0.3B 

NUDO G. CG • 1 - 0.667 a 0.333 NUDO H. CH = 1 - 0.8ao e 0.200 

NUDO l. C¡ • 1 - 0.667 a 0.333 NUDO J. C J • 1 - O.Sao • 0.500 . 

NUDO K. CK • 1 - O.Sao • ~Sao NUDO L. C¡_ . 
,, • 1 - 0.667 • 0.333 

NUDO A. CA • 1.000 

AUMENTAR EN NUMERO DE CADA EXTREMO DE CADA ELEMENTO EN 

LA MITAD DEL NUMERO DEL OTRO EXTREMO DEL MISMO. 

NUDO A: elemento AE 

NUDO ·c.: elemento El 

elemento EF 

elemento . EA . , 

1.000 + O.S(0.200) = 1.100 

0.2ao + O.S(0.333) • 0.366 

0.800 + O.S(0.666) • l.133 

0.200 + O.S( 1.000) • 0.700 

se hacen cálculos en fotma similar pata todos los nudos. 

CALCULO DE LOS FACTORES DE MOMENTO PARA COLUMNAS Y VIGAS 

NUDO A: elemento AE 

NUDO E: elemento El 

elemento EF 

elemento EA 

CAE • 1.100(2) = 2.200 

0.366(2) = o. 733 

1.133(1) = 1.133 

0.700(2) = 1.400 

se· hacen cálculos en forma similar para todos los nudos. 

MOMEITTOS EN LAS COLUMNAS. 

e ENTREl'ISO 1. 

M • Vh • lS(S) = 75 ton.m 
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METOOOS APROXIMADOS 

este momento se distribuye en los exttemos de la.s columnas en proporción dire~ 

t~ en los factores de momento C, en el entrepiso. 

C"' M--~~M 
, LJ ~ 

::EC • 1.400 + 2.200 + 1.666 + 2.332 + 1.666 + 2.332 + 1.400 + 2.200 • lS.196 

Por lo que los momentos son: 

M AE • 2.200 (75) • 10.858 ton.m ; MEA • 1.400 (7S) • 6.910 ton.m 
15.196 · lS.196 

MeF•U.510 ton.rn; MFB-S.222 ton.m; McG•ll.510 ton.m; Mcc..S..222 ton.m 

MoH·l0.858 ton.m; 1.1H0c6.910 ton.m 
• 'BJlf'l"REPISO 2. 

M • Vh • 513) • 15.0 ton.m 

::EC = 8.094 

MOMENTOS EN LAS TRABES. 

Estos serán proporcionales a los factores de momento de viga V. Por eje~ 

plo, para el nudo J. 
V 

M ji • - JI M JF • - 0
•
833 

(2A70) • - l.300 ;o."l.m 
(V Jl+V .)1() (0.833+0.7S) 

v.)l( 

M JK • - ---- M • - 0.750 (2.470) 
(V Jl+VJK) ji{ (0.833..C.75) 

. - 1.170 ton.m 

en mulos en donde. concurre una viga el momento en ésta se en~uentra por equi

librio. 

Factores de vigas y columnas más lo. mitad del correspondiente al otra ex

tremo del elemento. 

' 
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METODOS APROXIMADOS 

0-147 0-500 0.500 º~ºº o.sao 0.11417 
o.zoo 0-333 J o.zeo 0-2&0 • 0.33S o.zoo 
0.911 

; -· 
0.133 0.7:50 0.750 o.an 0..911 

.. 
.. o .. s: .. ~; 

.. .. .. 
" o .. o o 

" 
.. .. - • o- .. o " • 

óó ó ció ó Oó o ó ó 

o .. o .,o .. .. .. .. 
00 .. "o • " o o o -- N "": .. " .. .. .. "! o .. 

óO ó óO .. 
óo ó o o d 
~ 0.11411' 0.117 0.117 o.ae1 a.aoo 

E 0.333 0-400 0.133 0.333 o.ooo º·"' K 
1.tlJ 1.oe1 f 1.000 1.000 G 1.oa1 1. tJJ - ºº o .. g .. "o 
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... 
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Factores de momentos de vigas y columnas y momentos extremes. 

M--1 300 J M·.{ 170 
1 - . . - .. 

0.017 0.833 o.1so C.750 0 0.833 0.017 .. o o o ... .. ... .. o o o • .. • .. ~ " " N "? .. '? o 
" ó • " - " • 2 ::¡ 

' .. .. o 

" 
N o o " N .. C! ! o ! 

.. " '? .. ,¡ .; '": 
ci N :;¡ " o 

!l " - •• 
2 2 " 

E 
w:-a.zee M:o-8.312 M:--4.0TB IU-4.018 M:-6 • .S 12' 111::--.·- 11 

1.&33 1.00T f 1.000 l.000 G 1.011 1.133 

- S! " N S! g 8 .. o 
~ = .. "! o "! ~ 

el • .. o o "! f. .: .. " .. 
2 2 :! " 
.. .. 

S! S! .. .. 
8 "!o .. .. .. 

g "! .. o " S! o .. '! .. '! ,¡ " " .. .. !l .. 2 
.. 

2 2 
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METODOS APROXIMADOS 

DIAGRAMAS: 

j 

Momencos en .,jgas. Momentos en columnas. 
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capitulo 5 

Método 
de las 
f 1eKibi1 idades 

5.1. 11'.'TRODUCCION 

El procedimiento ,eneral para la solución de est1uct11ru indeterminadas se ~ 

sa en la necesidad de que las deformaciones de_ la -ruct11ra deben s:uisfacer las 

condiclones de compatibilidad c:on los requisitos est r11ct11re.les. 

Utilizando este método, un sistema indeterminado se dcsccmp<>ne en uno. seriP. 

de estructuras dete<minadas, ésto se logra suprimiendo. los esfuerzos 1-io comr-o"e~ 
tes de reacción redundantes, pero sier!lpre teniendo una estructul3 c;;table e isost! 

tica. Debido a que las luenas redund~ntes son manejadas como incógnita:;, ~I pr~ 

cedimiento recibe el nombre de método de las Fuerzas. 

Posteriormente se escriben las ecuaciones de compatibilidad de deformaciQr.es 

p:ua ~da punto de aplicación de los esfuerzos y/o reacciones redu.~dantes, aplica~ 

do el principio de superposición. 

Resolviendo simultáneamente eStas ecuaciones se obtienen las matnitudes y -

sentidos de las redundantes (esfuerzos y/o reacciones). 

Este método no es recomendable para la solución de estructuras como por 

ejemplo un marco continuo de varios pisos, sin embargo, se puede usar ventajos.1.

mente en el caso de marcos de una naTe y un piso de formas poco u:.uales. 
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-... 

METODO DE LAS 1'1.EXteU..lDADES 

S.2.. ANAUSIS DE VIGAS 

Para mostrar la aplicación del procedimiento consid~rese la viga apoyada. de 

la Fig; S.l. c~yo graco de indete¡minación es uno. Tomando la reacción en e co

mo redunchnte se tiene una estructura isostática y estable denominada estructura 

primaria, habiendo hecho ésto, el extremo e queda en libertad de flexionarse bajo 

1:1 acción de la carga, como se mue9ua en la Fig. s.1.b. la caria w se quita aho

ra "J se aplica una carga ""rtical en el punto y a lo largo de la línea de acción -

. de la reacción redund3nte Re, calculíndose la de flexión Se en u!rm~ de Re -
(Fig. 5.1.c.) 

•• 
' ,,.,-· 1· • e ___ .. __ --~ ---------

L 

al Elistica de la viga real Estructura ¡ni maria 

•• • ···-·····-- !Aa ------
b) Elástica debida a la carca externa 

+ 

---- T 1• ---------------- a 1 &o 

ta 
Elistica producida por la teacción Re c) 

Fig. S. l. 

Enseguirlll, superponiendo los dos despla.zamientos puesto que 

Ec. de compo.tibilidad 

se halla una solución para Re, el efecto de esta superposición se debe a que ""' -

realidad no se mueve el punto e por la acción de las fuer:r.as aplicadas y la reac--· 

ción redundante. Una vez conocida R¡¡ las reacciones restantes pueden obtenerse 

por medio de las ecuaciones de la estática. 

Se hace notar el hecho de que la reacción R8 se supuso h:icia arriba porque. 

asl' lo indica el sentido estructural, sin embargo, ésto ·en realidad carece de impo! · 

tar.cia, pues si se supone incorrectamente, entonces la reacción hubiéra resultado -

ccn signo negati ·;o. 
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METODO DE !..AS FLEXIBD..IDADES 

Si se tiene una esuuc_tura con n redundantes, los desplua111ientos se calcula 

ria para n + l sistemas de carcas: 

a) Un análisis p&ra el ·siste'ma de cargas oricinal ao 

b) Un an!lisis p&Ja electos de cada redundante. 

L&J ecuaciones de compatibilidad implican n ecuaciones lineales, donde cada 

una expresa una condici6n geom~trica de la esuucnira real. H En ocasiones es

necesa.rio hacer mú de 1111 anilisis si el problema se resuelYe m~ante el uso de 

tablas. 

S.3. SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA 

Haciendo referencia a lo señalado en la introducci6o, una estru::tura :·.hiper"!, 

tl1tica se ouede resol'!IV proponiendo cualquier combinaci6n de componentes de es

luenos y/o reacciones redundAntes, a estas combinaciones se les llama •·::tructuras ,. 
primarias. 

La ~lección de la estructura primaria no es única, sino principalmente ·es ·un 

asunto de corneniencia el determinar c"'1es serio las incógnitas o' redundantes de 

manera que se realice el menor trabajo posible. 

De acuerdo a la selección de la es:ructura primaria se pueden tener varias -

alternativas, dicha estructuta se obtiene eliminando apoyos, tianslormando un tipo 

de aooyo en otro mú sencillq o insertando articulaciones en la estructura orittinal, 

siempre teniendo presente qué~ la estructura primaria serl1 isostil.tica y estable PI 

ra cualquier sistema de cargas aplicado. 

Ilustraremos lo anterior considerando la estructura de la Fitt. 5.2.a cuyo rra-

do de hiperestaticidad es 3, las alternativas de solución, entre otras se señalan en 

los incisos b), c) y d) de la ,misma li2urL ~ • 

En el inciso b) se hizo la supresión de las reacciones del a119yo D, la altenl! 

tiva del inciso e) se liad en. la transformación de los apoyos orittinales en otros -

mú simples y, finalmente la solución presenta.da en d) tiene como redundanteslos 

momentos en los nudos B, C y D en donde se insertaron articulaciones. 
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METODO DE LAS FLEX!Bll.lDADES 

8 e 8 e e 

x, 

a) b) c) d) 

Fir. s.2. 
Para el a.nálisis de estas estructuras se llamará solución o:irticular a la es-

tructura orimaria sobre la cual obra el sistema original de carrns v solución com

olementaria a la estructura oiimaria considerando la acción de cada una de las r! 

dundantes o incóitnitas. 

5.4. CALCULO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Como ejemplo para la obtención de las flexibilidades y el establecimiento cie 

las ecuaciones de compatibilidad o congruencia, consid~rese el marco de l:i Fig. -

S.3.L SU:f>rimiendo las reaccione~ del apoyo 0 1 se ~ien\: e! rn:i.r:::> !!::st!ticc e!~ 11 

fi2. 5.3.b. el cual es la estructura primaria.. -· 
n 

a) Estructura original. 

Fig. 5.3. 

0
,.,,--w 

~· Xz 
b) Estructura primaria. 

Aolicando el principio de superposición de causas v electos, el marco origi-

nal se ouede descomp0ner como se muestra en la. Fi1;. 5.4. con los electos ii1dica-

dos.. 

[Í= 
Fig. 5.4. 

1 ,.,,.-w 
¡r---·--

i 
/ \ 

J + \ 

-a,, 
SOLUCION 
PARTICULAR 

[Llzi, 

2 3 
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METODO DE LAS Fl.EJCIBIUDADES 

En bue a las condiciones frontera de la estructura real las ecuacioneoi de -

compatibilidad se basarán en lo siguiente: esiin restringidos loedesplUamientos -

vertical y horizontal, a.sf como el pro en el punto D. 

• Si se ~ablecen _las ecuaiones que carantiun la compatibilidad de deforma

cio~ se tiene: : 

a) · · El despluamiento hor~ntal en O es cero: 

4, ... = ·a,,.+ t,,· x, + 1,1 x1 + (, ~ = o 
b) El daplatari.iento •rt~ en D u· cero: 

4,= 4,.+ 'z,. X, + 'zz ~+· ~.J ~ r O 

e) · El_ despluamiento angular "" D es cno:. 

~ = tt.+t,, x, + 's1 ~+~ ~ =o 
Resolviendo simultineamente._esu e=ion'es se obtienen las magnitudes de 

'¡&s inc6sóitas, si alguna de éstas r~lta c~ signo ne¡ati.o indica que el sentido -

- es contrario al ·su!'uesto originalmente. 

La ecuación matricial del rdtodo de flex.ibilidadeaesla _siguiente: 

[ &j(F I•[ ~) 
en donde ( iJ r indica despluamientos lineales y angulares, f F) las incógnitas (mo

mentos y/o reaciones) y [ 6] es la matri% de flexibilidad, la que es simétrica el! 
bido al teorema de los uaúajos rec!'procos de Muwell. 

Loa coefici~ntes de flex.ibilidad pueden obtenerse por c..alqwer mhodo, mú -

en lo Si&Wénte· se cali:ulan aplicando ·81 -principio del trabajo Yirtll3l. En los mis

·- aoeficieoteil,el ptimtCt .sllbf~.indica. la eorresponde(!Cia. c:cn el.era.do.de li-
.· ~ 'y~e1t.tttaado la ~ ~,._ el c!j,splüamiento. . . 

. ·Por :lo tanto para resol..er una-estructura utiliundo el mé!Ddo de las fuerus 
. ' - . . 

· .;,:--prÓC!~ de. la ·p~ente manera:-_· 

'\1 · . Se .dietet·min:a el' número de reaccione. de la estructur~, SI el n6-ti de. ~ . 
· · ~ es íguiil al núinuo de ecuacion;es · independiefttes de equilibric, el problema es 

,isostúico, si es mayor el problema es hipe_restático y se obtiene el grado de Inda

.terminación n. 

···;¡¡ 'S.; ~ia la est~túra p~a: eliminando las n reacciones 'redund&ntes,- -

teniendo siempre una enructura isostática y estable. 
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METODO DE LAS FL.EX~BILIDADES 

3) Se aolica el principio de superposición de causas y efectos, estableci~ndose-

una ecuación DO! cad:l red"?d&nte de modo que se cumolan las condiciones de co'!' 

patibilidad de deformaciones en la estructura real. 

4) Se resuelven las n + l gg estructuras, calculando les desplazamientos {linea-

les v/o aniulares) en los l>'lfttOS donde se eliminaron las reacciones redUDdantes, e:l 

- presándolos en función 'de las fuerus oriiinales y de las reaccio_nes redundantes. 

,..,._ 

-

-

S) Resolver el sistema de n ecuaciones obteniendo el valor de las inc61(nitas, lu 

reacciones restantes se calculan haciendo uso de las ecuaciones de la esttl.tica. 

6) Trazar los dia(ramas de les elementos metanicos. RV En ocasiones es nec= 

rio h&cer más de un anili.sis debido a la carga externa cuando el problema se re-

suelve mediante ·el 1lse de tablas. 

S.S ANAL!SIS DE ARMADURAS 

Cuando se aplica el m~todo de las fuerzas a la solución de una arma4ura hi

perestática •. el problema puede ser que exista hiperestaticidad externa, interna o -

la combinación de las dos. A continuación se .enuncian dichos casos. 

5.S.1 ESTRUCTURA ISOSTATICA IJl(l'EIUORMENl'E E HIPERESTATICA E)l:TE

RIORME!lrl"E 

Consideremos la armadura de la Fig. S.S:l, la estrucrnr:i se conviene en isos

tática exteriormente si se quita un apoyo, el intermedio por ejemplo, debidoa ésto 

se produce el despla.z.amieruo Ll1,.causado por la acción de las fuerzas externas. 

Enseguida se aiiade la estructura S.S.c en donde se.aplica la reacción en E, la -

cunl produce el de5pluam_iento fil" Utiliz.a.ndo el principio de superposición la -

ccndición de deformación en' el apoyo E :de- la 1.suuctura original implica que el -

desplazamiento ~ es milo, pot.-'a que la· ecuación de compatibilidad es: 

LI,,. .+ f,, X, : O 

una v~ -calcul~ el >1&lor de la ..incaiqita. ~ encu,enuan los esfuerzos finales en 

las barras sumando'a!gebráicamente las·fuert&S"pto<iucidas por el sistema externo 

de :carps y al-efei:tp de la redwidaiit_e.; 
i¡ • 11\ 

• ·c P, •r-----:~~--"1<1--Pz 

Fig. 5.5. 

• c 

= + 

a1 CI 
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METOOO DE LAS Fl..EXll!lLIDADES 

5.5.l. ESTRUCTURA HIPERESl'ATtCA INTERIORMENTE E ISOSTATICA EXTE

RlORMl!m'R 

En este caso se dice que hay barru o miembros redundantes, tantos como: 

b&rru redundantes • b - 2j + 3 

donde 

b • n6mero de barru 

j • número de nudos 

Analicemas la armadura de la Fig. 5.6.a, la solución de este problema se li

mita a cortar la bana redundan'8, calculando el despluamiento relati90 entre los 

nudos que limitan la lanL 

Primero se encuentra. el.ftlor del despluamiento relati-.o oc:&lionado por el -

sistema de cargas aplicado (Fic. 5.6.b) y despu6s el debido a la barra redundante 

(Fig. 5.6.c), se aplica la ecuación ~ compatibilidad que es: 

/J 1p+ f,,"°X, : O 
de. donde se ·encuentra la incógnita y los resultados finales son la suma de los es

fuerzos bajo el sistema de cargu y los de la barra redundante. 
p p ~ 

., 
b • 6 • 4 

= + 

bl 

barru redundantes • 6 - 8 + 3 = 1 

Fig. 5.6. 

S.5.3. ESl'RucnJRA HlPERBSTAnCA INTERIOR Y EXTERIORMENTE 

Cl 

. Este problema se resuelve con la combinación de los casos 11nteriores o sea -

eliminando los apoyos y barru redundantes y aplicando las condiciones de compa!i 

bilidad.. 

Los despluamientos debidos a carga uial se calculan por medio de la si-

guíente fórmula: 

'N¡ft¡ . 
.1·~ L¡ 

;.1 A1 E; 

ª' 

' ,·; 

1 
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METODO DE LAS Ft.EXlBILlDAOES 

en donde: 

N. • fuerzas normales debidas al sistema de cargas. 
1 

n. • fuerzas norm &les debidas a la carga unitaria. 
' A. = {rea transversal de la barra i. 
1 

E. • módulo de elasticidad de la barra 1. 
l 

L. = longitud de la barra i. 
l 

b = número total de b&rru. 

la aplicación de esta fórmula se simplifica efecuw1dola por medio de la siguient~ · 

tabla: 

e DES PLAZAMIENTD'-' NFIMALES = N + n •X, 
A .o,p f., R L A N n 0 • X1 NFt•ALES 

R :~L nnL ton ton 
A AE 

A -C 
8-D 
A B 
e o 
A-O 
B-C 

:E 

En resumen, para la solución de armaduras aplicando el método de llexibili-· 

dades se procede de la siguiente manera: 

l) Se determina el número de reacciones y el número de barras de la armadw=

si e\ número de la.s incógnitas es igual al de ecuaciones independientes de equili-

brio, el problema es isostático, si es mayor el problema es hiperestático y el gr::.

do de indeterminación es el número de incógnitas en exceso (n). 

2) . Se col!Sidera una estructura ptimaria suprimiendo las redund:lncias (apoyos 

y/o barras), teniendo siempre una estructura isostática y estable. 

3) Se aplica el piincipio de superposición añadiéndole a la estructura primaria 

las redundancias, lormiilando una ecuación por cada una de éstas de manera· que 

se cumpla con la compatibilidad de deformaciones de la estructura original. 

4) Se calculan los desplazamientos en los puntos en donde se qui ta ron los ele-

mentos redundantes, causados por el sistema real de cargas y por cada una de -

las redundantes. 

S)Se procede a la solución del sistema de ri ecuaciones obteniendo los valores -

de las redundancias, los elementos de reacción faltantes se evalúan por medio de 

las ecuaciones de la estática. 
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6) Los esfuenos finales en las barras se calculan sumando algebrl.icunente los -

valores producidos bajo el sistema externa de cargas y los debidos al efecto de las 

redundantes. 

NO'T A • - Debido a que para el c'1culo de despluamientos en IOI ejemplos de -

aplic&ei6n se utili16 el métcdo del trabajo vim;al, suponiendo fuerzas concentradas 

y/o momentos en loi puntos da intetés en la dirección en que se deseabaa los des

plazamientos, Ice neceS&rio, para. la formulación de las ecuacic:nes de compatibilid&d 

establecer li. comenci6n ~ signos da que son positivos le~ des¡;luemientos lineales 

hotizontales a IL derecha, los verticales hacia arriba, al igual qua Ice gi1os en sen

tido coatratio al de w muiecillas ele un tdoj (t:xcepto en el ejem~lo 5.10. en doa

de los gitOS tienen C<>U1renci6n contraria a la anterieor). Poi oua piute, las figuras 

somb1udas indican momentos positi-:U y, por consiguiH1te, lu que se encuentran -

en blanco corre..<pandena moment'! negati-. 

8. 

---·--- ----------.,--· 
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1 
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METODO DE LAS F1.EXIBLIOAOES 

S.I. Resolver IL estructura que se indicL 

El grado de indeterminación es: n = 4 - 2 • 2 

Eligiendo los apoyos A y O como redundantes. • 
El= cte. 

tOton 

• c 
tO Ion 41cft. 41an 

J. J, J,"" 

o 
w:4ton/""\ 
,/ 

Estruclura primada 

J, 
I 4ii(,....···-· ¡¡¡¡ ==·= ;¡¡ -=:::::JAz¡ . ~ 

16.0 

M 

4tm 4tm 

J1, .t..c=-=---=..,.......~'-Jr--,.=,..-.==-==Aa 
- - particular 

So/ut:ió11 
4.0 

~~~-c.~~·-•-·i_,,~~~-M 
w:4talAll 

/ 
.lII A,..-c::=_,,=,..,........, • ..----,¿-111e~-<j--. 

I 

2 

'"r- ~ 
=-->fi, 

x, ¡¡¡; 
S11!:1t:i:!r. 

t,zr==··-, ----~fu 
complementorit1 

lliilíl ... 
Xz 

Cor.diciones frontera: 4,.= o ; IJ =o 
DY 

Ecuaciones de compatibilidad: 

11u + IJllr+ 411+ fa x, + '11 ~ = o = Ll1 

IJz¡ + ..IJu + Liza+~ X1 + ~ X1 ·= O = Llz 

Cilculo de des¡;laza.mientos.. 

-VlGA 1-

El ,a
11 
~ [ ¿;j1 5 1.sc:JJ d•+[1:~ 3~dx= 1.5~151 [1.5+e ]+ 311;13 = 73.125 

Et.:Jz1~ ~t:::,., ¿;j3dx: 3ll5l3 =2Z.500 J]5 e 

-VIGA n-

ElL]1n= I~4 3 .. 2dl<+~ ... ldx+r.:~l .... dx: 1l4l[#3)+ ll4l{ 1+2]+~: IZ.OCO :J.'<I ~ª~ · e 2 3 

ElLlzn= ¡:. 4 .J/l ldx + [ .. .iz dl<+f:t... c'd•: 11~)1+1~4)[ 1+2]. t~) [4•3]=12.000 
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-VIGA lll
· 1 

El 4aa= i .LJ1e 31::::.. d•:~::27.000 

El~ I~18 
-VIGA 1-

Elf11 f fhi 3Ad•:e1;13_1a.000 ; e1fr 1 ~f ti... 

-VlGA 2-

Elf1& = ¡;,.3 :stl... d•::~:4.!IOO 

Sustituyendo el! las ecuaciones de compatibilidad, se tiene: 

-73.125+12.000-2T.000+18.000X1+4.~0Xz =O 

-22.400+12.000-94.500+4.~0X,+18.000X, =O 

18.000X, +4.$00X, = 88.125 

r18.000 4.5001 [X,J_f 88.125J 

4.~o 18.000 J x, 10.5.000 4.!SOOX, + 18.000X, = 10$.000 

La· solución del siscama es: 

X,= 3.667 Ion X.r: 4.917 Ion 

Por condiciones de equilibrio: 

8,= 10.583 Ion e, = 'º· 833 Ion 

Di&gramas finales: 

101at 4 ton 4ton 

J. k J, 
+ IQí • ~ 

D 

V 

4.HO 7.08~ 
l.097 

lffi!ll!MIRllll~ ~ 

t.50 . 1.!iQ 1.0 1.0 \.O 1.111 '1.2:!9 

92 
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METODO DE LAS Fl..EXIBO..IDADES 

S.2.. Resolver la viga continua que se muestra.: 

El grado de indeterminación es: n = 6 - 3 = 3 

Suprimiendo los apoyos B, C y D. 

Condiciones. frontera: 

Ecs. de compatibilidad: 

SoluciÓ1t 

·por1;culor 

So!uCio'n · 

comp/am~nlorlt1 

4:f o 

f1u + "ur+' X, + ~zXz + t,,x, : o 

"~1 + d.!z+~,x, + (ozXz + r_,,x, " O 

4u + 411+~x, + ~Xz ·~ : o 

Cálc.ulo de desplazamientos. 

-VIGA 1-

• e 
7ton 7ton 

1 J, * fx, 
Es true/ara 

:: I! 

81 

e o 
IOton 

Tx. 
J. 

prlmarla 

~r;.,,...,·"'· ...... -'l'"'--~i¡'"',=.,,,.,.,.::'=· =-"---" 
~ r·,...,.....,-=..,.....,.,,,.,..,,,,.,....-.-;~;-~M 
~~ 
~-
--,-....,,or.o-------M 
of.~a~ 1)v' ~ 

EI LJ,¡:+~~.s D ge,& 4D 3 c1x+ ..L~~&6s2.s 3D1 d•+t.[~.5 D 37. s 11::::.. ttx 

E 111 l IG3131+125.!1131Hl6.!1141+25114~ 2 f~t11+ll6.5lll+52.5131+1931311 "" f31~Ho5]= 363.667 
u,¡ 12 i21 :J+ ';21 

El" =l..f~c.s D se.5 sC:is d•+l.. r:e.cDsu et:Je d,.l.~z.s D 37~ eD&dx+ -i1 z 2;J, '" V/' 
.1;1. 5t::,...5 c::::.;dl<= .i.[198161+ 12s. 5181+ 9&.5191+ 2su91g[1os1e 1t98.!ll8>+ 5 2.s181+193181] + 

• 12 12 

.. .ij1!1151+52.5151t37.5l61+105161]+ !113:.!ll' -1,360.!1•2 

93 



METODO DE LAS Fu:XIBILIDADES 

EIL1,x=-tl;s!>D11e.s 12D1c111+t fMDsz.s 11D11 dr.+~1s•2.!>D31.s 11De d• _ 

+{:1. s~ eD3 d• = 1 í193rn1+12!'>.s m1+110.111121+21111121}...L(105cg1+ ge.51111+ • . t2l 12 

+ !! z.&1111+!9::111 nl • J.51111+ 52.5l&1+37.5191+10&1Qll !! 131~1 [ 3+24 J = 2po6. 542 ~· 12 

-VIGA 11- . 

E1LJ11rtJ;:oC::l10 4~d•=- ~~1 [10+ 220):380.e87 

EILJ = 1 r;oC::lro 11D&d•+~D20 &t:;.. da: 4ÍMOl51•1101!!1+70llll+Z20Gll}.riw[2o+...d,_ 
u T J,' ".)." ¡2l e • 

Et~ ~oD10 á:Jed&+GoD20 b c11+' r'Z:,~ i::l1 ª=~(1401e1+1101e1+10112i-. 
2 J0 " J.' ~J.; 12 

+220112}t[40l31t 70131+20l81+140l81iwf •+a J = 3,1111.087 

-VIGA 1-

EI f. =t.f ... 4 ... d•=~=IO.oe1' : Elfa.=tf ... 9 .. 5 dx: 
4i':1 

[ !!+tako.8117 

Elf :>.!.. r.• ... 12 .. 8 da-.!W.{8+24)-42 e87 SI 2J,," - 12 - • 

-VlG;\ ?-

Elf,. =1 ~Íla& 4.._ d•:~[11• 18}=:;o.ee1 
ti,;' 12 

eif,.=t.f .. & 11 .. &d{.._s.._d•= ~[101&1+111&1+&G1+1s1111}+ s1;111 = 142. 333 

ElflZ=~:r· .. !! 12 .. Bd•[ .. s•h d• =~[10181+9l81+!!l121+-1s1121J+ 5~51 [ 3+1s]=221.83;;: 

-vice-. 3-

E1f,,-t[i2 .. s ....._d•= ~~41 (e·1-24 )=42.se1 

El fv::..L Í.~ •11 dx+ r:..., ... d•:.~_íu11s1+121S+-8191+24191~[ ~te}:: 221_833 2-.Jo' ").' 12[ e 

ElfJS=tfata tdfaad•f• s9&3d<+t[3t.... ... di:~ [1ets1+12181+81121+241121].,.. 

+~ [ 813lttll31+3181+161811+ 31313 
e e 368.833 

Reemplazando valores en las ecuaciones tesulta.: 

[

10.667 

30.667 

42.667 

30.667 

142.33:S 

221.8:S3 

42.667] 
221.833 

368.833 
[

x,l [ 750.333] 
X1 : 3,3f3.875 

x, ~f97.209 
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· METO DO DK L;AS · F'U!.xlBILID/\DES 

La solución del sistema es: 

-1f • f 4. 904 lo• Xz• 12.728 lott x,: 4.7111011 

Por condiciones de equilibrio: 

4: G. 657 ton_-

Diagramas finales: 

V 

_ 1 L0 1 U 1 1.0,,. Z . .$20 

11 # 4. 800 'º"""' 

IOlon 

l 

Z.480 1 Z.0 t.Q 

M 
1.11$1' . ~ .. 700 8mi;ATI ' A 

.. 1 ! r 

5.3. Calcular los momentos en les apoyos de la viga siguiente. 

El erado de indeterminación es: n = 8 - 3 = 5 

Tomando los apoyos 8, C y O como redundant¡s. 

51on 

•Q f 1 J. 
8 

t. 

e 

z.i1onnn 

t, 

o 

El 

sc_e~- l ¡~U r>tr A._-.-.,._...... . I 

Estructura primario 

,,,.,,,,....,..,.,,..,,..:¡~:,-.."==,._~~~~~M 
o~ ~ ~ <:::: Soluclon ~~ 
~~~:m~¡;;;::::::=--" 

3'9•110 partlculor 1-1--..,,, .. ,.,.,_=--=---=-.:--.1"'1._--"G-a:¡"""IA;u 
..1.., A ----~ 

'11 <ij"'.-c:-=-J 

9 5 
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METOOO DE LAS FU:XIBn.IDADES 

A e e A I C 

f,, -· -·-·-·---- ... -------
tz, 

X. 

Condiciones frontera: 

Ecs. de caqatibilidac!: 

~ 

4t o , 4,.• o , 

iJ11 + 411. + f,1 x, + ~x, + -~,x, + ~4 .11.4 ""o 
iJu+ iJu + ,, x, + ,,-z + ~,,x, + w.11.4 = o 

iJ,¡• iJu + ~1 X1 + t;,,X, + ~X, + ~X4 =O 

~41 + -e-,1 + '' x, • ~x, + 41.-:, + ~X. = o 

Cálculo de desplazamienros. 

-VIGA 1-

, °oO :O 

ElLl,?t ~ 402d.J. r:c:i20 2b..d1=l.[80l21+700!i.'IOl41+140l41~~[20+80}=1J5.!16e 
~· ~ 18 ~ . 

ElLl21=tl~D«l Oe d.+\JP20 Q4 m..tfot:::...4D..d•:~{ec>cs1+_70C6l+40(SJ+KOIB!: 

+ ~ (40C41+40l41+20U11+80l81]+ 41;014 :402.222 

E1~¡=!- ~[:)40 1D11a1 ~20 1LJg dx1 ~dic:Lfeo1111+10111i+40l1J1+ Ío7
C J,4C J,2C 18 

+140ltl1)+i (401g1+ 40IQl+ 20c111+eon 11}+.i!W( &+27 )= 752 222 18 2.4 • . 

EJ.9¡1=t.fc:CJ40 1Ddrtl~20 10dr+tJ;t:::... 1Cb:2~1 (40+ro)+ 2~1[20+~41~20 = 
-VIGA n-

EJLl11=-kf7.~Q7.!l ~-=~:l [97. 5+3 i
5J= 386.867 

EILl
21
¡ }1~7.5 LJg7.5 8~~¡;.b7.5 4b..di = ~[1Q!lC41+l!l7.!ll41+Q7.!!l8l+31!ll81]+ 

+- 4(41 ( 37.~1g5]=\3!!6.867 
12 91 

., 
1 
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METODO DE LAS Ft.EXlBIL!DADES 

et '1,r=tLl!J:.eD;1.e i:Clllc+~f.5D 37.5 b m +f ;5f:::,.. 5~ d•=~t95!91+157.5(91+ 
tll7.5ll3>+31e11J1).TJ1el51+9r.e1e1+31.e1111+1lltHlllJ+o13¡!!1& - 3,l 18.042 

e1~1=tl~1.0Dg1.e Q.•tf~3Ui 1Dx:C:ef:::,.. 10da-~llf7.!l+1e1.o)+ 
+~f:sr.~.51 0137.Q!! =3~ ~00 -V1~4 1- . 4 1+ .3 . 

Elf11 =t 411... 411...da- 41414 =1.111 ; Elf rt f'.!11i..ellt4d~[4+18}:17778 o . g '2t Jo~ 18 · 

Elfs14f 11i.. c•d<=4~1[9+ze]a31.111 ; Eif.Ft .J:~ 1••= 4<:ll =Me7 

-VIGA 2-

Etf124_Ei.4 4111..d•= 4'4'r 4+1eJ~ 11. 788 "U!l 

• El fu=tfÍ.4 81114 dx+tf'1...4.,;.. d~l41+8141+418lt16181]+ 41:14 =60· 4: 4 

Elf4 z =t_f,4;¡¡4 1~1 .. tf~ 11101 = 4~11[4+8]+41:11 =IZ.ooo 

-VIGA 3- . 
• 

El f 13 =t .f 3111; 

Etfn =-! L~lla 11 el:l4da++.fÍae 4tlb..di:~[t8141+13141t9181+2c1S1i 41~1(5+1e]= 120.444 

4 B O 

Elfso =t 1311111 ~9dx+ ~llle ~ dx{0....._5....._ dx::~[18191 .. 131a1+111131+2e113~+ 

+ 4 Í101e1 .. 111e1 .. 01ll1+1819>]+~=3o5 .444 ~ 3 
• a a 

El fu ªt[P.Jag ••+f-f•!'; 1a, +[~ •·=~11{9+13] .. ~o(e+9}+ e~>~ = 41.167 

-VIGA 4-

Etf14 ·+.f•4 .... da: 41~1 4 :2.607 

Elf14 =t ~;.ell14 da•! ~4 ...... d•= 4m{4+8]+.illi.i.:12.ooo .le,' J.111 
6 4 

Elf =.Lf~1-9 dxt-l;f.lm91a11 dx +f;....da:~[9+13)+~e-+9}+ OllJO :41.167 
34 3 2 A 4 2 o lf, 8 11,1 
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METODO DE L..AS FLEXIBILIDADES 
• • Q 

Elf44 =t l•1•d•1li-.•.u{•1mi1: 4~11 + 4~111 + ~1111 = 8.333 

Sustituyendo los despla:.amientos en la.s ecs. queda: 

-f.15.$$5 - 366.667• 7.111X, + 17.77BX, + 3f.f11X, + 2.667~ z O 

- 4<J2.222- l~.667+ 17.nBX, + 60.444X, + 120.4.UXs + 12.000 J4 = O 

- 752.222-~116.042+31-111 x, + l20.f44X,+305.4.UJfs•4J.667 ~ • o 
- 70.000-.167.$00 + 2.667X,• 12.000.llj.+ 4f.667X, + 8J.1.J~ zo 

7.111 17.718: 31./11 2.667 X, !J02.222 

17. 718 6 (). 4""' 
31. 111 120. 444 

2.667 12.000 

Cuya solución es: 

120.444 

305.444 

41.167 

12.000 

41.167 

8.333 

X,= 6.690""' ; X,.: 13.005 'º" ; .i¡;. = 7. 7 5 4 foil 

Por equilibrio: 

,¡\.~ 2.551 '°" 
Diagramas finales: 

• 
V 

; M = 2. 5 7 2 lotJ.tfl 

~-

7~· 

. , 

f,~8.888 

68.264 

437.500 

~ .. -6. 674 foil·lll 

1 2.0 z.o J '·- 1 (.394 1 l.415 1 !,.515 1 

,, .. ·:J:~·, 

M 
z.572 

Ll74 

91 
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METODO DE LAS Fl..EX!BCUOADl!S 

5.4. Resolver la estructura que se indiCA.. -

El grado de irideterminaci6n es: n • 6 - 3 = 3 

Eligiendo como redundanuls los apoyos e y E. 

t()ton 

l ----=4-~ A 
-···-i!i* 9',¡í~ ~ Solución 

An " ~w:3toftlm porticaku 
c===:==r;;-~~,_ -

Condiciones J1onter:i: 4! o ; 
Ecs. de compaúbilidad: 

• e o ( 
•=3-

Tx, ~ x!~~ 
'Esln1ctura pr'1taria 

11 
-----~::::"'--,..--,--.-==-

'"'"' 
~~~~~~ .. ~~~.~.-r-_~~-~-':::>~~~-M 

1.112 

_,11\':·.}f .... ~+::::-:::... M 

o.571 
1 ••• f .,,.. 

LO 

.• . l.ói 

' 

ll1t " ll11 + fn X, + f,1 X1 + f,,x, = O 

1111 + 1111+ 41 X, + ~z X,+ ~ ~ = O 

~¡ + ~I + l,1 X, + ~ ~ + fu X, : O 

Cálculo de desplazamientos. 

-VIGA 1-

E 1 .111 =.[:ot:::.. t.7tz.L!::..dx= 712011.712 [1+ ~1• s7066 
~ e 7 • 

El LJnf t:::.. Ll 3 dx: 712013 =70-000 
6 

9 

El~¡=[ 20t:::.. 

-VIGA 11-

EILl,1: 1~13.S 

El,¡\¡¡- I~IJ.S 

l712 t:::.. dX: 3113.~ll.712 :• 778 
12 ~. 

r.11 
t.712 c::J 3dx~;3.S~ 

9 9 



METODi DE LAS FLEXIBILIDADES 

El-Gu2 ~1.:.5 ~12c:::J1 dlc .. ~~t::,_ 10dx- 3113.~1[0.572 + 31+ 303.511 25.55~ J • ..c. ;; 12 3 

-vt<;¡. 1-

Elfn =fL112Ltl..1,112...-1'.dx: 1u.11211.112-e8311 . Eit .~12.&.Llu._10.71213(1 .il--:J.r'. ~ . .:r:t 3 • l1 'J/' .!..1.. - 8 + 7 F"" 

Elf>I f 1z4't .. 4JldX: 711.~Zlt (1+~}:3.138 
-VIGA 2-

EI f,z - ~3 ... l.;12d•: 71311.712(1+i)=9.418; Elfzr i;:.,3~ d>b 101313 ~30.000 )z• ...!-!. . e 1 J,'...J.....A. ....z.....t 3 

Elfu .¡:..! ~tdx.Clili... 1•d•: 71:11+31:11 :lt.500 

-VIGA 3-

El f,3"' J;.1 1.11~~· 7m~7t2 [l•~Ja 3.138 

Etfu .. [~1 ~3 d•+f•Jlt.dx: z~i:l.,. 31~13 _ 11.50o 

El f¡¡ = ¡;i. t ~ 1 A..:J;. 1•d•- 7~ 11 .• 31111= 5.333 

Sustituyendo er>-18'! ec...._~e com¡xuibilidad: 

[

6.839 

-9.416 

-3.1:J8 

-9.416 

30.000 

11.500 
] [ }[ ] -3.138 X1 52.844 

ff.500 Xz - 1-'6.528 

5.333 x, 48.'J88 

La solución del sistema es: 

X, =-5.005 ton X.r .: 3. 43 f Ion j !J-= -1.1'77 ton·m 

POl equilibrio las reacciones restantes son:. 

B,= 16.:!105 Ion 
' 

O,= 13. 269 ton 

Diagran1as finales: 

101on 

l •.: lton/m 
,,6 i • ¡;¡¡¡¡ "" + 8 e 

V 
ff ¡\ñft 1.:sco s.oee 

111111111111 1!1111111< !lb-._ ~ 
m111;11111 ""'1í!JYijíf ..... 

l).000 7. 700 

2.9 J 4.0 

1 o o 

•' 
. ' 

~ 

1 
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METODO DE LAS Fl.l!XIBlUDADES 

·• • o [ 

M 

t.O ••• 

S.S. Resolver la viga continua que se muestra. 

El g!ado de indeterminación es: n a 4 - 2 • 2 

Alternativa añadiendo unn articulación en los apoyos intermedios y aplicando mo 

men<os correeúvcs para restituir la condición de continuidad en los &payos. 

6¡• ZloMll r e ton 

J" 2íl .J. 
A A JA 

A e e D 

·'·º ~· 1 i·º 1 z o . ~.a ,1.g 
!fil 2[1 ~I 

JJ°"'m ;&,, J/;' A: :~"? a 
6100 ! 6ton 

~ ~~ka ..:¡;¡ 

.. ---~~ 
~ 1 1 x, IQ 

~-~·-, .. X::QI 1A 
• 

Solución 

parlit:11lar 

So/ucítÍn 

comp/1mentaria 

1 o, 

• e c o 
6lon ZlOOAll 6ton 6ton 

l l'r-*r * .QI x, ~ "*~x2 la 
Estructuro primario 
4.0 

/f)\c....-..i....·-'-:.'.~----" 

----==..,,-,===-M ~ 
t.O 

. ,..., ... · ·r~-.. ·.·::-~:::---..-~ 



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Ecs. de cumpatibilidad: 

~+~17+fnX1+ f,zX1 =O 

4'1+ 4'6 + f,1 X, + 'rz X1 r O 

Cl.lculo de desplaZ&mientos. 

-VIGA 1-

El~r"t L:ft. 
-VlGA n-

L'.l 1 d•=-~= -1.777 
3131 

E 1-6-TX =t r:. 5 llfllt.. Jo ... .W.... 
it::..d•:-~[1+0.25]_ ~l l•0.5]=_ 4•250 

18 12 

E1~11=tr: A J,,e ...LL 

-VIGA 1-

EI ~' =+ 'LJ, L'.ltdx+t ~~lt::..dx:41111 +~=l.111 J/ J.'L 9 e 
IJ 

El f21 =t[1 t::::,._ L'.J 1 d•: 411~!1 =0.3!3 

-VlGA r3-
EI f12 =t l L'.J1 1 t::::,,. dx:..fill.!.:o. 333 

12 

El fu=-f~1 L'.!1 dx + r,"' t::., 1 t:::.. dx: .1!.lll+ !ill.!.:2.000 J.,IL 6 3 

Sustituyendo valores, resulta: 

·1.777-4.250+ 1.111 X1 +0.333Xz=O 

- 6.750+0.333X1 + 2.000X1 : O 

La solución es: 

. f1.t11 

• Lo.333 
o.333] [x, )=f6.027] 
2.000 Xz [!.750 

Por equiiiurio: A¡: 7.339ton ; B,: I0.172ton ¡ C,: 4.639/on; D,:3.850to1r. 

Diagramas finales: 

6ton 

1 
e ton 

! 

V 

1.0 3.0 2.0 2.0 3.0 1.0 

1 02 

., 

:~ 
<.: 

.. 
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METODO DE LAS Fl.EXIBILIOAOES 

• • e o 

M 

1.0 l.O 2.0 2.0 l.O 1.0 

S.6. Calcular los momentos •n los apoyos de la siguiente viga. 

El ¡¡tado de indete1min11ci6n es: ·n = 5 - 3 • 2 

Alternativa transformando el em¡io:r:im:emo en U.'I npo)"C .-,,:U senci!lc y col:-·· 

c:i.ndo UN1 aniculaci6n intermedí:i, aplicando un momento conectiYO para testítuir -

la condición de continuidad on el apoyo. 
• • e o 

~too Bton 

•1.~~+r:.._ ___ ííiliií,.._:~~í'*~~~t~m 
a e 

El:cte. 

1 3.0 1 40 1 z.o 1 2.0 1 4.9 

SolueiÓtl 

pon i&11 lar a.o 

~~~--<~:....;J.:·~-~~-M 

So/uCÍÓtr 

t ~zz 2 ~------~-. 
1 ~1 ~ x. 

co111pl111Mntorla 

~ 
1.0 

103 



METOOO DE LAS F'LE.XIBO..IDADES 

Ecs. de compatibilidad: 

6;r + -8;11 +1,, x, + 111 x, = o 
• 

'9-.u .. -e¡.11' .. ~/ x, .. ~ x, = o 
Cilculo de desplazamientos: 

-VIGA l

Ef-e¡1f&81":-- ,~ d•:- ~l8.&8lt·[1+0.~1J=-1&.730 

El'GtJ.¡.&8 ~ 
-VIGA D-

¿j tés.+ ~3 1b.. dx:...1.<~l I [1+0.42a}+ ~=-l2.300 
Jl " " 

EI-&-¿ 0 : 

-VIGA 1-

EI .f11 ,. fh l~d•: 7l~ll : 2.333 

-VIGA 2-

Elf12. fLJ11b..m.:~:1.1ee 
Reempluando valores se tiene: 

-15.730 + 2.!133 X, + 1.f66X1 : O 

-12.JOO-/l.000•.'·166X1+ J.666.X, =O 

: 

: 
11 

El~.r.~1 ~d<: IHlll :3.l!ff 
'.10

1
...1......1. ~ . 3 . 

• [2.JJJ 
• f. 166 

t.t66] [x, H15.7JO] 
J.667 X.r 20.JOO 

Cuya solución es: X,= 4.725 /0fl•/ll , 

Y, por equilibrio: o/2.956/on; S,=6.3021011 ,· C,:S.7421011 

Diagr&mas fin&les: 

V 

"º 4.0 z.o z.o •o 

M ,,... 1i!iij# "'1íltlíklíll!llP11í!ijllDIPmi._ 
4.725 4.0.Sl 

1 o' 

1 

1 

1 

1 
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METODO DE LAS-·Ft.EX!BILIDADES 

5.7. Resolver el marco que se indic:i.. 

El ~rado de indeterminación es: n = 6 - 3 = 3 

Suprimiendo el apoyo O, se obtiene: 

e ion 

El: e to. 
• e 

8tl'llCf1ua 

pr/111arit1 

• 
r.o ~2 

e ton 

1i. 

¡-----·-··--
i SoJucio'n ... 
1 

,l i ".JI • 
par_ tic u/ar 

·,. 

/ I..111 
~/ 

•ft -----
X, " ~ 

\ 
11.rr 

.[¡, 

solucio'n \-· ---
complementaria t 

Xz . fs1 • 1 

l~ 
(grados da libar/ad) 

1[il 
--- i \ 

Xi l!» 1.0 . 

• 
1 ~J 

.!;s 

1 

• X, 

~J 

.... :.-.:;r.··.~: :..z.·.:: l.O 
··1 • . 

l.O .. ~: .. · ... 

1.0 .... ., ..... m.:· .~·-r..n.::: 
~ -: . 

•' 
f 

Condiciones [rontera: ; . , ~·o 

1 05 

M 

M 

M 

M 



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Ecuaciones de com11&tibilidad: 

d11 + ~' x, + fu X1 + t,,x, • o 
dzr• ~'X,+ ~1Xz + 'z., x, • O 

°"ir+ f, 1 X1 + ~ X1 + ~X, • O 

C'1cuk¡ de desplazamientos. 

-MARCO l-

E1A11:(20 ¿j3d1+Íz t:::.. 

E 1 A.1.¡.'z 0 0 6d'f +Jj: f:::. 
O 3dx: 3!12J3 1 211213 =90.000 

2 2 

oD 3dx. 31121!1+.!!!l! ( 3+io]=nz.ooo 
6 

o ld•a 311211+~=48.000 
2 

Eif21 • í"""1/13 .!!ld-ff. o ... d&:: 31~1!1 + !!ll~l!!l =e<>.~ 

. El f11 =2 Í-"' 3 • lly..¡:. • Id&: Zl3~l3ll + ~311 = 24.000 

-MARCO 2-

EI f12 =.J::. ..lllf 3 dy +l;...... • 3dx= 31~13 + 01~13 0 eo.ooo 

Elfu.:J:• •6d'f.¡: .... elat.. dx: 3101!!l• 0~1 º·=11.e.eee 
Eifn = J;• • ldyf.... • ldx= 31011+ !!ll;ll :27.SOO 

-MARCO 3-

Elfu=2.f • ..;f 3dyf• • 3dXa 2l3K113 + !!11113= 24.000 
2 

Elf51 =f. • 1dy.~D$. ÍI 1 di. 21311111+ !11111-11.000 

Reemplazando 'l&!ores da: 

[

6.J.()()() 60.000 

60.000 '16°666 

24.000 . 27.500 

24.000] [X
1

] ~90.DOOJ 27.500 X1 : 2.12.000 

ff.000 x, 48.00() 

to. 

/ 



METODO DE LAS Fl..EXIB!LIOAOES 

.---: 
Resolviendo se tiene: ) 

X,=-f.384100 . , ; ~ f.$41 IOll·lll 

Pot condiciones de equilibrio: 

A(. .. 1.2 2 6 'º''"'" . , .y /.384 'º" . 
I Ar 3.663 'º" 

- Diagramas finales: 

L384 

V 

·-. 

5.8. Trazar .los diagramas de elementos mecánicos del siguiente marco. 

El grado de indetermin:lci6n es: n = 5 - 3 • 2 

Para la solución se insertarán 2 articulaciones como se indica siendo las incógn_i 

tas los momentos x1 y x2• 

- ~--._.,...,.,,,,_. ___ ....., E1:cte. 
D [ ' 

e ton • 

• c • 8 e 

o.o ..o E1frut:l11r11 primorio 

1 o 7 
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u 
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METOOO DE LAS Fl.EXIBILIDAOES 

. • : 
\ 
• • 

Solución 

particular 

15.0 

e.zoo ·'. 

l .... •. ~·~-· 
1 :i 

\ ·' ~ 
complementaria 

.. 

• ,., 

~ 
SOluc ion L.:. 

grados de lib11rfa~d!il~¡¡¡:¡¡¡;¡-o;:-;:;.-~· eQ:'~'1~ª----. , 
GI 
~ • 

' • • i' 
1 Xt 
1 i 

/ 

) • LO 

Se calculan los giros en las articulaciones, y· por continuidad deben cumplirse -

las ecuaciones siguientes: 

~r+-6;1+ f,1 X1 + 111 X1 = O 

"6--zr+-6z1+~, X, + lz.t X2 = O 

Cálculo de despluamientos. 

-MARCO l-

El-e-11=r:2~ 1~ d•= - e1e.2e11 =-10.41e J,' u 3 
~ 

E1-e¡1J~.2sA Lltd•=- e1e.ze11=-1o.•1e 
~- ~ 3 

z.~ . , o • 

·- -· -- - .. ·-:-~-·-- --.. 



-
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METOOO DE LAS FU:XIBIUDADES 

-MARCO U-

El-6¡sfti... 10dY:- ~t~511._ 37.~. 

El-Gzr r,: ..... 1 ..... 61 + r:.5 A 11::::.. d•~ etlllll :L;º J.,7· ~ . s 
-MARCO 1-

EI f., =f ººdy + f~t:::.. 11::::.. dXa 5tlll+ llt!ll a0.600 

-MARCO 2-

Elf12 =.f .... 10 dJ+[L:J1 1!::::..4. ::M!.l.L+ M!Jl. =-'· 860 
z " 

' Elfuf ti...1 .... dy+Jfl1 .LJ1 d1+ft!::::..1b:.. dx: 5t~l1 11~ l 1 + llt!11 •11.000 

Stis\ituyendo en las ecs. de compatibilidad: 

[ 

6.666 

-t. 666 
-t.666] [x, ]=["'7.916] 
5.000 Xz - 5.206 

Cuya solución es: 

.Jlí = 7. 557 (M•ltl ; ~=l. 477 fon.111 

Por equilib ri.o:. 

AIA=8.920fon·m ,' A,,=J.295fon A1 •6.216fOll ¡ B.=2.T05ton; B,:J.784/on 

Diagramas finales: 

• 
&.211 

1.477 

V M 

1 3.19! t.992 J.1oe ~z, 

l.Z9 

N 

l.784 

109 



METODO DE LAS Ft.EX!BIUDADES 

5.9. Determinar los momentos en los vértices del marco. 

El grado de indeterminación es: n = 5 - 3 · • 2 

se insertarúi 2 aniculaciones como se indica, siendo lu incógnitas los mamen--

... , El 

A O 

Eslructura prí111ar/11 

Solució11 

l porticular 

~ 

~e.o 

,_ 
e· ... 

. 
1 

f \ 
' .«> • • 
\ x, 

Solución 
compleme11tonºa 

(grados da libtutatlJ -··---·~ 9. 

....,..,. 

2 M 

' • ID ¡ 
1 

Se calculan los giros en las articulaciones, y por la condición de continuidad 

.se cumplirán las expresiones: 

11 o 
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Me:TOOO DE LAS FLEXIBIUOAOES 

-6¡ 1 + In~ + 111 X1 : O 

~' + ~. ~ + ~X, ' o 
Cálculo de despluamientos. 

-MARCO 1-

EI~ =-t i:o~ {Jiy+t¡;;333A.1!:::..d1: 1113elt eu:s.33311 (1+0.eoe]=e.ese 
u J,,~ 1 

. U::' .L.!.. 12 12 

6 • 

El~ =.!. ~~ ~ dy+! rl3.m• Ll1d11:;-~ _ 0(13.33311 [1•0.333i-z2.388 
-u 4 .t U.,' J...!.. . 19 IZ · 

-MARCO 1-

El t,, =-t- fso 1d df+t~h. 1~ d-= 01111 , .§llll=z.~oo J,' Uo' . .. o 
• 6 

E1f11 =t ~O 1._ dy+Í~~ ¿j1d1::!!..!.L!..+~=-o.zeo Jo' U,' 8 12 

-MA~O 2-

Elfiz=fJ,1 .. 10 
• 

d7+tf ,¿], ,~.& -!!!l!I +~:0.2~0 [J,; : 8 12 
6 ' 6 • 

El fu=t r. .. l .. dM r ,¿]I ¿l, dlJ"'"- d7.Mll!+.!!ll.!..+!ill.!.:3 !)00 :J.,' Ja' J;' I:? S ~ • 

Sustituyendo V&lotes: 

[ 

2.500 

-0.250 

De donde resulta: 

-0.2501 [A; ]=[-6.888] 
3.500 J "í 22..388 

• 
' 

Y, por condiciones de equilibrio: 

M,.•27.626/ott•m; Ar/O.!M91ott,· A,=5.2711011.,· Orl.041; 0,:4.7291011 

Momentos fina.les: 

t.tA73 

Z.1 ,..,.., 

0.120 

5,490 

1.041 5.271 4.7Z9 
ZT.41:1 

V M N 

, , , 



METODO DE LAS Ft..EX!Bll.IDAOE.S 

5.JO. Encontrar los momenros finales del marco tliperestitico. 

El grado de indeterminación es: n • 6 - 3 = 3 

Eliminando el apoyo O se tiene: 

~ - / 
• ZEI e • e 

.o 

1. • z.o 

•.o 
E 11lr11clur11 

pr 1"11111ria x,-tt:-. X. 

Xz 

/--·--------
•• J 

fdo Solución 4 o ... ·~ . ·~ 

particular .. ¡¡ .··• .... 
•" ., . .. ;. "º·' ,/-·--··------. 

I • . 1 

JI ,lf 

~i 

~,, {da ~ •.O - 4.0 ... .. :::::.. ' 4.0 ..... . , 
---------

\ • •' ' 3.0~ ~; 

I 41 
z.c ~ "2.o ,.,.. 

x, 
~· Solución 

¡~, complem~ntorio 

'" 
(grado11 d11 liO.rlad J 

-
11 2 



-

' -\ 

-

-

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

,., . -. ....... 
':'"' ·----- ' \ \ 
' ' 

2 

.l. Xt ~ Vn 

• 

Solución 
1.0 I~ 

complemtJ11faria , .-.. . . e~.-.;.~ _:~·-

3 

,·-·----------: 
' ' . 
' ' 

x, 

Condiciones frontera: 

i 
I 

Ecuaciones de compatibilidad: 

":Jiº ; 

Ll1( + L11r + f,1 X1 • frrX.r •la~ =O 

Ll21 + Llzr + ~1 X, + ~ X1 • ~' X1 = O 

-6;[ + ~.r + ~t X, + ~ Xz • ~' X1 = O 

Cálculo de desplazamientos. 

-MARCO 1-

'' 
LO • .. 

-e-. : o o 

EI LJ11 - ~-tc:kdJ+t i::~ 4Üd1: 3t401( t~ )+ 414140. <10G.eeT 
Jo4<. u: Z 31ZI 

E1LJ21= r:'oo 40d1•tf
4

~4D..d•=314140+ 414140 =~eo.ooo 'j,4< · 4tZI 

E•-6si= i::io tOd,·~ i::D... ,odX=3ltl40• 414011 =•46.667 J,« .),,4 
3121 

M 

' 

e» 1.0 

M 

EtLJ 1~{;~~ :~d1+{ecJ20 Ód1+IÓ Ód1•tl~D4Üd&•ft::..~2dJ 

11 3 



METOOO DE LAS Fl.EXIBIUOAOES 

El - 11• 1f 2.e]+.!!!!. [e+20J • .!l!l. po•40]. 414014 :348.ooo 
~ 2 2 2121 

Et~SJJ.{Ú Cld,{6Clzo 101fCJ40 1CJtJJ•tÍo~01Cldx{~ 10d1 

Et-A- _11n(2+6)+.1!!.![a+2<>}.!1!1[2o+40]+~ 214011 •·167.000 •lfT z 2 2 + 2 

-~coi- • • 
Etf,, • .4 .,dy+t r ... 4.cll+l4 .... 4111... dy,..!.12•4+ 4...321+~+.!!fil:74.33? J,; o 2 2 3 

Elfu -Ífl4 ·~f• ...... disf[1+4]+41:14 ,..¡e.000 

El f51 ~r'fl4 Bldrf~·. ,. dx+ ~-.... 1.dy,.~[1+4) • .fill! • .ill.!!..2~.500 :i;• u; J; 2 2 2 

-MARCO 2-

Elf,2 :E'• 1f14dy+ tf~ 4. dx: 3~41[1•4141:14 :46.000 

Etfzz=~· 4•dr•tf~· 4 .. ·c11,. 41413•~-58.667 Jo41 o 6 
1 • 

E1f~~:f• 1• d7++I4111... 18 d1:31411+ 41: 11 :1e.ooo 

-MARCO 3-

Elfu .r' o 1c::J4c1y•~ f¡Ó .. o d••r,D~1=.dH-4}.~ • .!.!lli=23.5oo :IJL 'J~ J;; 2 2 2 

Elfzs=f040 dy•tLÓ~d•: 311l4+ 4124 :16.000 
• • 

E1t33 fo,o dy•tfo 1Dd•tº 'ºdY=3101• 41~11 +4l111=9.ooo 
Reemplazando los desplazamientos queda: 

[ ::.::: ;:~: =~:::¡ 1~,]=[1,::.::] 
-23.600 -16.000 9.000 ~ -313.667 

La soluci6o del sistema matricial es: 

x,: 11.20flo11 . 

Por equilil>rio: 

• , 

~=2.9111on•m ,· 

Xz=T0.0281011 

A,: 7.2011011 

. , xr 12.224 /On•,,, 

A,= 9. 97 2 Ion 

114 

r 
.. 

' i 
' 
1 

1 

1 

1 

1 

1 
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ME.TODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Diagramas finales: 

1 
1.oe4 1 1.ooe 1.004 z.ooe 

V . ltf N 

S.!!. Resol\.,,: e! r:iareo hi;ierestáticc Q'-~ se ir.éicL 

El gr~do d" indeterminación eS: n = 6 - 3 = 3 

Su!Jrimienc!o. el apoyo E y 1:1. r~acci~n horizontal en C, queda: 

2tcn/m 
~ 

2ton/m 

a Et El r 
2..00 !'' Sien 

z.o 
1.50 

6ton 
• 

••• . .. Eslrut:lura primaria 

... ---------
' ' ' ' ' 1 

' . . 
• : 

21cnlm __,.-

• • 
¡' 

• • • 
---

' 1 • 

.., 
¡' 
• 1 

. 
1 

'111 

l ¡.1.u 

Solución 
particular 

115 

, 
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METODO DE LAS F'UXlB!LlDADES 

\ 
\ . 
\ 

..... -¡-··-- 1 

l \ 
• 
\ 1 

1 • 
• \' • • • 

.d11 ....... 

r···-- • • ! ! 
• Xi ' • • ! • • 

' • ' ¡ ' ~ \ 

r,, -
r---·- ~---

• • 
' 1 1 • • • • • ~ • • • • ¡ • 

• • 

~ 

------,. -----
x, 

\ 

,,, -

_...~ . 
• • 
' ' O too • • • • •. 

.du -
. --~ 

1 

1 
• ¡-

~f -
---1 

1 
! • • 1 • 

la -

i 
1 

~ 
fp 

Condiciones frontera: 

Ecuaciones de compatibilidad: 

lds1 

v. 

Sol. 

l~ co:npl . 

(g. d• l.J 

iJ : o ; ex tJ : o 
EX 

ifu + 1J,,•'11 Áf + ~, AZ + '" x, = O 

IJ11 + /Ju+~1 X1 • f4 X1 • fu Xs =- O 

IJ11 + IJ11+~ X 1 + f,1 X1 + fn Xs : O 

C'1culo de desplazamientos: 

-MARCO 1-

E 1411 = [,,¿j 2~ 
11 • 

• 

, 

r.D 

o.o 

• 

11.~ 

... 

( 

1 

I· 
1 

1 

1 

f 

f 
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METODO DE LAS FL&XIBILIDADES 

$ "' 

EIL!u = L_,¿j25 6D4ctt •L25t::._ 40dx: 5~51(12+6]+ !!1;514 = 354.166 

I IO 

El.d,t = [ ...::::12!> LJ5c1x +[25.~ e~ dx: 5124515 + o1¡510 :312.500 

-MARCO U

E/111.._= t Í-"'46 
d $ /J 

Af3c1y + tl4& .. 78 3 .. e.iy+fe .. 24.0 6 .. 5 .. tf.o .. 5a 2.5o1y 

El LJ -~!lgo(31+ 'l813l+4lH61+16616l1 ~ [4Ql61+7815l+24.!l1&+15616li 2.!lllZB [ 2.!l+IOl-1951.218 
11612 6 12 

EILJm=t[~46~3<1y+1Í4: ... 1e 3•ec1xf .. 24.!l 6 .. 4c1x{12
10
•4Bdx+ 

.. f ~ -2d)'-o~~ bm1+~4ellll<l!!016li~l41M41+78141+24.!ll01+16610i•6U2l4•~2+81 J1' e ¡zi.--- 6 6 

, 10 El'\u·2100.833 

E llJ,ll=.fr-24.!l ~5dx +jj2• 5 .. dx: 5~ [4Q+ 78]+ !l«~ 15 = 679.160 

-MA~CO 1-

E I t;, =t 1, L'.16 L'.le dy.;.{ b 6D Odx+tf ~ si:::::. dy=~+ i[IOCll•e1Sl•!ll61+1216;i..~ ~ 
E 1 {z, ~t cLl 6 L'.le.i, + ~D 5 eD 4 d•= e1e1e + ]..[ 10t41+el41+S161+ 12161]= 174•333 :Jo¿_ J:1 o e 

El.t,,. r:De LJ!ld•=~(io+e)=oe.oee 
Jo61 . 6 

-MARCO 2-

Elfu.•t _lLJo Lledy ·L04 6D 5dX: 61:16+¡(s151+0101+4l6l+1210>]= 174.333 

E1'2z=tlLJo L16d7 +[,04 6D4d••[.Ówd•·f~4!::::..dy 
El l =6!e!B, o [e141+614l+4l0l+t2101i 51414+~=264.ooo 

•• 6 e 3 

El '3.~ i:D4 L'.J5c1x+~ 5~ dx: !ll!ll [a .. o]+ 51415 =tOB.333 JaºI ~~ e 2 
-MARCO 3-

Elf,, = ~!l 6 .. !ldx=~{IO+e]=ee.&ee Jo• e, 

El fu= '~e ea 4dic +fi....4'ldl<:~[e•6]+~=1oe.333 .lo.. s e 2 

El f .. = r:'..A..5...._dx= t0t 5 i5 =eJ. 333 
J,"~ ..L..L 3 

11 7 



METOOO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Sustituyendo valores se obtiene: 

[

208.500 17'4.333 

17'4.333 264.000 

66. 666 108.33.1 

Cuya solución es: 

. 
I 

Y, por condiciones de equilibrio. 

66.666] [X'] ~T,7'40. 4681 
108 • .133 x, = -~7'46.666 

83.33.1 X, - 366.668 

; ~I 8.27/ /0tl 

A,r 3.0011011 ~" 1.200 'º" ; e,.: 10. 42 9 loa 

Diagramas finales: 

,9:!!02i •.400 1o.ee• •.1H 1 

1.00f 

V M 

'· 
N 

111 
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METOOO DE LAS FU:XIBILIO/\OES 

S.12. Determinar los momentos en los •érttces del m~rco. 

Su grado de indeterminación es: n = 8 - l • S 

Tomando el apoyo E, así cama la reacción horiiontal y el momento en e como 

redundantes, se tleae: 

l loft/ln 
L5totvlft y 

8 El 

I!! 

• 

o.o 

1ton/nl 
/ 

.r---·--·-· 
1 
1 

r----·-
i 
' 

,..1111 
a t!I F 

ju El 
UI 

E 

a.o 

...... ---------- ·-~ 

\ i 

~~• :1.~z 
l IA.z 

~ ~ 
,,,)J.,., .. 

l~fl>Mo 

\ª 

E1trucl11r11 

pninaritJ 

Solución 

parlícu/ar 

119 

• 

ltonm 71ra, ¡;. 
o 

~ x, e 't~ ~.__,.Xz 

1 

.. ,., 

••.o 
M 

-- ---·-··-·--- ••..-o---- -··-

.. 
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METODO Dtl. L.AS FLEXIBILIDADES 

Condiciones frontera: .· 4:.f O ; t7c•0; 4¡0 ; 4¡0 ; tt-:O 

Ecuaciones de compatibilidad: 

ll11 + ll111 + 4,. + f,1 X1 + f,1 X1 + I¡_, X, + 1¡4 X4 + t,6 X6 • O 

-B-.u + '6-a + -6;.-+ ~' x, + ~1.Aí + ~, ..-:, + ~. ~+ ~. Ji; • o 
1J31+ ".u+ ,,,,+ 1, x,. ~, -'í + ~ x, + 1, x,+ ~ .ir, z o 
ll,1 + ~" + /Jn;+,, x, + fo.r x1 + · ,.,, ~ + f,,4 X4 + '-• ,r. z o 
~+ ~1 + ~.·~, x, +~..-; + ~ xJ'+ ~.x,+~x. z o 

C.f.lculo de desplazamientos.. 

-MARCO 1-
11 

• . 

EILJu • 1.:..12 ...111114dy+ ~2 ... 4 .. BdL,, 5141112l4 +~l s.el-212.000 
a · ~· 12 e 

(J 

El-6z1 =f.211i.. Al•d•= Clt2!1=12.000 J~ 11 

El/Ju = r:.12 ....111114dy+Flli.. 4 .. 0dz: 51~~14!4 ... 11~12! [e+11] s 248.000 

,.11 

Elt1.1 ·~2 .... ....llllledx:~ s911.ooo 

-MARCO íl-

Elll,:r=L4"~ A 4 d! Bd"=.,~1[ 4,e].1oe.ooo : 

" E 1 A =f .5A 4 ,,. lld:c: 814.51[ 4.e) = 90.000 : 
....., ir o ..L.L 11 

El-Bgu= (.;°~~ ...iilllf 1dxA 1114.511 = g,ooo . .J;" ,..1...L. 3 

-MARCO ru-
" EliJ,m= LL1s44c:Jei1x:11:41(4'18]=tzeo.ooo: El~a[All4 L'.'.11dxc e1:'11 :12e.ooo 

EftJ,,"JJ(' r:LJll44c:J11dx+tr;':t::::..,8Dd-=~[4'•2). ~184111 =111311.000 J.,~ :J.114 
8 11 

El.ti.a• .(L'.'.Je4 L384r+t[e':t::::...e~""= 8l8:1e, e1-::1e =15311.ooo 

El-6:: = ~114 ¿jldx+t~:~ 10 d•: 8184l1+8l84l;A 21J.333 ªª .1.,~ 'J.,< 3 11 

1 21 



Ml!:TODO OE LAS FLEXIBILlOADES 

-MARCO 1-

Elf,, -.[..:.4.Ai4dJ +[4s 4 .. Bd••tf ... e .... dy 

Elf. .. ~. 8!818+ .§..{8141+814t+4181+t8!81). 330.888 11 3 8 .8 .. 

Elfz,-r:,.8 .,..,d•+tt: ... 1•d1 .. ~{4+18J+..!!fill= 38.ooo Jo" ~" 8 4 

• • • 
El f;, - L.Af4 ... 4d1 +l4a 4 .. 8dx: 41;14 ~{8141+814l+4181+1e1e1h. 20&.333 

El f., {4s ~8dx: 8~81(4+1 8]=1110.000 ; Elfr,1 {4e .Af 1u:~[4+18L20.oa: 
-MARCO 2-

f/f,z = ¡;,,.1 41Bu•tí•8~-~(4+18]+~=3e.ooo 

Elf22-~1 .A1u.•t.f•1mdY= 8;111+.!!f1= 8.000 

El f.2• í~• 4 .. 8dX:~[ 4+12}.10.000 ; El f.2 =.( .... ~8u~ 6!~18=10.000 
E/~2 = ¡:.., Atda: 81~ 11 =Z.ooo 

-MARCO 3-

E/ f, 3 = f;:.4A4<ly+.fd8 4.a8d•= ~. 8 f8!41+6l41+418l+12!8l). 20 :1."3 
3 61. 

• 
El fz,= 14118 Atd•=~(4+12).1e.ooo J; . 6 

· · '3,= ¡:..4 A4dy +[46 4dx•tf;.e•d• •flti..ett..dy 

El f. _ 41414+.!(8141 .. 8141+ 4181+12uu)+filfilt 81818 = 3811. 333 
33-38 2 3 

6 # 

El f.3~L4l6 ... 8u•!.[•a~.= e~( 4+•2}+ 8t!'ª = 224.000 

El f;, -'46Ald.+i fei..dx+fs~19:ly.~4'12]+.fil!!L.~ = :111.000 . l'Ot :;; '.J; 6 2 2 

-MARCO 4-

E/ f, 4 = J;.ia 4sdx. "!e1[4+1e}.160.000 ; El tz.:f4~Atd•= e~e11 =16.ooo 

122 

f 

! 
1 
l 

1 

1 
1 
! 



-;
i 

-

-

METODO DE LAS FU:XlBIUOADES 
• 14 

El f..·.f-'a 4fle dx•iE ..... e•d•• ll~81 [4+12). 8~1e = 224_000 
6 ,. 

Elf.•·LAe ...:ledniLe .... et:i..dx= et~l8 + e1:1e • 213.333 
I H 

El '4· f;Ae """"' dx•tl8t..1• d•= et:ll + 81:11 =32.000 

-MARCOS-

Ei f.5 = _{..1 4fled•=e~11 [4•11lizo.ooo : Elf. :~1...d1 d"'=M!il=UlOO 
Z5 :.(,"'" 3 

El f36 • ~1 4 .. eci.+tf;.emidx + ~e~dy=~[4+12]+ 8111 e;.~= ~.000 .lo.. ~ :Jo• 6 2 2 

Elf.5 • C:.,, ... 8dr+tr,;.8~•=.!ill!.+~=32.000 .l... . J~ 3 4 
6 14 tJ 

Elfs,= r.,., Aldx-tf Í.•1• cb<+ r ••• dJa~-t~+etul= 12.000 J; J~ ..¡;· 3 2 

Reemplazando valores se tiene: 

330.666 36.000 205.333 160.000 20.0001 x, l !100.00~1 
36.000 6.000 16.000 16.000 2.000 x, 107.000 

205J33 16.000 389.333 224.000 ..... J .. r ,,. .... J 
160.000 16.000 224.000 213.333 32.000 J4 f,368.000 

20.000 2.000 58.000 32.000 12.000 x~ 192.333 

Y 111 solución del sistema es: 

x,~.342 fon 

X,: 8.086 Ion 

. , Xz= 2. 768 lon·m ; x,=-2.501 toa 

~ 6.661/on•m . , 
Además, por equilibrio: 

Ar=3.157ton A,= 1.625 fon t;.= 12.289 ton . 
I 

Diagramas linsles: 
8.341 

7.914 

Z.~01 

.Hz V 

, 1.e.z!i 4.375 ~967 1 4.043 . 

, 2 3 
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?.14S .SOi 

L 

N 

S.13. Calcular las fuerzas úiáles en la armadura isustática interiormente e hiperest~ 

tica exteriormente que se indica.. 

· AE:cte. 

1 

e tan e1a1 

3.0 

z.o 2.0 

Supdmiendo el apoyo E, resulta: 

e"" 

Solución particular 
810ft 8 

···-··--¡{ ---· --·· 
4rr/ .. · 

lsosuticidad interna 

i·6 ; b•lj - 3 • 12-3 = 9 

Grado de indeterminación 

éstrucloro pr/or11rio 

Fu~rzas en las barras (Ion) 
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M"- 1 uuu ur. LJ\:> ~i...r:All!ILIUAUl!:S 

Solución complemenlaria Fuerzas en los borras (Ion/ 

Condición f rooteta: +=o 
Ecuación de compatibilidad: 4u+ t,,x, : o 

Cálculo de desplazamientos. 

B DESPLAZAMIENTOS NFINALES:N¡+ n, X, 
A '117 ~. a, X, NFlllAL.E.S 

R L NI n, 
R ..!l.ó. ..!!!.!!!.L 

A AEL AE 
ton to n 

A-8 2..000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

8-C 2.000 5.000 0.000 o.ovo o.ceo o.oro s.occ 
O-E 2.000 S.160 --0.333 3.440 0.222 -1.527 . 3.633 

E-F 2.000 5.160 --0.333 3.440 0.222 -1.527 3.633 

·A-O 3.000 0.000 0.000 0.000 0.000 o.ooo 0.000 

B-E 3.000 . 0.000 -1.000 0.000 3.000 -4.561 -4.581 

C-F 3.000 -6.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -6.000 

e·-o \, ,,' _n 2nn · n~ n.uo 1.298 2.749 2.449 

8-F "\ 13 -9.310 0.600 l0.141 1.298 2..749 -6.561 

~ !7.670 6.040 

Sustituyendo Y&lotes: -27. 670 + 6. º"º x, ~ o Xr 4.58iton 

Reacciones y fueru.s finales en las barras: 
e tan 

~.~ ...... ....,,:;~~gi¡¡.....;:~~~""' 

1 2 5 
·-------



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

5.14. Determinar las reacciones y fuel'%U internas de la arm•.dura hiperestá~ , 
ca interiormente e isost,tica exteriormente mc-stradL 

20ton IO ton 

Barras redundantes: 1 
n ~ b-2j+3 l 

n a lS-2(8)+3 a 2 

e.o o.o e.o 

Area de barras exteriores .; 2 {'rea de barras interiores) 

Se escoger'n las barras BE y BG come 

20tan 

Solución particular Fuerzas en las barros (Ion} 
201111 IOtoo 

· I 

1 
Solución complementaria 

t~.n, 
l 

n, ~ o. •• 

121 
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M[TOOO M L.ll n.lll!ILIDAD(I 

Qlndlf:)on.I hont111a1 d11/ 0 : ~· 0 

<;A~ tM dnp1aa11ni.ni-. 

• • L A N, n, • •• 
• -11 . , •••• ... ... 
• e ·- , ..... ·-o-e ..... • lf.lJl ..... 
C-F 6.000 • lt.Ul ...... ,_. ··- , .. ... •.-•-H ·- l ..... ·-•-o . --- • _ ...... - --· ·-· .... • -- -·-. _, .... ' .... ·-· 11-6 .... 1 ·--·· 1.000 

•-' t,•M 1 -1".- ., .. ·-· .... l ----- -----
e-' •... ' ..... --
e-• . .. . -- --
C-N .... 

' -·· ... ··-
.............. , .... tleMr 

Apcck:fld r ft,e1111 l\aak• 

"· 
o.oo6 . 
0.000 ..... .... 
·------
-··-· 
.o.soo ·-.... 
··---

r•o.-
0.••1 

,. 

; 
e 

u • ·• • L • l • .. 1 

d,. '·· ,_ ..... 
Na•.Ll•I: <t..aL/A( LL..,.[ 1a.a..UAll:'. 

·--•.4tl 1JSO o.- ..-. -- • -
0.000 0.000 .. ... ..... 

-tt.1S.t 1.JSO . ..... . .... ..- -~~ ·- -S•.621 . --· -- ---- ·- -- ---- .... ·- ·-... ... .... ··- ·-
o. - ,._-.. u 

J-4.IW ..... ..... 1-1.IWO -- ·- ·- ·---- ·- ·-- ..... 
. . . . 
·- •.- ·- ·-.. ,.,, .. -- ft,pt.& ..... ,_ 

o.a••] [lt· lí··~ .... ·] 
.. ,,., ,.iífL-11 ... ,.0 

• 

• 

~ A,,•~, ~.'.,-'¡.o 

'\/ Aa,• ~, x,. ,,. ••• o 

• T o 1 111r11u.1.ct ::z N. • • •· + a. •· 
l •. l. • .... ·- ... N, ... .., .... ... ......_,,,,, 1 .._....._,., 1 • • 1 • • 1 • • ·- •.- ..... . _., 
--· .... ··- .... --· 
0.000 ..... 0.000 ..- lt.111 ..... ..... 10.t6' .. ... 10.ll 7 
AN~ .... ·- . ... ..... 
·- -- ·- ·- ..... 
-- -- ··- ,,_ -·· .. -- ·- . ... . . 
--· ·- . ........ ·- -··-·- -- .·· ... ·- _ ..... 
º·'" ..~ ... ,. ..... - ...... , 
·- . ··- . .·• . .. 
-- .... -- . .... •... . . . . 
·- ·-· ··-~ ·- -·· -· -... --· 



METOOO OE LAS FLEXIBILIOAOES 

5.15. Rescl~t li. armuluro hi~eresultica i11tericr y ext<1icrmune que se mu..,; 

tra ens~guida: 

Bien e1111 

Barras !E dundantes: 

BR • b-2j+3 
s.o 

BR • 11-2(6)+3 = 2 

AE:cte. z.o 

Se escogerin \u t.arras AE y CE ccmc redundantes, al i¡,'U&l que el apoyo E, 

. teniéndose: 

S • ' o/uc1on particulor Fut!r zos l!n las barras (Ion) 
Biila eloli 

dz1 
d:;, 

Ne 
iln 

Solución compl!!ml!nfaria 

t 
,., 

SI n, x, 

2 

n:1 
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METODO DE LAS FLE.XlBIUDADES 

5.16. Calcular las fue.nas interna.s de la armadura hiperestiitica interior 

Y exteriormente indicada a continuación. 
20 ton to t'oe 

Barras redundantes: 

BR • b-2j+3 

BR • 15-2(8)+3 • 2 

o.o o.o 

Area de Barras exteriores • 2 ('rea de barras interiores) 

Se escoge ria las barras BE y BG como redundantes, asl' como el apoyo F, ob-

reniciu!o: 

Solución particular 

t,, 
I x, 

2 

ZOtoe IOIQOI 

complementaria 

n, 

20tall lOlon 

E$lr11cturo prtinorio 

Fuerzas en las barras (Jon1 

1 

j 

1 

~ 
t 
1 
' 

130 j 



r M••••---····~· 
-~;~~~~i~ iÍÍ§S ~ 
i w-~~~~~-~~~~~NN > 
a ... ¡ 
• 

i : "' • • 
<> 1 

i 

I:' 

l t 

j • 
! 
~ 

' tit t 
~~} -~ ./< ./< 
. . ~ t' =' , ... ..... "~ 
••• 
I!" :!' •' ............... )e 

• • 
" " " 

i l 

1 
t 
1 1 

i : 
... 
i 
i 
¡ 
i 
: . 
f 

-
-

-



. -

. -

-

L 

capítulo li 

Método 
de las 
Rigideces 

6.1. INTRODUCC!ON 

En la apiicación del método de l:is Rigideces, los despluamientos lineal y ;i:: 

guiar de los nudos o juntas (puntos de. contacto de los elementos con los apoyos, 

puntos de intrsección de dos o más elementos, o bien los extremos libres de ele-

mentos YOladiz.os) se consideran como incógnitos. La estn:ctura s• reduce primer<. 

a una serie de sistemas cuyas juntas se consideran impedidas de todo movin1iento. 

las juntas van liberándose luego en el grado suficiente para satisfacer las condicic-. 

nes de equilibrio de fuerzas en cada juntL A los desplazamientos de juntas se le< 

·llama indeterminacion.es cinemáticas o· grados de libertad. Este procedimiento se 

aplica a estructuras linealmente elásticas que sufren pequeñas deformaciones. 

6.2. CALCULO DE MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO Y RIGIDECES 

La supresión de los grados de liberrad de la estructura nos lleva a la nece., 

dad de estimar los momenros generados en vigas empotradas, para lo cual se recu

rrirá a la tabla del apéndice E, donde se muestran los casos más comunes que pu~" 

dan presentarse. 

Adem:is, debido .ª que los nudos se fijan lineal y angularmente para después 

liberarlos, es conveniente conocer las acciooes causadas para producir desplazamie!:_ 

tos unitarios en dichas juntas, estas acciones reciben el nombre de rigideces (para 

giros se les llama rigidez angular y para. traslaciones 1ig1de< lineal). En el apén'!!. 

I J, J 

- -- - . ·- ·---._,.,....-~~·--.··~ 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

ce F se encuentran mencionaw las rigideces para diferentes condiciones en los -

apoyos de los barras. 

6.3. ESTRUCTURAS SIN DESl'l.AZAMIENTOS LINEALES 

Una estructura hiperest,tica se considera sin desplazamiento lineal cuando -

existe simetría tanto en su geometría ccmo en el sistema de cargas aplicado ext~ 

riormente, o bien, cuando los apoyos son colocadas de tal mMera que se restrinja 

la posibilidad de que se produz.ca dicha traslación. En la fig. 6.1. se muestran al

gunas estructuras impedidas al desylazamiento lineal. 

p 

Estructuras sin desplazamientos lineales. 

Fig. 6.1. 

Para la aplicación del método & este tipo de estructuras sólo es menester íi

¡.., angularmen<e los nudos, y desp~ someterlos a rotaciones unitazias, una por -

cada junta. En la Fig. 6.2. se presenta la solución de una viga utilizando este pr~ 

cedí miento. 

Suponiendo que se despredan las deformaciones axiales, la viga tiene sólo un 

grado de libertad que es -el giro en el apoyo 8 (Fig. 6.la), si se restringe todo mS; 

vimiento en este apoyo se tiene una viga doblemente empotrada, para la cual se -

determinan los momentos en los extremos caUSlldoS por el sistema real de cargas 

(Fig. 6.ib). Enseguida giramos un úigulo unitario el extremo 8 siendo tequerido, 

para ésto, un momento KBA (Fig. 6.2c). Superponiendo los dos momentos y sa-

biendo que, en realidad el momento de empotramiento en el apoyo B es nul9, se -

obtiene la ecuación de equilibrio de la cual se encuentra un:> solución para ~ 8 . 

Haciendo uso de la superposición nuevamente se obtiene el momento real en 

el extremo A de la viga original. 

al Viga real. 

L 

13S 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

b) 

c) 

Solución particu~r. 

Solucidn complementaria. 

Fig. 6.2. 

EcuaciaÍI de squi/ibria: 

.. ~ - O-M,A + x;A -t% 

M. - wt +fil-e.:-o 8 12 L B 

w é L]._ 1 w L' -e¡-- 12 "fEj. • 48EI 

(sentido contrario al supuesto} 

.... 
.... ....... -- ----.. l'I 4··-r<. . 't.,¡Ku·-~----· -· --

• 6¡, 

Mom(!flto real en A. 

Superponiando tenemos: 

~-Mu +ll,;;,-6¡ 
, s 

~=- wL 1 2EI (-....!'.!:_) 
. . 12 L 48EI 

6.4. ESI'RUCTURAS CON DESPLAZAMIENTOS LINEALES 

Para ilustrar las ccnsideracicnes necend:is en la soluci6n de este tipo de pr;o 

blemas, se hace referencia a la Fig. 6.3. 

La estructura tiene cuatro grades de libertad e indeterminaciones cinemáti

cas, que son los giros de los nudos A, B y C a!Í come el desplazamiento lineal er. 

el cabezo!. 

Lo ?rimtro es fiju lineal y a.ngularmente les nudos antes mr,ncicnados ("s.-

tructura l), para después permitir SI: giro uno • u vt:z (estructuras 1, 2 y 3), pu:.. 

finalmEnP des¡;lazarla linealm.-.nte come SE: müeStra en l• estructura 4. 

• e ..... ~ 
sf<:::=.=--i-1'1 

i = 
{ 

+ i 
\ 
' 

1 • 
"6t a a ... .. -

1 i i • 
+ ; j ¡ 

j ! 

4 

Fig. 6.3. Sokción de una estructura pc:r el métcdo de Ri¡,ideces. 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

Posteriormente es necesario estimar lo siguiente: 

1) En la estructura l se . calculan los momentos de empotramiento causados 

pot el sistema externo de cargas, así como tambi<!n las reacciona en el cabezal, 

este paso recibé el nombre de solución particular. 

2) Para la estructura 1 se calculan las rigideces· angulares debidas al giro _ 

-G- A, uf como las reacciones en el c:Lbeul. 

3) Para la estrctuta 2 se calculan las rigideces angulares debidas al giro -

4-
8

, asf como lu reacciones en el co.br11l. 

4) Para la estructura. J se calculan las rigideces angulares debidas al guo -

-'l-c, a.sí como las reacciones en el cabezal. 

5) Se calculan las rigicedes line&les al igual que las re&cciones en el cabe

za{ debidas al desplazamiento d , estructur•. 4. 

Los pasos 2 al 5 reciben el nombre de solución compleme-.ntari1. 

De acuerdo a que la estructw~ tiene cuatro grados de libertad, es necesario 

establecer cuatro ecuaciones independientes da·equiiibrio para la solución del pro-

blemL La ecuación de equilibrio de momt11tos en los nudos A, S y C proporciona 

tres ecuaciones (una por cada. nudo) y la cuarta se obtiene considerando el equili

brio horizontal de fuerzas en el c:abeu.l. 

La presentación de las ecuaciones en forma matricial es la siguien1e: 

en donde( d] nos indica desplazamientos angulares y lineales, [ F] momentos de d_!; 

sequilibrio y fuerzas cortantes en los pisos y ( K] es la matriz de rigidez, la cual 

es simérrica y la diagonal princi~al es positiva por la aplicaciOn del teorema de -

trabajos reciprocos de Maxwell. Sir embargo, si no se cumple ésto, no indica un 

error necesariamente, pues depende de la convención de signo:¡ u1iliza.da y de la -

forma en como se aislen los elementos al hacer el equilibrio de fuerza~. 

Siguiendo una secuela de cálculo para la aplicación del método de los despla

zamientos (recibe ~t• nomt-re porque las ir.cógnitas son los desplazamient«I de 11\S 

ju: t:LS) se tiene la secuela posterior: 

1) Se establece el número de grados de libertad n de la estructur:i., tanto !l 
neales como angulares (en el casG de giros es recomendable calculu éstos en les 

nudos en donde concurren dos o más barras). 

137 
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2) Fijar angulumente, y linealmente cuando sea necesark, los nudos para -

despu& permitir su giio uno a lL vez, y !'05'erkrmente el desf-lazamiento lineal "" 

el o los cabeules. Obteniendo los momentos de empotramiento producit'.os por e: 

sistema externo de cargas y las reaccic.nes en los c11bezales. Por otra pane'" cale-:

lai las rigideces angulares y lineales debidas a desplu.a.mientc~ unitarios, según ei 

caso, de igual manera las reacciones en los cabeza les-

3) Establecer las n ecuaciones independientes de equilibrio, es decir, las 

ecuaciones de equilibrio de momentos en los nudos y considerando el equilibrio de 

fuerzas en los cabet.a.les. 

4) Se procede a la solución del sistema. de ecuaciones obteniendo ·los valore! 

de los n despla.zamieotc~ 
1 

S) Utilizando el principio de superposición de caus.a.s y electos obtener los -

momentos finales en los extremos de todas las barras de I": estru ctura y, poste-

riormente los elementos mecinicos rHtantes (fuerzas cortante y normal)_ 

6) Trazar los diagramas de los elementos mecánicos. 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

6.1. Resolver la viga continua que se muestra-

101... 4ton 4""' 

l l l~ 
íii1il .,,.. 

4tonAn 

/~ ~ 
E I' cte. 

'·"° 1.eG 1D t.O 1.0 3.0 

La viga tiene 4 grados de libertad, sin embargo, si solo se . lijan los nudos 

en donde concuuen dos barras o mú, utilizándose las expresiones para momen

tos de empotramiento y rigideces respectivas, tesulta suficiente Pª'"' la soluoión 

del problema (este criterio se conurva en los ejemplos poste<ioresi. 

\:ltoo 4!on 4ton 

l )Kl !)I( 
MEA ~ Abr "'"' 

I 

1 

2 
.,,.., ~--··•"""")!(Ka, . . ·-tt 

Ka ----··-~ . 

S/)!_IJC/ON 
PARTICULAR 

1 SOL/./CIO,'/ 

( COIWPLEMEtvTAFI"'-

) 

-VIGA L Momentos de empotramiento.

M. = J( 101 J ,.625 
'DA 16 

M -- 4fll I J-11 =-2.657 se- 3 

MCB= 2.667 
z '*º 4'¡ 1 
-4.500 

-Cálculo de Rigideces. 

-VIGA 1-

~- 4J1 
=t.:J:J:JEf 

-VIGA 2-

l<co = 
3J' =E 1 

2EI 
1<sc=-y-=0.66lEI 

Las ecuaciones de equilibrio de los nudos B y C son 

Ms=~+~-({+ <-tt=O 

,,,,1 ' !é -e:.- = o Me=~+~~+ e e 

141 
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Obteniendo valores: 

•MUDO B• M!, _,¿B. +-~ = 2.(}48 
~ BC 

, , , 
~ "'KllA +-K,c=2.J»EI 

•MUDO C• 

, y 
Kc - Kcr .. O.tJfJ7EJ 

Reemplu.ando e~ ecuaciaoes d)~·1trr· , result] 
2."3 O.fJtJ7 ~ - 2.1158 

. -
·o,t147 . 2.J~ ~ t.8JJ 

Cuya soluci6o es t.tJ2!J 
El 

4-. t.2!JO_ 
e:: El 

Y, aplicando el principio de superposici6n los momentos fina.les 5011 

M.,=lr(. +"' -ti•4.000 

~=Al +"~+J<é!"4=J.2!JO 

Afsc-~+ K:C"6s-+~°'4 = --~iJoo 

~ ·" +.iG.-tt-= -J.2!Y.J 

Determinaci6n de la fuerza cortante. 

10""' 4ton 4ton 

• k ~4.000 <(0~ i,i r .1='~ - o 

~oooj ;~- .f.oooi 
0.1$0 r .... 000 •.ooo+ IJ»t ¡,_,,, D.2$0¡ t,~40 1,08.J 

J.0'7 ¡,.,, .. •.uoj J.140 7.0SJ¡ 

. l>rocedlmlento: -

Como Ja. viga en su conjunt0 se encuentra •n equilibrio, cada 111\3 de las ~ 

rras debe est&rlo ea forma aislada. Basándose en este concepto se hizo el di3-

grama de cuerpo libre de cada elemento, calculándose las fuerzas reaccion!...·m•s 

en los extremos de los mismos. A continuaci6n se detallan las operaciones cje

cut.adas. 

• Barra AB. 

C.ottante isost,tico.- Son las reacciones producidas por las cargas -

actuantes externas en el elemento. Asi: 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

En el extremo A. V, - 10/2 • !J.000 (por simeuia de cargas) 

En el extremo B. ~ • 10/2 = ,.000 

(la dirección vertical hacia arriba es porque a.sl' lo indica el sentido estructural). 

- Cortante hiperesútico.- f.ste es causado por la diferencia de momentos 

existente al sumar algebrt.icamente los mismos en los extremos de las barras. -

Su valor se obtiene como se indica enseguida. 

Diferencia de momentos = 4.000 (giro en el sentido de las manecillas de un 

reloj.) 

Para. lograr el equilibrio es necesario un par en sentido conmuio al anotado 

por el momento anteriot. Esto se obtiene dividiendo dicho valor entte la longi

tud del elemento, de esta. manera se tiene: 

En el extremo A. V. • -4/ :S • ~t.:S:SJ 

En el extremo B. V. A 4/:S ~ ·.1:SJ3 

(los signos son consecuencia de lo señalado·anteriormente). 

- Cortante final.- Es la suma algebráica de los cortantes isostático e hi 

perestático en los extremos de cada úna de.las barras. 

En el extremo A. 

En el extremo 8. 

= Barra. BC. 

~ - ,.000 -1.:SJJ - S.fJfJ7 

v,. • ,.ooo + r.:s:s:s º tJ.3" 

- Cart:i.nE& isostático. 

En el extremo B. Vi • 4.000 (por simeuia de cargas) 

En el extrema C. Vi • 4.000 

- Cortante hipetestitico. 

Difetencias de momentos • - 4.000 + 3.250 • - 0.750 

En ·el extremo ·s. 
En el extremo. C. 

- Cortante fin&L 

En el ext~emo B. 

En el extremo C. 

= Barra CD. 

~ • o.750/ :s • o.e,o 

v. - -0.7,0/:S. -0.2,0 

v,. - 4.ooo +0.2'0 - 4.e'° 

lf - 4.000 - 0.2,0 - :s.7"1 

- Cortante isostitico. 

En el ~xt remo C. 

En el e.<tremo D. 

~ - 4(J}/ .! 

~ - 4f:SJ/2 

0.000 

a.ooo 

143 

(por simetría de cargas) 
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- Cortante hiperest!tico. 

Diferencias de momentos • -3.2SO 

En el extremo C. 

En el extremo O. 

Cortante fin&!. 

En el extremo C. 

En el extremo O. 

v. :S.2~0/ J - /.08.J 

~ • -:S.2~0/:S - -t.OB:S 

~ • 0.000 + 1.0BJ 7.08J 

""" - 8.000 - f.OBJ - 4,Q/7 

La obtención de la fueria. cortante en las vigas de todos los ejemplos si-

guientes se tealiz6 como se ilustró antetiormente. En el caso de los marcos, las 

fuenas cottante y normal se CAlcalaron utilizando el mismo procedimiento, aun-
' que en osi:as estructuras se cuenta con columnas, la diferencia estriba en que son 

~ 

elementos verticales, pero los c!lculcs se hacen de igual forma.· 

aOlAGRAMASa 

1010n 

l 
4ton 4ton 

¡ ¡~ 
4 ton11n 

; 
e 

7.t.18:S 

V 

-M 

t.!IO 1..50 . 1.0 1.0. 1.0 1.T11 1.Z20 

14 4 

1 

' 

r 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

6.2. Calcui:ir 10> momentC>S en IC>S apoyos de la viga siguiente: 

7tcn .7ton 

il L~ 
1 

3 tcn/m 

r 'º'º" l 
+ io 2.0 '·º 6.0 2..0 l.Q 

?!I E 1 2[1 

Se empotran los nudos B y C. 

'º""' 
I ::"'· . 1 

)1( .. 
~~ 

1 
/(. ~ ¡(.__ .... --~ 01 4=1 1-9: "' ... --- ... .. /(,. 

Kg.. -11 

2 1 -6"=1 

' 

-VIGA 1.- CIJculo de los momentos de empotramientc.-

SOLUCION 

PARTICUL 

SOLUCION 
COMPLEMENT..: 

~= 5.250 
1 

"" =- 3151 =-tJ.2!!0 
'"'lle 12 

Meo=- 10 f 2 l1tt+:JI -4.444 
21JJ1 

- Cálculo de rigideces. 

-Vlc;iA _1-

K -~.0.40EI 
'l:ll 5 

-VIGA 2-

1<,,c 0 -Zf-=a 40EI K = J(2Ell -2EI 
CD 3 -

Las ecuaciones de equilibrio son: 

M,,• /(+K:~ +<~=-O 

AA "' V+ K 1 
-6: + .,1-fr. := o •rr e cg '1cc 

1 4 5 



METODO DE l.AS RIGIDECES 

Obteniendo valores: 

•NUDO B• /{-A(;+ "'·--f.000 

K: • ~ + "•2.80EI X:• <e •0.40EI 

•NUDO C • t.(-~+~ - 1.800 

""- K
1 

- 0.40EI "e es 

Sustituyendo queda:[ 
2

:
800 

0.400 

L.a solución del sistema e.: 

0.
40

0 l [~ l_f 1.000 ] 

2.sooJ ""¿ ftt.8011 
-- 0.4~ '1 El 

Por último, los momentos finalu en las barras son: 

_..,_ O.lOll 
~ -- Et 

~-M~ + x;;-e¡. -4.Tgz MBA -"" + "'6¡- 6.f66 

V 

M 

7ton 

~1 

M -M
1 + v1 -6: + .,211:: - 5.868 

·~a Cll "ca • 'ta e 
I Z . 

Ab-.46 +~ "tt--5.854 

•DIAGRAMAS• 

IO!On 

l 
8 e 

7,4CI 

LO Z.0 1.0 _. t.910 2AO 2.0 10 

1 

1 

1 

l 
1 

1 

1 

' 
' 
1 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

6.3. Resolver la estructura que se indica enseguida. 

~ 3ton/D'I 

•• 
l ;;;:; ~"-& f~ 

z.o z.o 8 

lEI 

Se fijarán los ntdos B y C. 

~ton 

4,0 
c 

!El 

l IC ! * 2;)1C 

Ku Ksc 

o.o 

El 

31 SOWCION 
PARTICULAR 

1 t+l(-<:::;..~_····_·)111ilE:lf--_ _.,,.~-31...:;1--_;i-e-~-.:...' ---,; '4 
Ka.e IV;,, 

2 1 

-VIGA L- Mc·m•ntos de empotramiento.-

M. 5141 "'1•--
8
--z.500 ~= 2.500 

z 
M :r151 __ ._250 

ctf' 12 u. 

- Cilculo de rigideces. 

-VIGA 1.-

-VIGA 2-

K. 2f2Ell.EI se= 4 

Ecuaciones de equilibrio. 
I t Z 

Mg-M8 +K8 t1g + K8 -tt- O 

~-M: +.<:4 + ~z~ =-O 

147 

SOLUCION 

COMPLEMéNTARi 

z 
M. 2.5141 -J JJJ 

'Be .. - 12 - · 

M«= 6.250 

K = 2f2E/J El 
·es 4 



METOOO DE 1..AS RIGIDECES 

Obteniendo valores: 

•NUDO B• M:•AI.,,+ ~ --0.8JJ 

,,r r z "l:'-Ab +A{; - - 2.Qf1 

K.
1 

K
1 El e -.'C, • 

' 
Jf•lf. + Jf:•2.80EI 

S1151;ituyendo valores 

[ ~000 
1.000 

1.000] ["6'¡]-[ 0.8.:s.J] 
2.800 ~ - 2.Qf1 

Resol.,jendo el sistema se tiene: '9a - -'-'ª"'-º"-4'-'!S"
E I 

Los momentos últimos en 135 barras serán: 

"%-

~-~+~ ~ --t.!StJ1 ,. MBA -~ +<.~ - 2.JtJ!S 

1.0!SS 
El 

I I t 
Mac·Mac+1',,~+Kac~ c-2.JM Af:a -~+1'.-e;+1'-ec-s.404 

I t 
~=~+~-Be =-5.404 r ' ilf.:-Moc +~'4° =tJ.tJ1J 

oOIAG RAMAS a 

5ton 

•• 
J. • • 

T.Z40 

V 

2.0 2.0 1.MtS ?.S>4 Z.415 Z..M.9 

M 

S.404 
e.!'73 

1 4. 

'-¡ 
\ 

1 
• 

1 
' 

1 
' 

1 

1 
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6.4. Determinar los momentos en los apoyos de la siguiente vigL 

I 

IOton 

~ ¿ A -• e 
z.o 4.0 

Empotrando los nudos B, C 
IOton 

~ )1 
~ 

y D. 

~m El 
D 

l.O l.O 

3/on/m 

)1( 1 31 

1 ""' K.,c ~~1:::::11--_-_ .. -=::;m---~~1111-"·=·''--llll~ 
"í:a 

2 

3 

- VIGA 1.- Momento! de empotramiento.-

A,~• 10f21•20.000 AA ./ti. =- J (J/
1
=-2.2,0 

••to oc 12 

-Rigideces 

-VIGA 1-

K. - _¿§]_ •él 
BC 4 

-VIGA 2-

K. =....?.D=o.5COE1 se 4 . 

-VIGA 3-

-b = 2f 1 
-0.flfJIJEI 

K ,,..l.R. 0.,0€ I 
·i-a 4 

149 

El=cte. 

SOLUCION 

PARTICULAR 

-· 
SO!JJC/ON 

COMPt.EMéNTAli1'. 



METOOO DE LAS RIGIDECES 

Obteniendo valores: 

•NUDO B• M1 -M1 
11 BA = Z0.000 K.

1 
=K.

1 
=El 8 8C 

s 
~ = 0.000 

•NUDO C• t.(= ~a- 2.2$0 

J</ = <. + {,, =2.JJJE/ Jf =" •O.fJfJllEI 

1 1 1 
A1i =Moc +~c=o.ooo •NUDO D• 

z .,., . 
KD -"ac-0.6fJ(JE/ 

Reemplazando valores qued&: . 

[ 

f.000 0.$00 

o.500 z.JJJ 

0.000 Q.(Jllll 

L.& solución es: 4-- 2J./9$ 
11 El : 

Y, los momentos finales son: 
r 

~ ="" = 20.000 

1 1 
.4b-Kci·9i+Kc.~ --$.20tJ 

o.ooo] [-9;] [-20.000]· 
O. lltJll ~ : . z.z $0 

2. fJllll - -~ : 0.000 

O.JOf. 
Er ---

~o-- f."98 
El 

, z 
,yllr: ª~e -6g + Ksr: ~ • -20. 000 

~ =-4!:! +" ~ +" ~ -$.2011 

aOIAGRAMASa 

V 

M 

IOton 

l 
+ 

lQ.000 

LO •.o 
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METODO oe LAS RIGIDECES 

6.5. Resolver la visa continua que se muestra. 

!!too 
21o111• 

e ton !!ton 

1 'a ! 
.Al ~ A lO . ll.O a z.o z.o ... ZEI 

Fijando los nudos B y. e, resulta: 

I 
er ;~-;.e¡ 31( 

t 

2 .... , 

-VIGA 1.- Momentos -de empotramiento.-

!.O 

[t 

.... , 

! 
tD"I¡. 

SOWCION 

PARTICULAR 

SOLUCION 
COMFLF:UF:NTAlii-· 

' . 
M:, -~+ IUll 3 lf+41 ~ 6.813 ~ -- 6~41 -3.000 

,,.. 8 214r 

-Rigideces 

-VIGA 2-

K. • 212E/J-EI 
BC · 4 

M~ -- 6131t11+41_-_ 2_81:; 
- 21411 

K. • 2cu11 El 
QI 4 

K. •~0.7~EI 
CD 4 

Ecuacic nes de equilibrio;·· 
/ I I 

Af,-~ + /(., ~ + K6 -6¿-0 

~-Af+ K: -f{+¡(-tf"- O 

151 



Ml!TOOO DE LAS RIGIDECE:S 

Obteniendo valores: 

•NUDO B• 

, , , 
K8 -~. +Ksc=4.250ét 

•NUDO C• 
l L I 

Af:. =A(.8 +i\6 m O. 187 

, , 
~-~8-él 

Sustituyendo valores en r ecuaciones de]Iilibl'o: ] 
4.250 1.()()0 '6j r- J.81J 

1.000 2.750 ~ - - o. 187 

La solución del sistema es: 

Cálculo de los momentos finales. 
r ' M •• -~A +KBA ~ •4 •. 645 

'9s --
a. {}64 

El 

152 

~-
0.282 

é/ 

• 

' 
1 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

6.6. Obtener los diagramas de cortan!• y me.mento !luic•nan1e de la viga. 

5ton 8 ton 

l l IA • + e 
3.0 •.o z.o· z.o •.o 

Empotrando únicamente los nudos B y C. 
5tcn Bloll 

~ 31( l 31e I y 
'. 
~ M&t . Aire "t-o ~ 

1 

2 1 

-VIGA 1.- Momentos de em~<>ttamiento.-· 

3fOft·lft 

~ 

3ton•OI 

¡) 

El= cte . 

SOLUCION 
PARrJCULAR 

SOLUCION 
COMPLEMENTAR/;.: 

M. -- 3(Jlf 4 ¡2 m-4.898 
~8 , (7/Z 

z 
Af,.o 3(J/ r4 J sJ.67J 

(7/z 

M. =- 8 ' 41 -4.000 
6C 8 

~8=4.000 '{0=-J.000 

-Rigideces 

-VIGA 1-

-VIGA 2-

i);c~ 2%' =0.30EI 

Ecuaciones de equilibño. 
r ' z 

A>f,-M8 + K, -6,; + K6 ~ = O 

.4{- - .4{-1 + /(: ~ + < ~ - o 

Obteniendo valores. 

•NUDOB• M!=1,l +',l =-O.J27 
8 "" n¡., 

153 



METODO DE LAS RIGIDECES 

1 1 1 
K8 -Ku. ;, ~ - t.IJ72EI 

1 1 
K8 •Kcc -O.IJOOE 1 

•MUDO C • 
r r r 
~ -~ +Mco=t.OOO 

Reemplazando valores: 

[:: 0.600] [~]=[ 0.J271 
1.000 ~ -1.oooj 

Resolviendo se tiene: 

Y, los momentos linales son: 

-9-: -B 
0.6Z6 

El 
.,._ __ t.JIJ 

-r E I 

~.-M.! +~ -6'j =--4.TtfJ Mu.--" +K~~ • 4.0JO 

Msr:·<c +1'~ +~"%' • -4.0:11 Af»•.4{.+~~~+~-tf •J.000 

~0-~--.s.000 

aOIAGRAMAS a 

V 

4.t46 4.4114 

M 

"º 4,0 !.O !.O 4.0 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

6.7. Encontrar los momentos finales en los extremos de las barras. del marco 

hiperestático. 

I 

t 

2 

1 E 1 

4.0 2[1 HI 

• 
e.o 

Las incógnitas sr.n 

SOLUCION PARTICULAR 

•-1 

SOLUC ION COMPLEMENTARIA 

....,, -·-··-···· 

~ 

.. , 

4.0 

Momentos de em~otrami•nto: 

MARCO 1 
I 

U - JffJI --g 000 • -M. ·...,-11 · m 

Mar JHr =-4.000 - -U 
12 º"!1> 

Rigideces 

MARCO 1 

v = 2f2Ell_EI 
'"8 4 -

!<,,,, 4
:

1 
•O.fJtJtJEI 

MARCO 2 

Kso· 2; 1 .o.JJJEI 

K«" 
4
:

1 
•El 

l<.,c• 4f~Ell. 2EI 

""= <ff!E/J=2EI 

Kg.,• 2¡1.0.JJJEI 

~_lf•0.$0EI 

~· 2f!Ell•EI 

Ecuaciones de equilibrio: 
z ' 1 -

A(. = M11 + K11 -6i + KB ~ = o 

15 5 

- ---·-·----.-- -- ---



METOOO DE !.AS RIGIDl=:CES 

Obicniendo valores: 

•NUDO B• M:a t/.,=--'1.ooo 

, , , 
K8 - K11A + J<eo ~ t.tststs E 1 K,/= "= o.JJJ El 

&NUDO D• 
1 I 1 

M0 = ~ + Moc - 5. 000 

Suslituycndo en las ecua.eiones de eq]'lif:. ] [ ] 

[

2.tststs O.JJJ '6¡ '1.000 

O.JJ:S J.tStstS -e,¡ - '-5.000 

~-
J. 58ts 

El 

, 
M.,=KSA tia= 7.172 

1.ts8'1 
El 

l t 1 
1·kº~s+Ko11"°8 +Kai-6Jo - fJ.OtS'1 

Mi:.:ª"~ =-J.J78 

l 2 
MOE=i\fw +K« ~ = - 5.ts8'1 

•DIAGRAMAS• 

u22 re 

N 

2.090 

2,800 l. 10~ Z.211 1.789 

o.cm 

158 

---- -----·---~ .. -----~~-
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1 
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1 

1 

1 

1 

1 

1 
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METOOO DE LAS RIGIDECF.S 

6.8. Resc.lver el marco slgutente. 
1"3tonlm 2ton/r.i r 

• ZEt • El e 

6to• 3 tonllO 
f 

F El G 

O ton 

l.O l.O &.O 

L:is incógnitas sen "9B ' "tt ' -e; 

SOLUC/ON PARTICULAR 

SOLUCION COMPLEMENTARIA 

, 6-
8 

, s 7 

3 toMll 

f 
ZEI o 

~to• 4.00 

2.$0 

5 ton 

2.DO 

2.0 z.o 

y -o,; 

Momer.tos de empatramientc 

MARCO 1 

., Jt6l•-tJOOO - -M ,,.,,-- 12. . !!A 

Af:z, =-

M. = J(6J 6 = 6.7'0 
~E 16 

2 

Ml'6·- 3''' --e.2so - -11,,. 
12 

~=- Jf514 =-J.7!j0 
16 

M • 
3

'
6

" a!j.62' ,., 16 

J(!j}!j --4 687 
16 • 

Rigidecos 

MARCO l 

1<,a•.lllf11•a667EI ; K,,_.• 4<~E~J=l.JJJE1 

K,,c· 4ff' .o.SOOEI ; !fe= 2f'=a400EI 

V .~.: I . /( = 2 E'·=0.!}()0El 
r'8F 4 ... ' FB t; 

-- - ----- - --- - --· .. , __ --------~-----:-:--:~~ 
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METOOO DE LAS IUGIOl!CES 

·-, 

MARCO 2 

Ks;•~-0.""'1EI ; x;,,. 4f 1 
=C.BCOEI 

,,. _. 4flEU • ZEI . K. t/IEll E 
"CD 4 • Of!" .. <f = I 

MARCO 3 

,,. .1QE11.u«r L 4Et A llOOEt 
'YE IJ • "1'>r ~ v. 

~· 1f1
•0.40EI ;~•O.~OOEI 

I<,.• ":1
• El ;~1 '¡1

•0.IJOOEI 

MARCO 4 

/W-z¡.t.0.40EI ; K;.!fl-o.BOEI 

K.,J J'!'"·e.nr1:~..lf-·a50EI 

lf ,_HL.EI . V IEI • O.IJOEI 
'lle 4 ' "SI. ~ 

Ec:uacicnes de equilibrio. 
-~ , ~ s 4 

~ - M, + ~ ""a + K11 ~ + K11 ~ + K, ~ 

158 

1 

1 
• 

1 

1 

1 

r 
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Obteniendn valores: 
,,,J l 1 

•NUDO 8• m¡; •M8 A + M« • 4.BJJ 
,r r t 1 

/\6 = ~A +.ic;,c+K,,...• J. fJJEI 

• K¡, ~o.o 

•NUDO C• A(•AG + ~ •o. t87 

lf=<s +~~ +K:a2J.BOOE1 

I 1 L 1 
•NUDO F• MF-~E +M,. -tMF, •s;1~ 

K:-<s ""·" +K,: +11,,1 • J.rJOOÚ 

r r r - r 
•NUDO G • .4{: ·Mv + MISN + MIU • -2. is 7 

. Reem;-lazando s~ tiene: 

J.ru 0.400 0.600 0.000 

0.4CO J.800 0.000 ó::Joo 

o.m o.oao J.'100 0.400 

o.ooo O.!JOO 0.400 4.8!JO 

La solución es: -6¡=- t.:HO 
El 

-e-.-- f.481 
F El 

Los momentos finales en las batn2S sen: 

• • 
A;_. • ~ .. - O.-'OOE 1 

, , , 
KF • KF6•0.~EI ; K,~o. o 

• • • 
K, • KFll•O...aOEI 

-e,; -4.SJJ 

~ -0.181 

=-
~- -tJ. f2!J 

-Q: • 2.181 

~-
O. Ot!J1 

El 

"t- O.!J~ 
El 

r f I I 
MA8=~ +K..., "9g - -9,874 ~ ª~A +'\A ~-1.2,'4 

.. 
I s · 

Ah•MFF +KFF '6¡ ".' 4.!J4(J 

1 s 
M.,-~,~ +K8 ,'{f •-2.04J 

~-~-e.: +~¡¡-fto • O.JrJ 

I S 
,\f.,-~,+~, -o; - 4.74!J 

I I .,Z 
At, - A~ +K'c. ~ +~8-4' • J.8!J5 

159 



METODO DE LAS R!GIOECF.S 

I 

VtColumnasl 

Vtvigeel 
3.00 !.00 Z.510 ZM10 1.0 lJ) 

•OIAGRAM'AS• 

Mtvigae) 
s.tlO 100 2~l0 2A30 2.D UI . MtColumnasl 

6.9. Determinar los momentos en le~ Yérti«! de la eotructwa. 
e ton 

··] 
a e 

El:~te. 

o 

1 
z.o .. s.o 

Las incógnitas sc:n 

Momentos de empotrami~tC. 

MARCO 1 

SOLUCION PARTICULAR 

180 

r 

r 
1 

1 

1 

1 
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METODO DE LAS RIG10€CES 

SOLUCION COMPLEMENTARIA 

.. , - .. , 

Ecuai:.1t nes de cquilibric 

Rigideces 

MARCO 1 

KJ" 
2 

;
1 

• O. IS88EI 

v.!f-1• O.BOOEI 

V, •-#!r•-O.IS88E 1 

'" 
MARCO 2 

f<K".L/1- • O. «JOE 1 

~ r "'; 
1

• t.J3JEI 

lf • ..lll. 0.«>0E 1 ·rs ~ 

11(.,,a.!fL- t. JJJE I Koc --'fL• 0.888E 1 

V •-.JR•-D.8tlaEI 
, tJI' 

MARCO 3 

.J f l J 
~ - M8 + K8 -6s ~K8 ~+IS, L2 -o 

Obteniendo v-.... lc re!: 
r r 

•NUDO B• M
8 

•Msc • -4.J20 

•NUDO C• lrl -M 1 
=2.880 e es 

t t t 
1<¡, =K¡,8+K,,,,-2· tJJEI 

•CABEZAL• 
1 

V, - 0.000 

-· 

1 ., 

K:-<A #-o. 8811 Ef 
K,:•I<,;~ -o. 400EI 

J J 
i<c=KCD=-0.886 El 



METODO DE L.AS RIGIDECES 

Sustiuye[n~. :os vt;.·:: 
·0.400 2. t:SJ 

-o.ood -o. o !JO 

-o.ooo] 
-0.0015 

o.888 [~] [ 4.J20] 
~ = -2.880 

41 O.OQO 

Resolvifildo el sistema.: 2.!UT 
~- El 

0.704 
41 - El 

Así, los momentos finales son: 
I .~ . 

M.ia-K.u -e¡ + K.u .d - t.22g 

L t t 
~. -Aob+"t. -6;+ Jf.~·2.0tJ 

~-~ ~+ ~ .d- -t.041 

-.DIAGRAMAS• 

. .-

V M N 

6.10. Reso!vet el muco hi~e:e1"ático que se muestra a continuación.. 

o 

A 

Las incógnitas sen 

SOLUC/ON PARTICULAR 

'·º 

S len/ID 

E F 

z.oo 

Ilion 
E\:cte. 

2.l!O 

e 

•.o 

Momentcs de empottamiento 

MARCO 1 
2151

1 
AfiE•- 12 a-4. 11515 • -MEO 

M~·- JlBl!J ,,_ !J.02!J 
•• to 

, 6 2 

1 

1 

1 

f 
. , 
1 

f 



' ' ''. 
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' ! 
' • 
1 
1 
'. 

'. 

i 
1 

\' 
1 
:: ,. 

... 

' ,, 
' 1 • . 
' 

1 

-

-~ 
-

METODO DE LAS RIGIDECES 

Cálculc de V 1 •n •I MARCO l. 

··~ t~J.~(;\Hn 
1 

. ~e1on 
t.a1S, 41.ttS ~ 1 

a 

SOl..UCION COMPLEMENTARIA 

6 • I 

, I~ 

Rigideces 

MARCO 1 

~· 2f 1 •0.4COEI 

"«• 4,f1
-o. 800EI 

V•- OE~ •-0.240EÍ 
1 f$r 

MhRCO 2 

K. .L§..1.- 0.400EI 
IX $ 

Ka,• 3
:

1 
- 0.600E I 

MARCO 3 

J\w• 4f 1 ~o.600EI 

/lf,,• 2f 1 •0.400El 

KEa· "~ 1-o.seoE1 

V- 3Etz=-OJ20él , !" 

K. •• OE I a•o.2-:0E1-X. 
o.t --¡"iJI AD 

X. /'- ..}.gj_. ~O. f 20E1 
E l$r 

V. • ..J.lE..L+~•O.f20EI 
, ,,,.. ($JJ 

E~uaciones de equilibri~ 
1 

z s 
Af, •M0 + x;, ~ +K0 -e¡ +K0 · LI - 0 

Z I ~ $ 

ME-~+~ ""tt+KE-tf +J<í. LJ - 0 

r ' ' $ v,=v, +V,~+V,~+V, A-O 

1 ., , 

~ =K0 A +~E = l.6<XIE 1 

16 3 



METODO DE LAS RIGIDECES 

~=K~=0.400EI 

•NUDO E• 
1 . .J 1 

ME=ME0+Mn - - l4!SQ 

z , , 
KE-KED + KE,- l.400EI 

•CABEZAL• 1 vi. = 4. 126 
t 

V
1 

=-o. 240E I 

, 
V, =-0.120EI 

J • 
V1 = "O. 120E 1 

Susti tu y ende queda! 

[ 

t.IJO() o. 400 

0.400 1.400 

-0.240 -0.120 

-0.240] [1'¡,] [ 4. 166] 
-0.120 :6i = l.4!SQ 

. 0.120 .a -4. 12!S 

V, resolviendo se tiene: -e::--El!!. o El 

?ara obt~net !es mc·.-nc.tttn,¡ 
, s 

MAD sK...,~+KAD .lf •8.Q20 

fir.ales siguiE ntes.: 

Afu-<.-eo +" "' -
42.B!SO 
El 

1 t I 
M""-M0c+KaE-6o + KDE~ - - 7.!S57 

l I , 
M~o· u· +K. :O:. + K -e: = t. 478 " , .. SO ED O ED € 

L479 

V M 
3.,oa t.1!182 3.408 t.9Q2 

' 6.216 S.TB4 

N 

•DIAGRAMAS• 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

6.11. Determinar lc.s m<>1T 0r.ntos en le•! vértices del sigui•nte ma.rcc. 
10ton 

210n/IO B 2EI C 

[I 

D 

tD 4.0 

L1s incógnitas sc.n ~ y .1 
Momentcs de em~atram~~ntc. 

MARCO 1 

~s=- 2ttJ/ •-0.000• -U 
f 2 '')M 

Mu 

SOLUC/ON-./pÁ,RT I CU LAR 

u ª- io12,,4/ -8.888 
··¡¡c 10/ 

1 Af:.= 10121 (4/ - 4.444 
tG/ 

Rigideces. 
SOLUCION COMPLEMENTARIA 

v, 

1 

,,. , - ... , 
V, ~->,.,,..-~~--,,,... 

KBA 

.3 

' 
' ' 

~ 

/ 

i 
/ 
' 

MARCO\ 

K. _ 214Ell _/.M3EI 

"" 6 

~= 4f!Ell~t.J"EI 

,; = 212Ell =0.667EI 
º?;B (J 

MARCO 2 

K • 212Ell a0.6671!/ 
''Be 6 

ifD= J:I =0.~00EI 

MARCO 3 

~= 414E// ~2.667EI 
(J 

~ =- 6f4~/ --!J.667'EI 
16 

412Ell ='-'"El 
6 

V= JEf •-0.0BJEf 
, ttsl 

K =K. e- 6f4Ell --O.fJ67EI; K.ctr_JEl~-0.08.JE/ 
·u u 16~ 101 

V, = JE~+ 12/4éfl:o.2JfJEI 
(61 161' 

165 



METODO DE l.AS RIGIDECES 

Cálculo de V l en el MARCO l 

Ecuaciones de equilibrio: 
r t 1 J 

Aof, - M., + ~ '6; +K6 ~ +K6 L1 • O 

r t 1 .,J 
~ - Afc. + Kr;-6g+~ -6¿+1rc L1 - O 

1 . , 1 , 

V, • V, + V, ~+V, ~+ V, LI - O 

Obtención de valores. , , , 
l l l 

9/IUD 0 B• 'f,.,AfwA +Afie,. -2.SBEJ K6 -~ +KBC-fEI 

<-K:C•o.otJTEI ¡. 
J , 
~ • K8A• -O.tJtJT E 1 

9/IUDO C• ~-A(., .. f,fff 

t<c-1(., + J<é! • t.SJJEI 

r.;•K:
8

,. O.tJtJ7EI 

, J 
l<r; ·~0 a -0. OSJEI 

l v, - -o.ooo •CABEZAL• 
, 

V,'" -0.0tJTEI 

1 V, ~ -O.OBJ E 1 V'-1 o.2:st1 tI1 

Reem~lau.ndo se tifne: 

[::: 
-0.tJtJT - O. 08J 

-0.887][-e¡] [ 2.88fJ] 
-o.08J ~ : -f.444 

o.2:s8 a tJ.ooo 

O.tJBT 

t.8" 

Rui:ltando: -e-- 'º· 128 
• El 

-e:-- :S.710 
~ El 

Y, los mc·m..sttos finales scm: 
r 1 , 

MAB=MAB + KAB~ + K..,. d ... -27.tJ48 

:r , .1 
MBC • Msc + Kscti + "9c-6c -2. t4 l. 

M"'•/f!-tf +~ LI - -B.2!JO 

, .• 6 

!J2.72:S 
El 

1 

1 
.· 
l ... 

. -~ ·--~--- -:::-... 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

IZ.079 

V· M N 

•DIAGRAMAS• 

6.12. Encontra.i los momEntos finales del marco hiperest,tico. 

• c 
'"º 6ton 

'·º 10 [I 20ton 
U) 

·-~ 

Las incógnitas sen °6s , 19¿ y LI 

SOLUC/ON PARTICULAR Moml!ntos de empotramilntc-. 

MARCO 1 

Al =- 1011112r _ 
··u rJr 

M. º 10ut c21 + 61Zf cu D 4.88g 

"" IJr tJ/ · 

SOLUC/ON COMPLEMENTARIA 

ll8c 

1 .,. . , 

~ 

~- H41 •-6.IJIJIJ - -U 
12 '"'Cll 

20141 Af:z,=- 8 --10.000 = -Afie 

Rigideces. 

MARCO 1 

~· 2f 1 
o 0.61J7EI 

x 412Ell -2~/ 
"'Beª 4 - ~ 

6E 1 IJ V =-~--0.IJ 7EI 
, (Jr 

167 
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METODO DE !..AS RlC:IDECES 

V,+-
MARCO 2 

2 

V, 

3 

~ 
Ktl!' 21~Ell •El 1 

l<'.c.• 4fZEll • ZEI 

. " 
\ '"1!° ~·Et 4 . ~ '!' so.MOEI ... ' ~ 

V,•-~=-O..S1~EI 
. (4 

,,. , 4•• - -----+ 
"fu i 

MARCO 3 

1<,,,r-1f!r .. -o.881El•K111 / (J 

Kof 8EI - .. -o.J~EJ - 1<oc 
Koc 

(411 

V.•~+ .llEj-= 0.8J2EI 
1 f JI 14 

Cálculo de V l en el MARCO l 

4.8n~--
' '~ ~ 47.D.17 

2()ton 

'~A. 
v10.ooo 

Ecuaciones de equilibrio. 
r 1 z s 

M6 - M6 +l!S-6;+K6 "4° + ~ .1 - O 

M,;·M,;'+~-B¡+Kc'-ec+~¡j - o 
V, - v,' + v,' ~ + v,' ~ + V: ¡j - o 

Obtención 'de valc1es. r r 
•NUDO B• M6 ·•Ma.o+M""=·t.718 

•NUDO 

r z · 
K6 •1<,,c•EI 

111 

, , 
~ =.ic;.;; • •0.841EI 

r 
~ 
! 

.. 
a 
1 

1 

1 

• 



.i 
1 

,-

'.' 
f 

--
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METODO DE LAS RIGIDECES 

•CABEZAL• 
, 

V
1 

= -0.001E1 

z . 
V, =-O. J75EI 

, 
V,= 0.632EI 

Sustituyendo obtenemc6: 

[ 

J.J33 1.000 

1.000 J.000 

-0.601 -O.JT6 

-0.661] [ "".;] [ 1.718] 
-0..175 -6-:- - J.JJJ 

e -
o.0J2 t1 -z.go;s 

• 
Resolviendo ~I sistema matricia 1: -6- • O. 6 76 

8 E 1 

Así, los moentos finalu quedan: 

r ' , 
M...,~k(8 + K,.8 -6,¡ + K,,. ..:! ·• -2.f}O// 

r 1 z 
A.fu•~.;+~~+ K.., ~a -1.JOS ·. 

Q.97Z 7.3'> 7.~19 

1.ae4 t.ooe 

V M N 

•DIAGRAIVIAS• 

1. 9 

- - . . - -· - .. -- .. :,,-.~-.-·:; 



v,_ 

V, 

1 

V, 

2 

METODO DI!. 1..AS RIGIDECES 

6.13. Trazar los di1gramas de elem<ntos mecánicos de la siguiente esuuctuta. 

/21on • 
8 El o El F 

z !.O 
lJ) 

o toa 
!ltan 

4ton Z.0 

~ 

a.o a.o 

La! ir.c6gnit8.s sen -6¡ , ·~ , -6¡ y LI 

SOLUCION PARTICULAR 
MomHttos de emioua,.,iento. 

MARCO 1 

u .JC416-4600 .... 18 • 
1 

: ,w.,-- ·zr51 ·-4.l88•/1v•-Ma.,-M,¡, 
12 . . 

u = J<:M = .,.~7 
••tic · T2 

u - J/814. 4.500 
• ..,,,, t8 

SOLUCION COMPLEMENTARIA .. , Rigideces 

MARCO 1 

( Ya,= J~Ell ,.El ~- "%' •0.800EI 
z~ 

1 K • ZEI 0.400EI V, =- Jl2Ell.....a. 18l!EI 

\ Oll 5 1011 

MARCO 2 

K,,of•o.4()()E/ ~ • ..HL.o BOOEI 
¡ B 5 . 

~-1 : K¡,,.•~• O.BOOE I K .J.il.o.fooE1 
i "FO 5 
\ z~ 
\ ~- J/;Ell= 1.20EI I!'. -

Jf?Ell. a HOEI , 151 . 

_, 7 o 

1 

1 

l 



V, 

- 3 

METODO DE LAS RIGIDECES 

.. , ' 

Koc 
i 
i 
I 
/ 

·~ \ 

~. 
i 

í 

MARCO 3 

K,, .1fi. O «XJEI 
F 5 • /( • 4E I Q.800EI 

1'11 5 

K«2fl•o.740EI V, • ~ 0.1875EI 
14 

MARCO 4 

K. ._ J/2EIJ -0.164€1 
, BA ((J¡I 

K~-~-0.1875EI 
14~ 

ll .• .Jl2Ell + .Jf2Ell ~.0.12.JEI 
, cor 151' (4/3 

C!lculc de V l en ei MARCO 1 

··~ ··~ 9 ~ ~ '(U~ O ./;!fE (-MT ~J.•ST 

Ecuacicnes de e<;uilibric•. 
l , z J • 

~ -~ +K1 ~+~-6¿+~~ +~ LI - O 

I 1 1 J • 
M

0 
= M

0 
+ ~ 't1g + K0 -9o+ K,, -6; + K0 LI ª O 

_.I 1 ~ J " v, = v, + v, ~+v,~+v,-e¡.+ v, iJ=-O 

171 



METODO DE LAS RIGIDECES 

Ot<o rúendo valore.: 
1 I I 

•NUDO B• ~-~+M80 -o.J.U 

s • • . I I 
K6 •K.0 •0.400El . Ks •O.O -~ •.l(BA• -0.1tltSEl 

•NUDO 
,,I ,,I 1 I t t 
"li • "\iir 1" "f,,. + MDC - 4.881 ; ~ • K06 • O. 400E I 

I I I I 
K" • Kos + Koc + Ko¡a 2. 800E 1 

s . .' • • 
/(, • K- cQ.t:OCl · /(, •V !!-0.2</EI 

O OF • D ''DC 

•NUDO ,,,; ""' + !.(.E• 8.888 

, 
K,. •o.o 

• • K •K. --a~1 
F FE 

1 I •CABEZAL• V1 •-f0~12 
1 

V1 • •O. 188EI V, ~-0.24CEI 

• s 
V

1 
•-o. t87!JE1 V1 • O. 12JEI 

REemplaz:indo queda: 
' "' -· 1 1 -

1.800 a«XJ o.i.00 
.. 

O.«JO 2.800 0.400 

o.ooo 0.400 1.!J!JO 

-0.1tJtJ -0.240 -0.1875 

,l •/ 

-a1tJ8 

-0.240 

-0./81!J 

0.12J 

-9 O.!J!JJ 
8 El 

~ 7.JJ2 
F El 

~1 "6D 
.e.; -,. 
a J 

Para obtenet !e-! mc•mt-.ntos finale! que !C:n.. 

r 1 • 
MIM -"1,,, + KBA '9s" + ~ .. LI - -5.0!J8 

l r I 
M..,-M,. + K,.-6¡ + K06~· 12.0!JZ 

1 I f 
~ • Moc + JSic-it + KocLI • -16.682 

;e s • 
"'h·=M,,E + KFF-e,. + ~A= -12. 5 ,,, 

•DIAGRAMAS• 

e.oc» 4 . .Wt 

1 7 z 

- O.JJ4 

-<l.881 

- 8.fJtJtJ 

10.J 12 

~-o 

ll -

0.87!5 

tJ.205 
El 

1iQ,Q88 
El 

V 

-

j 
l 

! 
j 
l 
j 
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METODO DE L.AS RIGIDECES 

1.00T 

1.218 

º""" 4.501 4.tU 

M N 

6.14. Encentrar le~ mcmt:ntc.! fin al es en la.s barras del muco· hirerestático. 

1tcn/IO 21aa/m r ,,,. 
1.51an/lll 1 El o !El F 

r 4.0 '- El 

• El 

l"' E 
4.0 

! 
o.o e.o 

L.as incógnitas sc:n ~ -eo.-e,;y<1 
SOLUC/ON PARTICULAR 

I 
SOLUC/ON COMPLEMENTAlllA 

1 

4-• I 

,fr 
9 

MomEntO! de em¡:otramiento. 

MARCO 1 
z 

M. - f.!If41 •J.000 
BA 8 · 

tt8r M. A1ro·--;z---J.ooo- - o• 
z 

u -- 2181 - - 10.888 - - u "IV f2 '"')<"D 

Rigideces. 

MARCO 1 

K •.2LL•07!IOEI BA 4 . /},,, • ...!f!-o. cts6€1 

v. __ .2fi.-o. t875€1 
' (41

1 

173 



METODO DE LAS -RIGIDECES 

IJ•t ,__ IJ:t -V,-+ rs::-----,=,...----"T>"Q 

~ l 
/ 

~E Í 
' ! 

"'É'.r 

4 

Ecuacic-nes de e<;uilibric. 

MARCO 2 

~ 2E1.aJJJEI 
(J -

K,,¡- 4f!Ell •E I 

/(. 4/2Ell El oc 8 • 

'<o.• 4¡1" 0.fJfJ{jEf 

iSz,• 2t2E/J .a!JOE/ 
8 

Ka,- 2/~Ell -~OEI 

V • - tlftEll a-0.187,EI 
' rs11 

MARCO 3 

K. .. 2f2Ell .,0 ,0EI 
tJF 6 . 

/(. 4E 1 E FE•-• O. (J(JO I 
(J 

V •• fJE I -a. ffJfJEJ 
1 rts,Z 

MARCO~ 

Ku•·.l§.1_0 -0.t87,El 
t41 

11' = 412Ell =El 
"FO 6 

Ku..tE- o.JJJ E I 
(J 

tlf2Ell 
Koc• ,

811 
=-O.t87'El•lf:, 

fJEI 
K,,E·- f6Jz"•0./tJ(JEf = Ku 

JE 1 + 7212E/J ~ f2Ef 
~ - ¡4¡J 1s1' 101' •o. t49JE1 

1 I ~ .,J f 
M8 -M,+K11 -19¡+17~+K,~+~ .d •O 

Obtención <k valeres. 

•NUDO B• M:·"' +1", • o.ooo 

• • Kll - K,,A--0.187,EI 

1 7 4 

1 

1 

l 

• 



-

-
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METODO DE LAS RIGIDECES 

•NUDO 
. .z r z 
M_-M +Al = -7.000ts o D6 .. 'D, 

1 1 
K. • K • O.J.3JJE 1 o "'O• 

mNUDO 
z r 

M,. •~o• tO.(J(Jtsts 

I V, m-J.7500 

, 
V--o.1oeoE1 

1 

K
, 

,.=o.o 
, , , . . 

K,-• K"° +K,.c•l.tstlOEI; K,- •KFr•-0. fOOOEI 

I 
V1 •-O. f875E1 V/=-O.f875EI 

• V1 • o. f~flJ El 

Sustituycnrlo cr. lu ecuo.cienos de equilillric. 

f."1e4. ª~' o.ooo -0.1815 ~ o.tXXXJ 

o~ • Z.tJQM o.~ -0.1875 '°O 7.0(,60 

o.aoco '1.4!100 f.1060 -o. fOOIJ "'9; -ro.ooeo 
-(/. 181' -0.1875 -CJ.1(J(J(J 0.1~U 

L 
4 J.7X(i 

.J 

~-
~ :y;o· 

o él 

-o;-- 5.10~ 
.i-

29.734 
El El 

,\rl, i<rS cnflmt:ntm: fimlt ! son. 
r r • 

A'sA-~•+'h.,-8; +Ks.i:ll • -0.611 
r 1 z 

MeoªMso+ 1~o~+t~,,,tJo- C.611 

M -¡y/ +K 1~ + K-:J-a :;a (,)?/ .:zr e •. ,, o 7.500 
r z s 

MOF-MD,.+K,,,.-G,; + Kcl7,- - 7.621 

7.-.x>e 

m 01 A.GRAMAS• 

1.80'.ll 
2..101 

V 

115 
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METODO DE LAS RIGIDECES 

Ll~O 

7.0ZI 

7.0CO 

3.3'11 
1.031 

t.e3t 4.ls ·1oe4 4..oiM 

M N 

6.15. R•sc-lw.r el marco de dos ; nivdes que s<: muestra ense.g•ida: 

"º""" /' .. ~¡ 21onllll 
/' 

t.i o 

• 
3.0 

Las in:ógnitas sen 

SOLUC/ON PARTICULAR 

'()ton 

H 

41oft 41on 

E F El=cte. 

e e 

l.O 1.0 1.0 

-9s' -6,¡ , -6,- • -8¿ , ~ ' '6; . LI, y LJ_. 

Momt-ntcs de em¡:otumiento. 

MARCO 1 

•tJ•z 
M --~•-0.750= -Al. 
"'GH 12 HG 

M. -- ffJl - 1012~1,Z --2.1172 
HI 12 (J 

M. u JI + 1012t,,, -s. 194 ,,,= 12 1Jr 
1 

M. a- 2fJJ --1.500• -M. 
DE 12 E:tJ 

M .. =- 2fJI - 4((/(J-11 __ 4,(J(J•-M. 
" 12 J . FE 

17. 

r 
1 

1 

1 

1 
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METOOO DE LAS RIGIDECES 

SOLUCI O N COllPLEllENTARIA 

··-, -
1 

V,~ 

V,-+ 

.e¡. 
2 

3 

~~ v; 

-1 •:, 

,.g 
D 

4 

Rigideces. 

MARCO 1 

K lfl •O.SOOEI 
"110 2.!J 

~,,-~· f.S"El 

V.•- tJEL~~I 
I 12.!Jr .. 

MARCO 2 

l<o,f 
2f 1 

•O.tJtJtJEI 

f<t-H: ~S' •o.sooE 1 

,¡E: I . 
KHl•-,-af.SSJEI 

V•- tJEI O.fJtJOEI 
I /2.!J7 

MARCO 3 

lEI 
KH,· -J-· o. ~tJEI 

4EI 
K,, -~· t.tJOO E I 

V. • - tJE 7-0.QmJEI 
I (2.!J 

MARCO 4 

2EI 
KAD·zr·o.sooE1 

l<a," 4
; 

1 
:t.SSS Ef 

~· 
4EI t.tJOOEI 
2.!J 

V =-...P.i:.L¡-o. QtJOEI 
, /2.:JJ • 

177 

~· ~ • t.600El 

KHll• 'f1 
•O.tJtJtJEI 

V. • tJ{{ Q'1(JOEf 
11 12.!JI 

_!E 
~- S •t.S"EI 

!<,,e• ..1.LJ...¿ tJOO El 
2.!J 

lEI K,H • -,-• O.tJ~tJEI 

V. = J.lil_•O.t;l;OE/ 11 12~1' 

2EI 
KF1"-zF"0.8C0Ef 

V. • tJ E I -0.QtJOEI 
11 f2.!JI 

/h.• .4 EI •f.OOOEI 
2.!1 

~z 2J1 •0.~tJEI 

KGD·1.li.-a.sooEt 
2.!J 

~ .. 0.000 



ME:TOOO DE LAS RIGIOECES 

~ <-~ 

1 

' ! 
1 

7 .... 

... , 

.J,., 
~ 

-
MARCOS 

~- 2;1 •O.~tJEI ~D· 4§1 
•l.J'3EI 

2EI ~ 2 4 Et KM·~· O.BOOEI • 2. !J t.OOOEI 

l!EI O,BOOEI K • ..!LL~ f (}()()Et KHE. ~ . .5 'CH 2.!J ' 

K. 4E 1 cr s l.JJJEI KFC • 2 ; 1•0.666EI 

fJE 1 V,, = o.ooo V. • - •-a90~Et 
'· 12.5,Z .. · 

~l/\RCO 6 

Kcl' I! .f' • O.«JOEI K. -~•.'.333EI re s 

~· ~-~/ -0.B~I K. :~= l.tlOOEI 
'Fe 2.5 

K.. 2€1 mo t:' Y.. • 4 E 1 •t~XEI 1F --;r.-" ~00- I 'Ft 2.5 . -·" 
¡.· .a- fJ E 1 

-0.í'cVEI ·~ 3 (;.000 1 f2.41z 

:.1:.nco 1 

K. ~A" •lf •I' :11.K •K. = -~=-o.1x:1 
:,X: Gt· ''Ell '"rfE FI IF i2.5r' 

V= 3112EJI -2.J04EI 
I f :!.!5/r 

V~·- Sfl2Ell -2.J04EI 
12~1J 

M,\io:CO 8 

K. ••' •" •f' •K. -•' - fJé I ..0. P60E 1 
!Xi ·~:, "EH \-E f'I ,..,F - 12.~J~ 

K •X •V--K ----r.. - - fJElr_ a:noEI 
'A& l\t • ._.. E'B •V . 'FC l 2 . .5 

V.
1 
=- JflZEIJ o-2.JC4EI 

12.51' 

V,= 

17. 

f;IT!'Efl = 4.608EI 
, 2.!5r 

1 

.1 

1 
-, 

' 
1 
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Ecuacic·nes ~ e<;uilibric: 
1 , .~ .J ' 5 J , J 

~ =~ +~ ~+K6 ~-t-K6 '9,' +.ti;1% + .-; '4 +,.-o;+ K6 tJ,+~ tJ1 = O 

.J , , ,1 ' 5 • , • 
~:MH+K,,~+KH~+KN-0,-+~-t%+~'6i-+KH-{J¡.+K,,tJ,+K,, /JI : 0 

TI' J 4 5 • T B A'1 :M1 +K1 19,¡ +K, 19-H+K, -6¡+ K, 9a~K, ~+ K, 19-F+K1 iJ1+K, iJ, : O 

M0=~ +K; ~ +K:-ft+< ~+1<0
4

-{J¡,+ ~ -ft+K:-(J¡.+ ¡( tJ,+/( tJ, : O 

1 t _ _, .J . f $ a 7 B 
M¿:=ME +KE 19,¡+KE~+~ -e,+ ~-t%+~ °4+KE 19-,.+~ .41+ KE iJ1 : 0 

It IS f $.a 7 a 
M,;:~ +KF ~+~ '9ff+K, ~+K,~+K,-6¡+~ 'fT,+K, tJ1+K, tJ1 : O 

r1 1 J '$ • 7 • 
V,==V, +V, ~+V1 -6;,+V, ~+V, -{]¡,+V, °4+ V, -6¡.+V, .41+V1 tJ, : O 

Obtenci6n de vale res. 
1 I 

•NUDO G• ~ ·M,.,,--a.7'0 
, . , , 

~•X..,+ K.,•2.~Ef 

X: ·1'•o.fJ~~Et tls-o.o 

•NUDO H• 

•NUDO I• 

•NUDO 

•NUD~ E• 

6 
l<i; •O.O " Kt,=O.O 

~ I I 1 
KH=KHE+Kl<f/+K,,, = "4.266Ef 

I I - ·_ 

KH =~ - O.fJfJfJE I 

?,,- x:,-o.tJtJtJE 1 

1 7 B 11 5 5 . .A 
K =K =O.BOOEI ; K =O.O 

H HE ft 
K,. = K~-aHEI; K,, •l(,,¡'0.9fJOEI 

M,1-1{,.-ts.1g4 
t I I 

!(,=O.O K, •K,H •O.~fJfJEI 

J J J 
K, =K,, +K,H=2.f1SSEI 

' 5 K,=o.o K,-o.o 

" K0 =O.O 

, 
~-o.o 

179 



METODO DE LAS RIGIDECES 

•NUDO F• 

•CABEZAL 1• 
. (superior) 

•CABEZAL Z• 
( inf'sr ior) 

I l 
MF-MR" • 4. t61 

1 1 · 
KF• KF1 •-0.96()E"/ 

1 v, - 0.000 

V: •-0.f}(J()E I 

ti 
V

1
--0.960E"1 

I v-1 
0.000 

v'-lt 0.960EI 

ti v-
lt 

0.000 

Sustituyendo vi.lo1es: 

2Jin atiM aooo a800 o.tXXJ 

fJ.i5(JtJ 4.26a aOM acn:i o.soo 

0.000 ªº'" 2.~ o.ooo O.oo:J 

o.eoo 0.()(X) 0.000 4.5" o.66ts 

0.000 o.sao 0.000 O.tstltl 5.866 

0.000 o.ooo 0.800 o.ooo 0.666 

I lt S S 
KF•O.O .; K ... -o.o; KF•K,,a0.80EI 

ti 
• A;-0.0 

i lt 
V, =-:<J. 960E t V1 • -C. 96 OE"I 

• V1 • -G.980E"I 
s 

V,= -C.960E"I 

T v,- 2.YJ4E"I V:• -2. J04E"I 

, 1 

~- 0.96CE/ v. = 0.960E/ 
1 

• V:= v.- o.ooo o.ooo 
2 

T v6-~ • ·2.J04EI 4.608EI 
1 

~ r-
aooo -~ O.QfJO "6a 0.150 

0.000 -<WOO . a9tsO -6¡, 2.222 

0.800 -0.fltlO o.goo -e¡ -5.194 

0.000 -o.g50 0.000 '6D f.500 

º·°'" -().960 0.000 Q¡ 2.661 

4.5JJ -0.960 o.qoa ~ -4.f61 

-0.960 -a96o -0~60 -0.960 -O.f/60 -0.960 2.J04 -2.J04 .11, 0.()()0 

o.g60 0.960 O.g(IO 0.000 o.ooo o.aio -2.J04 4.(1()6 IJ1 o.ooo 

Resolviendo el sisu mL si: tiue: 

0.119 0.618 -e:--~ -e:·- Qf/2 
~G E"I ~· E" I I E" I D El' 

0.29f -e:-Q.!!!P.. .11,-~ 4z•- O.t71 
~- Et F • El t El El 

Asi, lc-s: mCJmE ntc!: fir.ales sen: 

MAO•K..;~ +K.!LJ2 - o.~ 
r • s 

~c=kk +Koi8D +Koc-6c• -1.157 
t 4 l 8 

M0G •K¡,6-e,¡ +x;,.,'ft+K06 LJ,+KoaLl2 :0.810 

,., 

• 
) 
1 

. ' 

i 
·~ 
i , 
i 
1 
1 

1 

1 

• 
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I t- 1 
Afm-~ +l(Q,~ +l(Q,~ - -0~77 

r 1 , 
M,,1 -M,,1 1-~1-6,¡ 1- K,,,-6¡- -J.448 

M,,,ª<.-fl¡+K,~-Bj+{, IJ1+<F 111•-3.007 

.-
5 11 

M«·~A +KH 111 • o.403 
$ 11 

~8-Ka '6¡ + K9 111 • O.IJ3~ 

r 5 11 • 
Mu-Mu+Xf.,,-OC +Ku-9¡, ~ -4.330 

$ d l 
M,,¡-K,,e11-c + Kre-6f+Mn--3.ZISO 

1.207 l.7'0J Z.00 t.CO •O IAG RAM"AS• 
4Jl8D. 

.. 

4.043 

VcvigasJ 
0.41& 

'111111 
1.3e0 1.03' ·1.0 1.0 V CCatumnasl 

o.3U 
t."207 1.793 z.oo '·º 

LO<> --
~ 

Mcv;gasJ 
' ~ 1.leO 

o.erre 
1.e34 1.0 1.0 

Mccalumnasl 
0.3Z2 

1 • 1 

----- - ---·---------· 
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METODó DE LAS RICIDECES 

6.16. Determinu lai mc....f1>tos en k l v6nices del muco hiperest,tico. 

~ 

º""' 21onlll 
p 

• 
Zll e CI e 

'·º !!too !llOft 

D ·tl!.l E El , 
,.., 

El El El 

6 M 

4.0 LO· 'º l.O 

Las ir eógnitas sen ~ ' ~ ' -e¿ ' ~ ' ~ ' ~ ' LJ' y LJ, 

SOLUCION PARTICULAR 

SOLUCION COMPLEMENTARIA 

.. , 
•-ot: 

Momtntcs de empotramiento. 

MARCO 1 

u --~- Bfl.:112:{-~ 182 '"116 12 ,., . • 

11.. • 21f 1
1 + B1f4/ f2.#I - 4.778 

DC 12 t4f' 
·r. 

MK 
2
::

1 
•-1.600- -Af, , . 

:;1,;1 •-4.ooo- -u 
12 ··ro 

z 
M. _:;1:s¡ - 5ltlc:J-11 =-5.!IBJ--M. 

EF 12 :S rE 

M.ao• t5í~Í)" •2.BB7 

8'1fffJÍ-' . M°' --- - t.:s:s:s ( :s . 
~ - 812 lfof t.-t.778 

t:S 

u • s12ftt1 -:S.555 .. ~ t:sr 

Rigideces • 

MARCO 1 

K. _ 4f2Ell. 2EI 
'A8 4 

KAO • 4f 1 sl,:S:S:SE 1 

182 

'h.· 2;1 0.687E1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

f 

1 

1 

f 

1 
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..,.. , 
~ ~··-----lt----'~.:....-1 

2 

3 l 
.,,. . , 

··-------- ~ 
-1 

MARCO 2 

!}.• P~E/J El 

Ksc• 4,E 
1 

•f.SJJ E 1 

J<,,c• 
4f I - f.SSS E I 

V. --~•-0.887EI 
t ISI 

V. --"6""{_.,f,__ a607Ef 
z - f:Sl1 

MARCO 3 

K
8
,...m._- 0.867E 1 
~ s 

VD 
t 

v. -z 

"El •-0.687EI rsl 
C'E~ • 0.M7él 
l:SI 

MARCO 4 

KAD 
2
; I - 0.887EI 

~ olf~Ell. l!EI 

K. 4E I 1.S:SSEI 
Ot; S 

V • 6E~ •-a8ts7EI 
r f JI 

v. = 0.000 z 

1a3 

Kar 
4 '2{11

- /!El 

lfs 2f 1 
•0.IJ67EI 

f<a 2
{

1 
• 0.667EI 

lfsc 4§1 •T.JS:SEI 

~· 2f 1 
"0.667El 

V -~L-"SEI ·ne s _ 

V • l!fl!Ell .E I 
''FD , 4 

V - =·1.li.0, 66iE I 
""" s . 



METODO DI!. LAS RIGIDECES 

•• t ~ -f--lli---=~.:-_ _. ___ _;_. 

5 

MARCOS 

K. • 2f2E/J •El 
DE 4 

4EI Kc, •-;¡-• t. :s3JE 1 

2EI 
~e·-:;-• 0.667Et 

Kr:H 4f 1- t.JJJE1 

v. --. t 6E~ 
(JI -0."67EI 

MARCO 6 

2EI 
~---:¡--· 0.661él 

J<í: 4 ' 2Ell 2EI .¿= ., -

~ J 0.667Et 

ib• 4J1 
•f.J:sJEI 

KHE• 
2J 1 

•0.6"7EI 

' 
V, - aooo __ 

4EI 
l<,,c"-S-" f. JJJ E I 

">-1 "f... 2: I • O. 667EI ~· 4f 1 
•f.3JJEI 

. .,. 
6 J. 

4•1 -V, ---+,,,.::r-----T,>.,,-----,?'Q 
KAD 

.. 
! 
i 

i 

K"" ~ ~~...::: ____ ;:r::......::::......._~ 

7 
.iJ:: t JJ:I JJ:t 

,....._ -
V, 

\ 

. 
. 

8 
/Y;o 

4EI _lU 
K,1 •J""• f.JJJEI K,,- J •O.,,tJ7EI 

V =-..Hf=-0.667EI ~ = 0.000 
I (JI 

MARCO 7 

V • Jff2Ef/ =t JJJEI 
I I J!1 . 

v.
11 

• Jlf2E f/ •- 1 J"EI 
tJJ' . 

MARCO 8 

K. =/(_ =K aK =K. =K. = ~-a667EI 
AD DI BE '"21 CF FC {JI 

6EI _ 
K{)6 =Kr;:)"KcH-=K..c=K,, =K,,=- {JI¡ o.~7EI 

V.=- Jt12Ell =-t..JJJEI 
T /JI' 

IJllZEll • 2.667EI 
IJIJ 

, 14 

1 

r 

1 

' 1 

1 
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Ecuaci"es dL equilibric • 
• / t 1 ' 4 $ . B ' I' 8 

~ = "!! +A;; i¡- +.ic;, ~ +"!; ~ +~ ~ +!(;-9¡ +le,;; -6; +.ic;. ,,, +/(, .111 = o 
It Z .J <f $ 6 J 6 

Af, = MB +K, -tt +K, -es+~ -4' +K, -Bo +K,-Bc +~ ~ +n, .11, +K, .a, = o 
r1 1 s • s 6 1 a 

A{.=~ +J¡; ~ +~ ~ +Kc-tf +~ "'t +Jt ~ +X::."4 +Kc .111 +.i<;; .111 =O 

,lf, = '-( +< -4: +< 'tf +< '6c +K: '6o +K:-6¡ +~ -6; ~ ,,, +¡( .111 = O 

Obtención de vtlNes. 
.J I I 

•NUDO A• ~-~+Mu_·-J·-''" 

ir,.' -~-E 1 ; !(-o.o ; 

<·o.o 1 T 
K •K ·-a 667E f A AD • 

•NUDO 
I I 1 

~-M,.. + Afc • J.276 
t , 

1<, •l<¡,.•Ef 

z , . 1 , 

K8•1(,.+~+K8c=4.666Ef 
, , . 
~ •Ksc•O.f107Ef ; K8 •0.0 

, 
~-o.o <=<.=0.667Ef 

J , , .,, 6 
Kc ·K,;,~• l.666Ef l<,:a0.0 J<c=0.0 

~ ~lf:•0.667Ef ¡{-{,,--0.667EI ; lf-t(,-o.IJ67EI 

•NUDO 
I 1 I 

Mo •MDA+~·--'.JJJ 

" . " " · K. •K +K. .X • 4.IJ6tJEf 
'- O O. OE'"'D6 

K:-o.o : x:-"=-0.667EI : 

•NUDO 
. .l 1 I 
Me-Meo+~,. - -t."8J 

s • • 
l<c· o.o : 1<,:•KEJ) •E 1 

185 



METOOO DE L.AS RIGIDECES 

•NUDO F• 

•CABEZAL 
(superior} 

,. 

•CABEZAL 2• 
linferiorl 

J J 
K, •1<,,r;•O.tJtJ7EI 

r 
V • -z . .sro , 
V:• -o.tJtJ7EI 

11 . 
V, • -0.tJtJTEI 

V:- 4 • .S70 

V:• C.tJtJ7E I 

11 
V, - o.ooo 

, 
; K,-o.o I 

K,•o.o 
B 11 4 

K,• K,r•O.tJtJ7E 1 ; Jf,,•0.0 

r r • • e 
; K,•1<,,r;•-O.tJtJ7EI ; K,•1<,,r;+J<,,-ao 

, . 
V, • -O. fSfS7 E_I 

,, 
V

1 
• -a.tJtJ7EI 

v'. , 

,, 

f.S.S.SEI 

V, - o.ooo 

V:• -t.SJ.JEI 

il V,• -0.tJtJ7EI 

$ 
V,• -0.667 El 

11 
V,• -t • .SSJEI 

I l'z • O.tJtJ7E 1 

$ 
I~ • o.ooo 

11 l'z • /!, tJtJ7 E I 

Sustituyendo valores en lu ecuaciones. 

J_J~ L 000 o.oco O.MT 0.000 0.000 -O.«J7 O.tJtJ7 r~ .S.515 

'·ºº" 4.MtJ O.tJ" !).'.)!)() º·'~., 0.!XJO -O.tJtJ7 º·""' -S.27~ "¡ 
().000 0.6tJ7 2.6tJtJ o.ooo 0.000 0.fSfS7 -O.tJtJ7 o.tJtJ7 ~ o.278 .. 
O.tJtJ7 o.ooo 0.000 4.tJtJtJ t.000 o.ooo -O.tJIJ7 o.oou. 4'o 5..JSJ 

0.000 0.tlt17 0.000 1.coo tJ.000 0.tJtJ7 -0.fSfS7 aooo -e¡. /.511$ 

0.000 O.IX)() 0.6tJ7 o.ooo 0.6tJ7 4.000 -O.tJtJ7 0.000 

"" 
-fJ.IS8 

-O.tJ07 -O.tJtJ7 -O.OtJ7 -o.6tJ7 -0.(;tJ7 -0.6tJ7 t.SS.J -1.;u.s IJ. , 2.S70 

o. o tJ7 0.007 O.tJtJ7 0.000 0.000 0.000 -f • .].].] /2.tJtJ7 /JI -4.370 

Resolvi•ndo el sisumt. matricial. 

fr.• t.65tJ -e,.-.Y!E. .e;: • .kM!.. -ti: • 0.804 

• él 8 El e El D El 

-tt-.-~ +, l!.tJ2.J 
I El El 

IJ = 0.10tJ 
t El 

lJ 2. f.1tJ . 
z"---rF"" 

Dando come resultado los e1omHltu 

. J I il 
M,,, .. ~. -1-1<_;. ~ .¡.~-e¡- -.J.fJ f1 

I Z S 
M..,-MBC.¡.~ ~ + /(&"~ - - '· a.ss 

111. 

1 

1 

1 

1 

1 

! 

l 

-
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Método 
de 
Cross 

7.1. INTRODUCCION 

capítulo 1 

El método de Hardy Cross es conocido también como de la distribución de -

momentos, debido a que en la solución del sistema de ecuaciones se utiliza el pr~ 

cedimiento de relajaciones. Desde su principio en que fue entregado a la profe

sión en las Transacciones de 1932 de la Amerian Society of Civil Engineers, en -

un articulo titulado "Analysis of Continuous Frames by Distributing Fbted-End M~ 

ments", ha sido el método mú popular de uso manual en la solución de estructu 

ras indeterminadas.. 

Puede aplicarse a piezas de sección transversal constante o variable, asi' co

mo también para estructuras de ~e recto o r.urvo. El procedimiento es usado -

para un número cualquiera de nudos, equilibrando momentos de nudo en nudo, p~ 

mero para girós y después para desplazamientos lineales, hasta obtener la preci-

sión deseada. 

7.2. CONCEPTOS BASICOS 

La aplicación del método requiere de los siguientes conceptos • 
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METODO DE CROSS 

"7.2.1. CONVENCÓN DÉ SIGNOS PARA LA DEStGNACION DE MOM.OOOS 

1 
La con'Hlnci6n de signos es que cualquier momento de llexión de nudG sobre 

barra se considerai( positivo cuando tiene el sentido de las manecillas de 1111 re

loj • 

7.2.2. FACTOR DE DISTRJBUCION 

Para la comprensión de este concepto s8 hace referencia 11 la Fig. 7 .1. Em 

potrando el nudo i se obtienen los momentos de empotramiento en las barras de 

la estructura, la suma de 6stos en dicho nudo ocasiona 1111 momento de deseqllili

brio M~ , el cual se equilibra en cada miembro en proporCión " su capacidad pa-
1 . 

ra resistir la rotación de su extremo en i. Cada miembro pues, habr( de tomar 

una proporción del momento de desequilibrio, para satisfacer la condición de que 

:E M • O en el nudo i. O sea: 

a)Momt!!nlo tlt!! tlest!!quílibrio 

ttn al 11udo i. 

K, • 
M··~-MI 

'J K¡ 

Fig. 7.1 

k 

bJ Giro ti•! Rut/o í. 

K¡ e 
Mrr---w. 

Ki 1 

en donde K1, K
2 

y K
3 

son las rigi_deces angulares de cada barra y K¡ se denomi

na como la rigida del nudo i y es 11: suma de las rigideces angulares de las ba

rras que concurren a dicho nudo. 

Resulta entonces la siguiente definición: 

"El factorde distribución para cualquier miembro de una junta es igual a la 

rigidei del miembro dividida por la suma de las rigideces de. todos los miembros 

que concurren a dicha junta". 

1 • 9 



METODO DE CROSS 

Es comeniente hacer notar que la suma de los factores de dist ribuci6n en -

cualquier nudo debe ser icual a la unidad. 

7.2.3. FACTOR O& TRANSPOR'ra 

La consideración del marco deformado de la Fig. 7.1.b hace aparente que, -

cuando se desarrolla un momento resistente en 1111 extremo de un miembro en i, 

entonces se induce tambiál 1111 mo111ento en el extremo opuesto de ese miembro. 

El momento inducido en el extremo fijo de cualquier miembro, cuando ¡ira el ~ 

uemo opwsto, tiene siempre una relación definida con el momento resistente de

s_anollado en el. extremo:i c¡ue &irL Por .lo que se puede establecer: 

. "El factor de transpone es el factor por el cual debe multiplicarse el mo

mento desarrollado en el extremo. giiado (siendo el otro extremo fijo) para. dar -

el momento inducido en el eY.tremo opuesto fijo". 

Los momentos inducidos solo pueden existir si se evita la rota.ei6n de lu -

junta.s. 

7.3. ESTRUCTURAS SIN DESPLAZAMIENTOS LINEALES 

Ccl!Sidérese la estructura de la fig •. 7.2. en la._q~ no existe despluamiento 

lineal, utiliza.ndo el principio de $uperposici6n se tiené: · 

w 
/. 

p = + 

Fig. 7.2.; 

Sa.sándose en la Fig. 7.2. los momentos en 1-,s barras que concwren en el· -

~udo i son: 

1 9 o 

-- ·•-::-.-~--r-" ... - ··•·· 

r 
1 

1 

1 

1 

1 

1 
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METODO DE CROSS 

M
e + K .. 4. 

M .. = lJ IJ 1 
IJ 

. e + K.k .Q. 
Mik = M11' 1 1 

......•• 17.1) 

e + K.I 4-
M¡j = Mu 1 1 

l.& condición de equilibtio que debe satisfacerse en el nudo i est' dada por 

la ecuación: 

Mi 2 Mij ~ Mik + Mil 
es decir 

M~ + Ki 4¡ • O 
1 

en donde 

. .Q.·---
K. 

1 

M~· • momento de desequilibrio del nudo i. 
1 

•••••••• (7.2.) 

K. = rigidu angular del nudo i, o sea la suma de las rigideces an&ul:ues 
1 

de los miembros que concurren a dich<'· nudo. 

Reemplazando (7.2.) en (7.1.): 
K .. 

M .. • M~. + _!J_ M~ 
IJ IJ 1 

!(. 
1 

K. 
1 

K.l 
Me 1 Me 

= il .. -- i 
K. 

1 

si ahora en (7. 3.) h&cemos: 

K .• d .. __ •J_ 
IJ 

......•• (7.3) 

, 9, 



METOOO_ DE; ~oss 

dik 
Kik ·-K. 

1 

d¡¡ 
Kil =---
K. 

1 

que son los factores de distribución de los miembros que llegan al nudo i. 

Si sustitufmos los factores de disttibución en (7.3.) resultan los momentos 

fi.nales de las banas que concurren al nudo i, ésto es: 

M .. • M~. 
1) IJ 

+ d .• M~ 
IJ l 

e e M.
1 

• M.
1 

+ d.
1 

M. 
l ' 1 1 

y los momentos finales en los extremos opuestos de las barras serin: 

MJ·,· + M! + t •• d .. M~ 
Jl IJ IJ 1 

" e •. 
"'ki • Mki 

• t-¡ d.l 
1 1 M~ 

l 

en donde t .. t.k y t.1 son los factores de transporte de los miembros que llegan al 
IJ 1 1 

nudo i. 

Sintetizando el proceso anterior el método de Cross puede aplicarse median

te las siguientes etapas: 

1) Se empottan los nudos donde concurren dos o mis barras y se calculan los 

momentos correspondientes en cada uno de los extremos de las mismas. 

19 z 

r 
1 

1 

l 
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2) Permitiendo que los nudos giren determinar los factores de distribución en -

cada uno y para cada uno de los miembros que concurren al nudo, estableciendo 

los factores de transpone respectivos.. 

3) Se calcula el momento de desequilibrio en ca.da nudo, este momento con si& 

no invertido, se distribuye t. los miembros que se intersectan en el nudo de acuer 

do a los factotes de distribuci6n. 

4) Se transponan los momentos a los extremos opuestos multiplicando los 'l&lo-

res obtenidos en 3) por los correspondientes factores de transporte angular. 

5) Se repite el proceso de equilibrar todos los nudos y transportu los momentos, 

hasta que los momentos de desequilibrio sean despreciables comparados con los mo

mentos de emportamienio originales. 

6) Se procede al cálculo de los elementos mecánicos restantes y el dibujo de los 

diagramas. 

7.4. ESTRUCTURAS CON DESPLAZAMIENTOS LINEALES 

Para la solución de este tipo de estructuras utili7.ando P.l método de Cross. -

es necesario recurrir al principio de superposición de los efectos de desplazamien

tos separados de las juntas. 

Considerando el marco de la Fig. 7.3. se tendría lo siguiente: 

= 

o 
1a.Etapa 

Fig. 7.3. 

+ 

o 

;:J LJ 
-.--r-----~--:-"-P A B ! ---y' 1 

I ; : . . 
; / 
c ! 

o 

2a. Etapa 

El primer paso es el de desarrollar la distribución usual de momentos, cons_! 

derando que los nudos giran pero sin peimitir el despluamiento lineal de los mis

mos. 
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Como se obserra en la Fig. existe W\& tendencia de la lueru h.,izont&l a • 

inclinar el muco l1aci& la derecha, con objeto de e-titar el movimienu latera.I • 

que petmititr& la existencia de estos momentos (lL etapa), es necesaJo conside

rar una fuerza horizontal imaginaria, actuando hacia la iiquierda (P 
1 
). 

La fueru P1, lin embargo, ·no puede permanecer, por lo que deben 1nulane 

sus efectos, Esto se locra aplicándo dicha fuerza en· sentido Ol'IJe5lO al ini~l y -

aplicindola. en el cabezal. Es obrio que no se satisface la condición de eqülibrio 

para los nudos A y. 8, por lo ta1110, estos nudos debetán prane hasta que sa !o

cre el equilibrio (la. etapa). 

Del razonamiento anterior· ie .puede establecer la si¡uiente secuela de cilcu

lo para la solución de problemas de este tipo. 

1) Resolver la estructura ett forma convencional, cOnsiderando los nudcis. empo

trados y permitiendo su giro, sin desplazamiento lineal, diteniendo la. fueru P 
1 

-

que impidió dicho desplazamiento (lL ·etapa). 

2) 
En la sepnd& etapa se puede suponer un despluamierto LI del cabooul y -

calcular los momentos G'.;e lo produ::er:, sin embargo, el ;noct(fimi~nto ~propó .. do 

es el de elept valores para __ estos .momentos de emponamientG y ca.lcular la mag

nitud del desplazamiento. "Póstetiormente se permite el giro de !os nudos hasta -

lo~rat su equilibrio, determinándose la. fuerza P 2 que produjo el 4esplua.miento -

del cabe2al. 

3) Debido a que la fue~ P 
1 

que impidió el desplazamiento del cabeia.I es di!! 

rente de la obtenida en 2), es necesario multiplicar los momentos que resultuon 

del segundo balance por un factor de corrección que es c • P 1/P2• 

4) Los momentos fina.les se obtienen de sumar algebn!.icamente los resultados 

del primer balance (lL etapa) coa los del paso 3) (se¡undo balance afeet_ados -

pot el !actor correctiw). 

5) Calcular los elementos meeúücos restantes (fuerzas cortante y ttarma.I). 

6) Trazar los dia1ra.mas de los elementos meeúücos. 

1 9 4 

1 

1 

" 
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7.1. Calcular los momentos en los apoyos de ~ siguiente vigL 

7ton 7ton 10 ton 

k 
w: 3 ton/m 

~ J, 
•• 

/ 
l.Of ~ 

1 l.O LO 

2,1 

Momentos de empotramiento. 

M.u •- Ttli:4-IJ • - !J.250 

Ab = 6.250 

Factores de dist1ibuci6n. 

-NUDO B

lfa.t- 4f;EIJ =2 EI 

~~ 2EI =O.TI 
2.BEI 

-NUDO C

Kag= 4 El =a BEi 
/J 

9.0 e ¡.o 

El lEl 

= O.BEi °=<J."20 
des 2.BEI 

• 2E/ 0.71 
· <fo 2.BEi 

}7ton w:3 ton/m !ton •. ~ ~ J¡;; 00 
~ e,-

d¡¡ 0.71 0.29 Q.29 

M -5.250 5.250 -6.250 6.25' 
E • o ..-0.710 0.290-- ••• --0.524 
T n.'<< ,_,.;-- "n " """' .,.. .......... ------- n • ~· 
E • o •• ·0.186 0.076-•• .. - ---0.042 
T 0.093--~· o.o -0.021 ---------- 0.038 
E 0.015 0.006 .... 
T 0.007 n.o -" nn< ·-· 
E 0.003 O.M2 .... 

ltlF -4.70< L ',; -~ , ,, .... 
V; 7.000 7.000 7.500 7.500 
Vh -0.342 0.342 0.061 -0.061 
VF 6.658 7.342 7.561 T.439 

197 

t't 

~ ·"111.. -6.2/10 
. 12 

~: 2.BEJ 

Kc: 2.BEI 

0.71 

-4.•44 

-1.'º2 

..(). 1 º' 
ftMA 

. ··-
-·--
3.333 

1.053 

5.286 

6.667 

.1.051 

4.714 
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Desarrollo: 

Como ejemplo d~ los ciiculos realiudcs en la tabla se tiene lo siguiente: 

Primer equilibrio.·- Distribución de mcmEntos de desequilibrio en los nudos -

B y C. 

NUDO B. Momento de desequilibrio: M8 m MBA + MBC • 5.250 - 6.250 • 

- 1.000 como el momento de desequilibrio es negatiw, Este se distribuirá con signo 

contrario como se 

Barra BA: 

Barra BC: 

NUDO C.· 

Barra CB: 

Barra CD: 

indica e~guida. 

~A A'1 • 0.1"1I/.OJm0.71 

~e .4(, = 0.291/.01 = 0.29 

Me a~+~= 8.250-4.444 • /.808 

o'ca Me = a29t-l-80f11• -0.524 

~ Me .. 0.7/f-/.8081= -t-282 

Momentos traro.portados. 

NUDO B. 

Barra BA: 

Barra BC: 

NUDO C. 

Barra CB: 

Barra CQ: 

t.., da.MI =0.510.7/J•O.J55 

t11cdac--"' =0.510.291=0.145 

ta c:{-1 Mc =0.5/-0.5241=-0.282 

tai 4:P A{; =O.Ol-t.2!J21 = o.o 

El proceso de equilibrar prim•rc tedas los nudos y después proceder al trans- . 

porte correspondiente se repite hasto obtener la precisión deseada. Dicho proceso U. 
nali:r.ará siempre con un equilibrio de mom•ntos. Por último, los momentos Hnales -

resultan de sumar atgebrálcamente los momentos que aparecen en cada columna -

(tanto de empotramiento como los distribuidos y los transportados). 

V 

M 

7ton 

•• ,!. 

1 

7ton 

k¡¡: ~ ¡¡¡,, 
• .c o 

1 ~ ••.71• 
1.039 

't.34Z 

•.o 2.0 1.0 2. !120 ?.4l!!IO 2.0 1.0 
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7.2. Resolver la visa continua que se muestra. 

IOlon 4tan 4tan 

l J l 
IQi • 

"!O a e 
t t.0 r !.Q P" LO 1 

•:4b11'• 
/ El•cte. .,QI 

• t 1.00 ' s.o 

Momentos de empotramiento. 

10lf.6r U.6+ SJ 

21:sl6 

~- 2.(J(J(J 

= 6.12$ Afrc.=- "111;s- 11 = -2.660 

"':sr = ....,_ 600 
8 

F3ctores de distribución. 

-NUDO B.-

El 
da.o= l!..»JEI =12 4J 

-NUDO C

KQc ~El =1.:SJJEI 

10ton 

J, 

d.·· IJ 

M 

E 
T 
E 
T 
E 
T 
E 

/rlF nn 

~ 5.000 

v .. -1.336 

VF 3.664 

11;,c= 4EI :.f.J3"EI 
J 

d. = LJJ3EI =0..57 
llC 2.333E1 . 

deo= 0.4J 

4 "'" .. J, 
• 

0.43 D..57 

5.625 -2..666 

-1.272 -1.687 

n ••· 

-0.224 -0.298 

0.240 

.... <!'"'" 
-"' t --

o.on 
-0.018 -0.024 
A••• . ---
5.000 4.000 

1.336 0.251 

6.336 4.251 

1 9 9 

------ - -- ---

w:4ton/m 
,./ 

cocer eco 

D..57 0.43 

2..666 -4.500 

1.045 0.789' 
no.• 

0.481 0.362 

-0.149 

n --• n •• 

-0.068 

0.039 0.029 

, --- . --- nn 

4.000 6.000 6.000 

-0.251 1.085 -1.085 

3.149 7.085 4.915 



METODO DE CROSS 

10 '°" 
! .. 

• 
T~~ 

V 
•.U• ~-

~114 11111 lllPY1 O.HI 

.. D!fl "filildu1& 
'-"• 

11--~ 0.143 QAD4 101
4 . ··-s ~ 

1.00 1.60 t.0 
1 

1.0 
1 

lO LnG 
1 

t.230 ,-

7.3. Resolver la estructuro. que se indica enseguida. --

a • e 
2.0 1 2.0 4.0 5.0 

~El ZE• Et 

Momentos de empotramiento .. 

Dlagr11mss 

Fina/u 

M. =- z ~14/ =-· JJJ 
K 12 J. 

~=J.JJJ 

Factores de distribución. 

-NUDO B-

K. _ 4fJEIJ -JE/ 
~A 4 -

d. = JE/ =0.60 
u ~El 

-HUOO C

Jié. = 41:Etl =ZEI 

d. 
_ 2EI _ 

Cll - 2.BEI =o.Tt 

dsc = 2EI =0.40 
~El 

~ =~=O;BOEI 

IÍctJ :: O,BOEI :O. 29 
2.SOE/ 
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2.~ ton/m 

/ 
m &°C 

e 
dtj 0.60 0.40 0.7l 0.29 
M -2.500 2.500 -3.333 3.333 -6.2~0 r. ?<n 

E 0.500 0.333 2.071 0.846 

T 0.250 0.000 1.035 0.166 0.000 0.423 

E -0.621 -0.414 -0.118 -0.048 

T -0.310 0.000 -0.059 -0.207 0.000 -0.024-

E 0.035 0.02.4 0.147 0.060 

T 0.017 0.000 0.073 0.012 0.000 n n>n 

E ..nnu ft ft•ft _n ftftG _n nn• 

r -0.022 0.000 -0.004 -0.014 0.000 -0.002 

E 0.003 Q.001 0.010 0.004 
Mr- _, ·~· , '71 - , 171 s 192 .s.'º' 6.677 

V; 2.500 2.500 5.000 5.000 7.500 7.500 

v .. 0.048 -0.048 -0.755 0.755 -0.257 0.257 

VF 2.548 2.452 4.245 5.m· 7.243 - 7.757 

~Ion 

•· ~ 
7.243 

V 

.. Diagramas -
M 

uurP'Yl 1 
~gz 1e.o7T 

Finalt111 

--
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7 .4. Calcular los mom•ntos en los apoyos de la siguiente vigL 

IOlon 

i 
• 

z.o •.o 

Momentos de empotramiento. 

~A= 10 ( 2 J =to.o Ab, = MOi!'- s:: r =-t.2~ 
- Factores de disuitución. 

-NUDO B-

K. _ 4EI =él 
llC 4 

-NUDO C

l(cs= "%1 
:él 

él 
des - 2.:DSEI :a 4S 

-NUDO D-

4 El 
l;,c =--s-=l.SJJEI ¡o ton 

A ~ 
• 

d¡¡ 1.0 
M 20.nn o.n 

E -i o 
T 0.483 

E -0.483 

T 2.15 

E -2.15 

T 0.086 

E _n no< 

!Jf 1n nn •• nn 

V,· rn nn nn 

vh < 111 

Vf 10.00 6.277 

KllA =O.O 

1.J.JSEI -O.Sl 
2.JSJEI 

l<oc 4
;

1
=1.JJSEI 

ahc =O.,O=doe 

~====o 

e 

0.43 0.57 

n.n -2.?< 

0.967 1.283 

-10 o.o 
4.30 5.70 

-0.241 -0.160 

0.17 0.228 

-1.075 -0.712 

n ~.tal 1 "\0 

_< ,,..,, <,no 

nn 4 <n 

_, ... _ l "":~ 

-6.277 1.447 

202 

E 1 =cte • 

c(.c = 1.0 

Kc=2.SSSEI 

~=2.666EI 

~ tonlm 
~ 

00 

0.5 0.5 

'.2~ -., ']( 

o.o o.o 
0.641 

-0.32 -0. 32 

2.85 

-1.425 -1.425 

0.114 

-" M' _n '1~7 

4 nr. _4 nn 

Á ~" 4 .,, 

' --· n OM 

7.553 5.392 

' 

... 
o.o 

-0.16 

-0.712 

' •1n 

• •n 

- ---
3.608 
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10 '"" ¡ 
• 

V 

~ • • 

~,,., 

M ~'º~iM!i!!l!t:.. ~~ - v ... 1, 
4.0eJ 

' ·ta.OCIO 

1 z.o· 1 4.0 

1.S. Resolver la viga continua que: se muestra. 

* '-º ¡¡¡ 2.0 2.0 lií¡!íi s.o 
a 

Loo 

3!1 

- Momentos de e1npotramiento. 

u. = 2ur. 61f1J11+41 = (J. 813 
llA 8 2f4r 

Factores de distribución. 

-NUDO B-

2E: 1 

Ms~6~41 ~-J.ooo 
• 

M. =- 6131 ff1+ 4 J =-2.813 
CD 214T 

Diagrama$ 

Fina/u 

K,.. - Jf¡Ell "2.2tJOEI K11e - 4f2EI/ =2EI 
4 . 

Ka= 4.250EI 

q,A 2.2!JCEI -0.53 
4,250EI 

-NUDO C

K. _412Ell_2EI 
C8 4 

d. - 2EI :0.73 
C6 2.7!i0E / 

2EI 
4.250EI 

0.47 

deo 0.750EI =o.27 
2.l50EI 

2 03 
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titan 

~ J,oo/=~
1

~ 
d;¡ 0.53 0.4i 

M 6.813 -3.000 

E -2.021 =1.7?2 

T . -0.069 
E 0.037 0.032 

T 0.327 

E -0.173 ·-0.154 
í ·~o.006 

E 0.003 0.003 
MF 4.659 -4.659 

v,· 8.500 5.500 3.000 

v.. -1.165 1.165 0.514 
VF 

7 ··~ 
< «< ' ~,. 

0.73 1.27 

3.000 -2.813 

-0.137 -0.(.SO 

-0.896 

0.654 0.24'! 

0.016 

-0.012 -0.004 
-0.077 

0.056 0.021 

2.604 -2.604 

3.000 1.500 

-0.514 0.651 
, .. , , 1 

ti ton 

~o a 

V 
7.SU~ 3..!U4 2..151 

~!l!!llftl @ti'í!Mli!!l!ll 

*~ 11'3.-
e.et5 

M 

1'º• l,Q 1 2 o zo 1 10 

7.6. Resolver I& estructura que se indica. 

~ .... 

t J, 
JO 

- Momentos de empotramiento. 

1 
N,.. =- ~IJlf/l=-4.808 

t71 

4.0 

Blon 

k • ~ • e 
2.0· 2.0 

1.0 1 

3 ton·m p 
4.0 

4.500 

-0.651 

1 ••n 

Diagramas 

Finales 

El :cta. 

-

! 
i 

1 

( 

1 
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,, -- 8141 _ ~ 000 ,,..,,e- _8 ___ ~. Mea= 4.000 Mc0=-J.ooo 

- Factores de distribución. 

-NUDO B

/V•= 4f 1 =0.571EI Ka~ 1.57/E/ 

daA 
_ 0.57fEI _ O.JB 

/.571 Et 
d. _ El 
se 1.57/EI =o.s4 

-NUDO C-

Kc "'"'/ -e1 B 4 
Ka,=o.t) /t •El '*" = '·º 

t J;•· e J;* e 
~ ~ 

d,·j 0.36 0.64 1.00 

M -4.898 3.673 -4.000 4.000 -3.000 

E 0.118 0.209 -1.000 

T 0.059 -0.500 0.104 

E 0.180 0.320 -0.104 

T 0.090 -0.052 0.1M 

E 0.019 0.033 -0.16C 

T 0.009 -0.080 0.016 

E 0.029 0.051 -0.016 

MF -4.740 4.019 -4.109 3.000 -3.000 

V; 2.857 2.143 4.000 4.000 

vh 0.103 -0.103 0.255 -0.255 

VF 2.960 2..040 4.255 3.745 

4.2'6 
t.010 

'ª''" ...... m~111111~,.,~, V illltli!Míll 
ft 

2-040 ).74 

3.0 ... º 1 z.o 1 2.0 1 4,0 

M 
4.140 4.400 

AfiHt,,.. ~ 

205 
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3.000 

3.000 

Diagramas 

Finale.s 
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7.7 Resolver el marco siguiente. 
~ on 3 e 

•. ~ton/lit llonm r /.~tal\All 
.F.!'....,..,:¡E~1"'-';.._.,o.,.,,.,..&!.ct~E1~."""'"""~, ......... ~E~1....;;;..ool 

z.o 
4 ton 

z.o El o.o 

ZEI 

4.0 

l.O l.0 a.o ... .. o 

Momentos de empoJramiento. 

Ma.= l.5ur, ""'" = tJ.000 M_ =- lft1r:_~=-6.T!JO 
ª~ 8 UJ av 12 8 

M.,,, = 11750 

M. __ 21sr _:sr:su"z=_
14

_
182 

· 
or 12 tBr 

= 2181
1 + JtJ/,,J = f2. TTtl 

12 (811 

M.,,,=- 2.,1t1l'_nu=_13_5w-
12 8 

Factores de distribución. 

-NUDO B

KsA= ~El -O.T5EI 

_,_ = o. T5Ef =o 53 "llA l.41EI . 

-NUDO D

Ko11 =J.fko.t1t1EI 

q, = O.tJtJEf:o ?!JO 
11 Z.tJtlEI • 

-NUDO F-

l<,.r,"' 4l:Ell El 

dro = 2.::El=C.JJ 

• 4EI _ 
Kso--tJ--0.tJtlEI 

d. _ O.tltlEl • 0• 47 
'Blf" 1.41 El 

~ 4f~Ell.EI 

~ z.fi:EI •O.JT~ da,=o.J75 

Kg=l.41EI 

~-~El <O.tllSEI 1). 412Ell.,lJJEf 6" (J • 

lf,,: O.tJtJEI =O 22 
l.JJEI 

E 2.99EI . ~-= 2.99E1"°· 4~ 

20 8 

K,f'2.99EI 

1 
1 

1 

1 
• 

1 

I 

! 

• 



N 
1 o 

..... 

-1 

El arreglo tabulado de s~luci6n es el indicado a continuación. 

B o 
e T o T I e T o 

d;; '0.53 0.47 0.250 0.375 0.375 

M 6.000 -6. 750 6.750 0.000 -14.182 

E 0.397 0.353 (>-o.o 1.858 l 2.787 2.787 ..... ,,..·· 
!>.><.._ : T 0.929 0.176 ' 0.119 

E -0.492 -0.437 I'--.. ,,,.. -0.075 ·l-0.110 -0.11 o 
T -0.037 ¡,.-·>'· ..... -0.218 '' -0.2~0 ! 

E D.020 0.017 0.112 : i 0.168 0.168 

T 0.056 o.nn8 : 1 0.009 
E _n l\>n _I\ M~ _n ru .. ' -" nn< _n "nr. 

UF 5.895 -5.895 8.607 2.839 -11.445 

' ' ' ' 
A •• t-o..1 

mi 
.-~ 1.393 
' ' 
.... ___ 

-0.0511 
n no• 

-0.003 

MF 1.419 

•. 1---- ~ --

F 

T I e T D 
0.33 0.22 0.45 

12.776 0.000 -13.500 
t•o.4 0.239 1 0.159 0.326 -........ ~--·· 

! .>, .... ...... ~ 1.193 
........ _ ..... -0.460 1 -0.306 -0.627 >,,;;-::_ ... 

-0.055 i 
0.018 ¡ 0.012 0.025 
n /\U 1 
... ,,..: ... ~ 1 

n "'" ----• 
13.967 1 -0.153 -13.814 

! t 
'' 1' 
: 1 t•tJ.5 
'' '' '1 E '' '' '1 
¡ l- º·"'º ' l_. _n '<> 

0.006 
¡ 
l -0.009 

MF -0.077 

t-o. iS . · ....... ........ 
, __ 

.. ........... 

T I 
---- -... 
13.500 

0.163 

-O JU 

n n1) 

,.. ,..~ n 

H >A> 

' 

o 

] . 

:e 

ª o o 
o 
"' () ,, 
o 
~ 
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V 

1 s.o l.O 

uoe 

M 

t.410 

Diagramas finales: 

S.O M!9 4.TZO ""º l.O 

M7S 

(COLUMNAS/ 

2 08 

N 

r 
1 

1 

1 
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7.8. Trazar los dia~ramas de elementos mecánicos del siguiente marco. 

2- o.o 

~ 
f Zfl G 

z.oJ 
2 lo• e1on 

3ton/m 
4.0 

/ 
Zfl o 

z.{ 
4 lotl El 

• 
4.0 

.... .. º t e \S. r ,y 1 

MomentOI de emp)Uamiento. 

M. - Jl4 J 4 = J.000 
CA lfi 

M. =- 2141 = -iooti 
CF 8 

Factores de distribución. 

-NUDO C-

KcA=~75El KCD= 4t«fJ =1.fJEI 
5 

Kc,.-..H.1-•El 
4 

d. = 0.7!5él = a22 
CA J..}5/;f 

d. _ T.6EI -o.'18 
CD .J.J5EI 

de,= El <=O.JO 
J-'5EI 

-NUDO D-

Koe= :El oEI ~ - 412EfJ -1 fiEI e- 5 • 
Kat' .Sl~éll_EI 

d. _ _fl__0.28 ~= tfi'-1 0.44 '-' :(). 28 
os- J.fJEI - . J.fiEI tf.'- J. OEI ' 

-NUDO F-

!(,.- _ 4EI =él 
e 4 

K,.= 41fEtJ • l.$U El 

d,c = Z.:;EI "0.4J 
~ ~ 1.#:JEl=0..5, 

2.JJ.SEI 

2 09 

""ª =- 211u
1
. _6_ 000 

12 

"fr-~= -11.000 

Kc 2 J..}!JEI 

J<o•J. fiEI 

K, = 2 • .J»EI 



METODO DE CROSS 

MF 
E 
T 
E 
T 
E 

·M 
dij 

d1¡ 

M 
E 

T 
E 
T 
E 

MF 

3.369 -3.369 

0.108 0.1-14 
-0.252 

-0.274 -0.363 

0.637 

2.150 2.850 
1.000 -6.000 

0.43 0.57 

e T D 
f 

e 
e s e I T D 

0.30 0.22. 0.48 

-1.000 3.000 -6.250 

1.275 0.935 2.040 

1.075 0.605 

-0.504 -0.370 -0.806 

-0.137 --0.224 

0.108 0.080 0.173 

0.817 3.645 -4.462 

A 

Diagramas finales: 
2.170 1)30. 

Z.llOO 

V 

1 
z.290 z:no , 

1 
7.316 -

0.072 
-0.181 

1.425 

6.000 

T I GI 
D E 

T I e T D llÍllll 
0.44 0.28 0.28 

6.250 0.000 -9.000 

1.210 0.770 0.770 

1.020 

--0.449 -0.286 -0.286 

-0.403 

0.177 0.113 0.113 

7.806 0.597 -8.403 

8 

0.056 

Z.170 3.:530 

l.100 

1 

1 

4, 

MfVIGASJ 

z.zeo 2.120 

210 
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METOOO DE CROSS 

...,.. 

z.eo~ 

l 

12.111 

Jl(COUJAINASJ N 

7.9. Encontrar los momentos finales en los extremos de lu barras, del marco 

hiperestático. 
' 

3toMn 
/ 

ZEI 

O ton 

O toa 

:l,Q .. lQ .. 59 

- Momentos de empotra.miento. 

M. ·-..llK•-9.000 MM • "·ººº 
"" 12 

A{¡, • ,,_ 107 

~= :JIOIO =0.7'0 
10 

1 
., Jf41 

JnaJ • --= -4. 000 
12 

2,, 
---------

.. 2Q 

4..0 

z.ao 

t.SO 

2.0 1 

"í>c = 4.000 

A(,,• 0.2$0 

M.' - :Jf$U_ -4 087 
~r--¡¡-- . 



METODO DE CROSS · · 

- Factores de disuibuci6n. 

-NUDO 8-

J<u • 4l~Ell<f~El KK..!f1-'o.BOEI v 4EI ng,=--=El 
4 

d. • /..JJJE/ •a.4.1 ,, . = Q.SOEI =0.2!J 
u S./.1.JEJ "K S.ISSEI 

,., El -"J, ...,,, : S.IJJEI _.., • 

-NUDO C-

K,;.•~=O.BOEI ~a= 4é/ c::C! 
4 

"· : O.BOEI =0.ZI ,, = 2EI =0.!JJ 
"Cll S.BOEl "CO .1.BOEI 

-NUDO F-

1<n= Jl!Ell.t.!JOEI 

r. =~=O.fJOEI 
''f'I !J 

K,11•~.BOEI 

K, = .1.#0EI 

d. _ ~El=O...J8 "--• ().IJ()E/=0.2I d. E I 'O Ztl n ~ ..,.. S.fJOEI ,.,, • .1.IJCEI • 

-NUDO G~ 

Kr;r...1fL=o.soE1 

K. = J Et -=o. 60EI 
llJ !J 

da.-= asoEl=0.1T ,., = l.l!JEI =0.48 
4.tl!JEI ._- 4.tl4EI 

,., . • El =0.21 
"lrC 4.64€1 

El arreglo tabulado de solución se pcesenu. enseguida. 

21 2 

Kc•J.BOEI 

KF11 = 4El El 
4 

<f. = O. tlt1El •0 I !J 
" J. fJOEI • 

,., = O.tlOE/ =O IJ 
"6ol 4. tl!JEI • 

r 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

f 



.. .. 
w 

IAT D 
d¡¡ ------
M -9.000 

E 
T -1.039 
E 

T 0.175 

E 
MF _n RH 

E 

• 

\-

dij 

M 
E 
T 
E 
T 
E 

MF 

T I 
0.43 

9.000 ,_.___... 
-2.078 

------
0.350 

------
-0.049 . ... 

MF-

E 
T 
E 
T 
E 
M 
di} 

T I 
0.38 

6. 750 

-2.328 

------
0.223 

------
-0.071 

4.574 

B 

e T D 
0.32 0.25 

0.000 -4.167 

-1. 547 -1.208 

-0. 796 -0.017 
0.260 0.203 

0.076 0.038 

-0.036 -0.029 
. ., ...,,,. , . .. JI: 101\. 

-2.130 

-0.048 

0.130 

0.153 

-O. 773 

-1. 592 

o.onn 
0.26 

e s F 

e I T D 
O.IS 0.21 

5.625 -6.250 

-0.919 -1.286 

------ 0.186 

0.088 0.123 

------ 0.056 

-0.028 -0.039 
4.766 -7.210 

1 

IÍ • 

T I e 
0.21 0.26 

4.167 0.000 

-0.035 -0.043 
_n M4 n 2An 
0.076 0.095 

0.101 0.073 

-0.037 -0.045 
• <Lft n "" 

0.1(2Q 

-0.024 

0.047 

0.146 

-0.021 

0.4RI 

n """ 
0.22 

e ~ 

T I e • 
0.17 0.13 

6.250 -4.l(R7 

0.372 0.284 

_n "" ------
0.113 n nA,; 

n n~t ------
-0.018 -º ll14 

6.135 -4.331 

e 
T D 

0.53 

-4.000 

-0.089 

------
0.193 

------
-0.0?2 

> nqg 

o 
T D 

0.48 

-3 ?<n 

1.050 

------
n.319 

------
_n °'' 
-2.433 

; 
.¡ 

o 1 T I 
------
4.000 

_n n~4 

0.096 

A _... .. ., 

H ... 

~ 

~ 
o 
o o 
o 
l'l 

n :o o 
~ 



METOOO oe CROSS 

l.147 

V (COLUMNAS J 

VfVIGASJ 

l.000 
1 

J.OCO 
1 

z..a?z 
1
Z.421

1 
!::00 t.00

4 

1 
J,.14"1 ,'M1 1 Z.M1 1 p.41 11~ 

Oiagraf!'OS finales: 

M°(COL/)MNASJ 

MlvJGASJ 

3.000 
1 

!.000 t t.572 1 Z.429
4 

Z.001 2.00. 

7.10. Determinar los momentos en los vértices de la estructura. 

6 ton 

··! 
8 e 

El= cte . 

• o 

z.o >.O 

la. ETAPA.- Se consideran los nudos empotrados y después se permite que gi-

ren (no existe desplazamiento lineal). 

214 

1 

. r 



METOOO DE CROSS 

Momentos de empotramiento. 
1 1 (J{2J(JJ •-4.J20 

(6,. 
u = tllll IJJ 
'"CI 

16
r = 2.880 

- Factores de distribución. 

-NUDO B

.ic;,,.= 4;1 = t.JJSEt 

4r., = f. J JJ El =O.tl26 
2.IJS El 

-NUDO C-

d. = 0.80EI =O.JT:S 
ca 2.IJJEI 

e 
dij 0.625 
M Q.1\1\ 

E 2.700 

T 
E o.ns 
T 
E 0.095 

T 
E. 0.012 

M"I' 3.145 

B 

/IW-= 4J 1 
• 0.80Et 

d. = O. 80EI =O.ST6 ac 2. tJJ El 

cb = /.JJJEI =O.tJt6 
2.IJJEI 

T ,, 
0.375 

-4.12n 

1.620 

-0.5"" 

0.202 

-0.152 . 

0.057 

-0.010 

n. ""7 

-3.145 

: .. 
l.350 

n "º 
0.047 

MF 1.566 

2 1 5 

K, = 2.IJSE/ 

Kc =t. IJSEI 

e 
T z e 

O.J75 1\ ~ .. 

, --- n ••• 

_, non _, onn 

" -· -
" •n• -" <n< 

o .. "' 
_n n•o _nn<> 

n ••• 

-.,.., _ ... ... ,Q 

, ·-- . ·--
D •• 

--~-

- ---
_n .... ~ .. 

MF . . -. 

--------- ----



METOOO DE CROSS 

1 

• 

La solución del marco requiere del análisis de las siguientes -estructu1as. '* 6~ 

c • 
= 

la. Etapa 

la.. ETAPA.- Oespluamiento del cabeuL 

• 
... 

• 
211. Elt1;tt1 

Suponiendo mamen/os de . JO Jon·m, tenemos: 

; 

.11 .. ~=~ 
6 El El 

Eslr11ct11ro I 
e e 

e T D T I e 
a;¡ 0.625 0.375 0.375 0.62S 
M -10,,,,,, n""" n~ . , ,, """"' 
E 6.250 3.750 3.750 6.250 

T 1.875 1.875 

E -l.172 -0.703 -o. 703 -1.172 

T -0.351 ~0.351 

E 0.219 0.132 Q,132 0.219 

T .0.066 0.066 

E -0.041 -0.025' -n.oH _/\ t\A 1 

.llF ,.4 "9 .. A . ~ .. . ~·· _ ......... 

~- ·' -10.000 -10.000 

3.125 3.125 

-0.586 -0.586 

0.1"° O •no 
MF -7.352 MF -7.352 

Fuerza que produjo el despluamiento LI del cabezal. 

•.14•1·~ 
ILOM 

~1 
7.302\Y' 

•.744~4EBt 
12.000 . 

. . 
4 4.0SZ 

uoz~ 

2 1. 

--·----------·--.-.. ~--

· . 

r 
1 
1 

1 

1 



1.380 

METODO DE CROSS 

F&ctor de corrección: 

e aJSO -a04712JOO 
t = 8.~4 

Za. Etapa 

Resultados Finales= ta. Etapa+ e,• Estructura t 

+ 

la.E/opa ~·· Ela,-
c, x Eslrucluro I 

Diagramas finales: 

V M 

= 

2.oz:z 

RtJsult•d•s 

fÍ••ltJs 

1.380 

N 

7 .11. Resolver el marco ·hiperestático que se muestr& a continuación. 

la. ETAPA.- Se lijan los nudos y después se permite el giro. 

Momentos de empotramiento. 

pt' 11 Mr0 = 4. 166 
AA = --4.166 • 
'"!>E 12 

., - Jf61, --· 62, !,"E/1-- 16 - ~. 

217 



METOOO DE CROSS 

- Factores de distribución. 

-NUDO D

I<. :.JLL=a.BOEI 
OA 5 

,; _ 0.80EI 
050 

"'DA l.60EI · 

-NUDO E

l<e,,= 45EI =0.80E/ 

4"P = 0.80{/ = 0.57 
1.40EI 

o 
e T o 

d11 o.so o.so 
M 0.000 -4.166 

E 2.083 2.083 

T 0.416 

E --0.208 -0.208 

T -0.296 

E 0.148 0.148 
T 0.029 
E -0.014 -0.014 

MF , """' -2.009 

~ • 
l.041 

-0.104 

~.074 

Al F 1.011 

~ 0.80EI = 0. 5 0 
t.60 El 

,;. _a 60EI =O 43 
"El 1.40EI •. 

E 

T I e 
0.57 0.43 

4.166 -S.625 

0.832 0.627 

1.0..fl 

-0.593 -0.448 

-0.104 

0.059 0.045 

0.074 

-0.042 -0.032 

5.433 -5.433 

...: 

Fueru que ha impedido el desplazamiento del cabeuL 

).OZO 

... ~ 
LQ11..._, 

211 

1 
_I 

' 

.... -:·· ...... --
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METOOO DE CROSS 

La solución de la estructura requiere del ar1'1isis de los siguientes marc:M: 
,,,...- 2""'19 . ,..,..- 2ton/rw 

o F 
........ IJ:!~o ..... -:..;...""r..--~~~ 

Mon = 
A 

~ 
D E 

.. a 

211. Etap• 

la.. ETAPA.- Oespl&J.amiento del cabezal 

e 

o 
e T D 

dl¡ o.so o.so 
M 10.000 0.000 

E .< nM -S,IVVI 

T -l.42S 

E +0.712 +0.712 

T 0.712 

E -0.3S6 -0.356 

T -0.101 
E +O.OSO +O.OSO 

Mr S.406 -~.'""" 

A 

M 10.000 

-2.SOO 
.n •« 

M F 7.678 

219 

&ten + 

A 1 el 
111. Etapa 

F 

e 

.Jf/ • T2$ :$fon·• 
1$1 ,Jf/ 

E 

T 1 e 
0.57 0.43 

0.000 5.000 

. '••n -2 .1 <n 

-2.SOO 

l.42S ' n15 

+0.3S6 

-0.203 -0.1S3 
-11. l •• 

0.101 11.077 

-1.R4Q t IUO 

8 

------- . - ------ ----- -



ME:TODO DE CROSS 

Fuerza que ha producido el desplazamiento ..4 del cabeza, 

O.TTO-+ a 

Factor de corrección: 

C1 = 1.:: :t.028JC7 
2 11. Et11p11 

Resultados Finales: Ta. Etapa+ e,' Estructura I 

f 

e 
t11. El11p11 

= 

Oíogromos finales: 

2.101 

1109 ,.., 

e.21& 

V 

.z9e 
1 

+ 

F 211. El11pa 

e, X E:str11ct11n I 

Re:s11llodos fino lo:s 
e 

1 
J,l)Q L89' 

.S.782 N 

2 20 

.. 1 

1 

1 

1 

= 

M 



METODO DE CROSS 

7.12. Determinar los momentos en los v~rtices del siguiente marco. 

IOlon 
Z tOft/m 

\a e 

o.o •fl [I 

• o 

z.o 4.0 

lL ETAPA.- Se consideran los nudos fijos y después se giran. 

- Momentos de empotramiento. 
1 

, u ·- 2f8J --ts. 000 
'"AS 12 • 

1 
Mac~ IOf2Jl4 J --8.888 

(8}1 

Factores de distribución. 

-NUDO 8-

1 ~ ~- - -
:M. s 1012} (41:4.44;,· 

ra t81' 
.......... 

KaA= 41;/fll =2.886/fl 
K6 = 4él 

d.BA- 2.868/fl :0.87 
4él 

-NUDO e-

d.~.= 1.JJJél =O TJ 
•• 1.8JJ é/ • 

dac= /.JJJéf =0.JJ 
4/ff 

,{ = 0.600 él = 0.27 
'"CD l.8J.J El 

2 21 

1<c = l. 8J.J él 



METODO DE CROS: 

' e 
e T D T T e 

dij 0.67 0.33 O.i3 0.27 

!ti 6.000 -1.888 4.4-« 0.000 

E l.93S 0:¡53 -3.244 -1.200 

T -1.11!2 0.476 
E •.087 n.51\ _,, ~ .. , -" ''º 
T _n 1 .,, n ,~. 

E n "< n ,,._ 
n ·-· ----

T -0.097 0.028 
E 0.065 0.032 -0.020 -0.008 

ltf I 9.203 -9.203 1.400 -1.An<> 

A ... .. .: 
M -6.000 

C.967 

0.543 

0.058 
M F -4.432 

Fuerza que ha· impedido el desplazamiento del cabezal. 

º~Jªr.4CJll 

~o 

La sol. del marco requiere del análisis de las sigui~ntes estructuras: 

e.~eo 

8 

= 
Q A 

to.E/Opa 2a. Etapa 

2a. ETAPA.- Desplazamiento del cabezal. 

Ll LI Suponiendo momentos de 10 /tJll•m tJfl la columna AS, rasul/a: 

/ti. = arv-ud. TO• 24EI d 
.... ' • Jts 

'2 = -MfL:...M.... 
24EI El 

Ab= ~~=~= f.2!J0/0ll•IO 
tOJ

1 El Jts 
222 

r 
! 

' t 



METODO DE CROSS 

O.Z03 

4.432 

B e 
e T D T I e 

dij 0.67 0.33 0.73 0.27 

11 -10.000 0.000 0.000 -1.250 

E 6.700 3.300 0.912 0.338 

T 0.456 1.650 

E -0.306 -O.ISO -1.204 --0.446 

T -O,<n? ..n n7< 
E 0.403 0.199 o.oss 0.020 

T 0.027 0.099 

E -0.018 --0.009. --0.072 -0.027 

ti I' -3.221 3.221 1.365 -1.365 
. 

A • r: 
M -10.000 

3.350 

-0.153 

0.201 

MF -6.602 

Fuerza que ha producido el desplazamiento .4 del cabezal. 

Factor de corrección: 

Cluoo 
0.ZZT --f~ · 

e, - ~;~ '<l.4t9JtJJ 
2a. Etapa 

Resultados Finales= 1a. Etapa+ c,•Estructura 1 

+ 

lo. Etapa Zo.Elop• 
e, X Estructura I 

223 
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A 
R11sullt1dos 
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METOOO DE CROSS 

Diagramas finales: 
Q.-

1.0)4 

vrn 

LOM 

I0.908 5.%19 

V M N 

7.13. Encontrar los momentos finales del marco hiperesuitico. 

~ ton/m 
~ 

A z.o 

D 

•.o 

la. ETAPA.- Empotrar los nudos para ~oste<iormentc permitir su giro. 

- Momentos de empotramiento. 

MA =- /O(fJf21 _ OfZl(/I =-!J.778 
11 Ulz ,,,z 

M. - 10111121 + 
llA IJr 

6121111=1.8811 

rJI 

1 
Al =- !J 111 --« 88 7 
"'llC 12 

- Factores de distribución. 

-NUDO B-

K. =~=t..JJJEI 
llA J 

~ - l.JJJEI =O 10 
J.J"EI • 

A:Bc= 112Ell = 2EI 
1 

" - 2EI -a60 
'11C J.J "El - • 

2 24 

20 ' 1 ' 2-10.000 
8 

~ 

' 

1 

1 

1 

J 



1. 

1 
¡L..:
\::. 
1 ·-: 

' , -

,' 

METOOO DE CROSS 

-NUDO C-

K. 0 4f2éll ºPE/ 
ca 4 

d. .2ll...o.6T 
ca JE/ 

a1, 

M 

E 
T 
E 

T 
E 

T 
E 

MF 

B 

e 
0.40 
4.oo9 

0.711 

-----
-0.446 

-----
-0.071 

-----
-0.045 

5.180 

A 

T 

M -5.778 

0.355 

0.035 

K. =..!ff.L=EI CD 4 

daJ·~-0.JS 
SEi 

D 
0.60 

-6.667 

1.067 

1.116 

-0.670 

-n.119 
0.107 

0.112 
-0.067 

-5.180 

e 
T I e 

0.67 0.33 
6.uut -lu.uvu 

2.233 1.100 

0.533 -----
-0.357 -0.176 

-".335 
.., ___ .... 

0.224 0.111 

0.053 -----
-0.036 -0.017 

8.982 -8.982 

o 

M 10.000 

0.550 

Fuerza que ha impedido el desplaumien<o del cabeiaL 

·~~~Fa. .... 
•.535 ;i 20ton 

10.384 t 0.384. 10.D. o 
D·~•T 

. 

La solución de la estructura requiere del análisis de los siguientes marcos. 

~~ """"' -~"""" 
• e • • e 

= 
to. Et11p11 o 211. Etapa 0 

De acuerdo a lo anterior, en la 2a. E<apa, es necesario trasladar el cabezal -

225 



METODO DE CROSS 

haci& la izquierda, sin embargo, se tendul otra variante del m~todo, desplaundo el 

cabeul hacia la derecha, lo que uaeri consigo únicamente que el factor correcti

vo resultar' con signo negativo (esta vatiante de trasladar los cabeules hacia la -

detecba, sin importar el s-ido d.el desplaz.amiento requerido, se conservar' en los 

ejemplos restantes). 

la. E1" APA.- Oesplaz.amiento del cabeu.L 

LI ,......_ 
•r-=~~~~~ ...... ~~ Suponl1ndo mom1n/os dtl 10 IDn•m 1n /11 columna AB, 

•a.o 6.825 j 

' I 
• 
i .. 

i 

Eslr11clun1 I 
D 

e 
e T D 

d1¡ 0.40 0.60 
M -10.000 0.000 
E 4.000 6.000 

T ----- 1.884 
E _n ..,e: .. _, pn 

T _.., ___ 
-1 nn< 

E 0.402 0.603 

T ----- 0.189 
E -0.076 -0.113 

MF -6.428 6.428 

A •• 
A! -10.000 

2.000 

-0.377 

lan1mos: M. • tJEI d • 10•...§n_JJ ,.. ¿ • /Sii 

90 ,, 
Ll·OEl-EI 

~-
tJEI 1' ~- ,.02,,Dll·• 
14,' El 111 

e 
T I e 

0.67 0.33 

0.000 -5.625 

3.769 1.856 

3.000 -----
_,nin _n oon 

-0 H< 

0.379 0.186 

0.301 --·--
-n. 'n2 _,, /100 

4.672 -4.672 

• ~ 
M 1---s_.6;_2_5 ...¡ 

0.928 
-0.495 

0.093 

M F 1.-.~-S:.:;.0~99~ 

Fuerza que ha producido el desplazamiento .4 del cabeu.I. 

e.•zeQ O•.an 
J, •. ~.aea •·-: r._ .. -

a.110(7 

221 
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METODO DE CROSS 

F'..ctor de corrección: 

e __ 2.427 --a.:s:s 11u" 
t 7.:STI 

Za. Etapa 

Resultados Finales= Ta. Etap11 +-e, •Estructura 1 

a.oez 

.. .ao 

+ 
'-1511 

.. 10.517 

D 

lt1. El11p11 

Diagramas finales: 

··-
V 

l.IM Lall 

211. El11p11 
•· 

C1 z Es lr11t: ltuo 

··-
M 

227 

= 

I 

7.S14 

Rtu11//11dos 

fi,,.J11s 

uoe 

" 

N 

t2.210 

D 

~· -----·,· ·----···"":"";-



METOOO DE CROSS 

7.14. Traar los di&gr&mas de elem.entos mecánicos de la cstructwa siguient~. 

llon/111 
1-~- ,/ 
\. (1 

4.0 El 

" 
~-º 

2ton/ll 
/ 

o ZEI 

t[I 

e 

e.o a.o 

~ · ¡ .. o 

'. 

la. ETAPA.- Se empo.;.n los nudos y pusteriormente se permite su giro. 

- Momentos de empouamiento. 
z z 

'1u l.(Jf4J -J 000 U - fttll •-:S 000 ..... 8 • ....,, 12 • 

u,· _· 218/ _10.tl~fJ º·' 12 

F~ctores de distribución. 

M'.oi>- I0.8tlll 

.41,. • .!.000 

-NUDO B

KBA~ .!!' -o.7,0EI 
K, • 1.4/f!EI 

d. • 0.760E! •O-'.! 
BA /. 416E! 

d. O.tJtltlE! ~O. 4 l 
sO- /.41tlE! 

-NUDO D

K11t1" •;1 
-0.tltltJEI 

,¡ • M8tl El -0.2,0 dr-" €1 O.J7' 
"Oll 2.tJtltlEI "" 2.tltltlE/ 

Kot!" 41/!E/J •El 
8 

d. Et -o. .,. 
'DC- 2.tltltlEI .~ J 

K,, - 2. 1188E 1 

-NUDO F
.1;.z,• 4/2Ell ·El 

8 
K,,. D l.tl811E I 

,¡ • El •a.•o 
"f'O l.tJtltlE/ V 

d. • O.tltltlEJ •Q.fO 
l'"E l. tltlfJ El 
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ME:TODO DE CROSS 

8 o F 
e T 11 T I e T " T I e 

dij 0.53 0.47 0.250 0.375 0.375 o .<n • n ;n 

M , f\IV\ 
- 1 """ 3 nM nnM _,n <U. 'n <<l. n nnn 

E 0.000 0.000 1.916 2.875 2.875 -6.400 -4.266 
T 0.958 0.000 -3.200 1.437 

E -o.sos -0.450 0.800 1.200 .1.200 -0.862 -0.575 

T 0.400 -0.225 -0.431 0.600 

E -0.212 -0.188 0.164 0.246 0.246 -0.360 -0.240 

T 0.082 -0.098 -0.180 0.123 . 

E -0.043 -0.039 0.070 0.104 0.104 _nni4 n ftAn 

T 0.035 -0.019 -0.037 0.052 .. 
E -0.019 -0.016 0.014 0.021 Q.021 -0.031 ..n.on 

T 0.007 -0.008 -0.015 n.nin 

E -0.004 -0.003 0.005 0.009 0.009 -0.M< _n MA 

M.F 2.214 _? ?14 ( <ID ..... _tt'I "., .. e , c:it ( "t'C: 

A 111. E 

e 
li • 

1.437 

0.6ú0 
0.123 -0.024 
0.052 -O. 10 

0.010 MF -2.574 

MF 2.222 

Z'uer:r:a que ha :mpedido el desplazamiento del ca.bezal. 

, ,.~ •.•!ISO ~·~ 

''~[:::: . o: J.,~- ~· 

2a.. ETAPA.- Despla.z.amiento del cal>E!ul. 

.r.J-'·•"" '-'1"-J 

4 4 4 /5f2E!I • ,jg§1_ 
SuponiMdo Moc - fO - 1 4 , ID• 154 4 

/Sr 
10, 1540 uso 

4 = fiE'/º TE/ 
MsA - .2R,..M.Q...- IOIDn·m 

ro JE/ 

10.0 Mn • ~,..!.§Q__ B.8891on.11J 
J/5 JE! Eslruclura t 

2 2 9 
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METODO DE CROSS 

e o 
e T D T I e T D 

d;¡ 0.53 0.47 0.250 0.375 0.375 
N -10.000 0.000 0.000 .1 O.""" n.nnn 
E 5.300 4.700 !.Sao 3.750 3.750 

r 1.250 2.356 2..666 

E -0.662 -0.588 -1.254 -1.881 -1.IUll 
r -0.627 -0.294 -0.562 
E n ,.,._ n •OC "'" ft .,, n ,., 

r .. 0.107 0.147 0.282 

E -0.057 -O.OSO -0.107 -0.161 -0.161 

r -0.053 -0.025 -0.048 

E 0.028 0.025 0.019 0.027 0.027 

r 0.009 - 0.012 0.024 

E -0.005 -0.004 -0.010. -0.0ll -0.013 

UF -5.064 5.064 1.--~ -•.q•• A •M 

A . 

e 

11 -l0.000 

1.875 

-0.940 

0.160 

-0.080 

0.013 

MF -8.972 

Fuerza que produjo el desplaumiento 

:;.-~--.Lzee 7.9117~-+LUO 
.4 d~I cabe2al. 

"'7~ tJ7e 

, ... t= ... 
Factor de corrección. 

e, - ;:~ =º·''7flJ4' 
Za Etapa 

-
T I e 

0.60 º·"" 
"~ .R •-

5.333 3.556 

1.875 
_, ... -" ••n 
·º·ª"" 
".,, 

ft __ , 

0.160 

-0.096 -0.064 

-0.080 

o.a.8 0.032 

0.013 

-0.008 n nn< .... _r ... ~..i 

E 

M -8.889 

1.778 

-0.375 

0.188 

-0.032 

0.016 

M -7.314 

Resultados Finales: fa. Etapa+ c,•Esrructura 1 
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METODO DE CROSS 

t.2t4 S..1St9 

+ = 
Z.674 

e 
2a. Eta,.. ta. Eta11t1 

o.e e, X E$lrrtt:l•rrt I 

= 166 

e Rn11/lados fí11al1u 

Diagramas finales: 

:f 3.~11 

4.047 1 

V M 

L 

N 
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METOOO DE CROSS 

7.lS. Resolm · ef marco de dos niveles que se m<MSua- ensecuida. 
o.~-

1 

El•ctL 

IOlaa 

t! 

la. ETAPA.- Se empotran los nudos para posteriormente permitir su giro. 

- _ Moment~ de empotramiento. :_ 

M,..- ª''''· ,042 · ~-t.041 
t I 

MI IZ '". 

Factore:i de di$tribuci6n. 

-NUDO A-

K -~•O.BOEI 
... !J 

d • O.BOEI 0 Jf 
Ali l.fJ4JE/ •T 

-NUDO B-

. Por ·lim•'rlo ~lidco; 

" • l.14JEI 4416 
"1:11 ZJ 4J E 1 

-NUDO D-

Por slm•!rlo g1om/1dco; 

~ tc#t IOl:fllll •-6.TOT 
11 u,Z 

t 
U • trul 1.042• -U. 
,,,..; . IZ '"CA 

z 
U 1161 4. IOT•-u••-r:E 12 • •...-e 

fEI .~.14JEI 
J.!J 

dAC l.14JE I •O.OfJ 
l.fJ4J Et 

.fEI 4BOEI 
6 

y • .±Eí-sO.BOEI 
"CE !J . 

" • 0.80 El -o.2tJ2--t 
"Cl7 2.T4J E I 'T:E 

4,,, - o . ., 1 (J 
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METODO DE: CROSS 

A e 
e T o T I e 

dij 0.59 0.41 0.41 0.59 
M 2.042 -1.042 0.042 
E -0.590 -0.410 -0.427 -0.61 s 
T n •<• n "'' -"•no _, """ 
E -0.321 -0.223 o.a•< 141• 
T 0.382 0.493 

. 
-0.112 -0.047 

E -0.516 -0.359 0.065 0.094 
T O.O<l-0 0.033 -0.180 -0.203 
E -" "" -1'\ ""'"""' n •e? n --· 

T 0.084 0.079 -0.015 -0.016 
E -0.096 -0.067 0.013 0.019 

M F- 1.740 - 1 .740 . ,,, _, ,,. 

. 
e o 

e s e I T 11 T I e I e s 
dij 0.416 0.292 0.292 0.292 0.2'" 0.41' 
M -2.042 4.167 -5. 767 .... rlf."'f 

E 1.516 1.063 1.063 -3.0" -1.n•< -4 '"' 

T -o.29S -1.543 0.532 -0.308 

E 0.764 0.537 0.537 -0.065 -0.065 -0.0'14 

T -0.161 -0.033 0.260 n 7"" 

E 0.080 0.057 0.057 -0.286 -0.286 -0. An< 

T -0.258 -0.143 0.029 0.047 

E 0.0167 0.117 0.117 -0.022 -0.022 -0.032 

T 
. 

-0..011 0.059 0.1 11 
-0.022 

E 0.013 0.010 0.010 -0.050 -0.050 -0.072 

M ¡. -0.238 5.951 -5.713 7.947 -3.50'1 -4.439 

E F 

-4.167 0.000 

0.532 -1.543 

0.269 -0.033 

0.029 -0.143 

0.059 -0.011 

0.005 -0.025 

- --- . -- ... MF 
' 

Aneglo tabulado de soluci6n (la.. ETAPA). 
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METOOO DE CROSS 

7.16. Oetetminar los momentos en los vértices del siguiente marco. 

~ 
Oft 

z '""'"' ,_... 
l A ZEI e El c 

'·ºI e 1 • 

l. El 5fon ~ton 
3IOllÁll 

/ 
Q ZEI E El 

1.0 1.0 

El El El 

a H 

4.0 l.O 

la. ETAPA..- Se Eije.n los nudos y después se giran.· 

- Momen:os de empotramiento. 
t • t 

M - 2f41 -'"'·-"2~1 m-6.182 
AS 12 !fT 

z 

f~ 
ILO 

M. -- 2 ' .u" -1.600 
8C t2 

Jf<f} M..------4.000 ..., IZ 

t 
M. __ .!.flL_ 5flJ/J-IJ --6.58J 

o 'EF 12 J 
Af.a. -6 • .18.J 

M. = 

"" 
Factores de -distribución. 

-NUDO A-

K 4f2EI/ 2EI 
AB• 4 

-NUDO B-

i'<.M • 412EIJ l!EI 
4 

d"' /,J.JJ El -o. 40 
J..J.JJ El 

2 3 7 

t 
MAO- 6 ' 21 ,,, -2.667 

IJJt .-

Mn:- 812/ f'l I • .!. 55.1 
I .!Jz 

K.. - J. JJ .! E r 

--- ----- ------..-
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""~-J:-

Sl ..,,,....,. ...,._ • IO .. ·• • -...... ., ..., ,.,.,.,, , ........ 
11-~· ' •-J.L ''r ~I 

• • e 
e T o T T e T o T r e 

di/ ,_ .. .... -i!!. .... ¡..m.. .... . .. 
11 ··- ·- .- . ·- - -E ·- ·~ '·""' L"'° L .... ·- •.-
T 1.450 LIG l.OCll 1.100 1. '·' 

. 
-E -l.4ZI: -UJ ·L771 _,_,,. ... ,,. -l.S.51 -1.JSO 
T ....... · .1 ·u . . ..,.. ..O.STI .... ,,, -0.tn ...... 
E .. , .. Lll 1.015 0.101 .. ,.. ··- ·-r G.lJI a.u 0-111 .. ,, . .... .. ... . ,,. 

f.--'-· 
E ..Q.:Zf5 ...... -4.11 \ -O.JC4 .... 

~-- . 
111 .· -· . -- . ... .• ·-· .... 

o • • 
e se· r T • T I e-$ e r T o TIC .e e $ 

<Gj .... .... .... .. .. a.u .... .... a.u IUJ IUJ 

11 ...... .... .__ ·- ....... ..... .__ a.OCll .__ 
-~ 

E L"" 1.- ...... L ... J.ltl J.ltl ..... J..JIJ S.J.11 LJJ 

r ...... - 1.7CIO LI"' t.450 -- . .... LIOll - ~ 

E ...... _,_., 
~ .. 1.n> ·L141 -U'7 1--LlU ·UOD ....... -·~ .. T -0.fH ... ,,, ..Q.fS7 - ~ -4m -4.» 

E GMI - ... ,. ...... IUIJ . 0.Stl ..... ,0..4Jl ... ., .... 
T ..... - a.m O.U5 a.uo - lUU IUl6 - .. -
E ...... ~~ ... ,,. -0.lOt .... ... ...... ... ,,.. .0.1\S -0.JtS -<Ul .. 4"' ... 4.199 J.7l0 _,_,,, ..... '-'" t:u1 L' .. -· (1 

•• 1 i •• 
. ;]"' ...... 
llF l.IU 
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capítulo • 
Método 
modificado 
de Kani 

- . 
8.1. INTRODUCClON--

Este método ?ermite obtener los momentos flexicnantes finales en les extre

mos de todos los elementos de una estructura, ne ccnsider,uduoie ios ~f..ctcs u~ -
las fuenas cortante y normal. 

La ventaja del método es que considera simultáneamente tanto el giro ccm<> 

!es desplaza.mientes lir.eales de les nudos, El procedimiento e! Sllmejante al méto

do de Cross, y hay necesidad de equilibrar nudo por nudo y pise por. pise. cuando -

hay desylazamientos lateral•s. 

Las incógnius sc:ri le'! gires y \c-s des¡;lazamientcs latecales, utilizándcs" el -

método iteratiw; de Gauss - Seidel ea la. solución del sistema de ecuacicnes. Di

. cho método establece que una ir.cógnita se expresa. ccm(• f•nci6n de otras, si;pc-

niéndoseles Vilores acbitra.cics paca determiear el valor de la iroeógnita de5fejada y 

repitiendo el ciclo de Sl:Stitución un número S\:ficiente de veces, se encuentra el -

V&lcr exacto de la scluci6n.. El proceso it~raiiw; !ir aliza una ves que la.s illcógni

tu tienen la precisión deseada.. 

El método se p~e generalizar ""ra marcos no ortogonal<! y ccn cualquier -

tipo de apoyos. 
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METODO MODIFICADO OE KANI 

8..1. METOt>O OE KANI 

8.2.1 OBTHNClON DE LA ECUACON Ol!L GIRO OE UN NUDO 

En base al proceso utilizado esi el mtltcdo de Rigideces se ol:seM que el m~ 

mento fluic.aanre fmal ea el extremo 1 de ¡,. b&rta ij, puede expresane come~ 

. • 4ÉI . 2E!- - 6t1 
~,·M,r+ ~ +--.¡ ---1-"ii L . .. .L . t.:. •• 

si lw:emc.s 
K,¡• ~/ ~:. K¡1 (rigidez relativa e la flexión] 

se tiene 
.f,•2.g, ; ~-z1'" 

. M,; - M;: + 2K1j ,, + -f<;¡ ;, -: K,¡· fu (8.1.J 

La coaw.ncl6n de signos es que ~ momf:lltCI de flexión de nudo scbre barra 

son positi.cs CUIDdo tienen el sr.ntit'o el! lu mt.necillas de un re.tc.j. ,, 
HaciA!ndo referencia a IL fig. 8.1 en dalde se muestra el IÍudo i y lu barras 

~~e ccncuren a die ho nudo 

Figura 8.t 

4 

ENTREPISO n+r 

1----1,.....--3 .. PISO n 

ENTREPISO n 
·n-1, 2. 3 __ ,m. 

m-número de pisos Ó niveles. 

la condid6o de equilil:rio e!ti dada por 

M,·1 + Mir + Mi:J + Mi4 - O 
en forma. general • :2M .. •O 

. ¡.1 IJ 

en donde b lndica. el número de barras cancurrentu al nudo i. 

Reempt.:zando (8.1) ei: ~ swna.· auterior t.memcc 

• . •• ".. • " • ¡, 
"5

1 
Mq __ •O - _ "5Mq+2y1 :EKIJ + "51<,J"rl - :E KIJ f'J ¡;; '1:f J•I ¡:i J-1 

si ahora bacemos 

• • • M1 ~ •. ;;M11 •.momento de c!aequilil:ric en el nudo i. 
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METOOO MO®>ICAOO DE KAN! 

J 

resulta 

• 
K1 • :ii:K,1 .... rigide:r. angular del nudo i. 

./41 

O - ~ +2~ ~ + ~K,1'1- ~K,¡ fu 
de donde se despeja el :cilo del nuiO i, quedando 

¿ M1 t•~ r•.1. 
r 1 • 2K1 - ?K¡ ~K,1r1 + 2K, ~10 ru 

esta ecuación expresa el güo del nudo i en. f~nci6n de_ 1<.'!. ¡hes y dt!s¡;laumientos 

relatiVeJ de los extrHllU <k '_IU barsu que COllCWten -al n~do. -

8.1-l. OBTBNCIOM DB ~ ECUAOON O~ D!SPLAZAMIENTO LINEAL 

DE UN PISO 

Conside,.ndo IL fi¡. 8.2 en danlie se ha aislado e .. pi.se ·ri, ol:tenemcs lf. ec\11-

ci6n general de equilibric• que ~u.bit e-= 

en donde 

¡·~. . ... 
e~:'"''""º' PISO n-1 

Fig. 8.1 Equilibric horiZC'ntal da.1 piso n. 

• númeso de colurnoas en el entrepi!o n. 

Q,. • cortante acumulado auiba del piso n - 1 (positi.c; hacia lf. derecha). 

h • altu11 del enttepisc n. 
Q 

Sustituyendo (ll.1) en la ecuación antericr obt~nemc<1 la expresión de equili

brk del piso n, es decir: 

r • • M. • :::E ( M
1
, + M¡, } • moment« de deSt>quilibrio del entrepiso n. 

• C-1 i 
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METODO MODIFICADO DE "AN! 

y 

result& 

, 
K. • -::?, K11 = rigidez del entrepiso " 

c-1 

de la cual se despeja el desplazamiento· lme&l, obteniendo: 

.J. . Q. h. + M. 3 ' ,¿ "' 
r• - 2 K. i_ 2Ji:. '(f.; K,¡ f 'f'1 + '/'J J 

La ecuación &nterior expresa el desplazamiento del piso n, que ea incógnita, como 

función de los giroS de los extremos de l~-~;..:,;M,s d~ eniÍepiso n, que también 

son incógnitas. 

En &lgunos casos M es iiual a cero, excepto cuando exi:lten fuerus caneen-
, n 

tradas en la altura de las columnas, o i:olumnas sujetas a carga distribuida no uni-

forme.. 

En la aplieaci6n del método· se calculán 1a5-1ac1ores 

'· 

por lo que ias ecuaciones de equilibrio quedan: 

Como comprobación, se tiene: 

a) Pu.ra el nudo i 

b) Para el entrepiso o , 3 
~Vr-¡-

247 

ti.. 3K1¡ 
f} 2 K,, 

C8.2l 

(8.3) 
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Aplicando las expresiones (8.2) y (8.3) se obtiene un número de ecuaciones 

igual al número de incógnitas, o sea existen tantas ecuaciones (8.2) como nudm 

tienen giro y tantas (8.3) como pisoS con desplazamiento en la estructurL 

8.3. CASOS PARTICULARES 

Se consideran como tales¡ cuando se tiene un entrepiso con columnas de ~ 

ferentes alturas y cu:indo alguno de los apoyos es una articulación. 

8.3.1. ENI'REPISO CON COLUMNAS DE DIFERENTES ALnJRAS 

La ecuación de equilibrio de pisó. se Piiod"é escribir come 

O .;. fi.1.1,¡ + M¡1 
.. • · C•I h¡¡ 

SI 'fi es una altura arbitraria que puede ser la mll.s común del entrepiso en 

estudio, multiplicando ambos miemlaos·:1tt: la ecuación anterior por dichs altura 

se obtiene 

Q, /j • 1i'5M,¡ + M¡ I 
"[:) h¡¡ 

sustituyendo (8.1) en (S.4) y si h-

se obtiene 

a!J·-
h¡¡ 

en donde en el último término aparece aij al cuadrado debido a que 

Haciendo 

y 

la expresión .(8,S) queda 

Q• f a fil. +3 i,K¡¡ B¡¡ ( f1 +") -2;. i?,. 

de donde se despeja el desplazamiento 

24. 

(8.5.::._ . 

; 

l 
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6.- Obtener los elementos mec:l.nicos de fuerzas cortante y normal, para -

finalmente trazar les diagramas correspondientes. 

Por último, es conyeniente ~.acer notar que los des¡:,lazamientos lineales y -

angulares calculados con este método son mfltiplos de los obtenidos con el méto 

do de Rigideces, &to debido a la.s relaciones utilizadas en la obtención de la ex . -
presión (8.1). Por otra pane, los giros positivos indican giros con el sentido de 

las manecillas del reloj. De igual manea, los desplazamientos lineales de las - · 

cuerdas son positi'IOS en el sentido de las manecillas del rdoj. 

2 51 
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¡J. - o.ii+Ai. 
2K, 

Aquí se calculan los factores 

Y. como comprobación 

reemplazando (8.8) en (8.7) ·se tiene 

,, - - 3 KtJ!l'f 
'71 21(,, 

º· ¡¡ + M. 
2K. 

Ca7l 

CS.SJ 

' El proceso iterati.a se aplica a las ecuaciones (8.l) en donde hay que te

ner .en: c:#a la ec:. (8.6) cuando sea ~ecesario. y a la ec.. (8.9). Conocidos los 

valores de las incógnitas, se sustituyen en la. ec. (8.1) teniendo en cuenta la ec. 

(8.6} cuando sea necesario. 

8.3.2. APOYOS ARTICULADOS 

Se procede de la siguiente manera: 

Calcular el momento de empotramiento considerando la columna reo.!. L:i 

rigidez relativa K¡¡ se multiplica por 0.75 para· obtener la nueva rigidez relativo. 

K'.. de manera que con esta nueva rigidez: el giro en el •"tremo supericr conside 
4 -

randa la base empotn.da sea igual al giro con la rigiclu K .. cuando la columna 
lj 

está articulada. 

La altura se tiene que multiplicar por 1.5 para que el desplazamiento su~ 

uor considerando la base empotrada sea igual al desplazamiento cuando la colu'!!. 

na está articulada, después de hacer lo anterior se aplica la ec. (8.2). ·sin em

bargo, las fuerzas cortantes por desplazamiento no coÚlciden en las columnas -

real atriculada y ficticia empotrada, requiri~ndose un factor correctiYO adiciolllll 

que es ~ 

biiª 0.75 

Al sustitulr una columna !ictici>l. de altura distinta a la origin~l, se tiene 

el caso de columnas c!e diferente altura, visto anteticrmente. Se :i¡::lic:: la ce. -

(8.2) en la que SP. tendrá en cuenta (8.6) cU11ndo sr.a nccco~.io. !:\ l:.ctt;: co--

2 .. 9 
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rrecti'l'O bii aparece en la ecuación de piso, con la componente de desplazamien

to, por to que s6to aparece en et último t6rmino de ta ec.. (8.S), por le· que ~ 

ra se considerar:i.: 

aplicándose ta ec. (8.9). 

La Yerificación sert 

Et proceso iterati'l'O de solución se iroici1 suponiendo ...iores a las incógni

tas (usualmente se suponen .icuales a cero), y mejorando los ...iores supuestos -

por la aplicación de tu ecuaciones de los giros y les desplazamientos. Los val!!_ 

res obtenidos son comparados con los supuestos y si se excede cierta tolerancia 

especificada, se repite el c¡clo itetati'l'O hasta que ks últimos valores obteniéos 

no excedan ta toluancia, con respecto a loa valo1es previos correspondientes. 

Una vei determin~ los despluamientos lineal .. y angulares, •~ sustitu

yen en la ec.. (8.'i) obteni6ndose los momentos ílexicnantes finales en los enre

mc'5 de todas las banas de la estructura. 

Estableciendo una secuela de cli.lculc para la aplicación delmétcdo mcdific:i 

do de Kani se tendría lo siguiente: 

l.- Establecer el número de· grados de libert~d n de la estructur:i, tanto 

lineales como angulares (~n el caso de giros se--íecomienda calcular éstos en los 

nudos donde concurren dos o mis banas). 

2...- Calcular los mementos de empotramiento causados por e~ sistema ex

terno de cargas, asi' como los factores de distribución tanto angulares come li-

ncales.. 

3.- Establecer el número n de ecuaciones, utilizando las expresiones co-

rrespondientes pata giros y desplazamientos linealH de 11. estructura.. Teniendo 

en consideración si la estructuta tiene articulaciones come apoyos y/o columnas 

de dile rente altura en un entrepiso. 

~-- Aplicar el procesti iterativo de Gauss-Seidel al sistema de ecuaciones 

=ablEr.ido, hasta obtener la precisión deseada. 

5.- Conocidos tos valores de tos desplaiamientos, calcular los mc•mentos fi 

nalcs en los extremos de todas las barras de lo e<tructura. 

zso 
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METODO MODIF!CAOO DE JCANI 

s .. 1. Resol-tt:r la vigs continua que se muest rL 

llfí' 1 e 
El=cte. 

.. t.90 ' t.eo t.O 1 "º ' ~·º,.. s.o 

C'1culo de los momentos ele empotramiento. -
1 . -

Ma. 101t.t5J ''¡t5+JI •A(f28 -4(,c-- 4111 (.J-11 --z.6"" 
21SI . .... .J 

~- 2.88" ~ _ 4(Jr=-4.8~o 
:· 8 

. . 
C'1culo de lco1· fii.ctores· de ºdistritucióñ:,. --........ . 

-NUDO B-
1<¿- 0.7E1 -=<J.2$0EI 

11 ·- _,_ ,0.280.La.214 
f"eA 2 0.8831 - -

KllC =~J'J'J' El Ka• 0.88J'EI 

" -'-.Lf. O,JJ'J,.. 0.288 2µ--0.800 
l"BC !' 0.883 

-NUDO C

l<cr- J.:1-o. JJ'J' E I J' . 

/la, c.:. J._ (º' lli)-o. 286 
2 a. . 

También 

-~ 2.R;B 
2 K, 2iru8.l'EJJ 

K~D = 0.78EI =0.280EI A;,= O.t58J'EI 
J' 

11 - -1.../Q.280.'l•-0.2/4 2µ-0.800 
f'"CD 2 \ O.t58J'J 

-k- f.f.S!JI - T.!511-Elr:z:. 
2J<,; 210.88JEll e 

En este problema no hay desplazamientos relatiw:.s, por k· u.nto los i11c6gnitta> sen 

los giros en los nudos B y C. 

Aplican:!".' <ucesivamente lu des ecuaciones anteriores se puede formar la. si--

l.uiente tabla p:ira la solución del problema. 

25 5 
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.. -, . , . I' ,, 
, ' 'I'' i ·: 1' / .. - ,..,_ ¡ .. 

• ' 1 1' 1 ' ., l!.1 ' 11;. J¡ 

o 
I 

2 

3 
4 

5 

As( los giros son: 

6 1 
N U D O B 

El~ 

o 
E I a. l0-2..53$ 

. fl«:IOI • 0.~Z. 

-J.2,0 

y 

R o 
N U O O 

E I O:C ./,,71 

2.MJO 

,¡,_ e.:oo 
'f'r!' El 

s 
e 

Sustituyendo -os valores en la ecuación 8.1. se obtienen los momentos finales 

en los extremos de las barras, teni~ndose 

~-M:.+2~+.-4.000 

A(,.• Ab,+2~tc+Kg,~.2'0 

M«•"'-+2~~~-tooo 

Af:o -~0 +2 lfotrJ.2'0 

aOIAGRAMASa 

4ton 4ton 

J, ¡ 4 ton/m , 
,/ • .. 

e o 

V 

M 

I 1.SO 1 1.ea 1 1,0 .,.. 1.0 l 1.0 1.n1 1 1.zto. 1 

25& 
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8.2. Calcular los mementos en los apoyos de la siguiente vi&L· 

11 .. 7ton IO loo 

1 !. 3 Ion/• l lx 
,, 

;¡¡¡¡; íQ. 
1.0 2J> ..... 

1 1 
l!.O 

e 
1.0 o ,J.o e 

lCI " ! El 

Cálculo .de los mementos de em¡icuamientc. 

M,..-- 7Cfl!4:..fl --4.Z!JO 

~-tl.250 A{;,,-- IQUIUl+l/=-4. 444 
2u,Z 

- . Cálculo de los factores de distribución. 

-NUDO B-

~- 2_,El -0.50EI 

flu--L(~- -O.J57 
2 0.701 

K,,c•7•a.20EI 

/iec---' '~J=i"(}./4J 
2 l 0.70 . 

K,, = 0.70EI 

:;.µ a-0.500 

-NUDO C

Kca=-E..L=o.20E I 
$ 

"-=-..LlO.lOJ=-0.143 
¡-a/ l l 0.70 

Además 
M. _..:.;i._ r-1.0001 _ 0_714-Enr.,, 

2'» 2f0.70Ell 

Kdi,: a7'rrE!I =0.50EI Kc - o.70E1 
J 

IJ -- , (º·"°}= -o J57 2µ --0.500 
~ 2 0.70 . 

-~=- t.BOO - t.l90=El<:r. 
2!ié 2f0.70Eil • e 

Las incógnitas sen los giros en los nudos B y C, por consiguiente 

~+fl«~c %=- 2~ .¡./Jea ~B 

6 1 R O s 
N u B N U O O e 

-El M.·/2Kt. 
;¡ . . , 

1 ft1rac100 

o o o 
f 0.714 -1.3 2 

2 0.913 -1.420 

3 0.917 -1.421 

4 0.917 -1.421 

257 
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Aplicando la fórmula 8.1. se obtiecen los momentos fiMles que son 

Mu •Ab+Ku ;,.:-_,..1g2 ~- AG+2x,..;, -a t67 
Ak•i<.+2~;,tX'ic;c·-a..re1 Ab• "'+2~~+Kaf,-.!BS-' 

.4b • "+2 Kai ~e ~-.5.88.5 

oOIAGRAMASo 

7toa 101aft 

J.¡¡¡¡ l ;¡¡. 
D • 

7.llllO 

V 

- ,_ ~ 

M 

tJl tD 1.0 U21! t.411D Z.D ID 

8.3. Resolvet la estructuta que se indica enseguida. 

&tm 

k 2.&lcnl'lll 3IOl1'11 

IA e:' 
,. ,,,,,,. 

ºol ¡¡;i ;¡; o 

Z.0 2.0 1 4.0 e e.o 
UI zt: 1 E1 

C!lculo de los mome111os de empottamiento. 

2 5. 



1 . 

ME."1"000 MOOlFlCADO DE KANI 

I 
u = :u:1 • 4260 .. ro 12 

Cálculo de los factores de distribuci6a. 

NUDO B 

KllA..Jfl--a160EI 

11 •--Lf0.760.t.-a.JOO 
rllA z 1.z60F 

K. • 2fl -O. 60E I 
llC " • 

NUDO C 

Kca--lf-L •O. 60EI /(. • E: I O 20EI ~ • 0.70EI 
t:D 6 .• 

(j __ _f_l0.60}--o.367 
~ z ro.10 11 _ , co.20;--0. f4J ~µ - -o. 600 

rr:o z 0.70 

También 

-~ c-o.Bn1 •o.JJJ _ E/(I. 
2K6 Zfl.Z60Ell 6 .!!s._.= C-2.9r7J -2.084•EI Ir. 

2Kc 210.TOE/J e 

Como no hay desplazamientos relatiYOS, se determinarán los giros en los nudos B y C. 

,/,· .v6 +µ ,¡, "'--~ + µ J. 
l'fi 2K¡, llC 'f'C ~ 2 K,; . C6 'f'6 

- . ·- ... -.... , .... 
G 1 R O s 

N U D O 8 N U D O e 
-EIM;/2K; . El ~-a.JJS El 0:.c=2.084 ,, 
iteración 

o o 
1 

2 .. "<t.060 ..... 2..105 
3 -0.088-· :.:: 2..115 

-0.090.: --.: 

-0.090 : • 2..n6:. 

Los momentos finales en los extremas de las barras son 
. . 

A1.1 •AG+"8;8 - -2.667 M .. = 1'{..+2K,..+.,+K,,A+A s 2.J66 

Mc-Ak-+2K.!CPs+K,,c+c • -2 . .sa' 

Mc0 -"'+2Jlé0 ,c· _,. 404 
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OQIAGRAMASo 

!l !Oft 

! 

V 

1 2-:D 1 t.o -4 1.aoe 
1 

2.304 t l.4te 1 z.saa f 

M 

8.4. Calcular los mome11toS oo los apoyos de la siguiente vigL 

10toa 
3""''"' ~ 1 

• ~ !*& • l.O 8 
e o 

4.0 l.O 3.D 

Cilculo de los momentos dr. empotramiento. 

MBA•IOf2J •20.0 ~- ~. JtJt_ 2.2!JO 
12 

- Factores de distrilnicióa. 
-NUDO B-

~-o.o 

-NUDO C

Kca•-f!-o.2'o € J 

210 

ti El= cto . 

sµ=-o~oo 

Kc= o.t:9!€1 
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·NUDO 0-

/(, - El -O '3JEI 
~ .s 

Ademú 

'Eµ--0.600 

... ;-

~- 20.0 ·- 4o.o"'%ir:~=- t-?co1 = t.gn.... . ...$..__ o.o _g,g _____ 
ZK1 210.2SOEIJ El 21(,. 2f0~8JEI/ •. El • -- 2J!í, 210.d~EIJ El --,, 

La.s incógnitas - los giros de IÓs nudos D, C y O. 

;, •• ~ +flr:;c Pe-2~ +14:at+µt:11fo 

: 

G 1 R a s 
N u D o B N :·U _o o e N U ·o·· O. - O 

El ~~-4Q.OOO El -1.gzg E/Ca =aooo 

µ;¡ J4c.- -o.~;.!~ fl.::a• -0.21411• P• 
iterat:lón El; El 

o o o 
1 . -40.000 10.489 -2.622 
z -45.244 12.361 -3.090-

3 -46.180 12.695 -3.174 

4 -46.347 12.755 -l.189 

5 -46.377 12.766 -3.191 

6 -46.383 12.767 -3.192 

7 -46.384 12.768 -3.192 
11 -'46.384 12.768 -3.192 

Cálculo de los momentos finales. 

~-.u;. -20.0 
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'-S. Resolver la viga cóntirwa que se· muestra. 

- M'"1!entos de empotramiento • 
. 1 . 

~ 2co ~ 1uu:rt•41.481~ 
8 . 2(4~ 

,4{:6= iooo 

- Factores de distribución. 

-NUDO B'."' .. 

~- 0. 7~CMU :O.~B~EI 

11 =- / (O.@Ul:-c.286 
r-tu. 2 IM2 ~ I 

-NUDO C

lf"a • -ZfL• O. 600E I 

Pea-- ., co.600}= -0 • .164 
2 ().687~ 

1<,,c•-lf-=o.600EI ·. K. - l.OB~EI 

// - --L(º·~ºº J•-C.2.16 . .,.µ - -0.600 
l""'6C 2 1.00,2~ . 

~ 0.7lEI -O.t876EI ~ • 0.8876EI 

11 =_!..(0./87rJ•-o.l.J8 2µ- - 0.600 
r-= 2 o.6876 

28 2 



METODO MODIFICADO DE KANI 

Por otra parte tenemos 

11, . uf s .L.Zil a: 
-¡¡;•-z11.002!JEll El • 6 

~ - _ at87 O. ISfl-<Lc 
21; 210.687!JEll El 

Las incógnitas son los giros en ·1os nudos B y C. 

,._ :~ +JL.c~ s6c--2~ +14.;, 

6 l R O S 
NUDO .. B NUDO C 

-EIM;/21(,· . El o:a.--t.TP4 

·Ji« - -o.2s~ ~ 
iteracióo El e 

o ·º o 
I -1.794 0.517 

2 -t.915 0.561 

0.565 

• 65 
5 0.565 

Los momentos finales son 

~=~+2Kaifa=4.64-' 

aOIAG RAMASª 

V 

M 

•t.o, s.o .. o 

283 
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8.6. Resolw:r la estructura que se indica. 

~tal ª""' 
~ l. 3 ,.., ... 

1•~.~~-.-:l~~.-.. --Jiiil~-2.-0~-z-.o;¡;¡;;,~c---.-.o~~ El=cte. 

Momentos de empotramiento. 

M,,,-- 4<~~§:t 4.8rJ8 

M -- BC<fl •-4.000 
'"IC 8 . . 

~.-4.000. Meo - - :S. 000 

- F&ctotes de distribución. 

-NUDO B-

K...,-7•at4:SEI 

µ~,.=- I ca t 4 :S ]=-a f82 
2 o..n:s 

l¡¡c• ~/ 0.2!JOEI '<a• 0.:S9:SEI 

11 •- f Ll.2!JO.b..o.:st8 2µ- -0.!JOO 
rae Z O.:S9.J/ -

-NUDO C

f<cs=-o/- ·•0.2!JOE/ 

Jice=--LfC!.2'01- -O!JOO 2 0.2!JO . 

También 
~=- H),5271 ~~-
2K, 2'0.JfJ:SE/J Et -.....,. 

JJ.a,-o.o 

Las incógnitas son los giros en los nudos B y C. 

~.--1:¡+1'.c?c ~--2t +.L'al!Ía 

6 R o s 
N u o O· B N u o o 

é I fLs-0. 418 El a:c--e.ooo 
ac•-O.:St8',. ~e µat - -a. !J00".1 +. 

íteracio'o él ?11 é/ e 
o o o 
I 0..416 -2.208 
2 1.118 -2.559 
3 1.230 -2.615 
4 1.2~7 -2.624 

5 1.250 -2.625 
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METOOO MODIFICADO DE KA.NI 

Momentos linnles en las barras. 

~"-"" +K.ufa•-4.71'1 

!lf..:·~+2~+s+l<,,cfc •-4.0JO 

-4'.. ·AG •2Ks.••· 4.oJo 

Ab_..1'+2~+c-+1<é6 '6 2 J.O:JO 

• ~-Ab •-J.000 

oOIAG R AMASO 

!!>Ion 8 toll 

~ ~ 3ton·• .. -;) 
A .. ~ • e 

"º~ 
V re 

Z.046 S.743 • 
s.o 4.0 Z.Q t.O ~ 

4.140 

1 
4,719P" ~.QO() 

M 

8. 7. Encontrar los momentos finales en los extremos de. las barras de\ .. marco 

hiper~stático. 

• . a.1 

UI 

• 

Momentos de empotramiento. 
' 

M~ sial a-"·ººº~ -Ai. 
IZ 

- Factores de distribución. 

3fon/ID 

.. o El E 

tEI 

e· 

J/4/ . M. • -----4.000a-~ « IZ · 

-NUDO B

K8,--..!.f1-o. 50€ I V a-€.1...aO. ltJtJE I 
"BD 15 
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METODO MODIYICADO DE KANI 

-NUDO D

f<á,. t; a 1666€1 

Ademú, se tiene 

fl..o-- I fa· '6M··<U2!J 
2 0.6 

K,, •O.tlltJ6EI 

- ~ -- f-fl.0001 - 67!JO a. 
21<,, 210.6661 El 

~ 5.000 2.727 
2Ko -- 2f0.tlt661-_-~=o 

A 1 no existir desplazamientos laterales la.s ecuaciones son 

~r~ +JJ.opo 'Ío-~ -~'Í• 

· 11~~¡¡¡¡~f ~Jl[~llU. G 1 .. " R o s 
N u o o _:_ -B N D 
--- El ~-a1SD El -· : - él ftf/2K; 

µ;¡ -,r"" = -a. 12!J;• fo • 
1 itaracio'11 él,, 

o o 
1 6.750 
z 7.168 -3.379 

7.172 -3.380 
4 7.172 -3.380 

Cálculo de los momentos finalés. 

Mis =K.., ~~·J.!J86 ~=2X6.,+8 ~7.172 iY210=~+2~+• +K"" 'º=-1.172 

t4,8 -~'+2~'º+1fr.f8•1U7TIJ t1'c=21fu f0 •-J.J80 Af:t,='b, ,0 --uso 

Afoc• ~~ +2~ ,,,=-MtJO ~ - -4', + ~ ;0 =J. t!J!J 

.. DIAGRAMAS•• 

V 

1.201 
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0.070 

Z.808 l.105 Z..Z11 t.790 

M 

B.B.Resol..er el muco siguiente. 

4.0 

l.~loft/11 "8 
41oo 

Mln ,ilanlm 
o 

l!I 

e 

I l.O .• ,, S.O I l.O 

Momentos de empotramiento. 

8.884 

f' 

- ! --

,.., --
1

l.a
1

.s.o
1 

1.5141+ H41" - -. 0·
00
- - - · - u lf6Jz 5161 ·7~o 

8 
'
,. =""' "'so------=-'"'·'"' • u 8 

t. 4!Z -e 

N 

A1,,- 218<~· 313115l-.;.r-r.1~z-··-----M.-· = 21sl, .113lt51 e/2.776 
r2 1sl 'º 12 tsl 

~-
2.5161

1 
iJttsl 

12 - s -13.500 

Factores de distribución. 

-NUDO B-

K' - o.75E/ =:O. t8750E1 
• 'iW " 

µ.,,,. =- 1 (O. l 875'1J.--o.z65 
--2 Q.J54t -· 

-NUDO D- --

!.(,., = T .1. ~O 

K,,,,a~f6666El Kr o.354tt1EI 

,, _ ___ ,_f2..16666J~ -<).?.•~ -:zjJ.--0.500 
r-tlD 2 l 0..'541 

· 1'-1f-L-o.250El K ~ 2 Fl,.o.z!JOEI 
'"OC 8 -

:-.NUDO F
K,o•1fl-o.z50EI 

JJ.o/'-..!... m 2 50.t;,,-c.t87!J=l l _ 
2 o.tststsl roe 

K,E• ~/ -0.16 6EI 
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METOOO MOOLFICAOO DE KANI 

Ademú, se tiene 

"'• f-07~} '·º'g 
2/fr -- 2f0.""'8Efl = El O:, 

5.,7., 
El a:o 

""' 1-().72.,, o..,sJ 
". 2K¡r -- 2/0.750E JI - El =O:¡r 

Asi', obtenemos las f=:cuaciones 

. J. ·~ ). 1.039 J. 
'f'i'-¿Jr,,_+/4o'f¡J• El -0.2J5yo 

~D a +/Jo.~i·. ~::-f -0.f2!IO?.- 0.t873~F 

J., ""' ""µ J. -~ ~ o. 187). Y! 2 K¡r ""'t'o El · ·· 'fo 

:j¡ f~lil'1J1l;ílFr1::i¡¡~ 
1 l"i• :i r '; ,' 1· 

' '_¡ • 

G R o 
N u D o B N u D o D N u D o 

El a.11 -1.03g €1f%o • ~37" €Ja,, •0.48J 

s 
F 

µ,,,, = -0.2J3 •:fo µ.,,. - -a. 1250,>"· µ,,, - - o. 18 7:• lo 
µO!' - -0.187~p¡r 

iJeracioÍI El fÍ. €!fo € I F 

o o o o 
1 1.059 5.442 -0.426 
2 -0.220 S.681 -0.466 

-0.276 S.696 -0.468 

4 -0.280 S.697 -0.468 

5 -0.280 S.69í -0.468 

c:.;culo de momentos finales. 

~mAG+2K8A ?.=5.895 · ~02X'¡,C ftr2.848 

MFE =2 KFE P¡r=-<J.15 8 

.41,0-~0+2 Ks:.t+K80 fir-5.8~ ~ 

~="'"+2~4+J<íi¡rp¡r=-lf.450 

M,,;= '4w+2 l<¡r11 p,r-tJ.812 

~" = l<'cF Pr-o.orci 

~ = M.;,+21<¡,,,i,+!<óof., =8.6C2 

M,,,= !r(,,+2K¡r0 ?,,+1f;,0 tf0 •1J.fJ86 

~F = ~¡r+l<,¡¡rt =/J. J"4 
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,_ 

l.O 3.0 l.o 0.- 4.7ZO ll.O J.O 

U?Z 

. <P"¡·. 
'.8115 -a------- &.8411 

4.0~1 

M(COLIJMNASJ 

1,4Z4 

••01AGRAMAS•• 
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METODO MOOlF!CAOO OF. >::ANl 

8.9. Trazar los diagramas de elementos mecánicos del siguienu.: 111.-1 n·· .. 

Ztoft/"' e.o 

'°'r.,'"""-.~til"1 """""11 

e toe 4.0 

Z!I O 

ti 4.0 

1 

11.0 5.0 

- Momentos. de eropotram.ientn. 

At,~ J~~,._ ;.;:ooo . A{,,·- 2;41 .toco 14i:~r.ooo ~,,----=-· I • • ,.,,.., .• . ~.w- -
¡~· 

1 
.t(,,=- J f51 .. -6.Z'O 

tZ 

- ~ actore5 de distribución. 

-NUDO C-

Kd., ~ ª7¡Elc0.f8~EI lftr..if-=0.40EI 

-NUDO D-

/(oc: 2¡1 :0.40E/ Ko,,a~.250éf "'-= Q.75:2E/J =0.230éi K:,~c.-·c«~a 

11 ~- '(O·"ººL-o.zzz 11 _ r (t.250)--o.r39 _" 2µ--0.St't:> 
nx 2 o.golf ~ 2 o.900 r-oE 

-NUDO-F

,r¡;.c • 7-c·Z50Ef 

~~; (;,°iif:J"" -O.Zt4 

Adcrñb.s, se tiene 

,_ <i.2501 !.537 
2f<c = 2f0.8J75E 11 E f "'<re 

K,-&-·2EI •0.:53;~, 
(J "e 

- - -
µM" ; @MJJ--o.zsis 2µ• -o.5oo 

~-- f•Z.7501 1..5277.o;, 
2~ 2f0.900E/J E 1 

270 
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llilli!i!'jilllllil l lil I': üíl ,Ji, Ir. ..1 
-El U;/21<¡ 

µ¡¡ 

ileraciOÍt 

o 
I 

2 

3 
4 

5 
6 

G 

N U D O ··C 

P-CD - -0.z;sg;rf.0 

= - 0.149; ·~,. 

o 
2.537 

l.749 

1.682 

1.676 

1.675 

l.675 

Cálculo de momentos finales. 

~=Ab+21té., ¡i=J.~B 

M-c = M~+2 KFC ,,. + K~ ~ -.J.JB2 

Af¡,r-~+K5.~~·z;sog 

· ~c=M:C+2Koc~ + Xóc~=7.8~' 

R o s 
N u D o o N u o o 

El <r.¡,•t.427 El ~,.-4.288 

~ - -o.zzz:•fc ~ • -0.214;,.Pc 

El f>o El F 

o o 
0.965 3.743 

l.140 3.912 

l.154 3. 26 

l.156 3.927 

l.156 3.927 

Meo= Af~+2Kai~+Kco~=-4.448 

111,,r ~+2K0E ~a--B.4zZ 

.. DIAGRAMAS•• 

t.a7S !.SO 

. ..-

F 

V M(V!GAS} 

1 µ:1• z..n.e 1 1 !..Z74, 2.7211 t 

2. 71 
.. __________ _ 



METODO MODIFICADO DE ICANI 

8.10. Determinar los momentos en los vértices de la e•cructura·. 

&ton 

... ·' ... ,.._ ~,.. J 

E 1: cte. 

. 1 2.0 1 3.C 

Momentos tle empotramiento. 

Ai,-=- 6121fJé __ 4_J20 
• . f 5Jz 

z 
6121 IJJ = 2•880 

t5Jz 

- Fa.ctores de distribución. 

-NUDO B

~=~.JJJé/ 

-NUDO C

"'--..LL.0.200.:1 
''a . !5 

11 =- 1 (0.20'1)= -a. 187!5 
.-a I! 0.!5J3 

-NIVEi. l -

K. = .L!.. + .É!...:.l.ff..!. 
,.., 3 J J 

Kacm~.200él 

~- 1 (º· 20º)- -0.187!5 
2 a~J 

Kcff~:Q.JJJ é/ 

jJco=--1 /'!l.• SJ3) -O.J12!5 
2 lo.5JJ 

2 7 2 

K,;-0.5J3éf 

~µ=-o.500 

.-
1 

1 
T • 
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METODO MODIFICADO DE KANI 

Se tiene 

~ - f-4 . .!201 -~ .. a,, 
21<¡, 2(0.,.!.!Ell El 

°Voe--l.L!.J..1.... -0.T'O 
2 'IJl 2 

-~e- 2.880 =-E!!!Z..:rr_ 
2Jl'.c 2f0.~Ell _ El -.-

On I¡,+~ 
2K,, =O.O= /11 

Por tanto se forman las ecuaciones. 

~-- ::.~·µ,.4+µ.A¡i-~f, ~-- ~•M+,ua,ft-~tf, 
ft,- O~ ~:.Mn - ~f~+j\.J-VD,/14,+~ J 

Considerando que: 

Tenemos: 

Utilizando sucesivamente las ecuaeiones-anter_~o_res se forma la tablé'. si(uicnte: 

"' .. 
--'-El 

2K; 

¡µ;j; V;¡ 

i I era e io'n 

o 
1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

G 1 
N U O O 

µecc-0.¡97' ; 'Pe 
~= O . .Jf2'; ' 

El! 

o 
4.0SO 

4.837 
. s.02C 

S.071 

S.086 

S.091 

s.o9i 
5.093' . 

-~·---..,.. ----~ 

-R o S- DESPLAZAMIENTOS 

E I cr.c=--2.TOO El On ha+Aln -O= P El 
2K• ,.., 

µa=-0.IBT'; < ;. 

.Uco= 0 . .512,; ' 

1 El 

o o 
-3.459 0.443 

-3.468 1.026 

-3.321 1:21s 

-3.252 1.364 

"3.227 1.394 

-3.219 ).404 

-3.216 1.407 

-3.215' 1.408 

Momentos finales en las barras. 
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.. DIAGRAMAS .. 

V M N 

8.11. Resol""r el marco hipereslf.tico que se muestra a continuación. 

210t\lm 

/ 
o [ 

.,_ " .. .. 
Z.!IO 

• 
••• 

- Momentos de empotramiento. 
1 21!'1 __ 4 106 M - 4.160 

f 2 . ..?!> 

Factores de distribución. 

F 

e1on 

e 

•.o 

El= cte. 

M. _ Jl6J5 
··-es -- rts -5.fi25 

-NUDO D

~--f--a20EI 

J1 • ...!....~- -a2so 
·"""IM 2 \a4a1 . 11 --- 2Z-a2$r1 l~O 

roE 2 4a 

AD -a«JE1 

~µ--~oo 

-NUDO E

Kcd"'-Ej-•a200EI 

/J.u;·-; (~%%)- -0.28/J 

-NIVEL 1-

Kés• ª 75 f 1 •O.t50EI 
5 

J1 -L~ - -a214 
~.- 2 la.}"507 

La altura de la columna articulada se "lultiplica por 1.5, así: 

274 

~aaJ50Ef 

¡ 
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/¡,,, = !1.0,. 

Por lo que: 

La rigide: del entrepiso será: 

~,--fl-,,/ + u.rltil f0.15110.646/ - 0.250Et 

3(0·20J 1 --1.200 
210.2:50/ 

Como comprobación: 

Además: 
-"'ª -- 1-4.1661 = !J.2083 ="-

21<,, 210.«JOEt El _,,. 

2 

316.1'010.686 --0.600 
2(0.2501 

~~¡E!;¡ b;¡=-f.200(1/- 0.600/Q.~_661.Q.75--1.500 
C•I 

=- t-1. 458JI : 2.0833 -ce 
·zto..J40Ell El - E 

,, 6.0. As· 1•.•, _. · Glr fi + ~ _ ~Jt51- 5.825 .... ---z :S.<>· 
2R. - 210.2!Séll 

41.:!50 
El 

Teniéndose las ecuaciones 

Las que al apliéar simultáneamente dan como resultado \a siguiente tabla: 

- M; El 
2K¡ 

µ,¡;V,¡ 

il~raclo'n 

o 
f 

2 

4 

5 

6 
7 
8 

G 1 

N U O O 

o 
5.208 

. -3.601 

-6.000 

-6.617 

-6.769 

-6.815 

-6.819 

R O S DESPLAZAMIENTOS 

O N U O O E NIVEL 1 

El ~E=2.08J.J El Onii+Mn 41.250 
2Kn El 

µED~ -o.2se:1_0 
µ81 :::/l O .. J4J ; 1 , 

llAo- 1.200 : •fo 
11,.,. = 0. 600 P fE 

E I p El , 

o o 
- 4 

-46.676 

-3.319 -51.419 
·-3.320 -51.422 

21 5 
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Momentos finales 

"AD =K.w Po - KAD,, = e.n f A-!,. - 2Ka.lo - Ko..J/,= 7'. 557 

M<D m M:a+2~DPf" +Kf"D Po -t.476 

.. V M 

3.1CS f.aDZ 3. ICl8 t.892 

.. o 1 AGRAMAS•• 

N 

8.12. Determinar i..,. momentcs en los vértice; del siguiente marco. 

IO!cn 

2ton/IR 
\¡ 

• ZE& 

• ~· 
El 

A o 

· Z.D 4.0 

Momentos de empotramiento. 

210r -11.000 
12 

'º(21}4,z -e.888 
{ti 

Factores de distribución. 

-NUDO B-

K:JA= 4l 1 -0.666Et 

~ = 6.000 

:z 7 e 

4. 444 

1 

l 



Mf:TODO lllOGl'1CAOO DI: 

µ.--f'o.-•· -4,,, 

..¡.-o•UJn 

-NIWL ¡ .. 

U • ..._ '9 '9 ..__ .,,._.. 11 • ... iflía ,.. d. laa.r J.S~ al: 
AJ.r:i U. ; o\,• •O. ; S. lt•&O• 

P# ,;,..,.: ._..Á..JJL. &DO· 1\:2 i *9 A ... .,. . "' . 
i."!I l. ..... ¡. 

t.. _____ ,._ __ 

K~~· '1'' d.7'~1'- 0.101U~I 
-1.411 l(flrflºffl --0.111 ,_,,, 

e-...,. ......... 
T-llW&_. 

_'!....__,;t-:1t.:Hl;zo¡I • ~ 

. . 
~V:¡•11D.-- •.l<ftl-4171~47' • ·UOO • •• 

ZA¡, ICI 11 ~11· D 9 

4 - u-u- u .... 

G 1 • o 5 OE$P'L.AlAMIEHTOS 
H u D D • H u D o e M l V EL t 

·-~CI u, ,.,~ .. , .... El«r•-4.~ 
~I 0. .-. _.¡ .JS•1' 

.~ 

JI..¡¡: "• 
Jlc--01#;1' Jlo•-4.U<f11" .,_,,.,11. ~ 
µ,,,,- o..sJJ,, r, u_. d.091:•1.. . .&L·-- "''• ¡ ~ 

¡,.,.ftM¡ El~r CI ó. c/i. 
• o o o 
I .... .· --- -· 
~ ·- lL__ -'· ·-· ·-
J 1un -..:!7.!! 

... _ 
• tLI'" -· -· . ·-
6 ...... -1.JJI ll.lll 

• .. ''·"' -1.JfJ .. 
' ""'" -1.m ,,_ ---
• 20.IJJ -7.411 ll. 

.. 

• "'""' -1.41'1 -· ... 

'º "'"'" • 1 ... 10 .. 
ti -··· -· ... .. 
IZ -·- .· -- .. 
tJ ... , .. -1.4Zl ..... ,. ... , .. -1.412 s1.J-,. -· .. _, ....... -· --

2 7 7 

-·---~--:~. ···-·-. 



. . 

METOOO MOOIF'lCADO DE KANI 

Momentos finales. 

""'""'~ +K,,.t- K• f1•-27.6Jt Af.. =-4'+2KJa- ~;,--z.1J4 

~--4'.+2J16ct +~fc•2.tJ4 :;-r~-~+2~6 ~+~,\-a244 
Mr;6'2Ka,fc-Kco/,=~246 

V M 

.. DIAGRAMAS•• 

8.13. Encontrs.r los momentos finales dd muco hiperestúico. 

5 """"' ~ 
zu e 

20tan 

•.o 

1.041 

N 

- Momentos de empotramiento. 

M. • 10111121 012111L.!J.rrs · 
'U t.Ú1 IJr 

~- 10flrt2J + 612/111 •4.88P 
1Jr · 1Jr 

~- $:;r -0.600 = -.4{.. 

- Factores de distribución. 

-NUDO B

K. -....f.f-:a. JJJ El 
8A .J 

11 --- = -0.200 f e..J.JJ} 
,...,,. 2 0.iJJ.J 

A1»- 20;"'--10.000 - -~ 

~.li1..-o.~EI 
4 

11 ---' (º .. ~J--o.JOO re- 2 QB.J 

211 

Ka= 0.8.JJ El 

1 

•.7 



MIITOílO MOOll'IC.\00 DE itl\NI 

-NUDO c;-

1<' :2n"~ •nn~i "r:B 4 ~J •• -

Ji ___ 1 L<U.QQ.1- -a.JJJ 
ti 2 \0.1'0} 

-NIVEL 1-

~=~.?~OEI 

¡.¡ ---'-(Q·2'~1:-0.167 
ClJ 2 ª''º' 

-:;.µ=-o.~o 

Debido a que 

Teniéndose 

las columnas son do! diferente altura, si hacemos: /1- • J.Om 

fi J.O /1- J.O 
a,¡.,•--a~100 8ac=---~0.7'0 !;.. J.O . hoc 4.0 

t,..-1, foc=0.7501, 

Rigidez de enuep!so: 

- 1 1 él .2 él 2 K_,=KsA a..,+ Koc 8Dc; • --y-lf1 +--;¡-I0.75J ~ Q.47401 

J 1ªJ.J.J11 • - 1.055 · 
210.4741 

2 

Como comprobación: :;?v,¡· a,¡·= -T.OSSlll -0.$JI0.75J=-1.~ 
C•1 

Además: 

__ u._a =- 1-1.777¡ _ /.0(!66, __ 

21(,, 210.SJJé/J él - ..... 

.ii~ - 1-5.na + 4.88fJJ 1.0+f1().1) -t0.0J o.r.50- -o.essb 

o,5'+4 -2.6ao1.J.v1-o.1Jaa = ----~-zR,, 210."it·ít-¡1 

!)ande lugar a las ecuaciones: 

l. p, -

2J7~ 

él 

Y, al aplicarlas sucesivamente dan lugar a la Siguiente tabla. 
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1 
G 1 

" N u o o 8 
M; 

él a;, - 1.()666 ---El 
21<; 

1 /J,,c - - aJoo ; 1 fe ¡,u,¡ : v,, 
µu= o.zoo ¡ , ¡I, 1 

ile,acioÍt él Is 
o o 

1 
I 1.01><> 

2 -0.923 

3 -1.301 
4 - t. -53 
s -1.356 

6 -1.355 
7 -1.355 

8 -1.354 

~-~+2K6Cp8+~~--7.J06 

MCD=M(~+2KcoPc-Kr:of: ""-7.411J 

8.798 

i.004 2.ooe 

V 

R 

- -, ... 

o s DESPLAZAMIEN ros 
N u D o e N 1 V E L 1 

El O:crt.222 EJ o. i. +M,, 
=-9.J76 

2R. 

µca = -o.JJJ •' Ps V..a - 1.055 ; , Is 
ficD = 0.125; • ;, V~= o.59J; , Pe 

El"= él;, 
o o 

1.867 -7.144 

1.637 ·9.379 

. 1.483 -9.869 

1.4'º -9.o'n 
1.430 -9.958 

1.429 -9.958 

1.428 -9.9;7 

1.ns _q_9;7 

,,. 1 ' 
MBA •l.,3'+21<'aAf,J-l<EAf',m7.J05 

.~a = A(8+2fb,¡i.+Ka~= 7- 418 

~ _,.,,;_, + Kr;,: Pe - Koc /, = 12 . .? 24 

a.Na 

IZ.22.4 

1.QQ4 2.ooe 

M N 

••O 1 AGRAMAS•• 

11 o 

f 

' 

to.e=== 
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Me"TOOO MODIFICADO DE KAN! 

8.14. Resolver el marc-o dé dos niVéleS-que- se muest(3. enseguida. 

..-"'O.!'> tont m 

• • 

21ontm 10tan 

2 ton/ .. ~ ... .r,.,..,""'"'...SL:¡¡j 
\ 

El: cte. 

' co 

o.o 

Momentos de empotramiento. 

M,.; __ 0.5(5Jz __ f.042- -Mu . ~- - 2,,/_ mu1'11. =-'-167 

12 12 "" . 
Al _ 21sr+ 1011u4/_I0.,67 •· M. 213.~/ •

2042
_. __ u. • Al Iiil.. ... ~. ·,-... M.. - -·- ·· 

"IX 12 { $}Z ~e'" 12 - "'C<f ' "'Ct!' 12 = ~. l 6 ~ - l:C 

- 'Factores de distribución. 

.:.NUDO A-

K. =~;t:!OEl •8 , 

~=-..!.....(-º·200)= -0.206 
2 o. 48fJ 

Kc• J; •0.28tJ€t 

11. - • ..!..... '1.·286.1,,..o 294 
~ 2 ló. 4861 • 

-NUDO B- Por si111•lrt'o gt10m•Írico: 

~= 0.200€/ i(,,¡,=0.28fJ€1 Ks_:0.486€/ /4A"'-0.206 

-NUDO C

Jt.= :~ -0.286€1 lltz,=+.200€ I 

A:,.=-..!../0.286.L.-0.208 . 
2 l0.88tsT 

-NUDO D- Por 

Además, se tiene 

M, 1.000 f.029 -z¡¡;- 2 f0.486El/ ---¡¡---~ 

~=0.686€1 µ¡;~o.2rJ8 

2a1 

KA - 0.486€1 

1<,;-0. 68tffl 

2µ•-0.500. 

--·---·---- -----· --- ·-- --



_,..,Wl: i-
K_ .... ..!!... +J.!_ .. o,,,rt~1 
-- J..J J..5 

0, •.J.,,. IW 1-H•: -~J.,OOfJ.l90l+fJ.O IG.'7' 
114- 114~1,lll CI 

-KIVG. t-

A.ti, otKeM-. i• c.cioiw 

;.. --;;;..... lluÁ.+.-..1(,- .... ~ -~- ..... ;. - ...... , ... ,..~ 
M • il.-7t+µ..;. ... -4- .... ;. -~ .... ;,.- .. , .. , ....... ;, 

;. *11,,,A. +P,oÁ,- .... )t -11c.l.-.l.f11--...... ...... ;. • ·~ 

'·-~·l'·Á.·~- ..... ;.: ..;t 'lf·-.. -;. _.., .. 4 ••.• .,, •wt 
;.~ o..",{" -i¡,4 • v.,4-.u.p,z.+a.·~ • º'"º" 
;... o. 'ii .. lj,,tlf,. '41-r,,,tP,~1- 'º,~' .._,. ,,., +O.r.IO(Á,+,Ú 

G 1 • o s DESPLAZAMIENTOS 
N UOO A IN U 0 O l INU 00 C JN U DO o N 1 \1 ~ l 1 IN 1 \1 f: 1 z 

•llllt/lK,· 

-tOI• .,.,,11 ,. ,,, 
U.--4K111 : ~ .. ,...-CJ'Olr'ii 

............... 
~--.... ;. lile •• .,,.. "~ µ.·-a.. ..... ~. 
-'!r· ---~ ¡;.t.,· ...... ;, ¡;,,,. """'~ :;,..• .,.,..,, 

'"' ";. ,, .. 
o o o 

-1.IJ;t ...... ..... ....,,,, 1.,,, 11.J'TI 

t.l)f S.761" lQ..211 

1.}'J 7.15~ 21."" 

l.OU '·"' ll.7U 
,_ ... •.2111 ,...,., 
J.611 LOI 2'1.6'1 ,,_ 

11..~'1 ...... 
"" •.• u 1.a.,.1 .... •.··· 1~-m .... '·'°' H.1.119 

J.IJ! 1.711 U.DJJ ..... L116 25.G-11 -, .... , . 
Lllt 1-5.IM' , ..... 1.-::0 U.o-17 

CJJc• .... ·~•• finat.s. 

tJIO. \, .. 11.J/ZI,. 
•1.nJI ;'j..lJC:J t0.7Z7 

¡¡,.--·-"· 
¡¡..--·-·~ 1f..- a1Sl1 •' 

~ .. ,.,¡,.· 
~- 01••.,/_, 
liw" ........ ,, 

lj,." .,., .. ;. ""-Ql3;0#P, .. ,, 

ti Á.. il 1, ti .. 

o o o 
-7.~l 71.19\ !.l06 
0.9'11 17.11\ 15.UJ 

6..11? ,...,, .. lS.721 -.. , ... o:,l.4iJ 41.)4\ 

IQ.175 toa.~ll .w.J1' 

, ..... 101.417 "'-''' 
11.29) 'º'·"' 

..., .. 
11.49'1 10t.26G 47.2?0 

¡._Jl:..~ 101.HJ ~1.461 

11.661 101.<lff 41.592 

1 '·"" 
102.Sll .a1.6'1 

ll.lU 101.U' 41.691 

11.124 lGL,74' '11.111 ------· 
11.lzt 101.>IO 41,111 

11.711 IUZ.51) 4'1.lJJ 

At.,·•.Vtj+K~·K., ;¡._,,,.., 
'!,, """~+K.,t!,-K.,w-uw. 

212 

,-

1 

f 



' 

METOOO MODIFICADO DE KAN! 

~,-~+2KCA~+KCA~ -KCA f,a-,a267' 

14.;=.1{.~2~~-KCE !/,= -6.JJ 1 

~=2Kcsfio+K"4-i<oa 4= -4.H7 

.i{,..=2KO'"pb-Ka,.. ¡i, = -t~.824 

z.T!l& 

!.>OZ t 
Z.1081 

•.tte 
0.%01~ 

10.201 

V 0.8\4 3.180 1.0 

0.2'18 

'"DIAGRAIVlAS .. 

S.7119 

M~c =~+2~~+~~ 220.269 

~o = Kn;fo-1<,.r, ij,--1e.170 

t.Z40 

C.814 ~.IMI '·ª M 

2.780 

21.'Jlt 

8.15. Oe¡ermina¡ los momentos en los vt!rtices del marco hiperesdrico. 

1tavm 1V -.iu 

/ 
G ~ 

uo 2!altm 
4\00 4too 

/- El=cte. 
D E f 

Z.00 

A • e 

'·º '·º ·-~ 1.0 

283 

·--·- --- .. .. 



METOCO MOIJlFICAOO CE. KANI 

- Cálculo de .los momentos de empotramiento. 

~=: 11 ! r __ 0.7-'0 • -Af., MHI • /(JI - 10 l 2J u f... 
12 12 fJlz 

~= HJ/ + 1or2I '" _,, 194 IJ 2tJI ''ºº . M. U 1311! - • ":ic:- f2 -- . • - ED 

Ml!r=-
2
::/- f(f/;J-IJ =-4.186= -MFE 

- Cálculo de los factores de distribución. 
-NUDO G-

K,;,;a~-0.JJJ E I 

// _, (0: 333-'- -0.227 
J"(i.r' 2 O. T JJ}-

-NUDO H-

K. - El-OJJJEI 
"'" J . 

-NUCO 1-

1<,,, = O.JJJ El 

-NUCO C-

Kr,:;~ :.;-o.400EI 

/(. El Gtr Z.-' cO 400EI 

~-.!...lº· "ºf)~ -o. 27 J zro.7JJ 

U.HE • ...!....(.O. 40et...-0. /88 
• 2 ! 1.086}-

K, •0;7JJEI µ,,¡a-0.227 

"""ª X~=º· '100E I 

2.972 

~-0.TJJEI 

-;;.µ =-0.-'00 

µ,,e-o. 27 ~ 

K0 = l.IJJEI 

µ,, =-_! _ _tO.SJJ),,_a/470 2µ=-C.:500 
E 2 l°f./JJr 

-NUDO E.-

~H: ~= 2éj :0 .. '100 El 

14,,-14.- -.!...(º· 400}. -0./Jd 
2 '· 4d8 

-NUDO F

~1-K,,c - O.«XJEI 

Por otro lado, se tiene 
_ M5 __ f-0.7-'0I -~ 
2~ 2f0.7JJEll El 

M, -'· l!U J.-'4188 
~- --~-~ 

21<, 2f0.7JJEll El 

ME __ t-2. 6681 _ 0.909 
2J<c 2fl.466Ell El 

El -Kco=KEFªjc0.3$$EI 

!40-µE,-; f,o~!~J--arr4 2µ=-0..500 

MH t-2.2221 = t.04168 
2KH =-2f1.066Ell E 1 

~ 1-1..5001 o. 662 
- Z'tó =- 2(1.IJJE/I- El 

M, 4.186 f.8J8 
-z¡;;'"- 2f1.IJJEll--~ 
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METODO MODlFICADO DE KAN\ 

-NIVEL 2-

K él El fl__ 
~I!'" 2.!5 + z. 5 1 2_5 - l.200EI 

"'·=o.o J' O.=o.o 

-NIVEL 1-

K. • El ~ Et ~• z:j"+ 2_5 1 2_5 l. 200€1 

Por lon_10: O. h,+M, -o.o 
21(, 

11. = 11. =11. =- Jf0.4001_-().'°º 
!IO EB f'C 2fl.2001 

M. =o.o J' o. = o.o 011 modo -- : --º•::..h...:;,,_+_M..;c_ ..... - - 0.1) 
2K, 

Así, se obienen las ecuaciones para gires y desplazamientos laterales. 

. . . 

lF-t.50 
f 

fir ~ +~+µEo~+11cr),,-11a'1-Po.Yrª;~g-o.iJ6fH - a114ft!o+,,,J+o.i.!1111/,+'t.1 

d. - M,, ,,_ ,/, +,, ,j -µ y, - µ ,,_ 1.8.!8 -0.1765,, - 0./47PE + 0.1765ff, + {Í2J· 
, r - 2JY, f"7t'f1 /'ffYE FCTI '1TZ El . ' 

Las que al aplicar sucesivamente dan como resultado la tabla: que se muestra a 

continuación. 

2 B 5 



... .. ... 

Arieglo tabulado de solución. 

G 1 

NUDO G NUDO H 

0.5tf 1.041(10 

µ;j µ,,. 

GH• -Q227 ¡ ... ,,, 
HG--a 150¡ •14, 
HI - -Q/5(1; ·~ ªº --Q27J' •14, 

ú"'O= 0.2TJ 1 •t HE• -a 188¡ •f!ll' 
HE• O. 1881-'fi, 

El J.. El r..i_ 
o o 

O.SI 1 0.962 

_n "~ 1 >M 

_n "1 1 .. ~ 

-0.34Q 1.246 
-O. 3 50 1.239 

-0.355 1.235 

-0.356 1.234 

-O. 3 57 1.233 

-0. 3 57 1.232 
_n J<A 1 1\? 

_n HA ' ... 

R 

NUDO 1 NUDO D 

M· 
-....::.:L.Ef 

21(¡ 

-.154184 O.fJOP 

µ;¡ µ¡¡ 

IH• -Q2RT¡ •f,., OG=-Gl7~;·~ 
oE"~-o.14r; ·A 

IF•-a27J¡•~F 
IF• 0.27J;41 

DA• 0.17f!J;•f, 

oa- 0.11~5,..¡1 
El J • E: I ;;, 

o o 
-3. 760 0.572 
_, ann n ª' 

> ... D.3ll-. 
-~.87§ 0.265 
-3.890 0.243 

-3.895 0.232 

-3.897 0.227 

-3.898 0.225 

-3.898 0.224 
_,ano n ••• 

_> ana 
n "' 

o . s DESPLAZAMIENTOS 

NUDO E NUDO F N 1 V EL 1 N 1 V EL 2 

Ei O,, 11,, + M,,. 
1 21<,, 

O. f!Ofl -1.8.JB o.ooo aooo 

µ;¡ µ;¡ V;; 'IJ;¡ 

EH--Q l.JO; •"- r 1--a1rf15;•~, 
OA = O. 5001 •~o OO•Q501.,tf,+I(, EO--O./f4; •f'b rE•-a14r;•fi-

EF•-0.114¡ .. ~ EB• 0.500;"'c HE=0.5U,-¡4,+,Y 

é8• O.IJ(J¡ :i FC• 0./105¡~1, 
FC• a-'OOi ·~ IF•0.50"¡rf#+'-

E"H• at.Joo • FI• Q/105¡.;., 

El,1 E/Ir é'"' él~-
.. o o o o 
" 0.7H -1 270 onno -1 'An 

n "ª -1 A.t:D _n •no _1 ('llL 

o 63'> .1 558 ,... .. ,..n 1 .., ,. ,. 

0.606 -1.607 -0.368 -1.854 
0.594 -1.631 -0.397 -1.898 

0.588 -1.642 -0.411 -1.919 

0.586 -1.648 -0.417 -1.927 

0.585 -1.650 -0.420 -1.9!1 

0.584 -1.651 -0.421 -1.933 
n CAA '' _, «1 _n '°' -1 n".IA 

'1 CAA _, ~" _n •• .; 
-· ft111A 

... ' . ~ . 

- - 1 



METODO MODlFlCADO DE l(ANl 

Cálculo de momentos finales. 

MAD -~D,iD-KADt,-0.2'8 

~E• ~+2K,,c1t+~ 4--1.1-'0 

M06 -2~'0+~"6-K00 fz-a.sro 

M5,.-Af,:+2Jc;;,. fÍa + K,;,.f,.--0. -'78 

~E =2KHE~+~E~ -~Et=1.993 

MHI -M:,+2K,,fH +K,,,f>,--.J.449 

M,, -2K1FfJ1 +K,rj, -Ki,i!z--iooo. 

M8c=Ksclc -KBE f,-o.402 

Mu -~, + 2 KufE +Kc, r/r "· .JtS 

MR: -2 K,cf,-KR: ¡/,- -1. 1 -'Z 

. 1.2.Clil 1.7;1 ~.00 1.00 

...... 

V{VIGAS} 
0.078 

1.300 t..OJ~ 1.0 1.0 

O.>U 
1 1-20!, t,7Q1 1 z.oo 1.09 

4.51S 

M(VIGAS} 
o.eT8 

, 1.315& t.fSl5 t.O 1.0 

~u 

~A • 2K,,.p0-i<tJ.<¡Í',-O.J 48 

¡\(Sl -~o+2~o~+~aPamf.9"4 

A{¡,, -2Ka0r/,,+Ka0t/o-KGD'Íz-0.-'77 

M,., • M.:+ 2 K,..fÍ +x;,a ~a - f.4-'Z 

~H= 2l<.:HPE~HPH-l<cH fz•1.7J4 

.4f..1 • 2 K,d +K,11,-t<,1 Yz•-z.100 

Mg, =2 KE!!~[~s f, =O.OJO 

M,c·M:C+2K,cfÍ,+K,cPc-J.zo1 . 

.. DIAGRAMAS .. 

2 8 7 

o.~z 

<l). 

' / 

O.Z4Z 0.41~ 

V(COLUMN4SI 

M{COLtJMNASI 

o.o~ 
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iJ 
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IUniones internas y externas más comúnmente . utilizadas,; A 
y DESPLAZAMIENTOS 

x L 1 N E A L E S ANGULARES O E s M B o L o 
RE A A -G- INC0GN~l..,T<;;:A'9-----::~--------------I 

A P O Y O 

=O =,*O 1 
L 1 B R E 

ARTICULACION =O =O 2 

., 
~·-----1o--~--1-~--~·-~~~-r-~-~~1 

EMPOTRAMIEHT 
=O =O =O 

A PO Y O 
=O =O 2. 

GUIADO 

' 
N U O O 

=O =O =O 3 
flASTlr.O 

• 

R 



2 

3 

"' 4 ... 
"' 5 

6 

7 

8 

9 

10 

VALORES DE f Mi Mk dL 
·2 3 4 5 

~ .. k 
km 

<""'k k,.,.kz .. ...k 
Mk L L L L L 

--¡ . 
}:Lh. 1Ll(k,+k1l Llk \Llkrn fu• L 

......... ¡ iUk !L•k iLl<k,+2kzl tLikm -¡\Llk 
L 2 

¡ ......... 1u• iuk iLH2k1tkz), *Llkrn tLlk 
L 2 6 

¡ .... i, tuc,+irJk tL(i1+2irJk 
t-u21 1"•·t11 .,+ !-u11+i.1 krn ft-<3i¡I- 51,l k 

' L l,ka+ Zltktl 
lm . 

°' j-Llrnk 
L 

!Limk ~lm(k1+k1 l 8 i5Llmkm ¡¡umk 

~¡ l.uk ªLik 
1 ~Likm -¡\-LI k i2Lll:n,+5k1l 

L 3 

¡ ...... lúk _!_ LÍk fi: Ll(5k,+ 3 k¡¡) 
7 .• 11 • 

"' 
15Ltkm 30L1k 

L 

' _......¡ 
tu .. ..!.u .. 1 • l tu11m -3.L. 

4 
lf LI (k1+ 3kz 10 1 k 

L 

i ltit..,.,. tu" 1 
12:'Llk 1~ Lil3k,+ kel 

1 • . 
5L1km ¡\Lik 

L 

1~ 
~· hO 

..Luk 
2 

-:ru 1+0 lik 
¿ Li {o+bl ki+ 

< itaH.I -kL( l+Gb likm ~(5-b-~ llk 

1Tablo de integración de diagramas de ·~mentos mecánicos, 

6 7 

dk k K 
L ,lilL M. • 

LJ 1• 
ll 

¡u. 

!Lik !u1+allk 

bLik ~Ul+blík 

itu11+ 3i1l k tLk {o+bli 1 + 

(lto)i1 l 
-l,Llmk -kLlt+ablirnk. 

3 
TOLlk ¡1zu5-b~i.'1ik 

.z.. . 
1sL•k 1~L(5-a-/)ik 

tLik 1~Lll+a+a"llk 

fc>Lik 1
1
2 L(l+b+if )ik 

~L(lto+J)i11 tu• 

- - - r 



)Diagramas de 
. 

vigas. e 
VIG AS s 1 M PL EM ENTE A POYADAS 
ESTRUCTURA 

REACCIONES MOMENTO o E F L E X 1 o N '( DI AGRAMAS M A -X 1 M o 
Casa l. p 

,_!._ 1 - -'\ ;¡a 
L/2 L/2 O:t;,z<t;,L/2 . on z:L/2 

L 
M:J:!:.. .¡:.J:Lr J é - 4 ,,z ¡ R• •Re•P/2 4 48€I R•• .. ' ., 

Re 
~ 

4ná.r:.fl_ a t. 
48€[ 

"'""~"' 
C4sa 2~ p 

Oc;z,;a 

~~ 
R.,fl 

4t=/;;; ré-1-il; 
.Q 9 b .a 

1 ,. 
' L 

L M ,,.fEJ?_ 
L a~ 

Ro9 V ~" ti punla d• 4:=/:iiL~.:-~l+ré-l1: . .1} '"ª Re:ft apllcacio'n 
L 

d11 la carga. 4'zír: Pab(a+2bNJaftn-2b)' 

~ M 2TLEI 

Cao 3. ¡> 

l ~ .J.. ~"" ~ ~ 
~ x:a tq:.f:L.(3La-3a2-/; ¡--L.¡. .,...L.+ . . L 6€1 

~=li',=P M:Pa 
R,c=J V 

~z:;I f3t-4a1) tn É c=JRe 
.. - - . . 

. 
. .. 

M~./¡ ""'- M 
. 

Caso 4. . " - - .. . .. 

'....!..- ... . 
/'. 

'..:.& ª .ilx=.!_!_ rt-2Lz'+ J; L 
R,: Rg:.!!..k.... 2 24€[ 

' M,..!!L 2 8 
R.r:::---- V 11n l · 1 • 5w L4 

11n l 
~Re An.:Zr-384 é I 

,_.~ 
M 1 

293 



e 
VIG AS SI M PL E M E N T E A PO y AOAS 

- -TRUCTUR A MOMENTO N ~ IJ ' , - • M A 5 REACCIONES MAXIMO O E F L E X 1 o 
·-

Caso 5. . 
º~'"'ª l r-o.-,.. .. /'" 4<-z;:/6IL- 4.!-4<tl+ I J 

~ li 
~ ..-L.. •n x=a 

L r 
R6 = Ra= wa M:.!!..E.. 

R,~ 2 
V . t. ~Ro en 

wa2 z é 
~-/l 

"""' 
.t!:r.W.r-24E! (a· 4~L:._3._ J 

M "• 

Cosa 6. 
O~~~ L/2 

' /" .. . _._,' . '' , " -,__ 
·R _3wL 

~ L!Z Q .-¡¡-
' 

r ~,9;;1 f4,!-óu1+11c1 · 9w L · t_/2 M:--
L ./28 

R.C---..... M 
• 3L 

L/2~ z~L V z--.... '"<> 8 --.. 

R: wl "'1 , z é ¿ 4r:---(4z-12U-9 z.¡.17 ) • 8 F!12EI 

u.-.~ M 

C:~ 
R•:!!J. x:-L- ¡jz: w .r rn'-10{/.¡. Jz'J en 

L 6 ...JT "350LEl 

R,r--...._ V M:& en z:0.5!9L ""J11v 
fV ~L - L' 

4náz=o;oo652 -"'-

"""~ 
El 

M 

ClSo 8 • 

....i.. 

M~ R :-.!!... &:..1!.L.rzé -3u +rJ a • L M:M 6LE! 
- . L , 

- tn x:O 

R.I l~v en z:0.423L 
M 

tJmáx:o.064 ML
1 R:-

a L 
EI 

.,~ M 

2 9' 



V 1 G A s E N e A N T 1 L 1 V E R 
ES T R U e T U R A M O M EN TO 
y 01 A G R A M A S REACCIONES M A X 1 M o O E F L E X 1 o N 

e 
Coso /. p 

1 
1 i pzl . 

L t!n x:O 4r:6EI(.3L-r) 

R,:P M:PL 
• p L' 

RAI 1 V 
.dmar :JiT 
•n el extrt!mO libre. 

~~ 
M 

Coso 2. p 
O,¡;r.,; a 

~o J,. .tJx: PrZ (.30-r) 
6EI b 

L R,.:P M:Pa a.;;;r"L 

RAI 1 V •n r:O Pa2 · 
.<lx: 6EI (3.t- o) M .(J , PaZ( 

~~ mor:-- .3L-a) 
6EJ 

tn el t!Zlramo libra. 

Caso .3. 

1 
1 

/"w .. 

.Jx: ,,,z t&é-4Lr+:'} ... 
L •n r:O 24€1 

z R•:wL M:.!!..f.. 

~~ 2 , w L 4 

V ~as: BEI 
M en 6/ ext,·11mo libre. 

-·~ 
Caso 4. O <1;;r,¡;a 

1 · : º /'.: .tJ1 : wrZ f6tl-4ax+rJ 
24E/ 

b 

- L ,,.,~ 
,'?A rwO M:-¿-- o..;r~L 

R,¡-...____ 
M r:O 4t: "'a' (4r- a) V 24El 

M 

.(J ' "'"' M~v--- max:--(4l-a) - 24€1 
t!n el e - libr~ 

Caso 5. O ,¡;.r..;a 

~ 
,,-w .tJr:"'ó~ (6a+.3ó-2x) 

12El 
k 

M x:O f j L R•=v b M:wb o+ J a"r,¡;L 

dr:1;~~(6as+6ór-.3ab-2t!J 
R.J -:........... V 

L] • wab .,; M mar:12EJ(6cL +6bL-.3ab-2 

Mmó~ en 11/ lxlrtmo fil>rtt. 

Z95 



.. , 

~Propiedades de secciones 
. J .• -.• 

geometricas. D 
F G u R A 

A R E A M o M E N T o rZ I >' CENTROIOE OE f N E R e I A 
1 

. ; ' 
T11angulo rae/angulo 

A,2h.. 
bh

3 
2 h. y z Ic35 rt'\8 

.zdi!· ¡, 23b 

-- h 
ir h ~ ~ i IY y-T lr'36 y':¡e 

b 

1 

! 

Triángulo 

A-~ ' ' h. bh 
o - 2 1¡'36 rr '18 

Yj 
b(o+bl z4 xrh 

¡,_3_ 

x- :-n . bh 2 ~ • 1 ¡~- t>+Ji 
¡ ¡ h l-y'_3G(b-ob+o r-y '18 -• 

b ¡Y Y'3 . 

RtJClángulo y 

1 ' ' A' bh bh z h 

1 
1¡'12 l'-¡'TZ 

X- -:-:+· V n ¡, ~ 

i ' ~h b. 

-Yy Y'~ ly'i2 ~'IT 

Paral~/agra1110 

y 
A'obsen-& - .;b ~ r. 1 z 

:rilli 
I¡ -12 sen t'íl!(osen-&l 

1 
i'z(b-1-o e~ 

ob ,t 2 2 ?¡ 'tzl~+ a'col~l "l 
biy i, ~(o sen-e! lj 'TZsen<hb +o co• -0-) 

291 



D 
F I G u R A 

A R E. A M o M E N T o " 1 Y CENTROIOE OE I N E R e I A ¡ . 
Trap~roido 

o 

h 
!Y A'z(o+b) 

x-$J ¡ _ ~(c/+4ob+6¡ ~3la'+4ob+tS! 
i · 36(o+b) ¡· IS(o+bf 

- h 2c + b 
Y'"!°-;+"b 

b 

-Círculo y 

l A,lTa' 

1 

X-·--~ ·¡X r=c 1¡' l¡'t"º. r.'-r:.1 a' 
;- Y-4 

1 ' 
~ Y'º 
1 

y 

Anillo 
y 

1 A' lr(o'-ifl 

i=o 

1 

. . • TT " ~ 2 2 1 2 ., 
l¡= ;.r: z-<c - b l r, ,ry'-'o+ol 4· 

Y'º 

Stmic1'rculo -
y A,~1T./ a'(SlÍ-64) 2 J(srr2-64l 

x-fh~, 
r,, 

. 7211" Í¡' 36rr' 

l=a 

l¡-'~ Tra' 
z 1 . 

~y 4o 
r- ,_a' 
y 4 

y: 3tr 

297 



D ., 
A R E A M o M E N r o ¡ F I G u R A (2 

• Y CENTRO/DE DE I N ER e I A 

i Parábola grado n 
··-·--· 

h "" 

y 

"~' ~ f A=_.!!__on 
n+t 

! "' ,· .. i:..!l.±.Lb x~!-T • Zn+I 
.. 1 !' 

1 i ! v-E..:t....Ln 0

2(n+2) 
h 

Parábola y 

1 
A•4ab 

4 , r.·k~ -
rb 

11: 15ab 

1 

X 
J ·4 " i•ta 1 

lb 
. 

• 12 • 
1 iy,...!§..J b r-,-a 

17~ y 175 ·- y=O µ.__ 
a 

¡ 

f.. , 
Sq>1iporabata 

y 

"'' ~ ªº 
1 

- - --

x-áijib i :2.a 
5 

' l: 1 

e lv r•ib . --
- --

Parábola grado • 
y 

&~J" 
A:..É.L 

n+ 1 
-
_ n +1 -,, __ b 

n+2 - -- --

--~.Jn+1 l y ¡ + 

" 
IY 1·2L2n+1j 

Todos m cropiedaries de tas secciones ar..'eríores er1a'n iomados con 1eJacién a los 1j1s 

e efllroidales. 
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)Momentos de empotramiento en vigas prismáticas. E 
~~(}= 0 

:G:=: W(1on/m) 
ce I)~ ~e....wJigi/~l-c o 

~ 
1 1 

' 

p p 

-E}(Í J. lfr fil(J ~ 
16 -1 " • .12 L L2 L L2 " • .•. 

p p M Pab(b+L) 
'd 

Ef(J .Jz IN MCJ J. .. 
a b " h 

~ 
' 

p p PdL-a) p p 

~ . "'7 M' L k .& M (i !)M PL(j .. 3 ~· 

" -- L/3 L¿3 LL~ • 1 ! 

W'~~~ W'C~~ 

~,·! 2:fil,r~I~ 
48 48 32 . --;---... 

1 _____. 

~'t4 La-3a2 
- C ) M J Mo,*(2 é + 3,2 • 6aL) ; t,\,~2Lo-3 l· 

~ 

Mo(Í1 
(M l)M• Mo(J 

~M 

~ e o .. - b -º 
W: co:g:J total \\':caqa 10101 

Eh~~ ,~,~ 10 15 
L . 

w
6
é (~ _L,_,WJ,~/,rr;.,l.cc•c~ 

w'~~~ 
M ' 1 

1 L 

- e h 

M (1 W!ton/ m l w6~ r•-(o+ci'+2éd2b+cl} cccc- e .. 
~ 

L 

a e b Wl(o+c~-<1'1 (o+cl"-o"J 
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JRigideces angulares y lineales para desplazamientos unitarios . f 
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MU:.. TIPLIQU!!NSC POR 

cer1ti1netto!t 0.0100 
i;cntimc:ros 3.2808 X 10-2 

centimetrcs 0.3937 
1netros 100.0000 
1netros 3.2808 
metros 39.3701 
pies 0.3048 
pies 10.4801 
pul¡;adas 0.0254 
pul~a<lJ.S 2. 5400 

tor1'!ladas 1000.0000 
tont'ladas 2204.6200 
kilagro.mos 
kilo~r::: mc-s 
l:br:is 
libras 

metros =uilldradas 
1ne\ ros cuadcaóos 
1!1eI TO:i cuad;ados 
cer.timetros: cuadrados 
c.entimEtlC!:o .::uarirados 
ce:nime-:: ros cuadrados 

1 
nietros cuartos 
.":1 et rf)~ :uartos 

l me! ros cuartos 
ccn~imetros cuartos 
centin1e1ros cuartos 
c!ntímetors cuattos 

toneiad,,./metto cuadrac!o 
tonclada.s/metro cuadrado 
toneiadas/rr.etro cuadrado 
ki!.:i~ramos/cen~ímetro cuadrad~ 
!dlog.ramos/cent!mctro cuadrado 
kilogramo.s/centírrletro cuadrado 

tonelildJ.S x rnctro 
toneladas x \Tietro 
toneladas x. metro 
kilogramos x centimc::tro 
kilogramos x centímetro 
kilogramos x centímetro 

tonel::idas x. metro cuadrado 
tonelad&.s x ;netro cuadrado 
toneladas :< rnetro cuadrado 
kil"'J!ranlos x centímetro cuadra® 
kilogramcs x centímetro cuadrado 
kilogramos x centímetro cuadrado 

0.0010 
2.2046 
0.00045 
0.45359 

l X 104 

10.7638 2 
IS.; x l_q¡ 
l X 10 _

3 :.0764 X 10 
0.1 sso 

0.1000. 
204.~19.9 

1.U23 
10.0000 
2..0~8!9 X 103 

14.2233 

; 
1 ~ 10 

3 7.2329 X 10
4 

8.6796 -"s 10 
l X 10 _

2 
7.2329 X 10_1 8.6796 X 10 

1 X 107 
4 2.3730 X 10
6 3.4172 _., 10 

1 X ID 
0.3417 

. 2.3730 X 10- 3 

PARA OBTENER 

metros 
pies 

1 pdpdas 
centinletros 1 
pies 
pulgadas 
en et ros 
cen:.imetros 
metros 
centimet ros 

kilogramos 
libras o poundal 
toneladas 
libras o poundal 
toneladas 
kilogramos 

_.J 

centí:netros cuadtad~ · 1 
pies cuadrados 1 

pulgedas cuadradas ! 
metros CU3.dr:i.d;,s 

J pies cuadrad<>S 
pulgadas cuadrada~ 

cuadr:1do i kílog r::\mos/ cent in1etro 
libr:1S/p;c cuadr~do 
libras/pulgada cuadrada 
ton~!adas/metro cuadrado 
libros/pie cuadra<!o 
libra.</¡>ulg3da cuad:da 

1 

¡ 
¡ 

kilogramos x cent~"'metro , 
libras x pie 
libras x pulgada 
toneladas x mt-tro 
libras x pie 1 

libras x pulgada 

kilogramos x centímetro cuadrado 
libro.s T. pie ~uadrado 
libras x pulgada cuadrada 
toneladas x metro cuadrado 
libras x pulgada cuadrada 
libras x pi~ cuadrado 

)Factores de conversión de unidades G 
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