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VECTORES 

1. Generalidades. 

Si en una recta indefinida tomarnos un punto O que r·3-
presenta el número cero, elegimos un mÓdulo o longitud ar­
bitraria que valga una unidad, la cual llevamos a partir -
de o, en uno y otro sentido, los puntos de divisiÓn nos r� 
presentan los números enteros, los positivos en un sentido. 
y los negativos en el sentido contrario. Más aún, todo -� 

t , , d' punto de la recta represen a un numero, segun sea su 1s-� 
tancia a O medida con la unidad ya elegida. 

� Inversamente todo número positivo o negativo ha queda 
do representado por un punto de la recta que con sus div�-� 
sienes o referencias equidistantes, toma el aspecto de una 
escalera o escala; por esta razÓn1 a estos números positi:� 
vos o negativos, es decir, a los nÚmeros reales, se les 
llama escalares, así como a las cantidades y"magnitudes 
que se pueden representar valiéndose de ellos. 

Una cantidad de dinero que nos deben o debemos, una 
temperatura, una longitud, un tiempo, una carga eléctrica 
son cantidades escalares. 

Ahora bien, desde la iniciaciÓn en el estudio de la -
Mecánica y en general, de la FÍsica se tropieza con canti­
dades que no pueden representarse con escalares, poseen al 
go mucho más que signo, poseen direcciÓn en el espacio, t¡ 
les son los vectores. La velocidad y la fuerza nos propcr 
cionan los primeros ejemplos. Y, así, al lado de los nú�e 
ros escalares con los cuales sabemos operar y que estudia-­
el Algebra ordinaria, tenemos los vectores con los cuales 
se crea también una Algebra, el cálculo Vectorial. 

Hay tres clases d& vectores: Vectores libres, vecto 
res deslizantes y vectores fijos o ligados. 
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Los vectores libres quedan definidos por su direc--­
ciÓn en el espacio, su t�año y su sentido, un vector li­
bre puede cambiar de posiciÓn conservando su tamaño, su -
sentido y su dirección y sigue representando el mismo en­
te geométrico. 

Los vectores deslizantes o cursores tienen en cambio, 
soporte o lÍnea de acciÓn. Dos vectores deslizantes de -
misma dirección, mismo tamaño e igual sentido son diferen­
tes si no tienen misma lÍnea de acciÓn. El vector desli­
zante queda pues localizado en una recta indefinida y no­
tiene más libertad que correrse en ella. 

Finalmente los vectores fijos o vectores ligados tie 
nen no sÓlo lÍnea de acciÓn sino punto de aplicación. 

Un vector libre nos servirá para representar V.gr. -
un par de fuerzas; un vector deslizante nos sirve para re-' . presentar V.gr. una fuerza que obra sobre un cuerpo rlgl-
do y un vector fijo puede representar, por ejemplo, la ve­
locidad de un determinado punto en un cuerpo que se mueve. 

Pero desentendiéndose de sus posibles representacio­
nes en la FÍsica, vamos a emprender su estudio elemental -
desde un punto de vista puramente geométrico. 

Nos ocuparemos primero de los vectores libres, aun­
que accidentalmente podemos forzar el punto de aplicaciÓn 
de algunos de ellos convirtiéndolos en vectores fijos. 

El Único camino que tenemos para definir un vector 
es por medio de datos escalares.- Tomemos un sistema de­
referencia, V.gr. los ejes�artesianos ortogonales izquie! 
dos y sea el vector libre AA' que llamaremos con una sola 
letra p. (fig. 1 ) • 

Los datos escalares que definiendo el vector sean -­
Únicamente los indispensables, de tal suerte que cambian-­
do uno de ellos cambia, en general, el vector, se llaman -
sus coordenadas. 

Para conocer el vector 
libre p tenemos que definir 
la direcciÓn de una recta -­

en el espacio lo cual se 
logra por dos ángulos que 
forme esta dirección respec­
tivamente con dos de los 
ejes y el tamaño sería otro 
dato, en total tres con los 
cuales tenemos definidos el 
tamaño y la dirección de p; 
en cuanto al sentido no re-
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a a' 
1 / 
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P/g.l 
quiere un nuevo dato escalar, pues aunque el tamaño o mó-
dulo del vector es una canti��d esencialmente positiva, -
podemo� hacer alguna convenc1on por la cual el signo con­
�e dieramos el tamaño nos indicara el sentido, V.gr. se­
gun que el vector fuese hacia arriba o hacia abajo. Tres 
son pues, l�s coordenadas de un vector libre, por ejemplo, 
dos de los angul9s que forma con dos ejes y el tamaño. Es 
�udiemos otras mas ventajosas. 

Desde luego dadas las tres coordenadas del origen A­
(x,y,z) y las tres del extremo A' (x',y',z') el vector-­
queda evidentemente definido pero no sÓlo como vector li­
bre sino como vector fijo. Al moverse p paralelamente a 
sÍ mismo las seis coordenadas cambian siendo el mismo vec 
tor libre p . Veamos qué es lo que no cambia de estas � 
seis coordenadas cuando p se mueve en el espacio como -
vector libre. Proyectemos los puntos A y A' en el eje de 
las x ortogonalmente en a y a', el segmento aa' es un­
escalar que se llama la proyecciÓn de p en el eje ax, -
se considera positiva si aa' está en el sentido del eje y 
negativa en caso contrario; como quiera que p tiene de­
finidos su sentido y su direcciÓn si p como vector li-­
bre no varía, la proyecciÓn tampoco �ariará, pero aa' = 
x1 - x • Llamamos A a esta proyeccion y Y y z a las pro­
yecciones sob1e los otros dos ejes. be tiene: 

X = x' - x ; Y= y' - y ; Z = z1 - z. 

3 
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Digo que las tres proyecciones X, Y, Z definen el -
vector libre p . Desde l�o el tamaño o módulo de p -
que indicaremos con l p l = 1/ Xt: + y2 + z2 • La direcciÓn 
en el espacio de p queda definida por los cosenos de -­

los ángulos que esta direcciÓn forma con los ejes, los -­

cuales cosenos llamaremos O<', (3 , � , que en funciÓn 
de las proyecciones son: 

X X 
U= = I"PI �x2 + y2 + z2 

y y 
(1a) {J = - = 

IP"I Jx2 + y2 + z2 
z z '6. = = 

II> 1 �x2 + y2 
+ z2 

Y están ligados por la identidadque se obtiene ele 
vando al cuadrado y sumando: ex 2 + :-3 2 + � 2 = 1 

En general, las proyecciones ortogonales del vector 
son sus coordenadas m�s ventajosas. 

Dos vectores son iguales cuando, y solo cuando, sus 
proyecciones son respectivamente iguales. Toda igualdad 
entre vectores engendra, pues, tres igualdades entre esca 
lares. 

2. Operaciones entre escalares y vectores. 

Vamos ahora a definir diversas operaciones que se -
efectúan entre escalares y vectores. 

Para distinguir las letras que representan escalares 
de los vectores se suelen escribir estas Últimas con un -

5 

, tipO ce ir:1prent,a .. i:lS :;rueso, ..:uan.Jo eSvO no es 'o::;'ole, SE 
le puede DOner una flecha arriba, asÍ el VCCLOr a C:> a, 
Sin e1.1bareo, cua�vlo no hay lut;ar '1 confusiÓn pue :e S'lpri-­
r.ürsc la flecha. Cun." !o se quiere poner de !.lan.i.J.�i� �to la� 
proyecciones o coordenadas del vector a, que sean X,Y,z, -
se escribe. : 

a (X, Y, Z) • 

!.t..llti üicar un e�c:llar h por un vector a (X, Y, Z) es 
encontrar otro vector b que tenga: 

1o. 
2o. 

)o. 

Uisma direcciÓn que 
Su ta.1aéío es it:,ua]; 
tama.í1o de a ; 1 b 1 

-
a. 

al valor 
= 1 El 

El sentido del producto b 
h es positiva y contrario si 

absoluto de h por el 
, - , a¡ 

es igual al de a !;i 
h es nc_;ar.iva. 

l Si las proyecciones ortogoEalcs de a son x, Y, z, o 
:;ea a (X, Y, Z) digo que las de b = h a son hX, hY, hZ. 

de 

Desd ·� luego: 

(Pues el tamru1o de un vector es positivo siempre) 

_ Sea ol... el primer coseno director de a y d. ' el 
b 

d.= 
X 

,� 1 
hX d.. 1 = 

Con signo más si h) O y con signo menos si h 1' O. 
Y lo mismo para los otros dos cosenos directores; �sí uues 
las direcciones son niempre las mismas y los ncnLiC:o::; son­
los requeridos por la definiciÓn. 
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Vemos pues que multiplicar por tres un vector es sim­
plemente triplicar su tamaño; multiplicarlo por 1/2 es to­
mar la mitad de su tamaño y :nultiplicarlo por menos uno es 
cambiarle el sentido. 

Claro �e el factor escalar puede escribirse antes o 
·después del rector: ha = ah pues hX = Xh, es decir, es­
te producto es conmutativo. 

Cuando hay varios factores escalares se toma el pro­
ducto de todos ellos. 

Si los vectores a (X,Y,Z) y a1 (Xt,yt,zt) son par� 
lelos, es decir, tienen la misma direcci�n en el espacio,­
siempre podremos escribir; 

a = h a'. 
en que h es un escalar. Puesto que al tener la misma d!_ 
recciÓn los cosenos directores son iguales respectivamente, 
o son iguales y de signo contrario; de cualquier manera: 

X 
h = = 

X' 
y z 

Y' Z' 

Si h :>O los sentidos son iguales; si h < o, son -
distintos. 

Como quiera que dividir entre tres es multiplicar por 
1/3; en lo que antecede queda definida y estudiada la divi 
sión de un vector entre un escalar. 

3. Suma de vectores. 

Por definiciÓn la suma o resultante de varios vecto­
res: p1 + P2 + P3 = q, se obtiene tomando el primer s� 
do p1 = AB y !_levando por el extremo B el orí�en del se­
gundo sumando P2 = BC, por el extremo de éste ultimo el -
origen del tercero, etc. Y asf obtenemos un solo origen .. 

7 

lib::c:, e:l ··el pria:n· :"�t ·u.:ndo �r u:1 solo extrc·:;o libr·e, el ·· 

del Últi:-:10 c;-:1e nos define la su: .. u q . (fL·. 2). 
�;eaalas !1l'Oj•e�ci•nes ce p1 (X1, Y 1 ,  Z1) de P2 (X2, 

Y2, �2) etc., las de ij (X,Y,Z). 

Su:.1ando y restando xb y xc : 

Fig. 2. 
X = (Xd - xc) + (xc - Xb) + (Xb - xa), o sea: 

La proyecc.:.én de la su::m es igual a la suma de las 
proyecciones de los su�andos. 

De 2.C'1�Í de<:juciJ:tos nue la. su·;.a de '.ectores :.1sÍ definí da ea, �ri: �ero ccm:m·cé:. .... i';a �' segundo asociativa, ?Or go--­zar clf": cst.-:;, propiedades 1� ::u::· a en tre e::>cala!·es. Asl.: 
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Pues: x, + x2 + x3 = x2 + x, + x3 = (x2 + x,) + x3 
Del mismo modo, sea h un escalar: 

(Jb) h(p1 + p2 + PJ) = h P1 + h P2 + h PJ 

Pues: h(X1 + x2+ x3) = h x1 + h x2 + h x3. 
Lo cual se expresa diciendo que este producto es dis 

tributivo con la suma. 

4. Dif�I'_�ncia de vectore�-· 

Entre escalares restar de h un número m; h - m, es su 
marle a h el producto de m por menos uno. De esta misma ·• 

manera se define la diferencia de dos vectores: 

(4a) P1 - P2 = P1 + (- 1 )p2 = S 

Como quiera que multiplicar p por menos uno es cam 
biar simplemente el sentido de p, la diferencia entre 
dos vectores se obtiene surnandole al minuendo el sustraen­
do cambiado de sentido. 

Si de un vector restamos el propio vector p - p = O 
obtenenos el vector nulo, que tiene por proyecciones o,o, 
o; su tamaño es por lo tanto nulo y su direcciÓn queda in-

;;:�¡��t ��!i!f:r:;�l

�::�:: a, f\A, 
un vector� es_)usta:ente su dife- j � rencia: A1A2 = a2 - a1 � �z 

o 
Fig. 3 
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- - � 
OJ.1 + J.1.l2 = � . Pues ' 

-
a1 + A1� = � 

- y� ...... FACUlTAD DE INGENIERIÁ 
Componentes ortogonales de un vector. Vector uni�ario 

es el que tiene su tamafio igual a uno. Sea el vector p -
de proyecciones x, Y, z, o sea: :P (X, Y, Z). Llevemos -
el origen de p al. punto O, origen de los eje� ca:tesi�-­
nos ortogonales. Tomemos los tres vectores umtanos: ::1, j k que tengan respectivamente las direcciones y los sen­
tidos de los ejes (fig. 4). 

Las componentes or-- , togonales de p segun 
los e,j es son los vecto­
res xi, Yj, Zk 

) 
(4b) p = xi + yj + Zk 

Puesto que la compo­
nente ortogonal de p , 
por ejemplo, segÚn el 
eje ax, tiene de tamaño -
la proyecciÓn X y su een­
tido es el del eje si X -

G 1. 

/ 
V 

/ 
/ 

Fig. 4 

es positiva y contrario si X es_negativa; todas estas con­
diciones las cumple el vector Xi. E igualmente para los -
otros dos. 

5. Angulo que forman 4_os vectores. 

La ambigüedad del ángulo que forman dos rectas que 
se cortan, en que se puede tomar el agudo o el obtuso de 
los dos ángulos suplementarios, la suprimimos en el caso 
del ángulo que forman las lÍneas de acciÓn de dos vectores con la siguiente convenciÓn: El ángulo que forman dos vecto res es el agudo cuando la pró;YecciÓn de uno sobre el otro--
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está en el sentido de este Último y es obtuso en caso con 
trario. Igualmente si se trata de un vector y un eje di­
rigido o de dos ejes dirigidos. 

6. Producto escalar de dos vectores. 

Nos hemos ya ocupado del producto de un escalar por 
un vector, hay otras operaciones entre dos vectores que -
ta�bién se les llama productos porque gozan de algunas de 
las propiedades que tiene el producto ordinario entre es­
calares, aunque no de todas. El primero de estos produc­
tos es el producto escalar, que recibe este nombre porque 
el resultado, o sea el producto, es un escalar, algunos -
autores lo llaman producto interior. 

Sean los vectores a1 , y a2 , sus proyecciones: 

(A las letras i,j,k, que reprsentan los vectores 
unitarios rectangulares, que están ya consagrados para es 
to, es inÚtil ponerles flechas). 

El producto escalar de a1, por a2, siguiendo la nota 
ciÓn de Gibbs, se representa por un punto: a1 • a2 y es­
igual al producto de los tamru1os por el coseno del ángulo 
que forman. 

(6a) a,. a2 =!a1Jia21 cos (a:¡, a2) 

Lla-nando cos (a1 , a2) al coseno del ángulo que fo! 
man. Ya que los dos primeros factores del segundo miem­
bro son positivos, este coseno le da signo al producto e� 
calar. Asi si el ángulo de los dos vectores es agudo el­
producto escalar es positivo; si es obtuso es negativo y­
si es recto es nulo. También es nulo este producto si a! 
guno de los factores lo es • 

Vea:nos que acontece si multiplicamos un factor, V .gr. 
a1 , por un escalar h: 
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cos ( (h a1 ), 

Si h es positiva, cos ( (h a1), a2) = , cos (al ,a2), 
pues el sentido de a1 no se ha alterado, ademas h = lh l , 
tendremos pues: 

Si h es 
además h =-

= h 1 a1 1 1 a2 l cos (a1, a2 )) = h a1 • a2 

negativa, cos ( (ha:,), a2 = - cos(a1, a2), 
1 h 1 , nos queda: 

- - 1 h 1 1 a, l 1 a21 ( -cos (a,'�)) = ha, :a2 
Si h es nulo, h a = O y el producto escalar es nulo. 

AsÍ pues, podemos establecer de una manera general -­

que al multiplicar un vector por un escalar, este producto 
queda multiplicado por el escalar. 

Si ahora al otro factor a2 lo multiplicamos por otro-
escalar m, por la misma razón tendremos: · 

Vvamos ahora a conmutar el orden de los factores, en 
vez de a1 • a2 calculemos a2 .al • Desd�lueg� el p��?t�":' 
de los tamaños ha quedado el mismo: 1 a1 l 1 a2 l = 1 a2 1. l a1l 
El ángulo ha cambiado de sentido, o si se quiere, ha cam­
biado de signo, 2ero como quiera que se trata del coseno­
que es una funciÓn par: cos e = cos (- () ) ' nos queda­
evidentemente: 

Lo cual se expresa diciendo que el producto escalar 
de dos vectores es conmutativo. 

De la definiciÓn: 

a, . � = ,a,, 1� 1 cos (a1 ' 
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Valiéndose de las propiedades asociativa y distribu­
tiva del producto ordinario entre· escalares podemos escri­
bir: 

Los paréntesis rectangulares son las proyecciones de 
un vector sobre el otro y así, pode�os también definir el 
producto escalar de dos vectores cono el tamaño del prime­
ro por la proyecciÓn del segundo sobre el primero, en que 
se puede tomar como primer factor a cualquiera de ellos 
por la propiedad conmutativa de este producto. 

Así: 

(6d) 
En el Algebra ordinaria la regla que nos sirve para -

�:-�iplicar un polinomio por otro se obtiene de la regla -
����aspondiente que nos dice cómo multiplicar un número -­

por u .a sur.J.a. 

Así si u, v, t, son escalares: 

u ( v + t) = uv + ut 

Sustituyendo u por una ��a y repitiendo el procedi­
miento obtcncre�os la regla del producto de dos polinomios, 
Esta regla se aJlica también para el producto escalar de -
una su�a de vectores por otra suma. 

Sean, en efecto, los vectores a1, a¿, a3, a4 y sea­
el producto. 

a,.(a2 + a3 + a4) = j a1j Proy¡1 (a;+ a3 + a4) 

Atendiénconos a la definiciÓn. Ahora bien, como la -
proyecciÓn de la sumaa2 + a3 + a4 es iRUal a la suma de 
las proyecciones, por la dicha definiciÓn de lo que es pr� 
dueto escalar, se obtiene: 

13 

·-

Lo cual se expresa diciendo que el producto escalar -
es distributivo con la suma como el producto ordinario. Si - - - .. 
ahora a1 = b + e, substituyendo en el segundo miembro y -
reiterando la regla anterior, vemos que para multiplicar -
escalarmente dos sumas· de vectores se sigue la mis� ley -
que para el prod"�to de dos polinomios en Algebra. 

Con esto obtenemos inmediatamente el producto escalar 
de dos vectores en funciÓn de sus proyecciones ortogonales. 

Por la misma definición obtenemos las siguientes igual 
dades para los vectores unitarios ortogonales i, j, k: 

-

(6�) i.i = j .j = k .k = 1 ; i.j = i.k = j .k = o 
Sean los vectores: 

a1 = X1i + Y1j + z1k ; a2 = X2i + Y2j + Z2k 

a1 .a2 = (X1 i + Y1 j + z1 k) • (x2 i + Y2 j + z2 k) 

En el segundo miembro multiplicamos escalarmente cada 
sumando del primer factor por cada uno del segundo y suma­
mos los resultados. Ahora bien X1i.X2i = x1x2 , 
X1i.Y2j = O etc. y se obtiene: 

(6g) a,.a2 = x,x2 + y1y2 + z,z2 

Para obtener esta fÓrmula fundamental por otro cami­
no? llevemos los dos factores a1 y a2 al mismo origen o, 
(f�g. 3), los extremos A1 y A2 forman el vector A1A2 igual 

--
a la diferencia A1A2 = a2 - a1 • Apliquemos la fÓrmula 
que nos da el cuadrado de un lado al triángulo OA1�: 

'� - 2 - 2 - 2 
- a1 1 = 1 a,¡ + 1 a21 
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El Último término es - 2a1.a2 y los demás térninos­
los podemos calcular en fUnciÓn de las proyecciones: 

1 a2 - a1 1 
2 = (X2 

- x1 )2 + (Y2 - Y1 )2 + (z2 - z1 )2 ; etc. 

Despejando a;.a2 se llega con gr� faci�idad a �a fÓE 
mula que demostramos antes por otro ca·Illno, s1 bien mas -·· 

largo pero mucho más ilustrativo para este estudio de los-­
vectores. 

Sean respectivamente oi. 1, !31, Ó 1 ; d. 2' (32, J' 2 
los cosenos directores de a1 y a2; en funciÓn de ellos qu� 
re�os el coseno del ángulo de los dos vectores. 

(6h) 

. ' 

o( 1 = \a, \ , etc. 

FÓrmula que podrÍamos haber escrito desde luego al -
considerar que los cosenos directores de un vector son las 
proyecciones del vector unitario del �smo sentido y direc 

. , 
-

c1on. 

Al multiplicar escalarmente una ecuaciÓn entre vecto­
res por un vector, se obtiene la ecuaciÓn correspondiente -
de las proyecciones de los vectores de la ecuaciÓn sobre -
el vector por el cual hemos �ltirylicado. Por ejemplo sea 
la ecuaciÓn: 

Multiplicando escalarmente por b 

p.b = ma,.b + na2:b 

Reduciendo el valor absoluto de b nos queda: 

Proyb ( p ) = m Proyb ( a1 ) + n Proyb ( a2 ) 
-

En particular si e es un vector unitario: 

( ei) a . e = Proye ( a ) ; 

La proyección x, de a1 es 
los otros dos. 

7. Producto Vectorial. 

1 el = 1 

a1 • i = X, y así para -

15 

1 Imaginemos los tres vectores unitarios i j k co 
l�cados respectivamente sobre cada uno de los ejes �arte-­
S1anos �ctangul�res, Ox, Oy, Oz. Una persona con los pies 
en o, or1gen comun de los tres vectores y la cabeza en el 
e�tremo del vector k, verá que el vecto; i se coloca ec j 
glrando noventa grados, bien sea, de izquierda a derecha -
o

.de.derecha a izquierda, segÚn que los ejes cartesianos­
dlbUJados sean izquierdos o derechos; pero de cualquier -­

man�;a que
_ 

s�a, se conviene, de una vez por todas, que ro 
t�c1on pos1t1va es la que lleva el vector i al vector j � 
g1rando un cuarto de �e�t�J vista esta rotac�Ón desde el­
vector k. En esta def1n1c1on podemos sustitu1r circularmen 
t� los vectores i, j, k; esto es debido a las coinciden-- -
c7as que se puede hacer con ejes, o bien, izquierdos o -­

b1en, derechos, de tal manera que coincidan ejes distintos. 

El producto vectorial de dos �ectores es, como lo e>:­
p:esa su nombre, otro vector. Segun las notaciones de --­

G1bbs se expresa por ]!na cruz. Si los factores son a1 y -
� Y el producto es b , expresaremos: 

a, X a2 : b 
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El tamaf.o de b es el área 
del paralelogramo formado por­
al, y a2, o 3ea: 

(7a) 1 t>l = 1 a1; 1 a21 sen(a1 ,a2) 

Tomemos un �ismo punto O 
como origen de los dos vectores, 
(fig. 5). 

/ / / 

.......... / / / 

Fig. 5 

La dirección del producto vectorial b es oerpendicu 
lar al plano cefinido por a1 y �; o sea, es perpendi-­
cular a a1 y a a2 • Esta direccion quedará indetermin� 
da en el caso de que a1 y a2 sean paralelas, pero observe­
rr.os que en este caso el tamaño de � es n�lo y la direccién 
no interesa. Finalmente el sentido de b es tal que si -- - . , ll"';amos el primer factor a1 en el segundo a2 prando.:: 
le '.Ü menor ángulo posible, esta rotaciÓn se vea desde b 
en el sentido positivo. 

Desde luego, este producto no es conmutativo pues aJ 
cambiar el orden de los factores canbia el sentido o sea­
el signo, del producto, así: 

(7b) 
Este producto se nulifica cuar:do alguno de los facto 

res es nulo, o bien, cuando son paralelos, así la ecua-. , c1on: 

a1 x � = O es equivalente a a1 = ma2, en que m es 
un escalar. En narticular el oroducto vectorial de un V€C 
tor por sÍ mis�o· es sie�pre nulo: a X a= O; en cambio pa­
ra el producto escalar se tiene: a • a = 1 al 2 ' por eso­
se conviene que a2 significa a. a 

Igualmente que en el producto escalar, en el producto 
vectorial, al multiplicar un vector por un escalar, el pr� 
dueto queda multiplicado por ese escalar. AsÍ si: 

a1 x a:2 = b ; (ma� ) x a2 = r:i5 
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En efecto, desde luego al multiplicarse el tanaño de 
a1 por 1m 1 , el área del paralelogramo ha queda_2o multi-
plicada tal'!lbién por 1 m 1 , luego el tamaño de b debe -
multiplicarse por 1 m 1 • Si m es positiva ninguno de 
los sentidos ha cambiado y la fÓrmula es correcta; si m es 
negativa, se ha alterado el sentido de (ma,), debe pues­
cambiar su si�o el producto y efectivamente canbia al -­

multiplicar b por el escalar negativo m; la fÓrmula si­
gue.pues siendo correcta. Si al otro factor a2 lo multi­
plicamos por otro escalar n: 

Por lo demás quitando los paréntesis en el primer 
miembro, que no son necesarios, a los escalares m y n los 
podemos colocar en lugares cualesquiera. 

Con los vectores unitarios rectangulares i, j, k, y­
�aliéndonos de las definiciones podemos escribir las si-­
guientes igualdades: 

(7d) i X i = j X j = k X k = 0; i X j = k, j X k = i, 

k X i = j; j X i =-k; k X j;- i; i X k= • j. 

Sean las proyecciones de los tres vectores de la 
igualdad a1 x a2 =o 

al = X1i + Y1j + Z1k, a2 = X2i + Y2j + z2k; 

b = Xi + Yj + Zk 

El problema que nos proponemos consiste en dadas las 
proyecciones de los dos factores � y a2 encontrar las -­
del producto vectorial b. Desde luego, como b es perpen­
dicular a a1, y a a2, los productos escalares son nulos: - - -- , a 1•b = a2.b = o, as1 pues: 

X1X + Y1Y + Z1Z = O 
x2z + Y2Y + z2z = o 
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He�os obtenido un sistema de dos ecuaciones lineales 
y homogéneas con tres incógnitas. 

Los coeficientes forman una matriz rectangular de -­
dos renglones por tres columnas; añadamos a es�a matriz -
un primer renglÓn formado por tres elemento.sarbitrarios,­
con objeto de hacerla cuadrada y que forme determinante.­
Ahora bien, los cofactores de los elementos de ese primer 
renglÓn nos dan una primera soluciÓn puesto que al multi­
plicar X1 Y1, Z1, respectivamente por esos cofactores 
ajenos y �umar, esta suma es nula por una propiedad ele-­
mental de los determinantes; lo mismo con X2, Y2, Z2. E� 
ta primera solución que se suele llamar

.
la soluciÓn prin­

,9ipal, la llamaremos X', Y', �� proyecc�ones de un vector 
b', por lo menos, paralelo a b. 

X2 Y2 
Comparenos ahora los tamaños de by de b'. 

El de b es: p;¡ = 1 a:,¡ 1�1 sen <a, ' a2). 

Elevando al cuadrado 

¡t>¡ 2=b·b=b2= -2 -2 a1 a2 sen2 (a, a2) 

( 1 cos2 {a1 , a2) ) 
(- - )2 - a1 • a2 

(x12 • y,
2 + z,2) (x2

2 • y2
2 + z2

2) 
2 - <x,x2 + Y,Y2 + z,z2) 

El tanaño de b 1 al cuadrado es: 
- 2 2 ( 2 
b' = (y1z2 - Y2z1) • z1x2 - z2x1) 
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Fácil es identificar estos segundos miembros, así -­

pues, b' no sÓlo tiene igual direcciÓn que b sino tam-­
bién igual tamaño. Hemos llegado a demostrar que el vec­
tor buscado. - -

b = + b ' o sea X = � X 1 ; Y = :!: Y 1 ; Z = :!: Z 1 

Veamos en un caso particular conocido qué signo co-­
rresponde: i � j =k; i (1, o, O); j (O, 1, O). X1 =O. 
Y' = o, Z 1, = 1 = Z ; en este caso particula_E corresponde­
el signo mas X =X' Y =Y' Z = z• o sea b' = b • Con-' ' - -siderando ahora el caso general b = a1 x a2 imaginemos --
que el vector a1 varía de una manera continua hasta hacer 
se igual a i, al mismo tiempo que el vector a2 varia tam-: 
bién de una manera continua hasta confundirse con j, ha-­
brá infinitas maneras de lograr esto sin que ninguno de 
los dos vectores ni el pr_Qducto vectorial se nuli.fiquex;. 
Este producto vectorial b y el vector obtenido b' iran 
variando ta�bién evidente�ente de una manera contínu�; -= 
ahora bien, al final tenemos el ca�o par1icular que b = b', 
si al principio se hubiera tenido b = - b1 en un lugar i� 
termedio las ecuaciones X = X 1 , Y = Y 1 , Z = Z 1 hubieran -
cambiado_bruscamente a X=- X1, Y=- Y', Z =- Z' y el­
vector b hubiera sufrido una discontinuidad, lo cual es 
absurdo. AsÍ pues en todos los casos b = b1• 

�ste producto vectorial se representa ventajosamente 
en fon�a de determi�ante. 
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(7f) 

b = a1 x a2 = 

J.• J. k 1¡ 
1 

X1 Y1 Z1 1 
x2 Y2 z2 \ 

= i(Y¡Z2 - Y 2Z1) + 

+ j (z,x2- z2
A

1) + 

+k (X1Y2 - X2Y1) 

En este determinante los términos se obtienen u:ulti­
plicando el producto de dos escalares por un vector Y la­
suma es swma vectorial. 

Sea ahora el producto vectorial de un vector por una 
suma: 

i j k 

a, X (a2 + a)) = x1 V 
... , z, 

x2 + x 3 Y2 + Y3 z2 + z3 

i j k i j k 

a1 x (a2 + a3) = x, y1 z, +: x, y1 z, = 

X2 Y2 22 x3 y3 z3 

(7g) a1 X (a2 + a3) = a, x a.2 + a, x a3 

AsÍ pues, tanto el producto escalar como el vectorial 
son distributivos con la su�, por esto se llaman produc­
tos. Para multiplicar una suma ce vectores por otra, t�. 
to escalar como vectorialmente, se �rocede como en el Al­
gebra ordinaria, aunque teniendo cuidado, en el caso del-
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oroducto vectorial de no alterar el orden de los factores 
�' en caso de hacerlo, cambiar el signo. 

El producto escalar, como dijimos, se llama también­
producto interior y, debido a la notaciÓn de Gibbs, suele 
llamarse producto puntual. El producto vectorial se de-­
signa trunbién como producto exterior y como producto cru­
zado. Aparte de las notaciones de Gibbs hay otras y algu 
na de ellas es contradictoria con las de Gibbs. En efec­
to, algunos autores italianos indican el producto escalar 
con una cruz. 

Para ninguno de estos productos escalar y vectorial·· 
existe la operaciÓn inversa que dé un resultado determina 
do, en otras palabras, no existe la divisiÓn correspondien 
te. La Única divisiÓn posible es la de un vector entre 
un escalar, pues dividir entre el escalar es multiplicar­
por su inver.so. 

i 
8. Doble producto escalar. 

El resultado de multiplicar escalarmente un producto 
vectorial por otro vector es un escalar. Este producto -
se llama mixto o doble producto escalar, los autores de -
habla inglesa lo llaman impropiamente triple producto es­
calar, por tratarse de tres factores. 

Sean tres vectores a1 (X1, Y1, z,) ,  a2 (X2, Y2, Z2) 

Y a3 (X3, Y3, z3). Escribamos el producto mixto: 

a1. (a2 x a3) = h 

, En que h es un escalar. Como quiera que si el pa­
rentesis encerrara los dos factores unidos por el punto,­
la operaciÓn no tendr{a ningÚn sentido, el paréntesis pue 
de suprimirse y escribir simplemente: a1.a2 x a3 

-

Tomemos un ounto O como origen común de los tres vec 
+ • 

.. ores y completenos el pE.>.rfl.l17lep{pA(lo r:11P. t,Al"le� ,:'11 � :;¡'2 
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y a a3 de aristas concurrentes. Sea el vector b = 
el tamaño de b es el área del paralelogramo a2 ' 
es �na de las caras del paralelepÍpedo que podemos 
como base, el resultado: 

h = a1 • b = lb"l ProYb(a1) 

a2 x aJ 
a3 que 
tomar .. 

- . , Como b es perpendicular a la base, la proyecc1on de 
a1 sobre b,nos da en valor absoluto la altura del p�ralel� 
pÍpedo a s1 pues, el valor absoluto de h, es el volumen -� 

del pa�alelepÍpedo que forman los tres vectores llevados ·· 

por el mismo punto. Este producto mixto resulta p�sitivo-· 
si desde a1 se ve de a2 hacia a3 girando el menor angulo ·· 
en sentido positivo y negativo en caso contrario. 

. , Expresemos su valor en func1on de las proyecciones: 

i j k 
a, 

.a2 x a3 = (iX1 + jY1 
+ k21). x2 12 22 

X3 13 23 

(8a) 

x1 y1 21 
a,.a2 x a3 = x2 y2 22 

x3 y3 23 

Con esta fÓrmula valuemos ahora 
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x3 y3 23 x1 y1 21 
a3. al x a = x1 y1 21 = x2 y2 22 2 

x2 y2 22 x3 y3 23 

= a1 • a2 x a3 

. Pero a3 • a1 X a2 = al X a2 • a3 pues el producto es .. 
calar es conmutativo y as1 llegamos a la importante fÓrmu 
la en el Algebra de los vectores: 

En el doble producto escalar se pueden pues intercam­
biar el punto y la cruz. 

Es por esto que este producto se expresa comunmente· .. 
iencerrando los tres factores en un paréntesis, generalme� 
te rectangular: 

Teniendo en cuenta 

su igualdad con el determinante se comprende fácilmente -
que podemos alterar el orden de los factores si respetamos 
su orden cfclico: 

Cambiando el orden cÍclico c&�bia el signo. Si se 
multiplican los vectores de este producto mixto por esca­
lares, el resultado queda multiplicado por el producto de 
dichos escalares. Esta propiedad se deduce de la corres·­
pondiente para los productos sencillos escalar y vecto--­
rial o bien directamente de la igualdad con el determincl!!. 
te. 

La condici6n necesaria y suficiente para que tres --
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vectvres sean paralelos a un plano, o co�o se expresa más 
breveL.ente, para q4e sean coplanos, al suponer que se 11� 
va� por el mismo origen, es que su producto mixto se� nu­
lo. En efecto, al ser r.ulo el volumen del paralelep1pedo 
su altura es nula y los tres vectores son coplanos. Si -
algu�o o algunos de ellos son nulos la propiedad sigue -­
sic�do cierta. 

Si dos de los factores en el producto mixto son para 
le:!.o::;, dicho producto es nulo, puesto que el determinante­
lo es. 

�oble�roducto Vectorial. 

Sean tres vectores a1 , a2 , 
b otro vector conocido. Digo que 
calares h1, h2, h3 tales que: 

(9a) b = h1 a:, + h2a2 + h3a3 

a3, no coplanos y sea -
s1empre existen tres es 

En efecto, escribiendo las ecuaciones correspondien­
tes de las proyecciones de estos vectores, tendremos tres­
ecuaciones lineales de las tres incÓgnitas h1, h.,, h3• El 
determinante de los coeficientes es el doble prodúcto es-­
calar: 

( a, a2 a3 ) que no es nulo si estos tres vectores -
no son coplanos, así pues, los valores de h1, h , h exis­
ten y están determinados. Podemos decir que estos �res es 
calares son las coordenadas de b tomando como base los vec 
tores. 

a1 , a2, a3 • 

Esto puede verse tanbién geométricamente: Tomemos un 
punto O como origen de los cuatro vectores y descomponga­
mos b segÚn las lÍneas �e acciÓn de los otros tres, lle­
vando por el extremo de b planos paralelos a las caras -

/ 
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del triedro forcado por a,, � , a3 Las co�pcncntes 
de b son respectiv�ente h1a1 , h2a2 y h3a3 , de donde­
obtene3os los valores de h1, h2 Y h3. 

En particular si : 

Si a1 y a2 no son _paralelos el vector � está e.."l e! 
plano detenlinado por a, y a2 y para cualqu1cr vector b 
que.esté en este pla"lo existen y están determinados los ­
escalares h1 Y h2 

• 

Sean los �res vectores a , b , e ; formemos el pro-- � 
ducGo vectorial de los do� Últimos, cuyo resultado es --� 
otro vector, llamémoslo d y multipliquemos ahora, tam-­
bién vectorialmentc, el primero a por ct, así tendremos: 

a X d = a X (b X e) ; d = b X e • Tal es el doble 

·:n·oducto vcctorüü, sea q el resultado: 
i 
(9b) a: x (b x e) = e¡ 

_Que!:_e:tos q en otra fonna. Exclul_am� el_caso en -
que b y e sean oaralclos, en, cuyo caso d = b x �es nulo­
y por lo tanto, q es tarnb!_en nulo.=. Llevemos a, b, e al 
!:lis;ao origen O. El vector d = b x e es perpendicular al­
plano formado J>Or b y C ; el vector q es, � SU vez, per-­
pendicular a d, luego está en dicho plano b, e z se puede, , -segun acabamos de ver, expresar por la suma: h b +m e en 
que h y m son dos escalares. AsÍ pues: 

( 9c) a X (b X C) = h b + m C : q 
A este resultado podemos llegar de una manera pura-­

mente analÍtica: expresemos al vector q tomando como :.:ase 
los vect�res _b ' e y b )( e ' lo cual, es ;Josible (9a) siem 
pre que b y e no sean paralelos, asJ.: 

(9d) a X (b XC) : hb +OC + t (b X C) 
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Multipliquemos escalarmente por b X e : el pri�er 
miembro es nulo pues es un producto mixto con dos facto-­
res iguales, igualmente los dos primeros términos del se­
gundo miembro son nulos, por la misma razón y nos queda: 

o = t Cb x e> • <'b x e) = t <E x e > 2 

Luego t = O  y nos queda la fÓrmula (9c). Queremos­
ahora encontrar los valores de los escalares m y h. En -
la ecuación (9c) multiplicando escalarmente por a : 

(9e) o= ha . b + ma . e 
h - m 

= =_,t¿ . h=J<a e ' • 

a - b • e a . 

Nos queda pues: 

(9f) ax <t> x e) =,/'-(a . cb - a . "be) 
No nos queda más que encontrar el valor del escalar­

A . Encontremos primero este valor de,A. e n  el �aso . 
particular en que alguno de los vectores del parentes1s -
sea igual a a. 
(9g) a x (a x e) = A (a • ca - a.2 e) 

Multiplicando escalarmente por e 
(9h) e . a x (a x e) = p. (a. ca • e - a.2 -¿2) 

Intercambiando en el primer miembro la cruz y el pu� 
to. 

( 9i) e x a . (a x e ) = Á ( (a: • e) 2 - a 2 e 2 ) 

(9j) 

Pero e X a = - a X e 

(- -)2 - a x e = -2 - a 

/ 
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�!.:ün:1· lo r.egÚn las 1efiniciones: 

¡?1 2 lcl 2 sen2 (a,c) =_,..t<( ü2 -2 2(-- ) e , cos :t,e -

?. 2 -2 2(_ -) - 2 - 2 le'· ,a¡ 'e sen a,e =;.ú1a, ; e¡ - ( 1 - cos2 (a,c)J 
;;0 donJer= 1 en este caso 'iarticular, cuando menos. 

l .... , � ·¡ ·-·--nte : ..J'"" "'-�- .. .., 
<G x é) x e = - e x (1> x e) = e x (e x 'b) = e :be - e;:� 

(91) (1> x e) x e = e . be - -c2 1> 
Ve:J.."lOG '!hora el caso general, la fbrmula (9f) es: 

a x (b x-e) � c1 • cb' - a • 'be) 
l:ul�i-,liquor.los escalarmente l)ur e 

'\ (9m) a x r.:; x e) • e =A (a • cb . e; - a • 
-bc2) 

2n el oroclucto mixto del orir'ler miembro intercambie-­
mos 1-'l cl�J.: y el punto. 

- -2) (9n) :1 • (b x e) x e =A (a • cb' . e - a . be 

Aplicando la fÓrmula (91) 

2 -- --2 a . ce . b - -b • a e ,-;,Ji ca . cb • e - a • l>c ) 

De don'le A es sie�.1prc i5Ual a uno y obtenemos la i11-
rt t' . ro' 1 • po v:ln 1Sl;:i1. J. cmu a. 

( 9o) a X (b X C ) = a • C 0 - a • bC 

(b X C) X 7i = - a X (b X C ) - .. 
(9p) <-o x e) X a = a . OC - a • CO 

-
• co - a . -oc-) 



Observemos que en las fÓrmulas (9o) y (9p) el vector·· 
que está colocado en el centro de los tres es el q\e figu ­
ra en el segundo miembro con coeficiente positivo; esta -·· regla nos sirve para recordarla. 

Se comorende fácilmente que este doble produc,0 
torial está muy lejOS de ser asociativo, pues a X 'b 
es en eeneral, diferente de (a x b) x c .  ' 

l O._Productoode cuatro factores.  

ve c-.. 
x e) 

Estudiemos primero el producto (a x b)  x (e x d.) , sea :;: x b = f así: 

(a X b )  X (e X d) = f X (e X d) = f dC - f cd 

( 1 O a) (a X b) X ( C X d)  = (a b d] C - ( a b C ) d 

Si se considera ahora efectuado el producto � x (j 
se tiene: 

<, ob) <a: x b) x <e x 'd) = ( a e 'd J b - ( t> e -a ] a 
Estas dos igualdades demuestran que el vector Gusca­

do t�en� � li_!!ea �e acciÓn en la intersec�iÓn e e J.os pla 
nos e ,  d y b ,  a ; �gualando los segundos m�embros : -

[ a b ct) -e - ( a b c) <i = (a c d] "b - [b e d ) a. 
( l Oe )  (1> e Ci J a +  (e a cr) 1> + ( CI a b J e + ( a  �"b) "d=e 

Esta fÓrmula ( 1 0c )  nos da un vector en funciÓrl de 
o�ros tres no coplan�s .  Podemos en efecto, despej�r, por eJ emplo, al vector a con tal que su coeficiente �o sea-
nulo� es decir con tal que ( b e_ d)/_ O ,Eara lo cuaJ. se _ 

requ�ere que los tres vectores b , e y d no sean CGplanos. 

E�tu�emos �OI_'� el producto escalar con cu�t:r.0 facto 
re�: (a x b )  • (e x d )  . Supongamos e fectuando a :>�; b = f­
as�: 

ca x b) .  Ce x <I> = r . c x ct = .f x  

ca: x b ) .  ce- x <I> 

ca- x b).  ce x Cf) = 
( (a X b) X e] 

ca- . cb - b 

-

e • 

• 

d 

d 
ca) • d 
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(10d ) )  (a x 'b ) . (c x Ci)  = a.c'b.ó a.db.c = : : : : : : ] 
lh- EcuaciÓn d_e_� r�cta. 

Vamos ahora a considerar un punto 
cío, que se puede considerar co-
mo el origen de las coordenadas- o 
cartesianas y una categorfa de -
vectores cuyo origen es o. Esta 
categorfa de vectores fijos en -
el origen de los ejes se llaman­
�adios vectores o vectores de po 
siciÓn. Cada uno de ellos deter 
mina la posiciÓn de un punto, 'su 
extreoo y las coordenadas carte­
sianas de ese punto son simple-­
mente las proyecciones del vec-­
tor sobre los ejes. A estos vec 
tores de posiciÓn los vamos a designar 

o, fijo en el esp� 

r 

Fig. 6 

por r.  

La recta que pasa por el punto P,  (fig. 6) y parale­
la a un vector a tiene por ecuaciÓn paramétrica: 

( 1 1  a) 

En que OP = r0 y t es el parámetro escalar. Dando 
a t diversos valores vamos obteniendo para cada uno de -­

ellos un punto en la recta. Llamemos Xo ,  Yo, z0 a las -
co;:n·:icl!::::.las de P, que son las proyecciones de r0• Y sean 
x, y, z , las coordenadas corrientes de un punto cualquie­
r�,M. de la recta, o sean, las proyecciones de r . La ect.� 
c�on ( 1 1 a )  se desdobla en tres ecuacione� entre escalare! : 
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( 1 1 b )  x = xo + ax t 

Y = Yo + ay  t 

z = z0 + az t 

En donde ax, �' az son las proyecciones del vector -
a.  Estas tres ecua�iones nos definen paramétricamente a -
la recta. Eliminando el parámetro t tendremos la recta e:1 
forma clásica: 

( 1 1  e) 
x - Xo y - Yo = 

Multiplicando vectorialmente la ecuación ( 1 1 a) por a 
eliminamos el parámetro y obtenemos la ecuaciÓn de la rec 
ta en la forma de Plücker: 

( 1 1 d )  r x a = r0 x a 

llamando b = r O X a 

( 1 1  e)  

En que naturalmente los vectores a y b  son perpendi­
culares .  Como quiera que la ecuaciÓn ( 1 1 e )  se desdobla en 
tres ecuaciones entre escalares con las incÓgnitas x, y, z ,  
podrÍa creerse que esta ecuación (1 1 e )  determina r. Sin -
embargo, este sistema de tres ecuaciones resulta indetermi 
nadol como es fácil comprobarlo . Más directamente si sus= 
titu�os nor el valor indeterminado tomado de la ecuaciÓn­
( 1 1 a) :  ro + ta vemos que se verifica la ecuación ( 1 1 b )  -­

que es igual a la ( 1 1 e ) .  Si esta fÓrmula ( 1 1 e )  nos deter­
minara el valor de r en funciÓn de los vectores a y b ' te� 
drÍa sentido dividir el primer miembro entre el vector a, ­
pero vemos que esto no es posible pues está indeterminado. 
En otras palabras, esta divisiÓn queda indeterminada. 
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1 2 .  ZcuaciÓn del plano . 

La ecuaciÓn del plano que pasa por el punto 
P(X0, Yo , Zo) ,  en q�e OP = ro y paralelo a los vectores a 
y b no paralelos, es, en forma paramétrica; 

( 1 2a) 

En que t, u son los parámetros escalares . Proyect3.!! 
do tendrenos ·las�res ecuaciones lineales en t,  u,  que nos 
dan la ecuaci6n oaram�trica del plano. Eliminando estos -
par�etros s� obtendrá la ecuacibn en forma clásica. 

. Para elimin� en la ecuaciÓn ( 1 2a)  los parámetros t 1 u y o!)tene r, corno en el caso de la recta, la forma de PliHl 
ker, mul tiplica:!!OS escalarmente por el producto vectorial­
a x "b · -

.... (12b) r • a X b = r o . a x b 
Pues ios otros términos desaparecen por tratarse de· -

productos mixtos con dos vectores iguales. Esta ecuaciÓn 
establece la igualdad entre dos escalaresl. seao{ la cons • 

tante igual al segundo miembro y sea e = a X b. La ecua­
ción nos queda: 

( 1 2c )  - -
r • e = d.. 

El vector e como perpendicular a a y a b es pe! 
pendicular al plano. Si queremos la distancia del origen 
o al plano, hagamos r paralela a e' o sea r = j3 e ' -
sustituyE'ndo en (12c) : ,.a c2 = oL ; (3 = � (;2 

de donde el r buscado perpendicular al plano es:  

- ol r = ----
- 2 
e 

-
e 

/ 
,J. 

) ' 
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y en valor absoluto, o sea, la distancia es 

Si e es un vector unitario, esta distancia es sim­
plemente el valor absoluto del escalar o!.. • 

1 3 .  Algunas ecuaciones entr_e �ectores .  
-

Tanto la ecuación ( 1 1 e )  como la ( 1 2c )  dejan r inde 
te�nado pero el sist�ma de las do� debe, en general, d� 
terminar el valor de r , pues geometric&�ente se trata -
de la intersección de una recta y un plano. Sea pues el­
sistema: 

( 1 3a) r x a = b r . c = o( 

Se tiene : 

(r X a) )( e = b X e = r • e a - a • e r ; F • e = o( 
'b x c = d.. a - a . c r 

De donde: 

( 1 3b) 
cJ. a + c x b  -r = -------------

a • e 

Hemos pues encontrado el valor de r sin recurrir a 
las proyeccione s .  La condiciÓn para que r exista y es­
té determinado es que el producto escalar a . e no sea nu 
lo, en cuyo caso, la recta y el plano son paralelos. 

-

Sea ahora el sistema de las tres ecuaciones entre es 
calares que nos expresa la intersecciÓn de tres planos. 

( 1 3c ) 

Formemos el producto: r X Ca2 X a3) = r . a3� - r . �a3 
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( 1 Jd )  

Esta ecuaciÓn obtenida de las dos primeras -del siste­
ma (1 3c) es la ecua;ión de la recta inter�ecc�Ón de los 
dos planos. Combinandol� con la tercera r � a1 = oL 1 , - . 
se obtiene un sistema análogo al (1 3a) ; apl�cando pues la-
tónnula ( 1 3b) : 

oL 1 
r = - ca:2x a:3) + oi. 2 <a:3 x a1 ) + oZ 3 Ca1 x a:2) 

(a:, a2 a:3 J 
Los tres vectores que son factores respectivamente de 

o{ 1 oL 2 ' o1... 3 forman lo 9ue se llama el sistema rec{-... ' - r  -1 - 1  proco de a1 , a2, a3• Llamemoslos a1 , a2 , a3 : 

a:-2 x a3 a3 X a1 a1 x a  
- '  - ' - ·  2� ( 1 Jf) a, = a2 = . a3 = ' [a, a.2 a.3J p:1 a2 aJ) (a, a2 a3) 

"\ 
Tienen la propiedad de '"lue a1 

_, = 1 ; -• - o· • a1 a1 • a2 - ' 

al . a' = o, etc. y juegan un papel importante en el chl.� 
lo Vec�orial . Para que existan es necesario y basta que 
¡, , a:2, a3 no sean coplanos para que el denominador 

no sea nulo. 

Si queremos expresar un vector a¡, en funciÓn lineal 
de otros t�es a:, , a2, a3, o sea, tomañdo como base a estos 
�res , habra que encontrar los escalares o' 1 ,  of. 2, d- 3 -
t.ales que : 

( 1 3g) 

Multiplicando escalarmente por el producto i2 X a3 

� ,  = [ � a3_:u 
[ a1 a2 a3 J 



34 

Y nnálo�a'llente para o( 2 y d.. 3• La soluciÓn es pcsi­
ble Única�ente si los vectores a, , a2, a) no son coplanos ; 
tomando el sistema recÍproco y multiplicando escalarmente-

_ , . _ ,  por a1 , co:-:10 qu1.era que a1 • a 1 = 1 

a� . a3 = o se obtiene desde luego � 

mismo modo. 
- '  _ ,  

oL. 2 = a4 • a2 � 3 = a4 • a3 

_ , a1 • a2 = O 
- - ' 

= a4 • a1 y del 

Si el vector a4 es nulo, oL 1 = ot. 2 = d. 3 = O 

AsÍ pues, si tres vectores no son coplanos y se tie-­
ne la ecuación: 

( l )h)  oL. 1 a:, + oL 2 a2 + oL. 3 a3 = O 

Los tres escalares son nulos, lo que geométricamente­
se cocrprende ,  pues la suma de dos términos dará un vector­
situado en el plano de los vectores que no podrá nulificar 
al tercer término pues ese vector no está en el plano . Se 
dice entonces que los tres vectores no están ligados lineal 
mente, o bien, que no forman una combinaciÓn lineal. Por-­
lo demás el problema imnortante de exnresar un vector valién 
dones de otros tres lo tratamos ta�bi�n en el estudio del- -
producto vectorial con cuatro factores .  

Veamos finalmente la ecuación: 

( 1 3i )  

Desde luego multiplicando vectorialmente por b 

(1 3j )  

L�ltiplicando ahora la ecuaciÓn dada ( 1 3i )  escalarrreE 
te por a 

(13k) P • a. e ,  + t; • a )  = e  . a ; -p • a = 
e • a 

1 + b • a 

'\ 

JS 

Estas ecuacior.es ( l )j )  y ( 1 3k) nos re suelven eL prc:>•­
blerna, pues son ar.alol}as a las ecuaciones ( l Ja) , cuy-a sC» -
luciÓn nos la da la formula (1 3b ) .  

�ero queremos un procedimiento, aunqu e más larg:o, 
cho mas general : Expresemos p tomando e omo base l.os 
tores conocidos a '  b ' e ' que no serán, en general 
planos : ' 

( 1 31 )  

Se trata de encontrar los escalares -1 , (3 JA � ' (/ . 

Para esto: susti tu:fmos esta expresiÓn ( 1 Jl) de p .en 
nuestra ecuacion (13i) y se obtiene, todo :pasado al prjlllt•.er 
miembro . 

( 1 3  m) oL a +  ( (3 t a? o( +  b . a ¡J + e ' a O)b +( � -1 ) ��� 
SegÚn hemos -visto los coeficientes ese alares de a -lb 

- d b 1 • . al' 1 - ' ' 
e , e en �er nu �s , 1gu emes os,  pues,  ';· cero y te nemo·:S-
tres ecuac10nes llneales con las tres inco gnitascX ,  A , o • Se encuentra: fl� 

-
e • a 

( 1 Jn) d- = 0  (1 - - 1 + b • a 

AsÍ pues: 
-
e • a 

( 1 Jo) p = e  o 
1 t b • a 

14. Centros de Graveaad. 

V amos a valernos de vectores 
de posiciÓn pero ccn dÓs oñgenes 
distintos, O y 0 1 ,  A los vecto-­
res que tienen por origen O '  los-

r = ,  A 

0' 
Fig. 7 1 f 

/ ., 



lla,aremos con una letra ninÚscula con acento,  V.gr. a ' ; -

a los vectores que tienen por origen O_no les porrlre:-:¡os -­

acento. Al vector o-0 1  lo llamaremos d = . 0  0 '  (fig. 7) 
- . 

Cualquier vectcr a , OA, nos def1ne un punto, su ex--
tre�o que designare�os con A mayÚscula. Si se quiere que 
los �ctores a y a '  representen el mismo punto, es de­
cir, que tengan el mismo extremo A se debe tener. (fig. 7) 

( 14a) a =  a '  + d ; a.• = a - <r 

En este caso y solo en este caso los dos vectores de­
posici6n a y a' representan el mismo punto en el espa­
cio . Con n vectores ai y n escalares obtengamos el vector 
p tal que: 

Io(i ii = P 
E�te vector p nos definirá un punto P del espacio. 

Sustituyamos ahora en la ecuaciÓn ( 14b)  en vez de los vec­
tore=:; ai los a{ correspondientes, es decir, que definan ;­
lus mismos puntos Ai · Valiéndonos de la (14a) , se tendra: 

( ) � - 1  - " (- - ) 14c -'ol.. i ai = s ; .!.o(i � - d = S 

El vector s definirá otro punto S del espacio . 
Ar.ora bien, queremos averiguar que condiciÓn deben tener -
los escalares ol.. i para que los puntos P y S sean el mismo 
punto.  Debe tenerse ( 1 4a) : 

(1 4d ) s = p - d 

Sustituyendo en (14c) y teniendo en cuenta la ( 14b ) : 

>o( i ai - < Io<. i) <f = J) - d: 
( .[ o( i ) d = d ; ( )o( i - 1 ) d = O  

Como d no es nulo : 

( 14e) 

'\ 
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Observemos que la suma algebraica de todos los coefi­
cientes escalares pasando todo a un solo miembro es nulo. 

Más generalmente sean los n vectores bi 
sentan los n puntos B1 y sea la ecuaciÓn: 

que repre-

. Esta ec��ciÓn nos define uno cualquiera de los vect•> res en func
d
1o

f
n. de los n • J :estantes (todos ¡.9 1 1 o); o sea, nos e �ne uno cualqu1era de los puntos conocidos los otro�. Vam_o� a sustituir los vectores bi ;or los co . rrespond1entes bi , en otras palabras vamos a cambiar de 

O a O '  el orig�n de los vectores y qu�remos ver cual debe ser la condicion de los escalares�i para que la ecua-­cion (14f) siga siendo cierta; por l a  fÓrmula ( 1 4a) : 

l. ¡8 i b:[ ==· o I (3 J. (bi - ct) = o 
> --(3 i bi - < r ¡8 1 > d = o ; < '2f3 iJ ct = o 

La condición buscada es pue s :  

( 14g) I¡3 1 = o 
L� suma de l�s

.
�oeficientes escal ares; debe de ser nu 1�, �1 esta cond1c1on se cumple la ecuacion (14f) defini: ra s1.empre e� mismo punto en función ct; los n - 1 puntos .. dados cualqu1era que sea el origen comun de los vectores. 

Fácil es demostrar que si se trata en la ecuaciÓn -­

( 14f) de tres v�ctores y se cumple la condición ( 14g) los 
tres ��ntos estan en línea recta. Y en el caso de cuatro 
vectores sus cuatro extremos están en un plano. 

Veamos el caso de las tre s :  

,.e, b1 + /32 b2 + ¡33 b3 = o  ; /3 1 + /32 + � 3 = o 
/3 1  b, +.(32 b2 - <(31 + ¡32) b3 = o 



- - -
como las diferencias b1 - b3 y b3 - b2 son paralelos 

los extremos B1 , B2 y B3 son col�neales. 

Consideremos ahora n puntos Ai, sus vectores de posi­
ciÓn a· . En cada punto existe una masa concentrada mi • 

F.st.;l.S !asas pueden ser positivas o negativas pe�o �am?s a­
convenir que su suma total, que llamaremos, m ( s�n �nd�ce ) -

� 
no es nula, as1 

-
Encontremos el vector a tal que : 

( 14h) 

Este vector a nos fija un pun!o A�ue siguiendo la 
costumbre vamos a llamar G; A = G; a = OG que es el centro 
de gravedad de las masas m. 

Si en la ecuaciÓn ( 14h) dividimos entre m = L mi , 
la suma de los coeficientes escalares en el primer miembro 
vale uno la ecuaciÓn queda pues de la forma de la (14b) -
en que s� cumple la condiciÓn ( 14e ) ,  por lo tanto, el pun­
to G asÍ determinado será el mismo cualquiera que sea el -
origen comÚn de los vectores ai .  

Se trata pues de una propiedad geométrica independie� 
te del sistema de referencia que se haya usado . 

Llamando x, y, z, las coordenadas de G, o sea, las -
proyecciones de a y Xi, Yi , Zi las del punto Ai, la ecua-­
ciÓn (14h) se desdobla en estas tres: 

( 14i) L mi Xi = m x x =  
m 

J 
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l Illi Yi . ' y =  
m 

¿ mi Zi = m  Z . 
' 

m 

15o  Vectores deslizantes. 

Hemos dicho que un vector libre no tiene l:f.ne:.' de --. " , acc�on, aunque ya supuesto en una posicion determiDada se 
hable, por comodidad, de la dicha línea de acciÓn de la -
cual la direcciÓn es lo Único que importa, en cambio, un­
vector deslizante si tiene linea de acciÓn en la cual 
puede moverse como Única libertad. 

Veamos como defin�mos un vector deslizante o cursor -
por medio de datos escalares. 

Definamos la línea de acclbn o soporte del vector. 
Una recta queda definida por dos puntos, pero hay un núme 
ro infinito de pares de puntos distintos que la definen � 
podremos escoger arbitrariamente, en general, una de la�­
CO.)rdenadas de cada punto, o geométricamente , fi.jar los -
pun 'os donde la recta corte a dos planos paralelos a dos­
de los eje's . Asi pues, de las seis coordenadas de los - ­

dos puntos fijamos dos, una en cada punto, y nos quedan-­
cuatro datos escalares para fijar la posiciÓn de una rec­
ta en el espacio. 

Una vez fijado el soporte damos el tamaño ; en cuanto 
el sentido, hemos visto que no requiere un nuevo dato. En 
total se tienen cinco datos indispensables y suficientes-
para determinar un vector deslizante, o sea, tiene cinco- .� 
coordenadas. 

�· En la práctica se da primeramente el vector deslizan 
te como vector libre p , dando V.gr. sus tres proyeccio-- _ 

nes,  y un punto de su li.nea de acciÓn por medio de un ve.2_ _ 

1 
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tor de posiciÓn ra, o sea, las tres coordenadas 
_
de un 

punto A de su lÍnea de acción, proyecciones de ra; en 
total seis pero sabemos que hay un dato superabund�te­
pues ra �o est� determinado, podemos fi�ar arbitrarla-­
mente una de sus proyecciones y forzar asl el valor de --
les otros dos. 

Dados p Y ra 
en forma par��étrica 

la ecuaciÓn de la lÍnea de acción -
( 1 1 a )  e s :  

( 15a)  

l d t r los Puntos que quere.--Con la cua po emos encon ra 
mos en el soporte del vector. 

1 6. Momento Vectorial 

Sea un punto 
cualquie�a del e� 
pacio o, que, por 
comodidad, var.los­
a tomar como ori� 
gen de los ejes -
y sea un vector-=-­
deslizante p = A B 
(fig. 8) dado por 
sus proyecciones­
x, Y, Z y por un­
punto de su sopo! 
te. 

El punto y -
el vector determi 
nan: 

-
\/" 

z 

Fic. 8 
l o .  Un plano, definido por el �unto y el sonorte del 

vector. 
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2o. El área de un triángulo definida igualmente por 

el punto y por el vector, este triángulo OAB cam 
biar� de forma al deslizarse el vector en su so­
porte pero el área es invariable o 

---Jo. Un sentido, con el cual se ve el vector p = AB ·� 

desde el punto O. 
Se llama momento vector1al o momento l1neal del cur" 

sor p con respecto al punto o, a otro vector v que tle, 
ne : como origen O ; corno direcciÓn, la perpendicular al -­
plano OAB y un sentido tal que desde v se vea p en el � 
sentido positivo, en el caso de la figura, de izquierda a 
derecha, pues,  hemos dibujado ejes izquierdos. En otras -
palabras. 

V = ra X rt ' pero rb = r a + p J as1 

e �ea: 

(i 6a) 

Desde luego se ve que el momento vectorial v no-
es vector deslizante sino vector fijo en o, pues dándole­
otro origen en su lÍnea de acciÓn el momento vectorial con 
respecto a este nuevo origen cambiara. En cambio si el --- ' J - 1 cursor p se mueve en su llnea de accion v no varia, --
por las consideraciones geométrlcas que antes hicimos, o -
bien, si en la expresiÓn ( 1 6a) sustituímos por ra un -­

punto cualquiera de la linea de acciÓn de p tomada de J a  
(1 5a) nos queda : 

(ra + tp) x p = r a x p 
Llamemos L, M, N las proyecciones respectivas de v 

sobre los ejes: 

i j k 
( 1 6b) -V = iL + jM + kN Ya 

1 X y z 
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De donde obtenemos L, M, N en fUnciÓn de las coorde­
nadas del cursor p . 

Las tres proyecciones del cursor X, Y, Z y las tres -
del momento vectorial v con respecto al origen de los -­

ejes L, M, N son las coordenadas cl�sicas de p • Estos -
seis escalares est� ligados por una identidad pues 
p • v = O, o sea LX + .MY + NZ = O 

( 16c)  p . v = LX + KY + NZ = O 

AsÍ pues,  de los seis podemos, en general, dar cinco -
arbitrarias como ya hemos visto . Conociendo estos seis -
escalares �onocernos -p corno vector libre y conocemos v ' , . · ' - l bt fijo en o. La ecuacion de la llnea de acclon p a o e-
nemos desde luego en la forma de Plücker ( 1 1 e )  

( 1  (rl) 
Para encontrarla en forma pararnétrica hallemos un va­

lor particular de r ' para ésto, hag�os el valor d� r . p 
igual a cualquier escalar dado y se tlenen dos ecuaclones·· 
en r como en las igualdades (1 3a) y ( 1 3b ) :  

Encontremos V.gr. el r perpendicular a la recta1 
así r. p = o, llamarnos ro a este val�r particular de r • 
Aplicando la fÓrmula ( 13b) : 

p X V 
( 16e) -I')) = 

Y la ecuaciÓn pararnétrica del soporte del vector es -
pues: 

X V 
( 16f) 

p 
----- + t p r = 

Encontremos ahora el rnonento vectorial del cursor P 
con re�pP.ct.o :t u"'l ounto cualquiera 0'  (x ' ,  y' , z 1 )  dado p�r 
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el vector de posiciÓn r '  = 00 1: Sea v 1  este momento, se � 

t ier.e : (i 5 .  8)  • 

( 1 6g )  

Veamos pues que conociendo las proyecc1ones de p y 
de v . y naturalmente, el punto 01 con respecto al cual · 
se qu1ere el mo��nto, conoceremos por la fÓrmula ( 1 6g) di­
cho momento. Si L .  M' . N 1  son las proyecciones de v :  
{ 16h) 

v t  = lL '  + � JM' + kN ' -= 

De donde encontramos 

1 7. Momento axial • 

i J k 

X a �• X 1 Ya "' Y' za • z j 

X y z-

dichos valores. 

Momento axial o momento de un vector deslizante con 
respecto a un eJe es la proyecciÓn ortogonal del momento -
vec-.orial con respecto a un punto cualquiera del eje, so�­
br· dicho eje. 

Sea (fig.B) el cursor p y tomemos como eje uno de­
los ejes coordenados, V.gr. Oz. Se toma un punto cual�i� 
ra del eje 0" . Se encuentra v" momento vectorial de p 
respecto a

' 
0". Y se proyecta v" sobre el eje Oz. Se tra­

ta pues de un escalar. Para justificar esta definici6n­
te�emos �ue demostrar que esta pro�ec�ión es ind�pendiente 
del punto elegido en el eje. Geometrlcarnente (flg. 8).  

, 1 v"j cos fJ = 2 área 0" AB cos -8- = 2 area OA1 B1 
Y corno quiera que todos los puntos del eje se proye� tan en o, el resultado será el mismo tomando otro punto -

cualquiera dist.into de 0" en el eje. 
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Las proyecciones de v, L, M, N son pues los 
del cursor con respecto de los ejes co�rdenado� l tra figura como O y 011 pertenecen al eJe ( v 1 
N = v . k Y en efecto: 

v" = OiiA x P ; oo" = -). k ; 011 A = r a -

v" ('r a - A k) X p = r a X p - A k X p 

v" = v -

momentos 
en nues-
cos = 

Que directamente se puede obtener aplicando la ( 1 6g) 
Uultiplicando escalarmente por k. 

ijn • k = v . k 

. , Pues k X p • k es nulo.  Pero v11 • k es la proyeccl.on 
de v" en Oz lo mismo que v . k = N 

Las seis coordenadas del cursor son pues sus tres 
proyecciones y los tres �ome�tos con respe�to a_los ejes t estos seis escalares estan l1.gados por la 1.dent1.dad ( 16c¡, 
como ya hicimos notar. Conociendo cinco de ellas obtene­
mos la sexta de la ( 1 6c )  y con las seis coordenadas cono­
ceremos la proyecciÓn del vector sobre cualquier eje y el 
momento vectorial con respecto a cualquier punto del esp! 
cio y, por lo tanto con respecto a cualquier eje. 

1 8 .  Sistemas de cursores. 

Se llama sistema de vectores deslizantes al conjunto 
de uno o varios vectores. ProyecciÓn de un sistema de -­
vectores deslizantes sobre un eje es la suma de las pro-­
yecciones de los vectores que lo forman, sobre el eje. 

Momento vectorial de un sistema con respecto a un 
punto es la suma vectorial de los momentos de cada uno de 
los vectores respecto al punto, vectores todos ellos de -
mis.:1o origen, igualmente que su resultante o suma. 
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Un sistema de vectores deslizantes se caracteriza por 
dos cosas, sus proyecciones sobre los div�rsos ejes y sus 
momentos vectoriales con respecto a los d1.versos puntos -­

del espacio. 

Dos sistemas son equivalentes cuando, y solo cuando, ­
t1enen la misma proyeccion sobre cualquier eje y el nismÓ­
.::c:nento con respecto a cualquier punto. 

Sistema nulo o sistema en equilibrio es aquel en que­
a�bos caracteres son nulos para todo eje y todo punto. 

19· Sistema de cursores concurren�es . 

Sean los cursores P1 , P2 , · • •P · , . . •  pn cuyas lÍneas de­
acción pasan todas por el mismo pufito del espacio A, dado­
por su yector de posiciÓ� ra, el momento del sistema con ­
raspecto al origen O es v : 

V = ¿  ra X Pi 
Pero por la propiedad demostrada para el producto ve� 

torial. 

V 
Pero .L. Pi = p es la resultante de los vectores como , libres, as1.: 

( 1 9a) L Pi = ra x P 
Tal es el teorema de Varignon generalizado . El vec­

tor deslizante p que pase por el punto de concurso A de 
todos los demás f�rmará pues un sistema equivalente al da 
do. En efecto, 'las condiciones de proyecciÓn se cumplen ­
evidentemente y la� condiciones de momentos se cumplen para 
O origen de los ejes; pero a cualquier pun�o podemos �ornar 
como origen. Por lo demás igual hubiera sl.do,tomar dlrec­
tarnente un punto cualquiera 0 1  y aplicar la formula (16g ) .  



Por lo tanto , dos vectores de::;lizantes no n·1-:os equ�.­
valen a uno solo , cuando, y solo cua'1do,  sus l Íneas de ac ·· 
c�Ón es�án en el mismo plano , es decir, cua�do sus l íneas ­
de accicn se cortan, sea a dista .cia finita, sea a distan·· 
c1a infinita ; el caso en que se cortan a d i stancia finita­
es el que acaba�os de ver, estJdlemos aho�a el otro . 

20 .  Cursores paralel os . 

Sean P1 y P2 dos cursores 
paralelos ; A y A2 dos puntos 
respectivamente en sus lÍneas­
de acción . Si a este sistema­
añadimos un sistema nulo,  el -
conjunto de los dos sistemas -
es evidentemente equivalente -
al primero . Afiadamos dos vec­
tores iguales y contrarios, - ­

q y -q que tengan por sopor 
te común la recta A1 A2 

-

(fig.  9) ; combinemos este sis­ Fig . 9 
tema nulo con el primero , su-- - 9  
mando q con Pl y -q con p2 ; como quiera que estas 
dos resul+-antes parciales se corta� a distancia finita, -
pode�os encontrar su suma p • As� pues ,  el sistema de l )S­
cursores paralelos P 1  y P2 es equivalente al s istema p 
de un sol o cursor. El cursor p como vector libre es la ­
suma vectorial de los cuatro , luego vale P1 + p2 , tiene ­
pues la di recciÓn de ambos y su tamaño es la suma o d ife- ­
rencia de ellos segÚn que sea'1 del mismo sentido o senti-­
dos contrarios. Si D es el ounto donde la resultante p -

corta al segmento A1 A2 ,  la su::ta de los momentos del siste­
ma p1 , P2, es nulo co:1 respecto a D .  

Co�o 1� relaclÓn DA1/DA2 es  igual a la relaciÓn de -
las dj sta'1cias de D a  Pl y a p2 , se obtiene que el punto -
D divide el segmento A 1 A2 en la relaciÓn inversa a los ta­
r.; años de 1 os vectores P1 y P2 . Este punto está dentro de­
Ad ,2 si l os vectores s:::n del misno sentirlo y fuern, si sen 
ae centiaos contrarios .  

Sup0:1gamos ahora c:ue conservando corno oríuenes t> los  --puntos At y A2 l os dos vectoras ca�bian su direcciÓn com�, el pu�to D oor donde o�sa su resul tante no camb1· 1 1 . 
, __ . a ,  pues a 

re ac1o� de sus tamanos ha permanecido invariable T h • "' . - - • a:npo-co aora_ camb1�o el t�ru1o �e p que seguirá siendo la _ suma o d1feren�1a de p ¡ y P2 • Si consideramos ahora un tercer vector P) parol elo a Pl y p2 y que tenga de eri-gen el �nto Ai . al ca�biar la direcciÓn común de los _ _  _ tres vec�or.cs �on�erv&!do sus or�genes Al , A2, y AJ, la re sultanr.e p�sara siempre �or el m1smo punto , puesto que la� r�sult.:mte ?e los dos !)rimeros pasa siempre por D ; no cam b�a de tamano, y al componer esta resultante parcial con ·: 
p) , para obtener la resultante total , tendremos el mismo­caso estud�ad0. Y, en general , si se tiene un sistema de vec�ores �aral elos P l • • •Pi , • • •  pn , cuyas lÍneas de 
acc1o� casan por los puntos Al , • • .  A1 , • • • •  An y conser­
vando estos puntos en sus lÍnead de acciÓn, todos ellos to 
man una nueva y misma dirección, la resultante pasa siem-­
pre por el mismo punto del espacio G .  

Este es el concepto original de centro de gravedad . 
En efecto, los pesos de las diversas partículas de un cuer 
po rÍgido forman un sistema de cursores paralelos ; desorien 
ternos de diversas manera al cuerpo ; relativamente a él - -

. ' es como Sl todos estos vectores hubieran cambiado su direc . , / 
-c1o� comun pasando siempre por los puntos fijos determina-

dos por las partÍculas del cuerpo ; su resultante pasará -­

siempre pues por un punto G ,  fijo relativamente al cuerpo, 
su centro -�e gravedad . 

Vanos a procurar identificarlo con el concepto antes 
estudiado ( 14h) 

Tonemos mo�entos del sistema antes descrito con res-­
pecto a UE �unto �ualquiera o, origen de los vectores de -
posición r� , la suma vectorial de estos momentos es  igual 
al mo�ento�de la resultante, que hemos demostrado que en -
este caso cxinte : 

V =  ' 



el v·ect·�r de poslciim c!c un punto G de -· que G c .:;  
• 

� es v·cc t.ores son paralCü r:s Vél."lOS a tonar-Co�o tcdcs -
d d 1 no .; - . ' .. paralelo a todos ellos an o e u . �!1 ·;cctc r  un. 1..3r_o e 

- - . l a rr. e en :l ,... "do 'l"'cto"' P ·  e� 1.gua ., �· · ,p dos sc.-�t�' o::; • J. -., ""' 
1 . - ... � e  l e .,  

' ..,� . e " .; c. t al  en valor a�st:. luto a Pl ' es -r: u c �l e:::ca ... <-• ::11 " -'- 6 ' ' . 
d d y neaati vo --� · · · � ·  - : e�e el  sent1do a o a e u pe:;: t :\·o s1 :· 1 -4 • •  

G:1 c :tr;'J c�ntrar� �. 

C cnvenga-r.os que 

Se t..i..e:1e : 

� M - m r.o es nu1a. - wi - ' -

I (ru, ri )( é )  = rl} X "> rui e = (} � J rG .J( e 
... 

-"J =-

[ "'r  M . -r . •  m ra J x e o ..;.... "'1 l. 

ql· e este producto vectorial sea nulo indica, o bien, que 
e� ori�er factor es  nulo , o bie� , que :o

)
s vecto:es son

�
:� 

ralelos . (El segundo fa�tor f, e 1 = • • Camb1emos a_ 
bitraria-,ente la direccic!'l co .. 1un de los vectores , e ca-n 
biará de dirección ;  luego tenemos que desechar el caso - ­

del naralelis�o y nos queda:  

( 2Ca) L m· r· = m rG l. 1. 

Que es la fÓrrr.ula ( l 4h) 

2 1 • Par de vectores.  

Es un sistema de  vectores deslizantes fonnado por �-· 

dos cursores iguales ,  paralelos y de distintos sent1dos Y 
línea de accién . Sean p¡ y P2 �os dos cursor�s ;  A ¡  Y 

d t laslÍneas de accion de P ¡  Y P2 res-A2 os pan os en 
pecti vQ::ente . 

Se tiene : p1 = P2 

T'\1 + ñ .... - () •• 1 .. 1! 

La proyecciÓn sobre -­

cual�uier ej e de este si ste 
r.w. es nula • 

Sea v el momento del 
siste�a con respecto al ori 
gen de los ejes 0 :  
(fig. 1 0)  

= Cr, 
-Pero r1 - r2 = A2 A1 • 

o 
se tiene pues : 

(2 1a )  

Fig . 1 0 

Encontremos ��ora el momento v '  con respecto a otro­
punto cualquiera del espacio 0 1 : 

<olA, - OlA;) x p1 
- - - , Pero 01A1 - 0 1A2 = A2A1 , as� obtenemos : 

( 2 l b )  

Esta fÓrmula (2 1b )  nos demuestra que e l  �omento de -un par es igual para todos los puntos del espacio , se tr� ta pues de un vector libre no de un vector fijo c omo en -los otros sistemas . Este momento es  perpendicular al pla no del par, de tarr.afio igual al mÓdulo común de los vecto= res por su distancia y de sentido tal que desde v se - ­vea el par en sentido positivo . 

Un par de vectores deslizantes tiene, pues, las li-­
bertades de un vector libre , su plano lo podemos mover pa 
ralel�ente a sí mis�o, podemos desorientar ambos vecto-� 
res en su pl��o, podenos separarlos o juntarlos , conser-­
vando el producto de uno de ellos por la distancia cons--
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" ·dos esto� ·::�se::; cuc.�.:;.'!l�s �iste.::as e-�-i"T:ll·:-:Lc�:-, 
- :;,.!} r, _, :  w l - ... # • 

, , . . . . ,, e] -:>c..r ct:.aJ 1u.:.cra q'.l2 sea no tj c:te p!'oy�·;c� e--· 
'U-. . •  :• . ,  d l . 

1 to · e -- los l)Unl:.o::> e es_oac1.o, ·• o... ·- ,. t ..... i'...,er. r o  i ml a .)O.ra a _, n..:..t.J f .,, . �l JU ..., u- "'" 

" 
·úc!Cl� ce:;leatc el 3lstc:::::J. e;CLi ·:al en ... e de dos '"' m:1s pa .. 

P :- :,., ? .tr, su mo::Jen'Lc es la :::nma vecton.al de los de · 

rZ's 

p-r ris tra:-1 s�ortc . - --- - -
- , 

�e� ur. si:;tcn.:l cc�:.'t.i ;,u� 
�0 - � �� ulc cursor � ; 
.ii, 'l:1 p�.: rrLo d�� ::u line::J. de -­
... ... ,.: c-:n • ··ca B o-.,ro ou:'to fue-,__ .... _ _ ... ' oJ .. 
:·:: le e::._a ( fi.;. 1 1  ) • Con 
orl;:;a:1 �-; .!.:!.0vo dos '!C�tore:.:; -
it� ¡aloe � contrario::> q = P ; 
-q = -� c:uc ccn::>ti tuyen un - ­

si;.t�;:;,� i.·Jl.). c:l sistema p 
e� .):.:es cq· ... i valen�e al fonna­
r!o por le:; t-res vectL.res. Pe 
ro p �� -1 fcr:nan un par y­
le:'" v:::.ol'. s p ·· q so:: :i ¡jua-­
!.es (c.:n:- vectores liur�s)  • 

p 

A 

-
- i 

Fig. 1 1  
' 

, 
paralela:¡:entc a �· � 

_ .Jt; 1. .. �,, 1�� al. - . 

con tal de intrc­
el si3te:::a. ..::n!:'�. 
el oar, sac<1rle ce 
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(23a) p = 
Hay que tener bien entendido que solo excepcionalmente 

un sistema de vectores deslizantes en el espacio es equiva 
lente a un .

::;olo vector. Lo que se llama resultante gene-= 
ral se ref1ere pues a la suma de los vectores pi como - - ­

vectores libres. 

Sean las proyecciones de pi(Xj, Yi, Zi) ,  y las de p 
(X, Y, Z )  

(23b) X = ) { .  - .l. y =  ")y .  - l. 

Sean vi y vi ' los momentos de Pi con respecto al 
origen O de los ejes y con respecto a un punto cualquiera­
o • ; respectivamente ( 1 6g) : 

(2Jc) 

Sus proyecciones las llamaremos : 

(23d) 

Calculemos ahora estos dos momentos para el sistema : 
� - v '  V = ¿_ Vi 

V = ¿: ri X Pi 

(23e) v '  V - r '  X p 

") = -

; v' = 
_, v· l. 

� v· - l. 
� (r ' X Pi ) 

Esta formula nos muestra que conociendo la resultante 
general p y el momento con respecto al origen de los -­

ejes o, (o con respecto a un punto dado) se conoce el mo­
mento con respecto a cualquier punto 0 1  del espacio. Con� 
ciendo pues estos dos vectores p y v conocere:::os el 
siste�a, puesto que la proyecciÓn del sistema sobre_un eje 
cualquiera la encontramos proyectando simolemente p , el 
momento vectorial, con respecto a cualquier punto 0 ' ,  lo 
encontramos por la fÓrmula (2Je) y, como dijimos, estos-­
son los dos caracteres o condiciones de un sisteQa de cu: 



5c 

sorcs proyecciones y oomentos : 

Doc- sistemas zou pues equivalentes cuarrlo, y solo cua� 
d ... �e:en nusma restt1 té'n"ve ceneral y mis:no momento con -0' 11 

t
. 

..., ounto ... 11e nor concd.idad , r..o:namos cor!lo el -�c,occ o a u.. '1 , - · · d • · 

· 1 oe ·e;ec Un �iste�a queda pues detenn1na o -or� '"':1 oe - ., ,j .. . ..; - � x po� ';�_5 escala�es, las proyecci�nes de p ,X _ =  - _1, 
y � ' y .  z = 2. z · y las de v , L = ¿ ti, M - ¿ Mp 
i': =- � N�: Estas son t puc s ,  las seis coor�enad�s d. el 

· · 1 e no e�ta'n ' 1 ��J Ds por ninguna 1dent1dad, como­Sl :r..e�11a cu '"' ·- .:.'-'- · 

en el ca;o del solo cursor. 

L ]' •r f' son 1 os momentos del sistema Go::clV(:!:T'OS eme , .• � � 
c8� rn�·�cc-:.o <'. los c;).;s  c"o� e nadoso Se trata pues �e -... 

t ... .. ,. � ·11· c1· 0, � ,. ele r ,-0voC'(' j 0'1 v tres de monentos ax1ales • !t.: .;,, C· _ ��-'J , ., ... "' · 41 

Si r�.1. � >�te·r.n e:> nul n t.u� 0e.i.s coordenadas son nulas. 

De la .rónu L1. ( "> }; ·. ob;:.c:1e::-os las p:-oyecciones de 
\· r ( L 1 , , •• t ,  lP ) ,  a: f :  

L '  = � + Yz 1 - Zy' 

Para w.' y N 1 per-:::u ... a:.:os circularmen�e . 

e:-: la fÓr.nula (?;e) vcr::oz que el comento con respec­
to a e• e:; igu:�l al -:o:aento con respect-o al origen O, :nc­
nu3. con respecto ta:tbién al erigen o, de un vector que -
pa-cara ::or o r  igual a la resultante general P •  

De la simple inspecciÓn d.e l a  ecuaciÓn (23e) no e s  -
difÍcil aue oc�rra ¡��lt)plicar escalarmente por P , con­
objeto d� hacer desa':)arecer de ella a r1 y obtener una - ­

relaciÓn en donde no
. 

intervenga la posiciÓn de 9' ; �n,c� 
bio, observando las ecuaciones (?.3f) es �ucho mas d1f1c1l 
que ocurra la oncraciÓn equí valente ; aqu:1. ver::os, de paso, 
lao ventajas del cálculo vectorial . Efectuando esta oper� . ' c1on: 

Prov- (v ' )  = Prov- (v) � n � n  
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O sea, la proyección del momento sobre la resultante-· general es igual para todos los puntos del espacio. De lo anter�or se deduce que los momentos serán mínimos cuando _ sean paralelos a la resultante general p . Encontreoos el lugar geométrico de los puntos en que esto sucede .  que­v '  es paralelo a p , sea r" (x", y" , z " )  los radío� vec­tores de estos puntos, se tendrá pues que las proyeccione8 de V - r" X p son proporcionales a las proyecciones de -p, o sea: 

(23h) L + Yz" - Zy" M + Zx" - Xz" 

X 
.: - -

y 
N + Xy" - Yx" 

z 
Ecuaciones lineales en las variables x" , y", z " ,  lue­

go se trata d.e una linea recta que se llama "eje central" 
del sistema. 

El eje central del sistema es paralelo a la resultan­
te general. Para demostrarlo suponga�os un sistema d.e valo 
res X" 1 ,  Y"1 z " 1  que resuelva las ecuaciones v verificarnos­
con ellas que el nuevo sistema: x" 2 = x" 1 + eX ; 
Y" 2 = Y" 1  + cY ; z" 2 = z"l + cZ , también resuelve las -­

ecuaciones. 

Obtengamos en forma vectorial la �cuaciÓn del eje cen tral. En la ecuaciÓn (23d) si v' es paralelo a p se trata de los puntos cuyo lugar geométrico queremos encon-­trar, a los radios vectores de ellos los llamaremos r" . 
Multiplicando la (23e) vectorialmente por p , sabien do que V 1  X p = 0, ya que CStOS vectores SOn paralelos : 

(23i) G = v x P - (r" x ¡; )  x ¡; = v- x P - r" .p P + ¡;2 r" 

Multiplicando de nuevo vectorialmente por p , con -
objeto de eliminar el segundo térMino del Últino miembro­
se obtiene : 

(23j ) 
p 

-V -
• 

- ?  ¡r 

V -p 



es la ecuac ::.�:" -:e l a  r .'C .a, eje ce-: �.:::-:-l ,! :-1 �:i::;',:a 
..t.�, ." . ...... "!es--.c !t, c:o "f'�':.-: '.;....:a e� ·-; :!�"lela a ,_� �c:;_:2.·: .. .:..::-_·�- :: �  
·c�;: :·· ·J. -o .  :.1_ ·.·:.c:.,or f'' nar""'�-�� "' �cl:.:.r a l:t re-:ca lo ­
o:,!}; _ -�:::> ·:::.cü:.-··o }·•l • S = o  �ue C')"1 la (2;.i )  ¿a ( 1  ;o.) -
. ( 1 :·: j . : 

:> X V 

- ?  P'-
-. , �i Li..'l;-.a ·.cs n <:. 1:1.  p::-cye�clcil ce V SC�:e p , ll.: � � 

l� yl SC�:::-e n, y cesi�na�CS ?Cr 
.:., .... ·.a:. a p � la !"Ór::'..:.la (23j ) r.cs 

e el vcc�or ��itario -
qued a :  

p 

(2}1) r'' X ':1 : V  - " ·  e m = 

-
:) • 

--

· P  

-
V ") 

- . 
' e = 

-? 1 

Se� �e nuevo un punto cualquiera del es ��;io 0 1  �cco­
Jcr r' , su JC�er.to � ·  está dadc �or la ecu�cion (23eJ .  - , ( ) . 1 , ' l al - . �;cs·)cje"':.C!:: � ce e::;t� cc·v.acion 2 3e e lgua.LL':�c o v ce.:_ 
pej a·�o de la (231) se obtiene : 

V 1 = (r11 - r l }  X p + . .. e 
- - __ ,__ 

Sea , . V 

, r:' -- . .  ::s1. -

, .... , ..... . 
." .,rl _J  

· ·� !)�:17,0 �el ej e cen �::-:U., 
- -

= (, 1 �  ,..• o 
.... � <.lcr.dc : 

- - -
-i 1 = c. , : � "i + :.1 e 

r" = e: . r '  = ' 1 ---

3t: .2c..:: � �n � · J �o: ll�S �!."'a t;Qe el. .. !c::entc (!el sistc :a -

ce� -.:-:- :zc t.0 a :.:."1 -:�:-:�.o <;U.3lcuiera es isual � c:c.::ent.:> C.e -
ul -t 1 .. , , 

'..:.I1 ccr::cr :!..uél� ó! la :::'C_., t:::.:1 � cie"" ::ra.L ql;.e .. c:1ga ?Cr -:!.-
.� -

... r � r �  . - -.. ...... � c.' ."" �-· ""\ � ""\ e � .., - �,,.., - � s  , - - __ ....., _ _  "" _  ..; ,-..,_¡al n. rrrc. �c-• •  ..,e,_ - - - - "' ' ......-... ·- \,; ..... J, .,_ - ....... � • " - \,... J._ - ' -� . 

,.. 

.. 

(" _<: _1 �- . � ..... . .  -:- ""- ..: ....., · , �-.. c-..- .-.: -- ] "'  - - ...-. ..-_] �· • � a 1.-. T·.� --: · lt �'1-:.:,; :-o ... e.-
..... _ ..,.. _ .. .._. -� v  .. J •._.. _...._ - ' ' .:# · - .. . . , .. -- - ..... .. ..  v ,.  - - -· ·  - v 

--i � p :) - . .. .... ,....:. .. . ..... - � c .. - _,., . ,.. ..... "" ci"l c-_ ,.,...._ .l"'e ·- "S !) - . .  ; _  
� 4 - · 

_
_ _  _,.;; , � .. _ _ _  ....., _,_ t ..,_ .. ..  _ .... --:- " '"  

..... .. .  ....;...., _ ..... .... .., -: - -.. ·-
�F::l�r_l:e ,.. -�' C".!:':: � i .. ;".::l a .::1 :c . .: ... ....:. !j-:�,') [C�-·�:.�a!_ r.-G�G.�r ... -

� � _ '"  _ ... : ...... . :::.,:r·::_ .. f.:. :.:,; :: .� :l i' ..... '3.: :  ·� , · -� ... :�_"lo :'::.j ; •" .. .. -

f 

\ 
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cul ar a di�ha_res�ltante general , este par nos lo da la -c ompcnente m e , 1gunl para todos los puntos del espac i o .  
En efec t o ,  l ograrnos denostrar que l a  igualdad de l o s  �o-­
mentos se cump�e y evid�nte�entc l a  i guald� de proyec ci� 
nes sobre un eJ e cual�u1era se cumple tambien pues el oar 
no da p royecciones . 

· 

2studi emos ahora breve�entc los sistemas de vectores 
desl i zantes desde un punto áe vista puramente geométri c o , 
Parti�os de l a  ley del ?arale l o3ra�o : un cursor puede d e s  
co�ponerse e n  d o s  cuyas lÍneas d e  acción se corten · n  un= 
punto de la l i nea de acc iÓn del cursor dado y que estén -
ade��s estos tres soportes en e l  mismo plano . Inversa�e� 
te dos cursores concurrentes o paralelos t1cnen resultan­
te y ,  en general , un si s tema de cursores concurrente equi 

al 1 l " � -v e _ a uno �o o que pasa por e punto c o�u n ;  análogamente, 
un s� stema de cursores paral�los t1ene resultante de mi s ­
ma direccicn. 

Un cursor puede moverse paralelamente con tal ·de in­
troducir el par de transporte , el cual se maneja con l as ­
libertades ya estudiadas . Dos o más pares equivalen a un 
solo par . 

Un cursor puede desco �ponerse en tres cuyas lÍneas -
de acciÓn se c orten en un �un�o de l a  lÍnea de acciÓn del 
cursor dado y que formen un triedro, es dec i r ,  que est�s­
tres rectas no estén en un olar.o. Sea O un ounto del so-

. � 

porte del c�rsor p y sean las rectas OA1 , OA2 , OAJ no 
coplanos. Una de ellas, V . gr . OA1 , y p dete rminan un ola 
no que corta al determinado oor las otras cos en una rec­
ta q�e nasa por o, S\::: "1. •.::D esta recta. Desco.:::>onemos p se· , . • r 
gun CA 1 y C'B � y a c:::; -:.a Últi.na co-:-.?onente en OA2 y OA) /  _ 

Zste problema ade:'lá.s de ;osible es deter1:1inad o ,  esto üt� 
rno se ve p �oyectar.do sobre un eje perper.dicul�r a alguna­
de las car<�s del triedro . 

Un s i  -;tenn de cur�orc;, :;me:ie descomponerse en tres ·· 
� e  pDsen =-�spectiva.":lente ;cr tres puntos dados no c ol i nea 



e :.  l?.. ccuac. �- - �3 la r.•c a, eje  
·-

1 
.,_!:'..,, el a a �-"' 

-�·' 

,..,. ... 
• , r i . 
� ' . 

( ") ... .. ,. ... 
"' - - · �  .. 
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-
:) • V -e 

p 
= 

re-: �a. lo -
�a ( 1 :�) -

J 

? 1  

- Se� �e nuevo un_p�nto , cual�uiera del es ��;i o  O '  ¿�co­
pe::- r '  ' SU :lC:::er:to ·; f est':'-,aa'lC �Or l� e�u�c�on (23C_!.• . 

�es �cje·�c� � ce e::>t.?. cc-J.ac1.on ( 2 3e )  e 1gual.::--:_olo al v ce e: 

�ej a�o de la (231)  sa obtiene : 

V 1 = (rn - r f ). X p + . e 
- -

Se<! G ·..::1 p:.::-1!:-o �el eje ccn�.:-::1. , r" = e:: ; r ' = 
· - '-

•' 1 "' -

- -
(, 1 �  

- -v ' = � ' ::: --: ; + !1 e 
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Tiene aplicac ione s ,  aún para la Geometr{a el hecho-
" 1 1 d 1 , ' 

_
senc1 o � que las l1neas de accion de tres cursores que 

1. ormcn un s1stema nulo ,  son necesariamente concurrentes , ­
p�cs la resultante de dos de ellos tiene que tener rnisma­
llnea de acciÓn que el tercero . 

2 7 .  DescomposiciÓn �egún un �lano y una recta. 

Un sistema de cursores 
que esté en un plano dado y 
una recta dada, con tal que 
paralela al plano. 

puede descomponerse en uno 
en otro que sea paralelo a 
esta direcciÓn de recta no sea 

Corramo s ,  en efec to, el primer cursor del sistema, -

P I  hasta que su origen A 1  esté � n  e l  plano ; por A 1  lleve 
mos una recta A ¡ L  con la dirección dad a .  E l  plano deter= 
minado por A 1 L  y P l  corta al plano dado en una recta A B .  
y a l  cursor p1 lo descomponenos segÚn A 1 L  y AB .  

isto mi smo lo hacemos con todos l o s  cursores d e l  s i s  
tema y al final tendremos u n  si stema oarcial d e  cursores= 
coplanos que tiene resultante y otro de cursores parale-­
los que también tiene resultante con la direcciÓn c omún -
de ellos . Si alguno de los cursores del sistema dado es­
paralelo al plano, se desc onpone previamente en dos que -
no l o  sean. El problema es pues siempre posible, además­
es determinado . Esto Último se ve proyectando primeramen 
te sobre un ej e perpendicular al plano, el cursor parale= 
lo a la recta, llamémoslo q que c orta al plano en el pun­
t o  e ,  queda determinado co�o vector libre .  Tomemos ahora 
momentos �iales con respecto a dos ej es que pasen por C 
Y que esten en e l  plano, estos momentos axiales son nulos 
pues el momento de un cursor con respecto a un eje copla­
no con él es nulo. AsÍ pues q tiene un punto forzado C .  
Tomando ahora el momento con respecto al pun�o C y nuevas 
c ondiciones de proyecciÓn veremos que el vector que está­
en el olano está tam�én determinad o .  

Podemos tomar la dirección de l a  rec ta perpendicular 
al plano y obtenemu::; 4ut: uu �ü �te .. ta de Cilr:>o¡-cs e:; cquiv� 
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-
== OM y 
-

Si p (t)  
p (t + j t )  
mento de l a  
vecto r :  

== Ol.P el incre-
función es el _ 

-- --o.u .  - 0}( : 

Dividamos el incremento 
de la funcio� 0 sea el 
tor j o - ,... ' ve� 

lar 6 t 
- . MAl  entre el esca Fig. 1 2  
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.! 
p 

. , �ncremento de la variabl • vector. e ,  el resultado (:S un - -

Hag�os tender a cero este , . . 
to y r  ._se acercará indefinid t 

ultll!lo l.ncremento, el pu.n-
de MM en el lÍmite es tang=� e al punto M, la direcciÓn 
extremo del vecto r ·  el m�d 1 a la curva descrita por el 

lim 
1\ ­- P  

' o u o del vector :  
. 

j 
t 

es el ele!Ilento de trayectoria ds = �� entre 

d t ;  si el ll.mite de est� "" relaciÓn existe da que designaremos p . 
P admite deriva 

(29a) p ' lim 
..l t -o 

!.l p  -

� t  d t 
== 

La derivada de un vector f . , 
ta pues 1 , unc�on de un escal , un� ana og1a complet 

ar presen 
lar función de otro escal 

a con la derivada de un esca-
ar. 

l 
Sean X ,  Y, Z las proyeccione d - ( ) , 

os escalares x y z so f 
. s e P t , as1 pues , --

derivables .  se
'

ti�ne : 
n Q'1C l.ones de t. Supongámoslas-

P == iX + j Y + kZ 
Demos a t un incremento .'\ t - Y restamos : 

; /\ ·.· . ....._ - .1\. T 
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Dividiendo e:1tre 6 t y toma.m!o límites : 

(29o) p = iX +- jY + kZ 

cío�• . , c:.vn 

.i.IO 
de 
es 

cual se c:�presa. breve:nente diciendo qu.e la proyec­
la cer�v:1da es igual a la, derivad3. de la prcyec--­
decir, la proyecciÓn de p es la derivada de X • 

La dcri ·r�:::'.:l p e:::: otra :'unciÓn de t 
'i'' � " !mitir · crivaca que se desir;na por 
- . " - (2<: '; • .1. - .-rr;u.1.a .;o • 

i ,. " \ 
\ ·- . .:. ) p = .Li. + J '! + kZ 

�e, a su vez , ­
p • ApLcar.do 

.:;ste vcc �cr p c0 la segunda derivada ce p y así 
'"' '" e �.., L � ,.. .. � - cr"' i ."\ �  ric--1.' s dcrl.· v:> � "' S S""Csi vas • 

• J � o.,.� .. l v .J.. .. .. , ... -"' - J. -. .... . .J \..o H.. _.._ .. -:�. ...... _ 

. .  Jcr i ·; ada '> e! e �u.::�::; y o reductos • 

- - • r • 

Para deri·:ar la3 diversas expresiones entre vectores-­
�· c�calares o entre solos vec tores,  podemos valernos de la 
i ;ucldad (29b ) ,  pero es mejor proscder directamente siguie� 
do las opcr.:lc�ones ce la dcrivacion : 

Sea V .6r . ,  el producto escalar p • q de dos vectores­
derivables fu�ciones de t .  Sea p • q igual al escalar u -
se tiene : 

- -
u = p • q 

u + /j. u = (p .. ,} p) (q + ó q) 

Ó u = p . fl q + Ll p . q t- Ll p .  tJ. q 

Dividiendo entre � t y tomando límites: 
. . . -

u = p . q +- p . q 

Usando p�ra indicar la derivada, la D de Cauchy : 

6 

(JOa) D (p • q) = p • � + q • � 
Que es la misma fÓnnula que si se tratara del produc·  

to de d�s
,
es�alares, ya que el mecanismo de las operacio­

nes es �dent�co . 

El mismo camino nos conduce para el producto vecto-­
rial . 

( 3Cb )  D (p X q )  = p X � + p X q 

Teniendo cuidado de conservar el orden de los facto­res en este caso. 

Para una suma • 

(JOc ) D (p + ci + s) = :p + q + "§ 

Si m es un escalar funciÓn de t 

( 30:l) 

FÓrmula que incluye el caso en que m ó p sean consta� tes. 

De la (JO b) y (JOd) tendremos : 

(JOe ) D (m p X q) = m p X q + m � X q + m p X q 
Igualmente si v es otro vector v (t) 

(JOf) D [ p q v )  = ("P q v )  + ( p q v )  + ( p q v J 
_
La c ompleta analog{a de estas fÓrmulas con las corres pond�entes cuando se trata de simples escalares · 

-

de la · dad prov�ene­
d 

pr?p�e . de los productos escalares y vectoriales-� ser d�str�butivos con la suma, sin embargo en este Úl­t�mo hay que conservar el orden de los factores. 
Si el mÓdulo de p se conserva constante p • p = j)2 

es constante, !':U derivada es nula as{ : 
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D (p • p )  = 2 p • p = O p . � = O  

Luego la derivada p es 
cual se ve desde luego puesto 
cribe una curva esférica. 

normal a la función p , lo 
que el extremo de p des--

Jl . FunciÓn de funciÓn 

Sea el vector p funciÓn del escalar s q�e, a su­
vez es funciÓn de t .  Se quiere la derivada de p �on 
res;,ecto a .t. Si pa:a un incremento de t2 D. t :orrespo� 
de ¡j s y para este último corresponde /). p, escn.bamos 
la identidad : 

/._\ -� .P  = 
� S 

6 t  

Tomand� lÍmites llegamos a la misma regla que existe 
cuando se trata. de escalares. 

d p  d p  d S 
(J1a) = --

d t  d S d t 

Veamos finalmente la derivada del tamaño de un vector 
p • Se tiene: 

- 2 
¡P : p p 

2 li>l lí>l 
� 

D 2 -= p • p 
• 

1 - ¡ 
p • p 

(31�) D : p  = 
ti>l 

)2 . Plano osculador. 

Sea una curva en el espacio y M un punto fijo en ella·  

Tomemos otros dos puntos de la curva, u1 , y 112. Estos -­
tres puntos detenninan, en general, un plano. 

tal 
las 
del 

Acerquemos M1 y M2 a M de cualquier manera, pero de­
suerte que nunca sean coincidentes; para cada una de­
posiciones de estos dos puntos se tendrá una posiciÓn 
plano. 

Se llama plano osculador de la curva en el punto al­
lÍmite de las posiciones del plano M M1 M2 suponiendo, -­
claro está, aue esa posiciÓn lÍmite exita ird ependümte-­
mente de la manera como los puntos distintos M1 y M2 ::.e 
acerquen a M indefinidamente .  

El plano osculador e s ,  pues ,  el que más se adapta a -
la curva e� el punto considerado. Se define, a menudo - ­

este.plano osculador como el plano determinado por tres -
puntos consecutivos de la curva o bien, por dos tangentes· 
consecutiv:as, definición, si se 9uiere muy incorrecta, � 
ro que ayuda a la intuiciÓn geometrica. También podemos­
definir el plano osculador como el límite de las posicio­
nes del plano que contiene a la tangente en M y se conser 
va paralelo a la tangente de otro punto, cuando este otro 
punto se acerca indefinidamente al primero . 

\ 
Si una curva es plana, su plano es el osculador para 

todos sus puntos. 

La variación en la orientación del plano osculador al 
pasar del punto M a otro cercano mide el alabéo o torsiÓn 
de la curva. De hecho la torsibn es el lÍmite de la rela 
ciÓn del ángulo de desorientaciÓn de este plano entre la= 
distancia entre los dos puntos, cuando ésta tiende a cero • 

La perpendicular en M a la tangente situada en el -­

plano osculador se llama nonnal principal y la perpendic� 
lar a ambos, o sea, al p�ano osculador en 11 se llama bi-­
normal. 

--
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33. Curvatura. 

Sea O el origen 
de los vectores de -

. · "  -pos�c�on r , sea --
una curva en el espa 
cio y Q un punto de� 
referencia en ella. 
(fig. 1 3 ) .  

- ---
EL vector r = OM 

es evidentemente fun- A ciÓn continua de la -
1�n�itud del arco ---
Ó� ;. s,  que vamos a -
te. · r como variable-­
ir:��.; pendiente . 

La derivada de r Fig. 
es un vector unitario · 

/ : / � 
/ 1 

1 / r+d= 

A 

pues d r = MMt y el valor absoluto de d r es ds·. Es 
más tangente a la curva en 1.1 ;  la designaremos con T 
llama la tangente unitaria: 

-d r -
T T = 1 (33a) . r = ---- = T ;  

d S 

ade-
y se 

La derivada de T es perpendicular a !, por ser T de 
tamaño cons;tante y como vimos derivando a T • T nos resul­
ta que T • T = O. Por M y M1 tracemos las normales prin­
cipales que, si proyectamos todo sobre el plan2 oscu�ador­
en M, se cruzarán en A.  La tangente en M' e§_ r :!: d T _!or 
un punto cualquiera B tracemos los vectores T y T + d T el 
tamaño de d T es igual al ángulo d -6 formado por las dos 
tangentes � igual al que forman las dos normales principa­
les, pues T es un vector unitario . :  

d &  = ! dT 1 / 
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En cuanto a la dirección de d T hemos visto que es 

normal a T y estará ade�ás en el plano osculador de K, --­
pues está en un plano definido por T y paralelo a la tan-­
gente T + d T de un punto infinitamente cercano, por lo de 
más y sin atender a defiribiones anteriores, ésta es la de= 
finición analitica del plano osculador, el plano que pasa-

.. d T 
por M, definido por los vectores T y J.' = --

• Ya que 
d S - , d T es perpendicular a T y esta en el plano osculador, su-

linea de acciÓn al aplicarlo en M es la normal principal . 
-

Sea N un vector unitario en el sentido y la direcci6n 
de d T, · así d T = ¡ d T 1 N se tiene : 

Pero 

curva dada 
pues:  

(33b) 
\ 

d T  [ d r l - d a  
T = -- = N =  N 

d S 

d e  
en M, 

d S d S d S 

= A ·M =t> 

su inverso 1/ f 

, el radio de curvatura de 
, es la curvatura, as� -

d T 
T = ---

1 = ---=--¡0 N 
d S 

FÓrmula que se utiliza en la Cinemática.  

Al vector unitario N sobre la normal principal se le 
lla�a la normal unitaria. 

_ Para completar este estudio introduzcamos un vector-
B ta�bién unitario p�rpe�dic�lar a T y a Ñ, � sea,al plan� 
osculador y tal que B = T x N .  Este vector B esta pues -
sobre la binormal y se llama a la binomal unitaria. Es­
tos tres vectores formarían pues, un triedro trirectángulo 
de vectores unitarios y tendremos :  
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( )e ·, 7" :-:; ·r X N ; r = Ñ X ¡¡ = _j X T 

(�i ,:� 
1 ..... �0'_;�.1n ¡."!., 

la nrir..:;ra querc::v;� obtener for:nl ·•cnte, 

mul �ir>liG"1r:lOS v�c-vcria::...r::ent-:1 nor .; 

:=- 13- - ;-¡ .• (·r- x fi'J = Ñ2 T - f . !IJ 
l• X - ·' 

�2 = 1 y : • :; • J) 

nucs 

.... • ...;r • 

Pret.:;r.le.,1c::; obteOf!r las c'3rivadD.s c' c e;:;�os tres . �ccto-
. -n 1··,, . , .l. 0' •1 ,: ,., lo::; pro•pios vector: s .  Y :J. .... a ec�c..-.:: �o"'l --

r�s ..... · '""' .... - . , , ., 
(')e' 

�

) 11, <"! ' l  1"' i ,:�riv ad a de T .  Cbtcn ;a 10s ... a (,o u . 
_)..)0 .... .., .. .. • 

' Droductoe: e":cal�ros se enc ... wntra : 
·�cr2..·;" .. ldo J.o.; � -

( 3 3d ) 'B • :) = 1 :3 . i3 = o  :1 . 3 = 0  

::: - f� . 0 

'l 'e"'C •o" �Juos una 
-· � "' o+ , • .., ... ecuacione s  ana o ·3.s. l • ·  ··• · •  _ 

� "" "' .!>U- _...., - • to ync t:,o 
·• ' v ,, • - • = o obtcn·,�:cs c.horc. un :)ro�uc 

ccu�c�on C.l .ü ' • ··' ) '-' 
d nl . -�lo r c!cl vcc--

rir.l 1.:n·a :•.olic:-r la for.:rulc. c:-..te n:::>::> J. " · • · 

ter c�noc ie�do :-: :bes productos ( 1 3b) : 

""cri •¡!).¡:do -, on la ( 33c ) : 

. 
� · . 

"';"'" -:-Í3 = : X •• + T X N 

Pero .. ' x :� = (' de la (33b ) ,  D.si: 

:.iult.i r'lic:mdo vcctorialmcnte 'JOl' -� : 

� x L. =  e: x �)  x n = T - :;  � • 13- ,... - • •  • 

- ;; _, 1 ' 

B T = 
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d i3 

(33f) • "7 
B = - N • BB X T ; B ;:; Ñ B N = --- -

d S 

Como la variable independient� es aquí el arco, la 
der1vada de la binormal unitaria B nos mide l a  desorienta­
ción del plano osculador relativamente al arco recorrido .. 
por el punto. El tamaño de esta derivada nos mide pues el 
menor o mayor alabeo o torsiÓn de la curva . 

Es_t_e :tamaño es el valor absoluto de Ñ. B, y en gene··­
ral a * · n ' te�;ndo en cuenta el signo, se le 11� � sim­
plemente la tors1on de la curva. A su inverso que es una­
longitud, se la denomina el radio de torsión, designándolo 
por & se tiene : 

(33g) B 
1 

é7 N 

En cuanto a la direcciÓn de B obsérvese el hecho no­
table de 9-ue es paralelo_a la normal, no tiene pues compo­
nente segun la tangente T .  

Para obtener la derivada de Ñ se�fectúan 
an -íl�os_y se obtiene, recordando que B • N = -
que � • N = 1/f (33b) y ó3d) : 

(33h) N - -
1 

T + --­
� 

B 

cálculos -
i3. � y  --

Las fÓrmulas (33b), (33g) y (33h) se llaman de Frenet­
Serret . 

34!. __ Derivadas de i,_j_, k. 
Consideremos a los tres vectores i, j ,  k funciones -

derivables de una misma variable escalar. Pretendemos ob­
tener algunas relaciones entre sus derivadas que llamaremos :  
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Co rJo rtt:.icra (lUe estos :res vectores que var;.os a deri­
-;ar se co"''Gcrv·nn �ic'":tpre ur�it.a!'ios y mutua:::Gnte perpendi­
culares, ::;e :.e-:clra : 

(3ha) 

( 1 • 

.hu ) 
De 

i •i = j .j = k.k 
i ·.i = j ·k = ;c.i = o 

�:c:-1�e : 

j ·i t j .j t = k.k' = o 

. 1 . 
� •.J 

j t 1, •" 

l-:: 1 .i 

= 

= 

= 

- j 1 .i 

-
j Ir 1 . .. 

- k .i l 

i 1 sobre .:. e:. valores iniciales i,  j ,  k · ,  . t '  , ' J' las ::n·oye�c1or:.es respec 1va.> , as� : 

i 1 = ,� � i + /3 j ... ó' k 

�!.ul �,:1. ·>l.::.co.r.:.o 88c:::.lar2er!tc DOl' 
.j ' _; = i 1 • j ;  ,?O:L k' f = i 1 •k 

l ootenC"llOS, o-. = (,; 
r..os c-ucda pues : 

i l = O + i ' . j j +- i ' •  k k 

Si ·¡rc�cde 10s en igual 2.'orma co·.1 .i 1 J k t y tcne :10:; -
en cuer..t:! las tres Últimas io;ualdaces (3l.b ) :  
(Jhc) i '  = l.. 

j 1 = -

k '  = -

+ i t •j 
• 1 • 

� ·J  

i t .l: 

i 

l 

j 

... 

.. 

+ i 1 1 r .- . j_\, k 

o + j t .k 

i 1 ,, 
\.. • J.� .; .¡ + 

k 

o 

· .. ·:tri:·� 
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los que están colocados simétrica"Jlente con respecto a - - ­

ella son iguales y de signo contrario.  

Llamemos ;  G 1. 
{.¡) z = i 1 .j w = j • .k X 

De (34e ) nos queda: 

(34d) i 1 = 0 + CJ z j -i- k 

t 

j 1 = - r_.; zi +- o + w x k 

k 1  =. 0 i -y 
Consideremos ahora el vector : 

FAC!JLTAO � lili><:� .• ur: ..... lJft[RI� 
que suele llamarse el vector de Darboux . 

Si queremos derivar un vector cualquiera: 

p = X i + y j + Z !-:: 

en q�e los escalares x, y, z, son constantes, se ten 
dra: 

p r = xi' + yj ' +- zk 1 

EA�resemos p 1  en funciÓn de los valores iniciales -
i, j ,  k, por medio de las ecuaciones (34d ) .  

p '  = ( c.J yz- úJ zY)i+( w zx-��Jxz)j+(tJxy- W ?)k 

i j k 
(34e) P '  = J -· w cJ 0 z = _( xp X y 

X y z 
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FÓroula :::-:1:• :Ítil en la cine::�.á:t:.ca. 

(Co 1::> nroblema : 

De�ostrar que el deteroinante de una matriz antiGi�é­
trica de orden impar es nulo) .  

�roblc::-.as . 

A ccntinuaciÓn se prononen algunos problemas. il -­

lector nu�de co�ple�ar esta lista de problemas y amplia=­
estas noc1ones de Calculo Vectorial en las siguientes - - ­

obras: 

Vector Analysis 
Vector and Tensor 
Vector and Tensor 

por J .  G. Goffin - (J .  Wiley) 
Analysis - por L. Brand - (J. ·.;) . 
Analysis - por H .  Lass - (McGrar¡ 

Hill ) 

1 )  Encon�rar el ángulo que forman los vectores a (3, 4,  
4) ; b ( - 1 , o, 6) 

2) Encontrar un vector perpendicular a los vectores. a y b 
del 1robler.!a. 1 y ce tamaño igual a h. Cuantas :::;ol:.!cio 
nes :tay'? 

3) Valién�ose del oroducto escalar de dos vectores unita­
rios horizontales obtener la fÓrmula del coseno de la­
diferencia de dos ángulos. 

4) Dada la igualdad ( t,>( + ¡3 ) oc= o( or + ¡9 OB encon­
trar la relac iÓn entre los segmentos CA/CB . 

-5) ya�ié_n(o� de los tres vectores unitarios, OA = a,  
On = b,  OC = e encontrar la fÓrmula de trigonometrÍa­
E.sféric::< que no::; ca el coseno de uno de los ángulos 
planos . Indicación : interpretese y desarrÓllese (a x 1) ) .  
( a  x e ) .  

6) ��crÍba-J un sis�ema de tres ecuaciones lineales con -
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tres in·:::ognitas, x .  y. z.  ObténGase la ecuación vecto­
rl3l equivaJente y resuélvase esta Última. 

7) D�nas las ecuaciones de dos rectas en la forma de Plüc­
�'er encontrar la condiciÓn para que se corten. 

8) Ene 'ntrar en for�a -::ara."tl6trica y en la de Plücker la 
ecu�ciÓn del plano que pase por tres puntos dados.  

9)  Er.contrar el siste�a de ecuaciones equivalente a la 
ecuaciÓn de la recta r X a = b Y estudiar la COniiciÓn­
de indeterminación. 

íO) Despejar p ce la ecuación: 

1 1  ) 

Irdicaci,)n : 

pc 3 = q 

1 Valerse de los vectores rec1procos . 

Los puntos Ai zon los yértices de un polÍgono regular. 
�e�o3trar que , cualguiera que sea el punto o, la resul 
t:1..'1te de la suma ;;- oJ:i pasa sier.1pre por el mismo pun-­
to. 

1 2 )  Váliéndose de que en los vértices A, B ,  C de un trián­
�lo se tienen concentradas respectivamente las �asas-
d. • 8 • l de::tostrar el tecrena de Ceva. Encontrar ' 1 

ctras rclaci enes entre los di verses segmentos. 

1 .3) �::-:co"ltr;-,; las coordenadas de los puntos en donde el 
cursor ABT2, 3, 4 ) ,  A( l .  -1 , 5 )  corta al plano xy. 

14)  Encontrar el �omento del cursor dado en el probl��� 1 3 
con rcsv�cto al eje EC, B(O, l, 6) , C ( -3, o, 5} .  ¿ como 
se :Juede co.:-.nrobar e) resultado? 

t.;l ·Jolu::._n c!el tetr::>e:iro determinado oor los cursores­
A.?- == � ,- y cñ = P2 es prouorcional a

· AC X P1 • P2 
De :�ostr-:."' que este v.;lumen. es el mi 5mo para otros dos­
cursort:::- que :armen un sistema. equivalente .  
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Indic�ci6�. ��c�6ntre�e el Jro¿ucto escalar =el �o-­
ne�to con respecto al oriJen en la �esultante gene-­
ral . 

16) Valiér·dose de u::1 :;:.stema de cursores coplanos demos­. " 1 trar �ae las r.eC:i::!:::.:-ices de un tr:1argu o so'1 concu--
rrcl1tc::;. 

I:--dicc.ciÓn. Cbsér-:e:>e que l a  resultante de An Y AC­
"Jasa :Jor el cen�ro del seg:tcnto CB. 

1 7) Co ·,;o en el núr:.cro anterior deJ.ostrar los teoremas de 
la coLcurrcncia ¿e las bisectrice s .  

1 8) Como sn el r.Ú:--cro 1 6  de:nostrar el teorema de los pies 
de las bisectrices. 

.. 9) 

?0) 

{' 1 ) 

La fi¿ura A 3 e · es un cuélcrilátero plano ;. prolongu� 
·:e� :d y DC �asta "Ue se corten- en 2, igual!:lente AD-
y BC tasta que 3e corten en F. Las diagonales de es­
te cu·.drilátero c o�.pleto son. AC, DB y EF .  De:-tostrar 
cue sus �untos �ocios son colineales. (Este veorema 
�s debido a Gauss ) . 

IndicaciÓn: co��i 'érese el sistema de cursores 
-.e. ___... _____.... 

AJ, .J,  CB :r CJ 

Jn el cuadriláte�o c o�leto del nrobleoa anterior, de ···r � , �ostrar que las oisec::.rices de los angulos exteriores 
en A y e por u::a y1rte, en :J y B por otra, :: en E y -
F, :::;e cortan en t1·es puntos colineales . 

Dados a = 2i - j + 2 !.;: ; b = - i + 8j 
e =  6i - 2j - 3k :r.con trar: 
a )  L3.S lon�itu�:cs ; b )  a.b ;  a X e ;  e )  - - c..> , - � b l>Obre e ;  d) _;;1 -.:1_-ulo entre a y o ;  
a.b x e y a. x (b x e )  

4 k 
. " . 

La nrovecclon ce 
e). Lo� �rocuctos 

-�2) Probar que : a X (b X e) .. b X (e x a) + e x  (a x b) (; 
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23) Probar que: (a X b) • (e X d) + (b X e) 
+ ce- x a) • 

Ca x d. )  + 
(b X d) 

2Ld Si el plano determinado por ay b es perpend�cul2r­
al plano determinadO por C y d, IDOStrar que (a X b )  
. ( e  x Cf)  = o 

25 ) Demostrar que el volu�n d�l t�tra�dro_cuyos lados 
concurrente:::; son a + b ' b + e y e + d es doble 
del volumen del tetraedro cuyos lados concurrentes 
son a, b y c. 

26) Qué conclusiÓn geométrica saca Ud. de la ecuaciÓn 
a . b = a . c ?  

o 

2 /)  Encontrar el vector unitario perpendicular a los vec­
tores i - 2j + 3k y 4i + j - )k .  

28) Zr.contrar el vector unitario paralelo al plano i+j-2k 
y 3i - 2j + k y perpendicular a 2i + 2j - k .  

29 )  S i  cu�tro_ voctO!:CS j� b, e V d son coplanos mostrar -
que (a x b )  x (e x d J  = O " 6 La reCÍproca será cierta? 

30) Dados los seis escalares cualesquiera of.. 1 , d. 2 ,  ---.... eJ. 3, ¡.3 1 , f3 2, ¡:3 3 probar la desigualdad 

(d,¡3, ..¡.of2(32 J. o(. .3¡93} 2 � (o<./ J.c/.; ;.o:..�) ((3, 2 y:3/�t'3.;.-) 

que es un caso-particular de la desigualdad que suele 
lla�arse de Cauchy : 

i Cuál es el caso d e  la igualdad? 

31 ) Sean A, !3 y C tres ountos �"'�11l-o.:::r:uicra y a, () Y e 
los tres vectores de

. 
0osiciÓn. De�ostrar oue el vec­

tor Q = '3: )f b + b X C. + C X a 0� p-:?rpendiC•Üar ::Ü 
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3? ) Cü t..cncr· la ecuacibn del nlano defi:1ido ')Or los tres - - . 

• -'l!!l-C s A, E y C.  111..-;t€. a = OA, etc • 

• 
33) :::�c,vltrar 11. ecuaciÓn de la recta definida por los pun 

t.o:; A y B, en for.na para':l�tr:i.ca �r en fcr'!la de Pli.ic!<er: 

34) 2ncontrar la ecu�c1Ónde la rect� definida por lo3 dos 
ol.:mo::; ·r .� = r • V r .e · = ;.r: • 

35) Calcul:\!:' la dista�"'cia entre los dos planos r.c = l 
r . ::l  = # .  en que e y a s�n paralelos. 

36) Calcul ., L' 1 a� distanc i.a del punto P al plano r. e = d: 
37)  Obtener· la condici.ón, por lo pronto necesaria, par� 

que SC COrten las rectaS r X a = b; r f X at : b-l 

38) Obtener la ecuacion del plano que pase por la recta 
· f X a : b y paralelo al vector p 

39) Dadas las des rectas r X a = b y r 1  )( a1 = b 1  en-
contrar su distancia. 

40) Encontrar la ecuacion del plano definido por el punto­
p Y por la recta r X a = b 

4 1 )  Si o = a cos & t + b sen (} t en qu� a y b son cons-­
tantes ,  demostrar que p x {) y que p + 0 2 p = O 

42) ��contrar l�s derivadas de p x p :  p.p x p; px(pip) 
. , , 43) · Cual es el a��ulo entre las tangentes a la curva 
x = t ; y - t2 • z = t3 en los puntos t = 1 y t = -1? 

hu) l.!:ncont rar 1� ecuaciÓn del ph.no osculad<.r a la curva 
x = t4 ; y =  t2, z = t3 en el punto xo, y0, z0 en -
que t = t0• 

. . • 1 .. . : 

1 
J 

1 1 
1 
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