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VECTORES

1. Generalidades.

Si en una recta indefinida tomamos un punto O que ra2-
presenta el nitmero cero, elegimos un mbdulo o longitud ar-
bitraria que valga una unidad, la cual llevamos a partlr -
de O, en uno y otro sentido, los puntos de divisidn nos re
presentan los nimeros enteros, los positivos en un sentido -
y los negativos en el sentido contrario. Mas aun, todo =<
punto de la recta representa un numsro, segun sea su dis-~
tancia a O medida con la unidad ya elegida.

- Inversamente todo mimero positivo o negativo ha queda
do representado por un punto de la recta que con sus d1v1-,'
siones o referencias equldlstantes, toma el aspecto de una
escalera o escalaj; por esta razon, a estos mimeros p051t1~-
vos o negativos, es declr, a los nimeros reales, se les ==
llamh escalares, asi como a las cantidades y magnitudes =--
que se pueden representar valiéndose de ellos.

Una cantidad de dinero que nos deben o debemos, una
temperatura, una longitud, un tiempo, una carga eléctrica -
son cantidades escalares.

Ahora bien, desde la 1n101ac1on en el estudio de la -
Mecanica y en general, de la Fisica se tropieza con canti-
dades que no pueden representarse con escalares, poseen al
go mucho mas que signo, poseen direccion en el espacio, ta
les son los vectores. La velocidad y la fuerza nos proper
cionan los primeros ejemplos. Y, asl, al lado de los mime
ros escalares con los cuales sabemos operar y que estudia-~
el Algebra ordlnarla, tenemos los vectores con los cuales
S€ crea también una Algebra, el Calculo Vectorial.

Hay tres clases de vectores: Vectores libres, vecto
T'€S deslizantes y vectores fijos o ligados.



Los vectores libres quedan definidos por su direc---
cion en el espacio, su tamano Yy su sentido, un vector li-
bre puede cambiar de p05101on conservando su tamaﬁo, su -
sentido ¥ su direccion y sigue representando el mismo en-
te geométrico.

Los vectores desllzantes o cursores tienen en cambio,
soporte o llnea de accidn. Dos vectores deslizantes de -
misma direccidon, mismo tamafio e igual sentido son diferen-
tes si no tienen misma linea de accidon. El vector desli-
zante queda pues localizado en una recta indefinida y no-
tiene mas libertad que correrse en ella.

Flnalmente los vectores fijos o vectores llgados tie
nen no solo linea de accidn sino punto de aplicacidn.

Un vector libre nos servira para representar V.gr. -
un par de fuerzasj; un vector deslizante nos sirve para re-
presentar V.gr. una fuerza que obra sobre un cuerpo rlgl-
do y un vector fijo puede representar, por ejemplo, la ve-
locidad de un determinado punto en un cuerpo que se mieve.

Pero desentendlendose de sus posibles representacio-
nes en la Flslca, vamos a emprender su estudio elemental -~
desde un punto de vista puramente geométrico.

Nos ocuparemos primero de los vectores libres, aun-
que accidentalmente podemos forzar el punto de aplicacion
de algunos de ellos convirtiéndolos en vectores fijos.

El Unico camino que tenemos para definir un vector
es por medio de datos escalares.~ Tomemos un sistema de-
referencia, V.gr. los ejes cartesianos ortogonales izquier
dos y sea el vector libre AR' gue llamaremos con una sola
letra p. (fig. 1).

Los datos escalares que definiendo el vector sean --
unicamente los indispensables, de tal suerte que cambian--
do uno de ellos cambia, en general, el vector, se llaman -
sus coordenadas.

Para conocer el vector z
libre p tenemos que definir *

la direccidn de una recta -~
en el espacio lo cual se --
logra por dos angulos que =
forme esta direccion respec=
tivamente con dos de los --

I

]

!
ejes y el tamafio seria otro | g '
dato, en total tres con los : o PR
cuales tenemos def1n1dos el t 7~
tamafio y la direccion de pj; b
en cuanto al sentido no re- J /; 4

quiere un rmuevo dato escalar, pues aunque el tamano o mo-
dulo del vector es una cantidad esencialmente positiva, -
podemos hacer alguna convencion por la cual el signo con-~
que diéramos el tamafio nos indicara el sentido, V.gr. se-
gun que el vector fuese hacia arriba o hacia abajo. Tres
son pues, las coordenadas de un vector libre, por ejemplo,
dos de los angulos que forma con dos ejes y el tamafio. Es

‘tudiemos otras mas ventajosas.

Desde luego dadas las tres coordenadas del origen A-
(x,y,z) ¥ las tres del extremo A! (x! y',z ) el vector =--
gueda evidentemente definido.pero no solo como vector 1li-
bre sino como vector fijo. Al moverse p paralelamente a
si mismo las seis coordenadas cambian siendo el mismo vec
tor libre p . Veamos que es lo que no cambia de estas =
seis coordenadas cuando p se mueve en el espacio como -
vector libre. Proyectemos los puntos A y A' en el eje de
las x ortogonalmente en a y a', el segmento aa' es un-
escalar que se llama la proyecc1on de p eneleje Ox, -
se considera positiva si aa' esti en el sentido del eje y
negativa en caso contrario; como qulera que p tiene de-
finidos su_ sentido y su d1re001on si p como vector 1i~--
bre no varla, la proyeccién tampoco varlara, pero aat =
x' - x . Llamamos 4 a esta proyecc1on YyYy 2 alas pro-
yecciones sobre los otros dos ejes. Se tiene:

X=xt “x3Y=y"' -y 32 =23' - 2.



Digo que_las tres proyecciones X, Y, Z definen el -
vector libre p . Desde luego el tamafio o mbdulo de p -
que indicaremos con |p| = J Xg +Y2 +22 . La direccion
en el espacio de p queda def1n1da por los cosenos de --
los angulos que esta direccidn forma con los ejes, los --

cuales cosenos llamaremos oc¢ , /3 X’, que en funcion
de las proyecciones son:

X X

of = — = —
7| VX2 + 12 + 22
Y Y

(1 = — =

a)p 5| ‘/x2+Y2+22
yA Z

b= Py N E e
Ip| JI2 + 12 + 2

Y estan ligados por la 1dent1dagque se obtiene ele
vando al cuadrado y sumando: cx + :3 + \62 = 1

En general, las proyecc1ones ortogonales del vector
son sus coordenadas mas ventajosas.

Dos vectores son iguales cuando, y solo cuando, sus
proyecciones son respectivamente iguales. Toda igualdad
entre vectores engendra, pues, tres igualdades entre esca
lares.

2, Cpgeraciones entre escalares y vectores.

Vamos ahora a definir diversas operaciones que se -
efectian entre escalares y vectores.

Para distinguir las letras que representan escalares
de los vectores se suelen escribir estas ultimas con un -

4
tipo ce imprenta ias irueso, cuan:io ebto no c¢s »osible, se
7 ?

le puede poner una flecha arriba, asi el vector a es &, -
Sin emhargo, cuando no hay lugar a confusion pueile supri--
mirse la flecha. Cuando se quiere poner de manificsto lac
proyccciones o coordenadas del vector a, que scan X,Y,Z, -
se cscribe.:

a (x, Y, 2).

Maltiplicar un escalar h por un vector a (X, Y, Z) es
encontrar otro vector b que tenga:

1o. Uisma cireccidn que a.

20. Su tamafio es igual al valor aosoluto ce h por el
tamafio de a j | b] |n| lal

30. El sentido del procucto b es igual al de a si
h es positiva y contrario si h es nezativa.

) Si las proyecciones ortogonalc

s de a son X, ¥, Z, o
zea a (X, Y, Z) digo que las deb=ha

son hX, hY hZ.
Desd~ luego:
2 rﬁ 2

15/2 = n2 @2 +¥2+22) =n al

5, = [nl |3]
(Pues el tamafio de un vector es positivo siempre)

_ Sea oL el primer coseno director de a y <« ! el
de b
X hX
— o(!: = =:0(
a [n| |3

Q
"

Con signo mas si h > 0 y con, signo menos si h'/ 0.
Y 1o mismo para los otros dos cosenos directores; asi pues
las direcciones son siempre las mismas y 1os senticdos son-
los requeridos por la definicion.



Vemos pues que multiplicar por tres un vector es sim~-
plemente triplicar su tamafioj maltiplicarlo por 1/2 es to-
mar la mitad de su tamafio y amltiplicarlo por menos uno es
cambiarle el sentido.

Claro e el factor escalar puede escribirse antes o
-después del rector: h a = a h pues hX = Xh, es decir, es-
te producto es conmmtativo.

Cuando hay varios factores escalares se toma el pro-
ducto de todos ellos.

Si los vectores a (X,Y,zZ) y a! (X',Y',Z') son para
lelos, es decir, tienen la misma direccidn en el espacio,-
siempre podremos escribir:

a= h a'.
en que h es un escalar. Puesto que al tener la misma di

reccidén los cosenos directores son iguales respectivamente,
o son iguales y de signo contrario; de cualquier manera:

X Y Z
h =—m—m—m = —_— = —
Xt Y1 VA

Si h >0 los sentidos son igualesj si h < 0, son =~
distintos.

Como quiera que dividir entre tres es multiplicar por

1/@, en lo que antecede queda definida y estudiada la divi
sidn de un vector entre un escalar.

3. Suma de vectores.

Por de?lnlclon _la suma o resultante de varios vecto-
res: pl + Hph & P3 = "q, se obtiene tomando el prlmer suman
do pl =AB ¥ llevando por el extremo B el origen del se-
gundo swpando p2 = BC, por el extremo de éste ultimo el -
origen del tercero, etc. Y as{ obtenemos un solo origen -

i Dzl

Gy el el prinzy sunande ¥ un solo exlrenc 1ibre, el -
del uiti

mo cue nos define la suna q . (fFiz. 2).

Cean las nrojecticnes ce pt (X1, Y1, 21) Ce P2 (X2,
) etc., las ce q (X,7,2).

Las coordenadas ce A(x,, ¥,, 2,), etc. se tiene:
K=x3 - Xa

Susando y restando x3, ¥y xc ¢

‘ z

it

(xg -~ xc) + (x¢ - xp) + (@ - x3), 0 sea:

Fig. 2.

o
Il

>4
i

X3 +X +X1 =X1 + X + X3

. g
La proyeccicn de la suza es igual a la suma de las
oroyeccionss de los sumandos.

De a¢n1 deducimos que la suna de ‘ectores asi defini
da es, nri:ero ceromutativa v segundo asociativa, nor go--
zar dc osyhs propiedades le muva cntre eccalares. Asis
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(3a) ﬁ *5*1'73:52*51 +53=(f’-2+‘51)+ EB-

Pues: X; + Xp #X3 =Xp Xy X3 =(Xp +Xq1) +X3
Del mismo modo, sea h un escalar:
(3b)  h(p; + Eé +P3) = hp; +hp, +hpy
Pues: h(X1 + X2+ X3) = hX;+hXp;+hXg
Lo ual se expresa diciendo que este producto es dis

tributivo con la suma.

L. Diferencia de vectores.,

Entre escalares restar de h un nimero mj h - m, es su
marle a h el producto de m por menos uno. De esta misma -
manera se define la diferencia de dos vectores:

(ba) P71 =Pp=p1 +(-1)p, = S

Como quiera que multiplicar P por menos uno es cam
biar simplemente el sentido de p, la diferencia entre ==
dos vectores se obtiene sumahdole al minuendo el sustraen-
do cambiado de sentido.

Si de un vector restamos el propio vector p -p=0
obtenenos el vector nulo, que tiene por proyecciones 0,0,
0; su tamafio es por lo tanto nulo y su direccidén queda in-
determinada y es indiferente. A,

Si por el mismo origen llevamos

dos vectores OA, = a1 = ap

(fig. 3) sus extremos A7 y A2 definen & Az
un vector_que es justarente su dife- |

rencia: AAp =&, - ay 3y

9
— — —
Pues 0A1 + A] A2 = 0‘2 H
S —_— —_—
ay + Mg =
Bl e P : .
A = - : i
" % 1 FACULTAD DE INGENIERIE -

Componentes ortogonales de un vector. Vector unitario
es el que tiene su tamaflo ignal a uno. Sea el vector p -
de proyecciones X, Y, 2, o sea: p (X, Y, Z). Llevemos -
el origen de p al punto O, origen de los ejes cartesia--
nos ortogonales. Tomemos los tres vectores unitarios: i,

J, kE que tengan respectivamente las direcciones y los sen-

g 1 i R é
tidos de los ejes (fig. L) ek GOz209%

Las componentes or-
togonales de p segin =~
los ejes son los vecto-
res Xi, YJ, Zk

[

|
B P/ |
(Wb) p=Xi + Y]+ 7 |
| AL
Puesto que la compo- L AN
nente ortogonal de P . 0 | 7
por ejemplo, segin el == | ,//
eje Ox, tienme de tamafio - y v
la proyeccion X y su een- Fig. L

tido es el del eje si X -

es positiva y contrario si X es negativaj todas estas con-
diciones las cumple el vector Xi. E igualmente para los -
otros dos.

5. Angulo que forman dos vectores.

La ambigliedad del angulo que forman dos rectas que
se cortag, en que se puede tomar el agudo o el obtuso de
los gos angulos suplementarios, la suprimimos en el caso
del angulo que forman las lineas de accién de dos vectores
con la siguiente convencidn: El 3 0 que forman dos vecto
res es el agudo cuando la préyeccidn de uno sobre el otro-
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esta en el sentido de este 1ltimo y es obtuso en caso con
trario. Igualmente si se trata de un vector y un eje di-~
rigido o de dos ejes dirigidos.

6. Producto escalar de dos vectores.

Nos hemos ya ocupado del producto de un escalar por
un vector, hay otras operaciones entre dos vectores gue -
también se les llama productos rorque gozan de algunas de
las propiedades que tiene el producto ordinario entre es-
calares, aunque no de todas. El primero de estos produc-
tos es el producto escalar, que recibe este nombre porque
el resultado, o sea el producto, es un escalar, algunos -
autores lo llaman producto interior.

Sean los vectores a; , y ap , sus proyecciones:
a1 = Xqi + Y4 + 21k § ap = Xpi + Yo + Zok.

(A las letras i,j,k, que reprsentan los vectores --
unitarios rectangulares, que estan ya consagrados para es
to, es imitil ponerles flechas).

El producto escalar de a1, por ag, siguiendo la nota
cién de Gibbs, se representa por un punto: al . ap y es-
ipual al producto de los tamafios por el coseno del angulo
que forman.

(62) & .m =@ 1Bl oot (B, )

Llamando cos (a] , ap) al coseno del angulo que for
man. Ya que los dos primeros factores del segundo miem-
bro son p051t1vos, este coseno le da signo al producto es
calar. Asi si el angulo de los dos vectores es agudo el-
producto escalar es p051t1vo, si es obtuso es negativo y-
si es recto es nulo. También es nulo este producto si al
guno de los factores lo es.

Veamos que acontece si multiplicamos un factor, V.gr.
a1, por un escalar h:

11

(h3). 3 = |h||§1| 'EQI cos ((hzq), EZ]

Si h es positiva, cos ((h ag), E}] = cos (aﬁ 482),
h

pues el sentido de a, no se ha alterado, ademas h = s
tendremos pues:

(7). % =0 || | cos @1, T)= 05 %

l

Si h es negativa, cos ((h ay), ap - cos(at, a,),

ademas h = =~ {h] , nos queda:

7| 7] {~cos(@;z)) = n 3y,

Si h es mlo, ha =0y el producto esc lar es nulo.

Asi pues, podemos astablecer de una manera general -=-
que al multiplicar un vector por un escalar, este producto
queda multiplicado por el escalar.

] Si ahora al otro factor 32 lo mltiplicamos por otro-
escalar m, por la misma razon tendremos:

(66) (ha).(m3y) =hma.a,

Vvamos ahora a conmutar el orden de los factores, en
vez de aj. ap calculemos a2.at. Desde luego el producto-
de los tamafios ha quedado el mismo: |a1‘ a2| I az| | a|
El angulo ha cambiado de sentido, o si se quiere, ha cam~-
biado de signo, pero como quiera que se trata del coseno-
que es una funcidn par: cos = cos (- ), nos queda-
evidentemente:

(60) a‘l 03.2 - 3.2.&1
Lo cual se expresa diciendo que el producto escalar
de dos vectores es conmutativo.

De la definicidn:

a1.-3é = |_51‘ r;ei cos (5% . _Eé)
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Valiéndose de las propiedadé; asociativa y distribu-
tiva del producto ordinario entre escalares podemos escri-
bir:

ay. ap = iéﬁl[léﬁ; cos(a;.23) ] = !5é|ﬂ a,|cos (a;.3)

Los paréntesis rectangulares son las proyecciones de
un vector sobre el otro y asi, podemos también definir el
producto escalar de dos vectores cor:o el tamafio del prime-
ro por la proyecclon del segundo sobre el primero, en que
se puede tomar como primer factor a cualquiera de ellos -
por la propiedad conmutativa de este producto.

Asi:

(&) ay. & = | & Proy, (&) = | EélProygé (a;)

En el Algebra ordinaria la regla que nos sirve para -
mi.%iplicar un polinomio por otro se obtiene de la regla -
Lcr:ospondlente que nos dice como multiplicar un nimero ~-

por u:2 suma.
[ 4 .
Asi si u, v, t, son escalares:
u (v #t) = uv + ut

Sustituyendo u por una sura y repitiendo el procedi-
miento obtencrenmos la regla del producto de dos polinomios,
Esta regla se aolica también para el producto escalar de -
una suma de vectores por otra suma.

Sean, en efecto, los vectores aj, 32, a3, ah Yy sea -
el producto.

aj.(ap + ay + EL) =] 3] Proyz, (a, + 53 + EL)

Atendlendonos ala def1n1c1on. Anora bien, como la -
proyecc1on de la,sumaa2 + a5, + 3 es 1yual a la suma de
las proyecciones, por la dicha definicidn de lo que es pro
ducto escalar, se obtiene:

13

_(6e) ai.(ap+ay+a) =a. a+a.a3ta. g

Lo cual se expresa diciendo que el producto escalar -
es dlstrlbutlvo _con la suma como el producto ordinario. 81
ahora 31 =b + c, substituyendo en el segundo miembro y -
reiterando la regla anterior, vemos que para multiplicar -
escalarmente dos sumas de vectores se sigue la misma ley -
que para el prodrcto de dos polinomios en Algebra.

" Con esto obtenemos 1nmed1atamente el producto escalar
de dos vectores en funcidn de sus proyecc1ones ortogonales.

Por la misma definicidn obtenemos las siguientes igual
dades para los vectores unitarios ortogonales i, j, k:

(6£) @t = 3. =kk=13i3J=9.k=3k= 0

Sean los vectores:
a) =X i +Y, 542,k 5 a3 =Xyi #¥p) + 25k

ajea; = Xy 1 +Y) 429 k) . (Kpi4Y,)+2,k)
En el segundo miembro multiplicamos escalarmente cada

sumando del primer factor por cada uno del segundo y suma-

mos los resultados. Ahora bien X;i.X,i = X4Xp ,

X4i.Ypj = O etc. y se obtiene:

(6g)  aj.ap = XX, + YY, + Z42;

Para obtener esta férmula fundamental por otro cami-
no, llevemos los dos factores aj y 5& al mismo_origen O,
(f1g. 3), los extremos Ay y A, forman el vector AjAp igual

—

a la diferencia AqA, = 3 ~ 3 . Apliquemos la férmula --

que nos da el cuadrado de un lado al triangulo OA1A,:

3o - & | 2 |5}| 2, |§é'2 . lE}[{Eﬁ‘ cos(ay,a,)
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El 4ltimo término es - 2a1 a2 y los demis términos -
los podemos calcular en funcidn de las proyecciones:

B -m| 2=, - K24 (1, - Y2+ (25 - 297 5 ete.

Despejando a1.a2 se llega con gran facilidad a la for
mula que demostramos antes por otro camino, si bien mas --
largo pero mucho mas ilustrativo para este estudio de los-
vectores.

Sean respectivamente &k 15 81y 41 5 %7382y d' 2
los cosenos d1rectores de a7 y 2p3 en func1on de ellos que
remos el coseno del angulo de los dos vectores.

= a_ . 3
(6h) cos(a1,8p) = B
31| (2|
X1Xo + I1Y2 + 212
cos(ay,ap) = sy 3
]a1’ Iazl
X3
°<1= ,etc‘

a1l
cos(ai,ap) =oly XLy + By B+ &1 § 2

Férmla que podriamos haber escrito desde luego al -
considerar que los cosenos directores de un vector son las
proyecc1ones del vector unitario del mismo sentido y direc

1 4
cion.

Al multiplicar escalarmente una ecuaclon entre vecto-
res por un vector, se obtiene la ecuacién correspondiente -
de las proyecciones de los vectores de la ecuacion sobre -
el vector por el cual nemos rmltivlicado. Por ejemplo sea
la ecuacién:

el
I

15

Multiplicando escalarmente por b
p.b = maj.b + na,.b
Reduciendo el valor absoluto de b nos queda:
Proyy (P ) =m Proy- (a7) + n Proyg ( & )
En particular si e es un vector unitario:
(ei) T.e=Proyg (3); |ef =1
La proyeccion Xy de 37 es a.' . 1=X,y asi para -

los otros dos.

7. Producto Vectorial.

Imaginemos los tres vectores unitarios i, j 4 k, co
locados respectivamente sobre cada uno de Los ejes carte-
sianos rectangulares, 0x, Oy, Oz. Una persona con los pies
en 0, origen comin de los tres vectores, y la cabeza en el
extremo del vector k, vera que el vector i se coloca en j
girando noventa grados, bien sea, de izquierda a derecha -
0 de derecha a izquierda, segun que los ejes cartesianos -
dibujados sean izquierdos o derechosj; pero de cualquier --
manera que sea, se conviene, de una vez por todas, que ro
tacidn positiva es la que lleva el vector i al vector j =~
girando un cuarto de vuelta, vista esta rotacién desde el-
vector k. En esta definicion podemos sustituir circularmen
te los vectores i, j, k; esto es debido a las coinciden-- —
clas que se puede hacer con ejes, o bien, izquierdos, o --
bien, derechos, de tal manera que coincidan ejes distintos.

El producto vectorial de dos vectores es, como lo ex-
Presa su nombre, otro vector, Segin las notaciones de ---

Gibbs se expresa por una cruz. Si los factores son a1y -

@ y el producto es b , expresaremos:

— -

a X 2=B
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El tamafio de b es el Area ! "
del paralelogramo formado por- ! En efecto, desde luego al multiplicarse el tamaiio de

aj por |m| 4 el area del paralelogramo ha quedado multi-

a1, Yy ap, o sea:
plicada también por |m| , luego el tamafio de b debe -

(7a) |d] = IE}‘iié[sen(Ei,Eé) S~ miltiplicarse por |m| . Si m es positiva ninguno de --
o los sentidos ha cambiado y la féormula es correctaj si m es
Tomemos un mismo punto O ,,/’ negativa, se ha alterado el sentido de (ma1), debe pues -
como origen de los dos vectores, P cambiar su signo el producto y efectivamente cambia al -~
(rig- 9). Fig. 5 miltiplicar b por el escalar negativo mj la férmula si-
_ gue.pues siendo correcta. Si al otro factor a; lo multi-
La direccion del producto vectorial b es perpendicu plicamos por otro escalar n:
lar al plano cefinido por a1 Yy 5@, o sea, es perpendi- s _ _ -
cular a & y a a2 . Esta direccion quedara indetermina (7e) (ma1) x (naz) = muay X 3,
da en el caso de que a1 y a2 sean varalelas, pero observe- , . .
Tos que en este caso el tamafio de ¥ es nulo y la direccicn Por lo demas quitando los paréntesis en el primer --
no interesa. Finalmente el sentido de b es _tal que si - miembro, que no son necesarios, a los escalares m y n los
1levamos el prlner factor a; en el segundo a2 g1rando— podemos colocar en lugares cualesquiera.

lc ~1 menor angulo posible, esta rotacién se vea desde b

en ¢l sentido positivo. Con los vectores unitarios rectangulares i, j, k, y-

qallendonos de las definiciones podemos escribir las si--
Desde luego, este producto no es conmutativo pues al guientes igualdades:

camblar el orden de los factores cambia el sentido o sea i )

el signo, del producto, asi: (fd) ixi=jxj=kxk=05ixJ=k jxk=4i,

kxi=jjjxi=-kjkxj=s-ijixk=n~ j.

(7o) ay X3y =-3,x3
Este producto se nulifica cuardo alguno de los facto Sean las proyecc1ones de los tres vectores de la --
res es nulo, o bien, cuando son paralelos, asl la ecua- igualdad aj x ap =
cién:
a; = x11 + Y1J + Z1k, a2 = X21 + YzJ + zzk;

aj x a, = 0 es equivalente a ay = map, en que m es
un escalar. En particular el vroducto vectorial de un vec
tor por si mismo es siempre nulo: a X a = 0; en cambio pa
ra el producto escalar se tiene: a . a —} a| 2 , por eso
se conviene que al significa a. a

b = Xi + Yj ¢ Z

El problema que nos proponemos consiste en dadas las
proyecciones de los dos_factores aj y a, encontrar las --
del producto vectorial b. Desde luego, como b es perpen-

Igualmente que en el producto escalar, en el producto dicular a ajl, Yy a a2, los productos escalares son nulos:

vectorial, al multiplicar un vector por un escalar, el pro a9.b = ap.b = 0, asi pues:
ducto queda multiplicado por ese escalar. Asi si:
— X1X + WY + 212 =

5] M=, =D ; (ma;) x &, = b XpZ + Y,Y + 2y2 = O
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Hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones lineales
y homogéneas con tres incdgnitas.

Los coeficientes forman una matriz rectangular de --
dos renglones por tres columnas; aifiadamos a esta matriz -
un primer renglon formado por tres elementos arbitrarios,-
con objeto de hacerla cuadrada y que forme determinante. -
Ahora blen, los cofactores de los elementos de ese primer
renglon nos dan una primera solucion puesto que al rmlti-
plicar X1, Y3, 21, respectivamente por €so0sS cofactores -
ajenos y sumar, esta suma es nula por una propiedad ele--
mental de los determinantes; lo mismo con X2, Y2, Z2. Et
ta primera solucion que se suele llamar la solucion prin-

cipal, la llamaremos X', , 2} proyecciones de un vector

b', por lo menos, paralelo a b.

-
Esta solucion es:

(7e)
1 Y1 21 )

X = =Y1Z2—Y221
Y2 Zp
21 X1

Y' = | = Z1 Xp - 22 X1
Z, Xp |

2

X7 Y4

Zv = = X Y2 - X5 Y1
X, Y2 |

Comparemos ahora los tamafios de b y de b'.

El de b es: |b] =|a] |&] sen (3, 32).
Elevando al cuadrado

5] 2=%% =82 = 5,2 5,2 sen’ (&, &)
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22 L= = 2 (= =
b a, 322 [ 1 - cos® (& , a2)]

. _ =2

b2 =a12 322 = (a1 . 8.2)

B = (y.2 2 2 2 2 2

b = (X + Y% +2,7) (X, + Y5 +2,%) -

- (XyXp + YyYp + 292,)°
El tamafio de b' al cuadrado es:
2 = )2 (2, 2.%)% + ( 2
b' = (Y,2; - Yp2q)" + 2 - ZoX4 X Y,~X,Y,)

Facil es identificar estos segundos miembros, asi --
pues, b' no soélo tiene igual direccidn que b sino tam--
bién igual tamafio. Hemos llegado a demostrar que el vec-
tor buscado.

; b=+ b oseaX=+X!;Y=+Y ;2=+72!

Veamos en un caso particular conocido qué 51gno co--
rresponde : i>»j =k;i(1,0,0);3 (0o, 1,0).X"=0.
RO, 2' =1 =2 5 en este caso particular corresponde-
el signo mas X = X' Y=Y',Z=2"o0seab'=b. Con-
siderando ahora el caso general b= a1 x ap imaginemos --
que el vector 3j varia de una manera continua hasta hacer
se igual a i, al mismo tiempo que el vector ajp varia tam-
blen de una manera continua hasta confundirse con j, ha--
bra infinitas manerasde lograr esto sin que ninguno de -
los dos vectores ni el producto vectorial se nullflquen,
Este producto vectorial b y el vector obtenido b' iran
variando también evidentemente de una manera contlnua, -
ahora bien, al final tenemos el caso particular que b = bf,
si al principio se hubiera tenido b = - b' en un lugar in
‘termedio las ecuaciones X = X', Y =Y', Z = Z' hubieran -
cambiado_bruscamente a X = - X‘ Y=- Y' Z=-12"yel-
vector b hubiera sufrido una dlscontlnuldad lo cual es
absurdo. Asi pues en todos los casos b = b!.

Este producto vectorial se representa ventajosamente
Sn fcria dc determinante.

g
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(7£)
ijk |
|
D=ayxap= |Xq112q| =i(fy2p - ¥27) *
. A
(K, Ty 2ol *+3 (24X = Zp) 4

+Xkx (X1Yp - X2YI)

En este determinante los términcs se obtienen multi-
plicando el producto de dos escalares por un vector y la-
suma es suma vectorial.

Sea ahora el producto vectorizl de un vector por una
suma:

i 3 k \

ay x (ap + a3) = X4 Y, Z, |
Xy X371, + Y32, + 24

i j k i j k|

|

al x (ap+a3y) =| Xy Y2y +' X4 Y 2y =

X2 Y2 X3 Y3 73

o

(Tg) a3 x (a2 + 3) =a; xap ta;x ay

Asi pues, tanto el producto cscalar como el vectorial
son distributivos con la suma, por csto se llaman produc-
tos. Para multiplicar una suma c¢e veciores por otra, tar
to escalar como vectorialmente, se srocede como en el Al-

gebra ordinaria, aunque teniendo cuidado, en el caso del-

21

producto vectorial de no alterar el orden de los factores
0, en caso de hacerlo, cambiar el signo.

El producto escalar, como dijimos, se llama también-
producto interior y, debido a la notacidén de Gibbs, suele
llamarse producto puntual, El producto vectorial se de--
signa también como producto exterior y como producto cru~
zado. Aparte de las notaciones de Gibbs hay otras y alpg
na de ellas es contradictoria con las de Gibbs., En efec=-
to, algunos autores italianos indican el producto escalar

COn una Ccruz.

Para nlnguno de estos productos escalar y vectoriale
existe la operaclon inversa que dé un resultado determina
do, en otras palabras, no existe la divisién correspondlen
te., La lUnica divisidn posible es la de un vector entre =
un escalar, pues dividir entre el escalar es multiplicar-
por su inverxso.

3

8. Doble producto escalar,

El resultado de multiplicar escalarmente un producto
vectorial por otro vector es un escalar, Este producto -
se llama mixto o doble producto escalar, los autores de =
habla inglesa lo llaman impropiamente triple producto es=
calar, por tratarse de tres factores.

Sean tres vectores a1 (X1, Y1, Z1), 3 (X2y Yoy 22)
Yy a3 (X3, YB’ 23)-

Escribamos el producto mixto?
aj.(@ x a3) =h

En que h es un escalar. Como guiera que si el pa-
réntesis encerrara los dos factores unidos por, el puntoy-
la opera01on no tendria nlngun sentldo, el parente51s pue
de syprimirse y escribir simplemente: @j.ap X a3

Tomemos un punto O como orlgen comin de los tres vec
tores ¥y completemng el paralelepineda ame tenga n1 . 32



22

v a a3 de aristas concurrentes. Sea el vector b = a2 X ay
el tamafio de b es el area del paralelogramo a; , a3 que

es una de las caras del paralelepipedo que podemos tomar -
comé base, el resultado:

h=a .bo= |bl Proyg(%)

Como b es perpendicular a la base, la proyeccién de
a] sobre © fios da en valor absoluto la altura del paralele
pipedo, asi pues, el valor absoluto de h, es el volimen --
del paraleleplpedo que forman los tres vectores llevados -
por el mismo punto. Este producto mixto resulta p051t1vo-
si desde aj se ve de ap hacia a3 girando el menor angulo -
en sentido positivo y negativo en caso contrario.

o 7 . A
Expresemos su valor en funcion de las proyecciones:

i J k
aj.8p x 33 = (X + Ty +kZ;). | X, ¥p 2, =
X3 Y3 23
(8a)
XT Y1 Z1
X3 Y3 23

Con esta férmula valuemos ahora

23
i
X3 Y3 Z3 RIIRIS
a3- a1 x'a'2= X1 Yq Z4 = X2 Y, 2
Xo Y2 %) | X3 Y3 Z3
- Pero a3 . ay X @&, Ta; X ay . a3 pues el producto es-

calar es conmutativo y asl llegamos~a la importante formu
la en el Algebra de los vectores:

(8b) B .3 Xy =3 %3, ., 1,

En el doble vroducto escalar se pueden pues intercam-
biar el punto y la cruz.

Es por esto que este producto se expresa corunmente -
’ .
yencerrando los tres factores en un parentesis, generalmen
te rectangular:

(Be) & .5, xay= 7

su igualdad con el determinante se comprende facilmente =
que podemos alterar el orden de los factores si respetamos
su orden ciclico:

(&) [51 Ep Ei3 ]

Eé 55‘] . Teniendo en cuenta

(m5a)-(55%)
Cambiando el orden ciclico cambia el signo. Si se
miltiplican los vectores de este producto mixto por esca=-
lares, el resultado queda multiplicado por el producto de
dichos escalares. Esta propiedad se deduce de la corres=
pondiente para los productos sencillos escalar y vectowe=-

rial o bien directamente de la igualdad con el determinan
te.

Y 4 . . s
La condicion necesaria y suficiente para que tres --



vectores sean paralelos a un plano, o como se expresa mas
brevemente, para que sean coplanos, al suponer que se lle
van por el mismo origen, es que su producto mixto sea nu-
lo. En efecto, al ser rulo el volumen del paralelepipedo
su altura es nula y los tres vectores son coplanos. Si -
alguno o algunos de ellos son nulos la propiedad sigue --
sierdo cierta.

Si dos de los factores en el producto mixto son para

lelos, dicho producto es nulo, puesto que el determinante

lo es.

9. Doble producto Vectorial.

Sean tres vectores aj , ap , a3, no coplanos y sea -
b otro vector conocido. Digo que siempre existen tres es
calares h1, hp, h3 tales que:

b=h3) +ha,+ha

(9a) b = hya) + hy3p + hyay

En efecto, escribiendo las ecuaciones correspondien-
tes de las proyecciones de estos vectores, tendremos tres-
ecuaciones lineales de las tres incognitas h,, h,, h3. El
determinante de los coeficientes es el doble producto es--
calar:

[5] ap 53] que no es nulo si estos tres vectores -

no son coplanos, asi pues, los valores de hj, h, , h, exis-

ten y estan determinados. Podemos decir que estos tres es
calares son las coordenadas de b tomando como base los vec

tores.,
a1 » 92y 43 »
. 14 -
Esto puede verse también geométricamente: Tomemos un
punto_O como origen de los cuatro vectores y descomponga-

mos b segin las lineas de accion de los otros tres, lle-
vando por el extremo de b planos paralelos a las caras -
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del triedro formado por i‘, %é » 33 » Las componentes =
de b son respectivanente h1dy , h2a2 y h3a3 , de conde-
obtenemos los valores de hp, h2 y 3

& ¢ hys)

Si a; y 3p no son paralelos el vector b esti en el =

plano deterinado por ay y & y para cualquicr vector b
que este en este plano existen y estan ceterminados los -

escalares h1 ¥ hp.

En particular si:

Sean los tres vectores a , b , ¢ ; formenos el pro-- .
ducto vectorial de los dos Gltimos, cuyo resultado es —--_
otro vector, 1lanénoslo d y multipliquemos ahora, tan~~
pién vectorialmente, el primero a por d, asl tendremos:

;d=D xc . Tal es cl doble =

nroducto vectorizl, sea q el resultado:
1

(9b) ax(bxc)= g

_Queresos q en otra foma. Exclulpmos el caso en -
que b y ¢ sean oaralelos, en cuyo caso d =b x c es nulo-
y por lo tanto, q es también mlo. Llevemos a, b, ¢ al
mismo origen 0. El vector d =b x ¢ es perpendicular al-
plano formado por by ; el vector q es, a su vez, per--
pendlcular a d, luego esta en dicho plano by 6 Y se puede,
segun acabamos de ver, expresar por la suma: hb +mc en
que h y m son dos escalares, Asi pues:

(c) T x(@xe)=hb+mc =79

A este resultado podemos llegar de una manera pura=-
mente analltlca. expresemos al vector q tomando como :ase
los vectores b , ¢ y b x ¢ , 1o cual es posible (9a) siem
pre que b y ¢ no sean paralelos, asi:

(9d) ax (xTc)=hb+noc+t (bxc)
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Multipliquemos escalarmente por b x ¢ : el primer --
miembro es nulo pues es un producto mixto con dos facto--
res iguales, igualmente los dos primeros términos del se-
gundo miembro son mulos, por la misma razén y nos queda:

0=t ®Bxc). (@®xc)=t (6 xc)

Queremos -
En -

Luego t = O y nos queda la férmla (9c).
ahora encontrar los valores de los escalares m y h.
la ecuacion (9c) multiplicando escalarmente por I :
(9e) 0=ha.b+ma.c

h -m

i.c a.b
Nos queda pues:

(9f) ax (b x¢c) =, (a .cb -3 .0c)

No nos queda mis que encontrar el valor del escalar-
/¢ . BEncontremos primero este valor de 4 en el caso ===
particular en que alguno de los vectores del parentesis -
sea igual a a.
(9g) ax (3xT)= 4 (3.03-3°%)

Multiplicando escalarmente por ¢
(5h) T .ax(Ex3)= & (3.28.7c-2°%2)

Intercambiando en el primer miembro la cruz y el pun
to.

(1) cxa. (@x8) = (@ e -3 )
Pero ¢ xa=- axtc

(93) (7 x 8)° = [ (5 8} - a2 62]
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Yaluando segﬁn las <definiciones:
' i _ - _2 _2
@) - (72 [3] 2een® @) s437 1

'ral 2 | ? ,5[21 62;sen2(5,3) 341i5i2 ;E|2 [1 - cos? (a,c)]
Le donde/a.= 1 en este caso »narticular, cuando menos.
Ioualuente:
(hxe)xc=-cx(bxc)=cx (cxb) =c.bec -cd
() (bxc)xc=c.bc-¢c2®
Vearos ahora el caso general, la formula (9f) es:
Zx (b x%) s«l@.ch-a. b
Imltinliquemos escalarmente nor ¢

() ax GxC).c=4(3.cb.¢c-a.bed)
£n el producto mixto del orimer miembrc intcrcambie=-
mos la ciuu ¥ el punto.
(n) 2. (b xc) xc=4(3.co.c-3a.bec?)

Aplicando la foirmula (91)

i.60.D-b.ac=4(@.cb.c-3.0c)
De donide 4 es sicupre izual a uno y obtenemos la im-
portantisima férmula:

— -—

- (%) ax{oxc)=a.co-32.0c

Igualmente
(bxe)xa=-ax(@xc) =~ [5.‘(:'6-3.%6]
!
"~ (%) (5xe)xa=a.bc-a.co

§
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Observemos que en las férmulas (90) y (9p) el vector-
que esta colocado en el centro de los tres es el qy flgu
ra en el segundo miembro con coeficiente positivoj ests -.
regla nos sirve para recordarla.

Se comorende facilmente que este doble producig vec-.

torial esta muy lejos de ser asociativo, pues a X p x ¢)
es en general, diferente de (a x b) x c.

iC. Productosde cuatro factores.

Estudiemos primero el producto (@ xDb) x (¢ x d), --
seaa xb= f asi:

(FxB) x (Gx@) =Tx(@Exd)=F.d% -7, g
(10a) Ex®) x(cxd) =(aDd] T- [ade] 7

Si se considera ahora efectuado el producto ¢ x j
se tiene:

’
-(7ca) - (Bed)s:
Estas dos igualdades demuestran que el vector tusca-

do tieng su linea de accidn en la interseccidn de los pla
nos c, ] Yy b a j igualando los segundos miembros:

[5%3) s-(3v3)a= [se9]5-[3eq) 3

(10b) (ax7D) x (c xad)

(o) [353) 3+[ca7) 3+ (358 ¢+ (3%%) a=

Esta férmula (10c) nos da un vector en funcidr ge ..
otros tres no coplanos. Podemos en efecto, despequ por
ejemplo, al vector @ con tal que su coeficiente ﬁo sea-~
nulo, es decir con tal que [b q_d]#L 0 para lo cual g -
requiere que los tres vectores b , ¢ y d no sean cGplanos.

Estudiemos ahora el producto escalar con cuatxo facto
res: (a xb) . (c x'd) . Supongamos efectuando a x 7§ = F~

' sicibn. Cada uno de ellos deter
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(@xb).(Gxd)=F.cxd=Fxc. d
GxeLExd=[GExmrxe) . @
(axbl(exd) = (@.cb-b.ca).d
__la.T=z.q
(10a)) (a xb).(c xd) =3a.cb.d = a.dbec = _  __  _
: . b.cb.d

11. Ecuacion de la recta.

—_—

Vamos ahora a considerar un punto O, fijo en el espa
cio, que se puede considerar co-
mo el origen de las coordenadas-
cartesianas y una categorla de -
vectores cuyo origen es O, [sta
categoria de vectores fijos en -
el origen de los ejes se llaman-
wadlos vectores o vectores de po

mina la p051c1on de un punto, su
extremo y las coordenadas carte-
sianas de ese punto son simple--
mente las proyecciones del vec--
tor sobre los ejes. A estos vec _
tores de posicion los vamos a designar por r.

La recta que pasa por el punto P, (flg. 6) v parale-
la a un vector a tiene por ecuacion parametrlca.

(11a) T=T,+ta

En que (P=To y t es el parametro escalar. Dando
a t diversos valores vamos obteniendo para cada uno de ==
ellos un punto en la recta. Llamemos Xoy Yo, 2o a las =
€oordenalas de P, que son las proyecciones de Tgoe Y sean
Xy ¥y 2, las coordenadas corrientes de un punto cualquie-
ra M. de la recta, o sean, las proyecciones de r . La ect.a
cion (11a) se desdobla en tres ecuaciones entre escalare¢
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It

(1) X =x0 +ax t

Y=Yt a2t

2 =29 +ta,t

_ En donde a,, ag a, son las proyec01ones del vector -
a. Estas tres ecuationes nos definen paramétricamente a -
la recta. Eliminando el parametro t tendremos la recta en
forma clasica:

X - Xo y -7 z2 -2
(11¢) = 2= °
a 3y 2
Multiplicando vectorialmente la ecuacidon (11a) por a

eliminamos el parametro y obtenemos la ecuacidén de la rec
ta en la forma de Plucker:

(11a) Fxa= T,xa

Llamando b = T o X a

ol

(11e) rxa=
En que naturalmente los vectores a y b son perpendi-
culares. Como quiera que la ecuacidén (11e) se desdobla en
tres ecuaciones entre escalares con las 1ncogn1tas X, ¥y 2,
podrla creerse que esta ecuacion (1te) determina F. Sin -
embargo, este sistema de tres ecuaciones resulta indetermi
nado, como es facil comprobarlo. Mis directamente si Sus-
tituimos por el valor indeterminado tomado de la ecuacidn-
(11a): ro + ta vemos que se verifica la ecuacidn (11b) --
que es igual a la (11e) 51 esta formula (11e) nes deter-
mlnara el valor de T en funcidn de los vectores a y b y_ten
dria sentido dividir el primer miembro entre el vector a,-
pero vemos que esto no es posible pues esta indeterminado,
En otras palabras, esta division queda indeterminada.

"8 d

12,

4
: Lcuacion del plano.

La ecuacidn del plano que pasa por el punto
P(Xo, Yo 2Z0), enque OP = 1o y paralelo a los vectores 3@
y b no paralelos, es, en forma paramétrica;

En que t, uson los parametros escalares. Proyectan
do tendremos lastres ecuaciones lineales en t, u, que nos
dan la ecua01ontmrmmétr1ca del plano. Ellmlnando estos -
parametros se obtendrd la ecuacidn en forma clisica.

Para eliminar en la ecuacién (12a) los parimetros t
u y obtener, comoen el caso de la recta, la forma de Pluc
ker, multiplicames escalarmente por el producto vectorial™
axb

~(12b) T .axb=Try.axb

Pues los otros términos desaparecen por tratarse de ~
productos mixtos con dos vectores iguales, Esta ecuacidn

. establece la igualdad entre dos escalaresz seac! la cons=
tante igual al segundo miembro y sea ¢ = a * b, La ecua-
cién nos queda:

(12c) r.c=o
El vector ¢ como perpendicular a ay a b es per
pendicular al plano. Si queremos la distancla del origen
O al plano, hagamos T paralela a Cy O sea T —-/3c y -
sustituyendo en (12¢): B2 =t ;3 B = _2
c

de donde el T buscado perpendicular al plano es:

\

e

.
‘ﬁ-.“
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|
1]

Si ¢ es un vector unitario, esta distancia es sim-
plemente el valor absoluto del escalar & .

K

y en valor absoluto, o sea, la distancia es

Q)

13. Algunas ecuaciones entre vectores.

Tanto la ecuacién (11e) como la (12c) dejan r inde
terminado pero el sistema de las dos debe, en general, de
terminar el valor de T , pues geométricamente se trata -
de la interseccidn de una recta y un plano. Sea pues el-
sistema:

(13a) r"a=_b;;.(_:=o(
Se tiene:
(rxa)xc=bxc=r.ca-3a.crj;r.c=o
bxc=sta-a3.cr
De donde:
ol Aa+CXxb
(13n) T =

a «+ C

Hemos pues encontrado el valor de T _sin recurrir a
las proyecciones. La condicion para que T exista y es-

té determinado es que cl producto escalar a . C no sea nu
lo, en cuyo caso, la recta y el plano son paralelos.

Sea ahora el sistema de las tres ecuaciones entre es
calares que nos expresa la interseccién de tres planos.
(13¢c) T.al= o1 3T.3=olp T, a3 = 043

Formemos el producto: T x {(ap x 33) =T . E352 T 3

33

3d) Tx(3a3xa3) =ol3dp = ot233
Esta ecuacién obtenlda de las dos prlmeras -del siste-
(13c) es la ecuaclon de la recta interseccidn de los ==

s planos. Comblnandola con la tercera T . 31 =of {1 49 =,
' obtiene un sistema analogo al (13a); apllcando pues la-~

mla (13b)
T=—— Sr——
Los tres vectores que son factores respectlvamente de

o I L2y 0{3 fonnan lo que se llama ?l s%stema reci--
eco de a1, ap, 3. Llamemoslos a y 3oy a3

i axa;  _,  33*3d
) & - —————— 33, = i3 ——
[31 32 8.3] [8.1 32 33 *

Tienen la propiedad de ,ue 3 . 1

Ll
]

N
wi

%)
N—

ll

+3 E& <3, = 03

' . a7 = 0, etc. y juegan un papel importante en el Célcg
0 Vectorial. Para que existan es necesario y basta que
1y 39, 53 no sean coplanos para que el denominador

[Eﬁ ED 33] no sea nulo.

4 .
Si queremos expresar un vector a; en funcion lineal
o como base a estos
res, habri que encontrar los escalares A1y ol 5y 043
ales que:

§h= 041 E1+ 0123.24' 043-53
Multiplicando escalarmente por el producto Eé x 33
%

é
‘éaE

;j;? a3 Eh] = ol 1 E _ a3

_J
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by analozamente para of 2 ¥ o 3 La solucidn es vcsi-

ble Unicamente si los vectores ay, an, a3 no son coplanos,

tomando el sistema reciproco y multiplicando escalarmente-
- - -1

por 3 , como quiera que al' a3 =1 a; «a; = 0

— =1
5..; . 33 = 0 se obtiene desde luegoot | =3 . a

1ydel -

mismo modo.
=3 .3, 3 =3 .a.
Si el vector ah es nulo, oty = ol 5 = - E
Asi pues, si tres vectores no son coplanos y se tie--
ne la ecuacion:

Los tres escalares son nulos, lo que geometrlcazlente-
se comprende, pues la suma de dos términos dara un vector-
situado en el plano de los vectores que no podra nulificar
al tercer término pues ese vector no esta en el plano. Se

dice entonces que los tres vectores no estan ligados lineal

mente, o bien, que no forman una combinacidn lineal. Por-~

lo demas el problema importante de expresar un vector valién

donos de otros tres lo tratamos también en el estudio del-
producto vectorial con cuatro factores.

Veamos finalmente la ecuacion:
(131) P+p.ab==T

Desde luego multiplicando vectorialmente por b

(133) §x—b=6 x b
Multiplicando ahora la ecuacidn dada (13i) escalarmen
te por a
T.a
(%) $.a(1 +9.3)=¢c .23 ;p.a= —_—
1+%b ,a

(3 otd+ (B o+ .3 @+T . 306 HE-1)ED

(130)p=¢c -
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Estas ecuacioes (133) ¥ (13k) nos resuelven el. prow-

blema, pues son amlo§as a las ecuaciones (13a), cuya so.~

ucién nos la da 1a férmula (13b).

Pero queremos un procedimiento, aunque mds larg; Oy M-

cho mas general: Expresemos p tomando como base l.os vec
tores conocidos a4 b , ¢ 4 que no seran, en general, c: o-

(13) p=cta+ Bb+ Yc
Se trata de encontrar los escalares <X , ﬁ s 4.

Para esto, sustituimos esta expresion. (131) de p en
estra ecuacion (13i) y se obtiene, todo pasado al ‘primuer

‘miembro. |

Seglin hemos visto los coeficientes esc.alares de_a , o, -
¢ , deben ser nules; igualémoslos, pues, a.ceroy te nemo.: s- :
tres ecuaciones lireales con las tres incognitaso(, ,3 )
¥ . Se encuentra:

C .2

1+4b .3

’
Asl pues:

.- L. Centros de Graveaad.

~ distintos, O y O0'. A los vecto--
res que tienen pororigen O' los-

vamos a valemos de vectores
. < 7 ,
de posicién pero cn dos orfgenes

Fig, 7
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1lamaremos con una letra minuscula con acento, V.gr. a’;

a los vectores que tienen por origen O_no leg pondremos --
acento. Al vector O C' lo llamaremos d =00t (fig. 7

— —_— .

Cualquier vectcr a , 0A, nos define un.punto,.su ex
tremo, que designaremos con A mayuscula. Si se quiere que
los vectores a y a' representen el mismo puntoz es de-
cir, que tengan el mismo extremo A se debe tener. (fig. rh)

p—

(1ha) a=a +d; a'=a-d

En este caso y solo en este caso los dos vectores de-
. . £ - ol -
posicicn a y a' representan el mismo punto en el espa-
cio. Con n vectores aj y n escalares obtengamnos el vector
P tal cue:
(1o, 265 & =P

Este vector P nos definira un punto P del espacio.
Sustituyamos ahora en la ecuacidén (14b) en vez de los vec-
tores aj los aj correspondientes, es decir, que definan --
los mismos puntos Aj. Valiéndonos de la (1ka), se tendra:

(e) Zkiay =535 Loty (3 -d) = 5
El vector s definira otro punto S del espacio.
Arora bien, queremos averiguar que condicion deben tener -

los escalares o{ i para que los puntos P y S sean el mismo
punto. Debe tenerse (1La):

(1kq) s=p-d
Sustituyendo en (14c) y teniendo en cuenta la (14b):
i3 - (Sxy)d=p-d
(Exj)a=d; (Exy=-1) a=0
no es nulo:

d
(1he) 2l -1 05 Sus ™ 1
\iye (..o(l \ ! 2eLi
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Observemos que la suma algebraica de todos los coefi-
cientes escalares pasando todo a un solo miembro es milo.

Mas generalmente sean los n vectores bj que repre~

.’
- sentan los n puntos Bj y sea la ecuacion:

- (14f) Zﬁ j_-si=0

. Esta ecuacidn nos define uno cualquiera de los vecto
res en funcién de los n - | restantes (todes 3 ; # 0),
O sea, nos define uno cualquiera de los puntos, conocidos
los otros. Vamos a sustituir los vectores Bi por los co
rrespondientes b{ , en otras palabras, vamos a cambiar de
0 adQ!el origgn de los vectores y queremos ver cual debe
ser la condicion de los escalares/3; para que la ecua--
cion (W4f) siga siendo cierta; por la férmila (1ha):

2Bib%i=0; 2pi by -d) =0
2Rib - (2 8 Pd=0;(Iggi=o
La condicidén buscada es pues:

(he) X3, = 0

La suma de los goeficientes escalares, debe de ser nu
la, si esta condicién se cumple la ecuacion (14f) defini=
ra siempre el mismo punto en funcidn de los n - | puntos-
dados cualquiera que sea el origen comin de los vectores,

Facil es demostrar que si se trata en la ecuacidn --
(1Lf) de tres vectores y se cumple la condicidn (1Lg) los

~ tres puntos estan en linea recta. Y en el caso de cuatro

[ 4
vectores sus cuatro extremos estan en un plano,

Veamos el caso de las tres:

e 81“‘/921’2“ﬂ3?’-3=°5/31“/5‘2*/4’3= 0
B1Pr ¥ B0, - (B + 3,053 = 0
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/3'1 (b1 '-53) = B2 (b3 - by)
Como las diferencias by -byy 53 - bo son paralelos
los extremos B1y Bp ¥ B3 son colineales.

Con51deremos ahora n puntos Aj, sus vectores de posi-
cién 3y. En cada punto existe una masa concentrada mj .
Rstas masas pueden ser positivas o negativas pero vamas ?~
convenir gue su suma total, que Ilamaremos, m (sin indice

no es nula, asi
> m =m # 0

Encontremos el vector a tal que:

(14n) 2m 3 =ma

Este vector a nos fija un punto J_a(_:me 51gu1endo la
costumbre vamos a llamar Gj A = Gj a = 0G que es el centro
de gravedad de las masas m.

Si en la ecuacién (14h) dividimos entre m = 2 my ,
la suma de los coeflclentes escalares en el primer miembro
vale uno, la ecuacion queda _pues de la forma de la (i4b) -
en que se cumple la cond1c1on (1he), por lo tanto, el pun-
to G asi determlnado sera el mismo cualquiera que sea el -
origen corsin de los vectores 3i.

Se trata pues de una propiedad geométrica independien
te del sistema de referencia que se haya usado.

Llamando X, y, Z, las coordenadas de G, o sea, las -

proyecciones de 2 y Xi, yi, %i las del punto A;, la ecua--
cibn (1hh) se desdobla en estas tres:

2 om x4

(14i) zmixi=m§ ; X =
m

_ _ 2 miyi
Z2my;smy 3 y= —————
m
2omz
2mzi=mz 3 z= ——
m

15, Vectores deslizantes,

Hemos dicho que un vector libre no tlene 1line:> de -~
a001on, aunque ya supuesto en una p05101on determlnada se
hable, por comodidad, de la dicha linea de acci6n de la -

' cual la direccién es lo inico que 1mporta, en cambio, un-

vector deslizante 51 tiene linea de accidn en la cual o=
puede moverse como finica libertad.

Veamos com¢ definimos un vector deslizante o cursor -
por medio de datos escalares,

Definamos la linea de accibn o soporte del vector,
Una recta queda definida por dos puntos, pero hay un nﬁmg
ro infinito de pares de puntos distintos que la definen,-
podremos escoger arbltrarlamente, en general, una de las=
coordenadas de cada punto, o geometrlcamente fijar los -
purros donde la recta corte a dos planos paralelos a dos-
de los ejes. Asi pues, de las seis coordenadas de los --
dos puntos fijamos dos, una en cada punto, y nos quedan=-~
cuatro datos escalares para fijar la posicion de una rec-
ta en el espacio.

Una vez fijado el soporte damos el tamafio; en cuanto
el sentido, hemos visto que no requiere un nuevo dato. En
total se tienen cinco datos indispensables y suficientes=
para determinar un vector deslizante, o sea, tiene cinco-
coordenadas.

b d . . .
En la practica se da primeramente el vector deslizan
te como vector libre p L9 dando V.gr. sus tres proyeccio-
nes, y un punto de su linea de accion por medio de un vec

«
S Y
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tor de p05101on ra, O Sea, ,las tres coordenadas de un =
punto A de su linea de 001on, proyecciones de raj en -
total sels, pero, S sabemos que hay un dato superabundante-
pues T, no esta cdeterminaco, podemos fl]ar arbitraria--
mente una de sus proyecciones y forzar asi el valor de --
les otros dos.

. L .
Dados P ¥ Ta 1a ecuacion de la linea de accién -
en forma paramétrica (11a) es:

(15a) r=T, +tD

Con la cual podemos encontrar los puntos que quere--

mos en el soporte del vector.

16, Momento Vectorial { =z

Sea un punto
cualquiera del es
pacio O, que, por v
comodid d, vamos-
a tomar como ori=
gen de los ejes -
Yy sea un vector_- _
deslizante p = A B
(fig. 8) dado por
sus proyecciones-
Xy Y, 2 y por un-

~ es vector desllzante sino vector fijo en 0, pues dandole-

punto de su sopor
te.

A(xa, Ya, Za)-

E1l punto y -
el vector determi
nans

Fig. 8
1o. Un plano, definido por el ounto y el soporte del
vector.
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20. E1 area de un triangulo definida igualmente por
el punto y por el vector, este triangulo CAB cam
biara de forma al deslizarse el vector en su so-
porte pero el area es invariable.

30. Un sentido, con el cual se ve el vector p = AB -
desde el punto O.

Se llama momento vectorial o momento lineal del cur-
sor p con respecto al gunto 0, a otro vector v que ti
ne: como origen O j como direccion, la perpendicular al -=
plano OAB y un sentido tal que desde Vv se vea P en el -
sentido positivo, en el caso de la figura, de izquierda a

derecha, pues, hemos dibujado ejes izquierdos, En otras -
palabras.

- — - — - F A S —_ -
V=Ta xTp,peroTb =T, +p asi =T, x (F5 + )
¢ ceal
(16a) V=T, xP
Desde luego se ve que el momento vectorial v no-

otro origen en su linea de accidn el momento vectorial con
respecto_a este nuevo orlgen cambiara. En cambio si el --
cursor p sSe mueve en su llnea de accién Vv no varxa, -
por las con51dera01ones geométricas que antes thImOS, o -
bien, si en la expre51on (16a) sustltulmos por r; un --
punto cualquiera de la linea de ccidonde P tomada de la
(15a) nos queda :

(Fa+Tp) x5 =T, P

Llamemos L, M, N las proyecciones respectivas de Vv
sobre los ejes:

(16b) v =4iL + jM + kN = X, Ya %
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De donde obtenemos L, M, N en funcidén de las coorde-
nadas del cursor p .

Las tres proyecciones del cursor X, ¥, Z y las tres -
del momento vectorial v con respecto al origen de los --
ejes L, My N son las coordenadas clisicas de p . Estos -
seis escalares estan ligados por una identidad pues
p.v=0,0sealX +MY +NZ =0

(16c) p.v=LL+M +NZ= O

Asi pues, de los seis podemos, en general, dar cinco -
arbitrarias, como ya hemos visto. Conociendo estos seis -
escalares, conocemos p como vector libre y conocemos v
fijo en 0. La ecuacién de la linea de accion P la obte-
nemos desde luego en la forma de Pliicker (11e)

(16d) rxp= 7%

Para encontrarla en forma paramétrica hallemos un va-
lor particular de r , para ésto, hagamos el valor ¢ce r . p
1gual a cualquier escalar dado y se tienen dos ecuaciones-
en T como en las igualdades (13a) y (13b):

Encontremos V.gr. el T perpendicular a la recta, =~
asi T. p =0, llamamos Tp a este valor particular de T .
Aplicando la férmla (13b):

Fx7

52

(16e) T =

Y 1a ecuacidn paramétrica del soporfe del vector es -
pues:
= P XV
(16f) r= ——— +1'F
P2
Encontremos ahora el momento vectorial del cursor p
con respecto a un ounto cualquiera 0' (x!, yt, z2') dado por

L3

el vector de posicidén F' = 00'. Sea V' este momento, se -~
tiene: (f z. 8).

{16g) vt= O'A x p=(Fa=T!)xpP=¥ T x 5

Veamos pues que conociendo las proyecciones de p y
de v . y naturalmente, el punto 0! con respecto al cual-
se qulere el momento, conoceremos por la férmala (16g) di-
cho mcmento, Si L. M'. Nf son las proyecciones de V::

(16h)

i J k
v! = 1L? +~jM' 4 kN? = Xg = X!  ya = y! Zg ~ 2!
X Y z

De donde encontramos dichos valores.

17. Momento axial. -

Momento axial o momento de un vector deslizante con
rcspecto a un eje es la proyeccién ortogonal del momento -
vectorial con respecto a un punto cualquiera del eje, so~-
bro dicho eje.

Sea (fig.8) el cursor p y tomemos como eje uno de-
los ejes coordenados, V.gr. Oz. Se toma un punto cualqule
ra del eje, O, Se encuentra v" momento vectorial de p
respecto a O Y se proyecta v" sobre el eje Oz. Se tra-
ta, pues, de un escalar, Para justificar esta definicidn-
tenemos que demostrar que esta proYeCClon es independiente
del punto elegido en el eje. Geométricamente (fig. 8).

I?"l cos & =2 4rea On AB cos ¢ =2 area OAj By
Y como quiera que todos los puntos del eje se proyec

tan en O, el resultado seri el mismo tomando otro punto =
cualquiera distinto de O" en el eje.
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Las proyecciones de v, L, ¥, N son pues los momentos
del cursor con respecto de los eJes coordenados en nues-

tra figura como O y O" pertenecen al eje 1 cos =
N=%v .k Y en efecto:
G"=O"A'x§; oo = kk;O"A'=_i‘a- Ak
V"= (f, - Ak) xpP=Tyxp-~ AkxDp

M= T - Akxp

Que directamente se puede obtener aplicando la (16g)
Eultiplicando escalarmente por k.

v . k=7 . k

_Pues k xp . k es nulo. Pero V" . k es la proyeccion
de V" en Oz lo mismo que ¥ « k = N

Las seis coordenadas del cursor son pues sus tres --
proyecciones y los tres momentos con respecto a los ejes
estos seis escalares estdn ligados por la identidad (160}
como ya hicimos notar. Conociendo cinco de ellas obtene-
mos la sexta de 1la (16c) ¥y con las seis coordenadas cono-
ceremos la proyecc1on del vector sobre cualquier eje y el
momento vectorial con respecto a cualquier punto del espa
cio y, por lo tanto con respecto a cualquier eje, -

18, Sistemas de cursores.

Se 1lama sistema de vectores deslizantes al conjunto
de uno o varios vectores. Proyeccion de un sistema de --
vectores deslizantes sobre un eje es la suma de las pro--
yecciones de los vectores que lo forman, sobre el eje.

Momento vectorial de un sistema con respecto a un -=-
punto es la suma vectorial de los momentos de cada uno de
los vectores respecto al punto, vectores todos ellos de -~
mismo origen, igualmente que su resultante o suma.

L5

Un sistema de vectores deslizantes se caracteriza por
dos cosas, sus proyecciones sobre los diversos ejes y sus
momentos vectoriales con respecto a los diversos puntos --
del espacio.

Dos sistemas son equivalentes cuando, y solo cuando,-
. . . . .
tienen la misma proyeccion sobre cualquier eje y el mismo-

- .ucmento con respecto a cualquier punto.

Sistema nulo o sistema en equilibrio es aquel en que-

ambos caracteres son nulos para todo eje y todo punto.

19. Sistema de cursores concurrentes.

Sean los cursores pj, pg,...pl,...pn cuyas lineas de-
accion pasan todas por el mismo punto del espacio A, dado-~

por su vector de posicién ra, el momento del 51stema con -

raspecto al origen O es v 3
7=2 f‘axf)i
Pero por la propiedad demostrada para el producto vec
torial.

v=rax Epi

Pero Y pj = p es la resultante de los vectores como
libres, asi:

(19a) v =T, X 2 Pi =T, xP

Tal es el teorema de Varignon generalizado. El vec-
tor deslizante p , que ,pase por el punto de concurso A de
todos los demas, formara pues un sistema equivalente al da
do. En efecto, las condiciones de proyecc1on se cumplen -
evidentemente y las condiciones de momentos se cumplen para
0 origen de los ejes; pero a cualquier punto podemos tomar
como origen. Por lo demas igual hubiera 51do tomar direc-
tamente un punto cualquiera O' y aplicar la formila (16g).
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Por lo tanto, dos vectores deslizantes ny nilos equi-~
valen a uno solo, cuando, y solo cuando, sus lineas de ac-
cidn estan en ¢l mismo plano, es decir, cuando sus lineas-
de accién se cortan, sea a distancia finita, sea a distan-
cia infinitaj; el caso en que se cortan a distancia finita-
es el que acabamos de ver, estudiemos ahora el otro.

J -
20. Cursores paralelos. ~

Sean p1 y p? dos cursores
paralelos; A} y A2 dos puntos
respectlvamente en sus lineas- -
de accion. Si a este sistema- ’
afiadimos un sistema nulo, el - 5
conjunto de los dos sistemas - 2
es evidentemente equivalente - l////
al primero. Afitadamos dos vec-
tcres iguales y contrarios, --

a vy -q que tengan por sopor &

te comin la recta Al A oo Ay

(fig. 9); combinemos este sis- d Fig. 9
tema nulo con el primero, su-- -7

mando q con pj y =G con ppj como quiera que estas --
dos resultantes parciales se cortan a distancia finita, -
podenos cncontrar su suma p . Asi pues, el sistema de los-
cursores paralelcs ©] y P2 es _equivalente al sistema P
de un solo cursor, El cursor p como vector libre es la-
suma vectorial de los cuatro, luego vale D1 + p2 , tiene-
pues la direccion dc ambos y su tamafio es la suma o dife--
rencia de ellos segun que sean del mismo sentido o senti--
dos contrarios, Si D es el punto donde la resultante p -
ccrta 21 segmento A1A2, la suma de los momentos del siste-
ma pl, p2, es nulo con respecto a D.

Cormo la relacidn DA1/bA2 es igual a la relacion de -
las distancias de D a by y a pp, se obtlene que €l punto -
D divide el segmento A]Ag en la relacidn inversa a los ta-
mafios de los vectores p1 y pp. Este purnto esta dentro de-
A:A> si los vectores scn del mismo sentido y fuera, si scn
de csentiaos contraries.
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Supongamos ahora cue conservando como Orlgenes 105 —-
puntos At y Ay los dos vectores cambian su direccion comin
el punto D por donde pasa su resultante no cambia, pues 1la
relacioa de sus tamalos ha permanecido 1nvar1able, Tampo-
co habra cambiado el tamafio de P que seguira siendo la -
suma o diferencia de pj y p2. Si consideramos ahora un
tercer vector 03 paralelo a pj y P2 y que tenga de cri-
gen el munto A,, al cambiar la d1recc1on comin de los «---
tres vectores éonservando sus orlgenes Ay, A, y A3, la re
sultante pasara siempre por el mismo punto, puesto que la-
resultante de los dos primeros pasa siempre por D ; no cam
b1a de tamano, y al componer esta resultante parc1al con -
p3, para obtener la resultante total, tendremos el mismo-
caso estudiade, Y, en general, si se tiene un sistema de
vectores Qaralelos Pie..Di s+« Pn s cuyas lineas de -
accion pasan por los puntos AI, +o. Aj, sene An y conser-
vando estos puntos en sus linead de acc1on, todos ellos to
man una nueva-y misma direccidn, la resultante pasa siem-
pre por el mismo punto del espacio G.

Este es el concepto original de centro de gravedad.

En efecto, los pesos de las diversas particulas de un cuer
po rigido forman un sistema de cursores paralelos; desorlen
temos de diversas manera al cuerpo; relativamente a él, -
es_como 31 todos estos vectores hubieran cambiado su direc
cion comin pasando siempre por los puntos fijos determlna-
dos por las particulas del cuerpo; su resultante pasara --
siempre pues por un punto G, fijo relativamente al cuerpo,
su centro <e gravedad.

Vamos a procurar identificarlo con el concepto antes
estudiado (14h)

Tomemos momentos del sistema antes descrito con res--
pecto a un sunto Qualquiera O, origen de los vectores de -
posicion r_, la suma vectcrlal de estos momentos es igual
al momento de la resultante, que hemos demostrado que en -
este caso existe:

Py = P

_— ~ - — -
V= _—Tixpj =FzxPp

~ae
R4}




“n que G es el vectcr de posicicén de un punto G de -
1a rceultante. N
Como tcdos 10s vectores son paralélcs vanos a tomar-
un vector unitario e paralelo a todos €llos dandole uno
¢ec los dos sentidos. Tode vector p, es igual a mé, en
que ¢l escaiar mj es igeal, en valor abscluto a p; , es -
§csi ivo si pi -iene el sentido dado a € y negativo --
€N cAasn coniraric,

2p o=

Ccnvenganos que ; = m, no es nula.

Se tiene:
T = E(mifix'é)-:?gxzmi-e_:-[.zmi]-f‘Gxg
[Emi?l--m —G] xe =0

cue este producto vectorial sea nulo indica, o bien, que
el orircer factor es nulo, o bien, que los vectores scn pa
ralelos, (El segundo factor [e | = 1). Cambiemos ar-
bitrarianente la direccién coufin de los vectores, € can
biara de direccidénj luego tenemos que desechar el caso ~-

del paralelisio y nos gueda:

(2Ca) Im T, = mTG

Que es la férmula (!ih)

21.__Par de vectores,

Es un sistema de vectores deslizantes formado por -~
dos cursores iguales, paralelos y de distintos sentidos ¥
linea de accién. Sean 5; y Pp los dos cursores; Aj y
A, dos zuntos en laslineas de accién de Py y P, res-
pectivazente.

Se tiene: p; = - 52

T ;= Q
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La proyeccidén sobre --
cualquier eje de este siste
ma es nula. -

Sea v el momento del
sistema con respecto al ori
gen cde los ejes O: -
(fig. 10)

\-f:i"‘lx-"{_)1ff2)(-;)2:

= (F] - ?2) x_§1

- — Ag
Pero r; - Ty = Ay A ) °
boe 2" Fig. 10
se tiene pues: 8-
(21a) T =A) &y x5y = Al & x5

Encontremos ahora el momento ¥' con respecto a otro-
punto cualquiera del espacio O!':

—_—
—_—

P2 0R x5y 2 T 5y = O, - OF) x5,

—_— —_— —_— ¢
Pero 0'A7 - O'Ay = A5A7, asl obtenemos:

- . o -—

Esta férmula (21b) nos demuestra que el momento de ~
un par es igual para todos los puntos del espacio, se tra
ta pues de un vector libre no de un vector fijo cémo en -
los otros sistemas. Este momento es perpendicylar al pla
no del par, de tarafio igual al médulo comin de los vecto=-
res por su distancia y de sentido tal que desde v se --
vea el par en sentido positivo. 3

Un par de vectores deslizantes tiene, pues, las li--
bertades de un vector libre, su plano lo podemos mover pa
ralelamente a si mismo, podemos desorientar ambos vecto--
res en su plano, podenos separarlos o juntarlos, conser--
vando el producto de uno de ellos por la distancia cons--



<ante: un Ludos estos <¢ascs cbicaemcs sistgsas exu val?n;o:,
wenLy nuad, €1l par cualjuiera que sea no tiene proyescio--~

res ¥ ~y memen:o igual para todcs los puntos del espacre,-

G CLTSETVA

s e brsr s v LD

I 4
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. £
Yea up, sistenna censtitul
)

Oy
Qy

dg ~ T ua gele cursor P

A, 22 pento d2 su linea ae ~-
ac::iny sea B otro punido fue- | {
v ¢ eila (fiz. 11). Con - A =
origen i ll2vo dos vectores -

ipzales y contrarios ¢ = p 3

-3 = =p aue ccnstituyen un -- 5
sistemz rnalo., El sistema P

es oues cquivalente al forma- .

do por lcs tres vectcres. Pe Fig, N

o 3 » =7 {crman un par y- Y

les vosiores p oy q son igua--
1es (coxc vecteres libres) .

Id
flomcs lozrado pues mover un cursor paralelxnente*a 1
fipeaa =¥ i = v intrc-
migac, sac.ndclic de su iinga de aceion, con ?al de 1n. ‘
ducir L .- de transmerte, sin alferar el sisterma. onge,

wuida, si conviere, pcdc.os descrientar el par, sacarle ce
h"—‘ — Ll - :
su vlano, sombinarle conm otroc prres, etc.

23. | Listata poucral.

“ca =n gis.oma cuzlguiera de victeres deslizanies o -
surseres T sen pi uno de eller, scn el punio Ai, cado -

an g1 sonutle. Ss liaza, muy imneoniamente resultante geng

pad a4 alssens a la susa Oz los rvlcitores que lo comdenen
! L aliten la sas = 10 I qus
s anTaNG o libres, liaadnisla D, asls

o~
3 = hd
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(23a) p= 2 Py

Hay que tener bien entendido que solo excepcionalmente
un sistema de vectores deslizantes en el espacioc es equiva
lente a un solo vector, Lo que se llama resultante gene--

ral se refiere pues a la suma de los vectores pi

como ---
vectores libres.

Sean las proyecciones de pi(Xj, Yiy 23j), ¥y las de p
(x, ¥, 2)

(23b) X= Y% 3 Y= XV, 3 z=324

Sean vi y Vi' los momentos de Pji con respecto al
origen O de los ejes y con respecto a un punto cualguiera-
0'; respectivamente (16g):
(23¢c) 73 =F5 xP; 3 V3'= ¥y -7 x Py

Sus proyecciones las llamaremos:

-— o= i I

(23d) ¥; (Li, M3, Bi) 3 3t (g, M Ni)

Calculemos ahora estos dos momentos para el sistema:

v= Zw; v= Ig
v= ZF xP ;v = 2% - 2 (P xPi)
(23e) v'= T ~T'xp

Esta formula nos rmestra que conociendo la resultante
general p y el momento con respecto al origen de los --
ejes 0, (o con respecto a un punto dado) se conoce el mo-
mento con respecto a cualquier punto Q! del espacio. Cono
ciendo pues estos dos vectores p y V conocere.ios el =-
sistema, puesto que la proyeccion del sistema sobre un eje
cualquiera la encontramos proyectando simplemente p , el
momento vectorial, con respecto a cualquier punto 07, lo
encontramos por la férmula (23e) y, como dijimos, estos--
son los dos caracteres o condiciones de un sistema de cur



sores proyecciones y momentos:

Dos sistemas son pues equivalentes cuando, y solo cuan
do, tienen misma resultenie reneral y mismo momento con =~
rescecto a un punto que, por comedidad, tomamos corio el -
orizen de los ejes. Un sistema queca pues determinado -

por seis escalares, las proyecciones de pyX = 2 Xj,
¥ o= :Yi, Z = iziylasdev,L= 2Li, M=ZM1,
Dines E'Ni. Estas son pues, las seis ccordenadas del — -~

sistema que no estan lizadas por ninguna identidad, como-
en ¢! caso del solo cursor,

Coservenos oue L, M y N son los momentos del sistema

can resmecto 2 los eies coordenados. Se trata pues de <~
2 . rc .

tres ecrdiciones de nroyeccion y tres de momentos axiales.
Si eiL sistera es nulo suz sels coordenadas son nulas.

De ia férmla (23c) obteneros las proyecciones de -=

- v + .l.

T':" (LJ', .'-«1, 1‘“), asle

(23F) L' =4 ¢ ¥z = Zy!
Para ' y N! ver=u.a.n05 circularmente,

En la fér:mla (22e) veros que el momento con respec-
to 2 C' es igual &l nomgnto con respecvo al origen O, me-
nos., con respecto tamoien al crigen O. de un vector que -
pasara por 0! igual a la resultante general p.

De la simple inspeccién de la ecuacidn (23e) noes -
diffcil aque ocurra multiplicar escalarmente por p , con-
objeto de nacer desaparecer de ella a r' y obtener una ~--
relacion en donde no intervenga la posicién de 0!j; en cam
bio, obcervando las eguacioncs (23f) es gucho mas dificil
que ocurra la oper§cion equivalente; 2aoul vewos, de paso,
la§ ventajas del calculo vectcrial. Efectuando esta opera
cion:

(258). ¥ . wD=¥V.D3 Proys (v*) = Proyg (¥)
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0 sea, la proyeccion del momento sobre la resultante-
genergl es 1gual para todos los puntos del espacio. De lo
anterior se deduce que los momentos seran mini

sean para1e10§ a la resultante general P - Eszoﬁtigggs-
el lugar geométrico de los puntos en que esto sucede que-
v’ es paraleloa p , sea r" (xn, y", zM) 1los radio; vec-
tores de estos puntos, se tendra pues que las proyecciones

= = -
ge V - r" X p son proporcionales a las proyecciones de -
P, O sea:

L+ Yz ~ Zy" M+ Zx" - X2" + vy .
(23h) B A s AR <

X Y 7

Ecuaciones lineales en las variables x", y", 2", lue-
7 -
go se trata de una linea recta que se llama "eje central”
del sistema.

El eje central del sistema es paralelo a la resultan-
te general. Para demostrarlo supongamos un sistema de valo
res x"1, y" z"7 que resuelva las ecuaciones y verificamos
con ellas que el nuevo sistema: x"2 = x*1 + cX j
y"2 = y"1 + cY ; 2", = 2" + cZ , también resuelve las --
ecuaciones.

Obtengamos en forma vectorial la acuacion del eje cen
tral. En la ecuacion (23d) si ¥' es paralelo a p se ===
trata de los puntos cuyo lugar geométrico queremos encon--
trar, a los radios vectores de ellos los llamaremos L

Multiplicando la (23e) vectorialmente por p , sabien
do que V! xp = 0, ya que estos vectores son paralelos:

(231)) 0=V xpF- (F" xB) xp =7V xP -5 +B2

Mu tiplicando de nuevo vectorialmente por p y Ccon -
objeto de eliminar el segundo término del ultimo miembro-
se obtiene:

P » vV

(233) ™ xp= v« P

p-




s~. es la ecuacifs de 1a raocLa, eje cenural dol sisus
Dhp T gesne lueo WdpcE Tz e aarglela a o Tedalverto~
ensrel D o L vescheor T pernoudicular a la reciz lo -
SR 1 . S = L2l £y~ s ved TR
ptonermns hizcignlo ¥ . 2 = 0 cue oo la v23]) da (lza) =
R & K
DXV
22k} r- = =
52
. < - s - o - T
51 liamases m & 1a preyeccicn e VO SCore@ D 4 ool
t 1o V! sobre ny y cesignamcs per € el vecter unitario -
- ’
ual a D e la formula (233) nes quedas
‘D
D eV 2
fo32) x99 =ve.enejn= —— - 3 €= -~
.p‘ e

Sea de nuevo un punt
su acmento =y esta uaﬂc -~or la ecu
(23e) e igualindclo

> !

Despejemcs v cde esta scuacidn

231)

nejalo ce la

(23m) vi=(" ~-T!) xp+*t.C
— — _—
Sea € un vunio <el eje centrzl, Y = CC jr' = CU°
asf B0 -V = CIG de dende:
— _
2 ' =L xn4+ne
Benaciln qus noz mestra gus el ncments el s stctg -
con rcrsecko a un sunto cualoulers es igual ol mozenuo ce-
vn curser imal 2 la reoultznte genzral que tenga per lle-
naz de ascién al 2o censrsd -8s un vecicr, igual para bto-
dce Yos mutbos €al espasle, caralslo s la rosultenie gene-
rel, oLl gmes, wr sisscla cunosiieva de curscres of 2nvis
voianite f SERroeY ijLil a la respitante L clojada-
zl oJo Ssabr: fo an pge sitgess ey DO ARl

se obtiene:

cualquiera del 05‘ﬁ"1o 0' dzco-
vu131on (

930).
al v ces
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cular 2 dicha resultante general, este par nos lo da la -
compcnente m € , igual para todos los puntos del espacio.
En efecto, logramos demostrar que la igualdad de los mo--
mentos se cumple y evidentenente la )gualdad de proyeccio
nes sobre un eje cualquiera se cumple también pues el par
no da proyeccicnes.

Ustudiemos ahora brevemente los sistemas de vectores
deslizantes desde un punto ce vista puramente geométrico.
Partimos de la ley del paralelozramo: un cursor puede des
conponerse en dos cuyas llncao de accioén sz corten <n un-
punto de la linea de accion del cursor dado ¥y que estén -
adenas estos tres soportes en el mismo plano. Inversamen
te dos cursores concurrentes o paralclos tienen resultan-
te vy, en general, un sistema de cursores concurrente equi
vale a unc solo que pasa por el punto comun; analo gamente,
un sistema de cursores paralslos tiene resultante de mis-
ma direccicn.

Ur cursor puede moverse paralelamente con tal de in-
troducir el par de transporte, el cual se maneja con las-
libertades ya estudiadas. Dos o mis pares equivalen a un
solo par.

2l. Descomposicidn en tres.

Un cursor puede desconponerse en tres cuyas llneas =
de accion se corten en un nunio de la linea de accidn del
cursor dado y que formen un triedro, es decir, que estes-
tres rectas no estén en un plaro. Sea O un punto del so-
porte del cursor p y sean las rectas _OA1, CA2, OA3 no
coplanos, Una de ellas, V.gr. CA1, y p deterainan un pla
no que corta al determinado vor las otras cdos en una rec-
ta que pasa por O, sea 3 esta rocta. Descoxponemos p se
gun CAy y (B . 7 a ,esua vltina corponente en CAp v OA3.”
iste problema ademas de susidle es deterainado, esto )lt1
no se ve proyectando sobre un eje rerperdicular a alguna-
de las caras del triccro.

Un sistema de curcsores puede descomponerse en tres -
U2 pasen rospectivamente ycr tres puntos dados no colinsa



vt

- . 0 . _-‘ L
-_. es la ecuaciur <2 la roc.a, eje cenur
Tirg ™ desne lueso temc1 a2 ec tarniela a la
ensrel O . Ll vSchtor P parnondicular a la recia
ensrel X c T 2 la resca 1
chsercwns noeigno 1 4 2 = 0 cue e la (273) <a (1ia) -
- {1221
9 XV
o R i' = -
PN _2
P
. - e, - P
Si lis-ates M & La proyeccicn de Vo SCOTC P 4 0T
a la ¥t scbre ny ¥ cesignames por e el vector unitario -
izval a . 1la fér-ula (23j) ncs queda:
27 -
p — —
D eV B 2
( ) i‘nxij:v..‘_._e;m:-—‘._l-; e = ~—
P 3]

Sea de nuevo un Dunuo cualquiera del cs’agio 0! daco-
pcr r! , su acmento = egta dade -or la ecuzcion (930). i
Sesicjenos T de esta ceuacidn (23e) e igualfndolo al v ces

nejado de la (232 1) se obtiene:

(23m) v! (¢v - T') xp + . ¢C
S =o Tt = OV
- e :A
Sea U n tunto del eje cenurzl, T = cc3r o
-
s1 ™ =t = (10 de dcndes
-—b—_ —
»°n V'::’;"‘V““‘lc

oz ‘mostra que el acmento del sistea =
B T » - ce-
anko cualcuiera es izual a2l mcnenuvo b

i;nc:r:c- irual 2 la resulbonte ~onzral que benga por lifw
nag de -:cién aLl o°d rn;::l -fs un FCCLCT, igual para iC-
dcs ias —uebos 2L esnasio, teorcizlo a 1z raz.:ltzniz Effi:
yola w23, Wl SIOLCIA OO —~a dge ckrz;re; ?? el
voionie o WA CUroT 2l a.la banie gemeral C.OJEGL

z 2 X' ~struar s o9 TN TLON0 STrIenLLe
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Tiene aplicaciones, aun para la Geometria, el hecho-
sencillo de que las lineas de accién de tres cursores que
formen un sistema nulo, son necesariamente concurrentes,-
pues la resultante de dos de ellos tiene que tener misma-
linea de accidén que el tercero.

- « ’ y
7. Descomposicion segun un plano y una recta.

Un sistema de cursores puede descomponerse en uno ==
que esté en un plano dado y en otro que sea paralelo a -=
una recta dada, con tal que esta direccion de recta no sea
paralela al plano.

Corramos, en efecto, el primer cursor del sistema, -
Pt hasta que su origen Aj esté en el plano; por A1 lleve
mos una recta AtL con la direccion dada. E1 plano deter-
minado por A]L y P1 corta al plano dado en una recta A B.
v al cursor p; lo descomponemos segin AL y AB.

Lsto mismo lo hacemos con todos los cursores del sis
tema y al final tendremos un sistema parcial de cursores-
coplanos que tiene resultante y otro de cursores parale--
los que también tiene resultante con la direccién comin -
de ellos. Si alguno de los cursores del sistema dado es-
paralelo al plano, se descompone previamente en dos que -
no lo sean. El problema es pues siempre Dosible, ademas-
es deterninado. Esto ultimo se ve proyectando primeramen
te sobre un eje perpendicular al plano, el cursor parale-
lo a la recta, 1lamémoslo q que corta al plano en el pun-
to C, queda determinado como vector libre. Tomemos ahora
momentos axiales con respecto a dos ejes que pasen por C
¥y que estén en el plano, estos momentos axiales son nulos
pues el momento de un cursor con respecto a un eje copla-
no con él es nulo. Asi pues § tiene un punto forzado C.
Tomando ahora el momento con respecto al punto C y nuevas
condiciones de proyec01on veremos que el vector que esta-
en el plano esta tamhién determinado.

Podemos tomar la direccidén de la recta perpendicular
al piano y obtenemus yue un Sistema de cursores ¢s cquiva
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soa coroIrdicuiar, GUServemCs Ul on ccte caso las cosge-
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Tasrenns aicra gae l2 resuliante de los cursores co
olancs lg3areri.ea W2 ATy G0 ~stos curscres son las »

aceionas oviugoonales dc los gue Iiltian el cistema, su
. -
sultonse es la projacsion ortogomct de la rasultaite gene-

roi 2n 2l ploac, N0 LEWTERSS PARS sino elezir el diano --

(2

r
S

~

&
B

4 I = 2 - a2 . P ot A
narronalcuiarl a ZLcla =rzunlyany? _BY)GI‘&]_ == S1STCie Vo
; 4 . Aol - 4 Y s e ot
asy Toendresis L& ¢ 3--36.”_‘0‘3101Lf1 t1aslcas 0710 STLELen de -
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Lor v oun pay situado Laoun nlane norpendic.s

dz accifa decl vecsor s: llasa eje guntral del slolena |
izual & Lo que se llasa resultanie generzl, o sea, a ia i
ra do Les wectores como vectores iibres. i soln cursoer -
tiene cincoc coorderalas, ¢l par, que es un «vactor libre --
4ol ci2l se da la direccién tendra una sola. Un sisiema -
de cursores queda pues definido »or seis escalares, cOmO -
va hasfamcs estudiade.

29. Derivola vactorial.

~ ., 4 — L ¥ o
~:c ur vechor sea funcion de uno ¢ varics escalares-~
siznifica vze 22do el waler particular del escalar o del -

sistesn de escalares, conozcanes el vestor. Pero ur vecter
cueda ceilerainado por sus cocrdenalas escalares, las cuales
tendran -ue ser funciones de l2 variable o variables dadass
as{ pues, este concepto no ofrece ringuna dificultad.

Sea 2@ wector p Tuncidn unifcrue cel escalar t, 1o~
cuzl 2z indica escribiendo o (t). Hazates varTiar t de-
ura mamera conbirua entie 05 valores: t ¥y t 4 ~ te 23
el extrace de b recorrg en el esnacio tna curva continus,

ce Jdizo ~e P I (TR U Sy 1l P k
ce 4izc wmo p o5 funcila contlnuld G2 T 11ile 121},

Sip (t) =M y

p(t+4¢) = QM! el incre-
mento de la funcién es el -
vector:

R .
MM = o4’ - oM = Ais

Dividamos el incremento
Se la’fgncigg%_o sea, el vec
or QP = MM' entre el esca Fig. 12

lar t,y 1 v
» incrémento de la variable; el resultado €s

vector, nm --

Ha axros s
to hj!_ g s tender a cero este yltimo

de HM' en el 1inmit
e es
extremo del vector; tangente a la

Ap

:i.ncr‘emento, el pun-
punto M, la direccién

’ curva i
el modulo del vector: descrita por el

lim — _
es el elemento de trayectoria ds = g&'

,ﬁ . entre
dt; si el limite de esta relacidn

da que designaremos P existe P admite deriva

A% d

al

(25a)

ol
i

lin —
o At d

ct+

La derivada d
€ un )
ta pues, ens ) U vector funci
: » una analogla completa con
ar funcion de otro escalar

Fd
on de un escalar presen
la derivada de un esca

Sean X, Y, Z las proyecciones de (t),

los escalares X, Y
. Z so nei
derivables. Se’tiéne: n funciones de t.

asi pues, --
Supongamoslas-
f)_:iXi-jY«g-kz

Demos a t un incremento 1t ¥ restamos:

1 AY +xA 2

A= AL
=P = 1= 4 +



€0

Dividiendo entre /Nt y tomanfo limites:
(290) ﬁ =iX + jY + k2

Lo cual ce cxpresa brevemente diciendo que la proyec-
cion de la cerivada es igual a la,derivada de la prcyec-=-

.l .
cién es decir, la proyeccion de p e€s la derivada de X.

— . ., .
La derivada p ec otra runcion de t Gue, a Su vez,-
e admitir Jerivada que se designa por p . Anl:icardo
i~ cbrmuia (2%0):
(o0z) P = i +j¥ +kZ

.o 0 . - ,.’
sste vecticr p e3 la sezunda derivada ce p Yy &sil =~
ontirnzr con Llas demis derivadas sucesivas.

C¢ .TL08 CoNv

Jerivadas de suzas y preductos,

Para derivar las diversas expresicnes enire vectores--
s encalares o entre solos vectores, podemos valernos de la
a;ualdad (29b), pero es mejor prcgeder directamente siguien
do las ooncraciones cde la derivacion:

Sea V.gr., el producto escalar p . dos vectores-
q

q de
derivables furciones de t. fea p . q igual al escalar u -
se tiene:

u= p.q
u+ Du=(G+Ap . (@+d Q)
Bu=p. Lag+Dp.q+0P. 07
Dividiendo entre A t y tomando limites:
2=P.3+P .34

Usando para indicar la derivada, la D de Cauchy:

(30a) DG .a=p.q+3.7

. ’ a
Que es la misma formula que si se tratara del produc:
to de dos escalares, ya que el mecanismo de las operacio-
. I 4 -
nes es identico.

El mismo camino nos conduce para el producto vecto--
rial.

(3mb) D(};xa):ﬁxz'&f)xq

Teniendo cuidado de conservar el orden de los facto-
res en este caso.

Para una suma.
(30c) D(p+q+s)=p+§+%
Si m es un escalar funcién de t

(304) Dp) =ap+mp

b d .
. Formmla que incluye el caso en que m 6 P sean constan
es. -

De 1a (30 b) y (30d) tendremos:

(309) D(mﬁ"a)=ﬁlﬁxa+mgxa+m-ﬁx

Qle

Gor)p[Fav] = (Fas) +[§§;]+[5a$J
La completa analogia de estas férmulas
‘ con las corres
gondlentes.cuando se trata de simples escalares proviene-
e la propiedad de los productos escalares y vectoriales-

d? ser distributivos con la suma, sin embargo en este ul-
timo hay que conservar el orden de los factores,

Igualmente si v es otro vector ¥ (t)

S1 el modulo de p se conserva constante P.P=p2
€s constante, su derivada es nula asi:
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D(I-)'I—))=21-).5=o I_)'E=
Luego la derivada 5- es normal a la funciénLﬁ , lo
cual se ve desde luego puesto que el extremo de p des--
cribe una curva esferica.

3). Funcidn de funcién

Sea el vector p funcion del escalar s que, a su-
vez, €S funcién de t. Se quiere la derivada de p ¢on -
reséecto a t. Si para un incremento de t, Ot correspon
de &8 sy para este ultimo corresponde A P, escribamos -
la identidad:

43 O35 b
A t & s A t
Tomandé limites 1llegamos a la misma regla que existe
cuando se trata de escalares.

dp dp d s
(31a) e
dt d s dt

Veamos finalmente la derivada del tamafio de un vector
D . Se tiene:

(31b) D :pl=

32. Plano osculador,

Sea una curva en el espacio y M un punto fijo en ella-
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Tomemos otros dos puntos de la curva, My, y Mp. Estos --
tres puntos determinan, en general, un plano.

Acerquemos M) y Mp a M de cualquier manera, pero de-
tal suerte que nunca sean coincidentes; para cada una de-
las posiciones de estos dos puntos se tendra una posicién
del plano.

Se llama plano osculador de la curva en el punto al-
limite de las posiciones del plano M M1 M2 suponiendo, --
claro esta, que esa posicion 1imite exita ird ependicnte--
mente de la manera como los puntos distintos M1 y Mo se --
acerquen a M indefinidamente.

El plano osculador es, pues, el que mas se adapta a -
la curva en el punto considerado. Se define, a menudo -~
este plano osculador como el plano determinado por tres -
puntos consecutivos de la curva o bien, por dos tangentes
consecutivas, definicion, si se guiere muy incorrecta, pe
ro que ayuda a la intuicion geometrica. También podemos-
definir el plano osculador como el limite de las posicio-
nes del plano que contiene a la tangente en M y se conser
va paralelo a la tangente de otro punto, cuando este otro
opunto se acerca indefinidamente al primero.

A8
Si una curva es plana, su plano es el osculador para
todos sus puntos. .

La variacién en la orientacién del plano osculador al
. ’ . ?
pasar del punto M a otro cercano mide el alabeo o torsion
4 € .
de la curva. De hecho la torsion es el limite de la rela
« 7’ L4 . « 7 -
cion del angulo de desorientacion de este plano entre la-
. . 14 b
distancia entre los dos puntos, cuando esta tiende a cero.

La perpendicular en M a la tangente situada en el -~
plano osculador se llama normal principal y la perpendicu
lar a ambos, o sea, al plano osculador en M se llama bi--
normal.
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33. Curvatura.

Sea O el origen
de los vectores de -
posicién T , sea --
una curva en el espa
cio y Q un punto de-
referencia en ella.
(fig. 13).

El vector r = OM
es evidentemente fun-
cion contipua de la -
lcngitud del arco ---
oz S, que vamos a -
tec.ior como variable--
irZ2ependiente.

-T-I‘CJ(T A
Laderivadade T Fig. 13 |

€5 un vectq__gpltarlo ' "

puesd r = MM* y el valor absoluto de d r es ds. Es ade-

mas tangente a la curva en Mj la designaremos con T Yy se

llama la tangente unitaria:

. dr _ o
(33a) D= e T § T o T=
d s

La derivada de T es perpendicular a T, por ser T de
tamafio constante y como vimos derivando a T.. T nos resul-
taque T . T =0, Por My M' tracemos las normales prin-
cipales que, si proyectamos todo sobre el plang osculador-
en M, se cruzaran en A. La tangente en M! es T +d T _Por
un punto cualquiera B tracemos los vectores T Yy T+dTel
tamafio de d T es igual al angulo d6 formado por las dos
tangentes e igual al que forman las dos normales principa-
les, pues T es un vector unitario.:

de = !d§|/ | Tl= | qf
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En cuanto a la direccién de d T hemos visto que es ==
normal a T y estara ademas en el plano osculador de M, ---
pues esta en un plano definido por T y paralelo a la tan-—
ggnte T +d T de un punto infinitamente cercano, por lo de
mas y sin atender a defirciones anteriores, ésta es la de~
finicién analitica del plano osculador, el plano que pasa-

- dT
por M, definido por los vectores T y 1 = » Ya que
d s
dTes perpendlcular aT y esta en el plano osculador, su-
linea de accidn al aplicarlo en M es la normal principal.

Sea N an vector unltarlo en el sentido y la direccién

de d T,-asf d T = [ d T| N se tiene:
e dT [dT| d6 _
T = N= N
ds d s ds
ds
Pero = AR=p2 , €l radio de curvatura de
d e
curva dada en M, su inverso 1/79 es la curvatura, asi -
_ pues: _
t = dT 1 _
(33b) T=——— =—% N
ds

. . . e, .
Formila que se utiliza en la Cinematica.

Al vector unitario N sobre la normal principal se le
1llama la normal unitaria.

Para completar este estudio introduzcamos un vector-
B tawbién unitario perpendicular a T Yy a N 0 sea al plano
osculador y tal que B =T x N, Este vector B esta pues =
sobre la binormal y se llama a la binormal unitaria. Es-
tos tres vectores formarian pues, un triedro trirectangulo
de vectores unitarios y tendremos:




(3¢ T =TxN 3 P=ENXI 3 H=5xT
T 3 coraalaent.ey o
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y Ser

ry by N o =3 —-'—_—__4; -
Fxp=ac (0 xi)= WT-T . HE=T nues
It .
21y F.n )

Sl veete-
Pret»rdenos obtener las c¢erivadas ce euugseziisloq v
@8 en fuveibn dz Los proplos vectoras. La i - 2
| : ‘4 b( \ D.
(3)b) nos «:a la ‘erivada de T. Cptenzatcs la 4

=4 "y O :
seriwraiado 1.0 rnroductos escalares se epcucnira

.80 3§ 4o

..

(330) B .5 =1 35 8. B =

el 'O TNLL una =-
‘a5, Yene.i05 'JhGS

roin - QCLaCIOneS a'l‘llO A B

Y gan oppes 257 0. obtenjzazes chora un srojucto vecta

4 =
ecuacion en 43 ERY e cal woos
rial nara »pliccr 12 formla cue nos da ¢l valor

tcr ccnocicndo 2::bos productos (130) ¢

m~erivando :: °n la (33):
” \ .
pero . % . = ¢ de la (33b), 2s1d

-
4

*faltinlicando vectorialmente 0L .

s = . - =z = ==__F_ 53
T T =(3xf)xB=T.B8-%.8T N
) % P .
( _.r\-v) :.J "3 = - sv] ™ -,T - - s T
' De ecana (0B ecicnes 0-7
{ o do Ja (33d)e Lo ecing (03 euss-vis
b b ~~n V5 ':?E‘_ -_:L - t!}nJ ~r \1‘)0}‘
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d s

(33f) B=-N.BExT 5 B=~ N

?

=

.B¥N =
Como la variable independiente es aqui el arco, la ~-
derivada de la binormal unitaria B nos mide l1a desorienta-

cion del plano osculador relativamente al arco recorrido -

por el punto. El tamafio de esta derivada nos mide pues el
meror o mayor alabeo o torsion de la curva.

Este tamafio es el valor absoluto de N. By, ¥y en gene--
ral a f. B, teniendo en cuenta el signo, se le 112 a sim-
plexente la torsion de la curva. A su inverso que es una-

longitud, se la denomina el radio de torsion, designandolo
por & se tiene:

- 1 o
(33g) B = -_é__-N

En cranto a la direccion de B obsérvese el hecho no-

table de que es paralelo_a la normal, no tiene pues compo-
nente segun la tangente T.

Para obtener la derivada de N se_ﬁfectuan Calculos -

ana 0s_y se obtiene, recordando que B.N=-B.N y --
que T*. N = 1//0 (33b) y 63d):
= T _ 1 _
= m — +— B
(33h) N Z z

Las formlas (33b), (33g) ¥ (33n) se llaman de Frenet-
Serret.

3L. Derivadas de i, j, k.

Consideremos a los tres vectores i, jy k funciones -
derivables de una misma variable escalar. Pretendemos ob-
tener algunas relaciones entre sus derivadas que llamaremos:
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ity J'y k'

Como quicra que estos xes vectores que vanos ‘a deri-
7ar se concervan sieapre urivarios y mutnarente perpendi-
culares, se iendra:

(3ka) ied = joj = kek =1

Jtek = = Joic!
l,i = = kit

Prcyreciemos it sobre lc¢s valores iniciales i, j, k-,
- . 4
J oscan - /6' y ' las nroyeccicries respectivas, asi:

it =i+t B3+ §k

Hultinlicantio ¢scalarrenie por 1 obtenemos, o8 = (3
oer Jy = T i'ejj zor Kk, ) = i'sk § nos cueda pues:

S5i nrccedesos en igual forma coa j!' v k! y teneaos -
. 4 . . B - -
en cuentu las tres tltimas iualcades (Glb):

(Blhie) it = (¢ + itej j + ilek k

jt=-itjir0*irkk

k=< ditled - jtk 340
~ i T A1 4 -y - ST cn i v e 3 B4 ’ 5
Los ceoofielentoes forran c-a nmatrizs snbi-sinZiricsn. a
saper: les cie vmtor de I- o2l M il son nu s
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. [ d .
los que estin colocados simétricamente con respecto a ---
ella son iguales y de signo contrario,

Llamemos : Gl." GO209%

it 3 wy= =itk 5 w_ =)'k
De (34e) nos queda:

(3ka) it

O+&)zj-a%'k

J'==-w,i +0+W, k

'S
kt = cu‘yi-- s j * 0
Consideremos ahora el vector:

& = gu‘xj_ + Q'}yj + W zk

que suele llamarse el vector de Darboux,

Si queremos derivar un vector cualquiera:
p=xi-+ yJ+zk

en que los escalares x, y, 2, son constantes, se ten
dra: B

pt = xit + yjt + zk!

Expresemos p' en funcién de los valores iniciales -
i, j, k, por medio de las ecuaciones (34d).

B! = (@ 2= )it W x-uya)i+H Wy @ Xk

(3ke) pt = : -
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tres incognitas, x, Y, Z. Obténgase la ecuacién vecto~

. . L)
Formmla miy 1til en la cinemdtica.
rial eaquivalente y resuélvase esta tltima.

(Como nroblema : ) .
7) Dadas las ecuaciones de dos rectas en la forma de Pluc-

N . .
Demostrar que el determinante de una matriz antisime- ier enccntrar la condicien para que se corten,

trica de orden impar es nulo).

8) Encontrar en forma rarauétrica y en la de Pliicker la -~
ecuzcién del plano que pase por tres puntos dados.

35. Problenas. . . _ .

T 9) Encontrar el sistema de ecuaciones equivalente a la ~--

ecuacion de la recta r X a = b y estudiar la condicidn~

. .2 o
A ccntinuacion se provponen algunos problemas., 21 -« : _ e
de indeterminacion,

lector puede cowpletar esta lista de problemas y ampliar-
estas nociones de Calculo Vectorial en las siguientes --- . R S— %
obras: i0) Desnejar P de la ecuacion:

Vector Analysis - por J. G. Goffin - (J. Wiley) a; » PCy + 3y . pC * a3 . T363 = a
Vector and Tensor Analysis - por L. Brand - (J. ).
Vector and Tensor Analysis - por H. Lass - (McGraw -

Hili)

= . 5 '
Trdicaciin: Valerse de los vectores reciprocos. w

11) Lon puntos li con los vértices de un poligono regular.
mostrar que, cualgulera que sea el punto O, la resul
tan te de la suma 2 OAj pasa siempre por el mismo pun-
to.

1) Encontrar el angulo que forman los vectores 3 (3, L,

LY; b (-1, 0, 6)

2) Encontrar un vector perpendicular a los vectores.a y b
del oroblema 1 y de tamafio igual a h. Cuantas solucio
nes hay®?

- N 4
12) Vzliéndose de que en los vértices A, B, Cde un trian-
&1lo se tienen concentradas respectivamente las masas-
oA 4 3 . I demnostrar el tecrema de Ceva, Enconirar

.. 3 ~7 i i
3) ValiénAcse del producto escalar de dos vectores unita- ctras relacicnes entre los diverscs segmentos.

rios horizontales obtener la formula del coseno de la-

diferencia de dos angulos. 13) Irceatrnr_las coordenadas de los puntos en donde el ==

e —— 802, 3, L), ACl, -1, 5) corta al plano xy.

L) Dada la igualdad (ot #,3 ) OC = ot OA + /:365 encon-

trar la relacién entre los segmentos CA/CB. 14} Encontrar el Zomento del cursor dado en el probleaa 13

con respecto al eje EC, B(o, 7, 6), C(-3, 0y 5)- ¢ Como SN
ne ouede connrobar el resultado?

p——

5) "al;encooe dc los tres vectores unitarios, OA = a,
Cs = b, 6C = & encontrar la férmula de trlgonometrla-
Esférica que nos ¢a el coseno de uno de los angulos --
?lanOS: Indicacion: 1nterpretese v desarrdllese (2 xB).
axc).

15) EL wolus.n del tetraedro determinado por JOS_Cursoress
a2 =p1 v CJ =pp es proporcional a AC * P1 « P2
neaosiri que este volumen es el mismo para otros dos~
cursorers que formen tn sistema equlvalente.

6) Tecriba-2 un sistema de tres ccuaciones lineales con ~ A
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16)

17)

*9)

20)

22)

Indicacién. incuintrese el oroducto escalar del mo--
mento con respecto al origen en la resultante gene--
ral.

Valiércose de un sistema de cursores coplanos demos-
trar cue las mecioirices cde un trJawvulo sor concu--
rrentes.

‘ Id
Indiczcibén. Cbsérvese que la resuliante de AB y AC-
nasa por el cenuiro del segmento CB.

Coro en el mimero anterior demostrar los teoremas de
la coricurrencia ¢¢ las bisectrices,

Como zn el ntmero 16 demostrar el teorema de los pies
de las bisecirices.

La figvra A B C es un cuadrilatero plano . prolongue
mes A y DC hasta sue se corten: en 3, igualmente AD-

y BC rasta que se corten en F. Las diagonales de es-
te cuzdrilatero completo son. A€, PB y EF. Demostrar
que sus nuntos mecdios son colineales. (Este teorema
es debidc a Gauss).

Indicacidn: conei ‘érese el sistema de cursores
- — ——- —

A3y .2y UB 3
an el cuadrilatero completo del problema anterior, de
rostrar que las obisectrices de los anoulos exteriores
en A y C por ura parte, en D y B por otra, ¥y enE y -
F, se cortan en tres puntos colinealecs.

Dados 2a=2i-~j+2k%k; b=-1+8j-hk

c =6i-2j - 3k Zncontrar:

a) Las longituies; b) a.b; @ x ¢; c) La proyeccion de
b sobre ¢cj; d) Z1 4nzulo entre 3@ y b3 e) Los productos
a.bXEyax(bxc)

Probar que: a x (b xC) +b x (¢ xa) +T x (32 xb) =

23)

(c xa) + (b

Probar que: (32 x b) . x
+ (¢ x

c) . (@xa)+
a) . d) =

2li) Si el plano determinado por ay b es perpendicul ar-

25)

26)

»27)

»28)

29)

30) ]

(54/3,**2/92‘

31)

al plano)determlnado por c y d, mostrar que (a x b)
. (cxd

Demostrar que el volumen del tetraedro_cuyos lados ==
concurrentes son a + b ,b+cyc+d es doble --
del volumen del tetraedro cuyos lados concurrentes -
son a, b y c.

Qué conclusién geométrica saca Ud. de la ecuacibn

a.b=a.c?

Encontrar el vector unitario perpendicular a los vec-
tores i - 2j +3kyLi+ j- 3k,

Encontrar el vector unitario paralelo-al plano i+j-2k
Yy 31 - 2j + k y perpendicular a 2i + 2j - k.

¥, d son coplanos mostrar -

Si cuatro vectores a, b, C
5 = 0 ¢ La reciproca sera cierta?

que (a xb) x {c xd

Dados los seis escalares cualesquiera o449 cfp, ===
o 3, By L2 A3 probar la éesigualdad

2 F
K3/8y) € (KFecl ] 4ot (87080015 )

que es un caso-particular de la desigualdad que suele
llamarse de Cauchy:

" 2 2y r 2. 2
lfd{'ﬁd s(zc}(c'){ 5/—’:}
LCuil es el caso de la igualdad?
Sean A, By C tres puntos cualesauicra y a, byc ==

los tres vectorﬂs de 005101on. Denostrar aue el vec-
tor 8 = a » b + X o + 0 X a aa nerrenAdiciilar 91 we
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32)

33)

3)

35)

36)

_37)
38)
39)
Lo)
u1)

L2)
L3)

k)

Chtensr la ecuacién del nlano definido nor los tres -
foieghatell i
ounitcs A, E y C. Liamc a = (A, etc.
»
Zacomtrar 1a ecuacidén de la recta definida por los pun
rd - .o -
05 A y B, en forma parametirica ¥y en ferma de Pliicker,

ZIncontrar la ecuacidénde la recta definida por los dos
planos r.c =y § T.o! =&

Calcular la distarcia entre los dos planos r.c =¢' ;
r.<a =-° enque ¢y a son paralelos,

Calcul~r la-distancia del punto P al plano r.c =¢
Cbtener la condicién, por lo pronto necesaria, para --
que se corten las rectas r x a =bj r! x at = pb?
Obtener la ecuacicn del plano que pase por la recta --
-T x a_= b y paralelo al vector p

Dadas las des rectas T x a=b y ' xa' =b' en-

contrar su distancia.

Encontrar la ecuac_iﬁm del plano definido por el punto-
P yporlarectarxa=»

Sip=acosdt+bsentt enque ayb son cons--
tantes, demostrar que p x % yque p + g 25=0

gncontrar las derivadas de p x p: p.p * p3 px(pxp)
. Cudl es el angulo entre las tangentes a la curva =--
x =t 3y=t2,2=t3 ealospuntost =1 y t = -17?

kncentrar 1a eg)uacién-del plzno osculader a la ¢ rva
%= tl‘; y =t z= t3 en el ounto Xoy Yoy 2o €N -
que t =t,.
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