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FASCICULOS DE MATEMATICAS
FUNCIONES HIPERBOLICAS

PROLOGO

EL concepto fundamental del Célculo es el de funcion, que es el punto de
partida para el tratamiento de los limites, que a su vez conducen a la
derivada y a la integral, de gran importancia y trascendencia para el estudio
de innumerables problemas de las matematicas y la fisica en sus diversas
manifestaciones en los campos de la teoria y las aplicaciones.

Dentro de las funciones trascendentes, es decir, aquéllas que para
denotarse no requieren de operaciones algebraicas, destacan las funciones
hiperbdlicas, que al igual que las conocidas como circulares por derivarse
de un circulo unitario, constituyen de manera semejante, toda una
“trigonometria” que merece un analisis aparte.

Este trabajo tiene como objetivo apoyar el proceso de ensefnanza
aprendizaje del Calculo en la Facultad de Ingenieria, y esta dirigido también
a todos los estudiosos de las matematicas que deseen conocer mas sobre
estas funciones que le dieron especial dignidad a una hipérbola “unitaria”.

En este breve estudio, el lector encontrara definiciones, teoremas, formulas
de derivacion e integracion, ejercicios e interesantes, ademas de
ilustrativos, problemas de aplicacion de estas singulares funciones.

El autor.
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FASCICULOS DE MATEMATICAS

ING. PABLO GARCIA Y COLOME

Un apoyo didactico para la imparticion y aprendizaje de
las matematicas en la Facultad de Ingenieria de la UNAM.

FUNCIONES HIPERBOLICAS

La formalizacién de innumerables conceptos del Calculo tuvo lugar a finales del siglo XVIl y en la
primera mitad del siglo XVIII, con los grandes descubrimientos y bnillantes aportaciones de célebres
hombres de ciencia, quienes, en ocasiones de manera empirica, y en otras para resolver problemas
y enfrentar situaciones diversas, definieron, disefiaron y construyeron poderosas herramientas
matematicas.

En el campo de las funciones escalares de vanable escalar o vectonal, conocidas como funciones
trascendentes, hubo quienes observaron que determinadas combinaciones de las funciones
exponenciales e* y e * se presentaban con mucha frecuencia en aplicaciones matematicas y fisicas.
Valga citar en éstas Lltimas el hecho de que entidades como la luz, la velocidad, la electricidad o la
radioactividad se absorben o extinguen en forma gradual, y su decaimiento se puede representar
con funciones que consideran las combinaciones de funciones exponenciales como las antes
citadas.

También se puede demostrar que una combinacién de estas funciones describe la forma de un cable
colgante, esto es, que si se suspende un cable pesado y flexible como el de una linea de transmisién
o0 de una linea telefonica, dicha combinacion define la ecuacién de la curva.

Estas funciones, combinaciones de funciones exponenciales, pueden ser deducidas de una
hipérbola, de la misma forma que las trigonométricas tienen como base al circulo unitario. Y es por
ello que se dio por llamarias Funciones hiperbblicas.

El pnimer cientifico que publicé un profundo y completo estudio de las funciones hiperbdlicas fue el
mafemabico suizo-aleman Johann Heinrich Lambert (1728-1777), colega del célebre matematico
Leonhard Euler (1707-1783).

LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS A PARTIR DE LA HIPERBOLA.

A continuacién se definiran fas funciones hiperbélicas a partir de una hipérbola, siguiendo los
mismos pasas realizados para construir la trigonometria del circulo. Las funciones trigonométricas
circulares se definieron en relacién con la circunferencia x2 + y2 = 1y de ahi su nombre. De manera
semejante, las funciones hiperbblicas se definiran a partir de la hipérbola x2 — y2 = 1.
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Consideérese la circunferencia x2 + y2 = 1, y sea P(x,y) un punto de ella en el primer cuadrante, como
se observa en la Figura 1.

y= t/1-x2

~ ’5/'//// / /

Figura 1

De la figura se puede expresar que:

2

nr

Area del Sector Circular OAP = e ¢ = g u?
Vs

Area del triagngulo OAB = }2»142

de donde

_ Areadel Sector Circular OAP
Area del triangulo OAB

¢ =9

W= e

Entonces, el arco ¢ puede considerarse como la razén entre el area del sector OAP y el area del
triangulo OAB.

Aqui también cabria notar que la medida del angulo ¢ puede definirse como el doble del area del
sector circular OAP que el angulo determina en el circulo unitario.

Ahora considérese la hipérbola x2 — y2 = 1 y un punto de ella P(x,y) en el primer cuadrante. Para ello
habré que analizar la grafica mostrada en la Figura 2.



Figura 2

Se procede de manera semejante al caso del circulo y se tiene el nimero @ que se define como el
doble del area del sector hiperbélico OAP. Y a este numero 0 se le llama la medida hiperbdlica del
angulo AOP, con arco AP de la hipérbola. Entonces

_ Areadel sector OAP _ Areadel sec tor OAP
Area del triangulo OAB 1

2

El célculo del area del sector OAP se determina como sigue, de acuerdo con la Figura 2:
Area del sector OAP = Area del triangulo OCP — Area ACP

donde el area ACP es la limitada por la hipérbola, el eje de las abscisas y las rectas x = Ay x = C.
Esta area se calcula de la siguiente manera:

Area ACP = J‘rfzz -1 dz
1

se resuelve la integral indefinida mediante el método de sustitucion trigonométrica y

Y 4
‘ B
]

1

Figura 3
z=secy dz = sec ytanydy Jz2-1= tany

Se realizan las sustituciones correspondientes y la integral definida queda como



j-tany sec ytanydy = |sec ytan2 ydy = |sec y(sec2 y—-1)dy = sec’ ydy— |sec ydy

= jsec3 ydy —Injsec y +tany|+C| = Jsecz ysec ydy —Injsec y + tany| + C

El pimer sumando, por separado, se resuelve “por partes”, como sigue

u=secy dv = sec? ydy

du = sec ytanydy v = lany
luego

Jsec3 ydy = sec ytany — Jsec ytan2 ydy = sec ytany — J‘sec y(sec 2 y - ldy

= sec ytany — Jsec3 ydy + jsec ydy
3 1 1 L | Al
sec” ydy = . sec ytany + 5 Injsec y +tany|+(

Se juntan ahora los resultados y se tiene que la integral definida equivale a:

X

) 2

2 7 1 * 2o 2
Jz2 1 dz = {secyﬂc_zll_}__/ - - ln.secy+tanyq = —\[ ln%z%» Jz2 —ll
\ 2 2 2

1

—_—

\/xz -1 ——lln
2

Ead x+Jx2—l}
2

Como el area del tniangulo OCP es igual a {)2— entonces

Area del sector OAP = {2}1—;\/1’2—1+]§lnx+\/x2—1‘
xy xy 1 1
= =—-"—"—+ —Injx+ y/= —Injx +
2 2 2 ‘ y\ 2 ‘ y\

y por lo tanto, como el area del triangulo OAB es 1/ 2, se tiene que:
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de donde 6 =Inix + yi

DEFINICION. Como en el caso de las funciones trigonométricas circulares, para la hipérbola dada, el
punto P(x,y) de su grafica y las condiciones obtenidas, se definen las funciones:

sen ¢ hiperbolico de @ = PC = y = senh 8

coseno hiperbolico de @ = OC = x = cosh 8

De la expresion 6 = In|x + y| es posible obtener

e0:x+y y e V=
x+y

mediante la ecuacion de la hipérbola x2 - y2 = 1, y algunas operaciones algebraicas, se llega a

_ 2 2y xvy 2942y yPeowy ey’ xloie2xg 4 y?
A 2 2 x+y 2(x+y) 2(x+ y) 2(x+y)
(x+y)? -1 1
- - . - . x_+_y__,-n,
x? +2xy+y2 -1 (x+y)2—l x+y X+y el _e 0
- 2(x+y) - 2(x+y) - 2 - 2 - 2
x_x.g_Z_x.§+y_ 2x2+2£y~_ x2+2xy;{ri_{3_)/772+1__f2xy+x2
2 2 x+y 2(x+y) 2(x+y) 2(x+y)
2
(x+y) +1 1
2 2 2 — - . Xtyt—- 0, -0
X“T+2xy+y 4+l _(x+y)"+1_ x+y T x+y _e +e "
2(x+y) 2(x+y) 2 2 2
por lo que
6 -0 0, -6
senh @ = ° 2‘{— y coshl9:e-—»+2 R

Y en términos de estas dos funciones se definen la tangente hiperboélica, la cotangente hiperbdlica,
la secante hiperbélica y la'sosecante hiperbélica, cuyas expresiones son:



_senh@ _ e —e?
cosh @ ea +e—0

tanh@

2
cosh@ N ea +e_6

sech@ =

coth@ =

cschf =

coshé e? +e7f _

senh 6 N ea —e—a ’

0+0

| 2 .
senh @ ea = e_g ’

0+0

Antes de entrar al estudio formal de estas funciones, se presenta a continuacién un interesante

concepto fisico donde se hace presente una de ellas.

LA CATENARIA Y LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Si se deja colgar libremente una cadena o un cable entre dos soportes, se forma una curva llamada
catenaria (del gnego katena que significa cadena). Las catenarias se encuentran por donde uno
mira: una reata de tender, un cable telefonico; los cables de suspensién de un puente, etcétera. La
forma depende del peso y tension del cable pero sus ecuaciones son todas de la misma forma y
estan intimamente relacionadas con la funcion exponencial.

Sea la catenaria de la siguiente figura:

+
-

Figura 4

oy
v

Se considerara una seccién de catenaria, como se observa en la Figura 5, donde se analizaran las

diferentes fuerzas que intervienen en ella.



o
T
P Tsenx
Tcos e
,& H
To
ws
Figura 5

Si se toman en cuenta las fuerzas que actuan en el arco VP, en donde V es el punto mas bajo de la
catenaria, se tienen las dadas por:

La tension en el cable en el punto V. Esta fuerza, como la tension en cualquier punto de la
curva, tiene la direccion de la tangente geométrica; de no ser asi, obligaria al cable a tomar
otra forma. Si la magnitud de esta tension es To, se representa esta fuerza mediante el
vector (-To, 0).

El peso del cable VP. Si la longitud de VP es “s” y el peso por unidad de longitud es ‘W,
entonces la magnitud del peso total es ws y como el peso actua hacia abajo, puede
representarse mediante el vector (0, -ws).

La tension en el punto P. La direccion de ésta también es tangente a la curva y Si su
magnitud es T y el angulo entre el eje de las abscisas y la direccion tangente es a (-n/2 <
a < z/2), entonces la fuerza esta dada por el vector (Tcosa, Tsena).
Como el cable esta en equilibrio bajo estas fuerzas, su suma debe ser el vector cero, por lo que
(-To, 0) + (0, -ws) + (Tcosa, Tsena) = (0, 0)
de donde se obtienen las ecuaciones
-To+Tcosa=0 = Tcosa=Ty

-ws+Tsena=0 = Tsena=ws

Sea la tension To = wc donde c es una constante que debe ser determinada. Entonces Tcosa = wc y
se puede escribir

ws Ry
E— = D fanag=-—=- =/ sS=clana
Tcosa wc we ¢

La grafica de la curva queda completamente determinada por esta ecuacion. Ahora se transformara
en una forma mas accesible.
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Se determinaran las ecuaciones paramétricas de la recta PQ en términos del parametro a (Figura 6).

Esta recta es tangente en el punto P a la curva del cable.

S
Ssen o
P o
(k.Yo)  Scos oc
Figura 6

X=X0+SCOSa y Y=YyotSsena

de donde
‘E"COSG ‘,—sena
ds 4 ds
‘dy
Ahora bien, si se aplica la regla de la cadena para obtener P se tiene que:
a
dy _dy ds
da ds da
como
‘Q—:sena y ﬁzcsecza
ds da
se puede escrbir
dy 2

—~-=sena-csec” a =cseca.lana
da

se integra y se llega a:

y= J.c seca tana.da =cseca + ()

si se escogen unos ejes tales que y = ¢ cuando « = 0, entonces Cs = 0 y se puede escribir que:

y=csec a

P WP .



Si se hace algo semejante para la variable x se tiene que:

@ _dx d&
da ds da
pero
ds 2
— =CcosQa y — =CSeCT a
da
luego
—:cosa‘csecza:c’seca
a
se integra y

x= Ic seca.da =cIn(seca +tana)+C,

ademas, si x = 0 para a = 0, se tiene que C = 0, luego
x=c ln(seca +tana):> X ln(seca +tana)
c

y, mediante la funcién exponencial
X

e¢ =seca+tana

Por otro lado

x
e © = | 1 seca —tana

&S seca +tana seca —tana
eC

=seca —tlana

se suman ahora las dos exponenciales y

X X

e te €= (seca +tana)+(seca — tana) = 2seca

y como
X pa

seca=1:>ec +e ¢ :2-Z

C C

por lo tanto la ecuacion cartesiana se puede expresar como y =c Sec «, 0 bien
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La constante c” puede tomarse como un factor de escala. Asi, si se escoge la escala c=1, entonces
la ecuacion de la catenaria es y = e"_+2e‘_’?’ ecuacion que define una funcion que se usa
frecuentemente en matematicas aplicadas y que, como se observa, es el coseno hiperbélico. Asi,
para todo valor real de x en el tramo considerado

X —-X

e +e
y=coshx=

Si se desea obtener la pendiente de la tangente a la catenaria, se deniva y

x _-x
%:e 2e =senh x

IDENTIDADES “TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS”

Asi como en la trigonometria circular se tienen las conocidas identidades trigonométricas, para las
funciones hiperblicas se tienen también identidades entre las que las mas importantes son las
siguientes:

TEOREMA. cosh? x —senh? x=1

Prueba.

luego

= :izl
4

2 2
[ex+e"xJ _{ex—e—xj e2X 42 e X _ 2% 1 n_ 72X
4

TEOREMA. tanh®x+sech’x=1

Prueba.

cosh x cosh x

ANAE NN S

N
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luego

nh
tanh2x+sech2x:(se x) +[ 1 j :senh2x+ 12 :senh x+1
cosh x cosh x cosh2x cosh®x  cosh2x

como senh2+1 — cosh2 X

tanh2x+sec h2x =— =1

TEOREMA. coth? x —csch?x=1

Prueba.

cothx = cosh L2y cschx = #1;

2

senh x senh x

luego

2 2 2 2 B
cothzx—cschzx:(COth) _[ 1 ) _ COShZX_ 12A: cosh ; 1
senh x senh x senh“ x senh“x  senh”x

Como cosh? x—1=senh? x

2
coth2 x—cschzx = s_enh2 - 1
senh “ x
TEOREMA. senh 2x = 2senh x cosh x
Prueba.
X __—X X _—X 2x _ -2x
senh2x:25enhxcoshx:2-e 2e L +ze - ¢ — =senh 2x

TEOREMA. cosh 2x = cosh? x +senh? x

Prueba.

2 2 e +e * ’ e*—e* . e tl+e 2 12 14 %
cosh2x =cosh” x+senh” x = = 4| — =
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3 2(82x +e—2x)_ e2x +e—2x
4

=cosh2x

Otras identidades importantes, cuyas pruebas se omiten, son las siguientes:
senh? x = —l+gcosh2x
2 2
2 1 1
cosh® x = -+ —cosh2x
2 2

senh(x + y) = senh x cosh y +cosh xsenh y
senh(x — y) = senh x cosh y — cosh xsenh y
cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh xsenh y

cosh(x — y) = cosh x cosh y —senh xsenh y

)y

cosh x +cosh y = 2 cosh * 5 Y

cosh uda
2

cosh x — cosh y = 2senh x;ysenh x;y

Yy Yy

senh x +senh y = 2senh x; coshx;

senh x —senh y = 2senh x;ycoshx+y

FUNCIONES HIPERBOLICAS. DOMINIOS, GRAFICAS Y RECORRIDOS.

SENO HIPERBOLICO. Como ya se vio
X _-X
f(x):senhx:e ¢

luego el valor de la funcion es real para cualquier valor real de x. Por lo que su dominio es Di= 5 y
su gréafica esta dada en la Figura 7

Ly A\ 3b) S 1 ant.

(S,
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Figura 7

y como se observa, el recomido de la funcion, es decir, los valores que adquiere la variable
independiente, son el conjunto de los numeros reales, esto es, Ri= %

COSENO HIPERBOLICO. Como ya se vio

X =05
f(x)=coshx= »e_+27e777

de donde su dominio es Dr= %, su gréfica, la de la siguiente figura

Figura 8
y, como se ve, el recormido es R¢= [1, «0)
TANGENTE HIPERBOLICA. Como ya se vio
£(x) = tanh = senhx e*-e*

coshx ¥ e™*
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En la grafica de cosh x se ve que ésta funcién no se anula en ningin valor de x, luego el dominio de
tanhx es Ds = R y su grafica se muestra en la Figura 9.

y ES

Figura 9

La gréfica de esta funcion tiene dos asintotas horizontales de ecuaciones y=-ty y y=1, porlo
que su recorrido es R = (-1, 1).

COTANGENTE HIPERBOLICA. Como ya se vio

coshx e*+e™™ 1

x)=cothx = =
76 ‘'senhx X _o=X tanhx

La funcién senh x se hace cero unicamente en el origen, luego, el dominio de coth x es Dr= %2 -
{0}, su gréfica es la de la siauiente figura:

Figura 10

La gréfica tiene dos asintotas honzontales de ecuaciones y=-1 y y= 1y su recormido es Rs= % -
[1,1]

YN
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SECANTE HIPERBOLICA. Como ya se vio
2 1

x) =sechx = =
7 eX +e * coshx

Por lo que su dominio es el mismo que el de tanh x, es decir, Ds= %, su gréafica es:

A

L 4

Figura 11

y como se observa, la gréfica tiene una asintota en y = 0, luego su recomdo es Ri= (0, 1]

COSECANTE HIPERBOLICA. Como ya se vio

1 1
x)=cschx = =
f( ) e*—e ¥ senhx

Su dominio es el mismo de la funcion coth x, esto es, Ds= 92 - {0}, su grafica esta dada por

Figura 12

y como tiene una asintota de ecuacion y = 0, su recorrido es Ri= %2- {0 .
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FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Si se limita el dominio de las funciones cosh x y sech x y se establece como el conjunto de valores
x /0, «0), entonces estas dos funciones, junto con las otras cuatro, son funciones inyectivas y, con
la consideracién de que en todas el recormido es igual al codominio, lo que las hace suprayectivas,
entonces las seis funciones hiperbélicas cumplen con ser biyectivas y admiten funciones inversas,
las que se veran acontinuacion, estableciendo en cada caso, su dominio, grafica y recormdo,
incluyendo lo comespondiente a las funciones hiperbélicas directas.

FUNCION SENO HIPERBOLICO INVERSA.  f-(x) = senh-' x

y

A

2/

i1
4 3 2 4
iy
2
f(x)=m—-z_’/ 3 8
Figura 13
Df:‘.R:Rf-l; Rf:szf—l

FUNCION COSENO HIPERBOLICO INVERSA.  f-!(x) = cosh - x

yA
.
3 |
2
I
12 3 4 .

Figura 14

(4}

Df :[O,w):Rf»l; Rf =[1,00):Df-1

AT WA

oy
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Figura 15

Dy=R=Rp; Ry=(-11)=D

FUNCION COTANGENTE HIPERBOLICA INVERSA. f-(x) = coth~" x

Df=iR—{O}=Rf :

FUNCION SECANTE HIPERBOLICA INVERSA. f-1(x) = sech-' x

Figura 17
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Df :[O’Oo):Rf_l; Rf :(0,1]=Df—1

FUNCION COSECANTE HIPERBOLICA INVERSA. f-(x) = csch-' x

Figura 18

Dy=R-{0}=R ; Rf:SR—{O}:Df-l

EJEMPLO 1. Si las funciones hiperbdlicas estan en términos de la funcién exponencial, y ésta es
funcion inversa de la funcion logaritmo natural, encontrar expresiones para las funciones hiperbélicas
inversas:

senh-1x, cosh-"x y tanh-'x,
en términos de la funcién logaritmo natural.

Solucioén. i) Funcién seno hiperbélico inversa. Como se sabe del estudio en el Célculo de las
funciones inversas, es posible partir de la doble implicacion:

y=senh-"x siysolosi x=senhy

de donde
Yy _,7y
x=senhy= i—;_a 2x=eY —e™Y
se multiplica por e ¥ y se tiene que
e? —2xe? —-1=0
luego

po2xEladea

2
xi\/xz +1

=>y=k

por lo que
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senh lx=In

xi\/x?‘ +1|

como eY > 0, entonces

xt\x? +1>0 para toda x € ‘R

lerCaso:x+\}x2+1 >0
como \x*+1>0=>x2 +1 >Xx, paratodox € R

20.Caso:x—\/;+1 >0

=>x> x2 +1 notiene solucionenR

por lo tanto

senh "lx:ln(x+\/x2 +1); xeR

ii) Funcion coseno hiperbolico inversa. Igual que en el caso anterior, se parte de
y=cosh-'x siysélosi x=coshy

de donde

4 -y
e’ +e ~
x=coshy=T:>2x=ey+e Y

se multiplica por e ¥ y se tiene que
e —2xe? +1=0

luego
2
+ —
ey-_—mzxi x2_1
2
= y=1In x+/x? —1‘
por lo que

cosh ™ x=1In

xi-\/xz—l’
x+x2 150

El dominio de la funcién ~x* —1 es (- oo, - 1] U, «), luego

ler .Caso x+Ux2-1>0

como e >0, entonces
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x g( - o, - 1] => no hay solucién

xe[1,0) = sihaysolucion

2 o .Caso :x-J;c2 -1>0
X € (- o, - 1 ] = no hay solucién
x e[1, ) =>sihay solucion

Se elige el primer caso para que cosh-' x sea funcién y asi ser congruentes con el dominio definido
para la funcién cosh x elegido para haceria inyectiva. Por lo tanto

cosh L x = ln(x+\/x2 —1); xel,)

iii) Funcién tangente hiperbélica inversa. Se parte de que
y=tanh-'x siysolosi x=tanhy
de donde

y_ -y
eV —e™ N _
=>xel+xe ¥ =e¥ -7V

x = tanhy = -

eV +e7”
se multiplica por e y se tiene que

xe2V +x=e? -1, l1+x=e2Y(1-x)> ezy:i+x:>y:—ln‘l+x
- x

1+ x

Como e%? >0> > 0, lo que se cumple para x e (-1,1)

1-x

y por lo tanto

De manera semejante se podrian determinar expresiones para coth-1x, sech-' x y csch-'x, en
términos de la funcibn logantmo natural. Estas ecuaciones son:

coth ~1 x = lln(x—Jr—lJ; xe(-o,-1)u(l,o)
Y x-=1
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2
csch'llen(%+ 1+; ]; x € (~0,0)u(0,)

DERIVACION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS DIRECTAS E INVERSAS

Si se utilizan las formulas de derivacion para las funciones logaritmicas y exponenciales, ya que las
funciones hiperbolicas —directas e inversas- estan en funcion de ellas, se tiene que:

Funciones hiperbblicas directas:

f(x)=senhu; u=g(x)

y = senh u:eu _2e—u Z :eu +2e—u = cosh u
y, por la regla de la cadena,

f'(x)=cosh u %‘
f(x)=coshu; u=g(x)
y =cosh u = o +Ee—:—lvl— Z:; = fu —Ze__"_ = senh u

y, por la regla de la cadena,

f(x)=tanhu; u=g(x)

du
'(x) = senh u -
f'(x)=senh u o
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u —u u -u f u —u - -~
y = tanku = e dy e t+te " pe +e e —e " fe” —e

e +e7¥ du (eu +e—u)2
Q:e2“+2+e_2”—e2"+2—e—2“_ 4 B 2 2_ 12
du y = - - - u “u = S€C u
e +e e e U e +e
y, por la regla de la cadena,
du
'(x) = sec h2u &2
f'(x) -
fix)=cothu, u=g(x)
1 dy sec h’u 1
y =coth u = = —— == = - = —csc hlu
tanhu du tanh *u senh 2 u
y, por la regla de la cadena, {
» )
"(x) = —csc hiu S8
f1(x) = J
H
fix) =sechu,; u=g(x) )
1
y=sechu = —— = Q: —m: — sec hu .tanhu
cosh u du cosh 2 u

y, por la regla de la cadena,

du
'"(x) = — sec hutanhu —
/') u &

fix) =cschu; u=g(x)

ﬂ:_c—oshiz—csc hu coth u

=
senh u du senh 2 u

y=csc hu =

y, por la regla de la cadena,

du
'"(x) = - hu coth u —
f'(x) csc hu ¢ udx



Funciones hiperbblicas inversas:

f(x)=senh-1u; u=g(x)

y:senh_luzln(u+\/u2+1)3

y, por la regla de la cadena,

f(x)=cosh-'u; u=g(x)

du —u+\/u2+1
1 du
f'(x) =
«/uz + 1 dx
u
1+
dy _ \/uz—lz

y = cosh 1y = ln(u+\/u2 —1):>

y, por la regla de la cadena,

f(x) =tanh-"u; u=g(x)

y, por la regla de la cadena,

f(x)=coth-Tu; u=g(x)

f(x)= e

f'(x)=

u

\)u2+u +u

1+
Q’__ \/u2+1: \/u2+1

u+\/u2+1

\/u2—1+u

\/uz—l

- 1
\/u2+1

du —u+\/u2—l

u+\/u2—

Q-u))-(+u)-1)

(-

u)

_ 1l 1-u+l+u

_ 1
1 Ju? -1

1

24

1-u

1

1+u

1-u

du

2 ax

; u<1

2

1-—u

2

1-u

2
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(- 1)0)- (@ +1)0)

y=coth‘1u:l.1n“_ﬂ:>ﬂ=l_ (u—l)2 _lu-l-u-1_ 1
2 u-—1 du 2 u-+1 ) uz—l l—uz
u-1
y, por la regla de la cadena,
1 du
'X)=—F—; [u/>1
£e)= L
fix)=sech-"u; u=g(x)
“2(—2“)—6—u2x2u)
1 2 ¥
* 1-u
1 |1-u? dy 2\/ 3
y:SOCh lu:ln . 5 _ u
u u du ‘e 1 l—uz
’ +
u u?
1—1‘2 3 3
- 2u? 5 +(—2u - 2u + 2u 5
: -2u? S - 2u
b _ u’ - 2
du ~ 2 ) = —
2121—“‘1: 2u4l:1_+1‘2‘
U u u u u ”

& —Zu(m+l) B
N e (PR e RPN e
y, por la regla de la cadena,
f'(x)=u 1——1,42 %; O<u<l

fix)=csch-1u; u=g(x)
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u2(2u)—(1+uzx2u)

1 (2)
- +
u? 2’1+u:Z
2
)’=csch"lu=ln(l—+ l+'2l :dy: u’
: u du 1 [1+u?
Snl
u u 2
2
1+
~ 2u? : +(2u3—2u——2u3) 2
u 7 1+ u
3 - 2u 2
dy _ u _ u
dy , Mru?[1 144’  d a1 1+
) u ) ) - )

—2u(\]1+u2 +1) -1

& _ N
du 2u2\/l+u2(1+\/1+u2) N1+ u?
y, por la regla de la cadena,
-1 du
') =——="" w20
| 1+u? dx

EJEMPLO 2. Obtener las derivadas de las siguientes funciones:

i) f(x) = senh 2(1—2):2) it) f(x) = cosh (ln «/;) iii)y = ang cot(senh 3x)

cosh x x
iv)y = (senh x)e‘mh o v)y= ———" ! vi)y:ln{tanh (—]:‘
4+senh 2yx 2

Vii )y = angtan (tanhx ), viii)f(x)=x°°th i ix)yzln(sec h4x)
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x)f(x) = ln(sec h l) + ln[csc h l)
x

X

Soluci6n. i) f(x) = senh 2(1—2x2)

f'(x) =2senh (1 —2x2 )cosh(l— 2x2 ) (—4x)=-4x senh(2—4x2)

i) f(x) = cosh (In ~/x)

1
JS'(x) = senh (ln \/;) 2:/;; = Zl—xsenh (ln J;)

iii)y = ang cot (senh 3x)

3 h 3 3 h 3 -3
@ = S 2x = - 0052 t = —-3sec h3x
dx 1+ senh “ 3x cosh “ 3x. cosh 3x

iv)y = (senh x)e cosh x

‘g‘}i = (senh x)senh x)ewSh * +(cosh x)e""Sh X _ gooshx (senh 2 ¥+ cosh x)
I

cosh x
v)y =

4 + senh 2 x

ay _ £+ senh 2 x)senh x — cosh x(2 senh x cosh x) _ senh x(4 +senh 2" x — 2 cosh 2 x)

“ (4+senh2x)2 ) (4+senh2 x)2

senh xl4—cosh ’ x—(cosh 2 x —senh 2 x)J: senh x(3—cosh. : x)
(4+senh 2x)2 (4+senh 2x)2

AN

G4 roud

[
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(i) ) () )
=8

vii)y = angtan (tanhx )

1 2{x cosh2(£)
&y 2sech (2)_ > y 1
dx

1

é’—: ok’ x - cosh ® x = ! S = sec h2x
dc  1+tanh®x cosh? x+senh2x cosh? x+senh 2 x cosh2x

cosh 2 x

viii ) f (x) = x O *

£'(x) = coth x- xSoth ¥~1 | ycothx x(— csc h2x)= xw‘hx[m —In x(csc hzx)jl
x

ix)y = x In(sec hax)

dy . — 4 sec hdxtanh 4x
dx sec h4x

+ In(sec h4x)= —4xtanh 4x + In(sec h4x)

x)f(x)= ln(sec h—lx—)+ ln(csc h _1_)

X
1 1 1 1
- —2(— sec h;tanh ;) - —2(— csc h%coth %J tanh l coth l
f'(x)= X + X = Ly x
sec h— c:schl x? x?

o X
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senh 1— coshl
X X
1" 1 1 2
cosh — senh — senh2—+cosh2—2 2 cosh — 2 2
f'(x)= * = . x X 2= X - coth =
x2 2 1 2 2 2 x2 X
x“ senh —cosh — senh —
x x X

EJEMPLO 3. Obtener la derivada de las siguientes funciones:

i)y=\/;senh—l\/;; ii)f(x)=xsenh'l(§]—\/4+x2; iii)y=cosh'lx2

iv)y:tanh_l(cosx), v)f(x):xtanh'lx+ln\}l—x2; vi)y=coth'l\/x2+1

vii)y = coth ! (sen 2x), viii) f (x) = sec h! (cos 2x), ix) f(x) =csc hl (tanx)

1

x)tan ~ "y = tanh Iy

Solucion: i)y = ~/x senh 7! \/x

1

dy Jx 2x 1 -1 1 1 -1
=~ = /x- + senh ~ /x = + senh ' ~/x
dx Je+1 o 2-/x 2J/x+1  2-/x

ii) f (x) = x senh —l(g) V4 +x?

1
S'(x)=x- 2 +senh—l(£]— *x -z +senh_1(£j— * =senh_l(£
ﬁ+1 2 \/4+x2 \/4+x2 2 4+x? 2
4
iii )y = cosh “1y2
d __2x

)



iv)y = tanh ! (cos x)

dy  —sen x —sen x o
P = = —csC X
dx l—coszx sen2x

v)f(x) = xtanh ~Vx +1n /1 - x2

ot
\/l—x2 N

2

' 1 _ -
AR 2'”‘”"’ Lx+ +tanh lx -
L2 1-x%2 1-x 1-x
vi)y = coth 71 +/x? +1
x
dy _ x? 41 1
d 1?2 +1) xJre? 41
vii)y = coth ™' (sen 2x)
& _ 2c0s2x 2, o
dx 1—sen2 2x cos 2x
- -1
viii ) f (x) = sec h~" (cos 2x)
— (= 2sen 2x) 2sen 2x 2
S'(x)= ( = = = 2sec 2x
wszxm cos 2x-sen 2x cos 2x
ix) f(x) =csc b~ (tanx )
2 2 - !
R x|

sén Xx

flx)=——¢ ¥ _ °5% _
e 1+ tan 2 |1 [sec x

Cos X

= tanh 'x

30
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INTEGRACION DE Y CON LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Cada una de las expresiones obtenidas para denivar las funciones hiperbélicas directas e inversas,
tiene su comespondiente forma diferencial y, de estas diferenciales, al integrarias, se obtienen las
expresiones siguientes:

senh uwdu = cosh u + C

coshudu =senh u +C

tanudu = In(cosh u)+C

cothudu = In|senh u|+C

secudu = angtanisenh u| +C

csc hudu =In +C

tanh “
2

sech 2 ydu = tanhu + C

cschzudu =—cothu+C




du
I\/a2+u2 a

j—du——zcosh -1 £+C =In
u a

y en forma compacta

sec hutanhudu = —sec hu + C

csc hu cothudu = —cschu +C

=senh 'L 4C=m

2—a

a—+u

32

u+'\/a2 +u2|+C

u+\/u2—a2l+C; u>a

e L 1% 4c=2pp° u| < a
al- a a 2a a-u
=1—c0th_lu+C:1—lnu+a-+C; u|> a
a 2a u-a
I 2du 2=llna+u+C;u;ta
a‘ —u 2a a -
du 1H 1 -1 a
——— —sech +C=—-——cosh " —+(C;, O<u<a
ju\/a2—u2 &£ a ]
u
——Lcsch_lu+C=—lsenh l—+C u=+0

du
u /a2+u2 a a a



EJEMPLO 4. Resolver las siguientes integrales:

v)

de; 11)-" cosh 2 2xdx, m)J' tanh xdx )J‘e +e

Jx

X

sech? Sxdx, Vi) J‘ﬂ(li{) dx, vii) jcosh3 L Viill) jcosh x csc h?xdx

sec h(l—)tanh (1—)
ix)-" * X/ ax

5 " x) J.senh Yy ax

X

. . [senh x
Solucién. i) | ———dx
,[ X

u=+x; du:i = =l senhudu=lcoshu+C=lcosh\fx_+C
2.x 2 2 ¢ 2

1
i) ‘Lcosh 2 2 xdx

u=2x, du =2dx > - coshzudu:l l+lcosh2udu
2 2 2 2

:%J’du+%jcosh2udu; v=2u, dv=2du = =%J‘du+% Icoshvdv

u

4

senh v 2x senh 4x [
N —————+C =

senh 4x l
+__—

NI * ] ~3.9112
2 8 o

8 4 8

2
iii ) ‘[tanh 2 xdx

P
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2
= J‘ — sec hzx)tx = [x—tanhx ]12 ~ 0.7976
1

= Icoth xdx =In|senh x|+C

V) J.sec h?5xdx

u=5x, du=5dx :%J'sechzduzgtanhu+C:%tanh5x+C

vi) J-csc h(in x) ;

X

1

+C:1ntanh% +C

tanh d
2

= = J‘cschuduzln

= Jcoshzxcoshxdx: J‘(l+senh2x)coshxdx: Jcosh xdx + Jsenhz x cosh xdx

3 senh3 X

u =senh x; du=coshxdx — :jdu+ J‘uzduzu+%+C=senhx+ +C
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viii) jcosh x csc h 2 xdx

= Jcoshx l—dx: csc hx coth xdx = —csc hx +C
senh < x

sec h[ljtanh (lj
ix)“- . X/ dx
x2
1 dx 1
u = —; a’u:-—i- = = — | sec hutanhudu =sec hu + C = sec h(—~J+C
X X

x) jsenh 4y dx

2 2
= (senhzx)dx: (-l+lcosh 2x dle afx—l cosh 2xdfx+l cosh 2 2xdx
2 2 4 2 4
:l dx—»1~ cosh2xdx+—]~ l+lcosh4x :—1— dx——-l— cosh2xd)c+1 d)c+l cosh 4xdx
4 2 4 2 2 4 2 8 3}

X senh 2 x X senh 4 x 3x senh 2 x senh 4 x
— "+ —+ T 4+ C = - + +C
4 4 8 32 8 4 32

EJEMPLO 5. Resolver las siguientes integrales, en términos de las funciones hiperbélicas inversas:

4
X
i)j X ii)J -- 2T dc; i) ———y W) | ——
3 /x* +16 'Jsenzx—9 .',1 3+42x—x2 J 25 — 4x?

g V7]



0.8 di .

dx B -1
v e Vi) | ——— vii senh xdx |
: 02 VxV1-x )J.V4+e2x )j

ix)J‘xzw/xz—l dx x)j o
(x+1)2

\/x2+2x+2

Solucién.

) f IS
X 4 116
La integral definida se resuelve como sigue:

u2:x4; u:x2; du = 2xdx ; a2=16; a=4

u2+a2 2 a

luego, la integral definida es:

1 2 14
—senh !X | =~ 0.2723
2 4 |,

y Cos x
II)J‘ dx
\/senzx—9
2 _ 2 o _ 2 _ _
u“ =sen“x, u=senx, du =cos xdx, a“ =4, a=2

1 u _1 sen x
= cosh 1—+C:cosh L2

du
__“/uz_az a 3

+C

f dx
iii ) ——
3+2x~x2

la integral indefinida y sus solucion estan dadas por:

36

viii ) J‘xtanh e



i j‘—(x2 ‘—iy(zx—s): I—G2-2f+1—1—3): j:—_(%)T

u2:(x—1)2; u=x-1, du = dx, a2:4; a=2

= —du_:l—tanh _1u—+C:1—tanh _lx—l+C
al_u? a a 2

luego, la integral definida es igual a:

1 x -1 e
~tanh ! ““] ~ 0.2747
2 2

ol oth ' ec = Leom 12
2 2 2 a 10 5

0.8

V) I
0.2 XVl-x

la integral indefinida se resuelve como:

u2=x; u:\/;; du:ix—_—, a? =1;
2-J/x
1

= & =9 £ :——sech_l‘i‘—‘+C
ﬁ\/;x/l—x " /a2_u2 a a

y entonces la integral definida es igual a:

—-10.8
- [sec ! .\/xB2 ~ 1.5993

- T2
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vi)j—dx—
4 + e 2>

1

- ‘ ’ 1 _1e
=——csch l—+C———csch +C

vii)J-senh Ty &

se integra por partes y

u:senh—lx; du:i_; v = dx;
x? +1

—x—dx:xsenh -1 x—\/x2 +1+C
\/x2+l

=xsenh_lx—

Viii ) Ixtanh “ly ax

se integra por partes y
2
u:tanh_lx; du = dx ; dv = xdx | v—_—.x~
1- x?2 2
2 2 2 Y 2
:x—tanh_lx—l . dx:i-—tanh_lx+l 1+ ! abc:x—tanh'lx+l d.‘x—l o
2 2 J1-x2 2 21 ¥2_1 2 2 1— x?2

2 2
-1 _
=x—tanh_1x+£—ltanh_1x+C:£+ * tanh 1x+C
2 2 2 2 2

ix)szxl_x2 -1 dx

se hace el cambio de variable: x = cosh u; ' dx = senh wudu
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= | cosh 2 u ~~.;/cosh 2u-1 senh wdu = j.cosh 2 u senh 2 udu

= [1+1cosh 214)(—l+lcosh 2u |du = —l+lcosh22u du
2 2 2 2 4 4
J‘du + — j — cosh 4u du j‘du + — Idu + — jcosh dudu

2 2
__u N u N §e£}1i‘£ g u N senh 2u cosh 2u O = u N senh u cosh u(cosh u +senh u)+c
4 8 32 8 16 8 8
! 3
u  senh u cosh 3u senh 3 u cosh u cosh 1 u x3(x2 - 1)5 x(x2 - 1)2
=——+ — + +C =- + + +C
8 8 8 8 8 8

J’ dx
x) | —e——
(x+1)2 Jx +2x+ 2

(c+1)2Ux2 +2x+1-1+2 (x +1)? J(xh:ﬁ—zfl

primera sustitucion:  u=x+1;, du=dx =

du
: Juzw/u2+1

segunda sustitucion:  u = senhv; du = coshvdv

= J - cosh_chv = J- COZSh vev = J' dv2 = Jcsc hvdv = —cothv+C
senh v J senh 2, +1 senh “ v cosh v senh < v

enh? Wi feya JED
. /senh vl oo MU a A1) 41 o AR R

senh Y u x+1 x+1
APLICACIONES

Ahora se presentaran algunos ejemplos de aplicacién que ilustran la utilizacién de este importante
tipo de funciones, en las matematicas y la fisica.

[N P/

"
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EJEMPLO 6. Al colgar un cable telefonico (uniforme y fiexible) entre dos puntos, adopta la forma de

una catenaria cuya ecuacion esta dada por f(x) = 5 cosh g . Determinar la longitud del cable, de

acuerdo con la figura, entre las abscisas x=0 y x=10m.

) X
fx)=5cosh 5 .
J y
://
»
5
-10 * 10
Figura 19

Solucién. Como se sabe, la expresion para calcular la longitud esta dada por:

10
L - I S+ Lo &
0

f(x) =5 cosh :— = f'(x) = senh 356—

10 . 10
= \/1+senh 2—dx: cosh —dx=|:55enh
0 5 0

W | %

i

10

0

~ 18 1343 m
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EJEMPLO 7. En la Ciudad de San Luis Missoun, EUA, se construy6 un arco que posee la forma de
una catenana invertida. En el centro tiene 192 m de altura y de extremo a extremo en la base, hay
una longitud de 192.28 m. La forma del arco obedece, en forma aproximada, a la curva de ecuacion

y = 231 - 39 cosh (5)

39
i) Determinar la longitud total del arco.
if) Determinar el &rea total bajo el arco.
y :
y=231-39 cash | f;f:
192 / o
06.14 0 96.14 X

Figura 20
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Solucién. i) La expresion para calcular la longitud del arco es:

A

f(x)=231-39 cosh (%) = ...f'(x) = —senh

&’&

.
9

14 - .14 . 96 .14
L=2 1 + senh 2[—) dx =2 cosh(—j dx = 2| 39 senh (ij ~ 455 5.
39 39 39 )],

ii) y la expresidn para calcular el area bajo la curva esta dada por:

7~ N\
(8]

9% .14
A:ZI f (x)ax
0

96 .14 p . 96 .14
A=2 231 — 39 cosh (—) dx = 2| 231 x - (39 )% senh (—)
39 39 )4,

= 2(22,208 .34 - 8,882 .63 )~ 26,651 .42 m >

EJEMPLO 8. Hallar el area de la superficie generada por la porcién de curva y = 2 cosh ; ,
comprendida entre los puntos A(0, 2) y B(2.5, y), al girar alrededor del eje de las abscisas.

Solucién.

La expresion para calcular el area de una superficie de revolucién es:

b 4 2
sj 27y 1+(Lj &
B dx

= 2 cosh % = — = senh —




"w

Figura 21

43

NN V"4
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2.5 2.5
[
S = 27z(2 cosh ij\/l + senh 2 id)c =2 (2 cosh £)(cosh ijabc
o 2 2 o 2 2
. X e 1 1 X senh x .
= 4r cosh 2 —dx = 4rn (—+ — cosh xjdx = 47z(~+ j
2 2 2 2 2 0

S =22 G+ senh x)B> =272(2.5+ senh 2.5)~ 53 723 u?

EJEMPLO 9. Una cooperativa campesina construye un granero con 30 m de largo y 12 m de ancho,
como se observa en la figura. La seccion transversal del techo es una catenaria invertida cuya
ecuacion es:

y = 9.25 — 6 cosh g

Determinar su capacidad total.

Aly
y=9.25-6cosh &
325 ‘ /1/
e
™
6 0 6 X
Figura 22

Solucién. Para calcular el érea de la seccion transversal, se utiliza la integral definida

6
A= 2“; (9.25 — 6 cosh %jdx

la integral indefinida se resuelve como:
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X X X B
J-(QZS — 6 cosh 5de =025 jdx -6 jcosh 6—'dx = 9.25x - 36 senh 8 + (

6
y el area de la seccion es iguala: A = {925.»:— 36 senh x} =55.5-423072 =13.1928m?
0

y el volumen sera: 13 1928 -30 ~ 395 784 m"

EJEMPLO 10. Una region del primer cuadrante esta acotada amba por la curva y = cosh x, abajo
por la curva y = senh x y por la izquierda y la derecha. por el eje y y la recta x = 2 respectivamente.
Calcular el volumen que se genera al hacer girar esta region alrededor del eje x.

Solucion. La figura del area que gira alrededor del eje x y genera el volumen es la siguiente:

]
N

X

Figura 23

La integral definida para determinar el volumen requerido es:

- M



16
2
VZJI‘[ Losh 2x—senh 2x]a’x

la integral indefinida se resuelve de la siguiente manera:

= (l+lcosh2x}x— —l+lcosh2x :1 dx+1 cosh2xcbc+1 dx—~1 cosh 2xdx
2 2 2 2 2 2 2 2
= J‘dx =x+C

luego el volumen serdiguala: V = 7 [x J3 = 27 u 3

EJEMPLO 11. Una linea de transmision de alto voltaje mide 62.5 m de longitud y tiene un peso de
1.488 kg / m. Cuelga de dos torres con 61 m de separacion.

i) Encontrar la tensién minima Ty (tension horizontal que tira del cable en su punto mas bajo).
i) Encontrar la tension maxima en la linea de transmision.
lii) Calcular la flecha (distancia del punto mas bajo de la linea, a la horizontal que une sus dos
soportes) del punto medio.
y

y=12.w!x.
w To
504
Yo
+ * + P
-305 0‘ 305 X

Figura 24
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Solucion.

i)Como ya se vio en este trabajo, la ecuacion cartesiana de la catenaria esta dada por y = cosh x 0
bien, por

T T
y=ccosh * donde c=-0 = y =9 cosh X
c w w Ty

La longitud “I" de un segmento [0, x ] de la catenaria se obtiene a partir del siguiente desarollo:

X ’:’ P R I T X
l = 1 + senh 2 K—dx cosh _de — | 29 senh .
) ‘\vl W TO 0

Como I=31.25m; x=30.5m; w= 1.488 kg/ m, entonces se tiene que:

T
3125 = -0 ooy 1488x30.5 465 . 45384
se hace
u= 45,1',384 = 1.02459u =senhu = senh u—-1.02459u4 =0
0

y el valor de u que hace cero la ecuacion anterior es aproximadamente: u = 0.3859. Luego se llega
a

45 384
T - ~ 117 .61k
O~ 03859 .

fi) Para encontrar la tensién maxima en la linea de transmision “T”, se aplica el teorema de
Pitagoras y

7‘=»j};5i;(QJ)f :-J@17_61)24—Ou488:31.25)2 = /13832 .1121 + 2162 .25 ~ 126 .47 kg

iii Para calcular le flecha del punto medio, indicada en la figura con “H”, se hace lo siguiente:

WY #'Mi0n) d WY
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T
y = 70,, COSh M’_x S

w TO

T 117 .61

1.488
30.5
x=30.5 = y=79.03898 -cosh —————— = 84 .987

79 .03898

de donde
H=y-yyp~5%m

EJEMPLO 12. Mediante los principios de la estéatica es factible probar que cuando se cuelga un
cable entre dos postes, su forma es la de la curva

y = . cosh [gg_xj
PE 1

donde p es la densidad lineal del cable, T la tension del mismo en su punto mas bajo y g es la
acelaracion de la gravedad. Comprobar que dicha ecuacion satisface la ecuacion diferencial

R
d’y _pg || (¥
ac? T “

Solucién. Se deriva la fucion “y” dada y se sustituye en la ecuacion diferencial donde se ve que la
satisface.

y queda comprobado.
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EJEMPLO 13. La velocidad v como funcion del tiempo t’ de un cuerpo de masa ‘m”, que cae a

través de un medio viscoso y que opone una fuerza de resistencia proportional al cuadrado de la
velocidad, satisface la ecuacion diferencial

dv 2
m — = mg — kv
dt s

en donde g es la aceleracion de la gravedad y k es una constante positiva. Comprobar que una
solucién de esta ecuacion que cumple que la velocidad es cero en el tiempo cero, es

——
v(t) = \JfI"Tg—tarrh ( \jf %t]

Solucion. Se parte de la ecuacion diferencial, en la que se separan las vanables para poder integral
de la manera usual. Asi

mdl:mg—l(v2 — mdv—mgdt+kv2dt:O = mdv—(mg—kvz)ll:0~

dt

se divide entre mg — kv’ y se tiene que

— m2 dv —dt =0 = m ~~—~E~v*—2~- Idl =0
mg — kv © . mg — kv

para resclver la pimera integral se hace el cambio de vanable

EE N Vm N
oo L G- 512828

m _1 kv . -1 kv kg
Jk ng Jmg ! \/mg ( 2N'm

v(0) =0= C3 =0.. tanh -’g—t = :[EK—_: v(t) = /m—kg—tanh ( k—g—tj ‘

— 0 S A
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EJEMPLO 14. £l Radbén es un gas que puede difundirse a través de matenales s6lidos como
tabiques y cemento. Si la direccion de la difusién en un muro de cimentacion es perpendicular a la
superficie, como se ilustra en la Figura 25, entonces la concentracion de Radén “f(x)” (en joules/cm?)
en los poros llenos de aire existentes en el muro, a una distancia “x” de la superficie exterior puede
ser aproximada por la expresion:

f(x) = Asenh (px)+ Bcosh (px)+ K

donde la constante ‘p” depende de la porosidad del muro, de la vida media del Radén y de un
coeficiente de difusion, la constante “K” es la maxima concentracion de Radén en los poros llenos de
aire; y A y B son constantes que dependen de las condiciones iniciales. Mostrar que y = f(x) es
solucion de la ecuacion de difusion:

MURO DE

o
SUELO o°| CIMENTACION
o]

Z

Figura 25

Solucién. Se sustituyen la funcién y su derivada en la ecuacion de difusién y se ve que la satisfacen.
Asi

y = Asenh (px)+ Bcosh (px)+ K = %}:Apcosh (px )+ Bp senh (px)
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d*y

= Ap 2 senh (px)+ Bp 2 cosh (px)
dx

luego,
Ap 2 senh (px)+ Bp 2 cosh (px )— p2 [A senh (px)+ B cosh (px)+ K]+ sz =0

0=0

por lo que f(x) es solucioén de la ecuacion de difusion.

EJEMPLO 15. Cuando un trailer da vuelta en una esquina, sus ruedas posteriores describen una
curva como la de la figura 26. Determinar la ecuacién de esa curva si se considera a las llantas
traseras como una masa ‘m” en el punto (1, 0), sobre el eje “x’, unida mediante una varilla de
longitud unitania, a un punto “P” que representa la cabina en el origen. Cuando el punto “P” sube por
el eje y’, arrastra a ‘m”. La curva descrita por ‘m” se llama tractriz (del latin tractum, arrastrar), y se
puede probar que es la grafica de la funcién y = f(x) que resuelve el problema de condiciones
iniciales:

Figura 26



Solucién. Para encontrar la ecuacion pedida, se debe resolver el problema de valores iniciales y para
ello se integra la derivada dada y se sustituyen los valores iniciales. Asi:

dx N xdx
x«/l—x2 ”Jl—xz

= I — dx N xdx
= e
xﬂ./l—x2 ‘\l—xz

dy:_

la primera integral es directa por formula y para la segunda se realiza el cambio de variable:

L 2 .
u=1-x, du=-2xdx = —-:12 L?A:—%J-u Zdu:——l-u~~—»+(7:—~«/1—x2+(7
~Ju

por lo que

y = sec hly-\J1-x%2 +C

Como x=1 =y=0, entonces 0=sech-'(1)+ C = C=0 y finalmente la ecuacion de la curva
es

y = sec Al -1 - x?

expresion que contiene una funcion hiperbélica inversa.

EJEMPLO 16. En el caso de la caida de un cuerpo pesado de masa ‘m”, bajo la influencia de la
fuerza gravitacional F; = —mg y una resistencia del aire proporcional al cuadrado de la velocidad

“v” del cuerpo, la funcién que expresa la aftura sobre el suelo esta dada por
1 I
y()=yo - ;ln (cosh q«/pgt)

donde y es la altura sobre el suelo cuando t = 0, g es la aceleracion de la gravedad y > es una

constante que esta en términos de la masa del cuerpo y de la constante de proporcionalidad de la
resistencia del aire con la velocidad del cuerpo.

i) Si g :9.8L';~ y p=6.78-10"2joules, calcular la distancia que habra caido y Ia
S

velocidad que ha alcanzado después de cinco segundos.



i) ¢ Cudles serian las respuestas sin considerar la resistencia del aire?

dy

Solucion. i) Como se sabe v(t) = - luego

1 -/pg senh . t
1. JpE ﬁ\_pg = — & tann pgt
p cosh ~/pgt P

v(t) = -

La distancia que ha caido esta dada por:

1
6.78 -10 ~3

G e RN fo=r In [cosh \J6.78 -10 ~3 -9.8(5)]
p

d =147.4926 - In[cosh(1.2888 )] = 147 .4926 -In(1.952) = 98.65m

y la velocidad se calcula como:

y= |28  amh ~J6.78 -10 3 .9.8(5) = 38 .0188 -0.8588 =32 .65
6.78 -10 ~3 s

ii) Sin considerar la resistencia del aire, la distancia y la velocidad serian:
2 2
d = gtc 985

LA >~ 122 5m v-gt =98.5-49 07
2 2 s
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