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"PROLOGO

Este trabajo se ha escrito de tal manera que sea accesible a cualquier persona que
este familiarizada con !a aplicacion de la mecénica basica para el analisis estatico de
estructuras, temas que se estudian en los primeros cursos de Ja carrera de Ingeniero Civil.

Los temas que se presentan, muestran procedimientos que emplean las técnicas
de algebra matricial, y se escribid con la finalidad de servir como material de apcyo para
los estudiantes que cursan la materia de Analisis Estructural lll, en el 40. afo.

El trabajo fue desarrollado tomando como base el programa de estudios de la
materia. Como el material es relativamente nuevo para los estudiantes de ingenieria, el
autor ha tenido en mente desarrollar este material para que los alumnos cuenten con un
texto que cubra ampliamente el metodo de las rigideces.

Cabe hacer notar, que existen varias razones por |las que el anélisis matricial de
estructuras es importante para el analisis estructural. Una de las mas importantes es que
hace posible un acercamiento due es valido para estructuras de todos tipos y una segunda
razdon es que proporciona medios eficaces para describir los diferentes pasos en el
analisis. de modo que estos pasos o etapas pueden ser programadaos mas facilmente en
una computadora.

E! uso de matrices es sencillo cuando se desarrollan calculos con [a ayuda de una
computadora, ya que permite la manipulacion de grandes grupos de nimeros de un modo
efectivo y sencillo. El alumno encontrara que los métodos presentados en este trabajo
son altamente organizados y que los mismos procedimientos basicos pueden seguirse en
el andlisis de diferentes tipos de estructuras ya sean unidimensionales, bidimensionales
o en el espacio.

Rafael Rojas Rojas
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INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL 1

1.1 INTRODUCCION

El analisis estructural es un paso intermedio en &f procesc a saguir para la
construccién de cualquier obra civil y tiene como finalidad el determinar =l
comportamiento de la estructura que la soportara, es decir, los sfectos produc:dos por
las diferentes acciones que abraran en ia construccion. El comportamiento d2 la
estructura se puede expresar a traves de desplazamientos, reacciones y fuerzas intermas
(elementos mecanicos). A partirde estos ultimoes se define la resistencia que debs tensr
la estructura para soportar las cargas que obraran sobre esta y con los desplazamisnics
se revisaran las condiciones de servicio, para esto los desplazamientos actuantas seran
menores o iguales que los permisibles establecidos por los reglamentos  de
construccion. Si esta condicidn no se cumple deberan cambiarse las dimensiones de
la estructura y analizaria nuevamente. DCe [o antenor se cbsarva que &l analisis y &l
disefo de una sstructura es un proceso iterativo y que el analisis estructural es una
herramienta necasaria para disefar una estructura y asi poder construirla.

Por otro lado para poder realizar el analisis de una estructura, se debe tener bien
definidas sus condiciones de frontera ¢ condiciones de apcyo, ya que una estructura
bajo las mismas condiciones de carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene
comportamiento diferente.

Un apoyo es la representacién grafica del nimero de reacciones necesarias en
el punto donde se encuentra dicho apoyo, para establecer el diagrama de cuerpo libre
en la estructura. Las diferentes condiciones de apoyo se obtienen a partir de la
continuidad de los elementos o de la forma en que se conectan; por gjemplo un
elemento ya sea de madera, concreto o0 acero se apoya en forma directa scbre otro
elemento como se indica en la figura 1.1.a.



Se cbserva que los desplazamientos horizontal y angular pueden ser diferentes
de cero, sin embargo en la dire zcion vertical el muro restringe el desplazamiento dando
origen a una reaccidn vertical Rv  La ideaiizacion dei apoyo de esta estructura se
puede representar comoe se indica en fa figura 1.1.b Este apoyo se conoce como libre
o directo y es la representacion esquematica de ura reaccion.

Si la viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 12, &
desplazamiento horizontal se restringe dando origen a una nueva rzaccion y su
idealizacién se muestra en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce comao articulacion y
es la representacion esquematica de des reacciones, una vertical y otra horizontal.

Kv

(a) (b)

Figura 1.1

(@) (&) (c)

Figura 1.2

Si ese mismo elemento se conacta a otro de fal manera que el desplazamiento
angular sea cero, ademas de los desplazarnientos vertical y herizontal como se indica
en la figura 1.3.a se da crigen al apoyo gue se Conoce como empotramiento, el cual es
la representacion de tres reacciones comao se muesira en la figura 1.3.0.

2



(a) -y

Figura 1.3

Finalmente si se conecta el elemento de la forma que se muestra en la figura 1.4 se
obtiene &f apoyo guiado, que es la representacion esquematica de dos reacciones como
se indica en las figuras 1.4.a y 1.4.b respectivamenta.

| : Tﬁ‘_—ﬁ i}?' i.':.:‘. % ’ ~
(a) (b}

Figura 1.4

De los cuatro casos anteriores, se puede concluir que si hay desplazamiento en
el apoyo no hay reaccidn y si hay reaccién no hay desglazamiento.

1.2 EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACION ENTRE FUERZAS Y
DESPLAZAMIENTOS.

En la seccién anterior se dafinié el objetivo del analisis como la determinacion
delos desplazamientos, reacciones y fuerzas internas bajo cualguier condicion de carga.
Sin impertar el método utilizado para lograr este objetivo es necesario cumplir con las
condiciones de equilibno, comeatibilidad y la relacion entre fuerzas y desplazamientos.

3



1.2.1 EQUILIBRIO

La salucion correcta de la estructura debe satistacer las condiciones de equilibrio

estatico, no solo para la estructura completa, sino tambien para cualquier parte de ella
tomada como un cuerpo libre.

En un espacic tridimensional si el vector fuerza resultants es igual a cero, tambian
sus componentes deben ser igual a cero, por lo que se pueden plantear las siguientes
gcuaciones:

SFx =0 XFy=0 ZIFz=0 11a

En estas ecuacicones las expresicnes Irx, LFyy ZFz son las sumas algebraicas
de las componentes en x, y & z respectivamente de todos los vectores fuerza que
actuan en el cuerpo libre. Igualmenta. si el vecter momento rasultante ss igual a cero,
las ecuaciones de momento del equilicrio asiztico son:

IMx =0 EZIMy =0 ZIMz=0 1.1b

donde IMx, IMy & IMz son las sumas algstraicas de los momentcs respecto a los
gjes x, y & z respectivamente, de todcs los parss y fusrzas qus actuan sobre 2l cuergo
libre.

Las ecuaciones 1.1 representan las condiciones de equilibrio estatico
tridimensicnal. Si la estructura es plana y las cargas estan en el plano que contiene a
la estructura y los pares tienen sus vectores normales a ese plano, solo son utiles tres
de las seis ecuaciones de equilibrio. Considerando que las fuerzas estan en el plano
x-y, evidentemente las ecuaciones XFz = 0, Mx =0 y XMy =0 se satisfacen
automaticamente. Las ecuaciones restantes LFx =0 XZFy =0 y XMz = Qsonlas

- ecuaciones de equilibric estatico que toda estructura en el planc x-y debe cumplir.

L as ecuaciones de equilibrio pusden aplicarse a cualquigr estructura como Cuerpo
libre y si se cumplen en ésta, entonces deberan cumplirse también en cualquier punta,
gelemento, nodo o cualquier parte dz2 ella tomada cocmo cuerpo libre como ya s2
menciond anteriormente.



1.2.2 COMPATIBILIDAD

En las estructuras donde el numero de las incognitas es igual al numero de
ecuaclones de equilibrio estatico, se puede daterminar el valor de las reacciones y de
las fuerzas internas que estén presentes en el sistemna estructural para lograr ef equilibno
del mismo. Sin embargo hay estructuras que tienen mas incégnitas gue ecuacionss de
equilibrio estatico, por lo tanto se ve la necesidad de plantear scuaciones adicicnales
para poder determinar todas las incognitas. Estas ecuacionss se obtiznen a partir de
las condiciones de compatibilidad. Estas condicicnes se refieren a la continuidad de los
desplazamientos a lo large de toda la estructura, por lo que, también reciben el nombrs
de condiciones de continuidad. Usualmente estas condiciones son de intsrés en los
nodos de la sstructura. por lo que se define la compatibildad ccma: el desplazamianto
de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las barras que
concurren al nodo.

Para ilustrar esta condicidn. considerese Ia viga mostrada 2n la figura 1 5, la.cual
tiene tres reaccionas y solamente se pueden utilizar dos ecuaciones de equilibrio Fy =
0y IMz = Q. por lo gue hay que establecer una tercera ecuacion.

Figura 1.5

Utilizando el principio de superposicion de causas y efectos ( 1a respuesta de una
estructura, debida a un numero de cargas aplicadas simultansamente, se obtiens
mediante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separaco
cada una de ellas ) la viga de la figura 1.5 se puede descomponer en dos estados como
se muestra en ta figura 1.6, de tal manera gue si sumamos &l estado 1 con el estado 2

se obtiene la viga inicial.



A |
0. 5
— e Ty estade 1
FAT G
Mh
R -~ _ B
A 7 Pse e estade 2

Se observa que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 el desplazamiento
angular vale cero,

pA =0
y de |a figura 1.6 para satisfacer esta condicién de compatibilidad,
A + ¢A, =0

la cual es la tercera ecuacion necesaria para determinar las tres reacciones de la viga.
1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTQS

Para definir la relacion entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema
estructural, es necesario utilizar las leyes constitutivas ( propiedades ) de un material
dado y los conceptos de equilibrio y compatibilidad. Hay dos formas basicas para
expresar estas relaciones. La primer relacion fuerza-desplazamiento de la forma:

P=KD

donde P es la fuerza, D ios desplazamientos y K la rigidez de la estructura. La rigidez
tiene unidades de fuerza por loengitud y puede definirse como la fuerza necesaria para
mantener el elemento en una unidad de desplazamiento. Esta-relacién es ia base para
el método de las rigideces, la segunda relacion se puede expresar:

D=FP

O



en este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y sstd dada en unidades de
longitud por fuerza. FPuede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es el

desplazamiento generadc por una carga unitaria. Esta relacidn 2s la base para el
metodo de las fuerzas

1.3 TIPOS DE ESTRUCTURAS

Las estructuras de acuerdo a su compertamiente se pueden clasificar en dos
grandes grupcs las estables y las inestables. Estas ultimas son aguellas que no son
capaces de sopcnar un sistema general de cargas a mencs de que 2ste sea controlado.
Las estructuras estables son aquellas capaces de soperntar un sistema general de cargas
cuyos valores estan limitados a que no ocurra una falfla por deformacion excesiva y a
su vez s2 pueden subdividir en isostaticas e hiperestaticas. Las isostaticas son
aquellas que se pueden resclver con las ecuaciones de squilibrio, es decir el numero
de incocgnitas (reacciones vy fuerzas internas) es igual al numerc ds ecuaciones de
equiibrio que se pueden utilizar. Por el contrario si no se pueden resolver con las
ecuaciones de equilibrio se dice que son hiperestaticas. También se puede hacer la
clasificacién de las estructuras en torno a los elementos mecanicos gque estaran
presentes en las mismas.

Para determinar los elementos mecanicos que estaran presentes en una
estructura sujeta a un sistema general de cargas, se parte de considerar que la
estructura esta en equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fraccion de la
misma tambien debe estar en equilibrio.

1.3.1 ARMADURAS

Si se traza una seccidn a-a en la armadura mostrada en la figura 1.7.a, se
observard que para lograr el equilibrio de la percién ce la estructura comprendida entre
la seccién a-a y el apoyo A se requiere de dos fuerzas normales N, y N, a la seccidén de
ias barras 1y 2 respectivamente, figura 1.7.b, para cualguier otra seccién resultara una
situacion similar, ya que las fuerzas necesarias para lcgrar el equilibrio seran normales



a la seccion de las barras. a estas fuerzas también se les conoce como fuerzas axjales

N1

N2

{a) (&)
Figura 1.7

1.3.2 VIGAS

Si se traza la seccion a-a en la viga mostrada en la figura 1.8.a, para lograr el
equilibrio vertical se requiere una fuerza V que tendra la misma magnitud pero sentido
contrario a la reaccion, a esta fuerza se le llama fuerza cortante, estas dos fuerzas
producen un par que sera contrarrestado por un momento M, que genere otro par de
igual magnitud pero de sentido contrario. figura 1.8 b, asi se concluye que la viga estara
sujeta a fuerza cortante y momento flexicnante.

() Figura 1.8

1.3.3 MARCOS PLANOS

Si se analiza la seccién a-a del marco mestrado en la figura 1.9.a se requisre una
fuerza normal N a al seccién para equilibrar la reaccién vertical, una fuerza cortante V
para equilibrar la reaccidn horizontal, estas dos fuerzas ( Rhy V) forman un par que



sera equilibrado por un momento M que genere otro par de igual magnitud pero sentido
cantrario, asi los elementos mecanicos que estaran presentes en un marco seran: fuerza
normal, fuerza conante y momento flexionante, como se muestra en la figura 1.9.b.

w
| . N
.} M/’"‘_,
| Y
) a|a t
f i — ——— HRh
—_— ! " Ry
{a; (£

Figura 1.¢

"}

1.3.4 RETICULA OEMPARRILLADO

Una reticula es una astructura en la cual la carga se apiica perpendicular al plano
que contiene la esiructura, si se analiza la seccidn a-a de la reticula mostrada en la
figura 1.10.a se observa que los elementos mecanicos necesarics para planterar el
diagrama de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre la seccion y el
apoyo A son fuerza cortante Vy, momento flexicnante Mz y momente torsionante Mx
como se indica en la figura 1.10.b

W
AR ANEA Vy
’ Mz
= e .
y 1 / M ‘ I
.l\ 2 ')/ ﬁx ’l .’/.:/
I Vi ' — A ety
éf? / . x o= 1
s ; e Mx
- RV
4 a

Figura 1.1¢



1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES

Estas estructuras también se conocen como marcos tridimensionaies y para su
analisis es necesario referirlas a un sistema cecrdarado tridimensional, Si se analiza la
seccidén a-a del marco mostrado en la figura 1.11 a se observa que para lograr e
equilibrio de la porcion mostrada en la figura 1.11.b sa requiers una fuerza axial N, dos
fuerzas cortantes una en la direccion " y " y la otra en la direccidn " z ' que
denominaremos como Vy y Vz respectivamanta. en un momento torsionante alrededoer
del eje longitudinal de la barra Mx y dos momentos flexionantes uno alrededor del eje
"y "y otro alrededor del gje " z " My y Mz respectivamente.

Figura 1.11

1.4. GRADO DE HIPERESTATICIDAD

La estructuras hiperestaticas ( estaticamente indeterminadas ) pueden ser
externamente y/o internamente indeterminadas. Si el numero de reacciones excede el
namero de ecuaciones de equilibro disponibles, se dice que la esiructura es
externamente indeterminada. Si algunas fuerzas internas (elementos mecanicos) no
pueden determinarse por la estatica a pesar de que todas las reacciones sean
conocidas, la estructura se clasifica como internamente indsterminada. Para ilustrar 1o
anterior considerese la viga de la figura 1.12 |2 cual tiene 5 reacciones y solo se tienen
disponibles 3 ecuaciones de equilibrio ( ZFx=0, XFy =0y EMz =0 ), lo cual da un
nimero mayor de reacciones (incognitas ) gor lo tanto la viga se clasifica como
externamente indetarminada.

1¢
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Figura 1.12

La armadura de la figura 1.13 tiene 3 reaccicnes para cualquier condicion de
carga y se dispone de tres ecuaciones de equilibne {IFx, ZFy y EZMz). Como el
numero de reacciones es igual al numero de ecuaciones de squilibrio. la armadura es
isostatica externaments, sin embargo las fuerzas en las barras no se pueden determinar
con las ecuaciones de equiiibrio. Si se retira 0 se corta una de las barras diagonales
como s& muestra en la figura 1.13.b, Ias fuerzas en las otras barras ya se pueden
determinar con las ecuaciones de equilibric, por lo gue las fuerzas internas en la
armadura exceden a las ecuaciones de equilibrio en una fusrza. lo cual indica que la
armadura es hiperestatica internamente.

1 ~ ’ L
] ™~ e
ll /';\ : ! ,/
‘ y “ | L
| e — !
4 N | N
— -
—_— - 2 g
T 2

Figura 1.123

El marco de la figura 1.14 tiene seis reacciones y se tienen disponibles tres ecuaciones
de equilibrio { ZFx. IFyy EZMz). El nimero de reacciongs es mayor al numero de ecuacicnes
de equiiibrio, lo cual hace que el marco sea hiperestatico externamente. Las fuerzas internas
(N. Vy M) en todas las barras no se pueden determinar con las ecuaciones de equilibrio. Si
se retira 0 se corta la barra horizontal inferior, como se muestra en la figura 1.14 b, las fuerzas
internas en !as otras barras ya se pueden calcular con las ecuaciones de la estatica, por o
que las fuerzas internas del marco exceden en ires a las ecuaciongs de equilibrio, lo cual

11



implica que el marco es hiperestatico internamente.

Figura 1.14 a v b

De lo anterior el grado de hiperestaticidad de una estructura se define como el nimero
de reacciones y de fuerzas internas gue excedsn al nimero de ecuacicnes de eqguilibrio

estatico, asi:

GH = GH, + GH,

GH, = N.Fl -NEE.

GH, = NR - NEZE. (1.1)
donde:

GH, GH, y GH,: son el grado de hiperestaticidad total, interno y externo
respectivamente. ‘

N.F.l. es el numero de fuerzas internas (elementos mecanicos); N.R. es el nimero de
reacciones y N.E.E. es el nimero de ecuaciones de equilibrio estatico disponibles.

El grado de hiperestaticidad puede ser negativo, igual a cero o mayor que cero, estos

valores representan:
GH > 0 estructura hiperestéatica

GH = 0 estructura isostatica
GH < 0 estructura inestable

Para ilustrar la aplicaciones de la expresidn (1 1) se determinara el grado de
hiperestatcidad para las estructuras de las figuras 1.15ala 1.19

12



Figura 1.1%

GHe =3-3=0
GHi =0
GH =0

Figura 1.17

GH =3

Figura 1.19

Figura 1.1c¢

GH =8-3 =5
GH =5

Figura 1.18

GHe =6-3 =3
GHi=8-3=3
- GH =6

GHe =6-3 =3
GH|=12-6=6
GH =9

13



En las estructuras de la 1.15 a la 1.19 se determird el grado de hiperestaticidad por
inspeccion, es decir, estableciendo el numero de reaccicnss, fuerzas internas y el nimero de
ecuaciones de equilibrio estatico que se pueden plantear en una estructura determinada. Para
ciertas estructuras, especialmente para aquellas que tieren un gran numero de barras, es
dificil aplicar este enfoque, por lo que se recomienda utilizar la ecuacidn (1.2) que resulta de
hacer un planteamiento formal.

Considérase una estructura cualquiera con N3 dbarras, NN nodos y NR reacciones. Las
incognitas son los elementos mecanicos EM y las reacciones NR en cada barra y apoyos
respectivamente, es decir:

| = NEM * NB + NR

En cada nodo se pueden piantear N ecuaciones de equilibrio estatico NEE, asi las
ecuacicnes que se generan en la estructura son:

E = NEE * NN
si la estructura s isostatica, el nimero de ecuaciones es igual ai numsaro de incognitas

NEM * NB + NR = NEE * NN

por lo que el grado de hipersstaticidad es el numerc d2 incégnitas mencs el numero de
ecuaciones
GH = NEM * NB + NR - NEE * NN (1.2)
donde:
NEM: numero de elementos mecanicos en las barras de la estructura en estudio.
NEM =1 en armaduras solo hay fuerza normali
NEM =2 en vigas cuando solo exista fuerza cortante y momento flexionante
NEM =3 en vigas y marcos en el plano por presentarse fuerza normal, fuerza
cortante y momento flexionante.
NEM =3 en reticulas o parrillas se tiene presente fuerza cortante, memento
torsionante y momento flexionante.
NEM =6 en marcos en el espacio por sstar presente los seis elementos
mecanicos (N, Vy, Vz, Mx, My, y Mz)
NN. numero de nodos
NR: numero de reacciones
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NB: numero de barras
NEE: numero de ecuaciones de equilibrio por nodo
NEE =2 armaduras en &! planc
NEE =3 armaduras en el espacic
NEE =2 vigas con fuerza cortante y momento flexionante

NEE =3 wvigas y marces con fuerza normal, fuerza cortante y momento
flexionante.

NEE =3 reticulas o pamllas
NEE =6 marccs en el espacio.

El uso de la ecuacion (1.2) seilustra con la aplicacion de las estructuras de las figuras
1.15a 118

Para la estructura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un eglemento
mecanico por barra que es la fuerza normal, por lo gue NEM = 1, nueve barras NB = 9, tres
reaccicnes NR = 3, por nodos se pusden plantzar dos ecuacionsas de equilibrio TFx=0 y
LFy=0 por lo tantc NEE = 2 y por dltimo tiene seis nodes incluyendo Ics apoyos NN = 6,
sustituyendo en la ecuaciéon (1.2).

GH=1*8 +3-2*6.=0

v

Para la viga en la figura 1.16 los elementcs mecanicos por barra son tres NEM=3, el
numero de reacciones es 8 NR = 8, el numero de ecuaciones que s& pueden plantear son
tres (ZFx=0, ZFy=0 & Mz=0) NEE = 3 y tiene cuatro ncdos NN = 4 que aplicanco la
ecuacion (1 2) resulta:

GH=3*3+8-3*4=5
En el marco de la figura 1.17 se tiene NEM = 3 NB = 3 NR = 6, NEE = 3y NN = 4
GH=3*3+6-3*4=3

Para el marco de la figura 1.18 se tiene NEM = 3, NB =6 NR = 6 NEE =3y
NN = 6. asi.

GH=3*6+6-3*6=6



Finalmente para el marco de la figura 1.19 se tiecne NEM = 6,NB = 8, NR =24 vy
NN = 8, asi:

GH=6*8+24-8*6=24

que comparando 1os resultados se observa que son los mismos.

1.5 GRADO DE LIBERTAD ( INDETERMINACION CINEMATICA )

El grado de libertad esta relacionado con los desplazamientos desconocidos en la
estructura; como méximo’ un nodo pueds tener seis desplazamientos desconocidos ( 3
iineales y 3 angulares ). El grado de libertad se define come el minimo numerc de
desplazamientos necesarios para definir la configuracion deformada de la estructura. Si se
consideran los desplazamientos de los nodos unicamente, el grado de libertad se puede
cefinir comoe el nimero posible de desplazamientos de una estructura y se puede determinar
a partir de ia siguisnte sxpresion

GL = NN * DN - NDR (1.3)

donde:
GL . grado de libertad
NN . numero de nodos incluyendo los de frontera
DN : numero de desplazamientos por nodo
NDR: ndmero de desplazamientes restringidos

La expresién anterior se puede leer como: el grado de libertad es igual al numero de
nodos incluyendo los de frontera por el numeroc de movimientos posibles en cada nodo
menos los desplazamientos restringides.

La expresion ( 1.3 ) también se ilustra aplicandola a las estructuras de las figuras 1.15
ail.is.

La armadura de ‘'afigura 1.5 tiene 6 nodos NN = 6, dos desplazamientos por nodo
DN = 2y tres reacciones NR = 3, asi:

GL=6*2-3=98



La viga de la figura 1.16 tiene cuatro nodcs NN = 4, tres despia;:amientos por nodo
dos lineales ( horizontal y vertical } y uno angular DN = 3 y ocho reacciones NR = B, asf:

GL=4*3-8=4

Para el marco de la figura 1.17. NN = 4 ND = 3y NR = 6, asl.
GL=4*3-6=6

Para el marco de la figura 1.18, NN = 6, ND = 3y NR = 6, asi:

GL=6*3-6 =12
Y finalmente para el marco de la figura 1.19 se tiene NN = 8, ND = 6 y NR = 24, asi;
GL=8*6-68-24 =24

El grado de hiperestacidad esta relacionado con el metodo de las flexibilidades o de
las fuerzas y nos indica el nimero de incégnitas (elementos mecanicos y reacciones) gue
exceden las ecuaciones de sequilibrio estatco y ccn 2sto & numero de acuzcicnes que hay

'que plantear adicicnalmente a las de equitibrio estatico, para poder anaizar la estructura. Y

el grado de lipertad esta relacionado con i metodo de las rigideces y nos indica e numero
de desplazamientos desconocidos que tsnemos en dicha estructura y asi plantear las
ecuaciones necesarias para conocerlos, y a panir de estos determinar los elementos
mecanicos.
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METODO DE LAS RIGIDECES 2

Es un método de analisis general para estructuras que se puedan modslar a base
de elementos barra, como es el caso de vigas, armaduras en el piano. armaduras en al
espacio, marcos planos, reticulas y estructuras en el espacio.

Vale la pena mencionar que es & metoedo mas adecuado para su programacion.
y todos los paguetes formales para el analisis estructural en computadoera lo utilizan.

En términos generales, el metodo de las rngideces consiste =n establecer a través
del equilibno y la compatibilidad la relacién que hay entrs las cargas y los
desplazamientos que estas generan en la sstructura, a partir de dicha relacicn se
pueden conocer los desplazamientos en |0os nodeos de la estructura y a partir de estos
las elementos mecanicos en cada una de las barras que forman la estructura.

Como se puede observar para conocer los glementos mecanicos en las barras
que forman la estructura, hay que conccer primero 10s desplazamientos de los nodos
de la misma, razdn por la cual también se le conoce como el metodo de los
desplazamientos.

2.1 SISTEMAS DE REFERENCIA

En genera!; se tienen dos sistemas de referencia, uno llamado local (x,y,z) para
poder hablar de cada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro llamado
sistema global (x .y .z ), que sera el que se utilica para hablar en su totalidad de todo
el sistema estructural.

Es importante sefalar que en el sistema local, el ej2 x debera ccincidir con &f gje
longitudinal de la barra y dependiendo de esto los otros dos ejes se establecsran
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considerando un sistema coordenado derecho.

Y‘

Considérese una barra cualquiera a la cual se le indica con el nimero uno el

extremo donde inicia y con el numero dos donde termina como se musstra en la figura
2.2 ’

e
o

barra

- ffs

! I
t i

1 2

inicio terminacion

Al

Figura 2.2

Sin embargo cuando varias barras concurren en un mismo nodo no es
conveniente escribir todes los numeros que indiguen inicio y terminacién de barra, lo
que se hace es indicarlos a través de una flecha, el extremo donde inicia 'a barra
(extremo 1) coincide con el inicio de la flecha y el exiremo donde termina la barra
(extremo 2) coincidira con la terminacion de la flecha, figura 2.3.

19



nicie tarminacién

Para la aplicacion del método se parte de que tcda estructura depe cumplir con
las condiciones de equilibrio y de compatibilidad o ceontinuidad. Para ilustrar dichas
condiciones, considérese un nodo "' de una estructura cualquiera al que concurren
varias barrag y se aplica un vector de cargas "P, ", como se indica en !a figura 2.4

Pi

Figura 2.4

Por equilibrio:

por compatibilidad:
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Esta ultima condicién indica que el vector desplazamiento en el extremo de las
barras que concurren a un nodo debe ser igual ul vector desplazamiento de dicho nodo.

Por otro lado considérese una barra en el sistema iccal tridimensional y que
puede estar sujeta a los vectores de cargas?, y £, en el extremo 1 y 2 respectivamente
como se indica en la figura 2.5

Y

e

VRN

|'4‘ -

X
/.1 2 /
|__.
z Figura 2.5

Estos sin importar su magnitud y direccién, generan los vectores de
desplazamiento @, y d, respectivamente.

Acoplando los vecteores de cargas y desplazamiento en forma matricial, se puéde
establecer la relacién entre estos vectores a través de una matriz de coeficientss que-se
define como la matriz de rigidez de la barra ast:

5| [ru Ky {al

13'2 KZl KZZ [C—{z
En forma condensada se puede escribir:

[P =(K}[D]

Que es la ecuacién fuerza-desplazamiento de un elemento barra en el sistama local.
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2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

La rigidez de un elemento estructural se entiende comunmenta como la magnitud
de la fuerza requerida para producir un desplazamiento unitario. Para ser mas
especificos, la palabra desplazamiento en sl concepto anterior, debera especificarse en
detalle mencionando su caracter { lineal o angular ) y su localizacion, como cada
elemento tiene dos extremos, la palabra desplazamiento se interpreta como
desplazamiento generalizado en los estremos de un elemento. En el sistema
coordenado tndimensional el vector que representa el desplazamiento en un punto tisne
seis componentes, tres lineales y, tres angulares, como se indica en la figura 2.6

¥

/I\
dy
¢,$

I —
%2 T 4

dz
14/

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza
generalizada que en el sistema coordenado tiene seis componentes como se indica en
la figu.a 2.7

S
Iy %
E/Pz Px
Mz Q..

Figura 2.7
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1

Representando en forma matricial at desplazamiento vy la fuerza generalizados:

[dx] -dzl 'Px- .P';‘
dy d;, P, 2,
dz d, P, P,
el |dy M P,
¢yl |ds M| 1P;
[?:] |4, M.l P

Asi la rigidez sera la fuerza generalizada que produce un desplazamiento unitario.

De acuerdo a la fuerza generalizada se tienen tantos tipos de rigideces como
elementos mecaniccs, es decir, ngidez axal, al cortg, a la flexion y a la torsion.

Para facilitar la determinacion de las rigideces se considerara un elemento
empotrado al cual se le induciran desplazamientos (lineales o angulares) unitarios. Se
le llamaré rigidez d= un elemento empcetrado a las acciones egjercidas sobrg gstiz

elemento debido a las restriccicnes impuestas al inducir el desplazamiento unitario.

Estos desplazamientos se induciran de uno en uno y se supondran pesitives
respecto a los ejes.de referencia.

La restricciones y los desplazamientos asociados con el sistema de referencia x,
y, & 2z, para deducir las rigideces del elemento se indican en la figura 2.8.ay 2.8.b
respectivamente.

1 ¢ 10
4 ol B AR
P2 s W,
/3 s L
8l .C__X:Z Zw
1 L !
t | {b)
(2)
Figura 2.8
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En la figura las flechas con una scla punta denotan trastacidn y las flechas con
doble punta indican rotacion. Enel extremo 1 las trasiaciones son numeradas 1, 2y 3
y las rotaciones como 4, 5y 6. Similarmente en ¢l extremo 2 de la barra, el 7, 8 y 9 son
traslaciones y 10, 11 y 12 son rotaciones. En tcdoes los casos los desplazamientos se
toman en el orden x, y & z res_pectivamente,

La rigideces se determinan a partir de la relacion gue existe entre los
desplazamientcs y las fuerzas generalizadas, esta relacidon de acuerdo a la resistencia
de materiales esta dada por las ecuacionesdela21aala2.1f

du N,
— 5 =5 2.1.a
ax EA ( )
a? M

L (2.1.b)
dx? EI,
Yy . Loby (2.1.)
dx AG

M

@ _ (2.1.d)
ax GJ,
dw, M, (2.1.¢)
dx? £I,
dw, _ £, vV, 2.1
dx AG

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccidn "x’ como se indica
en la figura 2.9

Y

[ ul=1
Puié

i

z i x 1
E ]

Figura 2.9
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de la figura 2.9 se tiene que:

Nx = - P11( (2 2}
sustituyendo la ecuacién (2.2) en la ecuacion (2.1 a)

au P’.x

dx Ea

integrando ambos miembros de la ecuacion resulta:

P.,
U=-2Xx-+C.
EA :

aplicando las condiciones de frontera; si x=0, U,.q=1, dedonde C, =1, six=L, U,.; =0,
de donde:

Pk
0 = - E4 1
EA
P1x = _Z'
Por equitibno:
LFx =0
Px+Pyx=0
EA
sz = - A

En la figura 2.9 las acciones restringidas P,, y P,, surgen al aplicar el
desplazamiento en el extremo uno del elemento en la direccidn positiva del eje x. Este
desplazamiento causa una fuerza de compresidn en la barra. En el extremo 1 de la
barra esta fuerza es equilibrada por la accion restringida EA/L en la direccién positiva
de x y en el extremo 2 de la barra la accicn restringida tiene el mismo valor pero en la
direccién negativa de x
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2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccidn "y" como se indica
en la figura 2.10
Y
/]‘\

P‘ly]\
L4585
V= imﬁ N X
RE

[ X |

W 2R
Z/ ! 1 TPZ}J

Figura 2.10

de la figura 2.10 se tiene:

Vy =-P,

Mz=M,-P X

1z~ Yy

sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion 2.1.b

CZ; -1, 2 (2.3)

0:;:, - - (M, - P, X)I}fz (2.4)
integrando la ecuacién (2.4 )

av, | Byt ML X o (2.5)

dx 2ET, EI,

av .
aplicando las condiciones de frontera: en x=0, —2-0, de donde ¢,=0; sl x=L,

ax
-al? =0, de donde:
ax
2
o . A ML
1EI_  EI,
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P L '
(2.6)

sustituyendo en la ecuacion ( 2.5) resulta:

av P XxX* P _ILX
2= =L - 1 (2.7)
dx 2ET, 2ET,
por otro lado sabemoes que:
dv _ av, dv,

ax dx dx

sustituyendo las ecuaciones 2.3 y 2.7 en la ecuacion anterior

2
av _ P, X _P._yLX_f;i
dx 2ET, 25T, Y AG
integrando
p, x> P, LX p_X
Vo= - = - f—~— - C
6£7, 457, A ‘

aplicando las condiciones de frontera: si x=0, v, _,=1, de donde C,=0; six=L v_,, =0

de donde:
3 3
0 Dt B Ay g
6E7, 4£7, Y GA
L’ L
= -P \—=_ + £, == +1
© = Ay i1oEr, T v T
P 1255,
12E7, ¥ gar?

si llamamos factor de cortante a:

) 12T,
¢, = ffy GAL? .-

sustituyendo y despejando P1y se tiene

- 1261,
1y D m—
(19 L
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sustituyendo en la ecuacidn 2.6

My - 6EI o
lz (l’¢l},)Lz (2 )

por equilibrio

LFy = P,+P, =0
por o tanto

12E7T,
Py = ‘m (2.10)
Y

EM, = M, +M, +P, L =0

Sustituyendo valores en la ecuacién anterior

6ET, 12ET
— My, - ~——i 7 =
por lo tanto (1-¢,)L (1-¢,)L
M. SFL (2.11)
22 T T3 -
(1-¢,)L

Las ecuaciones 2.8, 2.9, 2.10 y 2.11 representan las acciones restringidas,
necesarias para lograr el equilibrio al aplicar el desplazamiento en el gje "y". En &l
extremo 1, las acciones restringidas para mantener el equilibrio son una fuerza cortante
de 12Elz/(1 ~:-qby)L’ en el sentido positivo del eje y un momento de 8Elz/(1 +q{:;y)L2 positivo
alrededor del eje "z'. En el extremo 2 del elemento las acciones restringidas son las
mismas solc que la fuerza cortante actua negativamente en el gje "y".

En forma similar se puede determinar las acciones restringidas (rigideces del
elemento) para los desplazamientos restantes.

A continuacion, en las figuras 2.11 a 2.22 se representan las rigideces de un

elemento para los doce posibles desplazamientos en los estremos del mismo, come se
indico en la figura 2.8,
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En cada caso las diferentes acciones restringidas (rigideces del elemento) se
dibujan comao vectores. Las flechas con una punta representan un vector de fuerza y
las flechas con doble punta representan un vector momento. Todos los vectores se
dibujan en el sentido positivo y en el caso de que una accion restringida sea negativa
un signo menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigidez.

1).- Desplazamiento en direccion "x', extremo 1

Y
~ 1
g3 R EA X
C 73 ' R
Z'.._
Figura 2.11
2).- Desplazamiento en direccidn "y", extremo 1
_12BIz
’1\ (1-¢y)L° 1231'
(1+9,)
z ( +¢ )L2

Figura 2.12
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3).- Desplazamiento en direccion “z*, extremo 1

_ BE/,
_ 6&, ~ (1+¢,) L2
(1 L2
v £
12 £/ e u{’ 12E/,
(1-p) L% (1-¢,) L2
z
Figura 2.13
4).- Giro alrededor del gje "x', extremo 1
Y
j\
G;:h_e§}h$ 4%???6”‘_—9
C / L
z
Figura 2.14
5).- Giro alrededor del gje "y*, extremo 1 -
(4+9,)EI,
1+¢,)L -
e i (249,)EL,
6ET (1900

30



6).- Giro alrededor del gje "z", extremo 1

¥y 6E/, 65
T e (1-9) 2
0 1
| P S X
/iy \K&z £
/. (4-9) 8, = (2°¢) 8,
S CEAN N (T8

Figura 2.15

7).- Desplazamiento en la direccidn X, extremo 2

Figura 2.17

8).- Desplazamiento en la direccidn Y, extremo 2

Y
1\_ 12E1, 12ET,
(l+¢,)L° (1-¢,)L°
T J////”ﬂvﬂg :
1
r EAN A
ToyriR ~ —SEL__
|// (1+¢,)L
2

Figura 2.18
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9).-Desplazamiento en la direccion Z, extremo 2

Y
GE/ l GE/y
L (1) 2

12 £ i
TaE S

Figura 2.15

10).- Giro alrededor del gje "x", extremo 2

Wi .y ¢
Ny
\A

GJ. 7 = X

GJ,

Z .
L

Figura 2.20
11.- Giro alrededor del eje "y, extremo 2
Y
(20:)ET, (4-¢,)EI,

(1+6,)L & 1600
7 \/E"* '
__G_E_I_Y__/ ﬁir
(1+¢)L? £ EeTRYE
Figura 2.21
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12).- Giro alrededor del gje "z*, extremo 2

6/, !
(1+¢,) L2 T 1 . BF/,
] e
<oy
] T
(2-¢) &/, = v
TT@T/ el (4-9) B,
Zi ’ (1-¢/)L

Figura 2.22

Se establecid que la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por
P=KGD

Sustituyendo el valor del vector P y los valores mostrados en las figuras dela 2.11
ala 2.22 que corresponde a la matriz de ngidez y el vector de desplazamientos de una
barra en el espacio tridimensional resulta la ecuacion (2.12).

Si se desea considerar unicamente flexién, tomando en cuenta que la influencia
de la fuerza cortante es pequena, es decir que ¢i = 0, la ecuacidn fuerza-
desplazamiento resulta la ecuacion { 2.13).

Particionando el vector de cargas, la matriz de rigideces y el vector

desplazamiento y refiriéndolos a los extremos 1 y 2 la ecuacién fuerza-desplazamiento
en forma condensada se puede escribir:

A el

donde K, son submatrices de 6 x 6.
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ECUACION 2 13 FUERZA-DESPLAZAMIENTO PARA UNA BARRA TRIDIMENSIONAL
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2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL

En ia figura 2.23.a se muestra el vector de cargas generalizado en el sistama
local, en las figuras 2.23.b, 2.23.c y 2.23.d se muestran los angulos que forman el
sistema local con los ejes X', y' & Z' respectivamente, estos tltimos correspenden en el
sistema giobal.

Figura 2.23

por cosenos directores tenemos; para las cargas
P'x = P cosa + P, cosa, + P,cosa,
Py = P, cos + P,cos, + P, cosf,
Pz =P, cosy + P, cosy, +P,cosy,
ahora para los momentos
M'x = M cosa + M, cosa, + M, cosa,

My = M, cosf + M cosB, + M, cosB3,
M'z = M, cosy + M, cosy, + M, cosy,
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sii llamamaos;

cos a, = |,
cos B, =m,
cos vy, = n,

sustituyendo y usando notacidén matricial se tiene;

P . ;
| lt1,1,0 0 olfp,
/

Pyi lmm, m 0 0 0l|p,

P.l |nn,n, 0 0 0l|p,

M| (000 0 I I 1M,

Myf 00 0 mm m M,
, 00 0 nn niM,

M.| :

en forma simplificada

B'=r1p (2.14)
donde:
P = Vector de cargas en el sistema global
T = Matriz de rotacién
P = Vector de cargas en el sistema local

Por otro lado, un vector de cargas P realiza la misma cantidad de trabajo en -
cualquier sistema de referencia; por lo tanto:

p¢a =-ptd (2.15)

de la ecuacion 2.14 se abtiene

sustituyendo en la ecuacién ( 2.15)
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de donde:

(2.16)

A las ecuaciones (2.14) y { 2.16 ) se les llama " Principio de Contragradiencia®.

Sabemos que la ecuacion fuerza-desplazamiento para una barra esta dada por
p.’. Kl'. K‘.Z] 16‘.

Ky Kzz] [&z

desarrollando el producte matricial resuita

P,

1

_‘1 = K, d'1 * K., dz
P, = K,. d, + K,y 4

premultiplicando por T y sustituyende la scuacicn (2.14)

TP =TK, T'dy - TK, T"d]

pero

entonces . ~
TR, T°d; + TK, T*d;
=TK, Ttd; «+ Tk, I°d;

de deonde se concluye que

T K, T® =K,

Representa la rotacion de las submatrices de rigideces del sistema local al global, por
lo que:



Estas dos ultimas expresiones representan las ecuaciones fuerza desplazamiento
de la barra en el sistema global.

Conocidas las submatrices de rigidez de las barras en el sistzma global se puede
hacer la conexion o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de equilibrio
y compatibilidad como se plantearon anteriormente. La aplicacion de estas dos
ecuaciones conduce a la determinacion de la ecuacién fuerza-desplazamiento en el
sistema global de la estructura a la cual se aplicaron.

ACOPLAMIENTO DE BARRAS

Censidérese, la estructrura de la figura 2.24 a la cual se le aplican vectores e
carga nodales.

F ’
% <

fu./ Pc /eJ

E

a c
N L ’
N
TTT7 %
A

Figura 2.24

De la figura 2.24 por equilibrio

By = B+ P+ Py v Py
Br = By~ Py + Py, (2.17)
por compatibilidad
dyy = 0 di.= d;
dy, = ds d;,= d¢
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ic e
afd =0 d.Z'd- &é
dy, = dg d;,= 0
gy, =0 Ty, = dg

por otro lado, 1a ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global:

5 - i 3, . ’ s
By =k, d; -k, d

P
ia i

B; = K3 d; + K, d;

&
aplicando estas ecuaciones para cada barra se tiene;

= (K2), ds  ; = (Ki2), dy

o
|

oy
1]

L= (KLY, dy e (K, dE
By, = (K51), 0y + (Ki2)p -

Pi.=(&h).dy i P

1]
A,

o= (K)Ya dl  Pig o (Ka)g dl

T
By, = (Ki1)a a. ; P;. = (K1), d.
B, = (Ki2)pdy i By, = (Ki;) . 4]

sustituyendo en las ecuaciones ( 2.17)

- (Ki2), dy v (K)o @y« (K1) dy + (Ki2)b di + (Ki2) dy

)
o~
1

- (Kh), dy + (Kia)g @ ¢ (K1), dL v (K52), dl

al
.
1
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expresando las ecuaciones antericres en forma matricial tenemoes:

Py
P

(K2} * (K)o~ (K1) pr (Ky2) (Ki2)

cl (K7 (K22) 5" (Kiz) g~ (Kid),

en una ferma simplificada

que es la ecuacion fuerza-desplazamiento en la estructura sistema global.

en donde:

.
I

Vector desplazamiento de la estructura
Matriz de rigideces del sistema estructural
P' = Vector de cargas en ios nodos de la estructura

A
|

En forma practica, la ecuacion fuerza-desplazamiento de un sistema estructural
se puede ensamblar. observando los extremcs de las barras que concurren a un nodo
y las barras que interconectan los diferantes nodos, asi.

Los términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces se obtienen
sumando las submatrices de los extremos de las barras que concurren a un mismo
nedo.

Los términos que se encuentran fuera de la diagonal principal de la matriz de
rigideces son las submatrices cruzadas de las barras que unen dos nodos.

El sentido de la numeracién de los nodes tiene mucha impertancia ya que si es
adecuada, se puede reducir el ancho de banda de la matriz de rigideces y por
consecuencia, el tiempo de maquina que resulta muy costoso.

Si, en una estructura cualquiera de los nodos que intervienen en la formacion de
la matriz tiene un desplazamiento conocido; (igual a cero) es necesario anular la fila y

la columna que corresponda segun lo observado en el acoplamiento anterior ya que
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dicho grado de libertad no participa. También es importante que la estructura que se
analiza sea estable, pues si no, la matriz de rigideces no tiene inversa Unica.

Ejemplo.- Determinar en forma practica la ecuacion fuerza-desplazamiento de
la estructura que se muestra en la figura ( 2.25).

C d > E
N b f
TN
B C N E
N e
a L
A D
ST TTT

P | [K'zzd‘K'ub'K'lzc Ky 0 K'iac d,
e K'21p Ky K 14 K2 0 d.
dri‘ 0 K14 K’ 326*K 2¢ K'ar :F
_—3} | K2 0 K'ior K'pc*K 00K 11 £
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2.5 ARMADURAS EN EL PLANO

Para la aplicacion del metodo de rigideces se requiere conocer las submatrices
de rigidez de cada barra en ¢l sistema global, lo cual se logra con la expresién:

K =TK,T

Para el caso de armadura en el plano la matriz de rotacion "T" se determina a
partir de la figura 2.26

Figura 2.2%

Px
Py’

Pcosa

Psena

lamando: cosa =1 ; sena = m y escribiendo en forma matricial

Py 1}
= P
P; m
en forma compacta se puede escribir
B =TFP

donde:
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Par otro lado, de la matriz de rigideces general de doce por doce para una barra
armadura resulta:

EA _EA]
L L}
K =
_EA EA
L L
de donde:

EA EA
K'( = —_— K, T T —
il L 12 L
. _EA _ EA
Fa = = f =

Haciendo la rotacién al sistema global se obtiene

[ )1

I !

{ 1idT dm
Kﬂ = | ngi L
l Ziims m,

t—_—1

de las expresiones anteriores se concluye

Km = Km ='}Q1
Koz = Ky

251 Ejemplo.- Analizar la estructura mostrada en la figura 2.27

Sten

A area
E: cte.
> x GL=4

Figura 2.27
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La ecuacion fuerza-despiazamientc de Ja estructura en el sistema global esta dada

por:
P =K' D
Byl (&), (hin) o (KL (£3), =A
- = |
P (£51) 4 (Ki2) - (&D2) o~ K3a) o | OE]
donde:
13" i = _[ 10cos30°] _[8.6603]
7 |pl 1-10sen30°)  [-5.0000,
5. - Py {5 cos20°| {4.6985
©|py 5 sen20°] " li.7101
De lo anterior el vector de cargas y el vecter desplazamientos
d
8.6603 2
5 . |"5-0000 5 .|
T 14.6985 lan
1.7101 ,
|Fre
Barra | L A I m 2 Im m?
a 3 1 0 1 0 Q 1
b 4 1.5 1 0 1 0 0
c 5 2 08 | 06 | 064 |-048 | 0.36
d 5 2 0.8 06 | 064 | 048 | 0.36
e 4 0.5 1 0 1 0 0
f 3 1 0 1 0 0 i
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Sustituyendo en:

1% 1Im
Ky = E2 = Kj;
L ml m?
Ea (1° lm]'
Kiy = - == = K3y
L iml m?
: _ EA|0 0 0 ]
(fhda = =14 1] T FAN0 0.333
) _ E(l1.5)4 1 0f (0.375 0]
K )b = 212212 - E
(L) 4 {o 0 0 0
0.64 ~-0.48! [0.256 -0.192]
(ki) o = £L24) L. g3l 92,
S [-0.48 0.36 {-0.192 0.144 |
0.64 0.48 0.256 0.192
(kv a - £24) | - £
s 5 0.48 0.36] 0.192 0.144]

(KM = (K )a

Solo se detemind K,,' de cada barra ya que K,,' = K,,' = K, y K,,' = K,,".

Sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento se tiene:

8.660 0.631 -0.192 -0.365 o0 ||9F
-5.000( _ A -0.192 0.477 0 0 d,B8'
4.698 | -0.375 0 0.631 0.192]|d c
1.710 0 0 0.192 0.477 a0

Resolviendo el sistema aplicando cualquier método de solucién de ecuaciones
simuitaneas.
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dys
31.23478
dys 1 |2.08899
d.| _'55528.39403}
, l~7.838991
LYel

Una vez conoccidos los desplazamientes en los nodos se procede a calcular la fuerza
en cada barra. asi la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada barra esta dada por:

Py = K{. d; ~ Ki{; d;

Py = Ki, d; - Ki: d;
por compatibilidad
d:, =0 d., - d;
dsy = dj d;, = dg
afc =0 d;. = d;
d:y =0 d;; = d¢
51'9 =0 dj, = 0
dye = 0 d;e = de

sustituyendo para cada barra:
Barra (a):

By, = (K4), (0) « (K2), d;

0 0 ][31.23478

1 0
EA  |-0.69626

Pla = B2y _9.3333]|2.08899

Br, = (K1), (0) + (K2), ds

< 0o 0 ] 31.23478) 1 0 ]
Pia = B2 g 0.3333)| 2.086 yfﬁ " i10.69626
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Barra (b ):

Py

Barra { e ):
Py,
Barra { f):

P

(31.23478

0.375 0
| 2.08899

~

-1.06528]
0 ]

-0.266 0.1921
[ 0.192 -0.144]

[7.59502
-5.69626

N

]

31.23478
2.0889%

-0.375 0!{28.39403]
ol |

0 —7.83899j:

5.69626

|

—7.59502]

'*0.256:-0.192][28.39403 _[—5.76378
|-0.192 -0.144;[-7.83899] [-4.32284
[5.76378
4.32384
Pj,=0 (no trabaja)
[0 o 1[28.39403] 0
0 -0.33]]-7.83899] |2.61274
0
-2.61274)

483

|

1.06528]
0



Comprobacion del equilibrio.
Nodo B :

e —.f D T
Py = P/, + P, + Py

c

'8.6603] _l 0 | [7.59507 [1.0653} (8.6603]
-5.000] {0.6963] [-5.6963] | 0.00 J'h-s.ooo\

Nodo C :

Po = Pl + Py + Pj:

[4.6985 )
1.7101] ~

-1.0653] [5.7638} [ 0 _[4.6985]
0 J 4.3228] [-2.6127] 1.7101!

Para la rotacion del sistema global a local sabemos que:

. P=TP
premultiplicande por T

TP = T'TP ; pero T'T =1
P=Tp

Para una barra i

P’XI'
P,, = [cosa sena]
P A~
Barra ( a ): 0.6563
o
p, =01 22 o.6963t0 i
e L0 g 6963] T T g <
P,, = 0.6963 ton
0.6953
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-y

Por lo que la barra ( a ) trabaja a tensidn con 0.69 ton.

Barra { b))
1.0658] 1.0658 1.0638
P, =11 0][ 0 | = 1.06538 ton o7
} £
compresion

P2b = -1.0658 ton
Barra(c ):

-7.5950
b.=[-0.8 0.6 =9,
e = [ ] 5.6963 ] 9.4938 tor
P,. = -9.4938 ton
Barra (d ):

-5.7638

] = -7.2047 tor

Py~ 0.8 0.6 o

P2d = 7.2047 ton

Barra ( ) 2.6227!
P .=(01 =2, 5
e = 1 42'6127 2.6127 ton :
P2f = -2.6127 ton 8
2.6227’1‘

Representando en forma esquematica los resultados para toda la armadura:
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v‘/. L /i\_
l / |
‘ |
C.ECED P {2127
& 7 2047 ©.4038 i
| LY
L e

Figura 2.28

2.6 ARMADURAS EN EL ESPACIO

Para la determinacion de las submatrices de rigideces para una barra en sistema
global, se sabe.

Ki= T KT

La matrniz de rotacion " T " se determina a partir de la figura 2.29.

N X
L
PP = Pcosa Z z Figura 2.29
X
P, = Pcosf
P, = Pcosy
tlamandocosa =1, cosB =m & cesy =n
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Pl =|m|P
1Pz i
PP= TP
donde: 11
T =|m
\n

De la matriz de rigideces general de 12x12 para un elemento armadura se tiene:

Ea

EA|
L L !
Ea £l
T T

efactuando 1a rotacion de las submatrices:

)
Ko =|m| 2211 mn
L
Fely
1? Im 1n
K = _E;':/_!_ ml m* mn
nl nmn
K12, = K-21 'Kn' Kzz = Kﬁ

EJEMPLO: Determinar la fuerza en cada barra de la estructura mostrada en la
figura (2.30). Considerar EA constante.
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“ C (105 0)
— .

7 Slen Sten

Figura 2.30

La ecuacién fuerza desplazamiento de la estructura.

(K72) 47 (KD2) 5 (K1) o (K22 )y (K2«

(Kz1) ¢ (Ki2) o (K22) o (K22) o ( £22) 4]
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Vector de cargas y desplazamiento.

!
P XE

0]
P, =Pl - oj
Pl 172

Para la determinacion de las submatrices de rigideces se crganizan loa datos de
las barras en la siguiente tabla, para lo cual el célculo de la longitud de las barras se

hace a partir de la expresion:

il

L

"y" para el célculo de los cosenos directores:

VF(—XE’X:)Z’(Yz“Y;)z*(22‘21)2

1 = cosa = 2 %
L
= cosf = Y‘L‘y‘
= cosy = 2%
' L
Barra L, AE, l m n i m? n?
a 4637 1 0.539 | 0.538 | 0.647 0.281 0.291 0.419
b 4637 1 0.539 | -0539 | 0.647 | 0.291 0.291 0.419
c 4,637 1 -0.539 | -0.539 | 0.647 | 0.291 0.291 0.419
d 4637 1 -0.539 | 0.539 | 0.647 | 0.291 0.291 0.419
e 8.456 1 0.887 | -0296 | 0355 | 0.787 | 0.088 | 0.126
f 5.000 1 1.000 0 0 1.000 0 0
g 8.456 1 -0887 | 0.2¢6 | 0.355 0.787 0.088 | 0.126
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Sustituyendo estos valores en las submatrices se tiene.

0.063 0.063 0.075]‘ 0.063 -0.063 0.075
(K1), = £4'0.063 0.063 0.075| (i), - £A -0.063 0.063 -0.075‘

l0.075 0.075 0.090] 0.075 -0.075 0.090 |

0.063 0.063 -0.075] [0.063 -0.063 -0.075]

(Ki1).= E4|0.063 0.063 -0.075
-0.075 -0.075 0.090

(Ki1),~ EA!-0.063 0.063 0.075
1-0.075 0.075 0.090

)0.093 -0.032 0.037 0.200 0 o‘
(K1), = EA4|-0.031 0.010 -0.012| (K.),=£4| O 00
0.037 -0.012 0.015 | L0 0 0

0.093 -0.031 -0.037
(.}, EA!-0.031 0.010 0.012
1-0.037 0.012 0.015;

Sclo se ha calculado el K|,' de cada barrayaque K,,' = K,,'y

Kz = K = -K,,'. Sustituyendo en fa ec. fuerza-desplazamiento se obtiene:
als |

"0l [0.419 -0.031 0.113 -0.200 O 0 g

.0 -0.031 0.136 0.012 0O 0 0 i~

-5 0.113 0.012 0.195 O 0 0 62

0| [-0.200 0 0  0.419 -0.031 -0.113]|qg/,

0 0 0 0 -0.031 0.136 -0.012| ,

l-s; | 0 0 0 -0.113 -0.012 0-195 },’F

6L

Resolviendo el sistema por cualquier métedo de solucién se obtiene:

d| .
5.49
d.r
Y 3.81
dz) 1 [-29.06
d:| EA | -5.49
, -3.81
a; 1-29.06]
%]



La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por;
P1, = K11’ D1| + K‘I?‘ D2’
P, = Ky Dy + Ky’ Dy

por compatibilidad

L)

o -
Il
O

m

[
0
I
O
—r]-

5
i
W]
-rl_

o a0 acona
. _u

I
o O o oo o o

Sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamientc para cada barra.

Barra "a"
~0.063 -0.063 -0.075] [5.43631 ] [1.59283)
P, =.E41—0.063 -0.063 -0.075||3.81704 | é% =‘1.59283
|-0.075 -0.075 -0.090)[-29.0610] 11.91699/
-1.59283
P, =|-1.59283
1.91699
Barra "b*
0.063 0.063 -0.075](5.49631 2.07378
P, - EA|0.063 -0.063 0.075||3.81704 [ 2. -|-2.07378

EA
-0.075 0.075 -0.090j(-29.0610 2.48955

-2.07378
2.07378
|-2.48955]

Piy
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Barra "c"

-0.063 -0.063 0.075]-5.49631 -1.59283
P, = EA|-0.063 -0.063 0.075||-3.81704| -~ -!-1.59283
0.075 0.075 -0.090{|-29.0610; 1 1.91699
1. 59283
A, =11.59283 |
—1.91699J
Barra "d"
{—0.063 0.063 0.0751 -5.49631] [-2.07378)
Ply - 0.063 -0.063 -0.075|-3. 81704|-§% | 2.07378\
| 0.075 -0.075 -0.090!1-29.0610! |-2.48955!
2. 07378 |
Py =|-2.07378
-2. 48955
Barra "e"
[-0.093 0.031 -0.037]{-5. 49631 1.46809 )
pr, = £410.,031 -0.010 0.012 ‘ 3. 81704 .l; - 1-0.48095
[-0:037 0.012 -0.015]{-29. 0610 = 1 0.59347
1.46809 |
P, = -0.48095
0.59347 |
Barra "f'
2.19852 -2.19852
LF = 0 Pir = 0
0 0 |
Barra "g"
[-0.093 0.031 0.037 [5.49631 ~1.46809
P, = EAl0.031 -0.010 -0.012|| 3.81704 'f% -1 0.48095
0.037 -0.012 -0.0151[—29.0610J ‘ 0.59347
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1.46809
P{, =1-0.48095
-0.59347

Comprobacion por equilibrio

Py =P, v Pl Plym Py

0 -1.59283 -2.07378] [2.19852} 1.46809 | 0
0} =(-1.59283 +|2.07378 | - 0 ~1-0.48095| = |0
-5 -1.91699 -2.48955 0 -0.59347 -5

e = P, Pyt Pl P

0} ([1.59283) [2.07378] [-2.19852} ([-1.46809 0
0 =/1.59283 | +[-2.07378, - 0 -10.48095 | = 0
-5y |-1.91699] |-2.48955 o | lo.s9347 1 |[-5

Rotacion del sistema global a local

P =175
Barra "a"
1.592831
P/, =[0.539 0.539 0.647}|1.59283} = 2.9574¢on
1.91699J
: 2.9574 2.5574
P, = -2.8574 ton . P
cemprasidn
Barra "b"
2.07378
P/, =[0.539 -0.539 0.647] -2.07378| = 3.85¢ton
[2.48955
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P,. = -3.85 ton
2a 0.5248 0.6248

cOToresdn

y asi para el resto de las barras.

Finalmente:

Figura 2.31
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2.7 VIGAS CONTINUAS:

2.7.1 Ejemplo.- Determinar los elementos mecanicos de la viga mostrada en la figura

2.32 considerando la influencia de la fuerza cortante (término 1 -¢, ).
M

P=8ton
w=3ton/m w=2ton/m
o~ '~L\|’ﬂ;‘\i \t,\l ti.\i/ \a(f,\l,‘-1.‘"“l‘.\:,\f/
A < 2N
1A 30x60 53 30x60 c 20%40 gz
B D
| | | |
' 400 ' a0 ' so0 !
GL=4

La ecuacidn fuerza desplazamiento de la estructura esta dada por:

P;| [Kfa+Kip K O | (D3
Pei = Kiw Kip-Kie O | lDé
Pp| 0 Kjic K2,2cj i_DéJ‘
Vectores de empotramiento {acciones)
w a3 tonvm w = 2 ton/m
' 1 |
3 3
6x10 Ix10 3
&x10 xto
N /l L\___LL
' 4x105 \$ « i S)ﬂ()'.)S
Kg -¢m

Figura 2.33
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Sustituyendo en el vector de cargas y utilizando unidades en kilogramos y
centimetros, se obtiene:

Pya - -6X103 ‘ dya

M, 5 3 =
Pa s 41‘&’10 Dai (p__g

Pyl | -11x10° L e
‘PC = = . ‘DCi =

M, -1.5x10%| I I
P, ‘LDJJ‘

P, -3x10° d,

M) | 1.5x10° 0

Como el transformador es igual a la matriz identidad T = 1 para esta caso de
vigas continuas debido a que €l sistema local coincide con el sistema global, entonces:

[ 12£7, 657, | [ 12EI, 65T, 1
. - (L-¢,)L° (1+¢,)L? . - (L-¢)L° (l+¢,)L° "
‘~‘~ 6ET, (4-¢ VET, -2 | 6E7, (2-¢,)EL |
P N |
| (1«;*)},),52 (l-9,) L | (lroyz? (L-9,)L
12E7 651, ] {1281, 65, |
—- - I - =
(L9, )L° (l-9,)LF o - (L-9,)L°  (l-¢,)L¢
Mo 7 6FI, (2-¢,)EI, 2| 6EI, (4-9,)EI,
IL (1-9,)L° (L-o)L | (1-¢,)L°  (1-9,)L
Se sabe que 12f ET
v T Gar

el factor de forma esta dado por la expresién

2
Gl o

y para secciones rectangulares es igual a 1.2
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Para determinar el modrilo de elasticidad se considera un valor de £ = 8000 /7,
y para el modulo de elasticidad al corte un valer de G = 0.4E

Para determinar las submatrices de rigidez de cada barra se sugiere hacer la
siguiente tabla:

Barra L A I, E G ¢, El,
a 400 | 1800 | 5.4x10° | 1.13x10° | 4 33x10* | 6.75x10? | 6.11x10"
b 300 1800 | 5.4x10° | 1.13x10° | 433x10* | 1.2x10? | 6.11x10°
c 300 800 | 1.07x10° | 1.13x10° | 4.53x10* | 5.3x10% | 1.21x10'

sustituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene:

Barra "a"
10732 2146370 §-10732 2146370]
Kl".d = g K"2: - a
2146370 5.82x1¢ 2146370 2.77x10°]
. i 10732 -2146370]
K, = K3, Hira } 3

-2146370 5.82x10
Barra "b"

| 24246 36369405 '
Kip = Kzs =

3636905 7.49x10°

| -24246 3636905
l~3636905 3.42x10°

24246 —2146390]

. — 4 ¥ o :{
Ky = Ko 25 7 |.3636905 7.49x10°
Barra "c"
, 5107 766065 | o | 75107 766065]
Fie T 1s66065 1.55x20° 77766065 74576488]
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5107 -766065

K_, - Klt' X' =
e 12¢ 220 1-766065 1.55x10°%)

sustituyendo en la matriz de rigidecas de la estructura se tiene

[ 34978 1490535  -24246 3636905 0 0

1490535 1.331x70° -3636915 3.42x10° 0 0
-24246 -3636905 29353 -2870840 -5107 766065

3636905 342xI10% -2870840 9.04xI0° -766065 74576448
| 0 0 -5701 -766065 5107 -766065

0 0 766065 74576448 -766065 1.55x10°

sustituyendo en la ecuacidn fuerza-desplazamiento de la estructura y eliminando los
grados de libertad restringidos. es decir los correspondientesa d'g =0 y d' 5 =0
el sistama resulta:

l 4x10° 1.331x10° -3636915 3.42x10° 0 s

-11000 -3636905 29353  -2870840 766065 ¢,c
[-1.5x10° T 13.42x10° -2870840 9.04x10° 74576448 lo¢_ |
' 1.5x10% ] 0 766065 74576448 1.55xmal ._rpzD_i

solucicnando el sistema de ecuaciones anterior:

Pz [-0.0021897
d. | -1.316115
¢ -0.004304

oo 0.0095435 ;

por lo que los vectores de desplazamiento en cada nodo resultan:

Tya| | 0 dﬁ=-1.316115\ dﬂ,z[ 0 ]
$.s |2.1897x10°3] |pzC| |-4.314x1073] [$.5] |9.5445x1073
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por compatibilidad:

d|1a =0 dl:a = dIB
d,, = dy dlab = d'g
d,, = d¢ d, = dp

Para conccer los elementos mecanicos en cada barra se aplica la ecuacién
fuerza-desplazamiento que esta dada por:

Py o= K d, + K, d,

P, = K‘m d, + Kzz dlz
Barra "a"

P'1a= K'na (O) + K|12ad'8

Pyl [ -10732 21463701 | 0 } T 4700 |
a1z | -2146370 2.77E8. |-2.1897£-3) |[-605547;
Plza = Klzu @ + Kz d|s

2 { 10732 2146370 | 0 © 1 4700 ]
lL“ﬁzj 12146370 5.82x10% 1—2.1897)(10'3} |-1274405]

en forma similar para las barras b y ¢ se cbtiene:

Barraﬂbll
7 { 8294 ] Py _{-8294]
| 11674532) |y [B14012
Barra "c"
vl -2708] Pl 2078}
M, [-9636291 i [150036
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Comprobacién del equilibrio

Nodo "BII
-6000] [ 4700 1 8294 ]
4x105) |-1274405; 11674536
-6000 12994]"
ax10%| |ax1io°
Nodo "C"
r""c = P.ZD + P!m
-11X10% ¢ [ -8294 | [ -2708
1.5x10%) " [814012) ©1-263529
Nodo "D
PID = P2c
[ -3x103] [ 2078 '
1.5x10°3 ll.SXlOJl

se observa que en los nodes B y C no se cumple el equilibrio, correspondiente al grado
de libertad dy (*), esto es debido a que hay apoyo y este debe ser capaz de absorber
toda la carga que le llegue.

Los elementos mecanicos finales, figura 2.34.c, se obtienen sumando a lcs
vectores de carga (calculados) en cada exiremo de las barras figura 2.32.a los vectores
iniciales de empotramiento figura 2.34.b. Estos Ultimos se obtienen multiplicando por
menos uno el vector de cargas inicialmente considerando (acciones) figura 2 33.
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0 .
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Resolver el problema anterior despreciando la influencia de ia fuerza cortante en

los desplazamientos.
La ecuacion P=KD es la misma al valuar las submatnces de ngidez para cada

elemento se debe considerar ¢, = 0.

Barra "a"

P 11456 2291250 ; -11456 2291250 ]
224 712291250 6.11x10% 22 7 1.2291250 3.055x10°

) 11456  -2291250
Ky, = K Ka24 *
21a = Kize 224 " -2291250 6.11x10°

Barra "b"

27156 4073333 | -27156 4073333 ]
Kup 714073333 8.1466x107 357 1-407333 4.0733x10°

. [ 27156 -4073333
Kyp = Kizs Kb = 144073333 8.1466x108



Barra "c¢"

P 5378 806667 ] P | -5378 806667
B¢ 1806667 1.6133x107) e | -806667 8. 0666x104
5378 -806667
Kz;c = K].t2c: KZZC =
-806667 1.6133x10°%
sustituyendo:
1 -6x10° }I i’38612 1782083  -27156 4073333 0 0 ld r
, 4xI10° | 1782083 1.425x70° -4073333 4.073x10° 0 0 s
[-11.::103 ¢ 27156 -4073333 32534 3266666 -5378 806667 =d},c'
: 1.5x10% ;4073333 4.073x10° 3266666 9.7599xI0° -B06667 8. 066x107! ¢2J
i3xz0% L0 0 -5378 -806667 5378 806667 id i
‘ilsxzod 0 0 BO6667 8.0667x107 -806667 1.6133x10% 0.0
S
eliminando las restricciones:
{ 4x10° 1.425x10° -4073333 4.0733x10° 0 llﬁbzﬁ
| ~11x10°| | -4073333 32534 3266666 806667 \, -
-1.5x70% ' |4.0733x10° 3266666 9.7599x10° 8. 0667x10‘[¢ Jf
[1.5x103 0 806667 8.0667x107 1. 6133x103’[¢c

solucionando:

P25 [-0.00211
doe -1.26632
¢ |-0.00428
9. 0.009405

Comparando estos desplazamientos con los que se obtuvieron al considerar ¢,
se observa que estos Ultimas resultan ligeramente menores.
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2.7.2 Ejemplo.- Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35

w=1.5tcn/m

A \I \l \l \J/\.I .l \l \t - I/ l L ! \L_\I_/\I/ C
N a B\ DN
STTTT o,
| 7 /[ [ e /( ~
i 6.0 l 2.0 '

Figura 2.35

La ecuacion fuerza-desplazamiento esta dada por:
P= KD
B (B, (kD) o |

Pyl = (K1), (K2}~ (K0L), (KD2),

[P 0 {£2:) (Ki2),

5{;"
aé.

e

Como no hay fuerza horizontal, no se genera fuerza axial. por lo tanto el
desplazamiento horizontal en los nedos B y C son ceros y como ne hay despiazamiento
vertical en ningune de los tres nodos, se puede considerar unicamente un grado de
libertad por nodo (giro alrededor del eje z), lo que implica que solo se considerara

momento flexionante, asi el grado de libertad es: G.L. = 3.

Para determinar el vector de cargas se tiene que:

2
wL 2
My = Mgy = — = (1'51)2(6) - 4.5 Ton - m

Mo = M3 = 7 (1'51)2(5)2 =3.125 Jon - m
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Representédndolos en la viga y considerando positivo al momento que
representado como vector seria normal ai planc que lo contiene:

45 4.5 3.125 3.125
~ N N
¢ [ X [ N
N SO NN
’ TT P
Figura 2.35
-4.5 F’A
P" = 1.375 5' = ‘¢3
3.125 o~

Se sabe que:

ki, = TK, T

Como en este caso, el sistema local coincide con &l sistema global, puesto que el
gje de la barra tiene la direccidn del eje de las "x" (en caso contrario si s& utilizara un
transformador); la matriz de rigidecss es la misma. asi de la matriz general de rigideces,
cansiderando solo flexidn y, despreciando la deformacion por certante, es decir ¢y sa

tiene:
4ET 2EI
cox o| E T
N " | 2ET  4ET
L L
donde:
, 4FT , 2ET
}"‘I“KZZ:—L' ¥y Kn:f‘\'z.—*L—
sustiiuyendo:
(KiL), = i‘g:r - 0.667 EI
(K2), = %r - 0.333 £1
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(&YV1) A1

1)

0.80 ET

"

5
(K02) =.3§5 0.40 ET

sustituyendo en la ecuacidn fuerza-desplazamiento de la estructura;

-4.5 0.667 0.333 0 ®a
1.375| =10.333 1.467 0.4| £I ¢,
3.125 0 0.4 0.8 ¢
resolvienda el sistema se obtiene:
$a -7.68
¢E = 1-87
¢, 2.97 |
Por compatibiiidad:
az:: - (pa
_.1.5 = Pg
dyy = $e

Aplicandeo la ecuacién fuerza-desplazamiento para cada barra:

Barra "a"

P, = 0.667 El (-7.68/El) + 0.333 El (1.87/E) = -4.5 ton
P,, = 0.333 El (-7.68/El) + 0.667 Ei (1.87/El) = -1.31 ton

Barra "b"

P, = 0.8 El (1.87/El) + 0.4 El (2.970/E}) = 2.685 ton
P, = 0.4 El (1.87/El) + 0.8 El (2.970/E!) = 3.125 ton
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Comprobacion del equilibrio:

P, =P, Pg= P + Py P = P, Sichecan

b

Para obtener los momentos finales se hace io siguiente: En las figuras 2.36 a y

b se representan las acciones y los valores obtenidos con las ecuaciones fuerza-
desplazamiento de la baraa, respectivaments

45 45 3125 3.125 45 131 268 3.125
AN ) - \/ 4 ‘ ) 'i/ ﬁ / ™
\}/ W \\ \\ ,-‘.-_; 4, I ™~ / \-’\ Lt 3

(@)

Para poder sumar ics momentos de las figuras 2.37.a y 2.37.b es necesario que ambos
sean acciones O reaccicnes per lo que se multiplica por menos unc a ics mementos de
la figura 2.37.a para sumarlos con los de la figura 2.37 b y asi encontrar los momentos
finales, estos se representan en la figura 2.37.d

45 45 3125 3.125
N /7 N /[
BT B
Yorvrrss My ;
£l Y4
(c) ’
5.81 5.31




2.8 MARCOS PLANOS.

Se sabe que las submatrices de rigidez en el sistema glokal estan dadas por:
Ky =Tk, T
en el caso de marcos plancs, la matriz de rotacion o transformadaor se determina a partir
de la figura 2.38

X

Y /
a \ Z Px
| ‘\Jﬂ:‘ /
Py -

DA .

X
Z .z
Mz
Figura 2.33
Pe = P, Cosa - Py sena
P, = P _sena + P, COSA
M; = M,
en forma matricial:
Px cosa -sena 0] [Fx
p,| = |sena cosa 0| |7,
0 0 1 -
M, M;
utilizando la notacion cos a = ly sen a = m, el transformador resuita:

I -mo
r=|\m 1 0
0 0 1
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De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un
elemento marco despreciando el efecto de la fuerza cortante en las deformaciones

resulta:
£4 0 0 _£4 0 0
L L
128I, 6FI 0 ) 12EI, P EI,
L3 L? L’ L?
0 6ET 4EI, 6EI. 2EI,
7.2 L Lt L
=1 ga EA
- =L 0 Q =2 0 0
L L
12E7, 6EI, 0 12E7, 6ET
T L3z’
0 6EI, 2ET, 0 . 6£I, A4FEI.
LZ L L2 L

Haciendo la rotacion del sistema local al global se obtiene:

73

£3 0 0
L
1 -m0 1287, 6£1,| (1 MO
Kl'l = (m .Z 0 L3 Lz =-m .1 0
001 GEI: 4E’IZ 0 01
{ L
r ]
6FT
EA ;2 1281, . (FA_12EI, ., OF.,
L L2 L L3
' EA 12EI, ] EA 2, 1245'.2'212 EEE:.J
Kll = R 3 ) i 3 2
L L L L
6EI, 6EI, 41,
{ B L2 Lz L



12FT
- EA 5, ) _, B3 12EI; _6ET -
L 3 L 3 L3
) g3 12Er, 3 , 12871, | 6ET,
_‘f(..z = - T - 3 ).Ii—n '( _L' ‘- 3 .l
L L?
6ET, 6
. 82T, 25,
| L? L’ L
Ky =Ky,
[ 1281, ., g3 l2=1 6 7
£48 42228 (&2 =) Im £l m
L L3 L L L
12ET 1287, 65T
K, = £4. Zy1m £4 2 zy2 282z,
e L3 L LJ LZ
6ET, 85I, 4EI,
L* L’ L

10 ton B C
7T 7 3
4m ,l | col 30x30 cm.
a c trabes 30x60 cm.
D £, = 250 kg/cm?
7 E = 14000/,
A V74
| {
I
10m

Figura 2.39

Ei grado de libertad para el marco en cuestion es GL = 7 y su ecuacion fuerza-
desplazamiento esta dada por:



Pg| = 1 K25+ Kiac Kz'lcl D¢

P 0 Kae  Kid |Dj
Para valuar ‘las submatrices de rigidez y con estas la ecuacion fuerza-
desplazamiento, se sugiere organizar la informacion en la siguiente tabla. Las unidades
que se manejan en este problema son toneladas y centimetros.

Barra A E | EA El L | m
a.c 900 | 221359 | 67500 | 1.6822x10° | 1.4841x107 | 400 0 1
b 1800 | 221.359 | 540000 | 3.9844x10° | 1.1953x10® | 1000 1 0

Sustituyendo en las submatrices:

Barras "a" y "c"

[ 2.802 0 —560.314] -2.802 0 -560.314
¥y = 0 498.058 0 | &, = 0 -498.058 0
-560.314 0 1.494x10%) 560.314 0 74.709
-2.802 0 560.314 2.802 0 560.314
K, = 0 -498.058 0 Ky = 0 498.058 0
-560.314 0 74.709 560.314 0 1.494x10%|
Barra "b"
398 .46 0 0 -398.46 0 0
K = 0 1.434  717.204 | &/, = 0 ~1.434 -717.204
0  717.204 4.78l1x10° 0 717.204 2.391x10°
-398.46 0 0 398.46 0 0
Ky = 0 -1.434 -717.204 | &y, = 0 ~1.434 -717.204
0 717.204 2.391x10° 0 717.204 2.781x105]
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Sustituyendo en [a ecuacién fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene:

‘e
107 . 401.27 G 560.31  -398.35 2 ¢ 0 a 0 P
0 0 499.43  T17.2 0 SL33 772 0 2 0 Lo
0. [560.31 717.2 6.276x10% 0 -117.29 2.3%3x710° 9 0 |G
Eo! [-393.45 0 - 5 4G1.125 2 560.31  -2.30 0 s60.3: !'dw
o <0 -1.43 -717.2 o 4%9.49 -717.29 b} -489.06 o Lid
loi .o 717.2  2.39x18% 550.31 -717.2 6.276x10° -560.31 0 74708.5 iigu‘:
iol |0 0 0 -2.89 0 -560.3  2.30 o -560.31 17
A 0 0 0 439,36 0 0 498.36 o L
(0 o a 0 560.31 0 74708.5  -560.31 ) 1.494x20% Yo

El sistema de ecuaciones resulta de 3x9, sin embargo &l grado de libertad que
se determind al inicio del preblema es GL = 7. por lo que hay gque eliminar los
renglones y columnas correspondientes a las restricciones, es decir los renglones
correspondientes a d', y d',, cuyos valores son conocidos, dado que son igual con
cero. La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura considerando sus condiciones
da frontera resulta:

(s
100 §401.27 ! 560.31 -398.45 o 0 0 ‘d;g:
o 1 0 499.49 717.20 0 -1.43  717.20 s
fo' 1580.31 717.2 6.276XI0° 0 -717.20 2.39£5 0 )
o -:-398.45 0 0 401.25 o 560.31 560.31 g
¢ 0 -1.43 -717.2 0 493.4%  -717.20 0 o
(0 0 717.2 2.39xI10° 560.31 -717.2 6.276x10% 74708.5 ”"
e ! 0 0 0 560.31 0 74708.5  1.494x70% 73

(B0

Solucionando el sistema:

Fr a3 )

v 4.7x10°3
Pzs| |-.2.8x10°3
drl =| 3.34
dp| |4-7X4073

' -4.5x10°4]
P -1.2x10°2|
0
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Por compatibilidad:

d,,=0 d',, d's
d\n==d€ dkb==dﬁ
d'1c = d’D d,. = d'.

2c

i

Aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global:

P, = Ky D, + KI12 D,
plz = K, D, + K D

Barra "a"

Pa = K0+ K'12a D's

Pal r-2.802 0 -560.314} [ 3.3¢ ] [ -7.79 :
P, =| 0  -498.058 o0 4.7X10 3 ‘ =] -2.34 |
, 560.314 0 74708.5 -2.8x10 3! 1663.07j
zl -

P'za = K!21a (O) + K’z'.aa D‘B

Py 2.802° 0 560.314 3.34 7.79
Py = 0 498.058 0 4.7x10°3 | =| 2.34
M 560.314 0 1.4942x10% |-2.8x10°3 1452.03!
Z

En forma similar para las otras dos barras se obtiene:

Barra |lb||
Py .21 P -2.21
Pj;l = _2-34 P}',z = 2-34
-152.02 \ -884.8
le MZZ
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Barra "¢"

-2, 21) Pe| (2. 21 ]

Bl = -2-34J P -2.341
0

A4J | (8848

Comprebacion del equilibrio;

Nodo B:
= |2u + P
79 2.21]
W Fz 34 { :34!
[ l1a52| |- 1452|
Nodo D:
Pe= P+ P
0 2. 21 2. 21
0| =] 2.3 |-} -2.34
0] i884.80, |-884.80

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL.

LLa rotacion del sistema global al local se hace mediante la matriz de rotacidn
traspuesta, en igual forma que en armaduras, asi:

= TP
Barra a:
PH! = (Tl)ap"la
010 -7.79 -2.34
Pa=|-100 -2.34 | =| 7.79
0 0 1| |16863.07 1663 . 07
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0 10| [ 7.79 2.34
P, =i-1Co0l| 238 || -7.79
0 0 1) [1452.03] |1452.03

En forma similar para las otras dos barras se tiene:

Barra "b"
2.21 ] -2. 21
P, = -2.34 P, =| 2.34
-1452 . 03 -884 . 80
Barra "¢"
2.34 -2.34
P . =12. 21 P =| 2. 21
a 884 . 80

Enla figura 2.40.a se muestran las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes
en los extremaos de cada barra y en la figura 2.40.b se muestran las fuerzas axiales.

234 T 234 . 234 .
' 885 2.21
' 2.21

e__

1452\ ﬁ
2 i —<) >
2 ——

- —
7.79 221

“— -

N 1663 Vien

77 : 77§7 M ton-cm —L —

AN
{a) ] 2134 2.34
N

(b)

Figura 2.40
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2.8.2 Ejemplo.- Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, considérese que la
barra "d" esta articulada en sus extremos.

5 ton =} c C

™~ - —_
—% 0\ v

4m
Figura 2.41
Las propiedades

consideradas para cada barra se muestran en la siguiente tabla. Las unidadses utilizadas
para este problema son toneladas y centimetres.

El grado de libartad para el marco en cuestion es GL = 6 y su ecuacidn fuerza-
desplazamiento es:

Py Kira* Biag* K1 Kizc Dy
Pe Ko Kyac+ Ky 1 D¢
Barra A E | EA El L I m

ayb | 900 | 141.421 67500 127279 } 9545918 [ 3C0 | © 1
c 1250 | 141.421 | 260417 | 176776 | 36828433 | 400 1 C
d -|2520 8 5827040 | 15120 | 35582240 | 500 | -0.8 | 0.6

Las unidades consideradas son toneladas y centimetros. Sustituyendo en las
submatrices.
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Barrasay b

4.243 0 -636.395 -4.243 0 -636.395

Kl = 0 424.263 0 Kiy= 0 -424.263 0
|-636.395 0 127279 636.395 0 63639

-4.243 0 0 4.243 0 636.395]

K = 0 -424.263 0 Ky = 0 424 .263 0
-636.395 . 0 63639 636.395 0 127279 |
Barra ¢

441.94 0 0 -441.94 0 0 ]

KL,=| © 6.905  1381.066 | £i,- 0 -6.905 1381.066}

0 -1381.066 368284.33 0 -1381.066 184142.17]
-441.94 0 0 441.94 0 0

Ky = 0 -6.905 -1381.066| Kj,=| O 6.905  -1381.066]

0 1381.066 184142.17] 0 -1381.066 368284.33;

Ce la matriz general de 12x12 en el sistema local, la matriz de rigideces para el
elemento diagonal el cual solo estara sujeto a carga axial resulta:

[ EA EA 1
- 00 -7 00
0 0Q 0 00
0 g0 0 00
X = EA
LEA g g £4 g g
L L
0 0 0 0 ¢
0 00 0 0 0
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Haciendo la rotacion del sistema local al global se tiene:

K= TKT
EA ,, EA
1-moji£2 0011 mo zi im0
Koz Kig=|m I O] g g of| 7@ 1 0] =1 EA,, EAL
0 0 1, 441001 L L
0 0 0
£4,;. £3
1-mo —%? ool[1 mo A A
I{"Z— Kz]_— m 1 O 0 0 —ﬂ?l 0 = EA.ZJ'H Eémz 0
0 0 1‘[ o oo it0 0L L L 3
0 0 0]
sustituyendo:
Barra D
'19.354 -14.515 0 -19.354 14.515 o]
K, = K35=1-14.515 10.886 0| X{,=Kj| 14.515 -10.886 0
0 0 0 0 0 0

4

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene:

- d),ca.

5} [465.537 -14.515 636.395 -441.94 0 o
0| {-14.515 442.054 1381.066 0 -6.905  1381.066 || **
0 1636.395 1381.066 495563.33 0  -1381.066 184142.17 9%
0l7]-441.94 0 0 446.183 0 636.395 | |4
0 0 -6.905 -1381.066 0 431.168 -1381.066/|
o] | o  1381.066 184142.17 636.395 -1381.066 495563.33] |%°
%)

Solucionando el sistema se tiene:
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.d;B
0.19279
dre 7.54633x10 3
$z8) |-1.99028x10°4
d.e 0.19124
, -1.14398x10°3
dye
1-1.95852x10 "4
Pzc
Por compatibilidad.
d, =0 da = dg
dy =0 d,, =d.
dlc' dB dzc' = dc'
d, =0 dye' = dy

Aplicando la ecuacién fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global.

P, = K, Dy + Kiz Dz,
P, = K,/ 0, + K, Dy

Barra "a"

P1u| = K“;(O) + K‘lza'ds'

P ~4.243 0 -636.395 0.1928 ~0.69

P}',l 0 -424.263 0 7.5463x10°3 3 =} -3.20
636.395 0 63639 -1.9903x710°4 11¢.03

le

PZa' = K‘z'la'(o) + KQZA'dB!

Py 4.243 0 636.395 0.1928 0.69
Pl = 0 424.263 0 7.5463x20°3 | =|3.20

, 636.395 0 127279 | 1-1.9903x10°4 97.36
Mz]
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Barra "b"

pw! = K11b‘(0) + K12b,dcl

xt -4.243 0 -636.395] 0.1912 ‘ [ -0.69 ]
P = 0 -424.263 0 -1.144x70°31 =| 0.49
g 636.395 0 63639 “—1.9585;(10‘4 109.24]

Py = Ky (O) + Koan de

L3
F x2

4.243 0 636.395}[ 0.19124 0.69
Pl = 0 424.263 0 [ -1.144x10°3: ={-0.49
M [636.395 dJ 127279”-1,9535;(10-4} 96.78]
=2 .

Barra "¢"

Pio = Kiigdg' + K 'd

[ 44154 0 0 | 0.1928 ] [-441.94 o} 0 1101912 T gy
| i » 1
;P/,:= o] 6 503 1381 C66; 7.3483x70°3 - O -8 505 1381 086 ,, -1.144x70°3

3 2 -0.49
'M' 0 1381.c86 368284.33) -19903x7073 . O

-1331.086 184142.17 -1 53a5.70°41 -97 3§,

Pi' = Kpodg' + Kpp de

| : )
Pfei 44194 0 0 0.1928 “441.94 0 0 01912 |[-089]
Pl 0  -6905 -1381.066|75483£-3 i O 6505  -1381.066| -1.144£-3 i< 049 |
|yl 0 1381066 188142 |-199035-4! O 1361066, 368284 |-19585E-4;.-95.78]
| Mzzi

Barra Ildl!

Pid' = Kig(0) + Kipq'dg
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P, =j1l4.515 -10.886 0|} 7.5463x10°3 | =|2.72

Peil  [-19.354 14.515 0 0.1928 -3.62
yI
0 0 0)-1.9903x10 4] 0

Méij

Pza’ = K,z,d'(O) + Kooadg

Py 19.354 -14.515 0 0.1928 3.62
vl = |-14.515 10.886 0||7.5463x10°3 | =(-2.72
M 0 0 0l|-1.9903x104] | O

Cemprobacion del equilibrio.

51 [0.69 0.69 3.62 ] 5]
0l =] 3.20] «| -0.49 ! «!-2.72| =104
OE "_'97.36J -97.36 0 LOJ
Nodo C.

P =Py + ch'

0 0.69 -0.69 0

0| =|-0.49| + 0.49 | =10

0 96.78 -96.78 0

Rotacién del sistema global al local.
P=Tp

Barra "a"
Pm ::(T1 )a. Pt;

8S



0 1 0][-0.69] {-3.20"
P, =|-100|{-3.20| =] 0.69
0 0 1]{110.03; .110.03
0 10][0.69] {3.20]
P, =1-10 13.20 ::os9|
0 0 1/(97.36] [97.36]
Barra "b"
[0 1o1|r-o.591 r0.49 1
P, =|-10 Oi .49 | =, 0.69 |
0 0 1;{109.24] 109.24!
[0 1 0jj0.69} [-0.49]
P, =1-10 0;,—0.49[ '-0.69]
[0 0 1/i96.78; 36.78,
Barra "¢*
1 0 0][ 0.69 0.€9
P =|010[|-0.49 :;-0.495
00 1/[-97.36] (97.36]
-0.69
P, =|0.49
96.78
Barra "d"



0.8 0.6 olra.ez1 -4.528
P, =|-0.6 -0.8 0 —2.72’ -0
o o 1| o | | o |

En la figura 2.42 se representan fuerzas cortantes y momentos flexionantes y en
la figura 2.43 fuerzas normales.

0.49
N | T
97.38 J £ X 96.78
|
wl> A NG
I N 1 ~
|7 7 069
00 i ) .

0.69 0.68

“ \f 77 L‘Ka.srzes

3.20 0.49

Figura 2.43
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2.9 RETICULA O EMPARRILLADO.

Una reticula es una estructura a la cual se le apiica la carga en pianos
perpendicutares al plano que la contiene. Per lo cual sera una estructura con tres
grados de libertad por nodo, uno iineal y dos anguiares como se vio en el cagitulo uno.

En igual forma que en armaduras y marcos primero se determinard las
submatrices de rigidez en el sistema global, para esto se sabe que:

K, =TK,T

y en el caso de reticulas la matriz de rotacton T se detarmina a partir de la figura 2.45

vy

N

N

barra

Mx
Figura 2.45

de la figura 2.45 se puede observar que:

M, = M cosa - M, sena
p, =P,

t

M, = M, sena + M, cosa

en fcrma matricial: M. 70 -m M
Pi=101 0] 7
M mQ Ij|M,



por lo tanto:

De la matriz general de 12x12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un

elemento reticula es de la forma:

&I, o -S& 9 0
L L |
0 1281 6EI -12ET 6ET|
L3 L? L? L?
0 6ET 4EI -6EI 2ET
L? L L? L
= er GJ
- = 0 0 o 0 0
L Z
0 S12EL -6EI 12EI -6FI
LB L2 L3 LI
6ET 2ET -6EI AET
0 _——= === 0 —_—=
| L? L L2 L
Haciendo la rotacién del sistema local al global se obtiene:
[ GT 4EI , -6ET GJ 4.5'1
221 m m(=-222y1Im
L L 2 ( L )
-6ET 12FT 6ET
= " L’ i
GJ 4EI 6EI  GJ 2, AEI
(— 5 y lm _—L2 T m 7
_GJ ;2 4EI , 6EI Q_f 2FT lm
_J.}"Z T ™" T m ot !
, 6EI 12ET 6£1,
Ki; = - 77 I 72
|, 6T, ZEI)_Zm 6ET -Efmhzﬁfp
| L L L? L L
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[ G2, 451 5 GE;Im GJ 4ET i

DA PR S A R
6ET
Ky - - m 12}j"I _ GEIl
. L L L?
GJ 4FTr 6T GJ 4T
—_ s lm Pl Y m2 2
_( L L ) 2 L o L 4

2.9.1 Ejemplo.- Analizar la reticula mostrada en la figura 2.46

Y'W‘
: D
2Ll e s
Sten A Ston g
/3 m / 1.5
1.5 w = 2lon/m | //1, zm o
T S N N N TN TN T /
7 E = [f. kg/cm?
Y B ,,® 3mo C c XG
A £. = 250 kg/cm-

Figura 2.4%8

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura en &i sisiama-global esta dada
por.

r L] ’ ’
Py KpatKh s Kis

Pe £ Hap 53

[

lLas unidades utilizadas para determinar el vector de caras seran toneladas para
las cortantes y toneladas-centimetro para los momentos, asi

Baraas a y c barra B

4.0

4.0
€ ton 25 J/ J/
875 w=2 ten/m

N L / é;; %@vl/w\wg%

c 1375 8 266.7 266.7 ©

3

XL.Eﬁ o
R

B

S0



El vector de cargas y el de desplazamientos se puede escribir:

Para valuar las submatrices de rigidez para cada barra se sugiere organizar la

Pl

i

£
2

Pug

’
Mg

r
M\*B

= 2.5 Ton

-6

informacion en la siguiente tabla:

5 = 187.5 Ton-cm

[-187.5
-6.
-266.7
-187.5

5

!
.5

| 266.7

wl

Vo=
2

P
Pis

d.s
s
Plc
dyel
P e

= 4 Tor

= 266.7 Ton-cm

Barra E G l J L El GJ | fm
ayc | 221.36 | 88.54 | 540000 | 370980 | 300 | 1.1953x10" | 3.2846x10” |0
b 221.36 | 88.54 87500 114210 | 400 | 1.4941x10° | 1.0112x107 |1

Para determinar el momento polar de inercia J se utiliza la expresion J = Bb* h

donde 8 es funcién de la relacidon h/b, como se indica en la siguiente tabla.

h/b

1.5

1.75

2.5

10

B

0.141

0.196

0.214

0.229

0.245

0.263

0.281

0.3

0.313

0.33
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Sustituyendo en las matrices transformadas al sistema global:




Barrasayc

1593733.3 -7968.87 0
K{1a,c = -7968.87 53.13 0
0 0 10948.56]
796886 .67 7968.87 0
Kiza e =) -7968.87 -53.13 0
0 0 -10948B.56)
K’Zia.c = Krl121.c
1593733.3 7968.87 4]
Kiaag, o = 7968.87 53.13 0
Q 0 10948.56]
Barra b
25280.38 0 0 ]
Kiip = 0 2.80 560.31
0 560.31 149417.33
-25280.138 0 0
Kizp = 0 -2.80 560.31
0 -560.31 74708.67
Ko = Kﬂz
25280.38 0 0
Ky = 0 2.80 -560.31
0 -560.31 149417.33
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sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento:

-187.5  '1619013.7 7968.87 0 -25280.38 0 0 7'¢T3"
-6.5 . . 79638.37 55.93  550.31 0 -2.80  s80.31 %
|-266.7, ! 0 560.31 258905.89 0 -560.31 74708.57 9us
-187.5 1-25280.38 0 0 1619013.7 7963.87 0 4
Po-6.5 . 0 -2.80  -580.31 7988.87 55.93  -550.31°'°
1266.7. i 0 560  74708.67 0 -560.31 253905.9. ,dffl
P

Solucionando el sistema:

Q.'rB
, 0.001976
ye -0.418715
il | -0.001447 |
ol | 0.001976
, —0.4187151i
e 0.0014479 ;
L=
Por compatibilidad
d,,=0 d,=d,
d', = d'g dy =d¢
d,.=0 d, =d;

Aplicando la ecuacién fuerza-desplazamiento para cada barra en =i sistema
globai:
P, =K, d, +K,,d,
P, = Ky d'y + Ky
Barra "a"
P.=K

11a d’ta + K'12a d’2=
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- 796886.67 7968.87 0 0.0019769 -1762
Pyl =] -7968.87 -53.13 0 -0.418715 | = | 6.5
0 0 -109488.56/ |-0.0014479 158.5]

Plae = Koa @'y + Ky d',,

Mezt 11593733.33 7968.87 0 0.0019769 7] [-187.5]
5o = | 7968.87 53.13 0 -0.418715 | =1 -6.5
p 0 0 109488.56] |-0.0014479 -158.5]
itted

en forma similar para las otras barras se tiene:

Barra "b"
M 0.00 My {o.oo‘
Pyl =] 0.00 ;| Py =10.00
-108.2; , 1108.2!
[J‘f.i.r_ : ithz‘ . :
Barra "c"
Mz -1762 M —187.5‘
0| = | 6.50 ;1P = -6.5
, -158.5 , 158.5
zl z2
Comprobacion del equilibrio:
Pg =P, + Py
-187.5 -187.5 0
-6.5 | =| -6.5 + 0 sicumple
-266.7 -158.5 -108.2
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Pe=Fau+ Py

-187.5] { 0 [-187.5
-6.5 ‘ = 0 <1 -6.5 51 cumple
266.7 ) 108.2] '158.5

.~

Para la rotacion del sistema global al local se sabe que -

P=T P
~Barra "a"
M, 0 0 17[-1762] f158.5‘
P,i=10 10| 6.5 | 6.5
M, (100 LlSB.SJ 1762}
M, 0 0 11{-187.5] [-158.5]
P,l =0 10} -6.5 =] -6.5
a,| [-100i[-158.5] |187.5
en forma similar para las barrab y ¢
Barra "b"
My 0 My, 0
Pyl = 0 7 P}’Z = 0
M| [-108.2 M,, 108.2
Barra "¢"
My -158.5 M.z 158.5
Pl=1 6.5 : Pl =1-6.5
M, 158.5 M, 187.5
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Los elementos mecanicos finales se obtienen en forma similar a los de los marcos

asi:
187 5
) 17€2 : L1 - (-‘J///,'
f’/[/\_J 172 128 5 s f:‘, /l\\ 18?5 \//1
188.5 (s 28370 s
2| 25 . . Y
6.5 [es / ce , // 2.5 : l\ s
187 5 mi‘/—'&saz 158504 [—(-\266'7 |~
- TN U 187s ACA P o -
ﬁc-a.a w82 |, 187.5’/" 9. //.-\:, 1875
63 . 4
1585 MMQS Lo _
/ [~} 4 4 Q
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2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPAC!IO

Rotacion del sistema local al global de una barra en el espacio’

(XZ’lYZ’fZZ')

Se sabe:

L= (x-x ) yi-yi) - (21 -2)*

X - X| { -y
cosa = cosf = e
L L

Por otro lado:

Px'=Pxcos a + Py cos a, + Pzcos a,
Py=Pycos 3 +Pycos B, + Pycos g,
Pz=Pzcos y + Pzcos y, + Pzcos vy,

en igual forma para momentos en forma matricial y llamando

cosa; =1, ; cosB, =m ; cosvyl =n,

1

el [1 1, 1 : 0 O]I'P,,'
: 0 ¢ 01
Py, A Py
P n n n, { 0 0 0 P
A N B 7
M 0o 0 0 ! 1 1, Ll
M
My 0 0o 0 | m o m Y
M
My o0 0 | n nm n °
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de donde:

(2 1, 1, | 0 O o‘i
m m. m 0 0|
n n n, { 0 0 0
Tom oo —o o ol o oo o
0 AN R S
0 | mm
0 | non

De la matriz de rotacion |, m, y n representan ios cosencs directores del gje "x
en el sistema global de referencia. Para determinar los cosenos directores |, m, y n,
del gj2 "y" partimos de seleccicnar a dicho ee perpandicular a los gi2s x y z de tal
forma que el producto vectorial de z' con x coincida con el gje v, asi:

b,

[

L<

I

ty

=

il

H
r—'cj—*ﬁ
83 ©
b W e

como ¥ no es unitario entonces:

1 -

?==‘:::::
Jy21¢-m?

si llamamos D = J1%-m?, entonces

por lo que:
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El eje z se determinaré por la condicién de ortogeonalidad

[ 2 7 &
2=5(X}7=le'|l mn!_
{-mzol'
:}:l[—nl-m - (1%-m*y K
D . a, « (1°-m°) K]

|“Z‘l = J_Z%i [n2l2*m2n2,(12.m2)2]

Ca(ITem) (17w’
(17-m?)

- 'l:,‘:_z,z,zz
'Z‘z\jt m*) -(n*-1°-m*)

(1%-m%)
|1z) =1
— - 1 n
or lo que Z = 1, = -n = ; = -m =
P q z ¥y 2 D m, m )
2, m2
ny = Am J1%-m* = D
1w
finaimente el transformador resuita:
[, -@m .al , 4 5 o
D D
m L B3 g 9 0
D D
n 0 D 00 0
T=|-- -- T T --
i _m _1n
0 0 0 ! 2z D )
2z mn
0] 0 0 .l m —5 ‘-‘B'
0 0 0 ! n O D

g9




En el caso de gue el gje "x" coincida
muestra en la sijuiente figura 4.29.

con y'

E R
i
il
Y £ 7? N,
z /
s
i
2 rigura 2.49
y el transfcrmador resulta:
-1
0
0
T - -
0
0
0

los ejes "z' & "z’ " coincidiran como se

Fy

-

0 0.
0 0
0 0
-1 0
0 0
0 1

It

y en el caso de que el gje "x" coincida conz' los gjes "y'y "y

se muestra en la figura 2.50, el transformador resulta:

100

Q 0
0 0
0 0
0 0
0 1
1 0

coincidiran también como



MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA

La matriz de rigideces se modifica con la finalidad de considerar diversas

condiciones de frontera. Supongase una estruciura como se muestra en la siguiente
figura:

B b C
a C
A 7/(_37 s b
Figura 3.1

Si se consideran unicamente los grades de libertad de los nodos B y C para el
analisis del marco, entonces la matriz de rigideces de la barra "a" debe modificarse para
tomar en cuenta el grado de libertad del ncdo A,  La modificacion se realiza
considerando las cendiciones de frontera es decir:

M,=0 ¢, =0
,r\ a N1¢0 U1:O
V, #0 V, =0

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por:
r [

Ny Ky K Ky K, K ‘r"’lsW U
% Ko Ky Ky K K5 K| |V
M, ) Ky, Ky Ky Ko Ky Kyl |9
N ) Ky Ky Ky K K5 Kol (D)
£ K5y Koy K5y Koy K5 K| 1Y)
L“'fzj _4‘(51 Ks; Koy Kiq Kgs Kss‘ ¢,
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sustituyendo las condiciones de frontera en el extremo 1

=

M K. K; K, K4K5K'.s{01
A Ky Ky Koy Ky Kyg K| | O
0 _ £y Ky Ky Ky Ky s ¢
v, ) Ko Ko Ky Ky K Kig Y
v K, K; Koy Ko Ko Ko v
_ML Ky Ky Ky K, Kss KssJ L(‘D?J
de donde se puede escribir:

|V, Ky Ky Ks K, ZZI

V| = 1K Ky K Ko Vz

0 Ky Ky Ky Ky cbf

de donde:

O =K@, + KU, + Ky U, + Ky @,
O, = Ky (K U, + Ky U, + Ky @,)

en forma matriciai:
UZ
‘1’1“-’(3_31 [ Ky Kys Ky 1|22
9,

Es decir que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 s@ puede determinar el
giro en el extremo 1.

Por otro lado se tiene:
K43 K44 K%S K46 <pl

= Ksa Xs4 Kss Kss Uz
Mz Ksa Koy Kss KesJ le
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lo cual se puede escribir:

N, K Ky Kis Ky [‘p:]

Vil = [ &sa) @, + Koy Kos Ksg Vz}

M, Kss Koy Ko Kag hz

sustituyendo el valor de @,:
N2 K43 [UZ K44 K45 K-&ﬁ [-U21
-1

Vyi = [Ksy ‘K:3EK34K35K35]|V2 ~ (Ksy Kss Ky ]Vzl
(M, [Ku‘ 102]  [Kgy Kgs Ksgl 101!
[%] Ky Kis K} Ku] )
Vor =Ky K5 Ko Kssé _K3-31[K34KZEK36]iVE
MJ Koy Kgs Kgs| K5 IL%J

esto es:
PZ = Kz-z d2

donde K, es la matriz de rigideces modificada.

La matriz de rigideces modificada es la que se utilizard para efectuar el
acoplamiento de las barras cuando no se incluya el grado de libertad del nodo "A", asi:

2

Y Yozallvs e T
GL=6 G.L

1}
~J

Figura 3.2
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3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD

El procedimiento anterior se puede simplificar condensanda los grados delibertad

de las fuerzas que son nulas:

La ecuacion fuerza-desplazamiento de

siguiente forma:

—

o)

—

[~

IR

L

que se puede arreglar y particionar de la siguiente manera:

en forma simplificada:

rKu Ky
Ky Ky
Ky Ky,
Ky Ky
Ks. Ko
[Ke: Kea

{K'.l K12 K14
Ky Ky Ky
KQ]. K42 K44
KS!. KS2 K54
Kﬁl K52 K64
(K31 K32 Kig
K1 K| |Us
K31 Kij |Ua

104

la barra "a" que se puede escribir de la

K‘.S

K‘.S K‘.
K2S KZG
KJS KJG
K45 K-‘oﬁ
KSS Kfﬁ
K, K

KLS K1.3

26




de la segunda ecuacién:

pero P, = 0 entonces

de la ecuacion 1

suétituyendo U,

de donde:

para el ejemplo anterior:

v (&, &l x, x5 2, &

v K Ky Ky K K 1€

Ny| =K Ky Ky K5 K - | X -”\/3-31[1'(3'_5"::-%;*"{15:{:5]
[/2 'Ksl K’SZ &4 K’SS j{SG 1(:33

M) KL Ko Koy Kos K] | Ks)

Sustituyendo condensaciones de frontera U, = 0y V, = 0 Io que cansiste en
eliminar los renglones y columnas correspondientes, asi:

N Ko Kis K Ky u;
Vi = [Hs Kss Keg| - [£s, 1{'3'31[}?341(35535] v;
M, Koy Kss Kss Koy ?,
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Que es el mismo resultado que se obtuvo al modificar 1a matriz de rigideces de
la barra "a", de lo anterior se puede decir que la operacion de condensacion consiste
en compactar los grados de libertad de una estructura, a agquellos que son de interes
para el analista, al modular un problema dado. Generalmente los grados de libertad
compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento.

3.3 MATRICES DE PERMUTACION

Estas matrices se forman mediante la permutacion de renglones o columnas enla
matriz identidad. Si se premultiplican se intercambian renglones y se postmultiplica se
intercambian columnas.

Para ilustrar lo anterior intercambiar el primer renglén por el tercero, asi como la
primer columna por la tercera de la siguiente matnz.

K, K, X,
K =K Ky K,
Ky Ky Ky,

o
(=

001 K, K K5 K, K, K,
1 0| Ky Koy Koyl = &y Koy Koy
1 00] |&, Ry Ky K, Ky K

Ky, Ky K 0 01 Ky K3 Ky
Ky, Ky Kyl ={0 1 0) = [Ky3 Ky Ky,
Kll Kl2 KI.B 1 0 O KLJ KlZ Kll
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METODO DE SUBESTRUCTURAS.

>

En la aplicacion del método de las rigideces para estructuras de alto grado de
hiperestaticidad cinematica en- computadoras de poca memoria central, es necesano

particionar la estructura en un nimero arbitrario de subestructuras, tomando en cuenta
la capacidad de la maquina.

Se llama particion estructural a la division de la estructura completa en un nimero
dado de subestructuras donde las uniones o fronteras de cada subestructura se fijan
arbitrariamente, es convenier{te tomar particiones estructurales correspondientes a
particiones fisicas reales. Como las propiedades de rigidez de cada subestructura
pueden valuarse a partir de sus condiciocnes de frontera y de las propiedades
geometricas y elasticas de cada barra que la ccmpoenen, entonces caca subestructura
puede tratarse en forma independiente aplicando el método directo de las rigideces,
para condensar los grados de libertad correspondientes a los nodos intermedios (los
que no estan en las fronteras) a los grados de libertad en las fronteras (las fronteras son
comunes a dos subestructuras adyacentes), para después hacer el acoplamiento de las
subestructuras condensadas (este proceso se conece como relajacion de las frontaras)
a través de las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad, el sisterna de ecuaciones
resultante permite determinar los desplazamientos en los grados de libertad.

Cabe aclarar que el sistema estructural puede ser cualquiera por complejo que
este sea, solo que aqui se presenta el de la figura 4.1 para que resulte mas ilustrativo.

Como primer paso es dividir la estructura en un ndmero conveniente de
subestructuras, a las que se les imponen fronteras fijas ( estas fronteras son comunes
a dos subestructuras adyacentes ). Esta divisién es arbitraria, se hace cuidando la
capacidad de la microcomputadora, para este ejemplo se elige la particidn que se
muestra en la figura 4.1 ‘
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3
L
NNoe

o
IES P

Figura 4.1

En la subestructura | los nodos M, Ny Py en la subestructura It los nodos G, H
e | se denominan nodos interiores, mientras que en la subestructura I no hay nodos
interiores.

Una vez hecha la particidn se procede al analisis de cada subestructura en forma
independiente asumiendo las fronteras impuestas ( que como ya se menciond son
comunes a dos subestructuras adyacentes ), para condensar los grados de libertad a
las fronteras, asi comao para determinar los vectores de empotramiento (reacciones en
las frontaras necesarias para que los desplazamientos sean cero ).

Al condensar los grados de libertad a las fronteras, las subestructuras (fig. 4.1)
se puden considerar como elementos equivalentes como se ilustra en la figura 4.2,

Sub. 1 ‘
- ST Pb Vorrd
— A Rb —_— T
=24 727
Sub. il
o LT on /7;7;
— Rp — )
47_74‘.7. P
Sub, I

3
)

Figura 4.2
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Cuando las fronteras son relajadas las reacciones y cualesquiera fuerzas
aplicadas en ellas, pueden no estar en equilibrio, por lo tanto la relajacion inducira
desplazamientos de magnitud tal que se satisfaga el equilibrio en las fronteras.

Para hacer el acoplamiento (relajacidn de las fronteras) a los vectores Ab se les
cambia el signo para poder sumarlos con los vectores Pb'que son las cargas aplicadas
directamente en las fronteras como se indica en la figura 4.2.b

El acoplamiento de los elementos equivalentes de la figura 4.2 queda definido por
las mismas reglas que para el ensamble de barras por el método directo.

Por otro lado el orden de [as submatrices va a coincidir puasto que los puntos de
union o fronteras son comunes entre subestructuras adyacentes.

Al solucionar el sistema de ecuaciones que resulte del acoplamiento, se obtienen
los desplazamientos en las frenteras de las diferentes subestructuras, naturalmente la
solucion de los desp[azam:entos en las fronteras implica un nuimero pequeno de
incognitas en comparacion con la solucidn de la estructura completa.

Finalmente sedeterminanlos desplazamientos enlos nodos interiores provecados
por las cargas aplicadas directamente sobre dichos nodos mas un desplazamiento que
se le llama de correccion por la influencia de los desplazamientos de las fronteras.

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS.

Se sabe que la ecuacién fuerza-desplazamento de un sistema estructural esta

dado por:
P=KD

Si denotamos al vector de los desplazamientos en las fronteras (comunas a dos
subestructuras) por Ub y el vector de desplazamientos en los nodos interiores (cada uno
ocurre en un punto interior de solamente una subestructura) por Ui y a las
correspondientes fuerzas en las fronteras y en los nodos intericres por Pb y Pi
respectivamente, asf la ecuacion fuerza-desplazamiento se puede escribir como:

10¢
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L}

Pb
P

4

- v,
UJ.

Kbb Kbi
K.lb ‘KJ'

4.1

El total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural, se calcula
por la superposicion de dos vectores tal que:

U=u0°%+ U . 4.2

donde uU< denota el vector de desplazamientos debido a las cargas P, cuando Ub =0
y U? representa la correccion necesaria a los desplazamientos U< teniendo en cuenta
los desplazamientos U, cuando P, = 0, por lo que el vector de desplazamientos se
puede escribir;

AR/
U; U; e 4.3
donde:
'Uﬂ Es el vector de desplazamientos cuando las fronteras estan fijas:
orloque Uy = 0
‘Ufj p q b
[772] Representa la correccién debida a la relajacion de las fronteras.
4

Similarmente correspendiendo a los desplazamientos U* y U#.las cargas pueden
expresarse como:

p = ps+ ph 4.4
o bien:
P, [F} P‘S]
UL L 4.5




donde por definicion:

=P,y Pl=0

de la segunda ecuacion del sistema 4.1 cuando las fronteras estan fijas (U7 = 0), se

tiene

[#4

Py

de donde:
U;

de la primer ecuacion del sistema 4.

a

P,
sustituyendo la ecuacion 4.6

a

Py

< K, O

= K.} P, 46
]

= Kb.t Uf

= K, XK, P, 4

donde p; representa las reacciones necesarias en las fronteras para mantener a U, =0
cuando las cargas en los nodos intericres son aplicadas. es decir la influencia de ias
cargas aplicadas en los nodos interiores sobre las fronteras en cada subestructura ver

figura 4.3 .a.

Cuando las fronteras de las subestructuras son relajadas. los desplazamientos v ?

pueden determinarse a partir del sistema de ecuaciones 4.1. asi, considerando la

segunda ecuacién de este sistema:

P
1

v

Se puede observar que la

-1

-K,;, K

Fy

1l

. Us 4.8

ecuacion 4.7 representa la correccidn de los

desplazamientos en los nodos interiores por la relajacién de las fronteras.

De la ecuacion 4.1

que sustituyendo la ecuacion 4.8 se obtiene:
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3 )
. Pp = Ky, 3 Kp; Kij Kip Ug
factorizando:
I} -
Py = (K, - Ky KK, U, 4.9
si llamamos
K, = Ky, - K, K, K,

la ecuacion 4.8 se puede escribir

Pj

it

K, U,

donde K, es la matriz de rigideces en las fronteras {(condensacion de la matriz de
rigideces a los grados de libertad corraspeondientes a las fronteras de 123
subestructuras), US representa los desplazamientos en las fronterasy A2 es el vector
de cargas en las fronteras consideranda la influencia de las cargas aplicadas en los
nodos interiores.

De la ecuacion 4.4

P} = P, - P} 4.10

donde P, es la carga aplicada directamente 2n [as fronteras y P es la influencia de las
cargas aplicadas en los nodos interiores, ver figura 4.3.b.

Para el acoplamiento como ya se indicd las subestructuras se consideran como
elementos equivalentes ver figura 4.3 y se aplica el método directo de las rigidaces para
establecer la ecuacion fuerza-desplazamiento, asi:

P =k, - U

" aqui PP se considera como’

donde K, es la matriz de rigideces del sistema acoplado y uf es el vector de
desplazamientos en las fronteras (impuestas inicialmente) de toda estructura.

Para ilustrar este método se presentan ejemplos numéricos aplicades a [a
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solucion de armadura y marcos.

4.2 ARMADURAS

Aplicando el métedo de las subestructuras determinar la fuerza en cada una de
las barras de la estructura que se muestra en la figura 4.3

3ien

| J T
am

Sen 1
Im

5ten i
am

g ten —
dm

Figura 4.3

Para realizar la particidn de la estructura hay varias opciones, algunas de estas se
ilustran en la figura 4.4.

En el primer caso figura 4.4.a, para la subestructura superior resulta una matriz
de 8x8 la cual se condensaria a una de 4x4 y, para las dos subestructuras siguientes
resulta una matriz de 8x8, las cuales no se condensan y filaimente para la subestructura
inferior resulta una matriz de 4x4 1a cual tambien no se coendensa por 1o cual al hacer
el acoplamiento de los elementos equivalentes (relajacion de las fronteras) resultara una
matriz de 12x12. Para la particion mostrada en la figura 4.4.b. la estructura intermedia
de una matriz de 12x12, la cual al condensar resulta de 8x8 y al hacer la relajacion de
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las fronteras se tendria que trabajar con una matriz de 8x8. Para la particién mostrada
en ia figura 4.4.c, en la subestrucutre superior inicialmente se maneja una matriz de
12x12 que al condensar resulta de 4x4 y para la subestructura inferior inicialmente la
matnz es de 8x8, que al condensar tambien resulta de 4x4.

b ;
(a) {®) ()
Figura 4.4

En est2 giemplc se trabajara con la opcidn qus muestra la figura 4.4.¢
jemp | q

En la figura 4.4 se muestra la topologia considerable en las subestructuras, se
puede observar que los neodos E y F (fronteras) son comunes para ambas
subestructuras.

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA |

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuacion fuerza-desplazamiento
para esta subestructura resulta:

%"‘: {;((‘1.,4:.\, o N (s ° ° %i
A T 97 3% (. " o a a
!Pa; I 8.} L O AT S AL AW N LA [ Ky [-4
!P..! ’ ‘ LAY (159 K, (K1) - tXgh, (X)) 1K\ (L9 LA o,
!’i | ® 9 (-4 {LAM (Kh (A - (R (g ol
lei | o ° ok 05 el (2]

Las submatrices de rigidez en el sistema global para un elemento barra armadura
estan dadas por:
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Ky = Ky; =

ki = K{y = -Ky,

Por comodidad y rapidez se recomienda hacer la siguiente tabla para organizar
la informacién: '

Barra EA L i m & m? Im
5 1 300 0 1 0 1 0
6 1 300 0 1 0} 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
8 1 300 0 1 0. 1 0
11 1 400 1 1 0 0
12 1 400 1 1 0 0
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
19 i 500 0.8 0.6 Q.64 .36 0.48
18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
20 1 - 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
sustituyendo:
Barras 56,7y 8 Barras 17 y 19
, L K, _EA[lz.a 9.6} o-s
M= BAlg 33,3 " l9.6 33.3
Barras 11 y 12 Barras 18 y 20
25 0 ’ .. opa|t2-® —9.6} 0-4
Ky = AL, 44 4|10 Ko = £ g 6 33.3

sustituyendo en la matriz de rigideces y particionando en ia forma

Kbb Kb;
‘K.fb Ku
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128 98 0 0 0 0 -128 -96 © o 0 0
/96 405 0 o 0 -333 86 -72 0 0 Q 0
| o 0 128 -96 -128 96 O 0 0 0 0 o |
to 0O -96 405 96 -72 0 -333 0 0 0 o
0 0 -128 96 506 0 250 0 0 0 -128 -95{
-0  -333 98 -72 0 810 0 0 0 -333 98 -72:
1129 98 0 0 -250 0 56 0 -128 96 0 0 g
96 72 0 -33 0 0 0 810 96 -72 0 -333
L0 0 0 0 0 0 -128 96 378 -96 -250 O |
E 0 0 0 0 0 -333 96 -72 -36 405 O 0
T 0 0 0 0 -128 -96 0 0 -250 0 378 96 :
0 0 0 0 -96 -72 0 -333 0 0O 96 405

Para obtener la matriz de rigideces condensada para esta subestructrura se aplica
la ecuacién:

be = K;; _Ka; Ki‘-'l K;b

realizando operaciones:

4.42  0.02 -4.42 -0.018]
X 0 0 0 -0.003 Lg-4
b1 7 1-4.42 0.018 4.42 0.02

0 -0.0057 0 0

El vector de empotramiento y los desplazamientos en nodes interiores producto
de la influencia de las cargas aplicadas directamente en los nodos interiores estan
dadas por:

.
PGX
; .
Pl [?
0
Pfx 0
a Pyy 0
1 Pur = P'r i 3
ng = (Kbl Kll)f PJ.I il O
/
Pr
-1 ¥
Pl = (Kii); Puy 110
. Py {0
!/
PJ},‘

1le



haciendo operaciones resulta:

~3.63
« _|-8.25
S V.

SUBESTRUCTURA 11

8.25 |

10.463
0.165
0.398

~0.150
0.829
0.211
0.791

-0.172]

X 10¢

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuacién fuerza-desplazamiento

P =

) (K (s
: (Karha
ANy
T AW

(“d_z)\s‘

(Kahvo
LANEPAN
(%248
(K

K’ D' para esta subestructura resulta:

(A
42y

(K

(A, '(’Qﬂu'(’ql)n'(‘lql)u'uql):

G
e,
(G

'D'

0.

élD'“':
i

(’Q)a'("é)u‘(’@.'(i‘.)..‘("dllq .DD;I

En igual forma que para la subestructrura I, para valuar las rigideces de la
subestructura Il se hace ia siguiente tabla;

Barra EA L | m 12 m? Im
5 1 300 0 1 0 1 0
6 1 300 0 1 0 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
8 1 300 0 1 0 1 0
11 1 400 1 0 1 0 0
12 1 400 1 0 1 0 0
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
18 1 500 .0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
20 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
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sustituyendo

Barras 1,23y 4 Barras 13y 15
o - Eﬂfo 0 | Lot o - Em’lz.s 9.6 "
oo [o 33.3J B l9.6 7.2}
Barras 9 y 10 Barras 14 y 16
- a3 0]10-4 P _9‘6}10*4
1 0 0 = -9.6 7.2
sustituyendo en la matriz de rigideces resulta:
'37.8 -9.6 -25.0 0 0 0 -12.8 9.6 ]
-9.6 40.5 0 0 0 -33.3 9.6 -7 2
-25.0 0 37.8 9.6 -12.8 -9.6 0 0
0 0 9.6 40.5 -9.6 -7.2 0 -33. 3
0 0 -12.8 -9.6 50.6 0 -25.0 0
0 -33.3 -9.6 -7.2 0 81.0 0 0
-12.8 9.8 0 0 250 0 50. 6 0
| 9.6 -7.2 0 -33.3 . 0 0 0 81.0

particionando la matriz de rigideces en la siguiente forma:

Kbb Kbl
K.r.b KJ.J.

Para condensar a los grados de libertad en las fronteras se aplica la férmula:

-1
Kprr = Kpp ~ Ky, Kii Ky

despues de realizar operaciones se obtiene:

32.40 -5.53 -27.10 2.38

-5.32 23.80 -2.36 -4.73]
Kyrr = 10

-27.10 -2.38 32.40 5.53

2.36 -4.73 5.55 23.80
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El vector de empotramiento y los desplazamientos en los nodaos interiores estan
dados por:

rPCr‘.t fs
Pg:ij Ki—;l Pf a Pc:"y 0
’ Pirr = , = 0
Ppx E
Pirr = K. Pl Pl 0
realizando operaciones:
—0.825[ [1307.25
. 0.620 0 ]
Porr =1 1 675 Yirt 7 1 g45.85 |
-1.250/ l 0 l

RELAJACION DE LAS FRONTERAS.

El acoplamiento de las subestructuras se hace considerandolas como elementos
equivalentes.

La ecuacion fuerza-desplazamiento esta dada por:

donde:
B _ _opB
P, = P, -LP,

para este caso en particular come se tienen dos subestructuras la expresidn anterior se
puede escribir:

’

8
P:':G =P, - Pgr - Pf:r

el vector de cargas aplicado directamente en las fronteras resuita:

PEx 5
P, = Forl |0
° P, 0
0

Pryl L
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por lo que:

st 3.3 | 0.83} l9.46 !
0 -8.25 0. ;

5 - ) ) 62| [7.73
0 ~4.37 |-1.68 6.05
0 8.25 [-1 25 [-7.00.

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene en esta caso particular sumando
las submatrices condensadas para las subestructuras I y II, asi '

Ky = Kyr - Kyrr

sustituyendo directamente en la ecuacion fusrza-desplazamiento se tiene:

[9.48) [36.82 -5.55 -31.52 2.36] Dz
| 7.63 -5.53 23.80 -2.36 -4.76] D]
- 104

6.05 231.52 -2.36 36.82 5.55 D..

-7.00 2.36 -4.76 5.55 23.80] D

o7l

solucionando el sisiama:
Df
= 31636.12

Dy 11445.58 1

D: 31125.70 | EA
Fx

-11057.01

correccion de los desplazamientos en los nodos interiores:
-1
fo = (K, K;b)r D,

r
-

-.1 f
D2 = -(Ki KT D,

sustituyendo valores en las dos expresiones anteriores obtenemos:
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por lo que los desplazamientos totales en los nodos interiores se obtienen con la

expresion:

sustituyendo:

Py

[48219.06
11494.74
48296.60

-11004.82
65141.43
11490.29
65128.16

-11014.18]

11452.51
1 0° . 7429.02
EA 41 7111489.93

-7290.47]

D, = p? - D}

[52849.06 ;
13144.74
52276.60
-12504.82| 1
73431.43
13600.29
73038.16

|-12734.18]

Dy

1

‘EA

12759.76

] | 7424.02 |

T 111489.93| E3
-7290.47

Una vez conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, se
procede a determinar las fuerzas en cada una de las barras, para lo cual se sigue el
mismo procedimiento que cuando se aplica el método directo de las rigideces. Agui se
ilustra el procedimiento unicamente para dos barras.

Por compatibi[idad:
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Aplicando la ecuacidn fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global:

P'I = K’].l D'l + K’IZD'Z
P’y = K’y D', + K’y b7,
Barra 1
» 1t , 1L
Pl.\' _ 0 ] Plx 0 }
P, | -24.72 ’ py,l [24.72]
Barra 3
e , 13
Plx _[ 0 ] PEx 0 ]
P, LF13.390 7 g T [13.39;
Rotacidon del sistema global al local:
P= T P
Barrail
P =01 0 = -24.72 ¢
O O 2 I
P, =[0 1] {24.72] = 24.72 ton
Barra 3

0
P =[0 l][_13_39] = -13.39 ton
=0 1 0 =13.39 ton
P =013 09 7+

Se deja al lector la determinacion de la fuerza en las otras barras, asi como 1a
comprobacién del equilibrio.
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4.3 MARCOS

Aplicando el método de las subestructuras, determinar los desplazamientos y los
elementos mecanicos de! marco mostrado en la figura 4.6.

7 ien
N 3 i
= —
/[\ N
6ien 5 3 2m
LY - 8 L
V4
AN AN
3 = 3m
5ton
N E N 7 F
-~ Pl
FaAN 2NN
1 o im
G H
Yl T 7 _|'__
| im
i
1 ]
Figura 4.¢

Utilzar seccicnes de 40x80 para las trabes y 40x40 para las columnas, un f'c dz
250 kg/em? por lo tanto un mddulo de elasticidad de 140007 c.

La particion se realiza en los nodes C y D como se muestra en la figura ¢.7. Valz
la pena mencionar que la particion de la estructura es arbitraria, en un momsnto dace
el nimero de subestructuras, asi como su tamano se puede considerar en funcion de!
tamanc de las matrices por invertir como se menciono en el problema anterior.

N
/
«  SUB. |

//// N \\
N A

/ SUB. I
TN SN
Y 77

Figura 4.7
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ANALISIS DE SUBESTRUCTURA |

La matriz de rigideces de la subestructura | en el sistema global esta dada por:

(K s (Ki)s  (Kia)e (%)) 0
(K2)g  (Ki2) i+ (&), 0 (%),
(K1) 0 (K32)y+ (&)1 (Kiy), (%2),
0 (Ki2)e (Ki1)s (K32) s (Jia) s (K710 ]

Valuando las submatrices de rigideces para cada barra en igual forma que en el
método directo, sustituyendo y particionando en:

Kbb km
Kr =
Kib X.-‘."
se obtiene:
f10.3 0 31.5  -18.1 0 Q 21,2 0 31.5 0 G 0
Po 11.9 46.3 0 -0.13  46.3 ! o -11.3 0 9 9 b :
31.5 46.3 27884.2 0O -46.3 10794 | -31.5 0O 3148,2 0 9 bl '
(10,1 [+} o 10.3 o ar.s ! 0 o] b -0.21 0 31.5 ;
b -0.13  -46.3 o 11.9 -46.3 | 0 0 0 0 -11.8 a !
o} 46.3 10794 31.5 -46.3 27884.2 | a 0 a -31.5 0 3148.2
.- - __ - - - . J - - . .- . .- ’102
f-21.0 o -31.5 0 ] 0 ;10.4 0 -13.8  -10.1 0 o
-11.8 0 0 0 [} : o 20.9  46.3 0 -0.13 46.3
31.5 ] 31.48 0 0 v ! -13.8 46.3 32506,% @ -46.3 10794
] 0 -0.21 ‘o -31.5 | -10.1 9 0 10.4 0 ~13.8
o] Q Q s -11.8 a ! Q ~0.13 -46.3 Q 2c.8 -46.3 |
0 ] 0 31.5 Q 3148.2 | Q 46.3 10794 -13.8 -46.3 32606.5

Todos los valores de la matriz de rigidecesse han redondeado a un decimal por
falta de espacio.

Condensando a los grados de libertad 2n la frontera se tiene:

. -1
Kyp = Kpp Ky, Kizo Ky
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[1022.59 -1.30 1753.87 -1017.52 1.3
-1.30 520.27 4522.06 -1.34 14.25
1753.87 4522.06 2593841 -911.29 -422.18

-1017.52 -1.34 -911.29 1022.59 1.30
1.3 14.25 -422.18 1.30 520.27
| -911.09 4522.06 934633.9 1753.87 -4522.06

El vector de ermnpotramiento para la subestructura 1, esta dado por:

-1
Pg.r = Ky;~K,;i Pf

[ -1.723 ]
0.142
-262.75
-1.676
-0.142
-255.55

9,
oy
1]
cC 0o o o o u
-
o,
b
1l

El vector de desplazamientos para 10s nodos interiores:

=4

-1
D = K{; Py

 8.63x107% ]
~12.05x1072
i 2.80x107°
Dy
8.38x1072
12.05x1073
| 2.65x107 ]

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA II

Ma matriz de rigideces para esta subestructura esta dada por:
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(ARYi)s 0 (}GZ)S 0
0 (}T;l) [ 0 (}(fz)s
K =
(331)5 0 (ﬁ32)5*'(ﬂT1)9 (ﬁTZ)g
0 (Kz1) (K71 )y (K32) 6+ (Ki2),

Valuando las submatrices, sustituyendo y particionando se obtiene:

[0.21 0 -31.5% o a ] Po-21.3 o -31.5 ] 0 o i
‘o 11.8 0 o 9 o ‘ a -1t.8 o ) 0 0 i
'-31.5 9 6226.4 0 9 o 31.5 6 314%.2 9 0 0
Yo 0 0 0.21 0 -31.5 0 ¢ 0 -0.21 9 -31.5 |
I o 2 0 0 11.8 0 0 0 0 0 -1..8 o i
b 0 0 -31.5 0 6296.4 ) e 0 31.5 0 3143.2:
- . T -- -- -- -- -- -- -- ‘
;-z:.-:: 0 a1.s 0 9 o ¢ 19.3 0 31.5  -19.1 o0 o |
l ¢ -11.8 ¢ 0 9 o : 9 11.%  46.3 8 -0.13 46.3 |
'-31.5 0 3148.2 0 9 ) 31.5 46.3 278%4.2 4 -46.3 1077.4
) 2 0 -0.21 0 31.5 -18.1 @ 2 1.3 9 31.5
| o 0 0 0 -11.8 o ' 0 -0.13 -46.3 ¢ 11.9  -46.3
ie 0 9 -31.5 0 3148.7 ! 0 46.3 10794 3L1.5 -46.3 17864.32)

La matriz condensada a los grados de libertad resulta;

Korr = Koy =Ky, K70y Ky,

7.58 -0.0103 -1279.11 -7.58  +0.0103 1279.12 |
-0.0103 0.59 214.39 -0.0025 -0.602 214.39
-1279.11 214.39 359588.9 1277.38 -215.22 -209481.9

brr = -7.58 -0.0025 1277.38 7.58 0.0103 -1279.12

0.103 -0.602 -215.22 0.0103 0.59 -214.39

1 1279.12 214.39 -209481.9 -1279.12 -214.39 359588.9

El vector de empotramiento para ésta subestructura, esta dado peor;

1

Pl = K, K. P{
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~3.53 ]
-1.43
554 .19
-3.47
1.43

545.37

B
Porr =

o o o o o -

El vector de desplazamientos en fos nodos intsriores esta dado por:

a _ -1 a
DJ.II - K.L; PiII

[19.21x102
12.10x1079
D3, - -16.11x10°3

18.87x102
-12.10x10°
[ 15.47x10°3 ]

RELAJACION DE FRONTERAS

El acoplamiento de las subestructuras se hace camo ya $e mencioné con [os
elementos equivalentes, a través de la ecuacién fuerza-desplazamiento

P = x, D,
donde:
Py = P, -P), -Ph;

el vector de cargas Pb aplicado directamente en las fronteras resuita

|'ch‘ 6]
Pey 0
P - M, ) 0
2 P, 0
P,i 10
_MpzJ LO'
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sustituyendo para obtener A2

(6] [-1.723] [-3.s3] [11.253]
0 0.142 -1.43 1.288
o - 0| {-262.75| i554.19] |-291.44
0 ~1.676 -3.47 5.146
0 -0.142 1.43 -1.288
0] {-255.55] |[545.37| |-289.82

La matnz de rigideces en las fronteras se obtiene para este caso particular sumando las
dos submatrices condensadas

K, = K, + Kb.;

ia

sustituyendo directamente en ia ecuacion fuerza desplazamierto se obtiene:

t-1.288 ' | 1.31  -14.85 -4737.4 1.3l 520.86 —4736.45’;93?
-289.82, 1368.03 4736.45 725152 474.75 -4736.45 2953418 !,

"11.253° '1030.17 -1.31 474.76 ~-1025.1 1.31 368.03 ]iDCX'
i 1.288 | | -1.31 520.86 4736.45 -1.34  -14.85 4736.45;i06y
-291.44‘ | 474.76 4736.45 2953430 366.09 -4737.4 725152 HDc;E
| 5.146 !' -1025.1 -1.34 366.09 1030.17 1.31 474.75 “DJXE

.

Solucionando € sistema se obtienen los desplazamientos correspondientes a los
grado: de libertad en las fronteras, asi:

[De 1.716
Dey 0.020
b - Deo| _|-5.2x107
5" 1p,. 1.713
DDy -0.020
D, | -5.2x107%)

Los desplazamientos D, y D, corresponden a los desplazamientos angulares
alrededor de "z" en los nodos "D" y "C" respectivamente.
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CORRECCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS EN LOS NODOS INTERIORES.
Esta correccion para la subestructura | esta dada por
Dff = (K1 K,,)¢ Doy

en esta ecuacion tcdos los terminos corresponden a la subestructura I, por lo cual se
les ha asignado el subindice I. Despues de efectuar operaciones, resulta;

1.110
0.015
-9.0x10°*
4 1.110
-0.015

-9.0x10°

en igual forma para la subestructura II
D = (K K D
iII (Kii Kpudir Dorr

sqstituyendo:

1.805 |
0.020
-7.72x10°5
1.805
-0.020

-8.27x10°

B _
Dirr =

DESPLAZAMIENTOS TOTALES EN NODCS INTERIORES

Estos desplazamientos se obtiene sumando los desplazamientos generados
directamente por las cargas P2 mas los desplazamientos correccion asi:

p. =D* + D?

i
para la subestructura I

Dfr *+ Dfr

o
il

1r
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sustituyendo:

I

1

8.63x1072 ]
-12.05x10°3
2.80x10°5
8.38x102
12.05x10°3

2.65x10° |

en forma similar para la subestructura II

sustituyendo:

Irr

Las unidades utilizadas en los ejemplos fueron toneladas para las cargas y
centimetros como unidad de longitud, por lo que los desplazamientos lineales resultan

_ pma
DIII - DIII

[(19.21x107?
12.10x10°*
-16.11x10°3
18.87x1072 ’
~12.10x10"*

en centimetros y los angulares en radianes.

Conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, los
elementos mecanicos se determinan aplicando la ecuacién fuerza-desplazamiento de

| 15.47x1073 L

1.110
0.015

1.110
-0.015

3
+ Dirg

1.805
0.020
-7.72x10°3
1.805
-0.020

-8.27x10°3

-9.0x10"¢

1-9.0x1074;

1.1%3 ]
0.015
-8.72x10"¢
1.194
-0.015

-8.69x10 7]

1.997
0.216
-2.38x10°*
1.994
-0.022

|-2.37x107)

la barra como se hizo cuando se aplicé el método directo de las rigideces.

130



TEORIA DE ELASTICIDAD.

o

5.1 EQFUERZOQOS.

Considerese un cuerpo sélido homogéneo sometido a un sistema de cargas que

lo mantienen en equilibrio. Si el cuerpo se corta por un planc N como s2 indica en la
figura 5.1.a

Ei cuerpo se ha dividido en dos partes, parte Ay parte B, por el plano de corte
N. A la accién que gjerce una parte sobre la ofra en la superficie de corte se les llama
fuerzas de interaccidon. Las fuerzas de interaccién en la parte A equivalen a la resultante
de las cargas que obran en la parte B y viceversa. Si se retira la parte B el sistema de
fuerzas de interaccién aplicadas a [a parte A estan en desequilibrio, sin embargo la parte
A esta en equilibrio, es decir las fuerzas de interaccion son equilibradas por el sistema
de fuerzas exteriores P, P,,... P, que actuan sobre esta parte del cuerpo.

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO. i

El esfuerzo medio o promedio es el cociente de dividir a la fuerza F entre el 4rea

131



.internos ocasionados por F, pero no precisa la forma en que estan distnbuidos en la
seccion. El esfuerzo promedio es mas explicito en cuanto a la distribucion en tanto que
el area de la seccidén sea mas pequena.

Considerese un cuerpo por el cual se ha hecho pasar un plano de corte N, el cual
esta definido por la normal exterior al mismo. Sea P un punto cualguiera de la seccién
en estudio, AA un elemento de area que lo contiene y AF sea la resultante de las
fuerzas que obran en el elemento de area. Si se reduce el contorno de AA airedzdor
del punto P, entonces el area AA vy la resultante de cargas AF en dicha arsa disminuiran
y tenderan a cero. Al limite

lim AF
AA=0 AA

se le denomina esfuerzo en el punto P de superiicie situado en el planc de cona N.

N AF
fv 7N
N/
/ ,/";\_7\\ -
) AA
Figura 5.2 Figura 5.3

Este esfuerzo es un vector y es susceptible de descomponerse en dos, uno
perpendicular al plano Ny otro contenido en el mismo. Estas componentes reciben los
nombres de esfuerzo normal o y esfuerzo tangencial T en el punto respectivamente.
Asi:

lim AN lim AV

—_— . T =
AA»0 AR

AA=0 A
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en donde AN y AV son las componentes normal y tangencial de la fuerza AF
correspondientes al elemente de area AA, figura 5.3

Para este trabajo los plancs de core se hardn de tal manera que sean
perpendiculares a uno de los ejes coordenados X, Y o Z.

Al esfuerzo normal asociado a un plano cuya normal es N, se denotara como o,
y al esfuerzo tangencial como T ; sin embargo este ultimo se puede descomponer en
dos de acuerdo a los gjes que forman si plano por lo cual se denotara T, donde el
primer idice indica el planoc al cual pertenece y el segundo idice indica la direccion del
mismo. Figura 5.4

Y T,
: A
Y T{_'_L_ T
x
> X ~—
- X
e /
v e
Z (a) z (b)

Y
Ea
T/ T‘.y
UZ
1
T, «
14/
z (c)
Figura 5.4
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donde: o, es el esfuerzo normal en &l plano iy t,, esfuerzo tangencial plano i,
direccion j
5.1.2 ESFUERZOS EN PLANOS PARALELOS.

Separemos de un cuerpo sdélido un elemento infinitamente pequefo en forma de
paralelepipedo cuyo volumen es dxdydz, el cual se encuentra en equilibrio, figura 5.5

dz
dx

Figura 5.5

La accion que ejercen las partes sugrimidas del cuerpo sobre el elemento aislado,
los reemplazamos por fuerzas vy los esfuerzos que generan,. dichas fuerzas las
descomponemos en tres componentes en cada cara, resultando asi 6 X 3 = 18
esfuerzos. Ademas se considera que en el cuerpo existen las llamadas fuerzas masicas
( fuerzas de cuerpo que son debidas a la gravedad ), tambien estas fuerzas se
descomponen en 3 componentes X, Y, y Z figura 5.6

X
|
fuerzas = : : o
L ' T i _
Z masicas z, / > T
por unidad T : Txr
X ¥ \
de volumen - s
o I
| Goameael” T
. =<j . ¥z
- tyx:
N
¥

Figura 5.¢
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Aislando dos planos paralelos:

dx

sea ¢ funcidn de (x,y.2) entonces ¢ = ¢(x,y,z}, se sabe que la diferencial de ¢ essta
dada por:

db = Lay + Lgy . €24
v dx ey ¥ dz

si la funcidn gx es igual a la funcidon ¢ y se considera que ox es funcién Unica y

exclusivamente de la variable "x", entonces:

do, = — dx i
Cy -
por lo que:
- aox
o, =0, + o ax

)

¥
dg
g, =0, + z dz
az
Feka
! = + x¥
Ty = Ty 3 dx
, ctT,.,
tXZ = tXZ * C‘}X dX
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= N yz
tJ’Z tyz c dy
I
€T,
Tz = T,, + —— dz
o".'
, ot .
Ty = Ty * —56“ az
<

hY
— <

fuerzas
méasicas
por unidad
de volumen

Figura 5.7

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO.

Considerese que las fuerzas de cuerpo actuan en el centro de gravedad del
paralelepipedo figura 5.7 y que se encuentra en equilibrio; entonces deben venficarse
las B ecuaciones de equilibrio estatico.

LFx=0 ¥ Mx
ZfFy=0 TMy =0

il
o
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LFz=0 IMz=0

Aplicando la ecuacicn de equilibric £ Fx = 0 resulta;

ca CT, 9
-om"dyd..-(ax- é:dx)dyd‘,—t},xdxd:'(tyx-—é'ﬂdy)dxd:*t:xdxd?'('C__ "‘d .Yd,d,-xd . d,d,=0
¥

x=yp=r

desarrollando:

co, cT.
-—‘dxdd,+ /"ddd« "ddd -xd.d,d_ =0
¢, £ o0, ¢,
dividiendo entre dxdydz
o, €T, ctT,,
. N « % =0
¢, <, ¢,

En forma similar para las otras dos ecuaciones de equilibric ZFy =0y
Z Fz = 0 se obtiene respectivamente :

€Ty, . €O, €Ty, Y -0
ex ay az

atxz ., ftyz E‘Uz .z =0
c, <, ¢,

A estas tres ecuaciones se les llama ecuacicnes de Navier o de eguilibrio interno

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES.

Aplicando las Ultimas tres ecuaciones de equilibrio ( suma de momentos igual a
cero ) se puede conocer la relacién de los esfuerzes en planos perpendiculares. Asi
aplicando £ Mz = 0 de la figura 5.8

a *"’d)d

d, T d, d, d,
I = (T, a:fd yd.d,=* T, d.d—=" 5 -t,,d.d,=" 5 =

reordenando términos y dividiendo entre dxdydz :

T, aT
tyx - ay d_y - txy + ax}’ daY =0
¥ x
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Figura £.8

aplicando limites cuando dx y dy tienden a cero, resulta finalmente:

T =Ty

£n fcrma similar aplicando T My =0 y Z Mx = 0 se obtiene
To =Ty

Tyz = Ty

De lo anterior los 18 esfuerzos incognitas figura 5.6 se han reducido a seis que

SON: O,y Ty Ter Ty T, ¥ O,

Agrupando los esfuerzos de 3 caras unicamente obtenemos o que se conoce
como tensor de esfuerzos

Figura 5.¢%
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tx:{ i ty: 0)’ tZ: t:y
Tz {ty: O
_ f
[ol=0{zg,t (g, {z ¥
g T

a esta agrupacion se le llama tensor de esfuerzos.

5.4 ESFUERZOS EN PLANQOS OBLICUOS.

Para conocer los esfuerzos que actuan sobre las caras cblicuas perienecientss
a la superficie, se requiere establecer una relacién de los esfuerzos que actuan en-las
tres areas elementales paralelas a los planos coordenadas, como se muestra en la figura
5.10

Figura 5.1¢

por equilibric:
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0 -t,ds-o dzdy dxdz dxdy
X ryx 2 X 2
pero:
dz;dy = ds cos (s, x)
d";dz = ds cos (s, y)
d—";dif = ds cos( s, 2)
0 =t,ds - o,ds cos(s,x) - T,d5 cos($,X) - t,ds cos{s, z)
de donde:
Tsx = O, COS(S,Xx) + T, COS(S,y) + T, COS(sS,Z)

Aplicando las otras dos ecuaciones de equilibrio ZFy = 0 yX Fz = 0 se obtiene
respectivamente:

T, = 0, COS(S,y) * T,, COS(S,X) + T_ COS(S,z)

sy ¥

T,, = 0,COs{(s,z) + T, COS{S,X) + T

sz z COS(S,V)

Y

en forma matricial:

Tsx Ox Tyx Tzx cos(s5,X)
Tapl = |Txy Oy Tzl |COS(S,¥)
Tgs Ty T,, O, |COS(5,2Z)

a este sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superficie 0 ecuaciones de

Couchy.

5.5 VARIACION DEL ESFUERZOC CON LA VARIACION DEL ELEMENTO.
Considerese un cuerpo sélido semetido a un sistema de cargas que se encuentra

en equilibrio por el cual se trazan dos planos de corte el a-a y el b-b como se muestra

en la figura 5.11
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Figura 5.11

El plano de corte se traza perpendicularmente a la direccidn de la resultante R,
el cual se representa en la figura 5.12.

/
|

.Jq

Féq

|

/

\Z /Q Plano a-a

Figura £.12

Cualquier elemento o punto situado en el plano de corte estara sometido
unicamente a esfuerzo axial, mientras que si trazamos un planc de corte inclinado
respecto de la direccidn de la resultante, cualquier elemento situado en dicho plano
estara sometido a esfuerzo normal y tangencial como se puede ver en la figura 5.13.

si se particulariza a un estado plano de esfuerzos, donde unicamente se tengan ox, gy

y Txy como los esfuerzos en un punto, esdecir g, =Qy 7, =0 parai = Xy, como se
ilustra en la figura 5.14,
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Flano a-a

Figura 5.14

Los esfuerzos que actuan sobre cualgquier plano "N que contenga al eje Zy que
esta inclinado respecto a los gjes "X" e "Y' se representan en la figura 5.15

Figura 5.15
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Si el area de la cara inclinada es una cantidad A; las areas de las otras caras

seran A cos a y A sen g para los planos x e y respectivamente, como se indica en la
figura 5.16

Figura 5.1¢

para aplicar el equilibrio dibujames el diagrama de cuerpo libre en la figura 5.17

N
T Y
-
~TA oA
-0, Acos a a
S > > X
T, Cos a
A TN
T, cos a L @
\l/ ~

ayA sen o

Fligura 5.17

Aplicando ZFn =0

= - - +
0 = cA - 0 A COSa COsa Ty A sen a ceos a ayAsena sena T, Acosa sena

de donde: )
- 2
g =0, cos*a + oysen a - 2txysena Ccosa
sustituyendo

1 ~ cos 2a
2

cos’a

1 -cosza
2

]

sen‘a

1
senx cosa = 5 sen 2a
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1+~cos2a l-cos2a . sanz2a

2 ) "9

g = cx( y( 2 ) - 2t.¥)'(

Simplificando términos:

g = r v 2% cosza-
5 3 T Sena 51

Aplicando L Ft =0
0 =7tA-0Acosasena - 1,4 sen’a - 0 Asenacosa - 1 A cos’a
de donde:
T = (0, - 0,) senacosa - 7,(cos?a - ssn2q)

sustituyendo las identidades tngonomeétricas anterioras:

a, - g
T = ——-"1—i———}-' sen2a + T, cos2a
Las ecuaciones 5.1 y 5.2 representan el esfuerzo normal y cortante que estan en
funcion de dos esfuerzos en planos perpendiculares en direccidn "X" e "Y".

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES.

Con frecuencia el interés se centra en la determinacion del maximo esfuerzo y los
plancs donde se presentan tales esfuerzes. En general se determinan los plancos donde
se presentan las esfuezos maximos y minimos tanto normales como tangenciales, lo
cual se logra igualando con cero las derivadas con respecto al angule de inclinacién
de las ecuaciones 5.1 y 5.2. As{ para localizar el plano de un esfuerzo normal maximo
o minimao se deriva la ecuacion 5.1 respecto de a y se iguala con cero

d o, -0

;{X = - *"2_1' (2)sena + 2t cos2a = 0
de donde

R - — Ty

geax = (0, -a,)/2

a partir de esta ecuacién se puede encontrar dos direcciones perpendiculares entra si,
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para las cuales el esfuerzo tangencial es nulo. Estas direcciones se llaman dirscciones
principales y los esfuerzos normales corresponden a los esfuerzos principales.

La magnitud de los esfuerzeos principales se obtiene sustituyendo los valores de
las funciones sen 2a y cos 2a correspondientes en fa ecuacion 5.1. Si

tga = ———
(0, - 0,72
graficamente:
A~
Ty
) 2a .
(g,-0,)/2
Figura £5.18
de donde:
tXV
senla = : -
Vo, -0,)/21F - T,
g, -a,)/2
cos2a = (9 2

f[(crx -a) /21 - Toy

sustituyendo en la ecuacién 5.1 se tiene:

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS.

De manera similar al estudio realizado antes para los esfuerzos ncrmales se
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procede con el esfuerzo cortante. Asi para encontrar 10s planos en los que actuan los
esfuerzos cortantes maximo o minimo se deriva la ecuacion 5.2 con respecto a a y se
iguala con cero. Después de efectuada esta operacion se tiene:

tq2a = -9 %2
dende a define el plano donde el esfuerzo cor?arﬁte es maximo o minimo.

Haciendo la sustitucidn en la ecuacion 5.2 de las funciones cos 2a y sen 2a
determinadas en forma anéloga a la de Ia figura 5.18 resuita:

Esta ecuacidon da los esfuerzos cortantes maximo y minimo. Se cbserva que el
esfuerzo cortante maximo difiere unicamente en signo del esfuerzo cortante minimo.

El sentido definido de esfuerzo cecrtanta siempre se puede determinar por
sustitucion directa de a en la ecuacidon 5.2 ( correpondiente al planc de. maximo o
minimo esfuerzo cortante).

5.8 DEFORMACIONES.
Considérese un cuerpo elastico, homogéneo e isotropo, sujeto de tal forma que
no tiene movimiento de cuerpo rigido. Entonces todo corrimiento de sus puntos sera

originado por sus deformaciones. Asi el punto "p" despues de deformarse el cuerpo
toma la posicién p’, graficamente se tiene;

v

x,u

zw
Figura 5.1%
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donde u,v y w scn las proyecciones del desplazamiento pp’ sobre ios gjes coordenados.

Si se considera un elemento diferencial del cuerpo con dimensiones dx,dy.dz al
deformarse, sus longitudes varian y se deforman los angulos formados por sus caras,
que inicialmente scn rectas.

Se define como deformacidn lineal unitaria en un punto y en la direccidon de P a
P’ como: _
lim AD
AL-0 AL

E =

Por facilidad considerese solamente una cara del cuerpo para determinar las
deformacicnes (estado plano de deformaciones), figura 5 20.

Si el cuerpo no se deforma, todos los puntos se desplazazan, u en la direccion
X y v en la direccidén y; perc como el cuerpo se deforma, entonces lcs puntos se
desplazan u + duy v + dv respecto a cada ej2.

-

Cuando la variacion es respecto al gje x, entonces:

du = Hdx )% dv = < dx

B

cxX cx

si la variacion es respecto al gje y, entonces:

cu cv
du = =—d . dv = =—d
u oy 4 ; &y bg
d
Y u+§Ea;
AN l ¥ |
T I -
], .
IV 3% o
dy d,
v 3 |
u--2d x
¢y L
Y U ] | | !
] ' i '
]
X

Figura 5.290
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La deformacion lineal unitaria en direccién X, sera:

(u+—€y-dx) -u
ox

* dx cx

ta deformacion linea! unitaria en direccion Y sera:

¢v
. (v @dy) v . &
¥ dy ¢y

Generalizando a un espacio tridimensional:

d,
€, = &
€z

La deformacidn angular se denota como v, e indica la distorsidn del cuerpe en
el plano Z ( formado por los gjes x ey ).

De la figura 5.20 sa tiena:

T
ny:a+9:_2.—B

para angulos pequerios iz tangente del angulo es igual al &ngulo en radianes, asi:

ev _ v
(v —a}dx) v ) o
«= Fel B cu
dx+ Y gx 1+%4
ox ox
de donde:
o = 9V
ox
Y
cu _ cu
o (u g}d}’) u iy
v cu cv
r—d 1+=—
dy 3y 1y 37
de donde:
au
7
asi se tiene que’
L v 2w

Vo T Fx ¢y

148



En general para un cuerpo en el espacio tridimensicnal se tiene lo siguiente:

Y = _.a._.u.r + ig
*z cxX CX
v = W . cv
vz cy cz
Resumiendo se tiene:
e - oH
X cx
€, = =
_ oW
€z 7 Tz

_ ¢v du
Yoo ox dy
v, = dw  <u
¥ ¢x cz
7 ey éz

A estas seis expresiones se les conoce como relaciones de Couchy.

5.9 ECUACIONES DE CONTINUIDAD.

Estas ecuaciones relacionan las deformaciones lineales con las angularss y se
obtienen de las relaciones de Couchy derivando las deformaciones angulares ccmo se

indica:
PN | Su ., _&v
axdy  exeéy?  eéxidy
év,, . dPu | Fw
o0xoz oxdz? ex?dz
aZY}’z - 63V Cﬂw
dycz  aydz?  éy?dz

t.as derivadas parciales terceras de

U, vy w se obtienen derivando de las

relaciones de Couchy las deformacicnes lineales de tal manera que se obtsnga el
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término deseado, asi:

2 .

e, _  Ju . 626), . Fr

- - L -

dy? dxcy? ¢x? ex?a,

azex - 6’311 R 6’262 _ aJW

¢zt exézt ox?  axloz

2

e, . Fv ) Fe,  Pw
- r -

¢z? dydz? éy? éyidz -

Sustituyendo en las primeras expresiones anteriores se obtienen las primeras 3
ecuaciones de compatibilidad, asi:

Y . T8k | CE,
oxcy éy? éx?
¢v,. _ %€ | de,

- 53.a

1]
+

Derivando nuevamente de las relaciones de Couchy las deformaciones angulares
como se indica en seguida:

Ny _ Fu | v
oz cycz oxCz

Ny | Fv | Pw
ox oxcz dxcy

anz - Fu . Ew
oy ozdy cxey

multiplicando por -1 la primera de estas ecuaciones y sumandola con las otras dos se

obtiene: . A
8\/ avyz + Cr\{xz - 2C'2w

- XY

cz ox ¢y oxcy
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derivando parcialmente respecto de z toda la ecuacién se obtiene:

&%y S ey | 28w
cz cz X cy cxcycz
de las relaciones de Couchy se tiene que:
€, = 2
z az
derivando parcialmente respecto de "x" e "y" resulta:
e, . Pw
cxcy ¢xdycz
sustituyendo se obtiene:
8 ( c’\/y: Vs E“{Xy ) 2¢%e,
cz’ Jx ¢y cz )= cxXcy
En forma similar se obtienen las otras 2 ecuaciones;
é (_6\(y: S Bvg 287,
ox ¢x cy ¢z cycz
i( éyyz B a\frxz . ﬁ‘-”xy ) Zf‘zéy
d  ox Yy cz CXCZ

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b constituyen las seis ecuaciocnes de continuidad o
compatibilidad gque relacionan las deformaciones angulares con las deformacicnes

lineales.

5.10 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION.

La sclucion de los problemas fisicos de la tecria de elasticidag referente a las

deformaciones que ocurren en un cuerpo eldstico bajo la accidn de fuerzas exteriores

aplicadas a él no serd posible mientras que los esfuerzos y defermaciones no esten

relacionades por una ley fisica (Ley de Hocke).
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Para deformaciones pequenas la forma lineal es la mas sencilla y méas racicnal
por lo tanto, se puede pensar que los esfuerzos saon funcion de las deformacicnes, es

decir;
Oy = F(€ur €4 €0 Yopr Yyzr Yix)
g, = £(€,, Epr €0 Yypr Yyze Y ozx)
02 = f( exf eyf e:f \.’,xyf sz' Y:x)
txy = f(ex’ ey' Ez’ nyf szl’ Y:x)
ty: = f(ex' ey’ €1 Y.ty’ \-fyz’ vzx)
Tox = £(€0r €40 €0 Yayr Yyzr Yix)
por 1o que se puede escribir:
O = @11€E, * @€, * 1€, * Ay
T, = @€, + @€, * @€, * AV * sV *
T = da1€x * aszey v 8536, 7 aﬁtty.ry * aSSsz *
en forma matricial:
Ox a,, a,; d;; a,, d;5 4,5 €y
a, Ay, 83 @,y @4 5 A €,
g, dy, @y 833 834 435 336) €2
Ty @y @ A3 @4y F4s s Yy
Tyz ag, sy ds3 254 dss Ass Yz
Tax 8¢, Qg3 @63 dgq Qes Ds6| | Vax]
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en forma reducida:
lot=1E]le: 5.4.a

0 bien.
let=1 &1 g} 5.5

Para cuerpos elasticos isdtropos las ecuaciones anteriores adquieren la forma
mas simple, se puede deducir a partir de la ley de Hooke aplicada a las barras elasticas
sometidas a tensidén o compresion.

En la figura 5.21 se muestra la grafica del comportamiento del acero, se obsarva
claramente dos zonas bien definidas, la elastica (lineal) y la no eldstica (no lineal). &l
punto A marca el punto de proporcionalidad.

g T
A

Figura 5.21

Esta grafica es diferente para los distintos materiales y depende de la
composicién quimica y estructural del material.

En casi todos los materiales, el alargamiento longitudinal cuando hay sclamente
tensicn, es acompanado por deformaciones transtersales, siendo estas deformaciones
proporcionales y de sentido contrario al alargamiento, coma se muestra en la figura
5.22.

l.a deformacién transversal en funcicn de la deformacidn longitudinal se puede
escribir como:

donde p es el coeficiente de proporcionalidad y se conoce como coeficiente de
Poisson. Este coeficiente es constante para cada material, pero diferente para los
distintos materiales.
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Me,/z

Figura 5.22

Ademas de las consideraciones hechas anteriormente se admitira la proposicion
de que en un material elastico, homogenec e isdétropo el esfuerzo normal no genera
distorsion angular y el esfuerzo cortante no genera alargamiento. Sobre esta base se
determinaran las relaciones entre esfuerzo y deformacion.

Considérese un paralelepipedo de aristas iguales a la unidad, sometido a la
accion de fuerzas normales como se muestra en ia figura 5.23.

A
o4
¥
b
a .g
<---= —=
: Iy
Y

Figura 5.23

Si se considera que solamente actua el esfuerzo 0., esdeciro, #0y o, =0,=0,
la deformacion lineal unitaria por este esfuerzo es:

g

r X
g = =
* E

Bajo !a accién del esfuerzo 0, esdeciro, #0y 0, =0, = 0, la deformacion en
la direccidn x sera:
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Anélogamente para ¢, =0y 0, = ¢, = Q, l[a deformacidn en la direccidn x sera:
g
-

Por el principio de superposicién de causas y efectos la deformacion total a lo
largo del eje x cuando actuan los tres esfuerzos simultaneamente es:

€, = €, + €, + €'
g o] o
EX:_.___‘T—F_Z—JU__Z
£ £ E

expresion que se puede escribir:

1
EX - 'E- [Gx- }J (Gy * 02)]

En forma similar para lograr la deformacion lineal unitaria a lo largo de los ejes
"v'y "2" se tiene respectivamente:

1
¥ _E. [cy' }J (Ux - Gz)]

m
1}
tyl—

z e [oz_ H (Ux * O'},)]

La proporcionalidad entre los esfuerzos tangenciales y las distorsiones angulares
que se desarrollan en las caras del paralelepipedo estan dadas por:

1
Yxy G Txy
1
Yyz = E Tyz
1
Yex = E Tax

donda G es el mddulo de elasticidad al corte.
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¥x 3
Figura 5.24

Arreglando en forma matricial las seis ecuaciones anteriores:

T

1 B H g g 0

E E E

(e 1 |4 1 _u (g ]
x E E E ¢ 00 x
€ .
o I R SR
62 _ E E E cz
Yy o 0 0 é 0 0%,
Yyz 1 t;(zv
V. 0 0 0 0 2 o,

O 0 o0 o0 0 i

G

A este arreglo se e conoce come la ecuacion generalizada de Hooke.
Considerando la relacion entre los modulos de elasticidad axiai y al corte que esta

dada por
E
G = ——
2(1-p)

la ecuacion generalizada de Hooke sae puede escribir:

* 1 -y -u 0 0 0 O
€y -0 1 -u 0 0 0 Oy
€] _ 1 |"H -H 1 0 0 0 Oz 5
Vel E|0 0 0 2(1-p) 0 0 Ty
v, 0o 0 0 0 2(l-u) O T,
v 0 0 0 0 021w,



De acuerdo a la ecuacion 5.5 la ecuacion 5.6 se puede escribir como.
let=[E1*{ot

Al considerar |a relacion inversa se tiene:

{ i el
o] g opoH 0 0 o ;if.
!oy! -y l-u 0 0 0 Cy
- E g ou l-u 0 0 0 E:E::
\rxyl T (I (l-2gy |0 0 0 2(l-2u) 0 0 i?'”*??
| 6 0 0 0 2(1-2u) o iy
Cyz A%
7 o o0 0 0 0 2(1-2u), .
Ltz.rj i LY zx)

que de acuerdo a la ecuacion 5.4.a en forma compacta se puede escribir.

i

fgt=[E]ie€l
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS
FINITOS. 6

6.1 DESCRIPCION GENERAL Y ALCANCE DEL METODO.

La formulacion del método de los elementos finitos data de 1943 aplicado a
problemas de torsion en vigas, pero no es sino hasta 1960 cuando tuvo su auge, esto
fue posible scbre todo a los progresos en el campo de la computacién, ya que como
en el método de las rigideces, el planteamiento del método de los elementos finitos
conduce a un sistema de ecuaciones simultaneas, que en general resultan relativamante
grandes por lo cual para su manegjo y solucion se requiere de las computadoras.

El método de los elementos finitcs se desarrolld como una extensidon de las
técnicas del andlisis estructural matricial.

Se puede pensar que el método de los elementos finitos es una generalizacion
del metodo de las ngideces per lo que su enfoque es mas amplio y se puede aplicar
a casi todas las areas de ingeniena.

En muchos de los casos de ingeniera se requiere determinar la distribucion de
esfuerzos y deformaciones en un continuo elastico. Estos casos pueden variar desde
probiemas bidimensionales de esfuerzos de deformacion plana, sdlides en revolucion,
flexion de placas y hasta el andlisis mas general de sdlidos tridimensionales. En todos
los casos, el numero de interconexiones entre un elemento finito cualquiera rodeado
por fronteras imaginarias y los elementos vecinos a el es infinito, lo cual hace una
estructura continua. La discretizacidén de la estructura se logra siguiendo [os siguientes
puntos:

1) Elsistema o continuo se divide en un nimero finito de elementos a traves
de lineas o superficies imaginarias.

2) Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante nodos
en puntos discretos situados en sus contornes.
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3) Se toma un conjunto de funciones que definan de manera Unica el campo
de desplazamientos dentro de cada elemento finito en funcion de los
desplazamientos nodales de dicho elemento.

4) Se determina un sistema de fuerzas concentradas en nodos tal que
equilibren los esfuerzos y cualquier carga repartida, permitiendo asi una relacion
entre fuerzas y desplazamientos de la forma P = KD

Si se supone que de alguna manera se ha logrado definir la relacion de rigideces
~entre las fuerzas y los desplazamientos de los nodoes al igual que en el metodo de las
rigideces, inicialmente para cada elemento, con la compatibilidad y el equilibrio se
puede determinar la ecuacion fuerza-desplazamiento del sistema estructural P = K D
La solucién de esta ecuacion se puede encontrar en farma similar que para el metedo
directo de las rigideces.

Después de sclucicnada la ecuacidn fuerza-desplazamiento del sistema
estructural para los desplazamientos nocdales, pueden caicularse los esfuerzos internos
de cada elemento. ..

Aunque este broceso cbliga a que exista equilibric en los puntos nodales. en
general no hay impesicién del equiiibrio a lo large de las fronteras del elemento, lo cual
significa, por ejemplo, que un analisis del elemento finito puede determinar que los
esfuerzos en los puntos A y B figura 6.1 cada uno en un elemento distinto, sean
diferentes.

jfB\‘f”.;'/
—— \-_,_‘/, ff
1 Vg

Esfuerzos en
los puntos A y B

Puntes A y B en la misma
posicién pero asociados
a diferentes elementcos

Figura 6.1
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Por otro tado no siempre es facil asegurar que las funciones de desplazamiento
escogidos satisfagan tas condiciones de compatibiidad o continuidad de
desplazamientos entre elementos adyacentes. Por consiguiente esta condicion puede
no cumplirse en el contorno de los elementos, aunque es evidente que dentro de cada
elemento si se cumplira a causa de la unicidad de los desplazamientos ya que los
mismos estan representados por funciones continuas.

Por lo anterior es evidente que se han introducido una serie de aproximaciones
en cuanto a ia iqualdad de los esfuerzos y la continuidad de los desplazamientos. Al
reducir el tamano de los elementos finitos, la discrepancia entre los esfuerzos en las
fronteras de elementos -adyacentes disminuina y el campo de desplazamientos
convergera en uno que sea continuo.

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.

Un campo de desplazamiento es una funcion de las coordenadas que definen ia
forma del desplazamiento de un elemento.

Por ejemplo para un elemento armadura el campo de desplazamientos &s lineal
y esta dado por: .

Posicién inicial del punto

- |
! L P i | ___2___.
%—é P—% \\ F‘—"é u:
U, U Posicidén final del punto

desplazamiento en cualqguier
posicidn x, en la barra

u=ax+b

Figura 6.2
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Para un elemento viga:

desplazamiento da la viga en
cualgquier posicidn x

/]\y ’,/ 62
e ”//:7){"__\—// | sz
v S |
v b l,__.-_ oo X
1 2

v =ax? + bx? + cx + 4

igura 6.3

&)

Para un elemento triangular:

Posicidn desplazada ds un.
punto

Posicidn inicial o
de un p%nto

u = ax + by + c
V:dx+dy+f

Figura 6.4



Para un elemento rectangular:

 ué ul

vd 4 . T 3 _
o R
w/ P & e
. T Posicidn desplazada
P v, N

del punto

N —
".l — [B]
Vi , !

IO L S

ui

u,v desplazamiento en cualqulier posicion

=
]

a + bx + cy + dxv
v = e + fx + gy + hxy

Figura 6.5

Las ecuacicnes debajo de las figuras describen los posibles desplazamientos del
elemento en términos de algunos pardmetros desconccidos a,b,¢.d,....etc. Las formas
mas comunes en relacidn a los aampos de desplazamiento son polinomios, para
problemas unidimensionales y bidimensionales se toman del tridngulo de Pascal.

a, Grado
ax ay 1
ax®  axy  ay 2
agx’ a7X2y axy’  ay’ 3
axt  apdy ayy?t oaxy’ axt 4

Si se utilizan todos los terminos que estan arriba de cierto nivel, en el campo de
desplazamientos, se dice que el polinamic estd completo, lo cual es deseable ya que
asi se incrementa la convergencia, aunque algunos elementos estan basados en
pclinomios incompletos.

Cabe hacer notar que el campo de desplazamientos son supuestos que pueden
o no ser la forma exacta del desplazamiento del elemento.
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El objetivo de los elementos finitos es determinar los coeficientes de los campos
de desplazamiento seleccionados, que minimizan el potencial total de la estructura, o
bien el error que intrcduce la aproximacidon en las ecuaciones diferenciales rectoras del

equilibrio. Mientras mas pequeno sea el elemento finitc se tendra mas oportunidad de
minimizar el error por la aproximacién.

6.3 FUNCIONES DE FORMA.

En las figuras 6.1 a la 6.5 se han mastrado los campos de desplazamiento para
cuatro elementos y también los movimientos pcsibles de los nodcs es decir los
desplazamientos nedales. Para que estos desplazamientos se clasifiquen como grados
de libertad deben constituir el minimo numero de elementos de dssplazamientos
necesario para describir completamente la deformacion en cualquier punto del elemento.
Para que esto sea cierto el campo de desplazamiento elegido debe escribirse en funcion
de los desplazamientos nodales envez de los coeficientes pelinomiales a,b.c,etc. Alos
campos de desplazamiento en funcion de los desplazamientos nodales se les conoce
como funciones de forma. "

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA,

Considérese el elemento que se muestra en la figura 6.6 con los grados de
libertad nodales U, y U, y el campo de desplazamientos elegido:

u=ax+b 6.1

1 12
b

u. '
Figura 6.6

de la figura se observa que si x=0 el desplazamiento debe ser u, y si x=L el
desplazamiento debe ser u,.
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Al aplicar estas dos condiciones, se obtiene:

en forma matricial:

denotando al vector de desplazmiantos nodales por "DN", a la matriz de coeficientes por
"A" y al vector formado por las constantes como "a", tenemos:

(D) = (4] (a] 6.2
solucionando para [ a ]
[a) = (A" [Dy 6.3
asi:
RN
! 1 o

Expresando en forma matricial el campo de desplazamientos dado en la
ecuacion 1

en forma condensada se puede escribir como:
u = (A [a 6.4

sustituyendo la ecuacion 3 en la 4, se obtiene



u = (P A" (D4 8.5
si lamamos [N] = [P] [A]" el campo de desplazamientos se puede escribir:
u= [N] [ D] ) 6.6

como el campo de desplazamientos quedd expresado en términos de los
desplazamientos nodales, [N] se define como la matriz de las funciones de forma. Cada
elemento de [N] es una funcion de forma que muitiplica a un desplazamiento nodal
(grado de libertad). Asi:

(-1 Ly,
u={x1j l L L! P
1 0,;.7%
haciendo el producto;
fer-xy X"
u=(l L) L]! u,:

de donde se puede-decir que las funciones de forma para el desplazamiento nodal u,
(grade de libertad 1) es:

=1-X
No=1-7 6.7 1

y para el desplazamiento nedal 2 (grado de libertad 2) es:

{a validez de estas funciones de interpolacién se demuestra sustituyendo los
valores de x=0 y x=L, es decir.

. u,
six=20 u =[1 0} = u,

u;

) uy
six =1 u =[0 1} = u,

u;

La graficas del campo de desplazamientos y de las funciones de interpolacién se
muestran en la figura 6.7
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1- X/L

Se observa que las funciones de forma tiene un valor unitario cuando son
valuadas en su nodo correspondiente y un valor de cero en cualquier otro nodo.

Cabe aclarar que la eleccidn del campo de desplazamientos no es arbitraria. Se
cbserva que para describir el campo de desplazamientos nodales, deben de poder
definirse de manera unica los coeficientes de los pelinomios a,b,c,etc. Este requiere que
haya tantos coeficientes como grados de libertad para &f eiementc. Siestc escierto la
matriz A resultard cuadrada y por lo tanto se puede invertir para encontrar

[a] = A]" (D)

Esto se generaliza para cualquier elemento finito que se considere.
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6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA.

Considerese loq grados de libertad correspondientes a los desplazamientos
nodales v,, @,,v, y 8, como se muestra en la figura 6.8

= X
éigura 6.8
Las condiciones de frontera para este elemento son: para x = 0, %-;= 8, vy
v=y  para x =L, %}‘5{ =8,y v=yv,

El campo de desplazamientos para este elemento fue planteado como:
v=ax’+bx’+cx +d 6.8

de donde se puede obtener:

A 9 3ax + 2bx + ¢ 6.9
ax

Estas funciones se determinan partiendo que el campo cubico de
desplazamientos satisfacen las condiciones de frontera.

Sustituyendo estas condiciones de frontera:

X =L v, = al® +bLl® + cL + d
f,= 3al®*+2bL +¢
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En forma matricial:

V1_0001
8, 0 0 1 0ilp

v,| |5 L1 tfle
8, [3L? 2L 1 0jid

[Ou] = [A] {a}

al solucionar:

(2L 2 1j .
al | L* 17 1® 1%
bl 1.3 2 3 1 '81
c : P L L2 L v,
0 1 0 0 192

1 0 0

[a]l=[A]" [Oy]

Expresanco en forma matricial el campo de desplazamientos

a
v =[x x? x 1]
(O] = [P] (a]
sustituyendo el vector [a]
2 1 2 1]
L' 1* 1* 1?||%
3 .2 3 1]/9,
v=[x® x? x 1) "7 I 2 sz
0 1 0 0]g]
1 ¢ 0]




en forma condensada:

[O] = [N} [DN ]
desarrollando el producto:
Vl
B} 2x3_3x2+1 x2 2x? 2% 3x2 x? x| 19
R A I I R A B
8

de donde las funciones de forma resultan:

_ 2x? 3 x?
M= ="
L L
k) 2
NZ = 5—.— - 2X + x
L’ L
3 2
N] = -_E_)L - 3X
z? Lt
N, = _.)(_3 - ){2 8 10‘
4 L2 L '

las funciones de forma N,, N,, N, y N, corresponden a los desplazamientos nodales
v,,8,, v, ¥ 8, respectivamente.

A estas funciones de forma también se les conoce como polinomios de
interpolacion, polinomios de Hermite o polinemios de Hermitianos.

En la figura 6.9 se muestran las graficas de las funciones de forma y se observa
" que cumplen la prepiedad de que sean igual a la unidad cuando se valuan en su nodo
correspondiente y cero en cualquier otro.

6.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR.
Considérese los desplazamientos nodales u,,v,; U, V, Y U, v, correspondientes a

los grados de libertad "x" y "y" de los nodos 1,2 y 3 respectivaments, segln se ilustra
en la figura 6.10
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1 DU

91
T

v=ax +bxi-cx+d

it
/\-"‘_’/ ’l
bove

i

b
Iy -
N,

1‘,

q

= X
L +
3x2+l N ;
b A
2 ! X
L ; /N Ny =
' i 4 L?
;. . 9 =1
VA

i "I
|
Figura 6.9
Y
Py
3 (x3.y3)
/ 2 (2,y2)
1 (x1,y1) \

Figura 6.10
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Se supondra el campo de desplazamientos dado por:

u=ax +by+c
v=dx + ey +f 6.11

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por:

X=X, Y=Yy, = u=u, & v=v,
X=X,, Y=Y, = u=u, & v=v,
X=Xy, Y=Y, = U=u, & v=v,

si se aplican estas condiciones a los campos de desplazamiento:

u, = ax, + by, +c¢
v, =dx, + ey, +f
u, =ax, + by, +¢
v, = dx, + ey, + f
u, = ax, + by, + ¢
v, = dx, + ey, + f
en forma matricial y ordenando el vector desplazamientos, primero en la direccién x vy
despues todos en la direccion y.

'

- al  [xyo 10 00

u, X, y, 1 ¢ 00 b

u, X, y, 1 0 00 c

v, 1o 0 x, v, 1 d

v, 0 0 x, v, 1 e

£

V) {0 0 x, y, 1]

en forma compacta.
[ON] = [A] [a]

solucionando:
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en forma compacta.

0

0

0
Y, ¥

Xy - Xy

[ON] = (A] [a]

solucicnando:

[ 41 Y23 i ¥ ¥,

b X, - X, X, - X, X, X,

ct 1 XNV, XX XNV, XY,

d 2DET 0 0 0

e 0 0 0

| £] 0 0 0

en forma condensada:

donde:

DET =

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento.

en forma condensada;

O] = [Pl [a]

a]
b
u xy 1000
L‘=000xyl]d
e
.f*

0

0

0
Yy ¥

X - X,

1
3[(Y1X3"X1Y3)+(X2y3_)’2x3) (X Y,-Y. X)) 1]

0

0

0
Yi Y

X X,

KV3~XF, %V XYy XV, |V

sustituyendo el vector {a} y considerando como nueva constante cada término de la

matnz A
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En forma condensada:
O] = [P] [A]" [DN]
dorde:
IN] = [P] (A]"

por lo que desarrollando: .

'u“
ul
F‘NINZNJ 0 0 0]y,
VJ 0 0 0 N N, Ny |v,
v,
AEY
desarrcllando:
L & =YY,
N1 - 2DET (alx*blyi-cl) b‘ = x3 - X2
Ci = XY3 - XY,
az =Ya-Y,
N, = SDET (& x+Dyy+Cy) B, =X - %
C, = XY, - XY,
1 H =YY,
N, = 20ET (& X+ Dy y+Cy) By =%, - X
Cy = XY - XY,

Estas son las funciones de forma para el elemento triangular.

se muestra la grafica de estas funciones:
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™
; ¥ — N2 N
1 ‘77 /'
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':"?".'\,/
s . |1 >

\\

e

Figura 5.11

observése que cada funcién satisface el requisito de ser igual a la unidad en su nodo
correspondiente e igual a cero cuando es valuada en los otros nodos.

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR.

Considérese los grados de libertad u,,v,; U, v, UV, Y U, Vv, correspondientes a
los grados de libertad de los nodos 1,2,3 y 4 respectivamente como se muestra en la

figura 6.12
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) 4 (x4,y4) 3 (x3.y9)
i |
1 i
S
1 (x1.y1) 202y2)
~ X

Figura 6.12

El campo de desplazamientos esta dado por:

u =a + bx + cy + dxy
v e + fx + gy + hxy 6.14

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por:

six=1x; Y=y, entonces u=1u,; v =v,
X=Xx,; y=Y, entonces u=u,; Vv =v,
X=Xy Y =Y, entonces u u;; VvV = v,
X =%X; Y =Y, entonces au=u,; v=V,

si se aplican estas condiciones al campo de desplazamientcs:

u, = a + bx, + cy, + dx,y,
v, = e + fx, + gy, + hx,y,
u, = a + bx, + cy, + dx,y,
v, = e + £X, + gy, + hx,y,
u, = a + bx; + cy, + dx,y,
v, = e + fx, + gy, + hxy,
u, = a + bx, + cy, + dx,v,
v, = e + £x, + gy, + hx,y,

en forma matricial y ordenando el vector desplazamientos primero los de la direccidn x
(desplazamientos u) y despues todos los de la direccidn y (desplazamientes v).
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-u,.] 1 X, ¥y, xy, 00 0 0 1 o
U, l xxy, ¥,00 0 0 b
u, 1 x, 9, xv; 0 0 0 O ci
u, l x, vy, xy, 0 0 0 0 d
v, “loo o0 0o 1 X, ¥, XY, e
v, 00 0 0 1x,y, %7, |f
Vs 00 0 0 1x5 vy, xy, J
Val _0 0 0 0 1 x,vy, x.v, g

Se observa que al soluc;onar este sistema se tiene que invertir una matriz de 4x4,
dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerlo
numericamente, resultando asi:

o 'alaz a,a, 0 0 0 0] -”1
Z b, by by b, 0 0 0 O |u,
c c, ¢, ¢c;¢, 0 0 0 0Of lu,
d d d,d,d, 0 0 0 0, |u,
el 10 0 0 0 a, a, a, a,| |v,
£ 0 0 0 0 b, b, by b, |v,
g 0 0 0 0 c, c,c, ¢, lv,
] 0 0 0 0 d,d,d,d, v

donde a,b,c, y d, son nuevas constantes de (A]”

En forma reducida:
[a] = [A]" [DN]

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento:
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v

ul_[lxyxyOOOO
000 0 1 xyxy

en forma condensada:

(O] = [P] [a]
sustituyendo el vector (a]
Fa!lazaaa‘l 0
12b3b40
c, ¢, c,¢, 0
u lxyxy 000 o0ll/d,d,d,d, O
V=00001xyxy0 0 0 0 a,
0 0 0 0 b
0 0 0 0 ¢
0 0 0 0 d

-

desarrollando:

N, N, N;N, O O 0 0
© 0 0 O N, N, N, N,

:
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donde;

N, = a, + bx + ¢,y + d,xy
N, = a, + b,x + ¢,y + d,xy
N, = a, + byx + C,¥y + d;xy
N, = a, + bx + c,y + d,xy 6.15

Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6.13
se representan los que serian las graficas de estas funciones.

y
PN
ul
ud
| | _
va a4 3 Cva
1 i
vioT 1}' Iz L v2
' ul u2 X
N
N2
! S
! 4 | 3
S
\ e : .-:=§=§-:-:-:-:-:-:-'
| .7
| 1 .
I > X
N N
N3
!\\ y , / 4
i -
/ 11
| // o".::.. 3
i ‘:'U
1 /'/ .-.3&-2. 5
e 1
1’ /\ X 1

Figura 6.13
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA

En base a los cuatro casos planteados anteriormente, el planteamiento de las
funciones de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (finito)
considerando o siguiente:

- Los campos de desplazamientos definen ia foma supuesta de! desplazamiento
del elemento en términos de coeficientes polinomiales.

O] = [F] f[a] 6.16

- Los cceficientes del campo polinomial supuesto estan relacionados con los
desplazamientos nodales, al forzar que el campo de desplazamientos sea igual
al desplazamiento deseado en los nodos.

[DN] = [A] [a] 6.17

- Expresando el desplazamiento en cualquier punto del elemento en términcs de
los desplazamientos nodales, se tiene:

[D] = [P] {A]" [DN] 6.18
- Las funciones de forma resultan:
"N = [P] [A]” 6.19

y son el inicio deseado para plantear las matrices de rigidez. Estas funciones de
forma deben poseer la propiedad fundamental de ser iguales a 1 cuando son
evaluadas en las coordenadas de su nodo asociado y grado de libertad, y cero
en todos los demas nodos y grados de libertad.

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO.

Para determinar la matriz de rigideces hay varios enfoques, entre otros se tiene
el de la energia potencial, los residuos ponderados y el método de Galerkin. El
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desarrollo siguiente se hara considerando la energia potencial.

En este enfoque se plantea que la energia potencial total del sistema esté en un
valor estacionario, en el caso de equilibrio estable, este corresponde al valor minimo del
potencial.

La energia potencial se puede escribir como:
¢ =u+u,

donde u es la energia de deformacién interna y u, es la energia potencial externa (de
las cargas aplicadas).

Recuerdese que la energia de deformacion interna se puede escribir como:

u:%fmiefod,ol 6 20
pero:

g=F¢
sustituyendo:

u=%[ e Eead, 6.21

Caonsiderando que la deformacién unitaria se puede conocer a partir de los
desplazamientos y que éstos pueden ponerse en funcidon de los desplazamientos
nodales, a través de las funciones de forma, la deformacién se puede escribir como:

(€] = [B] [DN] 6.22

donde {DN} son los desplazamientcs ncdales y [B] se conoce como la matriz de
desplazamientos-deformacidon. Sustituyendo 6.22 en 6.21, para esto:

[e)'= (D" [BI" ‘ 6.23
por lo que:
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zfo ¢ [E] [B] D, d,,

6.24

por otro lado la energia potencial externa en términos de las cargas que actuen en

direccion de los grados de libertad se puede escribir como:

u, =P, Dy, -P; Dy, ¥ ... + P
Uy = -(Dy1° [P]

D

n Nn

sustituyendo en la energia potencial total:

¢ - %{D,Jt ([t81¢ (£118) dm][ 4 - (04 (P
aplicando el principio estacionario de la energia:

¢

=0
aD,

[f1a1e121(B1d,,,

(D, - (B} = 0

de donde:

= [[ts 1708108 14,

2

esta expresidn es la relacidn fuerza-desplazamiento del elemento:
{P] = [K] [Dy]

del elemento, por lo que la matriz de rigideces resulta:

= [ (81°1E) (B14,,

6.25

6.26

6.27

6.28

siendo [K] la matriz de rigideces del elemento y depende de la matriz constitutiva [E]
del mismo y de la matriz desplazamientos-deformacion (B}, esta ultima es funcidn del
campo de desplazamientos seleccionado y la relacién entre la deformacion y el
desplazamiento en cualquier punto del elemento. Como la matriz [E] es simétrica, la

matriz de rigideces también sera simétrica.
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6.4.1 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL.

En la figura 6.14 se muestran los grados de libertad y las cargas nodales.

N 1 " N
—
— —
ul u

Figura 6.14

£l campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteo

como:
= 1-5 E\ UL
L L||yg,
u,
u = {Nl Nj u,
De la teoria de elasticidad:
ou
EX = ?{\:
RIS
€x 7\ Tx x| |
por lo tanto:
e -[-1 1 “ 6.29
* [ L IL)||u,

de acuerdo a la ecuacidn 6.22 se puede escribir:
€, = [B] {DN}
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que es la relacion desplazamiento-deformacion deseada, asi:
B - [-_ 1 6.30
La expresion para determinar la matriz de rigideces se determiné como:

K= B EBd,,

vaol

De la teoria de elasticidad la matriz constitutiva E solo tiene un término y es
precisamente el médulo de elasticidad axial E. Sustituyendo:

|1

L
1
L

El volumen diferencial para un elemento axial puede expresarse como:
d,,, = dA dx

para un elemento barra de seccidn constante y madulo de elasticidad axial constante:

———— -

K=EAIL g Pl ax

L L
EA _EA
.| L L
|-EA EA
L L

sustituyendo en la ecuacidn 6.27 se obtiene la ecuacion fuerza-desplazamiento:

EA _ EA
N, A 7t
| £ Lt 6.31
N, _EA EA| |4
L L
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6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA.

En la figura 6.15 se muestran [os grades de libertad considerados.

T

..__ﬁl 91 u2

ul
X .

Figura 6.15

El campo de desplazamientos en terminos de las funciones de ferma se planteo
como:

I‘V‘h‘i
2x3 3x? x* 2x? 2x? 3x? x3 % 16‘-|
=l (== -=—+1) (=-—=+x) (- + ) (—- ol
L3 LZ LZ L L3 LZ LZ L _!Vzi
o

-V]_

el

v =[N, Ny Ny N v

e,

por otro lado, de la teoria de elasticidad:

pero: 2
o=_MIY y u=9%Yepr

por lo tanto:



e - d?v
dez

sustituyendo el campo de desplazamientos:

v,

d2N, d?N, d?N, dN,||%:
dx? dx? dx? dx?||v,

62
de donde:
Nlr— —-—-—dzN; = —...—...lzx - .é_
dx? L L?
ppoo I 6x 4
2 dx? L? L
Ny dzN] = - 12x Pl
> dx? ¥ r?
N” = d2N4 = i{ - 3
b dx? L? L
asi:
¢-y|l2x 6 6x & 12x 6 6x 2]
L2 LZ 2 7 L3 2 LZ L v,
92.
por lo tanto:

L L3 L2 LZ L

12x 6 6x 4 l2x+6 6x 2
? 2 * L

la expresicn para valuar la matriz de rigideces esta dada por:
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kK=| B*EBd,

vol

considerando que el elemento viga es de seccion constante, que la matriz constitutiva
E. solo contiene el mddulo de elasticidad axial E y que:

fvol i fOLdX J’AdA

Nl.r ¢

P N
k= dx [ y? Elv n N N'ldA
0 A Nj” L $

—

Ny’

L

la integral de area es funcidn unicamente de "y" por lo que:

fy2d4=I

WND NN NDNG NENG

N3N NN NGNGT NPNG
K = EI dx
»] N]rrN]:r NJHNZH Nj”Nj” N]”NA',

|G N NN NGNS ONGNG

desarrollando la integral.

[ 12Er 68T 12EI 6EI ]
L3 Lt L L?
6EI 4EI _6EI 2EI
LZ L LZ L
K=\ 1261 6mr 1281 _6EI
L3 L? L L?
6£r 2EI _6EI 12EI
| L2 L LZ L3 |
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Si se observa esta matriz, es la misma que la obtenida con el método directo de
las rigideces, considerando flexion y cortante unicamente.

6.5 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES PLANAS

Ei método de los elementos finitos obtuvo sus primeros exitos en su aplicacién
a problemas bidimensionales.

Solamente se estudiard el elemento triangular, que es el mas senciilo, pero &l
procedimiento es totalmente general. Este mismo problema se puede analizar utilizando
elementos mas elaborados, que se introducen en idéntica forma.

En ambos casos de esfuerzos vy deformaciones planas, el campo de
desplazamientcs viene expresado univocamente en funcién de los despiazamientes u
y v en las direcciones de l0s ejes cartesianos x e y respectivamente.

Cuando todas las fuerzas se aplican en el plano que contiene a la estructura,
digamos en el plano x-y y los esfuerzos que se producenson ¢,, 0,y T, Mientras que

0. Tom Ta TaY T, SONCero, se trata de un problema de esfuerzos planos.

En la figura 6.16 se muestra el estado de esfuerzos en un elemento diferencial.

Figura 6.16
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Par lo tanto las deformaciones presentes seran e ,, €y v, Mientras que €, v, Y Y,
son nulas.

Las vigas de gran peralte, los contrafuertes para presas y en general todo
elemento de seccion transversal {(direccidn z) pequena respecto de sus otras
dimensiones son estructuras para las cuales es aplicable la teoria de esfuerzes planos.

Por otro lado se dice que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si'
la deformacion lineal unitaria en.la direccion z se conserva igual a cero, pero el esfuerzo
en la misma direccion es diferente decero (e, =0y o, #0).

En la figura 6.17 se muestra el estado de esfuerzos para un problema de
deformaciones planas.

—_ T,
sz"-o Txy
a, |
Np —
zr:G g,
o.=20
pa—

Figura 6.17

En la practica los problemas de deformaciones planas ocurren en estructuras en
que la dimensién en la direccidn z es mucho mas grande gue lag otras dos dimensiones
y tambien la seccién perpendicular al eje z es constante.

Para analizar este tipo de estructuras se toma una seccién transversal
representativa de espesor unitario para propositos de analisis.

Como ejemplo de estructuras a las que se les puede aplicar esta tecra se tienen
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las presas de gravedad incluyendo su cimentacion, terraplenes, vertedores, etc.

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA ESFUERZOS
PLANOS.

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.18.

s us,
v

X, U

Figura 6.18

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planted:

-LI]_.
U,y
N, N, N, 0 0 0 u,
0 0 0 N, N, Nyj||v,

:

De la teoria de elasticidad para un problema de esfuerzos planos, todos los elementos
estan sujetos a tres esfuerzos o,, o0, Y T,,, COMO S€ indica en la figura 6.19
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Figura 6.13
las deformaciones correspondientes:
cu
€ = —
* X
[ = iv..
¥ C“Y
v = _a...!.-.l_ + ..V
¥ ¢y e
sustituyendo el campo de desplazamientos:
o, o,
EX = —— —_-—=u, *
cx cx
A 3y,
€ = —_—v + — +
oV, an, N,
VXY = ——u + u, + uy, +
Y XY ay oy 2 ay
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En forma matricial:

€

x

€y

Yxy

Nx O Nx 0 Nx O

10 Ny 0 Ny 0 Ny
Ny N,x N,y N,x Nyy Nyx

la cual se puede expresar como:

donda:

NX*aN"
X
o S
Al P
Nx-aN3—
3 ox
vy M
S
N _ oy,
Y
vy M
o

{€] = [B] {DN}

é 1
—&[m(alx by+cy)]

< 1
ex2ppr | B XY ]

d 1

ax L 307 BX el

—— (8, x+b y+Cc|)]

m( a,x+D,y+C;) ]

—-—-(a3x+b3y+c3)]

1s1

.u1
vy
2
v,
u,
-V3
4, ¥,
2DET 2DET
4, Yi 7
2DET 2DET
a4, Y177
2DET 2DET
b, X, - X,
2DET 2DET
b, Xy X5
2DET 2DET
b, XX
2DET 2DET

6.36



Para considerar la matriz constitutiva, en la teoria de elasticidad se planted que:

(&) o)
e = __X - _Y
x E u E
o a
[ = - _.JE + _..Z
4 H E E
Ty 2(1vy)
Ve T TG E o=
en forma matricial:
ex 1 “u 0 CJ'x
1
Ey = Ei -;J 1 O O'?
Yy o 0 2(1-p) ‘txy

x 1M 0 €x

Uj’ = _..._E._ H 1 0 €y
(1-p%) |g o LLzHM[

xy 2 | Uixy

y come en forma compacta se puede escribir:
[g] = (E] (€]

por lo tanto la matriz constitutiva resuita:

£ B O]
[E] = {Es Eny
0 0 Ey
donde:
E
E,. =
TR (1)
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LE

E. :E,_ T o
TR (1
£{1-u)
Byy = L 3
T2(1-ph &7

sustituyendo en la expresién para vaiuar la rigidez:

K = [[BI*(E] (B1d,,

erx 0 le'
0 N o
u SYN E, E, 0][vx 0 Mx 0 wNx oJJ
g X (94 !
K:fo 0 Ny Nx By, £, O 0 Ny 0 Ny O Ny td,
! 1
0 0 £ lV. Nx N N.x N NXJ
Nx 0 Nx] 13| (Y V) 1V 0 (DAL
0 My Mx

Para este elemento ningun término N

Tar

N.,....etc. contiene las variables x o y.
Como resultado de ello la integracién sobre el area produce sencillamente el area del
elemento y sclo se efectia la multiplicacién de matrices, resultando:

-
:@Ezb\'b:En%

&t a-bE,5

4,5.25,-5 6,
Enbiz'En"!:
b5 - lnty

a\'EH&.\‘biEan
B Enay-a.Enby
azEnaa'bZE.an

atﬁ1A,—b,Enb2
bE,a,-aEyb,
E.,a-Eqby

af b, -bE 4
bEgby -2,
a,E,,0,- 850,

atfwzbi'blsna:;i
bEqty-a.Ena,

1
a8 0,64

donde:

at.0 -5

8, E, 85,55

a,£,0,-5 Eqa

bEyb,-afna,
5,58, -4, E40,
b, Exbya £y a,

a5 0y by,
a5 4555
a0, 58

t = espesor

=Y.-Ys

a,
b1 =X - X,

a2=y3-y1
b, = x,

B -Eqay
N LYY
D E 0, - & E 8

o
£ ~Egbl
aL.b -5 g

" X%

193

BPEaty - o, *OET
NN NN
Eabi-Eqad |

6.38



V3
Y .
3 (3.y3) v2

> U3 1:
vl u?

2 (x2.y2)
ui
1 (xt.y1)

A Ve

Figura 6.20

La numeracion de los nodos se realizé en sentido antihorario. El area o el
determinante tambien se puede calcular como:

1 x y
1 x5 ¥
1 x ¥,

A = DET =

l\Jln—*

A= [(x:Y5-X,¥,) - (X3 -X.Y2) {X.Y,- YY) ]

to|

La ecuacién fuerza-desplazamiento se puede esaribir.

K, K, K5[0
= |Ky £ K| | D ' 6.39
B K, & &) (D

ot 1 s

P x B2 Px
P = P, = =
' P, 2 Py 3 Py
u, u, u,
D, = D, = Dy =
Vi L€} V3
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Ahaora puede utilizarse |la matriz de rigideces en la misma forma gue se utilizo para
los los elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los
desplazamientos nodales.

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS.

Una vez conocidos los desplazamientos nodales de cada elemento:

(DN] =

Para encontrar los esfuerzes se sabe que:

o] = [E] (€]
[€] = B DN

sustituyendo:
o} = (E] (B} [DN]
llamande [{S] = [E] [B] matriz de esfuerzo, se puede escribir:

(] = (S] [DN] 6.40

por lo que:

E, E, 0]fla, 0 a 0 a; 0
s-_L_ g, Ep 0|0 B, O By O b,
0 0 Eyllb, a, b, a, b, a,

E,a, E,b E.a E,pb, Eya, Eyb
CR—_— Ey &, En,b E, a8, Eyb, £y 4, Ey, b, 6.41
Ey3b, By, Enb, Eya; Eyby Eya,



Para cada elemento se tendran tres esfuerzos g, o,y T, en base a estos se
puede calcular las direcciones y esfuerzos principales para cada elemento.

Si se analiza la matriz de esfuerzos S se abserva que ninguno de los términes es
funcién de x o y. Esto significa que los esfuerzos ¢,, 0,y T,, son constantes a traves

del elemento. Estos esfuerzes pueden considerarse como esfuerzos medios dal
elemento.

6.5.3 EJEMPLO DE APLICACION PARA ESFUERZOS PLANOS.

Analizar la placa rectangular que s& muestra en la figura 6 21, usar un elemento
finito triangular, desprecie el peso del cuerpo.

- 283¢kg/em 2

7

— |
|

|

1

|

| Sc

Figura 6.21

Datos:
Espesor t = 254 cm
Médulo de elasticidad E = 2x10° kg/cm?
Relacion de Poisson = 0.25

Para plantear la ecuacién fuerza-desplazamiento de la placa, primero hay gue
idealizarla. En este caso particular la idealizacidn se hace considerando los elementes
finitos.
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] - > 2
L7
/ " 1//
1 2

Asi:
1 2 3
| !,".3 2 .3 2 " ’
1 ; 3 PR |
P 40163.75 ko
125 | / 5! o
| 1. b by o : 6
L et 2 7y 2
. ’:",T 3 2 "3/ 3 2 /’/T‘
i 4. o T3 803275 kg
) ! P )
' i1/// d i1,// h : .
L ?L’l 2 71 2.
T 8 '
, ‘ 4¢ 163.75 kg
! 25 em | 25 ¢cm

rigura 6.23

Se cbserva que todos los vertices de las triangules estan numerades de 1 a3 en
sentido contrario a la manecillas del reloj, estos numeros indican el vértice que llega a
un nodo. Los ndmercs dentro de los circulos representan la numeraciéon de los nodos.

Las cargas en los nodos se obtienen por areas tributarias, asi:

P, = 2530 x 2.54 x 6.25 = 40163.75 kg
P, = 2530 x 2.54 x 12.50 = 80227.50 kg

Al igual que el método directo de las rigideces la ecuacidn fuerza desplazamiento
para el sistema estructural esta dada por. P’ = K’ DN’
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i I.’hz-;..-fq;a-fé, Koz Kz Kare 0 0 0 Dis
Bl K Kk Kas o o o ool
B Ko Koy Ky e s sy Kou Ky Kby Kk 0 |11
A o s Ko Ky A
R0 0 Kosa~King Koy Kan K K Kin K Di
Ao 0 0 o Kn Ko Ol

E! vector de cargas y el de desplazamientos quedan definidos por:

[ p,,|
Py
P,
P}', 3

s

s
Py

s
Py
P,

'
x9

F}{

para obtener 1a matriz de rigideces de cada elemento triangular es necesario conocer
constitutiva que estan dados por la ecuacion 6.37.

los vaicres de la matriz

0

0
40163.75

0

0

0
80327.50

0

0

0
40163.75

0

E

2x10%

E. = g. = = = 2.13x10°8
TR 1-(0.25)°2
€
EIZ = EZl = LE = 0.25(23’102) = 0-53X106
1-p? 1-(0.25)
e 6 -_—
£, - E(1-u) 2x10%(1 0.225) - 0.8x10°
2(1-p) 2(1-(0.25)%)
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De la ecuacidén 6.38 se puede evaluar las matrices de rigideces para cada
elemento.

Recuerdese que la matriz de rigideces es irdependiente de 'a posicidn del

sistema global por lo que los elementos a,e.c y g tienen las mismas propiedades de
rigides asimismo los elementos b fd y h.

Para calcular la matriz de rigideces de lcs elementos d,e,cy ¢ se Consideran
las coordenadas del elemento "a"

NODO X Y
1 0.0 125
2 25.0 25.0
3 Q.0 25.0
a =y,-y, =0 by = x-% =0
a, = y,-y, = 12.5 b, = x,-x, = 0
d, = y,-y, = -12.5 by = x,-x, = 25

DET = 2 (bya, - a,b,) = 156.25

sustituyendo en la ecuacién 6.38

2032000 C 0 -1016C00 -20320C00 10160CO
0 5410200 -8731C0 0 673100  -5410200

0 -673100 1352530 0 -1352550 673100

Ka =l 1016000 0 o) 508000 1018000  -508C00
-2032000 673100 -1352550 1016000 3384550 -16839100

| 1016000 -5410200 673100 -508000 -1689100 59182C0
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Los numeros que se han puesto arriba y a la derecha de la matriz corresponden

a los grados de libertad (por nodo u y v) de los elementos y nos ayudan a particionar

la matriz de rigideces en:

lo que nos da las submatrices para sustituir en la ecuacion fuerza-desplazamiento para

el sistema estructural.

Para calcular la matriz de rigideces de los elementos b,d,fy h se consideran las

coordenadas del elemento "b" -

Klla K12e1 K".3d
Ky = Ky, Koz K,
Ki1a K324 Kiaa

NODO X Y
1 0 12.5
2 25.0 12.5
3 25.0 25.0
a = ¥,-¥, = -12.5 b, = x-x, = 0
a, = yy-y, = 12.5 b, = x,-Xy = -25.0
dy =¥y, =0 by = X,-X% = 25
DET = %(b332 - a,b,) = 156.25
sustituyendo en la ecuacion 6.38
[ 1352550 0 -1352550 673100 0
0 508000 1016000 -508000 -1016000
-1352550 1016000 3384550 -1689100 -2032000
673100 -508000 -1689100 5918200 1016000
0 -1016000 -2032000 1016000 2032000
| -6731040Q 0 673100 -5410200 0

200

-673100 |
0
673100
-5410200
0
5410200 |




particionando se puede escribir:

Kllb K'.Zb Kl3b
Ky = Ky, Ky Ky,
le: Ky Kiap

sustituyendo las submatrices correspondientes en la ecuacion fuerza-desplazamiento se
obtiene:

s
r a (0709100 1883100 -1352550 (01A000 -4064200 1689100 o 9 2 0 o 0 ]::i

a l-:aamm NE3B00  ATIIO0 508000 1880100 - 108400 0 a 0 9 o 0 )
‘w140 78" 1352530 ATIIO0  I3R4SS0 0 [ 1800 -XDZ00 1018000 0 0 o o i

3 01000 -508000 0 $918200 1686100 o T30 5410200 0 2 2 0 et
I ] ' ' alfa o0 1080100 Q SSSQI00 135320 -XITBAN  -I7CS5'00  'BAQ100 -400400Q 186500 Q ) | Eu-‘
boa i .[mmwoo -10820400  -1889100 o S337A200 ZMETIA00 1880100 -101400C 148100 10820400 ") Q gl‘%,:
jecazrs : ! oa ) SOTN0 473100 -2TSI00 1680100 B78RI00 1425100 0 1856130 XTI (01M00 [u,
o 1t ] o 0 1619000 -S40 660100 -10M000  -1825100 {1RMS400 -1880100 o ST 541020,
{ o] ! ! s} Q Q Q -ADSAO00 ASG100Q ] -1880100 A748100 1880100 -1A5550 AT ‘;. ;
L 0 a 0 1688100 -108ZM00 1689100 0 -1880100  t1836300 107CC0 50800001
nears. - 0 0 a 0 a SXAXO0 A7ATO0 -1352550  101ACO0  AMBASED - 1489100 ‘!"l

3 2 0 0 9 0 0 1614000 -5410200 87100 -SCAOG0 18490 Sdlamo

solucionando se obtiene:

dez]  [2.94858x10 2
d,,l  1-2.3839x10°3
dy;l 16.08817x1072

d, 1.7609x10
dys 3.043x1072
dys| | 1.318x107
dys 6.222x1072
d.s 4.1946x107°
del 13.22126x1072
d,, 5.2168x10 "2
d, 6.376x107?
-3
d,g| [8.1336x107 ]

Para determinar las fuerzas que actuan en cada elemento se aplica la-ecuacién fuerza-
desplazamiento:

201



P! Ki1 K{; K| |DN{
P; | = |K3y Ki; Ki5) |DN;
P K3, Ky K3'3‘ {DN3

que desarrollando se puede escribir:

Aplicando

Elemento "a":

Pla

Pia

PJ'.:

Y = K DNy +~ K{3DN;, + K{3DNj

Pi = K3.DNi + Kj;DN, ~ &i3DNS

Py = Ky\DNy + K DNy + Ki30N;
=0 D, =0 Dy = DNs
= DNy Di. = DNg Dis = DNy
=0 Die = 0 Die = DN;
-0 Diy =0 Dif = DM
= DNg Dyy = DNy Dys = DNg
= DN, Dig = DN Ne = DNy

Di, = DN
Dy, = DNg
Dy, = DNg
D!y = DNy
Dy, = DNy
D3y = DNg

la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada elemento:

) 0 ~1016000]| 2.948x1072 | [ 2422.04
|-673100 0 _2.3889x10°3 [-19846.95

[135255 0 2.948x1072 | 39881.14}

) 0 508000]!-2.3889x10"3 -1211.02

[-1352550 1016000} | 2.948x107 | [-42303.18

" | 673100 -508000 ©121057.97

-2.3889x107?
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Elementos "b", "¢" y "d":

; { 3384550 -1689100I 73 043.10° 21 [ -2032000 673100 ';‘:2.9436”0-2% |39250.361
L] = !
i - -1689100 5918200 1 3188x10° 3 ' 1016000 -5410200 -2.383gx10°%  -741.949’
,  |2032000 1016000’ {3.643n0'2' 12032000 0 WL [ 2.9486x1072 ."—582.14':
= | - _ \ ;
*° 1673100 -5410200{11.3188x103) | O  5410200!-23839x10 3 | 450.87 |
ot (1852550 o [[3.04318x10% [41160.56
*°| o  soeoco '[1 31888410 31 "1 669.99 |
, 3384550 -1689100; . 3222x10 2 _1-2032000 673100 | '3.04318x70% 1139292.92!
*7 " |-1689100 5918200 '*5 217,\40-3| " 1016000 -5410200 11.31888x707] | 232.91 |
[-2032000 1016000 | fs 222x10°?] 2032000 0 {;3 0431x70%) {1666.21]
" | 673100  -5410200} 5, 217,\40-3| | 0 5810200} i1.3188x10" 2 "lsga1g |

y asi para los otros elementos se obtiene:

(Pl
o -679.14
tye ~1099.71
Pixel |39971.91
240 339.57
-393000.2
P3xa 760 .14
P4y
. 1
Py yg
o 714.32
Lrg 311.18
Py | 46378.38
Piy -357.16
' -41092.71
Pixg -668.34
P,y

|

]

rP‘.'x:" _

o ~40297.42]
-re -95.87
Pixrl |54276.17

P—j./f 435 .43

’ 191.74
Pixe | -339.56 |
LP:':Yf,

Plen) .
p -40007.23
o 78.27
Pian) | 40163.78
Pi -0.0145
, -156.54
P -78.26

_Plryh‘
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Comprobacién del equilibrio.

Nodo 2

Nodo 3

Nodo 5

fvodo &

Nodo 8

Pz' = Pla' + PJb' + pJa’

0 _[39881.41] —582.144] [—39300.20
o] “|-1211.02] "|4s0.878 ] " 760.14

Py = Py” + Py

40163.75] 39971.99] i191.74
0 " 339.57 J -339.56

Pg' = P’ + P’ + Py’ + P, + P, + Py’

0" ;’39250.36' [41160.56 168421 [ -673.14  -40207.42 ' 410937
P o= L. b= Pt . -

[01 | -741.95; | 669.99 | |sge19, |-1009.71. | -9587 ! | 665.34

P' = Pp" #+ qu' + Pg,'

0 435.43 -357.16 -78.26

80327.50] _[40105.68] [40378.38] [*156.54}

Py = Py’ + By’ + Py

0 39292 714.32 —40007.23]
= + +
0 232.91 -311.18 78.27
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Para determinar los esfuerzos en cada slemento, se requiere conocer la matriz
de esfuerzos [S] que esta dada por la ecuacion 6.41 y sustituirla en la ecuacion 6.40.

La matriz de esfuerzos para los elementos a,e.c y g resulta:

0 -42400 85200 0 -85200 42400
5 = 0 -770400 21200 0 -21200 170400
-64000 0 0 32000 64000 -32000

y para los elementos b,d,fy h.

-85200 0 85200 -42400 4 42400
s =1-21200 0 21200 -17040Q0 0 170400
0 -32000 -64000 32000 64000 ¢

Asi, sustituyendo para cada elemento en la ecuacidn 6.40

o] = [S] (DN]

Elemento "a"

g
ro . 0 .
g, 1 0 -42400 85200 O  -18200 42400 i i2512.20;
b i12.9486x107% . 1
o.i = 0  -170400 21200 Q@  -21200 170400, P =1625.10
’ 1-2.3839x107% |
it l ]_-5400 Q 0 32000 64000 -32000] A !} | -23.28
0 J
Elemento "b"
o |
!
¢ ]. = ~I -
io,,i i-eszoo 0 85200 -42400 O 4240000.! 3.0432x10" ZE {21255391
EGY; e 320 00 2614200000 -;;gggo 64200 170o4 j! 1.3188x107 J'i 11 18. 38‘.
Ty L O 7320 2.9486x10°7 | ‘
|-2.3839x10" =l
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en igual forma para los otros elementos:

Elemento c y d:

g, 2592 79 o] (2579 98
a,| -|645.15 a,| -] 18. 87
Y 42. 20 T, 50 42

Elementc ey f

O 2538 . 42

Ty 2517 .92
a,|=-| 34 64 o,| =| -10.69
t,] |-21.39 T, 6. 04
Elemento gy h:
o,| 1254352 {Gx 2520 . 14
o,] -1 -9.80 ol =| -2.46
T, | -22.49 T, -4.93

6.6 DEFORMACIONES PLANAS.

Para determinar la matriz de rigideces de un elemento triangular para
deformaciones planas se sigue el mismo procedimiento que para un elemento triangular
para esfuerzos planos, encontrando que las funciones de forma, la matriz
desplazamiento-deformacion {S] son ias mismas, unicamente la matriz constitutiva es
diferente. En este caso el esfuerzo normal g, no es nule, debiendo de anadirse a las
otras tres componentes de esfuerzo. Sin embargo la deformacion €, si es nula, por lo
tanto:
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o g }
= F HPE HE
o a a,
AR R
Ty
Yap = 2(1 1) Z
pero:
J ) ag
€0 uE cu -
de donde:

_ 9s o H
€x = Hg TElHIcHI)
ag g ag a
€ = X . ¥ _,2 x _.27%
0] g
€. = —%X (1-p?y -—F (1p?
73 (Leph)y =L (e

UX ag u
*—_E‘z ’—E'_.(uox*“gy)

Gy = “]J—E
B O’x g 20.\' 20
CHE F HE R

e By Lo
E(lp) E(ll—‘)

las ecuaciones correspondientes a las

Arreglando en forma matricial
deformaciones lineales € ,, €, y a la deformacion angular T, se tiene:

€x (L-p?) -(1+p) 0 |}%
Srl 7 () (L-pfy 0 Iy
Yy 0 0 2(1-p)l ity
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Considerando la relacién inversa.

1
1 H 0
X l_'u rEx
_ E{l-u) . M
g,l = 1 0 €,
1:] (L-p) (L-2n) | (L-p) y
x 0 1-2u | [Yxr
2(1-u)

en forma compacta:

o] = [E] [€]

por lo que la matriz constitutiva se puede escribir:

E‘.l E'.Z O
[E] = En Ezz
0 0 E,
donde:
- E{(Ll-u)
E., = E,, =
BT (Lm(1-2)
_ Eul
E,, = E,, =
MoOTE L (1eu) (1-2p)
\ - E(l-u)
2(1-u?)

por lo que la ecuacidn 6.31 sigue siendo valida para valuar la matriz de rigideces de un

elemento triangular para deformaciones pianas.

Las ecuaciones 6.40 y 6.41 por consiguiente son validas para este tipo de
elementos y la solucién de la ecuacién 6.41 da como resultado los esfuerzos o, O, T
El esfuerzo o, se determina en funcion de los esfuerzos ¢, y gy por medio de la

expresion:

g, = {HO, + HO,
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6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION.

Existen estructuras cuya gecmetria gueda definida mediante un cuerpo de
revolucidn, existiendo entonces aximetria. Los problemas matematicos que se presentan
son muy similares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que e! problema se
trata en forma bidimensional. Por simetria el estado de deformaciones y por
consiguiente e| de esfuerzos esta definido completamente por tas dos componentes de
desplazamientos. En la figura 6.23 se representa una de tales secciones.

Si ry z representan respectivamente las coordenadas radial y axial de un punto
respectivamente y u y v los desplazamientos correspondientes, es facit ver que si se
utiliza un elemento rectangular las ecuaciones de desplazamiento planteadas en las
ecuaciones 6.5 pueden usarse para este problema, por consiguiente las funciones de
forma expresadas por las ecuaciones 6.15 también son validas, unicamente se hara el
cambio derporxyyporz

También se puede utilizar un elemento triangular, en esta caso se pueden usar
las mismas funciones de desplazamiento utilizadas para esfuerzos y deformactones
planas. Sin embargo en este trabajo se planteard como ya se menciond para un
elemento rectangular,
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6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO RECTANGULAR PARA UN
PROBLEMA AXISIMETRICO.

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.24.

ud

. | ut "uz

Figura 6.24

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planted
asi:

N N, N, N 0 0 0 0llug,
000 0 0 N NNV

De la teoria de elasticidad para un sélido axisimetrico el estado de esfuerzos
queda definido por:
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Por lo que las deformaciones a considerar en un sdlido de revolucion seran €,

€, €4 Y Y. asi el vector de deformacion queda definido por:

4l

du
. cr
€. ﬂ
€; cz
{et = =
o u
r
v
¢z dr|
sustituyendo el campo de desplazamientos:
. aN, éN, éN, éN,
= ee— + + 15} +
€= rth T Tt ér * dr
éN, éN, Ny 8N4V
€ GV T F T T e
N, N. N. N,
€g ‘}}‘Ul * ";'”2 * —;”3 M
_oN, én, . 8N3u N, dN, ¢N, oNy N,
Ye: T Gz T Gp M T Gy T Gz T Tar v err Ter 0 er



en forma matncial;

-u.“
Vi

e.] [M, 0 N, 0 M. 0 N,_ 0]y
€. 0 N, C M, 0 N, 0 N, W
€50 1N, 0 N, O N, O N, 0}lu,
Yzl [Nz M Ny Ny Ny Ny N Ny
‘ 4

[ Vs

esta ecuacidn se puede expresar en forma compacta como:
el = [ 8] [ DN

donde:

N, = % = b -d,z
Ny, = % = byrdyz
N, = % = b,+d,z
Ny, = % = ""1“"1"1r
N,, = % = ¢, +dyr
M, = '%% = oyrdhr
N, = %%1 = Cc,+d,r
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Para definir la matriz constitutiva se aplica cada una de las componentes del
vector deformacion en términos de los esfuerzos que la generan, asi:

€= 2 “HF HZ
., 98- . 9, _ Y
€:*HF T F HE
o o, g
WG oRE g
T - 2¢(1-
Y 7 =L { Eu) T,
en forma matricial:
€ 1 -puw 0 9z
EZ _ "u 1 'u 0 1 z
€ - -u 0 0 E g,
Vel L0000 2(1em) T,
considerando 'a relacion inversa:
1 u H g |
1-p 1-p PR
Cfr _IJ_ 1 _L 0 Er
o, ) E(1-u) _ 1-u l-u z
Ty (l+p){(1-2u) u u 1 0 €g
: by 1o Y ez
i 0 0 o JAi-2)
2(1-p))

En forma reducida:

(o1 =(E£] (€]

por lo tanto la matriz constitutiva resulta:
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—
S ]
L

)

o M éﬁ Ry
o M
oM ;b

o O O

donds:

- - E(l-u)
E, =FEy, =E
tH 22 ¥ o (l-u)(1-2p)

B (l*u)ﬁtpmu)

sustituyendo la matriz desplazamiento-deformacién y la matriz constitutiva en la ecuacion
6.28 se puede evaluar la matriz de rigideces. Recordando que la integral de volumen
ha de extenderse a todo el anillo de material, se tiene;

K¢ =21 fB‘EBrdrdz

Sustituyendoc se obtendrna:

N, 0 Mg N,
:io N, O N,

LA MIE, Ex By 05N, 0 M, 0 N, 0 N, 3
coooni® M © M Ea B 010 M0 0 Mo Ny
M, 0 Ny NGB, By OIENw 0 ANy 0 Ny 0 Ny O
0 M, O M0 0 O B[N, N, N M, N, N N, N,

N, O Ng W,
\0 Mz 0 N‘f_»

Como puede observarse las matrices desplazamiento-deformacién [B] dependen
de las coordenadas r y z por lo que la integral no puede realizarse tan sencillamente
como en el caso de esfuerzos y deformacicnes planas. Hay dos alternativas para
realizar esta integral, la primera es una integracidn numeérica, la segunda una
multiplicacién explicita y una integracion término a término.
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El procedimiento aproximado mas sencillc es valuar la matriz despilazamiento-
deformacion [B] en el centro de gravedad de cada elemento, asi:

K® =211 B*EBrA
siendo A el area del elemento. -

Esta aproximacion se basa en la demostracion de que si la intagracién numérica
es de un érden tal que permita determinar exactamente el volumen del elemento,
entonces la solucion converge hacia la solucion exacta cuando se aumenta
indefinidamente el nimero de elementos.

Se puede seguir un proc¢edimiento de integracion mas elaborado calculando el
valor del integrando en varios puntos del elemento, para el elemento rectangular con 4
puntos (dos en cada direccidn) se obtiene buena aproximacion. figura 6.26.

Puntes

| integracién

Figura 6.26

En general los puntos de integracidn se eligen considerando que el nimero de
puntos de integracién por tres deberd ser mayor que el grado de libertad (numero de
nodos por 2), menos los grados de libertad restringidos, esto es para que la matriz K
sea no singular.

Aplicando la cuadratura de Gauss la matriz de rigideces se obtiene con:

KS =20 r 2l 2}, WW, B EB, A
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donde n son los puntos de integracidn elegidos en cada direcciéon y W, W son los
coeficientes de pesc de la formula de la cuadratura de Gauss.

Para obtener las coordenadas de los puntos de integracion, asi como a los

coeficientes de peso de las férmulas de cuadratura de Gauss se utiliza la tabla 8.1 pag.
228 del libro "El método de los elementos finitos' de O. C. Zienkiewicz.

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRICO.

En este tipo de elementos el esfuerzo varia con respecto a las coordenadas por
lo que es conveniente valuar dicho esfuerzo en el centrcide del elemento y el
procedimiento a seguir es el mismo que en esfuerzos y deformaciones planas, solo
habra gue incluir los desplazamientos nodales correspondientes a los grados de libertad
U,y V, Delaecuacion 6.40

fol=10s581 [DIN]

Una vez valuada la matriz desplazamiento-deformacién [B] en el centroide del
elemento se hace el producto con la matrz constitutiva para obtener la matriz esfuerzo.

(1 =[1E]1 [B]
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APUNTES DE CIMENTACIONES
INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA

NOTA PRELIMINAR

La interaccion suelo-estructura es aguella parte
de la ingenieria que estudia las deformaciones
del terreno de cimentacién cuando éstas se ven
afectadas por la presencia y rigidez de la propia
estructura. La influencia de la estructura puede
ser en condiciones estaticas, lo cual es tratado
por la interaccion estdtica suelo-estructura, o
puede ser en condiciones dinamicas, lo cual
cae en el campo de la minteraccion dindmica
suelo-estructura

INTERACCION ESTATICA SUELO-
ESTRUCTURA

Se conocen comg métodos de interaccién
estatica suelg-estructura  aquellos procedi-
mientos que para el calculo de las
deformaciones del terreno de cimentacion
toman en cuenta la ngidez de la estructura.
Todos estos meétodos estdn basados en el
principio de que en el contacto cimiento-terrenc
los desplazamientos tanto de la subestructura
como los del terrenc son iguales, es decrr,
existe compatibindad de defprmaciones entre
estructura y suelo

En terminos generales, el procedimiento de
calculo para la interaccion suelo-estructura
consiste en tres pasos (a) se calculan los
desplazamentos de la subestructura, (b) se
calculan los desplazamientos del terreno de
cimentacion, y (c) se establece la compattbi-
lidad de deformactones entre estructura y suele.

Podemos distinguir dos clases de situaciones
en relacion con la interaccién: (i) cuando los
cimientos estan suficientemente separados, de
tal forma que la carga sobre un apoyo no ejerce
influencia sobre los desplazamientos de los

Agustin Deméneghi Colina’
Héctor Sanginés Garcia-

apoyos vecinos (este fendmeno se presenta
usuaimente en zapatas aisladas), y (ii} cuando
se trata de un cimento ceontinuo donde el
desplazamiento de un punto de dicho cimiento
esta afectado por la carga repartida en toda 1a
subestructura {es el caso de zapatas corndas ¢
losas de cimentacion)

Interaccion suelp-zapatas aisladas

Definicién de médulo de reaccion

Para llevar a cabo la interaccion suelo-zapatas
aisladas, se hace uso del concepto de médulo
de reaccion © maédulo de rigidez del terreno de
cimentacion, el cual se presenta en los
siguientes parrafos.

Definamos el mddulo de reaccién o rigidez
lineal vertical de un cimento de la siguiente
forma

K. = Q//8, {1

donde Q, es la fuerza verical aplicada al
cmiento y 8, es el asentamiento vertical
ocasionado por Q,.

Se define la ngidez bneal horizontal de un
cimiento

Kn = Qn/dn (2}
donde Q, es la fuerza hornizontal aplcada al
cmiento y &, es el desplazamiento horizontal
producido por Qp

Se define la ngidez a la rotacién de un cimiento

K, = M/8 (3)

" Profesores del Departamento de Geotecnia. Division de Ingenieria Civil, Topografica y Geodésica

Facultad de Ingenieria UNAM



donde M es el momento aplicado al cimiento y 0
el angulo —en radianes- producido por dicho
momento.

Anélisis de la inferaccion suelo-zapatas
aisladas

llustremos la solucién de la interaccion suelo-
zapatas aisladas con el marco de la fig 1
{ejemplo 1). La rigidez vertical del terrenc de
cimentacién vale K, = 2331.96 t/m, la rigidez
horizontal K, = 1901.38 t/m v la rigidez a la
rotacion K, = 1102 81 t m/rad.

Utilizaremos el método de rigideces para el
analisis de la estructura (véase el anexo 1), en
el gue se debe cumplir

K8+P*+P°=0 (4)
donde

K = matriz de rigidez de la estructura
& = vector de desplazamientos

P® = vector de cargas de empotramiento

P° = vector de cargas concentradas

La formacion de la matnz K y de los vectores §,
P° y P°, para el marco de ia fig 1, viene descrito
en el anexo 1, como resultado de esto, en la fig
2 se exhiben los grados de libertad de la
estructura, y en las tablas 1, 2y 3 la matnz de
ngidez K, el vector de cargas de empotramiento
P°® y el vector de cargas concentradas P° de
toda la estructura, respectivamente. {En la tabla
1 solo incluimos los renglones de &,, 83, Bs, &7,
8g ¥ 64, porque, por simetria §; = 8y, 84 = -83, B
= -0s, &g = 87, 810 = -39, 812 = 011 )

La ngidez del terreno de cimentacion se puede
incluir en el vector de cargas concentradas P°,
de la siguiente forma: las fuerzas Q,, Qny M se
pueden obtenerconlasecs 1a 3

Q.= K, 3, (5)
Qn = Ky, 8y (6)
M=K 9 (7)

2

En la fig 3 se muestran las reacciones del
terreno en funcidn de las rigideces del mismo y
de los desplazamientos.

Usando las ecs 5 a 7 calculamos las fuerzas
Qu1. Qvz, Qna, Qna. M5y Mg

QV1 =2231966, Q;:= 2231.96 B2
Qh3 =1901.38 63, QM = 1901 38 84
Ms = 1102.81 05, Mg = 1102.81 64

E! vector de cargas concentradas queda

2231968, ]
2231965,
1901.38 5,
1901.38 3,
1102.81 85 (8)
1102.81 65

()
D
n

OO0 0OO0

Reemplazando en la e€c 4 los valores de K
(tabla 1), P® (tabla 2) y P° (ec 8), y resoiviendo

L.

el sistema de ecuaciones, obtenemos

8, =0.010291 m, 8,=0.0055104 m
05 =0.00049148, 3, =0.013289m
dg = -0.000078886 m, 6,, = -0.0054707

Los elementos mecéanicos en las barras de la
estructura se calculan siguiendo el procedi-
miento indicado en el anexo 1 (Lo dejamos
como ejercicio al lector )

Las fuerzas en los apoyos se determinan con
lasecs ba’7

Qur = Qu = 2331.96(0.010291) = 23.998 t
Qns = 1901.38(0.0055104) = 10.477 t

Qna = 1901.38(-0.0055104) = -10.477 t
Ms = 1102 81(0.00049148) = 0.542 tm
Ms = 1102.81(-0.00049148) = -0.542 t.m

Resolvamos otro ejemplo, el de ia fig 4 (ejemplo
2), despreciando los efectos de acortamiento de
barras. En la fig 5 y en la tabla 4 se exhiben la
numeracion de barras y grados de libertad. Las
matrices de rigidez y los vectores de cargas de



empotramiento se hallan con los valores del
anexo 3 (marcos planos con barras ortogo-
nales, sin considerar el acortamiento de barras)

Barra 1
Matriz de rigidez
05 8, 83

1299.52 | 649.76 423.76 |85

649 76 1299.52 142376 |6,

42376 42376 | 18424 |5,

0 85
P = 0 8,
0 Ba
Barra 2
Matriz de rngidez
86 O 04

1289 52 |64976 42376 |0,

649.76 | 129952 |423.76 |8

42376 |423.76 184 24 |8,

0 B¢
P5 = 0 B
0 84
Barra 3
Matriz de rigidez
8, 0y &y &2

7970.4 |3985.2 [-19926 19926 |6,

39852 79704 |-1992.6|1992.6 |64

-1982.6 |-1992.6 |664.2 |[-664.2 |8&,

19926 119826 |-6642 |664.2 |&;

-wL/2 462

P, = -wL/2 = | -462
wL12 462
-wlL¥12 462

La matriz de rigidez y el vector de cargas de
empetramiento de toda la estructura se exhiben
en las tablas 5 y 6. (En la tabla 5 sdlo inclumos
los renglones de 5, & 65 y ©;, porque, por
simetria 8; = 8,. 84 = -33, 0 = -85, 62 = -07)

El vector 5 es

El vector de cargas concentradas vale (fig 4)
B Qy-1.2 7]
Qz-1.2
Qra
th

pe = Ms

Ms

0

0

La rigidez del terreno de cimentacion la
Incluimos con las ecs 5 a 7 (obtenidas de las
ecst1al)

Q=K & (9)
Qn =K, &, (10)
M=K, 8 (11)

En la fig 6 se indican las reacciones de! suelo
en funcién de las rigideces y los desplaza-
mientos.

Sustituyendo valores

Qy1 =2331.96 54, Q.2 = 2331.96 6;
th =1901.38 63, Qhs = 1901.38 6,
Mg = 1102.81 85, Mg = 1102.81 8¢

El vector de cargas concentradas queda

— 2331.965,-1.2 -
2331.965,-1.2
1901.38 84
1901.38 8,

P = 1102.81 05
1102.81 84

0

L 9 -

Reemplazando enlaec 4.



462~12+2331.965, =0 ) (31)
184.24 5+ 42376 05+ 42376 6, + 1901388, =0  (5y)
42376 5, + 1299 52 65 + 649,76 0; + 1102.81 85 =0 (Ds)
426.76 5y + 649 76 05 + 5284.72 0, + 462 =0 {67}

Resolviendo el sistema de ecuaciones

81 = 0.0024958 m, §; = 0.00014033 m
05 = 0.00022213, 6, = -0.00091278

Para hallar los elementos mecanicos, se utiliza
el procedimiento indicado en el anexo 1. (Lo
dejamos como ejercicio al lector).

Las fuerzas en los apoyos se determinan con
lasecs5a7

Q1 = Qy2 = 2331.96(0.0024958) = 5.82 ¢
Qnz = 1901.38(0.00014033) = 0.267 t
Qns = 1901.38(-0.00014033) = -0.267 t
Ms = 1102.81(0.00022213) = 0.245 t.m
Me = 1102.81(-0.00022213) = -0.245 tm

Determinacion de los moédulos de reaccién del
suelo

La determinacion de las rigideces K,, K, y K, se
lleva a cabo usando su definicidn dada por las
ecs 1 a 3. Por gjemplo, el mddulo K, se obtiene
aplicando a la zapata una carga vertical Q, y
calculando el asentamiento que produce dicha
carga,

Dado ei caracter no lneal de los suelos, es
necesario que tanto la carga sobre el cimiento,
como sus dimensiones, sean lo mas cercano
posible a sus magnitudes definitivas en la
estructura, pues de otro modo fa determinacion
de las rigideces sera solo aproximada.

Ejemplo

Determinar la ngidez lineal vertical K, de la
zapata de la fig E-1, utlizando para ello Ia
formula de Burland y Burbridge. E! subsuelo
estd formado por una arena normalmente
cargada, N = 15 golpes.

Solucion

El asentamiento en milimetros de la zapata esta
dado por (Burland y Burbridge, 1985).

=g, B )

le=117/N"*

gn = incremento neto de presién, en kPa

B = ancho de |la cimentacién, en metros

Sustituyendo valores

On = 26/1.7(2) = 7.647 Um® = 74.995 kPa
c=0.0264

B=17m

6=2.870mm=0.00287 m

El médulo K, vale (ec 1)

K, = 26/0.00287 = 9059 2 t/m

La tecria de la elasticidad proporciona los
siguientes valores de los modulos de reaccién,
para un cimiento somero de planta circular

K, = 2ER/(1-v%) (12)
Kn = 32(1-v)GR/(7-8v) (13)
K. = 8GRY/3(1-v) (14)

Estas formulas se pueden usar en zapatas
rectangulares cuando B < L < 2.5B, mediante
el siguiente artificio:

Sea A = BL el area del cimiento rectangular,
R= v An ‘ (15)

Para calcuiar K, y ¥, usamos las ecs 12 y 13
con R obtenida de la ec 15

Sea | = momento de inercia del cimiento
alrededor del gje que se desea calcular K,

R= * 4lin (16)

K, se computa con la ec 14, con R obtenida de
laec 16.

Por lo ya sefialado antes, los calculos de ios
modulos de reaccion con las ecs 12 a 14 son
solo aproximados, pues el comportamiento real
de los suelos es no lineal,

Otra forma aproximada de obtener los modulos
de reaccion es medante la realizacion de
pruebas de placa (Zeevaert, 1973). Sea k, el
maodulo de rigidez unitario, definido como

k, = QJ/8,A {17)
Siendo A = area del cimiento.

Si ks, es el modulo de ngidez vertical determi-
nado con una prueba de placa de un pie de



lado, se puede emplear la siguiente formula
(Terzaghi, 1955)

k, = k1 [(B+0 3)/2B)? (18)

donde B es el ancho de !a zapata en metros. En
el caso de arcillas

. Ky = kgt [(n+0.5)/1.5n})) (19)
donde n = L/B, siendo L |a longitud del cimiento

La tabla 7 contene valores propuestos por
Terzaght (1955) para k.,. Cabe destacar que las
ecs 18 y 19 se deben usar con precaucion,
pues solo son aproximadamente validas cuando
el suelo es isotropico hasta una profundidad
bajo el desplante del cimiento igual al ancho del
mismo (Zeevaert, 1973). Por lo mismo, dichas
ecuaciones no son aplicables a suelos estratifi-
cados.

Interaccion suelo-cimiento continuo

Sea un cimiento totalmente flexible con carga
uniforme apoyado en un suelo cohesivo
totalmente saturado. El asentamientc a largo
plazo toma la forma indicada en la fig 7a
(Sowers, 1962);, el diagrama de reaccion del

terrenc en este caso es igual al de la carga, es

decir, 1a reaccion es uniforme Si dicho cimiento
se apoya sobre un suelo friccionante, el
asentamiento se distribuye como se indica en la
fig 7b (Sowers, 1962), por ser el cimiento
totalmente flexible, la reaccion del suelo es
tambien uniforme

Sea ahora una placa de una rigidez infinita
apoyada en una arcilla totalmente saturada (fig
Ba). El hundimiento es uniforme, perc el
diagrama de reaccion a largo plaze toma la
forma indicada en la fig 8a (Sowers, 1962). Si la
placa se apoya sobre un suelo friccionante, el
diagrama de reaccion toma la forma de la fig 8b
(Sowers, 1962)

Vemos entonces que los diagramas de
asentamentos y de reacciones del terreno
dependen de la clase de suelo y de la rigidez de
la estructura. Un cimiento real puede quedar
entre los dos casocs extremos sedalados, pues
su rigidez no necesariarmente es nula o infinita
En los siguientes incisos veremos coémo se

5

realiza la interaccion suelo-estructura para
estructuras de cimentacion de rigidez finita

Interaccion suelo-zapata corrida

Consideremos un marco estructural con una
cimentacién a base de una zapata corrida (fig
9a), en el cual se trata de obtener los
diagramas de asentamientos y de reacciones
del terreno de cimentacion (fig 8, by ¢)

Comencemos con el diagrama de reacciones.
En el caso general, la forma del diagrama es
diferente de una reaccion uniforme (fig 9b).
Sustituyamos la curva de reaccion del terreno
por una serie de reacciones uniformes ry, rz, ..,
1, {fig 10a); el analisis estructural lo llevamos a
cabo utilizando el método de rigideces,
considerando las reacciones r, como incégnitas.
A continuacion, aplicando ia tercera ley de
Newton, aplicamos las cargas r, scbre el terreno
(fig 10b), y obtenemos los hundimientos de éste
en funcién de las r, empleando el metodo de
Chamecki {1956). El problema de la interaccién
se resuelve estableciendo la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y suelo, es
decir, si el suelo estd en contacto con la
estructura de cimentacion, las deformaciones
de ambos medios deben ser iguales.

a) Analisis estructural

El analisis estructural lo realizamos embleando
el método de rigideces. La matriz de rigidez, el
vector de cargas de empotramiento y el vector
de cargas concentradas se obtienen como se
indica en el anexo 1.

En una barra de cimentacion (fig 11), el vector
de cargas de empotramiento para el sistema
local vale

wLi12 - (11/192) L1, - (5/192) L?r, | Og

-wWLAM2 + (5192) L%¢, + (117192} L2 ry| 04

-wli2 + (13732} Lr, + (3132} L I 5

wli2 + (3/32) L, + (13132) L 1, B

(P = o &
‘ 0 8/

0 N

0 Oy

En el sistema global, dado que oo = B = 0, el
vector de cargas de empotramiento queda
(anexo 1)



wli12 - (11192) Ur, - (5192) L2r, | G,

wWL12 + (51192) LPr, + (111192) P r, | B

whL/Z2 + (13/32) Lr, + (3/32) L 14 &e

-wL/2 + (3/32) Lr, + (13/32) L v, 8s

Pnt = 0 5. (20)

0 8y

0 6,

- 0 4 05

b) Calculo de deformaciones del suelo

Las cargas que transmite la estructura al
terreno de cimentacién son iguales en magnitud
y de sentido contrario a las reacciones del suelo
sobre la estructura, por la tercera ley de Newton
{Deméneghi, 1996). Calculemos los asenta-
mientos del terreno en funcion de estas cargas:
consideremos una reaccion r, actuando en la
superficie (fig 12); la presion vertical vale rdi/a,,
donde d, y ac son la longitud y e! area en las
que actia la carga, respectivamente. La
deformacién del estrato de espesor H, debida a
la carga ry vale

Buk = (”Ezu) HJ Ozik

pero

Gzyk = lzuk rkdk/ak (21)
donde |, es el valor de influencia vertical, el
cual es igual al esfuerzo normal verhical en el
punto 4 producide por una presién unitaria
actuando en el area g, (Zeevaert, 1973)

E., es el modulo lineal de deformacion, el cual
se define como el cociente del esfuerzo normal
vertical entre la deformacidn unitaria vertical
que se presenta, en el punto J.

Sustituyendo

aqk = (”Ezu) Hj lzuk rkdk/ak.

La deformacién del estrato j, debida a todas las
cargas vale

nr

O = (1"'Ezu) H]EJZ% Mdif/ay,

donde n, = nimero total de cargas ry

6

Si consideramos ademas una deformacion
previa &, el asentamiento bajo el punto i vale

nr

ne .
8, = Bg, + 21 (1/Ez) H, T Ly ndi/ax (22)
J=

k=1

donde n. = numero total de estratos.

En la ec 22, los hundimientos del terreno
quedan en funcién de las cargas ry

Cabe aclarar que, aungue aparentemente el
procedimiento €s unidimensional, en la practica
se pueden tomar en cuenta, en la estimacion de
E., tanto los incrementos de esfuerzo horizontal
como el efecto de la presién de confinamiento
en la rigidez del suelo, asi como el hecho de
que la curva esfuerzo-deformacion unitaria es
no lineal. En efecto, E;, esta dado por

Ezu = qulgzu (23)

Siendo o el esfuerzo normai vertical en el
punto § (2 la mitad del estrato j), v & la
deformacién lineal unitana vertical del estrato 4.
£z, Se puede calcular usando una teoria no
lineal ¢ una tecria lineal.

Los esfuerzos normales vertical y honzontales
se obtienen aplicando la ec 21 para todas las
cargas r,, s decir

nr

Ozy = kS=1 lzuk rkdk!ak (24)
nr

Cxy = E_“‘ quk rkdklak (25)
nr

G!"J = 5:1 Iyuk rkdkfak (26)

c) Compatibilidad de deformaciones

En esta etapa se establece la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y suelo de
cimentacion, lo que equivale a considerar que
tanto los desplazamientos de la estructura
como los del terreno son iguales, es decir, que
el suelo no se despega de la estrucltura
{Deméneghi, 1996).

Comportamiento no lineal



llustraremos la forma de realizar el analisis de
interaccion no lineal suelo-zapata corrida con el
cimiento de la fig 13 (gjemplo 3) Para el calculo
de las deformaciones de! suelo usar el método
no lineal del anexo 1 del capitulo 2, con las
propiedades indicadas en la tabla 8

a) Analisis estructural

El analisis estructural se lleva a cabo
empleando el método de rigideces, descrito en
el anexo 1. En 12 fig 14 se muestran los grados
de libertad y en la fig 15 el sistema de cargas
sobre la estructura Las matnices de rigidez se
obtienen con los valores del anexo 3, dado que
se trata de barras honizontales. Los vectores de
cargas de empotramiento se calculan con la ec
20.

Matriz de ngidez. Barra 1

04 B &1 52

72927.375 | 36463.688 | -34184.707 | 34184.707 | 0.

36463 688 | 72927 375 | -34184 707 | 34184 707 | 65

-34184.707 | -34184 707 | 21365 442 | .21365 442 | 3§,

34184 707 | 34184.707 | -21365 442 | 21365442 | 5;

Matriz de rigidez. Barra 2

113 05 8y s

72927.375 | 36463688 | -34184.707 | 34184 707 | 85

36463 688 | 72927.375 | -34184 707 | 34184 707 | 0¢

-34184 707 | -34184 707 | 21365442 | -21365442 | &,

34184 707 | 34184707 [ -21365 442 | 21365442 | 8

Vector de cargas de empotramiento. Barra 1

3.15733-0.58667r,-0.26667r2 0z

P®= | -3.15733+0 26667r1+0.58667r> 05
-5.02+1.3r1+0.3r; &
-592+0.3r1+1 3r2 Oz

Vector de cargas de empotrameento. Barra 2

3 15733-0.58667r2-0.2666713 05

P* = -3.15733+0.26667r2+0.58667r3 Og
-5 92+1.3r2+0.3r3 &2
-5,92+0.3r:4+1.3r3 03

La matriz de ngidez de toda la estructura (tabia
9} es la suma de las matrices de rigidez de
cada una de las barras. El vector de cargas de
empotramiento de toda la estructura es la suma
de los vectores de carga de empotramiento de
cada una de las barras, el cual vale

592+13 r++0.3 r2 B4
P®= -11.84+06r+261; o2
3.15733-0.58667r:-0.266671; 0a

(S6lo se muestran los renglones correspon-
dientes a &, 8, y 84 porque, por simetria 53 = 8y,
95= -B4y85=0).

El vector de cargas concentradas vale

.35 5y
-50 52
Pe=| -35 85
0 O
0 86

La condicibn de equilibrio de cargas en los
nudos de la estructura conduce a la siguiente
expresién (anexo 1)

K§+P"+P =0
Sustituyendo valores

{(81): 21365.4426,-21365.4420,~-34184 7070,
+13r+03r,-5082-35=0 (27)

{52). -42730.8845,+42730.8845,+68369.4140,

[y

+06rn+26rp-11.84-50=0 (28)

{8.) -34184.70738, +34184 7073,+72927.3750,
—-0.58667 ry — 0.26667 r, + 315733 =0 (29)

b} Calculo de asentamientos

Hallemos el asentamiento bajo el punto 1 {fig
16a). Haciendo i = 1 en la ec 21

51=(1IE211)H1(|7_1 uhddagtlz 12r2d21a2+lz”3 r3d3./a3)
HVEz12)H2(lza101d1/81 Hzy2072d /8242123 1303/@3)
(30)

Los médulos de deformacién E;yy y E;r2 estan
dados por {ec 23)

Ezvy = Gr1ifEnny (31)
E:12 = 010fE212 (32)
Las deformaciones unitarias e y €z las
obtendremos usando el procedimiento no lineal

expuesto en el anexo 1 del cap 2, con las
siguientes expresiones:



Deformacién por cambio de forma

P2 f 1
—) [-

teg=1-exp{-
Ag' € (52) (Pee * C0s)*>

Pee 1
+ + 1}(33)

(5-1) ((Pee + € 02)""  (5-2)(8-1) Pee™”

Pee = b3pl + pco’ (34)

=1-v|[(ox + oy)c,] (35)
C = by + by (o, + 6,0 {36)
by=b,=1/3

Deformacion por cambio de volumen
f [(pve+Uz)1-s - pveLS]
Ew=1-exp{- } {(37)
Acy Pa " (1-5)

Pve = Dapt + Puo’ (38)

jflustremos la aplicacién del procedimiento
calculandoc el médulo E;yy. Los esfuerzos o;is,
Cx11 ¥ Gy11 S€ Obtienen con las ecs 24 a 26

o211 = lz111 Mdifay + bzniz radzfaz + s radsfas (39)
Gx11 = Lan fidafay + Laaz redafag + 1xss rada/as (40)
Oy11 = by ridsfas + ly92 rzdafaz + lysva radafas {41)

Obtengamos como ejemplo los valores de
influencia |Z111- lxgﬁ e |y111 Se coloca una
presion unitaria g = 1 t/m® en el area a, (fig 16)
y se computan los esfuerzos normales o,, oxy
oy debidos a esta carga, a la mitad del estrato
1. Obtenemos

Oy = Iy = 0.4868711 ¥ym?
Gx = Ly = 0,.227869 tm?
6, = lyyy1 = 0.2098534 t/m’

Los demas valores de influencia se determinan
en forma similar. En la tabla 10 se presenian
sus magnitudes

Sustituyendo en la ec 39

6.11=0 4868711 (1.6)/1.6(2)+0.001743138r,(3.2)/3 2{2}

+0.000018864871y(1.6)/1.6(2)
21120 24343555r,+0.000871569r,+0.0000094324351; (42)

En forma andloga se obtienen Gx11 Y Oy1y
6x11=0 1139345r,+0.00665339r,+0.00131314r, (43)
Gy11=0 1049267r,+0 017307215r+0 002810045r, (44)

Para el inicio de los calculos consideramos una
reaccion uniforme

r=ry=r3=[35(2)+50)/6 4 + 3.7 = 22 45 t/m
Reemplazando en las ecs 42 a 44

Gp11 = 5 4849 m?
Oert = 2.7367 m?
Gy11 = 2.8072 t/m?

A continuacién calculamos las deformaciones
por cambio de forma y por cambio de volumen

Cambio de forma (ecs 33 a 36)

Pee = 0.9914 tim®

v = 0.5 (se considera que la deformacion por
cambio de forma ocurre a volumen constante)
f=0.4946, ¢ = 0.6703

eer = 0.00075907

Cambio de volumen (ecs 37 y 38)

Pve = 1.62 tm?’

g = 0.001028

Ez41 " Eggt €y = 0.00178703

Sustituyendo valores en la ec 31

E.ss = 5 4849/0.00178703 = 3069.334 t/m”
En forma similar se obtiene

E,12 = 3293 085 t/m’

Reemplazande en la ec 30, y considerando que
por simetriary =r3

&, =000013151 r, + 0.0000099976 r> (45)
De manera simiar obtenemos

&, =0.000021166 r, + 0.00027335r;  (46)

¢} Compatibilidad de deformaciones

La compatibilidad de deformaciones entre
estructura y suelo equivale a resolver el sistema
formado por las ecuaciones 27, 28, 29, 45y 46,
Obtenemos



5, =0.0044939 m, 3,=0.0038785m
9, = 0.00055543
ry=33.289t/m, r;=11.611t/m

Con los nuevos valcres de ry = 13 (por simetria)
y r; se repite el proceso hasta que éstos ya no
cambien en dos iteraciones sucesivas Esto se
logra en la iteracion 6, en la que se obtiene

&, =0.0046612 m, 3, = 0.0037665 m
8, = 0.00067864
ry =31.534 tYm, r, = 13.366 Ym

Comportamiento lineal

En forma aproximada, se puede resoiver |a
interaccion considerando que la deformacion
bajo el punto / de un estratc de suelo de
espesor H, esta dada por

8; = (H/E) [0z - V{ox; toy)] (47)

donde E, es el médulo de deformacion del suelo
y v su relacion de Poisson

Sustituyendo las ecs 24 a28 en la ec 47
nr

6:] = (HJIEIJ) kE‘.[ |2||k'\"(|>tl|k+lyuk) ] rkdklak

Sea

Iuk = lzuk'\'( I:u]k+ Iyuk) (48)
nr

6,1 = (HJIE,J) 5;1 I'lk rkdkfak

Tomando en cuenta todos los estratos de
subsuelo, y una posible deformacién previa &,
la deformacién del punto i es

nr

ne
8 =8, +Z (H/E) L |y ndifa (49)
=1 1

k=

tlustremos e! desarreilo del procedimiento lineal
con la zapata de la fig 17 (ejemplo 4)

El analisis estructural es similar al del ejemplo 3
del método no lineal

En el suelo, desarrollamos la ec 49 para 1 = 1

81 = (HVEn) (handifa; + hiyarada/as + liarady/as)
+ (Hio/Eq2) (h21midy/ay + haaladafa; + lizarsdafas)

9

En la tabla 10 se muestran los valores de
influencia para este problema. Sustituyendo
valores

81 = (0.8/500)((0.194828/2)r,-(0.02614844/2)r2
-(0.00174077/2)r3] + {1.6)/(560)((0.23528931/2)r4
-(0.00780255/2)r,-(0.00481864/2)r:)]

Tomando en cuentaque r; =r;

&, =0.000483712 r, — 0.00003206525 r, (50)
En forma analoga se obtiene

5, = -0.000031436 r, + 0.00098398 1,  (51)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 27, 28,
29, 50y 51:

8, =0.014285m, 8, =0.013224 m
0, = 0.00075212
ri = 30487 t/m, r; = 14.413 t/m

[Nota: Es importante que los modulos de
deformacion E, se determinen considerando el
efecto de la presion de confinamiento en el
terreno, & hecho de que la curva esfuerzo-
deformacion unitaria de los suelos es no lineal,
asi como la posible vanacion con el tiempo de
las propiedades mecanicas.] '

"

interaccion estructura-suelo plastico
parcralmente saturado

En un suelo plastico parcialmente saturado,
ademas de los asentamientos producidos por
las cargas de una estructura, se presentan
deformaciones debidas a cambios de humedad
en el suelo. Un ejemplo de esta clase de
fendmeno lo constituyen las arcillas expansivas,
que sufren fuertes cambios volumétricos al
variar su humedad natural.

Para Ilustrar el fendmeno anterior, conside-
remos el cimiento de la fig 18 {ejemplo 5). La
aplicacién de la ec 4

Ké+P*+P°=0

conduce al siguiente sistema de ecuacicnes

(3,) 10939.15,~10939.15,~21878.126,
+1.625r, +0.375r,-7.4—-35=0  (52)



(3,); -21878.25,+21878.25,+43756 46,
+0.75r, + 3.25r, —14.8 =50 = 0 (53)

(8): -21878.25,+21878 25,+58341.96,
~0.91667r, - 0.41667r, + 4.9333 =0 (54)

Supongamos que con las consideraciones
hechas en los incisos anteriores, se hallan las
siguientes deformaciones del suelo en funcion
de las cargas (matnz de flexibilldades de! suelo)

8, = 0.000817668 r, + 0.0000349723 r, (65)
5, = 0.0000634471 r, + 0.00163405 r, {56)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52 a 56
obtenemos

5, =0.021759 m, &, = 0 020075 m
6, = 0.0010381
r=26129t%m, r; = 11271 ¢m

Supongamos que por un aumento de humedad
en el suelo, en campo libre 1a arcilla sufre una
expansion de 3 cmen los puntos 1y 3, y de 5
cm en el punto 2 (fig 16). Aplicando la ec 49 en
las ecs 55 y 56 obtenemos

5,=-0.03+0 000817668r,+0.0000349723r, (57)
8, =-0.05+0.0000634471r,+0.00163405r, (58)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52, 53,
54,57 y 58

51 =-0.013950 m, 5, =-0.018469 m
6. = 0.0020384
ry = 18.835 t/m, r, = 18.565 tm

Notese el cambio notable en 1as reacciones del
suelo por las expansiones de la arcilla.

Método rterativo

La interaccién suelo-estructura se puede
resolver mediante un método iterativo Esto
tiene aplicacién en la practica cuando se
dispone de un paquete o un programa de
computadora que sustituye al terreno de
cimentacién por “resortes”, que representan el
madulo de reaccidn de dicho terreno. Dado que
no se conoce a prion la “constante del resorte”,
pues depende del diagrama de reaccion del
suelo, que es lo que justamente se esta
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buscando, se tiene que recurmr & un
procedimiento iterative (Chamecki, 1956}, que
consiste en suponer valores iniclales de las
“constantes de los resortes”, y con ellas
computar por una parte las deformactones de la
estructura, y por otra las deformaciones del
suelo; la diferencia entre deformaciones de
estructura y suelo permite ajustar la “constante
del resorte”; el proceso se repite hasta que
coinciden las deformaciones de estructura y
terrenc.

El método se usa de la siguiente forma:

a) En elterreno se entra con las cargas r, y se
determinan las deformaciones § con la
matriz de flexibildades del suelo (se puede
iniciar  con la reaccidn uniforme); los
moédulos de reaccion (0 “constantes de los
resortes”) se obtienen

Ka=r1,d,/8, (59)

by En la estructura se entra con las K, y se
calculan las deformaciones ; las reacclones
1, por unidad de longitud (en ¥m) se
obtienen

=Ky /d (60)
donde d, es la longitud en que actuar,.

Con estos valores de r, se entra nuevamente al
suelo {inciso a), y el proceso se repite hasta
que coinciden las deformaciones de estructura
y suelo

llustremos el proceso anterior con la zapata de
la fig 19 (efemplo 6). Los datos de estructura y
suelo son los mismos del ejemplo 3 (fig 13). De
acuerdo con la ec 4

K§+P°+P°=0
Las reacciones del terreno se pueden
incorporar en el vector de cargas concentradas
P° (fig 19b). De esta forma, obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones

(31)' (21365.442+K,1)5,-21365.4425,-34184 7070,
-592-35=0 (61)

(82) -42730.8845.+(42730.884+K,7)5,+68369.4140,
-11.84-50=0 (62)

(04). -34184.70751 +34184 707624729827 .37504



+3.15733 =0 {63)
En el terreno de cimentacién habiamos

obtenido la siguiente matriz de flexibilidades
{ecs B0y 51)

5, = 0.000483712 r, - 0.00003206525 r, ({64)
8, =-0.000031436 r, + 0.00098398 r, (B5)
Las iteraciones se realizan de la siguiente forma
1ra iteracton

Iniciamos el proceso considerando una reaccion
uniforme r, =1, = 1> = 22.45 tim

Terreno de cimentacion. Aplicando las ecs 64,
65 y 59
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Terreno de cimentactdn. Aplicando las ecs 64,

65y 59
81 62 Ku1 sz
m m t/m t/m

0.013495 |0.014779 |3433.069 |3452.402

Estructura Con los K,, anteriores, y aplicando
las ecs 61, 62, 63 y 60

&4 83 M 2

m m t/m t/m

0.013493 |0.014782 |2B.952 15.948

&4 [ Kvs K,z

m m t'm tm

0.010139 }0.021385 |[3542.592 |[3359425

Estructura. Con los K, anteriores, y aplicando
las ecs 61,62,63y 60

51 &, K Iz

m m t'm t/m

0.013295 (0014729 |[29.437 15 463

2da iteracién
Terreno de cimentacion. Con los r, anteriores vy
aplicando las ecs 64, 65y 59

51 62 K\M sz

m m t'm t'm

0.013743 [0.014290 |3427.089 |3462.699

Estructura. Con los K, anteriores, y aphlcando
las ecs 61, 62,63 y 60

Oy By M M

m m tm tm

0.013498 |0.014775 [28.912 15.988

3ra iteracion
Terreno de cimentacion. Aplicando las ecs 64,
65y 59

61 82 Kv1 TKVZ

m m t'm t'm

0.013473 [0.014823 | 3433.619 |3451506

Estructura Con los K,, anteriores, y aplicando
las ecs 61, 62, 63 y 60

84 &2 I Iz

m m tm t/m

0.013493 |0.014783 |[28.956 15 944

4ta iteracion

Apreciamos gque en la 4ta iteracion las deforma-
cones de suelo y estructura practicamente
coinciden.

Método aproximado para tomar en cuenta la
rigidez anguiar de las columnas que llegan a
la estructura de cimentacion

Los procedimientos de interaccion vistos en los
Incisos anteriores permiten tomar en cuenta
todos los pisos de la estructura. Con el
propésito de presentar ejemplos gue se puedan
resolver “a mano®, sin el auxiio de Ia
computadora, hemos presentado ejemplos muy
sencillos, en los cuales, y s6lo para fines
didacticos, se considera unicamente la
estructura de cimentacion.

Supongamos que se desea hacer el analisis
preiiminar de una subestructura, sin tomar en
cuenta los niveles supenores. En este caso, las
columnas transmiten las cargas a la
cimentacién, pero como estadn unidas a |a
infraestructura, también imponen una condicidn
de continuidad estructural en los nudos
correspondientes. La presencia de una columna
provoca que en el nudo se presente un
momento flexionante que vale K8, donde K, es
la rigidez a la rotacion de fa columna (rigidez
angular}) y 6 es el angulc que gira el nudo en
cuestion. Este momento flexionante se agrega
en el vector de cargas concentradas P. de la ec
4

Ka+P +P°=0 (ec 4)

fle2}

llustremos el procedimiento con el ejemplo 4,
considerando que las columnas tienen una
rigidez angular K, = 6215.222 t.m/rad. El vector
P es




Grado de libertad
-35
-50
P = - 35
6215.2220,
6215.22205
6215.22204

(o) B4 RN - SV IS

Aplicando la ec 4, el sistema de ecuacicnes 27
a 29 queda modificado de la siguiente forma

(81): 21365.4425,-21365 4426,-34184 7070,
+13nr+03r,-582-35=0 {66)

{53). -42730 8845,+42730 8845,+88360.4140,
+06n+26r,-11.84-50=0 (67)

{04) -34184 7073:+34184.7075,+72927 3750
-0.58667r,—0.26667r2+3.15733+6215.22204 =0 (68)

En el terreno habiamos obtenido (ecs 50y 51)

&, =0.000483712 r, — 0.00003206525 r, (69)
5, =-0.000031436 r, + 0.00098398 (70)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 66 a 70

8, =0.014190 m, 5; = 0.013411m
8. = 0.00057055
ry = 30.303 ¥Ym, rp; = 14.587 t/m

Determinacion de elementos mecanicos

Los elementos mecanicos se obtienen como se
indica en el anexo 1. Las expresiones que se
emplean son las siguientes (sistema local, fig
20y

Barra horizontal

M, = wL¥12-(11/192)Lr.~{5/192)L2r+(4EIL)8,
+(2EN/L)B -(BENL?)3, +(BEIILY)S,  (71)

Mq=-wL?12+(51192)L7r+(11/192)Lr+(2EIIL)8,
+(4ENL)B, -(BEIL)S, +BEULD)S,  (72)

V' = -WLi2+{13/32)Lr+(3/32)Lrs~(BENL?)0,
-(BEI/L*)By +(12EUL°)5,-(12EUL)3, (73)

V' = -wlL/2+(3/32)Lr,+(13/32)Lr,+(6EINL)8,
+(BEIL%)0,-(12EIL%)8,+(12EIL3,  (74)
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[Nota: En las barras de la superestructura tomar
=ty =0]

Barra vertical

M, = wLZ12+(4EI/L)0, +(2EWL)8, +(BEIL?)E,
~(BEIIL?), (75)

Mg’ = -wLZ12+(2E1/L)B, +(4EI/L)B,+(BEIL*)5,
«(BEILYS, (76)

V) = wl/2-(BEILY)0, -(BENLY)8, -(12EHLY)S,
+(12E1L%Y5, (77)

V. = wlU/2+(BEI/LY), +(BEWLY), +(12EILY)5,
-(12EL%)5, (78)

Los diagramas de fuerza cortante y de
momento flexionante en una barra de la
cimentacion (fig 20) se obtienen con las
siguientes expresiones

x < L2 V' = -V +(r,—w) X (79)
M =-M, = Vrx - (r—w)x/2 (80)
Mmax para x = V/(r-w) {81)

x2L2 V=V, —wx+rLl2+r (x-L/2) (82)
M =V, —w x¥2 + (rL/2) (x — L/4)
+(r/2) (x — L2y (83)
Mmax' Para x = [V/+(rs-r)L2)/(r-w) (84)

En las ecs 79 a 84, el cortante es positivo si va
hacia arriba a la izquierda de la barra, mientras
que el momento es positivo si produce
compresion en las fibras superiores de la barra.

Calculemos los elementos mecanicos en los
nudos de la estructura del inciso anterior
{ejemplo 4, fig 17, con K, = 6215.222 t.m/rad en
las columnas). Habiamos obtenido

8, =0014190m, 8 = 0.013411m
6, =0 00057055
1y = 30.303 ¥m, r; = 14.597 t/m

Aplicando las ecs 71 a 74

M, =3 7(3.2)2/12-(1 1/192)(3.2)°(30.303)
~(5/192)(3.2)°(14.597)
+[{4)(1130000)(0.05163)/(3.2)}{0.00057055)
+[(2)(1130000)(0.05163)/(3.2))(0)
~(6)(1130000)(0.05163)/(3.2)°1(0.01419)+
-(6)(1130000)(0.05163)/(3.2)°)(0.013411)
M, =-3.534 t.m

Mq = 7.662 tm



Vv, =35t
V=251t

Los diagramas de fuerza cortante y momento
flexionante se hallan con las ecs 79 a 84. Sin
embargo, en la practica conviene modelar la
estructura de cimentacion con cuatro 0 mas
barras, para obtener mayor precision. En el
siguiente capitulo se presenta un ejemplo de
analsis y disedio de uha zapata cornda
empleando ocho barras en la estructura de
cimentacion, en ese ejemplo se expone la
forma de obtener los diagramas de fuerza
cortante y momento fiexionante,

Interaccién suelo-losa de cimentacion

Una losa de cimentacion se puede modelar
como una reticula de barras ortogonales entre
si La solucidon es mas precisa a medida que se
incrementa el nomero de éstas. Para una
reticula de barras horizontales, se puede
despreciar el acortamientc de barras; ademas «
= 0. La matriz de rigidez y el vector de cargas
de empotramiento de una barra quedan como
se muestra en el anexo 4 (véase el anexo 1).

llustraremos el analisis de una losa con el
ejemplo de la fig 21 (Deméneghi, 1996). La
estratigrafia y propiedades se muestran en la fig
22. Se desprecian los efectos de acortamiento
de barras La numeracion de barras y de grados
de libertad se exhiben en la fig 23. Como
ilustracion presentamos los de las barras 1y 7,
para el sistema global

Barra| 6, O, | & Bs B | B

1 810 012 & &2 814 013

7 910 915 61 64 9%1 817

A continuacion hallaremos las matrnices de
rigidez y ios vectores de empotramiento de las
barras 1y 7 Utilizando los valores del anexo 4
se obtienen las matnces K; y K; que se
muestran en las tablas y , respectivamente La
matnz de rigidez de toda fa estructura es la
suma de las matrices de ngidez de todas y cada
una de las barras de la estructura (el rango de
cada matriz se toma de 27 por 27). A manera
de eiemplo, en la tabla # se presenta la matriz
de rigidez de la estructura para los primeros 5
grados de libertad.
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Determinemos a continuacion los vectores de
empotramiento de las barras 1y 7. Aplicando la
ec 20

GL
1.233-1.0593r,-0 4815, 10
-1.233+0.4815r,+1.0593r; 12
Pf=  -172+1.747r,+0.4031r, 1
-1.72+0.4031r1+1.747r2 2
0 11
4] 13
GL = grado de libertad
GL
0 10
0 16
P.f=  -1.72+1.747r,+0.4031r, 1
-1.72+0.4031r+1.7471, 4
1.233-1.0593r,-0.4815r, 11

-1.233+0 4815r+1.0593r, 17

Como ejemplo presentamos a continuacion el
vector de cargas de empotramiento de la
estructura, para tos primeros 5 grados de
libertad

-3.44+3.494r,+0.4031r,+0.4031r,
-6.88+0 4031r+5.2411r,+0 4031r3+0 4031r5
-3 44+0 4031r2+3.494r,+0.4031rg
P® = -6.88+0.4031r1+5.241r,+0.4031r5+0.4031r7
-13.76+0,4031r,40.4031r4+6.988r5+0.4031r;
+0.4031r,

El vector de cargas concentradas, para los
primeros 5 grados de libertad vale

-9.6
0
-9.6
0
0

(v}

(2]

n
hhWwhN =

Sustituyendo valores en la ec 4 y tomando en
cuenta que por simetria

61=63=67=59 52=54=65:53
rM=r3=r=ryg [ =T4=Tg=Tg

O10 = 611 = 014 = 815 = 020 = -85 = -026 = -O27
813 = 815 = B0 = O35



se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
(que representa el equilibrio de cortantes o de
momentos en el grado de [libertad
correspondientg):

Grado de libertad 1
773.145, - 773.145, - 1662.240,9 + 3 494r,
+0.8062r,-344-96=0 {(a)

Grado de libertad 2
-773.145, + 858.7675, - 86 6285 +1662.24040
-186.23043+0.8062r+5.24r,+0.403r5-6 88 = 0 (b}

Grado de libertad 5
-346.485, + 346.488; + 744 926,; +1.6124r,
+6.988r5-1376 =0 {c)

Grado de libertad 10
-831.128, + B831.126, + 2692.76045 - 310.23645
-1 0593r, - 0.4815r, +1.233 =0 (d)

Grado de ibertad 13
-186.238, + 186.2385 - 620 46040 + 1154.3204
-1.0593r, - 0.4B15r; + 2.465=0 (e)

Las deformaciones del terreno de cimentacién
se determinan con el procedimiento indicado en
el inciso de analisis lineal Presentamos a
continuacion como ejemplo la obtencidn de 5,

3,=0.0154(2 4)[0.2271(4.3r,)/4.6225
+0.009375(6.45r2)/9.245+0.0001528(4 3r5)/4 6225
+0.009375(6.45r)/9.245+0.002988(8 .6r:)/18.49
+0.0001625(6.45r1/9.245+0.0001528(4.3r7)/4.6225
+0.0001625(6.45r5)/9.245+0.00002824(4.3r5)/4.6225)
+0.0222(2.0){0.1139(4.3r,)/4.6225
+0.04407(6.45r2)/9.245+0.002284(4.3r:)/4 6225
+0.04407(6 45r4)/9.245+0.028026(8 .6r5)/18.49
+0.002638(6.4515)/9.245+0,0022836(4.31:)/4.6225
+0 002638(6 45r¢)/9.245+0.0005157(4.3r5)/4.6225]

Aprovechando la simetria de la estructura obte-
nemos (Demeneghi, 1996)

6y = 0.012733ry + 0.0033854r; + 0.00063012r5 (f)
&2 = 0.0036877r: + 0.020326r; + 0.0021424r;5  (g)
85 = 0.0028714r, + 0.010629r; + 0.025023rs  (h)

La compatibilidad de deformaciones entre la
estructura y el terreno de cimentacion se logra
reemplazando las ecs f, gy henlasecs a, b, ¢,
d y e, o resolviendo el sistema de ecuaciones
delaaalah

ry=3.235tm, rp, =1.082 t/m, rs = 1.149 tm
810 =0 003760, 913 =-0 0007646
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&1 =0.04558 m, 5, = 0.03638 m, 85 = 0.04933 m

Como ilustracton, hallaremos los elementos
mecanicos en las barras 1 y 7 (sistema local),
para lo que se aplican las ecs 71 a 74

Barra 1

Mo =-1.403tm, My, =-1.697 tm
V1’ =48t Vzi =1.042t

M,,' =-1404 tm, Mys' = 1.404 tm

Barra 7

My =-1403tm My =-1697tm
Vi'=48t V, =10421

Mig' =1.404tm, M5’ =-1.404tm
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TABLA 4

NUMERACION DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLO 2)

Barra B, Bq o, 5s Su o

grados

1 05 o, 8, 64 83 a0

2 Bg B By bo 84 a0

3 87 83 81, 62 - O

TABLA 5

MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA {EJEMPLO 2)
61 52 63 64 85 85 97 eg

664.2 -664.2 | 0 0 0 0 -1992.6 -1992.6 3,

-— -— - — - - - - Oz
0 0 184.24 0 42376 0 423.76 0 O3
- - — - - - - 84
0 0 423.76 0 1299.52 0 649.76 0] Bs
- - - - - - --- - Os

-19926 | 19926 423.76 0 649.76 0 926992 39852 07
--- --- - —- - - - --- Oe

TABLA B

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO
DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)

462 5,
462 52
8] 63
0 S
0 05
0 Bs
462 6;
462 Be
TABLA 8

PROPIEDADES DE DEFORMACION. EJEMPLO 3
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Estrato A Set Agy Sey v K, ¥, tfm
1 360 1.69 733 0.705 0.295 0.418 1.8
2 480 1.67 879 0.715 0.295 0.418 18
{Acise, Acisef3 Isezc24 isezc3 Isezc31 Isezc32,Iske7,IskeB)
ANEXO 3
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA
MARCO CON BARRAS ORTOGONALES
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS
Barras horizontales
89 eq ar 85
4El/L 2EI/L -BEI/L® BEI/L” B,
2ENL 4EI/L -6EI/L° BEIL" 0,
BEI/L? -BEIIL” 12E4L° A2EIL° o,
BEI/L” BEI/L” -12ENL° 12E1L° 55
Barras verticales
Bp Bq 8u 8\-‘
A4EIIL 2El/L 6EIL* -6EI/L* 8o
2EI/L 4ElL 6EILS BElL’ Bq
BEI/LY BEIL® 12EI11L° -12ElL° 5,
-BEI/L? BEIL? -12E1L° 12EI/L° Sy
ANEXO 4
MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA DE UNA RETICULA DE CIMENTACION, ¢ = 0
SISTEMA GLOBAL
DIRECCION x, B=0
GP eq z:’r 85 E)a eb
4E/L 2EHL -BEI/L” GEIILS 0 0 Bp
2El/L 4EI/L -BEI/L? < 0 ¢ Bq
-BEI/L? -BEI/L? 12EI1L° -12E1C° 0 0 S
B6ENL" BEI/L° -12EWLY 12El/L° 0 0 5
0 0 0 0 GlJ/L -Gl/L 8,
] 0 0 0 -Gly/L G/l O
DIRECCIONY, p = 90°
[ 6, B B [ 6
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Gh/L -GlJL 0 0 0 0 0,
-GI/L GI/L 0 0 0 0 64
0 0 12EVL° -12EI° 6EI/L” BEVL’ 5
0 0 -12E/L° 12E0L° -BEIL” -BEILS Bs
0 0 6EILS -6EWL” 4EIL 2EI/L 19,
0 0 BEIL® -6EIL" 2EINL 4EI/L | 85

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO. BARRA DE CIMENTACION SISTEMA GLOBAL

Lo

(Acise)

1 Nota preliminar

2 Interaccion estatica suelo-estructura
Zapatas aisladas
Zapatas corridas y losas
Interaccion estructura-suelo friccionante

Interaccion estructura-suelo cohesivo totalmente saturado
Interaccion estructura-suelo cohesivo parcialmente saturado

[wL?12 - (11192} L v, - (5/192) L% r, J cos B
[-wL?12 + (5/192) L2r, + (11/192) L2 rs 1 cos B
[-wl/2 +(13/32) L + (3/32) L r ] cos «
[-wL/2 + (3/32) Lr, + (13/32) L r, ] cOS
[-wL%12 + (11/192) L?r, + (5/192) L% r; | sen B
[WL12 - (51192) L*r, - (11/192) L*r; ] sen B

p
Oq
By
Bs
04
By

Interaccién estructura-suelo cementado parcialmente saturado

3. Interaccion dinamica suelo-estructura
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1.1 TRABAJO Y ENERGIA

Si un sistema de fuerzas externa, se aplica a un cuerpo, este se deformara hasta
que se presente el equilibrio entre las fuerzas externas aplicadas y las fuerzas
internas del cuerpo. En consecuencia el sistema de fuerzas externas realiza un
trabajo. Ese trabajo se almacena en el cuerpo y es a lo que se {lama "energia de

deformacion del cuerpo’.

El trabajo realizado por e} sistema de fuerzas externas, se puede trarisformar en
energia de deformacién y/o energia cinetica del cuerpo. Si las fuerzas se aplican
gradual y lentamente a un cuerpo elastico el trabajo exterior se transforma

completamente en energia de deformacion.

La energia de deformacién o energia interna de un cuerpo elastico es por lo tanto,
la suma de todo el trabajo transmitido por el sistema para deformarlo con respecto
a su estado natural. La energia de deformacion almacenada se transforma en
trabajo cuando el sistema de fuerzas es retirado. Si el cuerpo es perfectamente
elastico recuperara exactamente su forma inicial. En los sistemas elasticos se

despreciaran las perdidas de energia por calor.

La energia de deformacion depende de las caracteristicas de la curva carga-
deformacidn del cuerpo. Asi , por ejemplo, en la figura 1 el area sombreada nos
representa la energia de deformacién de un cuerpo con comportamiento elastico
lineal. El area sombreada en la figura 2 nos representa la energia de deformacién

de un cuerpo con comportamiento eiastico no iineal.

Para el caso de |a figura 1 la carga P se aplica gradualmente y por lo tanto la

deformacién aumenta gradualmente. El trabajo desarrollado por la fuerza P es:

W= J:ndé = energia de deformacion.



Fig. 1 caso lineal Fig. 2 caso no lineal

EL area no sombreada marcada con C en las figuras 1 y 2, se denomina "energia

complementaria de deformacion" y se calcula con la integral:

C = jédp = energia complementaria de deformacion

La energia de deformacion, puede aparecer debido a fuerzas axiales, de flexion,
de cortante y de torsién.( Elementos Mecanicos ) Estas fuerzas pueden
presentarse aisladas o en combinaciones de dos o mas de ellas. Enseguida se
obtendran las expresiones para la energia de deformacién debido a los efectos

antes mencionados, los cuales se consideran que actuan uno a la vez.

a) Efecto de fuerza normal

Considérese la barra mostrada en la fig. 3 , la cual tiene su area transversal

constante. -



El trabajo efectuado en la fibra analizada es:

dw = 6dF

O sea:

1M2 2
dw:——“:ddi
2 EI

el trabajo para todas las fibras en la longitud dx seréa:

2 G
dw = 1M —dx jy:dA
2El° ¢
Ml
dw=
2E1
El trabajo total en toda la viga sera:
! 2
Ww=|_M__ dx
o 2 ET
por lo tanto: - :
M
P J pe—
J 2EI

Donde Uy es la energia de deformacion interna debida al momento flexionante

c) Efecto de Fuerza Cortante.

Considérese que en el tramo de viga mostrada en la siguiente figura actian
fuerzas producen esfuerzos de cortante en él mismo. En la figura se exagera la

deformacion de de la fibra mostrada. Viga

.~ Eje neutro




El trabajo debido a la fuerza cortante es:

aw :}z-(fdA)(;fdx)
_re
r =
Ib
_t_Vo
' TG GIb

donde Q es el momento estatico con respecto al eje neutro y b es el ancho de la

seccion, entonces:
~

T
Il

Si
4 ”jQZ 9

entonces
V 2
dw = & dx

2GA

El trabajo efectuado en toda la viga sera:

_oviae

) I 2GA

9

por lo tanto

L 2
CV3dx
Yo s GI 2G4

donde Uv es la energia de deformacidn interna debida a fuerzas cortantes.



dx

| |

L S L

Fig. 3

La aplicacién gradual de la carga normal N produce la deformacion 6. En la

longitud “dx” el trabajo interno efectuado es:

pero

entonces

el trabajo total en la longitud L sera

debido a que el trabajo efectuado es igual a la energia de deformacion interna,

entonces:

donde Un es la energia de deformacion interna debida a cargas axiales.

dw:ﬁad\‘
2
o N
E = -— = ——
E AL
N N
dw= - = -~ dx
2 AE
LAz
W= j-—]-\-— o
o 2AE
‘ . "
N..
Un = [~ —dx
o J24E




b) Efecto de Momento Flexionante

Considérese que en el tramo de viga mostrado en la figura 4 actuan las fuerzas

que producen flexion en él mismo.

Viga &
oo

.o s q o

) Pzl A
Cz
7 *—9
_ dx
Eje Neutro
Fig. 4

Una fibra situada a una distancia "y" del eje neutro tendra como deformacion en la

longitud dx
O = &dx
Pero:
c M,
E = - = e
E El
entonces:
o = M'v-dx
El

Debido a que las fuerzas que producen flexidon se aplican gradualmente, el valor

de la fuerza promedio gue actua en el area dA, es:

F
dF = ;O'dA Recordar que = 74 O__Z

entonces:




La constante C es el llamado factor de forma y depende de la forma de ia seccion

transversal. Algunos valores de C se dan enseguida.

®O0 |

C=1 2 C=1.11 C=1.5 C=Aseccion/ Aalma C=1.2

d) Efecto de Momento Torsionante.

La viga mostrada en la figura 6 esta sujeta a un momento torsionante T aplicado

en un extremo de la misma.

N T
'4 dx ﬂ
¢ L N
Fig. 6

El trabajo efectuado en el segménto dx es:

|
dw == T

5 Y

pero Tdx

e

Tdx
W=

2GJ




para todo el elemento el trabajo sera:

Por lo tanto:

Donde Ut es la energia de deformacion interna debida a fuerzas de torsiony J es
el momento polar de inercia para una seccion circular. Valores de J para diferentes

secciones transversales se dan a continuacion.

% h

b

b’h’
3.6 (h2+b2

N

J= 0.02a*

Secciones Huecas. expresiéon general J= 22

ds _ 2xr

1

1




Secciones Abiertas

3
Expresion General _ v b

N

donde “b” son las longitudes generales y "t” son los espesores de las placas.

En el caso general de un elemento sujeto a los elementos mecanicos citados

anteriormente, se obtiene que la energia de deformacién total es:

U=U,+U,+U:+U,

0 sea:

N3dx ¢M7dx (CVidx (T dx
= 153 e e +IZGJ

La expresion anterior puede usarse también para vigas ligeramente curvas. La
limitacion para su uso se presenta cuando el radio de curvatura es menor que

cinco veces la dimensidn mayor que la seccion transversal.
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1.2.1 PRINCIPIO DE LLOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES

Este principio constituye la base para la aplicacidn de! principio de los trabajos

virtuales que se vera en el siguiente inciso.

Se entendera por desplazamiento virtual aque! desplazamiento hipotético de uno o
varios puntos de un cuerpo rigido en equilibrio. Las ecuaciones de equilibrio y las
condiciones de geometria del cuerpo no se altera debido a dicho desplazamiento,
el cual puede ser de magnitud pequena o infinitesimal. Dichos desplazamientos
son producidos por un sistema de cargas diferente al aplicado al cuerpo rigido en
equitibrio. Por 1o tanto, el sistema de cargas original se mueve cuando se produce
el desplazamiento virtual. El producto de cada carga del sistema original por el

desplazamiento virtual respectivo producira entonces "un trabajo virtual”.

Para mostrar el principio de los desplazamientos virtuales se usara en la figura 7,
en la cual se muestra un cuerpo rigido en equilibrio bajo el sistema de cargas
dado.

U\/‘\ m
}\ Fa

Fig. 7



Si el cuerpo esta en equilibric debe cumplirse que:

rFx=0
IFy =0
+3 FxY+ L FpX= 0

Si un cuerpo se traslada una distancia pequefia & cuya componentes son: 0x y Oy

se efectuara un trabajo que sera (Fig. 8)

W = 2Fx0x+2FyoOy

O sea:

W =0x LFx+ 0y 2Fy

A

Fy

F F>

Fig. 8

ya que dx y 8y son constantes en todos los puntos del cuerpo.



Debido a las condiciones de equilibrio [EFx=0] y [EFy=0] se tiene que:
W =08x2Fx + dy2Fy =0

Si el cuerpo ya trasladado sufre una rotacion pequeria 6 con respecto al origen 0,
las componentes del desplazamiento de cualquier punto seran ay paraiela al eje

"x"y ax paralela al eje "y".

El trabajo efectuado por el sistema de carga sera:

W=1IM + IFxay+ ZFux

O sed!

W= M LY+ IRX)

ya que ¢ es constante en todos los puntos.

Debido a las condiciones de equilibrio.

M+ LExY+ LFyX=0

se tiene que

W =o(IM +EFxY +5F3.X) =0

Ya que cualquier movimiento de un cuerpo puede descomponerse en un giro y
una trasiacién y se vio que en ambos casos el trabajo efectuado vale cero, se

puede enunciar que:

"Si a un cuerpo rigido en equilibrio bajo un sistema de fuerzas dado se le
desplaza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema durante el

desplazamiento virtual es cero”.



2.3 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

Considérese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig. 9, el cual se

encuentra en equilibrio bajo el sistema de fuerzas dado.

Fj

Fig. 9

Los elementos 1 y 2 de las figuras anteriores se muestran como cuerpos libres en

la figura 10.

Fi

4

Segmento ] Segmento 2

Fig. 10

El segmento 1 es un segmento interno y esta sujeto a fuerzas internas en todos
sus lados. El segmento 2 es un segmento de borde y esta sujeto a una fuerza

externa Fi en uno de sus lados y a fuerzas internas en los otros.



Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido por una accién
diferente al sistema de fuerzas dado las fuerzas externas e internas s€ moveran y
por lo mismo efectuaran un trabajo virtual.

Por lo anterior, cualquier segmento del cuerpo deformable sufrird un giro una
translacion y una deformacion virtual. Si se representa por dWe al trabajo

desarrollado por las fuerzas externas en el segmento se tiene que:

dWe = dWgr + dW;

donde dWgr es el trabajo virtual de deformacion del segmento tratado como

cuerpo rigido y dW, es el trabajo virtual de deformacion del segmento.

Por el principio de los desplazamientos virfuales se sabe que

dWRT =0

por lo tanto: dWe = dW,

El trabajo desarrollado en todo el cuerpo sera:

We=Wi

donde Wi es la energia de deformacion interna virtual def cuerpo y We representa
el trabajo virtual total debido al sistema de fuerzas externas F, ya que el trabajo

desarrollado por las fuerzas inter segméntales se anula.

Por lo visto antenormente se puede anunciar que:

"Si una estructura deformable en equilibrio bajo un sistema de fuerzas dado,
se sujeta a un desplazamiento virtual debido a una fuerza adicional, el
trabajo virtual producido por las fuerzas externas, es igual a al trabajo de

deformacion de las fuerzas internas'.



_ — = Sy Fyrmm ¢
FACULTAD DE INGENIERIA UNAAM
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

DIPLOWARG
02 ANALISIS Y BISE0 0F ESTRNGTURAS ¥ CHREITACOIES

MEDULO | ANALISIS ESTRUGTURAL
CLAVE A1

TEMA
ANEXO 4: METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

DELIS AL 30 DE ABRIL

ING. IGNACIO HERNANDEZ QUINTO
PALACIO DE MINERIA
ABRIL DE 2004

Polocio de Mineria, Calle de Tacuba Mo 5. Primer pise, Delegacidon Cuauhtémoc, CP 06000, Centro Historico, México DF
APDOC Postal M-2285 @ Tels 5521 4021 al 24, 5623 2910 y 5623 2971 ® Fax: 5510 0573



Método de las flexibilidades

5.1. Introduccion

El procedimiento general para la solucion de estructuras se basa en la necesidad de
que las deformaciones de la estructura deben satisfacer las condiciones de compatibilidad
con los requisitos estructurales.

Utilizando este método, un sistema indeterminado se descompone en un sistema de
estructuras determinadas. esto se logra suponiendo los esfuerzos y/o los componentes de
reaccidon redundantes, pero siempre teniendo una estructura estable e isostatica. Debido a
que las fuerzas redundantes son manejadas como incognitas, el procedimiento recibe el
nombre de método de las fuerzas.

Posteriormente se escriben las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones para
cada punto de aplicacién de los esfuerzos y/o reacciones redundantes, aplicando el
principio de superposicion.

Resolviendo simultineamente estas ecuaciones se obtienen las magnitudes v
sentidos de las redundantes (esfuerzos y/o reacciones).

Este método no es recomendable para la solucion de estructuras como por ejemplo
un marco continuo de varios pisos. sin embargo. se puede usar ventajosamente en el caso
de marcos de una nave v un piso de formas poco usuales.

5.2. Analisis de vigas

Para mostrar la aplicacion del procedimiento considérese la viga apovada de la Fig.
5.1 cuyo grado de indeterminacion es uno. Tomando la reaccion en B como redundante se
tiene una estructura isostatica v estable denominada estructura primaria, habiendo hecho
esto. el extremo B queda en libertad de flexionarse bajo la accion de la carga como se
muestra en la figura 5.1.b la carga ¥ se quita ahora v se aplica una carga vertical en ¢l
punto v a lo largo de la linea de accién de la reaccion redundante Rp calculandose la
deflexion dg en términos de Ry (Fig. 5.1.¢)



a) Elastica de la viga real. Sameeve

IA B B :
— - - .¢Ab A.:-:"‘.-- ._, « ‘-

b) Elastica debida a la carga externa.

c) Elastica producida por la reaccion Rp. Fig. 5.

Enseguida. superponiendo los dos desplazamientos puesto que:
Ag+0,=0

Se halla una solucion para Rp. el efecto de esta superposicion se debe a que en realidad no
se mueve el punto B por la accion de las fuerzas aplicadas y la reaccion redundante. Una
vez conocida Ry las reacciones pueden obtenerse por medio de las ecuaciones de estatica.

Se hace notar el hecho de que la reaccion Ry se supuso hacia arriba porque asi lo
indica ¢l sentido estructural. sin embargo. esto en realidad carece de importancia. pues si se
supone incorrectamente. entonces la reaccion hubiera resultado con signo negativo. Si se
tiene una estructura con »n redundantes. los desplazamientos se calcularan para v + /
sistemas de cargas:

a) Un analisis para el sistema de cargas original.
b) Un analisis para efectos de cada redundante.

Las ecuaciones de compatibilidad implican » ecuaciones lineales, donde cada una
expresa una condicion geométrica de la estructura real. En ocasiones es necesario hacer

mas de un analisis si el problema se resuelve por medio de tablas.

5.3. Solucion particular ¥y complementaria



Haciendo referencia a lo sefialado en la introduccidn, una estructura hiperestatica se
puede resolver poniendo cualquier combinacion de componentes de esfuerzos v/o
reacciones redundantes, a estas combinaciones se les llama estructuras primarias.

I.a eleccion de la estructura primaria no es unica, sino principalmente es un asunto
de conveniencia el determinar cuales seran las incégnitas o redundantes de manera que se
realice el menor trabajo posible.

De acuerdo a la seleccién de la estructura primaria se pueden tener varias
alternativas, dicha estructura se obtiene eliminando apoyos, transformande un tipo de
apoyo en otro mas sencillo o insertando articulaciones en la estructura original, siempre
teniendo presente que la estructura primaria serd isostatica v estable para cualquier sistema
de cargas aplicado.

[lustraremos lo anterior considerando la estructura de la Fig. 5.2.a cuyo grado de
hiperestaticidad es 3. las alternativas de solucidn. entre otras se sefialan en los incisos b). ¢}
v d) de la misma figura.

En el inciso b) se hizo la supresiéon de las reacciones del apoyo D, la alternativa del
inciso c¢) se baséd en la transformacién de los apoyos originales en otros mas simples v,
finalmente. la solucion presentada en d) tiene como redundantes los momentos en los nudos
B, C. v D en donde se insertaron articulaciones. '



c) d)

Fig. 5.2

Para el analisis de estas estructuras se llamara solucion particular a la estructura
primaria sobre la cual obra el sistema original de cargas v solucion complementaria a la
estructura primaria considerando la accion de cada una de las redundantes o incognitas.

5.4 Calculo de las flexibilidades.

Como ejemplo para la obtencion de las flexibilidades y el establecimiento de las
ecuaciones de compatibilidad o congruencia. considérese el marco de la Fig. 5.3.a.
Suprimiendo las reacciones del apovo D. se tiene el marco isostatico de la Fig. 5.3.b el cual
es la estructura primaria.



a) Estructura original - b) Esiructurzi.briméria
Fig. 5.3

Aplicando el principio de superposicion de causas y efectos. el marco original se
puede descomponer como se muestra en la Fig. 3.4 con los efectos indicados.



En base a las condiciones frontera de la estructura real las ecuaciones de
compatibilidad se basaran en lo siguiente: estan restringidos los desplazamientos vertical v
horizontal , asi como el giro en el punto D

Si se establecen las ecuaciones que garantizan la compatibilidad de deformaciones
se tiene:

a) El desplazamiento horizontal en D es cero:

Apy =App + F X+ Fp Xy + Fp X5 =0
b) El desplazamiento vertical en D es cero:

Apy =8, + F X+ Fo X, + Fu X, =0
¢) El desplazamiento angular en D es cero:

Opy = Oup + By Xy + Fp X, + F5,X, =0

Resolviendo simultaneamente esas ecuaciones se obtienen las magnitudes de las
incognitas, si alguna de estas resulta con signo negativo indica que el sentido es contrario al
supuesto originalmente.

La ecuacion matricial del método de flexibilidad siguiente:

ls17]=[a]

En donde [A] indica desplazamientos lineales v angulares. [F] las incognitas

{momentos v/o reacciones) v [5] es la matriz de flexibilidad. la que es simétrica debido al
teorema de los trabajos reciprocos de Maxwell.

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier método. mas en lo
siguiente se calculan aplicando el principio del trabajo virtual. En los mismos coeficientes
el primer subindice indica la correspondencia con ¢l Erado de libertad vy el segundo la causa
que provoca el desplazamiento.

Por lo tanto para resolver una estructura utilizando el método de las fuerzas se
procede de 1a siguiente manera:

1. Se determina el numero de reacciones de la estructura. si el numero de estas es
igual al numero de ecuaciones independientes de equilibrio, el problema es
1sostatico. si es mayor el problema es hiperestatico y se obtiene el grado de
indeterminacion de ».

Se considera la estructura primaria eliminando las » reacciones redundantes,
teniendo siempre una estructura isostatica y estable.

2



Se aplica el principio de superposicién de causas y efectos, estableciéndose una
ecuacion por cada redundante de modo que se cumplan las condiciones de
compatibilidad de deformaciones en la estructura real.

4. Se resuelven las n + 1 estructuras, calculando los desplazamientos (lineales v/o
angulares) en los puntos donde se eliminaron las reacciones redundantes,
expresandolos en funcion de las fuerzas originales y de las reacciones
redundantes.

5. Resolver el sistema de » ecuaciones obteniendo el valor de las incégnitas. las
reacciones restantes se calculan haciendo uso de las ecuaciones de la estatica.

6. Trazar los diagramas de los elementos mecanicos. En ocasiones es necesario

hacer mas de un andlisis debido a la carga externa cuando el problema se

resuelve mediante el uso de tablas.

Lad

5.5 analisis de armaduras,

Cuando se aplica ¢l método de las fuerzas a la solucion de una armadura
hiperestatica, el problema puede ser que exista hiperestaticidad externa. interna o la
combinacion de las dos. A continuacion se enuncian dichos casos.

5.5.1 Estructura isostitica interiormente e hiperestitica exteriormente.
:

Consideremos la armadura de la Fig. 5.5.a. la estructura se convierte en isostdtica
exteriormente si se quita un apoyo. el intermedio por ejemplo. debido a esto se produce el
desplazamiento 4;p causado por la accidén de las fuerzas externas. En seguida se afiade la
estructura 5.5.¢c en donde se aplica la reaccion en £E. la cual se produce por el
desplazamiento f;;. Utilizando el principio de superposicion la condicion de deformacion
en el apovo E de la estructura original implica que ¢l desplazamiento vertical es nulo. por lo
que la ecuacion de compatibilidad es:

Ap+ X, =0

Una vez calculado el valor de la incognita se encuentran los esfuerzos finales en las
barras sumando algebraicamente las fuerzas producidas por el sistema externo de cargas y
al efecto de la redundante.

5.5.2 Estructura hiperestitica interiormente e isostatica exteriormente.



En este caso se dice que hay barras o miembros redundantes. tantos como:
Barras redundantes = b—2j+3

Donde:

b = numero de barras
j = numero de nudos

Analicemos la armadura de la Fig. 5.6.a, la solucion de este problema se lhimita a
conar la barra redundante. calculando el desplazamiento relativo entre los nudos que
limitan a la barra.

Primero se encuentra el valor del desplazamiento relativo ocasionado por el sistema

de cargas aplicando (Fig. 5.6.b) v después el debido a la barra redundante (Fig. 5.6.c). se
aplica la ecuacién de compatibilidad que es:

AIP+flle =0

De donde se encuentra la incognita v los resultados finales son la suma de los
esfuerzos bajo el sistema de cargas v los de la barra redundante.

5.5.3 Estructura hiperestdtica interior y exteriormente

Este problema se resuelve con la combinacion de los casos o sea eliminando los
apovos v barras v aplicando las condiciones de compatibilidad.

Los desplazamientos debidos a carga axial se calculan por medio de la siguiente
formula:

LN R
A= "L
2, E

i ]

En donde:



N, = fuerzas normales debidas al sistema de cargas.
n, = fuerzas normales debidas a la carga unitaria.
A, = Area transversal de la barra i.

E, = modulo de elasticidad de la barra 1.

L, = longitud de la barra 1.

b = numero total de barras.

La aplicacion de esta formula se simplifica efectuandola por medio de la siguiente

tabla:
Desplazamientos | Nfinales =N + n=1X,
4 =X Nfinal
Barra L A N n Ll Jii n 1 inales
Nn 737}
— — L ton ton
AE AE
A-C
B-D
A-B
C-D
A-D
B-C
Y

En resumen. para la solucion de armaduras aplicando el método de flexibilidades se

procede de la siguiente manera:

-

L

Ln

Se determina el numero de reacciones v el namero de barras de la armadura. si el
numero de las incégnitas es igual al de ecuaciones independientes de equilibrio. el
problema es isostatico. si es mavor el problema es hiperestatico v el grado de
indeterminacidn es el numero de incdgnitas en exceso (n).

Se considera una estructura primaria suprimicndo las redundancias (apoyos y/o
barras). teniendo siempre una estructura isostatica v estable.

Se aplica el principio de superposicion anadiéndole a la estructura primaria las
redundancias. formulando una ecuaciéon por cada una de estas de manera que sc
cumpla con la compatibilidad de deformaciones de la estructura original.

Se calculan los desplazamientos en los puntos donde se quitaron los elementos
redundantes. causados por el sistema real de cargas y por cada una de las
redundantes.

Se procede a la solucion del sistema de » ecuaciones obteniendo los valores de las
redundancias. los elementos de reaccion faltantes se evaluan por medio de las
ecuaciones de la estatica.

los esfuerzos finales en las barras se calculan sumando los valores producidos bajo
el sistema externo de cargas v los debidos al efecto de las redundantes.



Nota: Debido a que para el calculo de desplazamientos en los ejemplos de aplicacion se
utilizo el método de trabajo virtual. suponiendo fuerzas concentradas y/o momentos en los
puntos de interés en la direccidn en que se deseaban los desplazamientos. fue necesario,
para la formulacion de las ecuaciones de compatibilidad establecer la convencion de signos
de que son positivos los desplazamientos lineales horizontales a la derecha. los verticales
hacia arriba, al igual que los giros en sentido contrario al de las manecillas del reloj
(excepto en el del ejemplo5.10 en donde los giros tienen convencién contraria a la
anterior). Por otra parte, las figuras sombreadas indican momentos positivos y, por
consiguiente, las que se encuentran en blanco corresponden a momentos negativos.

10
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2.4 TEOREMA DE BETTI

Considérese el cuerpo elastico mostrado en la figura 11 en el que se aplican dos

sistemas de cargas a la vez los cuales aparecen por separado.

P p
2 F, F;
Fy
AN . p
77 7/ 0 Y77
Sistema defuerzas A Sistema defuerzas B

Si se aplica el principio de ia superposicion de causas y efectos, se puede hacer el

siguiente analisis:

Si se aplica gradualmente primero el sistema A y luego el sistema B, el trabajo

efectuado por dichos-sistemas de fuerzas sera.

w =L pisi+ })—ch?j + PiSij

2
Donde:
01 son los desplazamientos producidos por las fuerzas Pi
5j son los desplazamientos producidos por las fuerzas Fj.

61_] son los desplazamientos en la direccion de las fuerzas Pi debidos a

la aplicacion de las fuerzas Fj.



Si ahora se aplica gradualmente el sistema B y luego el sistema A, el trabajo

efectuado por dichos sistemas de fuerzas sera:

A B
W = —;—Fjﬁj + 5P161 + Fjdji

donde:

é:]l son los desplazamientos en la direccion de las fuerzas Fj debido a la

aplicacion de las fuerzas Pi

Debido a qgue el orden de aplicacion de los sistemas de fuerzas no afectan al

trabajo externoc total, las expresiones obtenidas arriba se pueden igualar:

| IR R T R
2—P161 + E—FJBJ+ Pidij = E—FJBJ + E-Pl&l + Fjo)1

donde.

Pidi)= Fjdji

que es el teorema de Betti, el cual puede enunciarse como sigue:

"El trabajo que realiza un sistema de fuerzas A debido a los desplazamientos
que en sus puntos de aplicacion le produce un sistema de fuerzas B, es igual
al trabajo que realiza el sistema de fuerzas B debido a los desplazamientos

que en sus puntos de aplicacion le producen el sistema de fuerzas A".

Un enfoque mas simple puede darse observando la viga mostrada en la Fig. 12,

en la cual se aplican simultaneamente la fuerzas Pa y Ps.



b3
=

Fig.12

Considérese que se aplica gradualmente primero la fuerza P4 la cual produce los

desplazamientos mostrados en la figura 13.

Fig.13

Considerese ahora, que se aplica gradualmente la fuerza Pg con Pa en posicion

como se ve en la figura 14.

Pa Py
2 JL J.g
Z R t
34~ 0. -'-"'.._ On
~. _‘_
Fig.14

Ei trabajo total de las fuerzas aplicadas es:

I
W= Pg, ; Pody + P8

AB




Si se invierte el orden de aplicacion de las cargas, se tiene que:

—___-
-

PB PB
2 ! |
ﬂ -..:_é"’-.__ B _1—_
8, ._""'"-,,_ Sp + By
~. _'_
Fig.15

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es:

W=

|
= i'pBBB + 2 Pyd, +Pydp,

Por lo tanto, igualando las expresiones del trabajo total, se tiene:

1 1 1 1
5 Pyd,+ ‘2 Ppdy+ P8 g= 2 Pydy + 7 PO+ Padpa

de donde:

PA(SAB = PB(SBA



2.5 TEOREMA DE MAXWEL

Considerando el marco mostrado en la figura 16 al cual se le aplica una carga Pa
en el punto A y después, al mismo marco se le aplica una carga Pg en ei punto B.

Pa
'/ g
d e A 4 S——__ A S-:
4 Ty Ty =+
! !
! /
! {
1 {
! !
! f
/ !
{ !
/ 8 r’ B P
! 4— 'y
+opt + T

Fig.16

53,4 es el desplazamiento producido por Pa y tiene la

segun la figura 16
direccion Pg.

Y 5__15. es el despiazamiento producido por Pg y tiene la direccién Pa.
Por el teorema de Betti se tiene: P, =P,
Oap = Opa

Segun Maxwel si P4 es igual a Pg , se tiene :

por lo tanto, puede enunciarse que:

"El desplazamiento en un punto A (en la direccion de la fuerza aplicada en A)

debido a la aplicacion de la fuerza P en un punto B, es igual al
desplazamiento en el punto B ( en la direcciéon de la fuerza aplicada en B)

debido a la aplicacion de una fuerza P en el punto A"



El teorema anterior también es valido para el caso de rotaciones o de
combinaciones entre desplazamiento lineal y rotaciones. Un caso como el que se

muestra en la figura 17 aclarara lo anterior.

ol
caso a) ! l - ] +

caso b) £3 513)

(\q | 2 3 4
caso ¢) A A

Fig.17
En los casos a) y b) se tiene: P5,,= P5,
entonces: 523 = 532
En los casos a) y ¢) se tiene: P3,,= M§,,
si Py M tiene la misma magnitud, entonces 85,,=8,,
En los casos b) y ¢) se tiene Pb,, = Md,;
si Py Mtiene la misma magnitud, entonces: 8,,= 8,




2.6 METODO DEL TRABAJO VIRTUAL

Es un método muy versatil para calcular desplazamientos en las estructuras. Estos
desplazamientos pueden ser debidos a cargas de cualquier tipo, cambios de

temperatura, contracciones en el material estructural é errores de fabricacion.

La expresiéon basica para el método de! trabajo virtual ya se vié antericrmente y es:

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual interno
We = Wi
En la ecuacion anterior se puede expresar el primer termino como e! producto de
una carga conocida por el desplazamiento buscado. El segundo termino se puede
expresar en funcion de los elementos mecanicos de la estructura, lo cual se hara
enseguida.
Considérese la armadura mostrada en la Fig. 18 la cual esta sujeta a un sistema

de cargas P, y en la cual se desea calcular el desplazamiento vertical en el punto
A

Fig.18
Considerese ahora una armadura sujeta a una carga F en el unto A en la direccidn
de

o

Fig.19

réd4



Si se denomina con N a las fuerzas axiales en los elementos debidas al sistema

de cargas P, y como n a las fuerzas axiales en los elementos debidas a la carga f,
se tiene segun Betti que:

We = lF(Su
2

WI.Z%ZN(nLJ

AE

-

donde el término con paréntesis es el alargamiento o acotamiento de cada
elemento de la estructura debido a la aplicacion de la carga F. Por lo tanto:

L rs=diy ik

2 2 AF
Sise da a F el valor unitario (puede ser cualquier valor) se tendra que:

Ovd = Carga Axial

En la forma semejante se pueden establecer las expresiones del trabajo virtual
interno para los demas elementos mecanicos y se obtiene:

1.
W. =_1 M{nd}( Flexion
' 24 El
L,
= 1 j' CVY dx Fuerza Cortante
‘2] GA
L.
.= 1 JT tdx Torsion
! 2 o GJ {Momento Torsionante)




2.7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO

En este teorema sirve para determinar desplazamientos en cualquier direccion en
una estructura.

Considérese la Fig. 20 mostrada en la cual las fuerzas P y Q se aplica gradual y
simultaneamente.

>

r7rs

O
0

haalpe——

El trabajo efectuado por Py Q es: P Op Q BQ

Si se aumenta la fuerza P en dP ( Fig. 21) con P y Q en posicion, el incremento del
trabajo o energia de deformacién interna es:

P+dP Q

T — o ——

Fig. 21

dW

il

(P+dP) d& +Qd &g
dw = Pd6]>+dpd6]>+QdBQ



Si se desprecian los productos diferenciales dP dép = 0 se tiene:

dW = Pd&+Qds,  — (b)

También se puede valorar dW de la forma siguiente: considérese que se aplican

P+dP y Q gradual y simultdneamente, entonces el trabajo total efectuado es:

Wy = E+ dP | (5 +d 8p) + Q (8¢ d 80)

2 2
despreciando los productos diferenciales

_ Por N Qdo N ordP N Pdor N Qddo

WT
2 2 2 2 2
pero Wr =W+ dW
0 sea
dW=Wr - W

y de |las ecuaciones (a) y (c) se obtiene:

. {w 08 &dP  PdS Qd&] } [p 5o
2 2 2 2 2 2

_odP Pdé:QOd&
2 2 2

dw

si se sustituye (b) en la expresidén anterior

AW - ordP N aw
2
0 sea
dw = 61- dP
de donde: Op  dW
~ dP
que puede escribirse como:
or = ow
p = —
OP

10
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Por todo lo anterior puede enunciarse que:

Primer Teorema de Castigliano:

"La derivada parcial de la energia total de deformacion con respecto a una
fuerza P, es igual al desplazamiento lineal ( producido por el sistema de

fuerzas dado) medio en la direccion de la fuerza P'.

E! teorema anterior puede resumirse en las expresiones siguientes:

o L N7
c% = '[:;»de ( axial )
;2
S o ’j Af* y
P oP ! 2E ( flexion )
o 3, IC Vody
P P  2GA ( cortante )
) I >
D
v ( torsion )
Segundo Teorema de Castigliano:
oW
v =
oM

"La derivada parcial de la energia total de deformaciéon con respecto a un
momento M, es igual al desplazamiento angular ( producido por el sistema

de fuerzas dado} medio en la direccion del momento M.
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METODO DE RIGIDECES
MARCOS PLANOS CON BARRAS INCLINADAS

Agustin Deméneghi Colina*

El1 metodo de rigideces consta de 1las siguientes etapas (Beaufait et
al 1970):

a) Se empotrd la estructura y se . determinan los elementos mecanicos
cuando la estructura estd empotrada;

b) Se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos
mecanicos debidos a desplazamientos lineales y angulares;

c) Se establecen las condiciones de equilnibrio en cada uno de los
nudos donde haya desplazamientos diferentes de cero;

d) Se resuelven las ecuaciones

de equilibrio y se obtienen 1los
desplazamientos de la estructura s

e) Se obtienen los elementos mec&nicos en los nudos de la estructura.
La ecuacién general de equilibric de la estructura es

K3+ +P =0 (1)

donde . s .
K = matriz de rigideces de la estructura
s = vector de desplazamientos
p® = vector de cargas de empotramiento
'E‘c = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la
suma de las matrices de rigidez .de todas y cada una de las barras que
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la

estructura ©s igual a la suma de los vectores de carga de todas y
cada una de las barras de la est ructura.

A continuacion cobtendremos la matriz de rigidez y el vector de cargas
de empotramiento de una barra con apoyos continuos, sometida a una
carga uniformemente repartida w (fig 1). Utilizaremos la siguiente
convencion de signos, para una barra horizontal (fig 2): los giros se
consideran Ppositivos en sentido antihorario, 1los desplazamientos
verticales son positives si van hacia abajo y los desplazamiento
norizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig 2a). Los
momentos flexionantes son positivos en sentido horarioc, las fuerzas
cortantes verticales son positivas si van hacia arriba y las fuerzas

cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fig
2b) .

x Profesor del Departamento de Geotecnia.

_ Divisién de 1Ingenieria
civil, Topografica y Geodésica.

Facultad de Ingenieria. UNAM .



Demos un giro 6; en el extremo i zquierdo de la barra. En la fig 3a se

muestran los elementos mecanicos ocasionados por este giro. En la fig
ap se muestran los elementos mecéanicos producidos por un giro 6’ en
q

el extremo derecho. Las figs 3c y 3d exhiben los elementos mecanicos
provocados POX Uun desplazaniento vertical 8! en el nudo izquierdo y

un desplazamiento vertical 6! en el nudo derecho, respectivamente.

Las figs 3e Y 3f muestran los elementos mecanicos producidos por un
desplazamiento horizontal &’ en el nudo izguierdo y un desplazamiento

horizontal &/ en el nudo derecho. Las figs 3g y 3h contienen los

momentos producidos por un giro de torsidn 8! en el nudo izquierdo y
un giro de torsion e; en el nudo derecho.

Les elementos mecanicos gque aparecen en la barra m valen

M¢ = wi?/12- + (4EI/L) a; + (2EI /L) 8- (6EI/L%) 8! + (6EI/L?) s/
P

(2)
M’ = - wiL?/12 + (2EIL/L) 6! + (AEI/L) - (6EI/1%) &' + (6EI/L3) &7
q o 8
(3)
v’ = - wL/2 - (6EI/L?) or - (6EI/L?) 0r+ (12EI/L) &’ - (12EI/L°) &'
(4)
vy = - wL/2 + (6EIL/L?) 0! + (6 EI/L?) or- (12EI/L%) 80 + (12EI/L%) 8!
(5)
N/ = (AE/L) 8, = (RE/L) &/ (e)
N = - (BE/L) 8 + (AE/L) 8, ' (7)
M; = (GI;/I’) 6: - (GIL/L) e; (8)
M = - (GI,/L) 8] + (GI /L) 6] (9)

En una viga de seccidn rectangular de dimensiones b por h, el momento
polar de inercla debido a torsion se puede valuar en forma aproximada
(Beaufait et al 1970)
3

h b b b s
I, 5— [1- 0.63¢ + 0.052 (¢ ) )

m

(10)
hzb

Los elementoS mecanicos que transmite la barra al nudo estan dados
por : .



B! = K! 8!+ ()¢ S (11)
donde
, i
% 4 % 8 sL s & g
4EI/L 2E1/L - ee1L? sELL’ o 0 (') ] ] 8’
ZEI/L 4EI/L - szm.z ezm.z o 0 0 0 el:
_651/;_2 - 6EINL° 12:1/1.3 -122m3 o] 0 0 0 6?
g; = 6EI/L2 GEI/LZ - 1251/1.3 12&:1/1.:l o 0 0 0 62
0 o ] 0 AE/L -AE/L 0 ] &’
0 o o 0 —AE/L AE/L 0 o 6':
o o o o o 0 GIt/L -GIt/L 6:
._.0 0 0 "¢ o () -GIt/L  GItA GE
(12)
- . ]
o
50
r
&p = Se (13)
4
6"’ -
®a
°p
L -
wLZ /12 - -
- wL/12
- wL/2
- WwL/2
(B2 " = 0 (14)
o
]
0
K/ = matriz de rigidez de la barra m
§; = vector de desplazamientos de la barra m
(E::) * = vector de cargas de empotramiento de la barra m



veamos a continuacidn la determinacién de la matriz de rigidez y del

vector de cargas de empotramie
nto para una estruct id3
ura tridimensi
formada por Marcos planos ortogonales entre si (fig 4): e nsional,
pueden existir barras inclinadas . ; en cada marco

En la fig 5 sSe presenta la transformacid
< _ cién de un vector 4 i
global x-¥ al sistema local x'-y ‘. Aplicando las ecuacionese]c-lesizti?;

5 a la barra inclinada de la fi " :
2on eje de giro vertical): g 6 (despreciando el éfecto de torsion

9;=9p 8‘:=6q

6;=I5r cos a - & sena
5;=55 cos & = & sen«
6;=6r sen @ + 3 cosa
8:=69~ sen a + & cos «

el’ - 6“ CcCosS o
a

a
g = 8" COs «
b b

Aplicando las expresiones de la fig 5 a la barra de la fig 7:

6’ =6 ¢cos B - 8 sen§p
a

P P
! = fe{e] -
eq eq s B 6 sen§p
[ -
ea ep sen B + ea cos B
"o
eb eq sen B + eb cos 8
Sean
. o —_
p
el
q
6!
r
' = 4
n s
5 (15)
u
61‘
v
9!
a
r
p
L ]




P
o _
q
ar
3 = 65 (16)
‘Su
av
6a
N
—
Es decir
80 =T, 8, (17)
donde
ep eq 61_ 6‘ au av ea Gb
. ﬂ'
cos B8 O 0 0 (o] 0 - sen B 0 ep
0 cos 8 0 0 O 0 0 - sen B 6q
0 0 cos o 0 - sena 0 (4] 0 ) 6'_
0 0 0 CoS a 0 -sen o 0 0 ; 6_
In = 0 0 sen « 0 cos a O 0 0 s
0 0 0 sen a QO cCos o ¢ 4] 5"
°2g&n%g ° 0 0 ° ° °g8s%  © 6,
Lo cganae 0 ¢ 0 0 0 csgsaa _ 9b
(18)

Los desplazamientos de los sistemas local y global estan relacionados
mediante las siguientes expresiones

g’ = 6 cos B - O senp (19)
p

g’ = 6 cos B - 6 sen B (20)
q q b

§' = & cos @ - & sena (21)
r r u

§’ = &_ cos a - 8 sen« (22)
s v

5 = & sen a + & cos a (23)
u r u

§' = & sen a + & cosa ' (24)
gt = ep cos a sen +8 cos a cos B - (25)
a

6! = eq cos « sen § + 6 cos o cos B (26)



En el sistema local x’-z’ (fig &)

' LR
pr =K, 8.+ (B)

Pero

r =T P
Y pr =I P

Sustituyendo 1a ec 29 en la ec 27

= r ’ e, s
T B =K 3§ + (B)

m
sustituyendo las ecs 17 y 28 en la ec 30
= ' e
Em En l(-ﬂ II -a'ﬂ + II Bm

. -1
Premultiplicando por T

— -1 F)
p =I K I 3 +P
donde
4 9 r 8 u v
cos 8 O 0 0 4] 0
0 cos B O 0 0 0
4} 0 cos a 0 . sen a 0
1 0 0 0 cosa 0 sen «
n " 1o 0 -senc 0 cos a 0
0 0 0 -sena (0] cos o
-sen B O 0 0 o o
En el sistema global .
En = Kﬂ:\ §lll + Em
 m—1
donde K =T" K/ T

(27}

(28)

(29)

(30)

D
v

©
<« & ®» 49 a

® 00 0 O O

-]

o

-3

(31)

(32)

(33)

Sustituyendo las ecs 12, 18 y 31 en la ec 33 , se obtiene la mat-

K , la cual se muestra en la tabla 1.



para el vector de cargas de empoctxramiento:

P° = ey (34)

Y

Para una barra sorgetida a una carga uniforme v en el sistema local
x’ -z’ , el vector B vale

(WL§/12) cos B
- (WL"/12) cos B

- (WL/2) cos «
- {WL/2) cos «
= (WL/2) sen a (35)
(WwL/2) sen «

. - (WL2/12) sen B
L (wlL"/12) sen B

4

La ec 33 proporCiona la matriz de rigidez de la barra inclinada m,
para el sistema coordenade general x-y-z . Las ecs 34 © 35

proporcionan el vector de cargas de empotramiento de la barra
inclinada m, para el sistema coordenado ¢general x-y-z .

En resumen, pri}ne_ro se utilizan la tabla 1 y las 34 6 35 para hallar
1a matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las
barras de la estructura., la matriz de rigideces de la estructura
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de rigidez de
todas y cada una de las barras que forman la estructura; el vector de
cargas de empotramiento de la estructura completa es igual a la suma
de los vectoOIres -de carga de todas Yy cada una de las barras de la
_ estructura. ?,ustltuyendo en la ec 1 se obtiene la ecuacidn matricial
de equilibrio de toda la estructura; resolviendo el sistema de .
ecuaciones Se oObtienen los desplazamientos correspondientes al
sistema global X-y-z (vector &) . Los elementos mecanicos en las '
barras se obtienen de la siguiennte forma: primero se determinan los-
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 6 las
ecs 19 a 26:

8’ =T 2, (ec 17)

A continuacion, los elementos mecanicos en la barra m se determinan
con la ec 11 © con las ecs 2 a 9= .

P/ = K! 8. + (B) (ec 11)



Ejemplo 1

Determinar 1o0S elementos mecinicos en los nudos de la estructura de
la fig 8a. )

Solucidn |
Primeramente numeramos las barxras Yy los grados de libertad de 1la
estructura (fig 8b). En este ejemplo no se toman en cuenta los
efectos de torsion (g = 0). _

Barra GP eq 6,. 5' Su ‘ 5' o
Grados
3 Bn 61 67 53 59 68.2
eu e‘z 6‘7 83 59 ' '510 o
3 e, 2 s, 3e 3, 5, 111.8

Empleando la tabla 1 se obtienenn las matrices de rigidez de las bargs
1, 2 y 3, las cuales se muestram en las tabla 2. La matriz de rigidez
de la estructura completa en el sistema global es la suma de las
matrices de todas y cada una de las barras.

sumando las matrices de las barxras 1, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos

6'7 69 59 510 911 912
[ 32578.02 - 664.2 12719 .58 0 -1877.77 -1992.6
-664.2 32578.02 0 -12719.58  1992.6 1877.77
K= | 12719.58 0 71622 . 66  -66420 -287.08 0
0 -12719.58  -66420 71622.66 0 -287.08
-1877.77  1992.6 -287 . 08 0 9080.45 3985.2
-1992.6 1877.77 0 -287.08  3985.2 9080.45
L L
- -, G - _ _ GL
- 24 0
- 24 8 0 8
p° = ¢ = 0 9
10 0 10
24 11 0 11
- 24 12 0 12
L — - p_—

A continuacién planteamos la ecuacién matricial

ks + P +pF =0

(ec i

O O o O ™ O

I

-



Resolviendo el sistema de ecuaciones se’ obtienen los siguientes
desplazamientos: S

5, = 0.00080245 m 8, = 0.00080245 m
59 = - 0.00008378 m 610 = 0.00008378 n
e = = 0.00473308 e . = 0,00473308
11 12
Ademas S, =62=63= 8, =6, = 6, =0

1os elementos mecdnicos en cada barra se hallan con el empleo de la
ec 11: , s e, .
B = K] & + (E) . tec 1)

Las matrices de cada barra en el sistema local (Kg)se obtienen con la

ec 12. En la tabla 3 se exhiben estas matrices para las tres barras
de la estructura.

El vector de desplazamientos 5 se halla con el uso de las ecs 19 a

26, mientras dgue los elementos mecanicos en cada barra (sistema
local) se determinan con el empleo de las ecs 2 a 9. La tabla 4

contiene el computo de desplazamientos y elementos mecanicos para las
barras 1, 2 Y 3.

Ejemplo 2 .
Determinar 1lOs elementos mecinicos en los nudos de la estructura -de
la fig 9a. Despreciar el fenémeno de acortamiento de barras.

Solucidén

Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la
estructura (fig 9b): :

SISTEMA GLOBAL x-y

Barra 6 e s 5 8 )
P q T . B a b
1 - 92 - 61 - ‘ 63

SISTEMA LOCAL x’ -y’

Barra e’ e’ &' 8’ e e’
P q r : & a b
- e’ - 5! _ g’
1
e’ - 8! - 6!’ -
1



Los desplazamientos estdn relacionados entre si, de acuerdo con 1las
ecs 19 a 26 '

Barra 1

[»2}
-
i
[+2]
-
L+
-
i
L2
n
L]
@
-
I
D

Barra 2
&8 = §&_ , 8’ =g
1 2

Las matrices de rigidez y los <vVectores de empotramiente en el
sistema global, se hallan con lo=s wvalores de la tabla 1 y las ecs. 34
¢ 35:

e S 8
2 1 3
7970.40 1992.60 0 62
K, = 1992.60 664.20 o é
1l . 1
o 0 384.38 63
- - 24 >
B, = - 24 8,
0
. 3
92 61 63
384.38 4] 0 92
52 = 0 664.20 1992.60 6l
0 19%92.60 7970.4 s
0
e 2
22 = - 24 61
- 24
3

La matriz de rigidez global es la suma de las matrices de cada una de
las barras, €S decir

t

51 82 63
1328.40 1992.60 1992.60 5,
K = 1992.60 8354.78 0 0,
1992.60 0 8354.78 8

10



[~ - 48 7] 5,
p® = - 24 e
T 8,

c _
P = o e,
L o (=]

A continuacién planteamos la ecuuacidn matricial
K3+P +p° =0 (ec 1)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes
desplazamientos:

61 = 0.09671 m

9'2 = - 0.020194 6, = - 0.020194

Para obtener los elementos mecAnicos en las barras, trabajamos en el
sistema local, en el que las matrices K! valen (ec 12):

4 5] | e,
7970. 40 1992.60 0 8!
K{ = 1992. 60 664.20 0 8!
0 0 384.38 e
. r
82
3! = 82
1 .
3
93 8] e;
7970. 40 1992.60 0 e’
ks = 1992. 60 664.20 0 3!
0 _ 0 384.38 ' e’
63
8 = &4
g5

Aplicando la ec 11

11



M; =7.75 t.m
Barra 2
‘M; = - 7.75 t.m

Los momentos obtenidos son de barra sobre nudo;

la fig 9c.

REFERENCIA
H

Beaufait, ¥ W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hackett, R M,
thods of structural Analysis, Prentice-Hall, 1970

Barra o

FIGURA 1

(ADSMRIO9)

I
o

I

‘H; = = 7.76 t.m

0 M; = = 7.76 t.m

FIGURA 2
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TABLA

1

{GMBRE: MATRIZ DE RiGIDEZ. BARRA INCLINADA

ECHA: 23/04/9%

PROGRANA: MARIGBI
Sean D=4 El/L
F = GIt/L

A = sen A
A = CO5 A
tp 1g
p C2B {b/2) C2B

" 528 - F SZp
. ~rea
{D/Z) C28 D C2B .
- ¥ 828 + F 828
-MCACB -MCaCB
M CACB HChCB
¥ SACB M 54 CB
- ¥ SACH - 4% SACB
- DCE SE -{D/2) CB SB
+F CBSB - FCB SB
~(D/2} CB b - DCE SB
- FCB SE + F CB 58

H=6El/2

S24 = senl A

dr

-UCBCR

- K CBCA

R C2A

+ Q SzA

- K CZA
- @S2

- NCASA
+ Q CA SA

HChSA
- GCASA

H Ca 5B

HCash

" C2h = c0s2 A

ds

HCBCa
¥CBCA
- NG
- 0 524
NC2p

+ 0 S2A

N CASA
-0 CASh

- N Ch SA
+ Q CASh

- HCh 8B

- M CASE

SB:=sen B

CB=¢cos B

du

H (B 5A

K (B 5A

-FCA 34

+QCA SA

NCA SA
-0CA SA

H 524
+ QC2A

- N S2A
-Qc2a
-#SA 5B

-§ & SB

13

N =12 EI/L3
S28 = sen2 B
C2B = cos2 B

dv ta

-KCBSA -DCBSB
+ F CB SB

-MCBSA -{D/2) CB SB
- FCBSB

NCASA M CASB

-0CASA

- HCASh -MCASB

+ QCASA

- N 324 - M SASB

- QC24

N 524 ¥ SA SB

+ QC24

M 54 5B D 528
+ FC2B

M 5A SB {D/2) 52B
- FC28

Q= AE/L

tb

-(b/2) CB SB
-FSBCB

-DCB S8
+FCB 5B

¥ CASB

-MChASB

- ¥ 5A S8

M SA SB

(b/2) 528

-7 C2B

D Sz8
+FC28

tp

du
dv
ta

th



TABLA 2

-NOMBRE: CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEL DE UNA BARRA INCLINADA

FECHA: 23/04/96
PROGRAMA: MARIBI4J

i

Sistera global
Matriz de rigidez de la barra 1

5 L 1 7 3 9
tp tq dr ds du dv

1110049 555.0247 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081
£55.0247 1110.049 -114.832 114,8326 287.0818 -287.081
144832 -114.832 31913.82 -31913.8 12719.58 -12719.5
114.8326 114.8326 -31913.8 31913.82 -127119.5 12719.58
257.0818 287.0818 12719.58 -12719.5 5202.665 -5202.66
17.081 -287.081 -12719.5 12719.58 -5202.66 5202.665
~  p . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Sistena global
¥atriz de rigidez de la barra 2

11 12 7 8 9 10
tp tq dr ds du dv
7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6 0 0
3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 0 0
T .1992.6 -1992.6  664.2 -664.2 0 0
1992.6 1992.6 -664.2 664.2 0 0
0 0 0 0 66420 -66420
0 0 0 ¢ -~65420 66420
0 0 0 0 0 0
0 0 0 | 0 ¢
stesa global
Hatriz de rigidez de la barra 3
6 12 2 ] 4 1¢
tp 1q dr ds du dv

1116.045 555.0247 114.8326 -114.832 287.08!8 -287.08)
£55.0247 1110.049 114.8326 -114.832 267.0818 - 287.081
114.8326 114.8326 31913.82 -31913.8 -12719.5 12719.58
-114.832 -114.832 -31913.8 31913.62 12719.58 - 12718.5
287.0818 287.0818 -12719.5 12719.58 $202.665 - 5202.66
-287.081 -287. 081 12719.58 -12719.5 -5202.66 5202.665

0 0 0 0 0 0

0 0 ] ? 0 0

14

tb

[=I - N — B~ B - R~ = ]

OO0 0000

tb

[— I -~ — B = B — I~ N =]

0tp
0tq
0dr
0 ds
0 du
0 dv
0ta
01t

0tp
0t
¢dr
0ds
0du
0 dv
0ta
0t

0tp
019
0 dr
0ds
0 du
0 dv
0ta
0tb

\Du‘-li-‘\w

1
12

10

— —
o L~ Db o



TABLA 3

_Jistena local
Matriz de rigidez de la barral

3 11 i 7 3 9
tp’ g’ dr' ds' du' dv'
1110.049 555.0247 -309. 196 309.1965 0. 0
555.0247 1110.045 ~309.196 309,19%3 0 ¢
-309.19 -309.19 114.8327 -114.6832 0 0
309,1965 309,1965 -114.832 114.8327 ] 0
0 ¢ 0 0 37001.65 -37001.6
0 ¢ 0 0 -37001.6 27001.65
0 0 0 0 0 0
0 ] ¢ 0 0 ¢
Sistema local :
‘riz de rigidez de 1a barra 2
= u 12 7 8 9 10
tp' tq’ dr’ ds’ du' dv’
79704 3985.2 ~-1992.6 1992.6 0 0
3985.2  7970.4 -1992.6 19916 0 0
-1992.6 -1992.6 664.2 -664,2 0 0
1992.6 1992.6 -664.2 654.2 0 0
0 0 0 0 66420 -66420
4 0 0 0 -66420  €6420
0 0 0 0 0 0
- 0 0 0 ¢ 0 0
Sistega local
Matriz de rigidez de la barra 3
b i2 2 B 4 0
tp' tq’ dar' ds’ du' dv'
16.049 555.0247 -309.196 309.1965 0 0
§55.0247 1110.049 -309.196 309.19%5 0 0
-309,196 -309.196 114.8327 -114.832 0 0
309.1965 309.1965 -114.832 114.8377 ] 0
¢ 0 0 0 37001.65 -37001.6
0 ] 0 0 -37001.6 3700).65
0 0 ¢ 0 0 0
0 ] 0 0 0 0

ta

ta’

ta'

15
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O o0 0O o0 o

oo oc0o0o0Oo

b’

cCoococcocoo

0 tp'
&1
0 dr’
0 ds'
0 du'
¢ dv'
0t
0ty

0 tp’
01tg'
¢ dr
0 ds’
0 dy'
0 dv’

0 ta'
0t

"Dtp'

0tg’

0 dr'.

0 ds'
0du'

- by’
"0 ta'

0tb’

AD ) s

1§
12

10

—
-

W oLy ~d



TABLA 4

local
5 11 1 7 3 9
tq' dr’ ds' du’ dv' ta' tb*
0 -0.00473 0 0.000375 0 0.000713 0 0 -2.51077 Mp'
0 -0.00473 ¢ 0.000375 0 0.000713 0 0 -5.13775 Mg’
0 -0.00473 0 0.000375 0 0.000713 0 0 1.420296 vr'
0 -0.00473 0 0.000375 0 0.000713 0 0 -1,42029 Vs’
0 -0.00473 0 0,000375 0 0.000713 0 0 -26.4169 Vu'
0 -0.00673 0 0.000375 0 0.000713 0 0 26.41699 Vv’
0 -0.00473 ¢ 0.000375 0 0.000713 0 0 0Ma'
0 -0.00473 ¢ 0.000375 0 0.000713 0 "0 0 Mb'
local
) .
tq' dr’ ds’ du' dv' ts' tb*
11 0.004733 0.0060802 ©¢.000802 -0.00008 0.000082 0 0 5.137729 mp'
73 0.004733 0.000802 ©0.000802 -0.00008 0.000083 0 0-5.13772 Mg’
73 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 0 0 24 vr'
73 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 0 0 24 Vs'
73 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 0 0 -11.1293 W'
73 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 9 0 11.12933 W'
73 0004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 0 0 0Ma'
73 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.060083 0 0 0 Mb'
a local
3
5 11 1 7 3 9 )
g dr' ds' . Q' dv* ta' tb'
0 0.004733 0 -0.00037 0 0.000713 0 0 2.510777 ip'
0 0.004733 0 -0.00037 0 0.000713 0 0 5.13775% m'
0 0.004733 0 -0.00037 0 0.000713 0 0 -1.42029 vr'
0 0.004733 0 -0.00037 0 0,000713 0 0 1.420296 Vs’
0 0.004733 0 -0.00037 0 0.000713 0 0 -26.4169 Vu'
0 0.004733 0 -0.00037 0 0.000713 0 0 26.41699 Vv'
0 0.004733 o -0.00037 0 0.000713 0 0 0 Ma'
0 0.004733 o -0.00037 0 0.000713 0 0 0 Mp'

16
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ANEXO 2
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA. SISTEMA GLOBAL
MARCO CON BARRAS ORTOGONALES

SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS, NI EFECTOS DE TORSION

Barras horizontales

[ ® B By Os ‘
4EIL 2EIL -BEIL’ 6EIL’ 8,
2EI/L AEY/L -8EVLY | BEI/LS B4
-BEIL -6El/L’ 12EIL° A2ENL 5,
BEIL’ BEI/L -12E° | 12BN B

Eiementos mecanicos (barra sobre nudo)

M, = wL2+ (4EVL) B, + (2EWL) 6, - 6EILY) & + (BEIL) 3,

M, = -wL? + (2EIL) 85 + (4EINL) 8, - BENL’) S, + (BEWL") B,

V, = -wU2 - (BEWLY) 8 - (BENLY 8, + (12EUL3) 5, - (12EWLY) &,
V, = -wli2 + (BEVLY) 8, + (BENLY 8, - (12EI/L>) &, + (12EIL%) &

Barras verticales

8p 8 &4 &,
4EINL 2EI/L BEIL” -BEIL” 8,
2EIL 4EUL BEI’ -BEIL’ 8y
BEIL” BEI/L® 12EIL° AZENL | B
BEIL" -BEUL -12E” 12E1L7 5,

Elementos mecanicos (barra sobre nudo)
M, = wi® + (4EIL) B, + (2EVL) 8, + (6EWLT) B, - (BEILY) By

M, = -wL + (2ElIL) 8, + (4EVL) 6 + (BEIL’) B, + (BENLY) &
V, = -wli2 + (BEIL) B + (BENILY) 8, + (12E1/L3) &, - (12EWLY) &
V, = -wli2 - (BEWLY) 65 - (BEULY) 6,- (12EUL>) &, + (12EULY) 8,
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. ANEXO 3
MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA DE UNA RET iCULA DE CIMENTACION, a. = 0
SISTEMA GLOBAL

SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS

DIRECCION x, =0

en eq sr 8, en eb
4EIL 2EML -BENLY BEIL® 0 0 8,
SEIL AEIIL -BENL” BEIL’ 0 0 By
BENL. | -BEVLY | 12BENLT T 2800 0 0 8
BENL. | 6eML” | -12EVC° | 1281’ 0 0 Bs
0 0 0 0 Gl/iL [-GlWL | g,
[0 0 0 0 -GlL | GWL | @
DIRECCION y, B = 90°
6, 8g 8 B B, N
GI/L | -GivL 0 0 0 0 9
-GIWL | GWL 0 0 0 0 Bg
0 0 12EIL° 2B SEIL" | 6EWL* | 5,
0 0 -12E1L° 12E1° -6EWLY | BENL* | &,
0 0 BEILS -6EIL° 4AElIL [ 2EWL | o,
0 0 6EUL’ -AEIL* 2EVL | 4ENL | s,

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIEN TO. BARRA DE CIMENTACION. SISTEMA GLOBAL

(wLi/12- (117182) L2r,-(5192) L2 r, | COS B |

/ )
. [ -wL*/12 + (5/192) L7r,+ (11192) L.” r, ] cos B e:
Pt = | [-wU2+ (133 L+ (302l cos a S
[-wlLi2+ (3/32) L1 + 213!32) L,lcosa Sy
{ -wL212 + (111192) L'r, +(5192) L? rq ] sen p 8,
[wL/12- (51192 L7 r, - (111192) L7 r, ] sen B | B
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APUNTES DE CIMENTACIONES .
INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA

NOTA PRELIMINAR

La interaccion suelo-estructura es aquella parte
de la ingenieria que estudia las deformaciones
del terrenc de cimentacion cuando éstas se ven
afectadas por la presencia y rigidez de la propia
estructura. La influencia de la estructura puede
ser en condiciones estaticas, lo cual es tratado
por la interaccidén estdlica suelo-estructura, ©
puede ser en condiciones dindmicas, lo cual
cae en el campo de la interaccion dindmica
suelo-estructura.

INTERACCION ESTATICA SUELO-
ESTRUCTURA

Se conocen como métodos de interaccion
estatica suelo-estructura aquellos procedi-
mietos que para el calculo de las
deformaciones del temeno de cimentacibn
toman en cuenta la ngidez de la estructura.
Todos estos métodos estdn basados en el
principioc de que en el comacto cimiento-{erreno
los desplazamientos tanto de la subestructura
como los del terreno son iguales, es decir,
existe compatibil:oad de deformaciones entre
estructura y suelo.

En térmnos generales, el procedimiento de
calculo para la interaccion  suelo-estructura
consiste en tres pasos. (a) se calculan los
desplazamientos de la subestructura, (b) se
calculan los desplazamientos de! terreno de
cimentacién, y (c) se establece la compatibi-
hdad de deformaciones entre estructura y suelo.

Podemos distinguir dos clases de situaciones
en relacion con la intereccion. (i) cando los
camientos estan suficentemente separados, de
tal forma que la carga sobre un apoyo no ejerce
influencia sobre los desplazamientos de los

Agustin Deméneghi Colina’
. Héctor Sanginés Garcia*

apayos vecinos [(este fendmeno se presenta
usualmente en zapatas aisladas), y (i) cuando
se trata de un cimiento continuo donde el
desplazamiento de un punto de dicho cimiento
estd afectado por la carga repartida en toda la
subestructura (es et caso de zapatas corridas o
losas de cimentacion).

Interaccidn suelo-zapatas aisladas
Definicién de médulo de reaccién

Para levar a cabo la interaccion sueto-zapatas
aisladas, se hace uso del concepto de mddulo
de reaccidn o modulo de rigidez del terreno de
cimentacién, el cual se presenta en los
siguientes parrafos.

Definamos el mddulo de reaccidon o rigidez
lineal vertical de un cimiento de la siguiente
forma

K, = QJ3, (1)
donde Q, es la fuerza vertical aplicada al

cimiento y § es el asentamiento vertical
ocasionado por Q,.

Se define la rigidez lineal horizontal de un
cimiento

Ko = Qufén )

donde Q, es la fuerza horizontal aplicada al

cimiento y &, es el desplazamiento horizontal
producido por Q,,.

Se define la rigidez a la rotacidén de un cimiento

K = MB -(3)

" Profesores det Departamento de Geotecnia. Divisidn de Ingenieria Civil, Topogréfica y Geodésu:a
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donde M es e! momento aplicado al cimientoy ©
el angulo -—en radianes- producido por dicho
momento.

Andlisis de la interaccion suelo-zapatas
aisladas

lustremos la solucion de la interaccion sueio-
zapatas aisladas con el marco de la fig 1
(ejemplo 1). La rigidez vertical del terreno de
cimentacion vale K, = 2331.96 t/m, 1a rigidez
harizontal K, = 1901.38 tm y la rigidez a la
rotacion K, = 1102.81 tm/frad.

Utilzaremos el método de rigideces para el
analisis de la estructura {véase el anexo 1}, en
el que se debe cumplir

K§+pP*+P°=0 (4)
donde

K = matriz de rigidez de la estructura

$ = vector de desplazamientos

P* = vector de cargas de empotramiento
P = vector de cargas concentradas

La formacion de la matriz K y de los vectores {3,
P*y P°, para el marco de la fig 1, viene descrito
en el anexo 1; como resuttado de esto, en la fig
2 se exhiben los grados de libertad de la
estructura, y en |as tablas 1, 2 y 3 la matriz de>
rigidez K, el vector de cargas de empotrameento
P® y el vector de cargas concentradas P° de
toda la estructura, respectivamente. (En la tabla
1 sdlo inclumos los renglones de &, &;, Bs, &7,
8o v 84,. porque, por simetria &; = 8y, 64 = by, B¢
= -G, &g = b7, D10 = Op, B12 = B1y.)

La ngidez del terreno de cimentacion se puede
inclurr en el vector de cargas concentradas P°,
de la siguiente forma: las fuerzas Q,. Q, y M se
pueden obtenerconlasecs1a3

Q, =K & : {5}
Qn = Ky 8w {6)
M=K {7)

En la fig 3 se muestran |as reacciones del
terreno en funcidn de las rigideces del mismo y
de los desptazamientos.

Usando las ecs 5 a 7 calculamos las fuerzas
Qvi, Qvz, Qra, Qna. Msy Mg

Qu = 2231.96 51, Q2 = 2231.96 5,
Qs = 1501.38 53, QM = 1901.38 8,
Ms = 1102.81 65, Mg = 1102.81 04

El vector de cargas concentradas queda

[~ 2231965, |
2231.96 5,
1801.38 54
1901.38 5,
Pt = 1102.81 85 (8)
1102.81 8,

o000 O0

- Reemplazando en la ec 4 los valores de K

(tabla 1), P* (tabla 2) y P° (ec 8), y resolviendo
el sistema de ecuaciones, oblenemos

8 =0.010291 m, & = 0.0055104 m
85 = 0.00049148, 8; = 0.013289 m
8 = -0.000078886 m, B, = -0.0054707

Los elementos mecdnicos en las barras de la
estructura se calculan siguiendo el procedi-
miento indicado en el anexo 1. {Lo dejamos
como ejercicio al lector.)

Las fuerzas en los apoyos se determinan con
lasecs5a7

Qy = Qy; = 2331.96(0.010291) = 23.998 t
Qna = 1901.38{0.0055104) = 10.477 ¢

Qne = 1901.38(-0.0055104) = -10.477 ¢
M; = 1102.81(0.00049148) = 0.542 t.m
Mg = 1102.81(-0.00049148) = -0.542 t.m

Resolvamos otro ejemplo, el de la fig 4 (ejemg
2), despreciando los efectos de acortamiento ¢
barras. Enla fig 5 y en |a tabla 4 se exhiben la
numeracidn de barras y grados de libertad. Las
matrices de rigidez y los vectores de cargas de

-



empotramiento se hallan con los valores del
anexo 3 (marcos planos con barras ortogo-
nales, sin considerar el acortamiento de barras).

Barra 1
Matriz de rigidez
Os 67 &

1299.52 |[649.76 142376 |§;

649.76 1299.52 1423.76

423.76 423.76 1184.24

P

Barra 2
Matriz de rigidez

B¢ Be B4

129952 1649.76  |423.76 (0,

649.76 11299.52 {423.76 |6,

42376 [423.76 [184.24 |5,

o ) B¢
P* = [: 0 Bs
0 ~ Oa
Barra 3
Matriz de rigidez
B Oa ) by

7970.4 | 3985.2 |-19326 19926
39852 |7970.4 {-19926 19926
19026 (-1992.6 |664.2 | 6642 |3,
19926 11992.6 | 6642 |6642 |5,

& P

-wl/fZ -4 62
p*, = -wL/2 =] 462
wL¥12 462
wL?12 462

La matnz de rigidez y el vector de cargas de
empotramiento de toda 1a estructura se exhiben
en las tablas 5y 6. (En la tabla 5 sdlo inciuimos
los rengiones de &,, §,, 9s y 6. porque, por
simetria &; = By, 84 = -53, Bg = Bs, B = 67)

El vector § es

o
1]
&

el

b

El vector de cargas concentradas vale (fig 4)
[ Qu-1.2 7]
Q1.2
Qna
Qna

Mg

Me
0

0

. —

g
u

La rigidez de! temeno de cimentacién la
incluimos con las ecs 5 a 7 (obtenidasde las
ecs1a3)

Q. =K, 8, {9)
Qn = Kn 8n (10}
M=K®8 (11}

En la fig 6 se indican ias reacciones del suelo

en funcion de las rigideces y los desplaza-
mientos,

Sustituyendo valores

Qu =2331.96 5, Q,; = 2331.96 &,
th =1901.38 63, Qh‘ =1901.38 Sa
Ms = 1102.81 65, Mg = 1102.81 g,

El vector de cargas concentradas queda

— 2331965, -12 "
2331.965,-1.2
1901.38 5,
1901.38 &,

Pt = 1102.81 05
1102.81 8¢

0

0

Reemplazando enlia ec 4



462-12+2331.965, =0 (&)
18424 5y + 42376 85 + 423.76 67+ 1901.38 5, = 0 (5y)
42376 5y + 1299.52 05 + 643.76 B + 110281652 0 (8y)
426.76 5, + 649.76 Os + 5284.T26, + 46220 )

Resolviendo el sistema de ecuaciones

8§, = 0.0024958 m, d; = 0.00014033 m
8s = 0.00022213, 6, =-0.00091278

Para hailar los elementos mecanicos, se utliza
el procedimento indicado en el anexo 1. (Lo
dejamos como ejercicio al lector).

Las fuerzas en los apoyos se determinan con
lasecsS5a7

Qu = Qp = 2331.96(0.0024958) = 5,821t
Qs = 1801.38(0.00014033) = 0.267 t
Que = 1901.38(-0.00014033) = -0.267 ¢
Ms = 1102.84{0.00022213) = 0.245¢tm
Mg = 1102.81(-0.00022213) = -0.245 t.m

Determinacion de los médulos de reaccién del
suelo

La determinacion de las rigideces K,, K,y K se
lleva a cabo usando su definicion dada por las
ecs 1 a 3. Por ejemplo, el modulo K, se obtiene
aplicando a la zapata una carga vertical Q, vy
calculando el asentamiento que produce dicha
carga.

Dado el caracter no lineal de los suelos, es
necesarioc que tanto 1a carga sobre el cmiento,
como sus dimensiones, séan jo mas cercano
posible a sus magnitudes definitivas en la
estructura, pues de otro modo ia detenminacion
de las rigideces serd sélo aproximada.

Ejemplo

Determinar la rigidez hineal vertical K, de l|a
zapata de la fig E-1, utilizande para ello la
formula de Buriand y Burbridge. El subsuelo
esta formado por una arena normaimente
cargada, N = 15 golpes.

Solucién

E! asentamiento en milimetros de Ia zapata ests
dado por (Burland y Burbridge, 1985}

&=aQn BOT l

= 1ATIN™

gn = Incremento neto de presidn, en kPa

B = ancho de la cimentacién, en metros

Sustituyendo valores

Q= 26/1.7(2) = 7.647 tm* = 74.995 kPa
. = 0.0264

B=17m .

8 =2.870mm =0.00287 m

El médulo K vale {ec 1)

K, = 26/0.00287 = 9059.2 Ym

La teoria de ia elasticidad proporciona tos
siguientes valores de los modulos de reaccion,
para un cimiento somero de planta circular

K, = 2ERH{1-v%) (12}
K = 32(1-v}GRA7-Bv) (13)
K, = 8GRY3(1-v) {14)

Estas formulas se pueden usar en zapatas
rectangulares cuando B < | < 2.58, mediante
el siguiente artificio:

Sea A = BL el &rea del cimiento rectangular,

R= A (15)

Para caicular K, vy K, usamos las ecs 12 y- 13
con R obtenida de la ec 15.

Sea | = momento de inercia del cimiento
alrededor del eje que se desea calcular K,

R =4 aim (16)

K, se computa con la ec 14, con R obtenida de
laec 16.

Por lo ya sefialado antes, los calculos de los
madulos de reaccion con las ecs 12 a 14 son
sblo aoroximados, pues el comportamiento real
de los suelos es no lineal.

Otra forma aproximada de obtener los médulos
de reaccion es mediarte la realizacion de
pruebas de placa (Zeevaert, 1973). Sea k, el
médulo de rigidez unitario, definido como

k. = QJ5A (17
Siendo A = drea del cimiento.

Si ket €8 el médulo de rigidez vertical determi-
nado con una prueba de placa de un pie de



lado, se puede emplear la siguiente formula
(Terzaghi, 1955)

K, = Ky [(B+0.3)/2B] (18)

donde B es el ancho de la zapata en metros. En
el caso de arcillas

kv = ka1 [(n+0.5)/1.5n)] (19)
“donde n = /B, siendo L 1a longitud del cimiento.

La tabla 7 contiene valores propuestos por
Terzaghi (1955) para k,,. Cabe destacar que las
ecs 18 y 19 se deben usar con precaucion,
pues séio son aproximadamente validas cuando
el suelo es isotrdpico hasta una profundidad
bajo el desplante del cimiento igual al ancho del
mismo (Zeevaert, 1973). Por lo mismo, dichas
ecuaciones no son aplicables a suelos estratifi-
cados.

Irteraccion suelo-cimiento continuo

Sea un cmiento totaimente fiexible con carga
uniforme apoyado en un suslo cohesivo
totalmente saturado. El asentamiento a largo
ptazo toma la forma indicada en la fig 7a, el
diagrama de reaccion del tereno en este caso
es 1gual al de ia carga, es decir, 1a reaccion es
uniforme. Si dicho cimento se apoya sobre un
suelo friccionante. el asentamiento se distribuye
como se indica en la fig 7b; por ser el amiento
totaimente flexible, la reaccién del sueio es
también uniforme.

Sea ahora una placa de una rigidez infinita
apoyada en una arcilla tolalmente saturada (fig
8a). El hundimento es uniforme, pero el
diagrama de reaccién a largo plazo toma la
forma indicada en la fig 8a. Si la placa se apoya
sobre un suelo friccionante, el diagrama de
reaccion toma la forma de la fig 8b.

Vemos entonces que los diagramas de
asentamientos y de reacciones del termreno
agependen de la clase de sueio y de la rigidez de
la estructura. Un cimento real puede quedar
entre los dos casos exiremos sefalades, pues
su ngidez no necesanamenie es nuia o infinita,
En los siguientes incisos veremos como se
realiza la interaccion suelo-estructura para
estructuras de cimentacién de rigidez finita.

interaccién suelo-zapata comda

Consideremos un marco estructural con una
cimentacion a base de una zapata corrida (fig
9a), en el cual se trata de obtener los
diagramas de asentamientos y de reacciones
del terreno de cimentacién (fig 9, by ¢).

Comencemos con el diagrama de reaccicnes.
En el caso general, la forma del diagrama es
diferenté de una reaccidon uniforme (fig 9b).
Sustituyamos la curva de reaccidén del terrenc
por una serie de reacciones uniformes ry, r4, ...,
t, {fig 10a); e! analisis estructural lo levamos a
cabo utiizando el método de rigideces,
considerando las reacciones r; como incognitas.
A continuacién, aplicando la tercera ley de-
Newton, aplicamos las cargas r; sobre el terreno
{fig 10b), y obtenemos los hundimientos de éste
en funcién de las r, empleando el método de
Chamecki {1956). E! problema de la interacciéon
se resuelve establaciendo la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y suelo, es
decir, si el suelo estd en contacto con la
estructura de cimentacion, las deformaciones.
de ambos medios deben ser iguales. '

a) Andlisis estructural

El andlisis estructural lo realizamos empleando
el método de ngideces. La matriz de rigidez, el
vector de cargas de empotramiento y el vector
de cargas concentradas se obtienen como se
indica en el anexo 1.

En una barra de cimentacion (fig 11), el vector
de cargas de empotramiento para el sistema
local vale

wilin2- (11ne2) L, - (5192) Lr, | 6,

w12 + (51182) Lr, + (1119 L7, | @,

wif2 + (1332) L, + (332) L, 5

wli2 + (3W32) L1, + (1332 Ly, 5

Py = 0 8/’
o &

0 . 8,

- ° e.'

En el sistema global, dado que o = P = 0, &
vector de cargas de empotramientdo queda
(anexo 1)



—~ _
wlin2 - (11192 - (51182) L r. |6,
w12 + (5182 Ur, + (111192) L1, | &,
w2 + (13/32) L1, + (33D Ly,
w2 + (W32)Lr + (13732 Ly,
Bm = 0

s}
0
0

20)

ey,

L

p) Caélculo de deformaciones del suelo

las cargas que fransmite ia estructura al
terrenc de cimentacion son iguales en magnitud
y de sentido contrano a las reacciones del suelo
sobre ia estructura, por la tercera ley de Newton
(Deméneghi, 1996). Calcuilemos los asenta-
mientos del terreno en funcién de estas cargas:
consideremos una reaccién r, actuando en la
superficie (fig 12); la presion vertical vale ndWay,
donde d, y 8, son la longitud y e! area en las
que actua la carga, respectivamente. La
deformacion del estrato de espesor H;, debida a
la cargar, vale

B = (MEz) H Oz

pero

quk = Iﬂﬁ r‘dk,ak (21)
donde 15« es el valor de iffluencia verical, et
cual es 1gual al esfuerzo normal vertical en el
punto Jji producido por una presion unitaria
actuando en el area a, (Zeevaert, 1873).

E,, es el mddulo lineal de deformacion, el cual
se define como el codiente del esfuerzo normal
vertical entre la deformacidén umitana vertical
que se presenta, en el punto

Sustituyendo

by = (1IE2|;) H, o Tedid @,

La deformacidn del estrato j, debida a lodas las
cargas vale

nr
S = (1EZ4) Hy kqu,,, ch/ay,
donde n, = numero total de cargas r,

Si consideramos ademas una deformacidén
previa &,, el asentamiento bajo el punto i vale

o} o
8=8a+E (1Ea) i Thanhla  (22)

donde n, = nimero total de estratos.

En la ec 22, los hundimientos del terreno
quedan en funcién de las cargas .

Cabe aclarar que, aunque aparentemente el
procedimiento eés unidimensional, en 1a practica
se pueden tomar en cuenta, en la estimacion de
E tanto los incrementos de esfuerzo horizontal
como el efecto de la presion de confinamiento
en la rigidez del suelo, asi como el hecho de
que la curva esfuerzo-deformacion unitaria es
no lineal. En efecto, E4 esta dado por

Eq = Onfes (23)

Siendo oy el esfuerzo normal vertical en el
punto i (2 la mitad del estrato j), v e4 la
deformacion lineal unitaria vertical del estrato j.
Ezx S@ puede calcular usando una teoria no
lineal o una teoria lineal.

Los esfuerzos nomales vertical y horizontales
se obtienen aplicando 1a ec 21 para todas las
cargas ry, es decir

O = L 1o ndifan (24)
Oxy = E_' bos N/ @y (25)
Oy = I by M (26)

¢) Compatibilidad de deformaciones

En esta etapa se establece la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y suelo de
cimentacién, o que equivale a considerar que
tanto los desplazamientos de la estructura
como los del tetreno son iguales, es decir, que
el suelo no se despega de la estructura
{Deméneghi, 1996).

Comportamiento no lineal

liustraremos la forma de realizar el andlisis -
interaccién no lineal suelo-zapata corrida con .
cimiento de ia fig 13 (ejemplo 3). Para el célculo
de las deformaciones del suelo usar e! método



no lineal del anexc 1 del capitulo 2, con las
propiedades indicadas en la tabla 8.

a) Andlisis estructural

El andlisis estructural se lleva a cabo
empleando el método de rigideces, descrito en
el anexo 1. En la fig 14 se muestran los grados
de libertad y en la fig 15 el sistema de cargas
sobre la estructura. Las matrices de rigidez se
obtienen con los valores del anexo 3, dado que
se trata de barras horizontales, Los veciores de
cargas de empotramiento se calculan con la ec
20.

Matriz de rigidez. Barra 1

6 a4 95 5! E)

72927.375 | 36463.688 | -34184.707 | 34184.707 | 8,

35453 688 | T72927.375 | -34184.707 | 34184707 | o4

-34184.707 1 -34184.707 | 21365442 | 21365442 | 5,

34184707 | 34184.707 | -21365.442 | 21365442 | 5,

Matriz de rigidez. Barra 2

9y Be

5 &
72927.375 | 35453.688 | -34184.707 | 24184.707 | 0s

36463.688 | T2927.375 ) -34184.707 | 14184.707 | Bg

34184707 | -34184.707 | 21365442 | 21365442 | 6o

34184.707 | 34184.707 ] -21365.442 | 21365442 | 5y

Vector de cargas de empotramiento. Barra 1

- -
3.15733-0.58667r4-0.26667r; B4
P:* = | -3.15733+0.26667r,+0 58667r; Bs
-5.92+1 3 +0.3r; 51
|_-5.92+0.3r+1.3r; &

Vector de cargas de empotramiento. Barra 2

— -
3.15733-0.58667r-0.26667r, Be
E;' = -3,157 33+0.26667+0.586671, B¢
-5.92+1.372+0.30 b2
_-5.924-0.31'24'1 .33 &

La matnz de rigidez de toda la estructura (tabla
9) es la suma de las matrices de rigidez de
cada una de las barras. El vector de cargas de
empotramiento de toda la estructura es la suma
de los vectores de carga de empotramiento de
tada una de las barras, el cual vale

-5892+13n+03n, 5y
p*= 1184 +061+261; 5
3.15733-0.56667r4-0.2666712 84

(Séle se muesiran los rengiones correspon-
dientes a &,, &2 y 84 porque, por simetria §; = H,,
B = -4y 65 =0)

El vector de cargas concentradas vale

-35 L
-50

o 2
0 84
0 O

La condicién de equilibric de cargas en los
nudos de la estructura conduce a la siguiente
expresion (anexo 1)

Kg+P'+P°=0
Sustituyendo valores

{81): 21365.4425,-21365.4425,-34184.7070,
+13r,+03r;-592-35=0 (27)

(67): -42730.8845,+42730.8845,+68369.4148,
+061 +261,-1184-50=0 (28)

(8a): -34184.7075, +34184.7075,+72927.3750,

~0.58667 r, - 0.26667 r, + 3.45733=0  (29)

b) Caélculo de asentamientos ‘

Hallemos el asentamiento bajo el punto 1 (fig
16a). Haciendoi= 1 enlaec 21

By ={1/Ez 11 YH (l1q 471 dy/@y +lzyg2f 2B+ 1p1 13 Fyda/an)
+(VEn2)H{ bz N /a4y 2r202/a3+ )11 rady/az)
(30)

Los meodulos de deformacion Eyy,y ¥y Enyz estan
dados por (ec 23)

Ez1 = Sanvfens (31)
Ea1z = Onzlenz , (32)
Las deformaciones unitarias gxy ¥ Ey2 las
obtendremos usando el procedimiento no lineal

expuesto en el anexo 1 dei cap 2, con las
siguientes expresuones .



Deformacion por cambio de forma

p'&Z f 2 1
ex=1-exp{- = [ ;
Ad € {52 (PutCor)”

Pee 1
+ + -11(33)

(5-1) ((Poe + © 02} (5-2)(5-1) Pea”

oo = Dapr + Peo’ (34)

=1-v[{ox + cy)o] (35)
C = by + by [(ox + oylog} (36}
by=b=1/3

Deformacion por cambio de voiumen

f [(Pv*02)'* - Pu']
Ev=1-exp{- ; I €T
Ay Pa  (1-5)

Pre = Dy + Do’ (38)

liustremos la aplicacion del procedimiento
calculando el modulo E4y. Los esfuerzos ona,
Gx11 Y Gy11 5€ obtienen con las ecs 24 a 26.

Oz11 = by 1dy/ay + g f2dafaz + s ith/as (39)
Guty = lepry dafar + Lz /3 + lma ndy/an (40)
Oy11 = iy Fyde/a1 * lynig f2defar + iy dyas (49)

Obtengamos como ejemplo los valores de
influencia lyi1y. b € bayy. Se coloca una
presidn unitana q = 1 Um* en el area a, {fig 16)
y se computan los esfuerzos normales o, o, V¥
o, debidos a esta carga, a la mitad del estrato
1. Obtenemos

O; = ly1y = 0.4868711 Um?
Gy = |.111 =0.227869 Um2
Gy = 111 = 0.2098534 Ym?

Los demas valores de influencia se determinan
en forma simitar En la tabla 10 se presentan
sus magnitudes.

Sustituyendo en la ec 39

650420 486871 11.{1 6V 1.6(2)+0.001743138:{3 2)/3.2(2)
+0.00001886487r5(1.6)/1.6(2)
0y0150.2434 35551, +0 00087 1569r,+0.000009432435¢, (42)

En forma andloga se obtienen o1 Y Oy11
¢,11=0.1139345r,+0.00665339r,+0.00131314r, (43)
Gp1=0.1049267r,+0 01730721 5r,+0.002810045r, (44)

Para el inicio de los célculos consideramos una
reaccion unfforme

=y =13 =[35(2)+50)6.4 + 3.7 = 22.45 Ym
Reemplazando en las ecs 42 a 44

Oy = 5.4849 t/m?®
Oxtt = 2.7367 Um2
oy = 2.8072 Um?®

A continuacion calculamos las deformaciones
por cambio de forma y por cambio de volumen.

Cambio de forma {ecs33a 36)

Pes = 0.9514 Ym?

v = 0.5 (se considera que la deformacién por
cambio de forma ocurre a volumen constante)
f=0.4846 ¢ = 0.6703

£g = 0.00075907

Cambio de volumen {ecs 37 y 38)

Dve = 1.62 Ym?

£ = 0.001028

E211 = By *+ £y = 0.00178703

Sustituyendo valores en la ec 31

Ezv = 5.4849/0.00178703 = 3069.334 t/m?
En forma similar se obtiene

Enz = 3293065 ym?

Reemplazando en la ec 30, y considerando que
por simetria ry =1y

3 = 0.00013151 ry + 0.0000099976 r; (45)

De manera similar obtenemos

82 = 0.000021166 r, + 0.00027335r1, {46)

c} Compatibilidad de deformaciones

la compatibilidad de deformaciones entre
estructura y suelo equivale a resolver el sistema
formado por las ecuaciones 27, 28, 28, 45 y 46,
Obtenemos

oy = 0.0044939 m, &, =0.0038785m
8. = 0.00055543
rn =33.289 Ym, r, = 11,611 t/m



Con los nuevos valores de ry =y (por simetria)
y r; se repite el proceso hasta que éstos ya no
cambien en dos iteraciones sucesivas. Esto se
logra en la iteracion 6, en la que se obtiene

5, =0.0046612 m, §;=0.0037665m

84 = 0.00067864

ry = 31.534 Ym, rp = 13.366 t/m
Comportamiento lineal

En forma aproximada, se puede resolver la
interaccidn considerando que la deformacion

bajo el punto i de un estrato de sueio de
espesor H, esta dada por

by = (H/Ey) oz - v(ow *+op)) (47)

donde E; es el modulo de deformacion del suelo
y v su relacién de Poisson.

Sustituyendo 1as ecs 24 a 26 en la ec 47

By = (HYE) E [ lowevlhacthoe) | ey

Sea

Ik = dage=v{hout Lyg) (48)

8 = (H,/E.,)g1 L M@y |

Tomando en cuenta todos los estratos . de

subsuelo, y una posible deformacion previa Se..
la deformacion delpuntoies

ne ™
5 = 8a + &(H,IE.,) 51 Iy Nechi/ay {49)
llustremos el desarrollo del procedimients lineal
con la zapata de 13 fig 17 (ejemplo 4).

El andlisis estructural es similar al del ejemplo 3
del método no neal.

En el suelo, desarroliamos laec 49 para i = 1:

& = (HyE ) (hiaafrdifag + lyarz0a/ag + hhafadyaa)
+ (H1o/E12) (h2:f101/8) + horaOra; + hnfadyias)

En la tabla 10 se muestran los valores de

influencia para este problema. Sustiuyendo
valores .

51 = (0.8/500){(0.194828/2)r,-{0.026 14844/2)r2
{0.00174077/2)r3] + (1.6)/(560)[(0.23528931/2)r,
-(0.00780255/2)r2-(0.00481864/2)r3)

Tomando en cuenta que ry =ry

&y = 0.000483712 r, — 0.00003206525r, (5Q)
En forma andloga se obtiene

5, = -0.000031436 r, + 0.00098398r;  (51)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 27, 28,
29, 50y 51: )

8, =0.014285m, 5, =0.013224 m
84 = 0.00075212
ry = 30.487 t/m, r; = 14.413 tm

[Nota: Es importante que los mddulos de
deformacion E; se determinen considerando el
efecto de la presién de confinamiento en el
terreno, el hecho de que la curva esfuerzo-
deformacion unitaria de los suelos es no lineal,
asi como la posible variacidn con el tiempo de
las propiedades mecanicas.] .

Interaccion estructura-suelo plastico
parciaimente saturado

En un suelo plastico parcialmente saturado,
ademéas de los asentamientos producidos por
las cargas de una estructura, se presentan
deformaciones debidas a cambios de humedad
en el suelo. Un ejamplo de esta clase de
fenémeno lo constituyen las arcillas expansivas,
que sufren fuertes cambios volumétricos a)
variar su humedad natural.

Para ilustrar el fenémeno anterior, conside-
remos el cimiento de la fig 18 (ejemplo 5). La
aplicacién de laec 4

Kg+p*+p=0

conduce al siguiente sistema de ecuaciones

(&) 10939.15,-10939.15,-21878.128,
+1.625r + 03751, -7.4-35=0 (52)

(52): -2187B.25,+421878.25,+43756.48,
+0.75r, + 3.25r; -148-50=0 (53)



(84): -21878.25,+21878.26,+58341.96,
-0.91667r, - 0.41667r; + 49333 =0 (54)
Supongamos que <con las consideraciones
hechas en los incisos anteriores, se hallan las
siguientes deformaciones del suelo en funcién
de las cargas (matriz de flexibilidades del suelo)

5, = 0.000817668 ry + 0.0000349723 r,
5, = 0.0000634471 r, + 0.00163405 1,

(55)
(56)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52 a 568
obtenemos

5, =0.021759 m, 62 =0.020075m
8, = 0.0010381
ry = 26.129Ym, r = 11271 t/m

Supongamos que pof un aumento de humedad
en el suelo, en campo libre |a arcilla sufre una
expansion de 3cmen los puntos 1y 3, yde S
cm en el punto 2 (fig 16). Aplicando la ec 49 en
las ecs 55 y 56 obtenemos

5:=-0.03+0.000817666r,+0.000034972%, (57)
&, =-0.05+0.000063447 1r,+0.00163405r, (58)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52, 53,
54, 57y 58

5, = -0.013950 m, &; = -0.018458 m
8, = 0.0020384
ry = 18.835¢m, r; = 18.565 Ym

Notese el cambio notable en las reacciones del
suelo por las expansiones de la arcilia.

Método iterativo

La interaccion suelo-estructura se puede
resolver mediante un método teratvo. Esto
tiene aplicacion en la practica cuando se
dispone de un paguete o un programa de
computadora que sustituye al temeno de
cimentacion per “resortes’, que representan e
moédulo de reaccion de dicho terreno. Dado que
no se conoce a priori 1a "constante del resorte”,
pues depende del diagrama de reaccion de!
suelo, que es lo que justamente se esta
buscando, se tene que recumr a un
procedimiento iterative {Chamecki, 1956), que
consiste en suponer valores iniciales de las
“constantes de los resortes’, y con ellas
computar por una parte las deformaciones de ia
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estructura, y por otra las deformaciones del
suelo; la diferencia entre deformaciones de
estructura y suelo permite ajustar la “constante
del resorte”; el proceso se repite hasta que
coinciden las deformaciones de estructura y
terrenc. T

El método se usa de la siguiente forma:

a) En elterreno se entra can las cargas 1, y se
determinan las deformaciones & con la
matriz de flexibilidades del suelo (se puede
iniciar con 1a reaccidn uniforme); los
mddulos de reaccién (o “constantes de los
resortes”) se cbtienen
Ki=rndi/& (59)

b) En la estructura se entra con las K, y se
calculan las deformaciones ; ias reacciones
r por unidad de longitud (en Ym) se
obtienen

=Kad/g {60)

donde d, es la longitud en que actdar,

Con estos valores de r; se entra nuevamente al
suelo (inciso a), y el proceso se repite hasta
que coinciden las deformaciones de estructura
y suelo.

llustremos el proceso anterior con la zapata de
ia fig 19 (ejempio 6). Los datos de estructura y
suelo son los mismos del ejemplo 3 {fig 13). De
acue;do conlaecd

K§+P*+P°=0

Las reacciones del terreno se pueden
incorporar en el vector de cargas concentradas
P® {fig 19b). De esta forma, obtenemos ei
siguiente sisterna de ecuaciones

(61): (21365.442+K,1)51—21365.4425,-34184.7070,
-592-35=0 (61)

(82): ~42730.8845:4+(42730.884+K.1)5,+68369.4148,
. ~11.84-50=0 (62)

(84) -341B4.70754 +34184.7075,+72927.3750,

+3.15733=0 83)

En el terreno de cimentacidn habiamc

"obtenido 1a siguiente matriz de flexibilidades -~

(ecs S0y 51)



8, =0.000483712r, - 0.00003206525 r; (64)

8, = -0.000031436 r, + 0.00098398 r;

(63)

Las iteraciones se realizan de 1a siguiente forma

1ra iteracion

Iniciamos el proceso considerando una reaccién |

uniforrne ry =r2 =1y = 22.45¢Ym

Terreno de cimentacion. Aplicando las ecs 64,

Estructura. Con los K. anteriores, y aplicando
las ecs 61, 62, 63 y 60

51 52 B L )
m m Ym t/m
0.013493 | 0.014782 28.952 15.948

65y 59

B4 & Ko Koz

m m t/m t'm
0.010139 | 0.021385 | 3542592 | 3359.425
Estructura. Con los K, anteriores, y aplicando
las ecs 61, 62, 63 y 60

3 & i rz

m m tm vm
0.013295 { 0.014729 29.437 15.463

2da iteracion _
Terreno de cimentacion. Con les r, anteriores y

aplicando las ecs 64, 65 y 59

B4 & Kot K2

m m t/m m
0.013743 | 0.014290 | 3427.089 | 3462.699
Estructura. Con los K, anteriores, y aplicando
las ecs 61, 62, 63y 60

51 8L T r

m m Vm t/m
0.013498 | 0.014775 28.912 15.988

3ra iteracion
Terreno de cimentacidn. Aplicando 1as ecs 64,

65 y 59

63 6‘_‘ 1 K\d sz

m m tm vm
0.013473 | 0.014823 | 3433619 | 3451.506
Estructura, Con los K., anterores, y aplicando
las ecs 61, €2, 63 y 60

5. 5-3 £ rL

m m vm vm
0.013493 | 0.014783 28.956 15.944

4ta iteracion
Terreno de cimentacion. Aplicando las ecs 64,

65y 58

B, 5L J K Kv2

m i m tm vm
0.013495 | 0.014779 | 3433.069 | 3452.402

"

Apreciamos que en la 4ta iteracidn las deforma-
ciones de suelo y estructura practicamente
coinciden,

Método aproximado para tomar en cuenta la
nigidez angufar de las columnas que llegan a
la estructura de cimentacién

Los procedimientos de interaccion vistos en los
incisos anteriores permiten tomar en cuenta
todos los pisos de la estructura. Con el
proposito de presentar ejemplos que se puedan
resolver "a mano®, sin el auxiio de la
computadora, hemos presentado ejemplos muy
sencillos, en los cuales, y solo para fines
didacticos, se considera dnicamente la
estructura de cimentacion,

Supongamos que se desea hacer el anilisis
preliminar de una subestructura, sin tomar en
cuenta los niveles supenores. En este caso, las
columnas transmiten las cargas a ;la
cimentacion, pero como estan unidas aijla
infraestructura, también imponen una condicién
de continuidad estruclural en los nudos
correspondientes. La presencia de una columna
provoca que en el nudo se presente un
momento flexionante que vale K8, donde K, es
la rigidez a la rotacidon de la columna (rigidez
angular) y 6 es el angulo que gira el nudo en
cuestion. Este momento flexionante se agrega
en el vector de cargas concentradas P° de la ec
4
Kg+p*+pP'=0 (ec 4)
ilustremos el procedimiento con el ejemplo 4,
considerando que las columnas lienen una
rigidez angular K, = 6215.222 t.m/rad. El vector
Pies
e — Grado de liberad
- 35
- 50
-35
6215.2220,
6215.22265
6215.2226¢
—

OO E WM -




Aphcando la ec 4, el sistema de ecuaciones 27
a 29 queda modificado de la siguiente foma

(6,). 21365.4425,-21365.4425,-34184.7070,
+131,+03,-592-35=0 (66)

(5;); -42730.8845,+42730.8845,+68369.41408,
+06n+26r,-11.84-50=0 (67)

(B4 -341B4 7075,+34184.7075,+72927.37584
0 58667r1—0.26667r2+3.15733+6215.22268, =0 (68)

En el terreno habiamos obtenido (ecs 50 y 51}

5, = 0.000483712 r, - 0,00003206525r; (69)
8§, = -0.000031436 ry + 0.00098398 r, 7o)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 66 a 70
5,=0.014190 m, &; = 0.013411 m

8. = 0.0005705§
1, = 30.303 Ym, r; = 14,597 Um

Determinacién de elementos mecénicos

Los elementos mecanicos se obtienen como se

indica en.el anexo 1. Para una barra honzontal
. de cimentacion, despreciando el acortamiento

de 1a misma, son las siguientes (sistema global,

fig 20)

Direccion x (sistema global)

M. = wLi12-(1 1!192)L‘r.--(5/192)L‘r,+(4EIIL)99
+{2EN/L)8.-BEIL)S+(BEULDS,  (T1)

M.=-wL 12+ (5/192)L7r,+(11/192)L7r,+(2EVIL)6,
+(4EVL)B,-(BEINLY)5,+ (BEINLYS, (72)

V, = -wl/2+(13/32)Lr,+ (3/32)Lr,-(BENLY)6,
<(BENLY)B+(12EMLNE-(12EILD5,  (T3)

V, = -wli2+(3/32)Lr+(13/32)Lr, +(EWLY)S,
+(6EIIL W{12EVLS+(12EULS,  (74)
= (GWL) 8, - (GIYL) 8: (75)

M. = - (GI/L) 8, + (GIWL) 8, (76)

Direccion y (sistema global}
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M, = -WL2112+(11192)L3r+(5/192)L2r,-(4ENL)6,
-(2EWL)8y-(BEIN?)5,+(BEILY)S, an

M -wL’mz-(smgz)L (111 92)L2r. -(2E1L)8,
~(4EI/L)8y-(6ENLY)5,+(BEIL")S, (78)

V, = -wli2+(13/32)Lr+(332)Lr +HBEL)O,
+(BEILABy+(12EVLH5-(12E1LY5,  (79)

Vi = -wl/2+(3/32)Lr+(13/32)L1,-(BEHL)0,
-(BEVLY)B,-(12EILY)5,+(12EILDE,  (80)

M; = - (GIWL) B, + (GIWL) B, (81)
Mq = (GldL) 8, - (GlWL) B4 (82)

Los diagramas de fuerza cortante y de
momento flexionante en una barra de la
cimentacion (fig 20) se obtienen con las
siguientes expresiones (direccién x)

xsU/2: V==V, +(r,—w) x (83)
M=-M=Vix=(r-w)x/2 (84)
Mnax para x = V/{r~w) (85)

x2l2: V=-V,-w X+ 2 + 1, (x - J/2) (86)
M=-V-wx 12 + (rl/2) (x - L/4)
+ (r/2) (x - uz) {
Mg, para  x = [V {r-r)L/2)/(rs-w) (6

En las ecs 83 a 88, el contante es positivo si va
hacia arnba a la izquierda de |la barra, mientras
que el momento es positivo si produce
compresion en las fibras supericres de la barra.

Calculemos los elementos mecamcos en los
nudos de |3 estructura del inciso anteror
{ejemplo 4, fig 17, con K, = 6215.222 t.nvV/rad en
tas columnas). Habiamos obtenido

&, =0.014190 m, & = 0.013411m
84 = 0.00057055
ry = 30.303 Ym, r; = 14.587 /Ym

Aplicando las ecs 71 a 74

= 3.7(3. 2)2 112-(11/192)(3.2)%(30.303)
-(5/192)(3 2)°(14.597)
+[(4)(1130000)(0.05163)/(3.2))(0.00057055)
+(2)(1130000)(0.05163)/(3.2)}(0)
-(6)(1130000)(0.05163)/(3.2)71(0.01419)+
-(6)(1130000)(0.05163)/(3.2)7](0.013411)
My =-3.5341{m
Mq =7.8621m .
V,=35¢ ’



Ve =25t

Los diagramas de fuerza corntante y momento
flexionante se hallan con las ecs 83 a 88. Sin
embargo, en la practica conviene modelar la
estructura de cimentacion con cuatro 0 ImMas
barras, para obtener mayor precision. En el
siguiente capitulo se presenta un ejemplo de
analisis y disedo de upa zapata corrida
empleando ocho bamas en la estructura de
cimentacion, en ese ejemplo se expone la
forma de obtener los diagramas de fuerza
cortante y mormento flexionante.

Interaccion suelo-losa de cimentacién

Una losa de cimentacion se puede modelar
como una reticula de bamas ortogonales entre
si. La solucion es mas precisa a medida que se
incrementa el niumero de éstas. Para wuna

reticula de barras horizontales, se puede

despreciar el acortamiento de barras; ademas a
= . La matriz de rigidez y el vector de cargas
de empotramiento de una barra quedan como
se muestra en el anexo 3 (para su obtencion se
tomaron las férmuias del anexo 1).

llustraremos el analisis de una losa con la
reticula de la fig 21 (Demeéneghi, 1996). La es-
tratigrafia y propiedades se muesiran en la fig
22. Se desprecian los efectos de acotamiento
de barras. La numeracion de barras y de grados
de lipertad se exhiben en la fig 23. Como
ilustracién presentamos los de las baras 1 y 7,
para el sistema globat. .

Barra O, 6y o, [N ej 83
1 B1g | By 8+ & | 8y 813
7 810 B1g 54 B4 811 B.7

A continuacidén hallaremos las matrices de
ngidez y 10 vectores de empotramiento de las
barras 1 y 7. Utilizando los valores de! anexo 3
se obtienen las matrices K: y K:;. que se
muestran en {as tablas 12 y 13, respectiva-
mente. La matriz de rigidez de toda la
estructura es la suma de ias matrices de rigidez
de todas y cada una de las barras de la
estructura (el rango de cada matrz se toma de
27 por 27). A manera de ejemplo, enlatabla 14
se presenta la matriz de rigidez de la estructura
para los primeros 5 grados de libefad.
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Determinemos a continuacion los vectores de
empotramiento de las barras 1y 7. Aplicando la
ec 20

— — GL
1.233-1.0593r,-0.4815r, 10
~1.233+0.4815r,+1.0593r, 12

By = | -1.72+41.747r,+0.4031r, 1
-1.72+0.4031r4+1.7471, 2

0 - 11
0 1 13
GL = grado de libertad
_ - GL
0 10
0 16

P:® = | -1.72+1.747r,+0.4031r, 1
-1.72+0.4031r,+1.747r1, 4
1.233-1.0593r,-0.4815r, 1

| -1.233+0.4815r,+1.0593r, N 17

Como ejemplo presentamos a continuacion el
vector de cargas de empotramiento de la
estructura, para los primeros 5 grados de
libertad

- . -
-3.44+3.454r,+0.4031r2+0.403%r4 -

-6.88+0.4031r:+5.241r2+0.403113+0.403%rs
-3.44+0.4031r2+3.494r3+0 4023114 )
P* =| 6.88+0.403111+5.241r,+0.4031r5+0 4031r;
-13.76+0.403112+0.40311,+6.88B1s+0.403114
++0.4031r¢

-

i
—

El vector de cargas concentradas, para los
primeros 5 grados de libertad vale

96 1

0 2

Pt = 9.6 3
0 4

0 5

Sustituyendo valores en Ia ec 4 y tomando en

- cuenta que por simetria

51:-53:57:59 52=8‘='56=83
M=M=l =TIg lREla=E=1Ia

810 =041 = -814 =815 = 022 = B3 = -0p6 = -0
813=01= B0 = 825



se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones -

(que representa el equilibrio de cortantes o de
momentos en el grado de libentad corres-
pondiente):

Grado de libertad 1
773.145, - 773.145, - 1662.246,5 + 3.494r,
+ 0.8062r; - 3.44-96=0 (a)

Grado de liDertad 2
-773.145, + B59.7678; - 86.6285 +1662.2481
-186 23642+ 0 B0OB2r1+5.24r2+0.403r5-6.88 = 0 (b)

Grado de libertad 5
-346 485, + 346.4855 + 744.920,, +1.6124r;
+6.988r, —13.76=0 (©

Grado de libertad 10
-831.125, + 831,125, + 26927609 - 310.236 3
-1.0593r, - 0.4815r, +1.233 =0 (d)

Grado de libertad 13
-186.238, + 186.2355 - 620.468 + 1154.320 4,
-1.0593r, - 0.4B151s + 2.465=0 (e)

Las deformaciones del terreno de cimentacion
se determinan con el procedimiento indicado en
el inciso de analisis iineal. Presentamos a
continuacidén como ejemplo ia obtencion de &,

520 0154(2 4){0.2271(4 3r4)/4.6225

+0 009375(6 45r2)/9.245+0.0001528(4 3r:3)/4.6225

+0 009375(6.45r.)/9 245+0.002988(8 6r5)/18.49

+0 0001625(6 45r)/9 245+0 0C01528(4 3r;)/4.6225
+0 0001625(6 451,19 245+0.00002824{4.3r5)/4.6225)
+0 0222(2 O)[C 11394 3r, /4 6225

+0.04407(6 45r2)/9.245+0 002284(4.3r4)/4.6225

+0 04407(6 45r,)/9.245+0 028026(8 6r5)/18 49

+0. 002638(6 451s)/9 245+0 D022836(4.317)/4 6225

+0 002638(6.45rs)/9 245+ 0 0005157(4.315)/4.6225]

Aprovechando 'a simetria de la estructura obte-
nemos (Deméneghi, 1996)

6. = 0 012733r, + 0 0033854r> + 0 00068301215 (f)
62 = 0.0036877r: + 0.020326r2 + 000214241 (g)
8: =0 0028714r, « 0 010629r; + 0.025023rs  (h)

La compatibildad de deformaciones entre 1a
estructura y el terreno de cimentacion se logra
reemplazando lasecs f, gy henlas ecs a, b, ¢,
d y e, o resolviendo el sistema de ecuaciones
delaaaliah.

f,=3.235Um, ;= 1.082uUm, rs = 1.149 ¥Ym
8. = 0.003760, 6,3 = -0.0007646

14

5, =0.04558 m, 3, = 0.03638 m, 85 = 0.04953 m

Como ilustracion, hallaremos los elemenio.
mecanicos en las barras 1 y 7 (sistema local)
para I0 que se aplican las ecs 71 a 82

Barra 1 (direccion x) .
Mo =-1.403 t.m, M;; = -1.697 tm
Vi=48t V,=1.0421¢

M. =-1.404tm, M3 = 1,404 tm

Barra 7 (direccién y)

M1 =-1.403tm, My =-1.697tm
Vi=48t V,=1.042¢
Mig=1.404 t.m, Mg =-1.404 t.m
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TABLAY | [

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 1} |

Defal | Della2 | Dellad | Dehad | Theia5 | Thela6 | Dewa7 | Defta8 | Deta® | Detatd | Thetait | Theta 12
3191382 | 0 p 1271988 |0 | 114832 | 0 -31913.8 0 -12110.5 0 -114.832 0 Delia 1
- - - - -— - — —_ — -— - Della 2
“1271958 | o | 5202665 | 0 | 287.082 | 0 127185 | 0 -5202.68 0 2817.082 0 Delta 3
- — - - . . e — - —-— -— —- Della 4
ti4s3z | "o | 287082 | 0 | 110040 | 0 ; 114833 0 -287.082 0 555.025 0___ iThetas
- — — - — e - o -— - Thela 8
3191382 |0 | 427195 | 0 | 114833 | 0 | 3257802 -664.2 12719.58 0 187777 -1992.8 |Delta 7
- = = = = - -684.2 32578.02 0 12719.58 | 19928 1877.77 _|Delta 8
TazTies | | -5202.885 | "o [ .267.081 | O 12719.58 0 1162286 | -86420 -267.08 0 Della 9
Ul Rt R — 0 -12719.58 | 86420 | 7162268 0 -287.08 __|Detta 10
_-114832 ] o | 287082 | 0 | 656,025 0 A817.17 | 19928 -267.08 0 9080.45 39852 |Theta 11
D O e A" R -1992.8 1877.77 0 -287.08 3985.2 9080.45 |Theta 12
TABLA 2 e N TABLA 3
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO |7 T|VECTOR DE CARGAS CONCENTRADAS
(EJEMPLO 1 B (EJEMPLO 1)
o Dellai - _ Qvl _ [Deha 1
0 Della 2 o _ N Qv2 Della 2
0 Detta 3 Gh3 __ |Della3
0. |Deha4 Qh4__ [Dolta 4
0 Thela 5 o MS Theta §
0 Thela 8 o ] M8 [Thetad
-24 Delta 7 0 Delta 7
-24 Deila 8 0 Delta 8
0 Della 8 0 Delta 8
0 Della 10 - 0 Delta 10
24 Theta 11 o Theta 14
24 __ |Theta12 0 Theta 12

{Acise)




TABLA 4

NUMERACION DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLO

.2)

(Acise, Actsef3,Isezc24,1sezc3, isezcd . lsezc32)

Bara @, 9, 5 ﬁrs 5y o
grados
1 95 % 84 51 6‘3_ 80
Oe Bg » & B4 90
3 O~ Oa & 7 - 0
TABLA S
MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
5, [or 8a D4 =1 Og 8, O
6642 | -664.2 0 0 0 0 19926 | -19926 8,
— — = = — — — — 8
0 0 184.24 ) 42376 0 423.76 0 5s
— — — = — —— —_— — 5‘
0 0 423.76 0 129952 0 649.76 0 Bs
— — -_ —_— -_— —_— —_— — B4
19926 | 19926 | 423.76 C 649.76 0 9269.92 | 239852 B,
—_ -— —_ _— —_ — — J— Og
TABLA 6
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO
DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
462 5, |
462 6
0 8a
0 B4
10 _ L
0 8
462 8,
462 Be
TABLA S
PROPIEDADES DE DEFORMACION. EJEMPL O 3
Estrato | Aa Set Ac Sev v Ko y, tm’
1 | 360 1.69 733 0705 | ' 0.295 0.418 18
2 | 480 167 879 0.715 0.295 0.418 1.8




TABLAS | | l {
IMATRIZ DE R{lGlDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 3)

Deita 1 Deita 2 Detad |(Thetad Theta 6
21365 442 | -21365.442 0 -34184.707 0 Delta 1
21365.442 | 42730.884 | -21365442 | 34184.707 [ -34184.707 |Delta 2
34184.707 | 34184.707 0 72927375 ( O Theta 4

[
i
TABLA10 | ]
VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 3)
RELACION DE POISSON = 0.295
Punto Izijk bajk tyijk
11,1 0.4868711| 0227869  0.2098534
11,2 1 0.00174314| 0.01330678] 0.03461443
113 | 1.8B65E-05] 000252627] ©0.00566201
724 | 02791369 00%057748] 0.00698428
122 | 00402185 0068231938! 0.00818785
723 ' 0.000992] 000672907 0.00316838
211 | 0.00163603| 00152252{ 0.02429731
212 | 08737421 0455738  0.4197068
243 | 0001636} 0.01522518] 0.02429731
221 . 0.03557754] 004396888 0.00492169 |
2.2.2 0.5582739, 0.06115496. 0.01396855 i
2273 0.03557754| 0.04996888' 0.00492169! i
3.1.1 1.8865E-05' 000262627 | 0.00566202; 1
3.1.2 0.00174314! 001330677 0.03461443
31,3 04868711  0227869°  0.2098534] !
321 0.000992! 000672907 ©0.00316839! 1
322 0.0402185; 006823199| 0.00918784, il
323 0.2791369! 0030577491 0.00698429! i
: ! |
(Aceise) ! | l
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TABLA 1T | ‘

VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 4)

RELACION DE POISSON = 0.5

I {
Punto \zijk Ixiji lyijk nu fijk
114 0.4868711 0.3181542 0.265932] 0.5 0.194828

112 0.001743138] 0.05265242] 0.003130734) 0.5 -0.02614844
113 | 1.88649E-05| 0.003480822! 0.000038445] 0.5 -0.00174077
1,21 0.2791369] 0.05794332| 0.029751858] 0.5 0.23528931
1272 0.0402185] 0.09123936 | 0.004802748! 0.5 -0.00780255
123 | 0.000992)  0.0114948] 0.000126474] 0.5 -0.00481864
241 0.001636028|  0.04312015] 0.002917856] 0.5 -0.02138298
2.1.2 0.9737421 06363085 0.531864] 0.5 0.38965585
213 0.001635999)  0.04312015] 0.002917856] 0.5 -0.021383
221 0.03557754| 0.06498982| 0.004221957{ 0.5 0.00097165
222 0.5582733] 01158866 0.05950371 05 0.47057875

223 0.03557754] 0.06498982] 0.004221957] 0.5 0.00097165

3141 1.88649E-05| 0.0034808222| 0.000038445 0.5 -0.00174077
31.2 0.001743138] 0.05265242} 0.003130734] 05 0.02614844|
3.1.3 0.4868711 03181542 0.265932 0.5 0.194828
3.2.1 0.000992|  00114948| 0.000126474] 05 0.004818564
322 | 0.0402185] 009123936| 0.004802749° 0.5 -0.00780255

323 | 0.2791369] 0057943321 002975186{ 0.5 0.23528931

! | !
(1sezc3) :- '= '
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TABLA 12

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA1, K4

| B 812 8 &2 81y 813
.| 2382.530 1191.265 -831.115 831.115 0 0 B9
1191.265 2382.530 -831.115 831.115 0 o B8y2
-831.115 -831.115 386.565 -386.565 0 0 B4
B31.115 831115 -386.565 386.565 0 0 3,
0 0 1] 0 310.08 -310.08 811
0 0 0 o -310.08 310.08 844
TABLA 13
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRAT, Ky
r O1g B1g B4 Ba B4 817
310.08 -310.08 0 0 0 B4g
-310.08 310.08 0 0 0 0 B4
0 0 386.565 -386.565 | 831.115 | B31.115 By
0 0 -386.585 386.565 | -831.115 ] -831.115 54
0 0 831.115 -831.115 (2382530 1191.265 B4,
0 0 831.115 -831.115 |1191.265| 2382530 8,7
TABLA 14

MATRIZ DE RIGIDEZ DE'LA ESTRUCTURA K, PARA LOS PRIMEROS CINCO
GRADOS DE LIBERTAD. SISTEMAGLOBAL

! a5 el fn [ Dy

b 773130 -3866.565 0 -386.565 0 Y
I -386.565 859.750 -186.565 0 -86.619 5,
0 -386.565 173130 0 0 5y
| -386.565 0 0 859.750 -86.619 5e
L 0 -86.619 0 -86.619 346.477 85

19




TABLA 7 _
Froposed aversge vatues of kg for 141 X 14t square plates and long
14t wide strips, atter Karl Tarzaghi (1955)

Avenage ko, values Range of k) values
tong/ft? kg/em3 tons/ft? kgfom®
Sand: loose 40 1.29 20-60 0.64-1.92.
medium 130 4.17 60-300 1.92-9.62
dense 500 16.10 300-1000 9.62-32.}
Clay: stfl 15 241 - 50-100 1.6-3.21
very stf{ 150 4,82 100-200 321-6.42
hard 300 9.64 300 9.60

For dry sand multiply by 1.5 and (o1 submerged sand by 0.6. Here 1 ton = 2000 Ib,

(b)

 NUMERACION DE.BARRAS .Y GRADOS -DE —LIBERTAD (EJEMPLO)

oo  FIGURA. 2 s ]

20
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(&)
Profide of distortios eettlernrent of s unifurm load on the surface of & soil
mase, (o) Homogeneows elastic sotropic msterial, such sa a satursted clay; (b)
bomogeneous ¢lastic matensl whose rigidity incresses with confinement, such »s a
cohesipnless sand or.gnvd. (Sawg_'-‘, 1ézD

Fiavira 7

i lq j -@‘ '

(h)

Contact pressure on the hmase of o rigid foundstion on the surface of & soil
masa, (o} Homogeneon rlastic inotropiwe material, such as & sstursted clay; (b}
homogenecus elnstic materal whorme rigidity increases with confinement, such as a
cobesioniews sand orgned. (S o e v s, 196 2)

FlLGURA &

PR
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ANALISIS SiSMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colinaw

Cuande se realiza el anidlisis sismico de una cimentacién, es usual
que se cuente con un coeficiente sismico para la region en cuestidn,
dado por el cdédigo del Estado donde se construira la estructura
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al analisis
y diseno de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la
estructura de cimentacién. '

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio estd formado por sedimentos
de consistencia blanda, se presenta un fendmeno de amplificacidn de
las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en
la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta
aceleracién, mientras que en 1la superficie del suelo blande 1la
aceleracidn puede ser varias veces mayor gque la del terreno firme
(fig 1).

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este
fendmeno consideremcs un sistema de un grado de libertad como el
mostrado en la fig 2, en el gue la base se somete a un movimiento
dado por

X = a sen ac

La velocidad de la base vale i° = aQcos Ot
Y la aceleracidn X =-a0senQt

La respuesta de la masa esta dada por (Newmark y Rosenblueth 1976)

Desplazamiento relativo Yy = 2B, sen (Qt - ¢)
Velocidad relativa y=af B, cos (2 t - ¢)
Aceleracioén relativa ¥y =-an B, sen (Nt - ¢)

En las expresiones anteriores

- oimwew -

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisién de Ingenieria
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM '



B =
d
2 1 2
/[1- T2 10202y
( =) =
“1 “y
Q
285
¢ = ang tan é 3
B ol
1
w es la frecuencia circular del sistema w o= vyK/ M

Los desplazamientos absolutcs estan dados por

Desplazamiento X =x +Y
Velocidad X = X, + Y
Aceleracioén X = io + ¥

Definamos el factor de amplificacién de la aceleracién como ~ﬁ
cociente entre la maAxima aceleracion absoluta de la masa y la maxima
aceleracidén de la base:

£ = max X / max *o

En la fig 3 se muestra la variacion de f. con el cociente T1 / T .,
para amortiguamientos de 2 Y 10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periodos estan dados por

'1‘1 =2n/ w, (masa que vibra) Y T=2mn/0Q (base)

Se observa en la fig 3 que la amplificacidn de la aceleracién depende
del cociente T / T y del amortiguamientoc. La mdxima amplificacidn se

presenta cuando 'r1 / T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece

el factor f. Para T / T » » la amplificacién de la aceleracion es
nula.

Un fenomeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace
las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de
espesor H como el indicado en la fig 1, y supongamos gque el
desplazamiento de la base rigida esta dado por ' -~

.-



x (t) = C exp (ifit) = C (cos Qi:“-f- i sen nt)

i=v-1

lo que implica que la base tiene un movimiento arménico de frecuencia
n N . M

La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el
campo de los numeros complejos, 1o que conduce a gue haya un cambio
tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo la
_funcioén de amplificacidn £ = A (Q) como el valor absoluto del

cociente de la maxima aceleracién en la superficie del estrato entre
la maxima aceleracién en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969)

A () =1, v cosh® a cos® B + senh® a sen® B (1)
donde
a=Hn\/[/1—+(nn/s)2-1]_/[1+(nn/c)"]/u/zc. (2)
B=Hn\/[\/1+(nn/<;)2+1]/[1+(nn/sz]/Vzc. (3) .
donde C' = /’5—7"27 = velocidad de la onda de cortante en el

suelo blando
amortiguamiento del suelo blando
frecuencia circular natural de la base rigida
espesor del suelo blando
modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo blando
masa especifica del suelo blando

DOXDS
Hhnaouwu

La respuesta depende de la hipotesis que se haga respecto al amorti-
guamiento. Se puede considerar gque la viscosidad es inversamente
proporcional a la frecuencia, de tal medo que 71 Q1 / G = 2 [ sea
una constante. Aplicando las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del
estrato. ' :

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del
estrato se hallan con las siguientes expresiones

w = frecuencia circular del modo n de vibrar

un=(2n-1)n/G/p/23=(2n-l)nC./2H (4)

Para pequenos valores de (n  / G), la funcion de amplificacién, para
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969):

A(w) =4/ (2n - 1)1 (2Q) , (5)

{ = fraccion del amortiguamiento critico



En la fig 4 se muestra la variacién de la funcidén de amplificacién
con la frecuencia de vibracion de la base firme, para un estrato ¢
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en &
suelo blando C' = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo ¥ = 2 t/m".

La - funcién de amplificacién se obtiene empleando las ecs 1 a 3 ,
considerando que 7©n.Q /G = 2 { .

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terrenc firme
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio
coincide o estd cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelo blando, la aceleracidén en la superficie de éste
puede ser varias veces superior a la aceleracidén en el terreno firme.
En este ejemplo la amplificacion de la aceleracién es de 3.18 , para
un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico,

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracidén y
los valores correspondientes a los "picos" de la funcidén de
amplificacién (fig 4), empleando las ecs 4 y 5 . En la tabla 1 se
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (”n)

n w £ T A (w)
El . an -]
s ciclos/s s N
1l 11.78 1.875 0.533 3.183
2 35.34 5.625 0.178 1.061
3 58.90 9.375 0.107 0.637
4 82.47 13.125% 0.076 0.455
5 106.03 16.875 0.059 0.354
wo= (2n - 1) m C. / 2 H A (u;) =4 / (2n - 1)n (2()
f=w / 2n T =21 / w
n SN n

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de
vibracién de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo caso,
es conveniente observar las frecuencias dominantes de los temblores
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se
puede presentar el fendmeno de amplificacion de aceleracién que hemos
comentado en los parrafos anteriores.

El razonamiento anterior es valido también en términos de 1los
periodos de vibracidén de ondas y suelo blando. Vemos que la maxima
respuesta de aceleracidn se presenta. cuando el periodo de vibracién
de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4). Es’
decir, la aceleracién en la superficie del terreno blando sera M
veces mayor que la aceleracion en la base, si el amortiguamiento

-



suelo es de 20 % . Vemos entonces gue la aceleracidén en la superficie
del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T'V/ T, donde

T .es el periodo natural de vibracién del estrato blando y T es el
81

periodo dominante de vibracién de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 1), los periodos de vibracién
estan dados por . :

T =4HVp /G / (2n-1) " (6)

n=1, 2' LR I 2

donde p = masa especifica del suelo
G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1:

T.1=4H9'p/G (7)

Para la estimacién del periodo natural de vibracién de un suelo
estratificado véase Zeevaert (1973, 1980). Para la determinacién del
médulo de rigidez dindmico de la arcilla del valle de México, puede
consultarse a Jaime et al (1987).

El periodo de vibracidén de la estructura se halla con los métodos
usuales del analisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno de
cimentacién estd formado por un suelo blando, es importante
considerar ademas el efecto de balanceo y de traslacidén horizontal de
la cimentacién. Asi, el periodo de vibracion acoplado de una estruc-
tura vale (Normas de Sismo 1987): .

T =/ T+ T | (8)
1 ° x r

donde T = periodo fundamental que tendria la estructura si se

apoyara sobre una base rigida (este periodo se debe a
la flexibilidad propia de la estructura)

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera

infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla-
darse en la direccidn que se analiza

T = periodoc natural que tendria la estructura si fuera

infinitamente rigida y su base solo pudiera girar
con respecto a un eje horizontal que pasara por el
centroide de 1la superfiece de desplante de 1la
estructura y fuera perpendicualr a la direccidén gque se
analiza

El periodo natural de vibracidén por rotacién de una masa estd dado
por



T=2nv/HH2/Kr=2n~H|/M/Kr' _ (9)
r
/ 2 .
2 W H /gKr g = aceleracidén de la gravedad (10)

Las Normas de Sismo, en el inciso A.7 del Apéndice, establecen que
"para el calculo de T se supondra que el desplazamiento de la base
x

esta restringido por un elemento elastico cuya rigidez vale K, en

"

o T

r

t/m:

T =2mn (W /gK )12 (11)

donde T esta en segundos, W/ es el peso neto de la construccion al
b3

nivel de su desplante, incluyendo el peso de 1los cimientos vy
descontando el del suelc que es desplazado por la infraesgructura, en
toneladas, y "g" es la aceleracidn de la gravedad, en m/s” . El valor
de w; no se tomara menor de 0.7 w° .

“Para el cdalculo de Tr se supondrdé que la rotacién de la base estd
restringida por un elemento elastico de rigidez Kr , en t.m/radian:

Tr=2n(J/gKr)”2 (12)

donde Tr estd en segundos y "J" es el‘momento neto de inercia 4

pesc de la construccién, en t.m’, con respecto al eje de rotacidén, ..
descontando el momento de inercia de la masa del suelo desplazado por
la infraestructura. Esta diferencia no se tomara menor de 0.7 veces
el momento de inercia calculado con el pesc de la construccidn.

"Tratdndose de construcciones gque se apoyan sobre zapatas corridas
con dimensidén mayor en la direccidn gue se analiza o sobre losa o
cascaron que abarque toda el 4drea de cimentacidén, y gque posean
suficiente rigidez y resistencia para suponer gue su base se desplaza
como cuerpo rigido, los valores de K ¥ K se obtendran de la tabla

1, en que G es el médulo de rigidez medio, en t/m2 , Qel estrato en
gue se apoya la construccion, y los radios equivalentes R Y Rr . €en

metros, se calcularan empleando las expresiones

172

R =(A/n) (13)

R = (41, n)

r

(14)

Yen las gque A, en ‘mz, es el area de 1la superficie neta de
cimentacion, e I, en m, es el momento de inercia de dicha superficie
neta con respecto a su eje centroidal perpendicular a la direcién que
se analiza" (Normas de Sismo 1987). -

—
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Una vez gque se conocen los periodos de vibracién del suelo T, Y de
la estructura T1 , se puede emplear el espectro .de respuesta sismica

de Zeevaert (1980) para la determinacién del factor de amplificacién
f (fig 5), definido como el cociente de la maxima aceleracién en el
a

centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracidén en la
superficie del terreno blando. Para entrar en el espectro de la fig 5
necesitamos el amortiquamiento acoplado .del sistema, el cual esti
dado por (Zeevaert 1980):

, =V 1i-g (15)

1

donde 9, =9,9 (TH*/ (3, T2+ g T) (16)
T! =V TS+ T
2
g, =1-¢& g, =1-

Vemos en el espectro gque la maxima respuesta se obtiene cuando T‘ 7

T, = 1 . Por lo visto anteriormente, no se puede evitar 1la

amplificacién de la aceleracién de un suelo blando, pero si es
factible evitar que coincidan el periodo natural de vibracidén del
suelo con el periodo natural de vibracién de una estructura.

La aceleracién en la superficie del terreno la proporciona, en la
ciudad de México, el Reglamento de Construcciones en las Normas de -
Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se sefiala que "la ordenada del
espectro de aceleraciones para diseno sismico "a", expresada .como
fraccidn de la aceleracién de la gravedad, estd dada por la siguiente
expresion:

a=(1+3T/T)c/4, si T es menor que T:'

La aceleracidén en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = 0
en esta expresion (pues para T = 0 la estructura vibra igqual que la
superficie del terreno), por lo tanto a = ¢ =¢/ 4 enla superficie,

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigraficas del
Distrito Federal se presentan a continuacién (articule 206 del
Reglamento):

Zona Coeficiente Coeficiente c Aceleracién
sismico ¢ (superficie) (superf}cie)
cm/s
I 0.16 0.04 39
11 0.32 0.08 78
III . 0.40 0.10 98

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona 11 la aceleracidén de
diseno de la superficie del terreno es de 98 cm/F . '



También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar *
(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en gue se conozca el peri.
dominante del terreno T.1 , Y que se hallen en las parte sombreada.

de la fig 3.1 (de esas Normas), también se adoptard ¢ = O.4lpara
estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de las partes
sombreadas se adoptara .

c=1.6T, / (4+ 'rfl) (17)

Vemos gue el coeficiente sismico depende del periodo de vibracién
dominante del suelo T . Considerando que el coeficiente sismico en

la superficie c =c¢ / 4y que la aceleracidén en la superficie, en
cm/s?, es igual a ¢, por 980, en la fig 6 se presenta .la variacién de
esta aceleracién en funcion del periodo Tu .

EJEMPLO

Determinar la respuesta de aceleracién de un edificic sobre un
estrato de suelo blango, con las siguientes caracteristicas:

Masa = 217.5 t.s"/m

Peso = 2133 ¢

Periodo de la estructura T° = 0.3 8

Amortiguamiento en la estructura (o =5 %

Periodo por rotacidén T, = 0.76 s

Amortiguamiento en el terreno de cimentacioén ¢, = 15 %
Periodo por traslacién T = 0.22 s

Periodo del terreno de cimentacion T, =2.45s

Solucidn

El periodo acoplado de la estructura vale

T =V +T+ 1 =0.8 s
1 -} x r
Cbtenemos el cociente '1‘1 / 'I‘.1 = 0.35

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguamiento
acoplado del sistema, el cual esta dado por (Zeevaert 1980):

& =v1-gq

= 2 2 2
9,=9,9, (TH®/ (g, T2+ g T

donde T! =V 'ri + Tf = 0.817 s



0.9975

g, =1-¢

-} -]

g =1-2¢ =10.9775

r r

Sustituyendo 'g1 = 0.98 . ¢, = 0.141

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 & .

Entrando al espectro para disefio sismico (fig 5, Zeevaert 1980), se
obtiene un factor de amplificacion £, = 1.9 . :

Considerando una aceleracion en la superficie de 98 cm/sz,' la
aceleracion en el centro de gravedad de la estructura esta dada por

(98) (1.9) = 186 cm/s° .
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INTERACCION SUELO-PILOTE
METODO SIMPLIFICADO

Agustin Deméneghi Colina
lustraremos el método simplificado de interaccion suelo-pilote con ¢l siguiente eiemplo.

Pilote circular de diametro =35cm, L =3 m.
£’ = 250 kg/em?
E = 158000 kg/cm’
1=73661.76 cm*
Carga en la cabeza del pilote 3.4t
Rigidez de la subestructura (contratrabes) K, = 702 658.62 t.m/rad.
En el terreno de cimentacién G = 330 Ym?
En la punta del pilote K, =8.575 t. m/rad
Ka=29894] tm

SOLUCION

En la fig 1 sc rmuestra ¢l sistema de cargas sobre el pilote, y en la fig 2 se indican los
desplazamientos que sufre el pilote.

La matnz de ngidez de! pilote y el vector de cargas de empotranmiento sobre el pilote se
obtienen en forma similar a lo tratado en capitulos anteriores, considerando los tramos del
pilote como vigas cominuas.

EJ vector de cargas concentradas esta dado por

—

34
0
Ka &
_l,"'_' K. 84
0
L.K'BG__

Considerando dos "estratos verticales”, ¢l primero de espesor 0.25 my ¢l segundo de espesor
0.30 m, y con un M, = 0.001045 m’/t, se obticie la matriz de flexibilidades del suelo

8, = 0.00056007 r, + 0.00000042478 1, + O 13 (a)
82 = 0.0000004012 r, + 0.0011201 r; + 0.00000004012 r3 (b)
85 = 0 1y + 0.00000042478 1, + 0.00056007 1, (c)



Aplando fa ecuacidn general de equilibrio
K§ +P +F =0

y las ecs (a), {b) y (c), se obtienen los siguientes resultados

8 =-0.0013347 m
82 = 0.000026597 m
5, = 0.000033870 m
8. = - 0.0000029552
85 = - 0.00025682
8¢ = 0.00013503
n=-238304 /m
2= 0.024577 t/m

3 = 0.060472 ¥m

(ISEPILOT)
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DETERMINACION DE LA RIGIDEZ OE LA SUBESTRUCTURA, PARA LA REDUCC!ON DE
ASENTAMIENTOS DIFERENCIALES

En ocasiones 56 tiene |a necasidad de apoyar
una estructura de cimentacidn scbre un terreno
cde mediana compresibiidad, lo que conduce a
la apanaodn de asentamientos diferenciales gue
pueden exceder el asentamiento permisible
para la estructura. Si éste es & caso, se
requiere acrecentar la rigdez de la
subestructura, hasta que la magnitud del
hundimiento diferencial quede por abajo del
timite tolerable.

El problema antenor se resuelve llevando a
cabo analisis de nteraccidén suelo-estructura,
aumentando la rigidez de ésta hasta que el
asentamiento diferencial resulte menor que el
limite permisible

Para determinar el posible dafo en una
astructura se emplea el concepto de distorsiéon
angular, la cual se define como el asentamiento
diferencial entre dos pumos, dividido entre la
distancia honzontal entre ellos Para el caso de
muros de mamposteria de tabique, la distorsion
angular tolerable varia desde 00005 nasta
0.003 {vease por sjempio Sowers (1962)
8jerrum (1963), Lambe y Whitman (1969)] En
este articulo tomaremos un valor de la
distorsién angular permisible de 0.002.

Tomemos el ejemplo de la fig 1, el cual es
reprasentativo de una obra que transmite su
carga a la subestructura mediante columnas, y
establezcamos una distorsion angular tolerable
Ooem = 0.002 en el tramo AB. Haciendo un
andlisis de nteraccdn  suelo-estructura
llegamos a que con un momento de nercia de
la estructura de cimentacion | = 000935 m* se
cumple con B,m Las reaccones y los
asentamientos del lerrenc se muestran en la fig
2. meentras que los diagramas de momanto
flexionante y fuerza coranle se exhiben en ia
tig 3 Con estos resultados se puede hacer el
disefo estructural e 1a zapata de la fig 1. con
0 gue se garanhza que no habréd dafios por
asemarmentos diférenciales de la cmentacion.

Agustin Deméneghi Colina’

Consideremos ahora la estructura de 1a fig 4, 1a
cual seria el eemplo de una obra que transmite
su peso & base de un muro de carps, y-
establezcamos ia mismeg distorsidon permisible
Bperm = 0.002 on el tramo AB. Mediante un
andliss de interacadn  suelo-estructura,
determinamos que el momento de inercia de la
estructura de cimentacién debe ser | = 0.0222
m' En este caso particular notamos que
cuando la carga es repartida (estructura con
muro de carga) se necesita una rigidez mayor
de la subestructura —para reducir asantamien-
tos diferenciales- que cuando las cargas son
concentradas {estructura a base de columnas).
En la fig § se exhiben las magnitudes de
reacciones y asentamentos del tereno,
mientras que en la fig 6 se muestran los
diagremas de momento flexionante y fuerza
cortante, con los cuales se puede hacer el
diseo estructural de la zapata de la fig 4. Con
este cnterio se pretende preverir que no se
presenten dafios por hundimientos diferencie-
les. .

Con el propdsito de reducir los asentamientos
diferenciales, se puede hacer una estimacién
aproximada de la rigidez de la infraestructura,
haciendo uso del concepto de rigidez relativa ¥
de la cmentacion (Brown, 1974; Meyerhof,
1979), la cual se define de la siguiente forma

K =[(1-v) E V(3 -v) E, BY 1)
donde

v = relacidn de Poisson de la subestructura

E = modulo de deformacién de la subastructura
i' = momento de inercia de la subestructura por
umdad de ancho

=B L@

| = momento de inercia de la contratrabe de
cimentacion

v, = relacion de Poisson del terreno de
cimentacion

" Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisidn de Ingemeria Civil, Topografica y Geodésica.

Facultad de Ingenieria. UNAM



£, = modulo de deformacion del terreno de
cimentacion
B = ancho del cimiento

Consideremos ef cimiento corrido sometido a

las cargas concentradas indicadas en ia fig 7.
Sea g = TQ/3L) = BQ/3L) = 2Q/L = carga por
urmidad de longitud del comiento. En la fig 8 se
muestra ta vanacion aproximada de K, con g,
mientras que en la fig 9 se exhibe la vanacidn
del maximo momento flexionante en funcion de
la mMisma Q@ Ambas graficas estan obtemdas
para que se alcance una distorsion angular
permisible de 0.005. El maximo vaior absoluto
dge la fuerza cortante es aproximadamente igual
aQ.

En la fig B aprecramos que la ngidez relalva,
para no sobrepasar un cierto valor de la
distorsion angular, es funcion de las cargas de
la estructura, pero depende ademas de la
rigdez del terreno de cimentacién a medda
que aumenta ésta se requiere mucho menos
ngidez de la estructura para satsfacer igs
requisitos de hundimiento diferencial permisible.
De la misma forma, e! momento flexionante
maxmo (fig 9) disminuye al aumentar la ngidez
del terrene, aun cuando su vanacién es mucho
menos sensible que la variacon de K.

Sea la estructura mostrada en la fig 10
sometida a una carga raparhda w En este caso
Q' = ZQ/3L) = w(3L) 3Ly = w La fig 11 contiens
la magnitud aproximada de K. en funcibn de Q'

mientras que las figs 12 y 13 muestran las
magnitudes de! maximo momento flexionante y
de la maxima fusrza conante en ia estruciura
de umentacidn, respectivamente. Las graficas
estan obtenidas para gque se alcance una
distorsion angular iguat a 0 002.

De 1a musma forma, para carga repartida la
rngidez nsecesana de la estructura de
cimentacion para que no haya asentamemos
diferenciales exceswvos es funcibn de la carga
de Ia estructura (fig 11). pero tambieén depende
en forma importante de la ngidez del terrenc e
cimentacion cuando ésta aumenta la ngidez
necesaria ode |a subestructura disminuye
apreciablemente Un fendmenc similar oturre
con el maximo momento flexionante y con la
maxima fuerza conante. como se puede
apreciar en las figs 12y 13

Las graficas de las figs 8 y 9 se usan de la
siguente forma dada la estructura y el terano

de cimentacion de la fig 7, se obtene la carga
repartigda por unidad de longitud q. Con este
vajor se entra a la fig 8 y se halla la rigidez
relativa K, el momento de nerca de la
subestructura se determina despejandoio de la
ec

I'= K (1 - v) E« B/ ({1 - v E) (3)

El momento de inerua de la contratrabe se
obtiane con la ec 2

1=FB (4)

Conocido |, sl peralte h de un cimiento de
seccion rectangular de ancho b vaie

A EVIIT) (5)

El maximo momento flexionante s& obtiene con
la fig 9, y la maxima fuerza cortante vale
aproximadamente

Vemx = Q (6)

E! uso de las figs 11, 12 y 13 es similar al de las
figsBy9.

Eremplo

Una estructura a base de columnas tiene las
caracteristicas indicadas enlafig 7:

En la estructura- Q = 30 t, TQ = 180 t claro
enre columnas L =4 m; g = 180112 =15t/m E
=1,130.000tm% v=02 ancho=8=2m

En el terreno de cimentacion: E, = 800 Um? v, =
0.25

Obtener las dimensiones aproximadas de la .

contratrabe de cmentacion, el maximo
momento flexionante y la maxima fuerza
cortarte, para que la distorsidbn angular sea
0.002.
Sotucrbn
E,/(1-v,2)=800/(1-0.25%)=853.3 Um?. De la fig B:
K =08
Susutuyendo enlaecd

= [0.77(1-0. 22)(800)(23)]![(1-0 252 }1.130.000)
= 0 0046397 m’
Usando laec 4
| = 0.0046397(2) = 0.0092794 m*
Reemplazando enlaecS5conb=02m
n=3%"12(0. 0092794)10 2 =0.823 m
De la fig 9. con E /(1 s 2)=853 3 Ym? Mrax =
255tm

Usandolaec6

Veax = 0 =30t



Eremplo
Una estructura transmite a través de un muro
una carga de 15 ¥m al nivel de desplante dal
cmento  Subestructura y terreno tienen las
siguientes caracteristicas (fig 10):
En la subastructura Q' = 15 tm; longitud total
12 m. L =4 m (fig 10y E-1130000Um v =
02, ancho=B=2m
En e! terreno de amentacion: E, = 80O Ym?, v, =
0.25
Obtener tas dimensiones aproximadas de |a
contratrabe de camentacién, e maxmo
momento fiexionante y la maxme fuerza
cortante, para que la distorsion angular sea
0.002,
Solucién
Eo/(1-v,2)=800/(1-0.25%)=853 3 ym?
Delafig11. K =18
Sustituyendo enla ec 3
I'={1.8(1-0 22;(300)(2°)y1(1-0 25%(1,130.000) =
0.0104393 m’
Usando laecd

= 0.0104393(2) = 0 0208787 m*
Reemptazando enlaecSconb=03m
h = 3"12{0 0208787)0 3 =0.9/2 m
De la fig 12. con EJ/(1-v,2)=853.3 ym?
Mma, = 14.21m
De la fig 13, con Ey/(1-v,7)=853.3 ym?
Vrgz = 4.8

Como conclusién de lo tratado en los parrafos
antenores observamos que mediante anahsis
de nteraccidn  sueio-estructiura se - puede
obtener la ngidez del cimiento tal que no se
sobrepase una distorsion angular permisible

Para los elemplos presentados en este articulo,
ia rigidez reiativa, para no sobrepasar un cierno
valor de la aistorsion angular, es funcién de las
cargas de ia estructura. pero depende ademas
de la ngidez del terreno de cmentacion a
medida que aumenta €sla se requiefe mucho
menos ngwez de la estruclura para salisfacer
los reguisitos de hunadimento  dferencial
permisible De la misma forma los elementos
mecanicos disminuyen al aumentar la ngidez
del terrano Por gjemplo. en una infraestructura

sueta a cargas concentradas, par la |

geometria de 1a fig B, para q =20v¥m (fig 93 en
el ntervaio 500 < EJ(1-v,Y) < 1200 um’, et
maximo momento flexionante varia de 42 a 34
t M. con una reguccion de 19%

Sin embarge. las conclusiones antenores son
validas para los rangos de vanacidn de la

rigidez del terreno y del nmivel de cargas
indicados en las figs B, 9, 11, 12y 13, vy no
conviene extrapotarios para otras condiciones.

Otro aspecto inleresante de 13 interaccidn
suelo-estructura ocurre cuando la rigidez del
tareno es alta comparada con el nmivel de
cargas transmitido al terreno llustremos este
fendémenc con el sjemplo de la fig 14 En la fig
15 se muestran los diagramas de reaccion y de
asentamientos del temeno, mientras que en la
fig 16 se exhiben los diagramas de momento
flexionante y fuerza cortante a lo largo de la
estructura de cimentacion. Observamos en la
fig 15 que en un tramo !a reaccén del suelo se
vuelve cero, lo que 1ndica que en este silio el
terreno no trabaja. Esto implica que - se
prefarible el uso de una zapata aislada, ¢, st por
razones constructivas se utiliza un amento
corrido, el disefio de éste se podra llevar a cabo
con los resultados de la interaccion sualo-
estructura.

Por ejemplo, para la zapata corrida de la fig 14,
el maxmo momento vale M = 22.4 tm {fig 16).
Suponiendo una contratrabe de 0.5 m de
peralte efectivo (fig 17), la fuerza cortante en
cada seccion critica vale

V = [80-35.165(1.5))2 = 13.631¢ -

Con las magnitudes de M y V se puede hacer el

disefio estructural de la contratrabe de la zapata
cornda.

Por otra parte, podemos comparar el maximo
momento para diferentes rigideces del terreno.
De la fig 12, para EJ{1-v,) = 500 ym? al
maximo momento resulta de 42 tm, miantras
que para la zapata de la ﬁg 14, con EJ(‘!-\. )=
7500/(1-0.25%) = 8000 ¥m?, el maximo momento
es 22 41 m. La reduction es de 47%.

Con el proposito de ilustrar algunos aspectos de
{a interaccidn suelo-estructura relacionados con
los asentamiertos  dierenciales, hemos
expussto elemplos con ciena gecmetria y cieno
sistema de cargas, como los de las figs 7, 10 y
14 Es obvio que las conclusiones que hemos
presentado son validas unicamente para dichos
ejemplos, y no se pueden extrapolar a otras
condiciones. Por lo tanto, es recomendabie que
se hagan analisis de interaccidon para cada
estructura y terrenos especificos, para disefar
subestructuras gue cumplan con los requistos



de seguridad, perc que Su costo a su vez sea
razonable

Ciudad Universitana, D F, septiembre de 2002

Referencias

Bierrum. L, Discusston to European Conf Soil
Mech Found Eng (Wiesbaden), vol Il. 135, 1863

Brown, P T, “Influence of soil mnomogeneity on
rafi behavior’, Soils and Foundations, Japan,
vol 14 61-70, 1674

Lampbe, T Wy Whitman, R V. Soil Mechanics.,
Wiley, 1969

Meyerhof. G G. Soil-structure interaction and
foundations, General Report, Memorias VI
Congr Panamencano Mec Suelos Ing Ciment,
vol I. 109-140, Lima, 1979

Sowers, G F, "Shallow foundatons™. cap & de

Foundation Engineenng. ed por G A Leonards.
McGraw-Hill, 1962

{Isekrd 1sekrB2.1sekrB1 isekr93 1sekr84 isekros)



am
k oA e N
e ! i A
1 x
2m
BLANTA
Xt Mt ot 01
€ = 1130000 vml 1
= =W or——vaQlOENes 0 =
2 2 - it
; - -
Suew macENEmarts COMOTILOW Ee = 800 ym3
e =t am .
Rexm
ELEWALION
CARACTERETICAS DF PSTRUCTURA Y
TERRENG DE CRENT ACION
CARGAS CONCENTRADAS
FIGLRA A
T 01 ©1 ot
' € * 1130000 v
= ~4 L4
"} = 0
+
ll [ wn 13 848 wm I
l Fmancts OF WG v l_.__.
B N
T. l
. 1o wr — . lam
2 24 15 PO R

ABIE TN CENYTLIT

REACCIONES ¥ ASENTAEENTOS DEL TERRENG
CONCENTRADAS

A -.
9 [' B\V/’;, \L

Homere hororersg tw

€uszs contants *

DMAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE ¥ FUERZA CORTANTE
CARGAS CONCENTRADAS
FGURA )
Pesers?)



i am “Am am

L — e _al
r T | l
PLANTA

£ = 1130000 w2
A (-] c e DI me o
l s q' =15 m
TRl MVl Yok Vil Vit ke il VoV g’ i Y s Wik el Vot W ok Vi Vo, ¥ i Vel NN N
Sumio rrcp Tt St sipble Ee = 800 ym2

~e e 025 am
Roca
- ELEVACION
CARACTERISTICAS DE ESTRUCTURA Y
TERRENO DE CIMENTACION
CARGA REPARTIOA
FIGURA 4

E = 1130000 dm2

A B fo! 180 (R rovk o
wage1sym
N N N N N N NN Y A A S N N NN N NN NN
1"nes 1 848
e
P T e s 14418
2858 Ruscodn el wirena, ym 085
1

- T

1 78x 1 1z 7S
T 108 138

Asgrtyrreank, CorDretros

REACCIONES ¥ ASENTAMENTOS DEL TERRENC
CARGA REPARTIDA
FIGURA 5

1404

1378 AER )
1001 "nn
*)

‘Moman Reuonents LM

L]
Nm
e i 9
]
0582
Fuszu cortiete 1 A%

DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE Y FUERZA CORTANTE
CARGA REPARTIDA
(oeot) FIGURA G

10



L L L
le e e
a i T
o 2 lzo Q
% /4 %
\ E "]
Es
nus
CARGAS CONCENTRADAS
FIGURA 7
L : ‘ L L
L e L
a T T
A g c D
{ weg ! 3 ™
T N N N N N N N N N N N N N N N N N NN TN TN NN NN N

Es
[,V ]

CARGA REPARTIDA

FGURA 10
eexrb2)



A}

3.5 |

2.5

Kr

1.5 |-

RIGIDEZ RELATIVAKr, L=4m

. 0., a A
A . AT R
P Yt Vs ; et H :
I v FE I B . f
e Jr) R B L TR B ot
L PR I
N MR e
: to v Qo

g =5 Um

= q'=10 t/m
g =15tm

9 =20¥Um

N
800 1000
Es/(1-nu2), m2

Vo

500

FlauRA &




Momento flexionante, tm

45 -
40 -
35 -
30

25 -
20
15
10 |
5

0

MOMENTO ‘FLEXIONANTE MAXIMO, L=4m.
- CARGAS CONCENTRADAS
s
\*\—
__r\\_ﬂ
| g =5um
” T Ti-=q =10tm
_ ES— qQ'=15tm
N i o |l 9g=20VUm
500 800 1000 1200

Es/(1-nus2), tm2

13



Kr

QO -~ N W &b v O N OO 0w O

RIGIDEZ RELATIVA Kr, L =4 m. CARGA

REPARTIDA

[ —

800 1000
Es/(1-nus2), &n

1200

[ e e e e — e i s

~g=5tm
1= =10tm) .

g =15t/m
. 9 =20¥Ym

Flaurp I’




Momento flexionante, t.m

. - A NN W W N
o OO 0 O OO O O

MOMENTO FLEXIONANTE MAXIMO, L = 4 m.

CARGA REPARTIDA
™~
\\
\\
T

+\\ ‘
) __\T'\‘—ib__ S

RE 1

500 800 1000 1200

Es/(1-nus2), tYm2

+q'=5—0m
- q' =10 t/m
q' =15 t/m

9 =20t/m

FlaurRA (2

15



Fuerza cortante, t

N
o O

FUERZA CORTANTE MAXIMA, L =4 m. CARGA -

REPARTIDA

z)

I >

- q'=10 t/m
q'=15tm

500 800

Es/(1-nus2), tm2

1000

1200

q'=20tm

FilaurA |3

16



+
-
'y

| .

PLANTA
o1 L2 w0t ot
i 1 £+ 11XX00 ym2 1
n 8 L lo
| i
Sutin ton tominessie Es # 7500 wnd
=025 am
Roce , .
BEVACION !
CARACTERISTICAS DE ESTRUCTURA ¥
TERRENO DE CMENTACION
CARGAS CONCENTRADAS
Flll.!uu
ot mt [ 4] . Ot
v J 1 E= 115000 v
+ 2 D OO md \ d
A B =] o
[) —c T
nn HEPT 1 - - 17
ratr I wral—— 1
B kBRI -]
L .
—_
2104 2 s

0% o8 - (-1

-
Qo

*unTh e t

DMAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE ¥ FLUERZA CORTANTE
' CARGAS CONCENTRADAS
FIGUAA 18

17



l
[

d¢=0%m

} -

[

1

: \ /Dmahm
I

e d ]

!

1 .

l

. v |
'HHHHHH Toun

18





