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' 4 =K' F , '
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S e=s ad=a K_, F - [e] = [f] [P] ‘ ’
P=ke=kak-'p ( . £ = k-
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N v oy - - ey .
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d=dundorrr - - : : — T
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) .-0 Be- ddenbndkme: gue &, ut 1 : by = (gI)“':_‘ 1.9.q.4.
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Den aes - o . a b =[3T. ;.'av]-: |- = O"
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1)+, .- a7 by w4 e o m0=0
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4).- by fb=D £b=0b £ bg =k o i
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Recordemos ques b = by - b (b| £b; ) b f by por consiguiente:; e=8dms| . om.
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T £ b=|bg—-b, (b £b, T b fo5) fb= ‘ - -3 1 o L
; . : . : , , i
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Ejemplos: ‘ ) ) ) { . .
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- [ys 25 -
‘k; = 1 T/en, P= _1
4 2/5 3/5
j =1, 2, 3, &
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: I.~ Armadures

31 - Vector«s fuerza
t j,~- armzdura plana

Fem

d

b).- armedura en el

E;

) T
=*f&_,é§

)

(8)

y desplazamiento

F; d;

2,- Katriz de continuidad (a)

esptcio

B aiy]

X N e 2
H %J = '

Byl |4y

%z i

Barra 1 con extemos
en 1os nudos.(A) y (B)

u; = [aen e , cos 0] 6 uj= [cos:x’coa@,oc.»af]

3.- Matriz de equilibrio [J]

| [J].} ..?;..«...“;‘-;._

-

T

84 entra &l nudo +
Si sale del nudo -

Aw”%_~1

.

de las fuerges

Nudo ()concurren
barras a, b, €, <.

-0.7/

# : M n b M » £, 01 ‘
II.- Interpretacién fisica de algunas matrices en el método
. ; i
bo = fuerzes en les barvas producidas por
‘uerzas unitsries aplicadas en le ed .
tructura primaria ’ )
, . . - - . . .
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Ls o
]
/ e
- LB
v il ¥
. K3 j
- 1
4 oA '
Q 0 .0 < !
bo=] 0 0 «1 O | i
iy ool , 2
01,41 01,4 A
M [ K o a
0 0 0 Q- 10 '.r:x
L. -
b, = fuerzus en las bdarras produoidia por
redundantes unitarios aplicados en 1la
. estruotura primaria
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by = F]
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f -0.71
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, .« I1I.- Casos particulares de
j_ .

120)

bo F = fuerzas en las barras producidas por
" las fuerzas |F |epliccdes en 1o es -

‘ég tructura primaria. o
F e 5 P by ¥ e -15
10 | 0
-8 . + 8
0 14.1
‘ i 0 ]

e

[r

LY

(o]

S1 la estructura es una armadura, que se puede resolver la estruc~
tura primaria por el método de los nudos,.es posible que la matriz
sea triangular interior,

cer que sea trianguler inferior 6 superior. (Ver ejemplo)

Posteriotfefro veremos que para algunas estructuras es posible he-

Iv.- Obteﬁcidn directa de las reacciones y efecto de desplazamien-
to0 en los apoyos.

~— BSean [?:]133 reaociones y [?;]los desplazamientos de los apoyos =

en generdl d, = 0) si congideramos a estos como nudos, en el méﬁg——-——
( & A q ' substitucién, TTTT T e e . -
do de los desplazamientos, se obtiene: : . —————
F 1= K”;K; 3 V.~ Apéndice .
- L | 1.~ Inversién de une msatriz triengular inferior
3 Kn;‘h da N Ses L una matriz trianguler ianferior y M su Joverit, € way
(¥, =K, ) facil demostrer el siguiente u]g itmo prrs chte .
: i : * mentos de M.
O bient F=K,4d+K,49,
~ .
- i mg= Qs e
. F-K,d,=K,d d = &y Fo j
i még_(ﬁt) SRR
‘ P=K,d+ K, 4, ’f ‘
! o , n2‘= (] (1 |
|
— - ‘ J—k\
o
-
T, s e
# =2 e o - g
B4 Ry i T AR ’“i“’

(11)

O bien:

P K,K]F+ [x - K; K}/ x,]u

Observe que ai F = 0

~ -
P:KdA =

.o . v
donde K = K, - K, KJ K,, es la contraccién de 1o mutrj;iyi

Cuando un &poyo no es completo {tiene algun gredo de libertad) se
puede substituir por un sistema de barras de rigidez infinite

(flexivilidad nule) que se apoyen en apoyos completos,

Ejemplo:

AN

\

~ o S
e

51 el apoyo ea completo no es neceserio ni se dcue hacer esta
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2.~ J. Robinson ha publicado dos articulos: 2.- Desplazemientos en 108 apoyos y obtencin de rescciones
wputomatic Selection of Redundancies in the katrix Force Nethod:
The Rank Technique” ' e v - P
Cer. Aeron Space J; 11: 9-12 (1965) @ Z. J@ d_‘ _._r c=.
wpissertction on the Rank Technique and its Application” J Rey LO
Aeron Soc., 69:280-283 (1965) ’ o
en los cueles desaz:rolla un método bastente ingenioso, basado en a = e
le eliminzcién de Jordan, para elegir les reduniantes y obtenmer i 4 1 ‘
ag ; el método es zplicable a cualquier tipo de estructurza.
Vvi.- Ejemplos kj=1 Ton/cm.
1l.- EatrizGi]triangular inferior:
VR EY AR AN/ AN/ EN-A RN
V1021l o01c /7 | 21010
o= (oo 2al0iai27; 0
‘ plol-11o0lelo!/ |0]
' #LIJJ/ o lo o2 /i 4d
ploltololots V121-2
e, 3_e 4 S 4 I 2. 7 1 J
/LQAJ:/, Q’a}o?o'a;a _N,/#gq Calculemos a k as
s tolo o a__{ clovolwr .o
Jetol -7 ol o o;o c O :
[aT:]= -/ 0 O 2L L o2 C e | s l-a5 0 Vo \-7 0 -25 a%
AR L AT AR B A4 cas| 150 |0 | 00 2588
6. 2.0y 1 012 0 LY 00115 25 asz5 -1 0y [, !x
Je ¢ 7 cieonlen-ltes 2 s ka=K= o1y 0575 0505 0" 01 & |12
O_C o O =) Z 47 01250 =7 1 0 -25-.2145 052D K, Xy
010 -asi-a5\05:15 0 .-/ :
—atf%_ﬂ.-f -/ 1010 0 /5 -85
. slas 0 10 AN
Obtergcamos ET:] con el algoritmo de 1a inversidén e matrices trian - 2 2 g
gular inferior trabajendo con submatrices de 2 x 2, N
. N
42(‘ i
o 7 {.‘ NS 2 +1.5
' 01/ otc o 012 o] SO Y=ol Faa=l,05
- r-—/'o oo .0 Sl c .| RS y
T -1 o /7 -1/ o,2 _o a)] am o +1
[.;0] - I:bog= WA R WA I RS
L0 £ 0/ 0/ O TN 1 +1
: . t-s oy ) 2 e 2] :
LG AW O A O AN L o
AR A /A . VAN o
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N
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I,~ Ceneraliz.cién de vectiorey fuerzu y desplaztuiiento.
' )

La botacién quega definica con 1& matriz AN 3

’ A _ Cou ety (

3

!

{

d%%Y‘ fnguloe que forman loa ejes X,Y,Z) con los ejc: X, V,%.

T -1
N . .9 » N
("‘3.? ?:tosoﬂalfjA% _/\9
] ¥
Fiowe (2 '[F
i [J J
Donde: V' ~ Yoctor referido 8l sistema
X,Y,Z (6 componentes)

Cos -~ Cos |

LCUSC(/‘CCH'7;"

¥ « Yeotor referido ol sistema
%,Y,2 (6 componentes)

, O

[« M __ |- matriz de transformacién (6 x &)
)

b‘(\ .

(Pieno) ‘,' y S oy

-

[r’] - [r] {r] , ete.

!
J
- _‘ ’
Fx dx
Armadura plona
¥y ay
f g LY .
rFx1 dx
Armcdura en el especio
Fy dy
i
! Fz dz
N i Fx dx
Marco plano ' .
Fy dy
Nz Bz
I L
riiq dxh
¥erco en el espacio
Fy dy
Fz de
Mx 6x .
Ky oy
LF%J _ez
T | - h
— - (iz dz
Malla plana
Mx . ox
1 .
Ny ©,
L x: L y.J

II.- Trensformacién de coorieradas. o

i
a).- Rotucién 4 \\
(Espacio tridimensionel) \

Cos © Sen 9,
Donde:

:Sen 8 Cos o

_Ges 0y
0 8 |

[: l H
N0 C
O bien: m |-
L 0 ;1 .

¥, d; V = Vectores con tres componentes (Fx, 1+
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1II.- Trunsformecién de rigileces / Fe,! Py .
P : = A l_-.
- ’ F, ! F!
S1: pP=TF e s \ L I
Sl , Frz
Se sigue quel a=1" d’(por contragradiencia) Fys
r.,.':,’ ;,;,5'!’ R : b LE -
x i 73 r r a.
§1 Lk—l es 14 matriz de rigidez prraI?] y Ld] o - M—]
f".’ ’ ' ) d;'»,
Fekd [
. dx';al -
v . . q
. r X . e r Il
. 8e puede obtener k (metriz de rigidez pera F y 'd}) dys
P=kd=kT d Matriz T: (Por estétics)
pP=TkT & —Cos ©
: ) .=
K +Sen ©
Fl e (2 k7))
. +Cos O
. ! T :
e o K =Tk T" 5-: -Sen ©
Aplicaciones: s K =T XD
. - — —— 't '
. -~ )
a).- Barras de_erpaduras s , c? —ce | -¢f ce
. T " EA/L . 1 . —
T | c8 B
Sistema F, A3 y . &7 _ N it T
E ™~ - ¢! es - ces
) R 1 w : ! s ‘
P-:N;;d_e,;k:LEA/L o ce -8’ |1 -cs8 8
- ! | _J
. - |
. ! I (<]
Sistema F, d v ‘ 818=a0
: i ®FA’ d; . . ‘ __l
‘ \ o' -1 0
x' = Er/L v
. ;0. 0, 0 i
_____ e e = — ———
-1 0 (4]
0 0 0 [
4 — '
L ]
e
b * - - el el

<




N

(W (WARY
ic to fini te F i Obsérvese que rai ]cq scmeﬁ:.‘xt‘? 8 iv 1
b).~ Vigus (cornsideriésnio Ynicic.cnie .‘lr:‘nlén), b2 1_1 _a Rl
4 P]o Ic 'lse transferra al sistema Flyid’,
0] R (N / ' Hey dos formss dec obicner K sin afectsy
. :,‘1_--,4___. - PR R B | /) - PREY .
B 2 1 . rectamente,

I'r idg, 1) Ra P
st 1 . ).- Ragls de la sum&:
Listema F, a: F = ! Ty G o= ; "‘: ; (13) S
: : L“.—;_al 94 » \ .

120110 -631/1 : " : ®/ N
k = . (Ver epéndice) - \\/‘
l -6EI/1°  4EI/L 7
. . —_ ) R ~——
Sictema F, d: Mo Lo ™~ Mg Consideremos la barra @:-@'de une estru
A K' '""')'“9—_—'9;—_:) ’_' ) ' acopleda referide &l sistem2 globel x'y o
- oL .
TN . Tey
F = \(momentos Flex.); @ = ) k'Af '
ol — | - [
' - k,; !
Natriz T: (Por estétic:) ' B
; b
- | i=b o *
EANEY . : ’ ‘ . 1 Ay ke
b : 5 . : K= . ‘
- ‘ ! 3 ] . ‘ ) J 0; !
Lo l_j . ) . j:' |
[4 -2 " Ejemplos

! . .
k' = EI/L i_'2 . ) , 0 / ‘{',ﬂ‘
- p _ y

Nota: Observese que los éngulos 0, y ©- se miden a pertir de la .4
linea(l\)-@’, , 8e considera que@ y(Bjno se desplazen rela ,
tivemente. ) — X ’ I
® 4 2
IV.- Ensamble de la mctriz K o A Barra @_@ (4)
Se ha visto que la metriz K (rigidiez ensamblzda de la .estructt_z . ¥
re), se obtiene: o :
. 8 =+ 90
K = GT k a
-t
F = al P ! -]
dqndce: . '
t c=ad 1
. "

o e
PRI




(1) (22)
- , . ;
@ @ . fore/2 0s0-1/2 1 0 0 ‘ i
— > ' g - kl ' |
Bar1a (-0 (1) @ 1 0 11 o ! . 7 o+0-1/2 1+0+1/2 | 0 o=
: , o 0-lr0 0 S o 0 L 0+1/241  0+1/240 |
K, = EA/L |-~ T - & |
-1 o . 1 0 0 -1 ' 0+1/2+40 141/240
e=0 @ ! - ' ! ' )
1 o o0 1+ 0 0
gt L ' N
A ' o ' 3/2  -1/2 0 0 W
Barra Q-0 (2) [ v -2’ =12 1/2| Iz 3/2 0 -1 l
K (i i X = EA/L . U |
. o -2 Yz . +1/2 -1/2 BA/L ) o 3/2 1/2 |
| o s , =1/2 /2 + /2 =1/2 ‘ 0 -1 . 1/2 3/2
0 = 45 ©, . i . -
2 _ L 1/2 -1/2 : =1/2 1/2 .
’;)_.-_ ! 4 2).- Generalisacién de a
A % - : (Ejemplo)
RS : 0 [ rz\ - l._ A "R U PR
Barra @-@ (3) (~’_ /2 12 | -1/2 -1/2 @1_ - d\‘ ] _t(})
, i 1/2 1/2  -1/2 -1/2] i "’\0-\9 P S EI = cte,
| K, -1 - e — EA/L A
: =1/2 -1/2  1/2 1/2 . n ) ‘
0=~ 45° : @ ) ! Se quiere obtener [K k) considerendo solo el desplazamiento vertical !
' ‘._'1/2 '1/2 ! /2 1/2 ':A:' en@producido por una carga -:P], usemos le rigidez a flexién
— - J—— S en funcién de momentos.
P - E
@ 0. Sistema F, d:
) 1 ol o o u, o
k' = EA/L e e e — e —— -
s / - o 71 ol M %
0=0 ' T ‘ Fe yo d= o
9
0 0 : ] ?_J 13
My €,
s =2 7
é -2 4
. E=EI/L |- - - — — - —-—- =
4 =2!
| -2 4 .
> i
4 .
' 46 e - #




- 1 . . = ' %: 1l _

) ! ]
Sistema F , @ 3

el oAl
Motriz T (& generalizadn)

1/L [_1 -1 -1 1_‘1

]
n

E =TXK 7! (K’ metriz ensamblada)

K = p1/7 |24 | e

¢

V.- Apendice

1).- Interprctacié; de K

P=sKd

Si: 4
F=K

Por consiguientefk]sbn las fuerzis que hay que aplicar para producir
desplazenientos uniterios; ejemplo: -

6EI/L

1@ ‘1231/13 % 12EI/L’ -6EI/L'
‘ " | —eEr/r 4RI
1 m4EI/L
: — )
t® 8= 1 ®I 6E1/L’
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e
.ecién entre rigideces “"no acoplades" y rigideces "acopladas"
] ] . .

Acoplada

\<2)

¢ = 6(1+u) ( €/L) Kpene

(e = \l I/A 3 k/",m= A/A(',,f;)

No acoplada
Invirtiendo a f, , 8€ obtiene & kB}
! ! [
P - : N
RIJL BJ’ - EA o 0
QD x =| 1T
r 0 12EI -6EI
¢ el iy ’_lrd . +4c T (1+4c)
WL e e 15
2| e [ -ap 0 -6EI 4ET (l+4c
8 o | ”_“_5 L I (1+4dc) 1+4c
Por estética: (V é : -
or estétice: (Ver apéndice) La metriz acoplada seré: ‘Y — }7
-H . ‘ '
%—I o E”] . ] i
p! [T " —ay T :
SR R —_ . ® |
: EA , !
?or consiguientes T :
(k! ix! v ‘ o 128l l
o _’f._aj‘lfj= B E‘u] [—Hn; 1:] TF (T 40) | SIMETRICA
. . k' ! —
w k| T wo k|l 0 LSEL 4EI(1+c) !
~ T .o X T7(I+4c +4¢ 1 a3
ey g [ Han Kas B ¢ < Xnn SN E O o |
- 1]
X Ko| s Haa i Ko | _
) \ 0 ~12E1 -6EI | © 12E1
Pars une viga recte de seccién constante, considerando los efectos L¥(T+40) L*(1+4e) | T T+40)
de flexién, fuerza pormal y cortentes: : 0 6EI 2EI(1-2¢) ! O —6EI 4EI(14c
L 0 0 ) . T"(T+4c) T+4c) | TF (1+4c) I(‘1'1+4—$l¢ |
£, =|FA , - . !Y - | -
: 0 LJ (14¢) L 1 ' Conociendo la matriz ecoplada de Jas barras que forman una estructura,
I35t *e éEIZ 1 —..--. pagtard aplicar la regla de la sumé paré obtener la metriz de rigides
o Lt L i L ¥ de la estructura K (matriz de rigidez ensemblada) *
! ZET ¥T -
—-— . —~
i
- v A o e T = .
- e RN St B i et A ~ e




N w e T e Ees et (e U e
(26) ; L2t o
Nota: para pastr de coordentd&s locales a globeles, recuerde que: E‘ (3b x 3n)
K =7k T e s , Xy, Ky; = metriz de rigidez “no acopiada"
) de ia barre i.
‘ , . . [k]= km ‘ «
O bien: kpy = T K, T ‘ , . Yy ' .
Ky, = T E,T ete. : . . ' .
ke
I1.- Katriz ¢e continuidad para msrcos planos _ i
a).~ Alternztiva 1 , . K =me x a
T . Bolucién:
T (v} .
' !
o - | d « ('Y ¥ -
' |
e=ad
B p=ke Obteniendose s6lo P, » en coordensdas locales,
i - de cada barra; p, se obtiene por estética:
! ) ki = rigidez acoplada de . "
k] = 'k la barra i ’ .
[ 2 . . p = ~H,, py
. . . 5 1 0 o (barra recta)
X S : Blo 1 o
— _ L._ ’
. o I 1

| [Kj =["T]E‘] [a] . ' ' : (Coordenadas localea')

Selucién: III.- Flexibilidad de barras encadenadas

) ‘ (en serie) Y

-——

= ’ » 7 ‘ ' ' ' i : . . ' ) i ,
a, e =48ad o . ) e ; ) v ¢

k e (Obteniendose p y p , en coordenadas locales, : . e e et
\ @ : x!
' de cade barra) : ‘ (\@//é
5o B

n
-]
(]

b).~ Alternztiva 2
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ST 5?\,7/:_{‘;,;3 T 1 TP AT _r::‘r T T";T’T:rl'?’w" g R ’ﬂ’*:'t,; - ‘?‘7;}35 “:'z,}’.«
-1
Por definiciéni Nota: Observe que H,, = (Hag)

II.- Ketriz [(H')de transporte de Zesplazemientos:

! /
hefe Ca e
T T T [ T 0 a0 i
£ = Hyy T, Hy + Hpp, 1, Hﬁ + Hyp £, Hyy

Nota:; S1 se tienen dos sistemes F, d ¥y F,’ d’las relaciones entre sus

flexibilidades son las siguientess : — o .
: Supongemos que a @ se le dz un desplazomicnto @Q, cuento vale
8i: P=4A F’ o ’ . o : @B]si la varra AB se considera rigide,por geometrias .
a’ = AT &  (por contragradiencia) : : : , dpel 120 (5-¥%) dax
! = AT £4 dgyl= [0 1 ~(x,-x,) dry
= - - - B
) : Opz o 0 1 65z
Por consiguiente: T o/
& (F=1:F) v . H:A = Mutriz para transportar despla-
. —~
RSN ‘ o zapientos de A.(®)
’ ’ Notas Este resultaedo se pﬁede obtener directamente aplicendo el
Apendices

d t .
I.- Matriz(H| de transporte de fuerzes. 55 1princip:l.o e contregradiencia a la formulacién anterior
emplos:

4 ‘—-— ) uon) [P =2 S —— I.- Obtencidn fe £ V2

E = cte
) G = cte
Seccién = constunte

Aplicada E’,] en(®) se quiere tremsporter & A: por estédtica: . Conviene obtener f. , suponiendo que 0) este unido rigidemente &

‘>pr1 { 1 0 01 [z, , - S
vip. | o= o 1 ol i»p, ' ' f,, = Hpe Too Hpe | i
[

7Y
N (y - - (x,-x 1! i, !
L“ B¥%) A =%s) PR f. es mds fécil de calcular que T, , por ser () el centro de la
‘ — — .
' circunferencia. '
Hg, = Matriz pare trensportar fuerzas " i
a] f
de Be A" Vot T
£, = )H‘_, TPT H, ds
“ ’

;-



BE A e 0 R o 458 R . S w o R
3o (31)
1 (o) (o) gen ¢ coS = O ds8=Rd.~
H =10 1 0{; T= |-coBw senoc O N
) ’ ' Obtengamos les 1ntegrales que figuren:
| R senet =R cosox 1_| o o 1 7
- - s2 ax = g - gon 20| =7
x'= R sen oc 6 = 90- o¢ ~3 o 2
¥'= R cosex ‘ ' T .
— — z
: cdd= + cos 2 = V+1 -1=7
1 [ —4""] T T 1T 7
3 . 0 .
A, = A 4 ,
¢ = 1 E/ng
TX, . c 8 dx= Benr 0; sdo(-2;cda(-0
G=E () :
%I l+u —
— - — o 7/‘R + ﬁ S/me’/r/:a. \
s -C 0 B c R;' ‘ ’ ' :
T
T H, = [¢] 8 01 H., = | -c [} =Re| ' f. = EE + 77R + {Elf:]
Rs -Re ‘1 0 0 1J . [2 R] y 0 ) . l[@l;]
— ' ° i
rs =c (o] | . ! J |
EE “EX |
T Obtengamos f,
¢ (r' H,) =| ¢ s 0
T&, TX,
1 0 (o)
- Rs -Re 1
“EI hoh H, =]0 1 0
o B - _ o R 1
[Fe? + 2 + Rs : '
EX Gk, EIT —
T T -~ t 4 7]
T) (¢ T Hp) =f[-cs + cs8 - Res cz+a’+R' RI11 +1 +R 2R 2R
By ) (§ T Hep [m T, EL | |EX T _ . Bigr ‘o' m £ I |
‘ ) £ H _= ) 1 +1 +R] o0
l—%ﬂ [ Ri] [:%1] e ac Bl "= n:]

. '.‘.\..‘.._;z_,




&

HL (£ He) = L, =

PR,

1
EX

(32)
+1 0+ R’] 2R"] 211’]
mr‘ 1 T Y

[%};3] EZ[ + 1 + 3R ]["ﬂ
‘
2R? [{3} [@?}
). 1Bl
! II.- Obtenoién de s W
’ s E = cte,
p @ 7: e R G = cte,

Seccién constante

ST B U P S
TRy,
EY)
L (4] [¢]
TR
3 ?
f.BB= (0] L + L 1,
) 3ET GA, | 2FT
0 L L
ZEI I
- 2
Nota: La + L = La [:1 + 3EI ] ="'
[798 JET GA T i

III.- Obtencién de £, £ £, L ¢

g

=

AR

— —
0 : 1
: . X - ® A
Hppm (o] 0|; T=1I ;'-¢ =
o 1
-x 1 TE, m @ '1.00
i @ ¢
L. _J f&B’ f4 + Hal-lf Hgp,
~ . ~— \ , T
L o0 0 £, = H, 1, Hop+ H, f, Hp+ G 1) 1
. fy = H, f,Hp :
H = |0 1 -X T
s [:2.98 por ; Ts = T :
Lo ° %I Obtencién de f; (flexivilided en .
- .
[ ' ' 7 5
L 1 0.5 x Ju 1
0 0 . = P = .
?II g EE" 2 x10x 0.01
(H ¢)H =0 [1 +er—x . 1 1 0
»v P . = -
X EI 3l T Y 2 x10x 2 x 10°
0 -X 1 ) .
: EI EI L - 1 - !
- J BT 2 x10'x 2 x 30"
X =0
Integraa L1 . o
ado? a . 7 _
serace ”da-x : - 2x10°x 2 x10
X = L U
.
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34 _ 35
- Obtencién de fBB H
0.05 © 0 )
) T 2,08 0 =3.75
f,= £,= f,= f,=] 0 0.85 '1.25 | x10 T,
Hyp £ = 0 . 0.05 0
0 1.25 2.5 : : ,
.25 0 2.5
Obtencibn de fli (flexibilidad en coordenedas globales) ‘
. , - , , 5.83 © -3.75
a).- Barres(I] [3] [4) 0 -1 o ' (g, £ Y Hy = | 0 0.05 . 0
2 .
6 = -90° : T= {1 ) 0 -3.75 0 2.50
' 0o o 1
' 6.66 0 ~5.00
S [0.83 o .1.25] - ‘ f,=10 o100 o x10°4 '
f'e £le g)= o 0.05 0 | x107* . | -5.00 0 5. 00
-1.25 0 2.5 .
~ g ' Obtencién de £, :
b).~ Barra [2] f)= £,n 0.05 © o x 1077 : : ] o ~ )
. : : ) -0.42 0 - 1.25]. o 0.83 o0 1,25
0 0.83 1,25 T p Ty
o 125 2.5 |- B, f; = "o 0.05 © i (Hpp £3) Hep = 0 0.05 ©
- . : -1.25 0 2.50 ‘ 1.25 0 2.50]
. N — . -~ — .
Obtencién de las matrices de trensporte: o - : - : -
0.05 1.25 2,50 Fz.ss i 1,25  2:50
o Fl o o 1 o0o_o _ B, f, = 0 0.8 1.25\; () £)H, =|1.25 0.83 1.25
Hep= |0 1 of; B =|o 1 | o 1.25 2.5 | | (250 125 2.5(;
|-1.0 o +1.0 6 - — - _ — ’ -
L J -0.42 0 1.25 ~]10.83 1,25 1,25
Fl o o : . CHR f =l -1.25  0.05  2.50] 3 (n:,,‘ £) By, =[1.25 . 2,55 2,50
Hp= | 0 1 ¢ : , - -1.25 0 2.5 . .25 2,5, 2,50
| 1.00 1.00 1 ' 4 - _ ‘ Lo
L . . : [~ 4,21 2.50 5.0
"f.=| 250 3.43 3.75| x107¢
“\E%\h 5.0  3.75 17.50
WEE | - -

| <

fir

TR I\




[RNPYSFE

1

4

.
H

1

" v(,«.
B

TRERL - ST R TR AT N I T S TR R e A T Tomoanw e e
’ i
(3v) (37) .
Obtencién de f,, 1.217  -0.067  1.055  -1.230  0.133  0.808
L, -0.067  10.224 0,081 - 0.133 -0.447  0.086
£f.= 1 - - :
B - [3‘]_' 1.055 0.081 . 1.253  -0.904 0.162  0.618 i
. = x 10
K 2.08 0 -2.50 -1.230 0.133 ~0.904 + 2,460 -0,266 1.615
T Yy . ‘ ) : T g - = - - =
Hy, :\.: 0 0.05 0 = (H;p, £) By 0.133 0.447 0.162 0.266 0.895 0.171
\ -1.25 0 2.50 L_0.808 0.086 0.618 -1,615 -0,171 1.3694
-0.42 -2.50 -2.50 . Obtengamos 1a mctrxz de rigldez "acoplada", esto es cuando
£, =| © 0,05 o0 |xi107* QA 0354, 7 054 # 0
1.25 2.50 2.50 ' f Por estdtica:
;' Reo?rdemoﬁ que: ?A 'HLA ’H:A p;
s ' = I 0 (]
&l (£, f|n'| (51: 4, =0) p? X 3
’ . ’ ) Y
LR t; Tee | | P ¢
Y e N ~ H; k! “Hy, I 10
0:vien: d = D.] o’ - ~Hpa '—Hu " " e 1
e T x!, k., -2 ;0 ;I |
Obtengamosx [x ) - - 0 ? 1
e Y , T - ‘ N . ! ; | -
[ 6.66 © -5.00 =0.42  -2.50 -2.507
2t o 1
0 0.10 © .0 0.05 0 ‘ '
B} D‘] -5.00 0 5.00 1,25 2.50 2.50 v — . o | ]
a g . x 10 (H,, k., Hy, + H, kl B+ |
- 3 BA T8} BA cA Bec Sk t ' '
| -0.42 0 1.25 4.21 2.50 5.0 oo w oo g ) s -H;, Kys - H, kg :_ H,, k. ~ H;Akrc
-2,50 0,05  2.50 2.50 3.43 3.75 ) = L= i'\‘*_‘f T L :
_ N . i B
: L-2.50 0 2.50 5.0 }3-75 7.59ﬁ k Hh“_ kncﬂcA k;’ I kéq- : ,
g . oo - - - :
. !t - K, Hy - X H, ke Eee
[r] (s 12 “ | S “
ch‘:kcc Generalizucién de la férmula dada en la hoja 24




.66600000E+01
=, 25000000E+01
« 00000000E+00
=~,50000000E+01
« 25000000E+01
. 12500000E+01
-, 25000000E+01
. 34300000E+01
+ 25000000E+01

MATRIZ (A) (~1)

.12174584E+01
+13312743E+00
.80941477E-01
«10545104E+01
-.16188295E+00
-.90420153E+00
«13312743E+00
.89461633E+00
.61769425E+00

19:00

(38)

034 10/16/70

. 00000000E+ 00

-. 250000005+01

+ 00000000E+ 00
. 00000000E+00
« 25000000E+01
«42100000E+01
« 50000000E-01

. +«37500000E+01

. 50000000E+01

~.66563T16E-01

.80781727E+00
«13312743E+00

.80941476E-01 °

.61769426E+00
«24601949E+01

-.44730816E+00
-+17146813E+00
=.16156345E+01

- . 50000000E+01
» 00000COOE+00
. 50000000E-01
- 50000000E+01

~. 42000000E+00
. 25000000E+01
. 25000000E+01

~. 25000000E+01
. 37500000E+01

.10545104E+01
-.66563715E-01
-.44730816E+00

.12526551E+01
-.12300975E+01
-. 26625486E+00
-.16188295E+00

.80781726E+00
~+17146813E+00

-~.42000000E+00
« 10000000E+00
» 00000000E+00
«12500000E+01
« 00000000E+00
«50000000E+01
. 25000000E+01
+ 00000000E+00
« T5000000E+01

-.12300975E+01
.10223654E+02
.85734063E~01

~.90420154E+00
.13312743E+00

~.16156345E+01

-.25625486E+00
.85734063E-01
.13595314E+01
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Resumen (5)

la matriz X' ("acoplada") tendrd los siguientes elementos:
; I.- Flexicilideies de burras curvas de secceién varizble: .

‘ - T -
. - 1 ] N . )
K_A'Af ky ke Iy
k' = Considerando empotradc a
1 ' N . " ‘
- |
Para obtener esta matriz habrea que invertir a la matrig )‘
MR
sp “BC “BD
donce: R
L_, ! ) - : . 8‘ o Tee Toy
Hy, = (¢] 1 0 f"'jJ
y. Xp 1
¥ ' ~ :
— » . ’ donde: f,, = f + H f Hpp + H” Ty H.,+ Hl& f‘ Hu"’ H”‘ f Hyp,
“Cos ® Sen 6 O '
. i f,.= f + H‘,’ f H‘,& + H,, 1’4 H‘,. + H"S‘ f, Bey,
Q= 1 Sen©® Cos ©® O : - o £! | . ),
. ) e = m GP
o . 0 1 . : o 2 :
'
= —_ . E donde: f%?. = f + H” f H% + H‘m f HP’p‘
’ ‘ i Fotd: Con elementos de n nudos las patrices de rigideces acopladas
b= %ﬁ{ ; (a,=4 ) serdn de dimensién (n x n) y se podréd aplicar la reglas de la
e ) Klona sums pere ensembler le matriz K' , utilizendo las rigideces
_].T acopladas en ooordenadas globalea.
'L_J . ?III.- Rigideces de barres con discontinuidadea (Releases)
II.- Flexibilidudes y rigideces de 4rboles o . )
Conatlercmos - olemento con 4 nudes (4 puntos dende se pueden aplicer ®). @diacontinuidad en algunos;
fuerzes extorrig) : Ky " oomponentes del desplaza~-
8
. [l — miento; por ejedplo: giro,
- o 8i se trota de una arti®
N _— *.:\“"'- —-— . oulaecién
3y AN ) -
e ~ N T
N2
\->
A 0 , 4
0 i ‘ ' '
/ / | ® |
o “fr ‘\J."l\‘ i T D . .; v T ‘ s s LOOBNA HECHIA O, L 1Py I0X S PE . UOROED wAL DNAL DE mAHERLY L ARK DF MENICO. S A
B e W T £, “ s
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(410 { i
—~— ~ T T .- B
Se desex obtener k;, tal que P, - ko ( -H,. A x) _.(5.1)
w con'’
pB = kbb la; — \ I ,\T l'_._
- ‘ pero AH.p, = N H, k,d3 - /\Hg k. H) Ax=0
Sea [XJ la discontinuidad de E’;I o
4. (=in discontinuidad) T T o)
- - B »
X=dcdar-d~:lt". T x=(N H, k. H, A\ ) AH_’-ckadi
LI . —
// S:( \@) d, (con discontinuided) Sustituyendo en (5.1) = !
/e, [2 .1 AT T AT ot N :
J/ p, = k. T - Hy AN C A Bk Hy N ) A M, K ldy
v [ ——. 1
a, =3, + H (=X) V. .
S I S Por consiguientes = Kgp
~s T
= = k. o - e T T T T~/
Y ky, d, = k,,; (d, ~Hy X) K, = kg [I - ] A=Hye NCNH K H ANV AH B, b
En la discontinuidad se tiene ques Note: Si 1& discontinuiied en C esta referida a un sistenma x: y,' se
tienes . 14 ‘SO
Apc = A Hye Dy = ¢} \:‘\ *{ :
7’
: . ) —_—X
__, donde A es una matriz que define la discontinuidad en(Q) . o o V- T ® I
Ejemplos: a).- #rticulacién —o— A = [O 0 IEJ ~ e Y
. o !
P,= 0 (Momento flexionante en(C)= 0) / ATU, p, =0
L RO *\
A p=1Dp;
‘).~ Discontinuided y —||— A= [0 1 O:] Q ~ ‘ o
) En este cuso: r
p_= 0 (Fuerza cortante en(Q)= 0) :
: C’ T T ,'T ' v T T [—
T A=ty -7 N\ ( IN T Hy X Hae T A) NHg Ko
Observe que:; X = A x
- , 8 Y
v Fjemplo: {3 } l
donde x = Parte no nula de X . 7 ) ]__-__1
. \ ’ !
i NOSD L f Y
(Si se trata de une articulacién:) &‘V oo T~
‘ / | ®
3 0 : C I -
. -5 A = .
: % o
X=|0 L x= [xa -
x, ' -

e
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(43)

(44)

A*A.g A

.- Rigideces de miembros rectos de seccién uniforme con discontinuidad
Discontinuidad kg,
ivd T T T Y
scontinuiaad k 53 v ' e . '
— -~
EA o o | IGUAL CAS0 (3) H
L } - ‘
| a \ [0} !JEI i -AIE;;_ ) X = a/L = ST S
L 1 LN A EEA o o
. . z
o] -}j}:‘ ;g;_ shi)= 14e-3: +34 . o
L SIS T2 b ° =
K| !
- T - - 0 0
%A 0 0 N } - — o
. .
. 0 0 0 T
—] — 0 0 0 =k, o — 0
0 0 EI : - CA30 (1)
L g o
0 0 0 o 0 0
o] 12ETI ~6E] 0 o %
T L' (1+4c) ¥ (1+4c) | I — ° 17
’ ~ - o o o E ~
0 4EI(1+c) | b
L (1+4c)
; 5 N . - U S
- APERDICE A
' i?_A_ -0 0 I.- Demostracién de que Q;bes singular
~J
. 0 0 0=k, ) Se sude que: Kg,= Koy (I-A)
o] o]
- —_ NS e e e e e s Ohserve que:
f‘_l-\_ 0 0 - T T T T s, =1
— A-A = Hcc A ( .,\ Hg»;k;:,gnﬂc A ) Ang(_ k;.gngcl\( ) Anhck.‘a
Sy 0 0 =k, :
o]

FALULIAD DE INGEMIERS -

BRI




(43

(¢

Premultipliquemos por A - [‘1 o 0 '1'/_!.2. . 10T el
[ . N 1 WAR,Y .Y
Y aaen'a ' H = 10 0 = |-1/42 2 o
el _ l_o e 1 0 o 1
1 e T P P
8).— Si A no es la identidsd A"  no existe pues su existencie contradice L= 1Y - 1 e_j' PN P= [-1/\2 RAE (iJ :
el hecho de que A £ I, por lo tanto A es singular,. f . - ‘
- AY] A
b).~ & es la identidad. (no singulsr) : A THy= ['1/‘—2- g 1/42 0:]
$1 uscmos la alternativa (a) . . o _ A
EA O . 0
B=|I-a|l £o ' g ) . L
: f _[\_ T Hi(_ kh— = —1/“2_ + 1/\]'2_ Cﬂ
: : 0 12ET -6E1
perot BB = [I- :]Et - J = I- 204A% L7 (1+4c) L (1+4c)
‘ =I-24A=sI=~A=3B .o, 0 4rI(1+c)
_ . : L_ 1 (144¢)
oor consiguiente para[:B] se tienen las siguientes alternativas’ . .
6).- rBJ po es 1a identided por lo tanto es singular y también = | -EA + 12FT =6ET
Kon) ' : (1 {217 (1+4e) {2'1%(1+4c)
a).- {__BJ es la identidad, lo que es imposible porque seria el . . T
B caso de que no hubiera discontinuidad ™~ AT B kpgl /N T Hped = (E_A + CEI )
‘ T o T R ————_ 2L 1¥(1+4¢) -
S
kBB = kBB 4 1
. ( Y = grieEr
Si usamos la alternativa (b) 2L 17 (1edc)
' - . = - | .
A=sI & I=-A=0 & k=0 % ( )" AT Hy k= y'[<EA_ + 378X -GFL_
T‘\;a evidentemente que serd singuler, 'L @2 L%(144e)  WLI(20ic)
CaBo de que la discontinuidad sea total A\ = I. , - ,
: (ATH.) ( )V ATH k,=A4A
Ejemplos: :
I.- Obtener k,,, vige de seccién uniforme: a
A N ‘g
\ + |
»/ ! o
\/" _":5, ‘ O =+ 45 :
\ 9 )._______.L - ﬁ)( e xg‘ v .‘, i
N B . ,t‘ : §
o o PR S I TP
t a 1 —

_A]

i

- TN

O e




- . < P \ Htis e T
PP R S RETITVRT T TTIT = TR A TR d - :
(47)
(48)
- .
[:EA -6 T 45T |
‘ 21 19(lede) 1 (2vde) | donde:
- 2
A= =bs +6AAI -,}LI 3 12 {/}7) . ~ \;_I-I )
2L - ( 1+4C) 1 (1-0-4C) ( = '(‘-l;‘m ’-.T/ [ f = ‘!K ,
(o} 0 o .
— - Cuservese que si se Jesprecia el efecto dg fuerza normel (A = oo )y
6ET +6FI =381 ee tiene:
L(1+4e)  L¥(1lede)  L7(1l+de)
- -+ 1 - ID= 0 H @: (o]
+EA EA F3IET s+ BIT
3 5 .
2L 21 L% (1+4c) 2L L7 (1+4c) S1 t2mbién se desprecia el efecto de la fuersza cortante; ¢ = 0
c 0 EA + 6L Se obtiene: ’
2L 17 (1eto)] (12 12 _¢7]
j— v - IR L
6EI EA  +6BI EA =3EI- __EA e B |12 12 6
L (l+4c) L L (1+4c) 1L L (1+4c) L 1Sl P 12 2 —L
6ET Ei  36E I -6EI Eh_ 46EI - P
L (l+4c) L L (1+44¢) L (1+4c) 2 L L (l+4c) T 3 '4J
simétrico =18E I _ +4EI(1+c) EA +6EI
L (1+4c) L(l+4c) 2L L (1+46)
— -
1 N 4
VT & b _
2L 1'(1+4c) < — 0,
\ 4 ° '
La expresién de X para 3 \\\’\945‘ i
Se puede simplificar: y
e +12ET ~6EI o -
L% (1+0) L (1+3) L (1+2)
+12EI +_12EI -6ET 1
1 (143) L*(1+p)  17(143) 1+4e
=621 =6E1 EL {4 (14e) - 38
L'(l+."3) L7(1+3) L - i+‘.3
e | ¢ " L - —t ,
)
i W i .
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(49) I
Ejemplos: w )
Resumen (6) —
« !
1.- Desplazamienives producides por, carges Antermcdics, @ PN MELANCIDNCEND - e w - e X
¥ L
’j' (%2)
3 ) ! [}
\\\\ ’7" . P 0 Xm0
. ’ ! ! T T » T
AN T .~ X Hg, =H, = | 0 - po&, = [H, 4) p 4s
NN @ 0 1 x=-L
W aslIN 7 X , :
7 ds
” ds = ax
v
~NS g T=1
/ - .. . - — I — I - 0 —_— . - — —_—
f # .

L d, = desplazamiento en B producido P, = p; = | wx ,
A por las cargas intermedias —- xé o
@ considerando empotrado a A a

de = ¢ p, ds
: - —_
T3 T T i
e b0 oo ;
- .
* R . . _ T . T 3
a; = | L, TPT B 4s | (6.1) ' Hy, ¢= 0 %Tc _§T i Hgp p o= x4+ %
i - S
p. = elementos mecdinicos 2n P referidos a coorccnadas globales — 0 -0 %I —ux?
X ..:T ) L _
dB=u;.rIBPT4)pP as _____ (6.2) - - B
. L . r ° N ! 4
p, = elementos mecinicos en P referidos a coordenzdas localea d‘; = d':- L’ _ L '
r—- — 3 3 N
1 . ~ulL
TA 1 o) (y,, ".V3) L. GEI
= 1 ;i HT = 0 ~(x}, -x;) |
¢ GA, 4 P Obtens [ 0 14
0 0 1 _j . «
. 1 a4 =| ul
T B BEY (1 + %C) {
L - 3
=L .
L. BEI _J :
PN ki @ .

d



Yol

ERCALE T G T IR TR T TR T

donder © =6 (14p) (P )‘b = 351
@ : '\‘L' Focen BRLR
» ] .
x'
t AY
Para obtener d": hegemos la siguiente superposicién de fuerzuss
y u)R
® A ®ld|l
PO * . " dpz
3 * dtil + d‘BZ .
' 1 .
a).~ Obtencién de 4, )
P 0 = cuerda U)/
/ . S/ , wp
I M i d
. wpe
-uR
p =10 (en coordensdas locales)
0
Utilezemos la férmula (6.2) (45 = R d« )
senf cosX O (1 0 R sen«
T= | ~cosxX 8s8ene O} H'IP = |0 1l R(1l-cosa)
0 o I . lo 0 1

Ao I T T ETTmE TTETERT E v“y:m.‘zg.’ iy Y 7 =
(51)
— . R 7
8 c R sen &
hs
Hy, T = - 8 R(l-c.os«)
0 0 1
L_ -
- s c R s T
> SO b il
H'T T 4; e s R(1-c)
“n = - 5 Rl
el EX GA, EI
‘ 0 0 1
R L BT
(—ul sen of
H T p = ~WR co8 of
_ o
nll
¥ T
‘ dg, = ) Hyp T(bpp ds
U‘,
-2uR?
e EA
' .
’ d’m = 0
0
Nota: Este resultado es obLvio porque el arco esta trabajando a solo
fuerze normal, por consiguiente solo sufrird un acortemiento .
su radio, igual a: uR R=wR' = AR
ER EX
Ve - BN
’ N\
{ / ‘A —
I Y -




(5

*
b).- Obtencién de dj,

¥
dBZ

Utilizemos el valor de

- (%)

(21
n

81

Por consiguientes

» %

f,

(2]

(53
- Para obtener i& y 5} ugemos 1l1a sigﬁiente.éupérpoaiciénl
. . ;
: k IIQCZIl\\‘\;~B
! d3 . -
+
, By = (0] L
A Tk k,d%
. % L e TR T S Py = %5 0
-2uR* =K - . % *
P =p +H,k,d p¥e Rezceibn en@ considerando
A A 2A 32 %3 A
, . suelto & (eentiliver)
+%_‘{‘+ER) pbs-k”d‘b j . .
, . e
~ZuR Ejemplos:
- w t
| © ’ =Y |
4 ) ) ¥ 2
-29R? _ 2uR —1 ® oy
A T ET o T T
1 + 1 + 3 R? . .
i [ T Usando los resultados de los ejemplos anteriores
-JwR® ' R
T o .
- # 4
a, = L 1+4 C
N s BET ( 3 ) B, -
' : L_ —uLa f
. = \
rezcciones en Dy ® , . : EA 0 0 -1
consifderando empotra- L L. i _
dos a@® y ® : k, = 12F1 - =6EI @
o - , L' (1+4¢) 1¥(1+4c)
0 =6EI 4EI{1+c) °
L_ . 1%{1+4¢) L (144c)
_ - &
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(55) : . {
0 0 0
» - — —
Kpp 83 = |- 3 WL (1lrdc/3\+ WL, , P = {+wL ] ;3 p = |+0L
e 2 pEY L TT+4¢) ) . A p) 3 5
4 2 4
+ 3 wL (1l+4ce/3}y~- 2 L {ﬁ%l)' +wl —wL
% (1+4c ) k} 1+4¢ 12 N2
| ‘ ] Si
Simplificando: ) Resultado que es interesante, porque no se ve afectado por el treiij
de le fuerza cortznte, lo cual es evidente porque el diagrama de T es
o antisimétrico y se anula al ser integrado.
. S
LT
kyy 4 = | 4L + et M
‘ @l
+u)Lz N V \‘\[\LLLL’ 2
12 . ot
Por estdtica, se tienes ’ P
o @ a & b
, R ) ®
' p = wL |-
. - " L
L , L a).-"Ovtengamos d,
L P
a_ .
* : d t
-Obtengamos Hpy, kp, dp q
B N
. — : *
1 0 Utilizemos las ecuaciones del trabajo virtual, obtencidn de dg
. o 1 |
B4 ) . |
o L 1 - S m = . :
2 1 4b i
L %7 NP I
[ 0 :
l;tmds=1a(—Pa + 2L+
Hy, Xy d 4L T e (B ) '
. 2 B ;
- )L
TZ'U = -pa’ (2L + 1)
L_ BET
: Toa A S -
. 7N I —
) GA - - —




' 7 " (s8)
Tt = -Pa -
‘S"'T\c GA. ¢).- Obtengamos H,, k,,dg .
* v - ) ) : ~—
agy = —pa? (2L+b) -Pa ' - 0 ]
e ‘ » H, k. d; = ~Pa 1+4c+abob?
. | . ' L(1+4¢) 12
Simplificsando: : . 2 2
. } Pab 1+2cL-L" (1+4c)
N 2 1 oi(1eery S 17 (1e40) b .
d. = ~Pa’ j2L(1+cL/a)+b i X
&} O [ / ] L " |

d).- Por estética

P .
/ .
+C = 3EI . . .
\\ mz'; ’ . a P
) ‘ o ' -t E A = ‘t 0
Obtencibr de 4, (= e:;) E S (: P: = +P ' ¢
—t— P +Pa ' o
. . e - -
77 = Y, | “f..] ‘ 0 T o
] =0 e — ., = 2
v Bt . pA ='Pb [1+4c+ab—a I T Pa 1+4c+ub-bJ
J ¥m ds = -Pa? o g 'L(1+4c) 1 L(1+4c) L. 1 *
EI 2E LT ’ 1 +psp? 142601, -Pa’h ' 1+2¢L
* ) T Lé(1+4e) | D 1’ (1+4c) \_ a
d.E:’ = -Pa N . ) ) o L —J L_ -
Z2ET ' v ’ )
: . v Nota: Observese que cuando 2 = b = I/2
o S (Disgreme de T entisimétrico)
* 2 B 7 - - e
=1 - 2 ¢
d, %%T ._L(1+CL/8)+bI 3 Mo -] 0
2 : ; =]+ P H 5 =1+ X
_Bﬁ J ’ A 3 |’ 2 3
« - + PL - PL
b).- Obtengemos k ., dp (simplificando) v
, 3
: (- ' o o * II1.- Tuerzas de fijecién de barras con discontinuidadesd RS
% - .. e N 2— I~ ;
k. dy = ~Fa__ [i+dC+zb-b . e s —
L(1+ée) L Lt ; N T
. : N ' @ T—— .t
*:T_’.l‘_‘i___...[- 1+2cL/a l A ~'A -y ®
L (1ede) 3 //’ S (Discontinuidad)
- . _'_Z

.QE? . . R g s ) _ e ) o W i
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(59)

a).~ Obtengumos d’L sin considerar la discontinuidad en C.
b). Consideremos en B uuna fuerza Fa que cuapla con el equilivrio
. [ ¥ L] . '
en C ‘

( A p, =0), o sea ques

Fy
p:' = elementos mecdnicos en C consi-

derando suelto & B (sin la fuer-
za F) ' '

- ~Hy Py
la fuerzs F, no esta detcrminada por (6.3), hay muchos valores que la
-satisfacen, por ejemples ’ '

&

»
Fy = =Hey ATA B - __ (6.4) .
En efecto, sustituyendo en (6.3)

A(r-Hg Hoy A A) ¥ =
= (A-AA AN =0

Porque: A ATA = A :

‘La fuerza F,, produce en B un desplazamiento fn Fs' porhlo qﬁexel
dezplazamiento total en B sera: :
~

L

*
d, = db + fmFs

(60)
0).~ Obtencién de Py

-/
k,, = rigidez modificada en B,

- ~s A{ N
P, ==k dy+ Fy
LV

~s
Py = =Ky dp = Kp £ Py + Fy

i

~ &
- Tud; + (I -%,, £55) Fp|--(6.5)

Py

0 bien sustituyendo a (6.4) en (6.5)

-

~ * »
B, =~y - (I -Tatas) By AT A (6.6)

}iecordando ques

donde:

i

T .-l

HIC AT' (A Hp kyy Hg, A )
T T T ATyl
kyp Hpe A (AHg by Hye A') AHpg

(Ver resumen (5))
y sustituyendo en (6.6) y simplificando

- * T T
B o=-k,, [(I-A)d,-rH“A

(6.7)
d).~ Por estdtioas

B, = Ph - Hu B, ... ._..(6.8)

Sustituyendo (6.6) en (6.8)
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50) (61) (62)
;A = pt + H, Ibbd: + (I - ’Q:B fay) sz/\T/\ p::l B, - (6.9) d).- Apliquemos ia ecuacién (6.6) pare obtener 5;33
| , . . :
“ 0 sustituyendo (6.7) en (6.8) ' ' ‘ -0 h
~s *
— -k d, =| wL [3+4c—4a]
P = p: + Hy, kuEI - 4) d: + HI‘:/\T CA Hy knp“-x/ir )_IA P{]. - .. (s.20) b P Bi{) ' L
' : —wslL [3+4c.-4a]
Ejemplos: BE() T ]
- -~
® — E 0 0
® g i © l ® 3 2
foa= 0 L 1 L
S A=[oo] = fr 9
2
6) ~a).- Obtencién de dlz' (ejemplo anterior) 0 %EI %I D
- _ -
o 1 ) 0
» 4
dg = "B‘%-I (1+4¢/3) i:n fas = o (1+c-3a) g = (1—2311:)
—ur? ACIEE _ ‘ ,
BEY 0 -a (1+c-3a) =3a (1-282)
§C)) ) %I_#(a() . 'E—J
b).- Obtencién de 'ilbs (Tebla en el resumen (5)) = _ qQ°
o . 0
EA ° o ] I-k., £y = -38 1-2ay - 1-2a
r 1 3 o = aflL Dg 2B %E_F(?f ( r—) %@7(77 ( r-)
S— P ———s —_— S — —— N ! e
kyy= 0 3Bl ~3Elx o = (2+c-32) 1 (1+c-32) I
B L3y () L2#() ' 2 Fd) %'- pAC ‘i]:
#(e) = Lec—3ot+ 3o -
.7) 0 =3Bl JETox?
- F(ex) L) : ]

7 ¢).- Obtencién de pr y p: (Por estética)

0 0
p: = wL |3 p‘ =| <wa
wit —wa’
o\ T T '

Reaccién en ®

Elementos mecénicos en©

0 ‘ 1 0 v
T & ’ ot
A Apc = (o] H HC\B = (o] 1 0
wea? » : 0 -8 1
-3 .

(= Fy)




S (I - Fta) By AT A

—’
B

o
’: - 1 ’ 1-2 B
I c B o

2
we (1+c-3a
'ZE)

24}
0
WL [3+4c-4or-6a312a’]
BE(=) . .
et E3+4c-4d(2+c)+60(1:|
R ) :

Obtengamos EA utilizando (6.8)

- -
o .
-— 2 3
-H_, p, = ~WL 3+4c~-dof-6c{4124
BA *3
012 3edc-a(Tedc)+2 (1420)+64d°
BAA) v o
o
Bo- | e 54 4c=-200( 30212 ot
a i
2 3
m 1+o((4c-5)+2p& 5-2¢c)=-6 o
7

(63)

3
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(64)
Resumen (7) Carga 3A EB
I.~ Tabla de fuerzes de fljacién (Barras rectus de seccién cte.)
Carga » 5, AL I ps _ 0
. - o ' w %UL<1+40> 3wL <1+4c
[o] = (o] ) D .
— W _ . }o{w/;mt 1+c 1+c )
Jaméaoamg *‘!2’_1: ﬂzﬂk dA B wi? :
i ‘ L) . L.__-...‘v_.__..__.
' 2 2 : 2] - ' L -4 g (1+c) > .
*"_' ""—[;“ s —'*_‘* +uﬂ.l —UJIJ ¢ . .
) o ‘_—?—_—J* . o - 12 . - 0 0 z
(qr | qr, | P (L+b) (2Liv)
~qT, _.gé b a(l+b + l+c Pa a{ 2L+ bl+c
%_ L(1+c) | 21f T1ee) | 217 :
Y +Pab(I+D] 0
. s .
o] . 0 21% (1+0) .
— , L o —
0 ! o ( O] 0
" iPb {l+4c+ab-a Pa {1+4c+ab.bz L, 0
L(1+4c) 3&?_, L{1+4c) 1! r 1 wux? _ M%‘
Pab?’ {1+_g£_1_, } : -pe?p { 1+2¢L 4“-“‘“[_“"—** 3 )
12(1+4¢) b 12 (1+4c) e , T .
: : I1I.- Fuerzas efectivas producidas por fuerzas en lés barras T T
o . 0o
a , b ’ 6Mab ~EMab 5’ ' Lot — P o
; ——— E——— 5 o} ’ 5-A 55
M 1% (1+4c) 1%(1+4c) o .y ol k@, @ ‘o
A B . \ 1
PR ~¥d {1+4c-§g} ~Ma {1+4c-_3_1_>} | )
: L “L(1+4c) L L(1+4c) L — ,
d=o0
[ S I 7 L \mE e
- "‘““'é*—( @ ' Q - B@ ® + @ ) @
‘-—-—O—,—— ~—-—‘ Y 0 F‘" };/
ik B 0
L } :
- ke R X P tJ"'
: & -




56) . : ‘ —

7 = Sume de fuerzcg de fijeeién de lus berras que coacurren a (3)

1ss trec berrazs scn de igael secciént

¢ (en coordeni Gul giobales) ! i
i e ! o
F = Fuerzcs en €l nudo @) 5 A '
E) = ° : :
Los aesplazimientos finsles se obtendrén: E ino f‘y?m
I1=10 cm
- : _ 2
F'-F'=K'd' A= 160 cm
Cc = 0.1
0 bient
Por consiguiente:
L)
i 1 a/ ’ / o
Ty =K 0 foe = ¥ = F 40 O 0
. . 8
Ia £olucién scré: o kyp = 0 0.137 -0.343} =0 (Ton, m)
, o -0.343 1um2| —— - |
’ 1\ /
d' = (K ) ng . X . ' '
e = eq’ Orientemos las barra'q en la formae siguientei
- i )
B K& ¥ Piay : '
Py Mang Kosy®ir ¥ Pagyy , e
donde: By, Py = fuerzas de fijacién ‘en la barra @,
en coordenadas locales.,
3 ~ | L. o, - ! =
Ejemplo: (Por simplificacién considereamos una estructura Ge un 80~ . . Obtengamos kg, de le barra (2] (Tevla del re‘sumen (5)
- lo nudo) o ) .
) o 4.0 0. . o | . .
R 3
= 1.0) 'k, = |0 0,044 -0.219] x 10
LBy :

0 —0.229 1,033

- R a).- Obtengamos ;A P i; de cada berras (Tabla hoja (12)

¥ .
2 Ton-m. ' '
1 . e eem K
Ao @ ® T %7 |®
- 'LTob 4.00 g

o
A
‘%ﬁ




(68)

En resumen:

I

globales)
(Outenidas por estatica elemental)
-0.27

-4.53
-5.16 . :

N
Ly

(65}

d).- Obtengemos K (= «'ka) (6 usendo la regla 1a sume, que en este

0 ) 2,
ll»__‘:‘i -
i;A= 0.27 § Fz= ~0. 27,] - C adt” “
-0.91 +0.29
0.4
Barra 2 Y e o2r
i . _
, b).- Obtengamos F’ (en coordenadas
4
® %e ® - X - +0.27
’ u _
¢ * g 340 F = |+4.53
5 Tea. +5.16
0 0 ¢).- Obtengamos Féx
P=|-2. ; = [-2,76
% 2.24 {; P, 2.7 110
o +3.82 B oo o : 5o
+3
e Barra 3 Irl"\}\
. Derra 2 N
' : +9.73
a/ bGo //ar/:zm/a/ : I;'K = | -4.53
- rh
’ -2.16
; {/.15; 21./5"7'/) & 55)&
{ caso son equivalenies)
; o -
) K T =1
A * a = T; H v
T go
.- 1;
Fota: /%’ = WLl =¥k 0.7
T.=|-0.71
L =1wL =1W P 7
~ T2 2 2 L o
, ;

1 0 -1 0 O

0 (o] ;1
+0.71 0
-0.71 0
o] 1
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(70) : A
-. g).— Cbtengzmos Py ! (pb-: ke + Pa) o
Nota: . _ - — R
~-5.324 (o} _l ":5.32;1
LE | ' . . ' . B
Xp Yo O . ' B, = [-0-037| * -0,27 = ]-0.387 ’
T= | Xy Yy O3 donde X, Y son vectores uniterios paralelos t0.095 L4-0.29 +0.385 . 3
o o 1 a los ejes X, ¥. - - - "‘"‘ .
' ~7.964 | o ] ~7.964] ° Vo
Kgy ‘ ' g, = |+0.272| +]-2.76 = | -2.588 :
~t 2 : .
k.= k -0.855 +3.82 +2.96
® ' ) l— _ L L 3 ?_J . ;
P -1.868] -1.25 -3.115_-1 ; '
(Ver hoja (67) pera los velores de kpp ¥ ¥op ) — , ' = |+0ua97| 4 2.5 | ~0.783|
Efectuendo multipliceciones: . . . s L I
: ™ -1. 8 . -0.
_ 1.398 | L+1 os0f [0 348
6.2 .932 .100 - 4 o
5 05 1.93 +0 s  Comprobaoidns {Equilibrio) ih
_ Sy 1.932 6.112  +0.462 |x 10
H '} 40.100 0.462  +3.371
. .“‘ N
e).- Ovtengemos a , resolviendo el sistema’ FJX = k'd
) 1.991 - ;— .
-3 - = 0.00
a'= [-1.331] x 10 ’ EFx=
-0.516 _ T ¥ : Fy=14,
l : : . . . ) .;;‘,_‘ o ;"‘ IS e o '/4= 5ol
f).- Obtengemos e (= ed’) ‘ : h).~- Obtengamos PAS‘ (PA‘ ~Hpy ke + FA") o
. . P -
”——1.3317 {1 o o0} L ,')‘. i i
% B
-1.991 o — : . Hy = / o 1 0 | (para todas las barras)
. -0.516 o 5 1 poas Y |
-1-991 PERN . , I
ex= | +1.331 | x 107°
-0.516 B ‘ i
-0.467
+2.340
-0.516
o -
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’ (73)
72 )
- - - .
[+5. 324 [ o +5.324 - .
B, = +0.097 +0.270 = |+0.367 X r
1 e 1] . ' . Al-- - - -
Eo.393 ~0.910) ~0.520) C = Nudos { b
3 = r. 9 (nx20) e L
+7.964 r o +7.964 . X 3
. barra If] {
B, = |-¢.172 -2.240 = |-2.412 B
2 : . : .
O bien le siguiente regla:
N by [ . F,=T p +17 T + T, T
N 11. 868 v [:1.250 [f0.628) - 9//\@\ ' PPyt T2 B, v Rt P
b, = [-0.497 + |-1.250 = +}-1.747 2 ;
3 3. ) 1
-1.087 -1. 050 -2.133 : r T e . - , ,
2/ fass : ).~ ‘p=p+Dke
. NS ' —
oz \.- 4 : dondes P, ¢
. 0T g2 . .
. \ | p, B :
. &42 nl_ S ‘ .
ar 4+ S 17 B / —_ P, -
a"—»)% “—é” Pl (fuerzap finales en las barras) : -
® _\o.aq : ‘*:.57 1;,'4: ' Py,
s Rl ' S
* R ) ) o o 1 L
- P . .
P 0.52 X Ap : i
P . (:‘_o.zf _ ) . | _ |
?' : s3e ’ Py, ' :
i 2 - . . . . _
. . L - -
fratamiento matriciel genersl: . . . .
L kY
8).~ F=Cp [ _ ] - .
. ' . F, ., * 'PA' N L
. ) = O, Yo - 0. --0--
dondes CE . F, : By, . D - bara A 0 0 oA
. s X FJ ? _ i)'A N Lo 0 — PP
i p=]_¢ { 2bxb) _
F, B,, ' (.)
S i
n = No. de nudoa ”ii;‘b . 1
b¢s No. de barras * = L
Ps,
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(74) A75),
Ejenmplo: (E1 ejemprlo znterior) : : donde: o = coeficiente de dilatzcidn, constante en le seccidn,
— , , - ) € = incremento en temperatura, constonte en la seccidén.
c=0Q If) T, P o e 0 Ti] . : Si &y © scn coustontes a lo large de la barra
! [ ) . :
m EJ [}] . . . I‘/I .
- ; T a’ ‘
| . = &« 6 L,
“Hg, I ‘ T3 d
G 0 0 0
1 | .
N N -
D= 3 0 B LX'LJE proyecciones del vector L (A - B), ocon
1 ] respecto a x/, y’.
b, \ |
"L3} 0 10 3 Si la berra es recta: . e s C — BT
] 1 v . - .
. : -4 . ]'<
L_ t ~ = B i
S I IR ki _ e o
: _' ‘ - V -, l 1 ;‘ - — x N
IXI.- Desplezemientos producidos por deformaciones indueidas o !® ‘ ® "~ -
(v.g.: teumperatura) T ! ' .
O PR~ 4 4
o 1

[}
t
]
1

L4

IV.- Puerzas efectivas producidas por deformacioned inducides,

. . K3 i
) 3 # "
@ : a).~ Deformsciones (e) en las dbarras e=aadl - 95
. R © —y-
b).- Fuerzass en l&s barras _ pske’
R
al = desplazamiento en @ procueido . P=kagd -k.d
) B :
por deformeciones inducidas (de) " . .

Por equilibrio : .

.
a, = r Hyp T de
J, *° Peap=sakadaeekd

Si se trats de una dilatacién producida por un cambio de tempers-
tura 0

' T ; '
P+8deD= EX]

{27
®
]
R
©
Q
<]
o W

[$]




(1o,

-
61 F'= 0, ze tiene 1: sizuiente colucidnt , o ‘:10'25-
: ) , ¥ = ar(k_dﬁ) = + 1.75
‘ R Tk a 2y TEE ’
d=(c'ka) o N , l- o {
T -1 T T ' . . ) /
= |a k & a k -d . - -
€ [. (e ) ,{J T - ) .- Ovtengimos a; a= (k’), F.. (6 resolviends el sistema)
T LT ' .
p= kla(a'x 2) ak-thB . . - :
‘ . RE : ) i -1.932 .
Observe qwe si le estructura es isostdticc, la mutris (8] es cua ' : . a'= +0.902 x 10',
drado y mo.sinulsy, por Jo tento: : e L 0. 067

[
T - Y PR 2O
ak a =&k -
e ) (1) ¢).- Obtengamos e (= & _d'-» 74p)

T -t 7 - — - ’ —~
[; (e7k a)" a'k I] _ +0.902 -0.598
0 sea que lus defcrmeciones inducidcs pe _ccusen estuerzos en las ’ ' +1.932 ' +1.932
sstrmetioLs (10854 icer, aunque si producen desplazumientos. . ) ) 0,067 ‘ ~0.067 ’
: vlo- & 66 i
Ejemplo: (Ejemzlo ,h?:d 66) +1.932 40.432
’ ' - ‘ .3 -3
Suporgemos: o¢= 0.000015/°C ed=1{-~0.902 | x10 e =f~-0.902 ([x 10
(Temperatura) |© = 20°C 41 Psra todss las Larras ) ~0.067 ~0.067
, ’ — i~ 0.728 | ~ | -e.772
Por lo tunto: Tdb = 10,0015](m) (Pare todes las barras) +0.7 1
' 0 ~2,000 -2,000
~-0.067 - 1 -0,067
‘ o o o L. _ . -
i d).- Obtengamos =p. )¢ =k e)
8).- Fuerzas efectivas: ' ) eng p pn) (p A
,, o _ - - ; v - - B 3
0.001;‘ 6.0 ‘ , -2.39 ~ - '
: : +0.29 ) '
0 0 : ; . 0.74 02" .
. -C. o .
0 ° N
- CoTe T +1.73 ) ,af‘,V T et
0.0015 | 6.0 . 7._,4_
: p=|-C03 N, 7“"—1
19 0 p o kpd= | © : . , L_' 0.03
0 0 : +0.13 . s
..... e -3.0
0.0015 6.0 : 3.09
0 - 0 : : ~0,25
0 0 +C.01

-
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Ejemrlo: (Ejerplo hoju (62))
la barre 1} tispe it deforreidn proviz (por ervor do fébrice)

1mual e LR . . .

0.CcO1

rdy, =

4, 0.001

0.00C5

Ovtener lus fuerz:s efcctives, producidcs por esta deformuacidén
inducida, ’

+4.000

-0.034 F =
+0.228

deB =

V.- Simplificacién de los efectos por temperztura, cuirdo < y © son
iguales pare todas las barres.
Consideramos una estructura cualyuierz con &y © iguales para
todas las barras, soltemos todos los apoyos Que le impidan di
letarse libremente, seg @ el apoyo fijo y @ ’ I\, Yy
los apoyos gue se han rewovido.

L] yl
Estructure dilu-
tada (hewbloze &
le estructurs ori

ginel)

G-’eosesn S Rk

Los desplaziniienton de los wnoyos serén:

. 1
L;;] _idux
‘rd'x = 0:'15;: = X6l Iz (dm = e® |Lxy| ~qdg = o 1
. o) .
donde: L; = Xi - X}
Ly = ¥ - 3

El protlemz es equivolente 8 un: estructurc cuyos apoyos hen sufrido
desplezenientes igucles y ¢e signo econtrerio & los que se obtienen
al dilztirse libremente le estructura. (Ver inciso IV del Resuzmen (2))

;F;, =-K, a',‘}
Egemplo‘: (E£jempio hogja (?2).)

o~

T {a = 0.000015/°C -
8 = 20'C

FACULTAD Bt INGENIERTK

)«Q«- Apoyo fijo

* - fls.oc;]

=% s.00 o
13+ | E

<
-

) e v v ar o ———

| -1.465
. -
Obtengumos Td;"d; Lo +3.535
-0.00150 Z0.00044
d ] .
g4y = 05 ;dp = [-0.00150 ; +dx =| +0,00106
0 ' 0




RNy

(8¢}

Resolvexos la estructuis con los sijuicntes wespliseni ~tos en los ' o ’
apoyoss Iis fucrzis de fijecién ca les pvarric 1, :‘g , :5_] v & 3erfn:
T e . . b
0 L ' Barre 1] {p;\ .=k . d; 3 Barrz [3) ), = k. dg
. — -
0 1 \ps = kbﬂ dI lp_’ = ki‘k a-
0 : . "
. : . o Barra (5] 'fb = k,;, d-; DBarra {6 (SA = k,, dy
+0,00150 e T x  d l,_' ‘
T pb; - L. .3 p}_. = kbl\ d:.
@ = [+0.00150 !IT .
0 . L o 45, 4, d:, dy, en coordentdas locales, esto es:
.0C044
+0.00044 d, =T dr; d; =T, ar
~-0,00106 ~ [II1 wee e - : S S T
- Gp=Tg g =12, dm
0 o - .
: — - ; Por lo tento las fuerzas efectives (Far) en 1cs nugos @, @y 3,
Nota: - ’ " serén: % .
" Para 1ls obtencidn de las fuerzas en los apoyos efectivas, producida3 ‘ } o
. por despluzemientos, nd es_neceserio user el procedimiento 1ndica§o-— i ’
en el inciso IV del Resumen (2), que consistia en -econsiderar a 108 - . . "F' _
apoyos como nudos; bEsta con obtener las fuerzcs de fijacién en les : X : .
barres vecinas e los apoyos, producida3 por los desplezemientos de ~ - P
estos, a continuscién domos un ejemplo, - . . o : o )
: Apliquemos este procedimiento.,@ nuestro ejemplo, .
[ .
® : ® a),- Obtencién de &g d; i
‘@ . +0.00150)
- l-T ? i - !
4, =17 dy = [-0.00150 +
£] B @ |

]

r' B ] . ‘.: ’
; _ | 0]
. \/} o +0.000438

—ee -l / . 1]
. T @ VN Ay =T) 4= |+0.002060

| ]
X ’ i dn iy Ay ’ : L °
|

.




,*rpz‘%—w;’g*‘jy AR . *‘iﬁ&i‘{‘t:q‘ SR ‘Wf?@ﬁ TRt Tt T "_'f Tt T o Tt T T T T T I T T TR s e i T D

8).— Pucrz: s de fijuesin em Ioc mores 1L, 3 N3] © @uervese e Ies viloces 3z l}‘]”mw‘_m s

_ Mmﬁ@ﬂgmxw!ﬂusﬂmﬂwn®e—ﬂ--

5 -&c | ° . @ —a @izt fi.cemeche, gue 3 igndd &3 - o N Y~

‘orros R . ° 013 -0.343 H x I - _ . e
i -1.500 :

CoeT T e e - T e = wmae - L =0 | X 2D - ghe suczlis-zl amterise

° : : ey

D b B
- nes dng +0.9903 e aﬂ“ﬁﬂ- o ol
Ceon® ,, | -0.067 ma:_n- l-a-‘lm

- 2. " [O e

- - [ » :
;'--:_ = t X s e).-om[.J (=ad) - P
A,

! »n;'aoﬂ
§ +0-430

¢

>ere 1% -?e--

' £).~ Ovtencién 7o, - o ' e+ % 0903

» - . - o L . o 7 A - -] =0.067 | . #
ks !lk_!‘ "~] . ‘ Bl ‘ : !

s =0.334 | :
. T T [~0.930 - ‘ 1 o042 - -, f i

xS o
.’ 4 i -
. e 4

).~ Obtengazae x‘e;;L-

o TN | “ T lem
| . - -o.uq L, | » T Tamlo e
¥ . &=+ 0503 x10 ke= _ A -0.03 lﬂ _

~ r
. " T
' J-0.11 13}

L&O.-?S i

: 4 43,61 il
8).- Obtengemes [2'] :’d' = (x")" !:_,in - ' ' - - i ‘ _ :3 «wo8 N

W e ,, o | - .




PO
PO

+0.29 .
-0.73
+1.72
B= -0.03
+0.13
-3.09
1l -0.26]
+C.61

-

S

L ¢ 3

e

.l

ip.la- resul tsdos a los .
ebtexidos en 1s hoja (77)

L)

vI.- “ﬁi-),lifiéaciéa cusndo ups e‘trmturé.es sinftrica en geonetrfs.

G (i:arcécsplm?)‘.

Y i).- Cerza siméiricc ': e
“M2' . ¢ a)l- Ho bey

. § o4 3

z

i el dfb de stmetrfn

-

[} F;
|

hhﬂnmﬂm,ﬂmrmwmucgtmz;

&
-

Por simetrie: (reflexiér)
- .

R by % I r“,.d ¢
T TNy ¢
Y oas Ls

o, e, “? (# =dy = €)
"// ]

F=0
E=0

L ” v
-‘“(_-“ . : ’Pl . MAs-eC
Per egmilivrie ) Ls
r-0 ' " ‘ -
4@ M (> & o As—»0
- AYLr . ‘—:# Por costinuiisd
Si Ae—g y A — — 1 - ‘, =0
!-rc;nti-iﬁad AF 1 As -
a =

Y



For 1o terto )= ssizrzslure o= ﬂ-::iv:'!"-nte s

z).— igiivees 2= Bee mcres (¥) -

' f o400 ® - o .
k.=1 © o053 -o.ss8]x 38"
® = 27 -

- o - -t -2 q._- -~

M= o . 1-' iﬂln—(ﬂ
) ® e - m .

- _ h %kal-t' [

ﬂ.—-’pl-“-x"]g&;ama_{hd. Y o ]

" : ‘A " P
- l' - ~ o .
. - ,_: e
- L - -
‘0-‘“ - ° 3.5” -
- - ) -

ﬂ.—l:-m.mma-yl-hm‘hi*ﬂ
¥  3as del molles © -dpm--dd-l(ﬁr .’
priscipis dv este ressmen) - = LSe

: L. ® . S
g~
-9.367




e

(]

t d).~ Resolviendo_el sister: k' d' = ¥ se obtienes:
e £ . . = R
L . T "
. = 26 ,
B &
1. &= j-32.50ix 10
-2l .
; el
. .
N e i
) .
= K
! -~
; " ;




ANALISIS ESTRUCTURAL
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i

BB -8

T FTERETT o : B L T T T T e
. jerrlos: A ¥
I.- Cotener l:'T : ?
L ’:Z: L '
S SO
\ z 4 o= 2.1x1C kzew
A ! I = 2x¢' er’
I o= :' s L = 100 ex’
R ‘ ¢/ = C.4
¥ 4
_L&@ .@ * krw=x 1.2
FooeA - ' e e
p = \ecoeo/100"= 1401 e

. t o
c.= 6(1ﬁu)(§j&7‘.f 6x1.4x (1261) al.2=0.012

?

Ei = 2,1x10°x100 = 5.25x10° ke/em
C .

12EY = 12x2,1+10°x2x10¢ = 0.075x105 kg/cn
1 (1+4c)  40c° x (1.05) ‘
' . : Berral2] (@
6ET = 6x2.1x10°x2x10% = 15.00x10° kg — =
1 (1+4c) 400* x (1.05)

4EI(1+c) = 4x2.1x10%x2x104(3.01) = 4040x10* xg-em
+4¢C 3 . ;

2FI(1-2¢) = 2x2,1x10°x2x10x(0.98) = 1960x10° kg-cm
i+ 4¢) 40C (1.

o meswee

negle de

Borre (D (O - @) yberrad (O - @)

0 -1, d}
6=-9¢° ; T={1 0 O
o o 1 .

~
P 5.25 0
Lo 0.075
’ 15
5.25 0

C .. -6.075
"o 15

.
rn
w

.
N
v

1
[
w
w O O W o

o) o

@):

e=0";T=1

5.25 0
) 0.075
15
-5.25 0
0 -0.075
) 15
- @

(s0)
0! |
15 Simetricu !
4G40 . ‘
o s o o
-15 0. €.C75 -15
1960 € -15 4040°
_i
-15 i -C.075 © -15 g
0 o -5.25 0 i
4040 “ 15 o 1560 jilO‘
15 0.075 © 15
o o 5.25 0 !
1560 ¢ 15 o 4040 i
' :'D -—3
2
0 1-5.25 0 0
15 0 -C.075 15
o o o o |
0 52 0 0
.15 . o 0.075 -15
1960 0 -15 4040
® A




(95

(L.

\us

Berre M]: 0 = ~-90°

s . \
265
LJ

R Fisoh &

b (1_— 1>
| BT \i2 2

+

3N,

L )
e/

St
vld/

2

N2l

3

L

2{2r1

L .12 (3
E‘;—I‘;‘fﬁ(—é‘*

st s
2i1 N

L

2
L1,
2n1\
X

y +
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-
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Ejemplos de anflisis dinfmico de estructures .
Ejemplo 1: Obtener los perfodos y modos de vibrur (viorecifn liare

foxXs0 ! o
\u @ l" > @ NI
. =1 .
| 2i L 2ExA0 3
J.oo ['Jr"' 13] 25xdD
il e FOXSO @ -
SN0 o @ (o ;
il J'
Jo2 = Z - T
| .
’ _\'\”' [ re —_——x'
WEFZ] 743 *
r 2slgy o
RV
;
Datos: W, = W,= 30 ton,

"B = 147000 kg /oem? (f)= 210 kg/en?)

A = C.25

_Hegamos lus siguientes elternctivas,
1) Anélisis dindmico completo. .
8) Obtencién gde L.K_J (12v122), usendo 1+ regle de 1s aumes

<

1y



R

e

(u7)

Trebes: I= 3050°= 3.125520° en’; £ = 30350 = 1500 cm?
(51 y e C o
I/i = 2R em’; e = 6x1.75:2 6 x1.4 = 0.0(C52
occ’
r _ -3
1211 = 12x1.47%1C" x3.355x1C = 249.0 ton/m .
L (1+4¢) 6.00° x 1.0208
611 e 631, 47x10°%3.125%10 = 750.C ton
17 (1+4¢) 6.06° x 1.0208 - : -
-3
4EI(1+c) = 4x1.47x1Q°%3.125x1¢ x1.€052 = 2980.0 ton/m
L{l+4c) ¢  6.00 x 1.0208
-4
EA = 1.47x10°x1500x16° % 36750.0 ton/m. -
I 6 .
2uI(1-2¢) = 1470
ITI%ZE
36750.0 0O 0
’ 7
=k =| o 2 -750
Bhey M 49 ”
o] -150 +2980
) . 2 L) 4 3
Colurnts Y = 25x40 = 1.33x10" em ;3 A = 1000 cm
a,E, 5.0 12 ‘

I/A = 133.3; ¢ = 6x1,25x133.3 x1.2 = 0.0133
2
300
1271 = 12x1.47:1.333x10° = 824
1°(1+4c) 3.007 x 1.0532
6F1 = 1236
1’ (1+4c) :
AFI(1+c) = 4x1.47x1.33x1C x1.0133 = 2520
*T{1+4c) 3 x 1.0532
EX = 49000.,0
£t
'mxuxpl 1210.0
1+dc) .

b) Obtencién de ¥
tal que:;

:" et
_;J

~f
HIk

(permutanoo k)

624 ) 1236
k;m"= k., = 0 49000 0
1236 ) 2520
.
Zplicando 1l& regle de 1z sumc
(e 5 p'-eepre ®0 p'-224 % L @
0. w1 B 0 247 19 0y
- 737 f&’ﬁ: O -J50 MO 1235 o Lep
AR 0 p e ) YR RN
0 G o fT 0 ‘ D s g
. 0, /50 w0 - /D /w) 236 2 ,’/2/{7
Yy, ALY 1A p o254 420 o
o A7 ﬂ,' 2 l 0 N7 S50 p 247 Jw
1236 0 ez l/226  j50 5520 0 -8 ag
B DAY —" %720 5 o A 0 e
V7, ~; o -4 ﬁl o .27 -,ap, 0 LI -
12360 J210, 0 FEO ylp iZié S Lo

L
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For lo tento se puede contreer (eliminendo & @)

~/ ~ u‘rﬂ IU‘EDC X i
- Y K,, X, , l" l """
Jlan) i

E
t

.

TV
K

— n=1/2 ¥ =

3 Bl

% 1/2(%)'=1.53 I-s

’;:‘(rf et o e “;‘S’::/ ’}/ T = —— - .‘{'_:’ T - ‘:.a* L e l‘]
, )
ﬂ dx d'y' } 4 . .
[~ | Yoa <
i e 2D P g (9 (100)
) |
_ —, P ./ ! -7 0 _~ - ~ ) o
vy 73 g e 0 ' c¢) Obtengumos: K = K, ~ K, KI; L9y 3
N B % S A . :
! ¢
N7 BN 7234 dx’ dy’,
VAR 2 | o _ . ; e
! ' . . -
o R A R 36085 -36661  -563 . -65.8'1 -17.3  17.3° 136.0 -136:0
l _ 36661 38085 -65.8 -563 ' -17.3 ° 17.3  136.0 -136.0
ot Zard o iy L SEO -720 ] '
K - <7 7 -563 -65.8 37158 ~36666 -82.6 82.6 =118.7 118.7
0 I_,/f:."." 0 247 2 ¢ 2 v ZD ¥ -65 8 -563 ~36066 37158 \ -82.6 82.6 -118.7 11&.7
0 17200 -9 JidS O V4 --L7 3 —ll 3 —82 6 ~82.6 | 98128 "128 -48379 -21.0
=7 - A .
o - we e ’ - - e 17.3 — 17.3 §2.6 82.6 -128 98128 -21.0 -48979
Ly ; /L i roo D |
2 9 3 f-',-/ifﬂ e 0 0 A2 136.0  136.0 -116.7 -118.7 '-48979 ° -21.0 49084 -83.9 |
s o i o AD b{//,@ 22 |136.0 -136.0 118.7  118.7 ‘l -21.0 -48979  -83.9 49084
o ; X , . ‘
Wi 8 i 00 O JSo A 200 O Nota: Obscrve quc 168 lincus de K, son los giros producidoe por peree ‘,
PR ) /;z,;’ P pooEe —/.'50. y, 1210 /7///; £ ‘uniterios, sin despluzumientos, por 1o gque se puede splicur Cros
| . A ) T 6 Keni (modificados) pere efecturear su inversién, 6 simplermcnte
aplicer el método de Geuss - Seidel. ’
La ecuceifn ceracteristica s d) Obtenzgemos los perfodos y modos ncturcles, con 1a ecuceidn:
%, T | [®)(e) - ) (o]
= w’de ! _ = — e
Kpypr 2 e
0 donde:

——"
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AR

(100

ADIN 11:48 034 11724770 A

P2HJG.ANA PAard LA OBTEXNCION D P2EnInnns Y NONNSs MATUIA= ler modo

L WS DE VI1dcARe PROGIANADO PO J» DAMY Hey ¥&X1C0 NOVIEMBRE DE 1970 .

. @9
JR— S K m’.L)' "‘——_
MATHIZ K ) T
CHed BANAO 406 =+ 36661000E4D5 =<56300000E+03 - 65F00000E+02 o3t
el T3I0I0USIOR o1 TH00G00EY02  «1360D00D0E03 - 13600000
c3e0eINOE0S ~e655I0000£402 ~+56300600£+403 =.+173000005+32
173300, 15402 +1 3600000E+03 =+13600000£+03  +371 560007405
30660100406 =« B2G00000E+02  «82600000F+02 -.118&70000E+03 4 5
J1: 8700035403 . «3715E000E+05 -« 82600000E+02 .+ £2600000£+02 222, A
- 11 6700005+03 ° +118700002403  +981 2B000E+05 ~.12700000E403 ®
- 89760005405 ~-21000000E+02 +961 2E000E+05 -.21000000E+02 “f
- 4557500075405  +45084000E+05 -.83900G00E+02 -4 90840002405
AsAL )
-15300000€+01  +15300000E+01 +15300000£+01  +15300000E+01
g, *18300000E+01 .15300000E+01 - +15300000E401  «15300000E+01 rJ

MO0 1 -

OMEGA = 10.66051200 PEIIODO = .58938871 :
.25623737E+00 256237372400 +51099425E+00° +51099425E+00
S2946648TE-02 ~+29466486E-02 +39979469E-02 =+3¢979469E-02

MODO: 2

OMEGA = 33.67011100 PERIODO = +18661017 :

-510965695+00 +510 965B9E+00 =+2561 20 73E+00 - +25612073E+00
-.50193496E-02 +501 93496E-08 -+93926081E-02 +93926080E-02 2° modo

NODO 3 . _ . )

OMEGA = 110.60265000 PERIODO » .05680863 824
.59273570E-09 «59€57214E-09 =+83033499E-09 t.£3031192E-09 A
.300540 705400 +30054064E+400 +48628462E+00 - «48628453E+00 etdt e

ol ¥l —=

MODO 4 . o

OMEGA = 111.30092000 PERIODO = +05645223

-.72833551 E-02 -+72B33551E-02. «91865201E-02 +91885201E-02
-e30022755E+00 +30022759E+00 -+48633659E+00 +48633667E+00

MOLO S5 ' ( T

OMEGA = 219.33793000 PERIODO = 02864614 s,
“D2E69TTNE+00 =<226597TIE00 +52392246E+00 =.523922462+00 axu
.21103940E-13 -+21103940E~13 ¢39491379E-13 =.3949137€E-13

NCH0 € . //

OMZGA = 221 +34915000 PERIODO = .02838586 /
.523922406E+00 =+32392246E+00 --22669770E+00 «2R869771 E+00 i

- 11766490E-11 +11766492E-11 =+19060459E-11 «19060462E~11 =

MOPO 7

OM:EGA = 269.56096000 PERIODO = +02169901 )

CACH6239ES-09 <4GBG2R54E~09 +401601 99E-10 430996556710
TLBC2GAZEE +00, -4B62B4BTE4Q0 -.300540/49E+0Q ~-300540265400
MODIO 8
ONMEGA = 2869.7¢0! %000 PEIIODO = .01 68259

et {NGYIO0E-03
W4 UCULINELOU

~ e T tHYS1G0iE-03
=~ 45604203.:5400

~a 6TV 6L TOHE=04
- «300268316E+00

LR OY VR EUR TN

WINOLCETYE




e o SR e b D e R AT A Tt — - S e
(101} ' , . L KNS o
. Se auvtuvo: (Utilizendo el servicio de ticmpe comptrtido de G L) La mutriz de wrusas 1 seré: , I ca
2 ] ’ ‘ B , L B A R ¢
(), = 1C.66 1/8; T, = C.589 seq. . 73.C6 : : e
why= 33.67 T,= ©.187 ' : - 3.06 "I
[ o : R S D T T
w), = 11C.€0 T,= 07057 . ERRETCT R L o
. . = N ',:“ ¢ ;’. s
= 111.30 T,= C.056 - : 5 1.53 : ‘
up= 219.34 T,= ©.029 . ) : ‘ v ' o S 1.53¢ C g Ry
W= 221.35 T,= C.029 _ ﬂ | | | ‘ . o . 153
@ - 289.56 T,= ©.022 - , L g P
—_— i Obteniendose: : d o T 3
“up= 289,78 T Ty= 0,022 T — : . oentendose : B ¢ 2
* ’ 1’ LY 4 q .
uh = 10.66 1/s ; “T,= 0.589 seg 2 ﬁ . .
W, = 33.67 T,= 0.187 g Lo e
w; = 110.60 - | T,= 0.057 Lo Ry
: . e Rz tg o ,:, L
, wy= 111.30 ‘T,= 0.056 b DTG
2) &n6lisis dinémico, sin consiccrir acortumiento en trebes ’ . . : v o e 3
£n este cczso le netriz ﬁ.(’j se modifieca_dc ucuerdo con lo vis to en el : ty = 289.56 » E T,= O-Q?Z * ’ 17 ”
Resumen (8) obteniendosc 1o metriz L" Jl = 289 78 T,= 0,022 . u -
. A A / /' ’v,‘ / 4 o ) “ ‘ ) . : . : IS
‘ — 284‘8 12‘;7 6 a:’ 6 3‘:0" 20';'%2 ‘E}#; Observe que los modos 2, 22, 3%y 42 gon igusles 8l ceso enterior
- . : -34. .6 -2 y que los modos 52 y 62 son iguales 81 72 y 82 del casy enterior.
—1257 6 984  -34.6 34.6 272 =272 ‘3) Anédlisis din€mico, sin considerer ccortemiento en traves ¥ co—
' 98128 -128 48379 21 lumnes. ; ‘
[Km] - . . En este ceso 1z matriz de rigidcz [__KEJ serd:
Simétrica T : 98128 - =21 -48979 ) v
‘ . . A . v .“' VN i
: ' Simétrica 49084 -83.8 ' . __A_‘.___ I - T
¢ 45084 . E(n:] ) 2648~ -1257.6 . RYERVE ey
. ‘ — -1257,6 g8 |7 TURIg a1 g
. . ) ) . ‘ e . 3 N ] &?) » . .
dende: A= &,/ = 4,5 B,= dxp= a4 o o ) , T RN e
: T 4= a2 dx =
i X v Vot -
0 A‘= di," dxl' <
X \
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Outencidn diencio e le metriz Ko - _
20 wola L motriz K* se puede ootener directemente contrayendo vhe matriz
: e, sue se griliene: ' :
u‘: e - & L
L ~. B
T, T T T e : X =% k &
o\ - . s N L.
Y N
SN 1N . ;
Ly~ i PN P ~ donde k son lcs rigiceces de lus berrus gin consicersr scortemien
C0.186 =5 R ST — .—_L/“\?' to, referidos 8 los momentos extremos I:,, Ky '
A, =1- <] . / 16 matriz k en funcién de ¥, y Ky, pura une berru recte de seccién
Py uniforme, es: : :
. M . £l = cl‘s.
- [} . M )
- P ~ —
O ®
) 2R
Oy -rvese Jquc scn muy purecidos & los dos primeros modos de los ¥, ‘{EI }+c 2E1 1-2c-| reﬁ «
¢ {I+7e) T(1+3¢)
cesos enteriorcs. -~ - l I
Kot:: En los trcs €C80S wateriores, piré oovbtener ¢l valox dc l¢], Ky 2pI(1~2¢ 48I(1+c [=]8
- s - L{l+4c 1+4c
g¢ uScyi. 1é eXprosiond - B
Fars la deduccidn de ests metriz, veuwsc loc Rcsumencs (Sj y (4}
- U T P Pera nuestro ejemplos o C
[¢,_]= KL Eal, e — - o
¢ = ' 2520 1210 ‘
: Berrus (@, B, 0, @ k.
. . Al T -0 - 0" ) i aR ’ - 1 '
(Vel' hojes Juy 87, 100 y 1\/1) Ver hOjES(‘jG, 97, 98 ¥ 99) ; L_.l? 4] 252?4 N ,
donde ﬁ;;‘ — —_ -
o o 2080 1470 ' '
. Barras 6 .k = :
13470  -0.2634 -0.3362  ©0.1431) 5. © 3410 2580
»
~l 1.3470  0.1491  -0.3362 . P
K, = ;
“ 2.0472 -0.5800 -
Simétrico
2.0472




Por consiguiente:

(1co)

Y

Lfectuando el producte & k & , se obiiecne XK 3

A An b b2 $s i
3206 ~1648 ' 0 0 1236 1236
~1648 ¢« 1648 ‘—1236 ~1236 1236 —12‘36

o 0 T -1236 _ 8020 1470 1210 0
al k a =[:°.(_j= ! .
. 0 -1236, 1470 8c20 0O 1210
1236 -1236 1210 O 5500 1470
| 1236 -1236 | © 1210 1470 5500

Note: Tst: matriz puede ovbtenerse directeiente de le matriz
K (hojs 59 y 99); por ejemplo:

3296 38338+38398-3€750-36750
-1648 = -821-824
ete...
Le matriz % se puede perticionar y cbtencrse la sisuiente
ecuscién caracteristice:

P i _
| |
- 2
! 1 k
[kJ ¥,
. Mk,
k‘
o
Lo metriz. o se obtendrd plenteindo el equiliirio de los pudos y T
de los risos: " i
. i 4\ o 2 //_./
S S !
£ b & (l,
s
':{il 1] 3,00
. .
N X\
Fr ¢ 12l
i
| 20,
- - 200
A 2}
i N
. :— po— . o s . . —'H"
P i{-0.33 -C.33 ~C.33 -C.33" 0.33 €.33 0.33 0.33 ¢ 0 C Oi""
_.F_ 0 0 0 0 —0 33 -0.33 -0.33 -0, 33 0 0 0 O ! I'z,!
//,l 0 1 0 0 1 o o o 1 o'“o_o_!
S
'/1;, o 0 0 1 0 0 b 0 6 10 o-«.‘-g,
M 0 o] 0 o] o] 1 o] o] 0 0 1 o- 1..,
M, !
~L:_° (o] 4] (o] (o] (4] 4] 1 0 0 O. 1
g SRR |L
!I’J lh“
L 1Y,
i u"!i
Ky
Jipd
!,.
- il‘:l.e

irf'::, ‘ 9:,?{.,3_‘ ,lqul
’q:,,j!a.(,-ﬂ’(tJ ]

i
Por lo que se puedc eliminsr & ¢, obteniendose:

I—K/I 'Ku 5(;1 K;] A= wid b
L ] o

Es obvio que:

K< arar
s =K, KWy

Observe’se que = nz:

Cuendo la metriz K; tiene menos columnus que‘Kz,no conviene in-
vertir ests dltimt pers obtener k¥, ye que K‘,Kﬂtlene por ele-
mentos & las raices del siguiente sistemu de ecusciones:

%, X = %,

v - -/ ar
A F oy tagy

(1




BN — ; §214) . ) (in

. Tfectuindo ''+' k 8 , Bc odtiexes reie writokicnio vs Clavenienbe Cucnde $€ ywicvr€ Considerer l. .ium:n-d

cisa ro?::cicnal dée lis barres, gque pucde ser consiferchle e birrss .

- » [] - L
1648  -8z4 , O 150 | . icrges. . )
524’ £2¢ | —]936 ~2236 | ' ' . » , : :
[ 05 ot e e ,
- =1236 9540 1216 4 i T
l_1236 _1236 ° 121C - 7010__! A CoeL e
- ’ . .
) Obtenzemos X, ¥, X, 2
223 ~194 - .

1{:’ " = -
o ld 7 -194 330 L

Y425 | 630 . - . I
- [x)- (630' 494 :"' ] ' | Ly

o

e S fad- A2
3

'
¥ Burras@ y 4 3BI___ = 3x1.47x10 x3175x10 = 4500 .
. i L\1+C) 3.0 x 1.020 : ' L 4
(Fote: ¢ = 4x0.0052 = 0.0208) - B ' : .

Observese que: K =x1/2 |KJy 168 megas son 1lc mitzd de lss weEses

de le slterncttivs (3), por lo tento los perfiodos 7 los modos son

los mismos. . ‘ - e e - e e e e e
-, Conclusiones:
. Para efectuer el sn #£1isis din“Zmico de uni esiructurc b8 sido nece- -

‘strio .aiacretizsr a lus pasts, considervacolis comerniredcs em 10S

‘“nudoc”, porque lei cirices de rigiceces ée 1is estructuris, es —

ten referidas & ellos. $i se desesm un: mejor aproxim-cifm =1 em€li

ais dinfmico de unt estructure eutl;uierz, x=stir{ zuwecmizr el wi-

zero de “rudos® y por consignien'te el pfincro ce mes:s conmeentr«ds.
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en nucstro ejemplo lié octencidén ‘e X

aigtoms LR S
o : 7 - B

8020  147C 1210 0 o -1236 |

1470 8020 0  1zic (x]: 0 -1236 i

1210 ) 5500 1470 - 11236 1236 i

~ 121 147C° 5500 1236 1236 |

L0 (o} 7 5‘ __J N }_J

este procedimiento simplificu bestente el provlemz de li contree-
cién de ¥, cuwnco se trito de mutcos con muchos nudos y pocos ni-
yeles. ’ :

Sinplificieidn sor 1l¢ simetric de la estructurc,

Con lis :.ltcrn;—-:iv;s (1) vy (2) (excete y sin vcertinicnto con tru-
bes, rcapectivi.cnte) po se juede lleva'n'a cabo ningunc simplifi-
cecidn por 1 sjmelric de Ja estructuré y& aue solo los modos 1,
2, 4, 8 (en 1a elternctive (1)) son complettmente antiéimétricoa,
los modos 3, 5, 6, 7 Bon simétricos y antisimétricos en forme si-
multones (Ver hojs 100 £).

Con 1¢ ®&lternztive (3) (sin escortemiento en tribes y colummas) s3

.

se puede efectuer simplificsciones, ya que los modos corresponden

| B |

1s metriz [aT] serd:

-0.33 -0.33! 0.33 0.33

I 318 P T3

//,l 0 S 1 0
H )

S 0 o : o0 1

‘o 0 '-0.33 -0.33

! .

La ma'tz'-ié [k] serés

siempre & condicioncs untisimétrices. kn nuestro ejemplo considCem —u - _2520 1210,'1 1
reriamos la siguiente estructura: : i v !
1210 2520 ) : . i
T T T T Tves20 1210
(- T Ee
@ ’ ({1210 2520 §
» I .4 . W, = /5 Ton T T T T T T T T e
:: - —‘a 2 SR B T st
2 on f iz L.
)
) ) 3 = 5 75
7 1 L B W, = /5 /en.
! =
s rs I il:}
1 pr——m
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