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F.A.CULT.A.D DE INGENIER.I.A. U.N . .A..IVI. 
DIVISIC>N DE EDUCA..CIC>N CONTINUA. 

A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS 

las autoridades de la Facultad de Ingeniería, por conducto del jefe de la 

División de Educación Continua, otorgan una constancia de asistencia a 

. quienes cumplan con los requisitos establecidos para cada curso. 

El control de asistencia se llevará a cabo a través de la persona que le entregó 

las notas. Las inasistencias serán computadas por las autoridades de la 

División, con el fin de entregarle constancia solamente a los alumnos que 

tengan un mínimo de 80% de asistencias. 

Pedimos a los asistentes rec~ge~ su constancia el día de la clausura. Estas se 

retendrán por el periodo dé .un afio/ P!IBado este. tiempo la DECFI no se hará 

responsable de este documento.· 
:1 
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Se recomienda a los .asistentes participar activamente con sus Ideas y 

experiencias, pues los cursos que ofrece la División están planeados para que 

los profesores expongan una tesis, pero sobre. todo, .Para qua· coordinen las 
' 1; . 1 . _: ·' '' . 

opiniones de todos los interesados, constituyendo verdaderos .seminarios. 
1 : ' 

1 

Es muy importante que todos loa asistentes lle!'len¡ y entreguen su hoja de 

inscripción al inicio del curso, Información que servirá para Integrar un 

directorio de asistentes, que se entregará oportunamente. 

Con el objeto de mejorar los servicios que la División de Educación Continua 

ofrece, al final del curso "deberán entregar la evaluación a través de un 

cuestionarlo dlaellado para emitir Juicios anónimos. 

Se recomienda llenar dicha evaluación conforma loa profeaorea Impartan aua 

clases, a efecto de no llenar en la llltlma sesión las evaluaciones y con esto 

sean más fehacientes sus apreciaciones. 

Atentamente 
División de Educación Continua. 

Palacio de M1nería Calle de Tacuba 5 Pnmer piso Deleg. Cuauhtémoc 06000 México, D.F. APDO. Postal M-2285 
Teléfonos: 5512-8955 5512-5121 5521·7335 5521·1987 Fax 5510.()573 5521·4021 AL 25 
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Energía Elástica de Deformación porEsfuerzo Normal· 

z 

crx 

dz 

dx 

U = energía elástica interna 

dU =.1/2cr xdydz x E xdx = 1/2cr xE xdxdydz(1) 
\.. V./~ 
Fza. promedio Distancia 

'-----~--------~ 

TRABAJO 

----.--o--' ' . ' ' ' ' ' ' ' 
', ' '... ' ' 

Energia complementaria 

', ' ' '', ·, __ ' ' ' 

. ' 

········· ······-----' 

dy 

· .. ,1 
'" ' ', . / ', ' . 
' .. Energia de deformación por unidad de volúmen 

-:·,· . 

Para un cuerpo elástico perfecto no hay disipación de energia y el trabajo hecho por un 
elemento es almacenado como energia de deformación interna recuperable de ( 1 ) la 
densidad de energía. 

dU -U - crxtx (2) 
dV- O- -2-

1 



Energía elástica de deformación por esfuerzo cortante. . . 

z 

dy 
! 
_ .. --·· 4--········· 

dz 
y dx 

Densidad de energía complementaria 
y 

dx 

'txy • 

~----------+x 

dy 

'---"d--- Energía 
Unitaria 

dVCORTE = 1/2rxydxdz x yxydy = 1/2txy yxy dxdydz (3) 

La densidad de energía por esfuerzo constante es : 

•:·. 

(4) 

• 

2 

'· 



Aceptando el principio de superposición para un estado multiaxial de esfuerzos. · 
La densidad de energía de deformación es: [ O¡¡ 1 

• 
X 

rxy 
rxz 

z 

'tyx 

y 

dU 

dV 
= Uo = .1/2 a.e. + 1/2 a,E, + 1/2 CJ,E, + 1/2 r.,r., + 1/2 r.,r,, + 1/2 rzxrzx ---(5:· 

Expresando ( 5 ) matricialmente se obtiene 

3 
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(6) 

Sustituyendo en ( 5 ) la ley generalizada de Hooke ( 7 ) 

e, a.r a, al 
YAT = 

r.n 
= - Y¡;: y-

¡.; E G 

CTr a, al r,.l 
e, = -y ¡~· + - y- Yr1 = 

¡~· E G 

e, O'r a,. 
+ 

al 
y ;cr 

!u = -r¡;: - y /~ = 
E G 

( 7 ) 

Se obtiene: 

.... 
. ( 2 2 2) ( 2 2 2) ' 
Uo =Y;; E "X +oy +nz - ~ ("x"Y' "y"z + ozcrx}+ Yz G 'XY +tyz +tzx (8) .. 

Para materiales elásticos lineales homogéneos e isotrópicos se puede obtener una expresión 
similar a (8) en términos de las deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energía total se 
obtiene de: 

U = JfJ. U0 dx dy dz (9) 

La ecuación (5). es importante al establecer las leyes de plasticidad y (8) es importante en 
análisis de esfuerzos por métodos energéticos. 

Substituyendo (6) en (9) se obtiene : 

4 
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= 1/2 Jff.[cr]{E} dxdydz (10) 

Para barras axialmente cargadas, con flexión y cortante (1 O) queda: 

U = 1/2 JJJ, (cr,r., + '•vr,v) dxdydz 

Para materiales elásticos lineales: 

cr 
E =-' 
' E 

. ' y = .2!. 
'Y G 

de (12) y (11) se obtiene que : 

2 2 

U= Jffv ~E dxdydz + fff. ~~ dxdydz (13) 

'-- . ) . 1 
Para carga axial, Para cortante 
y flexión en vigas en vigas 

(11) 

(12) 

Eriergia de deformación para barras cargadas axialmente 

N CAUGA AXIAl. 
a, = A = SECCION 77UNSI.WSAI.' 

A = JLdydz ------(14) 

N y A son funciones de • x ·únicamente. 

5 
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dy 
y 

Por lo tanto (13) se reduce a: 

rv' IJf ~ dnlydz 
-A E 

(15) 

Energía de deformación en flexión en este caso 

M 
cr, =¡Y (16) 

De (16) y (13) se obtiene: 

z 

X 

6 
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2 1 ( M )2 
~ = fJf ~~v = fJf ZB--f dxdydz 

= f ~ ff y2dydz) dx = fL M
2 

dx 
;2E¡2[ 2EI 

Enerqia de deformación para secciones circulares en torsión. 

Para este caso: 
y 

D 

+----\--+----..... 

:¡' 

:¡' 

·, 
•, 

p \ 
1 

/ 
/ 

z 

M, 
r=-p-----(18) 

J 

Substituyendo (18) en (13): 

U,= JfJ,. :~; lxdyd:: = ffJ 2~C~· p)' dxdyd:: = J :/;~2 [ fJ p2
dydz] dx 

2 

U,=J~x 
2GJ 

7 
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Energía de deformación por cortante 

y 

'txy 

Y m 

z 

b 

va ym 
En este caso t,y = Y 

bl 

V= Cortante en la sección 

O/m = f ymy da = momento estático de y a ym 

b= Ancho a la altura y de los ejes centroidales xy 

1 = Momento de inercia de la sección. 

Substituyendo (20) en (13) 

y2 Q ym 

[ 
( )

2 } 
Uv = l2GI2 Jt --¿--- dydz x (21) 

La expresión total de la energía de deformación será: 

8 
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(22) 

Desplazamientos 

El principio de conservación de energía ( la energía no puede ser creada ni destruida ), puede 
adoptarse para calcular defonmaciones en sistemas elásticos debidos a las cargas aplicadas. 
La primera ley de la Termodinámica expresa este principio como: 

Trabajo realizado= Cambio de Energía 

Para un proceso adiabático ( no se agrega o substrae calor al sistema ) y cuando no se genera 
calor en el sistema, y cuando las fuerzas aplicadas se aplican en forma estática ( las fuerzas 
se aplican tan lentamente que se desprecia la energía cinética Yz mv2 

), el caso especial de 
esta ley para sistemas conservativos se reduce a : 

We=U 

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el proceso de carga. 
U = Energía total de deformación almacenada en el sistema. 

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno Wi deben ser cero: 

We+ Wi=O 

U = - Wi, las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas internas. Es importante 
considerar la aplicación gradual de las cargas de cero a su valor total, por lo tanto We será Yz 
Fuerza total por el desplazamiento. 

9 



Ejemplos: a) Determine la deflexión de la viga mostrada. 

/// .. ·"/// // 

L +f---A 

c---. 

w. = 1/2P.1 

y de (22) 

U = 2 E1 A f N 2 d x = 
p 2 L 

~,.....--f 0 d x = 2 E A 

2 
DE (23): 'lz Pt. = ~ 

t.= PL 1 AE Ley de Hooke 

p 2 L 
2 E A 

b) Determine la rotación en el extremo de una flecha de sección circular. 

T 

L 
El trabajo exh .Ve = 'lz TQ y el interno de (22): 

1U 



T' ' T'L 
U= -Jdx =-de (23) 

2GJ o 2GJ 

T'L 

2GJ 
=> ~ = TL 

GJ. 

que coincide con los valores de los textos de Mecánica de materiales. 

e) Determinar la deflexión máxima en la viga mostrada considerando el efecto del cortante y 
de flexión. 

p / 

! ¡; y. ~ 
/ 

! 
/ / ·.·/1 . ; 

1 ______¿¿_ / As 
y h V=P l \ M=-Px 

/ ,.... ~ / 

T 
/ / 
/ 
/ / 
L / 
/ 

y / 

~ - / 
/ - ~ b L l. 

1 

L 

Trabajo externo We =y, P, la energia interna consta de dos partes una debida a los esfuerzos 
de flexión y otra a los esfuerzos de corte (17) y (13). 

UntxX>N = -
1
-J'M'dx = -

1
-J.'(-P.)'dx = 

2EI o 2EI o 

P'L' 
GEl 

El esfuerzo de corte: ~ = va;lr'· = ~ [(~)'- y']que sustituido en la segunda parte de (13) se 

obtiene: 

~· 1 ')) p h' 
{ }

2 

U corte = HJ. 
28 

dxdydz = 
2
d ~ 

21 
b-- y' J Lbdy 

11 



•• 

= !:'~Lb X ~~ = P'Lbh' ( 12) 
2 

= 3P'L 
OGI' 30 240G bh' SAG 

donde A = bh sección transversal. Entonces: 

w.= U= UFLEXION + UcorHE 

/'C. !'' t: 31'21. 
---=--+-- dedonde: 

2 GN 5A(j 

PL' 6PL 
¡\ = ---- • --- (24) 

3EI 5AG 

'--y-1 '-y----J 
FLEXION CORTE 

El término debido al cortante se puede interpretar: 

p V 
t =-=-
"' A A 

Cortante promedio. 

Puesto que t varía parabólicamente 6/5 representa un factor de corrección numérico, por lo 
tanto: 

1 
r.... 1 '/. G 1'1. 

L\,-""'" =y' . =u:-¡;!.= u: AG = 5 AG 

El valor a. depende de la forma de la sección en general, puede variar con x de (24) 

1'1.' ( J/·." "') 
'" = 3 1·.1 1 1 ·¡¡,-; ; -¡_;- (25) 

Suponiendo acero estructural: 

:·; = 2(1 +r) = 2.5 

Y la ecuación (25) queda: 

- h' 
1\ ~ (1·1 0.75-L' )ó"'"'" (26) 

12 
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De (26) se observa que para una viga corta sea h= L la deflexión total es tJ. = 1.75 tJ. n • .oon por lo 
cual la deformación de corte es muy importante para una viga flexible es L = 1 O h. 

tJ. = (1 + 0.75 ~JFLEXION 
(10h) 

tJ. = 100756, ... ""'" 

La deflexión debida al corte se puede despreciar, no siempre es posible considerar lo anterior. 

Comparando las expresiones (1.1.b.1 C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2c) para un claro igual a 5.00 m. y 
un peralte h=30 cm se obtiene: 

u. = 0.00286 UM 
(a) 

En la mayoría de los problemas estructurales elásticos lineales, la energía de deformación 
debida a la carga normal N y cortante V es despreciable respecto a la energía de deformación 
debida al momento flexionante M. 

Cuando existe momento torsionante Mr ( vigas en balcón, etc. ), su energía de deformación es 
considerable y debe tomarse en cuenta su valor. 

r /.> 
o .. . / 
,',/ 
' ' 

h 

1 

·--------~---------------------+ b 

13 . 



1.2 Principio de Superposición 

1.2.1- Introducción 

En los sistemas de cargas en los que las denexiones son funciones lineales de las cargas, se 
puede obtener la denexión en un punto cualquiera, mediante la suma de las denexiones 
producidas individualmente en dicho punto por cada una de las cargas 

1.2.2- Casos en que no rige el principio. 

p 

e 

Pe 

A o 
§Z==:t::==¡:::;/L::==:4J 8 

+" 

112 112 

Fig. 1.2.2a 

Otro ejemplo en el cual el principio de superposición no rige, sería el sistema mostrado en la 
fig. 1. 2 . 2 b, formado por dos barras articuladas, bajo la acción de pequeñas deformaciones 
(tan., =o u) . 

14 
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' ' 
' 

:p 

A B 
ex 

' S 
ó ó ' 

' e, 
p 

óP=Px 
p 

d 

dP-4------------~ 

r 
p 

o 

- df . ¡; 12.2b pequenas e ormac1ones: ex = l 

Equilibrio: S= ~ 12.2c 
2cx 

Compatibilidad geométrica: la deformación axial unitaria es: 

15 



' 
/ 1 

E= ~(1' +o') -1: 1/2~ 1 /21' 

Ley de Hooke , 

8 
E:=- 1.2.2 e 

AE 

de 1.2.2 c. d y e se obtiene: 

ó = 1 ~ p 
AE ' 

p = 

12.2d 

- - - - - - 1 .2 .2 f 

De nuevo se observa que la deflexión no es función lineal de P aunque el material cumple 
enteramente con la ley de Hooke y la ·relación entre y es representada por la curva de la 
figura 1.2.2.b. El área o a b representa el trabajo efectuado por durante la deflexión y 
es igual a la energia de deformación almacenada en las barras AC y CB. , la cual es igual a : 

ó 

U= f~ Pdo = AE f~ o'do = AEo• 
e' 4 e' o o 

(pm 
U=---

4 ifAE 

1.2.2.g 

1.2.2 h. 

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es función de segundo grado 
de li o P , como se obtiene en los casos que el principio de superposición rige. 

En los ejemplos anteriores, se observa que la acción de las fuerzas exteriores es 
considerablemente afectada por las pequeñas deformaciones del sistema, en el primer 
ejemplo hay una flexión adicional Sli a la compresión S y la barra trabaja en flexocompresión. 

16 
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1.2.3 Ecuaciones generales de superposición 

1.2.3.1 Introducción *1 

El análisis de esfuerzos en .estructuras estáticamente indeterminadas no solamente hay que 
considerar la geometría ·y estática, si no también las propiedades elásticas tales como módulo 
de elasticidad, momento de inercia, etc. Generalmente para llegar al dimensionamiento final 
de la estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembros y se efectua su 
análisis correspondiente, ciclo que puede repetirse en algunos casos hasta llegar al diseño 
final. En general los esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestáticas son debidos no solo 
a las cargas, si no también a cambios de temperatura, asentamiento de apoyos, errores de 
fabricación, etc. 

Es importante observar que la estructura esté en condiciones de equilibrio estable. Con el 
propósito de ilustrar. el uso de las ecuaciones generales de superposición de causas y efectos, 
consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga uniforme ro. 

Empotrada en a y libremente apoyada en b. 

Estructura actual. 
ób = Deflexión de el punto b en la estructura 

debida a todas las causas. 

Estructura primaria 
Selección de redundante, Xb 

Condición de equilibrio Xb = o 
t.bo = Deflexión en dirección de la redundante 

con Xb =o 

M a 

e ro 
; 

-: 
/ '- ~ 

/// 

i 
•' En ambos métodos de rigidez y flexibilidad debe regir el principio de superposición 

b 

t.bo 
Xb 
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óbb = Deflexión en dirección de la redundante a~ 
debida a con ~ 

La ecuación de superposición, si el principio es válido 

L\b = óbo + t.bb =óbo + XbSbb = O (a) 

de donde: 

Xb =- t; !Jo 
8bb 

( 1lbb : dbb es llam~do coeficiente de flexibilidad ) 

1.2.3.2 Ecuaciones generales de superposición en análisis de estructuras 
indeterminadas de grado n. 

Suponiendo que la estructura es hiperestática de grado n, se seleccionan las redundantes X1, 
X2, ..... Xn, en una forma tal que la estructura primaria en condición de equilibrio. 

Xi = o sea estable o isostática, aceptando la siguiente notación: 

t.i = Deflexión total del punto i debida a todas las cargas y efectos. 

t.io = Deflexión del punto i en dirección de la redundante.Xi en condiciones de 
equilibrio estable isostáticu Xi = O . 

. t. it = Deflexión del punto i debida a un cambio de temperatura T: 
t. ia = Deflexión del punto i debida a asentamientos de apoyo. 

18 
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11 ie = Deflexiones en el punto i debido a errores de fabricación. 

li i1 = Deflexión en el punto i debida a la condición X1 = 1. 

ó i2 = Deflexión en el punto i debida a la condición X2 = 1. 

ó in = Deflexión en el punto i debido a la condición Xn = 1. 

Cualquier redundante puede suponerse que actúa arbitrariamente en cierto sentido. Cualquier 
deflexión del punto de aplicación de la redundante deberá ser medida a lo largo de su línea de 
acción y será positiva cuando el sentido es el mismo que el supuesto para la redundante. 

Por lo tanto usando la notación y convención de signos mencionada, las ecuaciones generales 
de superposición en sistemas estructurales coplanares y espaciales son: 

11, = 11w + 11n+ 111A + l11e + X,ó,+X2Ii12 + ....... X., 5,, 
l12 = l12o + 112T + 112A + l12e + X,li21 + X2li22+ ....... X,ó2n 

(a) 

Expresando (a) matricialmente se tiene 

o,,ou·····ó1" 

li,,ó , .. ".li '" 

X, {11,- 11.,- ó.,- 11,.- 11,.) 

X, = (11,- 11,.- ó,- ó,.- 11,) b) 

o .. 1o,.l ...... o_ x .. 

19 



/i 

.fe 
1.2.3.3 Ejemplos que ilustran el uso de las ecuaciones)!' superposición. 

Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo siguiente: 

1.- Nunca seleccionar como redundante una reacción estáticamente determinada, ello 
conduciría a una estructura primaria en equilibrio inestable en condición Xí = O. 

2.- El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar arbitrariamente, y su 
deflexíón será positiva si tiene el mismo sentido. 

3.- Debe observarse que Ai. deflexión total del punto de aplicación de la redundante Xi 
debida a todas las causas es casi siempre cero. 

Estructura actual 

k· Constante elástica resorte ( L 1 F ) 

Estructura primaria 
A 1 = Xik1 (e) 

Condición X 1 =O 

31 a p 
2 1 

Jt k 
1, 1 

// 

l--a-+1 1 
JF--~ 

20 
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Condición X1 = 1 
De Ec. ( a) se tiene 
A1 =A10-X1S11 (d) 
de (e) y (d) se obtiene 
X1 =A10/S11 +k-1 (e) 

Estructura actual: 

Arco coplanar con tirant AB bajo un sistema de 
cargas Pn 

Estructura primaria: 
Selección como redundante la tensión en 
el cable, X. 

J> 

P, 

Condición X=O 

jj ====)/ ¡;¡, 

x, 

Pi 

Cable/' 

Pi 

21 



Condición X=1 

~AS =~AO +~so (f) 
~A =4Ao + XoAJ (g) 
~e= t\ao + Xoa, (h) 

Sumando (g) y (h) 

l1A + !1a = .ÓAo + ~so + X (óA, + oA2 ) = O 

De donde despejando la redundante X se tiene 

X = ( i ) 

Est Actual 

P; 
P, 

X=1 

BARRA PLANA EMPOTRADA 

Problema hiperestático de Orden 3 

ESTRUCTURA PRIMARIA 

Selección de redundantes 

x, , X2. ><J y condición de 
empotramiento ~, = ~2 =~3 =O 

·. 

' 

22 
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loO. 



(M) 
Condición X = O 

Condición X1 = 1 

( m2 ) Condición X2 = 1 

( m3 ) Condición ~ = 1 

Las ecuaci nes aplicando el principio de superposición son : 

23 



t., = ó,o + X,li, + X~12 + X¡ó13 
<'>2 = <'>2o + X,~, + X2ó22 + X¡1)23 
<'>J = <'>JO+ X,óJ, + X~J2 + X¡óJJ 

( j ) 

Expresando ( j ) en forma matricial se tiene 

(k) 

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresión de la energía de defonmación por flexión, 
los coeficientes de flexibilidad son igual a 

f Mm, d f Mm, d f Mm, d 
ó, = El S, t.,.= Ef S,ó, = B S 

ó = f m:ds ó = f m:ds ó = f m:ds 
" El ' " El ' " El 

Marco continuo rectangular bajo la acción de una carga p 

Estructura actual 
a 

.. 
·~ ., 
" 



..-x_,_~ ~ x, 

a P 

1, 

p 
1 X;= O 1 

M 

x,=1 

• 

ESTRUCTURA PRIMARIA 

Selección de redundantes 
En este caso las ecuaciones de superposición 
son: 

<'>1 = <'>10 + X11ill + X2812 + X3813 =O 

<'> 2 =<'>20 +X 1o21 +X2o27 +X3o23 =0 (n) 

<'>3 =<'>Jo+ X1831 + X2832 + X3833 =O 

ó 

Del teorema de Castigliano y la energía 
elásticá"tleformación se obtienen los 
coeficientes de flexibilidades li;¡ y ~; 
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Mnf 
D =f-ct¡ 

CI2 E 1 

'd 2 8 =fm' s -J·m,ds mids 
" El ,8"- El ,833 = f El 

lx, =1 

i5 X3=o 8 = f m ,m ' d s o f m ,m' f m m " E 1 'u" = d S, o = ' ' d S E 1 " El 

' ,. ,, 
~ 

~ 
g 

2J 
~ 

' 



1 
j 
• 
i 

Viga continua de 7 apoyos 

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA 1, 1 

1 ' 

pn . 

4A1 s· 

t 

Condición X, = O ~7\-l::.-·o-.li't:._2_0 __,; ___ li""~::.._<~r 

Condición X1 = 1 

Condición X2 = 1 
r=1 

~=1 

Condición X3 = 1 i 
/)) ¡¡13 Ó23 ¡¡33 Ó4J 

X.= 1 

í Condición X. = 1 i 
¡¡24 ¡¡34 ¡¡ •• Ós-4 
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Condición X5 = 1 t 4 ó,s 

ECUACION 

!1, = t'l,o + X1 eS,, + X2cS,2 +X3o,3 :!-X4o,. +X5cS,s =O 
!12 = t!2o + X1cS21 + X2o22 +X3o23 +X4cS2• +XSo2s =O 
!13 = !130+ X1cS3, + X2o32 +X3o33 +X4óa. +X58Js= O 
ll. = ll.o + X1 8., + X2o•2 +X3o.J +X48 •• +X5o.s =o 
lls = llso +X1os, + X2ós2 +X3osJ +X4o54 +X5oss =O 

1'" 

Xs=1 

¡¡25 óas ó•s 
2da 3'" 4'" 

Óss ,_ 
s•• ; 



1.3 Generalización de la energía de deformación 

La energía de deformación de una barra elástica puede representarse como una función de 
segundo grado de la carga o la deformación. 

La misma conclusión es· válida para cualquier estructura dentro del régimen elástico, siempre y 
cuando el principio de superposición pueda aplicarse, en la Fig. 1.3.1 suponiendo que las 
fuerzas se aplican simultáneamente e incrementan gradualmente hasta su valor final. 

2 

l Re 

Fig. 1.3.1 

El principio de superposición rige, los desplazamientos serán funciones lineales de las cargas. 
El trabajo elástico de todas . ..l .. 
Las fuerzas externas es igual a la energía interna de deformación almacenada en el cuerpo 
elástico de la figura 1.3.1 y será · 

(1.3.1) 
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1.3.1 Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se indica en la fig. 1.3.1a 

ea P eb 

Ma(r--a -----+-1 --+-¡¡ ----+-1 _ 

La energía de deformación es: 

1 
U=-(Po+MaOa+MbBb) (a) 

2 

De la curva elástica de la viga se demuestra que : 

1'1 Mal' Mhl' 
8=--+--+--

48El J6El 16EI 

e 1'1' Mal Mbl l) a=--+--+-- (> 
J6El 3El 6EI 

1'1' Mol MM eh = --+ --+ --
J6EI 6El 3/:J 

Substituye (b) en (a) se obtiene: 

U 
13 

(P 2 + ~ PMa + ~ PMb + ~ Ma2 + 
16 

Mb2 + 
16 

MaMb) (e) = 96EI 1 1 12 12 T .... 

en (e) se observa que U es una función de segundo grado de las fuerzas y momentos P, Ma y 
Mb. 

Tarea 

En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1 a demostrar: 

.:. 
•. 
•' r 
~ ¡· 

"' ~ 

,. 

' 

.. 
30 ~ 

l.¡_ 



b), De (a) y (b) obtener U en función de los desplazamientos 5 ,ea, 9b 

e) Demostrar qu~: 

au = P au au = Mb 
ao · aea · aeb 

Calcular la energia de deformación de las siguientes vigas de sección transversal 

//4 //4 112 

p p 

1 
E 1 =cte. 

q 

E 1 =ele 

1.4 Teorema de Castigliano 

Suponiendo que el principio de superposición rige y que U se expresa en función de las 
fuerzas externas se tiene que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON 
RESPECTO A UNA DE LAS. FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL 
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO CORRESPONDIENTE 

~=011 
oPn 

( 1.4.1 ) 
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Considerando el cuerpo elástico bajo la aplicación de P1,P2, ... Pn. Durante la aplicación de Pi 
se producen deformaciones y se almacena cierta energía de deformación dentro del cuerpo 
( Fig. 1.3.1 ). Si subsecuentemente a Pn se aplica un incremento tlPn , la energía U 
incrementará. 

u + tl u = U + ()U tl Pn. 
iJPn 

(14.2) 

Si en vez de aplicar t. Pn desp~és de las-cargas se aplica antes se tiene: 

U + tl U = U + tl Pn ( ón + tlón) = U + t. Pn ón 

igualando ( 1.4.2. ) con ( 1.4.3. ) se demuestra ( 1.4.1. ) 

(14.3) 
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1.4.1 Ejemplos de aplicación 

La variación de M(x) es 

M = Ma - Px . ( a ) 

La energía de deformación por flexión 

r M'dr 
ll=f ... (h) 

2L/ o 

. Del teorema de Castigliano 

f
,. A.fml 

8a = -. -ds ....... (c) 
,, El 

sustilll)'l!!ldo. (a). en.( e) 

1 r 
8a = U [ (Ma -J'x)( -x)tlr 

8a = pi' _ Mal' ...... (d) 
El . 2EI 

De nuevo del teorema de Castigliano 

M olvl 

oU s• aMa s" A1m, -- = 8a = tlr = --dx ..... (e) 
aMa El El o o 

Substituyendo ( a) en (e) se obtiene 

El 

B \ a' M a 

p 
X 

P=1 
(m1) 

eS M 1 liMa 
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1 P Mal 1'12 

ea= -f(Ma-l'x)(l)dr =---
El El 2EI o 

En el ejemplo anterior· no se calculo' en función de las fuerzas externas, sino se utilizó la 
energía de deformación por flexión y se derivo' bajo el signo integral. 

Es importante observar que las derivadas corresponden a la variación de momento flexionante 
debido a causas unitarias P y Ma. 

X ~ P= 1 

m= x/2 

De la energía de deformación por flexión y el teorema de Castigliano. 

JMm o= 2 -dx 
El 

Substituyendo (f) y (g) en ( h ) se obtiene: 

(h) 

'" ql qX' X PI' 5 ql' o= 2/EIJ(P/2X+-X--)(-)dx = -·-+-- (h) 
, 2 2 2 48El 384 El 

(f) 

( g) 
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a 

e 

En los casos en los cuales es necesario determinar los desplazamientos en un lugar donde no 
hay fuerzas o momentos, se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia de 
magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema actual de fuerzas y se obtiene el 
desplazamiento derivado con: 

112 

Px 

X 

1/2 

1 

Q 

- x-//2 r 

M = M a - PX 0 ~ X ~ f. 12 

M = M a - PX - Q ( x- 1/ 2 ) 

Para f. 12 :::; X ~ f. 

~=m=-(x-~) 
U = J M 'dx =(energía de deformación por flexión) 

2EI 

MCJA1 
au iJQ p 

- = 8, = f dr =- flt E!(Ma-Px)(X -pl2)dx 
()Q El IIZ . 

En conclusión se observa que la derivación del teorema de Castigliano, fue basada en el 
principio de superposición. 

De allí que la energía de deformación U debe ser una función de segundo grado de las 
fuerzas actuales. Si el principio de superposición no rige y U no es función de segundo grado 
de las fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior se ilustró' mediante 
ejemplos. 
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Ejemplos de tarea 

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los ángulos en los extremos de una viga 
libremente apoyada con carga uniforme q, claro 1, y rigidez flexionante El = Constante 

b) Determinar los desplazamientos horizontales y vertical de la viga curva mostrada en A. 

A) 

A 

P r = cte 

8 

e) Determinar el desplazamiento horizontal en e y el vertical en 8 en la estructura mostrada. 

8 

r 

E 1 =cte. 
y= cte. 

e H 

' 36 rl 
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d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y B en la estructura mostrada. 

:a 

:...: ,. ____ c __ _,·~i B 

A 

p 

1 E 1 = cte 

/ 
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1.5 Teorema del trabajo mínimo 

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano a sistemas de fuerzas.: 
estáticamente determinados. 1 
Aplicándolo a sistem~s estáticamente indeter:minados se concluy? que la d~rivada . ~e la ~ 
energ1a de deformac1on· con respecto a cualqu1er redundante debera ser cero SI su acc1on es~ 

. ' la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicación, de allí que las magnitudes de las~ 
acciones redundantes en sistemas hiperestáticos serán tal sistema en dicho punto será [ 
máxima o mínima, lo anterior es el método del trabajo mínimo para calcular redundantes. En: 
una estructura hiperestática.de grado ··n··se tiene: 

JU JU JU 
-=0,-=0 ...... -=0 
J. V", JX, JX, 

(1.5.1) 

1.5.1 Ejemplos 

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme (grado n=1 ) 

La energía de deformación del sistema es: 

U= JM'dx 
2EI 

Del teorema del trabajo mínimo 

Yb 
q 
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z:as 

la 
es 
las 
:;rá 
En 

()U =o= ~[J M'dx] = _1 J~ M ()M dx ... (b) 
éJY, ()y a 2 El El o ora 

qx' 
M=YaX--

2 

iJM =X 
ilYa 

(e) 

(d) 

Sustituyendo ( e) y ( d ) en (b) se tiene 

r ( ' ) ¡
1 

¡
2 

. o/ . q J )ax-- dxX=-ia--=0 
" 2 3 8 

de donde 

Ya= 3/8 ql 

En el sistema se tienen 3 reacciones Ya Yb Yc y 3 ecuaciones do¡¡ de estática y una del 
teorema de Castigliano. 

En el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene 

el momento flector es 

M= (ql _ Mb)x _ qx' 
2 1 2 

ilM X 
ilMb = -~ 

Sustituyendo (g) y (h) en (f) se tiene 

(g) 

(h) 

' 
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Integrando ( i ) y despejando Mb se obtiene 

Mb=~ 
8 

(j) 

40 

f 
1 
í 
[ 

•':,.'•· 

·' ,. 



METODOS MATRICIALES DE ANALISIS ESTRUCTURAL 

2.1 Métodos de fuerzas y deformaciones 

En los métodos de análisis de sistemas estáticamente indeterminados , primero se seleccionan 
las redundantes, y sus-magnitudes se determinan mediante el teorema del trabajo mínimo, 

·considerando la energía de deformación del sistema. Este procedimiento general es llamado el 
Método de Fuerzas. 

h 
h 

Fig. 2.1. ( Para ilustrar en un mismo ejemplo) 
f1COSU¡ 
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La distinción entre los dos métodos. consideremos la estructura estáticamente indeterminada 
coplanar mostrada en la fig 2.1 bajo la acción de dos fuerzas aplicadas con n barras. el 
numero de redundantes X1.X2 ...... Xn-2. se determina la energía de deformación del sistema 
en función de las fuerzas y usando el teorema del trabajo mínimo se obtienen las ecuaciones 
necesarias. 

;¡u éJU · éJU 
-=0.-=0 ........ --=0 
;¡x, éJX, éJX •. , 

(a) •· 
f 
' ' Lo anterior es el método de las fuerzas. Para resolver el mismo problema, Navier sugirió el ¡ 

método de desplazamientos. LJ deformación del sistema de la fig. 2.1 estará completamente ; 
determinado si conocemos las componentes horizontales y verticales u y v respectivamente. 1.'.· 

Suponiendo que los desplazamientos son pequeños. 

La deformación axial de cualquier barra i será 

1.\li = Usenai -11 cos (1j (b) 

y de la ley de Hooke. .. su fuerza axial corresponde será 

X EAi(U . .) , = -
1
-i Senw-¡tCOSUI 

de la figura 2.1. 

h 
11=-

sentó 
(d) 

sustituyendo (d) en (e) se obtiene 

(e) 

X EAi (U . .) . . = h senw- p cosw senw ....... (e) 

De las condiciones de equilibrio se obtiene 

2 'Navier"resume des lecons "2de., p.345 
Paris. 1833 
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" 
¿xicosai = Px ... 
" ¿ Xisenai = Pv ... 

sustituyendo ( e ) en ( f ) y ( g ) se obtiene: 

U~A· , . . ~A· , . . Pxh (") L., !Sen UICOSI- ~'L.. ICOS a!Sena! = --.... 1 
,~, ,., . E 

U~A· , . ~A· , . . Pvh (") 
L., !Sen Ul-flL.., !Sen UICOSal=--....... J 
.. , •. , E 

de ( i ) y ( j ) se determinan u y v las cuales substituidas en ( e ) obtenemos la fuerza Xi en 
cualquier barra del sistema. Se observa en este caso que la consideración de las 
deformaciones directas del sistema resulta en una simplificación substancial, especialmente si 
el número de barras n es grande, puesto que sólo tenemos que resolver dos ecuaciones con 
dos incognitas que son las deformaciones u y v. En el caso del método de las fuerzas 
tendremos que resolver n -2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es conveniente observar que el 
método de las deformaciones involucro'3 etapas básicas que son: 

Ecuación ( b ) : Compatibilidad geométrica de defomnaciones, u, v y Al 1. 

Ecuación ( e ) : Ley de Hooke 

Ecuación ( f ) y ( g ) : Equilibrio 

1 2 

1 1 ) 1 

3 F1! 4 

NUDOS -
1 

Q 
F . 2 
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Barras 

nb = número de barras = 4 

nN = número de nudos = 2 

k = fuerzas axiales ( P ) 

e = alargamiento ( S ) 

p fuerza axial 
Rigidez de barra ki = - = . 

e alargamiento 

E Ai 

li 

A) Continuidad 

e, 

e, 
e, 
e, 

= {Deformacion o alargamiento de las 4 cuatro barras} . 

e 

p 
{
+ alargamiento} 

- acortamiento 

{d} = { ::} = {desplazamientos nodales} {: ~} 

de la figuras 

e 1 = d, 

e,=+ d, 

"' '" :~ 

'\ .;~ 

~ ~·· • 
~ 

,., 
¡, 
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<' l 1 o 
<'~ o 1 {d'} 

=> e;J = -11 d, -11 
"~ 

{e}= [a)[d} . . . .(1) 

donde 

1 o 
(a] ; IJ 1 : matriz de continuidad 

-11 

-11 

Observar que para una barra i cualquiera 

dA A 

J 

dB 

j_B 

ei = dB- dA 
dA = desplazamiento del nudo superior 
dB = desplazamiento del nudo inferior 

B) Ley de Hooke 

"' 
{ 

p, 
Sea k}= 

p, 

P~ 
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Fuerzas axiales en las barras+ tensión, -compresión 

p, =k, e, 

F:Ai .. 
ki = - ng1dez barra y 

¡¡ 

1 p,l ik, o o o lr e,l 

! p, ~ J o k, o 
o ~·¡ 1 p, J 1 o o k, o 11 ' 

kj:: l p. lo o o 
ó {p}= [k] {e} (2) 

lrl =[k] (e} 

¡ k J matriz de rigidez de las barras 

e) Equilibrio; ¿: fy = O en cada nudo 

Sea (F} = {~} P, 

Nudo 1 

F, 

F, = p, + O - P3 - P• 

Nudo 2 
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¡ 
1 
¡ 

i 

1 

1 

P, 

{;:}=['o o -1 -,'] . 
P, 

o {F} [ar{r} = 1 P, 
·p 

4 

""'' 1 •1 ' = [: 

o -1 

-:] matriz de equilibrio 

1 1 

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz de continuidad. 

Solución del problema anterior por el método de desplazamientos ( rigideces ). 

lncognitas: {e},{d}.{P } 

Datos: [a] , [a] ', [k] , {F } 

Substitución ( 1 ) en ( 2 ) 

{P} =[k] [a] {d} ........ (4) 

Substitución ( 4 ) en ( 3 ) 

{F} =[a] T [k) [a] {d} ...... (5) 

ó 

{F} =[k) { d}.......... . (Sa) 

La matriz [a]r [k] [a] es cuadrada 

Ejemplo; Suponiendo 

k, = k2 = k3 = k. = 1 ton./cm. F, = 1 O ton. y F, = 5 ton. 



[K]= [a]' (k](a] 

1 o o o 1 o 

= [; 

o -1 -~] o 1 o o o 1 

1 1 o o 1 o -1 1 

o o o 1 -1 1 

Observar que [k] es simétrica de ( Sa ) 

l"l [, _,] rJ { ¡:} = S = -2 3 d, 

{"'} {8 C/11} de.I]JCjandn {d} = = susliluyendo en (I) 
d2 7 C/1/ 

J

e, 

t!'1 
= 

l <.'' 

e, 

o 
-1 

-1 

o 

1 o o o 
o o o 
o o o 
o o o 

R 

7 
sustilllyendo ei1 (2) 

-1 

-1 

8 

7 

-1 

-1 

= 

8 

7 

-1 

-1 

Comprobación de equilibrio: de ( 3 ) 

o -1 

1 -:] 
8 

~~ = fs0 ,;;;;'J 
-1 

; 

i 
1 

i 
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Método de las fuerzas ( flexibilidad ) 

Usando los tres principios fundamentales en el orden inverso Equilibrio, Ley de Hooke y· 
Continuidad. 

a) Equilibrio · 

1~ = 1~ - R1 - /12 

o -1 

1 

{F} = [a~ a;] { ~;} 

~'] 
-1' 

' 1 

-1' 
2 

u\ 
u, 

[ /~ 1 
(U] 

1 

2 
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despejando a Po 

{!~}=[a:) -l {F} -[a:] 1 [a;) [RJ 

en nuestro ejemplo 

o bien 

{P1
} = [1 O]{F'} + [ 1 1 ]{R'} P2 O 1 F2 -1 -1 R2 

además se tiene P3 = R, , P, = R2 

Por lo tanto 

1 o 1 1 
o 1 fF,} + -1 1 R,} = .............. a o O lF2 1 o Rz 
o o o 1 

bo br 

J 1' - ~ +RI + R, l 1- 1 

1' - 1·;- u, -R, ' -

ll', = Rl 

u, 1 1' -4-

( a ) se puede escribir 
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d1 

d2 

m1 

m2 

Ley de Hooke 

{P} = [k]{e} 

{e} = [kr'{p} ........ e 

[t] = [kt flex 

sustituyendo (b) en (e) 

{e} = (f} [bo] {F} + (fj [bR] {R} ......... d 

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de llamados 

{ p,} p, . P2 {p)= 
~·2 

d, =e, 

d2 = e2 

p, =e,- e2 +el 

P2 = e, - e2 +e. 

1 o o o 
o 1 o o 

= 
-1 -1 1 o 
1 -1 o 1 

e1 

e2 

e3 

e4 

pero 

[~ -1 

-1 

o 
o 

Por lo tanto 

51 



{d} = [b~]{e} ...... e 

{~} = [b~]{e} ....... f 
; 

( Los valores de ( ) 9eberan anularse ) sustituimos d en f 

ü1} = [bn[FJ[bo]{F} + [bn[r-][bRJ{R} 

como {¡1} = O se despeja {R} 

(h) nos da los redundante { R) sustitución (h) en (b) se obtiene {P} 

sustituimos ( i ) se obtiene {e} 

{i) {e}= [r] [b] {F} 

sustituyendo ( 1 ) en ( e ) se obtiene 
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2.5 Aplicaciones de métodos matriciales a armaduras planas. 

Para ilustrar el uso de métodos matriciales en el análisis de armaduras articuladas en los 
nudos, comenzaremos un problema de deflexiones. En la figura 2.3.1. se tiene una armadura 
con miembros sujeta a sistema externo de cargas, y se requiere deterrríinar la flexión vertical 
del nudo j debida al sistema de cargas . Si Xi representa las fuerzas axiales en la estructura 
real las fuerzas axiales en la estructura bajo la condición de carga unitaria en j: 

Estructura real o actual P, 

ój n+1 

Carga infinitesimal Q 

Condición Q = 1 

tU 
-=1 4 
t·Q 

0=1 

Fig. 2.3.1 

Del teorema de Castigliano y la energía de deformación por carga normal se tiene 

.,., 



m xi2li 
U= I-........... (a) 

•oi2Al~ 

o u . ~ xi xij li m 

- = t.t =L. I.xi xij pi ............ (b) 
éJQ •~1 E4i •=1 

li 
donde p1 = -

E4i 

es el factor de flexibilidad de la barra i. 

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos seleccionados debemos calcular 
los valores Xij para una fuerza vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. 
Supongamos que han sido calculados y que acomodamos los números de influencia en al 
forma de una matriz de orden m x n como sigue: 

x11 x12 x,n 

X21 X22 X2n 

[Xij) = 

ar¡Ylt;U/uya... 
e) Se denomina matriz de geometría de la arR'liiEia acomodando los factores de flexibilidad en -~ 
forma de una matriz·diagonal de orden m x m. 

(d) 

p, o 0 ...... o 

[pi] 
o Pn 0 ...... o 

= 
....... 

o o 0 ...... Pon 

la cual es llamada matriz de flexibilidad de la armadura. 

Finalmente, suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por el sistema de cargas han 
sido calculadas y son arregladas en la forma de una matriz vector columna. 
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(e)=[Xij= 

x, 
x2 
XJ 

la cual es llamada matriz de carga. Ahora de acuerdo con las reglas de multiplicación de 
matrices las m ecuaciones ( b ) pueden expresarse matricialmente. 

ti, x, X21 Xm1 p, o O ...... o x, ...... 
[12 

x,2 Xn xm2 o Pn O ...... o x2 ...... 

= (t) 

[In x,n X2n X mm o o o Pmn X m 

o sea con notación inicial 

[t~ jJ = [ XijJ [Pi] [X i] ........ (g) 

Como un ejemplo numérico, se considera la anmadura mostrada en la fig. 2.3.2 la cual tiene 
m= 9 miembros. Supongase que se requiere determinar la deflexión vertical de los nudos 
superiores a· y b, bajo la acción de dos condiciones separadas de carga como se indica. La 
numeración de los miembros se muestra en la figura, así como sus dimensiones. Cada barra 
tiene una sección transversal Al= 1pul2 y un módulo de elasticidad E= 30 x 103 

a 6 b a b 

P = 9 kips 
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fig 2.3.2 

El procedimiento a seguir es el siguiente: 

Sustituyendo ( h ), ( i ) y ( j) en ( g ) se obtiene 

[óij = [Xii][Pi!Xij 

[tii] = ~~ [! -10 -3 4 5 -8 o 4 -5] 
3 8 -5 -4 o 8 

X ....... (g) 
-5 -10 

4 o o o o o o o o 
o 5 o o o o o o o .. ... 
o o 3 o .. o o o o o 

1 .. 
o o o 4 o o o o o .:;, 1 •. 

x' o o o o 5 o o o o ....... (k) 

o o o o o 4 o o o 
o o o o o o 3 o o 
o o o o o o o 4 o 
o o o o o o o o 5 

4 10 

-5 o 
3 o 
8 10 ..... (1) ~[J2 -SO -9 16 2S -J2 o 16 -25] = S o 

9 E 16 -25 9 32 -2S -16 o 32 -50 
4 o 
9 o 
8 10 

-10 o 
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= 1 o [ ~ 6 o 6 4 o 
J 

[ o . o 3 1 8 o . o 5 2 5 

J = 
9 E 4 7 8 o o o . o 2 3 7 o . o 2 9 6 

[ ~ a p ~ b p 

J [ o . o 3 1 8 o . o 5 2 5 J .... ( m = 
~ a g ~ b g o . o 2 3 7 o . o 2 9 6 

a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo las dos condiciones de carga 
obteniendo la matriz de fuerzas 

4 10 

-5 o 
3 o 
8 10 

[Xi]= -5 o .. (k) 

-4 o 
9 o 
8 10 

-10 o 

b) Similarmente se calculan las fuerzas axiales debido a las condiciones de fuerzas verticales 
en los puntos a y b respectivamente obteniendo la matriz. 

8 4 

- 1 o -5 

-3 3 
4 8 

1 Xii) = 5 -5 ..... ( i) 
9 

-8 -4 

o o 
4 8 

-5 -1 o 
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e ) Se calculan los coeficientes de flexibilidad obteniendo la matriz de flexibilidad escrita 
diagonalmente. 

4 o o o o o o o o 
o 5 o o· o o o o o 
o o 3 o o o o o o 
o o o 4 o o o o o 

[ "] 1 o pi=-
E 

o o o o 5 o o o o ... (j) 
o o o o o 4 o O· o 
o o o o o o 3 o o 
o o o o o o o 4 o 
o o o o o o o o 5 
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METODOS ENERGETICOS Y METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 
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Método de las rigideces 

4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y RIGIDECES. 

5.- SOLUCION MATRICIAL GENERALIZADA DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 

1.- INTRODUCCION. 

El análisis estructural tiene como objetivo calcular el estado de esfuerzos y 
deformaciones en cualquier punto de una estructura. 

Para el análisis de una estructura se tendrán como datos la geometría y las cargas que 
actúan sobre ella, calculándose las fuerzas internas y los desplazamientos. 

En todo proceso de análisis estructural, deben considerarse los tres conceptos 
fundamentales: 

1.1 ·Concepto de equilibrio. 

Toda estructura sometida a un sistema de fuerzas externas, deberá estar en equilibrio 
con las fuerzas internas en todos y cada uno de los miembros de dicha estructura, 
siendo las expresiones vectoriales que cumplan esa condición: 

" 
I,{F}={O} (1.1) ,., 

" " I {F}{t;} + :¿ {M,}= {o} (1.2) 
P<l r:l 

en las cuales: 

M; y F, son los vectores que indican los pares y fuerzas actuando en la estructura y ri los 
vectores de posición con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalarmente como sigue: 

en un plano 

l: F,x =O 
l: F,y =O 
¿M,= o 

r F,x =O 
r F,y =o 
l: F,z =O 

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad) 

en el espacio: 

l: M,x= O 
r M. y= o 
r M;z =o 

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma pero conserva las características 
de continuidad iniciales, siendo los desplazamientos finales compatibles con las 
condiciones de deformación de los apoyos. 
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El concepto de continuidad o ·compatibilidad establece que los desplazamientos son 
funciones continuas y derivables, por lo tanto una vez conocidos los desplazamientos se 
pueden conocer las deformaciones. Expresado en ecuaciones, se tendría: 

du 
¡;; =

< dx 

dv 
Er = 

dy 

""' ¡;; =-
1 dz. 

En forma matricial: 

f, -u 

e y -u 

f, 1 -u -u 
= -

Y.., E o o 
Y., o o 
Y,, o o 

{E} = [e] {a} 

-u 

-u 

o 
o 
o 

du dw 
r --+

X:- l d lZ X 

d1· dw r =-+,., dz dy 

o 
o 
o 

2(1 +u) 

o 
o 
o 
o 

o 2(1+u) 

o o 

[e] = matriz cuadrada 

del elemento. 

1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento. 

u, v y w las 3 

componentes de 

desplazamiento. 

o a, 
o a, 
o a, 
o r ,, 
o ru 

2(1 +u) r,.. 

(1.3) 

simétrica que representa la flexibilidad 

En el análisis estructural es indispensable para cualquier estructura de geometría dada 
conocer las relaciones entre las fuerzas y los desplazamientos. 

Si llamamos ( F} al vector de fuerzas y f O l el vector desplazamientos, sus componentes 
serán de acuerdo con la fig. 1 1 



FH, C)(M' ) ~2 (í) FH2 

{ J F., 
t 

} y, Y, FY2 

0 G) 
":::J:. 8' 8 

', 2-r...:__ 
1...;-... ,..J' 

x2 
x, 

/~, y1 

¡;;11 x1 

{f)= 
M, 

{ D¡= 
(-) '1 

F,, y2 

F,¡, x2 

M, (-) '2 

y la relación entre ellos será: { F ¡ = [K; { D) ( 1.4) 

La matriz [K) se determina a partir de la geometría de la estructura y de las 
características mecánicas del material. 

Si la variación entre ellas es lineal, la matriz [K] es una constante, y las estructuras que 
cumplen esta condición se les llama lineales ( Ley de Hooke ) es aplicable el principio de 
superposición de efectos. 

2.· ENERGIA DE DEFORMACION. 

Si una fuerza F1 se aplica a una estructura produce un desplazamiento o, en la dirección 
en que se aplica la fuerza. ésta efectúa su trabajo, que se manifiesta por un incremento 
de la energía cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleración o bien, en energía 
potencial si modifica su posición respecto al campo gravitacíonal. 

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformación en una estructura, 
realizando un trabajo cada una de las fuerzas aplicadas que se permanece en la 
estructura bajo la forma de energía de deformación o energía interna. Si el sistema es 
perfectamente elástico el fenómeno e~ reversible (fig.2.1b). 
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A 

o D; Dr 

( a ) fig. 2.1 ( b) 

El trabajo hecho por un incremento de carga será: W = F, 6 O; 

El trabajo total efectuado será: 
VI 

IV= f Fti!J. ( 2.1) 
o 

Cuando se trata de un material elástico lineal, el trabajo hecho por la fuerza F1 es: 

IV= ]_F/J 
2 ' ' 

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la estructura y provocando 
desplazamientos en la dirección de las fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la 
energía de deformación será: W =U= 1/2 (F1D1 + F2D2 + ... FnDn) = 1/2 I F;D; (2.2) 

La ecuación anterior puede escribirse como: 

[w] = 
1 T - {F} {D} nx1 
2 n x 1 

(2.3) 

En la cual { F} r es el transpuesto del vector (F j que representa las fuerzas. 

El área que se encuentra en la parte superior de la curva OA se le llama energía 
complementaria de deformación. 

La expresión de igualdad del trabajo externo W y la energía de deformación o energía 
interna U, puede utilizarse para calcular deflexiones. 

(Ref. 1) (2.4) 



Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para calar el desplazamiento D¡ en la 
coordenada j, la ecuación anterior se escribe: 

(2.11} 

D, = f {a,, r {e }dv (2.12} 

siendo { cr ui} los esfuerzos virtuales correspondientes a la fuerza virtual unitaria en j y { & 

} la deformación real debida a la carga real. 

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexión, cortante y torsión se indican a 
continuación. 

Tipo de deformación · Componente de 
la fuerza virtual 

Axial p 

Flexión m 

Cortante v 

Torsión 

Componente del 
desplazamiento 

p 
dl'=--- dx 

AE 

M 
dcl>=- dx 

El 

V 
dy=- dx 

AG 

T 
dP = ---- dx 

GJ 

Trabajo 
virtual 

p 
Jp dx (2.13} 

AE 

M 
Jm dx (2.14) 

El 

V 
Jcv-dx (2.15} 

AG 

T 
Jt-dx (2.16} 

GJ 

De la tabla anterior. para evaluar la integral de flexión m M 1 El dx, para elementos de 
sección transversal constante se utiliza para los casos más comunes de cargas, la 
multiplicación directa de diagramas de momentos nexionantes. 

Cálculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales. 

1) Armaduras 

En armaduras, la expresión para el cálculo de deflexicines es: 

(2.17} 



Axial: (2.5) 

Flexión: U =_!_J M
2 

dx 
1 2 El 

(2.6) 

Cortante: 
1 · V 2 

u = -cf-df 
•. 2 AG 

(2.7) 

Torsión: 
1 T2 

u =-f-df 
' 2 G.J 

(2.8) 

I: = u. + u, + u, + u, (2.9) 

2.1.- Teorema de los trabajos virtuales. 

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema ficticio ( virtual ) de fuerzas 
en equilibrio o un pequeño ·desplazamiento virtual se· aplica a una estructura, 
relacionándolo con fuerzas o desplazamientos reales. 

El método de los desplazamientos virtuales consiste en aplicar desplazamientos ficticios 
(virtuales) de cuerpo rígido en una estructura y calcular las reacciones reales, mediante 
el método energético. 

Una variante sería la de calcular desplazamientos reales a través de fuerzas virtuales, 
como se indica a continuación. 

Sí en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un sistema de fuerzas reales 
aplicadas y llamando e la deformación actual en cualquier punto y sus correspondientes 
desplazamientos en los puntos D 1, 02 ..... Dn, se introduce un sistema de fuerzas 
virtuales F1, F2, ... , Fn en las coordenadas 1, 2, ... , n, provocando esfuerzos cr en 
esos puntos. 

El principio del trabajo virtual establece que el producto de los desplazamientos reales y 
las fuerzas virtuales correspondientes es igual al producto de los desplazamientos 
internos y las fuerzas internas virtuales correspondientes, por Jo tanto: 

F,IJ, = J {a}' {e}dv 

en la cual: 

cr = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F 

e= deformaciones reales compatibles con desplazamientos reales {D} 



Un resultado igual se logrará si multiplicamos matrices tales que: 

D, = {p}' m r l{ft1}m r m{p}m r 1 (2.18) 

en la cual: 

{ p J T es la transpuesta de la matriz { p J. siendo esta última las fuerzas en Jos elementos 
debidas a una carga virtual unitaria actuando en la coordenada correspondiente. 

{ p J son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales. 

L1 o o 
A 1 E 1 

y (fM J = o Lz o 
A 2 Ez 

o o Ln 

A n En 

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por deformación axial de Jos 
elementos aislados. A esta matriz se le conoce como la matriz de flexibilidades de la <: 

estructura no ensamblada. (ref. 2) 

Cuando se dese·a calcular las deflexiones en diferentes puntos de la estructura, la carga · ·' 
virtual deberá aplicarse por separado en cada una de las coordenadas deseadas y. que 
corresponde al conjunto de fuerzas determinadas, la ecuación tendrá la forma: 

(D] nxP = [1'] ~:·'" [f ~1] num (p] mxp (2.20) 

P = fuerza en un elemento debido a la carga virtual actuando en las coordenadas. Los 
elementos de la matriz [PJ son las fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en las 
coordenadas correspondientes. 

L 
fM = la flexibilidad del elemento = 

AE 

p = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna de la matriz [pJ son 
las fuerzas correspondientes a un caso de earga. 

m = número de elementos. 

n = número de coordenadas en las cuales se desea conocer el desplazamiento. 

p = número de casos de carga. 

El ejemplo No. 1 muestra la aplicación del cálculo de deformaciones en armaduras por 
trabajos virtuales. 
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2.2.2.- Cálculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y marcos. 

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a una carga cualesquiera en un 
miembro, de tal forma que los momentos extremos internos sean M1, M2. Si se quieren 
calcular los desplazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unitarios 
en los extremos para. calcular los giros debidos anexión. 

M, M2 :· r-------__ 1 
r 

~ '~ 
e 
a 
1 

( 1) El= ele (J.I 

-=-===:J ::J L -··-l .. ¡-·· 
( a ) 

o, 02 

1 -~ (b) ?_,_ 1 V 

i 
r 

>- t 

J 
1 u 

a 
1 

F, H 
---+ -e, L\ 

( e ) 

Nota.- si se considera efectos de axial: 

1 1 o --
3EI 6EJ 

[f M] 
1 1 o L = --

6EI 3EJ 

o o 1 

AE 
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Por trabajos virtuales la contlibución de desplazamientos por flexión en j será: 

f M L 
D

1 
= m-dx=-(2Mlmi+Mim2+M2ml+2M2m2) 

El 6El 

y;expresándolo matricialmente: 

en la cual: 2.21 

{
1111} {mu} = · 

' m2 
{An={MI} 

M2 

en la cual: 2.21 A 

Los elementos de [ f" J son los giros izquierda y derecha debidos a momentos unitarios 
en un extremo de la viga. En forma semejante a la mencionada en armaduras, [ f" ] es la 
matriz de flexibilidad en flexión del elemento. 

El desplazamiento en J será la sumatoria de todos los elementos: 

j) J = f {m U}~ m x 1 [J Al L. x l m {M } 2m x 1 
1 = 1 

en la cual: 

m1j 

m2j 

mnj 

M= 

M1 

M2 

Mn 

2:22 

2.23 

A la matriz ( f .. ] que contiene las matrices de flexibilidades separadas de todos los 
miembros se le llama matriz de flexibilidades no ensamblada. 
Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordenadas, la carga virtual 
unitaria debe aplicarse en cada una de las coordenadas separadamente para determinar 
los momentos en los extremos, arreglándolos en tal forma que: 

[

-{m}11 
[m]2mxn = {mht 

{m}mt 

68 



en la cual los elementos de cada submatriz son los momentos extremos en los 
elementos. El primer subíndice indica el momento y el segundo la coordenada en la cual 
se aplica el momento unitario. 

Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamientos se calcularán: 

D =mXII M [ ] [ ] T [ ] [ ] 
n.Tp .~"'xn fu 2mx2"' l•zp 

2.24 

Ejemplo No. 1. Calcular el desplazamiento horizontal en el punto C y el movimiento 
relativo entre los nudos B y E de la armadura siguiente: 

10 ton 

10 (E=-.!_)...;::m=-___,_1 (o) 
---+-.....,-

~) 
5m r 

7 
( 1 ) 

5m 

barras 1, 2, 3, 4 y 5 = AE 

375m barras 6 y 7 = 1.25 AE 
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10 

10 -10 l -
-2.08 

11.6 7 

11.67 

o 
+ 11.67 + 11.67 [P] 1xl = o 

1 1 
-10 

-14.58 

-2.08 

0.125 p 0.875 p 
( 2) 

o 
- 1 -0.8 

- 1 o 
o o o -0.6 

[ p] "' = o -0.6. 

-1 o -0.8 

o o 
V 

/1 
V 

/1 o 1 

( 3 ) o, 

( 4 ) 
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5 o o o o o o 
o 5 o o o o o 
o- o 3.75 o o o o 

[f Al] " 7 
1 o o o 3.75 o o o =--

AE o o o o 5 o o 
o o o o o 5 o 
o o o o o o 5 

[IJ L~ = [P]~,,[JM] [1'],, 1 
= _1_{ -116.5} 

A E 17 

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura. 

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilidades de cada uno de los 
elementos usando la ecuación 2.24. Los elementos de la matriz de flexibilidades puesto 
que los desplazamientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza 
(o momento ) unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, la 
carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la ecuación 2.24 quedará: 

2.25 

en la cual [ f ] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura y el subíndice s 
se refiere a las cuatro causas que pueden provocar deformación: flexión, axial, cortante 
y torsión. 

Cuando solo se considera flexión la ec. 2.25. quedaría: 

[t] "'" = [mu] ;..,, [t .. ] ,_,m [mu] ,~, 

en la cual: 
m = número de elementos 
n = de coordenadas 

El ejemplo 2. En al marco indocado se pide. 

a) Calcular los desplazamientos en D. debidos a flexión. 

b) Calcular la matriz de flexibilidad. 

a) El= cte. 

2.26 
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III 
p 8 

IU2 .l 
L +-p 

V 
3 ---+ 

A 1 
i 2 

L 

~PL ¿¡PL 

H----'--.L.....----'It--L.f ¡ y, P L 

(-) 

/:7'7';>'4h"r--
M reales 

L - L 1 2 _, 
-f. -J. 1 2 

[nt 11] 6 .'1' 3 

L J. 1 2 -1 
= o - L 12 1 

o J. 1 2 -1 

o o 

·:: 
' 

.U2 (+) U2 
(+ 

(+) r - 1 . 
(1) (-) (2) 

L -U2 

1 1 
1 

(-) 

(-) 

(-) v1 (3) '--
1 ,, ., . , 

1 

M virtuales 

-0.5 

-0.5 

[M] 6x 1 

-0.5 = PL 
-0.5 

-0.5 

o 
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2 o o o o 
1 2 o o o o 

············ ···-·········· ...............•. 

L0021 O O 
[!M] 6 x6 = 6El o o 1 2 o o 

o o o o 05 

o o o o 0:5 

{U},,,= [m u]:,,[/., ],,,[M]..,=';/~ -0.29 '{ -0.75} 
+1.12/L 

b) Cálculo de la matriz de flexibilidad 

[r] = [m 11 J:., [fm ]6, 6 [m u] •• , Jd 

L -L2 -1 

L L/2 -1 

[FJ= 
L L/2 -1 

o -L/2 -1 

o -L/2 -1 

o o -1 

1 ' =- 151: 
[ 

8/,' l5L' 

2.25/, 

-3.75/. 
6/·./ 

-9L 

2 1 o o 
1 2 o o: . . . . . . . . . : ........... ~-

o o: 2 1 

o o 1 2 . . . . . . . . . . . . . . 
o o o o 
o o o o 

-9/. ] 
-3 75/. 

15 

o o L 

o o -L ............... 

o o L 
o o o ............ 

0.05 o 
005 o 

-L/2 -1 

-L/2 1 

L/2 -1 
= -L/2 -

L/2 -1 

o 

73 



2.3 Teorema reciproco de Maxweii-Betti. 

Si un sistema de fuerzas F,, F, , ... , F. se aplica a una estructura en las coordenadas 1,2 ... ,-' 

n ¡:rovocan desplazamientos D, F, D, F, ... , D.F. Manteniendo el sistema de fuerzas' 

F, .· F, , ... , F., se aplica otro sistema de fuerzas Q, , Q, , ... , Q., provocarán· 

desplazamientos D, Q, -o, Q, ... , D. Q, y además desplazamientos D, F, D, F; ... , D. F en 

Jos puntos donde actúa el sistema F, , F, , ... , F •. 

El trabajo extemo total será: 

1 1 1 
W ,.

0 
= 2 F, D , + 2 F, D , Q + 2 Q , D, Q ( 2.27) 

invirtiendo: 

w O+F = ~ L Q¡D¡Q + ~L Q¡D¡F + ~ L F¡D¡F ( 2.28) 

como W,.a=Wa .• : 

.!._~ F¡D¡Q • .!..¿ Q¡D¡F 
2 ~ 2 

( 2.29 ) 

Esta ecuación es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado sería que el trabajo extemo 1 
hecho por un sistema de fuerzas a través de desplazamientos debidos al sistema Q ¡·es igual 

al trabajo extemo hecho por el sistema de fuerzas Q ¡ a través de desplazamientos 

provocados por el sistema F ¡ . 

El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio anterior a las deflexiones y haciendo 
que F i = 1 en la coordenada i en el sistema de fuerzas F y Q j = en la coordenada j: 

D,Q = D,F 

que se puede escriubir como f ., = f ,. ( 2.30) 

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibilidad como se vió en Jos ejemplos 1 y 
2 y para una estructura de ·n· coordenadas. estos coeficientes se arreglarán para formar una 
matriz de flexibilidades. Esta matriz deberá ser simétrica debido al teorema recíproco de 
Maxweii-Betti. 
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3. METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Existen básicamente dos métodos generales, para la resolución de estructuras hiperestáticas 
principalmente y que son el método de las flexibilidades ( ó de las fuerzas ) y el método de las 
rigideces ( ó de los desplazamientos ) que se describen en los párrafos siguientes. 

Más adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos. 

3.1 Método de las flexibilidades. 

En el inciso 2.2 al hablar de .cálculo de deflexiones, se introdujo el concepto de matriz de 
flexibilidades de una estructura. A continuación se definirá el método de las flexibilidades. 

En este método las incógnitas son las fuerzas redundantes que se calculan superponiendo 
desplazaminetos de estructuras isostáticas y planteando las ecuaciones para resolver las 
incógnitas con base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura. 

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo: 

{D} + (rj {F} ={o} ( 3.1 ) 

en la cual· 

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas. 

F = vector de las fuerzas redundantes. 

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan desplazamientos debidos a fuerzas 
unitarias. 

Ejemplo No.3 Calcular las reacciones resolviendo por el Método de las flexibilidades. 

E 1 = cte 

2 ton/m 
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a) Estructura Primaria 

b) Desplazamientos debidos a las cargas. 

D = 

- 540 

El 

- 144 

El 

e) Desplazamientos debidos a R 1 = 1 

36 9 

[f, f,] El El 
( F J = = 

f ,, f, 
9 4 

El El 

-
,. 

R1 

Dip 

. -

f,. 

r 
R1 = 1 
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Ecuación de Compatibilidad de deformaciones: 

{ D} + [ F j { :: } = {O} 

d) Desplazamientos debidos a R 2 = 1 

{ :: } 

{ :: } = { 
13.71 } ton. 
5.14 

La secuela de cálculo será entonces: 

1) Determinar el grado de hiperestáticidad. 

2) Plantear la estructura primaria isostática. 

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los puntos liberados. 

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las redundantes supuestas con 
valores unitarios, que son los coeficientes de flexibilidad. 

5) Sumar los desplazamientos debidos a las ·cargas y a· cada redundante con base en 
condiciones de compatibilidad de deformaciones . 
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3.2 METODO DE LAS RIGIDECES. 

En este método, las incógnitas son los desplazamientos nodales y los elementos mecánieoa· 
se calculan superponiendo una estructura a la cual se restringen los desplazamientos nodales 
calculando las fuerzas que provocan estas restricciones. 

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamientos en los nudos, calculando 
los coeficientes de rigidez correspondientes. 

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los desplazaminetos y con estos 
se determinan los elementos mecánicos por superposición. 

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 

{F} +[K] {D} ={O} ( 3.2) 

en la cual: 

¡ F 1 = vector columna que depende de las cargas externas 

[ K J = matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas ( ó momentos ) debidas a 

desplazamintos unitarios. 

No depende de las cargas. 

{ O } = vector que representa las incógnitas que son los desplazamientos. 

La secuela de cálculo será: 

1) Encontrar el numero de desplazamientos nodales posibles. 

2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuerzas nodales de fijación 
correspondientes 

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos unitarios 
inicialmente impedidos, calculando las fuerzas correspondientes (coeficientes 
de rigidez). 

4) .Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular·los desplazamientos. 

5) Los elementos mecá•1icos se obtendrán de superponer la estructura impedida 
de desplazarse en (2) con las correspondientes liberadas una a una. 

A continuación el ejemplo 4 muestra la aplicación de este método. 

78 



l 

Ejemplo No. 4 Calcular reacciones por el método de las rigideces. 

® ® © 

1) Incógnitas e, y e e. 

2) fuerzas nodales de fijación. 

A B 

M., = -3 M = +3 ... 

-M = +M = -M = -5.33 ton Cl! CD OC 

3.1 ) e = +1 • 

K •• = ' 

[ K) 

4 -El 

6 
K .... = 

K oc ] 

K ce 

4E -1 

8 

K,.. = 

K ts = 

2 E 1 
6 

2E-1' 
8 

@ 

e o 
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K = 2EI 
AB 6 

3 2) El = +1 . e 

K ec = 
2 E 1 

8 K •• = 
4 E 1 

8 

2 E 1 4E-I 
Kec = -8- K .. ,= -8-

4) Ecuación de equilibrio: L M, = O 

{F} =[K] {D} 

4 4 
- + 
6 8 

2 

8 

2 

8 

4 4 
- + 
8 8 

¡::J 

1 
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f':--.. 

.¡D
o',) = ( K j-• { - F } = 

2.11 

El 

-0.53 

4. PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDEC.ES. 

' 
La relación entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez se establecerá a través del siguiente 
ejemplo ( Figura 1 a). 

Los desplazamientos { D ) se pueden expresar en términos de desplazamientos de cada una 

de las fuerzas actuando y superponiendo; Figura (1.b). 

D, =f., F, +f., F, + ... +f,. Fn 

D, = f, F, +f, F, + ... +f,.,Fn 

D = f ., F , + f ., F , + .. . + f m F n 

[ fj ... { F }.. , = { D }.., ( 4.1 ) 

resolviendo 4.1 : 

( 4.2) 

La ecuación 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas ·formando los e_lementos de la 
matriz de rigidez de la misma estructura. 

r r . ( a ) ~ :.;;;' ----------------------

81 



F¡ = 1 

( b) 

(e) 

't _, 
F22 = k22 

( d) 

Fn¡ = k,.¡ 

( e) 

F.¡= K., D1 = 1 

FIG. 6.1 
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Si la estructura es deformada por fuerzas F 11 , F 21 , ••• , F n1· a través de coordenadas 

tales que el desplazamiento O 1 = 1. mientras que O 2 = O 3 = ... O n = O 
(Figura 1c) 

F, 1 

F, o 
F,. [ f l _, o 

= 

F., o 

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la estructura deformada tal q~e 

D 2 = 1, mientras que D 1 = D 3 = ... D n = O (Figura 1d) 

F, o 
F, 1 

F, 
[ f l -· o 

= 

F., o 

En el caso general, si D j = 1 , mientras todos los otros desplazamientos son cero, las 

ecuaciones serán: 

F, F., F., 1 o o 
F., F, F., 

= [ f l ' o· 1 o 

F., F., Fm o o 1 

siendo las fuerzas F ij de la izquierda en esta ecuación los elementos de la matriz de 

rigideces, por lo tanto: 

[ K] = [ f] _, 6 

[ K] _, = [ f] ( 4.3 ) 
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades y vi(ceversa, teniendo el misma 
sistema de coordenadas para fuerzas y desplazamientos. 

Sin embargo en el análisis por flexibilidad se transforma la estructura en isostática y el sistema 
de coordenadas representan la localización y dirección de las restricciones y en cambio en 
rigideces, se agregan fuerzas para restringir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de 
coordenadas la localización y dirección de los desplazamientos incógnitas;· por lo tanto 1a 
inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en 1a 
cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el análisis del 
método de rigidez y visceversa. 

Propiedades de Simetría. 

Como se demostró en el teorema reciproco de Maxweii-Betti y con relación a la matriz de 
- flexibilildades, hace que esta matriz sea simétrica. Como la ecuación 4.3 indica que la matriz 

de rigideces es la inversa de la matriz de flexibilidades, será también simétrica, es decir que 
los coeficientes de la matriz de rigideces serán entonces: 

K,= K 
" 

( 4.4 ) 

Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diagonal principal f ¡ ¡ 6 K ¡¡. deben 

ser positivos ya que para el cálculo de f ¡ ¡ el desplazamiento ocurrirá en la coordenada "i" 

debida a una fuerza unitaria en "i", teniendo ambos la misma dirección y en forma semejante 
para K ii, la fuerza necesaria en la coordenada "i" que provoca un desplazamiento unitario 

en "i", tendrán la misma dirección. 

Si en la ecuación ( 2.3) se sustituyen los desplazamientos expresados en la ecuación 4.1, se 
tiene: 

(W1 ... = ~ {F}'.,, [t1 ... {F} ( 4.5) 

y por otro lado, substituyendo la ecuación ( 3.2 ) de nuevo en la ( 4.1 ) 

(Wj,,,= ~{D}'(Kj{D} (tj (Kj ( 4.6) 

De las ecuaciones ( 4.5 ) y ( 4.6 ), los miembros de la derecha tienen forma cuadrática de las 
variables F ó D y ésta es positivamente definida si tiene valores positivos para cualquier valor 
no nulo de la variable y será cero si F ó D son cero. 

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el trabajo externo de fuerzas a través de 
desplazamientos y esta cantidad debe ser positiva en una estructura estable, deduciendo que 
en esa forma cuadrática, las matrices [ f J y [ K 1 son matrices positivamente definidas, siendo 

los determinantes de [ f 1 y [ K 1 mayores que cero. 
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Selección del método de las flexibilidades ó de las rigideces. 

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es necesario haberse familiarizado 
con elios,para poder decidir en cada caso cual seria de aplicación más ·sencilla. 

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios: 

1. El número de incógnitas es en general mayor en el método de las rigideces que en 
flexibilidades, pero la formulación de las ecuaciones es más sencilla y de más fácil 
aplicación para programas de computadora, debido principalmente a la dificultad de 
programar la estructura primaria. 

2. Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sistemas relativamente pequeños, la 
selección dependerá de comparar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el 
número de grados de libertad en rigideces. · 

5. METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

En el inciso 3 "se describió este método. A continuación se analizan en detalle la aplicación de 
matrices para su resolución. 

5 1 Matriz de transformación de fuerzas. 

En una estructura estáticamente determinada cada una de las fuerzas internas de sus 
elementos puede expresarse en función de las fuerzas externas nodales, por medio de la 
ecuación de equilibrio: 

P1 = b, F 1 + b, F, + ... + b, F" 

P, = b, F 1 + b, F, + + b,. F" 

Pm = b.., F 1 + b,.. F, + ... + b_ F" 

en la cual "p" son las fuerzas internas y "F" el conjunto del sistema de cargas aplicadas a la 
estructura. 

No existe relación entre los subind1ces de F y p. 

En forma matricial: 

{P} = [b) {F} ( 5.1 ) 

en la cual 
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b, b, b, 

b 
b, b12 b, 

= 
( 5.2 ) 

b,.. b..o b 
~ 

( b J es la matriz de transformación de fuerzas que relaciona las fuerzas internas con lai 

externas. 

La matriz [ b J es una matriz rectangular y el elemento b ij representa el valor de 1a 

componente de p ¡ de la fuerza interna, producida por la fuerza externa F j de valor unitario. 

Cuando la estructura es hiperestática, las fuerzas internas no pueden determinarse en función 
de las cargas externas aplicando solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo 
la estructura isostática, que llamaremos primaria, suprimiendo las redundantes, como se hace 
en el método de las flexibilidades, se considera la estructura primaria sujeta primeramente a 
las cargas reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta forma, se pueden 
expresar las fuerzas internas de los· elementos en función de las cargas externas F y de las 
redundantes ó hiperestáticas R, como sigue: 

{P} = (b,j F + [_b,j R ( 5.3) 

ó utilizando la propiedad de subdivisión de matrices: 

{p)=[b,lb.] ¡ 
R

F 1 ( 5.4 ) 

En la cual: 

[ b , ] = Matriz de transformación de fuerzas externas en la que cada columna representa los 

valores de "p" producidos por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la 
estructura primaria con redundantes nulas. 

[ b, ] = Matriz de transformación de fuerzas redundantes en la que cada columna 

representa los valores de "p" producidos por redundantes unitarias aplicadas a la 
estructura primaria con fuerzas externas nulas. 

86 



¡ . '· 

5.2 Solución Matricial generalizada por el método de las flexibilidades. 

Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de fuerza axial 

[ f. l = 

( a ) 

1 [ 2 L' 
6EI 3 L 

Me MA 

o, e ~--D2 
i VA 

( b ) 

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden expresar: 

{p}={~:} 

{D}={~:} 

quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma componente del vector 
carga. 

La matriz de flexibilidades de la barra sera como se indicó anteriormente: 
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~ ] 
y la relación con las deformaciones es : 

{ Q } = [ f" 1 { p } . (5.5 ) 

Los vectores de fuerzas in temas y deformaciones quedarán como sigue: 

{ p} = 

p, 

p, 

P. 

{o}= 

D,. 
O, 

o 

Los subíndices se refieren a la designación de cada elemento en que se ha descompuesto la 
estructura. 

En la ecuación ( 5.4 ) se puede ver por el principio de contragradiencia, tal y como se verá 
para el cálculo de los desplazamientos; que: 

---- = ------- { p } l O, l ¡ (D,)' ) 

D, J (D,)' 

Siendo O , los desplazamientos debidos a 

redundantes { R } , obteniéndose: 

{ o' } = [ b' l ' { p } ( 5.7) 

{o.}=[b,J' {P} (Sal 

( 5.6) 

{ F } y O • los desplazamientos debidos a las 

Para calcular las redundantes, se substituye el valor { p } de la ecuación de equilibrio ( 5.3) 

en la ecuación que relaciona deformaciones y fuerzas, expresada en la ecuación ( 5.5 ): 

( 5.9) 

Por ultimo, si substituimos el valor de las deformaciones obtenidas en ( 5.9 ), en la ecuación de 
continuidad ( 5.8 ), se tendrá: 

{o.}=(b,J' {P} 
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¡ 
1 

i 
1 

1 
1 

( 5.1 o) 

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las discontinuidades impuestas para 
obtener la estructura primaria isostática no existen realmente, los valores de { D • } deben 

ser nulos: 

(b,J' [t.) (b,) { F} + (b,J'(fu) (b,) { R} =O ( 5.11 ) 

Ecuación que permite calcular los valores de las redundantes. 

El producto de las tres primeras matrices del primer miembro de la ecuación ( 5.11 ) y que 
están premultiplicando al vector F, representan la aplicación del principio de trabajos virtuales 
tal y como se expuso anteriormente en la ecuación ( 2.18 ). Este primer término da como 
resultado un vector de nR x 1 y representa los desplazamientos debidos a las fuerzas 
aplicadas a la estructura. 

Eri forma semejante, las tres primeras matrices del segundo término ( 5.11 ) y que están 
premultiplicando a las redundantes, representan la matriz de flexibilidades ensamblada de la 
estructura, tal y como se expresó en la ecuación ( 2.25 ). Esta matriz será siempre cuadrada, 
simétrica, no singular y de orden nR x nR. 

Este segundo término del primer miembro de la ecuación ( 5.11 ) representa fisicamente los 
desplazamientos debidos a las redundantes. 

La forma más general de la ecuación ( 5.11 ) se escribe de la manera siguiente: 

[ b , ] ' [ f u ) ( b , ) { F } + [ b , ) ' [ f u j [ b , j { R } = { D , } ( 5.12 ) 

El vector D a indica los desplazamientos reales que ocurren en las coordenadas 
seleccionadas en la estructura primaria, siendo iguales a cero generalmente en la práctica ó 
iguales a los desplazamientos reales impuestos D a , como serian asentamientos de apoyos, 
giros, efectos de temperatura, resortes elásticos, etc. 

De la ecuación ( 5.11 ): 

R = - [ f ) ·• [ b , ) ' ( f u j [ b , j { F } ( 5.18 ) 

Con las redundantes R obtenidas. aplicando el principio de superposición se obtienen los 
elementos mecánicos: 

{P) =(b,){F}+[b,j{R} ( 5.3) 
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Las ecuaciones anteriores son válidas para cualquier tipo de estructuras: armaduras, 
marcos, etc., tomando las flexibilidades correspondientes de axial, flexión, etc. 

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecuación equilibrio: 

{p} = [bF] {F} = {po} 

siendo {po} el vector de· fuerzas intemas en las barras debidas a fuerzas extemas {F} ap111cada~ 
en la estructura primaria, quedando la ecuación 5.11 

ecuac1ones en las cuales no será necesario calcular [bF] 

Para calcular los desplazamientos, la ecuación 5.3 puede escribirse: 

En la cual: {DF} = desplazamientos debidos a {F} 

{DR} = desplazamientos debidos a las redundantes 

Por el principio de contragradiencia: 

{DF} = [bd { p} 

{DR} = (bRIT { p} 

(5.20) 

(5.4) 

(5.21.) 

(5.22) 

(5.23) 

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos de la estructura no están 
realmente ·cortados·, los valores de DR deben ser nulos. 

Por otro lado como: 

{ p } = [f..,¡ {p} (5.24) 

que es la ley de Hooke al revés, sustituyendo en 5.22 

(5.25) 
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1 
! 

! 
1 
' ¡ 
t 

1 

Esta ecuación permite calcular los desplazamientos aplicando una fuerza unitaria en la 
estructura primaria isostática. 

5.21 Caso de fuerzas aplicadas en los elementos 

La solución matricial generalizada requiere que las fuerzas estén aplicadas en los nudos, lo 
cual supone que en el caso de vigas y marcos que el momento flexionante entre nudos varía 
linealmente y que los desplazamientos entre nudos son nulos. 

Sin embargo como en la práctica las cargas se aplican en cualquier punto, habrá que 
transladarlas a los nudos previamente seleccionados, calculando además los desplazamientos 
locales debidos a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado. 

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones de frontera, establecidas 
para cada barra, cuando se subdivide la estructura en elementos. La expresión para obtener 
los desplazamientos según el sistema de redundantes basada en el teorema de trabajos 
virtuales, será: 

en la cual {D} es el vector de desplazamientos impuesto a cada elemento debido a las cargas 
aplicadas sobre él. 

5.3 RESUMEN DE APLICACION DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

5.31 Estructuras isostáticas 

a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicación de la ecuación de equilibrio: 

{p} = (brl {F} 

b) Los desplazamientos nodales se calcularán: 

T {D} = (bd [f,.¡ (bF){F} = (fi{F} 

{Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos deberán transladarse 
las cargas a los nudos). 

El ejemplo No. 5 muestra la aplicación del método a una armadura isostática. 

5.32.- Estructuras hiperestáticas. 

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto especificar cuales son las 
redundantes 
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b) Calcular vectores de fuerzas y la matriz de transfonnación de redundantes' 
[bR] y la asociada a las cargas [bF]. , 

i 
e) Calcular la matriz de flexibilidad no ensamblada en los elementos [fM] 

d) Calcular el producto [bR]r [fM] [bF] que es la matriz de flexib. asociada a 1as' 
cargas. 

e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura 

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones: 

g) Si se desea calcular los desplazamientos. 

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de la secuela mencionada. 
., 

5.4 Variante propuesta para el cálculo de la matriz de flexibilidades en el caso de flexión 
(ref. 3) 

En el caso en vigas y marcos, la matriz de flexibilidades de cada elemento está fonnada por 
cuatro términos, como se vió en la ecuación 2.21A 

~] 

Para lograr que la matriz de flextbilidades sea diagonal, como sucede en el caso de las 
armaduras, debido a la forma de multiplicación del producto: 

M J m- dx 
El 

si en una estructura de n elementos. se llama {p} a las fuerzas internas, y definimos tres 
ordenadas por elemento, en tal forma: 
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M a 
(l 

Mb Me 
-

mt m a me 

X 
U2 

X 
U2 

X 
U2 U2 

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = Ax2 + Bx + C, la integral será una 
función lineal de las ordenadas Ya, Yb y Y c. 

En el caso de carga uniformemente repartida la variación de M será parabólica y como la 
variación de m siempre es lineal, la integracjón del producto m M será: 

[ 

1 
L O 

6E 1 O 

o 
4 

o 
(2.21 B) 

que es semejante a la fórmula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz será de la misma forma si se 
integra el producto M lineal multiplicado por m. · 

Se puede también diagonalizar la matriz de flexibilidad para el caso de variación de M en 
tercer o cuarto grado, integrando la ecuación de una cónica de 3° ó 4° grado, debido a la 
variación lineal de m. 

Por tratarse de matrices diagonales, la ecuación 3.10 se puede almacenar en un vector de la 
forma: 

¡ 1 ¡ L 
f = -- 4 {"' }, 6E 1 

1 

(2.21C) 

La ecuación 2.21 C, presenta ventajas importantes con relación a la matriz de flexibilidades en .. 
fiexión de la forma (2.21A): . 

a) La matriz es diagonal, por lo tanto de más fácil manejo operativo, a pesar de tener un 
renglón más. 
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b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando la matriz diagonal, no 
necesario pasar las cargas a los nudos y luego transponerlas como se indicó en 
pag. 35, simplificándose en forma considerable el trabajo. 

El ejemplo No. 12 muestra la forma de aplicar la secuela de cálculo así como 
variante mencionada, para resolver un marco rígido mediante el méiodo de 
flexibilidades. . · 

EJEMPLO No. 5 

Calcular las fuerzas en las barras resolviendo por flexibilidades y los desplazamientos 
correspondientes en la dirección de F1 y F2. 

L 
AE = constante 

1.- La armadura es isostática 
2.- La ecuación de equilibrio es 

Cálculo de b" : 

F1 =1 F2 =1 
+1 o 
o o 

[bF)s.2 = o -1 

o ,fi 
o o 

--+ 

L 

{p} = (b¡.]{F} 

Cálculo de {F} 

{F} = { ~·} . 
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1 -1 o -F, 
2 o o {:J = 

o 
{p} = 3 = o -1 -F2 

4 o .[2 .J2F2 
5 o o o 

3.- Cálculo de desplazamientos 

1 
1 o 

{D} = ~¡JT [tm l~{F} (fm)s.s = 1 

[t] o 1 
1 

1 -1 o 

~] 
1 o o 

~]. [-1 o o o 1 [ 1 
[t] = o .[2 1 o -1 = AE O o -1 .J2 1 o 

1 o o 

¡o} = {D'} = _1 [1 Olf~} 
0 2 AE O 3 J\ F2 

Ejemplo No. 6 

Resolver la armadura por flexibilidades. 

4m A E= cte. 

10 ton 

1· 4m .¡. 4 m ·1 
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Solución: 

1.- La estructura es hiperestática en 2° grado y la estructura primaria seleccionada será 
siguiente: 

r -5 l 
1 -5 1 

1 1 -5 

1 -
5 

1 

F./ ''ector{ 1 ~;1} = { ~ ~ 
¡+7.01¡ 

1 o 1 

n01J 



~ 
.. ~ 

··~···.' 

.. ::iF! . ,. 
::'l. E.: 

Obtención de [b R ].x 2 

-0.707 o 
( ' 

/ 

+1 
-0.707 

-0.707 
1 

-0.707 o 

2' columna de [b R ] 

o -0 707 

[2] ~~<·~~~7~) 
-0.707 ~// 

+1 
/ 

, .: ---+--,-.,.---+ 

' ' 
' o / 

---,- r ~ 
o -0.707 

,· /,1 /,• .-, 

/ 

R,=1 
-0.707 
-0.707 

o 
o 
o 
o 

-0.707 
+1 

-0.707 
o 

+1 
o 

R2=1 

o 
o 

-0.707 
-0.707 
-0.707 

o 
o 

-0.707 
+1 
o 

+1 
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r -o.1o1 o 1 
1-0.707 o 1 

1 o -0.7071 
1 o -0.7071 

1 
o -0.7071 

[b.] = -0.707 o 1 
1 

+1 o 
1-o. 101 -o. 101l 

l
l :; :1 j 

o +1 

'. 

Cálculo de [f] 

f4 l 4 1 4 
1 4 1 

1 . 4 
4 

1 4 
4 1 

1 4 
5.65 

[fl = ! 4 1 1 1 
4 x-=-

1 h:, 1 
5.65 1 AE AE 

5.65 1 

1 
1 4 4 
1 

5.65 
1 5.65 1 

1 5.65 

5 .65J 
5.65 l 
5.65 

Calculando el producto [ bR] r [ f 1 [ po 1 
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·[ T [ 

1 
r-o.7o7 

bR] [f] p, =l Ü 

r 4 l r -5 l r-20 l 
1 4 1 1 -5 1 -20 
1 4 1 1 -5 1 -20 

1 4 1 1 - 5 1 1-20 1 

[r] [r ]J : 1-1 1 ~ U, ~ 
" ] ]AE] ] 

1
s:5l l +7~07I l +~o l 

-0.707 

o 

15.651 1 +7.071 1 +40j 

1 5.65] l o 1 l 00 
ls6sJ o J 

o o o -0.707 +1 -0.707 

-0.707 -0.707 -0.707 o o -0.707 

{
68 28} 1 

[ f, JI p,,¡ = 68.28 X AE 

~ 

DxF 

Ahora calculando el producto [ b" ]'[ r .. ][ b.] 

r-201 

1-201 
l-20 
-20 

o 
o +1 o o 

+1 o +1 
40 

o 
40 

1 o 
L o J 
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í 4 T -o.1o1 o l í -2.83 o l 
1 1-o. 101 1 

-2°831 
4 o -2.83 

1 4 1 o -07071 o 1 4 1 o -0.707 o -2.831 1 
1 4 1 o -0.7071 1 o -2.831 

[r J [b J =1 4 -0.707 o = -2.83 Mlh\1 R11x1., 1 

1 o 1 
15 651 +1 o 1· +5.65 

-2°831 4 -0.707 -0.707 -2.83 
/5 651 o 

1 o 5.65 1 
IS 651 +1 o 

J ls;5 5.~5 J l5 65 o +1 

r=h r h = [ J [ JT[ I J [...{).707 ...{).7117 o o . () 
R M R o . 11 -o. 7117 -11.707 -0.707 

-0.707 

o 
+1 -0.707 

o -0.707 

[rJ =[19.32 2 ]-' 
2 19.32 AE 

La ecuación de compatibilidad de deformación será: 

{DxF} + {fl(R} ={O}. 

{68.28}x-1.+[19J2 2 ]{R'}={0};{/?'}={3.2} 
68 28 Al·. 2 19.32 R, R, 3.2 

Las fuerzas de las barras serán: 

.·. 
'· 
•. 

.. 

-2.83 o 
-2.83 o 

o -2.83 
o -2.83 

~~] 
o -2.83 o +1 

-2.83 o +1 o 
+5.65 o 
-283 -2.83 

o 5.65 
5.65 o 
o 5.65 
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-2.73 

/\ 
~ 

¡¡/' /' / 

l 
5 

r -51 r -0.707 

1 

5 1-0.707 

=51 o 
1 -5 1 o 

. 1 ~ lJ -0.~07 
1 

1 1 
7.071 1 +1 

1 o 1 l-0.707 

17 071 1 o 

l ~ J l :1 

r -2.73
1 

1

-2.731 
-0.707 -2.73 
-0.707 . 1-2.73 

-0.707 ~-3.2} 1 +2.73 
o = +2.73 

-3 2 1 1 o 1 . . +3.81 

-0.707 1 +4.521 

+1 1 l+3.81J 
o J -3.2 
+ 1 -3.2 

o 1 
o 1 

-2.73 -2.73 

/ 

/ 
/ +3.87 

+2.73 +2.73 

r 
5 

+ =tensión 
- = compresión 

Fuerzas f1nales en las barras [ ton 1 
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Ejemplo No. 7.- Resolver la annadura por flexibilidades y calcular P, [D1x D2v J 

10 ton 10 
---+ 

/' 
' ""' / ' /X 

./ / ""- / 

)~_)_--···-- / ~--1 
' ,, 1 )""" ' 

A= 30 cm2 

E= 2.1 X 106 kg/cm2 

3m 

3m 3m --1---------1-· -----,1--

Solución: 1) CALCULO DE FUERZAS 

La estructura es hiperestática en tercer grado y se relacionará en tercer grado y se 
seleccionará la sigl.liente estructura primaria. 

. ~ . . · .. 
.·.· 

10 

-15 

20 

+49.5 

! . ---- ---C'>I,~ 
o 

45 

35 
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' 
; 

t 
t 
'· 

' i • i 
~ 

Obtención de [ bR 1 ; 

1) 1 a columna de [bR] 

2• columna de [ bR 1 ; 

... 
R2 = 1 

r -~51 
Cálculo de p = 1 +~~5 

. o 1 o 

l ~ 

+ 

-0.71 

R1=1 

-0.71 
-("-,l/1; 

'/ 

o ¡··-------·1 
1 

.o 
o 

' i. . 

R, = 1 

-0.71 
-0.71 
-0.71 

.+1 
+1 
o 
o 

R2 = 1 

1 
o 
o 
o 
o 
1 
o 
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.. , 

3" columna de [ bR J; 

' . -·-. 

Cálculo de [ f J : 

1.41 

o .·· 

l. /,· '"" 1 ··············· ... ,.· ____ o ___ , / ., ... / 

í -0.71 1 

~ l 1-0.71 o 
l-0.71 o +1.411 

[u~j =/ -1 o 
1 1 o 
1 o 
l o o 

J 

J 

Ir ]- -' ., - ,\E 4.24 

o 

r 13.01 
(f] = [b.flfl[b.] = ~ -2.13 

· -L -7.24 

-1 
1 o 
1 o 

1 J 

o 

4.24 

J 

-2.13 

6 

o 

4.24 

o 
o 

+1.41 
-1 
o 
o 
1 

104 



Calculando ahora : 

1
342.18) 

T 1 
(bR] (f]{P.} = AE O 

+400 

La ecuación de compatibilidad de deformaciones será : 

{D,,}+[fj{R}= {O} 

1 r34218] 1 r 1301 -2.13 

--1 o ~+4-213 6 
AE AE l +400 J -7.24 o 

r R, 1 r -16 941 
:.1 R, ~ = 1 -5.85 ~ 

[R,J l+1943J 

Los valores de las fuerzas en las barras será : 

ton. 

· r o 
1 

r +5 65 
1 

r +5 65 1 
1 -151 J 11.701 J -3.30l 
1 -45 1 39 09 1 -5.91 

lrl = ~ +49.5~ + -35 92 ~ = +13.58 

1 o / /-16491 /-16A9/ 

1 o 1 1 -5.85 1 l-5.85 J 
l o J [194J J +19.43 
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..... 

20 

10 ____ 17.61 

+19.43 . 11.7 

/ 

----15.25 
~¿ 

-5.85 

l l l 
13.79 15 9.64 

2) CALCULO DE DESPLAZAMIENTOS 

Como se obtuvo directamente { Po } del equilibrio de la armadura bajo las cargas, se tendrá 
que calcular [ bF) 

Fx,=1 Fv1=1 FX2=1 FY2=1 
1-J o o o 
1 
1 o -1 o o 
1 o -1 -1 . -1 

[ br- J = -~--¿-_1_.~_1 __ ¿-_I.:~L-~_1.:~~ 
o o o o 

l ~ ~ ~ ~ 

.106 
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Como {D} =h., r [fJ:p} 

o,,= 1-1 o e o o o 

r +16.951 . 

1 

-9.90 l 
-17.73 

1 16.95 
o\ +57.57 - = -- = 0.00027m 
,, ¡AE AE 

-69.91¡ 

l-17.55J 
+82.38 

{
-17.73} 1 98.90 . 

D, =·lo O -1 ~1.41 O O o) x-=--=0.00157m 
·> +57.57 AE AE 

Ejemplo N° .- 8 

Resolver la viga siguiente por el método de la flexibilidad: 

3ton/m 3tonlm 

E 1 =cte. 

o o 
Solución-

El grado de hiperestaticidad es dos y se seleccionara la siguiente estructura primaria: 

':· 
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R, 

( \ ( 

M se Mee Meo M oc 

Los vectores de fuerzas correspondientes y desplazamientos será : 

Como el sistema de fuerzas no está aplicado en los nudos, habrá que trasladarlo a los apoyos 
y calcular los giros en los extremos de las barras. 

M 
¡: = J m-.lr 

/·.".'i 
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1 

1 
1 

1 
¡ 
¡ 

' 

r r 9 j 
\ 

!:.____:, 6m. 6m 6m 

El vector de carga será : 

3 ton/m 3 ton/m 

0AB 0BA 0CD 0AC 

0 AB= 0 BC = 0 CD = 0 DC = 1/3 Lt K= 27/ El 

El vector desplazamiento será : · 

Cálculo de matrices de transformación de fuerzas. 

Trazando los diagramas de momentos debidos a fuerzas unitarias y redundantes unitarias: 
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1 F, = 1 M=O 

LS 

Para las condiciones F2 = 1, FJ = 1 y F.= 1 tampoco producen momentos flexionales, por lo 
tanto la matriz [ bF J será: 

[bF] : Q 

Cálculo de [ bR J 

R, = 1 

A e D A 

A 
1 1 

La matriz de transformación de redundantes será: 

¡~ 1?2 ÍO ol 
AI,8 o o 

1-1 ol 
A-t., -1 o 1 

l-1 01 [bn] = Mnc -1 o =¡ o -11 6o2 

Aten o -1 1 1 
A/ m o ¡o -1¡ 

-1 lo oj 
!III>e o o 

Cálculo de [f.,] 

La matriz de flexibilidades no ensamblada será: 



12 6 o o o o 

[[!,.] 6 12 o o o o 
o 

o l [/M]= ~. Uoc] 
1 o o 12 6 o o 

o =-
GEl o o 6 12 o o 

o Ucn] o o o o 12 6 

o o o o 6 12 

El producto ¡ bR J T (fM] (bF] : 0 

Cálculo del producto [bRJ T [fMJ [bRJ. que es la matriz de flexibilidades ensamblada 

Los desplazamientos debidos a las cargas en las barras, referidas al sistema general serán: 

r 
1
1 

(D,} = [bR]{JJ) = [~ -1 -1 o o +l-2t'l o o -1 -1 O 1 O 1 - El -1 " 

l ~J 
Por lo cual los desplazamientos totales debidos a las cargas serán: 

27{-1} 27{-1} (/JxFJ=[/F]IFJ+[D,]=O+ U _1 = D _1 

y la ecuación de compatibilidad de deformaciones será: 

(DxF} +[/]IR}= (O} 

1lJ R,} 
4Jl~ =O de donde: { R,} {5.4} 

1~ = 5 .4 ton-m 
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10.8 

( - l ... 
···-1----------1···· 

5.4 5.4 

10.8 

Diagrama de momentos fiexionantes ( ton-m ) 

Ejemplo No 9.- Resolver la misma viga del ejemplo anterior por flexibilidades, utilizando otra 
estructura primaria. 

3 ton 1m E 1 = cte. 3 ton 1 m 

¡ ¡ 
~ [i]~ 
A 6m B e 6m D 

Solución: 

1) Grado de hiperestaticidad = 2 y se selecciona la siguiente estructura primaria 

~¡ 1~11 
A B e o 

Los vectores de fuerza y desplazamiento serán: 

MAB DAs 

MBA OSA 

r M se 
D = Ose 

Mes Des 

Meo Deo 

M oc Doc 
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! 

;-·";':· 

· .. · 
·; 

Como el sistema de fuerzas extemas no está aplicado en los nudos, habrá que trasladarlo a 
los apoyos y calcular los giros en los extremos de la barra. 

Igual que en el ejemplo anterior 

Ah'4 8 e o 

El vector de carga será 

27 
y e,,A =e = Gcv = e,>C =-

H.l r:J 

( Valores ya calculados ) 

Cálculo de las matrices de transformación de fuerzas. 

F~ = 1 

l 

D= 

27 
27 
o 
o 
27 
27 

C <[3 LS.. A 8 C 0 0 LS.. A 

~ 
' " 

o o () " () .. 
o 4 2 () 2 

[br]= 
o 4 2 () 

[f., l = 
2 

o 2 4 (1 2 
o 2 4 () 2 1 
o o o o 1 2 

Cálculo del [ bR 1 
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R1=1 

o 
-4 

[bn] = 
-4 

-2 

-2 

o 

Cálculo de [f. J = [b.J'[f.] [b. J 

R,=l 

o 
-2 

-2 

-4 

-4 

o 

l R1 = 1 

1 

1 [o 96 84 o] 
[fF] = El O 84 96 O 

:. Los desplazamientos debidos a las cargas serán : los nodales + debidos cargas repartidas. 

27 
-9 27 

] '\ T 1 [ () 
<1(, 84 

~] 
-9 

+ [~ -4 -4 -2 -2 

~] o 
[fF{I· 1+[hn] {D,}=u 0 = 

R.J 96 -9 -2 -2 -4 -4 o 
-9 27 

27 

1 {-1620} 1 {-162} 1 {-1782} 
El -1620 + /:"/ -162 =El -1782 
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'· -.. ,.; 
·; . . , 
~. . . 

La ecuación de compatibilidad de defonnaciones será : 

{ D xF} + { D xn} = (O} 

1 {-1782} 1 [96 
El -1782 + ¡~·¡ 84 84]{1('} 

96 R2 ={O} 

{ R,} {9.90} 
R2 = 9.90 ton. 

Ejemplo N° 10.- Resolver la viga de los dos ejemplos anteriores, sabiendo que en C hay un 
apoyo elástico. 

A 

Solución: 

3 ton 

/ 

6m B 

El 
K resorte=-

2D 

3 ton 1m 

) 

6m 6m D 

1) Los cálculos serán idénticos a los del ejemplo, salvo las ecuaciones de compatibilidad de 
deformaciones que serán: 

{ n,,. } + { nm } = { ~ ~} 
1 {-1782} 1 [96 

r:J -1 7 82 + u 64 

{u,}_ {13.98} 
R2 - 5.24 toll 

841f u, } = {- ll~ } 
96JlR2 -k-... 
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Ejemplo No. 11 

Resolver por flexibilidades considerando efectos de flexión y calcular los desplazamientos de 
los nudos. 

1.0 ton. 
B 3m e El = 6600 ton-m2 

3m 0o = + 0.002 rad. 

e o 5m 
5 ton 

'////// 

4.5 2.5m 
,,,, "// 

A 
6m 

Solución .. 

La estructura es hiperestática en tercer grado y se seleccionará la siguiente estructura 
primaria: 

10 ton 
sr-------~--------~ 

[I] 

5 ton 
--+ 

o 

A 

Sistema de redundantes 

116 



Mea 

Los vectores de fuerzas internas y desplazamientos serán: 

r .. /)AH 

M u. o .JJH.I 

[t')= Mnc 
Dsc • 

{ !.>) = l Al,, 
Den 

Alm /)C/J 

M,.,. /)U<. 

Como el sistema de fuerzas externas no está aplicado en los nudos, habrá que trasladarlos a 
los apoyos; para hacerlo se aplicarán las ecuaciones de estática. 

J 5 1 10 l 15 
P1 = 5 

3 8 l -· P, = 3 

5 

A 
2 

El vector de carga será: 

117 



,, .. ,_¡J 
1 -- ~J 

Además del sistema externo de cargas por estar aplicado en las barras impone delfonna,ciorll!i 
que se calculan con la expresión de trabajo virtuales. 

3 ---· 
5 lüll. 

4.5 

1 
10 

s · e 

Haciendo uso de las tablas para multiplicar diagramas 

15.75 
o,AB = 

El 

18 
o,AB = -------

El 

22.5 
D,ec = D,ca = --

El 

Para poder calcular las matrices de transformación de fuerzas, se calcularán los diagramas 
debidos a fuerzas externas unitarias y los de redundancia unitarias. 
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F1 = 1 l 1 

M= O M=O 

R, = 1 

/~ 
7 ...._ _ _, 

R, = 1 

~·· . ... 
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1 ( + ) 

+ 
(+) 

1.0 

La matriz de transformación de carga será: -~ 

/ '" = 1 /¡F ]{ q 

r-, = 1 Fi = 1 F3 = 1 
,;;-

A/ 11, o u 1) ro o ol 
"l 11< 

o u o jo o oj 
A/1". o o u 

!bol= 
o o o¡ 

/\1, '1< --5 .. 
-5 o o 1 o u 

,\f,.,, .. 5 u () -5 o 
~J /\ 1,' . o u () o o 

120 



La matriz de transformación de redundantes: 

R, R2 RJ 

MAB 1 o o r 1 o 

~l M u.< o o 
1 

o 1 

A1BC o o 1 o 1 Ol 
A(.u -2/3 2/3 

.. [bR] =¡-2/3 2/3 1 1 

A 1m -2/3 2/3 l-2;3 2/3 
~J 

Mrx- o o o 

Cálculo de lfMI 

La matriz no ensamblada de la estructura será: 

115 7.5 o o o ol 
1 15 o o o o¡ ji JAn] l ¡75 

[!.el 
1 1 o o 12 6 o Ol 

[J.,r] = 1 

,~,",r 6//l ¡ o 6 12 o ol 
L 51 o o o 10 

10J o o o 5 

Cálculo del producto (b, j' (f..] (bo 1 = ( f, 1 

(b,J'[fl (bo] = -103.33 O O -
1 

[ 

73.33 o o] 
135 O O 6EI 

Cálculo del producto! bR lrl t.. 11 bR 1. que es la matriz de flexibilidad ensamblada. 

[ 

24.78 -62.78 

1 f 1 = -62.78 44.78 

-18 . 24 

24 X_.!.., -18] 

42 
6E1 

1?1 



A los desplazamientos producidos por el sistema de carga en los nudos, deberá sumarse el 
las cargas aplicadas en las barras y que referido al sistema general, mediante la ecuación: 

{D.}= (b.){D} = 55.50 ~~ 
j

0.75 ) 

i 22.50 

Por lo tanto los desplazamientos totales debidos al sistema de carga externa será: 

{D,.} = (f,J {F}+{D,} 

[ 

73.33 o 
= -

1
- -103.33 o 

6EI -135 O 

0]13) j O. 75) o \5 + _2_ 55.50 
O 5 El 22.50 

j 

36.671 j0.75 l j 37.421 
=_2_ -51.67 +_2_ 55.50¡=_.!_ 3.91 

El -67.50 El 22.50 El. -45.00 

Las ecuaciones de compatibilidad de deformación serán: 

{Dxp}+ {f}{R}= {o} 

1 { 37.42} 1 [ 24.76 
- 3.97 +- -6.26 
El -45.00 SEI -16 

{
R,} {-7.60} 
R 2 = -3.21 
R 3 +3.20 

- 6.26 
44.76 
+ 24 

-16]{R'} {o } + 24 R 2 = O 

42 R 3 -0.002 
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5 

:'.''//''! 
"---./ 7.60 

¡ 4.05 

+) 

/1 -.;-'/ 

7.60 

10 

2.58 

¡--¡; / 1' 
2.42 

\_____} 3.20 

r 
5.95 

Diagrama de momentos finales las fuerzas internas se obtienen calculando por superposición 
los efectos debidos a cargas externas y por redundantes: 

{ P} = [b, {F}j + (b.]{R} 



Ejemplo No.12 

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las flexibilidades. 

1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades. 

2) Diagonalizándola ( variante propuesta ). 

·~-*~*~*~*~*~*~~ 2 ton 1m 
s e 

2 E 1 

10 ton 
El El 

3m 

D 
JI\ 

lo¡.-

ALTERNATIVA 1 

La estructura es hiperestática en segundo grado y se eligirá la siguiente estructura primaria, 
isotática 

Me 

Estructura isostática y sistema de redundantes. 

Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los nudos, habrá que calcular las 
deformaciones angulares en los extremos y se trasladarán las cargas a los nudos. 
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(-) BA 
25 

2EI 

751~ (-) AB 
(-) 8~-----:;::,;;-;;;-_;:..~ CB 

Por el método de trabajos virtuales: 

r 1 r 6.251 
10Al31 1 8. 75 
¡GUA¡ 14166 1 

D=iGBd=-
1 

{ . ~ 
1 1 D¡4J66i 

l0CBJ 1 O J 
GCD l 0 

Los signos positivos induican que el sentido supuesto a los momentos virtuales aplicados 
fueron del mismo sentido que los desplazamientos. 

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se presenta en la figura, provocando 
efectos de flexión solo la fuerza de 7.5 ton. 

+ 10 + 10 

4 .. . 
7.5 -

1 

2.5 

Sistemas de cargas equivalentes y diagramas de momentos 

La matriz de transformación de fuerzas será: 



F1 =O 

o 
o 

[bF) = o 
-4 

-4 

o 

o 
o 
o 

(bF ]{F } = -30 

-30 

o 

F2 = 1 F3= 1 

o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 

Calculando ahora la matriz de redundantes bR 

1 
1 

{ 75) 
F= ~~ 

RA = 1 RB = 1 

-1 o 
o -1 

[bR] = 
o -1 

1 -1 

1 -1 

o o 
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Me = 1 1 

1 

1 

La matriz de flexibilidóid no ensamblada de la estructura será: 

8 4 
4 8 

10 5 

fM 
1 5 10 --

6El 8 

4 

La matriz de flexibilidades ensambladas será: 

-19] 
46 

4 
8 

Refiriendo Jos desplazamientos angulares debidos a las cargas intermedias, al sistema general 
de coordenadas mediante la ecuación: 

6.25 

D }=[ ~] 
8.75 

O,= [bRf 
-1 o o 1 1 1 1 [ 35.41] - 41.66 

=El -92.07 o -1 -1 -1 -1 El 
41.66 

o 

Finalmente, calculando el primer término de la ecuación de compatibilidad de deformacion~s 
(3.8 ) y sumándole Jos desplazamientos debidos a las cargas intermedias se tendra: 
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[ b ]' [ f j [ b j 1 F ) [ ]' { D ) - 1 { - 90 } + 1 { 35.41 } 
• w • 1 + b, - El +115 El -92.09 

; 

El segundo miembro de .la ecuación ( 3.8) será: 

, { MA } 1 [ 26 
[ b,J [ f"j [ b,] MB = 6EI -19 

Por lo tanto: 

1 { - 54.59 } 1 [ 26 
El + 22.91 + 6EI -19 

5.43 
14.9 

i 
8.48 

-19lJMA }={o );IMA =3.166ton-m 
46jlMB MB = 14.9ton-m 

18.28 

i 11.52 

,. 

4.57 
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' 
~ .; 

i ~· 
y .-. 

ALTERNATIVA 2 
2 ton 1m 

t ! ! ! ! t • 
8 e 

2EI 
10 ton 

3m 4m 
El El 

A b 
1 / /1 

10m 
1/// 

Seleccionando la misma estructura isostatica que el caso 1: y debido a la presencia de la 
carga concentrada, se tendrán 4 elementos: 

Me e 

Resolviendo la estructura isostát1ca y calculando los momentos en los extremos y al centro de 
cda elemento. se obtiene el vector de cargas. 

t 30 

-7.5 
2.5 

i 13 

1?CI 

) 



o 
3.75 

7.5 

7.5 

3.75 

o 
p -o-

o 
+10 

- 30 

- 30 

- 15 

o 

Obtención de la s redundantes [ bR ] 

MA = 1 

2 3 

1 

0.25 0.25 

MB = 1 
' 

1 

1 
1 

0.25 -
0.1 

w 
0.1 

.. 
r 
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'.-
; .. 
);~. 

R1 = 1 R2 = 2 
-1 o 
-0.625 -0.375 

-0.25 -0.75 

------ ------
-0.25 -0.75 

-0.125 -0.875 

o -1 

[ bR) = ------ ------
o -1 

0.5 -1 

1.0 -1 

------ ------
1 -1 

0.5 -0.5 

o o 

Es evidente que para calcular po y bR , se puede presindir del trazo de diagramas de 
momentos. 

La matriz de flexibilidad no ensamblada, de acuerdo con la ecuación 3.11, es una matriz 
diagonal: 

131 

.J 



• 1 

3 

12 

3 

1 

4 

1 
1 

(fM]=-= 
6EI 

5 

20 

5 

4 

16 

4 

Nota: El elemento 3 aparece dividido entre 2 porque la inercia de la viga es 21 

La matriz de flexibilidad ensamblada será: 

[ f J - [ b ]' [ t J [ b J -
1 

[ 
26 

- " " " - 6EI -19 

Calculando ahora el producto: 

' { 1 {-325.54 } 
[ b,J ( t] P.}= 6EI 137.5 

-19 ] 
46 

Las ecuaciones de compatibilidad seran: 

1 { - 325.54 } 1 [ 26 
6EI 137.50 + 6EI -19 

- i9 JI MA } =o 
+26 ( MB 

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm 
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Comentarios: 

1) Las operaciones matriciales son mas rápidas en esta segunda alternativa, debido a la 
diagonalización de la matriz de flexibilidades no ensamblada, como sucede en el caso de 
armaduras. 

2) El resultado es directo sin necesidad de usar matrices d transformación de coordenadas 
locales a generales como en la alternativa 1. · 
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t INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA Y DISEÑO ESTRUCTURAL DE 
CIMENTACIONES 

Agustín Deméneghi Colina 

Profesor del Departamento de Geotecnia, Facultad de Ingeniería, UNAM 

RESUMEN: Se presenta una breve descripción de los métodos de interacción estática 
suelo-estructura que se han desarrollado en la República Mexicana hasta la fecha. Se 

. 1 

comenta sobre la necesidad de lomar en cuenta la variación de las propiedades de los 
materiales que forman la estructura y el terreno de cimentación. Se 'presentan algunas 
aplicaciones de la interacción estática suelo-estructura. 

1. INTRODUCCION. 

La cimentación de estructuras sobre suelos de mediana a alta compresibilidad plantea el 
problema de determinar los hundimientos totales diferenciales, así como los elementos 
mecan1cos ( momento flexiónante , fuerza cortante y fuerza normal ), tanto en la 
estructura, ocasionada por los hundimientos del terreno de cimentación. Estos valores 
dependen por un lado de la compresibilidad del subsuelo y por otro lado de la rigidez de 
la estructura . Tomando en cuenta que con frecuencia en los análisis estructurales se 
considera a la estructura empotrada o articulada en su cimentación, o si se trata de una 
losa de apoyo se supone una presión de contacto uniforme, o que el cálculo de 
hundimientos del terreno de cimentación se realiza considerando la estructura de 
cimentación totalmente flexible, lo cual suele distar bastante de la realidad, se ve clara la 
necesidad de desarrollar métodos que tomen en cuenta los efectos de los hundimientos 
y que, al mismo tiempo, permitan calcular los valores de estos últimos. A estas técnicas 
es lo que se denomina interacción estática suelo-estructura. 

Por lo tanto, el propósito de la interacción estática suelo-estructura es llevar a cabo un 
análisis estructural tomando en cuenta el efecto de la rigidez del terreno de cimentación. 
La interacción suelo-estructura proporciona los diagramas de hundimientos diferenciales 
y de reacción del terreno de cimentación ( véanse las fig. 11 y 12 ), lo que permite 
determinar los diagramas de momento flexionante y fuerze cortante en la estructura de 
cimentación, considerando la influencia de la rigidez del suelo de cimentación, lo que 
conduce a un diseño racional de dicha subestructura. Algunos procedimientos de 
interacción consideran también el efecto de· la superestructura, con lo que se conoce 
además el efecto de la rigidez del terreno en los elementos mecánicos de toda la 
estructura. 

En este trabajo se presenta una breve· descripción de los métodos de interacción 
estática que se han desarrollado hasta la fecha en la república Mexicana, así como 
algunas de sus aplicaciones: El lector que tenga interés en estudiar al detalle uno de los 
procedimientos de interacción puede consultar las referencias que se incluyen al final del 
texto. 

Las características de la compresibilidad de los sedimentos del subsuelo de la ciudad de 
México ha dado lugar a que se desarrollen un buen número de métodos de interacción 
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suelo-estructura, teniendo la mayoría de ellos una buena dosis de mérito. Se puede 
afirmar que nuestro país es inclusive uno de los pioneros en este campo de estudio. 

En el inciso 2 se trata el problema de la interacción suelo estructura en cimentaciones 
someras, mientras que en el inciso 3 contiene algunas técnicas para cimentaciones 
profundas. En el inciso 4 se comenta sobre la importancia de considerar en la forma más 
realista posible las propiedades mecánicas a los materiales de estructura y terreno de 
cimentación. El inciso 5 trata de ciertas aplicaciones de la interacción estática :suelo- · 
estructura. Finalmente, en el inciso 6 se presentan las conclusiones de este trabajo. 

Cabe aclarar que no en todas las cimentaciones surge el problema de considerar la 
rigidez del suelo. Por ejemplo, para niveles de carga medianos y suelos muy rígidos, los 
hundimientos del suelo son muy pequeños y no se requiere tomarlos en cuenta en el 
análisis ·estructural. En el diseño estructural de zapatas de dimensiones usuales, la 
diferencia entre una reacción uniforme y la reacción real es pequeña y queda cubierta 
por los factores de seguridad empleados para el diseño estructural. En consecuencia, la 
interacción se aplica sobre todo a estructuras cimentadas sobre suelos de mediana a 
alta compresibilidad, en los que los asentamientos diferenciales tienen importancia en el 
comportamiento de dichas estructuras .. 

2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES SOMERAS 

2.1 Métodos de interacción suelo-estructura 

Existen varios métodos para llevar a cabo la interacción estática suelo-estructura. A 
continuación describimos brevemente algunos de ellos. 

En 1956, Samuel Chamecki, profesor de ingeniería estructural de la Universidad de 
Páraná, en Brasil, presenta uno de los primeros procedimientos para tomar en cuenta en 
forma racional la interacción suelo-estructura, aplicable a vigas y a marcos estructurales 
( Chamecki, 1956). trata el caso de una viga con tres apoyos, desplantada en un suelo 
con estrato de arcilla compresible, resuelve el problema utilizando unos coeficientes de 
transferencia de carga ( que equivalen a la matriz de rigideces de la estructura ) en la 
viga, y considerando una arcilla normalmente consolidada, en la que se conoce su índice 
de compresibilidad. Estableciendo la compatibilidad de deformaciones entre viga y suelo, 
resuelve el problema en forma explicita. A continuación trata el caso de marcos 
estructurales, y debido a que las relaciones esfuerzo-deformación unitaria en los suelos 
son no lineales, propone un procedimiento iterativo para la solución del problema, 
usando los coeficientes de transferencia de carga en la estructura y calculando los 
hundimientos del suelo por procedimientos usuales. Los valores de los asentamientos en 
las aproximaciones sucesivas oscilan alrededor de un valor medio y tienden a él. Para 
evitar un gran número de iteraciones, se aplica una corrección después de la primera 
iteración, calculando las cargas en las columnas con un promedio de los asentamientos 
obtenidos. En la mayoría de los casos prácticos no hay necesidad de correcciones 
adicionales para alcanzar la convergencia del procedimiento ( Chamecki, 1956 ). 

. !" . 
Otro procedimiento es el de iíores Victoria ( 1968 ), en el que para resolver el problema 
de la interacción suelo-estructura se establece la siguiente ecuación .matfic:ula,

mc:d;,cia/ 
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!$. § = E + r;, E. - r; O (1) 

donde: 
K = matriz rigidez del conjunto superestructura cimentación. 

L = vector de asentamientos de los nudos de la cimentación, los cuales deben 
ser iguales a los de las bases de las columnas inferiores de la 
superestructura. 

Ec = matriz de transmisión de peso propio de trabes a cargas en nudos. 

!:e = cargas debidas al peso propio de trabes. 

g = matriz de transmisión de cargas del suelo a los nudos de la cimentación. 

Q = cargas que la cimentación aplica al suelo. 

Los movimientos del suelo están dados por 

F. a.=~ -- -
( 2) 

donde: 

a. = cargas aplicadas al suelo . 

.Es = matriz de flexibilidad del suelo, que es función no lineal de Q. 

~ = vector de movimientos verticales de la superficie del suelo. 

Suponiendo que la cimentación no se despega del suelo, las cargas Q sobre la 
cimentación deben ser iguales a las cargas Q •. Los hundimientos .li de la cimentación 
deben ser iguales a los del suelo, por lo que la ec. 2 puede escribirse 

.E. Q = Q 

En la superestructura y cimentación de la ec. 1·debe tenerse 

(3) 

donde 

Son las cargas del edificio sobre los nudos de la cimentación, junto con su peso propio. 
Las ecs. 2 y 3 dan un planteamiento que en forma directa permite obtener como solución 
los asentamientos .li del suelo y cimentación juntos, así como las fuerzas de contacto- Q. 
Para ello se req¡,¡ieren como datos las matrices .!S y g, y el vector !:T. junto con las 
propiedades del suelo, localización y tamaño de las áreas rectangulares asociadas a 



. "S 
cada Q. Para conocer momentos, cortantes, fuerzas normales en columnas, etc, faltará 
calcular el efecto que producen .Q y_Q en el edificio y sumarlo con el efecto de las cargas 
verticales .E y P •. 

La solución del problema se leva a cabo sustituyendo la ec. 2 en la ec. 3 

de donde 
(.!; + .!S Es ) Q = .Er 

Finalmente 
Q = ( ¡; + .!S J;s r' .Er 

Conociendo Q_, con la ec. 2 se obtiene Q.,_No e posible despejar Ji de la ec 3 porque no 
existe la inversa de ]S. 

Flores Victoria señala que la matriz J;. es función no lineal de Q, lo que no permite 
resolver el problema directamente, sino que se requiere acudir a métodos iterativos. 

Operando con las ecuaciones matriciales anteriores, el método iterativo tiene la 
interpretación física de aplicar una distribución de presiones al suelo a<">, y calcular 
asentamientos del suelo, con esos asentamientos determinar el estado de cargas que 
deben tener la estructura como reacción del suelo. Esa reacción se vuelve a aplicar al 
suelo, y así sucesivamente , hasta lograr la convergencia; esta interpretación es debida a 
Chamocki ( 1956 ). 

De acuerdo con Flores Victoria ( 1968 ), este procedimiento es divergente para suelos 
compresibles, como el de la Ciudad de México, o para cimentaciones excesivamente 
rígidas.- Esto lleva a usar un criterio de interpolación para lograr y acelerar la 
convergencia, el cual se basa en el concepto físico de permitir que a<"> se modifique en 
un porcentaje razonable en cada ciclo, y difiera de Q <"''>. 

El método de Flores Victoria se aplicá con ·un programa de computadora, el cual 
proporciona los elementos mecánicos correspondientes. 

En un trabajo posterior ( Flores Victoria y Esteva, 1970 ) presentan además un 
procedimiento simplificado en el que se considera losiguiente: 

El suelo es un medio elástico lineal semiinfinito. 
Cimentación rectangular con una red ortogónal de trabes 
No se toma en cuenta la rigidez de la superestructura 

Para las . condiciones mencionadas, y empleando valores normalizados, los autores 
proporcionan los valores de los asentamientos de la estructura y de las reacciones del 
terreno sobre la misma. Estos resultados los presentan en forma tabular. 

Los resultados del trabajo de Flores Victoria y Esteva ( 1970) son los que se emplean en 
las Normas Técnicas complementarias para Diseño y Construcción de Cimentaciones del 
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1 Reglamento de construcciones·para el Distrito Federal de 1976 y el manual de Diseño de 
Obras Civiles de la Comisión Federal de electricidad de 1980. Sin embargo, en las· 
primeras no se incluye el calculo de la magnitud de las reacciones del suelo de 
cimentación. 

Para tomar en cuenta el comportamiento no lineal del suelo, Damy et al ( 1977 ) 
presentan un método incremental, que consiste en suponer que el vector de cargas se 
aplica gradualmene al conjunto en incrementos, siendo los incrementos suficientemente 
pequeños para que el sietema responda linelamente, con rigideces iguales a los valores 
tangentes que corresponden al estado de esfuerzos existentes al iniciar la aplicación de 
los incrementos. Al aplicar el último incremento deben satisfacerse las ecuaciones de 
equilibrio y de compatibilidad de deformaciones entre estructuras y suelo. · 

Por su parte, Esteva el al ( 1977 ) proponen dos procedip(mientos de interacción. El 
primero es a base de aproximaciones sucesivas, y consiste en suponer inicialmente que 

la, ai distribución de presiones en el terreno es igual a la de las cargas aplicadas sobre el 
sistema estructural; con las reacciones y la correspondiente matriz secante de 
flexibilidades del suelo se obtiene una estimación de los desplazamientos del suelo, y 
una estimación de las deformaciones de la estructura, empleando matrices secantes de 
rigideces de la estructura y de flexibilidades del suelo. El proceso se repite un número de 
veces tal que los valores de los desplazamientos del suelo sean suficientemente 
parecidos en dos estimaciones sucesivas. El segundo método es un procedimiento 
incremental aproximado, que consiste en aplicar gradualmente la carga total en 
incrementos; en cada incremento se efectúa un ciclo semejante al del procedimiento de 
aproximaciones comentado ante~el resultado de dicho ciclo iterativo se toma como punto 
de partida para la aplicación de otro incremento de carga. Los autores proponen dos 
criterios alternativos; en el primero se logra el equilibrio al final de cada ciclo, pero no se 
logra la compatibilidad entre las deformaciones de la estructura y las del suelo; en ··el 
segundo se alcanza dicha compatibilidad, pero a costa de un desequilibrio: Por lo 
anterior, en ambos casos debe hacerse una corrección en el siguiente ciclo ( Esteva et 
al, 1977 ). 

El Dr. Leonardo Zeevaert ( 1973, 1980, 1983 ) ha trabajado profusamente en el 
desarrollo de métodos de interacción suelo-estructura. El método que utiliza consiste en 
formar la ecuación matricial de asentamientos o hundimientos ( E~A ), que relaciona los 
asentamientos del suelo en función de cargas aplicadas en la superficie: 

donde: 

.li=Dg 

.li = vector de asentamientos en le contacto cimentación suelo. 
D =matriz de asentamientos ocasionados por presiones unitarias. 
g = vector de cargas aplicadas en el contacto cimentación-suelo. 

Para la formación de la matriz D se emplea el concepto de valor de influencia, que es el 
esfuerzo ocasionado por una presión unitaria en la superficie, lo que facilita de manera 
importante la determinación de los elementos de la matriz D. 
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A continuación se forma la ecuación matricial de interacción ( EM~i , que relaciona las 
deformaciones de la estructura con las cargas que le transmite el suelo: 

donde: 

~~=tl 

~ = matriz de flexibilidades del suelo 
~ = vector de cargas del suelo sobre la estructura 
/:! = veetor de deformaciones de la estructura 

La interacción de la estructura de cimentación con el suelo depende del valor de módulo 
de cimenta'ción por área tributaria K, definido como el cociente de la carga sobre el suelo 
( en unidades de fuerza ) entre la deformación que produce. Debe notarse en la 
ecuación EMI que los valores del vector de deformaciones de la estructura C! son función 
del módulo K por área tributaria ( Zeevaert 1980 ).' Si los valores de k fuesen 
independientes entre si, la ecuación matricial EMI daría los resultados definitivos de las 
reacciones incógnitas. Sin embargo, la hipótesis anterior no es exacta porque la masa 
del suelo debe considerarse como un medio continuo, donde los valores de K; para los 
diferentes ,puntos considerados no son independientes entre si y dependen de la 
distribución de esfuerzos de contacto con la estructura de cimentación. La interacción 
correcta entre la estructura de cimentación y la masa del suelo se obtiene utilizando las 
reacciones X; obtenidas por EMI, en la ecuación matricial de hundimientos EMA; 
obteniéndose los desplazamientos verticales o1 que proporcionan valores del módulo de 
cimentación iguales a los usados en la ecuación matricial de interacción EMI, K1 = X1 1 o, . 
Si los valores encontrados en esta forma no concuerdan con los utilizados inicialmente, 
no se tendrá la interacción correcta, ya que los módulos de cimentación no fueron 
correctamente elegidos, por lo cual será necesario utilizar la ecuación matricial EMA 
para conciliar este problema: Así pues, se deduce que las ecuaciones matriciales EMA y 
EMI quedan ligadas por los valores de K; , los cuales son únicos para la solución de cada 
problema en particular y dependen de la distribución de las reacciones del suelo sobre la 
estructura de cimentación, rigidez de ésta y la de posición de las cargas que actúan 
sobre ella ( Zeevaert, 1980 ), 

Es posible hallar una matriz única de interacción para resolver el problema sin realizar 
iteraciones y obtener los resultados más precisos ( Zeevaert, 1983 ). La nueva ecuación 
matricial se denomina ecuación , matricial de interacción suelo-estructura ( EMISE ), 
mediante el empleo de la cual no se necesitan iteraciones para resolver el problema de 
interacción, 

El procedimiento de Zeevaert ( 1980) se puede aplicar a cimentaciones compensadas, 
tomando en cuenta el efecto de las condiciones hidráulica en la interacción suelo
estructura. 

Otro procedimiento "de interacción estática suelo-estructura es el que propone 
Deméneghi ( 1979,1983, 1985), el cual considera a las reacciones del terreno como un 
sistema de cargas sobe la estructura, asemejándolas durante el proceso de análisis 
como incógnitas, El análisis estructural se lleva a cabo empleando el método de 
rigideces, pero el problema no se puede resolver en esta etapa porque sobran 
incógnitas, ya que se están agregando al vector de cargas las reacciones del suelo que 
no se conocen: las ecuaciones faltantes las proporciona el análisis de hundimientos del 
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terreno de cimentación, en el que se obtienen las deformaciones del suelo en función de 
las cargas sobre el mismo ( estas cargas son iguales y de sentido contrario a las 
reacciones del suelo sobre la estructura, por la tercera ley de Newton ), en esta etapa se 
hace uso del concepto de valores de influencia de Zeevaert ( 1980 ), lo que facilita la 
determinación de los hundimientos del suelo en función de las cargas sobre el mismo ( 
recuérdese que las cargas sobre el suelo no se conocen ). Las deformaciones del suelo 
se sustituyen en las ecuaciones obtenidas inicialmente con el método de rigideces, lo 
que permite resolver. el problema en forma directa, sin necesidad de iteraciones. Con· 
este procedimiento se obtienen los diagramas de deformaciones y de reacciones del 
suelo, en el contacto entre este y la estructura de cimentación. Este procedimiento tiene 
la ventaja de que se puede tomar en cuenta el número de pisos' que se desee de la 

. superestructura, a si como de que se puede programar en una computadora con relativa 
facilidad. 

El método de Sánchez Martinez y Enriquez ( 1982 ) se emplea en cimentaciones 
someras y consiste en realizar un análisis del conjunto suelo-estructura como un sistema 
estructural único que se resuelve utilizando el método general de las rigideces. Cabe 
aclarar que es un método no iterativo. 

El procedimiento consiste en considerar al suelo sustituido por una serie de resortes, en 
los que el módulo de reacción o la constante de cada resorte depende de toda la masa 
del suelo, es decir, no se consideran los resortes independientes entre si, como se vera 
más adelante. 

Se establece primero la matriz de rigideces de la estructura a partir de 1 de sus 
miembros. 

Las reacciones del suelo se toman en cuenta a través de resortes que se conectan con 
la cimentación de la estructura. '·· 

A continuación se obtiene la matriz de rigideces del· suelo. Esta se determina dando 
desplazamientos verticales con valor unitario a cada uno de los resortes que lo idealizan 
y calculando las fuerzas que aparecen por este efecto en todos ellos. Al dar un 
desplazamiento unitario en un resorte aparecen fuerzas no solo en el propio resorte, sino 
también en todos los demás, ya que ellos deben considerarse ligados de alguna forma 
por pertenecer a un medio continuo. Lo mismo sucede al aplicar sucesivamente 
desplazamientos unitarios en los demás resortes. El cálcÚio de la matriz de rigideces del 
suelo es en general laborioso y algo complicado; sin embargo, se puede determinar 
dicha matriz en forma indirecta, teniendo en .cuenta que la matriz de rigideces es la 
inversa de la de flexibilidades. 

Las expresiones generales que se usan son: 

donde: 

"= s·1 A 
" -T -

(4) 

o = vector de desplazamientos desconocidos 
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6 = vector de acciones 

~~ =Inversa de la matriz de rigideces del sistema 

Además 

siendo 
. ~E = matriz de rigideces de la estructura 

~s = matriz de rigideces del suelo 

La matriz de rigideces se obtiene en función de las de sus i miembros, como es usual en 
el análisis estructural usando computadoras. 

La matriz de flexibilidades del suelo puede calcularse fácilmente determinando los 
hundimientos del terreno debidos a la aplicación de fuerzas unitarias: Sánchez Martinez 
y Enriquez emplean el procedimiento de Zeevaert ( 1_980 ) para alcanzar este propósito. 
Llamando Es a la matriz de flexibilidades, la matriz de rigideces del suelo vale 

S = f::-1 
_S -S 

La matriz global del sistema estructura-suelo vale 

Aplicando la ec 4 ·se determinan los desplazamientos de la estructura y del suelo. 

Los elementos mecánicos en los miembros se hallan a partir de sus matrices de rigidez, 
mientras que las fuerzas en el suelo se obtienen empleando la matriz de rigideces· del 
suelo. 

Para utilizar el procedimiento anterior los autores han desarrollado un programa de 
computadora. 

El método Sánchez Martínez y Enríquez es general, como lo es el método de las 
rigideces del análisis estructural en que se basa. Se puede considerar no solo la 
estructura de cimentación, sino también la superestructura total ·del edificio, sin más 
limitaciones que la capacidad de la computadora que se emplee. 

También el procedimiento se puede aplicar a la solución de estructuras de retículas de 
cimentación, constituidas por trabes horizontales ·en dos sentidos perpendiculares: el 
área de cimentación se divide en una serie de áreas tributarias que corresponden a las-
columnas y se considera en el centro de cada una de ellas los resortes que idealizan al 
terreno, y con cuyo comportamiento se establece la matriz de flexibilidades del suelo. 
Los autores comentan que el problema podría atacarse utilizando algunos de los 
programas conocidos de análisis estructural, tomando del programa la matriz de 
rigideces de la estructura en estudio, modificándola para. incluir los términos que 
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representan el comportamiento del suelo e insertando nuevamente en el programa la 
matriz corregid~. 

Una propuesta de colaboración geotecnista estructurista en el cálculo de interacción 
suelo-estructura es la que presentan Ellsteiny Granados ( 1988 ), que deja a cada 
especialista la labor que le corresponde. El ingeniero de geotecnia obtiene la matriz de 
deformaciones del suelo en función de las características geométricas del proyecto y de 
un vector cualquiera .de cargas bajadas por las columnas; la matriz de innuencias en el 
suelo es invariable, así como el conjunto de curvas de compresibilidad; al variar el vector 
de cargas cambian Jos asentamientos, pero el nuevo cálculo se lleva a cabo con las 
mismas matrices de características del subsuelo. La estructura se representa mediante 
una parrilla de contratrabes, con las cargas y reacciones perpendiculares a su plano; su 
rigidez es la propia de las .:ontratrabes de la subestructura, más un cierto incremento 
calculado o estimado de la contribución de la estructura a tal rigidez. Se conocen las 
cargas en las columnas y con ellas se calculan los asentamientos S1 del suelo, 
suponiendo una rigidez nula de la estructura, de tal manera que pueden calcularse las 
constantes K, de unos resortes virtuales localizados bajo Jos nudos de la parrilla; estos 

· resortes son de Winkler en apariencia, pero en realidad están relacionados entre si al 
tomar en cuenta la influencia de los asentamientos del suelo en los valores de K; . Con la 
ayuda de un programa de computadora se aplican las cargas sobre la estructura, 
colocándose Jos resortes virtuales bajo los nudos para proveer las reacciones. El análisis· 
arroja como resultado las fuerzas en Jos resortes contra Jos nudos, R1 , y sus 
deformaciones s, ; se especifica la diferencia máxima permisible entre s1 ( suelo ) y s1 

(resorte ), por ejemplo 5%; si no se cumple esta diferencia, hay que calcular nuevos 
asentamientos S; , utilizando un nuevo vector de presiones determinado con Jos valores 
de las reacciones R1 y con ellos establecer Jos nuevos valores de las constantes K; , 
iterando para obtener las nuevas deformaciones de Jos resortes s, , y así hallar las 
diferencias s1 - s, . El proceso debe ser rápidamente convergente para la mayoría de Jos' 
casos, obteniéndose finalmente la configuración real de asentamientos por efecto de la· 
rigidez de la estructura. El geotecnista proporciona al estructurista Jos archivo de datos 
con las matrices de propiedades del suelo y coeficientes de influencia, para que éste 
pueda llevar a cabo las iteraciones necesarias entre estructura y suelo ( Ellstein y 
Granados, 1989 ). 

Un enfoque novedoso que trata la interacción suelo-estructura en sus etapas de análisis 
y diseño ( Moreno, 1990 ) comprende una serie d!! opciones como considerar las 
características del suelo a partir del módulo de cimentación, características de la 
estructura, determinación de los elementos mecánicos ( deflexiones, momento 
flexionante, giros, fuerza cortante 9, presentando éstos en forma de gráficas en pantalla 
o en impresora a escala. La ventaja de este enfoque es que se simplifica la presentación 
de resultados, y que comprende en forma integral las etapas de análisis y diseño de la 
estructura de cimentación. ahorrando considerable tiempo al ingeniero que realiza el 
cálculo correspondiente ( Moreno, 1990 ). 

La interacción suelo-estructura se puede atacar utilizando el método del elemento finito 
( Zienkiewicz , 1977 ) en el terreno de cimentación. El inconveniente de esta técnica es 
que es muy alto, y usualmente se requiere el uso de computadoras de gran capacidad.' 
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2.2. Interacción suelo-estructura considerando el asentamiento y el giro de zapatas · 
aisladas. -

El método de rigideces del análisis estructural establece que se debe satisfacer el 
equilibrio de momentos flexionantes en los nudos y el equilibrio de fuerzas cortantes en 
los ejes de las barras de la estructura. Esta condición se puede poner en forma matricial 
de la siguiente forma 

( 5 ) 

El significado di!! las cantidades de la ec 5 se presenta en los siguientes párrafos. 

!S es la matriz de rigideces de la estructura, dada por la suma de las matrices de rigidez 
de cada una de las barras, es decir 

( 6) 

donde )S; es la matriz de rigidez de cada barra. A manera de ejemplo, en una barra con 
apoyos continuos ( fig. 1 ), la matriz de rigidez vale 

8,. 

4EI/ L 2EI/I -6EI/ L' 

2EI/L 4EI/ L -6EI/ L' 

-BE I/ L' -BE I/ L' 12EII L' 

6EI/ L' 6EI/ L' -12Ei 1 L' 

8. 
6EI/ L' 

6EI/ L' 

-12EI/ L' 

12EI/ L' 

( 7) 
8, 

Q es el vector de desplazamientos de la estructura, y esta formado por los 
desplazamientos angulares ( giros ) de los nudos de la estructura y los desplazamientos 
lineales de los ejes de la estructura. 

1:. es el vector de carga de empotramiento, formado por los momentos y cortantes de 
empotramiento que transmiten las barras sobe los nudos de la estructura. 

!:e es el vector de cargas externas concentradas, formado por los momentos 
concentrados sobre los nudos de la estructura y las fuerzas concentradas que actúan 
sobre Jos ejes de la estructura. 
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FIG.1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA 

6 m 

4.6 m 
1.2 t 1.2 t 

K, K, 

FIG 2 CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA 

Cuando una estructura a base de zapatas aisladas sufre desplazamientos debidos a la 
deformabilidad del terreno de cimentación se generan en la cimentación acciones que se 
pueden determinar usando los conceptos rigidez angular K, y rigidez lineal!(¡ del terreno 
de cimentación. Se define la rigidez angular como el cociente del momento M que actúa 
sobre una zapata y el giro en radianes e que sufre esta zapata: 



K,= M 1 O ( 8 ) 

La rigidez lineal se define como el cociente entre la carga vertical Q que actúa sobre una 
zapata y el desplazamiento vertical ó que sufre la zapata: 

( 9 ) 

Los valore( de K, y ~ dependen de las propiedades de defonnación del suelo. 

De las ecs 8 y 9 se obtienen en el momento y la carga vertical debidas a la reacción del 
suelo sobre la estructura: 

M= K, O ( 10) 

( 11 ) 

Conociendo los valores de K, y ~ de un suelo, se pueden calcular los giros y los 
desplazamientos verticales que sufre una estructura cimentada sobre zapatas aisladas, s 
a la deformabilidad del terreno se pueden incorporar, con relativa facilidad, en el vector 
de cargas c~ncentradas sobre la estructura .Ec. 

Este prOCE:ldimiento lo vamos a ilustrar mediante un ejemplo muy sencillo, como el 
mostrado en la fig 2, en el que vemos que las cargas sobre la estructura son la repartida 
de 1.54 Vm, las concentradas sobre las columnas de 1.2 t y las debidas a la rigidez 
angular y lineal de las zapatas de cimentación. En la estructura: 

Módulo de elasticidad del concreto 2 214 000 t 1m2 

Momento de inercia de las columnas 0.000675 m4 

Momento de inercia de las trabes 0.0054 m4 

En el terreno de cimentación 

K,= 1880 ti m K,= 720 t. m 1 rad 

A continuación presentamos el análisis detallado de la estructura. 

Iniciamos numerando las barras y los grados de libertad de la estructura, los cuales se 
muestran en la fig 3. Las cargas sobre la estructura, correspondientes a los grados de 
libertad definidos, se aprecian en la fig 4. Con estos datos podemos formar las 
cantidades que aparecen en la ecuación matricial 5. 

a) Vector de desplazamientos 

El vector de desplazamientos vale ( fig 3 ) 
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l ¡¡1 

¡¡2 

.Q_= 
e3 
e4 
es 
es 

b) Matriz de rigideces 

para formar la matriz de rigideces de la estructura usamos la ec 6. Empezamos por 
visualizar los grados de libertad de -cada barra 

Barra 

1 
2 
3 

li, 15. 

A continuación, aplicando la ec 6 formamos la matriz de rigidez de 'cada barra: 

Bs eJ . 

!S1 - [1299.52 
- 649.76 

649.76 ts 
1299.52 e3 

Bs e. 

K _ [1299.52 
- 2 - 649.76 

649.76 ]es 
1299.52 e4 

Bs Bs 15, 1i2 

[7970.4 3985.2 -1992.6 1992.·r 
!SJ = 3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 es 

-1992.6 -1992.6 664.2 --664.2 ¡¡1 
1992.6 1992.6 -664.2 664.2 ¡¡ 

2 

( 
} 
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\ 

1 

li, 

1 T 
FIG 3 NUMERACION Y GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA 

1.5411 m 

P1 = 1.2 t 

FIG 4 SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA 
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K = :!: !SI = JS, + fu + fu 

5, e. 

664.2 -664.2 o o 
-664.2 664.2 o o 

!S= o o 1299.52 o 
o o o 1299.52 

-1992.6 1992.6 649.76 o 
-1992.6 1992.6 o 649.76 

e) Vector de cargas de empotramiento 

-w L 1 2 -4.62 

-w L 1 2 -4.62 

o o 
·_Ec = = o o 

w L' 1 12 4.62 

-w L' /12 -4.62 

d) Vector de cargas concentradas 

-1.2 + 1880 s, 
-1.2 + 1880 52 

720 a3 
720 a4 

o 
o 

Sustituyendo valores en la ec 5 

664.2 51 - 664.25 ~- 1922.6 Os- 1992.6 Oe 
- 4.62- 1.2 + 1880 ¡¡, =o 

-664.251 + 664.2 ~ + 1992.6 Os- 1992.6 06 

-4.62- 1.2 + 1880 ~ =o 

1299.52 93 + 649.76 Os+ O+ 720 03 =O 

1299.52 e. + 649.76 96 +O+ 720 o.= O 

-1992.65, + 1992.6 ~ + 649.76 93 

Os 

-1992.6 
1992.6 
649.76 

o 
9269.92 
3985.2 

+ 9269.92 Os+ 3985.2 Os+ 4.62 + O= O 

-1992.65, + 1992.6 ~ + 649.76 a. 
+ 3985.2 Os + 9269.92 Oe ~ 4.62 + O = O 

-1992.6 
5, 

1992.6 li2 
o a3 

649.76 a4 
3985.2 

9269.92 as 
a6 

,. 

1 

1Ml 



Por simetría 

Por lo tanto 

-5.82 + 1880 01 =o 
2019.52 el + 649.76 es= o 
649.76 el+ 5284.72 es+ 4.62 =o 

Resolviendo el sistema 

01 = 0.003096 m 
el = o.ooo2929 
es= - 0.0009102 

El momento que llega a la cimentación se puede obtener multiplicando el giro respectivo 
por su rigidez angular 

Ml = K, el= 720 ( 0.0002929) = 0.211 t.m 

La carga vertical sobre la zapata es igual al desplazamiento vertical por la rigidez lineal 

P1 = K1 li1 = 1880 ( 0.003096) = 5.82 t 

También se pueden hallar las acciones que transmite la estructura a la zapata, 
empleando las siguientes expresiones, que proporcionan los elementos mecánicos que 
transmite una barra sobre el nudo 

M0 = M.0 + 4 El e0 1 L + 2 El eq 1 L 
- 6 Elli, 1 L 2 + 6 Elli, 1 L 2 

( 12 ) 

Mq = Msq + 2 El e0 1 L + 4 El eq 1 L 
-6 Elli, 1 L 2 + 6 El o,IL2 

( 13) 

V, =V.,-6EI e0 /L2 -6Eieq/L2 

+12Eio, /Ll-12EIIi,/Ll (14) 

V.= V •• + 6 El e0 / L2 + 6 El eq 1 L2 

- 12 El li, 1 L l + 12 El o./ L l ( 15 ) 

donde M.0 , Meq y v .. son los momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre 
nudo. · 

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores, para la barra 1 se halla el momento 
sobre la zapata ( ec 13 ) 

Mq = M8 =- 0.211 t.m 
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Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre el nudo de la izquierda ec ( 14 ) 

V1 =4.62t 

La carga vertical sobre la zapata será la suma del cortante anterior y de la carga 
concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la carga vertical sobre la zapata vale 

:E Q = 5.82 t 

El momento y la carga vertical sobre la zapata se emplean para la revisión de estabilidad 
por mecánica de suelos y para el diseño estructural de la zapata. 

3 INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES PROFUNDAS 

3.1 Cimentaciones profundas sometidas a cargas verticales 

Para el caso de cimentaciones profundas Zeevaert ( 1980 ) trata los dos siguientes 
casos: 

l. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada·en un 
depósito de muy baja compresibilidad y gran espesor ( fig 5 ). 

11. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en 
un estrato resistente "de espesor limitado de baja compresibilidad, pero bajo el cual se 
localizan estratos compresibles ( fig 6 ). 

El caso 1 se puede resolver considerando que cada pilote tiene un módulo de reacción K1 

constante e independiente de los demás pilotes. Así, el problema se reduce al de una 
cimentación apoyada sobre resortes (uno por cada pilote), en que la constante de cada 
resorte es independiente del resto de los resortes. Además, si todos los pilotes tienen la 
misma sección y longitud, su número es igual en cada línea, y se considera un valor del 
módulo de deformación constante para el estrato resistente de apoyo de la punta de los 
pilotes, entonces K1 es igual para todos los pilotes ( Zeevaert, 1980 ). 

Cuando existe un depósito compresible subyaciendo al estrato resistente de apoyo ( 
caso 11. Fig 6 ), el valor de K; no se puede considerar constante para cualquier punto, ya 
que en este caso interviene la defonmación de los estratos compresibles que suprayacen 
al estrato resistente donde apoyan los pilotes. Por lo tantó, será necesario emplear el 
procedimiento indicado en el inciso 2.1, es decir, detenminar las ecuaciones matriciales 
EMA y EMI, con la consideración adicional de que el módulo de cimentación K1 hay que 
tomar en cuenta la defonmación del estrato de apoyo del pilote ( Zeevaert, 1980 ) 
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3.2 Pilas o pilotes sujetos a cargas laterales 

La construcción de estructuras marinas fuera de la costa ( offshore structures )requiere el 
uso de cimentaciones profundas a base de pilas o pilotes, y ha propiciado el desarrollo 
de métodos de análisis para estos elementos. Sobre todo cuando están sometidos a 
fuerzas laterales debidas a atraque de embarcaciones o efectos de oleaje. Uno de los 
primeros trabajos en este sentido es el de Matlock y Reese ( 1961 ), e11 el que 
establecen . que para una solución racional de la interacción suelo-estructura es 
necesario que tanto las condiciones de equilibrio estático como la compatibilidad de 
deformaciones se deben cumplir en todas las partes del sistema estructura-suelo. 
Usualmente tratan la estructura y los pilotes como elementos linealmente elásticos, pero 
comentan que las características del suelo son marcadas no linealmente; la solución al 
problema se alcanza mediante repetidos cálculos con la teoría de la elasticidad, con los 
valores de la rigidez del suelo ajustándolos a cada iteración. 

Las características fuerza-deformación del suelo se tratan con una familia de curvas del 
tipo " p-y" , como las mostradas en la fig 7, las cuales se obtienen a partir de las 
propiedades de cada suelo. 

Matlock y Reese ( 1961 ) consideran al pilote como una viga, en la que se debe de 
cumplir la ecuación diferencial 

El d4 1 dx4 = p ( 16) 

En el suelo se requiere un módulo secante de deformación E. ( correspondiente al nivel 
de esfuerzo con el que se esté trabajando ), el cual está dado por 

E,= -p 1 y ( 17 ) 

donde p es la reacción del suelo sobre el pilote, por unidad de longitud ( Um, por 
ejemplo), y" y" es el desplazamiento lateral del pilote. Combinando las ecs 16 y 17 se 
obtiene la siguiente expresión 

d4 y 1 dx4 + ( E, 1 El ) y = O ( 18 ) 

La solución de la ec 18 se lleva a cabo con dos procedimientos. El primero consiste en 
suponer que E. es proporcional a la profundidad E. = k X. Mediante sucesivas soluciones 
de la ecuación diferencial se va logrando que la elástica de viga se asemeje lo más 
posible a la curva p-y determinada a partir de las propiedades del suelo. Esto es 
necesario debido a las característica no lineales de deformación del suelo. Estas 
solución se lleva a cabo con el auxilio de tablas y gráficas construidas ex-profeso para el 
caso. 

. . 
El segundo procedimiento se emplea cuando se encuentran variaciones importantes en 
las propiedades del suelo, y cundo se requiere tomar en cuenta cambios en la rigidez del 
pilote, para lo cual se requiere el empleo de una computadora. Mediante soluciones 
sucesivas de la ecuación diferencial del pilote, haciendo repetidas referencias a la curva 
p-y del suelo, la computadora determina cada tramo elegido del pilote el valor del módulo 
de deformación del suelo que satisface las condiciones de compatibilidad y de equilibrio 
entre suelo, pilote y superestructura. Se toman en cuenta variaciones en las condiciones 
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de apoyo del pilote y el efecto de la posible socavación que se pudiera presentar en la 
parte superior del pilote. En la fig 8 se presentan los resultados de la aplicación de los 
métodos usados por Matlock y Reese ( 1961 ). 
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PROFUNDIDADES ( MATLOCK Y REESE, 1961 ) 
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Debido a las cargas laterales sobre los pilotes , en la parte superior se alcanza con 
frecuencia el rango de comportamiento plástico del suelo en las curvas p-y, razón por la 
cual se han desarrollado los métodos para tomar en cuenta el comportamiento del suelo 



cerca de la falla, tanto para arcillas blandas ( Matlock, 1970 ), como para arenas ( 
Reese et al, 1974 ). En ambos casos se has comparado los resultados de las teorías con 
mediciones de campo y de laboratorio, obteniéndose en general acercamientos bastante 
satisfactorios a la realidad, sobre todo para fines prácticos. 

También se ha empleado el método del elemento finito para tomar en cuenta, entre otros 
efectos, el desplazamiento relativo que puede ocurrir entre pilote y suelo durante la 
deformación lateral del elemento ( Yegian y Wrigth, 1973 ). También se puede tomar en 
cuenta la influencia de dos o de tres pilotes cercanos entre si ( Yegian y Wright, 1973 ); 
el número de pilotes a considerar es pequeño, dada la gran cantidad de elementos que 
se tendrían que trazar para un número mayor de pilotes. 

Por su parte, Zeevaert ( 1980 ) presenta un método muy completo para el análisis de 
pilas o pilotes sujetos a cargas laterales. Considera cinco casos principales de análisis 
de una pila o pilote: 

i. Pilote libre de girar en sus extremos 
11. Pilote empotrado en la estructura de cimentación y libre de girar en al punta 
111. Pilote libre de girar en la cabeza y empotrado en la base 
IV. Pilote empotrado en ambos extremos con giro en la base 
V. Restricción parcial del giro en los extremos de una pila 

Para la solución de estos problemas se emplea la Ecuación Matricial de Interacción 
Horizontal ( HEMI ), la cual depende de las condiciones de apoyo y de las características 
estructurales del pilote. Por otra parte, se obtiene la Ecuación Matricial de 
Desplazamientos Horizontales ( HEMA), la cual es función de las propiedades de 
deformación del suelo, considerando la influencia entre las diferentes reacciones· del 
suelo considerando la influencia entre las diferentes reacciones del suelo sobre el pilote 
con la masa de suelo, para lo que se emplea el módulo horizontal de cimentación K; , 
definido de manera análoga a como se hizo en el inciso 2.1 de este trabajo. El 
procedimiento de Zeevaert ( 1980) para pilas o pilotes sometidos a cargas laterales es 
similar al descrito en el inciso 2.1, en el que se varían los valores de K; mediante 
iteraciones hasta que se cumple la condición de compatibilidad de defonmaciones entre 
pilote y suelo. 

También se pueden combinar las matrices HEMI y HEMA, para hallar la matriz HEMISE, 
que permite resolver el problema de la interacción suelo-pilote sin necesidad de recurrir a 
iteraciones ( Zeevaert, 1980). En las figs 9 y 10 se presenta la aplicación sometida a una 
carga lateral de 1.0 t. 

La publicación del Manual de Diseño y Construcción dé Pilas y Pilotes ( 1983 ), de la 
Sociedad Mexicana de Mecánica de Suelos, contiene los valores de coeficientes de 
reacción horizontal K, dados por Terzaghi ( 1955), para suelos sin y con cohesión, así 
como un procedimiento aproximado, tomado de la Sociedad Geotécnica Canadiense ( 
1978 ), que proporciona en forma gráfica las magnitudes de la flexión y del momento 
flexionante !m función de la profundidad a lo largo del pilote., haciendo uso de la rigidez 
relativa del sistema pilote - suelo 
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FIG 9 PILA SUJETA A FUERZA HORIZONTALES (ZEEVAERT, 1980) 

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE 
CIMENTACION 

Como se ha podido observar en los incisos anteriores, al trabajar con la interacción suelo 
- estructura se toma en cuenta tanto la estructura éomo el terreno de cimentación, por lo 
que es necesario conocer las propiedades de ambos medios. · · 

En estructuras de concreto reforzado se acepta el módulo de elasticidad del concreto 
tiende a disminuir con el tiempo. Asi Flores Victoria ( 1968 ) señala que.en edificios de 
concreto, el módulo de elasticidad puede tomarse del orden de 3000 ..¡¡: al tener en 

cuenta que los asentamientos totales suceden a largo plazo. Nótese que este valor es 
bastante inferior al10000 fl que usualmente se toma para cálculos a corto plazo. 

Por su parte, Ellstein y Granados ( 1988 ) comentan que la magnitud de los 
asentamientos que determinan corresponde al 100 o/o de consolidación primaria, misma 
que tardará un cierto tiempo en ocurrir. Las deformaciones de la estructura no son 
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instantáneas sino diferidas y por tanto las propiedades elásticas de los materiales 
estructurales no son las medidas de los materiales estructurales no son las medidas con 
las pruebas rápidas usuales; para el caso del concreto armado en al ciudad de México, el 
componente diferido puede ser tomado en cuenta por un factor menor de uno, 
probablemente del orden de 0.2 ó 0.25 ( Ellstein y Granados, 1988 ). 

Puede observarse que en general existe coincidencia en señalar que el módulo de 
elasticidad del concreto se debe reducir en forma importante cuando se lleva a cabo la 
interacción suelo - estructura a largo plazo. La variación de los módulos de deformación 
es todavía más importante en el terreno de cimentación, sobre todo si se trata de suelos 
plásticos saturados, en los que la deformabilidad depende no sólo del nivel de esfuerzos 
sino también en forma importante del tiempo. En consecuencia, los módulos de 
deformación deben seleccionarse acordes con ambos factores: nivel de esfuerzos y 
tiempo. 

El hecho de que el suelo tenga un comportamiento no lineal ha sido tomado en cuenta 
por la mayoría de los investigadores de la interacción suelo - estructura. Así, Chamecki 
( 1956 ) trabaja con el índice de compresibilidad en una arcilla normalmente consolidada, 
al cual toma como una constante. Además, señala que el módulo de deformación de un 
suelo es función del estado de esfuerzo, siendo la derivada de la curva esfuerzo -
deformación unitaria, con respecto al esfuerzo. Debido a que las relaciones esfuerzo -
deformación en los suelos son no lineales, Chamecki ( 1956 ) propone un método 
iterativo para la resolución de la interacción suelo- estructura. o en cm x 1 o·1 
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Varios autores toman en cuenta el comportamiento no lineal de los suelos, proponiendo 
métodos iterativos para considerar este efecto ( Flores Victoria, 1968; Flores Victoria y 
Esteva, 1970 ), en los que utilizan criterios para acelerar la convergencia de los métodos. 

El comportamiento no lineal del terreno de cimentación es ·considerado por Damy et al 
( 1977 ) y Esteva e! al ( 1977 ), al utilizar matrices secantes de rigideces en la estructura 
y de flexibilidades en el suelo, para cada iteración. 

Zeevaert ( 1980 ) señala que las reacciones efectivas en la orilla de la cimentación 
pueden resultar altas, lo que origina un flujo viscoplástico, y consecuentemente un 
relajamiento del esfuerzo de reacción bajo deformación constante en esos lugares. El 
esfuerzo limite efectivo o respuesta máxima que puede admitirs'e en condiciones 
estáticas en la orilla de la cimentación es igual a la resistencia de material, cuando se 
inicia un flujo viscoplástico incipiente ( sin necesariamente alcanzar la capacidad de 
carga última en el borde de la cimentación ). En suelos de alta sensibilidad podría 
establecerse la condición de que el esfuerzo máximo en el borde de la cimentación, en 
condiciones estáticas, no rebase el esfuerzo crítico ( o de preconsolidacíón ). 
correspondiente al quiebre de la curva de compresibilidad ( Zeevaert, 1980 ). 

En pilotes sujetos a cargas laterales el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la 
falla: véanse las curvas p- y de la figura 7. 

Inclusive, existen técnicas para tomar en cuenta el comportamiento plástico del terreno 
en estado de falla, tanto para suelos cohesivos ( Matclok, 1970 ) como para suelos 
friccionantes ( Reese e! al, 197 4 ). 

5. APLICACIONES 

Presentamos en este inciso algunas de las aplicaciones de la interacción estática suelo -
estructura. 

En la fig. 11 se presenta una estructura reticular con una cimentación a base de una 
zapata corrida. ( Pozas, 1980 ). Empleando interacción suelo- estructura se obtiene los 
resultados mostrados en la fig. 12. Es interesante comparar estos resultados con los 
obtenidos suponiendo una reacción uniforme, los cuales se 'muestran en la fig. 13. Como 
se puede observar los momentos en todos los nudos de la estructura difieren comparado 
ambos casos. En el nudo central inferior el momento con reacción unifonme es 31 o/o 
mayor que el que se obtiene tomando en cuenta la interacción suelo - estructura. En el 
nudo inferior izquierdo el momento es 320 o/o mayor con el primero que con el segundo 
método. Aun en la estructura se deja sentir el efecto de la rigidez de la estructura: el 
momento sobre el nudo de la izquierda del primer piso, debido a la columna inferior, 
cambia inclusive de sentido ( figs. 12 y 13 ). En resumen, los momentos flexionantes 
determinados con reacción unifonme difieren de los momentos obtenidos tomando en 
cuenta la interacción, tanto en la superestructura como en la subestructura. Esta 
variación ocurre tanto en la magnitud como en el sentido de los momentos, pues en uno 
de los nudos estos llegan a cambiar de signo, tal como puede verse comparando las figs. 
12 y 13. 
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Otro caso real de aplicación de la interacción suelo - estructura es le correspondiente a 
zapatas corridas que se emplean para tomar fuerzas laterales debidas a sismo a través 
de muros de cortante que se unen a las zapatas en diferentes tramos. En la fig. 14 se 
muestran los resultaaos de un análisis de interacción suelo - viga flotante para una 
zapata de concreto reforzado. El módulo de elasticidad del concreto utilizado fue de 
1,581,000 t 1 m2 y los momentos de inercia en los diferentes tramos se indican en la fig. 
14. También pueden observarse las cargas que actúan en la zapata, así como la 

... estratigrafía y propiedades del subsuelo. En ·la misma figura están graficados los 
diagramas de reacciones y de hundimi~!'ltos del terreno, sirviendo el primero de ellos 
para la determinación de los elementos mecánicos y del diseño estructural de la zapata y 
el segundo para el conocimiento de los asentamientos totales y diferenciales de la 
cimentación ( Deménghi, 1990 ). Puede observarse que en el contacto del terreno de 
cimentación con las zapatas se presentan, teóricamente, esfuerzos de tensión, es decir, 
se obtienen reacciones negativas, fenómeno debido a los momentos que transmiten los 
muros de cortante a la cimentación en uno de los extremos de las zapatas. 

1 
... 

1 
. .. ~ 
'"'·' ... 
"' "•' ... 

" 

.. 
l,•' ..... 1 ...... 

.... 
CMIIt .. ltt ... ,,.,,, 

••• 

'" ... 
. . 18 t/• ........ ..... -

·.:•- ->· ....... 
.. .......... .;,. ....... 
.......... ,¡,, ....... 

._,._,,.,, bo 

...... ...... 

•.. .. .. . 

... 

1 

• , 

U loJ Ll 

... 
1 

uo 1 

rnr.t •·• ..,., 

Al"clll• ll-• 

...~ 

u--u•-

...... ...,. 

... 
~ " ~ -~~ ... •.. u 

............... 

PIOJ4. •tiV\.T&DOI CC\. AIULfll'l DC t•rtuCCICNI IUILO•YIOA 

•LOU.JfTI 

160 



Otro ejemplo de interacción suelo - estructura consiste en el análisis de un marco 
estructural en el que se considera que sus apoyos tienen una rigidez al desplazamiento 
vertical y otra al giro; es decir, se considera por ejemplo un marco estructural cimentado 
en zapatas aisladas que pueden sufrir tanto un hundimiento vertical como un giro. En ' 
este sentido, este análisis es un poco más general que los análisis convencionales que 

·suponen que los apoyos del marco estructural están empotrados o articulados en el 
terreno de cimentación. La forma de llevar a cabo el análisis de interacción suelo _ 
estructura para este .caso se presentó ene 1 inciso 2.2 de este trabajo. En la fig. 15 se 
presenta la aplicación esta técnica a una estructura real, la cual está formada por una · 
trabe de concreto reforzado de 0.5 m de ancho y de 2 m de peralte, apoyada sobre unas 
pilas de cimentación de concreto reforzado de diámetros de 1.12, 1.48 y 1. 7 4 m. Las 
cargas que actúan sobre el marco se indican en la fig. 15. Las pilas tienen los siguientes 
diámetros. 

Pila Diámetro, m 

1.12 

1.48 

1.74 

El terreno de cimentación es una toba de origen volcánico que se encuentra al poniente 
de la ciudad de México. que tiene un módulo de deformación del orden de 8,000 a 
10,000 Um2

• El material comprendido entre la trabe superior y el nivel de desplante de las 
pilas es un relleno suelto cuya rigidez se desprecia para fines de análisis. 

En la fig. 15 se muestran los momentos flexionantes en los módulos de elasticidad del 
concreto reforzado de 2,214,00:J Um2 y un módulo de elasticidad del terreno de 
cimentación de 8,000 Um2

. Se pueden observar las altas magnitudes de las fuerzas 
cortantes y en la fig. 17 las de las fuerzas normales en las pilas. Nótese la fuerte 
redistribución de cargas debido a la interacción suelo- estructura. Asi, en la parte central 
de la estructura de la· carga en un nudo es de 150 t, mientras que por el efecto 
combinado de rigidez de estructura y suelo la carga en la pila que está bajo el nudo 
aumenta hasta 302 t ( fig. 17 ); en el nudo vecino la carga concentrada es de 480 t, 

· mientras que la carga en la pila de abajo disminuye a 350 t. Un fenómeno similar se 
presenta en el resto del marco. 

Con el propósito de observar la influ!!ncia de un aumento en la rigidez del terreno y una 
disminución en la rigidez de la estructura, se llevó a cabo un segundo análisis 
incrementando el módulo de elasticidad del suelo del concreto a 1,265,000 Um2

• Los 
resultados se muestran en las figuras 18 a 20, para los momentos flexionantes, fuerzas 
cortantes y fuerzas normales. respectivamente. Como era de esperarse, la redistribución 
de carga es menor; asi, en la fig. 20, en el nudo donde la carga concentrada es de 150 t, 
en la pila aumenta a 253 t 8 en el primer análisis aumenta hasta 302 t. ). En ele nudo 
vecino la carga concentrada de 480 t disminuye a 389 t. ( en el primer análisis disminuyó 
a 359 t.). De todas formas, el efecto de la interacción suelo -estructura en este caso 
también es importante. 
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Se han llevado a cabo mediciones en campo, en las cimentaciones reales, para verificar · 
la validez de los análisis de interacción suelo - estructura. Mayerhof { 1979 ) presenta los 
resultados que se escriben en los siguientes párrafos. 

Las observaciones indican que en zapatas rígidas uniformemente, con la excepción de 
arena suelta, la presión de contacto es mayor en la esquina y menor en el centJ:o, como 
era de esperar de acuerdo a la teoría ( fig. 21; Meyerhf, 1979 ) . Las me:díciones 
anteriores también han mostrado que la heterogeneidad local de las propiedades del 
suelo cerca de la base tiene una influencia considerable en la distribución de la presión . 
de contacto {sobre todo se deja sentir el efecto de la falta de confinamiento del suelo 
cerca de los extremos de la zapata ). Por otro lado, las mediciones indican que el 
máximo momento flexionante puede ser hasta 30 o/o mayor que el obtenido con el 
método de análisis convencional. 

En la fig. 22 y 23 se presentan resultados ( Meyerhof, 1979 ) de mediciones en 
estructuras reales de gran tamaño ( en el primer caso se trata de un edificio de 52 pisos 
y eii ei segundo de otro de 15 pisos 9. El análisis de las dos figuras permite afirmar que 
los valores teóricos determinados empleando los métodos de interacción suelo -
estructura, es decir, considerando la rigidez de la estructura, son muy similares a los 
valores medidos en el campo (asentamiento, presión de contacto, momento flexionante 
y fuerza cortante ). 
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a) Ar~na b) Arena compacta 
suelta y arcilla rigida 

FIC 21 PRESI6N DF. CONTACTO SOBRE ZAPATAS RÍ
GIDAS CARG~AS UNIFORMEMENTE SOBRE 
ARENA Y ARCILLA (MEYERIIOF, 1979) 

REFERENCIA: FOCirr et al (1978) 52 PISOS + S6TANO 
26~ 26.25. 

CARCAS 67 
290 

( L • 71 a) 
290 67 t/ .. 

FIC 22 ASENTAMIENTO Y PRESIÓN DE CONTACTO 
PARA LOSAS SEMIRRÍCIDAS SOBRE AR
CILLA (MEYERHOF, 1979) 

REFERENCIA: EDEN ~ (1973) 

EDIFICO DE 15 PISOS + SÓTANO (8 • 18 •) 
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g 8 .. • 1 ;f"'o .. .. 2 

2 .. ... 

~~ ·~ 4 
Arcilla poco preconsolldeda " • •s s IP • 25 " 

FIC 23 ASENTAMIENTOS, PRESIÓN DE CONTACTO, 
MOMENTO FLEXIONANTE 1 FUERZA CORTAN
TE PARA LOSAS RÍCIDAS SOBRE ARCILLA 
(MEYERHOF, 1979) 
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6. CONCLUSIONES 

En relación con la interacción estática suelo - estructura se puede concluir Jo siguiente: 

a) Existe un buen número de métodos que tratan el problema, En términos generales, fa 
mayoría de· ellos determinan las deformaciones del terreno de cimentación utilizando fa 
matriz de flexibilidades del suelo. En cambio, en el análisis de la estructura, algunos 
procedimientos empl~an la matriz de rigideces, mientras que otros usan la matriz de 
flexibilidades de la estructura. Cabe aclarar que prácticamente todos los métodos 
resuelven el problema, es decir, todos ellos obtienen Jos diagramas de ¡asentamientos 
diferenciales del suelo y de reacciones del mismo, tomando en cuenta la rigidez de la 
estructura de cimentación. Inclusive, algunos de Jos procedimientos toman en cuenta el 
efecto de la superestructura ( con todos sus pisos ) en el análisis de interacción. 

b) La mayoría de los procedimientos de interacción se presentan en forma bidimensional, 
en el plano ( quizá por facilidad de exposición ), pero se pueden extender en forma 
relativámente sencilla a tres dimensiones. El principal inconveniente de tratar el problema 
en el espacio es que el número de operaciones es elevado, Jo cual cae fuera del alcance 
de la mayoría de las oficinas del cálculo estructural o de mecánica de suelos. 

e) La solución del problema de interacción se puede realizar haciendo un análisis de la 
estructura y un análisis de deformaciones del suelo, y llevando a cabo después una 
combinación adecuada de ambos, que de hecho es Jo que hacen la mayoría de los 
métodos presentados en los incisos anteriores. Se observa que el ingeniero de 
cimentaciones, al dedicarse ala interacción suelo -estructura, debe manejar en la forma 
más clara posible sus conceptos de análisis estructural y de mecánica de suelos. 

d) Dada la gran cantidad de operaciones a realizar, la resolución de un problema de 
interacción suelo - estructura se lleva a cabo en general con el auxilio de programas de 
computadora, Jos cuales, actualmente, se pueden correr en una microcomputadora 
(o.PC ), con las que se cuenta en la s oficinas de cálculo. 

e) Un aspecto importante de la interacción suelo - estructura es el relativo a las 
propiedades de la estructura y el suelo. En al estructura el módulo de elasticidad del 
concreto, para fines de cálculo, disminuye con el tiempo. En el terreno de cimentación, la 
deformabilidad es función del nivel de esfuerzos, ya que el comportamiento de los suelos 
es. no lineal. Además, en los sedimentos plásticos saturados la deformabilidad del suelo 
depende del tiempo. Por Jo tanto, en los cálculos de interacción se debe tomar en cuenta 
en forma apropiada en cambio de las propiedades de los suei()S con las .variables 
mencionadas. Inclusive, en los extremos de una estructura de cimentación, o en pilotes 
sujetos a cargas laterales, el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la falla, por Jo 
que hay que considerar en estos casos el comportamiento plástico del terreno. Por Jo 
anterior, conviene trabajar con los módulos secantes de deformación del suelo, acordes 
con e nivel de esfuerzos y, en caso de suelos finos saturados, con el tiempo. 

f) Algunos procedimientos emplean el módulo de reacción K en la interacción suelo -
estructura. Dado que K depende de las propiedades del suelo, es válido expuestos en el 
inciso ( e ) anterior respecto a la variabilidaú de las propiedades de los suelos. Pero, 
además en una cimentación continua el módulo K depende de la reacción del suelo y de 
las deformaciones de la cimentación, por lo que no se conoce a priori, sino que solo con 
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iteraciones es posible determinar su valor. En consecuencia, en cimentaciones continuas 
no es posible asignar valores de K en función del tipo de suelo, como se pretende hacer 
en ocasiones en al práctica. 

al En cimentaciones a base de zapatas aisladas, cuando no existe influencia de un 
cimiento sobre otro, ya sea por el tipo de terreno o por que estén las zapatas 
suficientemente separadas, se puede realizar la interacción suelo - estructura 
considerando módulos de reacción al desplazamiento vertical y al giro. En el inciso 2.2 
se presentó un procedimiento que resuelve este caso, considerando las reacciones del 
suelo como cargas sobre la estructura . 

. h) La comparación de resultados entre considerar una reacción uniforme y tomar en 
cuenta la interacción suelo ·· estructura exhibe diferencias notables en los diagramas de 
hundimientos diferenciales, reacción del terreno y elementos mecánicos { momento 
flexionante y fuerza cortante ), en la mayoria de los casos. Se puede presentar inclusive 
en algunos casos cambio de sentido en los momentos flexionantes de la estructura de 
cimentación o de la superestructura. 

i) En cambio, la comparación entre observaciones de campo en estructuras reales con 
los métodos que toman en cuenta la rigidez de la estructura de cimentación, ha dado 
resultados promisorios, pues los valores determinados con los métodos de interacción 
son similares a los valores medidos en campo. 
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UN METODO PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL 
DE LA INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA 

Agustín Deméneghi · 

Facultad de Ingeniería, UNAM. México 

RESUMEN 

Se presenta un procedimiento para el análisis de interacción estática suelo-estructura en tres 
dimensiones, el cual toma en cuenta toda la estructura y lodos los estratos del subsuelo. Esta 
técnica permite además de conocer los elementos mecánicos en cualquier nudo de la 
estructura, incluyendo desde luego la estructura de cimentación. con el propósito de ilustrar el 
empleo del método, se presenta un ejemplo sencillo de aplicación resuelto paso a paso. 

ABSTRACT 

A method for the dimensional analysis of static soil-structure interaction is presented, in which 
the whole structure and all !he subsoil strata are considered. With this technique we can 
determine the mechanical elements in each node of !he structure, including !he substructure. A 
simple illustrative example is presented for the explanation of !he method. 

1./NTRODUCCION 

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interacción estática suelo-estructura bastante • 
útiles la mayoría de ellas: sin embargo, muchos de estos métodos están elaborados para 

·aplicarse únicamente en dos dimensiones, de manera que el análisis de una estructura se 
realiza en un plano, lo cual hace que se pierda la visualización del fenómeno tridimensional. 
Se puede intentar hacer análisis en dos direcciones ortogonales y superponer los efectos, para 
representar el fenómeno tridimensional, pero aun asi el procedimiento es aproximado, y 
además no es posible conocer los elementos mecánicos en las vigas intermedias de la 
estructura de cimentación. Por lo tanto, es necesario desarrollar procedimientos que tomen en 
cuenta el efecto tridimensional en la interacción suelo-estructura. 

E,n este artículo se presenta un método de interacción tridimensional que toma en cuenta toda 
la estructura y todos los estratos del subsuelo. 

La técnica de interacción que se propone (Deméneghi 1983) consiste en considerar las 
reacciones del terreno de cimentación como cargas sobre la estructura, manejándolas como 
incógnitas. D·espués se calculan los hundimientos del suelo en función de las cargas sobre él 
(éstas cargas iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, por.la tercera ley de 
Newton). Finalmente se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo, 
lo que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos medios; con esto se resuelve el 
problema, ya que se obtienen los hundimientos del suelo y las reacciones sol;)re la estructura. 
Como previamente se realizó el análisis estructural, es posible determinar además los giros en 
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los nudos de la estructura. con estos resultados se pueden calcular los elementos melcálni,.,.~' 
en toda la estructura, incluyendo desde luego a la estructura de cimentación. 

2. ANALISIS ESTRUCTURAL 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el método de rigideces del análisis 
en el que la ecuación general de equilibrio de una estructura está dada por (Beaufait el aJ 
1970) . 

donde 
!S = matriz de rigideces de la estructura 
.O = vector de desplazamientos 
.Ee = vector de cargas de empotramiento 
.Ec = vector de cargas concentradas 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la suma de las matrices de 
rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para la determinación de 
Jos vectores de empotramiento en las vigas de la estru.ctura de cimentación, debido a la 
reacción del terreno, consideramos una carga repartida de un extremo hasta la mitad de una 
barra y otra carga repartida de la mitad hasta el otro extremo de la barra. La convención de 
signos utilizada es la siguiente: los giros se consideran positivos· en sentido antihorario y los 
desplazamientos lineales son positivos si van· hacia' abajo en una barra horizontal (o hacia la 
izquierda en barra vertical). Los momentos flexionantes son positivos en sentido horario, y las 
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra horizontal (o hacia la derecha en 
barra vertical). A continuación presentamos las matrices de rigidez y los vectores de 
empotramiento para las siguientes condiciones de apoyo: 

a) Barra con una articulación a la izquierda y un apoyo continuo a la derecha 

La matriz de rigidez está dada por: 

Oq 

r 
3EJ /L 

!Sm = -3EJ/ L2 

L 3EJIL2 

o, 
-3Elte 

3EJ /L3 

-3EI/L3 

El vector de cargas de empotramiento vale 

r -wL
2 
/8 + (7 /128)L

2 
r, + (9/128)L

2 
r.l 

-3wl/8 + (41/128)Lr, + (7/128)Lr5 

l-swl/8 + (23/128)L r, + (57/128)L r. 

(2) 

(3) 

(fig. 1) 
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b) Barra con una articulación a la derecha y un apoyo continuo a la izquierda (fig. 2) 

La matriz de rigidez éstá dada por: 

o, 
-3EI/L2 

3EI/L3 

-3EI/L3 

El vector de carga' de empotramiento vale 

o. 
3EI/L

21 eP 

-3EI/L3 o,' 
3EI/L3 j o5 

[ 

wL2 18 - (9/12S)e r, - (7 1 128)e r,l 

Eem= -SwL/8 +(57 /128)Lr, + (23/128)Lr, (5) 

-3wL/8 + (71128)Lr, + (41/128)Lr, 

(4) 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento para una barra con dos apoyos 
continuos se obtiene en forma similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait et a/1970). 

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices 
de rigidez de todas y cada ·una de las barras de la estructura. El vector de cargas· de 
empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando · los vectores de cargas de 
empotramiento de todas y cada una de las barras. el vector de cargas concentradas se 
determina asignando a_cada grado de libertad la carga concentrada que actúa sobre él. con 
esto se realiza el análisis estructural de toda la estructura. ·: · 

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para la determinación de los elementos 
mecánicos. pero, a manera de ejemplo, para una barra con una articulación a la izquierda y un 
apoyo continuo a la derecha (fig. 1) 

Mq = -wL2 /8 + (7/128) L2 r, + (9/128) L2 r5 + (3EIIL) eq 

-(3EI/L2
) o, + (3EIIL2

) o5 (6) 

Vr=-3u'L/8 + (41/128)L¡; + (71128)Lr,- (3EIIL2 )8• 

+ (3El 1 L') ó, - (3El 1 L') ó, (7) 

.. 
3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACION 

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura sobre el terreno de apoyo, 
las que son iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la 
estructura. por la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en función 
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de estas cargas; consideremos una reacción r, actuando en la superficie (fig. 3); la presiór 
vertical vale r, d, 1 a,, donde d, y a, son la lonqitud y el área en las que actúa la carga, 
respectivamente. La deformación del estrato de E;<;pesor H;¡, debida a la carga r, vale 

li,¡k 

Pero 

= Mz¡¡ Hq O'zijk 

a,,ik = \k rk e\ 1 a. 

donde 11¡, es el valor de influencia·, el cual está dado por el esfuerzo normal vertical en el punto 
ij, producido por una presión unitaria actuando en el área a, (Zeevaert 1973). 

Mz;¡ módulo lineal de deformación, el cual se define como el cociente de la deformación unitaria 
que la ocasiona. 

En consecuencia 

La deformación del estrato, debida a todas las cargas vale 

1i1¡ = Mz· H,¡ ~ ~ik r. e\ 1 a. 
IJ j: 1 

.donde n, = número total de cargas r, 

El asentamiento bajo el punto i vale 

".e. ~ 
li, = L Mz, H,¡ L 1,,. r. d. 1 a, 

J = 1 1 k. , 

donde nc = número total de estratos. 

En la ec. B los hundimientos del terreno quedan en función de las cargas r,. 

4. COMPA T/8/LIDAD DE DEFORMACIONES 

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo de 
cimentación, lo que equivale a considerar que tanto los desplazamientos de la estructura como· 
los del terreno son iguales, es decir, que el suelo no se despega de la estructura. 
Analíticamente esto se alcanza sustituyendo los valores dados por la ec. B en la ec. 1. De esta 
manera desaparecen como incógnitas los giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es 
fácil ver que el número de ecuaciones es et mismo que el de las incógnitas, con lo que se 
puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los giros y las reacciones. Empleando la 
ec.B, ya conocidas las reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del terreno 
de apoyo. 

---
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5. EJEMPLO ILUSTRA T/VO. 

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a paso, con el propósito de 
que el lector visualice las etapas requeridas para el análisis de interacción. 

Se pide detenminar las reacciones y los hundimientos del terreno, para la estructurá mostrada 
en la fig. 4, cuya cimentación es a base una losa corrida. Se piden también los elementos 
mecánicos. La estratigrafía y propiedades del subsuelo se muestran en la fig.5. 

a) Análisis estructural 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la estructura, como se indica 
en la f1g.6. Dada la simetría de la estructura, presentamos a continuación los de la barra 1 
(articulación a la izquierda) y la barra 7 (articulación a la derecha). Cabe aclarar que se 
desprecian los efectos de torsión en las barras. 

Barra 
1 
7 

A continuación hallaremos las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento de las 
barras 1 y 7. Las demás matrices y vectores se obtiene en fonma similar. Aplicando la ec. 2 
para la barra 1: 

e,o /i, i 1786.898 -415.558 

1$, =l-415.558 96641 

415.558 -96.641 

Aplicando la ec.4 para la barra 3 

S,o i 1786.898 

'$¡ = l-415.558 
415.558 

1\z 
-415.558 

96.641 

-96.641 

liz 
4155.581 O, o 

-96.641 J o, 
96.641 52 

La matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y 
cada una de las barras de la estructura (el rango de cada matriz se toma de 15 por 15). A 
manera de ejemplo se presenta a continuación la matriz de rigidez de la estructura para los 
primeros 5 grados de libertad. · 
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¡;, ¡;2 ¡;, ¡;. Os'-

Í193.282 -96.641 o -96.641 o 
1 
1 -96.641 214.937 -96.641 o -21.655 

1 o -96.641· 193.282 o o 
K = i -96.641 .. o o 214.937 -21.655 

1 o -21.655 o -21.655 86.620 

l 

El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados de libertad, vale 

í li,l 
1 1 
1 02 1 

103 1 
§ = 1 1 

1°4 1 
llis 1 
l : J 

l 6, 
1 62 
1 

1 63 
1 64 
1 

1 lis 

J 

Determinemos a continuación el vector de cargas de empotramiento. Aplicando la ec. 3 para 1· 
barra 1: 

-1.849 + 1.011r, + 1.3 r2 
e.,= - 1.29 + 1.377 r1 + 0.2352 r2 

-2.15 +0.7727r1 +1.9148r2 

GL = grado de libertad 

Aplicando la ec. 5 para la barra 3: 

1.849 - 1.3 r2 - 1.011 r3 

-2.15 +1915r2 +0.7727r3 

- 1.29 + 0.2352 r, + 1.3773 r, 

GL 
10 

1 
2 

GL 
10 
2 
3 

Como e¡emplo presentamos a continuación el vector de cargas de empotramiento de la 
estructura para los primeros 5 grados de libertad. 
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GL 
-2.25 + 2.7546 r, + 0.2352 r2 + 0.2352 r4 1 
-6.88 + 0.7727 r, + 5.2069 r2 + 0.7727 r3 + 0.2352 r5 2 
- 2.58 + o.2352 r2 + 2. 7546 r3 +0.2352 r6 3 

Ee = -6.88 + 0.7727 r, + 5.2069 r. + 0.2352 rs + 0.7727 r7 4 
- 17.2 + 0]727 r2 + 0.7727 r. + 7.6592 rs + 0.7727 r6 + 0.7727 r8 5 

GL = grado de libertad 

El vector de cargas concentradas. para los primeros 5 grados de libertad, esta dado por: 

GL 
-9.6 1 

o 2 
-9.6 3 

Ec = o 4 
o 5 

Sustituyendo valores en la ec. 1, y tomando en cuenta que, por simetría: 

o, = li_, = li, = &, 
r, = r3 = r1 = r. 
e"'= e"= e,,= e,= e,= n,. =o 

o, =li, = &-. = ¡¡,. 
r2 = r. = rs = La 

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que representan el equilibrio de cortantes o de 
momentos en el grado de libertad correspondiente): 

Grado de libertad 1 

193.28 o,+ 193.28 &, + 2.7546 r, +O 4704 r2 -2.58-9.6 =O (a) 

Grado de libertad 2 

-193.28 o,+ 214.937 &, -21.6551\, +1.5454 r, +5.2069 r2 + 0.2352 r5 - 6.88 =O (b) 

Grado de libertad 5 
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- 86.62 ~ + 86.62 o,+ 3.0896 r2 + 7.6592 rs- 17.2 =O (e) 

b) Análisis de deformaciones del terreno de cimentación Haciendo i = 1 en la ec. 8 

- 9 

O,= L M H,JL,! r, d, la, 
J=l = 11 r=J J¡A-

= 111," H,(/" 1 d1 1¡la, +1, 10 d,l;la,+ .......... .+j"9 d9 r.la9 ), 

+ Jvf '" H, (/, 2, d, lj 1 a, + J "' d, 1; la,+ ............. .+ J 129 d9 r9 1 a9 ) (d) 

Como se indico en el inciso 3, el valor de influencia 11¡, representa el esfuerzo en el punto 1j 
debido a una presión unitaria colocada en el área k. Calculemos como ejemplo un valor de 
influencia, digamos en Y115. en la fig. 7 se muestra la planta del área 5 y del· punto 1. 
Colocamos una presión unitaria en el área 5 y calculamos el esfuerzo bajo el punto 1, a la 
mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de 1.2 m. Aplicando la ecuación de 
Boussinesq, se obtiene un esfuerzo vertical de 0.002988. Los demás valores de influencia se 
obtiene en forma similar. Sustituyendo valores en la ec. (d). 

o,= 0.0154 (2.4) [0.2271(4 3r,) /4.6225+0.009375 (6.45r2) /9.245 
+0.0001528 (4.3r3) /4.6225 + 0.009375 (6.45r4) /9.245 
+0.002988 (8.6r5) /18.49 + 0.0001625 (6.45r6) /9.245 
+0.0001528 (4.r7) /4.6225 + 0.0001625 (6.45r8) /9.245 
+0.0002824 (4.3rg) /4.6225 
+0.0222 (2.0) [0.1139 (4.3r1) 1 4.6225 + 0.04407 (6.45r2) /9.245 
+0.002284 (4.3r3) 1 4.6225 + 0.04407 (6.45r.) /9.245 
+0.028026 (8.6r5) /18.49 + 0.002638 (6.45r6) /9.245 
+0.0022836 (4.3r7) 1 4.6225 + 0.002638 (6.45r8) 1 9.245 
+0.0005157 (4.3r9) /4.6225] 

Sabemos por simetría 

Sustituyendo valores y haciendo operaciones 

o, = 0.012733 r, + 0.0033854 r2 + 0.00063012 r5 

En forma análoga se obtienen o, y lis 

~ = 0.0036877 r, + 0.020326 r2 +O 0021424 r5 

lis= 0.0028714 r, + 0.010629 r2 + 0.025023 r5 

e) Compatibilidad de deformaciones 

(e) 

(f) 
(g) 
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La compatibilidad de defonnaciones entre la estructura y el terreno de cimentación se logra 
sustituyendo las ecs. (e), (f) y (g) en las ecs. (a), (b) y (e); así, se obtiene: 

Grado de libertad 1 

4.5029 r1 - 2.8039 r2 - 0.2923 r5 - 12.18 =O (a') 

Grado de libertad 2 

- 0.1852 r, + 8.6912 r2 + 0.03202 r5 - 6.88 =O (b') 

Grado de libertad 5 

-0.07071 r1 + 2.2496 r2 + 9.6411 r5 - 17.2 =O . (e') 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 
r1 = 3.343 Um r2 = 0.8569 Um rs= 1.609 Um 

Los hundimientos del terreno de cimentación se obtienen sustituyendo los valores de las 
reacciones en las ecs. (e). (f) y (g) 

01 = 0.0465 m 0,= 0.0332 m lis= 0.0590 m 

Para ilustrar la detenninación de elementos mecánicos, utilizamos para la barra 1 las ecs. 6 y 7 
M10 =- 2.88 t. m V,= 4.8 t 

6. CONCLUSIONES 

Como se puede apreciar en los inc1sos anteriores, es posible en forma relativamente sencilla 
llevar a cabo el análisis de interacción suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de hacer 
iteraciones. Además se toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo. 
Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta técnica en la práctica profesional, es 
necesario elaborar programas de computadora, los cuales utilizan grandes cantidades de 
memoria, ya que en tres dimens1ones el numero de grados de libertad es mucho mayor que el 
que se utiliza en análisis bidimensional 
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1. INTRODUCCION. 

El análisis estructural, a través del método de rigideces, resuelve el problema del análisis de 
sistemas estructurales, mediante la solución de la ecuación general {F} = [k] { d }, en donde 
el tamaño de la matriz de rigideces de la estructura [k], mantiene una relación directa con el 
número de grados de libertad angular y lineal del sistema estructural. 

En un planteamiento tradicional. el análisis estructural concibe como nudos de una estructura 
a todos aquellos puntos en que concurren dos o más elementos de la misma. 

Es posible, a través de un planteamiento más elaborado reducir el número de nudos de una 
estructura si sólo se consideran como tales a los puntos en que concurren tres o más 
elementos de esta, lo cual reduce considerablemente el tamaño de la matriz de rigideces de la 
estructura (k] , siendo esto ventajoso desde el punto de vista de la solución matemática y 
sobre todo de la aplicación de computadores al análisis estructural. 

Este planteamiento es de interés particular cuando se aplica al análisis estructural del sistema 
de tuberías en dos o tres dimensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe: 
por lo general un número suficientemente grande de puntos en que concurren solamente dos 
tramos de tubería (quiebres), como para pensar en un tratamiento especial para ellos, sin 
considerarlos como nudos. 
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2. CARACTERISTICAS 

1.- NUDO.- Se considerarán como nudos sólo aquellos puntos de la estructura en que 
concurran tres o más tramos de barra y a los apoyos incompletos. 

; 

2.- TRAMO DE "BARRA.- Se llamará así al tramo recto comprendido entre dos quiebres 
adyacentes a una barra.· 

3.- BARRA.- Se entenderá por barra, a la parte de tubería comprendida entre dos nudos. 

4.-SECCION TRANSVERSAL.- La Sección Transversal de cada barra, será un anillo circular 
constante en toda su longitud. 

z' 

y' 

lx· = J 
ly. = lz, =Y 
Ac.; = Ac,· = Ac 

FIGURA 1. Propiedades de la sección transversal y ejes locales de referencia (S. L.) 

1á3 



3. DEFINICIONES 

A).- Para análisis en dos dimensiones. 

S G. 

FIGURA 2 -Tubería en el plano 
Nótese que en un nudo pueden 
concurrir barras con diferentes 
sección transversal 

Q Nudo 

Q Barra 

S. G. = Sistema global de 
referencia. 

A.1.).- Matriz de transformación de coordenadas T para un tramo de barra. 

G) 

0 
[T]= 

/ 

ffi quiebre 

tramo 

FIGURA 3.- Tramos de barra y ángulo O 
para la barra 1 de la figura 2. 

/ 

[] 

cose -sen e o 

sen O cose o 
o o 1 
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donde O = inclinación del tramo de barra j referido al eje positivo en el S. G. medido en sentí 
contrario al de las manecillas del reloj. 

A.2.).- Matriz de transporte entre los puntos®y (Dreferidos al S.G. 

1 

[ Ha, ) = o 

-(Ya-Y¡) 

Referido al tramor;l.a._e la barra 1 
(fig. 3), B es el nu'd"O"{J y ¡ es el 
qu1ebre @ · 

o o 

1 o 

(Xa- X¡) o 

Nótese que para el tramo adyacente a un nudo , la matriz de transporte [Ha,] toma la fonma dr 
la matriz identidad [ Y ]. 

A.3) Matriz de flexibilidad del tramo W en su extremoQ referido al S. L. de referencia. (ver 
Fig 1) 

[f 'aa] ~ = 

(en S.L.) 

L 
EA 

o 

o 

o o 

L 

El 
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donde: C = G (1+P) -
1
-

AcL 

P = Módulo de Poisson del material. 

Ac = Area de cortante de la sección 
transversal. 

8).- Para análisis en tres dimensiones. 

y 

FIGURA 4.- Tubería en el espacio 
· Nótese que en el nudo pueden 

concurrir barras con diferente sección 
transversal. 

(0nudo 

0 barra 

S.G. Sistema global 
de referencia. 

186 



8.1.).- Matriz de transformación de coordenadas [ T] para un tramo de barra. 

Cx' x 

donde: (,\ 3] = Cx' y 

Cx' z 

Cy' X 

Cy' y 

Cy' z 

' Cz' x 

Cz' y 

Cz' z 

En la matriz (A 3]1os elementos de las columnas 1,2 y 3 son los cosenos directores de x', y' y 
z' respectivamente, del tramo Q en la barra[!] en el S.L., con el respecto al S.G. (fig. 1 y 
fig. 4) 

8.2.).- Matriz de transporte entre los puntos 8 y j referidos al S.G. 

[1] o 
[Ha,]= / ' [h] [1] o -(Za - Z¡) (Ya- Y;) 

donde[h]= (Za - Z,) o -(Xa- X;) 

-(Ya-Y;) (Xa- X;) o 

G) quiebre 

[j] tramo 

para la barra de la f1gura 4 (para el tramoCJ. 
FIGURA 5.-T~s de barra y quiebres 

B es el nudo J y j es el quiebre G) ¡ 
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Nótese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz de transporte [ He;] toma la forma de 
la matriz identidad [ Y]. 

8.3).- Matriz de Flexibilidad del tramo [TI en su extremoQ referido al S. L. de referencia (ver 
fig. 1) 

1 
donde C = G( 1 + P ) --

AcL2 

[f 'sg] Q = 

P = Módulo de Poisson del material 

Ac = Area.de cortante de la sección 
transversal. 

G= E 
2(1 + P) 

L 
-
EA 

o 

o 

o 

o 

o 

(en S. L. ) 

o o 

L3(1• C) o 
3EI 

o L3(1•C) 

3EI 

o o 

o L2 
--

2EI 

L2 o --· 
2EI 

o o o 

o o L2 

2EI 

o L2 o 
2EI 

L o o -
GJ 

o L o -
El 

o o L -
El 
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4. PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecuación general planteada en el análisis estructural a través del método de 
rigideces 

{F} = (k] {d} ... (1) 

comprende las siguientes etapas. 

A - Formación de la matriz de rigideces [k) 
B.- Cálculo del vector de fuerzas {F} 
C - Obtención del vector de desplazamientos mediante la solución de la ecuación 

general ( 1): 
D - Obtención de los elementos mecánicos en los extremos de cada barra, calculados a 

partir del vector de desplazamiento {d}. 

Se tratarán aquí solamente los puntos A y B. Los puntos C y D corresponden a un 
planteamiento tradicional del anális1s estructural. 

A.- Formación de la matriz de rigideces [k] 

1 ).- Formación de la matriz (k] en forma topológica 

Se enttende por forma topológica de la matriz K a la representación matricial de la relación que 
guardan los extremos de las barras con los nudos de la estructura. 

La matnz topológica (k] para las estructuras de las f1guras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente 
forma, si el extremo B de las barras co1ncide con el nudo 1, 4 o 3. 
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[Kee] ¡::] + [Keei3 [KeA] Q o o [KBA] GJ 

+[Kee] GJ 

[KAs] ~ [KAA]El + [KM] B [1<,.¡¡] B [K,.¡¡J B o 

+[KM]~ 

[K]= 
o [KBA) ~ [Keel [j +[Kee] (j o o 

+[Kee] [j +[Keel ~ 

o [Ke,J G o [KeeJG+[Kee] ~ o 

[KAs]~ o o o [K.AA]~ 

(en S.G.) 

Nótese que puede pensarse en una reordenación de la nomenclatura de los nudos a fin de 
obtener un menor ancho de banda de la matriz [k], lo cual es conveniente desde el punto de 
vista de la aplicación de computadores. 

2) -Obtención de las matrices [KM]. [KAB]. y [K88] para cada barra en S.G. 

Estas matrices estan relacionadas entre si através de las siguientes expresiones: 

[K.AA] = [HBA) [Kee] [HeA] r 

[KAB] = -[HBA] [Kes] 

[K e•] = -[Kss] [HsA] r donde A y 8 son los extremos de la barra (ver figura 3 y 5). 

Por lo que sólo sera necesario calcular [K86] de cada barra, y aplicar las expresiones anteriores 
para calcular [KM]. [KAs] y [KBA]. 
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Para calcular [K88] se procede de la manera siguiente: 

Recuerde que [K88] = [f88¡-1
, por lo que el problema se reduce a calcular [fea] en S.G., la cua( 

se obt1ene a partir de la siguiente expresión: (Ver figuras 3 y 5 ). 

[I RH] 1 : 
Nt> tramo.t 

"" t.... 
J""l 

( H •1 r [/ n8) 1 [ H 81] 

(en S.G.) 

donde [C13i] y [f88\i] se encuentran referidas al S.G. de referencia. 

La matnz de flexibilidad del tramo 1 en el extremo 8, referida al S.G. puede calcularse con la 
siguiente expresión. 

[f 88 j [i] = [Tj [i] [f' 88 j [i] [Tj ~~ 
(en S.G.) 

3).- Tratamiento de apoyos incompletos. 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nodo, si se emplean las rigidece!' 
modificadas del tramo de barra que ocurre en él. 

A continuación se enlistari las matrices de rigideces modificadas para dos casos de 
1nterés práctico: 

0-----+ 
L 

(en S L) 

EA 
L 

o 

o 

o o 

3EI 3EI 

1:.3 L2 

o o 

G 

[K'aa] = [K'AA] = 

(en S.L) 

G---G L 

\ 

EA 
L 

o 

o 

o 

o 

o 

o \ 

o 

El 
L 
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EA o o /EA o o -
L L 

[K'ee] o 3EI 3EI 
(K'AB] = (K'SA] o o o = 

L3 L2 
= 

(en S. L.) o 3EI 3EI 
(en S.L.) o o El 

L2 
- --

L L 

Para obtener [k] en S.G. se emplea la siguiente expresión: 

[k] : [T] [k '] [T] T 

Con [ T] tal como fue definido en 111 

8.- Cálculo del vector de fuerzas {F} 

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberías como el de las f1guras i y 4, 
son las siguientes: 

1.- Fuerzas externas aplicadas en: 

{ 

- los nudos de la estructura 
- los quiebres de las barras 
- los tramos de cada barra 

Considérese la barra 1 de la fig 2, cargada como se muestra en la figura 6 

{F} No. de tramos 

{F}z . {fa l 
{F,} 

FIG. 6.- Barra [2] cargada y fuerzas de fijación {FA})' (F"} 
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{FA}* 

G 
· .. .. 

FIG. 7.- Barra Q en cantiliver. 

Q 

{def 

{FJ = Fuerzas quiebre 
- Fuerzas fijación. 

Las fuerzas de fijación en el 6xtremo B de la barra [] se obtienen a partir de la siguiente 
expresión: 

{Fe}=- [Kesl {de*} 

donde {de*} es la matriz de desplazamientos del extremo B considerando a la barra en 
cantiliver (ver fig. 7) y se calcula con la siguiente expresión: 

No .tramos [ ] ¡-¡ 
= ¿ H 8 j f j {F j} 

J= 1 

En la expr~ón anterior, {FJ es el vector resultante de restar las fuerzas externas aplicadas en 
el quiebre\.._¡) ( {F}, ............... {F} No tramos en la figura 6 ) menos las fuerzas de fijación 
producidas por las cargas externas aplicadas en los tramos adyacentes al quiebre G) ambas ·· 
referidas al S.G. 

El vector {FJ}, tiene la forma sigutente para el caso de sistemas de tuberias en dos o tres 
dimenstones. 
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La matriz [He,] se aplica tal como fue definida en 111. 

Convención positiva del 
vector {FJ. 

La matriz [~ J es la matriz de flexibilidades del segment9 de barra comprendido entre el 

extremo origen G y el quiebre(]) respecto al extrem~ destinoQ) y está definida mediante 

la siguiente fórmula de recurrencia. 

1 s j s (No. tramos - 1) 

en donde [H G•1>G>l se aplica tal como fue definida en 111 y [f [El] ] se obtiene por un 
procedimiento similar al descrito en A.2. 

Nótese que en la ecuación anterior se tiene que: 

•, 

y [!No. tramas] = JI ss]¡.¡ '. 

Mediante el procedimiento descrito. se obtiene {de*} se calcula {Fe} y se le suman las fuerzas 

de fi¡ación en el extremo @) de la barra ~producidas por las cargas aplicadas en el tramo 
adyacente a él, obteniéndose así el vector lFB} definitivo. 

Una vez conocido el vector de fuerzas !Fa} de la barra [;]se calcula con el vector de fuerzas 

{FA} de la misma barra con la Siguiente expresión· 

donde: (F'A)* es el vector de fuerzas en el extremo Q de la barra [] producido por las 

cargas actuantes en ella considerándola en contiliver, (ver fig. 7) y [HBA] se aplica tal como · 
fue definida en 111. 
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Los vectores de fuerzas {fA} y {FB) sí obtenidos constituyen el estado 1 de cargas (fuerz. 

de fijación). 

Al aplicar vectores de carga en sentido contrarío a los del estado 1, y sumar los que concurren 
en un nudo más el vector de cargas aplicado en el mismo, se constituye el estado 11 de 
cargas. 

La forma Topológica del vector de cargas {f)._en la ecuación (1) para las estructuras de las 
figuras 2 y 4, siendo nudos destino el Q. (V o Q, es la siguiente: 

{Fs}, + {Fs} 2 + {Fs} J + {F} 1 

{F} = {FA} 3 + {FA} 4 + {FA} s + {F A} 2 

{Fs} s + {Fsfs + {Fs} 7 + {Fs} s + {F} 3 

{Fs}• + {Fs} g + {F} 4 

Convenc1ón positiva para los 
componentes del vector {F}. 

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación general {F} = [K]{d} y obtener los 
desplazamientos de los nudos de la estructura y calcular a partir de ellos los elementos 
mecánicos que se generan en los extremos de las barras (inciso IV.C), lo cual puede hacerse 
a través de un planteamiento tradicional de análisis estructural. 

A los elementos mecánicos así obtemdos. se les suman los vectores de fuerzas de fijación 
que const1tuyen el estado 1 de cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en los 
extremos de cada barra de la estructura. · 



2.- Fuerzas Producidas por Cambios de Temperatura 

Es aplicable todo lo estipulado en 8.1, pero ahora el problema es más sencillo, ya que la 
única diferencia con lo visto allá, es que la matriz d ahora se calcula de la manera siguiente: 

{d"8l = 

Para~ ele 

{"' dy8 

oz 8 

= 

= 

oc = Coeficiente de lineal del material 

ót = Cambio de temperatura 

Para oc= cte. 
ót = cte. 

a: ó 1 ( Xg - XA ) 

?:ót(Y8- xA) 
= o } 

(S G. 20) 

d= 

dx 8 = o:ót(xs- xA) 

d y B = oc ó 1 ( y8 - XA ) 

d i 8 = oc Á 1 ( Z¡¡ - ZA ) 

ox 8 = o 
o y 8 = o 
oz 8 = o 

(S.G. 3D) 

( ót ) Ul = variable para cada tramo [j] 

No tramos 

dx 8 = 1 ~ 1 '''111 (Jx) [i] 
No tramos 

d y B = J ~ 
1 

ó 1 ) l) ( Ó y) [ i] 
O i B = O 

(S.G. 20) 
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No tramos 
dx 8 = L: o:: t. t lil (t.x) ]1] ox 8 =o 

J = 1 
No tramos w 1- dy8 = L: o:: t. t [l) (~'>Y) [i) 0 y 8 = o (S.G. 3D) 8¡-

J = 1 
NO tramos 

dz 8 = ¿ <n\ t [l) (Llz) [i) 0:1: 8 = o 
1 = 1 

3.- Fuerzas producidas por desplazamientos impuestos a los apoyos 

Es aplicable también ahora todo lo estipulado en 8.1. y el problema resulta ser más sencillo 

que los planteados en 8.1 y 8.2. puesto que ahora !FB) se calcula directamente a partir de la 

siguiente expresión: 

donde ¡dA) es el vector de desplazamientos impuestos a la estructura en el apoyo A. 
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3 . ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS 

AGUSTIN DEMENEGHI COLINA . 

3 . 1 Determinación de deformaciones en los suelos. 

3.1.1 Deformación de un suelo en el campo. 

Para ilustrar la forma de determinar las deformaciones del terreno de cimentación, 
consideremos un elemento que por peso propio · está sometido al estado de esfuerzos 
mostrado en la fig. 3. 1a. 

Consideremos que este estado de esfuerzos se puede sustituir por una presión de 
confinamtento equivalente al esfuerzo normal en el plano octaédrico Po , dada por el promedio 
de los tres esfuerzos normales 

p, = ( 1 1 3 ) ( Pz + p, + PY ) ( 3 1 ) 

Supongamos que las presiones horizontales p, y py son iguales entre si y proporcionales a la 
presión vertical p,. 

P, = PY = ko p. 

donde ko es el coeficiente de presión en reposos del suelo. 

Sustituyendo en la ec. 3 . 1. 

p o = ( 1 + 2 ko ) p. 1 3 ( 3. 2) 

La fig. 3 .1 muestra al elemento de suelo sometido a una presión de confinamiento equivalente 
p, 

Supongamos ahora que se construye una cimentación y ésta ocasiona incrementos de 
esfuerzo normal cr, , cr, y cry en el elemento ( ftg 3 .2 ). 

Estos incrementos de esfuerzo producen deformaciones verticales y horizontales en el 
elemento. En cimentaciones es usual que la deformación que interesa al ingeniero sea la 
deformación vertical ó, del elemento Existen varios métodos para determinar esta 
deformación; uno de ellos trata del empleo de la ley de Hooke, que consiste en lo siguiente: 

r., = 1 cr, · v ( cr, + cr, ) 11 E 
ó,=r.,H 

Profesor del Departamento de Geotecnía. Facultad de lng_eniería 
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donde: r, = deformación unitaria del elemento 
E = módulo de elasticidad del material 
V = re/ación de POISSOn 
H = espesor del elemento 

Los esfuerzos o, , o, y o, se pueden obtener con la teoría de Boussinesq, empleando las 
ecuaciones que se presentan en el inciso 3 . 4 de este capitulo. 

3 . 1 . 2 Propiedades de deformación de los suelos. 

En los suelos ocurren d1versos tipos de deformaciones elástica, plástica, elastoplástica, 
viscosa, etc. Por lo que el valor de E se tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el 
fenómeno que se esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que las relaciones esfuerzo -
deformación en los suelos son no lineales, conviene con frecuencia trabajar con el módulo 
secante de deformación para determinar el valor de E correspondiente, utilizando niveles de 
esfuerzo lo más cercanos a la realidad. 

A cont1nuación veremos la forma de determinar los diferentes valores de E . 

. La determinación de las propiedades de deformación para el análisis de movimientos en una 
cimentación, se puede ilustrar considerando un elemento de suelo en una prueba de 
compresión triaxial, sometido al estado de esfuerzos que se muestra en la fig. 3 .3 ; 
consideremos adicionalmente que se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que la probet· 
de suelo tiene un esfuerzo de confinamiento p, y un esfuerzo desviador o, iniciales, 
primeramente se reduce el esfuerzo o, a cero ( para representar la descarga por excavación, 
decremento de carga, etc.), con lo que se obtiene el módulo de rebote elástico Ec del suelo 
( fig. 3 . 4 ). A continuación, manteniendo aplicado el confinamiento p, , se vuelve a aplicar el 
esfuerzo o, , con lo que se determina el módulo de compresión E" ( fig. 3 . 4 ). Aplicando un 
esfuerzo de compresión o, se presentará un asentamiento adicional debido al incremento neto 
de carga On = o, - o, , donde o, es el esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a 
esta deformación se le puede denominar asentamiento por compresión; el módulo de 
deformación correspondiente será E, ( f1g 3 . 4 ). Tenemos entonces tres módulos de 
deformación. a saber : 

Eo =o, 1 r, 

Dependiendo del tipo de deformación que se esté determinando, se emplea alguno de los 
módulos E, . E, o E, en la ley de Hooke de la ecuación 3 . 3. 

Finalmente, y dado que el suelo es una arc1lla saturada, manteniendo el esfuerzo o, constante 
se presentará una deformación a largo plazo r, ( fig 3 .4 ) . 

Vemos entonces que las prop1edades de deformación para una cimentación se pueden 
determinar todas ellas en una prueba de compresión t11axial. Sin embargo, este tipo de ensaye 
resulta dificil de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la deformación 
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diferida Ev toma mucho tiempo en esta prueba; por esta razón, las deformaciones debidas al 
incremento neto de carga, entre las que se encuentra la deformación a largo plazo, se 
determinan a partir de los resultados de una prueba de consolidación. Además, se ha 
observado que los módulos Ec y E,c se pueden obtener a partir de una prueba de compresión 
no confinada, debido a que el esfuerzo efectivo cambia poco al ser extraída una !11Uestra de" 
arcilla saturada del terreno natural, es decir, se hace la consideración de que el esfuerzo 
efectivo en una prueba descompresión no confinada es aproximadamente igual al esfuerzo 
efectivo de campo. Con el módulo Ec se obtiene la componente elástica de la deformación 
debida al incremento neto de carga. 

En resumen, la expansión por descarga y el asentamiento por recompresión de determinan 
con los módulos de rebote elástico y de recompresión respectivamente, ambos obtenidos en 
una prueba de compresión no confinada. Con el módulo de rebote elástico de determina 
ademas la componente elástica de la deformación debido al incremento neto de presión de la 
cimentación. La componente plástica de la deformación instantánea, y la deformación diferida, 
ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentación, se determinan a partir de los 
resultados de una prueba de consolidación. 

Las propiedades de deformación para la determinación de movimientos de la cimentación 
debidos a acciones sísmicas se obtienen a partir de ensayes de tipo dinámico como el péndulo 
de torsión ( Zeevaert 1973 ) , la columna resonante ( Jaime et al 1987 ), etc. 

En suelos friccionantes se sigue un procedimiento similar al de las arcillas, con la diferencia de 
que el efecto de la presión confinamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor-. 
en estos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que toman en cuenta en· 
forma explicita el efecto del confinamiento y que la relación esfuerzo - deformación en ellos es 
del t1po no lineal; una de estas técnicas se presenta en el inciso 3 . 7 de este capitulo 
( Deméneghi 1989 ). 

3.2 Deformaciones permisibles 

Las formaciones calculadas deben compararse con las deformaciones permisibles de una 
cimentación, las cuales deben determinarse para cada estructura en particular. Por ejemplo, el 
asentamiento total y los asentamientos diferenciales de una cimentación dependen de la 
opinión de las siguientes personas involucradas en el diseño de la cimentación ( Zeevaert 
1991 ). 

a) Propietario del1nmueble 
b) Inquilino 
e) Ingeniero estructurista 
d) Arquitecto 
e) Autoridad municipal 
f) Compañia de seguros 
g) Opinión publica 
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Por lo tanto, con el concurso de opinión de las personas mencionadas, se llegan a defin1r 1 

movimientos permisibles de una cimentación. 
Sin embargo, para que el lector se dé una idea de los asentamientos permisibles, y 
únicamente para fines de anteproyecto se presentan los valores de la tabla 3 . 1 ( Sowers 
1962 ). 

3 . 3 Estados limite de servicio 

Los reglamentos de construcción especifican los diferentes movimientos que se deben revisar 
en una cimentación, los cuales dependen de cada caso particular. Por ejemplo. las Normas de 
cimentaciones del D1strito Federal establecen que para una cimentación compensada se 
deben revisar los estados limites de servicio que se indican a continuación. Cabe aclarar que 
este cnterio se puede aplicar en general a cimentaciones superficiales, profundas. etc. Con las 
modalidades propias de cada cimentación. 

a) Desplazamientos instantáneos del suelo de cimentación. 

Los desplazamientos instantáneos en suelos finos saturados se pueden calcular utilizando la 
ley de Hoooke ( ec. 3 . 3 ), considerando que la deformación del suelo ocurre a volumen 
aproximadamente constante. Véase el ejemplo 6. 1, donde se trata el cálculo de expansiones 
y asentamientos por recompresión. considerándolos como movimientos instantáneos. 

Los suelos granulares. debido a su permeabilidad relativamente alta. experiment~<~ \ 
movimientos instantáneos de magnitud alta comparados con los desplazamientos diferidos. Li' 
determinación de deformaciones en suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3 . 1 , 5 . 
4 y 5. 5 

b) Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de cimentación. 

Las propiedades de deformac1ón para la determinación de deformaciones transitorias de la 
Cimentación debidas a acciones sism1cas se obtienen a partir de ensayes de tipo dinámico 
como el péndulo de torsión ( Zeevaert 1973 ), la columna resonante (Jaime et al), etc. 

En la obtención de las deformac1ones permanentes de un suelo ocasionadas por un sismo, el 
fenómeno de la repetición de carga es importante; por lo tanto, deben determinarse, en 
muestras en el laboratono. las deformac1ones permanentes acumuladas por la repetición de 
cargas. En forma aprox1mada y únicamente para f1nes de anteproyecto, se pueden emplear las 
siguientes expresiones 

donde 

lieN = iip ( 1 • tog N ) 

l1p,. = deformac1ón permanente deb1da a N repeticiones de carga 
ii, = deformación pern 1nente correspondiente a la primera aplicación de carga 
N = número de repehc1unes de carga 
a = coeficiente que depende del t1po de suelo. Para suelos gran• •'•res a= 0.25 
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log = logaritmo decimal ( base 1 O ) 

e ) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga 

Considerando que la presión efectiva en una arcilla saturada no cambia en forma importante 
por una excavación, el asentamiento a largo plazo se calcula entonces empleando el 
incremento neto de carga, el cual es el resultado de sustraer de la presión o carga total 
transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de ella, la presión o carga total 
previamente existente en el suelo al nivel de desplante ( RCDF 1976 ). Además, si el terreno 
de cimentación consistente en arcilla, el asentamiento debido a cedencia lateral de suelo es · 
usualmente pequeño en comparación con el asentamiento total; por esta razón, aun el 
asentamiento de cimentaciones en estratos de gran espesor de arcilla puede ser evaluado por 
métodos basados en deformación unidimensional ( Terzaghi y Peck 1967, art. 41 ) ; es decir, 
para calcular los asentamientos diferidos únicamente hay que utilizar el esfuerzo normal 
vertical cr, . 

En el ejemplo 6 . 1 se presenta la valuación del asentamiento a largo plazo en una 
cimentación compensada. Cabe aclarar que si se desea obtener adicionalmente la evolución 
dél hundimiento, se puede emplear la teoría de la consolidación de Terzaghi - Zeevaert que 
considera adicionalmente la componente de deformación de viscosidad intergranular 
(consolidación secundaria'); véase para esto Zeevaert ( 1985 ). 

3. 4 Incrementos es esfuerzo en la masa de suelo ocasionados por una carga repartida,· 
aplicada en la superficie 

3 . 4 . 1 Carga uniforme 

A continuación se presentan las expresiones para determinar los esfuerzos normales verticales 
bajo la esquina de un rectángulo sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie 
( fig 3 . 5 ) . 

Para a x ( Damy 1985) 

· q [( J 1 ) .IT: XI'] (í: = - ., .. + .. ' _._ + llll):lllll -·-
2:r x· + =· y' + =· .·1 :A 

(3.6) 

Para a. y a, (Dashko y Kagan 19RO) 

lf [( Tr XJ:= :A 1' yA)] a, = - - - . , - ""!-!'"'' - + ( 1 - 2 '' )( cm¡:tan:.... - angtan-
2;r 2 (x·+=·)A xy x xz 

( 3 . 7) 
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xy: 
anxta/1 :A+ (1- Ú)(angta/1 X -angla// xAJ¡l ( 3 . 8) 

~r y · yz J (J"+z') A 

A =o (X' +y' +z' )J., ( 3 . 9) 

3 . 4 . 2 Carga triangular. 

Cuando la carga que se aplica en la superfiCie es de tipo triangular ( fig. 3 . 6 ), se pueden 
utilizar las fórmulas de Hamilton Gray ( Juárez Badillo y_ Rico 1980 ). 

BaJO el punto A 

- [ ! 1 (2 R){ z ,jI.' + R: + z: - z ( H/ L}a ;=:=:===:=B=:'I.=='~====c; J CTz,~ JJ. rr , + ngsen r 
~ 1.' + z· ,j 1.' + Z' ~( R2

/.
2 + B' Z' + L.' Z 2 + z•) 

( 3. 10) 

Bajo el punto I3 

a,
11 

= [¡,f.1(2rrH)f Z . . u( L.' +Z') 
Z' l 

(H' •7.')J(n'-+ 1.' + z') 
(3.11) 

donde L es la longitud de la carga triangular. 

3 . 5 Cimientos sujetos a carga vertical y momento. 

3 . 5 Reacción del terreno trapecial. 

En numerosas ocasiones en la práctica un cimiento se ve sometido a carga vertical y 
momento. Por ejemplo. una columna le trasmite usualmente _a una zapata aislada carga 
vert1cal y momento. El efecto de un sismo se traduce en fuerzas cortantes y momentos al· nivel 
de cimentación; asi. un edificio alto desplantado sobre una losa de apoyo o un cajón de 
cimentación. en una región sísm1ca trasmite al terreno de cimentación un fuerte momento de 
volteo. el cual ocasiona deformaciones en dicho terreno que pueden llegar a ser muy 
importantes. Por lo tanto. se hace necesario determinar las deformaciones del suelo 
ocasionadas por una fuerza vertical y un momento de volteo, tema que trataremos en este 
inCISO 

Consideremos un cimiento somet1do al sistema de cargas de la fig. 3 . 7,y supongamos que la 
reacc1ón del terreno es la suma de una reacción uniforme debida a la carga Q, y a una 
reacc1ón debida al momento M. 
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La reacción uniforme se obtiene del cociente Q 1 A, siendo A el área del cimiento, mientras que 
la reacción provocada por el momento se obtiene en forma aproximada utilizando la fórmula de 
la escuadria: C.cr = ( M 1 1 ) . Observemos que la reacción del suelo se calcula entonces con la 
siguiente expresión: 

cr=Q/A±(M/1) y 

donde 

1 = momento de inercia de la planta de la cimentación 
y = distancia del centroide del área de la cimentación a la fibra donde se 

esté calculando el esfuerzo 

En los puntos extremos A y 18 del cimiento los esfuerzos se calculan: 

o.= Q /A + ( M /1 ) 8 1 2 ( 3 . 12 ) 

cr. = Q /A - ( M /1 ) 8 1 2 ( 3. 13) 

Si el cimiento es rectangular de ancho 8 y longitud L 

era = Q 1 8L + 6M 1 L 82 ( 3 .14) 

cr. = Q 1 8L - 6M 1 L 8 2 (3.15) 

Por la tercera ley de Newton, la carga sobre el terreno es la de la fig. 3 . 7, pero con sentido de 
arriba hacia abajo ( fig. 3 . 8 ). 

Por.· lo tanto, para determinar las deformaciones del suelo provocadas por un cimiento con 
carga vertical y momento, es necesario determinar el estado de esfuerzo dentro de la masa de 
suelo ocasionado por la carga de tipo trapecial de la fig. 3 . 8 . 

Cuando solo se desea determinar el esfuerzo normal vertical en la masa de suelo, el problema 
se puede dividir en el de una carga rectangular o. y de una carga triangular cr; ( fig. 3 . 8 ) . 
El esfuerzo normal ocasionado por la primera se calcula con la fórmula de Damy ( ec. 3 .6 ) , 
mientras que para la carga tnangular se puede emplear las fórmulas de Hamilton Gray 
( fig. 3 .7, ecs. 3. 10 y 3.11 ). 

Cuando se requiere conocer además del. esfuerzo normal vertical cr, , los esfuerzos normales 
horizontales cr, y cr, , el problema se puede resolver dividiendo la carga trapecial en un número 
n de cargas uniformes como se Ilustra en la f1g. 3 . 9. Los esfuerzos buscados se obtienen 
aplicando las ecs. 3 . 6 a 3 . 9, para cada una de las cargas uniformes en las que se dividió la 
carga trapecial. 
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3 . 5 . 2 Reacción Triangular 

Cuando el momento de volteo es alto, puede ocurrir que se presenten en un extremo 
esfuerzos teóricos de tensión entre cimiento y terreno ( fig. 3 .1 O ). En la realidad la resistencia 
a la tensión entre estos dos materiales es prácticamente nula, por lo que no existe dicha zona 
de tensión. Por lo anterior, se requiere determinar la reacción del terreno ignorando esta zona 
de tensión. 

Supongamos una reacción triangular como la indicada en la fig. 3 .11. 
Por equilibrio de fuerzas verticales : 

a. C 1 2 = Q = Area del triángulo 

Tomando momentos con respecto a un eje que pasa por el punto A : 

IMA = - a e 1 3 + a s 1 2 - M = o 

:. C = 1.5 B- 3M 1 Q 

De la ec 3 .16 cr. = 20 1 e 

( 3 . 16) 

( 3 .17) 

( 3 18 ) 

En consecuencia, dado un cimiento en el que las cargas Q y M ocasionan esfuerzos teóricos, 
de tensión en el contacto entre terreno y suelo, la reacción de este, suponiéndola triangulé' 
( fig. 3 .11 ) , se obtiene utilizando la ec 3 .17 para determinar la distancia C, y la ec. 3 .1b 
para obtener el esfuerzo cr •. 

Los esfuerzos en el interior del medro elástrco, ocasionados por la carga triangular se hallan 
·empleando las e cs. 3 . 1 O y 3 . 11 del incrso 3 .4 .2 anterior. 

3 . 6 Fórmulas para deformaciones elásticas. 

3 . 6 . 1 Rectángulo cargado. 

Las deformaciones instantáneas en los suelos se pueden calcular de manera aproximada 
utilizando las expresiones que proporcrona la teoría de la elasticidad. 

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo e isótropo, bajo la 
esquina de un rectángulo sometrdo a carga uniformemente repartida q, está dado por 
( Terzaghi 1943) 

donde. 

205 



8 = ancho del rectángulo 
L = longitud del rectángulo 
E = módulo de elasticidad del medio 
F = relación de Poisson del medio 

Cuando el medio elástico tiene un espesor D, el asentamiento bajo la esql!ina de un 
rectángulo sometido a carga uniforme q está dado por ( Juárez Badillo y Rico 1980 ). 

, ·j (Ji+ JI.' +H' (L+J(L' +B').JB' +Z
2 

o=[c¡(l-•·-)/(rr/.o [/.In +Bln ) 
I.(B+A) B(L+A) 

, LB 
+(q 1 2rrE) (1- 1'- 2•··): angtan

:A 

A =J(L' +B' +Z') ( 3.21) 

(3.20) 

Cuando existe un medio estratificado como el de la fig. 3. 12, fonnado por n estratos de 
propiedades elásticas E y v, el asentamiento de la supeñicie se puede calcular utilizando la ley 
de Hooke para cada estrato: ··· 

E, =( 1 1 E ) 1 O'x- V (a,+ O'y) J ( 3 . 22 ) 

donde cr, , a, y crv son Jos "esfuerzos nonnales vertical y horizontales ocasionados por la carga· 
aplicada en la superficie del medio. y E, es la deformación unitaria del estrato. La defonnación, 
en un1dades de longitud, del estrato está dada por : 

( 3 .23 ) 

donde H es el espesor del estrato 
La deformación de la superficie será la suma de las defonnaciones de cada estrato. 

3 . 6 . 2 Circulo cargado 

En un circulo de radio R sometido a carga unifonne q en su supeñicie. el asentamiento bajo el 
centro está dado por ( Zeevaert 1973 ). 

o= ¡ rr < 1 - v ) R q '' 2 E ( 3 .24 ) 

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale (Richard! el a11970) 
8 = [ 3 ( 1 - v ) M 1 1 8 G R3 

( 3 . 25 ) 
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en que G=E/2(1+v) ( 3. 26 ) 

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces lineal y angular de un cimiento 
de planta circular. La rigidez lineal se def1ne como la carga vertical entre el asentamiento que 
se produce: 

K, = Q 11\ = 2 E R 1 ( 1 - .¡ ) ( 3 . 27) 

La rigidez angular se defme como el cociente del momento entre el giro que produce : 

K, = M 1 fl = 8 G R
3 

( 1 - V) (3.28) 

3 . 6 .3 Giro de un rectángulo sometido a momento. 

El g1ro de un rectángulo sujeto a un momento M ( f1g. 3 . 13 ) se puede calcular determinando 
la carga de tipo trapecial ( ecs. 3 14 y 3 .15 ) o triangular ( ecs. 3 .17 y 3 . 18 ) que actúa sobre 
el terreno. A continuación se divide la carga en un número n de cargas uniformes ( fig. 8 ) y se 
determinan los esfuerzos normales o, . o, y o, con las ecs. 3 .6 a 3 .9. a la mitad de cada uno 
de los estratos del subsUelo. 

La deformación unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley de Hooke ( ec. 3 .22 ) y la 
deformación en unidades de longitud utilizando la ec. 3 . 23. Esta operación se realiza bajo lo 
puntos A y B de la fig. 8, con lo que se determina, mediante la suma de las deformaciones dL 
cada estrato, la deformación en la superficie. Con estos resultados se puede calcular el giro 
del rectángulo sometido a momento. En el ejemplo 6 .1 se presenta una aplicación de este 
procedimiento. 

En forma simplificada, se puede usar el siguiente artificio: se obtiene el momento de inercia del 
rectángulo 1, en el sent1do que se está analizando, y se obtiene el radio equivalente a un 
circulo ( Normas de Sismo 198 7 ) · 

R=(41,/rr) 114 ( 3 . 29 ) 

Con el radio equivalente R se emplea la ec 3 . 25 para determinar el giro de la cimentación 
deplanta rectangular. 

Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a una sobrecarga uniformemente repartida q 
( Yoder 1959 ) 

o, = q ( 1 - Z
3 1 ( R 2 + z' )3 

'
2 1 

o,= ( q 1 2) [ 1 + 2v- 2 ( 1 + v) z 1 ( R' + z') "' + z9 1 ( R2 +z2 
)
312 

J 

R = radio del circulo 
Fórmula de Frohlich para la determ1nación del giro de un cimiento corrido, apoyado sobre un 
med1o elástico semnñfinito ( Zeevaert 1973 ) 
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e = angtan [ 16 ( 1 - ¡ ) M' 1 ( rr E B2 
) ¡ 

v = relación de Poisson E = módulo de elasticidad 
B = ancho del cimiento M' = momento por unidad de longitud 

La fórmula de Frtihlich se recOI'l':'ienda cuando la longitud del cimiento es mayor o igual que tres veces el ancho del mismo. 

Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral ( horizontal) 

R = radio del circulo. 

<) = (7- Sv)Q, 
' 32(1- v)GR 

TABLA 3. 1 

ASENTAMIENTOS PERMISIBLES 

Asentamiento total permisible de la Cimentación de una estructura, de tal forma que no se 
presente daño funcional en las siguientes instalaciones o elementos : 

Obras de drena é 
Accesos a la estructura 
Muros de mamposteria 
Marcos estructurales de concreto o acero 
Losas o ca·ones de cimentación 

15a 30 cm. 
30 a 60 cm. 
2.5 a 5 cm. 
5 a 10 cm. 

7.5 a 30 cm. 

Los valores mayores son para asentamientos en terenos de cimentación homogéneos y 
estructuras de buena calidad en construcción. Los valores menores son para asentamientos· 
en terrenos de cimentación con estratigrafia errática y estructuras de regular calidad de 
construcción. 

Tomado de Sowers ( 1962) 
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· Pxo 

a) Estado de presión inicial 

!'·. 

b) Presión de confinamiento equivalente 

p co = ( 1 + 2ko ) p 10 1 3 

FIG. 3 1 PRESION DE CONFINAMIENTO 
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FIG. 3.2 INCREMENTOS DE ESFUERZO a,, a, y ay SOBRE EL ELEMENTO 
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FIG 3.3 ELEMENTO DE SUELO EN UNA PRUEBA DE COMPRESION TRIAXIAL 
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E. 

o, 

. o, E.=o,/c. 
' 

E,.=o,/E,c 

f. 

1· ·1 
DEFORMACION UNITARIA 

DETERMINACIÓN DE MÓDULOS DE DEFORMACIÓN 

FIG. 3.4 

211 



y 
X 

z 

FIG. 3.5 INCREMENTOS DE ESFUERZO NORMAL BAJO LA ESQUINA DE 
RECTANGULO CARGADO, EN UN MDEIO SEMI-INFINITO 

8 

p 

A 
8 

. FIG. 3.6 ESFUERZOS NORMALES OCASIONADOS POR UNA CARGA TRIANGULAR 
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FIG. 3.7 REACCION DEL TERRENO. CIMIENTO SOMETIDO A CARGA 
VERTICAL Y MOMENTO 
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FIG. 3.8 CARGA SOBRE EL TERRENO 
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FIG. 3.12 MEDIO ESTRATIFICADO 
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES 

Agustín Deméneghi Cohna 

Cuando se realiza el análisis sísmico de una cimentación, es usual que se cuente con un 
coeficiente sísmico para la región en cuestión, dado por el código del Estado donde se 
construirá la estructura correspondiente. Con este coeficiente sísmico se procede al análisis y 
diseño de la estructura, incluyendo desde luego en este al de la estructura de cimentación. 

Sin embargo, cuando el subsuelo del sit1o está formado por sedimentos de consistencia 
blanda, se presenta un fenómeno de amplificación de las ondas sísmicas que llegan al lugar, 
el cual consiste en que, en la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 
aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando, la aceleración puede ser varias 
veces mayor que la del terreno firme (figura 1). 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en forma parcial, la resonancia 
del suelo blando. Para ilustrar este fenómeno consideremos un sistema de un grado de 
libertad como el mostrado en la figura 2. en el que la base se somete a un mov1miento dado 
por: 

X
0 

= a.nsennt 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

x. = ancosnt 

.X. = -an' sen.nt 

La respuesta de la masa está dada por ( Newmark y Rosenblueth 1976) 

Desplazamiento relativo y= as. sen(.nt- q,) 

Velocidad relativa 

Aceleración relativa 

En las expres1ones anteriores 

8 = • 

y = aS • cos(nt - q,) 

y= as. cos(ilt- q,) 

218 



n 
2~-

w, 
~· = ang tan ----'--., 

-(~lJ 

oJ 1 es la frecuencia circular del sistema 

Los desplazamientos absolutos están dados por: 

Desplazamiento: x = X
0 

+y 

Velocidad: x = x o+ y 

Aceleración: x = x o+ y 

Defrnimos el factor de amplificación de la aceleración como el cociente entre la máxima 
aceleración absoluta de la masa y la máxima aceleración de la base: 

f. = max x 1 max X
0 

En la fig 3 se muestra la variación de f. con el cociente T1 1 T, para amortiguamientos de 2 y 
1 O %del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

T, = 2 n 1 <», ( masa que vibra ) y T = 2 n 1 n ( base ) 

Se observa en la frgura 3 que la amplificación de la aceleración depende del cociente T 1 1 T y 
del amortiguamiento. La máxima amplifrcación se presenta cuando T, 1 T; al aumentar el 
amortiguamiento decrece el factor f •. Para T, 1 T __, - la amplifrcación de la aceleración es 
nula. 
Un fenómeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace las veces de la masa del 
ejemplo anterior. Consideremos un estrato de espesor H como el indicado en la figura 1, y 
supongamos que el desplazamrento de la base rigida está dado por 

X. ( t) =e exp ( i !1 t) = ( cos W + i sen m); i =..J(-1) 

lo que 1mplrca que la base Irene un movimrento armónico de frecuencia !l. 
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La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los números 
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto en la amplitud como en la fase del 
movimiento. Definiendo la función de amplificación f. = A ( n ) como valor absoluto del 
cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre la máxima aceleración en 
la base rígida, se obtiene ( Roesset 1969 ) 

( 1 ) 

donde 

a=Hn~[~{[1 + (1J!UG)'-1]1[1+(1J.OIG) 2 J}]IJ2C 5 (2) 

{J=HQ [~{[1 + (¡¡Q/G) 2 +1jt[1+(7Ji1/G)']}]t.J2C5 (3) 

donde : C, = ~G 1 p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando. 

r¡ = amortiguamiento del suelo blando 

n = frecuencia circular natural de la base rígida 

H = espesor del suelo blando 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo blando 

p = masa específica del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amortiguamiento. Se puede 
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo 
que 110 1 G = 2 ~ sea una constante. Aplicando las ecuaciones 1 a 3 se obtiene la respuesta 
del estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las 
siguientes expresiones 

<•J = frecuencia circular del modo " n • de vibrar. 

IOn = ( 2n -1 ) 1l -J (G 1 p ) 1 2 H = ( 2n -1 ) 1l C. 1 2H 

Para pequeños valores de ( 11 1l 1 G ). la función de amplificación, para los modos naturales de 
vibrar. vale aproximadamente ( Roesset 1969 ) : 
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A ( Wn ) = 4 1 ( 2n - 1 ) 1t ( 2 ( ) ( 5) 

~ = fracción del amortrguamrento critico. 

En la figura 4 se muestra la vanación de la función de amplificación con la frecuencia de 
vibración de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la 
onda_ cortante en el suelo blando C, = 229 mts·y un peso volumétrico del suelo y= 2 t 1 m3

. 

La función de amplificación se obtiene empleando las ecuaciones 1 a 3, considerando que 
11ii/G=2~ 

Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia 
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa 
que si la frecuencia dominante de las ondas sísmicas que arriban a un sitio coincide o está 
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, la aceleración 
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. En 
este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo 
blando de 20 % del critico. 

En forma > aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y los valores 
correspondientes a los " picos " de la función de amplificación ( figura 4 ), empleando las 
ecuaciones 4 y 5. En la tabla 1 se presentan Jos resultados para los primeros cinco modos de 
vibrar, considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico. 

TABLA 1· 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION AMPLIFICACION A ( Wn) 

n Wn 

:1' 11.78 
2 35.34 

.3 .. - 58.90 
4 82.47 
5 106.3 

(1)" = ( 2n - 1) n C, 1 2 H 

f=wn12n 

: ·f '·éc .. · 

1.875 ;. .. 
. 5.625 ·. 
•··.9.375<. .·: : ~ -~ 

13.125. 
1s.a1s. 

Ton 'A{ ... y .,.. co..· . 
0.533 i ::;3;183L 
0.178 1\~1;9~~;.-
0.107 . ¡:¡,~;t1~7i; 
0.076 :;;o.455i. 
0.059 ;Y<i:3s.J: 

A ( Oln ) = 4 1 ( 2n - 1 ) 1t ( 2 O 

Tsn = 27t 1 Wn 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de vibración de las ondas 
sísmicas que llegan a un sitro. en todo caso, es conveniente observar las frecuencias 
dominantes de los temblores que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los 
que se puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos comentado 
en los párrafos antenores. 
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El razonamiento anterior es válido también en términos de los periodos de vibración de ondas 
y suelo blando. Vemos que la máxima respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo 
de vibración de la base firme cooncide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo 
esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( figura 4 ). Es decir, la aceleración en la superficie 
del terreno bli:mdo será 3.18 veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento· 
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleración en la superficie del suelo blando 
depende fundamentalmente del cociente T., 1 T, donde T,, es el periodo natural de vibración 
del estrato blando y " T " es el periodo dominante de vibración de las ondas sísmicas. 

Para un estrato de suelo homogéneo ( figura 1 ), Jos periodos de vibración están dadqs por 
' 

T • .,= 4H -J (p 1 G) 1 ( 2n -1 ); n = 1, 2, .......... ( 6) 

n = 1, 2,. 

donde p = masa especifoca del suelo. 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo. 

El primer modo de vibrar. o modo fundamental, se obtiene paran =1: T.,= 4H -J (p 1 G) 

Para la estimación del período natural de vibración de un suelo estratificado véase Zeevaert 
( 1973, 1980 ). . .. 

El período de vibración de la estructura se halla con Jos métodos usuales del análisis 
estructural. Sin embargo, cuando el terreno de cimentación está formado por un suelo blando, 
es importante considerar además el efecto de balanceo y de traslación horizontal de la 
cimentación. Asi, el periodo de vibración acoplado de una estructura vale ( Normas de Sismo 
1987). 

donde 

J . . . J, = 1,; + i,~ + 7; 

To = periodo fundamental que tendría la estructura si se apoyara sobre una 
base rígida ( este periodo se debe a la flexibilidad propia de la 
estructura ). · 

T, = periodo natural que tendría la estructlJra si fuera infinitamente rígida y su 
base sólo pudoera trasladarse en la dirección que se analiza. 

T, = periodo natural que tendría la estructura si fuera infinitamente rígida y su 
base sólo pudoera girar con respecto a un eje horizontal que pasara por 
el centroide de la superficie de desplante de la estructura y fuera 
perpendicular a la dirección que se analiza. 

Para el cálculo de los periodos de vibracoón anteriores. véase el Apéndice de las Normas de 
Sismo ( onciso A 7. interacción suelo - estructura). 

Una vez que se conocen los períodos de vibración del suelo T., y de la estructura T1, se 
puede emplear el espectro de respuesta sísmica de Zeevaert ( 1980 ) para la determinación 
del factor de amplificación f. ( fogura 5 ). definido como el cociente de la máxima aceleración en 
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el centro de gravedad de la estructura entre la máxima aceleración en la superficie del terre 
blando. 

Vemos en el espectro que la max1ma respuesta se obtiene cuando T, 1 T.,. Por lo visto 
anteriormente, no se puede evitar la amplificación de la aceleración de un suelo blando, pero 
si es factible evitar que coincidan el periodo natural de vibración del suelo con el periodo 
natural de vibración de una estructura. 

La aceleración en la superficie del terreno la proporciona, en la Ciudad de México, el 
Reglamento de Construcciones en las Normas de Sismo. Así, en el inciso 3 de éstas se señala 
que " la ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sísmico " a " , expresada como 
fracción de la aceleración de la gravedad, esta dada por la siguiente expresión : 

a = ( 1 + 3 T 1 T. ) C 1 4 , . si Tes menor que T. 

La aceleración en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = O en esta expresión ( pues 
para T = O la estructura vibra igual que la superficie del terreno), por lo tanto a = c.= C 1 4 en 
la superf1cie. , 
Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigráficas del Distrito Federal se presentan a 
corit1nuación ( articulo 206 del Reglamento ) : 

:'·>.'I. o- •. 
.. It;;;· 

.':Iii .. ~\ 

0.16 
0.32 
0.40 

39 
78 
98 

Vemos entonces que, ~or ejemplo. en la zona 111 la aceleración de diseño de la superficie del 
~rrenoesde98cm/s. 

Tamb1én se puede utilizar el Siguiente criteno para hallar " e • (Normas de Sismo, Apéndice) : 
en sitios en que se conozca el periodo dominante del terreno T.,, y que se hallen en las partes 
sombreadas de la figura 3.1 ( de esas Normas ). también se adoptara e= 0.4 para estructuras 
del grupo B, y 0.6 para las del A : fuera de las partes sombreadas se adoptara 

e= 1.6T,,/(4 + T'.,) 

Vemos que el coeficiente sism1co depende del periodo de vibración dominante del suelo T., .. 
Cons1derando que el coeficiente sism1co en la superficie c. = e 1 4 y que la aceleración en la 
superficie, en cm 1 s' . es 1gual a c. por 980. en la figura 6 se presenta la variación de esta 
aceleración en función del periodo T,, 
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EJEMPLO 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobre un estrato de suelo blando, con 
las siguientes características : 

Masa= 217.5 t.s2 1m 

Peso= 2133 t 

Período de la estructura To = 0.3 seg 

Amortiguamiento en la estructura E,. = 5 % 

Período por rotación T, = O. 76 s. 

Amortiguamiento en el terreno de cimentación ~' = 15 o/o 

Período por traslación T, = 0.22 s. 

Período del terreno de cimentación T., = 2.4 s 

El periodo acoplado de la estructura vale 

Obtenemos el cociente T, 1 T.,= 0.35 

Para entrar en el espectro de la figura 5 necesitamos el amortiguamiento acoplado del
sistema, el cual está dado por (Zeevaert 1980): 

~. = ..J( 1 - g, ) 

g,;, go g, ( T', )2 1 ( go T2
, + g, T'o 

donde T' 1 = ..J( T2
0 + T2

,) = 0.817 s 
go = 1 ~20 = 0.9975 
g, = 1 - ~2, = 0.9775 

Sustituyendo g, = 0.98 ;,=0141 

Es decir el sistema tiene un amort1guamiento de 14.1 %. 

Entrando al espectro para diseño sísmico ( figura 5, Zeevaert 1980 ), se obtiene un factor de 
amplificación t. = 1. 9 . 

Considerando una aceleraoón en la supeñ1cie de 98 cm 1 s2
, la aceleración en el centro de 

gravedad de la estructura está dado por (98) ( 1.9) = 186 cm 1 s2
. 
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DINAMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

Vibraciones libres 

Agustín Deménegui Colina· 
Héctor Sanginés Garcia -. 

Consideremos un sistema de un grado de libertad, como el mostrado en la fig. 1. Se trata de 
un cuerpo de masa M unido a una base firme mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez 
K se define como el cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad del 
cuerpo. dividida entre el desplazamiento horizontal que produce dicha fuerza, es decir: 

k= p 1 o 

El amortiguamiento e toma en cuenta las pérdidas de energía que se producen durante el 
movimiento (fundamentalmente ,por fricción intema en el sistema). Se ha observado experi· 
mentalmente que .la pérdida de energía se puede representar mediante una fuerza que se 

opone al movimiento, la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo; esta fuerza vale c .. 

Por el principio de D'Aiambert, la fueria de inercia es igual al producto M x, pero tiene sentido 
contrario a la aceleración. Esta fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinámico del cuerpo. 

El fenómeno fisico que estamos estudiando consiste en dar inicialmente un desplazamiento 
honzontal Oo al cuerpo, para después soltarlo y dejarlo vibrar libremente. 

El equilibrio dinámico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la siguiente ecuación 

1\fx+('x+Kx=O ( 1 ) 

111 x+ A'.r =O ( 2 ) 

La ec. 2 es una ecuación diferencial homogénea de segundo orden. Su ecuación diferencial 
característica es 

M).' +A'},"= O 

La soluc1ón de la ecuación caracterist1ca es: 

Profesor del Departamento de Geotecnia 
•· Jefe del Departamento de Geotecn1a. 

M).'+K=O (3) 

Divis1ón de Ingeniería Civil. Topogr<if1ca y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 
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11 

.l., = J(-1\ 1 M) = J( K 1 M) i 

.l., = -J(-K 1M)= -J(K 1M) i 

Denominemos a J(K 1M) = w = frecuencia circular natural del sistema. 

Cuando las raices de una ecuación caracteristica son complejas, la solución de una ecuación 
diferencial homogénea de segundo orden está dada por: 

X= C, e" COS bt + C2 e"' sen bt 

donde .. a " es la parte real y "b .. la parte imaginaria del número complejo. Por lo tanto 

X = C 1 COS wt + C2 sen mt ( 4) 

X= -C1Cil\CIIWI + C,WCOSWI ( 5) 

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = O, x = O. Sustituyendo en la ec. 5 

. o = c2 w ( 1 > => c2 =o 

X= C, COS wt 

Para t = O, x = Oo . Sustituyendo en la ec. 4 

íio = C, x = Úo ces wt ( 6) 

En la figura 2 se muestra la variación de x en función del t1empo t. 

Se def1ne el periodo T como el t1empo en que la masa pasa por el mismo punto, con el mismo 
sentido del movimiento. De la f1gura 2 se observa que 

T=2rr/m 

Pero'" = -. ( K 1M ) :. T = 2rr ~ ( M 1 K) ( 7) 

T se conoce tamb1én como el periodo natural de vibración del sistema de un grado de libertad. 

La velocidad se halla derivando la ec 6 

X= -tu¡) , .. \l'IICrJI ( 8 ) 

La aceleración se halla derivan'"· la ec. 8 
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x = -w' 8 coswt = -w 2 x 
' 

( 9) 

Vemos que la aceleración es igual al desplazamiento multiplicado por el cuadrado de fll, con 
signo contr&lio. · 

Vibraciones libres amortiguadas 

Consideremos ahora que si hay pérdida de energía en el· sistema, es decir, que existe 
amortiguamiento : C '*" O . El movimiento queda representado por la ec. 1 

M x+Cx+ Kx=O 

La ecuación característica es 

M).' +C}..' +K)." =0 M).' +CÁ+K=O 

Las raíces de la ec. 1 O son 

;.., =-CI2M+J((C12M)
2
-KIM) 

;.., =-C/2M-J((C12M)' -KtM) 

( 1 ) 

(lO) 

Las raíces A.1 y )..2 pueden ser reales o complejas, dependiendo del valor del radical 

J((<'l :?.A.f)'- K 1M) 

Se distinguen tres casos. 

Caso r Dos raíces reales diferentes 

Si las raíces son reales: (e 12M )2
- k 1m >O. La solución de la ec. 1 está dada por: 

( 11 ) 

En este caso el sistema no vibra. sino que la masa después de haber sido desplazada una 
distancia Óo regresa a su posición inicial. Este fenómeno se presenta cuando el 
amortiguamiento C es alto. 
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Caso r r. Una raíz real 

Se presenta cuando (e 12M )2
- k 1m = O Sólo existe una raíz real que vale A= -C 12M 

La solución de la ec. 1 es 
X = C, e"+ C, te'' 

De acuerdo con las condtciones iniciales, para t = O, x = 80 , por lo tanto : C, = 00 

' 

Para t = O, x =o , por lo tanto 

o= e, 1, +e, 

Por lo tanto , la solución de la ec 1 es 

X = Úoe 
11 

( 1 - A t ) 

x = Ú0e·IC !2M 
11 [ 1 + ( e 12M) 1 

En la fig 3 se muestra la variactón de x en función del tiempo. 

Caso r: 1. Dos raíces compleJas 

-Ahora (c 12M )2
- k 1m <O . y 

),, = -1' 12M+ ,fA: 1 Al- (C 12M)' i 

),: =-<'12M- J¡.: 1 !11 -(C 12M)' i 

( 12 ) 

Cuando las raíces de una ecuación caracterishca son ~omplejas, la solución de una ecuación 
diferenctal homogénea de segundo orden está dada por : 

X = C 1 e '' COS bt + C: e '' sen bt ( 13 ) 

donde ·· a " es la parte real y ·· b • es la parte imag1naria del número complejo. Por lo tanto 
.----~--, 

a=-C/2M, y b= ~K/M-iC12Mr. 

Derivando de la ec 13 

x = e"1(-C 1 b sen bt + C 2 b cos bt) + a e"1(C 1 cos bt + C 2 sen bt) ( 14) 
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Para t = O, x = 00 , por lo tanto, de la ec. 13. C, = Úo. 

Para t =O, x =O. Sustituyendo en la ec. 14: C2 =-a Oo 1 b 
Sustituyendo en la ec. 13 

x= 00 e"' [ cos bt • ( a 1 b ) sen btJ 

Pero a =-C /2M,· y b = JKtM-(C12M)
2 

Hagamos ~ = e 1 ecHI = e /2,/MK 

( 15) 

Al coeficiente ~ = - e 1 Cc.;1 lo denominaremos porcentaje del amortiguamiento crilico: 

~ = C 1 Cc.,1 = e 12,/MK 

Por otra parte w =,/K 1M, por lo tanto, ~ <•l = e 12 M. 

Sustituyendo en la ec. 15 

( 16) 

La fig. 4 muestra la variación de x en función del tiempo. 

Vibraciones Estacionarias 

Se denomman movimientos estacionarios cuando la acción sobre el sistema es de tipo 
armón1co 

a) Vibraciones Forzadas 

Consideremos un cuerpo como el de la f1g 1. que se somete a una fuerza estacionaria dada 
por F = F" sen n t. La ecuación de equillbno di na mico queda 

Mx+ e X+ Kx = Fo sen<ot ( 17 ) 

La respuesta de la masa esta dada por ( Newmark y Rosenblueth 1976 ) 
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Mx+ e X+ Kx = Fo senwt ( 17 ) 

Fo sen (1lt - 1!>) 
X=---;===~====-K 2 2 

(1- u:) +(2~ 1_l_) 
' (1)1 w, 

( 1 B ) 

Ctl1 es la frecuencra circular del sistema ltl 1 = ,/K 1M 

Consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como el mostrado en la fig. 5, en el 
que la ba.se se somete a un mcvimoento dado por 

X., " a sen u t ( 20) 

La velocidad de la base vale x = a 1l cos 1l t 

Y la aceleración X
0 

= -a 11' sen 1l t 

La ecuación de equilibno dinámico esta dada por 

Mx+Cy+Ky=O 

Pero de la fig. S 

M < x .. y ¡ .. e y + K y = o 

M y + e y + K~· = -M X o 

M y .. e y + Ky = a 1l 2 M sen 12 t 

( 21 ) 

( 22) 

( 20' ) 

( 20 " ) 

Vemos que la ec. 22 es somilar a la ec 17 Por lo tanto. se puede emplear la misma solución 
de la ec 17. con 

F,. sen ¡¡ t = a 111 M sen llt 

Con este cambio de vanable. la respuesta de la masa esta dada por 

Desplazamrento Relatovo 

Velocidad Relativa 

relativa 

y = a 13" sen ( 1l t - ~~ ) 

y = a u B. cos ( il t - cp ) 

\' ~ - a u' B. sen ( u t - ~· ) 

( 23 ) 
Aceleración 

( 23' ) 

( 23 " ) 

237 



·-·-· 

En las expresiones antenores 

1 
¡:¡d = ---¡============ 

2 2 

(~ = angtan 1 -( ~~ r 
(1) 1 es la frecuencia circular del sistema w1 = ,/K 1M 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento 

Velocidad 

Aceleración 

( 24). 

( 25) 

( 26) 

( 27 ) 

( 28 ) 

Definamos el factor de amplificación de la aceleración como el cociente entre la máxima 
aceleraccón absoluta de la masa y la máxima aceleración de la base: 

' . 1 1 
f. = max ;x; 1 max ix 

; : l of 
( 29) 

Es decir f. = max isen il t + B • sen ( U t - <!J ) 1 ( 30) 

En la fcg 6 se muestra la variación de r. con el cociente T 1 1 T, para amortiguamientos de 2 y 
1 O % del amortiguamiento critico 

Recordemos que los penodos están dados por 

T 1 = 2 rr 1 '"' ( masa que vibra ) y T = 2 rr 1 n ( base ) 

Se observa en la fig. 6 que la amphfccación de la aceleración depende del cociente T1 1 T y del 
amortiguamcento. La máxima amplifccación se presenta cuando T 1 1 T ·= 1; al aumentar el 
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amortiguamiento decrece el factor t • . Para T, 1 T --* ~ la amplificación ·de la acelerac1ón 
nula. 

Vibración debida a rotación 

Consideremos una masa como lo indica en la fig. 7, vibrando libremente. La fuerza de inercia 

vale F = M x. 

/Jt' la ligUia X = 811. x = O 11 Por lo tanto F =M eH 

El momento de volteo al n1vel de cimentación. debido a la inercia de la masa vale 

O,= Fll = 1\1 e11' = MH' e 

Supongamos ahora que la cimentación. está sometida a un momento estacionario dado por 
Or = 0 10 sen U t. En el diagrama de cuerpo libre de la cimentación ( fig 8 ) se muestran los 

momentos que actúan sobre ella. El equilibrio de momentos indica que 

M H' ~ + e e + K, e = OTo sen n t ( 31 ) 

La ecuación dinámica obtenida para un sistema de un grado de libertad sometido a una fuerz: 
vertical estacionaria es ( ec 17 ) · ... 

M X + e X + Kx = F, sen n t ( 32) 

Las ecs 31 y 32 son Similares. por lo que para hallar la solución de la ec. 31 podemos emplear 
la solución de la ec. 32. cambiando M por MH' y Po por 0 10• Por lo tanto, la solución de la ec. 
31 es 

O= 
O ro sen ( 11 t - 11 ) 

---- ------- ·----------
K, ¡,--

v\1 - il' , 1 4 4 :' ( ¡¡ ) ' 
(rl· , ~ (r} 

donde 11 = ang tan 2 s (1) 11 1 (w' - u' ) 

"' = ,IK..-ÍM-H' = JK, 1 M 1 H 

~ = e 1 e,,. = e 1 2 Ji<, MH2 =e 12 H ~K, M 

( 33) 

( 34) 

( 35) 

( 36) 

Por lo anterior. el periodo natural de vibración por rotación de una masa está dado por 
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T TITY, = 2 11 JM H2 1 K, = 2 11 H JM 1 K, ( 37) 

o T, = 2rrJ WH
2 

K, : ( 38 ) 

Vibración de un estrato de suelo 

Un fenómeno similar al de vibración de un sistema de un grado de libertad sucede en un 
estrato de suelo blando, en el que éste hace las veces de la masa del sistema de un grado de 
libertad. 

Consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la fig. 9. El estudio de la 
vibración de este estrato se lleva a cabo estableciendo las ecuaciones de equilibrio dinámico 
de un elemento de suelo ( fig. 1 O ), considerando una onda de cortante que via¡a en dirección 
vertical, las fuerzas que actúan sobre el elemento son ( Roesset 1969) 

· Fuerza de inercia 

Fuerza debida a la perdida de energia 

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento 

-r, dx dz + ( 1,. + ó 1,. 1 ó z) dx dz + 11 ó3u /'lit liz2 dx dz 
= ( p82u 1 íit' ) dx dz 

Es decir p 82u 1 ót2 = ó t, 1 1\z + 11 ó3u 1 i\1 óz 2 

Por la ley de Hooke y,. = ( 1/g) -.,, 

y y,. = ii w 1 lix + óu 1 íiz 
y,. = ii u 1 ó z 

Sustituyendo valores en la ec 40 

con li w 1 lix = O 

1' ó'u 1 lit2 = G li'u iliz' + 11 íi'u 1 íit íiz' 

. ( 39) 

( 40) 

( 41 ) 

Para hallar el movimiento de estrato de espesor H se tiene que resolver una ecuación 
diferencial parcial de segundo orden ( ec. 41 ). 

Supongamos que el desplazamiento de la base rígida esta dado por 

Xo ( t ) = C exp ( IUI ) = C ( COS U! + 1 sen W ) ( 42) 
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. ,--; 
1 = .,- 1 

lo que Implica que la base tiene un movimiento annónico de frecuencia l.L 

La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los números 
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto n la amplitud como en la fase del 
movimiento. Definiendo la .función de amplificación f. = A (!2) como el valor absoluto del 
cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre la máxima aceleración en 

1 

la base rigida, se obtienen ( Roesset 1969 ) 

1 2 ' 2 2 A (l.l) = 1 1 , cosh a cos ll + senh a sen Jl ( 43) 

donde 

a= H U J[ 1 + ( llil 1 G) - 1] 1 [ 1 + ( 1¡ll 1 G) J 1 J2 e, ( 44) 

fl = H l! J[ 1 + ( 1111 1 G) + 1 J 1 [1 + ( q 11 1 G) J 1 J2 C, (45) 

donde C, = ~ G 1 r = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando 

11 = amortiguamiento del suelo blando 
l.l = frecuencia c1rcular natural de la base rigida 
H = espesor del suelo blando 
G = módulo de ngidez al cortante d1námico del suelo blando 
p = masa especif1ca del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amortiguamiento. se puede 
cons1derar que la viscos1dad es Inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo que 
11 l.1 1 G = 2 ;; sea una constante Aplicando las ecs 43 a 45 se obtiene la respuesta del estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las 
sigUientes expresiones 

<•> .. = frecuencia corcular del modo n de vibrar 

w .. = ( 2n - 1 ) rr ,; G 1 1' 1 2 H = ( 2n - 1 ) rr C. 1 2 H ( 46) 

Para pequeños valores de ( q l! 1 G ). la func1ón de amplificación, para los modos naturales de 
vibrar. vale aproximadamente ( Roesset 1969 ). 

A ( '''" ) = 4 1 ( 2n - 1 ) rr ( 2~ J ( 47) 
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~ = fracción de amortiguamiento critico 

En la fig. 11 se muestra la variación de la función de amplificación con la frecuencia de 
vibración de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la 
onda de cortante en el suelo blando C, = 229 mis y un peso volumétrico del suelo 'Y = 2 t/m3

. 

La función d~ amplificación se obtiene empleando las ecs 43 a 45, considerando que 11 n 1 G = 
2 ~ 

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia 
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando Esto significa 
que si la frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio coincide o esta 
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, la aceleración 
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. En 
este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo 
blando de 20% del critico. 

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y los valores 
correspondientes a los ··picos ··de la función de amplificación ( fig 11 }, empleando las ecs. 46 y 
4 7. En la tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 
considerando un amortiguamiento del 20% del amortiguamiento crítico. 

TABLA 1 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A ( w.,) 

~--------------·--·-.. ·-··· ··-·-----------· 
n w .. f Tsn A(w.,) 

··-·--------:-¡· -·--· ------··----- ·-
S ciclos/s S 

1 11.78 1.875 0.533 3.183 
2 35.34 5625 0.178 1.061 
3 58.90 9.375 0.107 0.637 
4 82.47 13 125 0.076 0.455 
5 106.03 16.875 0.059 0.354 ---'-"-'-'-'--'-·· ·-···--·--·----=.=.::._ _ __:::.:.:::::..:__ 

ul, = ( 2n - 2 ) rr C, 1 2 H A ( w .. ) = 4 1 ( 2n - 1 ) rt ( 2~ ) 
f = w,. 1 2rr Ts.n = 2rr 1 llJ, 

Desafortunadamente. no se puede controlar la frecuencia dominante de vibración de las ondas 
sísmicas que llegan a un sit1o. en todo caso. es conveniente observar las frecuencias 
dominantes de los temblores que legan a una localidad, para reconocer los estratos en los que 
se puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos comentado en los 
parrafos anteriores. 

El razonamiento anterior es valido tamb1én en términos de los periodos de vibración de ondas 
y suelo blando. Vemos que la max1ma respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo 
de vibración de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo 
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esta respuesta de 3.18 en nuestro eJemplo ( fig. 11 ). Es decir, la aceleración en la superf1c 
del terreno blando será 3.18 veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamien. 
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleración en la superf1cie del suelo blando 
depende fundamentalmente del cociente T., 1 T, donde T., es el periodo natural de vibración 
del estrato blando y T es el periodo dominante de vibración de las ondas sísmicas. 
Para un estrato de suelo homogéneo ( fig. 9 ), los periodos de vibración están dados por 

~· 

T •• = 4 H .JP 1 G 1 (2n - 1) 

n = 1, 2, ..... 

donde p = masa especifica del suelo 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1: 

T.,= 4 H J r 1 G 
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Amortiguamiento ( Kolsky 1963) 

DINAMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

.. Agustín Deménegui.Colina · 
·· Héctor Sanginés· Garcia-

Durante la vibración de un sólido. se produce cierta pérdida de energía por calor, lo que se 
conoce en térmtnos generales como fricción tnterna en el sistema. 

La forma mas directa de definir la fricción interna es determinando el cociente de la energía 
disipada durante un ciclo de esfuerzos t.W entre la energía elástica W almacenada cuando la 
deformación unitaria es máxima. A este valor se denomina " amortiguamiento especifico " o " 
pérdida especifica de energía ", y se ha observado que depende de la amplitud y de la 
velocidad del esfuerzo en el ciclo, y a menudo de la historia de cargas del espécimen. 

En general se acepta que las fuerzas de restitución son proporcionales a la amplitud de la 
vibractón y que las fuerzas disipativas de energía son proporcionales a la velocidad. Cuando 
esto se cumple, la relación de amplitudes positivas entre los ciclos consecutivos es constante, 
y el logantmo natural de esta relación, !'.' , se toma como una medida de la fricción interna. 

Demostremos continuación que ¡_\' es igual a la mitad de la pérdida especifica· de energía 
cuando el amortiguamtento es bajo. De la ftg 1 

!'.' = In ( x. 1 x. ) 

1. El desplazamiento está dado por la ec 16 

Para t = t, x, = 
Para t = t. x, = 

x, 1 X" = 

Profesor del Departamento de Geotecn1a 
•• Jefe del Departamento de Geotecn•a 

ó e· :"' 1• 
o 

ú e. : ... ( 1 •• 2 Jt , c.,> 
o 

e21t. 

Divis•ón de Ingeniería Civil Topogr<if•ca y Geodesica 

( 16 ) 
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¡~ ,.,.,, r/2~ y w .JKIM 

,, ' ,, ~· 

6' In ( ;.... 1 ;.... b ) = 1t e 1 M trJ rrcw/K 

l'or o\r.! J':lrll' 
6 \\' 

w 
. \ ,, 

Pero 

X' 

Sust1tuyendo 

' x, 

óW 
--~ w 

X, + x, x,(x,+x,) 

X ' 

_ 2 In ( : ~ ) = 2 L\' 

2x/ 

Por lo tanto. en vibraciones libres con amortiguamiento pequeño, el amortiguamiem 
especifico S . Por otra parte: en una vibración forzada, para amortiguamiento pequeño la 
forma de la curva desplazamiento - frecuencia es muy aguda, mientras que para 
am·ort¡guamiento grande la curva es mucho mas tendida. Si denominamos t.N a la diferencia 
entre la frecuencia correspondiente a la mitad del " pico" del lado izquierdo, y N a la frecuencia 
de resonancia. el cociente ,\N 1 N es una med1da de la fncción interna, y se puede demostrar 
que 

.\:\'/ ~ ,fi t.' 1 ¡¡ 
,' ¡\' 

En efecto. en una vibración forzada. el desplazamiento esta dado por 

' -
F 
K 1 • 

1 : t -\ . 

•:• = ang tan 

1 " -- , " ) , 

,., . 

!•J. ; 

(IJ 1 es la frecuenc1a circular del s1sterna 

1 1 8 ) 

1 1 9 ) 

w, = .J K 1 M 
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max x = ~ 1 
K 2~ 

·maxx = F 0 1 Cm, 

pero ~=C/2.JK/M 

La mitad del máximo de X vale Fo 1 2 e w, . Por lo tanto, haciendo X= Fo /2 e w, en la ec. 18, 
obtenemos: 

( u 
2 

)' 1--
' (!), '} 

+ ( 2 ~ _g_ )' = 2 e w, 1 K 
{!) 1 

<'~', )' + ( 2 ~ K 
(1) 1 

_g_l' = 
w, 

4e' + w,' 

Pero w, = K 1 M 

< K - M 12' >' + ( e u>' = 4 e' w,' 

Despejemos los valores de 122 de esta ecuación 

( M 1/ )2 + ( e' -2 M K ) U 2 + K2 
- 4 C2 w,' = O 

? o-. = 
- ( c2 - 2MK )± J( C2 - 2KM )

2
-4M2 ( K2 - 4C2w1

2) 

2 1\1 2 

i\1 M 

- c·~r 2 _, o 1 

1\1 
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( if; ~ > c2w 1
2 

. 2 K2 + i K M ( ft -ib) ) 

.f'.cw 1 + . 
~1 

Denominando u, y U3 a las dos raíces de 1l 

n' _ u,' = 2 .J3 e w, 
M 

M 

Como se comentó antes. fiN = u, - 1l, y N = w, , por lo tanto 

fiN = il, - 113 = 
( i2 2 - i2 3 ) ( i2 2 + 123 ) 

N w, w, ( u, + 123 ) 

Para los valores bajos de amortiguamiento n, + º3 
L.\ N 

N 

u' - 12 ' 
-- 3. 

2 (•l, 

.J3c = ---· = 
M w, rr 

Propagación de una onda de cortante en un sólido viscoelástico ( Kolsky 1963) 

Modelo de Vo1ght 

Voight consideró que las componentes de esfuerzo en un sólido son la suma de dos términos: 
el pnmero proporcional a la deformación umtana y el segundo proporcional a la velocidad de la 
deformación unitana En un material isotróp1co y elástico, las ecuaciones que relacionan los 
esfuerzos y las deformaciones serán ahora 

cr, = i. t\ + 2 G t: x + l.' ( dt: x 1 " t) 

., = Gy, + 11 (,Jy,,i; 
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Estas ecuaciones conducen a relaciones similares a aquellas obtenidas para un sólido 
elástico, pero el operador A+ J..' ( il/ il t) toma el lugar de A , y G + 11 ( iJ 1 iJ t ) toma el lugar de 
G. La ecuación para los desplazamientos honzontales es la siguiente: 

( J.. + G ) i)t. + G "\' 2 u 
Jx 

Haciendo las sustituciones antenores 

p- = (A + G) + (A + •1) ,..-- -(J
2
u '[ ' ;¡] at. 

~2 ~ ~ 

En una onda de cortante exclusivamente 

a'u _ G ,..,, ,.., 2 ( au) p-, - '" u + '1 ,. -. 
()t rlt 

+ ( G + na ) V 2 

'1 Jt 

Si consideramos una onda de cortante que se propaga en dirección vert1cal con movimiento de 
particulas en dirección horizontal: 

;)'u 

()z' 

Referencia 

Kolsky, H, Stress Waves in Sohds. Dover. 1963 
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VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO 
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FIGURA 1 
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MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL 

TEMA: ANALISIS ESTRUCTURAL 
(COMPLEMENTO) 

PROFESOR: M. en l. Agustín Deméneghi Colina 



2. ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

Para fines de interacción es convemente utilizar el. método de rigideces del análisis 
estructural, en el que la ecuación general de equilibrio de una estructura está dada 
por 
( Beaufait et a/1970) 

do11dc· 
)S = matriz de rigideces de la estructura 
o = vector de desplazamientos 
Ec = vector de cargas de empotramiento 
E, = vector de cargas concentradas 

( 1 ) 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la suma de las 
matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para 
ilustrar el procedimiento de interacción en tres dimenciones, consideramos una reticula 
de barras horizontales ortogonales entre sí, aun cuando esta técnica se puede hacer 
extensiva a barras inclinadas. 

Sea un sistema ortogonal x-y en un plano honzontal. Veamos primeramente la obtención 
de la matriz de rigidez en dirección y (fig. 1 ). La convención de signos utilizada, en una 
barra horizontal, es la siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario, 
los desplazamientos verticales son positivos si van hacia abjo y los desplazamientos 
horizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig. 1a). Lós momentos flex1onantes 
son posit1vos en sentido horario. las fuerzas cortantes verticales son positivas si van 
hac1a la derecha (fig. 1b). A continuación presentamos la matriz de rigidez y los vectores 
de empotramiento para una barra en estas condiciones (barra m): 

e, e" ''· ;). ii" o, e. o, 

-1[1/L 2EIIL -td:I/L: h!'I/L: (1 o o o o, 
2EIIL ~EIIL -I•EIIL' hE lit.' (1 o o ·o e, 
-I>EI/1. -1,[1/1: l:EIIL' -1 ~ Llil.' (1 (1 (1 o o, 

1\.,.:::;- úEI!L' '•Fifl · -lcEJit.' lcFIIL' o· (1 () o o, 
(1 " (1 11 AE!L -AEJL () () " o" 
() 11 11 11 -AEIL AE/L () o li,. 
11 11 (1 11 (1 ·O Glt/L -Gl!/L o .. 
(1 (1 (1 (1 o o -Gtt/L Glt/L oh 

( 2) 
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Profundidad de 
desplanle ( 1 l 

:: 1 111 

:::_) lll 

Profundidad 
de. 

despl:mle ( 1) K, 

::.tm 7GR, 

:..:_:1111 XGR. 

Tabla A 7.1 ** Valores de K.,K, y K, 

En la zona 11 

K, K, (2) 

IIGR, 7GR,3 

lúGR, IIGR.' 

E 11 la lOna Jll 

Sobre el Sobre pilolcs 
1crrcno de fricción (3) 

6GR\ 7GR'r 

IIGR ', 

K, K' 
' 

Losa ¡cap:lla 

211GR, l2GR, 
29GR, 2liGR, 

K, 

Sobre pilotes de punta 
(4 ) 

6GR' r + 1 

IM3GR',+ 1/K" 

9GR
3
r+ ----7--

I/43GR', + IIK,. 

K, 

12GR.' 

lúGRx 

1. Para profundidades de desplante intermedias entra 1 y 3 m interpólese 
linealmente entre los valores de la tabla. 

2. Para estructuras cimentadas sobre pilotes o pilas en la zona 11 supóngase K, 
infinita. 

3. Si éstos son capaces de resistir por adherencia con el suelo c~rcundante, al 
menos la m1tad del peso bruto de la construcción incluyendo el de sus 
cimientos Cuando tiene menos de esta capacidad, interpólese linealmente 
entre los valores consignados en la tabla. 

4 Kr se calculara ten1endo en cuenta los pilotos de punta que contribuyan al 
resistir el momento de volteo. calculando la ngidez de estos elementos ante 
fuerza axial como si su punta no se desplazara verticalmente. 

•• Tomado de la Gacela Oflc•. del Depa"amenlo <iol D. F .. 5 de noviembre 1987 
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TABLA 3.1 
RELACIÓN DE POISSON ( Zeevaert 1973) 

Tipo de suelo Relación de Poisson 
============================================================== 
Polvo volcánico suelto 
Limos compactos, sedimento eólicos finos. 
Sediementos volcánicos semicompactos. 
Aluviones finos 

Arena, limos compacios, suelos aluviales. 
Sediementos compactos bien graduados 

Arena con grava. Sed1ementos aluviales 
compactos, cementados y b1en graduados 

0.3 

, 0.3 a 0.25 

0.25 

0.25 

Valores aproximados de los módulos de deformación de una arcilla ( módulo Eep 
tomados de Bowles 1968 ): 

Consistencia E.r 
kgicm' kglcm' kglcm' 

Muy blanda 6-45 4-30 2-15 

Blanda 30-60 20-40 10-20 

Med1a 60-1211 40-80 20-45 
Fim1c 1 00-1 XII 70-120 40-70 
Dura 150-2511 100-170 60-100 

En la arcilla de la ciudad de Méx1co. los modules tiene los siguientes valores apropiados: 
E. = 50 kg/cm2

, E.P = 35 kg/cm2 y E., = 20 kg/cm2 
. 

Se observa experimentalmente que, con los suelos friccionantes, el módulo Eep varia en 
función de confinamiento, de acuerdo con la siguiente expresión. 

E.=KP.os ( 3.5) 

En la tabla 3.2 se presentan valores aproximados del coeficiente K, en función de la 
capac1dad de un suelo friccionante 
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TABLA 3.2 
VALORES .-\I'ROXIMAOOS DEL COEFICIENTE '"K .. (ce 3.5) 

Estado 

Muy suelto 
Suelto 
l\lcdianamcntc 

compacto 
Compacto 
1\luy compacto 

_._.., 

EN SUELOS FRICCIONANTES 

Densidad N q, K 
rclati' a o no ( tlm' )0

' 

k g/ cm' 

< 0.2 <4 < 20 < 350 
0.2-0 .j .J-1 o 20--10 350-600 

O..J-01' 10-:10 40-120 600-1700 
O.ó-(I.X :10-5(1 120--100 1700-2500 
>O. X >50 > 400 > 2500 

EJEMPLOS DE INTERACCIÓN ESTÁTICA 
SUELO-ESTRUCTURA 

l ,,, t 
' ' l/111 O.MO 

-~ 
r.. -./"' 

0.20 

O M m 

f.6 l1t 

K 
' o' ( kg/cm·) · 

< 110 
1 10-1 '10 

1 '10-540 
540-7'10 
> 7'10 

t 0.30 
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le= 1112 0.30 ( l. O)'+ 1/3 ( 2.0 )( 0.2 )3 = 0.025 + 0.0053 

le= 0.0303 m' 

E= 8000 = 1.130.000 Vm' 

El = 34.280 t ni' 

P' -_,-

-6427.5 
1606.88 

-160!>.88 

-ú427 .5 
1 f>Oú.XX 

-1 601> XX 

-1 1,(11, XX 

.~:1~ 7~ 

-lhOú)(X 

Ó; 

(>427 .5 
-1606.88 

1606.88 

¡¡, 

r.427.5l e, 
-1(>06.88 li: 

lh06 XX li .• , 

¡:,, 

(1 ;:., 

-ih(~•XX li, 
lh!N• XX /i, , 

-74 • OX7'r· • 1 l~)r· ~ 0, 

·5.55 _.. 1 .:x 121, • 0.21 XXr: > 61 

-ll ~.; • CI71XXr; • 1 7XI~r: J ó, 

( 
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¡¡, f -5.55 + 1.2X 12r1 .._ 0.21 xxr, 

f' = -18.5-+ 0.71XXr 1 + 3.5624r, + 0.7188r.1 ¡¡ ' 
¡¡ s, L -5.55 + 0.21 xxr, + l. 7X 12r .. 

K/i + P' + P' = O 

Por s•mctrio /i 1 = /i, . r1 = r, 

ló06 XX /iS 1 - IM16 RX oS,- 5.55 + 1.2XI2r1 + 0.2188r,- 35 =O ( 1) 

-1606 XX 6 1 + 3213.75 ii:- 1606.88 /i, 

-18.5 + 0.7188r 1 + 3.562~r: + 0.718Xr,- 50= O ( 2) 

-:1213.75 ¡;, -+ 321:1.75 <'•: + 1.~376r, + 3.5624r,- 68.5 =o ( n 

b) Teorema de cimentación 

"' 

1 1 • ! 

11 , 1 =O ~X7X 1"' = o.ooon21 

1,, = 0.9757 

1. 11 = 0.000007X.J 1 .. , = 0.0007821 

1,, = 0.2<16~ 1,, = 0.02385 

1,, = 0.5927 
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,,, = 0.0004415 lm = 0.02385 

PUNTO, ESTRATO, CARGA, VALOR DE INFLUENCIA 

0.04878484 
1 2 7.820726E-04 
1 3 7.838011E-06 

2 0.2963525 
2 2 2.385181 E-02 
2 3 4.414916E-04 

2 7.368624E-04 
2 2 0.9756968 
2 3 7.368624E-04 
2 2 1 2. !62087E-02 
2 2 2 0.592705 
2 2 3 2.162087E-02 
3 1 1 7.838011E-06 
3 2 7.820726E-04 
3 1 3 0.4878484 
3 2 1 4.414916E-04 
3 2 2 2.385181E-02 
3 2 3 0.2963525 

111, = 0.000007838 \ 

1,, = 0.0007368 

1.11 , = 0.4878 

1"' = 0.02429 

1,,, = 0.02162 

1.,, = 0.2964 

01 = L 1\1,., 11, L 1.,1 1\ ¡, 1 a~ 
1 1 l 1 

= L M,.,JIJ( loJ• r,/1 la, -t 1,., r, 1, la:+ I1J, r1 11 /a3 ) 
J 1 

=Mz"H' (1"' r,/,ia, "1 11 : r,i,ia,+1 1u r,/3 /a,) 
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ii2 =1\h01 H1 (1211 r1 / 1/a 1 +1,, r2 12 /a2 +1,, r3 1_1 ·/a3 ) 

+ M= Hz ( 1"1 r111 ia 1 + 1::: r, 1, 1 a, + 1,, r3 13 1 a3 ) 

ii 1 = 0.002 (O 8) ( 04R78. (2) r1 /4 + 0.0007821 . (4) r, 1 R + 0.0007899 (2) r, 14) 

+().(JO 1 X ( l (, ) ( 0.2<1ú4 . (2) r1 1 4 + 0.02385 . (4) r, 1 8 + 0.0242Y (2) 1, /4 ) 

li 1 = 0.0008171 r1 + 11.0000~497 r: + 0.00003561 r3 

ii: = 0.002 ( O.R ) (O 00073(•8. (2) r1 /4 + 0.9757 (4) r, 18 + 0.00073(•X. (2) r, 14) 

+lUlO IX ( 1.6)( 11.02162. (2) r1 14 + 0.5927. (4) r, 1 R + 0.02162 . (2) r, 14) 

ii, = o.oooo:; 172 r1 ·•· o oo 1634 r, + 0.00003172 r, 

ii, = 0.0008527 r 1 .; O 00003447 r, 

ii2 =0.0000h344 r1 -+ 0001634 r: 

Sust. en las ccuacroncs 1 ' 2 

1606 8X (O 0008527 r, + 0.00003497 r,) 

-160(,_XX ( o.oooor,:;.¡.¡ r1 • 0.001 r,:;.¡ r, ) 

2.54"5 r 1 - 2.350~> 1 ·- -lll.55 = 11 ( , .. ) 

-321:>.75 ( IIIIOOX.<271 1 " ll.ll01J034'17 r:) 

+ 3213.75 ( IJ OOilllh_~.¡.¡ r, • 1111111 (,~.¡ r, ) 

-1 ll'IX'I r 1 " X 7111 ~ 1:- (,X 5 ~ 11 ( 2 '") 

De 1"": 1] = 2-~'"'' 1- ·t 40 ':' 
2 :'4l.l5 
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8 
Susl en 2 .. -l.OIJ2r, -17.4781 +8.7013r,-68.5=0 

r, = 11.1 ~33 llm. r1 = 226.215'1 thn 

&1 = 0.02274 m. o,= 0.01994 m 

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES 

1 8.41'1 154E-04 
2 1.084323E-05 
3 1.3X0348E-07 

2 1 I.OOX317E-05 
2 2 1.683831 E-03 
2 3 L00~:;¡7E-05 

.'1 1.38U348E-07 
3 2 1.084323E-05 
3 ~ ~.419 154E-04 

MÉTODO ITERATIVO ( CON K vi ) 

KS+P.+P' =0. 

-5 55 "' _r·· = -18 5 n: 
-~'55 0: 

Sean= r: = r, = )ll + 711 • .' 7 (X)/ X =IX 7tltn 

li 1 = 0.01 fi5l!X rn. ;,_. =0113174/m 
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Kv2 = Qv2 102 = 18 7 (4) 1 O 031741 = 2356.57 t/m 

1606.88 Ó1 - 1606 88 Ó: •· (-555) + 2253.28 Kv, Ó1 - 35 =O 

-1606 8881 + 3213 75 0,- 160h XXó,- IX.S + 2356.57 Kv,ó,- 50= O 

-3213.768,+3213.760, +2KI·,o,-81.1-68.5+ 

+Kv, ( 1606 88 + K1· 1 ) ó1 - 40.·55 1 1606.88 =O 

2 Kv, S 1 - 149 6 .¡ Kv, 1 1(•0(•.88 ( 1606.88 ó, +Kv, 81 -40.55) =O 

4506.56 8 1 - 14Y.6 + 235C• 57 01 + 330~ 5581 -594686 =O 

0, = 0.02~ 1 (,( 111 

,, = n li>(•IJ lim. 1: ~ 1~ 23~3 t/m 

Suelo 

K1· 1 = 22XX 11 1•111. K,,= 3202.58 t/m 

Estructura 

~.>71>.(1 (),- 1·1<>" · 2:Hic.5X Ú: • J27X.5'1 li,- 58.10(,2 =O 

;;1 "".! () 020-l...Jll 111 

" ~ () 02~3.'1 111 

r: ~ 2.~ ~ 11 .;7 lim. r. 1~.0060 t/m 
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ANÁLISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINÁMICAS 

1. INTRODUCCIÓN 

Agustín Deménegui Colín 
Facultad de Ingeniería, U.N.A.M. 

Durante la ocurrencia de un sismo. un edificio cimentado sobre pilotes se ve sujeto a una serie 
de efectos ocasionados por el movimiento telúrico. Entre las principales acciones se cuentan el 
momento de volteo y la fuerza horizontal sobre la estructura, ambos debidos al efecto dinámico 
del fenómeno. fig. 1. 

La determinación del momento de volteo Mr y la fuerza horizontal Vr sísmicos se puede efectuar 
por el análisis estático o por el análisis dinámico, tratados con amplitud en la literatura del diseño 
estructural. 

Zeevaert {1973) presenta un método para la obtención de las solicitaciones Mr y Vr. que tiene la 
ventaja de que toma en cuenta en forma integral el efecto del subsuelo y el de la estructura. 
Este procedimiento se lleva acabo en condiciones dinámicas, lo cual es otra ventaja adicional 
del mismo. 

Desde luego, es claro que los análisis dinámicos son recomendables sobre los análisis 
estáticos. dado que presentan de una manera más realista el fenómeno, aun cuando su 
aplicación en la práctica resulta en ocasiones laboriosa. Por otro lado, los análisis estáticos, aun 
cuando son de menor precisión, son de manejo más simplificado. 

El momento de volteo M r ocasiona un incremento de carga en los pilotes de un extremo de la 
cimentación y un decremento de carga en el otro extremo. En ocasiones, se valúa este· 
incremento (positrvo y negatrvo) por medio de la fórmula de la escuadría. 

La fuerza l10rrzontal V r provoca un desplazamiento horizontal de .la estructura con respecto al 
subsuelo y genera en cada pilote fuerzas cortantes y momentos flexionantes a lo largo de toda 
la preza 

En este trabaJO sólo estudrarernos el efecto de la fuerza cortante Vr. En los siguientes incisos 
comentaremos sobre los desplazamientos relativos entre pilote y suelo, lo que ocasiona una 
reaccrón repartrtla a lo largo de totlo el pilote. En el inciso 3 trataremos sobre las propiedades 
tlel suelo que es necesario conocer. las cuales deberán ser obviamente dinámicas. En el inciso 
<1 presentaremos UP métotlo para determinar las reacciones del subsuelo provocadas por la 
ncción tle un fuerz<t cortante en la cabeza del pilote: conociendo estas reacciones se pueden 
deterrnrnar los desplazamientos relatrvos entre pilote y suelo, y obtener los diagramas de 
momento flexronante y fuerza cortante. a lo largo de todo el pilote·. con lo cual se puede efectuar 
el diseno estructural del mrsrno. En la parte final de este articulo presentaremos las 
conclusiones derivadas de este estudro. 
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2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DEL SUELO Y PILOTE. 

Como indicarnos anteriormente, la fuerza sísmica horizontal VT ocasiona en la cabeza de un··' 
pilote una fuerza cortante que se puede valuar dividiendo la fuerza total VT entre el número total 
de pilotes. De esta manera, se obtiene la fuerza cortante en la cabeza de un pilote in.dividual. 
que denominaremos Vn (fig. 2). · 

Debido al sismo se presenta un movimiento horizontal del suelo con respecto a un plano de 
referencia A - A' , denominaremos lip (fig. 3a); este desplazamiento se puede determinar 
utilizando el método propuesto por Zeevaert (1973). Por efecto de la' fuerza cortante VN. el pilote 
expe.rirnenta un desplazamiento horizontal úp, con respecto al mismo plano de referencia A - A' 
{fig. 3a). En esta condiciones, se presenta entre el suelo y el pilote un desplazamiento relativo."i5 

- iir = li, tal como se indica en la figura 3a (Zeevaert 1973), el cual ocasiona una reacción 
repartida del suelo del suelo sobre el pilote (fig. 3b). 

El desplazamiento horizontal relativo entre suelo u pilote depende de la magnitud de la fuerza 
cortante en la cabeza de la pieza VN, de la rig1dez del pilote y de la rigidez del suelo. 

La valuación de Vn la comentamos anteriormente. La rigidez del pilote está dada por el producto 
E 1, siendo E el módulo de elasticidad del material que forma el pilote y que para el caso de 

pilotes de concreto se puede obtener como E.= 1 0000,/f;, en kg. 1 cm 2
• Siendo f 'e la 

resistencia en compresión no confinada del decreto a los 2 O días de fabricado, en kg 1 cm2
. 1 es , 

el momento de inercia de la sección de un pilote, supuesto de tipo prismático o cilíndrico, e~ ·· 
decir. de sección constante en toda su longitud. 

La rigidez del suelo debe valuarse en condiciones dinámica. Sabemos que la deformación de un 
estrato de suelo de espesor y está dada por . 

¡; = M eL\ ----------------(1 
' ' 

Siendo: 

M¡:= módulo longilud1nal de deformación del suelo 

•\. =esfuerzo promedio aplicado a la mitad del estrato. 

Desde luego. el módulo M, debe ser el módulo longitudinal dinámico de deformación, el cual 
está Telacionado con el módulo cortante de rigidez G de acuerdo con la siguiente expresión : 

M, = 2{ 1 + v)·----------(Z 
G 

en donde v = módulo de Poisson 
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Para el caso de suelos finos saturados sujetos a una solicitación dinámica ( lo que ocurre en un 
sismo ), se puede considerar 
v = 0.5, alcanzando Mv el valor: 

M = 
V 

1 
- -----------( 3 ) 
3G 

En términos generales, en dinámica de suelos ha resultado de mayor facilidad la determinación 
en la práctica del módulo cortante G, para después emplear las E cs. 2 ó 3 para valuar el módulo 
longitudrnal Mv. 

En el siguiente inciso veremos la forma de obtener el valor del módulo cortante G en 
condicionales dinámicas. 

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO 

Para fines de análisis de pilotes sujetos a cargas laterales por sismo, interesa conocer 
principalmente dos propiedades del suelo; el módulo cortante de rigidez G y la relación de 
Porsson v. 

En general. el módulo cortante G se puede determinar en el campo y en el laboratorio. 
Dentro de las pruebas de campo se pueden mencionar el ensaye geofísico, la prueba del 
vibrador de superficie y un cierto tipo de prueba de placa de carga y descarga. Parece ser que la 
principal limitación de estas pruebas es el rango de las deformaciones que se alcanzan, ya que 
se hace necesario que se llegue a deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a 0.01 % en el 
campo (intervalo usual de deformaciones ocasionadas por el sismo) ( Wilson 1972 ). 

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial cíclica, la prueba de corte cíclico y 
la prueba de la columna de torsión. Aparentemente. esta última es el ensaye más realista para 
la determmación de G, aunque es de dificil ejecución ( Wilson 1972 ). 

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial cíclica, la prueba de corte cíclico y 
la prueba de corte columna de torsión. Aparentemente. esta última es el ensaye más realista 
para la delermrnación de G. aun4ue es de dificil ejecución ( Wilson 1972 ). 

La determinación del módulo G por medio del péndulo de torsión ha dado buenos resultados en 
la práctica de la ingeniería. Esta prueba consrste en hacer una pequeña modificación a la 
cámara triaxial convencional. la cual se emplea para someter una muestra de suelo a diferentes 
esfuerzos de confinamiento. Al espécimen de suelo se le da una pequeña torsión ( en un plano 
honzontal ). permitiendo que el srstema vibre libremente, moviendo debido a la respuesta 
elástrca de los elementos del suelo De esta manera se puede hallar el módulo de cortante G 
( Zeevaert 1973 ) 

Los resultados de pruebas con el péndulo de torsión indican que G aumenta con el 
confinamiento. tanto en suelos cohesivos como en suelos no cohesivos; en estos materiales 
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parece necesario determinar la variación causada por la amplitud usada en las pruebas y por ' 
método de aplicación del esfuerzo de confmamiento ( Zeevaert 1973 ). 

Por lo que respecta al módulo de Poisson v, se puede emplear un valor de 0.25 para materiales 
granulares parcialmente saturados y un valor de 0.42 a 0.45 como limite para suelos 
cohesivos no consolidados ( Zeevaert 1973 ). 

4. ANÁLISIS DE PILOTES SUJETOS A CARGAS LATERALES 

La determinación de la propiedades drnamicas de un suelo es de gran importancra pa·r'valuar los 
efectos de un sismo sobre un pilote. De igual importancia es la posibilidad de poder manejar los 
datos de propiedades mecánicas para efectuar el análisis de los pilotes. De otra manera. ¿ de 
qué sirve obtener las propiedades dinámicas de un suelo con gran precisión - suponiendo que 
logremos esto - si después no sabremos cómo utilizarlas y conocer el efecto que tienen sobre 
un pilote?. 

En este inciso trataremos la manera de llevar a cabo el análisis de un pilote su¡eto a una carga 
lateral, que puede ser debida a un sismo. Como comentamos en el Inciso 2. al ser cargado un 
pilote con una fuerza horizontal Vn en su cabeza. se produce una reacción del suelo por el 
desplazamiento relativo ¡¡ entre el suelo y pilote ( Fig. 3 ). Nos interesa conocer la distribución de 
esta reacción para valuar el diagrama de momento nexionante y el diagrama de fuerza cortante 
en el pilote. 

El diagrama de presión de suelo sobre pilote esta limitado por una linea continua ( Fig. 3b ). 
/' 

pero para fines de analisrs lo podemos sustituir por cargas repartidas en tramos de longitud· d, , 
( Fig 4a ). es obvio que a mayor precrsión que se desee se tendrá que disminuir la longitud" d • 
de tramo y aumentar el número • n • de tramos 

En la fig. 4b se muestra la elasllca del pilote. causante de la reacción del suelo. La posición 
ongrnal se refrere a la posición de desplazamrento relativo nulo entre pilote y terreno. 

La fig 4b muestra las propredades dmanucas del suelo en cada uno de los tramos, a saber del 
módulo cortante de rigidez G y la Relacrón de Porsson v. 

El procedimrento que se propone para el anahsrs de la interacción suelo - pilote consiste en 
términos generales en lo sryuoente mane¡ar las reacciones r, del suelo ( Frg. 4a ) como 
incógnitas y mediante el anahsrs estructural del prlote hallar los desplazamientos del suelo ó, 
( Fig 4b ) en función de las reaccrones. con esto obtenemos un sistema de ecuaciones en el 
tenemos como incógnitas los desplazamrentos del suelo l>1 y las reacciones r, . A continuación 
determinamos los desplazarnoentos ;;, en función de las reacciones r, mediante el cálculo de 
deformaciones en el suelo. obtenoendo otro srstema de ecuaciones en el que los 
desplazamrentos ;;, quedan en función de las reacciones r, . Sustituyendo este último sistema en 
el obtenido con la aplicación del anahsrs estructural quedan únicamente como incógnitas las 
reacciones r, : resolvemos el srstema y hallamos las r, . Como tenemos losú, en función de las r, , 
, también podremos obtenerlos De manera. al hnal de la aplicación de este procedimiento se 
conocen los desplazamientos;;, y las reaccrones r, ( Deméneghi 1979 ) 
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Vemos el desarrollo al detalle de lo expuesto en el párrafo anterior. Empezaremos con el 
análisis estructural del pilote, continuaremos con el cálculo de las deformaciones del suelo y 
terminaremos con el establecimiento de la compatibilidad de desplazamientos. 

4.1 Análisis estructural del pilote 

El análisis estructural se puede realizar utilizando el método de la viga conjugada para todo el 
pilote (Flores Ojeda 1980 ). 

En nuestro caso. nos interesa determinar los desplazamientos ó; del pilote en función de las 
reacciones r, y de la rigidez de la pieza ( Fig. 4 ). Nos conviene trabajar con una sola reacción r; 
y después tomar en cuenta el efecto de todas las r;. En la Fig. 5a se muestra el rntervalo de 
pilote del nudo 1 al nudo j; en una posición intermedia se encuentra la reacción r1• En la Fig. 5b 
está indicada la viga conjugada para esta condición de carga, en la cual: 

A' = 
2 

rd 2 1 1--
1 . ..! -'- = -- r - ci 71-
1' 2EI El '2 ' 1' 

--~ A' = 2 1 .. ~tJ! :-: ~ r _! d 1 2 
3 2 1' El El ' 2 "' 

Designemos corno. 

A= 1 d3 
' 6 ' 

1 7 B¡, = - d, 1,, 
2 

1 2 
CJI = 

2 
dl ljl 

Por lo tanto. 

:r ( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

A" r, . A' r, B · ' 1
' C 

1 -· El Ar , 2 - Ei r• , A3 - El 1' 

1 on remos momentos en la vi ya conjugada con respecto al nudo j : 

,, 

;· 
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Es decir 

1 f 1 B1;1i, -Ci;11;} o·111 -o'i·1 ,,'i1·+-r.(A(1 +-d)+--+-- =0 
El 1 1 

JI 4 1 2 3 

Hagamos: 0 1, ~ A;(1¡, 1 

Por lo tanto: 

1 B¡, 11, C¡; 11, --d) 1 -- + --
4 ' 2 3 

1 o·111 
-- 0·1 1 ;;·

1 
1---r. o-= o 

El' 1' 

( 7 ) 

De manera análoga, para una reacción colocada en el tramo j : 

Para todas las reacciones r, en el intervalo 1- j: 

1 
+---A-dr.=O 

64EI 1 1 1 

en donde o, es el giro en el nudo-1 debido a la totalidad de las reacciones. 

Multiplicando ambos miembros de esta última ecuación por E 1: 

1 1 

Elii,1, - El.>, ' El.>, 1 I DI' r, 
i- 1 

1 
1 -- A

1 
d

1 
r
1 

= O 
64 

Para la reacción r, . 11 =O y 11, = 1¡- d 1 ( 9) 

Para el resto d las reacciones r, · 

1 
d, 

1' = 1, - ( 1, + 2 ) 

2 .- i . 11 

( 8 ) 

En forma Similar otJtenemos para el nudo n lo s1guiente: 

i = 1 

( 10) 
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n-1 

E lln O, -E 181 +E llin + I 0 0¡ r, + ¡Andn rn =O ( 11) 
. i= 1 

j = n 

La condición de equilibrio de fuerzas en toda la viga conjugada permite establecer la siguiente 
expresión· 

n 

_2_ "'\' f"·+B+C·}r+8 1 -e =0 El¿r· JI JI 1 n 

i=1 

Pero 00 = O, dado que consideramos que el pilote está empotrado el) su cabeza, por lo tanto: 

n 

El o, + I {A1 + B11 + c1,} r, = o ( 12 ) 

j = n 

En el pilote debe haber equilibrio de fuerzas 

( 13 ) 

Cabe aclarar que las expresiones 8. 11, 12 y 13 son válidas para pilotes de tipo prismático o 
cilindnco. es decir, para pilotes de sección constante en toda su longitud. También recordamos 
que se considera que el pilote está empotrado en su cabeza ( nudo n ). 

En resumen, para el análisis estructural del pilote empleamos las Ecs. 8, 11, 12 y 13, con lo que 
tenemos como incógnitas el giro en el nudo 1. 0 1 , los desplazamientos o, y las reacciones r1 . Lo 
que falta ahora es obtener los li, en función de las r, con un análisis de deformaciones del suelo, 
lo cual efectuará en el siguiente 1nciso. 

4.2 Deformaciones del suelo 

Como se comento en el inciso 3. en el campo o laboratorio se obtienen el módulo cortante G y el 
de Poisson ,. Empleando la Ec. 2 podemos conocer el módulo longitudinal de deformación Mv . 

hallemos ahora las deformacoones del suelo en función de las reacciones: la deformación del, 
·cuadro .. i. j debida a una reacción aplicada en k valdrá 

"'-,,k = Mv,1 e1 ( t\ T ),1 k 

en donde: 

"'-,, k = deformac1ones del· cuadro· i, j debida a una reacción colocada en k 
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Mv,1 = módulo longitudinal de deformación del cuadro i, j 

e¡ = espesor del ··estrato vertical ·· j 

( t. T ),1 k = incremento de esfuerzo normal horizontal en el cuadro i, ,j debido a la presión 
r• 1 b en el contacto pilote- suelo 

b = ancho ( o diámetro ) del pilote 

Pero: 

s1endo 

1,1• = valor de influencia en el cuadro i,j debido a una presión unitaria colocada en k. 

El valor de 1;1• se puede determinar calculando el esfuerzo que ocasiona una presión unitaria 
colocada en el tramo k sobre el cuadro i, j ( Zeevaert 1973 ). 

Con lo anterior. la deformación del cuadro i. j debida a todas las reacciones r. será:. 

1 n 

6,1 = b Mv;1 e1 L t,1k rk 
k=1 

El desplazamiento horizontal del nudo i valdrá 
p 

ii, =¿o;, 
¡o 1 

siendo: p = número de ·estratos verticales ··del subsuelo 

Por tanto: 

( 14 ) 

En esta ecuacoón, los desplazamoentos l't, del suelo quedan en función de las reacciones r• . 

4.3 Compatibilidad de desplazamientos 

En las expresoones obtenidas del anáhsos estructural del pilote ( Ecs. 8 y 11) aparecen como 
oncógnitas los desplazamientos ú, de la poeza. Estos desplazamientos deben ser iguales a los 

277. 



obtenidos con la Ec. 14, para que haya compatibilidad entre desplazamientos del pilote y 
desplazamientos del suelo. Por lo tanto, hay que sustituir los valores hallados con la Ec. 14 en 
las E cs. 8 y 11; de esta manera, desaparecen como incógnitas los desplazamientoso, y quedan 
por determinar solamente el giro en el nudo 1, 01 , y las reacciones r1 • 

La Ec 8 se aphca a los nudos 2 a n-1; contamos además con las E cs. 11, 12 y 13; por 
consiguiente dtsponemos de n+ 1 ecuaciones, número igual al de valores desconocidos. por lo 
que resolviendo el sistema de ecuaciones establecido conocemos el giro 01 y las reacciones r, . 
Sustituyendo estos valores en la Ec 14 determinamos los desplazamientos ó1 del suelo ( y del 
pilote ). 

El problema ha quedado resuelto. pues obtenemos los valores de interés práctico para el 
ingeniero: el giro en el extremo libre del pilote ( 01 ), las reacciones del suelo r, y los 
desplazamtentos honzontales relativos del pilote con respecto al suelo 81• Con las r, podemos 
obtener el dtagrama de fuerza cortante en el pilote, con lo que podemos diseñarlo 
estructuralmente. 

5. CONCLUSIONES 

a) Se ha presentado un procedimiento para el análisis del pilote en un suelo estratificado, 
su¡eto a cargas laterales. las cuales pueden ser debidas a un sismo. 

b) El método tiene la ventaja de que es relativamente sencillo de aplicar: el análisis 
estructural se efectúa utilizando úntcamente el método de ·la· viga con¡ugada. 

e) La detern11nación de los desplazamientos relativos entre suelo y pilote, tomando en 
cuenta la rigidez de la pieza estructural. se lleva a cabo considerando la influencia·de las 
reacciones del suelo en cualqUier punto de la masa, mediante el concepto de valores de 
'mttuencia propuestos por Zeevaert ( 1973 ). 

d) Estableciendo la cornpahlJilidad de deformaciOnes del pilote y deformaciones del suelo, 
se puede resolver el problema sin recurrir a iteraciones. 

e) Lo anterior se consiyue empleando las Ecs 4 a 13 en la estructura y la Ec. 14 en el 
suelo Estas expresiones quedan en forma de algoritmos y pueden ser programadas 
para que genere y resuelva una computadora electrónica. 

f) La prectsoón del método se aumenta Incrementando el número n y disminuyendo la 
longitud el de tos lr<~mos 

y) desde luego. la apruxrmacoon del <~nalisis depende de los datos con tos que sea 
alimentado En este senlodo. la determnl<~ción de las propiedades dtnámtcas del suelo en 
el campo o en el laboratono es de gran importancia. 

11) Resulta conveniente la instrumentación en el campo de pilotes sujetos a cargas laterales, 
asi como el uso de modelos en el lalJoratono, para calibrar los métodos de análisis y 
d1sei10 que se emplean 

278 



i) La principal aplicación del análisis de pilotes su¡etos a cargas laterales estriba 
determinación del desplazamiento relativo entre suelo y pilote y en la obtenciór. .:1 
dragrama de reacción del suelo sobre el pilote. Con este último resultado se pueden 
calcular el diagrama de fuerza cortante y el diagrama de momento flexronante, y a partrr 
de estos poder efectuar el diseño estructural del pilote. 

j) Cabe aclarar que el procedimiento es válido para pilotes de sección constante en toda su 
longitud. En el caso de que estos miembros sean de sección vanable. se pueden 
desarrollar ecuaciones semejantes a las de aqui presentadas. tomando en cuenta la 
variación de E 1 a lo largo del pilote. 

RECONOCIMIENTO . 

Una buena parte de los conceptos tratados en Jos incisos 1 a 3 de este trabajo se deben a Jos 
conocimientos adquiridos en la excelente clase de Cimentaciones en la Drvrsiun de Estudios de 
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l. INTRODUCCIÓN 

El programa SAP90 es un programa de propósito general de elementos finitos y representa 
el trabajo de investigación realizado en la Universidad de California en Berkeley por el Prof. 
Edward Wilson durante los pasados 25 años. 

El desarrollo del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual 
garantiza su portabilidad desde el nivel de computadoras personales a grandes super 
computadoras. 

Esta versión del programa es una versaon estudiantil y está diseñada para trabajar en 
ambiente MS-DOS. La capacidad máxima del problema a resolver está restringida a 100 
juntas. La versión comercial está diseñada para resolver problemas mas grandes. Todas las 
operaciones numéricas son ejecutadas en doble precisión. 

El programa tiene opciones de realizar análisis estático y dinámico, las cuales. pueden ser 
activadas al mismo tiempo en la misma ejecución. Las combinaciones de carga pueden 
incluir resultados de ambos análisis. 

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opcaon de 
generación de juntas y elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar 
gráficos de la estructura no deformada y deformada para la verificación de los datos 
geométricos y para el estudio del comportamiento estructural del sistema. 

La librería de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME 
tridimensional, prismático o no prismático un elemento SHELL tridimensional, un elemento 
ASOLID bidimensional y un .elemento SOLIO tridimensional. Los elementos viga y 
armadura bidimensionales. membrana. flexión de placas, axisimetrico y de esfuerzo plano 
están disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de 
geometría y de carga asociadas con los elementos están incorporadas en el programa. Un 
elemento de frontera en la forma de resortes en los apoyos también está incluido. 

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo además 
de las cargas nodales usuales en forma de fuerzas o desplazamientos especificados. La carga 
dinámica puede ser de la forma de aceleración de base, espectro de respuesta o cargas o 
aceleraciones variables con el tiempo 
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II.- REQUERIJ\.flENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDIMIENTOS PARA 
EJECUTAR EL PROGRAMA 

A • Instalación, configuración y pruebas 

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se 
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemático y disco 
duro. La versión PLUS del programa requiere una computadora con un procesador 
80386, un coprocesador matemático 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por 
supuesto disco duro. Además se requiere de una impresora para utilizar los programas de 
graficación. 

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y una 
base de datos para secciones de acero. 

Se recomienda que antes de realizar la instalación de los programas en la computadora, se 
respalden los discos originales y se trabaje con la copia. 

La instalación del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de 
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base .de datos 
para secciones de acero con los nombres: 

AISC.MET 
AISC.DAT 

Estos archivos contienen información en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas 
respectivamente. Para hacer uso de la base de datos se selecciona uno de los dos 
archivos. dependiendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado: 

AISC.DAT 

Este es el archivo que consulta internamente el programa para utilizar la base de datos. 

Existe además un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un 
nombre dentro del programa que se imprimirá como parte de la portada en las salidas de 
resultados, así mismo se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora que se 
utilizaran y especificar los programas de graficación. 

Respecto a la configuración del sistema, SAP90 requiere que el archivo CONFIG.SYS 
tenga la especificación FILES= 15 o mas 

Para realizar la verificación del programa, se recomienda ejecutar algunos de los 
ejemplos de prueba con su solución que se anexan en los discos originales. 



El programa SAP90 podemos encontrarlo en dos versiones: 

• Versión estudiantil. No requiere dispositivo de seguridad para su uso, por lo que está 
limitada a estructuras que requieren menos de 100 nudos para la generación de su 
geometría. 

• Versión profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar, 
el cual se coloca en la entrada para impresora del CPU. 

B . Preparación de un archivo para SAP90 

Para realizar el análisis de una estructura con SAP90, es necesario tener un pleno 
conocimiento de las hipótesis del programa, lo cual nos permitirá modelar de manera 
adecuada nuestro problema real. 

La preparación del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras 
distintas : 

• Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS. 
• Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows 

El archivo de datos puede tener cualquier nombre válido en MSDOS pero sin extensión, 
como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el análisis 
de diversas estructuras. 

C . Fjecución del programa SAP90 

Supongamos que tenemos creado el archivo para analizar una estructura. Para ejecutar el 
programa tenemos que estar en el directorio de u:abajo o que el programa a ejecutarse se 
encuentre en el PA TH o ruta de la computadora. 

La corrida de computadora del programa se realiza en dos fases: 

• Fase de revisión de datos 
• Fase de solución 

Para la fase de revisión de datos tecleamos : 

C:\ > SAI'90 < enter > 
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Después de esta instrucción aparece una pantalla con el nombre y algunos datos propios 
del programa. 

Antes de introducir el archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerá un 
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea 
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el análisis de la información 
contenida en dicho archivo. En esta fase de revisión aparecerán una serie de mensajes 
que indican el avance en la revisión de los módulos de datos que contiene el archivo. Los 
datos de los módulos son leídos y analizados para verificar que cumplen con los formatos 
establecidos y se crea un archivo de salida ASCII llamado con el mismo nombre del 
archivo original, pero con extensión .SAP. p ejem. FJERCICIO.SAP. Este archivo es 
una copia de los datos introducidos al programa y los almacena en forma tabular, lo cual 
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar 
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecución del programa. 

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de 
solución, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una serie de programas 
que se ejecutarán en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la 
estructura que se analiza. De igual manera que en la fase de revisión, después de teclear 
el comando: 

C:\ > GO < enter > 

aparecerán una serie de mensaje que indican el grado de avance de la solución. 

D . Como guardar la imagen de la pantalla 

Cuando se realizan análisis de estructuras complejas, el tiempo de computadora puede ser 
considerable, por lo que resultaría impráctico estar frente al monitor para observar si se 
envía algún mensaje en pantalla. Para evitar esto se recomienda activar el modo de 
impresión de pantalla tecleando las siguientes teclas : 

Ct rl + J>rtSc 

De esta manera cualquier mensaje en pantalla, se enviará a la impresora . 
• 

E • Limpieza del disco duro 



Después de una corrida de computadora con SAP90 se crean una serie de archivos 
auxiliares en la solución que consumen gran canúdad de memoria. Estos archivos se 
uúlizan principalmente para graficación de resultados. Una vez que se ha terminado con 
el análisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro, 
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automáúca esos archivos que no 
necesitamos. Estos comandos de describen a conúnuación : 

• JUNK. 

' Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos 
de resultados ( ASCII ) y aquellos archivos intermedios requeridos para graficación 

• EATOUT 

Borra los archivos de resultados ( ASCII ) 

• EAT 

Borra los archivos intermedios para graficación dejando el archivo de datos y los de 
resultados ( ASCII ) 

"'' '· F . Utilización de los programas interactivos para gralicación 

El programa SAP90 tiene un programa para graficación de datos de entrada y resultados 
llamado SAPLOT. 

SAPLOT puede utilizarse después de la primera etapa de ejecución, es decir, para revisar 
gráficamente los datos de entrada o después de la solución para dibujar configuraciones 
deformadas, modos de vibrar y fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, entre 
otros. 
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m. TERMINOLOGÍA DE SAP90 

La preparación de los datos para un problema de análisis estructural envuelve básicamt .. _ 
los pasos siguientes: 

1' Descripción de la geometría de la estructura. 
2. Descripción de las propiedades de materiales y secciones de los miembros. 
3. Definición de las condiciones de carga estáticas y/o dinámicas para las cuales se va a 

analizar la estructura. 

A. Juntas y Elementos. 

La geometría básica de la estructura se establece colocando juntas (o nodos) y miembros 
sobre la misma. Cada junta posee un número de identificación único y se ubica en el espacio 
por medio de coordenadas asociadas a un sistema de coordenadas globales tridimensionales. 

La geometría estructural se completa conectando las juntas predefinidas con elementos 
'estructurales que son de un tipo específico: viga, armadura, cascarón, placas, etc. A cada 
elemento se le asigna un número de identificación único. 

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas específir 
o como cargas distribuidas (incluyendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos. 

D. Sistemas de coordenadas local y global. 

Para la definición de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un 
sistema de coordenadas canesiano, tridimensional "X-Y-Z", el cual se conoce como el 
sistema de coordenadas global. 

Los siguientes datos de entrada son preparados con respecto al eje de coordenadas global: 

• Coordenadas de juntas 
• Restricciones de juntas (condiciones de apoyo) 
• Resanes de apoyo 
• Cargas en juntas 
• Desplazamientos especificados en juntas. 

Los siguientes resultados están referidos al sistema global de coordenadas: 

• Desplazamientos en juntas 
• Reacciones de juntas 



Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas 
tridimensional "1-2-3". Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se 
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento. 

Los siguientes datos deben prepararse con respecto al sistema local de coordenadas: 

• Material y propiedades de la sección transversal de cada elemento 
• Cargas sobre elementos 

Los siguientes resultados están referidos al sistema de coordenadas local: 

• Fuerzas y esfuerzos en los elementos 

C. Grados de Libertad . 

. Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de 
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X. Y y Z, y rotaciones 
alrededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de 
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se 
nombrarán como UX, UY, UZ, RX. RY y RZ respectivamente a lo largo de estas páginas. 

~\ 

Si el desplazamiento .de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libertad es 
cero, como en un apoyo, entonces ese grado de libertad es· conocido como un grado de · 
libertad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamien~os se 
llaman grados de libertad activos. 

Generalmente el desplazamiento en un GOL inactivo es conocido, y el objeto del análisis es 
encontrar la reacción en esa dirección Para un grado de libertad activo, usualmente se 
conoce la carga aplicada (podna ser cero). y el propósito del análisis es encontrar los 
desplazamientos correspondientes 

El usuario debería ser capaz de identificar los grados de libertad nulos examinando los tipos 
de elementos que llegan a una junta particular La tabla Ill-1 define las componentes de 
rigidez asociadas con cada tipo de elemento 

Tipo de Elemento U.\ UY uz RX RY RZ 
Viga 20 _Úllano X-Y) o o 1 1 1 o 
Viga 20 (jJlano Y -Z) 1 o o o 1 1 
Viga 20 (plano Z-X) () 1 - o 1 o 1 
Viga 30 o o 1 o o o o 
Armadura 30 o o o 1 1 1 
Cascarón 30 o o o o o o 
ASO LID (plano X-Y) o o 1 1 1 1 
ASOLID (plano Y-Z) 1 o o 1 1 1 
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1 ASO LID (plano Z-X) o 1 o 1 
Sólido o o o 1 

donde 1 = no existe rigidez y O = existe rigidez 

Tabla III -l. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elemento~ 

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga 

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es 
analizada explícitamente. 

Las combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de las 
condiciones independientes de carga. 

E. Unidades 

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un 
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estarán de acuerdo con el·· .. 
mismo sistema de unidades. 

Las unidades fundamentales necesarias para un análisis estructural son: longitud (L), tiempo 
(T), masa (M) y temperatura (H). El usuario puede escoger unidades arbitrarias para cada 
una de esas cantidades. Las cantidades derivadas tendrán unidades consistentes con estas. 



IV.- MODELADO CON SAP90 

En esta parte se describe de manera general algunas herramientas que utiliza SAP90 para 
la generación del modelo analítico. 

A • Generación de coordenadas de nudos 

La base de SAP90 para construir un modelo matemático es el elemento nudo en tres 
dimensiones, es decir, un nudo es el elemento más pequeño del cual parte la generación 
de elementos que definen la geometría propia de la estructura. 

En estructuras complejas la generación de una malla tridimensional de nudos que .define 
la geometría de un modelo resulta difícil y tardada de construir. Para esto, se ha 
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de 
manera rápida· y eficiente, las cuales se presentan a continuación : 

• Generación lineal. 

Con este tipo de generación se crean nudos intermedios entre dos nudos extremos 
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o 'fn un 
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la línea recta. 

' . ,'· .. 

• Generación en cuadrilátero 
.. 

Para esta generación se crea una malla bidimensional de nudos definida por sus:cuatio 
lo 

esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de la malla. 

• Generación frontal 

Este tipo de generación permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de 
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesariamente puede ser equidistante. 
Esta opción de generación se utiliza frecuentemente en la modelación de edificios para ·la 
localización en planta de las columnas . 

• Generación Lagrangiana 

Esta opción permite la generación de nudos sobre una superficie compleja en el espacio, 
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie. 
Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos 
que los rodean. 
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• Generación cilíndrica y esférica 

Este tipo de generación permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El planr 
que contiene al circulo puede tener una orientación arbitraria en el espacio. Si es. 
generación se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de 
los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o 
en espiral. 

B • Condiciones de restricción en nudos que trabajan como apoyos. 

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condición de 
restricción, es decir , que podemos modelar empotramientos, articulaciones o apoyos con 
rigideces elásticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior se logra restringiendo los 
grados de libertad de un nudo ( restricción total ) o asignando un valor de rigidez elástica 

. en la dirección deseada ( restricción parcial ). De esta forma, se obtendrán fuerzas o 
reacciones en dirección de la restricciones parciales o totales. 

C • Nudos con desplazamientos dependientes 

Cuando dos o mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es 
recomendable indicarlo, ya que además de simplificar los resultados se obtiene um 
reducción en el número de ecuaciones de equilibrio que forman la matriz de rigidez 
global de la estructura. 

En el análisis sísmico de " edificios regulares " comúnmente se supone que sus niveles se 
comportan como diafragmas infinitamente rígidos. Esta hipótesis es aceptable para estos 
casos, ya que la fuerza sísmica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de 
las trabes. Este tipo de comportamiento puede modelarse adecuadamente asignando 
desplazamientos dependientes de un grado de libertad en particular. Por ejemplo, en la 
figura 4.l.a se presenta un marco plano de un edificio en el cual se desprecian las 
deformaciones axiales en sus trabes, por lo que el desplazamiento en dirección " x " para 
un nivel en particular, será igual en todos Jos nudos. 

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos 
separados y después unirlos para su análisis. ( subestructuras) 
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X 1 x2 x3 x. x5 
z 

-- -'-

Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes. 

D • Tipos de elementos. 

SAP90 maneja cuatro tipos de elementos : 

• FRAI\lE 
• SHELL 
• ASO LID 
• SO LID -

~ .. 

Elemento FRAME • 

Este elemento permite modelar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el 
espacio. El elemento básico es un elemento prismático tridimensional que incluye efectos 
de flexión biaxial, torsión, deformación axial y deformaciones por cortante biaxial. Se 
puede incluir variaciones lineales, parabólicas y cúbicas del momento de inercia mayor a 
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar ronas rígidas en Jos 
extremos de los elementos para considerar la reducción de la longitud debida a las 
dimensiones propias de la sección transversal de los miembros. 

Si Jos momentos de inercia, las áreas de cortante y la inercia torsional son cero, nuestro 
elemento se convierte en un elemento armadura !Jiarticulado en sus extremos. 

Se pueden proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de .los elementos : 

Cargas unifonnes 
Cargas punJuales 
Cargas gravitaciona/es 
Cargas por efecws 1énnicos 



Para el caso de estructuras con ciertas características de geométricas, existen comandos 
para la generación de elementos que facilitan la construcción del modelo. 

Las fuerzas resultantes del análisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la~
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un 
núinero de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores 
están referenciados al sistema local del elemento. 

Elemento SHELL 

Este elemento se utiliza para modelar: 

Estructuras de pared delgada (cascarones ) tridimensionales 
Sistemas de membranas en el plano y tridimensionales 
Sistemas de placas sujetas a flexión, planas y tridimensionales 

La formulación de este elemento de 4 nudos es una combinación del comportamiento de 
membrana y de placa con flexión. 

La membrana es una formulación isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigidez 
rotacional perpendicular al plano donde se define. , 

El comportamiento de placa a flexión incluye componentes de rigidez rotacional fuera del 
plano de la placa y componentes de rigidez traslacional perpendicular al plano. En esta 
formulación no se toman en cuenta las deformaciones por cortante. 

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presión normal, fuerzas por 
temperatura y cargas gravitacionales. 

Los esfuerzos o fuerzas resultantes y momentos se obtienen en cada nudo del elemento 
referidos al sistema local. Un error aproximado en los resultados puede estimarse 
obteniendo la diferencia en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este 
análisis se tendrá una indicación de la aproximación en los resultados, que puede servir 
de base para la selección de una malla mas fina. 

Existe también la opción de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para 
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. 

Elemento ASOLID 

Este elemento se utiliza para modelar : 



" 1 

Estructuras tridimensionales con defonnación plana 
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esjuerw plano 
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas. 

El elemento debe. ser plano y paralelo a los planos formados por los eJes globales 
principales (X-Y,X-Z,Y-Z ). 

La formulación de este elemento permite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se 
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos. 

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones 
y gravitacionales. Para los sólidos axisimétricos es.posible aplicar cargas radiales debidas 
a velocidades angulares constantes. Pueden asignarse propiedades de materiales 
anisotrópicos. 

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como 
se hace en los elementos shell. 

Elemento SOLID. 

Este elemento definido por 8 nudos se utiliza para modelar estructuras sólidas 
tridimensionales. 

"• 

Pueden asignarse propiedades de materiales anisotrópicos. Las cargas en los elementos 
.i,'. 

pueden ser debido a efectos térmicos. gradientes de presiones y gravitacionalcs. 

E . Diafragmas de piso rígidos 

La mayoría de los edificios de concreto se caracterizan por tener sistemas de piso ( o losa 
) con alta rigidez en su plano. Esta condición permite hacer simplificaciones en el análisis 
de edificios principalmente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso 
como diafragmas infinitamente rígidos. reduciéndose el orden de la matriz de rigidez de 
la estructura. 

A pesar de que SAP90 es un programa general de estructuras, tiel)e la opción de modelar 
· el comportamiento de diafragmas rígidos de manera automática. Para este caso el 

diafragma debe ser paralelo al plano X-Y. 

' . .. 



Los.nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre 
si y están restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que 
define el comportamiento del diafragma. En el análisis de edificios la ubicación del nud" 
maestro, generalmente se asignan a la ubicación del centro de masa del nivel. 

Cuando se utiliza la opción de diafragma rígido, solo pueden conectarse elementos 
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor 
de masa. 

F • Cargas producidas por un gradiente de presión. 

Estas fuerzas se producen principalmente en estructuras sujetas a cargas de fluidos, donde 
existen filtraciones, presión de poro, gradientes de presión ,etc. 

SAP90 tiene la opción· en la que se puede definir la distribución de presiones dentro del 
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presión a los nudos 
del modelo estructural . Estos valores se obtienen típicamente de un análisis de red de 
flujo. 

G. Gráficas 

Para visualizar los resultados de un análisis, SAP90 posee un módulo llamado SAPLO"l, 
que muestra las siguientes características de una estructura : 

Geometría original 
. Cargas 
Configuración deformada resultante de un análisis estático 
Formas modales 
Diagramas de elementos mecánicos ( FRAME ) 
Graficación de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLID 

Para facilidad de despliegue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a la 
estructura desde cualquier posición. 

La impresión fuera de pantalla de cualquier resultado, se puede direccionar a la impresora 
en tamaño carta o doble cana, incluso hacia un archivo con formato AutoCad. 
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V. ANÁLISIS ESTÁTICO Y DINÁMICO 

La siguiente es una descripción breve de las opciones de análisis estático y dinámico de 
SAP90. 

A. Análisis Estático 

El análisis estático de una estructura envuelve la solución de el sistema de ecuaciOnes 
lineales representado por: 

KU=R 

donde: K es la matriz de rigideces, 
U es el vector de desplazamientos resultantes 

y R es el vector de cargas aplicadas. 

La estructura puede ser analizada para mas de una condición de carga en una nusma 
ejecución. 

Las cargas estáticas en las juntas pueden ser en la forma de cargas nodales o momentos 
concentrados. 

__ , . 
Las cargas estáticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas: 

' 
Para los elementos viga (FRAME): 

• Cargas de Gravedad 
• • Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro 

• Cargas puntuales en el claro 
• Cargas trapezoidales en el claro 
• Cargas térmicas, incluyendo gradientes térmicos a través del ancho o profundidad del 

elemento 
• Cargas de presfuerzo, de cables de post-tensado. 

Para los elementos cascarón (SHELL). 

• Cargas de gravedad 
• Cargas de presión de superficie 
• Cargas témlicas, sin incluir gradientes a través del espesor del cascarón 

Para los elementos sólidos (SOLID y ASOLID): 

• Cargas de gravedad 
~q(, 



• Cargas de gradiente de presiones 
• Cargas térmicas 

La opción de análisis de régimen permanente (steady-state) no puede estar activa en ur. 
ejecución de análisis estático; sin embargo, un análisis de valores propios y un análisis de 
espectro de respuesta o un análisis de historia en el tiempo puede realizarse simultáneamente 
con un análisis estático en la misma ejecución. 

B. Análisis Dinámico. 

Las opciones de análisis dinámico de SAP90 incluyen las siguientes: 

• Análisis de régimen permanente (steady-state) 
• Análisis de valores propios (Eigenvalues) 
• Análisis de vectores de Ritz 
• Análisis de espectro de respuesta (sísmico) 
• Análisis de historia en el tiempo 

B.l. Análisis de régimen permanente. 

Un tipo muy común de carga es de la formaR = sen(cot)F, donde co es la frecuencia circula 
de la excitación, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distribución· . 
espacial de la carga no varia como una función del tiempo. Para el caso de cero 
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibrio para el sistema estructural son de la siguiente 
forma: 

KU + l\IW = R = sen(cot)F 

donde K'es la matriz de rigideces y M es la matriz de masa diagonal. La solución de régimen 
permanente de esta . ecuación requiere que los desplazamientos de las juntas U y las 
aceleraciones W sean de la siguiente forma: 

U = sen(cot)A 

W = ·w1sen(cot)A 

Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solución. del siguiente sistema 
linear de ecuaciones: 

JK-w1 MJA = F 
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Es de interés hacer notar que la solución para cargas estáticas no es nada mas que la 
solución de esta ecuación con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en 
ciclos por segundo. 

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos 
máximos) que varían como sen(wt). Las fuerzas en los miembros son también valores 

·máximos variando como sen(wt). 

B.2. Análisis de Valores Propios 

El análisis sísmico por el método del espectro de respuesta o análisis de historia en el tiempo 
usando el método de superposición modal requiere la determinación de los modos de 
vibración no amortiguados y las frecuencias del sistema. 

Esto envuelve la solución del problema de valores propios generalizado 

donde K es la matriz de rigideces 
· M es la matriz de masa diagonal 

0 2 es la matriz diagonal de valores propios 
<J> es la matriz de los vectores propios correspondientes 

SAP90 resuelve este.problema para los nfq menores valores propios y sus correspond.ienti:s 
vectores propios usando un algoritmo de iteración del subespacio acelerada. 11 

B.3. Análisis de Vectores de Ritz. 

Investigaciones recientes indican que las formas modales de vibración libre exactas no son la 
mejor base para un análisis dinánúco de superposición modal de estructuras sometidas a 
cargas dinámicas. Se ha demostrado que los análisis dinán:Ucos basados en un conjunto único 
de vectores de Ritz da resultados. mas exactos que usando el mismo número de vectores 
prop1os 

La razón por la cual los vectores de Ritz dan excelentes resultados es porque ellos son 
generados tomando en cuenta la distribución espacial de la carga dinámica, mientras que el 
uso de las formas modales exactas desprecia esta importante información. El primer vector 
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un análisis estático usando la 
distribución espacial del vector de cargas dinánúcas como dato. Los otros vectores se 
generan de una relación de recurrencia en la cual la matriz de masa es multiplicada por el 
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solución 
estática. Por lo tanto, luego que la matriz de rigideces es triangularizada, es solo necesario 
resolver estáticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requerido. 
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B .4. Análisis del Espectro de Respuesta (Sísmico) 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico asociadas con la respuesta de una estructura a 
movimientos del terreno viene dada por: 

KV+ CV + MW = MW 1 

donde K es la matriz de rigideces 
e es la matriz de amortiguamiento 

M es la matriz de masa diagonal 
W g es la aceleración del terreno 

y U, V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estructurales, 
respectivamente. 

SAP90 resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposición modal 
basado en el espectro de respuesta. La aceleración del terreno es dada como una curva de 
espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo. 

La excitación del terreno puede ocurrir simultáneamente en tres direcciones X. Y y Z. Para 
obtener los máximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las , ·,_ 
respuestas modales asociadas con una dirección particular de excitación son calculadas 
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinación cuadrática completa 
(CQC) La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de· las tres 
direcciones usando el método de la raíz cuadrada de la sima de los cuadrados (SRSS). 

Para modelar estructuras sometidas a cargas dinámicas dadas por espectros de respuesta, la 
dirección positiva del eje Z debe apuntar hacia arriba. 

B.S Análisis de Respuesta Dinámica de Historias en el Tiempo. 

En general la carga que actua sobre una estructura es una función arbitraria de espacio y 
tiempo. En forma matricial. puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga 
R(s,t) puede ser escrita como una suma finita de series de vectores de carga espacial F;{s) y 
funciones de tiempo T;(t) O en forma matricial: 

R(s,t)= SF;(s)•T,(t) 

Para el programa SAP90 los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones 
de carga estática, o en caso de aceleraciones de base como una función de la matriz de ·· 
masas. Las funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periódicas 
como aquellas producidas por viento u oleaje. 



VI. ESTRUCfURA DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90 

El arclúvo de datos de SAP90 está organizado en 21 distintos bloques de datos por medio 
de líneas de separación únicas (excepto en el caso de la línea de titulo, donde no existe 
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primera línea del 
bloque de datos. La línea del separador puede ser escrita en mayúsculas o minúsculas pero 
debe comenzar en la columna l. Los datos asociados con el bloque de datos van 
inmediatamente después de la línea del separador. 

Los 21 bloques de datos se muestran en la tabla VII-l. Algunos de ellos son obligatorios; sin 
embargo, la existencia de muchos de los bloques en el arclúvo de datos depende del 
problema que está siendo analizado. El orden en que los bloques aparecen en el arclúvo no 
es importante; sin embargo la linea de titulo debe ser la primera línea del arclúvo. 

BLOQUE DE DATOS DESCRIPCION OBLIGA TORIO 
l. Línea de Título Información del trabajo Si 
2. SYSTEM Información de control del trabajo Si 
3. JOINTS Coordenadas de las Juntas Si 
4. RESTRAINTS Restricciones de Juntas Si 1 

5. SPRINGS - Resortes de Apoyo No 
6. MAS SES Masas en las Juntas No 
7. POTENTIAL ,. Temperaturas y Presiones en Juntas No 
8. CONSTRAINTS. '. · Relaciones de GOL de Juntas No '. 
9. FRAME . ... Datos de Elementos Viga Si2 .. 

10. SHELL Datos de Elementos Cascarón Si2 . .., 
11. ASOLID Datos de Elementos ASOLID Si2 

12. SOÍ.ID Datos de Elementos Sólidos Si2 

13. LOADS Cargas Aplicadas en las Juntas No 
14. DISPLACEMENTS Desplazamientos aplicados en las juntas No 
15. PRESTRESS Cargas de Presforzado en Vigas No 
16. PDELTAC ControJ para Análisis P-Delta No 
17. SPEC Datos del espectro de Respuesta No 
18. TlMEH Datos de Historia en el Tiempo No 
19. COMBO Datos para Combinaciones de Cargas No 
20. ENVELOPE Datos para Combinaciones de No 

Envolvente 
21. SELECT Solicitud de Salida Selectiva No 
1 Este bloque de datos puede ser omitido si la estructura está totalmente soportada por 
resortes 
2 Al menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el arclúvo de datos 

Tabla VII-l. Bloques de datos de SAP90 
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B. Formato Libre. 

Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en formato libre. En otras palabras, lo~ 
datos en una linea específica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los 
datos son suministrados como una lista de items separados por una coma o por uno o mas 
blancos. Los ítems pueden ser números o caracteres alfanuméricos. 

El formato libre puede ser de dos formas: 

• Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual: 

X]:2000,4501 

• Una lista de datos sin un identificador que los preceda: 

20,45,5 

Una linea de datos ti pica puede ser una combinación de los dos anteriores, como, 

20,45,5 Xl=l200,1500 AV=I5,25 

C. Comentarios 

Cualquier linea, excepto la primera, que tenga la letra C en la primera columna y un .blanco 
en la columna 2 es tratada como una línea de comentario e ignorada por el programa. Dos 
puntos (:) indican el fin de la información en una linea. Cualquier información a la derecha 
de los dos puntos es también ignorada por el programa. 

D. Continuación de Linea 

Cada linea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en 
una sola linea en el archivo de datos, o la linea puede ser dividida en varias lineas de texto de 
menor longitud El carácter backslash (\) en una línea particular de texto indica que la 
siguiente linea es una continuación de aquella. Se permiten múltiples líneas de continuación, 
pero la suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (\) en cada línea de texto no 
debe exceder de 500 caracteres. 
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E. Operaciones Aritméticas. 

Instrucciones aritméticas simples son pemútidas cuando se sumirustran números reales en los 
campos de formato libre. Pueden usarse los siguientes operadores 

+ para la suma 
- para la resta 
1 para la división 
• para la multiplicación 
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VII. ARCHIVOS DE SALIDA DE SAP90 

Después de una corrida de computadora completa, aparecerán una serie de archivos df" 
resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extensión qL 
depende de las opciones utilizadas en análisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos 
se designa como EJEMPLO, a continuación se muestran los nombres de archivos que 
pueden presentarse : 

EJEMPLO.SAP 
EJEMPLO.EQN 
EJEMPLO.EIG 
EJEMPLO.RIT 
EJEMPLO.SPC 
EJEMPLO.SOL 
EJEMPLO.F3F 
EJEMPLO.F4F 
EJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.FEF 
EJEMPLO.ERR 

El contenido de estos archivos se describe a continuación: 

NOMBRE 

EJEMPLO.SAP 
EJEMPLO.EQN 
EJEMPLO.EIG 
EJEMPLO.RIT 

EJEMPLO.SPC 
. EJEMPLO.SOL 
EJEMPLO.F3F 
EJEMPLO.F4F 
EJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.FEF 
EJEMPLO.ERR 

CONTENIDO 

Datos de entrada en forma tabular 
Ecuaciones que forman la matriz de rigidez 
Frecuencias y parámetros modales.( eigenvectores) 
Frecuencias y parámetros modales (Vectores de Ritz) 

Factores del análisis modal espectral 
Desplazamientos de los nudos y reacciones 
Fuerzas en los elementos FRAME 
Fuerzas en los elementos SHELL 
Esfuerzos en los elementos ASOLID 
Esfuerzos en los elementos SOLID 
Fuerzas en los nudos 
Errores y advertencias detectadas durante las corridas 
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Vlll, ESTRUCIURA DEL PROGRAMA SAP90 

A. Módulos del Programa SAP90 

El programa de análisis estructural es una combinación de módulos que son ejecutados en 
.una secuencia predefinida. Los módulos están ligados por medio de una serie de archivos 
internos que constituyen una base de datos. cada módulo realiza una serie de operaciones y 
actualiza la base de datos durante el proceso. 

Los programas incluidos en el paquete completo de SAP90, y las funciones asociadas con 
cada programa se presentan en la tabla VIII-l. Algunos de los prog~amas crean archivos de 
salida. Los nombres de los archivos de salida asociados también se muestra en la tabla. 

MODULO DE 
PROGRAMA 

l. SAP90 
2. FRAME 

3. SHELL 

4. ASOLID 

5. SOLIO 

6. SOLVE 
7. EIGEN 
8 RITZ 
9. · SPEC 
10. TIMEH 
11. JOINTF 

12. ELEMF 
13. FRAMEF 
14. SHELLF 
15. ASOLIDF 
16. SOLIDF 
17. SAPLOT 
18. SAPTIME 

FUNCIÓN DEL MODULO 

Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento Viga 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento Cascarón 
Formulación de la Matriz de Rigideces de 
Elemento ASOLID 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento SOLID 
Ensamblaje y Reducción de Rigideces y Cargas 
Análisis de Valores Propios (Eigenvalues) 
Análisis de Vectores de Ritz 
Factores de Análisis Espectral 
Análisis de Historias en el Tiempo 
Salida de Formas Modales, Desplazamientos de 
Juntas y Reacciones 
Salida de Fuerzas en las Juntas de los Elementos 
Salida de Fuerzas en Elementos Viga 
Salida de Fuerzas en los Elementos Cascarón 
Salida de Esfuerzos en los Elementos ASOLID 
Salida de Esfuerzos en Elementos SOLIO 
Salidas Gráficas 
Salidas Gráficas y Creación de Salida para 
Análisis de Historias en el Tiempo 

Tabla IX-1 Módulos de SAP90 

ARCHIVO CREADO 

EXAMPLE.SAP 

EXAMPLE.EIG 
EXAMPLE.RIT 
EXAMPLE.SPC 

EXAMPLE.SOL 

EXAMPLE.FEF 
EXAMPLE.FJF 
EXAMPLE.F4F 
EXAMPLE.FSF 
EXAMPLE.FBF 

EXAMPLE.HST 



B. El Comando GO 

El módulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilidar 
Si no se encuentra errores, el módulo de SAP90 creará un archivo por lotes GO.BAT, 
cual activará el resto de los módulos de SAP90 que son necesarios para un análisis en 
particular. 

El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecución de SAP90 como sigue: 

C:>GO <CR> 

C. Secuencia de Ejecución. 

El programa de análisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analíticas se realicen 
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado primero. 
Una ejecución sin errores de este módulo creará el archivo GO.BAT. Para una ejecución 
normal el archivo de lotes GO.BAT contendrá algunos o todos de los siguientes comandos 
en la siguiente secuencia: 

OPTIMIZE 
FRAME 
SHELL 
ASO LID 
SO LID 
SOL VE 
El GEN 
IUTZ 
SPEC 
TIMEH 
JOINTF 
ELEI\fF 
FRAMEF 
SIIELLF 
ASOLIDF 
SOLIDF 

Para el modo de ejecución reiniciar (restan). el archivo GO.BAT contendrá algunos o todos 
de los siguientes comandos· 

SPEC 
TIMEH 
JOINTF 
ELEMF 
FRAMEF 
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SHELLF 
ASOLIDF 
SOLIDF 

D. La Opción Reiniciar (RESTART). 

La opción reiniciar de SAP90 pennite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener 
resultados asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje 
y solución del programa. 

El modo de análisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o 
añadidos 

• Línea del título 
• SYSTEM 
.• SPEC 
• TIMEH 
• COMBO 
• ENVELOPE 
• SELECT 
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IX. DETALLES DE LAS OPCIONES DEL ARCHIVO DE DA TOS DE SAP90 

Como se describió en el capítulo VII, el archivo de datos de SAP90 está orgarúzado en . 
bloques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los bloques de 
datos que son pertinentes a la estructura que está siendo analizada. 

Cada bloque de datos, a su vez, está subdividido en una o mas secciones de datos y las 
secciones de datos están formadas por líneas de datos. En algunos casos, las líneas de datos 
en una sección de datos están agrupadas en múltiples conjuntos de datos. Si alguna línea de 
datos no es necesaria para una estructura en particular, el usuario puede simplemente obviar 
la lista de datos asociada. 

l. Línea de Título. 

Prepare una linea de datos de hasta 70 caracteres para el titulo de la salida. Esta información 
aparecerá en cada página de los archivos de salida creados por SAP90. Esta linea debe ser la 
primera en el archivo de datos. 

2. Bloque de datos SYSTEM. 

Este bloque de datos define información de control asociada con el análisis estructural. Est, 
bloque de datos es obligatorio. 

FORMATO 

a. Separador 

Coloque una linea para el separador en la siguiente forma: 

SYSTEM 

b. Información de Control. 

A continuación del separador SYSTEM coloque una línea de datos en la forma siguiente> 

R=ropt L=nld C=ncyc V=nfq T=tol P=per W=wopt Z=nritz N=nid 

EJEMPLO 

SYSTEM 
V=JO L=3 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ropt 

nld 
ncyc 
nfq 
tol 
per 
wopt 

nrítz 
nid 

Derecto 
(O] 

(O] 
(O] 
(O] 

[.0001] 
[O] 
(O] 

[O] 
[9999] 

3. Bloque de datos JOINTS 

Descripción 
Marcadores de Reinicio: . 
=O Modo de ejecución normal 
= 1 Modo de reinicio 
=2 Reinicio después de un análisis de transferencia de calor 
Número de condiciones de carga 
Frecuencia de la carga para análisis de régimen permanente 
Número de valores propios a calcular 
Tolerancia de convergencia para análisis de valores propios 
Periodo de corte para análisis de valores propios 
Bandera de supresión de advertencia 
=O Mostrar todas las advertencias 
= 1 Suprima todas las advertencias 
Número de vectores de Ritz a calcular 
máximo número de identificación de juntas. 

Este bloque de datos define las juntas que describen la geometría del modelo estructural con 
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatorio. 

FORMATO 

a. Separador 

JOINTS 

b. Datos de Juntas 

En esta sección de datos coloque tantas lineas corno se necesite para definir las juntas de la 
estructura. Finalice esta sección con una linea en 'blanco. Prepare las líneas de datos en la 
forma siguiente> 

jid X=x Y=y Z=z G=gl,g2,i,r Q=ql,q2,q3,q4,i.j. F=f,n¡,nj,injn L=l,n¡,nj 
A=cl.c2.c3,llc,i,,a S=s 

EJEMPLO 

JOINTS 
25 X=20 Y=20 Z=20 S=l2 
5 X=IO Y=IO Z=O G=5,25,2 
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DESCRIPCIÓN 

Identificación de Juntas y Coordenadas 

Variable 
jid 
X 

y 
z 

Generación Lineal 

gl 
gl 

r 

Defecto 

[pv] 
[pv] 
[¡iv] 

[1] 
[ 1] 

Generación Cuadrilateral 

ql 
ql 
qJ 
q4 

)n 

Descripción 
Número de identificación de la junta 
Coordenada global X de la junta jid 
Coordenada global Y de la junta jid 
Coordenada global Z de la junta jid 

Junta J. Generación lineal 
Junta 2. Generación lineal 
Incremento de número de junta 
Relación de el último espacio al primer espacio para 
espaciamiento diferente de juntas 

Junta J. Generación Cuadrilateral 
·Junta 2. Generación Cuadrilateral 
Junta 3. Generación Cuadrilateral 
Junta 4. Generación Cuadrilateral 
Incremento del número de juntas, sobre el eje i 
Incremento del número de juntas, sobre el eje j 

Generación Frontal y Lagrangiana 

f 

)n 

Generación Cilíndrica 

el 

c2 
cJ 

"" 
a 

Número de junta origen para generación frontal 
Número de junta original para generación Lagrangiana 
Número de juntas en la dirección i, sin incluir la junta origen 
Número de juntas en la dirección j, sin incluir la junta origen 
Incremento del número de juntas sobre el eje i 
Incremento del número de juntas sobre el eje j 

Junta J. Generación cilíndrica. 
Junta 2. Generación cilindrica 
Junta 3. Generación cilindrica 
Número de juntas cilíndricas adicionales a generar 
Incremento de número de junta para generación cilíndrica de 
juntas 
Incremento de ángulo, grados (debe ser menor de 90) 
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Factor de Escala 

S [pv] Factor de escala para coordenadas de junta 

4. Bloque de datos RESTRAINTS 

Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de, desplazamiento, tres 
traslaciones globales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, R Y y RZ. las direcciones 
asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de libertad 
de la junta. 

Las especificaciones de restricción de una junta consiste de un conjunto de seis números (o 
códigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos 
números puede tener un valor de O o l. 

Este bloque de datos es obligatorio a menos que el modelo esté completamente apoyado en 
resortes. 

/ FORMATO 

a. Separador. 

RESTRAINTS 

b. Datos de restricción. 

En esta sección de datos coloque tantas lineas como necesite para definir los grados de 
libertad inactivos del sistema 

ji j2 me R=r,...ru~.r..,,r,..,r.,.rn 

EJEMPLO 

15 25 5 R=l.l,l,l,l,l 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
j 1 

j2 
tnc 

fux ~ 

ruy 

r.., 

r"' 
fr;.· 

r,., 

Defecto 

[j 1 J 
[1] 

5. Dloque de Datos SPRING. 

Descripción 
Primer número de junta 
Ultimo número de junta 
Incremento en el número de junta 
Código de restricción de traslación en X 
Código de restricción de traslación en Y 
Código de restricción de traslación en Z 
Código de restricción de rotación alrededor de X 
Código de restricción de rotación alrededor de Y 
Código de restricción de rotación alrededor de Z 

Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener 
condiciones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la 
ubicación de dichos resortes de _apoyo y sus valores asociados. No se permite colocar 
resortes en la dirección de grados de libertad restringidos. 

FORMATO 

a. Separador. 

SPRINGS 

b. Datos del Resorte. 

En esta sección coloque tantas lineas como necesite para definir los grados de libertad del 
sistema que estén soportados por resortes 

EJEI\IPLO 

SPRJNGS 
5 25 5 K=IOOO,O,O,O,O,O 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 

Defecto 

(j 1] 
(1] 

Descripción 
Primer número de junta 
Número de junta final 
Incremento en número de juntas 
Constante traslacional de resorte en X 
Constante traslacional del resorte en Y 
Constante traslacional del resorte en Z 
Constante rotacional del resorte en X 
Constante rotacional del resorte en Y 
Constante rotacional del resorte en Z 

6. Bloque de datos 1\lASSES. 

En el modo de análisis dinámico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y 
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis 
grados de libertad de cualquiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de 
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicación de dichas masas 
y sus valores correspondientes. La información de este bloque de datos solo es usada por el 
programa en el modo de análisis dinámico. No se permiten valores de masa en la dirección 
de grados de libertad restringidos. 

FORI\lATO 

a. Separador. 

MAS SES 

b. Datos de masas. 

j 1 j2 inc M=mux,muy,muz.mrx,mry.mrz 

EJEMPLO 

MAS SES 
5 25 5 M=l,l,O,O,O,l200 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 
m... 
m, y 

m.., 

m., 

m'1. 

m,., 

Defecto 

[j 1] 
[1] 

Descripción 
Primer número de junta 
Número de junta final 
Incremento en número de juntas 
Masa traslacional en X 
Masa traslacional en Y 
Masa traslacional en Z 
Momento de Inercia de masas respecto al eje X 
Momento de Inercia de masas respecto al eje Y 
Momento de Inercia de masas respecto al eje Z 

7. Bloque de Datos POTENTIAL · 

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presión en juntas para 
un análisis estructuraL 

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un análisis témúco. Las 
propiedades de los elementos y los correspondientes valores de temperatura en juntas son 
usados para generar los vectores de cargas térmicas del elemento. ..-\ 

Los valores de presión en juntas son usados por los elementos SHELL, SO LID y ASOLID 
para calcular los vectores de cargas de presiones. 

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un análisis témúco o de presiones. 

FORMATO 

a. Separador 

POTENTIAL 

b. l>atos de Potencial 

ji j2 inc T=tl,t2 P=pl,p2 W=w,z 

EJEMPLO 

POTENTlAL 
12 18 2 T=96,126 P=I0.20 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
j 1 

j2 
me 

Defecto 

[j 1] 
[1] 

Descripción 
Numero de la junta inicial 
Número de la junta final 
Incremento en el número de junta 

Especificaciones de Temperatura 

ti 
t2 

[O) 
[ti] 

Especificaciones de Presión 

pi 
p2 
w 
z. 

[O) 
[p 1] 

Valor de temperatura en la junta j 1 

Valor de temperatura en la junta j2 

Valor de presión en la junta j 1 

Valor de presión en la junta j2 
Peso unitario del fluido (peso/unidad de volumen) 
Coordenada Z global de la superficie de fluido 

8. Bloque de Datos CONSTRAINTS 

Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el número de ecuaciones en 1, 

el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de · 
libertad son iguales a'.los desplazamientos en ·otros grados de libertad. 

FORMATO 

a. Separador. 

CONSTRAINTS 

b. Datos 

EJEMPLO 
·' 

CONSTRAINTS 
21 31 1 C=20,0,0,0,0,0 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
jl 
j2 
mcr 

Defecto 

[j 1] 
[ 1 ] 

Descripción 
Primer número de junta 
Número de junta final 
Incremento en número de juntas 

Número de Juntas Independientes para: 

Traslación X de la junta dependiente 
Traslación Y de la junta dependiente 
Traslación·Z de la junta dependiente 
Rotación X de la junta dependiente 
Rotación Y de la junta dependiente 
Rotación Z de la junta dependiente 

Incrementos de Números de juntas independientes para: 

lux ·Junta c... 
luy Junta c.., 
luz Junta e,., 
1,. Junta e,.. 
l.-y Junta e, 
1, Junta c.. 

9. Bloque de Datos FRAI\lE 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociadas con los 
elementos FRAME (viga) tridimensional que existen en el modelo. Cualquier elemento de 
viga o armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en tres dimensiones pued:: ser 
considerado como un caso especial de este elemento general. 

FORMATO 

a. Separador 

FRAME 
• Jl ~ . ~. 

·' 

b. Información de control del bloque de datos FRAME 

Coloque una linea de datos para la información de control en la siguiente forma: 
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NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec X=x¡,X2, ... ,x..w Y=y¡,y2,····Yold Z=z.,z2, ... Z.Ud 
T=t¡,t2, ... ,t...d P=pr.,pr2, ... ,prn1d 

c. Datos de Materiales y Propiedades de Secciones. 

Coloque npro líneas de datos para definir las npro tipos de propiedades. 

np A=a J=j 1=133,ln AS=a2,a3 E=e G=g W=w M=m Tc=alpha 

d. Datos de Carga en el claro.· 

Coloque nbsl líneas de datos en esta sección, una por cada uno de los nbsl patrones de carga 
en el claro. · 

ns WL=w1,w2,w3 WG=w,,wy,Wz T=t¡,h,tJ PLD=d¡,p¡,f¡,d2,p2,f2, ... ,d.,p.,f. 
TRAP=c¡,u 1, V¡,C2,u2, v2,C3,U3, VJ,c.,u.. v. 

e. Datos de ubicación de los elementos FRAME. 

En esta sección provea tantas líneas como sea necesario para definir todos los elementos 
FRAME en el modelo. Finalice esta sección con una línea en blanco. 

nel j, jJ M=msp;,mspJ,ivar LP=n¡,n2 LR=r¡,fl,rJ,r.,rs,r6 RE=r;,rj RZ=z 
MS=m,mJ NSL=l1,b, ... ,lnld G=n1,ninc,g.,g2,SJ,g.. 

DESCRIPCIÓN. 

Información de Control . 

Variable Defecto 
npro [ 1) 
nbsl [O) 
nsec [O] 
X¡,X2, ... (O] 
Y1,y2, ... (O) 
Z¡,Z2, ... [O) 
l¡ '12 ... (O) 
pr.,pr2, ... (O] 

Descripción 
Número de tipos de propiedades 
Número de patrones de carga en el claro 
Número de secciones para 5alida de resultados de fuerzas 
Multiplicadores gravitacionales en dirección X 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Y 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Z 
Multiplicadores de temperatura 
Multiplicadores de cargas de presfuerzo 

Datos de Propiedades de Materiales y secciones. 

np 
a 
J 

31 ¡, 

(O] 
(O) 

Número de identificación de las propiedades 
Area 
Constante torsional 



g 
w 
m 

alpha 

(O] 
(O] 

[pv] 
[e/2.6] 

(O] 
(O] 
(O] 

Datos de Cargas en el claro. 

w 
' 

w ) 

w 
' 

v, 

(O] 

(O] 

(O] 

(O] 

(O) 

Momentos de inercia 
Áreas de corte 
Módulo de elasticidad 
Módulo de corte 
Peso por unidad de longitud 
Masa por unidad de longitud 
Coeficiente de expansión térmica del material 
(unidades UUH) 

Número de identificación de la carga en el claro 
Carga uniforme en la dirección 1 - Fuerza/longitud 
carga uniforme en la dirección 2 - Fuerza/longitud 
Carga uniforme en la dirección 3 - Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección X - Proyección en X de 
Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección Y - Proyección en Y de 
Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección Z - Proyección en Z de 
Fuerza/Longitud 
Incremento de temperatura en la línea central del elemento 
Gradiente de temperatura en la dirección 2 
gradiente de temperatura en la dirección 3 
Distancia del extremo 1 de p1 y f1 
p, es la primera carga desde 1 en la dirección 2 
f, es la primera carga desde y en la dirección 3 
Distancia desde el extremo 1 de u1 y v1 
u, es la intensidad de carga en la dirección 2 a una distancia C¡ 

del extremo 1 
v, es la intensidad de carga en la dirección 3 a una distancia C¡ 

del extremo l. 

Datos de Ubicación de los Elementos FRAME 

ncl 
J, 

JJ 
msp; 
mspJ 
l,..ar 

[pv] 
[mspi] 

[2] 

[pv] 

Número de identificación del elemento 
Número de la junta en el extremo l. 
Número de junta en el extremo j. 
Número de identificación de propiedades en el extremo l. 
Número de identificación de propiedades en el extremo J. 
Variación de e•IJ3 a lo largo de la longitud de elemento: 
= 1 Lineal 
=2 Parabólica 
=3 Cúbica 
Números de junta para definir el eje local en la dirección 3 



.~-

r¡ 

r2 

r3 
r. 

rs 

r6 
f¡,fj 

z 
m.,mj 
11,12,- .. 

ng-
mnc 
g¡ 

82 
g_, 
g. 

[O] 

[O] 
[pv] 
[pv] 
(O] 

(O] 

10. Bloque de Datos SIIELL 

Código de liberación de la restricción de momento respecto al 
eje 3. Extremo l. 
Código de liberación de la restricción de momento respecto el 
eje 3. Extremo J. 
Código de liberación de la restricción de fuerza axial. 
Código de liberación de la restricción de momento respecto al 
eje 2. Extremo l. 
Código de liberación de la restricción de momento respecto al 
eje 2. Extremo I. 
Código de liberación de la restricción de momento torsional 
Zona rigida en los extremos I y J, respectivamente 
Factor de reducción de zona rigida 
Junta maestra para los extremos I y J, respectivamente 
Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones 
de carga 11 a l.w 
Número de elementos adicionales a generar 
Incremento para el número de identificación del elemento 
Incremento del número de la junta en el extremo I 
Incremento del número de !ajunta en el extremo J. 
Incremento en el número de la junta maestra en el extremo l. 
Incremento en el número de !ajunta maestra en el extremo J. 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociados con el elemento 
general tridimensional SHELL de 4 nodos Los elementos membrana y de flexión de placas 
son considerados casos especiales de este elemento general. 

FORMATO. 

a. Separador. 

SHELL 

b. Información de Control. 

Colocar una linea de datos para la infom1ación de control del bloque SHELL de la siguiente 
manera: 

NM=nmat O=iout 
X=x¡.X2, .. ,X..Id Y=y¡,y2, ... ,)'a~d Z=z¡.Z2 ..... Zald 
T=t¡,t2, ... ,tnld P=p¡,p2 .. ,pa~d 
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c. Datos de Propiedades del Material 

Colocar nmat líneas de datos en esta sección para definir los nmat tipos de material en h 
siguiente forma: 

nm E=e U =u W=w M =m T A=alpha 

d. Datos de ubicación de los elementos SHELL. 

En esta sección de datos, provea tantas líneas de datos como sean necesarias para definir las 
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modelo. Finalice esta sección con una línea 
en blanco. 

nel JQ=j,j1,jL,j1 ETYPE=et M=mat TZ=tz TH=th¡,th2. LP=n G=g¡,Sl 

DESCRIPCIÓN 

Información de Control 

Variable 
nmat 
iout 

X¡,X2, .. 

YI.Y2 •. 

Z¡,Z2, ... 

t ¡,t2 •... 

p¡,p2.··· 

Defecto 
[ 1] 
[O) 

[O) 
[O) 
[O] 
(O] 
[O] 

Descripción 
Número de tipos de material 
Control de salida: 

=O Resultantes de fuerzas y momentos 
= 1 Esfuerzos de superficie superiores e inferiores 

Multiplicadores gravitacionales en dirección X 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Y 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Z 
Multiplicadores de temperatura 
Multiplicadores de presión 

Datos de Propiedades del Material 

nm 
e 
u 
w 

m 
alpha 

[pv J 
[pv] 
(O] 
[O] 
[O] 

Número de identificación del material 
Módulo de elasticidad 
Relación de Poisson 
Peso por unidad de volumen 
Masa por unidad de volumen 
Coeficiente de expansión témúca (unidades UUH) 

Datos de Ubicación de Elementos SHELL 

nel 
J;J¡. 

Número de identificación del elemento 
Números de las juntas del elemento 
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et 

mat 
tz 
th¡ 

th2 
n 
g¡,g2 

[pv] 

[pv] 
[O) 

[pv] 
[pv] 
[O] 

Tipo de elemento 
=O Cascarón (membrana+ flexión) 

· = 1 Solo comportamiento de membrana 
=2 Solo comportamiento de flexión de placa 

Tipo de material del elemento 
Temperatura referencia de cero esfuerzo 
Espesor del elemento membrana 
Espesor del elemento de flexión 
Control para la dirección del eje local del elemento 
Parámetros para la generación de elementos 

11. Bloque de datos ASOLID 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicación y cargas asociadas con el elemento 
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos 
formados por los ejes principales. 

FORMATO 

a. Separador. 

ASO LID 

b. Información de control para el elemento ASO LID· 

En esta sección se coloque una linea con los datos que se indican a continuación : 

NM=nrnat ETYPE=et MAXN=.ntm 
X=xl,x2 ... X.id Y=yl,y2, ... y.ldZ=zl,z.2, ... z..¡d 

T=tl,t2. lnid P=pl,p2 .. ·Pnld R=rl,r2, rnld 

c. Propiedades de los materiales 

En esta sección se proporcionan "nmat"' grupos de datos. Cada grupo de datos consta de 
dos lineas con la siguiente infirmación 

i ) Primera linea 

nm NUMT=nt W=w M=m B=b 



ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura 

T=t E=e,,e,,e, G=g, A=a..a..a. 

c. Localización de los elementos ASO LID 

En esta sección proporcione tantas líneas de datos como sean necesarias para definir el 
modelo. Finalice la introducción de estos datos con una línea en blanco. Los datos 
requeridos se deben preparar de la siguiente forma : 

nel JN=j1j2j3 ... j9 JQ=j1j3j7j9 JS=j;jjjk 
M=matTZ=tz TH=th G=g¡,g2 LP=n 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nmat 
et 

ntm 
XI,X2, ... 

yl,y2, ... 

ZI,Z2 .... 

ti, t2 .... 

pl,p2, ... 

rl, r2 .... 

nm 
nt 

w 
m 

b 

Defecto 

1 
o 

1 
o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 
o 
o 

Descripción 

Num de tipos de materiales 
Tipo de elemento 
=0 Axisimétrico 
= 1 Deformación plana 
=2 Esfuerzo plano 
Num. máximo de temperaturas en cualquier tipo de material 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " X" para las 
wnld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Y" para las 
wnld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Z" para las 
• nld" condiciones de carga 
Multiplicadores de temperaturas para las wnld" condiciones 
de carga 
Multiplicadores de presiones para las wnld" condiciones de 
carga 
Valores de velocidad angular para las wnld" condiciones de 
carga. 
Identificador del número de material . 
Num de temperaturas para las que se especifican las 
propiedades dependientes de este tipo de material. 
Peso por unidad de volúmen 
Masa por unidad de volúmen 
Ángulo de referencia de las propiedades del material en 
grados 
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r ·. 

t 

er,es,et 

Ul,U2,U3 

·grs 
ar.as.at 

nel 
j l,j2, .. . 

j l,j3, .. . 

ji.li ... 

mat 
tz 
th 
gl,g2 

n 

o 

o 

o 

er /(2+2u!) 
o 

pv 
o 
pv 

2 

12. Bloque de datos SOLIO 

Temperatura ¡l.SOCiada con la propiedad del material 
especificado en esta línea de datos. 
Módulo de elasticidad en las direcciones r ,s y t 
respectivamente. 
Relación de poisson en las direcciones r,s, y t 
respectivamente. 
Módulo de cortante en el plano r-s 
Coeficiente de expansión térmica en las direcciones r,s y t 
respectivamente . 
Num del identificador del elemento 
Nums de nudos del elemento, para la: opción IN 
Nums de nudos del elemento, para la opción JQ ( elemento 
de 4 nudos) 
Nums de nudos del elemento, para la opción JS ( definición 
de una malla regular ) 
Tipo de material del elemento 
Temperatura de referencia para esfuerzo cero. 
Espesor del elemento 
Parámetros de generación de elementos 
Identificador del plano donde se localiza el elemento 

Este bloque de datos define las propiedades, localización y las cargas asociadas al 
elemento tridimensional souo· formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el 
siguiente formato : 

FORMATO 

a. Separador 

SO LID 

b. Control de infommción para el elemento SOLID 

Se proporciona una línea de datos con la siguiente información 

NM= nmat MAXN=ntm 
X=xl,x2, ... Xn1d Y=yl,y2, ··YnldZ=zl,z2, ... :z,¡d 
T=tl,t2, ... tnld P=pl,p2, ... pnld 



c. Propiedades de los materiales 

En esta sección se proporcionan "nmat" grupos de datos. Cada grupo de datos consta de 
dos líneas con la siguiente infirmación. 

i ) Primera linea 

nm NlThH=nt W=w M=m 

ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura 

T=t E=e,.,e,,e,. 

c. Localización de los elementos SOLID 

En esta sección proporcione tantas lineas de datos como sean necesarias para definir el 
modelo Finalice la introducción de estos datos con una linea en blanco. Los datos 
requeridos se deben preparar de la siguiente forma : 

ncl JQ=jd2JJ, .. .ja JR=j,j,jkjl 
M=matTZ=tz l=i G=g1,g2,g¡ 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nmat 
ntm 
X I.X2, ... 

yi,y2 .... 

z1.z2 .... 

tl.t2 .... 

pl,p2 .... 

nm 
nt 

Defecto 

o 

o 

o 

o 

o 

Descripción 

Numero de tipos de materiales 
Num. máximo de temperaturas en cualquier tipo de material 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " X" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Y" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Z" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores de temperaturas para las "nld" condiciones 
de carga 
Multiplicadores de presiones para las "nld" condiciones de 
carga 
ldenti ficador del número de material 
Num de temperaturas para las que se especifican la 
propiedades dependientes de este tipo de material. 
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.. 

w 
m 
t 

ex,ey.ez 

u1.u2 .... 
gxy,gyz, ... 

al,a2, ... 

nel 
j l,j2 .... 

ji,jj, .. 

mat 
tz 

gi,g2,g3 

o 
o 
o 

o 

o 
o 

o 

pv 
o 
pv 

13. Bloque de datos LOADS 

Peso por unidad de volúmen 
Masa por unidad de volúmen 
Temperatura asociada con la propiedad del material 
especificado en esta lfnea de datos. 
Módulo de elasticidad en las direcciones x,y y z 

respectivamente. 
Relación de poisson 
Módulo de cortante en los planos X-Y, Y-Z y Z-X 
respectivamente 
Coeficiente de expansión térmica . 
Num del identificador del elemento 
Numero de nudos del elemento, para la opción JQ( 
definición general del elemento ) 
Numero de nudos del elemento, para la opción JR( 
definición de un elemento regular ) 
Tipo de material del elemento 
Temperatura de referencia para el esfuerzo cero. 
Bandera para suprimir modos de flexión incompatibles. 
Parámetros para la generación de elementos. 

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o 
momentos ). Esta sección define los nudos cargados de acuerdo con las " nld " 
condiciones de carga que hayan sido especificadas. Las cargas deberán estar aplicadas en 
nudos con grados de libertad no restringidos. 

Omita esta sección si no existen nudos cargados. 

A continuación se indica el formato de los datos requeridos: 

FORMATO 

a. Separador 

LOAD S 

b. Datos 



Utilice cantas líneas de datos sea necesario para definir los nudos cargados que 
especifican las " nld " condiciones de carga. Finalice esta sección de datos con una línea 
en blanco. Los datos deberán prepararse de la siguiente forma : 

j 1 j2 me F =fx,fy ,fz,mx,my,mz 

EJEMPLO 

LOADS 
13 25 2 L=2 F=20,30,0, 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

j 1 

j2 
me 

fx 
[y 

fz 
mx 
m y 

mz 

Defecto 

j 1 

1 
pv 

Descripción 

Número del primer nudo en la generación 
Número del último nudo en la generación 
Incremento en el número de nudo 
Número de condición de carga 
Fuerza aplicada en la dirección X 
Fuerza aplicada en la dirección Y 
Fuerza aplicada en la dirección Z 
Momento aplicado alrededor del eje X 
Momento aplicado alrededor del eje Y 
Momento aplicado alrededor del eje Z 

14. Bloque de datos DISPLACEMENTS 

En una estructura es posible además de aplicar cargas, aplicar desplazamientos 
traslacionales y rotacionales en los nudos. Estos desplazamientos no deben ser aplicados 
en grados de libertad restringidos. Esta opción solo se permite cuando se realiza un 
análisis estático. 

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los nudos de una estructura, 
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad. 

Omita esta sección si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos. 
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FORMATO 

a. Separador 

DISPLACEMENTS 

b. Datos 

Proporcione cuantas líneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la 
estructura. Finalice esta sección con una lfnea en blanco. 

ji j2 me U =ux,uy,uz,rx,ry,rz 

EJEMPLO 

DISPLACEMENTS 
13 25 2 u= 1,0,1,0,0,0 

DESCRIPCIÓN 

Variable 
j 1 

j2 
me 
ux 
U y 

Uz 

rx 
ry 
rz 

Defecto 

j 1 

1 

Descripción 
Número del primer nudo en la generación 
Número del último nudo en la generación 
Incremento en el número de nudo 
Desplazamiento aplicado en la dirección X 
Desplazamiento aplicado en la dirección Y 
Desplazamiento aplicado en la dirección Z 
Rotación aplicada alrededor del eje global X 
Rotación aplicada alrededor del eje global Y 
Rotación aplicada alrededor del eje global Z 

15. Dloqur de datos PRESTHESS 

Esta opción permite modelar elementos estructurales ( vigas ) sometidos a cargas 
·producidas por cables de presfuerzo·. P.J.ra sumar estos eí.:ctos a las condiciones de cargas 
básicas, es necesario activar los multiplicadores de presfuerzo que aparecen en el bloque 
de datos FRAME. Omita esta sección si no se utiliza. 
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FORMATO 

a. Separador 

PRESTRESS 

b. Datos. 

Utilice tantas líneas como sea necesario para definir la geometría de los cables de 
presfuerzo en las vigas. Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare los datos 
como se indican a continuación. 

nbl nb2 mnc D=di,dc,dj T=t 

EJEMPLO 

PRESTRESS 
1 1 o 1 D=0.25,0.5,0.5 T=lOO 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nbi 
nb2 
nmc 
di 

de 

dj 

Defecto 

nbl 
1 

16. llluque de datos SPEC 

Descripción 

Primer número de elemento FRAME 
Ultimo número de elemento 
Incremento en el número de elemento 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
sale 
el cable de presfuerzo en el extremo "i" 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
pasa el cable de presfuerzo en el centro del claro 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
sale · 

el cable de presfuerzo en el extremo "j" 
Tensión del presfuerzo 

En esta sección se definen los datos asociados con el espectro de respuesta para realizar un 
análisis dinámico. Los resultados de este análisis definen la condición de carga dinámica. 
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Omita esta sección si no se pretende realizar un análisis dinámico de la estructura. 

Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos variables "nfq" 
o "nritz" en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indicanel número de modos de vibrar 
que se consideran en el análisis de la estructura. 

FORMATO. 

a. Separador 

SPEC 

b. Información de control 

Prepare una línea en la siguiente forma: 

A=a S=s D=d 

c. Datos de la cuna del espectro 

Utilice cuantas líneas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta. 
Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare una línea de datos de la siguiente 
forma: 

tp sl 

EJEMPLO. 

SPEC 
A=45 

s2 sz 

S=9.81 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 

a 0.0 
S 1.0 
d 0.0 
tp 
SI 

52 o 
sz o 
32B 

0=0.05 

Descripción 

Angulo de la excitación en grados 
Factor de escala para los valores del espectro de respuesta 
Relación de amortiguamiento estructural. 
Periodo 

Valor del espectro en la dirección 1 
Valor del espectro en la dirección 2 
Valor del espectro en la dirección z ( vertical ) 



17. Bloque de datos COMBO 

En esta sección se definen las combinaciones de cargas para la estructura, las cuaJe• ·e 
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga básicas, defi• 
previamente ( nld ). 

Si no se especifican combinaciones de cargas, se obtendrán los resultados correspóndientes a 
las condiciones de carga solamente. 

Omítase esta sección si no se desea realizar alguna combinación de cargas. 

FORJ\L\TO 

a. Separador 

COiviDO 

b. Datos de la combinación 

Se deben proporcionar tantas lineas como sean necesarias para definir las combinaciones de 
carga requeridas. 

K C=c l,c2,c3, .... cnld 

EJEMPLO 

COMBO 
1 C=l4,1.7,0 
2 C= 1.4,1.5,1.1 
3 C=l.l,l.l,O 

DESCRII'CIÓN 

Variable 

K 
Cl.C2 .... 

d 

Defecto 

D=l.l 

Descripción 

Identificador del número de combina~ión 
Multiplicadores para las condiciones de carga estáticas. 
Multiplicador para la condición de carga dinámica . 



17. Bloque de datos ENVELOPE 

En esta sección permite obtener envolventes para las condiciones de carga estática y 
dinámica con casos de cargas móviles analizados con el módulo de SAP90 para analizar 
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estáticas y dinámicas. 

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza máximo y mínimo en los elementos ( FRAME ) 
de una estructura. Esta opción no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLID. 
Omita esta sección si no se desea obtener una envolvente de cargas. 

FORMATO. 

a. Separador 

ENVELOPE 

b. Datos de las envolventes de cargas 

Utilice una línea de datos para cada envolvente requerida en la siguiente forma : • •. 

i. e =cl,c2, .... cnld 

EJEMPLO. 

ENVELOPE 
1 C=I D=I 
2 C=I,I 
3 C=l.-1 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 

Cl ,C2, ... o 
d o 
b l.b2 .... o 

\lll 

D=d B=bl,b2, ... ,bnc 

Descripción 

1\úmero del idcntif1cador para la envolvente 
Multiplicadores para las condiciones de carga estáticas 
~lultiplicadorcs para la condición de carga dinámica 
l\lulliplicadores para los casos de cargas móviles de puentes 
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19. Bloque de datos SELECf 

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obtienen • 
también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa información es relevante. 

El comando SELECf permite seleccionar solo la información que es de interés de 
acuerdo con los fines que se persiguen en un análisis. 

FORMATO 

a. Separador 

SELECT 

b. Datos 

Utilice tantas líneas como sean necesarias para definir los datos que imprimirán en el 
archivo de salida. Prepare la información como se indica a continuación: 

NT=nt ID=il,i2,inc SW=isw 

EJEMPLO 

Para producir solo la salida de los desplazamientos 11 a 37 

NT=l ID=ll,37 SW=l 

Para producir solo la salida de las fuerzas en los miembros ( FRAME ) 25 a 45 

NT=5 ID=25,45 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 

nt pv 
il 
i2 i 1 

!OC 1 
ISW pv 

Descripción 

Tipo de selección 
Primer nudo o número de elemento 
Ultimo nudo o número de elemento 
Incremento en el número de nudo o elemento 
Bandera 
=0 Excluye nudo o elemento de la serie 
= 1 Incluye nudo o elemento de la serie 

. - ~ 
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L INTRODUCCION. 

SAPLOT es un postprocesador interactivo y gráfico para el programa de Aná 1 =-=~ 

Estructural SAP90. 

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando alguno 
de los siguientes gráficos: 

1. Geometría Estructural no Deformada 
2. Cargas Aplicadas 
3. Formas Deformadas y Modales 
4. Diagramas de Momento y Fuerza en Jos Elementos Viga. 
5. Contornos de Esfuerzo en Elementos Finitos 
6. Lineas de Influencia para Elementos Viga 

El modelo puede ser visto desde cualquier dirección arbitraria. El usuario localiza un punto 
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAP90. Este punto es 
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la dirección apuntando desde el 
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicación de ojo del usuario se asume 
que esta en el infinito. 

Una vez que se ha colocado la dirección de visualización, el usuario puede rotar la vista 
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X, -Y, -Z) tiene que apare· 
verticalmente hacia arriba en la pantalla. 

II. EJECUCION, PROCEDI!\IIENTOS y DETALLES DEL SISTEMA. 

A. Ejecución del Programa SAPLOT. 

Supongamos que los datos para SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido 
preparados y archivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecución de 
SAP90 con estos datos creara una serie de archivos intermedios en el disco (de la forma 
EXAMPLE. ???) 

Para obtener graficos de geometría sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS, 
.XYZ, .ID, .JJD, .1\IAT. r~ .. T3 y .POT son necesarios. Estos archivos son creados por la 
ejecución de SAP90 con el arch1vo de datos EXNvfPLE y residen en el disco antes de 
ejecutar el comando GO. 

Para ver los graficos de formas deformadas estáticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U 
ademas de los nombrados anteriormente. Este archivo es creado durante la ejecución de un 
analisis estatico y es necesario para recuperar los vectores de desplazamiento. 

333 



. ',. 

- 1 

Para obtener los graficos de las formas modales, se necesita el archivo EXAMPLE.VEC 
además de los mencionados anteriormente. Este archivo es creado por un análisis de valores 
propios y es necesario para recuperar los vectores propios. 

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos 
EXAMPLE.S3, EXAMPLE.S4, EXAMPLE.SS y EXAMPLE.SS para los elementos 
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLID respectivamente. 

Formas deformadas estáticas, formas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los 
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de la ejecución del 
comando GO. 

Desde el directorio donde los archivos intermedios de SAP90 estan almacenados, entre el 
comando: 

SAPLOT <CR> 

.\' 
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FRAME 

22 28 23 ¡z 35 2.4 

7 1.4 21 

19i 27 20 t 3.4 21 f 
6 13 20 

16 t 26 17t 33 18 f 
5 12 19 

13f 25 14t 32 15 t 
.4 11 18 

1 o i 2.4 11 i 31 12 t 
3 10 17 

7i 23 Bi 30 9t 

2 9 16 

"f 22 5f 29 6f 

1 

tx y l y 
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FRAME - EXAMPLE 1 a- TWO-DIMENSIONAL FRAME 
e FRAME HAS TWO BA YS AND SEVEN STORlES 
e UNITS ARE KIP INCI-IES 
SYSTEM 
L=2 V=7 : 2 STA TIC LOAD CONDITIONS, 7 EIGENV ALUES 
JOrNTS 

Y=-360 Z= 0.0 X=O.O : LEFT FOUNDATION JOINT 
7 Y=-360 Z=324 G=l,7,3 
22 Y=-360 Z=1104 G=7,22,3 : TOP LEFT JOINT 
2 Y=O.O Z= 0.0 
8 Y= 0.0 Z= 324 G=2,8,3 
23 Y= 0.0 Z=1104 G=8,23,3 
3 Y= 360 Z= 0.0 : RIGIIT FOUNDATION JOINT 
9 Y= 360 Z= 324 G=3,9,3 
24 Y= 360 Z= 1104 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT 

RESTRAINTS 
1,24,1 R=I,0,0,0,1,1 : TWO-DIMENSIONAL PROBLEM rN Y-Z PLANE 
1.3,1 R=1,1,1,1,1,1 : FIX FOUNDATION JOINTS 

CONSTRAINTS 
5,23,3 C=0,4 1=0,3 : SET A.XIAL DEFORMATIONS rN BEAMS TO ZERO 
6,24,3 C=0,4 1=0,3 

.MASSES : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIRECTION 
4,22,3 1\1=0,.49 

FRAME 
NM=7 NL=I : 7 SECTION PROPERTIES. 1 SPAN LOADrNG CONFIGURATION 
1 1=2150 A=51 17 E=29500 
2 1=2670 A=62.10 E=29500 
" 1=3230 j A=72 30 E=29500 
4 1=3910 A=84 40 E=29500 
5 1=3330 A= 50 00 E=29500 
6 1=4020 A= 50 00 [=29500 
7 1=5120 A= 50 00 [=29500 
1 WL=0,-0.1/12 PLD= 1 ::o 0.-20.0,0 0,240 0.-20 0,0.0 
e COLUMNS 
1, 1.4 G=2.1,3,3 !\1=3 LP=3 
4.10,13 G=1,1,3,3 ~1=: 

6,16,19 G=1,1,3,3 l\1=1 
8.2,5 G=2.1,3,3 l\1=4 
11,11,14 G=1,1,3,3 M~J 

13,17,20 G=1,1,3,3 M=: 
15, 3,6 G=2.1,3,3 ~1=3 
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18,12,15 
20,18,21 
e BEAMS 

G=1, 1,3,3 
G=1,1,3,3 

M=2 
M=1 

e SPAN LOADING IS STATie LOAD eONDITION 1 
22, 4,5 G=1, 1,3,3 M=7 NSL=1 
24,10,11 G=l,1,3,3 M=6 NSL=I 
26,16,17 G=2,1,3,3 M=5 NSL=1 
29, 5,6 G=l,l,3,3 M=7 NSL=l 
31,11,12 G=I,J,3,3 M=6 NSL=1 
33,17,18 G=2, 1,3,3 M=5 NSL=1 

LOAD S • LATERAL (Y) JOINT LOAD S AS LOAD CONDITION 2 
22 F=0,20 L=2 
19 F=0,15 
16 F=O,I2.5 
13 F=0,10 
JO F=0,7.5 
7 F=0,5 
4 F=0,2 5 

SPEe • SE!SMIC RESPONSE SPEeTRUM IN LATERAL (Y) DIRECTION 
A=O S=386.4 D=.05 : ANGLE, SeALE, DAMPING 
C PERIOD DIREeTION 1 DIREeTION 2 Z-DIREeTION 
C ACCELERATION ACCELERATION ACCELERATION 

.0769 0.0 .505311 0.0 

.0795 0.0 .519598 0.0 

.08 0.0 .520045 0.0 

.0833 0.0 .518093 0.0 

.0870 0.0 .493366 0.0 

.0909 0.0 .477599 o o 

.0951 0.0 .527825 0.0 

.0952 o o .530631 0.0 

.1000 00 .581609 0.0 

.1053 0.0 .564412 00 

.1111 o o 523663 0.0 

.1176 

.1190 

.1250 

.1333 

.1429 

.1538 

.1602 

.1667 

.1818 

.2000 

00 
00 
0.0 
00 
0.0 
0.0 
00 
0.0 
0.0 
0.0 

.572438 o o 

.588211 00 

.627807 0.0 

.665413 00 
636531 00 
.905796 0.0 
.804605 o o 
787220 o o 

.943909 o o 
1.005620 0.0 



. ·-

.2222 

.2420 

.2500 

.2857 

.3333 

.4000 

.4313 

.5000 

.6667 
1.0000 
1.2730 
2.0000 

COMBO 
1 C=l 
2 C=O,I 
3 C=O,O D=l 
4 C= 1,1 

0.0 .746135 0.0 
0.0 .704753 0.0 
0.0 .798052 0.0 
0.0 .718264 0.0 
0.0 .880624 0.0 
0.0 .882996 0.0 
0.0 .921167 0.0 
0.0 1.046620 0.0 
0.0 .641750 0.0 
0.0 .482251 0.0 
0.0 .258617 0.0 
0.0 .160189 0.0 

:STATIC SPANLOADS ONLY 
:STA TIC LATERAL LOAD S ONL Y 

:DYNMUC LOAD S ONL Y 
STATIC LOADS COMBTNED 

5 C=I,OD=I 
6 C=I,O D=-1 

:STA TIC SPAN LOADS COMBTNED WITHDYNM1IC LOADS 
ST ATIC SP AN LOAD S COr-.IDrNED WITH REVER SED DYNAMIC L 

SELECT 
NT= 1 ID= 1 ,22,3 SW= 1 OUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN UNE 
NT=2 ID=1,3, 1 :OUTPUT REACTIONS AT BASE 
NT=3 ID=1,22,3 :OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUMN UNE 
NT=5 ID= 1, 15.7 OUTPUT FORCE S IN BASE COLUMNS 
NT=S ID=22,29.7 OUTPUT FORCES IN FIRST STORY BEAMS 
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BUll..DING- EXAMPLE 8 - THREE-DIMENSIONAL BUll..DING 
SYSTEM 
V=6 SIX MODES USED IN ANAL YSIS 
RESTRAINTS 
1' 6, 1 
7, 18, 1 
)9,20,1 

R=l,l,l,l,l,l :FIXBASE 
R=l, 1,0,0,0, 1 :FIX DOF ASSIGNED TO MASTER JOINT 
R=O,O,I,I,I,O :FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED 

JOINT 
1 X=25.0 
2 X= 0.0· 
3 X= O O 
5 X=50.0 
6 X=50.0 

. 13 X=25.0 
14 X= 0.0 
15 X= 0.0 
16 X=25.0 
17 X=50.0 
18 X= SO. O 
19 X=25.0 
20 X=25.0 

FRAI\1E 
NM=2 
1 A=2 O 
2 A=2.25 

1, 1, 7 M=2 
3, 2. 8 
5, 3, 9 
7, 4,10 
9, 5,11 
11, 6, 12 
2, 7,13 
4, 8,14 
6, 9.15 
8,10,16 
1 O, 11, 17 

:TOTHEM 

Y= 0.0 Z= 0.0 
Y= 0.0 Z=O.O 
Y=25.0 Z= 0.0 
Y=25.0 Z= 0.0 G=3,5,1 
Y=O.O z= o.o 
Y=O.O Z=25.0 G=l,l3,6 

Y= 0.0 Z=25.0 G=2,14,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=3,15,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=4,16,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=5,17,6 
Y= 0.0 Z=25.0 G=6,18,6 
Y=l2.5 Z=12.5 
Y=12.5 Z=25.0 

1=0.6667,0.1667 E=432000 :BEAMS 
1=0.4219,0.4219 E=432000 :COLUMNS 
LP=3,0 M5=0, 19 

MS=0,19 
l\15=0,19 
l\15=0,19 
MS=0,19 
MS=0,19 

l\15=19,20 
1\IS= 19,20 
M5= 19.20 
MS=19,20 
l\15=19.20 
M5=19,20 12, 12,18 

13, 7, 8 
14, 8, 9 
15, 9, JO 

l\1= 1 LP=2,0 M5= 19,19 

16,10,11 
17,11,12 
18,13,14 

LP=3.0 l\15=19,19 
LP=2.0 l\1S=19,19 
LP=2,0 t-15= 19,19 
LP=J.O M5=19,19 
LP=2,0 l\15=20,20 
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SHELL- EXAMPLE 18- HEMlSPHERICAL SHELL UNDER POINT LOADS 
C 8 X 8 MESH USED ON QUADRANT 
SYSTEM 
L=l 
JOTNTS :USE CYLINDRICAL GENERATION 

X=O Y=O Z=IO :EXTRA JOINT 
2 X=O Y=O Z=ll :EXTRA JOINT 
3 X=IO.OOO Y=O Z=O 000 A= 1,2, 3,8,1,11.25 
12 X= 9.877 Y=O Z=L564 A=1,2,12,8,1,11.25 
21 X= 9.511 Y=O Z=3 .090 A= 1 ,2,21 ,8, 1,11.25 
30 X= 8.910 Y=O Z=4.540 A=1,2,30,8,1,11.25 
39 X= 8.090 Y=O Z=5.878 A= 1 ,2,39,8, 1,11.25 
48 X= 7.071 Y=O Z=7.071 A=1,2,48,8,1,11.25 
57 X= 5 878 Y=O 2=8.090 A= 1 ,2,57,8, 1,11.25 
66 X= 4.540 Y=O Z=8.910 A=1,2,66,8,1,11.25 
75 X= 3.090 Y=O Z=9.511 A=1,2,75,8,1,11.25 

RESTRA1NTS 
121 R=1,1,1,1,1,1 :FIXEXTRAJOINTS 
3 75 9R=O,I,O,I,O,I :SYMMETRY 
11 83 9 R=I,0,0,0,1,1 :SYMMETRY 
7 R=O,O, 1 ,0,0,0 :S\1v1METRICAL Z SUPPORT FOR ST ABTLITY 

SHELL 
NM=I 
1 E=6.825E7 U=.3 
1 JQ=J,4,12.13 l\1= 1 TH= 04 G=8.8 

LOAD S 
3 L=1 F=l 
11 L= 1 F=O. -1 
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19,14,15 
20,15,16 
21,16,17 
22,17,18 

LP=3,0 
LP=2,0 
LP=2,0 
LP=3,0 

MS=20,20 
MS=20,20 
MS=20,20 
MS=20,20 

MAS SES 
19,20,1 M=3 .88,3 .88,0,0,0, 1 O 1 1. :MAS SES AT MASTER JOINTS 

SPEC 
5=32.2 A=30 D=0.05 :SPECTRUM DEFINED AT 30 DEGREES TO BUILDfNG AXE~ 
o .400 .400 
0.100 .581 .581 
0.125 .628 .628 
0.167 .787 .787 
0.182 .9439 .9439 
0.200 1.0056 1.0056 
0.250 0.7980 0.7980 
0.333 0.8806 0.8806 
0.431 0.9212 0.9212 
0.500 1.0466 1.0466 
0.667 .6418 .6418 
1000 .4822 .4822 
1.273 .2586 .2586 
2.000 .1602 .1602 
10.00 .0102 .0102 
100 o .O o 
~, 

c.J 
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RePLTSHL- EXAMPLE 14- RECTANGULAR PLATE USrNG SHELL ELEMENTS 
e QUARTER PLATE MODELED USING 6 x 6 MESH 
e THIS DATA SET MODELS eLAMPED BOUNDARY eONDITIONS 
e PLA TE IS 2 x 10 
SYSTEM 
L=2 
JOINTS 
1 J<;=() Y=O Z=() 
7 X=5 Y=() Z=() 
43 X =O Y= 1 Z=() 
49 X=5 Y=l Z=() Q=l.7.43,49,1,7 

RESTRAil'ITS 
1 491 R=l,l,0,0,0,1 :MEMBRANEDOFRESTRAINED 
1 7 1 R=1.1,l,l,1,1 :eLAMPEDEDGE 
1 43 7 R=1,1,1.1,1.1 :eLAMPED EDGE 
7 49 7 R=1,1,0,0,1,1 :SYMMETRY 
43 49 1 R=1,1,0,1,0.1 :SYMMETRY 

SHELL 
NM= 1 Z=O.I :UNIFORM LOAD 1S LOAD eONDITION 2 APPLIED rN Z- DIRECTION 
1 E=l.7472E7 U=.3 W=1 
1 JQ=l.2.8.9 ETYPE=2 M=l TH=.OOOI G=6,6 

LOAD S 
49 L=l F=0,0,1E-l :CONeENTRATED LOAD IS LOAD eONDITION 1 

347 



.. -

FACULTAD DE INGENIERÍA UNAI'v\ 
DIVISIÓN DE EDUCACIÓN CC>NTINUA 

"Tres décadas de orgullosa excelencia" 1 971 - 2001 

CURSOS ABIERTOS 

DIPLOMADO EN DISEÑO DE ESTRUCTURAS 
Y CIMENTACIONES 

MODULO 1: ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

· TEMA 

METODO DE LA FLEXIBILIDADES 
(ANEXO) 

EXPOSITOR: ING. ALFONSO ALMAZAN JARAMILLO 
PALACIO DE MINERIA 

FEBRERO DEL 2001 

Palacro de Mrnería, Calle de Tacuba No 5, Primer prso, Delegacrón Cuauhtémoc, CP 06000, Col Centro. Méxrco D F. 
APDO Postal M-2285 o Tels 5521 4021 ol 24. 5623 2910 y 5623 2971 • Fax 5510 0573 



APUNTES DE 

ANALISIS ESTRUCTURAL 1 

José Luis Camba C. 
Francisco Chacón G. 
Francisco Pérez A. 



' . ~ 

-

CAJA 
75 

fACULTAD U! /NtiW/f~IA 

FACULTAD DE INGENIERIA UNAM. 

/~ 11/ll/lllllllll/ 
611073 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 
FACULTAD DE INGENIERIA 

DIVISION DE INGENIERIA CIVIL, TOPOGRAFICA Y GEODESICA 
DEPARTAMENTO DE ESTRUCTURAS 



Q.611073 

INDICE GENERAL 

Pag. 

l. Conceptos Introductoriqs 

2. Métodos aproximados 8 

3. Trabajo y Energfa 17 

4. Estabilidad y Grado de lndeterminacil5n 49 

5. Método de las Flexibi lídades 55 

6. Método de 199 Rigideces 79 

7. Método de Croas lO! 

8. Método de lúlnl 117 

9. lntroduccil5h al An,lisis Pl,stico 129 



U N 1 V E R S 1 D A D N A e 1 O N A L A U T O N O ~ A D E 

fH X 1 e O 

F A e U L T A D D E 1 N G E N 1 E R 1 A 

APUNTES D E 

A N A L 1 S 1 S E S T R U e T U R A L 

1 9 8 2 

INT~OOUCCION 

1" "'" el ap\t'ld(zajt dt lo~ (tm<l~ ('r¡c(u(,:le>4 t'l rt plto!¡\arM 

vigt,.(t dt t4ta matn(.a; co,.(~·,,.,,. tcu¡to lo~ a~pt.cto~ tt6-

IJ:ico~ dt t4(o~ ttma4, como ejtmplo4 dt apl(caC(.6'1 dt lo4 -

lrr9. )(1~1 Lu~~ CJm!r,¡ C,¡~(,¡,j¡•d,¡ 

Cou1d1rrado1 d.• AHJ(lll\ f~(1uctu1<tf 



3 

IN!>ICE GENERAL 

Pa.g. 

'· Conc.t.ptoJo lrtVtodu.c..toJt.lo6 

l. Ml.todo.6 Apila x.imad 06 

l. Tlr.tJ.bajo IJ Enr.Jt.g.la ti C A P 1 T U L O 1 

4 o . f¡,.tab.il..ldad IJ GJtado dt lndtttJtmlnac.ldn 19 

S. lUto do dt t•• F l u.lb.il.idadu 91 CONCEPTOS INTRODUCTORIOS EN ANALISIS ESTRUCTURAL 

6 o Mltodo dt t•• ltig.ldtc.u l4l 

7 o Ul.todo dt C>\o.U liS 

l. Mltodo dt Ka.n.l 117 

9 o J ntJtoduc.e.C:d'n al Art4U.~oü Pl46t.i.c.o tll 



-

.CONCEPTOS INTRODUCWRIOS EN ANALLSLS ESTRUCTURAL 

El objetivo del análisis estructural consiste en calcular las -

fuerzas Internas y las deflexlones en un punto cualquienl de una estruc 

tura. 

En el an<tllsls estructural deben tomarse en cuenta latt alguien-

tes condiciones: 

l. - Equlltbno entre fuerzas Internas y externas en to<hs los -

elementos de la estructura. 

2.- Compatibilidad de deformaciones de todos loa elemenllJa -

estrocturales. 

3.- Relación fuerza-desplazamlenw. 

1.· EQUILIBRIO ENTRE FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS 

Una estructura, sujeta a un sistema de acciones externas de 

finldo,, estará en equilibrio si las reacciones de la misma cumplen 

las condiciones de equilibrio, que se expresan como: 

En el espacio: 

J: F .t • O 
[ F y • O 
f. F z • O 

4 

CuanOO se trate de estructuras planas: 

~M= O 
De esta forma, sise Cwtlplen las condtcionea meOCtonadas, bajo 

la IICCI6n del sistema de fuerzas externo y el sistema de reacciones, la es-

tructura está en equilibrio. Los elementoa que forman la estructura eslardn 

sujetos a fuerzas Internas que se desarrollen en ellos, provocadas por el -

sistema de fuerzas externo apltcado. 

51 se hacen diagramas de cuerpos Ubres., al aislar una parte de la 

estructura hactend> uno o varios cortes, deberdn estar tambh!n en equllt--

brto. 

Si ¡:ur ejemplo, en la estructura mostrada a continuacl6n ee alela -

el nuW tndtcaW, sobre el cual actUan las fuerzas externas Pa asr como las 

( 

\ 
\8 .. / 

" A 

D 

F, 

E 

F. 

I 

Fo 

H 

f G 
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fuerzas lmernae desarrolladas en loa plaooe de cone, éste nudo deberd e! F, F• 

taren equilibrio, porque forma parte de una estructura en equllihrlo.y ror 
F, 

e D I 
lo tanto,podrdn apllcdreele lae ecuaciones generales de equilibrio; a eA te 

sistema en equilibrio, se le Uamard equilibrio nodal. 

M oc ¡::, 
__..v,, 

r F• 
F, 9 E H 

--' v- - ,r _] 
1¡-

4----- v .. a 

J;· --t v,. N,. 

0 
8 

l\1r lo tanto. Rl una l~lrLil'tnra l'Rtli en t'qtHILhl'l!l, cualquier C'lemC'~ 

----.va .. 

JJ· 
tu que Rt' til'ilc IAIIII'Ll'ln lo t.., tara, .,lt•m•' nt"\"t·~arto para (¡uc l"l'll!l se t'tunpla, 

que en los pla011R lle l'orll' ~t· c•HlSLI.kre In 11 la" acc¡om·s lntl'rnaq que lil cq· 

M •• trtiCillra ejcrce •mhre el t•kmcnm qttl' se al-;h1. 

A e( mismo, al hacer un corte en un entrepiso, <leberd eRtar en-
2. - COMI'A llliii.IIIAI 1 PI: IIEI (I){~!ACIUNI:'S 

equilibrio la pane a lB lada por el cone, ya que pertenece a una estructura 
Al aplicar un sisternu dl' ftn·r¡,¡q :1 unu t"<;tru..:ltrru. ll~tn se defor· 

que est.4 en equilibrio. 
ma.pero conserva las Clllllhcloncs de l'olllinuH.l<:~d ln¡ciale<>. A!-if m¡!'lmo. los 

Aar ¡nr ejemplo, al en la estructura anterior se corta en el plano desplnzarnientos finales l'll 111 cstrw.:tura llcher.fnlwr conq'IUtJhles con las-

Indicado, la escructura aislada permanece en equilibrio: a este slfltemH 
cond¡clones de deformnc¡('in de lu~ diferentes tipos de ap.1yos. 

se le llama equtllbrlo de entrepiso. 
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En la estructura de la f1gura, td nudo ll al (li!Sar a la pastelón U', -

st: desplaza y gtra; si se trata de una t!Struc[ura en el t:Spttclo, podr4 tenea-

tres componentes de desplazamiento lineal y tres giros. En el caso de un -

nudo en d plano, los desplaL.amienws sen1n:dua cumr:onenles de dt!Splaz_! 

miento lmeal y un g1m. 

La condtctón de cumpa(lbtlidad con lus CUIH.hclones de apoyo, se-

dan ror eJemplo, en el caso de la figura, que los a(X.>yos A y ¡.; por st:r t:m-

pOlramu:~ntos, lmpH.lcn tuJa posJbliHiad de d~pla:lamiento lineal y de giro; 

en camiHo pora el a1uyu G, fXJr ser un a¡xlyo anlculado, no permUirá des-

plaz.amlentos lmeales pero st d gtru del mismo. 

6 

J.- RELACION FU~RZA- DESPLAZAMI~NTO 

De acuerdo con loe objetivos mencionados del anállsta estruc-

wral, es necesario conocer pera una estructura de geometrra definida, 

la relación que existe emre las fuerzas y los desplazamientos. 

51 se observa la siguiente gráfica, se deduce que la relación 

entre fuerzas y desplazamientos puede ser hneal o no serlo . 

p 

RelaciÓn lineal 

p 

A 
Relación no lineal 

Cn ~ene ni. se sujXlne la hlpóle~la de: que la relactón enrre-

fuerzas y dt."SplaLamlenlos es lineal. ¡"J.Jr lo que se puede aplicar a las 

eBlructuras d pnndplu de supeq:oslclón. 

D1cho pnnctp•o t:~lablt!Ce,que los etec1us que product: un ststema de 

fuerzas ~plkaQ..) a una t:Blructura, son t!quavalentes a la swna de loa 

efectos producidos por cada una de las fuerzas del l:llstema actuar.Jo • 

Independientemente . 



Las condiciones que debe cumplir una estructura para que se 

le aplique el principio de superp:>slcl6n son: 

a) Que exista pro¡nrctonalldad entre esfuerzo y deformaciones, es -

decir, que se cumpla la ley de Hooke. 

b) Que no haya Interacción entre efectos debidos a tuerzas axiales y 

momentos fiexlonanrea (efectos de esbeltez). 

e) Que las deformaciones en la estructura sean relativamente pequ..!: 

nas, evitando asfque a e afecten en forma lm¡nrtante elslstema de--

fuerzas Internas y de reacciones. 

Si la estrucrura en estudio cumple con lu tres condiciones me!! 

clonadas, se trata de una estructura con comportamiento elástico y 11-

neal. 
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C A P 1 T U L O 2 

METUDOS APROXIMADOS PARA DISEÑOS PKELIMINARtS 

A. MlTODO DE tiOWHAN 
e, MtToDO DEL VOLADIZO 
c. MtTooo DEL PoRTAL 
o. MtTooo DEL FACTOR 



ME I<Jil<JS AI'ROXIMAIXJS I'AHA DISEI'll:x; PRELIMINARES 

ME'! O! X) llE UOWMAN 

!)cspu~~ de estudiar un gran nUmero 1.lt! man.:os re.'lucllus ¡:or mé· 

toJos cx.ucws, sella prupuC8to un mél1HlJ aprox.unaOO que;: ac Lasa en las 

a) Los puntos de tnnexlón en las vlg.u~ extcri~rt:s se encuentran a 

O. 55 Jc su da ro, a partir de I:HI cxrrcruo exterior. En las vigas lnterlort.!tl 

su punl.IJ tlc tnflcxlón ~td ul centro i.Jcl da ro, excepto en la crujfa ct:ntral 

cuando el núrncm de éitoa t.~ impar, o en las dos centrales si~ ~r. En 

ellos los puntus de Inflexión de las vlg.ü8 cstan1 for.lada pur cundtclont:a

de atmelrfa y Je equllihrlu. 

b) En las columnas del primer t!ntreplso los puntos de tnnexlón -

están a 0.60 de su altura a JXlftlr de la bttsc. 

En marcos de lbs o nu:ls, tres o rwb, cualrt> o nula entrcpl.tws. -

respcctivamentt:, lo::~ puntos tic inflcxt6n en latJ colutni"II:IS de: los .emrepl· 

sus úillmu, pcmllumo y dlllcpenúhuno, rcttpc..:livYmt:ntt:, He encuentrHn 

a O. 6:=i. O. ~O y O. 55 de la ailura c;urreapondiente a pontr del extn:mu su· 

perlur. 

En cJIIktos de cinco u más entrcpu;os, Jos puntos de Inflexión en 

culwnnas para las cuales no se ha es~lflcat..kJ la {XJSICtón, se encuen-· 

tran al cen~ro de su a.lrura. t::sto se tlustra en la hg. l. 

e) La fuer .la cortante de cada entrepaso se Jtstnbuyc en la forma 

siguiente. 

8 

En el primer emrephm: 

Una fueru cuna me Igual a: 

Ve = 

Esta se das tribuye emre las colwnnas proJX,)rctonalmente a sus 

ngldcces. 

l.a fuer.lll cortante VI • V -V e se dlBu-lbuye entre las crujCas 

prop..~rclonulmcnte 11 la rigidez de la viga que la Umlta en la parte supe

rior. l.u curtuntc. de cada cruJfa se th.strlbuye en pertes Iguales entre las 

tLs columnas que la llmilJIJl. 

l:n pl!iuti supcriure::~: La fuerza cortante v _N_::__Z_ v e; Nl'T 

!:le dlstnbuye Jan!\:uunente emre las columnas. 

La curWnte VI • V - Ve Bt! diHITibuyc entre la8 crujras como 

tiC /¡¡¿:o J"ll:l.nl j.,¡ pJant.a lldj8. 

k 

V - flu:r.ld COrl.dlllC rur cutrcptsu. 

N "- e ruj fus dd 111!:1 reo eu el cnt rep&su COrti hJeralkJ. 

~ ~ ..re. 

{o u .. 
{o eo .. 

fo ~~• 

[oso. 

Puntos de InflexiÓn en los 

d1ferenlentes entrepisos 
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Enseguida se presenta un ejemplo numérico para mejor compren~ Para el ler. entrepiso el cortante V=S 

skin del método antes expuesto. y el cortante p:~ra loscolumnas es 

Se tiene un marco el cual consra de tres crujras distribuRtas co- N-0. S V • 3-0. S J•l V C! • -,:¡;-.,.- -,.,-

mo se muestra en la figura, dicho marco ea de dos niveles. y está so_ 

metido a dos cargas horizontales en el Jo. IJ to. nivel de ST y 3T-
Para cada columna es } • J • 25 

respecUvamente. Determinar los momentos que se generan en los nu-

dos debidos a las fuerzas actuantes. 
Para el segundo entrepiso V=3 

Para esas columnas 

N-! V • ~ lll • 0.7'; Ve • '1l7T .. 

Y el cortante por columna eR 0·! 5 • 0.1175 

Para el primer nivel el conante en vi~<HJ es 

V t • 1 -

Y el cortante en cada v1p.n efl j • 1 · 0 

ERa fuerza se divide entre las dos columnaA ~nfenores l)l.Uél hnente o -

1. o o 5 
sea -r- • · 

+---~5amll-----t---~5m_----+·------~m------+ Lo m1smo se hace para el sep.u1Klll mvel 

Vt • J - 0.7S • 1.1S 



~' 

l'aru ¡;,¡da Vl).!. • 
2'.lS ¡-•0,71 

Se n:partL' cnln.: J,¡s Ct>hunr\ClH JnfL'Ilorct~ VL"CIIW!> 

o. 7 5 
-,-- • O. liS 

l),dra l'llCOrJtrar h1s ruoJllt:Otos sc nlultlplicurdn las fucr:tas ~.:ortantes ¡:or 

sus respectiVOs brazos en las coltmHW.S 

Po' eJemplo 1.7~ (1 .61 • z.ao 
o. 5625 {1.051 • 0,59 

l:qtuii!Jr<UIIOS hJs JWHIIl'flllJS t:n las columnas ~.:on los Je ltt!J Vltl)I!J 

valltlllklnnt:l dt: c¡ue conocemos los puntos de ¡nrlextón de las vigas, 

10 

T .... 
o o 
~ ....:. 
o 

~ d 

.. 
"' .. ON 
o~ 

"' .. 
o 
o 

.., 
d 

~1"' ?~ .. 
"! 
o 
' 

= 

"' ... 
d 

~~~ 
' -

+---"' .. 

~:..,:;~-~~ ..... . 
-l""'ln N 
c:ióó .. 

"' ,.; 
o 

93 

' ~ 
~ 

' 

~g 

_o 

"'\'" ~"' 

...·~¡; 

~~~ ... .... 
N 

' 

~ 
~ 

o 
~ 

'1' 

"."'!"'~o ~~~ -~ 
OOQ N 

-+ 

..,·~.., N ,_ 
~ ~ 

l()tf') ~ 0~.., 
':::p N 

:c~~:c 
-?OIN 

"'sl"' Nd1,.... 

'" o#; 

~ 

~ 

"),¡ 
~ 

.. 
tn.{C 

" 

" ·~ ·~ 

+- ~ -+ 
..; 

o 
"' ~ 

.., 

... 
N 



METOIXl IJEI. VOI.AI117Jl 

Se hacen' las siguientes lup:'ilt>Si<>: 

a) llay un punlo de ¡nflexLc'in en el ccn1rt1 dt• cada vt~a. 

tl) llay un punro de 1nnexn'in en el C('nlro de cada t'ct\umna. 

e) La mtcns¡tlad del esfuerzo axial en cada collllnna de 1111 ptso c.·s 

pro¡:nrcional a la dtslanc¡a horiLonla) di;'Sllc cs:1 columna ;¡J c.·cnlrtJ de ~r! 

vedad de tndas las columnas del p¡so que .<~e considt·ra. 

Aplic¡ucmnc:¡ este m('tndo al s¡~uicnle (.'JC!lip\o• 

J K L 
OKo 300 1 

3m 

E F G H 

•• t 
El• c ... 4m 

A 8 e o ,., .. ~/;;: ,,j •. L: 1 
+-~m·--+- --~m --+-~--6m ·------+ 

11 

Cálculo de las fuerzas axiales en las columnas. 

Como todas las columnas tienen la mlsma sección, el centro de -

gravedad de las columnas se determina. 

4X • 5 + 10 + 16 

l 

E 

na DI!. 

X • 31/4 

J 

F 

l
1.7SF 
"fR A[ 

7. 75m o partir de A El 

K 

G 

t 22 ~FAE m-

L 

H 

l>.t .. O SfJOOOI • 1ISOOOI- u.rAl - ~~; rAf 1111 * fH FA.f16I•O 

fAf •IJ76.SS 

fPF • 458.4S ,. • 399.64 
cr. 

f /46S.36 
VH • 



Para el siguiente nivel laa fuerzas axiales cstdn distriburllas de -

Jg¡wJ manL·ru que para el primer nivel. 

J L 

[ 1 1 7,m 
.!Lll.¡_ f 775 FEI j 4. 7~5FEI 

Tomando óuma de m o me nto.t. e o• 

'J' l. 

"' • o 
3000{l,S)-16FAE 

! 2 ·2 ~FE1 T.n 

Jtr..t.pecto a la 

-'-'-~ FAECIII + 7. 75 

aJtt.icutac.c.6n '" 

H~ fAEIGI =o 

(.as ruer'LUs cortantes cn las vigas ae ohtlcncn a partir de lu~ 

fuerza¡.¡ axiales en las columnas de loa dlfcrenlctJ nudos. 

1\lr ejemplo en el uuck1 11. 

VHG .. FOH- FHL • 1437.28-258.71 • 1178.57 

Poro el nudo E 

VEF • 1350-17 - 243.03 • 1107.14 

el 
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Mornemos en las vly;aA. • Como el momento en el centro de cada 

viga es nulo, el correspondleme a f'U"' extremos será igual al conanre 

en la vlv;a p::lr la mitad de su lon¡,ütud. 

Momentos en las columnas.· Se determinan en las cabeJ"as de és-

'taa descendlemkl hacia la hase. 

MElUIX) DEL fUI\ TAL 

Este método se basa en las slgutemes hipótesis: 

a) Los puntos de inflexión de vigas y·de columnas se encuentran en 

sus puntos medios. 

b) La fuerza cortante en cada una de las columnas exteriores de-

un pLqo es Igual a la mitad de la que corresponde a cada columna interior. 

De esta manera el prohlema se transforma en una I!'!OAtálica. 

Resumen de la secuencia de cálculo: 

l. Se determina la fuerza cortsnte en cada entrepiso. 

2. Usanlh la hlp:1tesis (h) AC determina la fuerza cortante en ca· 

da columna. 

3. Considerando la h!J'll.~tcsls (a) se detcnninan los momentos ne-

x¡onantes en Jm; extremos de las colunnk'lS. 

4. Determínense lus mornentofl en los extremos de todas las vi--

¡2;as CQlHhbrando los momentos de las columnas en cada extremo. Se ne· 

ccsj[a empezar en nudos con una sola vi~a y conslJcrar que los rnomen 

tos en los extremos de una rnisnw \'1~;¡ son i~llalcs. 

5. Obténgpnse las fuerzas cortantes en las v1¡2;as a partir de IOR -

momentos de sus extremos. 

6. Determínense las fuerzas axiales en las columnas a partar de 

las cortn.ntcs de las vallas. 

300~ 1 J K 

E F G 

El • Cte. 

•• ~-!! ,....S: 

+---··~m ___ - + 

El cortante en el primer enlrepiso vale 

Ve• 2666.6 columna6 ~11li''IC<''II'b 

Ve• IJJJ.J C<'lumrw6 ntnu'U'6 

Ve• 1000 

Ve• 500 

columna6 cntl''liO'II'6 

columnab e~tl''liO'I1'6 

L 

H 

Q._, 

Qm + 

Con lo6 va(o'le6 anlt'I«O'It6 bl' calculan lo6 momf»lo6 

en la6 columna6 y po'l. ~quclib,io el de la6 t,abe6. 

3m 

4m 
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MloTODO DEL FACTOR 

Se basa en las ecuaciones pendlenre-deformaclón haciendo mo 

diflcaclones baJO las siguientes hipótesis: 

a).- Para el cillculo de los dcsplazamlcn;:os lineales y an~LJlareH en un - · 

piso, se t.:OI1NIJera que el vulor 't' en doH cntrcphws consccutlvoa es-

Igual. 't ca la dtrcrencla de Jesplazurnle~to laterales de dos niveles 

consecutivos dividida entre la altura del cm repiso. 

b). - El giro de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras --

que concurren al mismo son l~ales. 

Este mt_\todu se cipllca siguiendo los seis pasos Hlgulentes· 

l.- En cnda nudo tlC calcula el factor v de las vigas v"' Lt<c/LK 1 

CB 111 sum.t de los valores K : 1;1. de las columnas •¡uc conc~ --

rren al rm&.1, y ¿K es la .sum.1 de los valores K para todo¡; los cierne!:! 

tus del nudo. 

2. • 1:!1 (',ulu umlo se cakul;¡ (.'1 {¡¡cror (: d(.• las column.1H C:.,. 1 • v, sien· 

tr,¡dnH dt•l prl111cr plho .<~e .... ,,ll'•hk'r.• ¡;·.l. tJ 

J.· llav 1111 t~lHlM'I"ll, ohter1hlo (.'11 1 y 2, v y C en o..·nd.t extreuJo de todo!j-

los elementos Jel m.Jrco. A caJ,¡ uno Jc dichos nUmcros se le suma la -

mltml del correspundlcll!e al c1tnJ cxtrcmc1 del elemento . 

.4.- Se multiplica cad.1 suma hallada en el pnso 1 por el valor Jc K del --

elemento .1! que corresponde dicha suma. Par<~ las columnas, a este pro-

dueto se le llama factor de momento Jc colulllnJ, C. pJra las vigas, fac-

tor de nlornento Je v1g.1 V. 



!S 

S.- Los factores llc mOmt!nto de columna C, hallados en el p~ 

so 4 son los valores relativos aproximados de los rnomenws en los extre- r 
mos de la columna par.1 el piso corrc~:~pondienre. 

Por la estática se ve que la suma de los momenros en lo~:~ ex--

4m 

t 
tremas de las columnas en un piso determinado, es Igual al cortante horl-

zontal total en ese piso multiplicado por la altunt del piso. Por lo cual, -

4m 

t 
los facrores de momentos en los extremos de las columnas, por propor--

c!On dlrectu, en cada piso. 

4m 

l 
6.- Los factore8 de momento de viga V, hallados en el paso 4 

son los valores relativos aproximados de los momentos en los extremos--

de las vigas para cada nudo. La suma de los momentos en los extremos-

de las vigas en cada nudo es Igual, por la etnilttca, a la suma de los mo--

mentas en los exrtemos de las columnas en ese nudo, que pueden obtener-

se en el paso S. Por lo cual, los factores de momento de viga V se pue---

den transformar en momentos en los extremos de éstas, por propon: IOn--

directa en cada nudo. 

Veamos como eJemplo el slguleme marco. 

(Los números Intermedios 
son rigideces relaflvas) 

+~-- >m-~ -/----- >m ---+-- •m - + 

Cákulo dL: lu.::. f:tc(tllt:h dl: \'11!,1 de !u:. nudos 

l'or ejemplo pura td nudo UQ) 

V¡o • 6/8 • 0.75 

Taruhlén p.1ra el nuJo W 

2:Kc • 3 + 4 2:K • 9 

lJ<,c ::.tUll..I de rig:ldc.:es Jc lc1::. 
culunw.ls 

V7 • 7/9 • 0.777 

Cákulo Je fuctores de ~olun1ild por c;cntplu llll<lo.:. ( 7) y 110) 

e • 1 - v 

e e: 1- o 111 = o.223 

e = 1~0.1~ = o.zs 



o 966 09H 09:53 o 966 
6l<Th OTI3 OlTI lf'i06 

OHl o 400 0.3'3 

o~ Q_RL o'()() 
o.~z~ (r4j3 

o 366 o -4~0 o 366 
01'6'6 0200 líT~ 
o 200 o 2"><> o 200 

~till Ut§ +ffi% LLU .. o 4 o40 o 3 7~ 
o 7!10 0.7~0 o 800 

o 200 o 2~0 o"'" 
~i-l w.\ &lli 

J. 1 1 
OH8 2.1!§ 

~ Oiff 0100 
o, .. r t ~gm 0416 0.3~7 o 388 0.333 o 357 

0.111 0,711 o 714 o 71 4 o 8681 
1.221 T:T"93 ~ ~ T.'?)'41" TOIT 

o 166 o 223 o 2!16 0.333 

~·~~ m ~wt &m-

1 1 l l 
"'" 1111 1 1 4) 1 250 

Ol>fl ~-fiT i5T4S o.? JO 
1.000 LOOO LOOO 1000 

Se han anotado los factores de vigas y columnas y a cada uno de
dichos números se le ha sumado la mitad del correspondiente al otro ex
tremo del elemento. 
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CQlculo de MJmentos 

Por eJemplo primer entrepiso 

M- Vh = 10(5}- 50 T-m. 

Hstc rnomento se distribuye en las c,olumnas propo.rci onalrne~ 

te a sus rigideces. 

..!li_ 

l:e 
22 536 - ¿e 

En el primer entrepiso 

22.536 - 3249 + 4.444 + 3 429 + 2.50 + 1666 + 2.358 + 2.892 + l998 

M,. - ~i.~56 (50} - 7.208 

Me1 - 212~~6 (50) ... 4.430 

Mu- 7.607 

M&!• 5.231 

Poro el nrvel 2• 

M • ~(4) - 20 

Para el nivel 3o. 

M - 2(4}- 8 

Mz1 = 

Mrz .... 

..... 

4
·
444 150} - 9.859 

22 536 

6.416 

3.696 

5.546 

4.683 - ¿e 

6.121 - l:e 

Los momentoo en las v 1¡~;as serán proporcionales a sus rl~ldeces 
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Se anotan los factores de Momentos de columnas y vieJOS 

y los Momentos 

e y v y 

Wlli B::Qll] E!:llil 8:W] 
ÍOUb o 9nTo 933 oa66l 

081111 t~n o 8116 

l@I) !f"@ [!ill 

J 1 1 
LAPITULO 3 

~ liiW t%=9~ 
" TI2 

¡_, "' 1 ITIE)-F (:H~ RABA JO y ENERGIA 
1111& t 150 11&0 1 17~ 

o ... t08l 0686 
In!!] l!!m l!:!ill 

1 du 1 

IUllJ IillLl A, PRINCIPIO DE LOS DesPLAZAMIENTOS VIRTUALES 
0~32 10<44 0112 PRINCIPIO Ull TRf.BAJO VIRTUAL 
~ 1-~ ]14!/i:~ 2991 ~·~ li!!il 

B. 

11221 ttlil S 1 134 110211047 1025l 

L998 2 en 2 ]58 1666 

~ ~ lill!J. ls&ul 

1 1 1 ~ 
3249 44-44 '4l9 2 sao 



2. 1 TRARAJO Y ENERGIA 

Si un AlA terna de fuer~:as externas. <le aplica a un cuell'O. eA te 

se deformará haRta que se presente el equilibrio cmre las fuerza.q ex· 

ternas aplicadas y las fuerzas Internas del cuerpo. En consecuencia, 

el sistema de fuerzas externas realiza un t rahajo. Este trabajo He a.!. 

macena en el cuerpo y es a lo que Re llama "energfa de defonnacidn -

de\ CUCr¡:xJ". 

El trahajo realizado por el si!Hema de fuerzas externas, ae -

puede tranAtbnnar en energfa de defom1act6n y¡o eneqz;fa cinética del 

cuerpo. Si \aq fuerzaR RC aplican gradual y lentamente, a un cuerpo 

eldstlco, el trabajo exterior se tran..qfnrma completamente en energfa 

de dcfonnacl6n. 

L.a enerp;fa de deformación o energfa Interna de un cuerpo e-

Jdqtlco cR por lo tantn, la suma de todo el trabajo transmitido por el 

sistema para deformarlo con ref:lpecro a su e~tado natural. La ener-· 

gfa de defnnnacldn almacenada se transforma en trabajo cuando el si~ 

rema de fuerzas es retirado. Si el cuerpo es perfectamente e\ásUco 

recuperará exactamente su fbnna Inicial. En los sistemas elásticos 

se de!'lpreciardn las ptinltdas de ener¡z;ra por calor. 

La energfa de deformación depende de las caracterfstlcas de -

la curva car¡;ta-deformactdn del cucr¡x>. Asf, por ejemplo, en la Ftg. 1 

el área sombreada nos representa la ener¡rra de deformación de un 

cuerpo con cornporrarnlenro elástico lineal. Fl área somhreada en la -

Fl¡z;. 2 nos representa la ener¡rfa de deformación de un cuerpo cm COl'!!_ 
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portamiento elástico no lineal. 

Para el caso de la Ftg . .1 la carga P se apl•ca gradualmente

y por lo tanto la deformación aumenta gradualmente. El trahejo desa-

rrollado p-1r la fuerza Pes: 

W • J p·. dó • enerlil(a de deformaciÓn 

f1g.l.- Energ(o de Deformoc1Ón 

Coso L1neal 

S 
f10 2.· Eneroío de Deformoc1Ón 

caso no L •neal 

El áreu no "llllllhreal~1 marcada con C en las f:¡~q· 1 Y 2, se· 

denonnna "ener~ra ('Oinplelllentarla l.k' deformaclt~n" y "le calcula con· 

e" S A·dp =energía complementarlo de deformoc16n 



l.ij cncrgfu de dctunnal·i~~~~. puedt· aparecer dchtdu a fuer.t:u~ 

..IXHllet:;, Je flexión; dt• l'Ort.JrHc y de tors¡~~n. l:sws fucrzds pueden pr~ 

scnwrsc lliHiuda~ r1 cn dctcnJrllr..ldi.L~ curnhtlldCllmcs. En seguuJa se oiHc~ 

drJn las expreslone:,~ p<Ho.l la energfa de Jcfurmacil5n dehido a los efe~ 

tus untes rnencionados, los cuales se consider.Jn que acu1un unu a la • 

a) Efecto de Fuerzu Normal. 

Considérese la h.lrra mostrada en la Ftg;. 3, la cual uene su 

élrea transversal corJStunte. 

11--------', 

lf------~LL~--<!!----'1 1 
e----N 

+------ L -----+& +· 

fiiJ. 3 

..... 
·-" ' 

I<J 

dw = .N... .!:L_ d• 
2 AE 

' 2 w. í ..1[__ d• 
~ 2AE 
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1kmdc lJn f"R In cncr¡;:ía de dcformncu'\n Interna llehida a car)otas aMialt'H, entonces 

h) Efocto de Mornerllo Flcxionante. 

Consul('\rt"'IP que en el lramn t.lc v1~a fliO<>Inldo en IH Fi¡¡::. 4 -

nrrúan fucpaq c¡uP produ<:cn flcxJ11n en él 111ismu. 

Deb¡du a que las fuerza!-! que product·n flexh~u se aplican ~rn-

dualmcnte. el valor de la fuerza pn>medro que acttía en el dn.'a dA, es: 

d F. t vdA 

dF • t -'o/-dA 

flg. 4 El lraho]" cft.,·wa~l<' en In fibra anoll .. ada cj'¡: 

llna fihra sltualL1 a una dunannR y del eje ncu1m 1enJnf en dw • .fdF 

mo defi:Jnnncll'\11 en In lon~ln!d dx 

o sea: 

pero 

y eltraha¡o para toLlas lAs f¡hrAs e11 la ltHljl,IIU. dx f!er.1. 



1w • t E~: · dx r y'. dA 

-e, 

dw i6--d• 

El tral10.jo total en toda Id viga será: 

W ·1'~ dx 

¡x1r lo wnto 

donde l 1111 e~ la t.•neq?,ía de dL't11nnacu'íu ILltenLu dchlUa u /lHIIHcnto flc-

xlonante. 

e) Efecto de Fuerza Corturne. 

Consh.Jércsc qm.:. en el tramo de vt..:a IIIO~Hralla en la FtK, S-

actúan fucr¿as qut!'produccn esfuerzos de coftantc en élnllsmo. En J¡¡ 

fi!',ur.t se cxa~era lu dehli/IHH.'it'ín de lu fLlna ¡nostruda, 

21 

-t h, ---+-
h, 

+d• T-

fi g. 5 

El trah.Jjo deb1du o.1 la tuL'l'LLI cor wntc cs: 

pero 

y 

yg_ 
1 b 

-

fu_a __ 
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t~JildC' () t'G t~lmornenfll CfltA"fll'll con f('!'lp<_>Cto al CJC neutro y hes el· 

dW" ~d11dA 

El trabajo qnc se cft.'Ctlia en la longttud l1 x, e<>: 

si: 

('fl(IIUC'('q: 

dw • cv' dx 
2G1i 

·El trnhajo dt:.•c!lmdo en ttnkl la vt¡t.a st'rá: 

por lu tanto: 

U o 

dnmle llv es la cnt.·rv,ía Jc defonna.:H~n iniL'llkl dl'ludd .¡ fucu:a<; L'llrlan· 

[(.'S. 

I.n Clli\,<ilallil..' e L'S el llanwdo factor dt.' fnrllla y dt.·¡~.:ndc de la 

fonna dt.• la st:.•cnt~n tr<Jn<;vt:rsal 1\J~uno:J<o valllrt:.'" de<: <>l' tlant·n<;t'Y,III· 

e 1.2 

I 
e • A UCC!c\n 

A olmo 

e • 1 u 

o . • 

e • 1.~ 

e 1.2 

t.n v1~a lllO<>trad.! L'll la !·•¡:. h estJ -;u¡l..'t<~ n un mo•ncntcl tc1r· 

Slllll81l(C ]' ap\iCUtiO l'll lJil t.'XIfl'lllll dL' ];¡ llli'Hll<l, 



pero 

CO{i)fiCCH 

---1 '.Lr . 
-f ---

,./ ' -
5!: -----

-t- d• ---- l__ 

~--- L~---~- ---- ---- --t-
fig. 6 

¡_:¡ tn.tha¡o ch.:ctu.nJo en el sc~mcnto dx cli: 

dw • 

dw 

1 -,·Tií' 
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¡ur lo U.Wlt) 

- ¡'~ 
W- J, 2GJ 

L 

Ut = I T'd• .RJ 
o 

~·111dc 111 t:S I.J CIU.:r¡.!,i.J lk: dt·hiiiii.Jl·l•'lll 11\lcl'lkJ dcbtd.J .t ha.l ,t,J-. tk· ll11-

t 
h 

t b + 
• • b·h 

3.6(h•. b1
) 



Secciones lluecas 

Exprcsi<~n Gcnernl: 

-+~a 
,. --·--·--- -, ¡ 
' ! 

' -

'¡ ' ' 
t, j 1: 

' '------· ----
r 

A~ab 

-t- --·~ a -----~ + 
A • t ah. 

J .JJ,! " t·· ·R· • h· 
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b• 

hm 

Secciones Abiertas 

Expresión General: 

i -----
bo +-

+------ b• --¡---+ 
'"·, . .;,_, .-.:·'~:;.~':':--..'''""-~"\.';-':] 

Tt. L 
b. ~; 

l 

En el cnso ¡.!.l'llCr<tl tlt.: un dcna·nt11 <;tiJ<'h• ·• ]o os l'l•·tllcnln'l rne· 

c.1tncos cuados antenonnt•t•tc, "t' nhllf..'lll' que la t'IH'I ¡.?:ía dl' lkforma· 

U ::o Un ,.. Ub + U• t Uf 
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o Hea: . se.: usunl lu 1· ~~- 7, en la cual ~e: mue~:¡tru un~.:ucrru rf~¡¡.Jo en cqulillll 1u 

U• JN'd• + j M0

do + 1~ + 1~ nt ~[1 2G~A 2GJ 
L L L L 

h..qo d s¡sto.:mu de ~.:dr~as dad.1. 

y 

F, 
La expr~tón anterior puctle woarsc tamhién para vtgas hger!!_ 

mente curvaH. La hmilaci(:in para su uso se pret-Jenta cuando el ratlto · 

tle c:urvarura es menu1" que ctoctl vc:..·,.:es lu. dimen~ión mayor de la sec-

clón transversal. ~ 
2. 2 I'HINCII'IO DE 1.0..') lli~SI'I.AZAMIENTOS VIWiliAI.E.<.; 

-~---·¡o ------·- -· 
1-:~tc prlnt.:lpio constituye la I~<Jsc pu.ru. la apllcuch~n dd prlnt_J 

plo tle los tn.thojos vlrtuulc~ que :;e verá en d si~tdcmc innHo. v •• 
Se Cllh . .:nderd por det~plat. .. .unlcnw vinw . .d uc¡uel Jcsplat.:.tlliJen-

ll.l hipotético de ¡mo o vunos puntos Jc: unn1cr¡u rf~1Ü1 en cqutllhno. ~fi~;~ 7 

J.u:-. C:..'\.:uachmes de ec¡u¡l¡br¡u y la:-. C!Hld!Cllmt!l:l de ~emnetrf;J del cuer¡"' 

no sc ultcr.Ju JchuJo a dlt'lio Jcspi.J.rannclllo, el cu.JI pucJI:! ser tic 111..1~- ~~ d l'!Ll'l pn rf¡..:11ln c:·;tJ t'Ll tqo.ullhflll Jl'bc: cumplu ~e que 

nitud pcque1\a u inlwucsunal. l)¡clu¡¡.; Jl'splu.t.a¡nwntos SIHI produnJos 

¡Xlr un SI~ lema Jc car~as thkrl'll!e .JI aplic<Hkl al cut:rpo.l rí~h.lo en ec¡t.!_! :::!:Fo o 

Jih¡jo, l'or lo tautu, e\ SIS(CillU de C.Jf).!.<..IS IJII~IIWI se 111\JCVC CU.IIiJo SC 

producc ~.:1 desplu...:um¡o.:nto v¡rtu<JI. 1:1 producto d~.: cud.J li.ll~a dd :-.1sle :::!: Fy o 

IIIU. on~in<JI ¡)1)¡· ~~~ dcsplu.z<JnL\t'iLiu v11·11~od n·-.;¡x.,·tiv" prndut·itJ t'IHoo-

CCH "un ln.Jill.ljll Vllllld[", :!:M+ :::!:F>Y+ :::!:Fy·X • O 

J'.if'l.J dcJllll'illal l'\ JII"ILl•'lpill de¡,,...; tlt·o.;pl..t/.llllll'lll>l:-, V\1(\l,lil'S 
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Si PI cuerpo se traslada una distancia pequei\a S , cuyas COl!! 
ya que 8• y son constantes l'll tod<~s he;; pu111os dclolcrpn. 

¡•ml'ntes SIHI .S~~: y Sv 

"L' ttenl' que: 
w· :::;;:r,.,¡,.:::;;:r1.¡1 

o sea 

S1 (:1 ''''"'P" \'a tr·atilad;,d,, surrc· 1111:1 ro1.u·¡or1 l~"•¡ul'',·' «. ,.,.,, l~<<~p•·ctn 

W,. da::?:: Fx +- ~1 ¿Fy 

y 
/F' 

pa1 al•~ la al 1"1" 'r¡'. 

~ 
y 

1 
' 

F, 
F, 

F, 

'0 S y 
\-<1 qut· t'"' t"<IIJ .. taut•· cn 11u~• ... lt•'~ ¡•unll•'-l. llo·l•ed • ;¡ ¡,, ... t"t>nde~·t~•-

o 
¡_, 

~ 

F, 

-~ +-- .r, 

f i O· 3 
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se tiene que Los segmenws (1) y (2) de la figura anterior se mueslran co· 

W• oc(::2:M-+ ::2:Fx·Y-+ ::2:Fy.X) • O mo cueqns llhn:s en la Ftg. 10. 

Y u que cu,Jiqu¡er rnovJmJenltl de un cuer¡ro puct..le desco¡nponc_:: 

se en un g1ru y una traslac¡ón y se VJÓ quc en amtX>s cdsos cl trahap-

efectuado vale cero, se pueJt: cnunuar f)uc: 

"SI a un cuerpo rf~Jdu t:n equil¡brlo bajo un sü:llt:llla lk fuerzas 

d.JJo SC le despJaz¡¡ Vlrtua)IJlt:lliC, el trat)UjU t:fOCIUildO rx1r CS[C sistema 

durdnte t:l despl<~..:amtcmo vtrlu<.d es cero". 

l.:l I'HINCII'IO llEI. THAIIAJO VIHTIIAI .. 

ComlJdé-n:se el cucrp:J def.Jrmahlc que se lllucstra en la Flg. SeQmenlo (1) Se.-;¡menlo (2} 

'), t.:l cuul .He erk:LU.'Illfa en cquilihnu lldJO t:1 Sistema de fuer.tas Wdo. 
hQ 10 

1:1 sc~tnentu (1) es uu St..'~lllt:llill IIHt:llltl y estJ su¡cto <1 ftletl..ts 

Fo 
y cstJ so¡t..·to a una fuct-L....t cxlcrn.t Fi 

mlernas t..·n los utros. 

• . . Si se sup111t: un dcsplazanllt'llttl vLrltMI dd t.:ucrp•l produ~.-·¡Ju • 

¡•Jr una a~.·cit'm lhll.:r·t..·nlc al slslt:IHU dt.· lucrt..ts dc~tk1, I.Js luerL<lS cx1cr 
( 1 1 

g¡ru, llll<l ll<~si<JLh"Hl y llllcl dclorm.Jl"IUil Vll'lll.li. SI se lt:pr~.~.:tLt.t 1•11 -

flg. 9 



d Wc al trah.'lJD dt..~arrolladn ¡•1r las fuer7.ns externas en el S('~lllCIHO 

Se (JCJlC ljUC': 

dWe • dWRT + dWi 

donde: dWIIIT t'S el traOO¡o vlnual de rot;w¡f~n y trasl;lci(in del se~mc~ 

to tratndo nmm 1111 ctJerJ)'J rf~H.io y dWI C'<l cltrnha¡o virwal de defor

IIHIC IÓII del fH"~lH .. 'Illo. 

l\1r el pr lnclpHl de ltJR dcsplo:~amit'ntos vllltmle"' se sabe que: 

dWRT • 0 

dWe • dWi 

We • Wi 

dulldt• Wi t''l 1,¡ em•q¿f¡¡ tk• tlefnnHrll'lt~n lnternll vlrtuul dd cuer¡•1 v 

We rqtrt'"'t•ntn el trnh<Jjo v¡rtualint<tl tleh¡dn al <~lstemn tle fucr711"1 

L'XIt'rnns F, \'•1 que el tr·aha¡o tlt••wrr·uJiado por Jaq fut•r;a'l intC'r~e~

IIH'Illlllt•H Rl' 011111111. 

lhr lo \'(sto .JnterJormellll' se puede emuteiar que: 

"Si tina cstrlh.:::tura deforrnnhlc en equlllhno ha¡n un sistema 

de fucrzns daü1, Sl' sujt'la d un despla7.a1111CIIIO virtual dehidu a una--
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fuerza ,HJic¡onal, el trabajo vtrltlal producit~' ¡--;1r las fucr7.3S externa<i, 

es 1~ual al trah•¡o de deftl!lltación J~.: las fut·rzas Internas". 

2.4 

t:!ln<>ltN•n·~e l'i CIIL'I'jll ('l.l'ili<'tlll\ll.;¡rado en 1.1 i'IV,. lil'll t'l 

qut.' se .Jpli•·an dns fl!SlC!ll<IS de ¡·ar~a-. a 1.1 Vl'7. lo ... cualt·..; ap;llt't'l'fl

l'l)r sep;•n•l~). 

r, 

p, 

Si~lemo de futnzas A S1stema de fuenas B 

flg 11 

~~'le' apli•·;¡ 1•1 ptll"- IJlltl do·l·• <~u¡~t•r¡••'lkit'n•l•· t'lt'\'l••'l ~t· p11~ 

tlt• h<H't'J' t'l sqt,llll'llll' .tn.lll<>l'>. 

~ 1 <>t' ap\wa ~radualiJH'Ilit' Jllllllt'lll l'l Sl'ill'llla A~· luq¿n l'l fH!-1 

!Cilla B, d trahaJll t'fC'l:IU3tkl rur tlidiOH HIHIL'IIl3H Jt• fuc.•r;a S('J';1: 

w • 1: PI Ji 4 t F J Ji+ Pi J'ij 



donde. 

., 
u son ]<.J!, dc~pl.i.l..tllllt:ntos prodw.;.¡tlos por lus fut:r.t..ts 

Pi 

J j sun l•>s despl., .. nnknlns pwduChlus 1'" IJs fncrt.JO 

FJ 

J ij sun 1 >s Jcsplozonnenlus en la JlreccJOn de las fuer 

zu.g Pi tkbidiJS 11 la ..tplh..:uci6n Lit! las fut!etus Fj 

Si ahora se aphca gradualmente d Sistema By lut:go'el sJste· 

ma A, el trabajo c!t.."Ctuadu [)Jr c.lichos sistemas de ftJerw.s serJ: 

W • tFJJj + tp¡ Ji+ FJJjl 

donde 

Jjl son los desplazamientos en la dirección de las fuer 

zus Fj dehtJu a lu ..tpl!cucl6nlk lüiJ tuerzas PI 

Debido a que el orden Je aplicación de los sistemas de tverzas 

no afecta al trabajo externo tol.lll. las expresiones obtenidas arriba se 

pueden Igualar: 

tP<JI+ iFJJj + Ploij • tFJJj+ tPIJJ-+ FJJjl 

de.donde: 

PlSij • FjSjl 

que es el teorema de Betti, el cual puede enunclarse como sigue: 

--·-· 

29 

"El trab.ljo que reahLa un slstem..t de (ut!r.la A Jdudu a los • 

Jcsplan.llnlcntu::;: que en sus pu111us Jc aplK'UCJI~I\ le prodth.:t! un S!Stl:lll.t 

dc fllt:l'bJ::> Jl, cS I~U..t! ill lr..th..JjO tjlll: rt.:..til/il el Sl~lt:lllil dt.• fut:I.I.U~ 1\ -

Jt."bido a h1!> dcs¡ll..t'L.JIIlll.'llltJ~ que t.'ll Stb puutus dc ..tpllt.'o.lt.'ll'll le ¡illldu-

t.:C el SJSlCillil Jc JuerLüb A'', 

IJn enfuqut: nuls sunple pu~:Ut: Lldrst: ob>t"rvuuJu Id v¡~a musir~ 

U..t cula I·Jg. 11, t'll lu cual se apl¡~an sunulldnc.Jillt!lllt: l..ts fucr.ta~ --

y Pa 

t• ¡Pa 

~~----~t-------i: 

t ig. 12 

Cun::tldéres~ que s~ apll~ii ~riidut~lna:nlt' pnmeru Id fuc:r Ltt P.t. 

!11 ¡_:ual ptuJu..:c bt1 Lkt~pldL.iillllentotl lnu::ttlihlJti en la Fl~. U. 

fiQ. 13 

Considérese ahora, que se aplica graUualmc:ntc la fuer.za Ps 
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con PA Pn P'JStci~n como se ve (..'11 la Fi~. 14. 

iJ l Br· 
~ dA+.\'? ÓB 

t-

fiQ.I4 

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es: 

W • t PaJa+ tPa da+ P.t. JAB 

Si se invienc el urden d(' npllcach~n de In<~ car¡¿as, se tiene-

que: 

(e 
~il-· --~="---4 __ _,_s+ ..¡. 

•• t-

fiQ. 15 

. ' 

El trabajo total de laH fuerzas aplicadas es: 

W = t PaJa + t P.t. Ó.t. + Pa ÓBA 

P''l' lr1 Wlllll, ¡~ualamk1 hJH t'l\JlfCSL•mL'~ dt·) t.-al~o.IJt• tutal, se tJcnc: 

de donde: 

Pa .ru 

2. 5 TEOHEMA DE MAXWEL 

Ctms¡Jércse el rnarcu mostrado en la ri~. 1\"J al cual se le ap~ 

ca una Cilr¡.:a PA en('! punto A y dt·s¡mé$, ,¡J mlsnHJ marco se le np!_! 

e u una en r¡¡;n P11 en el pun!LI !1. 

e ~}---~~~~----------; 
' 

;a 9 

--j-Je··-t-

··f---...-,-.,-:-:----jA 
' 

t 
he 

+ 

B Pe --
flg. 16 
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según lo.1 Fl~. lb Ju es el tlesplazanllt:nto proJucilJo por P.t. y-

llt:ne la direccl6n-Ue · P a . e os o al 

Y Ó AB es el desplazamienw producido rnr Pe y licnt: la d1rec 

c16n de Pa . 

Por el teorema de Betti se Uene: 

P.t. d'AI " P a8u 

Según Maxwel si P.t. es Igual a Pa , se tiene: 

por lo tanto, puede enunciar~ e que: 

"El L.ksplazamlt!nto en un punto A (en la dirección dt: la fucr~ü 

aplicada en A) debido a la aplicación de una fuerza P cn un punto B, -

es igual al desplazamiento en el punto U (en la dlrt.'Cción de la fuerza -

aplicada en U) debido a la aplicación de una fuer.w P t:n td punto A". 

El teorema antcnor también t:S válido pan.1 d caso de rotad~ 

nes u de combinaciones entre tksplazanuento lineal y rotaciones. lln-

cusu cumu d que ac mucslnJ t:n !u J·i~. 17 uciulun1 lo uuto..:rlur. 

coso 

coso e) 2 
1 
r s .. ~ 

.( ... 

En los ca~os u) ve) :oc lLene 

p J' 2:1 MJLZ 

-

4 

·~ 



Si 1' y M lit'ncn la IIIISI!l<l 111a~lllllld, ('lliO!k't'" 

En In<~ c;Jso« b) ~·e) se li••nt• 

si P y M fl('nen la IIII<Jma Ína~nillld, entonces: 

MI::JOI:O lli:L I'HAI\AJO VIH'J11AI. 

Es un m~tcllkl muy vt.·rs.11ilparu cak11lar dt•<~pla,talnit•¡¡t•'"~ l'll 

la!i f'fHTlk'turas. Estn'l dc:<ipla.lnrnlt.'lll<'" jlllt'dt_·n st·r dchH~I" lltllllo!,:l" • 

Je cualquier 11¡-.,, cambios de ll'!HJ>t.'nllura, cnnrr.lt'cio!K'" en el •na le-

rifll C'•HnK'Iural o errores tk• fahncach"'n. 

!.u t.'XjlTC'Si('tn h.1H1Ca para l'l¡n('!ndu de\ lrai~,~IJ'' vlrltull ~~~se 

Vtt1 nnteriornn·nte y es: 

·¡ rnhajD Vlrtualt·xrt•rnu rral~,iiJO Vif!U:ll llll('l'fltl 

We Wl 

En la ccuach1n anterior st.• puede expre!'lnr el pl'lmer t~rrnino 

nuno el producto de una car~a conochla rnr el dt.'~pla7nl11ien!o husc.1-

Ju. El segundo ttnnino se puede expresar en funch~n de los l'icmentns 

mec:inico!'l de In cstrucrurn, lo ctml se llarti cn<>c~tnda. 

32 

Cnns¡d~rt."S<.' la anu:ulur·a 1nostr;•d:1 t·n la 1 1}!.. IH [,¡ r.:ualcstJ su¡~ 

¡¡¡a un sistem11 de t.':lr~as l', y t.•n la t.'ual SI' dcst.·a l'ilkul:n d de-.plnza~ni<.·~ 

(IIVL'IIIl'·l\ JvA Ctlt"!Jlll!ltoA. 

p, 
p, 

(:uno.¡¡dl~le!H' ah•ll·• \,¡ 1111'-11"1 .lrllladur.ll'>Uj!C'Ia .1 1111 .. 1 l'.lllo!,,l F t·n t."l 
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Si se denominan como N l..Js fuerzas axmie!:l en los elenH.:ntos 2. 7 PHIM~R TEOR~MA DE CASTIGL.IANO 

Ucbtilils al SHHema de cargas 1', y como n a las fuer Las axtales en Jos - Cste teorema sirve para Uctenntnar dt.:Splazau\lentus en cualquter 

elementos dcbtdas a la carga F, se tiene, segtín Hclli que. dire..:dóu en una e!:ltructura. 

Cotl!:lidérese la Ftg. 20 mostrada en la cual las fucr:tas P Y íJ se-

aplican gradual y sirnultán~mcnte. 

donde el término con paréntesis es d alarganuento o acurtanHento de cada 

elememo de la estructura deb¡OO a la apltcac¡ón de la carga F. Por lo tan-

to 

SI. ac dtll a F el valor un1tariv (puede ser cualquier valur) se tendrá 

que 

fLQ 2 0 

En forma senH!Jante se pueden establecer las exprt!~JUnes del tra 

bajo virtual interno paro los JcmJs elementos rnec.llllcos y se obtiene: 

El tralltl.jU efectuado pur P y t} es: 

( fle111Ón l 

Wi 1 .s:..:I..:L ~ ' 
&"2oGAdll {cortante) SI se uutnenlu !.1 Jucr.tu 1' cn dP 

clt1n, clltll-'fL·tnenlo del tloJ.hUJll u cm·t~ru Jc ddlJflllik'll'HI intt:IIIU L'l>. 

(1 orsiÓn l 
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wr • .9.~ + Jlfe_ + ~k. + --º4"" ----le 1 

pt'IO 

fio· 21 
W + dW 

o sea 

dW Wt- W 

y de l<ih L"\:tl<ll.:ltiiii..'S (•1) y(() 'll' t>l•lll'IIC 

S¡ RC deprecian los producto" thferenctall'S :-~e ltcne 

dW ~ Pd.SP-+ QdJo-----(b) 

Tamhi~n se puede valorar dW de la forma Rl~uit.•nu·: cons¡dt."rt·· 
O .,l'ol 

se que Re aplican 1' id P y C} l(raJual y Rlmuhilneameme, t'llllmCeR ~..·1 Ira ha-

jo lotal efeciUado es~ dW • JpdP 

Jc donde 



--

ó 

NI-

r 
; 

O I

r 

r 

. • • 

' 

~· r 
. 

• 

~·-

•I
r . 

~-·--1----J·--

Ñl-
r 

= 
o 

.. ; 

~I

r 
; 

~·-r 

. • ·. 

c;¡ ... 
r 
; 

r 
= 
• • 
o. 

··-r ' 

.::, .. r 

; 

r 
; 

r 

~1 
r 
~ 
' • 
' o. 
; 

Ñl-
r 

r 

; 

ol~ 

r 
; 

,,_ r 

~ 
• 
' 
-

~IN 

r 
; . 

~·r 

! 

~· r 
; 

üolt» 
r 
; 
; 

r 

! 

··r ; 

. o 

;¡ 
• 

• 

= 
;; 

o I
r 
= 

; 

• (lol-

~·-

¡; 

• ;:.1-
r 

. " . 
"' r 

• 

• 

; 

ot
r 

. -

NI
r 

~·r 

: 

~·-

" . ' 
.,_ 
" . 

;;;I-
r 

Ol-
r 
= 
• 
; 

NI-

~ 

"\I
r 

01-

~·r 
; 

•I
r 
• 

01-
r 

. o 

r 

NI
r 

: 

~·-r 
; 

NI

C 

r 

i 

• 

\ 

< l> 
r 
o :0 

"' "' o 
"' 

Q. 

r 

(up¡xo¡¡) 

(IDI•D) 

( fDGU[I J 

.IJ;)!rl~ffl S;'H!fl!H:l.Jt!X.) ~r!J tJ,l ,")~J!IIIr\!-::11 .1p:md .J(JI.I:'IIUf' r?tii:'J.lll."ll 1:1 

Sf 



EJfO:MPLOS 

ENERGIA DE DEFOI\MACION 

Problema l.- Obtener la energra de deformación JebidA a flexión y cor 

tante de la siguiente vLga, y calcular la relación Ub/U!o 

~A ________ '1~
1

~B----~~r~:~------?D 
.Jk A 
..__.,3m"---+~ ____z~ __ 3,.!!m'-------<l 

l):Jr equilibrio se tiene: RA • Rp • 1 O y, 

La ecuación de momentos es 

,.__.. 
2Qcm 

M • 10 ~ 1' ~ 1013 ~ xJ- IOxl 2 • ID (S • x)- IO(t • ~~-lO x 1' 

lot • ID x 1'• 30 ~~~ 30- 10 ~ 1' 
,, 

La ecuación de cortante es 

V • 10 l'~o 11- JO 1' 

La energfa de deformación se vallla como 

1 M' 
ub • r r rr d• 

1 v• u •• r e r GA d, - - - !Al 

bh' 
l • Tr (O.t) (O.fJ' • 0.00101 m'" A • O.tl0.4l • 0.01 m1 ¡ 

Sustituyendo en (A) 

u¡,. 1 [r' rno.-mm • 
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Ub • l6.1t x 10~ T _m 

La energra de defurmactón ¡nr coname es 

e • l.t 

U 4500 T • m 
• o -.:-

Cdlculo de la relación Ub/Ua 

Se tiene G • E rrr.llf tomando U• o.IS 

G • E o 

o aea que: 

G 
r 

1 
r.; 

Ub 
u; 

16.12 x 10 1 X (GJ 
4~Ux !El 

Ub/Ua • 162. S 12 

16.1t l 1 ) x lO' gw r.; 

Lo anterior Indica, que la energfa de deformación debida a flexión es 

162.51 veces la energra de deformación debida a cortante. Por lo tan-

ro, para fines de cdlculo, se puede despreciar u. 



Problema: 2.- Una columna es uf sometida a una fuerza horizontal de 1 

lOn. y otra vertical de 3 ton. corno se muestra en la ftgura. 

Sin considerar peso prop1o, deternnnc la energra de dcformact6n de la 

C!Hructura. 

A • 175 cm' 

··l 
I • J (J¡¡--h/'1 • ' 20 1- - (IS)- • 9114.51 cm .. 

11 

La energfa total es u • Un • U b 

Un Ph Pl 
-1 ¡ 1!.• Ar 

{30001' {4001 
fiJtTO'illr-

P'l 
Un • T.l.f 

S. 143 bg-cm 

U f l M' d 1 ¡uofi0001l) 2 d b·.1rr Jt•r. -rr--- lt 

Ub. SI S. 14 • 5.143 • 590.2! bg - cm 
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Problema 3.- Detenninar la energra de detorrnacidn de la stgutente es-

troctura. 

21n/m 

a'r=?:<:>??ood,c 
S.ccldn t 

4m SecciÓn 2 

A 

>m 

Cálculo de mumcnws 

U CB • ~~ + SX • !~~ • SOOOX 

U8A • 't .4 1t lO' kg-cm 

1 _a cnt:'rgfa Jc ddornuh . .: 11~11 L~ 

llb• 1310.S1 • 340.32 • 1660.1.f bg-cm 

St.cc.i6n 2 Co.j6n dt. 901l70Jt5 cm 

f • hiO' llg/cm2 

I, asl1.9 cm-

lz 1691499.91 cm .. 

Problema 4.- Calcular la encr~fa de lkformacH~n pura la stgulellle fl 

gura. 



h.·-+ 
31 cm 

11 

1 

!.a cnerp;fn de dcfnnnnct~n val<..'. U • !lb • IJT 

[ 

11 .¡ . 
C~lculo de M y 1 

1
, f- 1 rXI 1 rlt 

lll 

'' 
.¡• 1101 1 d 100 

r zrr- ' r.r 

u 

f 1.1:d01 

G • HTtDT • Hff:'"lHJ • O. 7h IO'hg!cnf 

GJ • 7.01 t 10 10 hq-cm' • 7010 ron-rn 2 

o. lll 

'. ' ' 
!IR~ 
l .. 

!IV" 
j1" 

lO' L·!¡/r'"' 

4, SlhlO" 

90666 CJn" 

1100 -rr 

38 

~· 

Sustituyendo 

u • 1 ?00 
HH 

[)\ las aigull!ntea fiR\Jraa se muest1<1n lo, diaRrd!llal d• momento fl.-xlonllnte y 

toraJOn, 

flillgT!IPioS de HOCI'Iento flexionl'lnte 
40 

l!i-'KT"""" deo MQI!Iento Torslonante 



1'1\INCII'IU DE LOS ilESI'I.AZAMII;NTOS VII\'111ALES Al. CAI.CIIl.O DE 

EI.EMEN'ICti MECANICOS. 

Prohlema l.· Eocontrar R1,R2, R,, 

zamientos virtuales. 

S Tn/m l3) ;¡ ¡yyyX> ...... '1k 
''c••~'---.,~.c---~~~.~~. 

10 Tn 

' 
Ó/4 ,, 

' 5 Tn/m 

-·¡ ~.- ----
' ' 

apl1canUo el prtllClpiu de despla- · 

6• duptazam.ú:>.nto v.bttua.t 

Se 4upone que el apo!Jo 131 .. 
du.p!.aza 6, tJt.toncu: 

W• R ,6 - (Sx6) 6/2 • o 

R, .. 1 S ton. 

Si ! 1 J 4e dt.,t,plaz.a 6 

W • R26 • 10} - 'i~~- o 

R' • '6 .15 ton. 

Si 11 J 4t duptaza 6 

w • R ,6 - 10 ' ~6tl5x6) ó • o 1 

R1• 8.75 ton, 

3\1 

Problema 2.- Calcular en el siguieme marco el momento en el punto "C". 

• e 

h/2 

p 

h/2 

A 

lnOwdu.ci.endo u1111 alt:..Lú~ulo.e.i6n e.n 
U pwt.to de. WVLú 

fll • M"' t. {P) 6/'l 

6/h 

Stu.t.it.JJ.yvu:lo Vt w 

w - u 6/h • p 6/1 

M ~/h, t P ó/'l • O 

u Ph/1 

U .Hg,w nt!J11l¡vo úu.J~ca que t.l 

4tntidu dl:'l rrvm(ntu u conlAIVt(O 

al ~>upuuto 



AI1.1CACION llU. TI'OI\I'MA DI' CASTIGI.IANO AL CAI.C!II.O DE 

JPI.AZAMIENT{ lS. 

''La derivada fllre~al de la 1:ncr~;ra de llcformacu'\n, rc~pecro a una car)l;R 

P, es Igual al valor del dcspla7.am\Cnto hajo el punto de aphcach1n y en · 

la dinx:cldn de P". 

'" 1 6.i.·m --- '' (desplazamiento) 

Prohlema l.- Cdlcular la flecha del punto e en la viga mm1trada. 

110 Ton 

B c 1 

~· •• ~- _IUI._ - +------ 6.m. __ ---· 

Cdlcu.(o dt mnmtnta6: 

hamo A- B 

P u ftc"ctic.út IJ 6c'Jtvt pvta hac.Vl 

la de~~ ivac..ú1n pa.!tCA.'al IJ pM.te/1 io~ 

mtntr 4t te da 4u vato~ nulo 

M•/6tP/:?)X • 6X • IP/2)X 

í:IM X <IM PX 2 

aP • f ; !MI ~fi • J:e • -.¡-

40 

l ramo ll-C (origen en A) 

1o1 • (6 t P/11 X - IO{X-4') • 6X t IP/t)X • IOX t 40 

M • IP/1) X - 4X t 40 

aM X 
ll' • ! 

Tramo n-e (ori¡~.cn en D) 

M • (4 t P/1) X • {P/1) X t 4X 

>M X 
¡p • ! 

lnH.')l.IRIII.Ict la~ t•,:u.achtnt:'l tic IWHnent'''~ y suhiL'Iklcl que 1' 11 se llene 

[ _I!f 11;.; •. '-"] ' 
,, . 
Jn 1 '· 

[6< • 1-!J.ll • 110 • <1.61- 1601 • IJ.ll J h 

• 196.67 .., ·-rr-



l'rohlctna 2.- Dewnn1nar el lh.:spl..tZ..tllllt:IHo horizontal del mk.lo B de la 

cslructura 1nos1radu 

•• 

B 

A 

P=O 

• 6 B 
• • • • 
' 
' . . 
' 

A 

LI=cte 

[J=cte. 

e 

w • 'lT/m 

Se cun&.ideAMd ú11icameu•e e6ec.to.6 

de 6lexd!11 

~Nadu !tuprcto a P .u (e ¡la diclw 

va(olt . 

CJlculo de las reaccione~ y momemo~ en el marco. 

P{4) :? [4) [ 1) 

41 

Momentos 

rnuuo A-U (origen A) 

M•4f'•3l [P•8)X • 1'(4-X) - &X • 31 

"' dP•4-~; · 64X • 12& • P [~ 1 • 1Xd6 

Tramo B-C (üriKCil B) 

'" á"JI • X 

rramo t>l) (on~c.:n (:) 

JM ;,u 
~r ·.,- x. u ;,r. ~·. 4-:'. 16\. 64. " 1-.1- a,. 161 

lmcgrandu Las t!CUllCiom.:s de momc1uos y ::.o.~hu:no:.J,> 4uc 1' -" O 

• ~ 1 64Xl 
• 11 &X • ' '' • 

,. 
' ,. 16X 1 

"' 
-¡- --f- j -4 l -r-- • 

,. 
' x• 40X 1 J9tx 1 ~. 3ot r l - • 611B • 

61 -- rr--



Problema 3.- Calcular el desplazamicnro para la armadura mmurada en 

el punto "E'' 

11m 4m +-- --- ---------~+-- ------------ ----+ 

e 
10 Tn 

Se CAtnhlecen lnA fuerzas axiales en la~ !larras en functón de una cary,n 

"1'"" aplicada en (E) y después dcnvar rcR(X>cto a ella. 

Se tendrdn que resolver las 2 annaduras siguientC'S y dt..""<Jpués ¡~nic:ula-

ri.r.1n el valor de '"P"'. 

r 

L.~~~'[>.;:-_.:..:.=--""""' 

Parn el coso de orrnndurHs, Jns fucrzn'l rLXLiliPs se conf.lilkrnn que snrt 

cnnstarHt>s rara l'nda una de las harra ... en ese caso la iruc¡z.rnl 

42 

se conviene en suma de inte~rales para cada harra, los cual~ se pue 

den .<~umar como: 

- 111 

l\,r superposición de cfecros de las lk)s armaduras anteriores, Re lic-nc 

l'ara apltcar !11 expll.'"~l•'n (1) e~ o•nvo..•meull.' th~pnncr tic una tahln o.::on¡o 

HI~UC 

2 ] 4 ' -- -------~-

Barra l. N 'N ~N >N 
:n;- r· NJ!"'-1. 

-Ail-- -. l. :tw -~.-_\.1 ----- ----
o. 11 11,11 

IH: S l. (•71' l. tl7 11, () o. 1) 

All S lt•.f•7+J.f•71' l. t•i 27, H4 1~0. 2 
Bll ] -1' -1 o.() ( L, {1 

Cll 4 - 1"1. :11-:2. h?l' - '1.. (,7 ;\.e¡_ SIJ 14 2. :¡(, 
(')E 4 -'-:ni' -1.:1:1 11.11 11.0 

1. '21'1.. ' 

En la columua ('l) se dehe cor¡c;¡dcrar el valor rC'al de "1'" que en l~lc -



Ci..IHO VI:IJt! () 10_. 

l'c1r Jo tanw, el despla_zamtcnto buscado será 

6 'l 8 1 1 S¡, 
vr • -¡,r:-

El atgno de la swnaroria eslá asoctadu a la lltrccci6n en que se supJso 

"P" 
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I'IUNCIPI() 1)~1. ·1 1\ABA l<l VIJU liAI. 

l'rt!l!ktnJ l.- l;'tK:lltHrar Av 2 Je )a stgutenle vaga apltcanJu d princtptu 

dt:l tn.dujo vtrtuaL 

-1-

l
lOTn 

w_ 

L/'l -+- L/'l 

C<V~ga vDttu.t( 

Apl1cam.lu una fuer.ta vtrwal Jc 10 111. cu d puuto Jc IIHt:rés: 

C<i le u lo de nmmcnlus e u d punlo de llllt.·rés 

El lrulujo vtrhü..d llllt.'l'IIO J~:htJu a Ocxu•m es: 

w_,( • 

[1.'1.•, • 

~~~! 1v " 'lfl l. 

u1 
!~i_!___w_t2t- rV~- ~~~1~ d-

-¡--

... 



Aplicando el teorema de Bc111 .<H' 11enc 

1'1. S Wl ~ 
ll/ r¡-

/IV¡ • 
S 

J!4 

CJtra fnr-11111 de l'HIIucu1n es 1Lqn1Kk1 la.q ¡nhlaR de inte~rac!l1n. 

1 ,01'1 d1a~ramas de morncnlnR pn rn cada una. de las ca r~a¡;¡ Ron. 

l.ot ructura real f.!'itructur~t vfrt11al 

llsanJo la columna 7 y ren~lt1n S de la tahla dr •nlf"l{rac:l6n. 

W[' 
1 (l•ufl) T 

Wvt • Wvi 

"] r_ ; no;. 

Av, 

fh • 1/1 S ;a • R • 1/2 

Wt • 

En los sl¡;tulentes ejercicios se suprimirá el factor l/2 r¡uc aparece 

en Ja¡;¡ expresiones de Wu.i y Wvl! • 
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Problema 2.- DeiC,,J'ina ~1 p;lro relativo y el desplazamiento vertical 

en el puntn C. 

¡OT 

·~-~·'----~-----~0 
~ ~ ~ 

2 T 1,. 

-+ ---4m -·-·-! •• 1·- 2m - j ·-2m- j-

El diagrama de momcnms es d si~•lente 

• 

Apllcark11.1 una c.tr¡.ta vlrlual r11 ,,_.¡ punto C 

1 •• 1-·-· -- 4m ---- t-
A o 



45 

u~andu las tablas para el cálculo dt: Wvi Problema 3.- Para la viga que se mut!Stra enseguida, ~.Jt:terrmnar: 

W 
• 1 

V.( • rr 1 J 111 1-ll 1-11 ~ 141 1-ll l-11 ·~ 1411-11141·-~ a).- El desplazamiento vertical dd punro B tumando en cuenla Unica-

R2 C1 RZ ' C2 R2 C4 mente flcxu<.iu 

C2 • co!umna 2 ------ ~te. R2 • H.ngl6n 
b).- Desplazamit=nto vertical dd punto B considerando lo!:! doctos de -

Como Wve • Wv.i..; 6vc. • -
0.3 

n: 
nextón y cortalllt= 

e).- Calcular el giro a la ¡zquienla Jc la aruculac¡ón con .. ,nderando lo!:l 

Ahora se aplicará un momento virtual en el mismo punto efectos ¡x>r tlex16n 

·--------~·~7'-~'--------~0 
A 3íif ' ~ 
-f---- 4 m --t lrn -t-- 4m -t-

• e o 

-t-- <m --f'm j-- <m --j-

Usando las tablas de integración: 

[! Wv<. i 14111>0.51111161 

RJ • Cl 

} 1111111-ll 

R3 ' Cl 

.¡. 1411111-ll • .¡. 1<1 111141 

Jl2 ' C2 R2 ' C4 

El Wv.(, • 5.83; ec • \:3 

A 'JT/m r l 

~ 
B e 

11 
' A 

4m l!D IJ!l+ 

l.us diagramas Jc tuerza cort.unle y 1numento son: 

10. 

17'' Liviana 

. 179. 64 :.. 1 o • l.>g-cm 2 

. ' 

j_ 
1 

-

¡ 

¡ 



AplkarKirl una cnr¡¿a vrnual t'tl el ptllllll 11 

!.liS 

a) .. 

b) . -

r To 

~ 4m lm A 
-1- -+- -+-

din)l.rantll!-l dt.• n1rt.>ntc y /l!Oilll'ill!l <lllll: 

V 

+ 

lnle~rando la ecuacr(\n de monrenlus 

[
'/.5 x' x·-~ 1 

• ----,--- * --~- n 111.33 \ lO' -rr-- log.cm 1
; 

El • 119.64 \ 101 kg.cm2 

~'~ v s~ . ¡• Vvd\ e 
1 • ) 11 o. 5 . l. 5) 1 . 

• m- 1 

R l 'C3 
e . 1.7 
A . 59. 14 cm' 

G • 170 000 k9/cm2 A.G • 4 6. O [ 1 O ) 1 tun 
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¡:¡ dt.::4pl.r.larnrcnro tot,d L"o., /·vfl
1

• :,1•B
1

- f..6i nn 

L),. Supo, 11 rt•r~o.lo un nrrJUtL'nl•l utnt.rru' L'll 11 

(j r r' 31 ~. ---------

l'robknw 4.- {)htl'nL't' ~1 dc..;pla/,llliiL'!l\rl llurr/unta\ del nutkl 11 

'" 

'~i-

l
'-, ,.,, .... 

, e '• 
.:_____ _{~-~-

' . 

' 

J.i 
' .: ¡. ', 

!"tllll:JII.Jtl 1\Jtl\ll\'lllll.:; L'll L'i prr11111 t\ 

"p. • 1 h'll" [~! ; rh • l(¡lf! 

" e ;¡;¡; 

' 

• 1 
''11s • rr 



lsl'II'J - H'IWCu~!d do • 67. S 
. rr·· 

l'robleJna !';.- lktt:rnune t:l despl<IL:.JJI\H.:rlft• verw:ul L'll el punto ( l) Jel 

sq.,:utelllc murco 

J 
1 

2T /m 

El•ctc 

% 

+-----¡;--.--+ 

ST 

111 

11 

¡--;;---+ 

Aplicando una carga vlrcual de 10 [ en (1); ll..'v~. l0t;v
1 

4 m -t- 3 m -+--- 70 
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fl ll.'vt • 1 /JI4.'l4){30)(IS) 

·11/ll 4 IJOo/01141 
R-1 • C-1 

e~"·' twc • ll.'vi , 

~/.[{t)IJS){30) IS{10) ~ 'l{SI)[70)n~lJ(jO'] 
ru · íJ 

"' C/ 

!'rublt:JJIU h.- ¡;ukulur el d~..:spl...i.LUirrJento venJCul en Id !ll¡.!;tJLcnh:: a1ma· 

Jura. !.U!> Jr~:us Je caJa t~o.~r1d a¡ldn:ccn entre pc.~réJLiesls. 

6v.o. • r 

Se cakulan ltt!> tw:r..:as en tuJus la~ h1..1rraY en la ~tructuru real. 



Se apilen 1111a cnr~a v1rtunl en <.'1 ]llllllo dt: lntcró~ y se calculan laR fuer 

zas en las harras. 

V 

D~------~o~.~~------~c 

= 
El trabajo Interno desarrollado en cada barra es 

Wv.t. l~dx. -r~ Ar- ,u L 

Para facllllar el cdlculo se elabora la alguleme tabla 

Barra A L NR Nv ~L 
A 

AB 10 300 10 o o 
BC 10 300 o o o 
AE 10 300 o o o 
ED 10 300 o o o 
AD 10 424,¡7.05 -o. 7 -20Y2 
AC 10 424 -7.05 -0.7 2092 
CD 20 600 5 0.5 75 

r 75. o 

Como h!ve. • Wv.( llvA • 2..f! 
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Problema 7.- Calcular el de!'tpla:~.umlcntu verilea! del nu.Jo ~en la Hl-

guieme armadura. El área, en m2 , de cada horra aparecen entre ¡:o-

r~JHC.G is. 

lO T 11 JO T 11 

r~~.D--~~--~®~~il---~@ 

10. 1 

0 
lf----"'-.LL--.Y12J 

s_m ___ _.. 

Se calculan las fuerzas en las burras que componen la armadura, tamn 

para wndlclones reales como para la car~a vlnuul aplicada en el nudo :r; 

(S). IV T 10 T 

o 

O. S 

j 1 1 

El trabajo lnteroo desarrollado {1.\•t ea Igual a 



se ft,rmu \u SI}!.IIH.:nre 1ublu rnra t..!l cálculo de 1~\1( 

Harn.1 A l. NR Nv N R Nv l. 

1-2 o. 2 } ll o o.{) 
2- :l o. 2 } -S -o. S :!7. S 
4-S o. 1 :l S 0.5 7S.Il 
4- 1 (J. 1 :1 - 10 o o. () 
S-"1 ll.S :l -s O. S - l S. O 
4-2 o.~ 4.2:! -7. 1 -o. 7 1 42.ó 

J ,e;-:\ o. 1 4. 2:l 7. 1 o. 7 1 213 () 

l. :153. IU 

Si Wve • twt 

C A P 1 T U L U 4 

ESTABILIDAD Y GRADO DE JriUETlRMINALION DE ESTKUCIUPAS 

; ' 



'iO 

I·:STAIHI.JI)I\1> Y CHADO Id: INDET¡.;fl:\11NAC!ClN DI·: brlo eRtátlco. 
ESTIIIJCTII HAS 

l.a P.st.lidlid;•d y PI grarlo do· IIHio·!pnnin;u·tón dP l,ts t'Atl'llt;tu- Se pucJe tener 1111.1 cstru~tur.t g,com~tflC,)Incnte lnestahlc, o ·-

r·as ac dr.tcr rntna por t•l ru'tlort•ro y !.1 olispoHoct(u¡ olt' htlh apn,>uH, o•lt•-

estabilidad pero colt,_ .od,ts Jmnrr .. ·clarncnll' fi~. :1. 

dtO lit! f6rrnu\ns. 

Las eslruc!llr.Js_est;¡.hlcs para caso<; partlo.:ulares de carg,n, pero 

tnes1ahlea pnr.J COolJiclonc¡; g{!ner,lies d~ cnr~n 'lllol desde lo¡c-~o lnc~Huhl::-s 

(flg. ) . fiQ. 3 

Si lns lncó,.:nltas Jc n~ac..::lón s•m menores .1 3 no se satisface el-

equilibrio¡ t"l sistema es inestable. Pur Ulnmo, Rl elnUmertl de lncór:nilas de rct~cclón es mayor ·¡tiC tres el 

sistema es ctJifllll'amc;nc wJctcrnJin.aJo. ~r.i cst.Jble si no llay lncsla-

(' r l.n la fi~. 1 no se cumrle equilibrio·-

hilldml ¡~;cuml!-irh.·d, sll'lhlol el c"tt:cso Jc tn~.:tt-:nltas t'l ¡.:r.aJo> Jc Jndl'lcrml· 

n:lcióa (rtg. 4). 

hnrl:ront,JI para un sistema cualqulcr.t· 

Ut=========Jt; 
fiQ 1 reacciones snn menores que tres. fiQ 4 

Par.-~ que haya equlllhtlo estable en un cuerpo, como mrntmo se requiere-n· \' ig,as 

tres elementos de rcacci6:1. Og. 2. 

r /' 
~ ,;;;, :1~ ' 

/ !==========11 
voJc unión (anlculaclóillutcrn.l). l!-sta .;e lur.'\ ln,·st.ltJie. ('orno In anl-

r.:uluclón cnlocnd.l no t!CIK' ..::.lp.JO..:id.J.I •k r..:..,Jhtlr un lllOIIlCnt<l esto \n¡p\lca 

Imponer una ..::onJ!cló.1 al sistema ;1ctuante de fuerzas, es m es r¡uc el 

f i Q 2 momento scrlt nulo en la a niculacu:'ln. M = O (hg. ~) 

Se pucJe coo1clulr que una estructura esttttil'arnente dcrcrmlnadn, es .u¡ue--

!la cuyas rea.:cloncs se puellcn c.:ilculnr a ptlrtlr de lns cctJ.tciones de equ!U. 



• 

SI 

Ejemplos: 

o 
--o- .. 

t io 5 

Para hacer estable una Jc t•stas cstructur.ls, será <Jcces.Hio C•)hcar (o) 

por lo menos U'l elcmenlll JlllchM.ll r..lt: n.·~u.:clfln (flg. 6 ). 

r 2+3>4 

inestable 

t lo 6 

(b) 
Estahl~zcamos un criteno paro calcul.u· el 2radn d~ ¡ndetl"rmlna-

c16n y estaluhd.ad de las VIAtaS. 

a)..- sir< C + 3, la viga es lncst.ahle 
2 +3 = 5 

b)·- si r....:: C .f 3, la vl!(.J es c:.t:'Hicdmcnte de~ermln.ld<t 'ilempre y • estdticomente determinado 

cuando no exista, lnesrabllh.hd geom~trh:.a. 

C)·- si r > C + 3, la viga es estátlco~menre lndetermln.ld.t. (e) 

donde: 

r ~ númen> de elementos de reacción 1 + 3 < 5 

es!Óticomenle indeterminada 

('" •lÜmC'r\J Je condicioneo;; Adiciona le<~. 



1 

l 
" 

Armmlur,¡s 

f·:n uru nrm:~dura el n(Jnl<'nl totnl de lncflttnlrnR qorfl el nUmen1 

de h;~rrns mAs el mhncro Jc elcmc•ntos de rcnccl(m. Cml.'l nudo tiene-

do"!. rcuaclon('S de equlllhrlo 

/·)H,'lhleTcarnoA un crllerlo par.1 Ct·tennlnnr lA cst:thllidnd y ¡;tr~ 

do de lnc:1t•tt.•nnln.1clnn, 

a).- si tl-t r < 2J, el siAtcrn:~ es Inestable 

h).- si htr z 2¡, el A!Atf"rnn es csrfitlcAnl{'ntc- llerermln.1do stem 

p~ y cuando Aen est:~hle 

e).· NI b + r > 2J, e-1 sha('nl:l e111 f"Rt!tllcamenre lndcu·rmln:~do-· 

donde: b• nÚmero de barros; r • reacciones; 1 • nudos 

6 + 3 < 10 

Inestable 

5+ 3= e 

estáticamente determinada 

y estoble 
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7 + 3= 10 

6 + 3< 10 

6 + 3> e 

Inestable 

inestable 

no hoy equilibrio 

horiz ontol , 

estable e indeterminado 

de t•• !Jr o do 
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Marcos Ejt"'!llpiD!'l: 

{~olurnnas y vl~ns). 

3(4) + 3< 15+ 1 

~nes tobte 

.. 

En un.1 •u .. ·.._·~ iOn JI! un elemenTo ...:xlsrc..·n tn:s ma¡~;nltutk:H desco:1~ 

cid tu ( N, \' y M).. _...,, !>C .._·onnccn eut.ts cantid..¡¡k'fi t•n und t;CCCIO.l pueden 

Si to•: cn.Jsldera: b:.. nUmero totnl ck clt·me.Jtos r- el nü:neru·· 
3(3) +3 = 314) 

d~ clementn de f"l',IC\."iOnt.'H, entn,Jces el ni! mero Hit al, de lncO,tnltas In·· 

estáticamente determinado 
tl('pcíu.llentes e•l un tllolruJ 'ic..·rá (3 b+ r) 

Se pucJ~ c.;;rahlct:er que· 

a).- si 3b lr < 3¡-:-- C, el marco es lnestahle 

b).- sC 3b t r-= :lJ f C, el marco es es!flrlc .. mlente determinado 

siempre que sed a la '1\!l esrahle. 

e).· sr 3b t r>J¡ _. C el marco es esrflrlcnmente lnd<.!termln.1Jo 
3(4) + 6 > 5(3) + 1 

indeterminado de 

/. 
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CAPITULO 5 

I'.ETODO DE LAS FLEX 181 Ll DADES 

ME"IflJ)() (lE I.AS FI.EXIIHI.IIJAIWS 

l. - 1 N 1 HODLICCION 

El mt5todo di.! 1:1~ flexihllld;ldL'!-i (ll..im,tJo ¡,unhit~n t.l~· las fucrz;)s) 

c~ hJslcanll'lllt.' la superposlch~n de desplazamim lOS en ténniriJS de es·-

tnk.·wr<~!-1 ~:~u.ttlcanH.'nlc lktermlnadas. Las fuerzas o momentos que son 

la~ lnct1gnltas, st: dt•tennlnan a p.J.rlir de Jesplazarnlentos t'O!l.Kidus con 

hJsc L'n las t'Cuaclones de comp.ttlhllldat.l de dl:'fDnnacioncs, que son - -

aquellas t•cuactones que V--Jranlizan los tlespla7anlienms finales como com 

)l.lllhks l'Oil las curldlcioncs tic apoyn orl¡.!;lna\cs de la estructura. 

La vl¡;ta mo<~trada t-n la flgurd l. t:s hlperes111Uca en primer 

grado, ya que hay 3 reacciones verticales y sólo se put.·tlcn usar dos --

t'l'uaclont.'H de cstJtlco p.~ra rt.·:mlv~..·rla. 

1 . ., 
' 

+--------~----- ·-+--·----k_ __ -- --·+-

Aplicando la deflntck1n del métiX.Io de las flexibilidades para re-

sulvt•rlas, se escogerá como Incógnita la reacción ven lea 1 en d apoyo--

cemral, lo cual ros lleva a considerar una (.'Slructura l~ostcfllca que lla-

maremos eslrucru.-u primada (flg. 2). 

Dado qUt: en lu viga original la flc..•cha en el ar-.,yu Cl•ntral 

dehe sc.·r nula, lo cual lmpht:a conshh:r.Ir qm· la f!L"clw llcblda a l11s 



cnrjZ:lq e-n ('q(" pun1o tlrhrnf Aer ljZual y dr qentidO contrario n la flecha 

d('hi<la n In renccir'ln: 

o:l rt!&tica dtblda 
a C'tll'q:¡a 

¡-T -- r::_J_::_-:::r::=I -=r:=I~J 
.A;- --- ·r.:. Í ·- _e_ --- ------~ 

t 2L --··--·--+ 

+ 
ol Ela.atiC'tl. drbidtt a 1 

la H'tiC'C' itl" R 

¡A.. 
----- --~"" -----

•• ' 
" f~. --~ 

' e 

1.:::::-r:=:-J-=-:-~-·:r .. · ¡ -:-·r:::J~ 
.A.----------A;· "--------~ 

A R . C 

F i O· 2 
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La ccuaclf1n 1\fiP *' flfiX • O , es una ecuación de compotibllidad 

de desplaznrnienrnR, porque ~1ranriza el dc~plazamicntn final como comf! 

tibie con IM1 condiciones de apoyo ori~inalcs de la et'ltructura. 

De la ccuacl6n de compolihilidad se calcula el valor de la lnc6p;-

nlta y el resto de la estructura podrá resolverse aplicando las ecuaciones 

de Estática. 

Para una eRiructura con !!. redundantes, los desplazamlentt)S debe 

rdn ser calculados pora ( n +- 1 ) s\stemaR de cargas: 

a) Un alllfllais para el sistema de cargas y 

b) n andllsls para efcclOs de cada redundante. 

La Aati!'lfRcci6n de com¡llltibilldad \nvoh.cru un conjunto de n ecua 

ctone11 linealeR, d1nde cadn ectmcit1n expresa una condlci6n del desplaza-

rnlcntn final de la ~tructurn cnr~nda. 

Cualquiera de laR comp:>OenteR de Jos desplazamlenros para la es 

troctura primaria son medida de la flexibilidad de la etuructura, es de--

clr, que la estroctura es mda nexlble cuantn mayores sean loA valores -

de loA deRplazamlentOR. 

11. • SOLUCION PAI\TICLILAII Y COMI,,EMEN I'AI\IA 

Como se mencloOO en la lntrodocci6n, en el método de lns nexl-

hilidadcs, IR R01uch1n <le una estructura hipercst<1tlca Re lop;ra mediante -

la Ruper¡•lRicldn <le deRplazamlcntos <le estructuras tc;oRtatlcas, que se leA 

puede llamar csrrucwras primarias. 



~.a t.'SirtJCiura prunaria no t•s linicn yu que depende de lu selccclr\n 

q11e Re ha~a de la!'! 11"'-'''l~mt:~-; o rL·thuHt,uiiL'S y la me¡or (te ellas ser~·¡,¡ que 

"' invOhK.'rt.• el fllrllilllO de lt<Jh.Jjo ntÍIHCrko. 1'11ra Ohlt:ne f l<t eslrttclu 

/"a prhnnrla, <¡t' h a e t' !..1 quprt'-;lc'ln de u¡nyos, n la transfor111ll·-

e Ión de un lli'O t.k apoyo L'n Olfo 1114!'1 slmplt-,o rnr una ruplura de la el:fstl· 

ca tic la t."tHructura, que pucdL· ser nn~ulnr, later<..~l o lon)l;ltUthnal. 

l'ura adarar lo llllh'rlnr, 'o't: •• run.,; la L'!·:ll'lk.'tura -.l)l;'•lt-ntc. (fl)l;. :l) 

Fl~. J 
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e) 

E!i una estru'-·tuta hipcre~t:1t¡ca L'll tercer v,raJo y depcnLIIt.•mlo Llc 

tu ras primarias: 

bl,_-----------------, 

X• X o 

X 

e) 

X o x. 

Se hace notar que la-; condiciones que tienen t_·stas estructuras 

_1rinwnas o cuak'Hquicra otras tlchcn ser t·-;tabllid..ld e isnstatlcldad. 

Se le llamar:l gohw:lón particular a la estructura primaria sobre 

la que actúan las fuerzas externas y ~mluci6n complcmt·ntarla a la estruct~ 

ra primaria sobre la cual actúan cada una de las rcdum.lantt:=S o lncógniUJs. 

x. -% Xz 



111. CAI.CIII.O DE LAS FI.EXIHII.IIlAI>F .. <;; 

la-. <'<'U<lt'iollC<l de conqntihi\idad, se rcc;¡n\v(·tá' \.1 c~lructura oqJ~ulcnte: 

F---~------------, H e F---ro-----------~~ 
A e 

t __ 

x--¡--t 
primaria X• 

A o 

al [ structuro real b) Estructuro 

Ft~. ~ 

1 ~· tll'u<'n"• nm la C'"llr1•1.:1ura primaria, laA lrll'~¡.!nltaR oo{"nfn la~ 

1 PiU"l i• I!J~"q \ll'f 111' lJ j \ hnfl/'111\1.:1) t'll !) \' t•l III"IIH'O{II ('fl ( J, 

'·~· 6, 

solución 
portlculor soluci6n complemenlorio 
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l.a hase de la compatihll\dnd en la estructura real !'lcrd que el de! 

plazarnie-nrn vcnical, hori.1:ornnl y el ~ir·o en[) son nulos. 

1 .n reprcRcntaCH~n ~r.:Htca de dichos dcsplazam LentoR se muestra 

n cnntlnuaci6n Fi~. 7: 

.• .• 

'·'"' 
\ 

~J ·\~h2 

· ... 

tr.' ..L.. }· F :<;'' :: 
·+t- -+ ·+--

'" 

., 

r~. 

t, 
h> 1¡-;;t-

Qrodo de 
l1bertod 1 

Fl~. 7 

orado 
libertad 

de orado de 
2 libertad 3 

El primer suhrndi<"e indica la corrc.,.¡-.mdcnclo con el ~rndo de 11-. 

bertad y el ,;c~tumkl la causa que provoca el despln..:amic'.Ho. !Ur ejemplo, 

'" Indica el l.!~ph17fltnkrllo horiznnml debido al momcnro que es lo 

causa 3. 

Las ecuaciones de compntlhilldad se cscrlbirdn como sigue: 

a) El dcsplazamiemo vertical enDes nulo: 

.O.r~ + fu Xr + frz Xz + fr3 x, O 



h) El llespla.tumlentn lli•r·i;•lllt.:ll t'll J) es nulo: 

6lP + lz1X1 + fllXl + hlXS 

e) 1-'1 ¡..:lrn t'n Des nulo. 

o 

llt·l slslcma anh:rior Lit• t'('ILOCinnt'<l hnt:aiL's, se ohtcmlrd el valor 

. Si a!¡l,tlll" Jc lo!'! vah•rt~!'l ohlcnidos r~ 

sulta ~on fH~no nq.•,allvo, 'li~nlfh'll que 1U'It'•a t·n dtn.'\:cif'\n conlrana 11 la su 

put.'!iUI. 

El'l l'onvcnit·nlt· ddullr ,.¡ rlt'l.'ti• 1lt· la.; fut·r;aq tt•tluno.lanres de la 

~tna..·lura pr1m11r1a en ttrn••n•.; de ¡,,q dt"!p\a;amlcntnq ¡•r••tlut'lt•~ p:•r

fucrzaH (o C&lL"'iiS) umtanas Lt>rrt''lj'IIIHiknlt'S a laq n•,tuntl.tllltt.'!l. 

ror CJt•mpJu, fij dchi 

d> a una causa (fnt:r;r..a o momento) unitann ll)'lu.:ada en , A U4IC valor 

flj se le llama cucfh::lt·nle lk: llcxihtiJ,Íad. 

Los coeflncntCN lk flcxlhihllao.l, son cnt••fll't"S c.k"Hpla7.arnlcm~ tic 

bld>S a cau.<~as unitarias y dependen dt• la ~cnmetrra y propiet..ladt.-s eldsU-

cas de la estructura primaria y son indc¡x:nd1entt.·s del sistema de cargas 

real de la estructura real. 

Asr, por ejemplo, en la estructura antennr fll y f11 son coe~ 

e lentes de flexlhtlldad lineal~ y fll es un coeficicnle de flexibilidad-

an~ular. (fig. 7) 

59 

Expresando el sistema de ecuaciones dtd ejemplo resuelto en tur

ma nHitrlrlnl: 

'" 
,,, 

'" X o 

l!.z• + '" fzz '" Xz o 
'" '" '" 

LoA coeUclentes de flexlhllidad asr arregWWs furman la matriz

de nextblltdades, la cual es siempre simétrica, debllk> al teorema recrpr~ 

co de Maxweii·Dettl y es una matriz cuadrada cuya diagonal principal es 

siempre positiva. 

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier

rné{tldl; sin embargo el mds recomendable es el de traOOjos vlnuales. 

lbr ejemplo, para oblener el valor de fu serra: (Fig. 8) el 

desplazamlenro horizontal debido al momenro unitario. 

causo 3 Fig. 8 
eaul!a t 



'"formo oenerol 

'". J~d· 
fU •/ mfrmj dt 

l.a inle~ral anrerlor se re<~~uf'h·c rdpidamcnle pAra Jc,s ca.qns mAR 

cornuneR rnedianrc el uso de raMas. 

La RC'\:uela de cl'llculo, ~rn la aplicach1n del ml'-loth de las rlex.l

hllldad('R, puede rcsumlrsC' como q(p;uc: 

1) llt'tennlnar rl ~ra'"' •IC' hi¡lC"r~tnlicld.1d n de la ('1:1fructura. 

2) Scl~·d·mnr lus n ln:t'\~n\tn¡q o rt·dund<.~nl<"''' y p1r In tanto

la Nlrucrura primaria nJrrN¡•,ndwmr. 

.1) l{rqolvC'r las n • 1 

mkn111~ i.ld•it•1s a la~ ntr~n" y a t'lhL1 uM tSc lat~ redurll.l:lnle-1J. 

4) Plantcar lsJ<~ n ("l'lJAC"\OrlC"tl dt• t'onq'WIIIt"illhlall de de!'lpiAfJI·-

udn una de las lncl'\~nita!'l. 

~) Ohrenclt'Sn de los dia~ramaR tk· eh•mentoR mrcdnkoR. 

IV. ARMAIXIRAS 

En el an:'llisiR de armadurns hlpercsn1tlcns, al npllcnr el mtlwdo 

tle h111 flPxlhllltL.1t.IC"R rnra el cA'lculn de laR fucr7as en )aq barrnR, el pm-

blcmn se purde pr~entar Rcgún que el ~rmk1 de hiperesttHiciJnd sea cxre!. 

no, interno o amtns. 
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1\>r ejemplo en In nrmadurn d<· la fip:ura 9,_ C'l p:rodo de hlpcre! 

UHicidad C"R uno. y proviene de un apoyo, o <~~ea externo: 

f.'ig. q 

l.a ecuaci<'ln de cumpalibiltdnd Rerfn, RUP"lniendo como lncó~nita, 

In rr.acci6n central, que In d<.'fonnnci6n vertical en ese punro CA nula. 

Las fuerzas en las horraR Re obrcndrran, una vez calculado el valor de 

la lncl'\¡r.nita, AUmilmto al~ebrátcamente laR fucr:r.aR dcbillaR a la eRirUCI~ 

ra primaria •wmetlda a lns cnr¡.taR externns y al erecto de la redundar.

re. Flp:. 10 

+ 
A 

p p p p 

ABP + feBXB "" o 

Fi¡;r;. 10 

'. 



minan llll.'tllantc lu ex¡lfl'..¡if"ln: 

Cuando la hipen·stat¡ciJcl\! en la~ arn¡aJuras t_>q Je un~en int~_•rno 

como en el caso Je la F•~. (11) 

la estructura primarias~ forrnarlf "cortanc.kJ'' uno de las barras 

y el problema se reduce a aplicar una ecuact6n de compallbtltdad del mlem 

bro llberaOO o sea: 

[111" + fu X• o. 

I'C~~~----------:71~-~ 
.· 

1 

+ ! 

Flg. 12 
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Pun.1 lu ilbh.'lk:it'ir¡ Jc lus vulliiL'S di.' ÓIP y f11 , lo 111<'1~ cunve-· 

nknlt: L'S e\UStl dt: Wbla-1 'll'lllCJUilll'S a la..; 1)111.' SL' Lltili.t;Jf\11\ )Xli':J ~al\,•ulul' 

Borro p p L A tf..jf- f p pl 
·AT" F • P + p Xr 

AS 
se 
CD 
DA 
OS 

AC 
'-....-' '-....-' 

'" 
Las fuerzas en l11.s hHIUIJ s~rJn la suma de efcetus de la cstruc-

tura pnmana hajo las car~as y boj~l l·aJa una Je las redunJantes, en 

eBte caso solumenre una. 

Cuanl.b se presente el caso de hlperestaticldad Interna y externa 

slmultdneamente se superpondrlfn loe efectos de ambas. 

Es lmp:>rtante sena lar que el grado de hiperestatlcidadque lnter.! 

aa es el rotal de amlx>s: externo e Interno. Sin embargo, se hizo hlocaplé 

en la distlnci6n entre a m tos para proceder al análls ts. 

V. ESTRUCTIJRAS CON ASENTAMIENTIJS DE APOYOS 

Cuanch las estructuras presentan hundimientos diferencia le& deb_! 

d>s a dsentamlenros de sus &p.Jyos, la resoluci6n de las mismas mediante 



1 

! 
' 

el método de laq flexlhllldad~. "1'(' hn<e e<'~co~lenl.lo corno f(_>dundan 

tes \aa fuer7aq exi<'~tent~ en loq punroa en r¡ue ae prcRCntan. loA nsenta-

mlennlA, dehid(l n que de ~ra f1.1rtn11, IWlqtard con i¡.!;unlnr en la ecuación 

de compulhllidad el valor del dNpla7.nrnlenrn ventral al wlor del a!'len-

uuntento, ('ll lu~r de l~ualar a cem (flg. 11). 

El A:t¡l.no que del'lenf <larac al dcApht7.nmlenoJ del Rc¡tundo rnlem-

bro de la ('CUACi•1n decompAIIhl\ldod v flUC corH'A¡"(.mdc ni valor Llc\ asen 

lRmlento diferencial querlanf deflnli.!n por <"1 aentldo con el que fue su-

pueRro la fuer7a en el arn.,,1: Ri cnlrx•itlt" cnn ("1 ,;entido de la fuerza ae-

rd rnql!lvo v C"ll ~a•m contrario nelt9th'n. 

' 1 
1 

1 

' 

' 1 

En la Fl~. J:\ cq ('v\dentf" que en la f'\:'UBCit1n d~ cnmpRIIbilhJad 

- ... 

Estructuro r&ol 

Estructuro primario 

conveniente 

ó2 

El caso de rnt.aclon~ de los a¡-oyos, clehen1 tratarse en forma A~ 

mejanre, planteando la ecuación de compatlbilldnd con bose en que el p;lro 

en el apoyo eR l¡.?;ual a la rotación del mismo, aplicando la misma rep;la que 

¡:¡e dl6 para los signos. 

VI. ESTRUC"nJRAS SOBRE APOYU5 ELAS11Cü5 

Cuando laa e:¡tructuras están n{X)yadas en tal forma que no se 11-

mita totalmente el desplazamiento, pero que si preaeman oposición al des-

plazamlento libre en eaOR puntos, se les llama apoyos eldstlcos. 

La restricción que tienen es pro~rclonal al desplazamiento· pro-

vocado y su valor es: 

F = K·L'. (Ley de Hook.e) 

en la cual K se le llama constante de proporctonaUdad del ap:>yo. Dichas 

constantes, tienen unidades de fuerza entre deAplazamlento. 

Loa ap::>yos eldstlcos se representan como sigue: 

x• 

1 1 

Flg. 14 

.• 



(~uando la~ t."Stnu.:turaR esr.:1n ~ohre olfl'l\'IIR cl.:1sucos, t:s convenie!! 

te qut: las rcdund..tntes ~can Jao,¡ hrer7il!-1 t.'n )l1s n..;ortcs, t.'ll rol) f•rr;,;a que 

al planh,..ltr ),1s t.'I.'UIIClout.•s de cnrn¡--..nihllldad, )11..¡ dt•<~planunlt.·rnos t•n los 

resortt."8 ~wnn i)tualt.~ .1 la fut.'rJ'.a en l'l tt·•wnt.· d!vtdLl~l entn: lu nHI.'lWntc 

de righ.lez deluw:¡mo. Fl ~~~~no de este se~um~1 llllt.'mhru tH:r.1 nq¡;lltlvo, 

y.t que la fuerza a pi leuda del rt~orte a lu t."Structurn t•s de ~cnt1lk1 t'ontr! 

rlo a RU dt.~plaJ'omlt.-ntn, pn1vnt.amJ" untrallol.ljn ne]o!.ullvn, 

En la fl~ura 14, la c.·•cum.·¡t'\n de.· c.·nm)'llltlhilhlad se I!SCnhtrra de 

acuenk1 con la fl~ura 1 ~-

e • 

a) ::: _______ --~---!?!~ 
+ k'" ~f-.--~--=--____ ::-:::: _____ ~-r-~---~ b) 

Donde 

K • constante del re sor 1 e 

Ólf' + fu X1 

Flg. 15 
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E.TEMJ>I.OS 

l'1oblerna Nu. 1, Oltlt·tlt'l'" ••1 dt,q . .(llll;J dt! rnontt'ltlul:l de l.t Hl~llll'lllc-

11 

+- .lit __ ____ +--iLL. ___ --+-

l.a cstr·uctun" es de un grado de tndeterminac\6n, por lo que 81!' torn_! 

tA. t'l apoyo en¡11como r·l!dundante. 

EslruC"tura primaria, 

~¡ ______ __j~ 
~. 

Solución particular, 

Carga, en la vlq• Momento, en la viga 

l• 
I 
- __ _._ __ -=---~ 

ó, 

Solución complementaria. 

(ll) 



Ecuaca6n rif' rompatitu\id:td, 

Cilrulo dP 1\ 1 u f 11 (¡mr· tahla~) 

C:\kulo d1• .'o¡: (1) '''al C'On (JI) nrlual 

f?? Cl (r•·nj,!lhn 2, t·nlurnna 1) 

t, 1 • • 
Sf'l ' 
11n 

Cfdrulo r:l•• f 11 ~ (11) rral l'nn llll virt•ul 

Rt • ct (rf"n¡rlfm 2, rolumna ~) 

El 111• '". 

1 1' ,,¡•Jrr 

sa .• 1 111 l 

SuHtlluy~">ntlo rn la "''IIAt·af.n d,. •:ompntihilltlad 8~'> oblirnr: 

l' m R¡ • o 

Las reacciones en la vlR"a son 

P[ l r 'r • tll 

6'1 
jp 

~----'-L_ ___ _;~) O. 111 Pl 

¿ ¡ ¡ 0.611 r O.li!P 

84 

El diagrama de momentos t'S t!l s1guwnte: 

0,1562PL • 0.3125 PL 
""[ 

0.1175 

En los ej("mphm ~lp;uientc!'l únic:uncrllc ~e na.)L1nl porn el c.ilculo de des· 

plazamleniDR t"'l nUmero de rcn¡;1;lón y columna cnrrc~rundlentc a la tabln. 

Problema No. 2. [)!!terminar en la vq.ta siguirntr rl dia¡(rama dr mo 

mf"ntos flf"xionantf"S. 

p 

"k ifl!!¡¡ El fl 

+---- _l -------+-------'--

Su gr.ado de indetermlnac-ibn es uno. 

' , e 
'4 > 3 
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Eh"lr•:mos <:umo r•:dundantt! el apoyo (~) 

EttlrUI'Iura pnmar la 

Solución partkular·. 

111 

~- --------.h.-------~ 
"" \ 

'" 
Solucl6n complrrTu~nlar ia 

l/1 

.. ------vL-'~~- ... ~ 1 "1 

Ecuación de compatibilidad • t-.%0 .. f,, ll, • O 

C.6.lculo de deformaciones A, 1 1J r u (por tablaa) 

Cilculo de llu , (1) real con (11) virtual 

!Erli\11 !JI • 2fll2 • C2l + (RI • C3)t • 1t si k)f +}S-i (k 1 .. lt2l2 

llu •-0.1292 PL 1/E1 

C.li.kulo de f 2 2 • (11) real con (II) v\r·tual 

R'l . e 1 
1 [ 
J !l . ' 

SuStituyendo en la ecuaci6n de compatibilidad. 

• 0.1191 PL' 

Ueacctone.l!l en la viga. 

"" 
1 O.llllP 

Diagrama de momentos flexlonantes 

111 

l 

' 

.llllP · 

lll 

Problema 3.- Determinar las reacciones y el diagrama de fuerza cor

tante y momentos de la viga mostrada, la cual esta sujeta a una carga 

unlformememe dlstrlbufda. 

~ 
,i, El 

lm 

12 1 
,,~ 

~% 
1m 

E 1 • 1 



El A:rado de lup•:n•stntadclad rs • 1 

Estructur" primAria 

' V < • V A<>n 11'1(1"11' 11 (o¿ IHII ftll! ioA 

A f•) :A) ,1(1, t1 r'<>rfuc•' lo& !idO& 

'/;>~;; 
(' " r' 

Solución pA.riH'Uiar· 

.,, 

Solud6n r-ompl••n1rntaria 

~ '•' , 

..,di 
m, 

Ecuaciones de compatibilidad 

Clilculo de los ~iros fo¡, fo~ , f¡¡ r 1 , .. r , 1 • r 1 1. 

f 01 • ·M 0 m 1 ~ f{RS. C'll 

SiK • 

~¡s· Bf-IU~ - 42.667 
3 

/6' [-/} 1-IJ.S.Hl 

1· ·!· 1-11111.- 1.333 • 
1 J ,81111.11 • !.666 

Sustltuyr-mlo ron lAR· ecuncaone s de c:ornpntib\1\dad 

-42.667 • 5.333X - 1.333Y • 

fi.HJ- I.JH"< • f.666V • O 

nesolvt~ncJo ~~ sistema anterior 

1( • 6.15 t-'"; V • ·4.57 t-m; 

Reaccionee en la vl¡a 

6.15 -4.51 
lt/m 

~- e 

-t- lm 

O • 5 l 0.15{, . • F"""">CCC"""""'i· L 

~ ~ 
~ Sm -+-

1 o .11 

L 
lt/m 

~ 
'·" 1 9.141 

o.uj 

.• 



ó7 

l~a¡.{ram.l tll' fut•l'la {t>II,HII•• 

.,, Se aphl'Ut'6.n rnomcrdo~ umi:H'IlJ!:I t.'ll lo!'! apuyo~ (J) y (t) 

l. ' .. 

'. 7 

111 121 

(~a.:rallld do• IHOI!lt'IIION S4.lludbn particular 

Solucl6n complemenlaraa. 

'" ----e -if----- ... ( ) ' 

IT-M 

., 

~ 1 

Problema 4. Obtener las reacciones y daagramae de fuerza cortante 
fu 

y momentos para la vi¡a continua que st¡; muestra. •·:.-· -- ---~q-- ----
1 .( - m 

., 
~ 1 

r 111 !" I 
:Zt/m EJ • 1 .. ;;¡; ~ Ecuaclonee de cornpaHb!Hdad 

-,. "' ,. ,. •• 



ó8 

1.11 1.t./m I.JJ 

f n 1 • ~~~'" 1 ~·7. r 1 • 1>,. ("i .!_ <:(1 • ,, " l; > • i, c. (! • ~' it'. 
1¡~1 

r, 1 .. 
1 

I·IJII•·SII·fll.tl ' l6l!I•O.Slf·lll91 ~ 6 ·-17,SO 

, D1. .'lo'"l ~/O,C? . !.?.~. r., ' ." !l•rd (( • ,<;,,l;m 
6 

lO t {·1! 1·11 • J. H 

T 1" 'lt./m 

4 ;¡ ~rvyyy> .. ~ 
1 ls. 57 r 9.-Hil t '· 19 1 l. lO t 

¡, t l! 1. JJI. '1 • ' 
DiBRro.ma de fuerza cortante 

r,, • ... 1 ... , • rno.cr · 111)[ J) 1-1)' ,,,, 

·11.50 • 3.3H • V • 

!h'ACCIOOf'll f'O ];t \'iQA 
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DtagramJ,J de Monwntos 

Problema 5. Obtener las rcacctonct~ y daagrauuut de ru(!'rL.t 1:nt·tantc y 

momento flcxionante d~l tlljlU.icntc mlu·co, 

' "" 

f1 

fl 

"" lm +-·--------+-- ·---- ----+ 

El ruínu._•¡·o ·~~· ¡·,·,Jun.J.mtl.'tl •·11 ~·1 llh.ll"t"tl <"d 1t • 1 

----· 

-, 

,: 1 
'' 1 r,. 
~ .. 

Svl, Cvmp(~motld'l.(•l ftt 

' ' ' 

1 ,, 

t,. 



--\ 

'! 

' ' 
' ' 

.J r., 

i':o'IJ:lf'JorwR ol•• rnrnpat;luhdad 

'~: 

'" 

'·· 
'": 

'' . " 

. 1'\f"'J 
i( 

1 
1 ~ fJ 

Al 0 tto: 

fl 

r,; • 

-

• 

o 

111.{ 1 . 11].( 1 - 1 '; 
;· 

11·1~1 (1d) 
1 ¡1 - 11 1 1 

~/.fl . !::1 .r j ... k .• 

' 

!• 1 ... , \ . 1 '; 
¡ 

• ' • 11 • '1 

1 
r-.¡•U.¡I 

' " 

119 
··¡ 

'· 

. lO! 
(1 

' 1' 1141 J ·· r r · 11 
(1 
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6 161141. 72 
7 --¡rr- rr 

f 17 • ~.2· ··~ • RI.CI ,. Rt,Ct • <.iK 

" 
{6){61 • 6 16{{6) 

J --,n· 108 
·n 

Sustituyendo en las ("('Uncionc.; de com~11hilidnd 

101 u 11 -n n x • rr v • o 

'" ·rr 1! X rr ~~ V • O 

Rr-.olviendn C'l q!FIIC'f113 anterior 

X • • 0.4S to11, V• 1,0S (un. 

RcnccioncFI C'n el mnrcn 

1 " 

0.45 
~ 

" 
t 1. os 
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Dwgral!'a de ru~r7.ll C"or·tanie 

.H 

l)lagrama de monwnlua 

Problt"ma 6. Calcular· las n~ac:r.tonrs y dtbuJar los diagramas de fuer-

za cortante y momentos flexionantes del '"arco mostrado en la figura, 

el cual est!l. restringido lateralmente por un resorte en el nudo C: a su 

vez el apoyo D tlene un desplazamiento vertical de rt • S c.rn. 

Las d1mena1ones están andicadas en la misma figura. 

I n• 5cm 

ltu/cm ldtl 'lUOHtl 

2.10liO~t .. !¡lcm 1 

1 O' cm' 

El grado de lndetentlln:u.·lón del 111nrco e~ n=2; se toman lo.!f mld'l!'l 

C y J) corno redundantes por t>xlst Ir movlmlenros en ellos. 

Estructura prlrndrtn 

Solución particular 

! T m 

----

* 

---

' ' 
1 

' ' 1 

7 

;r( 1j V 4011 liU H•du.llof.trtlf4 

tlt9idM ert lo6 nudo& C 

1J V 't:t>Jpecttva.mtnU 



... 

o;~·k • 4 lt>) 141 • 4K 

' 
Sustttuyrndo ('n lns f'f:IHH'tnn~"R dr rompnlihdtdnd 

Jll 
n 

n 

1/.U 
ll 

41 IKO · rr x • ·rr v ·- s11o 'J; fl • 1.1 t 10 1 ~ /:9-cm' ·1100 t,m, 

"Tn.__. 

". 
r S.615 

Soluc.(6n ('ornplf!llc>n.ftVt-io. 

-1-¡-"-
-- 11 1 -- --- \ ,-

1 
\ 

1 
1 
1 

' ' ' · I f) 1 

" ' -.......... 
+ f 12 t 
-·\ • --- ' r· ' ' 1 

1 ' 1; 1 1 ' 
' ·rfu 

"t • 
1 1 

t:cuAcionf'fl rlf' c-ompatiiHhdad 

C61culo de los despla7.amientos 

El r,,. t 31111ll-36l • '114 lf-481 1111-411 J 1411-3611 ¡ llll1ll-l6l 341 

fl f, ,. m,. '"t. R7.C1 . 1 "' 4 141141 . ?_1_.}}_3, 
J J 

El fu~ m!,.,~ . Rl .CI • R1.C'l or,/k 1 ... 4 16} (6} 6 161161 1!0 
J j ----,---
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Dra¡:rama (te r•n•r'/a cur·tanlt· Convcnt•.Jfllt de sir,nos 

T i''t~ io1, { •1 Co•n¡•,t'~i,1u {- J 

t ~ f_'I'H' tu 'l•t ,, ul'ln M 

e 11 

,/ 

'• 
/ •• 

) ,l.r¡1 R 

I)IJoJ.:'I am111 oh• momli'IIIO!I 

Solud6n complementada 

-0.71 

-0.71 " fo& -0.71 

... ... 
-0.71 

ln,l 
Problema 7. Calcular las rurn•ua a'laalo•s do• la armadura sq~uwrrle, 

e D 

Ltt4 'H'llt'CÚ•rU'A i'll (u[j 12P<'!fll4 .\un 

"' 
A.t • Hn f•l; A.!f • ltn lfl, &rHn ftl 

G'lado dr o!dttf/tMinacd~·" 

6 + l > 1141 • > 1 

ro11 (o tanto htt!f Ulttt lltdunda,n(t 

"' 
+----------~ 

St•tur.ú~•l f'o't'ltieu.(ovt 

' ~ o 

' 
\? ••· 

.!.,"'~ fu 

... 
'K 'J. - . 

~ 

J. 

O lllol 

Nota: l.a!l r.u·r·,_U8 irltt.·rnas <'ll la 

urmadur·a para cada una dt: las 

t~undiCIOOCS de rurga, pueden ob-

tenerse por· algtÍrl rn~todo nnalíli-

r.o (por nudos o st·cdonca) o ~r·á-

rico. 
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A cnnllnwlcir1n qe conqtruyf> un."! rabia d<" c11lculo 

All 

Cl> 

AC 

llf) 

All 

CH 

. -
N 

H 
() 

H 

() 

--
- 1 l. 4 

n 

-11. 7 

-n. 7 

-o. 7 

-0. 7 

1 

1 

·---
l. N ni. 

7 - 11. 7 

2 () 

2 - 1 l. 2 

2 () 

2.H~ () 

2.H~ -.12. ' 
r ·:'\4. ~ 

\.R ('1.'\IOh'l!"ln tlt• Ctllllpclli\u\:lt\ N 

... ' 
N,", 1• ,,, .. r "lr'l• •r 

¡:~¡;¡,¡,, flfl.1\ • "r 

lh" In 1ah\a ,., . II("IW 

... 

nnl. 

o.~H 

O. QH 

II,QH 

fi.QH 

2,Rc¡ 

2.R~ 

Q,(l2 

!"'u~T\111\'l'!lll•• t'll l:t t'\.'1.,.11'11'" ole Cfllll\'CIIIhilidad 

9. /.1 •• o .,r- ~ • r.. 1 '''· 

nR 

-4 

-4 

-· -4 

"· 7 
.r::... 7 
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1 =N-+ n 1\ 

4 

-4 

4 

-4 

"· 7 
- ~- 7 

Reoccionf"l'l en In nnn:ulura 

-4 

-4 

t, 

ProblemA 8, l.a armadura que se mueRfra a conllnuaci6n, está RUj~ 

ta a una car¡tA vcrllcal de 100 ron. Dc1crmine p:)r el método de ne

xil'lllldndel'l, laq rcnccinncs y fucrUH~ interM~ r¡uC 8CIU80 Cn \aR ha·· 

rraR. 

1 Sm ¡ 
(A) 

20m 

Grado de lndetenninación . - " 10 • 4 > 2'{61 

FUr lo 1amo existen 2 redundantes • 

ton, 

A• lO u.tfAioJtu 

A• 5 .C:rt.ti!Jl.io.tu 

14 ) Jt 



r r. 

Soludc1n pnn\culur 

SnhK'lr'\n ( ~tmpkllll'lllll rm 

' ' 

~~· l'fl!}ll',l'rt l't""'' H'olumfm1f" loH 

~l'oi('('IPIII'j .fr /11 l><t,,ll fl/ t( ¡•( 

a¡•,•u¡• ll 

1 11.Jit 1 NI 
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'" o 

Cuh.·ulo de Jn..¡ dl'~p\a¡nmiL'nln!oi ~~a. f¡o, f,1, r,¡, f1, .. f 11 

f 1 • • l tl¡u, L 
' ;(-

J.o.¡ cdkuloli como lus áreas y lou~llmll's dt: lns harras "ti 

nwcslran en lo lnhlu SIV,llientt:: 

----- -- -----. --- ----- ----- --- ----- ---¡¡-;;¡-~- ----·--- ---,_-
ll.o!rra ' n, n, L A ~~.!L ~-9t ----- - 7\ 

AO " • ·0.89 o 10 10 -79.0 o 1 6 

" ....... -0,8'} -o. a 10 10 ·79. o -71 1 1.6 
co 88,, -o.1o1o o 10 10 - 78 ,'1 o o.• 

" -88.9 o."lo -o.R 10 10 -78.2 !lo1. 2 o.• 

" o -l. O -0.6 15 5 o o J. O 

" -lJ. l -o. lJ -0,6 15 5 JJ. J 59.9 o. J ., -55-6 l . " o 25 10 -ISio.] o J. 1 

" 55.6 o.ss 1 2S 5 IS!t.) 278.0 l. S 
OE ·111. 1 o.ss o 2S 10 -154.) o 0.8 

" o o 1 25 S o o o 

[ -4JS.lo lo09. 1 12 .] 

r~'"''lr 
o o 

1 '28 ... 
o o 

1. 2R -o. 1 

1,08 1.8 
1,08 0.6 
o o 
5 2,8 

o o 
5 o 

47. 2 S.9 



i 
' ¡ 
! 

su~liiiiY('II<In h•q vnlon•..; de \n<; 111"-lpl:l'larnH:lllll<; ('Jl In<~ ('CU:H'itH\('<; de -

l'11!11Jlíl 1 i IHI!lllltl, IP!lCTJlO<;. 

- 4H.J • I'l.lf?, • ~.9r,. o 

<:uva •wlucu~n !'<.;: ll, • 40.611~•1., r, •- ll.H t.•r~. 

ahiiC'IlC In o:;j~uit•niC' IIth!:~. 

-----¡------- -----------
B.•r r.t "1 H 1 n 1 1'1 1· · N• n, tt ,• ,_,,., 

--------- ·---- ---------- -----------
Al\ - .,,,_ 2 11 H,2 
1\C -:lt•. 2 111,7 IH.OJ 

en - 17. oJ 11 71.0 

FF 17 _l.) 111. 7 - (.t l. :l 

IIF ""-"' H.ll ·12. 7 
t:E - J]. 4 H. 11 <IH, 7 
Al: 4.'l. 1 11 - 10. ,"l 

CF 22.. -h.:\~ M. 7 
!lE 22 .• 11 • HH. 7 

El! 11 - l:t. :\5 - J:l. :t~ 

r -Go. :t 

A 

76 

Problcrnn 9. C.nkular las r·c,H:ormwa en loa ;1poyoR y dl'tcrnünar el 

despln7arnir.nto dPI nudo r, IE:vS). 

'm 

(51 

Grado de t.k.letermlnach'Sn 2 

l:~lrm·turn prlmariil 

Snlucidn c••mplemenrnria 

'm 
•4>2{5) 11 > lO 

Solucldn parllcular 

o 

,r,, 
• 

1 No 1 



Fnmcione~ de <'Oillpalllllllli<hl 

J.o~ Jt'c;phii.IHilll'lllllo.; <;&(.• l'A\cll)lln l'll Ja !'!I~Uil'fl!t' Tabla 

--,---,-------- ------·------

1· 2 

7<1 
... s 

1 ' 
'J-C.. 

1-' 
:t·-1 

_:1-~-

"• 
11 

n 

-10 

• 1!1 

" H. " 
" 

---.!.~:.. 

"• "' ------ ------
-1 -1: 71 

-1 " 
1 •JI, " ,, : 1 
11 ·11. 7 1 

. l. ~ 1 ,, 
-L.:!.~_;-~.!_ ___ 

lk• 111 ln11la onll'rlor c¡e lll'lll· 

r,, • 

r,. . ' Noi!J 
1 ~-'-·?a_ --M-

Af 

'" . l 11¡11¡ 
l . 11,1 -,u-- ''f'' 

.. fl ~" 1 t. 

1 ,, 
1 " 
! -"'" 
1 :o 
'! " 1. K -"' 
1."i " 

" ,. 
-

11. 1-' 

' l. 1 1 

" 
<11 

" 

11¡11¡1. n¡u 1 [. 
----·· 

2 l. 41 

1 " 
' . 2. ~-~ 
., -1 " 
" " 

' -" -.. " 
" " '1. K 11 o --~'~--!-" !C... '1. ·l•. K-' , ___ -------~--[~~~¡~-~~ 

, l 1 • r: L ot J 1 
0 

• 6, 8.1 
\[ .\[ . 

,, 
' 

11¡11/ 
1 

9.6-1 . Ar- --Ar 
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SmnJtuvt·mln l'll 1.1-. l'Cil,ll'Jones de nunp.111hil1dad 

l.as fu~rJ:<IH flnalcH que acllbn en cudn barra se obtiene p.>r supeqtJs¡· 

n¡nJL 
¡-~ 

A"''í, ¡Ytnt lao.; rcuccioncs fnmlt-~ lt'nl·rnn-. 

1 

11 
li.\~1?-\ ,.,,;:! tft~l N, r 

t--
1 1-2 -:\. :12 :\. :\2 IJ ,, 
1 2-:1 -:1. :11 11 " -:1. :12 
1 ,_, 

(1, fl-1 :L:I.l • 1 (1 " 2.M2 1-' ;1, :12 :1.:12 - 10 -:1. J2 
1.K2 2-') 11 :1.:12 11 :\. :l2 

" 1- ~ .... ll~ ·4.hc; 1-t. 1 ~ 4. 7X 

"'· ,..,.. 2-' " ·-'.~'>"" " --L fl~ 

:1-S -<.~S 11 11 <.6.> 

E•otaJo final 

0) 
-3.37 

13) 

3,32 l 3. 32 

•" 

'") o (S) 

r. 

lb. 68 
lOT 
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l'nrn cnkular l-v., 'H' iu11•gra la 0.11nadura nn¡.tHml fF) con la annndu 

rn vinnnl que rf'.:;ultn de npltcar mm ftt<'r7<t virltt:-tl C'n el rn1111o ~le in· 

., 

" o 
? 

.. 
·l.(l . '·· 

1 '1 

~~-. /< ·l.f\ 

1" 1 

HA RitA r n 

1 - z o o 
l-l .1. 1l o ._, o _, 

1 ·• . L 12 -1 
z _, 1' ,z o 

1 -' 4.78 1 .41 

z -· ·4. 65 o 
,_' 4.65 o 

111 

o 

lT 

l 
-

z 
l 

l 

l 

l 

1.8 

Z.B 
l. A 

' 

o 

--
r nl 

o 
o 
o 
r •. f·4 

o 
19.1Z 

o 
o 

2s. n 

1 J 1 

Comn \J.,.,. • t/v ¡ 

rn 
1 ~Y\ •1 Af l 

h\. :15.76 ---¡¡¡---



C A P 1 T U l O 6 

~ETUDO DE LAS RiGIDECES 
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t-..~ E l(_J[X)S DE I.AS RIGIDECES 

dos (los nuJns son los llfklyo~. extremos llhres en voladiLos o eu lus pu~ 

w~ Uondt> concur.ren dos o más rnlemhnJ"'), 

Los Llesplazomiemos de los nudos son el número de ~rados de li-

benad o el grado de indetermlnaclt~n c\ncnu1tlra Ue la t.•structura.~ ~r -

ejemplo, la Flg. 1 muestra un marco que tiene 7 grados de libertad st se 

consideran acortamlenros o alargamlenws de los miembro!\ o st'\lo 4 si 

no se cons \Jera n aco na m lentos ·.l a la q:am len ros. 

bm9 

Ó.ll " o 
O.yr ~O,..,.---------::,.,,.,., 

Z.l -.. 
~.~o 

L. 

.ó.•s ~o 

Ó'I'S "o 
~· .. o 

ÓX4. i..Y4 • O¡ 414 .. o 

Al no considerarse los acortamientos o alargamientos de los m le~ 



i 
1 
! 

1 
; 
i 

El me'todo reQuiere de los acciones de empotramiento, por lo 

cual consideremos otounos casos. 

·(~)· w~ e~ w ft/ml WL: ' Wl 
1"2{ .,·¡z -¡¡~ 

L L 

f(~ r ~)~- 3PLO r 
L/2 L/2 

----¡-& :::: A • +- ---~ L/2 ___ ~ L~2--+ .. 
M • Potllb-+ U 

H 

Pob' 01 r üp~'b M(~ r 
t!-

_b ____ :&< +-- . -~-- -+ --· b - ··-+-- ... -- a .. 

Mo (~ r r ~)Mo 1'.} (~ r r 
L/3 L/3 U3~ 

t-·-0-+ ....... 0----+ .. +----+ Po1L. -al Mo • 
L 

W()~~)~ SWL(~~ >Y ,A.; 
w • coroo total W • coroo total 
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+- L -+ 

M{~ 
M ct E ~)M' M· O ;&, 

• o --+ b .t- +--- ___ o·--+--- b_ --·-t-
M ' ' Mo• 1!(4lo- 3a - L: 11 M1 • ft2Lo- Jo'} Mo • f!t2~ + 3o 1

- 6oLI 

W • ca roo total W• cargo total 

~(~)ff 2WL~ " . ~ 
" 

·;(~)"; 
W • COri~O loto! 

M(~H. 
·-· .. ---- e -+ b 

~ 

Me~ 
w llt~t~l 

M • ff {o~- (b _.. c)4+ 2l!cl2b+cl} ~ 

~ 

+-º--+--~~-~-+--~----+ 
Mt • ....!!._{(o+cl

1
- o'L..- (o+cl•- o•} 

M{~ 
w 

~}· = l! 3 4 

Mo .:-r;-{1! lo+cl'-o' _ • •'j+ lo+c~- o"} 2lfo+c) 

'" 2 
3 



ros d~.-· junra dt~C•Ht:K'Itlo:l'i,, 1::-;to n~•'i L•JmhK-t.' a v\¡.'.a~ d•d•lemt•ntt.' l'IIIJl:•tr!!_ 

dus rur \oll'\IUJ h:ty fjtll" t'nll~ll.:t'r J:¡g l't'Oll'l'\orH'~ l'll V\¡..'.11!; doh\t:rnCilll." t.'lll\~ 

tradus. 

10:-1 unltnrluH, e~tas son trart<~lacrt~nt-s n rntacitmcs unitaria.!!, y las necio 

lll~ ttL·r.ln fut·r.-a<J '' rrrr,rr~c.·rrn•"'. 

l.ns acchHu.,.. l':tu~.r.l••" fl'r dNplJ.;am\('uttJ~-t unltario:o~ se conocen 

COIIHI , 'r\)1.\tlt'-'t""'.', 

' 

M a 

... 

L ¿ ... = o 

•0 

... M,t, :;:;: 2Ma 

Al provocar un ~iro unrtario en el extremo A con MA se ~enera 

MA 

2 
, e!l tlt."L'ir exislt.:' un factor tle trnn.ctrurlt.' de 1/:l. 

81 

El CIHtuntt.:' en A l'S t'l vuhn del ¡.'.in1 t·rr t'~t· ptrrrh•·. 

o 

1 MA .l!_- M ... _2_Lz+ Hzl:;:;: 0 z- m 3 21TJ 

Rr = {tl!:-1 fvb • 
4

'[1 9r 
Si 

e· 1 M..,= 4EI 1 
L 

Veamos lo d!¡jidez del SIQU~nle elemenlo. 

A 

~-----

Nuc.•vamentt· pnr vl¡t,a nmju~lHIH: 

+---·----- L ------

Rz 

si 

ML . =m· 

LR ML 2 L --O ' - 2tT ., 

M= 3E19 -L-

M= riqrdez anoulor 



,¡ 
.] ·., 
l 
! 
¡ 

Y ¡nrn lac; trnnc;lacioneq· 

12EI 
T 

' 1 

1 

' 

.fif:.L 
~ ,.,-\ 

- J--

1 
1 

1 

' ' 1 

dt•n con l'i ¡.:rndu dt• llhrfl:td. 

1 
1 

XL 
~ ,-------..., 

--¡ --

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 

~lli 
~ .... _______ .... 

ll • 1 

!'ara cxprel-lar t"lar:uncnlc ]oc¡ cotkTpl11<l cono.;idl·rt:moH lot eqtruc 

tura !'1\¡tuiC'nlc: 

R2 

Su ~reJo de \ihermJ cq 1, ya que el extremo 

2 ¡.o;irn 110 l1n¡¡:ulo e : la translnch~n horizontal no se considera ya que se 

dPSprct•inn ltl!'l alargamientos o actJrtamientos a;dalcs. 

1),_ Se ohtlcne una cc;tructura cincrn:fricamente dcterminnd.1, o !'!Ca-

q11e se eliminan Jos Utoc¡p\a·/alni<·tttoc.:. 

O) ¡P ~ 

Jt- GJ¡...-.,..,. ,-----_ ____.__ - ~-------::-"--t~) ~ 
t: : t 

A esto etapa se le conoce como solución particular 

2)._ El extremo 2 en el cual sella rec;;tnn~iJo la rotacldn s(glm, e~ 

mn ocurre realmente, por lo t<HIIU hahrá que suponer una. condición de-

cnr¡.>;a qm.• con.<~ldcrc el giro real dcluudo 2. 

!l1k."ltln. 

M 

"''" Cllll!ltlidAd qc dn un v;~lor unitario al (Jcqpln7nmicnto dc::;co· 

M es lo rigidez onQulor 

~ 
L 

A esto etapa se le conoce como solución complementario 



3)._ ft,hora planteamos la ecuación de equll1brlo (supeqX>slcl6n de· 

etapa.!!). 

p~ 
9= "32U 

P 6El P~ P _6_ Rl = T + --u- '!2IT = ""2'" + ""3"2 p = o. 6875 p 

Ro = 0.6875P a -tJ& P 

...f..L._ .z...El. PL' 
M• e: - --g- - L "!ITf = - 0.1875 PL 

MI = - 0.1875PL 

Cc:nsidefernbs kJ 19-iente estructuro 

2T/m i 
t---;•m-+-~m--+2mt-~m ___.. 

Lt Lt L:S 1 

83 

Tiene cuatro grndos de libertad, pero si r.o fiJemos 

los nudos 1 y 4 encontramos las Incógnitas 82 y 83, con las cuales es • 

suficiente para determinar los momentos en Jo,q nudos 2 y 3. 
Se deber&.. coosiderQ' poro loa barros 1-2 y 3-4 los momentos de 
empotramiento y los rioldeces. corr espondlentes 

2Tim 

~'""'"J~ 
4 ~ ~ s;:~~~l:lor 

6 
w T!m ) ~Rm;.,;.;m,~t l.l!OII • ""' • 9 T-m. 

r M!Oid • E# • 1.6326 (~!---_]_[_~~) M>oli • P~b 
+-- a --+- b -1' 

• 4.0816 

k U 9:s • 1 lt:s:SII o ------(10----~ 
k33)d 

SaluciOO 
complementado 

kuu • ~ ~ 0.5EI kW• • ~ • 0.5714El ... • 1.071 E 1 

k» - 2.fl. -L! 0.2857EI k" ~ - 0.2857EI 

k:s:s}l • 1S.! 0.5714EI k33}d -3EI - 0.6EI Lz • L! 
;.u • 1.171EI 



1 
' ' 

-

lla~mos la RUpeqxmlcll1n o ecuación de equilibrio: 

MlO + k2282 • kl)Q] • o 

A10 + k 12a 2 • ~t 11 a 1 • o 

7,)674 + 1.0714!tt
2 

+ 0.29S7Et&
1 

• O 

0.7486. 0.2957!182. 1.1714!18)- o 

Resolviendo el Rifltema de dos ecuaciones tenemmr: 

e 2 •- 7.17249 

11 

y 

Fl ,.¡ll,.., (·)de A 2 ~~'i!VliOc• qul!' el RenttOO del 5tlro e:~ conrnrlo al 

Momentofl rt'aiPA: 

",,- CJ. 0.5 (•7,172491 • S-41175 

"2) - "20ld • kll)d8 2 • kll.) 

M21 •·1.6)26 • 0.5714 (•7,172491 • O.l957{1.110l1) 

• - 5.41175 

., . 4.0816 + 0.2857 (-7.17249) + 0.5714(1.11027) 

. 2.6668 

.,. . ¡:¡JO Id + 
ltll)d8 J 

•,. . - ] . l Jl + o.o (,. 1 1027) . - 2.667 

84 

CoMiderando ahom el siguiente marco: 

2~ T/m 

r l.ll.fi'<""<~~='\3!0 6EI 

r 
r 

MtO t.St/111 

Sol. Particular 

--------

wl' u,,•-n-•-7.s 

(b) 

7. S 

.. , -
Sol. Complementart 

k uN 

---- --
(a) 

ta f..kta 
.+~-------,~ -¡;;;-

(el 

' 1 
1 

1 
1 

lEI 
J:: 1 ¡)C• --y- • I.SfJ <E! 

k¡,)V • 0 (6)• <E! 

k,~V·~ • •El •, 1 c·!I{ill ~ "1 

K6,•- lE! .,...... . 0.1SE! 

Kll,. !.4J.!l . - O. 7 Str 

Ktl!.• 
lE! - o.7SEJ .,...... 

l::t~ . K-ll • - 6EJ!!I •-0.7SE! 
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.!}!- • o. 0469(1 

KM • 0Atl9 El 

la a • tfl 

A'a, • IC11&1 kaefl, Ka fi.•O 

S.SOfle 1 • tfre. - 0.1SlltJ. • 7,S 

tfl8 1 • 6fl& 1 - 0.7SflA• - 7.~ 

-0.75fl&a - 0.75Ere. • 0.4tltfltJ.• r.r 

e, r.I90tOI/tl 

e, • - 1. 74HS6/EI 

A • 1.14S4S6/fl 



•• 

"·~r?, ___ .--':!~'(j~"" 
\íl t"~ ------iA. 

e, • 1 kotll kozN ..... 

El • cte. 

ks • 0.3E1 

" . -10 

9. ]75 

'"'Cn ------~·-r~-'1·~-----A 
l\ •1 .. J ,IIOCU • 

EcuactonPA de Equilibrio (Aufoer[l:lAICión) 

•• 'o28 2 .• lk •• • k 16 • • o 

r ~r- 1ij • wl' 

t.. r-. 

~ Ir.• • S 
ft.87~ ¡1.87!!1 

•• •5+7.5+ 1. 875 - 14.)75 

l~l - 0.61:1 

k l!!- 0,)))!1 
12 • L 

k12 + 11 22)1 • U:! • O.H6tí!I 
L L 

o. llEI 

1 .liS 

lx52 

• 

86 

-~·· ·0.11[1 

~ • O.USS5fl K0 ,}d• w- • O,O'l4El 

-1.175. 1.16669, • 0,04666flfl• o 

14.375 • 0.046669 2 • 0,3HSSI\ • O 

[

1.!666 0.04666] í•·]= [1.115 J 
0.04666 O.H9S5 L¡\ -14,375 

e,• t.lll6SI04/E1; 6• - 31,tti9SI7J/El 

- 7.5. 0.333 {1.1116511 • 0,1666 l-ll.ffl9) 

r1,9014 T-M 

lo(n• Mui.C: + «ul.l e, • «: 11 1.( fl• 7,5 • 0.666 lt.UUSI + 

+0.1666I·H,t119S) • 3.050 T-.U 

~ ••• u,,Jd • r,,lde,.r,,tdA· - 9,375 • o.6ft.ll1651l-o.rtl-31.ttl91 

Al u• - 3. OH 3 T -M 

3T/m 

~0681 

.• 
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So ~den e•~esor motnc1alm~le los ~UOCIOnes de e<) .. Jillll/10 

Por e¡emplo 

WL' w~ ,, 
" p " p w p 

I 
~ . •·-

' 
SOLUCION 

PARTICULAR 

' • 
L 

+~ 

SOl.UCI~ COW'\.f:M{III'"ARIA 

!!! Ul "' ... 
L L ' ' 

=~::1 
-. ,_ lL!. 

•' . .. 
~· "' " " 9;1 9: 1 

:~· r --~ z;t , • 
-)[1 

7 

'" . "" 1 • .. r. 1 

'" 
71: I 

"" 1 -~~- -,,- -¡;-~ '•• --¡¡-r 

'" 
~¡¡; I • Jel 

'" 
2E I 

'" 1 -,-, -~~- --..-- '•. . ~ 

-¡¡T 

... . 111: l • '" 1 '•' . ., 1 Jel 
--¡¡-r- 1fT - 1fT '•' --¡¡-r 

"' . )(, , e, t ](• ~e a .. ' ,. o 

Ko • 1<..2, e, • l<z, e z t ' 
,. o 

p • )<A¡ 01 t 1<6 z8 t t 1<666 o 

[" '" TJrl '" '" t: 1 A e, ~ -Mz 

' ' ](/u\ 11 -P •• • • 
• d • r 

' . Hatriz de rt¡ lo.le:r. cuad'lada 
~aúnlttüa 

Klj • )(.j ¡ diagonal po.t.i.t.iua 

La matriz de rl~ltlez, [k] eA oquella que multiplicada por el veclOr de -

det~pla7..amlentos (d} proporcionará el vector dt! fuerzau {tj. 



·1 

1 
.l 
l 
' ' ' 

E .1 E :\11' l. OS 

ME!ll[XI llE !.AS RICIIH:CFS. 

l'rohlemn l. 

UP<:olver !'\ <:t~uicruc mnrnt Jllf C'l mti!Jtk' de rt~idt'Cf'~ 

!O T 

111 ,, 
" 

' . r lr~c.1'g,.ita&= 

o'' •• y h 

¡··¡ 1"1 

,. /'l.~ 

,. +,;--i 

111 T 

V o 

'" ,,. 
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Solución complernenwria 

--------
~ -- __ .,.. 

01 • , 

k ,h 

r-.f.r--------, ~---k Ml 'l 

1 
1 
1 

1 
..__ kllll 1 



O • VllZ!ltO'OI + 10IJUJ 'O 10UUI'O -O 

O • VBUI'O •10lJISl'O • ti + 10BZ • tt6'9 

o. VllUl'O-'OBl t 1011 fSl'O t tl t ,,.,_ 

eL 
llltO'O • IH • ~(VV'I 

o • v y1 '1 + 'O ~ 1 Jt • 10 11'( • etw 

o • 0¡1 

,y_ 
11 uo·o • nr • 

1
!VV'll 

J._ 
J]III'O-. llf-. V1'j 

6H 

_t_ 
nsro · 11~ • ~¡re" 

..L 
11UI'O-• Jlf-• rv:o¡ 

-"- 11 lfi'O-• Jlf-• 
1

Vll( 

• 11 H'O • llí • J(111 

_j _ 
Jlt • (9) llt • 1\llt'l 

i.. 
BZ • 191 lll • "ll 

i... 
nz • 191 nz • ul( 

.1 . 
~JJI' • 19) 111' • "'111"( 

---.:9.-.. 
~<~·¡ Hf '¡ · • • [ J 1 ISJOI 

_.._J ... 
¡i'}VJ••fl¡¡ 

:uos l Á 1 ht~\llll so¡ U.') Ojll,)lHICJlu..JUJ.'l :!p ~IUll.ilUOlU ~<Y) 



-!j 

1 
~ 

l 
1 
j 
í • ' ¡ 

! 

l 

RC1>olvlcndo el si•ncrna de ecuaclon~ anterior. 

(• 1 • I,OS?/fl nJ • • 1,911/tJ !; •• 1,67?/fl 

llna ve7 df'termin:l•~•<~ Jnq ¡zirnA y lif"Apln7JHnientnR·rn el marco, Re-

cakulanfn In<~ mornentt1111 rCDIC'!'I rn dkhn rnarM. 

1rrt-J.97Jl· - 1.136 --rr-

• I,IJ6 

l.o~ rcuccion~ y dia¡zrnuuu• de mom(·nto, fuerza cortant<" y nonnal se 

dctcnninan como !'liJl:tiC, 

90 

Reacciones en el mareo 

lo r 

0,1!4 ,tu 

r. 661 r I.H3 

Oia Rf"&ma de fuerza rormal 

o ""' 
1,66 1 

,., I,H3 

f-¡-H- l-----1 ~>-
INI 

Olagnma de Fuepn CortnnlC 

lVI 

0.114 
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Diagrama de Monr ntnB. Problema 2. 

llulizando el método de las rigideces, resolver el siguiente marco el 

1. 199 
cual estd sujeto a una car~ lateral de 2T y carga distriburda de 3Tjm 

como Ae rnucsrra en la figura. 

! T w•JT/m. 

ltl 1<1 

1 J • t,tr_. 3m 

111 

'1 
1 .; 

~ 1m 

El grado de lndetenninaclón c:lnemdtica es G • 3 (0,, e •• hl 

"" • • f T V 

k u le{ 

' 1 

Soluc.i6n 1 Sotuci..6n ' e, . 1 Po:.t.Ucuto:>t '. Co•plt.llltnlo:>túl 

... 
~ 

••• ' 

••• • • - -{1-!xt ll 
' ... 1 ' ' k u le: 

' 
' 

' ' • • 1 91/. ' ' • ' ' : 1 e, • 1 ' . 
' ' ' . ' ·~. ' ' . 

~ - . 
• .. ... 

".a.a' 1 - ~ 

.k A, 



1 
1 
1 
i 

¡ 

• 

!.oc; IIUlrtll'llf~ts de Cllljl>trnmiC"nltl en lo~ nudc1c; 2 v 1 flnn· 

.lf4J' • · 4 T·"' 
··¡r·" 

V : .. 2 O T, 

1 ac: rt~Hil't.'N en Joq nudoq ¡-..arA lt•q diferente~ ~Indos de dcfnnnnci(in 

supurstt•s. flon: 

~ l 1 J V • "' . f 1; 
r 

"·] "' o. 5[ l 
·¡ . 

• ' ,) l' "' . ll ' 
•,. ~~~ e.~,, ; 

• 
~ t 11. "' O.M-111 

Pl' 

~ .... "' o.,.,., 1 
fll' 

I.Aq furr.r.'lq (.'., ll' ,•,, 

Ir 11 )c 41! . 1,3BrJ 
r ., . 11! . 0,667r1 

.] . 

• • .Ir "' . ll .. 
111 o. ~[ 1 
1 

¡, •• ~ "' O, HS fl 
f .n' 

..... •. "' . O. JI SI 1 
rJP 

~1111 ¡VJTf'R Je fUCT7LI~ NjUIIthr:Jilll"<l (a~ CUliJNI • 

4f l/J • 111/J ....•. ,. ··-·· f.[J • - 0.661f l 
·r 

4tl/4 • tfl/4 • - 0,37Sfl --····--

J'Ul 
!Jl' 

O,H4l 1 IUI • 
f1TT 

O.IISEl 
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LAs ectmrionc!'f de cquilthrio son 

o 

SuRt ltuyendo valores 

4 • fld . .Hll no~ • o.snnl- o.667f.lh. o 

• O,Sfi'J, 1 fl•llfl n,- 0,37SfiA • O 

• 0.66101 • O,l15Cl0 1 • 10,444 • O,IU)UA O 

ReRolviendo el RtRtema de ecuncioneR anterior 

Ol • 3,161/Cl ; O, • - I,JIO!rl ; A • 6,159/rl 

CAlle u lo de loA momcntrH.t n•rllt•s en el mareo 

"·· • k .,o. k 1A A • 0,661f113,161) - 0,6A1ll)f6,159) · ··rr- --T.-

• k ,A A • 1 .Hlrl ll,16JI ·...-- - 0,661C1J (6. 1591 -rr-· 

J,SH 

, . 039 ., - u,. l<ulvO, •kn0 1 • • 1 • [J{$,J61) • O,Stl(-J,JI) •- 1,0$9 ...- ...-... 
M,_ • k 11 jc0• 

O,Sfl(J,J6JI • Cll-1,111 • 4,111 -rr --· rr 
k 1A t.- E.I(-1,&11- 0,375{6,159)[1 

-~- ......, .f, 1 fl 

!<.,A 11• O,Sfl{-1,11/ - 0,37S Of6.1S9l - J,US 
-n- ~ 

LaR reacciones y dingramas de momentos. fuerza cortante y oorrnal 

son como se mu~tra a com!nu.1ci6n 
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hJ 
1 · • 6 T ,.,1 

r~ • r~· e~· 6 * 0.111 • 6.771 Tt•11. 

C',iil 

1. ~ ~~ 
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!.. 

Reacciones en el marco 
¡¡ 3 1 /m 

~ I.SJJ 
O.lt>S-

1 ~.119 .:.__33.11~ 
r.aH-

f6.771 

'-'H illllll<•\ 11111 1 

::::<_>_>:::: 
,~, 

S.l19 

6. 7 71 
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lltap:rama de f'ucn.n Cortante 

llinp:rarna di"' Mnrumt,,q 

r'!ohr~ma 3. 

Resolver el siguiente morco 

1--- ___ 6m -- .. 
6 2 Tlm 

T 2EI 7 ~ 

El lncoonitos 93. 94 y 9s 

3 T/m 

2[1 4 

El 4m 

r 2 +---3m- --+ l 
-1-- --- 5m ---t- 6m --- --+ 

M61 v 1TI,.. M 

k3CI 

Eh ~ 1 
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lof>J,, ~ ~6 

lll!>}c !. 
-----

' • 
.- _ .. , . 

' 

1· 
A 

• 1 

11, 
,,,¡' 1 16 ¡ 1 

6 ~~.,,. 6 f/ - '17 • 

~1.1 e 
,., 7! .1) . 1 .'.1,) j -r-

Ln!-1 rl~idt"Ct.'S en lus nmkts son los s l¡!.tltL'IIIL-s 

"' -:r • O, SfJ 

~ '¡,- ( "' o. ¡t,¡ 1 '4 • ' 
• 11 1/7 J o. 81 1 " / 1 

•.J i 
.Sir[l) 

'· 61 t 1 

• • 1' "' . 11 

' 
~.Ir .,~! • ll; 

'!1 k,. • '-..,- • O.Sil 

k, )v . -11 1 11 t 
1. 61 1 "1 

~ '~ . 11 1 [ 1) . 0,811 ·r 
•• J " 

31 1111 
11 6 ···- • 

" ... "' o.~. 1 r • 

"' k,h• • -¿-· (t) • 1,333U 

111 k,..-¡,··· (2). 0,66611 

l:'cum.:umcs de b¡ulllhrht (supt'r¡usicu1n) 

"· Jo.' ,o 1 o • k, O, o 

"' k ,o' •kh(J, . khO, . o 

"· k, ,o, k,O, . o • o 

Sustituyendo valores 

1-61 ' O. St 1•.! 1 • o JI 1. 3Bil Jt\ o 

J- 1- 6.1 S • J J . JI o.n l. 6) tll 'J' o. 8f /(), . O. Sf J(•,, 

f6.ts- 9/ • o.urn,. 11.6 • 1 • l)!lol, • o. o 

o 
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Rc<:olvtC'ndo el <Hstcmll nntenor MH 

.e, j(·~¿:',,.,.'J!~., .. , .. ,,~¡c, 
¡,, ¡,, 

!!, 1 11, ¡ 

<I,HJ 

!!~ 1 u~ h· ~ ~ •" 1 •• J <"1 '• _1, H? t r 

"·' •:.],. • • ¡ •. · .• ~. H1 

.,, ' 11,} ~ . •' '' • • 1 •1\ . 1.HI 

!!~' H,J ,¡ •• 1 ! '• -~~ 1 

!1,, ~ ,r'\ a. "' l
iT 

"" ¡ (----'------1( 
H., 1, JCQ 

1•. '. 
lr,vd k c. 

' r 

r, 
f.J....... -e, -....:/1-41~ 

llc la fl¡z:urn anterior Re tiene 

e, . ~~. 1 • .... ,. ·!:l.H
6

o__I_.!_o__q_ .-o.6ts r ·--.--
~~·-L~!. 3. H2 • o. S/9 . 1. os 1 e, . 4 ' 

e, u l. u~, . - 4. 44 7 . 1.&44_. 0.6Jq 

-
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llm~ramo de cort.1nte Prohlernn 4. 

Determinar lac; renccionl's y Jiagramas de momento<'! y fuerza cortnn-

IC de la vq;~n conllllll:l mostrnda 

111 11~111 

i{'";,~~ 
lrl 1 T/¡RI 

¡:.·~-0 
6 m ~ m J m 'm 

No13Cil"in n~irt)l'l y dcsp)a7.:lllliCn!O<'I 

lVI 
El ~rado de indetermm..1ción ~ 3 {o 1 ,n,n,J 

'. "'Q, o.; f 1 

·~ "" ""'""'Ó 

~ ------
~ 

~9··, 

)' k,ll •_·2~d 
, ______ ()' ~·. 1 

. ~ 

1 

1 .... 



Los lllll!lll'llh•<> de L'rnpotr:lllllt'lllll valen 

••• J 
'1 1 o 

¡¡r.J: 
'l.O!for ,'.' l o :? • O&for-m u "' '· 

~~ J 1 
,,¡1 1 ( l) . 

1 , .... ( • "' 

• 1 1 1 i 
ll 1 

O. SI 1 k, ¡]¡f 41 l 1:? 1 

' ·--r- - . 
J/1 ' ... ' '•. ('.HI ' ,, 

1 " o. !f 1 

• ::! ' '" . 1 . rl 1 ' • ,,.],¡ "' " ., . 

~~ 1 ,, . •.¡ 1 :?ff O, q 1 ,, 
J " 1 

' ,,], JI( 
11: ' ,,],[ 3.•3. H! 1 

r· -· 

1·\'IL:h llllll'..: dt• t • 11111 1 l•r 1" 

•t' • ... ., '' ' 
•r,, 

" ' •' 
'l¡, \ . : ~ ' .· ' 

:', t.IA • {O. '• • 1. t.ll /· ·, • tl. &/ 1• ': , O 

-1.0& • O.!ff'j 1 • !1.6 • I)IIL'1 • O,SilO, • O 

1,115 • O,Sfln¡ • U • 3,J3)fríi 1 • O 

Rcsolvit'ndl) el sisll'ma de ecuaciones 

1. SO'l 
·-rr ''J • 

1. 3.J'l - n· .o, 4 1 S --n--

1. 611 

3.Hll 
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<:álculo de momcntt•~ rl'<~lcs en la vig::r. 

0,15/(-m 

O.HI 

tlii.3.J?J • o.r.tll-0.4151 1.13-1 ---n-- ··n--· 
O.Sif(/.3-l'll • lll-0.4151 O.'lS6 -·rr- -rr-

Fuerza y momc..•nluA n:~nrhanlc..os en In vi~!l 

o.,., 1 o. 751 ... 2)" ~~· olJ' 
u.t'JT 

!i r) (C ~ 
o. 115~ O. 1 ~S t ¡0.017 0.011 i l .1 i 

o. 34' o.3.fa 0,016 o. 0•6 

L J L.s L 

1 T/rn 1 T/rn 

~ ;¡•01!1!•¡ ~~~~ 

1¡__.:...:::' m--..j<-f ~~ m -+--~· m _..,¡,._l..l .f!L..o.lm 1 
0./'!5 

4

1.54a 1.1115 1.066 1.5&6 
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llin¡.o:nnna de fucr.ra cnrtiHltf' 

1.414 '. ,, fí 
o:rnrrrnnrrdw[tllitb~~~'-~wf'm"'ll"il"rl'Dlli·~~ ttttttt!ILWIIU "Z1tt 

o:rt., ""'J,,5a6 
1. ")11 

l•u•Jlrnrna ~ll" ru~•rnt'flhl\ 
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CAPilUlO 7 

~dOOO DE CRUSS 

~1E"I1liXl 1>1-: CI\OSS 

EHte es un m~todo de rclaj:u:tone~ y fue ideado p:1r tlardy Crn~s 

en ¡t.l:\2. ·¡,untm~n !'!t.' llnnw "M~todu de d¡strthu(h'n llc lmHnentoq"_ 

NtJ t.'!'t un mt-toU.J de lo.<~ 1\amttdll.<~ apnnonHillof!, stno un proceso de apn2, 

ximactone.'l ~uce-tlva.'l qut!' 1Ufl permite dcterrninar las Incógnitas hlpere! 

ttlr H.·as cnn la prec ls Ión deReada. 

En estructuras lmpcdillaR al despla7.nmu!·ntn lateral el método de 

Cmss evlla el tener que efec!Uur la solución de un shucma de ecuaclo

rv!H. Si la ea1ructura puede desplazarse, el método de CroAs tnmbtén 

conduce a un siRH.,na de ecunclom."l'l, pero el mimt-ru de dtchas ecuacio

nes es muy Inferior al que se llhtellllrra ulillzando ror ejemplo, el m~ 

Indo de lns flt:xlblltdades o el rnérodo ii:Cneral de las rlgidecea. · 

1:'1 método de Cn.>Ss puede aplicarse en estructuras con elernen· 

blA de Hecclt1n cunsUinte o variable, nsr como a estructuras con ele· 

mentos de eje rectu o curvo. 

l'nra comprender este métndo e¡ necesario comprender perfect~ 

mente cienos términos básicos, los cuales se estudiardn ense¡tUida. 

CONVENCION DE SIGNOS 

Pa.-a designar el signo de los momentos la convención Perd la -

slp;ulente: Si el momenm de flexión uende a hacer girar al apoyo· en 

el sentido de las manecillas del reloj, el momento de flexión se consl

deraiá (XJsitlvo. 



I·AC HJH llF Pl"i 1 Hlll\ 'CION 

(:nTt'lidtrl':H' !11 Filo!,. 1 m••'ltrruln, 1"'11 In cunlln f"<<tructura ~"Rt.1 flu-

JCI,, n f;¡ 01pl i1 Dl' h1n f.'lllt•rn., de un ITTIHllf.'lliO M. 

M 

" a e :.: ~~-----c:------t-lr-,_-----c-------"c;? 
K, K1 -'l 

K o 

o 

too~ HA. ¡.w: v I'P. 1 a l'ontrat. .• ·,,\n .~ c:a.bl rlr1n•·ntu pqr-• rC"!''hltlr ('1 n1o-

M u 

K, M 
M oc: ~K 
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donde ~K= K, • K1 • K, 

lhr In L1nlo se put·dc cmi11CI<lr qut•: 

"El fnt•tor de distrihucif'Hl ¡nra un ckmcmo de un nuU:1 en una~-

tructura, cq l¡¡;ual n la rl¡.l.idc.t: dd demento dividida_ rur In surnn de Jns -

En q\, el factor tic d\"'trlhut:ión rl'¡>n:«enta In ritt.idez fH'Of-.:>rclo--

na llk>l clcnH:nto con rC!IJX.'Cto a In ri~idcz del nu<b. 

l'ara el caso &M !izad:' arrlhl ~e tiene: 

•• 7K 
_!\L 

:IK 

es el factor de di!';trlbuch1n para el clcnH:nfn HA 

e:~ el ractur de LlistrihtJCic1n fX)ra el elemento 1\C 

eR el factor Llc tlistrihuc:lón pnra el elemento nn 

Se ha viRtn antcrlormcntt· que cunmk1 se t.k."Rnrrulln un rnomcnbJ • 

re91Rtcnte en el cxrremu de un r•lcmcnto, AC Induce un rnmnentt1 en el ex-

tremo Oput"ffbl lk- dicho ck:rnento. El morncnto Inducido (_•n el extremo o-

pueRto tiene slcmpr~ una rclncl•'n con el momentn rt."Histemc dCflnrrolln-

do en el extremo que ~Ira o c¡uc !-tC de:.pla7.n, 1\Jr lo lllnln, se puede definir 

que: 

''El factnr de tranRporte es el valor por el cual debe rnultlplicorsc 

el momentn que se dcsarmlla en el cxtreruo ~lralkl o deqpln:~.ado de un-

elemento (siendo el otro extremo CITJ("l'ltrado) para obtener el valor del 

momento lrn..luch:k1 t>n el extremo opuesto", 



En la Sl~nit•nlt· tahla 'H' nnah7an al~unt~ t·aso~ comunes. 

ESTRUCTURA 

¡;\ 
~ .!!.U. 

L 

.1ll 
L 

A 
'·~· 

··t (·,·:. -~ .. - ------ = 
.1&1_' 

L' 

L 

F. T. 

1 
y 

o 

o 

• 

____ _1 
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ME llJIXJ DE CH<l';S 

a) Estructuras o;ln despla·.wrnkntos. 

En la Flg. 2 se muestra un marcn ~ujetn a un si~ tema de car~~ 

d<Hkl. Para resolver dicho marco se puede mwr el principio (le superrnR_! 

ch'\n intlicado en la n~ura. 

• 

-x· + 
o 

fiQ. 2 

Los momenrus de los clcmenrus que llegan a 1 nudo 8 son: 

M a• = M lA + Ku<lh 

Mee :Mee+ Kec(J)e (O) 

Meo= Meo+ Kao$a 



!,. :¡ 
i" 
1 .. 
" 

f 
~-
j 
¡ 
¡ 

l 

i 
1 

• ~ '1 ,, ,, . 

¿M:O 
8 

MFlA •MH • MAo- O 

M••K .. I!Io=O 

(!!. = M o 

K., 

rnr \¡¡ ltlnlo 

Kfll:lo<.,. •K11c •Kao ~._...¡In Tlll.ltll'/ an~••lar dd nuo.l•• n. 

.. ,l'lllltl\t'm•t th)t•n (a) •H' lit·m· quC" 

M u :t-Jiu 
K,. M o ----
K" 

M oc =M oc -~ A a 
Ka o 

Meo-
Koo 

l'lo Moo = Koo 

104 

si 

dsA -

doc -

que ~o~on \oq rae ton.~ d(· ch~1nhudt'm de cndu c:lcnlC'nlO que llcWJ al nutb n 

RC RIL'lti!Uyen Cll (C), se llt'llC que 

(b) MeA =MeA + deA Me 

Mee =Mee • dec Me 

l.ns t'kpn.~iont..~ .¡nterh•n .. -s 1ndkan cpu.• ltm mollH.'IItLI~ flnalCR en 

loR clt.,HCnf•tq. t."N la qwua \ll.:ltunn•t·ntn de t•m¡••lrnmh:ntu n-spt.'\.'fivo. 

nu'IR la po nc propun: lona 1 ( f:1c tor tle dlsr ri htiC h'n) que le corrCRJ'I'ln<k t.Jcl 

moml"ntu de tk·.,t'<JUillhriu del nulkl . 

I.Of"' momentnq en lns cxrrernoq npuCRinR al nudo B Acrran: 

(e J 

Mee : Mee + tec dec Me 

Moa = Moe + ho dRo Me 
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qut: lkpn al nudo 1\. 

l'u~·de estahlet.·ero.;e t•ntonces d "~t~uiL'nlt· pn ... :edirrrlerrlo )lilf'll In-

l. St• olrticnen lus llllllllt-nln"l dt: t'lllfJ)lramknto de la t.'SIIIK.'IUra. 

2. Se ntlculan loo¡ lo.~Cion·.¡ dt.· dl"~trlhun~1n y d~: trunspnne JYirll-

'L ~~· dr"'' rl,.n•·n ¡,,.,. fnt>lr~t·rrP..., d·· do·"<~•·•pulthrln e k t'ada umkr t•n 

hJtll•.¡ ¡,,.. c·l•rno'lll•• .. '1'"' ,.,,, ... ·urro·rr a •lh Ir·• '""''· "l<'¡.~c·lll "'" I:H'I••r dt.· cll!i· 

l••r lt...¡¡w >f'llllc'nle. 

forma el prt-.·edunlenll• •lt'l rrrtlt•••ll•. 

Con.--ud~rt.'St.' la vi~n nroslrada eu la Fi~ .. 1 SUJeta al SIStema llc-

ltlm 

A :t=-''i'¡''''~ 
4 3m 
' 

t ig. 3 

l.os 111\llllt.'ntm< de t'lliJ--.HrlHllll'lllrr y lo-. tanore~ dt• dL.strihu .. ·ll1n v 

M •• WL
2 

12 
1 (4 )2 

12 
- - l. 3 3 3 

f:1a•- -M••- 1.333 t-m 

Mac = WL
2 1 ( 3 )2 

- 1.12 5 
8 

-8--

1< 0 A = .!!.U_ = E 1 
L 

K oc - ...ll..L- E 1 
L 

~Ko- 2EI 

d .. 

doc 

t lA - _1_ 
2 

t e e = O 

2EE\ = 0.5 

E 1 - O. 5 -TET-

t- m 

t.- m 



Se ptJt•tk' f'ntnnn~ hacer !11 Ri~tuentc rcprcRcntacl~n de ]O!'t datn!-1 

ohtcnid•co 

Homf'nto. dr 
•mpotramiPnto 

o.,,,ibución dt 

momf' n t o• J 
ftOn"P<lf't• 

hl"ln rn el nmh 11, n !IIMI 

1 1/m 

A~"' U""* El ·~ -t-- 4 m - _ _:_+:-:-- J m -t--
11 

1.333 lll 1.12~ 

~· '""'Jfé""'~ 
+ 0.052 0.104 0.104 

tl( ===")t(---~ 
11 

1..)15 229 1.229 

nt ....... j~ "~ 

M o= Mu • M te= 1.333-1.125 = 0.208 

duMo=-0.5(0.208) = -0.104 

dtc M,= - o.sco.2os> = -0.104 

106 

!.nA momcntn~ rinak-s RC obtienen RUIJlnmb Jo¡q momcntoR lh! cm-

pt?tramlcnro con los momcmns dlstrlhufdoR y¡o transportados e11 B. 

El ejercicio anterior puede tamhil'n pre:~cntarse en In formo Al·-

p;ulcnte: 

Momf'nto d• FACTOR DE 
lARRA tmpotramif', RIGIDEZ OISTRt BU C. 

BA I.JJJ 
4EI:E[ 

L 0.50 

BC -1.125 J El= El 
L 0.50 

:0: 0.208 E 1 1.00 

8 
1 tJm 

A ~~~~~E~1a·~··a·~·~~,~9~~~~~~c 

-F.O 

F. T 

M. E. -I.JJJ 

-0.052 

-I.J85 

I.J85 

4m 

112 

Jm 

o .5o 0.50 

o -
I.JJJ -1.125 

-0.104 -0.104 

1.22f3 -1.229 

- -

1+ 

l. 2 29 

FACTOR DE 
TRANSPORTE 

0.50 

0.00 

Factor d• dl~trlbucl6n 

Fa e tor d• transporte 

Mom~ntos. de •mpotraml•nto 

Ois.trlbucion '1 transport• 

Hom•nto• ilnal•t. 
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h). E!'uructuras CIJII desplai"andento~. 

latera lmentf'. 

-

- - + 

10 Etapa 20 Etapa 

l.n cual quu.·re dt.x-1-:.<¡ue l.'ll la primera cwpa se resuelve el mar

co t:on~ldcrando que t•src nt> st· tlcsplat.a. Se calcula la fuer..:a F 1 que 

irn¡11dc el tlespiiii'UIIIictllo y se uplica almurco (~e~unda ~:tupa). l'uellc e~ 

tahlt."l"t•rnc entonces el siguiente prncednnlento pura resolv~o·r t!Structurns 

tlc este llpn: 

l. R~olver la estructura considt:ranr..lo que esta no ~e puede des-

pinzar. llctcrmlllllr In fuerza F1 que ln1plde el dt.~plnLarnientu. 

2. Sur-meren la ~trucrura un tlt~plazamiento l1 cualquiera lm 

pidiendo que los nuWs ~iren. Con la estructura dt!Hplazadu se permiten-

loH gln~ en !oH nml.HI y He.· n'Muc:Jve la L"Nirlk:'tura. Se calculu ahora·la-

fuer7.a F 1 que prutlucc el t.Jesplot.amlentu 6 datk>. 

:1. Cmno lo fueu.u F 1 que lmphlit~ t.•l lit."Nplu..:ornicntu t•n (1) Re-

rd tllfc.•renle c¡ue la fuer m F 2 l'Okulalla en (2), )oq fL"NIIltiltk>s del paso 

(2) se 1.k:hcn ruuhlpllcar fJif el factor de corn.'Ccldn F1/F1, 

-1. Se suman los n.~ultado~ ohr~nidos en (l) con lo!'l ohlenldo~ en 

(:1) y t-Rta sertl la soluct"n final. 



1:.1 1-:\l J'l ,( tl 

1·•• •orurar t.'l dlalo!,rlllfl¡l de fucrn• tr1rlnnlc y momenln 

flrYHIU,,Oit' t.J(' \a \'1~8 t.'tlfHim~ l!IJC <1(' llllll>qlra ('Oq('~UidB, la t'UB\ • 

'"<~1.1 qnnwlula a un:1 can:n u111f•,rnu•m•·n1c rc¡~nula tic 2 tn;m y una 

cnr~~a ,¡,. 111 In. l'•IIJJtJ '~'' rlu"llrn ,.,, In fi¡.!tlrn. 

• t • • ... ,_ ,_ 
~ 

.... ··- ·-·- .. • - ·- • -,, '• 1 ' 

1 1 • 1 ',(1, 1 1 ' ~·11'1 ~ : 1 • l f\(o ¡ 1 • ' 1 ,., 

l.· C:Aktdoo th• lo1<1 rnoruo•nfn<lll tk Mlljlllflllllle"nfo 

¡¡ ... ¡,¡ ~·.!.:, 1( .. 11 10(••) 
·J.r,r, 

" il ' 
·-¡y- ·¡¡--

... wl. \ - :?( ,, )' • "" ' ¡-y- --,, - -

2. · Fac10r~ de diRtrihlH.·il'\n y 1rarmrnrre. 

Nutlo ¿ 

'" J( l'·O )(; .. 111. !:.1: 

" 
,,. 

¡¡ 
" 

• 
+ 

7. fof, 

]O O f. 

IOR 

CID . .,, 1uoa: o 111.•,¡; 

r.o. 1 , O.lfo 

ITt 1 - 0.0. o.•. 

Nut~J J 

'" ' 
lll.l J 4.i!__?9J: 700t -¡:,- .. 

... . ,,,;¡, .. ( 100 )1: 
' ,,,, • ,, '/1, 

"L." ---.-
[ l"t • (:100 t f>fo,fo7)[ 2 :i'f,f,,f>'}[ 

r.o., , ~·. ,, . ?~E __ 
'166.1.1 

r.T . .,, o.\ o r.T.,. ~ o.'l 

1 - o. 7') r.n.H ' .. 
f.t:, 

El arrl"'fl,ln tAbulado de In Aoluclt1n es el Alfl.u\ente 

=e 

IOT 

j rr ¡u 

0,\)1¡ 

f.or, .r.7 
~ 

0.1!. 
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Renf.!.ll'Sn :L-. l)tslr·tbuch\n de mmnentos (cquilthrlu del nuU1 3) 

¡¡, 7.bh- 6 • 1.17 = ,,RJ 

- o.·,~,¡;•.tJJ) =- J.n; <•'•~ !H, • o.:•'J(l.t!J) •- u.'ll 

El pntCt."\.lunlen[lt Re rep11e tlerallvo•nentc hagln ohlcner lu precistl111 

rJ~erHJa. 

t!na VI:!L. r¡ue He han d1slrlbufdo y lran.~~lJflüdo lo~ momenli>S de dt.-s! 

ftutltltrln se proccJe o determinar los nHtmernus finalc-s. r¡uc de 

lito~: dt> t.lt"'('1jlltltl•tltt •"-' ,,hl.;t rn~o."' t•n ¡.,,. ;.¡,.lllt.'llll•<~ q••t• C•m~:urrt.n o ll('uenJo con lo tabla anlcrtnr, hJRIU t'on sumar ul¡.tt:hnth:arn:~nte lu'i 

valort'H flllt.' oport."\:cn t.•n c.·ntl;~ t'nlumnn, 

l.'ll ~'IU'IIIll1 o¡ut• "'t' ~lt-!••11 llilil"'i''f\,lf oill'h••..¡ III11IIH'IIhlol 11J t''l.lfl11UI • • 

Cdkulu de reu..:dtmc.·R en In vtpl 

CtOilt-<J en tonno de1.11lada t.lt- In<~ valnn""' ohtt.•niJn~ c.•n lo tabla. 

l. 71 ~. 1~ r 6. 1'1 h. 19 S.S9 

QO<><><><><><») ( ) ( ) 
!, .... I.H 1 ¡,. '' 0.16 ! t o.,, o.! O j 

Ren¡.tlun l.· l>tstnlna.'ll'Sn de nu\IJH.'nlu!'l (t.~puhhrio del nmlt 2) r. ' 1 1, ,1 1, J 
¡¡, H, 1 • H11 • ... 7.66 1 i. 16 f,4," t 1 S.46 fs. 10 

O.Jb(·3.b6) a 1.3~; 

Ren~h1n 2. · ~hmenro lranc:r-.Jr!nd•) 



j 
1 

1 
j 
¡ 
¡ 

.¡,. '"""". ,, .... 

f'¡nt•\,.,,~ 1 · !)o•ft'IOIII''UI .,¡ ohlll.l.,,!l_. J•· lurr/lt cortanlc y momt'nm 

1 " '. 
1 , .... ; ... 

=~--····"] ¡ .. 
t ... 1' ... .. . --·-- .. 

"·· .... 
i: " ' 

l(lld ~·~··_) ·-¡ ¡--- 11 

. ,, ........ .. 

~.n : M,, • u 

"''. iT " • J( 16) -,-,- { 10(11) 
--,- • 11 O ; Mn • O 
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1':1kulo dt> loo; fllL'torf'<l de dlfltribuclc1n. 

~' 1 • '" • 1.1 • t" - f.( ; 

''" ' ~ • u ,,, • ' .!. 

Nu~k• J 

1 ' •• ~~.!. • 1 1 ; •••• ~!.:.!_ • 1.1 ¡ l f o • 1LI 

''" · ·o~ : <1 1 .. •} ·o.~ 

mt'tnd:) dt" Croas en to\ cdkuln ~lt" momen!Ofl, tle~ ver-IfiCarle 11lem· 

pre que 1.11 ~uma de dicho11 tnci'Jr~ en cado ur.J de !011 nU<bt, •~ -

lp:ual a l.l u11ut.LI. 



Eu ~lt.' l'¡t"lllpltl -.e c••ll<;ltkr.l urt.l varu1ull' t.kl mlllodo ljlll' con~!Hit.' 

rrcsp:Hkllt.·nfe<; 11 lo..; enJIHI!,tllllt'llltN 1 ~- "'-

1:1 arre¡do lahtliado "~'' pr•"ü'llla a ('nnllrltl<ll'lt1n v uo hupnnn el or-

1 ,;_--_. nc·--~'c-+l_ .. c.,-~, -_.c'--~·. __ __;'_'c'"· c'....:•__; ___ _,r,.-_·c'c' :_'e:_¡: fi~ ~·:! ¡ ¡ 1111 -•1,0 1 •1,11 1 0,11 

'~+- "' ~ - ~--~- j -::.---- .._ -- .'.· _',-,!:..!: ~ 
·J.~"- .... 

1 1.11 1.1:.' ----· 1.11-1,11 
•0, .¡, 

11. :IX o :,ti\ --¡-:-¡¡_-¡¡ 
11.117 Cl,ll:" ----·---

1

·(). 0<4¡ .. ------
11.112 11,11.! -----···----t-:-o.-o ¡· • - - - -. ~·- ... : : 
11, 110 11. '10 

1- • :J. 2~ 
o.~. 

o. 14 
11.04 
11.01 
O. lXI 

.\.00 

'· 

• O.t.t; 
-n.~'Joo ·O.~t, 

0.00 ,_,!) .,,_011 

" 
-2. 25 
-O.St-1 
-0. 14 
-0.04 
-0.01 
0.00 

111 

\)e Ot.'ut:nJo con las t'\:uaeitmt:~ utlll/adas en t.:~te n1{11•d1• y rdint.·u-

•n· He~ulr.1 la :it.'t.'uenc\a lndh:.HJ.I 1.'011 lrrlt.'.l~ cotnlnua~. 

Ll, • ii,, . ul, . - 9 • o • 9 

O.'d·'LO! • .r.~ 

u 1 ,· t,,il,,Ul • o.~f4.SI 

llf• , d., 11 1 , • O.!d2'.1S/ r. rt 

11 JI'• 1 ~ J •• ...... 1 - 0.\!1.HI r. '1 

ocU[tir t:1 momt.·ntu de dt.·"tt.'(¡tllilhno t.•n el mKio :l, ¡Hr \o qut.• ..;t: pn~ 

Volvlt.'rk..io ul prohlt.·ma se 1ra11..;por1n t•l morncrtllt di!-itl·,hurdll de ·l. 1'1. 

al nudo 2: 

Este mome01n se t.llstnhuyc en lo!!. mlt-mbros qut: concurrren nl nudo 

2 rcplliendo mJcv:uncntc el proct."\.Junrcnto. 



; 
! 
~ 

... 

tn<l d¡~trihufdtl<l lmCIR Joq ~mpntr:Hlli('lllO<i. ¡\qf r11r cjcrnpJn pnrn ('} 

npo¡~·n 1 'O(' tiene. 

"'· (1( 1! 

C.\[1./l') • o.r.t.; Mt¡ • O.SIJ.HI • C'./4 

' • ,¡ 1 '') 

1o • • l • ICI71 • 11111 · V¡t.f) • 1.7S[fl 

., • ri,O (n. 

" 

v, v, 

112 

Dlngrnma de fu('r;;n con:~nrc 

11 

1 i (V) 

l. 

Oiali(rama de mtnnenn) Oexionantc 

.• 
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Y t'i ·o • 

'· ~ r • ¡;-

_i!_L~
r91 • 6/ 

<'JUó>fUl'IJO<ILUo) ;ljt '"<Jllo>tU<1UI ·'j' llj,II:Hf<\j-IJI<I¡j ., 

S. (1 • 
'' ¡ 

!~ . o • "1 
"' 

• 1 tp 

., 
' 

tll 

~~ f • ')J 
1 ~ Of • r¡p • '~:. 

lltol • 1 ~ 1 

"' 
~:, • "1 ! 01 • 'U • ,, 1 • 1 •• 

ff. •: lL 
',. ..• :ta· H ••• 

tO'Ii .l. a ... ' 
~ ~' • \ 1 .L "~ ,, ',. ,,. 

.,.,.,~.,.,.,,,.J,.~,., .>p "''11".>'"'~" ~1' ''I"'IF't '1 

.. ' _., ""''' ..... t----~-------·---.. -·-·--... ------~--... 

Ü.1¡11'f11t. e¡ olp oliUCU<ll •• llJ OJII,llHiliU ,"lp CliiCJ;'Io¡¡> j.> ll'llll<l,'\\l.j 
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j 
/! 7n 

!d 
,------~----------, 

1' 1 

"' 
ll ll •• 

1!1 

+-- +----------------~ 
'· .: l ~ 6 • 

IJ ( 6)9 -a·,--- __ ,, r, .... 

Nudu 2 

4 (6{)¡ K,, • -·if·-· • 1..61ll lK, • 4.6Jrl 

d11 • 1/4.61 .. 0.41J dll. 1.61/4.61. 0.571. 

Nudo :l 

.:,; • ~. 1.b7ll 

d 11 • 1..61/3.61 • 0.711 d,~. 1/3.67. 0.17t 

.• 



11 ~ 

hl t.•! t .11-

si~rt.·ntt:', 

1 ran.;¡•,rrt:~ ''ilrrl''>po: ,ndrt•ntt'<i, 
1M 1 , t':.q. • O 

• 1 j. !.d 6.1S-411 1 

11 1 • 10.1&/4 • S.OI 

S. l'l • - 'l. H • J H~ 

--!. 
S. u 7 

1 u Rnluc•~\n lle tu e'tlrtJt:tura rl"f[tlll'rc: ~.-·1 url<'llt!-11-> de lo"' IIHirccrs. 

IC 

- S. J.l I.H --l 
O.H 0.9.3 

O.H o. '1 '" 0.09 0.09 

" o. os o. 0/ 

o. 01 o. Q/ 

6. ;s 'l.H 

/ "/. 

illel roso 1). 

Oe acuen.Jo con los valores de los momt·ntoq ubtt:nu.JI)S t!'ll el ctllculo 



l. 
i 
i 

1 iiO.: tii<HIH'nh•<~ •·u !;1 ,·,,lurnna do'rl't."h,l ''' tl'ndr:1t! d 1111<~ 

I!HI \,d"r, 

. . . 

_, ,.,, ·'· ... '. • '¡ ~ 

tb,l o •¡m· ¡,,..:. 

• 

·1 

'" -,¡ "' l/f • .,_e r ....... 

!'o· 1·1 .;,•,,.,.,,, 1ft ,,,1odt: (,,,,,¡( 
,,. ,,,., ... 
u r.l lA 

1 ~ ' 'o 

' .. ! ' " 

l.n dtc;rrihtll'tr1n dí' montelll!l~ Ql' rcnlt/n de i¡!lllll 11111nern t:tlllHI qt• -

hi70 en la prlmera t.•t:t¡'O. 

da. 
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1 

L 

o.nr 
10.00 
-4. 11. 

o. 78 

-0.44 

0.06 -----
-o. os 

10.00 
-1.14 

0.39 
-o. 11 

0.04 
-0. O'! 

-¡:n-

-0.~17 

• S. 1'l ,. . 
' 1. O.f 

I:OJ 
-0.60 

--:~:w 

o. JI -o:·,,-
-0.06 

. M" 

~--¡-.::o.n_¡ ""ó". !11" 

' 
s.oo 

~--3.64 • '. 36 
- ·~n& 

-~ 
'l.(l~ (1, 7! --- ---- --o.w ------ . o. 38 . o. '4 .. - -- -:o. JO- ··--

·----- o. ?'l 0.0! .. - ·- .... --a.·w ----

. ~-----
. o. O .S .:.o_. _o 1 -- --- -=-o:or 

O.O'l o. 01 
~r.n <.Jr 

-o. u 
O.H 

. o. o 1 
. 0.04 j 

5. 00 

l 

Ctllculo eJe \11 fuer111 r, que ho prnducldo el <lt"Rpla7.amicnto del cnhc7.ol. 

Se tiene 

S. J • 

4,36 

•• 61l ,,, 

'' 
fJI2, üq. . o 

6.10 411'. 1.05 

"· . 14.15!4 • 

f.M 1 , dt~t. • O 

4.36. 411-· 4.61 

3.54 

"· 9,04/4. 2.!6 

F,. 3.54 + 2.26. 5.!:0 
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:\t.'r. 1';\S< l. · Como t:ll d pltlla'r ¡n .. •,l <:t• oh tuvo una ftu..•z·¡a de · 1\ILIIJI)(JIW KANI 

Elm~t<hk' dl' Kuni e!-1 1111 pm1.:(..--sn ilt.:ralivu, sic:ndo el purfto de pa_! 

le tld.a d-.:lmiHillo la<~ t'\.'U<Icitlllt'S Je pc.:mhcntc ddonuad¡'\n que a continua--

cit\n se dcHcrihen. 

r • t.9J/S.,o • c. ~os l.a rcluch5n cnlrc los rnomcmos aplicLH.hs en loo extremos llc una 

vl~u con lofl dt"NplazamicrHns que protloccn, son: 

Se ohlu·nt-n lt•~ llltlltlt'l11••"4 "lt~·•••e••t•"'~ ~ l'l»u•• contpn•ht.H:u1u se 

calcula la fut•r.r.t ''" ,.¡ ,·,ll .. ·t.d 

l ·. / "• t '. e 1 .. 061/4 M,. :. ~ = 

8 "• 1.,. 

t. ~~ "· 1 1. 1 o . 1.16)/4 A .. ,L.% t 
• "· '. '" ._J.__,-_,., ·11, 
1 

, . 19 . 
1, '" 

. 1. q J 

<In. PAS<l.- Sumand•' al~c.-hri1tcatnt•u!c I11S n. . .,..ultad••s de estn 

etare con los de la ¡H·imt·rn etapa, se: tlhticnc fin.almcnte 

liT L 

1.'1'1 

5. iil' 



CAPITULO 8 

~ETOIJO V[ KAN 1 
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.fu.! 
El 

M u 

El 

~ ... L/3 ·+-- L/3 ~i- L/3 --~+-

P, : M., L 
2 E 1 

p, : t:j¡,L 
2 E 1 



{),1_ l • e o_!_ L - IJ -
3 3 

lL-o 
3 

e.lL· 
3 

e.l L 
3 

M .. = 2EK(2G• • e, -lA_) 
L 

Mu= 2EK(20o•e.- 36 
L 

! L - O 
J 

_(1) 

_(2) 

_(3) 

_(4) 

1 ltn•~h"~' o lo• 1\:1111 t·~ tt!LI ~~~-·.1~~·-··~:• t'.,:11t!:_:l ;l•• J,¡q f'<'U,It'ioo~""' 1111"11 

l't•IHIItLI,., 

K = .E.l 
L 

l!l = 2G 

't' = 6/J 
-L-

120 

Se ohtcndr;1 

mq m,. m, -----, 
~~ 

r--------, 
M•> = 2K,i!J, • • K, 't' __ (5) 

m,, m, m·,, 
.-----~ ·----, ,...........----· 

M,. = 2K, ¡p, • K" ¡p, + K" 't'. __ (6) 

o Pll fc•ri!Hl ~em·ral: 

en la cunl: 

mi 

mj 

.U o 

• m; • m';¡ • .uo __ (7) 

contrihlk'l('\n rur ~iro t.Je In harra ij, en el cxln .. •mo cs¡u<.Jia-. 

lkt. [~a] 
contrillUCit'\n por ~iro tic la harrn ij, en el extremo oput.'<lto. 

[ -Zfl e¡) 
,·untrll~k-lt1n ¡Hr dt.,;pJa:nuuiento lineal entre cloq cxtrcnu~ 

de la tn rra [ 
6 ~' 6 ] 

rnomrntoor; de cmr--Jtramlcntu t'n lnR cxtremoR tic la horra, 

prutluc ido [)"tr el o; •~ t("ma dt• t·a r~as. 

Apllcamkt la t'Cuacl6n de equilibrio de momentos u un nu¡Jo cual-

quiera en una estruciUra, se ohtcndrá: 

IQ) 
Kn 

K u K, 
® reD [W 

K,. 

~ 
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l:M,=.O moo m .. m'•• 

. • Ku(24), • 4l,) • K,.'f/, • Ku't'c • Mo: O __ (8) 

,...---•----, ,---~--, ·;:;;] Fh = K!4(2 $1 + $<1 + K4d?.$" + $r) + 

+ Kt>l2 <fl> + ¡p, 1 + Kozl2 Q, + $zl + Kz,'1'I .. ~O) 

+ K36(2 4J, + <IJ• l + K6JI2$6 + $sl + K l6 'fl 

( Mo: momento de desequilibrio en el nudo) 

de donde: 
desorrortondo lo ecuot1ón anterior, lenenemos 

Fh = 3(KK<fJI + KK 'll• + K2>4l> + K20()> + K36<fl3 + K36<fl6) + 

+ 2\'1 (K,<t + Kn+ K:Ml---(11) 

(9) 

'IL" ft•rnh.i: Ot donde. 

+--
h 

t- u 3 
TI=- 2(Kr4 +Kn+K~ 

l! . o = ¿) - ¿v = o 

¿>-::::. Fuerzo~ e•teriore~ 

:[v = Fuertes corta'lles 
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1 1\_• In l't'U:ICI•'ín ('J), "'' nhtll'llt' fJUC: 

2(K!l + K1~ t Kt4 + KJ'\) 

\' t'll lo1nn.1 ¡.:.-n•·ral: 

m\ o 

y en forma J.tr-rwtol: 

m'ij == Kij ~~ = 

A la cxpresit1n fuera del par(·ute<>is se le llama coeficiente de di~-

lrlhuch~n linC'1ll. 

La~ C'Cuacuml-c; (1:\) y (IH) son la ha~e p.nra la apllcac(tJn del rnéto 

lh de Ka ni. 

De acuertkl con lo IIH..'ncionnlio, la SI..'CUC!a Oc cálculo para la obten 

e Ión del rnl'-tn<lo de K:tni ~cr.1 l:t si~uicrHe: 

J. Ohtcncr Jrn:; cocftclcnt('q de rotacit1n an¡z:ular en toOOR lo!'l nudo!'l 

de la cstrunurn y los cocficlcntN de distrlhuch~n lineal de todas laR co-

lmnnaq de In miAma: 

coeficiente de nlt.aclón nnp;.ulnr 

t'•JCrlclcnte de diRtrll"•clf'ín llne:¡] 

1 -y Ki 

¿., 

_ ~- KcoL 

Í:Kcofs 

2. Cakular lrm momcntt,q de Crn('JJtramlcnto en vlgn.R y p!)fHerio_!: 

ml"nte del morncnrn de df"Acr¡uilibrin en 1..·ada nuc.kl. 

1. SI cxiRten fucr7.nq hnrlzontaiCH, calcular la fuerza cortante en 

cada cntrcpiRo y el valor corr~pondientc a Vh/3 

4. Recorrer rodelA los nudc>S de la CHtructura apllcanOO las ecua-

clnneR (13) y (IR), haciendo laR lterncloncs suficientes hasta lograr que 

la üllima Iteración sea lp:ual a la precedente. El orden para recorrer la 

CRtructura es arbitrarlo; pero es convcnlemc que una vez RClecctonaW • 

algün ordrn, Re repita en la misma forma. El métoOO de Kanl eq auroco-

rrcctlvo, Cl'l dccir, Rl se cometió al¡z:tin error numérico, éste se corre~ 

.• 
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rd e11.la ~l~uh:ntc iterat·i<'ln. 

l.oc¡ mmnt·ntu~ tlnnlt's t:'n la.'l lurrng, ~t· ohtemln1n l'tllllO ~i~ue: 

Mij = ..11 + 2mt + mj + rlfiJ 

ME l(J!Xl DE KAN! 

de Kanl 

' mij-- m 

)K 
vlj • - iJ'K 

Ñin • T mj 1 + J Lll f ) -- (1) 

Vh J + r (mlJ. n•ji)) --- {2) 

Fl momt.•ntn n._-·:11 t.'n t:l l'XIrt.'tJUI de unu horrn scrd ltotiUII a: 

l'lij .... ¡ ••• 1[1 (1!11 t f!J - ]'flj) ., 

f'n1hlt.-rno l.- Resolver po.•r Kan1 la e~tructura siguiente 

f, 1 ( ll 
201----.-----------------~ 

JI 

101 

l m 

m 
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2tJ. !'AS<).· (:trkuhl dt' m<lllrt•nltl"l dl' enrp·Hrarnicntu. 

Como la!-! cnr~uq ec:t:1n nplic:-rda~ en Jo~ cnhczal~ tic la cstrucltlra. 
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INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL 1 

1.1 INTRODUCCION 

El anális1s estructural es un paso intermedio en el proceso a seguir para la 

construcción de cualquier obra civil y tiene como finalidad el determmar el 

comportamiento de la estructura que la soportará, es decir, los efectos producidos por 

las diferentes acciones que obrarán en la construcción. El comportamiento de la 

estructura se puede expresar a través de desplazamientos, reacciones y fuerzas internas 

(elementos mecán1cos). A partir de estos últimos se define la resistencia que debe tener 

la est~uctura para soportar las cargas que obrarán sobre ésta y con los desplazamientos 

se rev1sarán las condiciones de serviCIO, para esto los desplazamientos actuantes serán 

menores o iguales que los permisibles establecidos por los reglamentos de 

cons:rt,;cción. Si esta condición no se cumple deberán cambiarse las dimensiones de 

la est:t.;ctura y analizarla nuevamente. De lo anterior se observa que el análiSIS y el 

d1seño de ur.a estructu:a es un prccesc 1terat1vO y que el análisis estructural es una 

herram1enta necesaria para d1señar una estructura y así poder construirla. 

P:x otro lado pa:a pode: realizar el análisis de una estructura, se debe tener bien 

def1n1oas sus condiciones de frontera o condiCIOnes de apoyo, ya que una estructura 

ba¡o las m1smas condiCIOnes de carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene 

comportamiento diferente. 

Un apoyo es la representac~ón gráf1ca del número de reacciones necesarias en 

el punto donde se encuent:a di:~o acoyo. para establecer el diagrama de cuerpo libre 

en la est~uctura. Las d1feremes cond1C1ones de apoyo se obtienen a partir de la 

cont1nu,da::i de los elemen:os o de la forma en que se conectan; por ejemplo un 

elemento ya sea de ma:Je·3.. concreto o acero se apoya en forma directa sobre otro 

elemer".:o como se ind1ca e ·, la figura 1 1 .a. 

1 
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Se observa que los desplazamientos horizontal y angular pueden ser diferentes 

de cero. sin embargo en la dirección vertical el muro.restringe el desplazamiento dando 

origen a una reacción vertical Rv. La idealización del apoyo de esta estructura se 

puede representar como se indica en la figura 1.1.b. Este apoyo se conoce como libre 

o directo y es la representación esquemática de una reacción. 

Si la viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 1.2. el 

desplazamiento honzontal se restringe dando origen a una nueva reacción y su 

1deal1zación se muestra en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce como articulación y 

es la representación esquemática de dos reacciones, una vertical y otra horizontal. 

Rv 

{a) {b) 

Figura 1.1 

•---

(a) (t· \ (e) . 

Figura 1.2 

Sí ese m1smo elemento se ccne::a a otro de :al ma·nera que el desplazamiento 

angular sea cero, además de los desplazamientos vertical y horizontal como se indica 

en la f1gura 1.3.a se da origen al apoyo que se conoce como empotramiento, el cual es 

la representación de tres rea:ciones ccmo se muestra en la figura 1.3.b. 

2 



(t.) 

Figura 1.3 

Ftnalmente si se conecta el elemento de la forma que se muestra en la ftgura 1.4 se 

cb:te:-.e e! a:Joyo gutadc. que es la representacicn esquemática de dos reacctones como 

se indica en las figuras 1.4.a y 1.4.b respectivamente. 

<· : .. . ~· 

"• "·:· ~· .;¿ 

(t:. 

Figura 1.4 

De los cuatro casos ante:1ores. se puede concluir que si hay desplazamiento en 

el apoyo no hay reacción y si hay reacción no hay desplazamiento. 

1.2 EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACION ENTRE FUERZAS Y 

DESPLAZAMIENTOS. 

En la sección amenor se deñntó el ob¡ettvo del análisis como la determinactón 

de los des.:Jiazamientos reacc:ones y fuerzas internas bajo cualquier condición de carga. 

Stn ir:-,¡:or:a: el método uttltzaco para lograr este ob¡ettvo es necesario cumplir con las 

conctc:ones de equilrbr:o, ccmca::btltdad y la relación entre fuerzas y desplazamientos 

3 



1.2.1 EQUILIBRIO 

La solución correcta de la estructura debe satisfacer las condiciones de equilibno 

estático, no solo para la estructura completa, sino tambien para cualquier parte de ella 

tomada c::Jmo un cuerpo libre. 

en un espac1o tndimens1onal si el vector fuerza resultante es igual a cero, tambien 

sus c::Jmponentes deben ser igual a cero, por lo que se pueden plantear las sigu1entes 

ecuac1ones· 

I:Fx = O I:Fy = O IFz = O 1.1.a 

en estas ecuac1ones las expresiones IFx, I:Fy y I:Fz son las sumas algebraicas 

de las componentes en x, y & z respectivamente de todos los vectores fuerza que 

actuan en el cuerpo libre. Igualmente. si el vector momento resultante es igual a cero, 

las ecuaciones de momento del equil1brio está::co son: 

I:Mx = O !:My = O I:Mz = O 1 '1.b 

donde IMx. I:My & I:Mz son las sumas alget:raicas de los momentos respecto a los 

e:es x y & z respectivamente. de toces los pa~es y fuerzas que actuan sobre el cuerpo 

libre 

Las ecuaciones 1.1 representan las condiciones de equilibrio estático 

tndlmens,onal S1 la estructura es pla~a y las cargas están en el plano que contiene a 

la estructura y los pares t1enen sus vectores normales a ese plano, solo son útiles tres 

de las seis ecuaciones de equilibrio Considerando que las fuerzas están en el plano 

x-y, evidentemente las ecuac1ones IFz = O, Mx =0 y !:My =O se satisfacen 

automáticamente. Las ecuac1ones restantes IFx = O I:Fy = O y IMz = O son las 

ecuac1ones de equilibno estátiCO que toda estructura en el plano x-y debe cumplir. 

Las ecuaciones de equilibrio pt..eaen acl1carse a cualquier estructura como cuerpo 

libre y s1 se cumplen en ésta, entonces deberán cumplirse también en cualquier punto, 

elemento, nodo o cualquier parte de ella tomada como cuerpo libre como ya se 

menc1onó anteriormente. 
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1.2.2 COMPATIBILIDAD 

En las estructuras donde el número de las incógnitas es igual al número de 

ecuac1ones de equilibno estático, se pUede determinar el valor de las reacciones y de 

las fuerzas internas que estén presentes en el sistema estructural para lograr el equilibrio 

del mismo Sin embargo hay estructuras que tienen más incógnitas que ecuaciones de 

equiilbno estatico, por lo tanto se ve la necesidad de plantear ecuaciones adicionales 

para poder determinar todas las incógnitas. Estas ecuaciones se obtienen a partir de 

las condiciones de compatibilidad. Estas condiciones se refieren a la continuidad de los 

desplazamientos a lo largo de toda la estructura, por lo que, también reciben el nombre 

de condiciones de continuidad. Usualmente estas condiciones son de interés en los 

nocc·s de la estructura. por lo que se del1ne la compatibilidad como el desplazamiento 

de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las barras que 

concurren al nodo. 

Para ilustrar esta condición, considerese la viga mostrada en la figura 1.5;'1a cual 

tiene tres reacc1ones y solamente se pueden utilizar dos ecuaciones de equilibrio Fy = 
O y I:Mz = O, por lo que hay que establecer una tercera ecuación. 

p 

A ' .. -.... 
B 

Figura l.S 

Util1zando el principio de superposic1ón de causas y electos ( la respuesta de una 

estructura. deb1da a un número de cargas aplicadas simultáneamente, se obtiene 

med1ante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separado 

cada una de ellas) la viga de la figura 1.5 se puede descomponer en dos estados como 

se muestra en la l1gura 1.6, de tal manera que si sumamos el estado 1 con el estado 2 

se obtiene la viga inic1al 
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Figura l.ó 

&~tadc. 1 

B 

Se observa que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 el desplazamiento 

angular vale cero, 

rf>A = O 

y de la figura 1.6 para sat1sfacer esta condición de compatibilidad, 

A, + r/>A, = O 

la cual es la tercera ecuación necesaria para determinar las tres reacciones de la viga. 

1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS 

Para definir la relación entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema 

estructural. es necesano utilizar las leyes constitutivas ( propiedades ) de un material 

dado y los conceptos de equilibno y compatibilidad. Hay dos formas básicas para 

expresar estas relaciones. La pnmer relac1ón fuerza-desplazamiento de la forma: 

P=KD 

donde P es la fuerza. O los desplazamientos y K la rigidez de la estructura. La rigidez 

t1ene unidades de fuerza por longitud y puede definirse como la fuerza necesaria para 

mantener el elemento en una un1dad de desplazamiento. Esta relación es la base para 

el método de las rigideces. la segunda relación se puede expresar: 

D=FP 



en este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y está dada en un1dades de 

longitud por fuerza. Puede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es el 

desplazamiento generado por una carga unitaria. Esta relación es la base para el 

método de las fuerzas. 

1.3 TIPOS DE ESTRUCTURAS 

' Las estructuras de acuerdo a su comportamiento se pueden clasificar en dos 

grandes grupos las estables y las inestables. Estas últimas son aquellas que no son 

capaces de soportar un sistema general de cargas a menos de que éste sea controlado. 

Las estructuras estables son aquellas capaces de soportar un sistema general de cargas 

cuyos valores están limitados a que' no ocurra una falla por deformación excesiva y a 

su vez se pueden subdividir en isostáticas e hiperestáticas. Las isostáticas son 

aquellas que se pueden resolver con las ecuaciones de equilibrio, es decir el número 

·de ir.cognitas (reacciones y fúerzas internas) es igual al número de ecuaciones de 

equilibrio que se pueden utilizar. Por el contrano SI no se pueden resolver con las 

ecuac1ones de equilibrio se d1ce que son hiperestáticas. También se puede hacer la 

clasificación de las estructuras en torno a los elementos mecánicos que estarán 

presentes en las m1smas 

Para determinar los elementos mecánicos que estarán presentes· en una 

estructura sujeta a un sistema general de cargas, se parte de considerar que la 

estructura esta en equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fracción de la 

misma también debe estar en equilibrio. 

1.3.1 ARMADURAS 

S1 se traza una sec:1on. a-a en la armadura mostrada en la figura 1.7.a, se 

observará que para lograr el equilibrio de la pcrc:ón de la estructura comprendida entre 

la sección a-ay el apoyo A se requ1ere de dos fuerzas normales N, y N2 a la sección de 

las barras 1 y 2 respectivamente, figura 1. 7.b. para cualquier otra sección resultará una 

situación s1mdar, ya que las fuerzas necesanas para legrar el equilibrio serán normales 
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a la sección de las barras. a estas fuerzas también se les conoce como fuerzas axiales 

• 4 7 N1 

1_, ' ".3 ' 8 A/ 'r 

----~ 
' ' 11 A ' 

/ . 
B .-- N2 

' 

• FIA 

(ai (ti 

Figura 1.7 

1.3.2 VIGAS 

Si se traza la sección a-a en la viga mostrada en la figura 1.8.a, para lograr el 

equilibrio vertical se requiere una fuerza V que tendrá la misma magnitud pero sentido 

contrario a la reacción. a esta fuerza se le llama fuerza cortante, estas dos fuerzas 

producen un par que será contrarrestado por un momento M, que genere otro par de 

igual magnitud pero de sentido contrario, figura 1.B.b, así se concluye que la viga estará 

su¡eta a fuerza cortante y momento flexionante. 

p 

• 
. M 

'. ... "-' 

• V 

(a) Figura 1.8 
(b) 

1.3.3 MARCOS PLANOS 

Si se analiza la sección a-a del marco mostrado en la figura 1.9.a se requiere una 

fuerza normal N a al sección para equilibrar la reacción vertical, una fuerza cortante V 

para equilibrar la reacción honzor.tal, estas dos fuerzas ( Rh y V) forman un par que 
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sera eqUilibrado por un momento M que genere otro par de igual magnitud pero sent1do 

comrano, así los elementos mecanices que estarán presentes en un marco serán: fuerza 

normal. fuerza cortante y momento flexionante, como se muestra en la figura 1.9.b. 

w 
N 

M .---. 

V 
a a' 

:-: -.- Rh 

' Rv 

(<i' (bi 

Figura l.So 

1.3.4 RETICULA O EMPARRILLADO 
'" ¡ 

Una retícula es una estructura en la cual la carga se aplica perpendicular al plano 

que ccnt1ene la estructura, SI se analiza la sección a-a de la retícula mostrada en la 

figura 1.1 O.a se observa que los elementos mecánicos necesarios para planterar el 

d1agrama de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre la sección y el 

apoyo A son fuerza cortante Vy. momento flexionante Mz y momento torsionante Mx 

como se 1nd;ca en la f1gura 1.10.b 

w 
= V y 

p Mz 
1 ,0 V 

~" 1 /~' v -- ' -- -- ' 
\.-· 

~ -: M< 
- Rv Mz 

z • 

1•· ¡o·· 
Figura 1.10 



1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES 

Estas esiructuras también se conocen c:Jmo marcos tridimensionales y para su 

análists es necesario refenrlas a un SIStema coordenado tridimensional. Si se anal1za la 

sección a-a del marco mostrado en la figura 1.11.a se observa que para lograr el 

equilibrto de la porc1ón mostrada en la figura 1.11.b se requiere una fuerza axial N, dos 

fuerzas cortantes una en la direcc1ón " y " y la otra en la d1rección " z " que 

denominaremos como Vy y Vz respec:ivamante. en un momento torsionante alrededor 

del eje longitudinal de la barra Mx y dos momentos flexionantes uno alrededor del e¡e 

" y " y otro alrededor del eje " z " My y Mz respectivamente. 

--'----'-/-- / 

' . 
... 
-·--· M;: -~ . ~ My 

"'-
"' 

Mz. Vz. 

My -'_ 

Vv 

~.· -- ~ 

• N 

Figu::a l.ll 

1.4. GRADO DE HIPERESTATICIDAD 

La estructuras h1perestiltlcas ( estáticamente indeterminadas ) pueden ser 

externamente y/o internamente indeterminadas. Si el número de reacciones excede. el 

número de ecuac1ones de equilibro dispon1bles, se dice que la estructura es 

externamente indeterm1nada S1 algunas fuerzas internas (elementos mecánicos) no 

pueden determ1narse por la estát1ca a pesar de que todas las reacciones sean 

conoc1das, la estructura se clasifica cerno 1nte,:-~amente indeterminada. Para ilustrar lo 

antenor considerese la viga de la figura 1 12 la cual t1ene 5 reacciones y solo se tienen 

disponibles 3 ecuac1ones de equilibr:o ( ~Fx=::J, !:Fy = O y ¡:Mz = O), lo cual da un 

nGmer::J mayor de reacc,::Jnes (inc::;.'li:as ) por· lo tanto la viga se clasifica como 

externamente indetermina:la 



.-

Figura 1.12 

La armadura de la figura 1.13 t1ene 3 reacc1ones para cualquier condición de 

carga y se dispone de tres ecuaciones de equilibrio (~Fx, IFy y ~Mz). Como el 

número de reacc1ones es igual al número de ecuac1ones de equil1br1o la armadura es 

isostática externamente, sin embargo las tuerzas en las barras no se pueden detenrninar 

con las ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta una de las barras diagonales 

como se muestra en la figura 1. 13.b, las tuerzas en las otras barras ya se pueden 

determ1nar con las ecuac1ones de equilibrio. por lo que las tuerzas internas en la •. 

armadura exceden a las ecuac1ones de equilibrio en una tuerza, lo cual indica que la 

armadura es hiperestática internamente 

¡/ 

. '· 

/ 

(a) (b) 

Figura 1.13 

El marco de la ttgura 1.14 t1ene se:s reacc:ones y se t1enen disponibles tres ecuaciones 

de equilibr~o ( ~Fx, ~Fy y ~Mz) :_¡ número de reacc1ones es mayor al número de ecuaciones 

de equilibrio. lo cual hace que el mar:o sea h1perestát:co externamente Las tuerzas internas 

(N. V y M) en todas las barras no se pueden determinar con las ecuaciones de equilibrio. Si 

se retira o se corta la barra honz:r.ta' tnfer~or, como se muestra en la figura 1.14.b, las tuerzas 

internas en las otras barras ya se pueoen calcular con las ecuaciones de la estática, por lo 

que las tuerzas internas del marco exceden en tres a las ecuaciones de equilibrio, lo cual 
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implica que el marco es h1perestático internamente. 

N M M 
--"'"' _:_/- N 

V V ¡ 

' . 

Figura 1.14 a y L 

De lo anterior el grado de hiperestat1cidad de una estructura se define como el número 

de reacciones y de fuerzas internas que exceden al número de ecuaciones de equilibrio 

estát1co. así· 

donde 

GH = GH, + GH, 

GH, = N F.l - N.E.E 

GH, = N.R. - N.E.E. {11) 

GH. GH, y GH, son el grado de hiperestaticidad total, interno y externo 

respectiva~ ente 

N.F.I. es el número de fuerzas internas (elementos mecánicos); N.R. es el número de 

reacciones y N.E E. es el número de ecuaciones de equilibrio estático disponibles. 

El grado de hiperestátic1dad puede ser ~gativo, 1gual a cero o mayor que cero, estos 

valores representan 

GH > o estructura hiperestática 

GH = O estructura isostática 

GH < O estructura inestable 

Para ilustrar la apl1ca:::ones de la expresión (1.1) se determinará el grado r 
hrperestát1cidad para las estructuras de las frguras 1.15 a la 1.19 
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Figura 1.15 

GHe = 3- 3 =O 

GH1 =O 

GH =O 

Figura 1.17 

GHe = 6- 3 = 
GHi = 3- 3 =O 

GH = 3 

--
Figura 1.1> 

= 

13 

> 
1 o )'!?) ... , 

.. ···, 

Figura 1.1c 

GH = 8 -3 = 5 

GHi = 3- 3 =O 

GH = 5 

Figura 1-18 

GHe = 6-3 = 3 

GHi = 6- 3 = 3 

GH = 6 

GHe = 6 -3 = 3 

GHi = 12-6 = 6 

GH = 9 

.-~ 

.... ::. 



En las estructuras de la 1.15 a la 1 19 'se determinó el grado de hiperestaticidad po 

mspecctón. es dectr. estableciendo el número de reacciones, fuerzas internas y el número de 

ecuaciones de equilibrio estático que se pueden plantear en una estructura determinada. Para 

ctertas estructuras, especialmente para aquellas que t1enen un gran número de barras, es 

difícil aplicar este enfoque, por lo que se recomienda utilizar la ecuación (1.2) que resulta de 

hacer· un planteamtento formaL 

Cons1dérese una estructura cualqutera con NB barras, NN nodos y NR reacctones. Las 

incógnitas son los elementos mecántcos EM y las reacciones NR en cada barra y apoyos 

respectivamente, es decir: 

1 = NEM * NB + NR 

En cada nodo se pueden plantear N ecuaciones de equilibrio estático NEE, así las 

ecuactones que se generan en la estructura son: 

E= NE:: * NN 

si la estructura es tsostáttca. el número de ecuac:ones es igual al número de tncégnitas 

NEM * NB + NR = NEE * NN 

por lo que el grado de hiperestattcidad es el número de incógnitas menos el número de 

ecuaciones 

donde 

GH = NEM * NB + NR - NEE * NN (1.2) 

NEM: número de elementos mecánicos en las barras de la estructura en estudio. 

NEM =1 en armaduras solo hay fuerza normal 

NEM =2 en vigas cuando solo extsta fuerza cortanie y momento flexionante 

NEM =3 en vigas y marcos en el plano por presentarse fuerza normal, fuerza 

cortante y momento flexionante. 

· NEM =3 en retículas o parrillas se ttene presente fuerza cortante, momento 

torsionante y momento flexionante 

N::M =6 en mar:os en el espacto por estar presente los seis elementos 

mecánicos (N, Vy. Vz. Mx. My, y Mz) 

NN número de nodos 

NR. número de reacciones 
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NB número de barras 

NE::: número de ecuaciones de equilibrio por iJodo 

N:::: =2 armaduras en el plano 

NEE =3 armaduras en el espacio 

NEE =2 vigas con fuerza cortante y momento flexionante 

N:::: =3 vigas y ma;:::os con fuerza normal, fuerza cor.ant:: y momento 

flexionante 

N:::: =3 retículas o parrillas 

N:::: =6 mar:::os en el espacio 

El uso de la ecuación (1.2) se ilustra con la aplicación de las estructuras de las figuras 

15 a 1 19 

Para la estru:::tura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un elemento 

mecánico por barra que es la fuerza normal, por lo que NEM = 1, nueve barras NB = 9, tres 

rea::1ones NR = 3. po; nodos se pueden plantear dos ecuaciones de equil1bno IFx=O y 

~Fy=O por lo tar.to.NE:: = 2 y por último llene seis nodos incluyendo los apoyos NN = 6, 

sustituyenco en la ecuación (1.2) 

GH = 1 • 9 - 3 - 2 • 6 = O 

Para la viga en la figura 1.16 los elementos mecánicos por barra son tres NEM=3, el 

número de reac:!ones es 8 NR = 8. el número de ecuaciones que se pueden plantear son 

tres ( ~Fx=O. Fy=O & Mz=O) N:::: = 3 y tiene cuatro nodos NN = 4 que aplicando la 

e:uación ( 1 2) res .Jita. 

GH = 3 • 3 • 8 - 3 • 4 = 5 

En el marco de la figura 1.17 se tiene N::M .= 3, NB = 3, NR = 6, NEE = 3 y NN = 4. 

GH = 3 • 3 • 6 - 3 • 4 = 3 

Pa:a el ma:::o de la f1gwra 1 18 se t1ene N::M = 3, NB = 6, NR = 6, NEE = 3 y 

NN = 6, asi 

GH = 3 • 6 - 6 · 3 • 6 = 6 

·\ ., 



Finalmente para el marco de la figura 1.19 se tiene NEM = 6,NB = 8, NR = 24 ,. 

NN = 8, así 

GH = 6 • 8 + 24 - 8 • 6 = 24 

que comparando los resultados se observa que son los mismos. 

1o5 GRADO DE LIBERTAD ( INDETERMINACION CINEMATICA) 

El grado de libertad esta relacionado con los desplazamientos desconocidos en la 

estructura: como má.ximo un nodo puede tener seis desplazamientos desc:mocidos ( 3 

l1neales y 3 angulares ). El grado de libertad se define como el mín1mo número de 

desplazamientos necesarios para defin1r la configuración deformada de la estruct¡,;ra. Si se 

consideran los desplazamientos de los nodos únicamente, el grado de libertad se puede 

definir como el número posible de desplazamientos de una estructura y se puede determinar 

a par::r de la S1gu1ente expresión 

GL = NN • DN o NDR 

donde 

GC. grado de libertad 

NN número de nodos incluyendo los de frontera 

DN · número de desplazamientos por nodo 

NDR. número de desplazamientos restnngidos 

( 1.3 ) 

La expres1ón anterior se puede leer como. el grado de libertad es igual al número de 

nodos incluyendo los de frontera por el número de movimientos posibles en cada nodo 

menos los desplazamientos restnng,dos 

La expresión ( 1.3) tamb1en se dus:ra a::;licar.:iola a las estructuras de las figuras 1.15 

a 1.19. 

La armadura de la figura 1. 5 tier.e 6 r.cdos NN = 6, dos desplazamientos por nodo 

DN = 2 y tres reacciones NR = 3. así 

GC. = 6 • 2 o 3 = 9 
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La v1ga de la figura 1.16 tiene cuatro nadas NN = 4, tres desplazamientos par nodo 

dos lineales ( horizontal y vertical ) y una angular ON = 3 y ocho reacciones NR = 8, así 

G:... = 4 • 3- 8 = 4 

Para el marco de la figura 1.17. NN = 4. NO= 3 y NR = 6, así 

GL. = 4 • 3-6 = 6 

Pa:a el m are::> de la f1;;;ura 1.1 B, NN = 6, NO = 3 y NR = 6, así: 

GL = 6 • 3- 6 = 12 

Y f1na!:::e'1!e para el marco de la figura 1.19 se tiene NN = 8, NO = 6 y Nt=1 = 24, así: 

GL = 8 • 6 - 6 - 24 = 24 

:::1 grado de h1perestacidad está relacionado can el método de las flexibilidades a de 
~ 

las fue;-zas y nos ind1ca el número de 1nc6gnitas {elementos mecánicas y reacciones) que 

-x--~.o~ 1-- e-· ·--'on:os "'"' eru1 1 '"~~ <>s•6· -_,y e-" "'S"O el nu'•m<>rO de ""'U"-IOn"S que hay ':::: -=~ -· 1 e:.;;, ... ~a.... ... ""'- ~ ~~ ..... 1,.; ... •-··-- .._. 1 ... • 1 1 ... ... ... _.... ... 

que plantear adicionalmente a las de equilibrio estático, para poder analizar la estructura .. Y 

el grado de libertad esta relac1anado con el método de las rigideces y nas indica el número 

ce des.olazamient:::>s desc:::>nacidos que tenemos en dicha estructura y así plantear las 

e:·.;a::ones necesanas para conocerlas y a pa~ir de estas determinar las elementos 
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. METODO DE LAS RIGIDECES 

Es un método de análisis general para estructuras que se puedan modelar a base 

de elementos barra, como es el caso de v1gas. armaduras en el •plano, armaduras en al 

espacio, marcos planos, retículas y estructuras en el espac1o. 

Vale la pena mencionar que es el método más adecuado para su programación, 

y todos los paquetes formales para el anál1sis estructural en computadora lo utilizan. 

En térm1nos generales, el método de las rigideces consiste en establecer a través 

del equilibrio y la compatibilidad la relación q~.,;: hay entre las cargas y los 

desplazamientos que estas generan en la estr~ctura, a partir de d:cha relación se 

pueden conocer los desplazamientos en los nodos de la estructura y a partir de estos 

los elementos mecánicos en cada una de las barras que forman la estructura. 

Como se puede observar para conocer los elementos mecánicos en las barras 

que forman la estructura. hay que conocer pnmero los desplazamientos de los nodos 

de la m1sma. razón· por la cual tamb1én se le conoce como el. método de los 

desplazamientos. 

2.1 SISTEMAS DE REFERENCIA 

En general, se t1enen dos SIStemas de referencia, uno llamado local (x,y,z) para 

pcc:r hablar de• cada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro llamado 

s1stema global (x ,y .z ). que será el que se ut1l1ce para hablar en su totalidad de todo 

el s;stema estructural. 

Es 1m portante señalar que en el SIStema local, el e¡e x deberá co1ncidir con el eje 

long::~.;d:nal de la barra y deper:diendo de esto los otros dos ejes se establecerán 
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cons1derando un s1stema coordenaco derecho. 

y· 
y . 

A t X 

1 e 
X - z y 

Y-- a 
~ 

Z- local 
.1 1 

X 

X'\ 

global 
z· -

:::::.:::a 2.1 

Considérese una barra cualquiera a la cual se le indica con e: numero uno el 

extremo donde 1n1cia y con el número dos donde termina como se muestra en la f1gura 

2.2 

barra 

1 2 
terminación 

S1n embargo cuando vanas barras concurren en un mismo nodo no es 

conven1ente escnb1r todos los números que ind1quen inicio y terminación de banra, lo 

que se hace es 1nd1car.os a traves de una flecna, el extremo donde inicia la banra 

(extremo 1) co1nc1de con el IniCIO de la flecha y el extremo donde termina la banra 

(extreme 2) co1ncid~ra con la term1nac1ón de la flecha, figura 2.3. 

•· 
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F:.:::.l:::-3. 2.3 

Para la apl:::ac1ón del método se parte de que toda estructura debe cumplir ::on 

las condiciones de equilibrio y de compatibilidad o continuidad. Para ilustrar dichas 

cond:c:ones. cons:dérese un nodo "i" de una estructura cualquiera al que concurren 

vanas barras y se aplica un vector de cargas • ~ ". como se indica en la figura 2.4 

1~ 
Pi 

' a e 
1 

1 

1 

d 

~/ 

F1..g'J.=-a 2.4 

Por equilibrio: 

pcr compatibilidad: 
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Esta última condición indica que el vector desplazamiento en el extremo de las 

barras que concurren a un nodo debe ser igual al vector desplazamiento de dicho nodo 

Por otro lado considérese una barra en el sistema local tridimensional y que 

puede estar sujeta a los vectores de cargas.P1 y P2 en el extremo 1 y 2 respectivame-nte 

come se mdr:a en la· figura 2.5 

y 

P2 

""' X 

/ 2 

z 

Estos sin importar su magnitud y dirección, generan los vectores de 

des:::;lazamrento a, y a. respectrvamente. 

Acopiando los vectores de cargas y des:lazamiento en forma matricial, se puede 

establecer la relación entre estos vectores a través de una matnz de coeficientes que se 

defr:le como la matriz de rigrdez de la barra así: 

En forma condensada se puede escnbrr: 

Que es la ecuación fuerza-desplazamrento de un elemento barra en el sistema locaL 
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2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 

La rigidez de un elemento estructural se ent1ende comunmente como la magnJtud 

de la fuerza requerida para produc1r un desplazamiento unitano. Para ser mas 

específicos, la palabra desplazamiento en el concepto anterior, deberá especificarse en 

detalle mencionando su carácter ( lineal o angular ) y su lccalizacié~. como cada 

elemento tiene dos extremos. la palabra desplazamiento se Interpreta como 

desolazamiento. generalizado en los estremos de un elemento =::-: el SiStema 

coordenado tridJmensJonal el vector que representa el desplazamiento en un punto t1ene 

se1s componentes, tres lineales y, tres angulares. como se indica en la figura 2.6 

y 

'· X 

z 

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza 

generalizada que en el sistema coordenado !lene seis componentes como se indica en 

la figt::-a 2.7 

y 

-~-
1 

Myf 
1Py Mx 

X 

./ P: 
Px 

M: 

~("' 
F~:=-..::-a 2.7 

z 
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Representando en forma matricial al desplazamiento y la fuerza generalrzacos 

fdx: ¡d.~ rp x] rp l ¡ ., 
Id 1 1 :d .. py P,, ¡Y ' . 
dzl 1 : - ldll P, pl 
~XI = - id,l Hx P, 

1 1 
. ~y 1 Id,; Myl .P, l ~:! 1 

!df. [Hz; [P, 

Así la ngrdez será la fuerza generalizada que produce un desplazamrento unrtario. 

De acuerdo a la fuerza generalrzada se tienen tantos tipos de rigrdeces como 

elementos mecánicos, es decir, ngidez axial. al corte. a la flexión y a la tors1ón. 

Para facilrtar la determrnacrón de las rigideces se considerará un elemento 

empotra::Jo al cual se le inducirán desplazamrentos (lineales o angulares) unttanos. Se 

le ll=.mará rigidez de un eleme:1:o e:'1:'1pctrado a las acciones ejercidas sobre este 

elemento debido a las restnc::iones impuestas al inducir el desplazamiento unitario. 

Estos desplazamientos se inducrrán de uno en uno y se supondrán positivos 

respec:o a los ejes de referencra 

La restrlccrones y los desplaza:-nren:os asocrados con el sistema de referencia x, 

y, & z. para deducir las ng1aeces del elemento se indican en la figura 2.8.a y 2.8.b 

respectivamente. 

S = .. Y.v 

: 
1C T x ... 

• - f -. ----=,;- /----3-
/ '. :..... 

- ' . ·' 
- J 

L 

(b) 
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En la figura las flechas con una sola punta denotan traslación y las flechas con 

doble punta indican rotación. En el extremo 1 las traslaciones son numeradas 1. 2 y 3 

y las rotaciones como 4, 5 y 6. Similarmente en el extremo 2 de la barra, el 7, 8 y 9 son 

traslaciones y 10, 11 y 12 son rotaciones. E:-~ tedas los casos los desplazamientos se 

toman en el orden x, y & z respectivamente. 

La ng1deces se determ1nan a partir de la relación que exis¡e entre los 

desplazamientos y las fuerzas generalizadas. es¡a relac1ón de acuerdo a la res;s¡encia 

de matenales esta dada por las ecuaciones de la 2.1 .a a la 2.1 .f 

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL 

du NI 
= dx E.~ 

d 2 v Hr ~ = -
dx2 E Ir 

dv
6 = 

frvV
1 

dx AG 

dq¡ 
= 

Hz 

dx GJ,. 

d 2 w H 
--"=-~ 
dx' EIY 

(21 .a) 

(2.1.b) 

(2. 1 .e) 

(2. 1.d) 

(2.1.e) 

(2. 1 .f) 

Se aplica un desplazamiento unitano en el extremo 1 dirección "x" como se indica 

en la figura 2.9 

y 
-r-

1 u' .• ~ 

Pt~ ~ 
,/3 

o:x X 
3:}--. ,----1: t --? -..:. 

Z _:l __ _:.x ---

Fi~...!ra 2. 9 
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ae la figura 2.9 se tiene que: 

N = . p 
' " 

sustituyendo la ecuación (2.2) en la ecuación (2.1.a) 

du 
dx EA 

inte;;rar.do ambos miembros de la ecuación resulta: 

u = 
P,, x - e, 
EA 

(22) 

apl1:and:J las c:Jndiciones de frontera. si x=O. V.,.0 =1, de donde C: =1; SI x=L. u,.~ =D. 

de donde· 

P:Jr e:::udr:::no. 

o = 
P,, L 
~ 

P,, E4 
= 7 

~ Fx = O 

E4 
7 

. 1 

En la figura 2.9 las a:::1ones restnng1das P,. y P"" surgen al aplicar el 

desplazamiento en el extremo uno del elemento en la dirección positiva del eje x. Este 

des:Jiazam,er.::J causa una fue:-za de c:Jmoresíón en la barra. En el extremo 1 de la 

barra esta fue:-za es equiliorada por la a:::on res:nng1da EA/L en la dirección positiva 

de x y en el extremo 2 de la barra la a::,:::n restnng1da t1ene el mismo valor pero en la 

d1re::,on ne-;ativa de x. 

25 
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2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE . 

Se a·plica un desplazamiento unitar:o en el extremo 1 dirección "y" como se indica 

en la figura 2.1 O 

de la figura 2.1 O se tiene: 

y 

"' 1 

P,r 
1 

X 

Vy = -·P,. 

Mz = M, - P,. X 

sus:rtuyendo estas ecuac1ones en la ecuac:cin 2.1 .b 

dv
1 

dx 

integrando la ecuación ( 2.4 ) 

= - f P,, 
fy AG 

1 
:- (H,,- plyx) EI 

1 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

aol1car.dc las cond1ciones 
dv 

dv0 de frontera. en x=O. dx :0, de donde C: =O; si x=L. 

--
0 :Q, de dende: 

dx 
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sustituyendo en la ecuación ( 2.5 ) resulta. 

por otro lado sabemos que: 

dv• 
dx 

dv: dv~ dv, = • 
dx dx ; dx 

' 

sustituyendo las ecuaciones 2.3 y 2.7 en la ecuación anterior 

dv P 1 , x' P:r. LX pl 
= f-

dx 2EI, 2EI, fy AG 

integrando 
P1 y x 3 P1 , L X 2 

V= - f P 11:. X 
6EI, 4EI, Ey AG 

(2.6) 

(2.7) 

. C; 

aplicando las condiciones de frontera: si x=O, v 1 • 0 =1, de donde C2 =0; si x=L v,.L=O 

de donde· 

O = P1 y L
3 

6EI, 

P. L 3 

.· 4EI . z 
f P¡y L • 1 

- fy Gt'l 

O = -P [ Ll • f ~] • 1 
ly l2E.!, Er GA 

l • 

O = - P,l:. L ll • 
12EI1 

si llamamos factor de cortante a. 

l2EI, 
~r = ftr GAL' 

sustituyendo y despejando Ply se tiene 

l2EI:· 

(1·~ )L 3 
y 

27 
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sustituyendo en la ecuación 2.6 

(2.9) 

por equilibno 

I: Fy = P,y + P>v =O 

por lo tanto 

12EI. 
p = - • 

2y .(l-cp)L 3 
y 

(2. 1 O) 

I: M, = MIZ + M::z + p2y L = o 

Sustituyendo valores en la ecuación anterior 

• M~z - = o 
por lo :anto 

~~ = (2. 11) 

Las ecuaciones 2.8, 2.9, 2.10 y 2.11 representan las acciones restnngidas, 

necesarias para lograr el equilibno al aplicar el desplazamiento en el e1e "y". En el 

extremo 1 , las acciones restringrdas para mantener el equilibrio son una tuerza cortante 

de 12Eiz/(1 • cpy)L3 en el sentido pos1t1vo del e: e y un momento de 6Eiz/(1 + cpy)L 2 positivo 

alrededor del eje "z". En el extremo 2 del elemento las acciones restringidas son las 

mismas solo que la tuerza cortante ac:Ua negatlvamente en el eje ·y. 

En forma Similar se puede determrnar las acciones restringiaas (rigrdeces del 

elemento) para los desplazamrentos restantes. 

A cor.tJnuac:ón, er. las figuras 2.11 a 2.22 se representan las ngi:eces de un 

elemento para los doce posibles desolazam1entos en los estremos del mismo, como se 

indicó en la figura 2.8. 
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En cada caso las diferentes acciones restringidas (rigideces del elemento) se 

dibujan como vectores. Las flechas con una punta representan un vector de fuerza y 

las flechas con doble punta representan un vector momento. Todos los vectores se 

dibujan en el sentido positivo y en el caso de que una acción restringida sea negativa 

un signo menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigidez. 

1) - Desplazamiento en dirección "x", extremo 1 

y 
• 1 ' 

2).- Desplazamiento en dirección y, extremo 1 

12EI 
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3).- Desplazamiento en dirección ·r. extremo 1 

y 

12EI 
( 1 -1/J) L 3 ~ 

y z . 
Figura 2.13 

4).- Giro alrededor del eje "x", extremo 1 

y 

6Eiy 

~ ( 1 ·t/J) L 2 

}~x 

J 
G~-·m-7-ei.~..,-1):----~t~-~-m --7 

. z 
Figura 2. 14 

5) - G1ro alrededor del eje y, extremo 1 

(4•,P,)Eir y 

(1-q>,)L ,.._ 

' ! 

z 
2.!5 
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6).- Giro alrededor del eje 'z", extremo 1 

"' , 1 

)-~e:::: ------
~ 'li'-_ 

7( 4 -rflz) El r ¿ 
Z ( 1 •f/J rl L 

7).- Desplazam1ento en la dirección X, extremo 2 

y 

1 

6E/r 

T 
~~X 

( 2 -r!JJ El r 

( 1 •f/Jy) L 

~ / 9f----j:f:---:;( ~ ~ --;'>X 

.¡:-

8).- Desplazamiento en la dJreccJon Y. extremo 2 

y 

X 

3~ 



9).-0esplazamiento en la dirección Z. extremo 2 

y 

6EI l 6EI 

!.:-
1 2 El z -=-.:> 

( 1 ·rfi) L 3 
,/ 

/ 
z 

10).- Giro alrededor del e¡e "x', extremo 2 

GJ~ 

L 

y 

1 1.- Giro alrededor del e¡e y, extremo 2 

., ., , ........ _ 
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12)- G1ro alrededor del eje 'z", extremo 2 

6EI, 
y 

Se estableció que la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por 

P=KD 

Sustituyendo el valor del vector P y los valores mostrados en las figuras de la 2.1 1 

a la 2 22 que corresponde a la matriz de ng1dez y el vector de desplazamientos de una 

oa~r2. e~ e! espacio tridimensional res~lta la ecuación ( 2.12 ). 

Si se desea considerar un1camente flexión. tomando en cuenta que la Influencia 

de la fuerza cortante es pequeña. es decir que lf>i = O, la ecuación fuerza

desplazamle~to resulta la ecuac1ón ( 2 13 ) 

Part1cionando el vector de cargas. la matriz de rigideces y el vector 

desplazamiento y refiriéndolos a los extremos ·1 y 2 la ecuación fuerza-desplazamiento 

en forma c::>ndensada se puede escrib1r 

donde K,
1 

son submatrices de 6 x 6. 

33 



FA - 1.1 
o o () o () () ~--- o () () o 

l. l. 
12 ¡.:¡, c.J·I ·· 12F/, 6Fit 

() --- () o () -- -·-.,- () ---·-- o o o ----
(1 1 r/1)/.1 (11 f/>,)/.3 ~ 

(11(>.}/.- (1 +(>.)/.-
12 FJ, 1>1·.'/' 12U., - 6h'f.. o o 

(!.;~) 
o ---·-· o o o -------T o ------- o 2 ~ 

No. (11 MI. (1 1 f)l: (11(>.)/.-
"1" 

J' ly 
(i./m - e l.fm 

"" o o o o o o o o --- o o 
l. l. el,, "" - c.n, (4 1 ~)J.:/, CiU, E- M''"' o o 

~·~j/2 
o -· -- -·---- o o o -·----;¡- o o At .. (1 1 (>,)/. (1 1 (>.)/.- (1+~)/. ; .. 

Mor 61}, ( 4 1 (>.)F/z -6Uz (2- r/I)H/z ;., o --------- o o o -------- o ·---.,- o o o 
Mor (1 1 r/1)12 (1 1 ,P.)/. (llr/1)/.- (11 .f.)/. ; .. 

= -/·A 1~·1 clz. N u --- - o () o (1 u o (l o o o 
J' H l. 1 ·" ,, - 12 F/, .. c. Fl! 12 ¡.:¡, - 6/o.'/z 
l'll () ---- o o o ---·--.,- o ------- o () o ---- ",, 

(1 1 (1.)/.1 
1' 1 M 1.1 

~ 

Aln 
(1 1 (<.)J.- ( 1 1 (>.)J.- "',, -12U1• C.F/, - 12/·.'lt.- C.I·:J, 

l~:,J 
o (] ---·- o ------ (l f) o o ------;¡- o 

"'" 
' 2 

ti 1 MIJ (!1 MI:' (lt f.)/. t 1 1 MI.-
-G.Jm (;,hit ;,, 

() o o o o o o o o o l. l. 
- 6U, 

o f!~)FJ, o o o 
r.u, ~ 4:t_j> )~'(c. () o 

~(>,)/.2 
·-- ·--~ o o 

( 1 1 f)/. ( 1 1 r/>.) J.- (11 f.)/. 
6U, ( 2 - .p. )1-:lz - 6/·:tz (4 tf/>,)F/; o o o o ~--------- () ------ o o o -------

(1 t r/1)/2 ( 1 1 .f.)/. ~ 
(l:t(>.)/. ( 1 1 (>,)/.-

ECUACION 2.12 FUEilZA-DESI'LAZAMII'NTO PARA IJNA !lARRA TJ:IIll~1ENSIONAL 



/·A 1:1 
u fJ fJ fJ fJ fJ fJ 11 o o 

l. J. 
12/-./, 111-.lc . 12 ¡.¡, 111·.1 1 

o ---- - - () o o o o 11 o 
¡J 

~ 1 1 1 r- J.-
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¡_1 

fJ 
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fJ o fJ 
/.1 

o 
~ 

o 
"" J.-

1'" (;), - ( i.lm "1) fJ fJ o fJ fJ fJ o o -~-··- 1) o 
, • 11 1 J. d., 

- 6/.J, 4U. üFI. 2U .. 
/11,. fJ 11 

¡2 
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l. l. 

"'" 11/I ·11·.1: - 6Uz 21-.lz ,¡,,' 

"'" 
o ~ 

o 11 () 
1 o o fJ ,¡,., ,- 1 1.- l. 

N,. /·.A J. .A d!o 
11 o o 11 11 () () o 11 o ,. ~, J. /. ch., 

-12//, - h/-1: 12/-1, - 6Uz ,. ·' / () () 11 11 1 
() 

/.1 
o 11 o 

~ d!, 
J. 1 r- t.-

u,. - 12/·.'/y (, /·/, 12/o./1' r.F/,. ,¡,!' 
o o ----~- 11 

¡_2 
() o o 11 

/2 
o u,. ¡J ,_J "" M u - ( ;.Jm ( iJm ,¡,,' o o o ---- o o o o o o o 

l. l. 
- 6/-l, 2/-.'/, 6F/, "1-.l' o o -,_2- o -- o o o /}' o -··-- o 

J. 1:-

~· 
6/-l. 2- Flz - 6/·.'/z 4/·.1: 

o o () o --- o '/_'2 o o o --
"-"' ¡2 l. J. 

ECUACION 2 1 J FUERZA-DESPLAZAMIENTO PAllA UNA BARRA IIUUIMENSIIJNAI. 
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2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL 

En la figura 2.23.a se muestra el vec:or ce car;as generalizado en el ~istema 

local, en las figuras 2.23.b, 2.23.c y 2.23.d se muestran los ángulos que foirnan el 

s1stema local con los ejes x·, y' & z· respectivamente, estos últimós corresponden en el 

SIStema global 

~{3~y· \ . {3 
X \ - . 

• X: 

y 

z:l. 1 • 
( - (•• 

y· 

~~X 
~-_a 

' X: 
j!_.) 

.¡ ¡: a2 z: (e,> 

/ ,-;13 2 (b ·, 
z- .. 

pcr cosenos directores tenemos; para las cargas 

P'x = P, cosa ... P, cosa 1 + P, cosa 2 

P'y = P, cos{3 + P, cos{3 1 + P, cos{3 2 

P'z = P, ces y + P, cos y 1 + P r ces'{ 2 

ar.cra para los momentos 

M'x = M, cosa ... M, cosa 1 + M, cosa 2 

M'y = M, cos{3 + M, cos{3 1 + Mz cos{3 2 

M'z = M, ces y + M, ces y 1 + Mz cos y 2 
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sii llamamos: 

cosa,= 1, 

cos {3, = m, 

cos ·(, = n, 

SL.:s::tuyer.do y usanco notación matncial se tiene 

r ,, 
¡p_..r 

il l. 1, o o O , ÍP 

lp;l O 1 px i 
o Jm - m, o ¿¡j. ,¡ In p~l n. n2 o o o 

= 1 o o 1 7 12 ,M)( 1 lo -¡ 
1 ' 

IM;¡ l~ 
o o m m. m2 
o o n n, n2 " [M< 

en forma simplifJca:::!a 

donde 

p• 
T 

p 

= 

= 

= 

Vecto'r de cargas en el s:stema g!obal 

Matnz de rotac1on 

Vector de cargas en e: s s:err:a lc:a: 

y 

P, 

.Mx 

M y 

. . M, 

(2.14) 

Por otro lado, un vector de ca~gas P realiza la misma cantidad de trabajo en -

cualquier sistema de referenc1a, por lo tanto 

(2.15) 

de la ecuación 2.14 se obtiene 

sustituyendo en la ecuación ( 2 15 ) 
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P' T' a· = P' a 
de donde: 

a = T' a· (2. 16) 

A las ecuaciones ( 2.14 ) y ( 2.16 ) se les llama • Pnncipio de Contragradiencia". 

Saoemos que la ecuación fuerza-desplazamiento para una banra está dada por 
. ' 

x.~1 :a.! 
•• 1 1 • 1 

K,,! ~a,! 

desarrollando el producto matncial resulta 

P: = K:: a: · K: 2 a, 
ft, = K:: a: . K:, a, 

pre~u!t:;:::l::ando pcr T y sustituyendo la ecuac:én ( 2.14 ) 

pero 

T j5 = p• 
entonces 

ft:· = T K .. T'a: • r K:, T' a2 

de dende se concluye que 

' 

Representa la rotación de las submatnces de rigideces del sistema local al global, por 

lo que: 
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Estas dos últimas expres1ones representan las ecuaciones fuerza des;¡iazam1ento 

de la ba:ra en el sistema globaL 

Conocidas las submatrices de ng1dez de las barras en el sistema global se puede 

hacer la conexión o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de equilibrio 

y c::~mpat:8il1dad como se plantearon antenormente. La a;¡li:ación de estas dos 

ecuac1ones conduce a la determ1nac1ón de la ecuación fue:-za-desplazam1e:1t:J en el 

s;ste:na global de la estructura a la cual se aplicaron. 

ACOPLAMIENTO DE BARRAS 

Corlstderese, la estructrura de la figura 2.2t. a la cual se le aplica:-~ vectores de 

carga ncdales. 

A 

De la figura 2.24 por equilibno 

por compat1bil1dad 

p· 
¡; 

a¡, 

a,b 

: 

: 

F 

.:::.:/ 

o 

a· • 
39 
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Pe /e 

\/' 
t e 
i d 

p· -· (2.17) 

a· • ,, a· • 
a· • 'b a· e 



a:c = o a· = a· 2c 8 

d{a = o a· = 2d ri· e 

a .. = a· d: = o -· e •• 

i3¡, = o ~,= as 
\ 

por otro lado, la ecuación tuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global: 

ft; = K~. a: - K~; a· 2 
p· = x;, a: . }(,¡ a· 2 2 

aplicando estas ecuaciones para cada barra se tiene; 

i>;. = (K{¡) • 2· 8 Pi. = ( Ki2) • a· 8 

i>:~ = ( Ké; ) ~ d' 8 (.'<'{;)~ df: 

Pí" = ( Kú) b a· • ( Kú ) b a· 8 e 

f>:c = ( Ké¡), a· S Pi: = ( Ki:) e a· 9 

i>:d = (K{¡)" a· Pi a = < Kí2 >" a~ e 

P;,. = ( /(,'.) a· Pie = ( Kú) • a· .. '. e 

Pi~ = (K{¡) r a6 Pi.r < Kil > ~ ad 

sustituyendo en las ecuac1ones ( 2. 17 ) 

' 
.P;, = <Ki¡J. a6 
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expresando las ecuaciones anteriores en forma matricial tenemos: 

' ( K:'¡ l • - (K;'¡ le- (K:: l ~ • (K;'¡ l 1 

(K:': l~ 

. i - l 

(Kúlb ¡d•i 
(Ki; lo· (Ki_¡ la· (K:: )•; [ac; 

en una forma simplifica:a 

p·='K·J5· 

que es la ecuación fuerza-desplazamiento en la estructura sistema global 

en conde 

o· = Vector desplazamiento de la estructura 

K' = Matnz de rigideces del sistema estructural 

p· = Vec:or de ca~;;;as er. los n:::s de la estructura 

E:-~ forma práctica, la ecuación fuerza-desplazamiento de un sistema estructural 

se puede er.samblar observando los extremes de las barras que concurren a un nodo 

y las ba;ras cue Interconectan los dife~entes nodos, así. 

Los términos de la dtagonal pnn:tpal de la matriz de rigideces se obtienen 

sumando las submatrices de los extremos de las barras que concurren a un mismo 

nodo 

Los términos que se encuentran fuera de la diagonal principal de la matriz de 

ngideces son las submatnces cruzadas de las barras .que unen dos nodos. 

El sent1do de la numerac:ón de los nacos t1ene mucha importancia ya que si es 

adecuada. se puede reductr el ancho de banda de la matriz de rigideces y por 

cor.secuencta. el tiempo de má-:;utna que res·ulta muy costoso. 

St. en una estructura cualquiera de los nodos que intervienen en la formación de 

la matrtz t1ene un desplazamtento cor.:ctdo. (t;;¡ual a cero) es necesario anular la fila y 

la columna que corresponaa seg~n lo observado en el acoplamiento anterior ya que 



d1cho grado de libertad no participa. Tamb1én es Importante que la estrt.:c:ura que se 

analiza sea estable, pues si no. la matnz de ng1deces no tiene inversa ún1ca. 

Ejemplo.- Detenm1nar en fonma práct1ca la ecuación fuerza-desplazamiento de 

la estrt.:ctura que se muestra en la figura ( 2.25 ) . 

e d 

1 
¡F 

tl, b f 1 

B e !E 
J el 

lo 
/7:--;:- ?777 

:~:;-..:::a 2.25 

.Fa, ' . 
;K, •2• -K, l!.o ·K, ::e K·= o K, :.::e Íd'sl 

'p; 1 K, 2!b K· 2 ::.o·K·:~d K' :2o o a e 

~-el =i 
.~rj o K' 2:o K'::::c:·K·22t K'2t! a, 
~pE~ ! K' 2~c o K' :2t K'22c•K'22o·K'::t dE 
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2.5 ARMADURAS EN EL PLANO 

Para la aplicación del método de ngideces se requiere conocer las submatnces 

de rigidez de cada barra en el sistema global, lo cual se logra con la expresión: 

K,,' = T K,, T' 

Para el caso de arma:iura en el plano la matriz de rotación "T" se determma a 

partir de la figura 2.26 

'( 

X 
y 

e 

a 
~_..::::___ ____ ..:.· X' 

P:( = P cose 

Py. 
= P sen a 

llama:ldo cosa = 1 ; se:-. e = m y es:"::liendo en forma matncial 

!P~ r • 
. 1 

• ' . p 
·p· :m 
~ 1' • 

en forma compacta se puede es::nb1r 

dende 



Por otro lado, de la matnz de rig1aeces general de doce por doce :Jara una oar~a 

armadura resulta: 
! ' EA EA: 

; L L 
K = 1 

1- EA EA' TJ l L 
de donde 

K .. 
E.:,. 

K::2 = = 
L 

K;: 
EA 

K;; = = 
L 

Haciendo la rotación al s1stema gleba! se obt1ene 

' .: e".. . : 7 2 
¡ -..-: . -=. ,_ 

r . ' - ' ,.71. 

de las expres1ones anteriores se c::Jncluye 

K,: = Kz, = . K, 

K:, = K, 

EA 
L 

EA 

L 

2.5 1 Ejemplo.- Analizar la es::-u:::ura mostrada en la figura 2.27 

1C.I0t'1 

• 

F:=:.:::-a 2.27 
4-0 

A: área 
E: cte. 
G.L= 4 



La ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura en el sistema global está da::la 

por: 

dende· 

p' 1 fs 
p= 

xC" 

= 1 = ls p• ~ r-. L . . 

(K:_,'~ ¡;a_;' 
' 

( K-'- ) • ( K-' ) • ( "'-'. ) 
1 2: 

¿,. ~ ... 2 d .!\.,. :. . -. 

, 
cos2o•

1 
sen2 O • J 

= r 8.6603 1 
l-S.OOOOJ 

=[4.69851 
l. 7101, 

De lo antenor el vector de ca~:;;as y el vec:or cesplazam1entos 

8.5603 

-5. OGOO 
P· = 

; 4.6985: 

1.710lj 

Barra 

a 

b 

e 

d 

e 

f 

L, 
1 

3 

4 

5 

5 

1 
4 

3 1 

A, 1 

1 o 
1.5 1 

2 -08 

2 08 

0.5 
1 

1 

1 1 o 

m 12 lm m• 

1 o o 1 

1 
o 1 o o 

1 
06 0.64 -0.48 0.36 

1 
0.6 0.64 048 0.36 

o 1 o o 

1 1 o o 1 
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Sustituyendo en: 

n r
1 2 

L lml 

E.-'1 ¡o o] 
; 3 o 1] 

'o 
; EA 1 

[O 

; x:. '. 

o 1 
0.333j 

(K{:) b = E(l.S)A [1 
4 o 

oj· fo.375 01 
O = EA l O o] 

f o. 64 
:.o.a 

' -0.48; 
1 

o. 3 6 ~ 

r o.2s6 
=EA' 

:-0.192 

( K:.) d = E(2A) 
00 S 

(K, ")f = (K,'). 

ro. 64 
1 :o. 4 8 

o . 4 8] ¡o . 2 s 6 
= EA 

0.36; 0.192 
0.1921 

0.1441 

Solo se deteminó K,· de cada barra ya que K,; = K,," = -K,· y K.,' = K,'. 

Sustituyendo en la ecuación tuerza-desplazamiento se tJene: 

8.660 

-s.ooo 
4.698 

1.710 

¡o.631 
=E:'l,-0.192 t· O •

0
3 7 S 

-0.192 -0.36S o 
o. 4 77· o o 

o 0.631 0.192 

o 0.192 0.477 

dzB'l 
dyE· 

l

dxC' 

dyC· 

Resolviendo el SIStema aplicando cualqu1er método .de solución de ecuaciones 

simultáneas. 
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' l ld;_.l 
1 C:~si 
1 1 = 
: d' ,! 

l a::,J 

; 1 131.23478, 
' 1 1 1 2. 08899 ' 
:28.394031 EA 
' 1 

[-7.838991 

Una ve: :::Jn::i::Jos los desple.zamier.tos en los nodos se proce<¡je a calcular la fuerza 

er, ca:ia barra: así la e:ua::1ón fuerza-desplazamiento para cad¡¡¡ barra es:.=. :::a:::a p::Jr: 

P: = x;, d: . x:2 a· 2 

p· = K' ri: . x:. a· 2 ~: .. 2 

por co:7:patibil10ad 

a.· = o a: = a· .. .. a 

e(·~ = a· d~ = a· a .o e 

a:c = o die = a· B 

a:. = o a;= = a· e 

a.· = o •• a;. = o 

a,! = o a~! = a· e 

sustituyendo para cada oarra 

Barra ( a ). 

p· = (Ji:: l. (o) . (K;, l. a8 •• 
ío o j '31.23n8¡_!_ 

= l-0.6°9626] P: = EA .. lO -O • 3 3 3 3 · 2 • O 8 S 9 9 ~ EA . . . 
p: = (K;':) • (o) (K .. ·) a· •• • a • !J 

i';. 
fo o i :31.23478; 1 

= [a.6~626] = EA· 1; -
lO O • 3 3 3 3, ~ 2 • O 8 6 j EA 
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Barra ( b ): 

- Í0.375 
P:" = l O 

o~ f31.23478: :-0.375 
¡ 1 1 • 1 

o¡[·28.39403]= ¡·1.06528] 
o,~2.08899¡ ~o 

i>;, = ·l-1.06528; 
o J 

Barra (e): 

r
-0 .266 

P: .. =,0.192 
0.1921 Í)l.23478·,. 

-0.144! ~2.08899 

r 7.59502~ Pi.: = L- 5 • 6 9 6 2 6) 

Barra ( d ): 

• r ] -0.192! 128.39403 
! j ' -0.144. ,-7.83899; 

. _r5.76378J. 
Pu - l4 .32384 

Barra ( e): 

I>¡. = Pi. = o (no traba¡a) 

Barra ( f ): 

Oj -7 .83899J : O 

= r -7.59502
1 ,5.69626. 

= ¡-s. 76378] 
-4.32284 

-. -ro o 1 28.394031 - r o l 
P, r - [O -O • 3 3 j -7 • 8 3 8 9 9 j - [2 • 612 7 4 . 
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Comprobación del equilibno 

Nodo B • 

Í8.6603 ·í o 

:-5.ooo; = io.6963 

Nodo C • 

¡4.69851- f-1.0653' 

l1.7101J-l o j 

;7.5950; 
• ' 1 

'"5.6963 

r , • ~ 

,1.0653: ¡8.6o03 
• ¡ 1 = 1 ' 

~ 0.00 j l-5.000 

15.7638 o 4.6985 r • r 1 [ . 
• [4 .3228) • '-2 .6127j = l. 7101~ 

Para la rotación del SIStema glotal a local sabemos que. 

p· = T P 

pre~ul!i;:>l,car.::o por T' 

T'P = íTP 

p = T' p 

·Para una barra ' 

P,, = [cosa sena] 

Barra ( a )• 

P. = .. ro.oooo' 
[O l]l-0.6963~ 

P 2 , = 0.6963 ::m 

-o .6963 ton 

pero T' T = 1 

' ' . 
P.. 

~P,. -·7' 
i 

0.6963 
e: . .., 
Cl' 
e: 
ol) 

0.6363 
. 



Por lo que la barra ( a ) trabaja a tensión con 0.69 ton. 

Barra ( b ) 

[
l. 0658:1· 

[ 1 o l o . = 1.0658 ton 
. ' 

P2b =.-1.0658 ton 

Barra ( e )· 

r-7 .5950·

1

. 

!'le= [-0.8 0.6]l
5

.
6963

. = 9.4938 tOJ 

P ,= = -9 • 4 9 3 8 ton 

Barra ( d ) 

[
-5.76381 o 6 l . = 

• -4.3228] 
-7.2047 tor 

P2d = 7.2047 ton 

Barra ( f ): 

P2f = -2.6127 ton 

1.0658 

cor:-:pres!én 

9.4938' 

7.2~.;7 

2.6227~ 

e 
'S • 
f 
u 

2.6227¡ 

1.0658 

9.4938 

7.2.J-t7 

Representando en forma esquemática les resultados para toda la armadura: 
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.//'_ 

/.: 2.€147 

~ 4930 

2.6 ARr.1ADURAS EN EL ESPACIO 

Pa~a !a ::::!ermina::ón de las s.:::-natr::es de rigideces para una barra en sistema 

g!cba:. se sabe 

K,,=TKT' 

La :-nat,:z de rotación " T • se dete~:n,na a partir de la figura 2.29. 

y 
X 

y f3 
~-

: 

~ 

a 

" x· 

1 
j 

p = P cosa z z :~:::·.:::-3 :.29 
p· = p cos f3 

y 

p· = p cos y 
' 

Llamando cos a = l. cos {3 = m & cos y = n 

S~ 



donde: 

r 
11 

= mjl p' 

[n 

p· = T p 

r 
1' 

T = m\ 
. 1 1 

ln J 

De la matriz de rigideces general de 12x12 para un elemento armadura se tiene: 

' 
1 EA EA] ,- --· L. 1 L 

K = 1 EA , __ 
[ L 

EA j 

Tj 

efec:uando la rotación de las submatnces: 

r 
1' 

= m 1 EA [1 
. 1 1 L 

K{t = 

.n' . . 

EA 
L r 

12 

m1 

lnl 

K,;=!<,." =-K,' 

m n] 

~·=K,,' 

EJEMPLO: Determinar la tuerza en caca barra de la estructura mostrada en la 

fig~,;ra (2.30). Considerar EA constante. 
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¡p~ 
! -

Y' 
__ (C .S.C·¡ 

s e 

z . 

3 b 

E 

C (1U.O) 

F (7.5.2.5.3) 

d 

e 

. z· 
{2 5 2.5.3) 

a 

____ : ................ :,. .. . 
A 

La ecuación fuerza desplazamiento de la estructura. 

x· 

'(K-'-) -(K-'·) -(K' ),·(K-'.). . -- . .. :; -· . -· ' 

(Ki:l: 

( K:¡ , .:" 
1 

r dé] 

(K;,, ) e· ( Ki¡) a· ( Ki2) • • { Ki2) .:"j ~ df-
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Vector de cargas y desplazamiento. 

rp· 1 
1 .rE! ! Q . 

. 1 - 1 ' 

pE = Py!:' - l o 1 

1 -5· 
p;!"~ . 

". 1 ... x.r· i o 1 
' 1 
1 ' = . o ! 

l- S j 

í d'] 
1 • 1 
1 ' 

d . "d' 1 l = : y;. 

!dJ 

Para la determinación de las sub matrices de rig1deces se organ1zan lea datos de 

las barras en la siguiente tabla. para lo cual el calculo de la longitud de las barras se 

hace a part1r de la expresión: 

"y'' para e! calculo de los cosenos d1rec::::res: 

X- -x. 
1 = cosa = 

L 

v. -V. 
m = cosLJ = . - .. 

L 

z_ - z. 
n = cos ·,- = 

L 

Barra 
1 L, A, E, 

1 
1 

1 
m 

1 
n 12 m2 n2 

a 4 637 1 0.539 0.539 
1 

0.647 0.291 . 0.291 0.419 

b 4.637 1 0.539 
1 

-0.539 
1 

0.647 0.291 0.291 0.419 

e 4.637 1 
1 

-0.539 1 -0.539 1 9 647 0.291 0.291 0.419 

d 4.637 1 1 -0 539 o 539 
1 

0.647 
1 

0.291 0.291 0.419 

e 8.456 1 0.887 -0.296 1 0.355 0.787 0.088 0.126 

f 5.000 1 1.000 o 1 o 1.000 o o 
g 8.456 1 1 -0.887 1 0.296 1 0355 1 0.787 1 O.CBB 0.126 
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Sustituyendo estos valores en las sut:matnces se tiene: 

[0.063 0.063 0.075: r 0.063 -0.063 0.075] 
1 ' 

( K,' ) ' ~ n ·o. 063 0.063 0.075 (K_,)~ = EA '-0.063 0.063 -0.075· 
' 

o. 09 o j l0.075 0.075 0.090; l0-075 -0.075 

í0.063 0.063 -0.075' ' ro.063 -0.063 o o,_. 
- • 1 ~ ¡ 

; 1 0.0751 (K ce ) = = EA' 0.063 0.063 -0.075· (K,.,)d= EAI-0.063 0.063 
:.0.075 -0.075 1 0.075 

1 
o. 09 o ; [-0.075 0.090J 

¡o.o93 -0.032 0.037 i ro. 2 o o o 
01 

(K __ ) • = E.-l ·-0.031 0.010 -0.0121 (K.'.) , = EA O o o, 
l0-037 -0.012 O.Ol5J -- - l o o o. 

r o.o93 -0.031 -0.037~ 

( K,' ) ; ~ EA 1 -0.031 0.010 0.012! 
-0.037 0.012 O.OcS 

Solo se ha calculado el K,· de cada barra ya que ~· = K,' y 

K,;= K,,'= -K,'. Sustituyendo en la ec fuerza-desplazamiento se obtiene: 
r , .1 

o 1 o. 419 -o.c~: o. e: 3 -0.200 o o l ! d., i 
1 ·d ::-·· 

o· .-0.031 o. 13 ó 0.012 o o o ' ' :·- ~ 

' ' i . i 
'-5 :0.113 0.012 0.195 o o o ; e zr- l 

1 o i 
1 -

= 

1 d~r -0.200 o o 0.419 -0.031 -o .113 
' 1 ·0.031 o .136 ' o : o o o -0.012 

' i dyF -5· o o o -0.113 -0.012 o -195 
l -

1 e~r 
' Resolv;endo el s;stema por cualc;u1er metodo de solución se obt1ene: 

;e; 
5.49 

Id;· 
3.81 

1 

:e; ! 

1 ·-29.06 

d' 
... 1 -5.49 _,.. 

X : 
-3.81 

e; • 1 
-29.06; .... ..... : 
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La ec~ación fuerza-desplazamiento de la barra está dada por. 

por compatibilidad 

P,' =K,' o,· • K,; o; 
p·=~ ·o·-1<' ·o· 2 1"21 2 ' ''22 2 

d . =o •• 
d,.' =o 
d,

0
' =O 

d,; =o 
d,.' =o 
d,· = oE· 
d,g· =o 

d,.' = DE' 
e,; = oE· 
d,c· = o¡ 
d,o· = o¡ 
d,.' =o¡ 
d ·=o.· "' ' 

Sus:1tuyenc!o en la ecuac1ón fuerza-desplazamiento para cada barra. 

Barra "a" 

r-0.063 

Pé, ; EA ; -0.063 

!-0.075 

:;,• . :.. " 

; -l. 59283~ 
' 1 

; ; -l. 59283 i 
1 1 
. -1.91699· . ' 

Barra "b·' 

r-0.063 

= E.-i1 O .. 063 

l-0.075 

r-2.07378
1 

; 1 2.07378. 
1 ! 

',-2.48955· 

-0.063 

-0.063 
-0.075] í 5.496311 l 
-0.0751 1 3.81704 l EA 

-0.075 -0.090) [-29.0610j 

0.063 -O.Oi5 

-0.063 0.075 

0.075 -0.090 

56 

:5.49631 
1 
13.81704 
¡ 
:-29.0610 

1 
EA 

r1.592831 
; ,1.592831 

11.91699: - . 

[

2.073i8 

; -2.07378 

2.48955 



Barra "e" 

P-,_ 

r-0.063 

=EA'-0.063 
i 
;0.075 
' 

í 1. 59283 1 
i 1 = . 1. 59283 . 
' ' 
' 9 -ce' l-1. 1c: __ ; 

Barra "d" 

-0.063 

-0.063 

0.075 

[-0.063 0.063 
1 

P:,;=E • .;'0.063 -0.063 

0.075 -0.075 

. ; 2. 07378 1 
F2: = i -2. 07378 1 

1 -2 480=::: . 
~ . ""'"""""" J 

Barra "e" 

0.0751 f-5.49631~ 

0.0751 i-3.817041 1 
11 1 EA 

-0.090j l-29.0610; 

0.0751[-5.4963111 1 
-0.075! ,-3.81704

1 
EA 

-0.090! [-29.0610! 

r

-1.59283] 
= -1.59283. 

ll.91699L 

r

-2 .07378¡ 

= 2.07376' 

l-2.48955 

p· ... r-0.093 0.031 
= E.4 0.031 -0.010 

1 

'-o .037 o .012 

-0.037] [-5.496311 1 
0.012: !-3.817041 = 

1 • EA 
-0.015, ~ -29 .0610j 

1.468091 
-0.48095; 

o ~59347 J 

:146809" 
1 • 1 

=i-0.48095: 

~0.59347: 

Barra "f' 

Barra ''g'' 

r-0.093 

P;, = EA: 0.031 
[0.037 

r-2.19852~ 

l'i! = ¡· o ! 
. . o J 

0.031 

-0.010 

-0.012 

0.037115.496311/1 
-0.012 '3.81704 -

:1 EA 
-0.015; l-29.0610 
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-1.468091 
= 0.48095 

0.59347 



'1.468091 

Pi,= -0.18095J 
-0.59347 

Comprobación por equilibrio 

:o· f-1.59283i í-2.07378. 

1

: o 1 = l
1

-1.5928311 .[12.07318 ¡ 
,-5; -1.91699. -2 .48955; 

p•,.p_• ., 

¡2.19852¡ 
' 1 . l ~ j 

:o .
1 

r 1.59283 •

1

. 

1 o = 1.59283 

¡2.07378] ¡-2.198S2'¡• 

·¡·2.07378¡·¡ o ' 
(-S; [-1.91699~ l-2.489SS. . o J 

Rotación del sistema global a local 

p = T p· 

Ear~a "a" 

fl· 59283i 

í 1.46809. 

• ll-0.4809sj 
-0.59347 

r

-1. 46809 

• 0.4809S 

0.593.<7 j 

P:. = ¡o.S39 0.539 0.647' !1.59283: = 2.9S74ton 

[l. 91699; 

í o : 
: 1 

= 1 o i 
. -S J 

r o 1 
= 1 o ! 

~-S: 

p·,, = -2.9574 ton 
2. 9574 2.9574 

Barra "b" 

P{" = [O.S39 -O.S39 
í 2.013781 

0.647] ¡-2.07378¡ 
l 2 .489SS; 

sa 

= 3.8Ston 



P' 2 , = -3 es ton 
C.62~9 

y así para el resto de las barras 

Finalmente 

'.' . 

-- ------. --. -.. -. ----. ---- - -~':::> 

3.85 

1.66 

2.21 -~ 

........... '-:::": 
~ 

-:-

2.96 

3.85 

' ' 

• '·.296 . 1.6~\_: ton - . ' . 
': ~------.------------ --------- . ·. 

PLANiA 
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2.7 VIGAS CONTINUAS 

2. 7.1 ::1err.plo- Determinar los elemen:os m~im1cos de la viga mostrada en la figura 

2.32 c:r.s1derando la influenc1a de la :Uerza cor.ante (term1no 1 -1/>, ). 

P=S ton 

w=3 ton; m w=2ton/m 
-~ 
/·~='~··==·==· =============f·~'~-~-~--~-~~ 

· /; A 30x€0 ...::;:::::;_ 30 x150 2Qx40 .::::.:X:... 
/' B C D 

' 1 

4CO 300 300 

GL = 4 

La ~uación fuerza despla::.a:7.•en:o de la estr..;ctura está dada pe~ 

• 1 r !p·· :K 2'-.. ·K ::ZJ K :-.!1 ! B' 

·p~ 

' -' 
K¿,~ K;,~·K:':e 

o· 
i."'..? o Ki:c 

Vectores de empotram1ento (acc:cnes) 

••)!~ 

• 

,.-! 

60 

' ' 

' h~O 

1 ÍD "1 o 
J B 

o 1 'n· , e 
1 

: 1 
K' ' [D; j 2:c 1 

' 3110 

r .L 



Sustituyendo en el v<.ctor de cargas y utilizando unidades en kilogramos y 

centímetros, se obtiene: 
, 

r 
Pys¡ -6xlO' dys) 

fpB; H:B' 4x10 5 

rDs] 
~zB 

IP 1 
1 dyci 1 1 i -llxlO' 

1 p' 

¡ yc, 
= i -1.Sx10 5 ! ID e' = .~) • C" 

= !HJ 
1 

. 1 

l p ' IP::i !D_,; - :J; 
J -3xlO' 1 

' . ldyo 
lf!z) t1.5xJO'; ~:o .. 

Como el transformador es ig~.;al a la matnz identidad T = 1 para este caso de 

vigas continuas debido a que el sistema local coincide con el sistema global, entonces: 

K_= K', 
de la ma:;;z general de 12 X 12 se tiene que: 

12?:. 

1 
(1-~y)L' 

K .. = 
1. 6Eiz 
1 

' (1-~y)L 2 

}'.. ; 

! - 12E'.!: 
( 1-~y)L' 

6EI, 

Se sabe que 

6E!_ 

(1·~)L' 
1 

1 y 

(4 -~~)EI) 
( 1-~J').: 

(¡·9ylL': 

(2 -~.\EI:· 

( 1 -~_..).: 

el factor de forma esta dado por la ex;:¡resión 

y para secciones rectang:..:!ares es 1gua! a 1 .2 

6: 

12EI, 

(1-<PylL' 

6EI, , ___ _:_"7 

(1·q>y)L 2 

(l·q>_v)L' 

( 4 ·<P_.) EI: 

(1•q>y)L 

'· • 



Para determinar el módulo de elasticidad se considera un valor de E ; 8000 /T; 
y para el módulo de elasticidad al corte un valor de G = 0.4E 

Para determinar las submatnces de rigidez de cada barra se sugiere hacer la 

siguiente tabla. 

Bar• a 
1 

L 
1 

A 
1 

lz E G ' 
1 

El, 
' tPy 
' 

a 400 1800 5.4x1 o' 1. 13x1 o' 4.53x1o• 6.75x10'2 6.11x10' 

b 300 1800 5.4x10' 1.13x1 o' 4.53x1o• 1.2x10'2 611x10' 

e 1 300 1 800 1.07x10' 1.13x10' 4.53x1o• 5.3x10'2 1.21x10' 

sustituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene: 

r 10732 
; .2146370 

Barra "b" 

'l 24246 
Kúb = 3636905 

Barra "e" 

21463701 

5.82xl08
J 

3636905 1 

7 .49xlo1 ] 

x:,. '[~,566100675 766065 1 
1.5sx:o•: 

é2 

r -10732 2146370 1 
·-[-2146370 2. 77x10'J 

; ¡ 10732 

[-2146370 

-2146370) 

5.82xlo'j 

l
. -24246 3636905] 

;r;2
"; -3636905 3.42x10 8 

;r¡
2

" ; r 24246 -21463901

1 1 .3636905 7 .49xl08 

r 
-5107 

x:,~; 
1 

-766065 
766065 1 

74576488. 



= 1 5107 
,-766065 

-766065; 

1.55xlo'J 

s:.;s:':uys:-:::::o S:l la matnz ds rigid~es de la estruc:ura se t1ene 

34978 1490535 -2~246 3636905 o o 
,1490535 l.33lx10' -3636915 3 .42xlO' o o 
: -2.;2-ió -363 6905 29353 -2870840 -5107 766065 

K=: 

i 

1 
342xl0 9 9 .04x108 :3636905 -2870840 -766065 74576446: 

' o o -57 o 1 -766065 5107 -766065 

o o 766065 74576448 -766065 1.55xlO'J 

s:Js:i:uyer-~co en la ecuación fuerza-des~lazamiento de la estructura y elimmando: los 

g~a::s :e li:Jer:ad restnngicos. es dec:~ les correspondientes a d',6 = O y d',0 = O 

' 4x10
5 

1 [1.331xlO' 
1 
1 -3636905 

-3636915 3.42xlO' 

29353 -2870840 . ·11000 1 

-!. SxltJ!. 
= 1 

o 
766065 

74576448· i 3.42x.:o!l ·2870840 9.04xlO" 

o 7660€5 74576-148 
' 1 

l.55xl0 8 J 

solu:ionanco el SIStema de ec:.;a::ones antenor. 

:Q ;O' 

IQ ,_' 
' --. 

¡-0.0021897¡ 
' -1.316115: 

1 

-o. 00004 : 

o. 0095435 : 

por lo q:.;e los vectores de desplazam,er.to en ca:::a nodo resultan: 

• 1 

! dy8 í o 
i ';; :dr-:.>1.3161151 [dyo]=r o ] 

;<::C:. ·4 .314x10'3. · ~.o, [9:5445x10'3 
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por compatibilidad: 

d',. = o 
d'lD = d'!!l 

d',. = d'~ 

d'2• = d'8 

d'2b = d'c 

Para conocer los elementos mecanices en 'cada barra se aplica la ecuac1on 

fuerza-desplazamiento que esta dada por: 

Barra "a" 

p· •• = 
• 1 
IP;1 • 
' ! = 1 1 

lM;lJ 

P', = K'., d', + K', 2 d' 2 

P' 2 = K'2 , d', + K' 22 d' 2 

K'.,. (O) + K' ,2• d'8 

f -10732 2146370 

~ -2l4ó3i0 2. 7i ES 

21H3i0, 
' 

5.82x!O'-

r o . = 
l·2.1897E-3: 

: o ' 
l-2.1897xl0'3; 

en forma s1milar para las barras b y e se cbt1ene 

Barra 'b" 

[p;J! 
. 

8294 ; .Py;' í -8294 1 
= ' 1 1 ! = 

[814012] 
~H;Jj ll6i4532; iH> 

~ .... 
Barra 'e" 

rp;J1 ' -2 7 08 1 ¡P;;I 
[ 2078 l : i 

1 

!H;.-! : 150036 'M' 1 :-963629 
l Zl; 

-4700 1 
-6065-n j 

4 700 1 
= [-1274405) 



•• • 

· ... 

Comprobación del equilibno 

Nodo "S" 

Nodo "C" 

Nodo "O" 

P'e = p· •• + p·," 

:-60001 

14XJ0'1 
=· 47001 

~ -l274405j 

r -llXlO'J 
,-LSXlO·. 
- ' 

= r--8294 1 
~814012. 

,l· -3X!0 1 i = j 2078 ¡· 
1.5Xl0 1 ; :l.SXlO' 

+ í 82 9 4 1 
11674536 1 
l • 

r -2708 ] 
• :-263629 

se cose:-va :;ue en los nodos S y :no se :urr.;:::e el equilibrio, correspondiente al grado 

de libertad dy (*). esto es de01do a que nay apoyo y este debe ser capaz de absorber 

toda la carga que le llegue. 

Los elementos mecán1c:Js finales. figura 2 34.c, se obtienen sumando a los 

vec::res de carga (calculados) en caca ex:remo de las barras figura 2.32.a los vectores 

in1:::1ales de empotramiento figura 2.34.0 Estcs últimos se obtienen multiplicando por 

menos uno el vector de cargas 1n1c1almente considerando (acciones) figura 2.33. 
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•700 •:~ ,.,. 
1 

'2. l'•ES ,. 1•E5 
' 5E5 

' ;- "' ~· " ~ 

1 UE5 ¡,/ '-: -' • •¿:i-o 
..:. i ~·es -· ·7~0 

•:~ ,,, 
, . ... ... ' ses t 5E5 

~ ;- <; ;-

1./ ' i '/ ' i 
1 l'HO 1000 aooe ,., J)OO 

1 ~ .. '¡ , .... 
"'' ICI 

Resolver el problema antenor desprec:ando la influencia de la tuerza cortante en 

los desplazamientos. 

La ecuación P=KD es la m1sma al vaiL:ar las submatrices de ng1dez para cada 

elemento se debe considerar f/>y = O. 

Barra "a" 

Barra "b" 

i 11456 
: ! . 

[2291250 

= r 27156 

[4073333 

229:250: 

6.llx.!o•; 

K:.2• = 

4073333 

8 .1466xlO' 

11456 

. r -11456 

[-2291250 

2291250 l 
3.055xlO' 

[-2291250 

-2291250J1 

6.llx10 8 

[ 
-27156 4073333 l 

Kc:~ = -407333 4.0733xl0 8 

f 27156 -4073333 1 
8 .1466X10 8 J 

: 

[-4073333 

6ó 



Barra "e" 

s~s::t~yen::o: 

-6:<10 3 386l2 

!.x10o; li82083 

-¡lxlOj ·27156 
= 

-:.sx.:o~ 4073333 

-3x10 3 o 
.:.sx.zo 3 o 

5378 806667 
1 

806667 1. 6l33xJo'; 

- [ -5378 806667 1 
-806667 8. 0666xJ0 5 j 

r 
5378 

K¡ 20 = [-806667 
-806667 1 

1.6l33xl0 9 J 

1782083 -27156 4073333 o o 1 :d ' 
' yB 
1' ; 

l.425xl0 9 -4p73333 4.073xl0 8 o o ' q> z6 

-4073333 32534 3266666 -5378 806667 ¡r.dyOI 
4.073xlO' 3266666 9. 7599xlo' -806667 

1 ~ 1 
8.066xl0 : '4'zc! 

o -5378 -806667 5378 -806667 1 :d 1 
~ ' yD' 

o 806667 8 .0667xlo' -806667 1 6-33 '0 8 " ' • .:. X .J. • ·.tfJ z~. f--! 

elimu-;and:J las restncciones: 

4xlO' 1 
l 

-llxlO~ · 
= 

:-l.SxJO', 
1 

;l.5xlO'j 

SOIUCI:Jnando 

f 1.425x10 9 

1 -4073333 

-4073333 

32534 

!4 .Oi33xlO' 3266666 

l o 806667 

r-0.00211; 
l-1.26632: 

: ' ! 
¡-0.00428. 

Í0.009405
1 

4. 07 33xl o• Q r ~ zB] 
3266666 806667 ¡dyO 

8.0667xJO'j ~.el 9. 7599x10 8 

l.6133xJ0 8 ~zDJ 8. 0667 x10 7 

Comparand:J estos desplazam,en::Js c:Jn los que se obtuvieron al considerar (/)y, 

se observa que estos últ1mos resultan ligeramente menores. 
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2.7.2 E¡emplo- Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35 

w = 1.5 ton/m 

6.0 5.0 

La ecuac1ón tuerza-desplazamiento está dada por. 

f ¡;,·, l.(}(.'.) 
t"' A~ • 
: 1 ¡ • -
• - 1 

l~ái = ¡<.Ki:l. 
IP:I 1 o 
. - . l 

p· = K' o· 

(.'(;l. 

( .K:' 2 ) • • ( K;: ) b 

( K;': ) b 

o 1 , a· 1 
: ~ ¡ 

<K:2lb Jaáj 
< Xh lb, la(;, 

Como no hay tuerza h:::nzontal. no se genera tuerza ax1al. por lo tanto el 

des:::lazamiento horizontal en los ncdos S y C sen ceros y como no hay desplazamiento 

vert1:al er. nir.guno de los tres n:::dos. se puede considerar. unicamente un grado de 

libertad por nodo (g1ro alrededor ael e¡e z). lo que implica que solo se considerará 

momento flex1onante. así el graco de libertad es: G.L. = 3. 

Para determ1nar el vector de cargas se tJene que: 

2 
(1.5)(6) 2 

MAB = M,.. 
wL. 

: 4 • 5 Ton : = - m 
12 l2 

A-~c = Afs = 
w~ ( 1 5) ( 5) 2 

3. 125 Ton "'"'12 = = -m 
12 

€8 



Representándolos en la viga y considerando positivo al momento que 

representado como vector sería normal al plano que lo contiene: 

-4 . 5 "¡ 

p· ; 1.375¡ 

~3 .125; 

Se sa:Je cue: 

4.5 

/ \ / 
~-. V 

/,- / ./';. 

l
.~.! 

i;· = ~.1 
l~cl 

4.5 3.125 3.125 ,, 
\ ( ~ í '!::.· . \::. ;x:, ¡¿ \)A '..R::::X.. ~ // / .· //,// 

Fi.~~=a 2.35 

k,' = T K, T' 

Cerno en este caso. el sistema local coincide con el sistema global, puesto que el 

e;e de la barra tiene la d1r~:ión del eJe de las ·x· (en caso contrarío sí se utilizaría: un 

:rans:::r~a::icr): la matnz de ng1deces es la m1sr.la. así de la matriz general de ngideces, 

cons:aerancc solo flexión y desprec,ar:co la deformación por cor1ante, es dec1r rpy se 

trene· 

K =K· 

cona e 

4!"! 
L 

sustituyendo: 

4 r""' ( x:: ) • ; -· 
6 

(K.": ) • 
2 ::-. 

6 

y 

; 0.667 

; 0.333 
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(K{;} e = 

4EI 
5 

= 0.80 EI 

2E.! 
= 0.40 EI 

5 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura: 

r -4.5 : f0.667 0.333 o r~ A; 
' 1 1 ' 

ll.375: = 1o. 333 l. 467 0.4 1 1 

1 EI,,'i's¡ 
3.125; o 0.4 0.8 [4! .:-j 

resolviendo el sistema se obt1ene: 

Í~'A~ í-7.69: 
1 1 ·, 

1~',; = ¡1.87: 

11'-' ! 2.97; . -. 

Por compatlbiiJoad: 

a,. = ¡p. 

a, e = ~'• 

a: e = ¡p, 

Apl1cando la ecuación fuerza-desplazam,ento para cada barra: 

Barra "a" 

Barra "b" 

P,." = O 667 El (·7 6BiEI) + C.333 El (1.87fEI) = -4.5 ton 

P
2

." = 0.333 E:l (-7.€B,EI) -O 667 El (1.87/EI) = -1.31 ton 

P,; = O 8 El (1 87/EI) + 0.4 El (2.970/EI) = 2.685 ton 

P ,; = O 4 El ( 1 87;E:I) - O 8 El (2.970fEI) = 3.125 ton 
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C::>mpr::>bación del equilibrio. 

Para obtener los moment:Js finales se ha:e lo siguiente: En las figuras 2.36 a y 

b se representan las acciones y los valores obtenidos con las ecuaciones fuerza· 

des:iaza:":ltent:J de la baraa. res::~e:ttvamente 

4.5 4.5 3 ~ 25 3 125 
4.5 1.31 2.68 3 125 

\ /" \ ( \ (r f\ ( 
·...;. . . '-- \.· ' .;/ '-B. / ·-=- :::e:_ 

' /. ,' .' 

(a) 
( b) 

:.:.;;:.;::a '2. 36 

Para peder sumar los momentos de las figuras 2.37.a y 2.37.b es necesano que ambos 

sear. a:::::>nes o reac:;ones por lo que se mt..:l:t;:l::a por menos uno a los momentos·de 

la t:;ura 2 37 a para·· sumarles c::n los de la fi;;t..:ra 2.37.b y así encontrar les momentos 

í::-:aies. es:::>s se representan e:~ la figu:a 2 37 d 

45 45 3 ~25 3.125 - ?. 
1 

'-i:::_ / ~ , , . , ' .-

( :: ) 

5 •• 
~' 

5 •• 
~' - :"" 

- / ~ / , '' ....z:::::.. -:757 
( d ) 



2.8 MARCOS PLANOS. 

Se sabe que las submatnces de ng11:ez en el sistema global estan dadas por: 

k',, = T k,, T' 
en el caso de marcos planos. la matriz de rotac1ón o transformador se determina a part1r 

de la figura 2.38 

X 

y 

'~ 
/..., 

/ 

/- Px 
a¡ 

·' .....,. 
Py / . 

" a . ' 
-~~~~~----------7 X 

z· z 
1 Mz 

en f:::rma matncial: 

P;j ¡cosa -sena o¡ P, 
py! 1 

= ¡se
0
na cosa Ol py 

iH·I o l! Hz¡ 
' '1 

u::lizando la notación cos a = 1 y sen a = m, el transformador resulta: 

jl -m 0'1 
T = ¡m 1 O 

lo o lj 
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De la matnz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un 

elemento marco desprec1and) el efecto de la fuerza cortante en las deformaciones 

resulta 

' EA EA ' o o o o 1 --
1 

L L 
1 

12E.!1 6EI: 12EI, EI, 
1 

o o 6-
1 L' L' L' L' 
1 

6EI, 4E:z 6EI, 2EI: 
1 o o 

K~ 1, 

L' L L' L 

1- EA o o EA o o 
. L L 

1 
12E.!: 6E.!, 12EI: _ 6EI, ! o o ---

L' L' L' L' 

o 
6EI

1 
2EI1 o 6EI, 4EI1 ---

L' L L' L 

Haciendo la rotación del sistema local al global se obtiene: 

x:: = 

r:-• 
1 

__ , 
o o 

L 

6E..'J u -.':1 o· 
l2E.!1 

. 1 m 
i o ¡m 1 o L' LTI -m 1 
lo o l 

6E.!, 4 -r i o o 
o J:. .. r. 

L' L j 

; EA . 12E.!, . ·¡-¡;.!'• L' m· 
(EA_ 12EI ) 1m 

L L' 

, EA 12EI, , 
= : ( L - L J ) ~71 

6E!1 
--- t:1 

L' 

EAr.¡:. 12EI, 12 
L L' 
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6 E.! z 1 

L' 

o 
o 
1 

6EI1 1 ---m 
L' 

6EI, 
1 

L' 
4EI1 

L 



Ki-;. = 

_ ( EA 12 • 12 E I, _ 2 __ _:HI) 

L L' 

r 

6EI. 
---:':'1 

L' 

12EI. !E.-11;· • ,71' 
L L' 

EA 12EI, 
1 (-- ) ~:n 

L L' 

6!".!, 
--.-m .. 

J.-

!".-l • 
- (- .71". 

L 

12EI, ( E.-1 
L L' 

'2"'.,. ... --z 2 

L' 1 ) 

6EI. 

6EI. i 
---"'m! 

L' 1 

' 
' 

) lm ---.71 
L' 1 

E.-l ' -m. 
12EI, 2 

L' 1 
6EI j 

---'1! 
L L' i 

6EI, 4EI, 1 
' ---1 1 • ¡ L 

2.8 1 Analizar el marco mostrado en la F.g~,;ra 2. 39 

10 ton 8 

/ o 

4m 

A 

/ 

10 m 

e 

col 30x30 cm. 
trabes 30x60 cm. 
f; = 250 kg/cm' 

E= 140001'f.;_ 

E! grado de liber.ad ;:ara el marco en cuestrón es GL = 7 y su ecuación fuerza· 

desplazamiento está dada pcr 



.· 

I

K:- •• .K: .• ... .: ... .., 
= 

1 
K!.:o 

l o 

K:2o .O l 
K!.,:·Ki.,c Ki.:c 

K:2c K::cJ 

D' B 

Para valuar las subma:rices de rigidez y con estas la ecuac1ón fuerza

oes:Jlazam¡entc. sa sugiere organ1zar la Información en la siguiente tabla. Las un1dades 

a:Je se ma;-;ejan en este problema son toneladas y centímetros. 

1 5arra 
1 

A 
1 

E 1 
1 

EA 
1 

El L 1 
1 

m 

1 
a.: 

1 
9CG 1221.359 67500 /1.9922x10' 1.4941 x1 07 400 o 

1 
1 

1 
b /1800 /221.359/540000 /39844x10' 1.1953x10" 1000 1 

1 o 

Sustituyendo en las submatrices: 

Ba:-:-as "a" y "e" 

2 . 8 o 2 o -560.314 r-2.8o2 o -560.31.4 
1 ,. o o 498.058 o K' = i o -498.058 o .. 

1 

-5óC.314 o l.49~xJO! ;560.314 o 74.709· 

-2.802 o 560.314' 
1 

2.802 o 560.314 

K:·: o ! o -498.058 o Kó: = 1 o 498o058 o 
¡ 

:-560.314 o 7~.709 ~560o314 o 1.494x105 

Barra "b' 

;398.46 o o r-398o46 o o 
K:: o l. 434 717.204 K;, 1 o -1.434 -717o204 = = 1 

1 l o 717.204 4. 78lxJO!~ o 717 o204 2 .391xl05 

! -398.46 o o 1 398.46 o 
o 1 

1 

Jr:. = ' o -1.434 -717.204,. Ki: = o -1.434 -717o204 
'. 

1 o 717.204 2 .391xl0 5 j o 717 o 2 04 2 o 781x10 5 
'. 
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Sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura se t1ene. 

·d".. 
•::.27 = ~t:.)~ - J 9, . o4! : o o o 

o H9. 4~ 7: 7.: = : .. n o o o 
~t;._ ....• 

o 56J.J~ 7~7.2 6.2ax.:o' o . 7.:. :' • 2 J 2.H.r:o' o o o ! ; 
•u• 

o -39!1. ·~ o o .::.25 o 56J.J! ·2. !O o ~6::. J:. a;, 
o -l. 4) -7:.7.2 o 4H.n -717.4:~ o ·489. 06 : e· 

"' : o ., :: . 2 2.H.r:..7' 56.:. J! . 1 ~ 7.: 6.216XJO' ·560. J:. o 74 :"'J!L 5 
·~ o o e o ·2 . 11 o ·5ea:. J =. 90 o -~6C.J: 

o : o o ·41!. :6 o e 499.J6 : 
a;, 

: o : o 56:.. J '. e 141J!.5 ·560.)! o :. . .;;.ox.·:\ e;(> 

0.: 

El sistema de ecuae<cnes resulta de 9x9. s1n embargo el grado de libertad que 

se determinó al iniCIO del prcblerr.a es GL = 7 po~ lo que hay que el::n1nar les 

renglones y columnas correspondientes a las restnc:1ones, es decir los renglones 

correspondientes a d'.o y d',o cuyos valores son conoc1dos, dado que son igual con 

cero La ecuación fuerza-desplazam,en:o de la es:ruc:~ra considerando SL:S condiciones 

de frontera resulta: 

lO "401.27 o 560.3! ·398.~5 o 
a o 499.49 717.2~ o ·L 43 

:J 560.31 717.2 6.276X:J' o -7~ 7.20 

o -398.45 o o 
G o ·l. 43 ~ ....... ....... 
o o 11 i. 2 2.39X1J' 

~ o o o 

SciL::ronando el s1sterna. 

r d" i 
1 .,, 

1 ' .d; •. 
1 

·o~•: 
! • ¡ 
:d.-:· 
i 1 
Id" ~ 
1 )<", 
. ' 
' ' 
)C~c: 
1 j 

~" ~ci 

~::.25 o 
' .;3; . .:9 • 

SóC.Jl -7!7.2 

56:.3: 

3 . 3 .¡ 

: 4.7x;o 3 
1 -2.8X10·:;: 
¡ 1 

' 3. 34 i 
¡-4. •x:o-3! 
1-.; .Sx!o) 

' 
>1.2Xlv·2j 

a 

d' ... 
o o 

. d" 
717.20 o .. r• 

2.39.:5 o r:;~. 

560.31 Só:.J¡ d:..C 
-717.20 o 

d" 
6.276XlO' 74~08.5 

y<: 

74708.5 1. 4 g.; x1 o' "'~C' 

~~~D: 



Por compatibilidad· 

d',. = O d'2• = d'9 

d', 0 = d'9 d'20 = d'c 

d',c = d'o d'2c = d'c 

Apl1::ando la ecua:ión fue:za-desplazamiento de la barra en el SIStema global 

p·,. = 

ÍP '.1 
< J( .. 1 
1 1 

~P;, i = 

lM;,' 

P', = K' 11 o·, + K', 2 0' 2 

P'2 = K'2 , D', + K·, 0' 2 

K'"• (0) + K'.,. O'e 

r-2.802 o 

[s6o ~314 
-498.058 

o 

-S 6 0
0
• 3141 

74708.5 

560.314 

o 
1.4942XJ0 5 

3.34 1 -7.79 1 

= l1~~/~7j 4.7Xl0"3 

-2. 8Xl0 ·3 

3.34 : 7.79 

4.7X10"3 = 2.34 

-2. BXJ0-3; 1452.03 

En forma s1milar para las otras dos barras se obtiene: 

Barra "b" 

fp;,l - 2.21 ¡ 
1

1 1 -2 • 3 • ,l ,P;,, = ~ ' 

1 1 
-152 .02~ H;, 

' . 
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Pxt ¡ ¡-2. 21¡ 
fj,l = -2. 34 

Jt1,J o J 

Íl P) r 2 2 
¡ i 1 . 

1 

1 P,.,: = ¡-2. 34 

[Ah! [s84 8 

Comprobación del equilibno: 

Nodo B. 

Nodo D: 

P'e = p·2. + P',. 

r
1
0
o] p. 79 r 2. 21 1 

= 12. 34 - 1 -2. 34; 

l o J 1.1452 . l- 1452 j 

[~ = 

o. 

-2. 21 
2. 34 

884. so. 

2. 21 1 
-2. 34 

-SS4. SO! 

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL. 

La rotación del sistema global al local se hace mediante la matnz de rotación 
traspuesta, en igual forma que en armaduras, así: 

P = r p· 

Barra a: 

P,. = (T ')a p·,. 

P,a = [ ~1 ~ ~~ 
-7. 79 
-2. 34 

1663. 07 

-2. 341 
= 7. 79 

.1663. 07 
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r 

o 1 o l í 7. 79 
1 

r 2. 34 

P;.. = -1 o ol 1 2. 34 
1 

= [ -7. 79 
l o o 1 j [1452 . 03 ; 1452 . 03 

En forma similar para las otras dos barras se tiene: 

3a..-:a "b" 

Ea~~a "e" 

i 2. 21 1 
1 ' 

= l -2. 34 1 

-1452. 03; 

r2. 34: 

P,c = ¡2. 21 
l o 

í -2. 21 

P¿b = l 2. 34 
-884. 80 

r -2. 34 
= 1 -2. 21 

[884. 80 

En la figura 2.40.a se muestran las tuerzas cortantes y los momentos flex1onantes 

en los extremos de cada barra y en la figura 2.40.b se muestran las tuerzas axiales. 

2.34 T 
2.34 1 2.34 

14S2 \ 
1 1 ? ee;_ 2.2, l 2.21 

\__S- \j) '· / 

~- ' 
1 

7.7~ 2.21 
/ / 

\...~. 1663 
1 

V ton 

- 1 /, '// ~ M ton-cm 
////' --

(a) t 2.34 T 2.34 

( b ) 
F:;:.:::a ' . " .:. ...... 
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2.8.2 Ejemplo.- Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, cons;dérese que la 

barra "d" esta articulada en sus ex:remos. 

S ton B e e 
' ' 
/ Í"', 1 1 

1 t.~~ 3m 

1 

A / ' .. o;-

4m 

Las prop;edades 

cons:aeradas para cada barra se muestran en la s;guiente tabla. Las un;aades utilizadas 

para este problema son toneladas y centímetros. 

=:! !;jraco de libertad para el marc::J en c:.;est:ón es GL = 6 y su e::.;a::ón tuerza

desolazar.l;ento es: 

3arra A 
1 E 1 

1 EA 
1 

El L 1 m 

ayb 900 1141.421 1 675CO 127279 9545918 300 o 1 

e 1250 1 141 421 1 260417 
1 

176776 36828433 400 1 o 
d • 2520 1 6 js927G40 15120 3556.2240 500 -0.8 0.6 

Las un;dades consideradas son toneladas y centímetros. Sustituyendo en las 

submatnces. 



Barras a y b 

. 4.20 o 
o 424.263 

-636.395 o 

-4.243 o 

-636.395: í -4.243 
o ! . x:, = i o 

127279 j [636 .395 

o 1 4.243 

o 
-424 '263 

o 

-636.395' 

o 
63639 

o ' 636.395: 

x;, = o -424.263 o i Ki,= o 424.263 o 1 

1 ' 
-636.395 o 63639~ 636.395 o 127279 l 

=.a:-¡a : 

:441.94 o o 1 r -441.94 o 
o 1 

1 

6.905 
1 o -6.905 1381.066 x:. = o 1381.066 ¡ x:, = 

o 1381.066 368284.33 o -1381.066 1841-<2.17 

"' 

."-.;.;1.94 o o l r441.94 o 
-138~ .066'1 x:. o ·.6.905 ·1381. 066 .. ' o 6.905 = ;;, = ¡ 

13-81.066 18~!42.li ' o -1381.066 o 3 6 8 2 8 4 . 3 3:J 

Je la matnz general de 12x12 en el sistema local, la matnz de rigideces para el 

e!e:ne:;::o d1agcnal el cual solo estara Su!eto a carga axial resulta: 

EA o o EA o o 
L L 

1 

o o o o o o 
o o o o o o 

K =. 
' EA EA ·-- o o o o 

L L 

o o o o o o 
o o o o o OJ 

e: 

•. 
.-'. 

~-

11.• 



Haciendo la rotación del sistema local al global se tiene: 

K'= TKT' 

K:¡. r~ 
O' Í EA o o¡r1 mo] 

EA 1 2 ~1m oj -m 
11 L L 

K;,= 1 o·! o 0
:!-m10 = E.~ 1.77 EA -• 1 1 • o . . 1 -m· O 

!O o 1 : ~ 1 
: o o 1 1 L L o o o. . . 

Q o o 

o,f_L-l o 1 . 1 
EA 1 2 EA ; 

r1 o 
~1 

-1m o: 

Ki· = !!.7 
-m '. L . 1 

m L L 1 

K:¡= 1 o; 1 l. -m 1 = EA EA ' o~ • 1 1 ¡ o o o¡ 1 -1.71 -r:r 
i.O o 1 . o o 1 L L 

o o o o o o: 
J 

sustituyendo: 

Barra O 

.. r 19.354 -14.515 Oi í-19.354 14.515 01 
! 1 o! Ké: = R::= ,-14.515 10.886 o: K{;=K;,,, 14.515 -10.886 ¡ 1 

L O o O• : o o o~ 

sustituyendo en la ecuación tuerza-desplazamrento de la estructura se t1ene 

:5 ' rddl 
465.537 -14.515 636.395 -44:.94 o o 

o! ' id~e 
i-14.515 442.054 1381.066 o -6.905 1381.066 

o :636.395 1381.066 495563.33 o -1381.066 184142.17 ~~8 
1= o·, l-441.94 o o 446.183 o 636.395 dl.c 

o/ : o -6.905 -1381.066 o 431.168 -1381.066 
d' 

~o; ~ o 1381.066 184142.17 636.395 -1381.066 495563.33 y<"l 
. ~ ~C'J 

Soluc:onando el s1s:ema se tiene· 
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rd~~ 
i-''. 
~~ ¡8: 
1 ' 

1
~;.! 

d) 
ic ;:! 
! 1' ;e; 

: 0.19279 l 
¡ 7 .54633x10 ·3 1 

= j-l.99028x10-4 

! 0.19124 ¡ 
¡-l.H398x10"31 

:-1.95852xlo) 

Por compat:bilidad. 

d\a' = o 
d,o' =o 
d"' = de' 

d\a' = o 

d 2,' = de' 

e,; =d.' 
d2<' = d." 

d,o· = de' 

Apl:cando la ecuación fue:::a-aesp1azam1ento de la barra en el sistema global. 

Barra "a" 

í -4.243 

= 1 o 
1 

1636.395 

í 4.243 
- 1 o 
·¡636.395 

P,· = K,,' 0,'- K,; o; 
P,· = ~.·o; - ~<,; o; 

-636.395~[ 0.1928 

o i · 7 .5463x10"3 
1 

o 
-424.263 

o 63639 :. -l.9903x10'4 1

-0.69 

= -3.2 o 

110.03 

o 
424.263 

o 

635.395; 1 0.1928 

o 7.5463x10"3 

127279: -1.9903x10-4 
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1 

o. 691 
= 3 .20 

97.36J 



Barra "b" 

P,o' = K,,; (O) + 

r ' 1 D' ! 
, ... x.ll 

1 

4o243 
] p• J 

.... y.:': ~ 

1 o 

o 
-424o263 

o 

K,2,'d,' 

o 
.:24 o2ó3 

!.•r;_,J [636 o395 o 

Barra "e" 

K,,;c; 

-636o395'; Oo1912 ¡ 
O / i ·1o144xl0"3 = 

-Oo69l 
Oo49 

63639 ! ~ -l.9585xl0·4J 109 o24i 

636.395". Oo19124 
1 ; 

O ·l.lHx10·3 

127279;; -lo9585xlo·4J 

ro o 69 1 
= ¡-0.49· 

96 o 78J 

P, 44194 o o o 192~ -441 94 o o :: 0.1912 :. 069: 

"' o 6 905 1381 C66 7 54ó3zf0 3 o . ,. ·6905 1381066: ·1144x10"3' -049 

Af_.. 
o 138~ C€6 3EE234 5.J ·1 9903x10 J. o -1331.:55 18-!1~2. 17 -1.9o:!5xro·4 -97.36 

P',.. -441 94 o o O. 1926 1 44194 o . o I 0.1912 1r-0691 
p' a• o -6.905 ·1381 066 7 546:3€·3 - o 6 905 o1381.006 -1. 144E-3 ~.: 0.49 ·: ., 

368264 -1 9585E-4; '-96 78 o 1381 066 184142 ·1 9903€·4 o ·1381 066 
M • er 

!:arra "d" 

94 



í-19 .354 

=114.515 
1 

1 o 

14.515 

-10.886 

o 

o·' 0.1928 

o~! 7. 5463x10-3 

O, [-1.9903x10-4 

O'i 0.1928 
i p' i 
l. x.2: 
i '¡ 

1 
"'. 1 - y.2· 

: 1 
1 ,,. 1 
•• .: &~ 

[19.354 

= !-14.515 
1 

l o 

-14.515 

10.886 

o 
oi j 7 .5463xlo-3 

o: ~-1.9903x10-4 

Comprobación del equilibrio 

'5- í o. 69 1 r 0.69 
1 : 3 • 6_2 i 1 i ! 

1 ' ::·: 3 • 2 o ' -o. 4 9 :o 1 
. 

' 
. :-2.,2. 

1 1 1 1 :o '97.36 :-9~.36 1 o 

Nodo C 

r
o¡ ¡o.69j ¡-o.69'¡ 
o, : -0.49 .,. 0.49 

1 ! ! 

¡o~ 
'o 1 = 1 • 

lo~ lO, [96-. 78 , -96.78 

Rotac1ón del SIStema ;:ooal al lc:al 

P = r p· 

Barra "a' 

P,. =(T' ). P,: 

85 

= 

3. 62 

: -2.72 

o 

r5J 
¡o 
. 1 
lo! 

,_ 



= 1-:1 
1 oq-o.69j 1 -3.20; 

pl• o O, -3.20 · , 0.69 i 
1 ' 

o 1, ~110.03; 11 o. 03 

= r -
0

1 

1 0][0.69] r 3. 20 : 

P;¡,. o 0.:3.20' '-O.'ó9 

l o 
1 ' 1 

o 1; ~91.36 ,97.36; 

Barra "b" 

r o 1 o::-o.69~ r 0.4~ ' ' ¡ ' 
P,b = 

[-o
1 o o 1 ¡o.49~ ' o • 6~ 

1 

o 1, .109.24• 1109.24; ' . . 

= f -
0

1 

1 o:ío.69~ :-o .49~ 
1 ' 1 

P2, o o·.i-o.4~i = '-0.69: 

l o o 1':96.76· 9ó. 7e: ' . . .. 
Ba:-ra "e" 

r1 o o' : 0.69 . o.~ 9 : 

¡o 
; 

pl<' = 1 o; -0.49 = -o .49' 
1 

lo o 1; -9 7. 3 6 ~97 .J( 

r-0.69~ 

P,"' =t0.491 
96.78; 

Barra 'd" 

0.6 o· ;-3.62: f4 .528 

-0.8 o' ¡ 2. 72 ' - 1 o 
1 i : ' 

o o l o ' . 



. -0 o 8 

P¡d = 1- O o 6 

o o 6 

-O oS 
o 

o::3o621 r-4o528Jo 
. ' 1 

o ·-2o72! = o 
lJ l o J l o l o 

=:n le f1;;ure 2 42 se representan fue:-zas cor.antes y momentos flexionantes y en 

la f¡g•..;ra 2 4.3 fue:-zas normales. 

049 

,. ' 
97.36 ~ 1 ~ 

& 96.78 

0.69 

~-· 

1 

' 
1 

' / 

1 

/ 

/ 
0.69 

/ ·--
: ' 1 

\Ci\ Cj\ 
' 1 10.C3 109.24 /-;-::-::- //// 

::-:;:...::-3. "' -~-

3.2 

4 52~ ... ~ ...L 
0

'
49 

~·~----------~~ 
o 59 0.69· 

i 
'' . • 320 

87 

77(¡".::1 ~ 4.5 28 

049 



2.9 RETICULA O EMPARRILLADO. 

Una retícula es una estn.;:~ra a la cual se le aplica la carGa en planos 

perpendrculares al plano que la contJene. Por lo cual será una estructura con tres 

grades de libertad por nodo. uno lineal y dos angulares como se vió en el ca:i:u!o uno 

En igual forma que en armaduras y marcos primero se de!er:-r:rnará las 

submatrices de rigidez en el srstema global, para esto se sabe que: 

k', = r K, r 

y en el caso de retículas la matnz de rctacrón T se determina a partJr de la figura 2.45 

y, y' 

X' 

z ' / .. 
' ~ 

b ·"' ol 

- . -~ ... :1 

de la f;gura 2.45 se puede o::;servar que. 

H' = .'!
1 

cosa - ., se .'7CI. 
1 .. ' 

p· = P, , 
H; • H, se.':C - H, cosa 

en fcrma matncial: : v· i 
'1 -m' ¡H.] l"'i o 

¡p;' 1 

= 1 o l O iP,¡ 
1 

1 .[H,j 1 1 ~m o 
.. "f;: 
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por lo tanto 

f1 o -r.i 
1 

T ~ ;o 1 o 
' [m O 1 J 

De la ma:nz general de i2xi2 en el sistema local, la matriz de ng1ce:es para un 

e!e:Tlem: re:::ula es de la forma: 

GJ o o GJ o o 1 L L 
1 

1 o 12EI 6EI o -12EI 6EI 1 

1 

LJ L' L' L'j 
1 o 6EI 4EI o -6EI 2EI 

1 L' L L' L 
K= 1 

' GJ o o GJ o o 1--
' L L 

o -12EI -6EI o 12EI -6Eii 
L' L' L' L' 

o 6EI 2EI o -6EI 4EI 
L' L L' L 

f-ia:1e~d:J la r:Jtaci6r. ae! SISte:T.a !::::al al ;;¡lobal se obtiene: 

K:: = 

e~· - 4 r- • -- .! ... ---=....:. .7: .. 
-6 r- r 
~m ( GJ _ 4EI) lm j 

- L 

-6EI 
--.-.71 

L· 
G ... 4 r .. ; ( _::: --= ) 1.77 

· L L 

: GJ - 4 r-" -
'- -1· ·-=m· 

L L 

6E: 
- --r.l 

L' 

: -( GJ_ 2EI ) 1 r.l 
· L L 

89 

L' 
12EI 

L¡ 

6 r-r -· 
L' 

6EI --m 
L' 
12EI 
L' 

_ 6EI l 
L' 

L L 

6EI
1 

L' 

GJm 2 4EI 1 , 
-¡; ·-¡;- J 



K'2, = K',2 t 

GJ 1 , 4EI : 6 "'"'" ( GJ _ 4EI) 1 ] -. ·--::7 ---=-=m L .m. L L L: L : 

6EI 12EI _ 6EI 
1 

i 
Ki., = --m 

1 L' LJ L' 

- -- ;n l ( GJ _ 4 EI) 1 
L L 

6 ::-; GJm'· 4EI 12 ! 
L' L L - J 

2.9 1 Ejemplo.- Analizar la reticula mostrada en la figura 2.46 

Y,..., 
1 

D 
~ .(_.1'//'-'-

s Ion l / A S t~n // / _ ;Va 3m y. 1.o 

1.5 T)- w•21onim :..::' <//1.5m 
/ é ---- =::s -<===·---..¡-.-. / ' 

T 8 - b 30><J0 e --:--
/ 4m 

iL 
z: 

F~c-..:=-a 2.4ó 

f; = 2 5O kql cm 2 

La ecuación fuerza-desplazamten:c de la es:n..;::ura en el sistema giccal está dada 

= lrK;,.·K!.:~ 
K:. 

1 •• 

Las unidades utilizadas para determtnar el vector de caras serán toneladas para 

las cortantes y toneladas-centimetro para los momentos, así: 

3a:-aas a y e 

" e S ten 
~-

i 1 1_1 \ B ,..., . ' 

A 

t..:.' ' e 1a7 s 

:.s 
~ll7.S 
,).A{, A 

- V' 
D 

90 

14.0 4.0 

~ '\ w=2 ton/m /1 
9~~l###(!c[~ 
::J '1 ::,._, ~/ 
B '<.266.7 266.7 < 



M 
Pl 187.5 Ton-c.71 M= w1 2 

266.7 Ton-c.71 = = = 
8 12 

¡: 
p 

2.5 Ton V = 
wl 

4 TOl = = = 
2 2 

:0! ve:::o~ de ::ar;;as y el de desplazamientos se puede es:¡ribir· 

r-=:~~5¡ 
1 1 

= -266.7¡ 

-187.51 
-6.5 

, 6- 7 1 
~ "' o . J 

dyB 

~~~B~ = ? 

~'xcl 
d' 

~:J 
Para valuar las submatri::es de rigidez para cada barra se sugiere organizar la 

1nforma::ién en la siguiente tabla. 

.. 
1 Barra 

1 

¡: 
1 

G 
1 

1 
1 

J 
1 

L El 
1 

GJ 1 m 
1 

1 
a y e 1221.36 88.54 

1 
540GGO 

1 
370980 300 1.1953x10' 3.2846x107 o 1 

b 1221.36 88 54 
1 

67500 1 114210 400 
1 

1.4941x10' 1.0112x107 1 o 

Para determinar el momento polar de 1nerc1a J se utiliza la expresión J = B b0 h 

donde Bes función de la rela:1:jn h.'b. c:::mo se ind1ca en la siguiente tabla. 

1 n:b 1 1 
1 

1.5 
1 

1 75 
1 

2 1 2.5 3 4 6 8 10 

{3 1 o 141 
1 

0.196 
1 

0.214 1 0.229 1 0.245 0.263 0.281 0.3 o 313 0.33 

Sustituyendo en las matnces trans~ormadas al sistema global: 



Barras a y e 

Barra b 

í1593733 .3 -7968.87 o 
1 

1 

Kú.,c = l -7 9 608 • 8 7 53.13 

1094°8.56) o 

[196886 .67 7968.87 o 1 
=[-7968.87 

1 

K' -53.13 o 1 :. 2 d', e 1 

' l o o -10948.56, 

K' K'' 
21&.:: = IZLC:: 

[
1593733.3 7968.87 

Kh •. ~ = 7968.87 53.13 

o 
o 

10948.56! o o 

í25280.38 o o 
560.31 x:: :> , o 2 . 8 o 

o 560.31 149417.33 

;-25280.38 
1 

= 1 o 
l o 

í25280.38 

Ki:t> = 1 O 

o 
-2.80 

o 
560.31 

-560.31 74708.67 

o o 
2.80 -560.31 

1 o -560.31 149417.33 

S2 



sust1:uyer.co en la ecuación fuerza-desplazamiento. 

-~:-:- . 5 16~9013.7 7968.87 o -25280.38 

-6.5 7Sé8.37 55.93 550.31 o 
-266.7 o 560.3: 258905.89 o 
- .. - . 5 -2528J.39 o o 1619013.7 

--- o -2.8:::1 -550.31 7958.87 
~:::;. ; o 550 7008.67 o 

Sol~:1onando el SIStema: 

Pe~ :cmpat1Dil1dad 

~~~e' 
. ' 
Id;) 

~~~e~ ' 

:e ~'"c. 
¡ ; 
1 d;,c: 

t~) 

0.001976 

-0.418715 

-0.001447 
0.001976 1 

•-0.418il51 

[o.0014479j 

d',. = O d'. = d' 8 

e·,. = d"e d·,. = d'c 

d'" = O d >e = d'c 

¡t;d 
o o 

-2.80 560.31 
d;~ 

-560.31 74708.67 r;;~8 ' 
7968.87 o 

•r: 
55.93 -550.31 

·560.31 258905.9 e:;-: 
~~e 

Aplicando la ecua:1ón fuerza-desplazamiento para cada barra en el sistema 

gleba! 

Ea:-ra "a" 

p·, =K·., d', + K',
2 

d' 2 

p·, = K'
2

, d·, .,. K'
22 

d'
2 
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1~· 1 
('x.?¡ 

iP;,I = 

1 ... 1 .. .: ·'' 

796886.67 7968.87 

-7968.87 -53.13 

o o 

'1593733 .33 7968.87 

7968.87 53.13 

o o 

o 
o 

-109~88. 56; 

0.00197691 

-0.418715 1 

-0.0014479~ 

o ; o .0019769] r -187 .s~ 

o 1 -0.418715 i =! -6.5 1 

109~88.56; l-o.001H79J [-158.SJ 

en forma similar para las otras barras se t1ene. 

Baría "b" 

r N;¡~ 
- r 

o.oo 1 
·p·l 0.00 1 

1 yJ' - ; 1 

1 1 [-108.2: .,.,. ' 

~ • ·z..' 

5arra "e" 
í &1' 1 
inzl' 
' r -1762 · 
i ! 
:P;¡· = 

' . 
: 6. S O : 
: ' 
i-158.5 . . 

Comprobac:ón del equilibno. 

P. D' --
15 = ' .2a .- r-" IC 

í-187.5¡ 
, -6. S ' 
1 : 
¡-266.7· . . 

¡-187.5¡ 
=.-6.5-

1 ' 
•-158.51 

IN;,¡ r o. o o 

P;,! = 1 o. 00 . . 
1 ; 1 

: .'f;}! 
:108.2 

. o 
./ o 

[-108.2 

sicu.77ple 



í-187.5" 
1 ' 

; -6oS i 
l266o7; 

o 
: : o i 

' 1 [108o2, 

~-187oSJI 
• 1 -6oS 

[1S8 oS 

si cuo71ple 

Para :a rotac;ón del stste:71a g!:::bal al local se sabe que : 

P = r p· 

Barra "a" 

fH ... l 
= r ~ 

o 1~ [-1762] 1 • 1 i 
IPyl 1 O 1 6oS 

1 

: 

IHO,, l.¡ 1 1 

o OJ [1S8oSJ 
• ••J ' 

ÍH .. ) o o o 1' .'-187o51 
lp) 1 1 1 =¡o 1 O;. -6oS 
1 y 1 1 1 
IHO .. !-l o O: . - l S 8 o 5·2 - ...... 

e:-. :or:'71a s;r:11iar para las ba~ra b y : 

Barra "b" 

Barra "e" 

V 
•• "11 

IPy:' 

!"' 1 
~ .. ~: 

1 1'1,: 
1 ' 

'P . 
1 ,: : . 

1 

~ ."'!z: 

o 
' : o i 

; -108 o2 

:-~58o5° 
! : 

6oS ' ¡ 
' ' lS 8 o S ' 

95 

l58o51 
6oS 

17 62 J 

-158o51 
= -6oS 

,l87o5 

[Hu] 158o5 

-6oS py.1j = 

_H,J 187o5 



Los elementos mecánicos finales se obt1enen en forma similar a los de los marc:Js 
así 

187 5 

17&2 

//T/~~5 c~~r/ / 
25 / 2.5 / 

f / 2.5 t/:/ 25 
.:::=... k 26 6 7 ,... c:;-

187'S""~.:,..T 226 · 7~T ~87.5 
4 4 
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2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPACIO 

Rotacrón del sistema local al global ae una barra en el espacio· 

z· r:g:.:::a 2.46 

Se sabe: 

x; -x: 
cosa : COS/3 : 

y; -y: 
COS'( : 

P::::~ ctr~ lado 

L L 

Px'=Pxcosa •Pycosa, +Pzcosa2 

Py. = Py cos {3 - Py e os {3, + Py cos /32 

Pz = Pz e os y - Pz cos y, .,. Pz cos y 2 

en ·rgual forma para momentos en forma matnc:al y llamando 

cosa, = 1, ; COS/3 : m, ; cos :i : n, 

ÍP; 1 1 l. 1, o o o 1 . . 
p-1 lpk¡ - r::. C'- o o o . 

: ... r¡ 
!n o o o 

py 
n. n, P;' PI 

H"l ' i - -

'1 ¡o o o 1 1. 12 
H.-

1 M y H'' iO o o m m, y• fT'- . 
' 1 n: ,_HzJ H"l iO o o n n. 

•; .. 
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de dor.de: 

í 1 l. 1, ' o o o 1 ' 1 

• 71 m . r.'-
1 o o o 1 

• ' 1 
n n. n. ' o o o 1 

T • i--
1 -- -- -- -- -- -- 1 

o o o ' 1 l. 1¡ ! ' 1 
' o o o m rr:. m' ' 

n:J o o o ' n n. 

De la matriz de rotación l. m, y n representan los cosenos d1rectores del eje "x" 

en el SIStema global de referenc1a Para deter~:nar los cosenos directores 1,. m, y n, 

ael e:e "y" partimos de seleccionar a o::~o e:e ;:¡erpendicular a los ejes x y z· de tal 

forma que el producto vectonal de z· con x :oir.::da con el eJe y; así. 

fi j k 
j; i' x x • :o O l 

~.2 .77 n 

como j no es un1tario entonces. 

l 
y = 

.J:.C7-: 
y 

si llamamos D = \l: -m:, ent:r.:es 

por lo que. 

í m1 

-y= 

::r 

1--. . D 

1 ! 
'D! 

1 

o J 

1 l. = 
D' m. = D 

98 

• -m - 1 - o 
• ) X 

y n1 = O 



El eje z se determinará por la condición de ortogonalidad 

1 i } k~ 

1 m n 1 

Z- = 1 [ -n 7 ( '2 , ) K l D _, - m n 
1 

• ~ • m• 

= : n·(1·-.-:-:·) -(1:-m')l 

~ ( 1 2 
• m2

) 

= ' ( 1: ·.r.') • ( n'·1'·m' )2 

~ ( 1: ·m') 

:::::¡ lo :::'...le -z = z y 

';r = 1 1 • 

1 1, = -n 
D 

í:nalmente e: transformador resulta. 

'1 m 
1 D 
1 

1 
\ .77 

¡ D 

in o 
' T = ' - -
' 1 

lo o 

1 
10 o 
i 
~ o o 

n r.:, = -m 
D 

n1· o --
D 

m.n o 
D 

D o 

o 1 

o m 

o n 
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En el caso de que el eje ·x· coinc1da con y' los ejes 'z" & •z· " co1ncid1rán c::;:o¡o se 
muestra en la siguientr. figura 4.29. 

y· y· 
-1' 

"" 
1 

¡-· 1 

1 """': X 

T 
y 

1 
1 1 y X z ' 

X 

z./ p;/ 
l( • ;/ 

/ 
//·· 

,/ 

z· ::~;:.:::a 2.49 
~ 

:=-.:..;~:-3. 2.5: 

y el transformador resulta: 

o . l o o o o' 
i l o o o o o 
lo o l o o o 
! 

T = 1 - -

o o o o -l al 
.o o o l o oi 
io o o o o 1 J 

y en el caso de que el e1e "x" ::o1:-:c:ca ::en;:· ~es e:es "y' y "y' ' coincidirán tamb1én como 

se muestra en la figura 2.50. el trans~orrr.acor resulta: 

r o o -l o o o' 
: o 1 o o o al 1 
1 l o o o o o 
1 

7 = ¡ - -
io o o o o -1 

lo 
1 o o o 1 o 
·O o o 1 o o . 
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MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3 

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA 

La matriz de rig1deces se modifica con la finalidad de conside~ar diversas 

conci:::icr,es de frontera. Supongase una estruc:ura como se muestra e:-: la s:guiente 
f1~~~a 

8 
1 

al 
1 

A ' -º-//~, 

Figura 3.1 

e 

-/// 

e 

D 

S1 se consideran unicamente los gradós de libertad de los nodos a y C para el 

aná!1sis del mar:::o, entonces la matnz de rig1deces de la barra ''a" debe modif1carse para 

temar en cue:<ta el grado de libertad de! r.cdo A. La modificación se realiza 

c::::-:s.::erar.c:J las conc:c:ones de frontera es de::r· 

M =O 1 rp, ... o 
! .. N, "'o u,= o 

1 

V, "' O V =O 
1 1 

1 
.í. 

La ecua:::1ón fuerza-desplazamiento de la barra está dada por: 

' ' IK .. 

1''': 
K,; K,l K:. K,, K, o u, 

V~ ¡ IK:: K;, K, K,. K,, K,. vl 
1 .. i 

IK31 !.~. Kl: Kll Kl, Kl, Kl6 IP, 
• 

¡¡;; jK" X,; K,l K,, K., Ku u, 
1 V. i 

K5'l x,l x,. K, K,. V, JK,. ~ 2 1 
1 • 

i ,'1.: IK6. x., K6l x •• K., K •• ¡p, 
• • J ' . 

l~l 



sustituyendo las condiciones de frontera en el extremo 1 

de dor:::e se puede escribir: 

de dende 

r K. . K;; K:¡ K" K, 5 K, 6 r 0 1 
1 

K21 K22 K2 ; K,. K25 K26 O ¡ 
K31 K" K33 K,_ K35 K36 1/J. · 

u. i IK" K., K43 K44 K45 K46 2

1 ¡Ks: K, K53 K,_ K55 K56 , v2

1 tK61 K61 K63 K6, K65 K66 j .1P 1J 

K:. K 15 K16 

K24 K~ 5 K26 

K34 K35 K36 J 

o = K, <P, • ~ U2 + K,., u, + ~ C/>2 

en for:71a matr.cial: 

Es dec1r que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 se puede aeterminar el 

g~ro en el extremo 1. 

Por otro lado se tiene: 

K44 K45 

Ks, Kss 

Ku K•s 
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lo cual se puede escribir: 

s~.;s:1:uyen:::lo el valor de <ll, 

¡u,1 
¡v,: = 

:H:: 
• 

esto es· 

¡x,3] 

fKsJI 

ix., 1 
' -. 

x •• 1 f4>:1 
Ks•l tij' 
x •• j 4>, 

x .. K,s u,1 
-Kl·J:[K,.Kl5Kl6] v,j • Ks• Kss 

' [4>" x •• K•s 

x,.l u, 1 

x56 v,l 
' 1 x.. ~: . . . 

K, 61 ÍK431 . rU21 
Ks;! - !xsJ

1 
-x;J:[K34 K35 K3.Jlti¡ 

x,.j [xd q¡ 2J 

i>. = x:. 2. . . ~ . 
donde K·, es la mat;1z de rigideces mcd1f::ada 

La matnz de ng1deces rr.od1f:cada es la que se utilizará para efectuar el 
acoplam1ento de las barras cuando no se 1ncluya el grado de libertad del nodo 'A", así: 

1 

1 
~ 

G .L = 6 G.L= 7 

Figura 3.2 

H3 



3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD 

El procedimiento anterior se puede simplificar condensando los grados de libertad 

de las fuerzas que son nulas: 

1 

i 
! 

A 

al 
1 

+ 

M,= O 

1/l, ,:() 

La ecuación fuerza-desplazamrento de la barra 'a' que se puede escribir de la 

srgurente forma: 

r ~~~ 1 
. 

fuJ ~·. ' lK .. K .. K" K:. K, K :o 

¡v;l . ' 
K,, K,, K,, K,. K, K,. v, 

IM, K, K, K, K,. K,, K,. q,, 
= 

N, ~K,. K., K., K .. K,, K•• u, 
1 1 

1 • 
1 IV' :K,, K!: K:J K,. K,, K,• v, 

' l 
' 1 l qJ l j IM.' [K., K., K., K u K., K•• ' .. 

qt.:e se puede arreglar y partrcronar de la srgurente manera: 

N. i 
, IK .. K;¡ K:. K;~ Ka K" u, 

• 1 

¡K:: v,¡ K¡¡ K,. K,, K,. K, v, 
M,i K., K,, K u K,, K•• K., q,, 

= N· K,, K, K,, K,, K,. K, u, l 

v, IK •. 
1 • 

K,;. K•• K., K u K•, v, 
.M,; . . !K,. ' . ]{ J: K,. K, K,. K, q,, 

en forma simplificada: 

r • r x· K;,] :u;; 
¡;~¡ l" = 

Ki2 J l V~;, [Ki: . . 
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de la segunda ecuación:· 

per::> P; = O entonces 

U,.· = -K' 1( ' U ' z:'"2l 1 

SL!Stltuyer.do U2 

P,· =K,, U,- K, 2 !<,K,, U, 

P,' = (K', -K,; K'' 22 K,,) U, 

;:;ara ei eJ:mplc anterior: 

' ' ' 
.. 

1"' ... ;- : .;::.. ) l ••• "' . . .. . . , v~i .:.~. l( .. K .=-: .. 1 ¡,-
.:1 . ' -· . •.:.) 

,.': V K :• 1 ' -- K;,' [K'-K30 K,, K, K,,) •• - 1 : .. 1 .'\ l l 
- 1 ' 

. . \ . 
' 

1 

v,l [·~ i~-
,. K._, K,.¡ IK" ...... ,¡ 

/1. J K.: K;., ;:., ·~s ~ .. ,A;, . . 

Sustituyendo condensaciones de frontera U, = O y V, = O lo que consiste en 
elim1nar los renglones y columnas correspondientes, así: 

[N~ K .. K~,: ' 1 . u, 2' Ku· ¡K., JI 

1 
' ' 

K,, K, ' ! K, 1 K,·,: [ K
34 

K
35 

K
36 

) "i v,l = K, •. 
1 

1 
1 1 

Hzj K .. K,~ K,,~ ~ K,Jj ~2 
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Oue es el mismo resultado que se obtuvo al modificar la matriz de rig1deces de 

la barra "a", de lo anterior se puede dec1r que la operación de condensación cons1ste 

en compactar los grados de libertad de una estructura, a aquellos que son de interes 

para el analista, al modular un problema dado Generalmente los grados de libertad 

compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento. 

3.3 MATRICES DE PERMUTACION 

Estas matrices se fonman med1ante la penmutación de renglones o columnas en la 

matriz identidad. Si se premult1plican se intercambian renglones y se pos:multiplica se 

intercambian columnas. 

Para ilustrar lo anterior intercamb1ar el pnmer renglón por el tercero. así como la 

pnmer columna por la tercera de la siguiente matnz. 

rK:¡ K:> i) 
. 1 

K = ¡.'!":: K:> K:ll 

lKl: 
1 

K¡: KJJ! 

fl o o· 'O o 1 . 

z = lo ' 
l'.F = 1 o 1 01 1 o. 

o] 'O o 1 l1 o 

ro o 1: rK .. K:> K:J; 
rKll 

Kl2 Kn 
1 1 .. ' 1 ¡o 1 0' ¡K,. K:; K,¡ 1 = K,¡ K,, K2l 

! ... 
' 11 o o ;K). K¡, KJJ~ lK:¡ K¡, K¡¡ ' ' . 

!K l: K¡: 1 IK, 3 K,) Klll K¡¡. 'C o 1' 
' ' o! 

1 • 

K2.1 !K:: K:: ~rr:: J 
' u 1 = IK23 K:2 = ¡ ' 

1 
1 K.: j [K.. K:.: K. l; [1 o Ol LK :l K¡, .. . . .. 

lOó 



METODO DE SUBESTRUCTURAS. 

:::1 la aplicación del método de las rigideces para estructuras de ait:J gra:o de 

hl;Jerestat!c:raac' :1nemát1:a en ::ompLita:J:>r_as de poca merr.:Jria centra!. es ne:esano 

ca~::.:onar \a estr~::ura en un nÜííJer:. ar:,itrario de subes:ructuras. toma~c.:· e:-~ :uenta 
la :a:Ja:Icad de la máqL:I:la 

Se llama partición estruc:urat a la división de la estructura completa en ~.:n numero 

da:::J ce subestru::uras donde las un1ones o fronteras de cada subestructura se fi¡an 

arbitrariamente, es conveniente tomar particiones estructurales correspondientes a 

particiones físicas reates. Como las propiedades de ngidez de cada subestructura 

pueden valuarse a partir de sus condiCIOnes de frontera y de las propiedades 

gecmé:r:cas y elásticas de ca::la ba:ra que la componen, entonces cada subestructura " 

puede tratarse en forma 1ndepend1ente aplicando el método directo de las ng1deces, 

para condensar los grados de libertad correspondientes a Jos nodos intermedios (los 

que no es tan en las fronteras) a los grados de libertad en las fronteras (las fronteras son 

comunes a dos subestructuras a:ya:entes). para después hacer el acoplamiento de las 

s..::-es:r..:::uras condensadas (es:e ::r::eso se conoce como rela¡ación de las fronteras) 

a través de las ecuaciones ce ec..::t;:r.o y compat:bihdad, el SIStema de ecuaciones 

resultante permite determinar tes cesotazam,e!ltos en los grados de libertad. 

Cabe aclarar que el s1s:ema es:ruc:"rai puede ser cualquiera por complejo que 

este sea. soto que aquí se presenta et ce ta figura 4.1 para que resulte más ilustrativo. 

Como primer paso es d1v'd'r la es:r.Jctura en un número conveniente de 

subestructuras, a las que se les 1m;:::::nen fronteras fi¡as ( estas fronteras son comunes 

a dos subestructuras adya:e:.tes ) Es:a dl'llSJÓn es arbitraria, se hace cuidando la 

capac1C:ad de la m1crocompu:a:::ra. cara es:e e:emplo se elige la part1ción que se 

mues:ra en la figura 4.1 

1~7 



"= -·-: 
~ • • 

)'/ 1 , ..... 
" "'-:/,r . -· 

~-· --
""~la 1 ...... ·-

1 1 
1 ' 1 , ' 1 / Y. 1.· 

.,~/, 
/ / ' ~--/ / ---' ' 

1 

l. 
,._, • 

1 

• ' --
Figura 4.1 

En la subestruc:ura 1 los ncdos M. N y P y en la subestructura 11 los nodos G. H 

e 1 se oenom1nan nodos intenores. m1er.tras :;ue en la subestructura 111 no hay nodos 

1ntericres. 

Lr.a vez hecha la partición se prccece al anál1sís de cada subestructura en forma 

Independiente asum1endo las fronteras 1mpuestas ( que como ya se menc1onó son 

ccmunes a dos subestructuras adyacentes). para condensar los grados de libertad a 

las fr:::.-.teras. asi como para determ1r.ar los vec:cres de empotramiento (reacciones en 

las :rcr.teras necesarias para c;ue los cesolazam1entcs sean cero). 

Al condensar los grad::Js de liber:a::í a las fronteras, las subestructuras (fig. 4.1) 

se DL;den considerar como elementos equ1valentes como se ilustra en la figura 4.2. 

Swb 1 

"" 
_,._ •• r-. ____.. ~. - ~ "" ~ --

S~.&~ JI 1 
1 

"" ,, r-
----7 ----" "" "" .____ 
~ 

!:.~o~ll 111 T 
~ ~ 

(•i (b) 

F1gura 4.2 
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Cuando las fronteras son relajadas las reacciones y cualesquiera fuerzas 

aplicadas en ellas. pueden no estar en equilibrio; por lo tanto la relajación inducirá 

des:)laza:n:entos de magn:tud tal que se sat:sfaga el equilibrio en las fronteras 

?ara hacer el acoplamiento (relajación de las fronteras) a los vectores Rb se les 

car7'.:J:a e! s:g:--.o para poder sumarlos con los vectores Pb que son las cargas aoiicadas 

d:re::a:;1ente en las fronteras como se ind:ca en la figura 4.2.b 

:;: acop:am:ento de los elementos equ:valentes de la figura 4.2 queda definido por 

las ~;s,-;,as· reglas que para el ensamble de barras por el método directo. 

?or otro lado el orden de las sub matrices va a coincidir cuesto que los puntos de 

un:ón c fronteras son comunes entre subestructuras adyacentes. 

Al soluc:onar el s:stema de ecuaciones que resulte del acoplamientc. se obt:enen 

l::s ::es::az2:n:ent~s en las fronteras de las diferentes subestructuras, naturalmenie la 

solu::::::-: de los d·esplazam:entos en las fronteras implica un número pequeño de 

:r:::::g:-:;:as en comparación con la solución de la estructura completa. ,, 
:=:nalmente s~ determ:nan los oes::>laza:n:entos en los nodos interiores provocados 

::c: :as :a:;;as apl:cadas d:re:::a:neme sc:::re :::::los nodos mas un desplazamiento que 

se le ::2:-7';2. de correc:::ón por :a :r.f'ue:-:::a oe los desplazamientos de las fronteras. 

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS. 

Se sabe que la ecuac1ón tuerza-desplazamiento de un sistema estructural está 
dado ¡::r· 

p = 1\ o 

S: denota:nos al vec::r o e 'es :es::>iaza:n:en:os en las fronteras (comunes a dos 

suoes:::.::turas) por U!J y el vector :le cesplaza:n,enros en los nodos interiores (cada uno 

o::urre en un punto mter.or de solamente una subestructura) por Ui y a las 

corres;::cnd:entes fuerzas en las fronteras y en los nodos interiores por Pb y Pi 

respe:t:vamente. así la ecua::,:'Jn tuerza-oes;::lazam:ento se puede escrib:r como: 

,)1 



4.1 

El total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural. se calcula 

por la superposición de dos vectores tal que: 

4.2 

donde u• denota el vector de desplazam1en:os debido a las cargas P, cuando Ub =0 

y uP representa la corrección necesana a los desplazamientos u• teniendo en cuenta 

los desplazamientos u. cuan:o P, = o. por lo que el vector de desplazamientos se 

puede escrib1r: 

donde: 

'cf.' ' ' 
' ". 
1 ' 
. 1 

1 cr,' 1 ' . 

-¡' ~~ 
. d,' j 

Es el vector de desplazamrer::os cuando las fronteras es:an fi1as; 

por lo que U: = o 

Representa la ::orrec:::cn det:rca a la relajación de las fronteras. 

4.3 

S1milarmente correspor:d1endo a los desolazam,entos u• '1 uP las cargas pueden 

expresarse como: 

p : p• - pJ 4.4 

o b1en. 

• 1 Í?~: ¡r-;¡ I?D¡ 
1?: = 1 ¡ 

1 • ' ¡.r>;j . 'J P,: 
¡ • 4.5 
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donde por definición: 
p• = p 

• J y r. = o J 

de la segunda ecuac1ón del sistema 4.1 cuando las fronteras están fi¡as (u: = o), se 

t1ene 

4.5 

de la pnmer ecuac:ón del sistema 4 1 

sustituyendo la ecua-::1ón 4.5 

donde p; representa las rea::iones necesanas en las fronteras para mantener a U0 =0 

cL:ar.:o lc.s cargas en los nc:os 1ntenores son aplicadas, es decir la infiL:e:-1:1a de las 

cargas aplicadas en los nodos Interiores sobre las fronteras en cada· subestructura ver 
• 

figura 4.3 a ,. 

Cua:-:::::: las fronteras de las subes::--..:::•..:ras s:n relajadas. los desplazamientos u0 

pue-den determ1narse a par.1r del SIStema de ecuac1ones 4.1. así, cons1derando la 

segunda ecuación de este SIStema. 

P' 
' pero p: = O. entonces:· 

4.8 

Se puede observar que la ecuac1ón 4.7 representa la corrección de los 

desplazamientos en los nod:Js 1ntenores por la re:a¡ac1ón de las fronteras 

De la ecuac1én 4 1 

que sustituyendo la ecua::ón 4 S se c:::t1e:"'e 
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factonzando: 

4.9 

si llamamos 

la ecuac1ón 4.8 se puede escrib1r 

donde K0 es la matriz de ngideces en las fronteras (condensación de la matnz de 

rig1deces a los grados de libertad correspondientes a las fronteras d':' !as 

subestructuras), u: representa los desplazamientos en las fronteras y Po es el vector 

de cargas en las fronteras consideranco la 1nfluenc1a de las cargas aplicacas en los 

nodos 1nteriores 

De la ecuación 4.4 

dcn:Je? 
0 

es la carga aplicada direc:amen:e en las fronteras y p: es la inflt.;e!':ia de las 

cargas aplicadas en los nodos 1ntenores. ver figura 4.3.b. 

Para el acoplamiento como ya se 1nd1có las subestructuras se consideran como 

elementos equivalentes ver figura 4 3 y se api:::a el método directo de las ngideces para 

establecer la ecuación tuerza-<Jesolazam1en:o. así: 

aquí P: se considera como 

donae K
0 

es la matnz de ng1ceces ael s;s:ema acoplado y u: es el vector de 

desplazamientos en las fronteras (imp~.,;es:as 1n1c:almente) de toda estructura. 

Para ilustrar este mét::::J se presentan ejemplos numéncos aplicados a la 
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soluc1on de armadura y marcos. 

4.2 ARMADURAS 

Aplicando el método de las subestructuras determinar la fuerza en cada una de 

las barras de la estructura que se muestra en la figura 4.3 

3 ~n 
1: ' .J ...... 

1 e 
3m 

~ t.;n 1 
H 

' 
1 

1 l 3m 

S ~n F 
1 

1 

1 

1 4 3m 
1 

' S t.;.n ~ 

cl)<j 
( 1 

1 ...../ • 1 
3m ,V. 14 ~ 2 

_1 
A e 

1 ,, .· ,' 

4m ,i<' 
l.~ 

Fiqura 4.3 

Para real:zar la partic16n de la es::".;::~ra ~ay vanas opciones. algunas de estas se 

ilustran en la figura 4.4 

En el primer caso figura 4 4 a para la su:>estructura superior resulta una matriz 

de BxS la cual se condensaria a ur.a de 4x4 y. para las dos subestructuras siguientes 

resulta una matnz de BxS. las cua!es no se condensan y filalmente para la subestructura 

1nfenor resulta ur.a ma::-:z de 4x.: la =~al :a~::1en no se condensa por lo cual al hacer 

el a:::plam1ento de los el eme~::; ~unta!er.:es (rela¡ación de las fronteras) resultará una 

matnz de 12x 12 Para la pa:-:::::-: m::s:~a:a er~ la figura 4.4.b. la estructura intermedia 

de una ma:r;z de 12x12. la :::uai a· :::r.oensa~ resulta de BxB y al hacer la rela¡ación de 
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las fronteras se tendria que trabajar con una matriz de 8x8. Para la partic:ón mostrada 

en la figura 4.4.c, en la subestrucutra supe"ior inicialmente se maneja una matnz de 

12x12 que al condensar resulta de 4x4 y para la subestructura inferior inicialmente la 

matnz es de 8x8, que al condensar tamb1en resulta de 4x4. 

(a) (b) 

Figura 4 4 

=:n esre e:e~p!o se trabajará c:;¡n la cpc:ón que muestra la figura 4.4.c 

En la figura 4 4 se muestra la topología considerable en las subestructuras, se 

puece cbseNar que los nodos E y F (fronteras) son comunes para ambas 

s~: es::-:..:c:t..;ras. 

ANAL!S!S DE LA SUBESTRUCTURA 1 

Apl1cando el método d:recto de las ng:deces la ecuación tuerza-desplazamiento 

para esta subestructura resulta: 

·- '-'C') • • ,-'( .. • ...._ e<.,.. • : ¡D",' 

·- • c<l,.-iiiC' •• ·~- : IC.., • ::,;. •. '"' . ""'· c.~~W. .. ~ .. ·iC' ~'' .. e .._ ... e: 1. ....... v<;. "'-.. . :u.; 

·- ""'· '"'• ....... ,._.. ........ .. <.,¡.. • ... c., ... <.J.. ....... ...... ·.u~ .. 
• • • .... , ....... l.fl"w."'I<.;.·(.IC.l., !.e:',, .. :.D": 

• ·~ ... .... 1~1.., ~~-c ..... ,.uc·,,. o.¡ 

Las sub matrices de rigidez en e! s:stema global para un elemento barra anmadura 

están dadas por: 
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Por comodidaci y rap1dez se recomienda hacer la siguiente tabla para organizar 

la infJr~e.s::r: 

~a:-:-a 1 EA 1 L 

5 1 1 1 300 

6 j 1 1 300 

1 7 1 1 1 300 

Ji 8 1 1 1 300 

11 11 1 1 1 400 

1 12 1 1 1 400 

17 1 1 1 500 

¡! 19 1 1 1 seo 
18 1 1 1 500 

20 1 1 1 5ü0 

s:..:s::::Jyer::::: 

Barras 5.6.7 y 8 

Barras 11 y 12 

[ 2 5 
K;, • E.-l 

t o 

1 1 1 ;n 1 1' ' m· 

1 o 1 1 1 o 1 

1 o 1 1 o 1 1 

1 o 1 1 o 1 

1 o 1 1 o 1 

1 1 1 o 1 1 o 
1 1 1 o 1 o 
1 0.8 1 06 0.64 0.36 

1 0.8 1 06 1 0.64 0.36 

1 -08 1 0.6 1 0.64 0.36 

1 -08 1 06 1 0.64 0.36 

Ba~ras 17 y 19 

fl2.8 9.6¡ 
K;. ~ EA 1 O_, 

l9.6 33.3j 

Barras 18 y 2:J 

[12.8 -9.61 ' 
EA: 10· 

[-9.6 33.3j 

sustlt:..:yer:c::J en la matnz de ng:::le:es y pa~:::::;nando en la forma 

llS 

i 1m 

1 o 
1 o 
1 o 
1 o 
1 o 
1 o 
1 048 

1 048 
(· 

1 -0 48 

1 -0 48 



.. 12.8 9.6 o o o o -12.8 -9.6 o o ·o o 
9.6 40.5 o o o -33.3 -9.6 -7.2 o o o o 
o o 12.8 -9.6 -12.8 9.6 o o o o o o 
o o -9.6 40.5 9.6 -7.2 o -33.3 o o o o 
o o -12.8 9.6 50.6 o -25:o o o o -12.8 -9:6 

o -33.3 9.6 -7.2 o 81.0 o o o -33.3 -9.6 -7.2 

-12.9 -9 6 o o -25.0 o 506 o -12.8 9.6 o o 1 o., 
-9.6 -7.2 o -33.3 O· o o 81.0 9.6 -7.? o -33.3 

o o o o o o -12.8 9.6 37.8 -9.6 -25.0 o 
o o o o o -33.3 96 -7.2 -9.6 40.5 o o 

o o o o -12.8 -9 6 o o -25.0 o 37 8 96 

o o o o -9.6 -7 2 o -33.3 o o Q" -.0 405 

Para obtener la matnz de rigideces condensada para esta subestn.:::::-ura se aplica 

la ecuac:ón 

K •• ' .': .. ·!\ •. K."· K .• .... -- -- -- .... 

realizar:co operaciones: 

r 0.02 -4.42 -0.018] ' 4. 42 
1 

o o o -0.003 
- 1 K., - ' 0.018 4-42 0.02 

1 o ·• l"\ 42 
-0.0057 o o 

Ei vector de empotram1ento y lo:; desplazamientos en nodos intenores prodwcto 

de la influencia de las cargas aplicadas directamente en los nodos· interiores estan 

dadas por: 

Í P~x] 
rs· 1 ' 1 P.,YI al 1 1 

¡PH,I 
1 1 

·o 
(Hyl o 

P~: ' ' 1 
= 

a 
(K,, K;;): P_: Prx· 3 

P,: = 
1 ' 1 0' 
,Pryl 1 

a 
< x;; >: P.: 0' P,: ' 1 ' 

lP~x o] 
PJy 
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haciendo operaciones resulta: 

SU3:0SI?.UCTU?.A II 

¡o.463] 
0.165 . 

0.398 1 

-0.150 • 
= 0.829 X lO 

0.211 

0.791 

[-O.l72J 

Aplicando el método d1recto de las ngideces la ecuación tuerza-desplazamiento 
P' = K' D' para esta subestructura resulta: 

~< rK ... : ·r x;, .. ·f"Sh (K"l¡ .. ,.,. ., (,a¡;,),. :;, 

P. (~ .. ~ rx;;,-1~:·'-"i:;. (l(j:.J., c.-e;.~. o;· 

"e fJ<i.,) lA;',),, i"i,;' .¡.;,_ .•. ¡...;,¡, .,...;,¡,,.¡A;',¡, (.'<;,), .0~ 
' 1 

P': {~&) .• /.'<;,), ( ...;.¡, ~~ ·(~., -(..;.¡, •/.'<;,1., •/K,¡, 'o" .~ 

=:n igua~ fc~:-na c~e oa~a la s~bes:~~.:::n.;:-a I, para valuar las ngideces 'de la 
s:..:::s::-:..;:::..;ra 11 se hace 1a s1;;u1er.:e :a::~la. 

Barra 
1 

EA 
1 

L 
1 

1 
1 

m 12 m• 
1 

lm 

S 1 1 3CC 1 o 1 o 1 1 o 
1 6 1 300 1 o 1 1 o 1 o 

7 , 300 1 o 1 o 1 o 
8 1 1 300 1 o 1 o 1 o 
11 1 1 1 400 1 1 o 1 o o 

1 12 1 
, 

1 4::0 1 
, 

1 o 1 o o 
1 17 1 

, 
1 seo 1 08 1 0.6 0.64 0.36 0.48 

1 19 1 1 1 seo 1 es C6 1 0.64 0.36 0.48 

18 1 1 1 se:: 1 -es 1 06 0.64 0.36 -0.48 

20 1 1 1 5C·J 1 -C 8 1 0.6 0.64 0.36 -0.48 
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sustituyendo 

Barras 1,2.3 y 4 Barras 13 y 15 

'e :J [12. a 9. 6 ¡ 
K{:. = EA 1 1 1 o .• lri: = EA 9.6 1 o ·• 

lO 33.3; 7. 2. 

Barras 9 y 10 Barras 14 y 16 

' ~ 2 S o 
1 o • f12. a -9. 6. 

K:_: = EA K:: = EA 1 
9 7 • 2 l 1 o ' 

l o o l- . 6 

sustituyendo en la matriz de ng11:eces resulta. 

í 37. 8 -9. 6 -25 o o o o -12. 8 9. 6 
¡ -9. 6 40. 5 o o o -33. 3 9.6 -7 2 
: -25 o o 37 8 9 6 ·12 8 -9. 6 o o 

o o 9 6 . ..., ..,. 5 -9 6 -7. 2 o -33 3. 
o o -12. 8 -9 6 50 6 o -25. o o 

1 o -33. 3 -9. 6 -7. 2 o 81. o o o 
1 : -12 8 9 6 o o -25 o o 50. 6 o 
' 

l 9 6 -7 2 o -33 3 o o o 81. o: 

part1C1onando la matriz de ng1deces en la S1Qu1ente forma· 

Para condensar a los grados de l1bertad en las fl:onteras se aplica la fórmula: 

des;::ués de realizar operac::::nes se c::::ene· 

[32.40 -5 .s 3 -2~.10 1 
2. 3 81 

-5.32 23.80 -2.36 -4. 7 3 
K::: 

=t-27.10 -2.3 8 32.40 
1 o ·• 

S. 53 ¡ 
2.36 -4.7 3 5.55 23.80j 
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El vector de empotramiento y los desplazamientos en los nodos intenores es:án 
dados por 

:- ' ... 

realizan::o opera:iones 

r , 
,-0.825i 

-¡¡ 0.620 ¡ 
-1.675¡ 
-1.250' . . 

F.::OL.AJACION DE: LAS F;:;QNEHAS 

• P.r: = 

V.l:J 

[PéJ r51 
p• el cy 

= 
P,;xl 

0' 
1 

o 
Póv1 ' .. 

El a:oplamiento de las subestru:~uras se hace considerandolas como elementos. 
· · eau1valentes. 

dona e. 

para este caso en part1:ular como se llenen dos subestructuras la expresión anterior se 
puede escribir: 

el vector de car;;;as aol::ado d1rec:a:-nente en las fronteras resulta: 

·p ' . rz 

'Prr: 
' ' ' .P, •. 
1 • 
·p ' 
: ''· 

:51 
1 ' ,o' 

= : 1 :o 
[o! 

ll!l 



por lo que: 

'-3.63~ 
1 -8.25¡ 
1 

-~.37: 
! i 
l 8. 25 j 

. c.s3) 

_10.621 
; -1.68• 
' i 
l-1.25¡ 

í9.46 1 

1 7. 7 3 
= 1 

l6. O S 

-7.00' 

La matnz de rigideces en las fronteras se obt1ene en este caso part1cular sumanco 

las submatnces condensadas para las subestruc:uras r y r r, así: 

sustituyendo directamente en la ecuación fue:za-desplazamiento se tiene 

i 9. 4 8 ' 

¡ 7 • 6 3 : 

16. os 1 

,-7.00, 

soluc::cr:ar:co el sistema: 

r36.92 -S • 55 -31.52 

¡ -5.53 23 . 80 -2 . 3 6 

=l-31.52 -2.36 36.82 

2.36 -4 • 7 6 S • S S 

í 31636.12 1 
' 1 

1 11445.58! 
- 1 1 

[
31125.70' 
-11057 .Ol! 

1 
EA 

2 • 3 61 
-4. 7 6 

s.ss 
23.80 

c:rrec:::::n de los desplazamientos en les n:ccs 1ntenares: 

1 o-· 

sus:ituye:-:co valores en las des ex;::>resicr.es antencres obtenemos: 

l2C> 

ÍD-"1 
1 '· ; 

Dsy 1 

DFx 

DFY! 



[48219.061 

j11494.741 

11452.51] 48296.601 

p -11004.821 1 p 7429.021 1 
D": = DJ.:: = 

. 65141.43 1 EA 11489.93 EA 

111490.29' -7290.47] 

165128.161 
1 -llOH .18 

¡::;or lo que los desplazamientos totales en los nodos intenores se obt1enen con la 

SUS!It~yer.:lo. 

. 528~9.06 
' 

:13144.74 i 
¡ 52276.60' 

! -12504.82
1 

E .. = r 
; 73431.43 

13600.29 

:73038.16 

:-12734.18 

D = D? • D~ " . . 

1 
D,:: 

Í D' 1 
12759.76 

1 cxl 
1 1 

7424.02 1 [.e~.! 
' •. = = 1 11489.93 EA ! D..?x 

·7290.47 
~ D!,y 

Una vez conoc1dos los des::Jiazam1entos en todos los nodos de la estructura, se 

procece a detenm1nar las rue~as en cada una de las barras, para lo cual se sigue el 

m1s~::> proced1m1ento que c:..:ar.::o se a::Jii::a el método d1recto de las rigideces. Aqui se 

P::r com;:at1bil1dad 

o· = o ... D' •. = D' • • . e: 

D = D.: :.J D' - D' :. ) - z: 
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Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra en el srstema global: 

p• 
1 = K' u D' 1 + K' 120', 

p,: = K, .. o,~ + K, .... D' -· ' 
Barra 1 

[PJ 
= [ -24°. 72] 

[Pi{ 
= [2/ 72] 'P' 1 ¡P:v• l lyj . . -

Barra 3 

[p: p r o [r Jl 
= r o 1 .x• 

~ 1 lxl 
1 

• 1 >13-39; IPiy! [13.39 
P:r~ . . 

Rotacrón del sistema gleba! al local: 

p = T' p 

Barra1 

P. = [O 
r O J 

1' 1 1 = 
·/-24.721 . . 

-24.72 ton 

P~ = ~o 
' o 1 1: : :: 

.,24.72: 24.72 ton 

Barra 3 

r 0 1 
P, = rO 1: ; _

13 
: 

3 9 
! = -13 • 3 9 ton 

. . 

: o 1 

P, = ;o 1; [u . 19 J = 13.39 ton 

f,e deja al lector la dete~rr:a::ón de la fuerza en las otras barras, así como la 

comprobación del equilibrio. 
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4.3 MARCOS 

Aplicando el método de las subestructuras. determ1nar ios desplazamientos y los 

elementos mecániCOS del marco mostrado en la figura 4.6. 

7 ·or 
' ' B _,_ 
/, 

1 

,:, 1' S' 3 rr. 
l.i ::- 1' 

_____::. IC ' e 
/ 

' ' 
1 /.'- ,.,., 

31 ,. 
1 

3m 5 .•• 
1 , F: 

---7 
1 1 

1 
A 1' 
' 1 '· ¡ ., 
IG H' _1 

'" -;-:-;" 
1 7-

Figura 4.¿ 

Utliza: secc1ones de 4JxSG para las traoes y 40x40 para las columnas. un fe da 

250 kg/cm' por lo tanto un módulo de elast:::1dad de 14000/f ·c. 

Le. par:ic:cn se realiza en los r.::::os C y D como se mues~ra en la figura 4.7 Vale 

la per-,a mer.:::or;ar que la par::c:on de :a es:r~::u:a es arbitraria, en un mome:-ao dado 

el m::mero de subestructuras. así como s·J ta:-:1af'.o se puede considerar en función del 

tamaño de las matnces por 'r."er:1r e::!'-: se me:-:::1onó en el problema anterior. 

Figura 4.7 
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ANALJSIS DE SUBESTRUCTURA 1 

La matriz de rigideces de la subestructura 1 en el sistema global está dada por. 

' 
( Ki.l ) 3 • ( Kí ¡) e ( K{: ) a ( Kí: ) 3 o 

1 
(K;',) e (Ki2),·(Ki2), o ( Ki:), 

1 

( Ki: )s o ( Ki 2 ) 1 • ( K;': ) 1 • ( K{: ) J ( x:, ) ' 1 

1 o ( x:,). ( ki:) 7 ( K:i. 2 ) 2 • (k:,);- (K:':),] 

Valuando las submatrices de ng1deces para cada barra en igual forma que en el 

método direc~o. sustituyendo y part:c1onando en· 

[K,., k 0J 
= [x.., x) 

se oonene: 

:: . J e J ~. ~ ·1:. : e o . ': . : e 3:.5 e e , 
e ::..9 46.) o -e. :.J 46.] e -:.:..e e o o e 

J: . 5 46. J 2791!4.2 e ..... l 1:194 ·l ~ . 5 o 3!41!.2 o o o 
o o lO .l o l: . ' o o o -o. 2:. o J: . ! 

o -o. :.J -46. J o 1!..9 ·46 .) o o o o -1!.8 o 
o 46.] 10 794 )1.5 ... , . ] l7114 .1 : o o ·3 t. 5 o J !.48. 2 

:.e' 
·2:.::: o ·JL 5 o e e ::. 4 o -:.J. e -1 e. :. e o 

¡ o -n. e o o o o o 2:.a 46.3 o -0. ll 46. J i 
1 

~ J:..' o Jl-48 o o o -u :a 46.] ]21506.5 o -46 o J 10794 
1 o o o -Q .ll o -l ~ . ' -l:. 1 o o 10.4 o -u. a 

1 
o o o o -:.:. .. • o -e. :.J ··Ui. J o lO.ll -46. l 

o o o 3:.5 o ) ~ ... 2 : u.J !C794 -ll. 8 -46. J 32606.5 

Todos los valores de la mat~z de r.g1d~esse han redondeado a L.:n decimal por 
fal:a de espacio. 

Condensando a les grados de lit:e~ad en la frontera se tiene: 
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·' 

1022.59 -l. 30 1753.87 -1017.52 1.3 
-l. 30 520.27 4522.06 -l. 34 14.25 

1753.87 4522.06 2593841 -911.29 -422 .18 
Kbi = -1017.52 -1.34 -911.29 1022.59 1.30 

1 1.3 14 .25 -422.18 1.30 520.27 
. -911.09 4522.06 934633.9 1753.87 -4522.06 

::1 vect:Jr de empotramiento para la subestru=tura 1, está dado por: 

PD K x·l p• 
bi = bJ.- J.J .& 

fs 
o 

= 01 
O, 

' O· 
o] 

; ~: = 
! 

-1.723 
0.142 

-262.75 
-1.676 

l-0.142 
-255.55 

El vec::Jr de desplazamien::Js para los ncdos Interiores: 

Í 8.63xJ0" 1 1 
! ·12. osx:o· 1¡ 

.1 2.80xlo·~ 

1 
8 .38x10" 1 

, 12.05xl0·~ 
1 ~ J ~ 2.65xlo· 

ANAL! SIS 0:: LA SU8::SiMIXTURA :: 

Ma matnz de rig1deces ::Jara es:a subestructura está cada por: 
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934633.9 
1753.87 
-4522.06 
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( Kills o < x;, l s o 
o ( Kí 1 ) 6 o (K¡, ) 6 

K= 
( Kú ls o (Kí,Js•(K{¡)9 (K{,) 9 

o ( Ki:) 6 ( Ki: ) 9 ( Ki, ) 6 • ( Kú ) 9 

Valuando las submatnces. sustituyendo y partic1onand o se obtiene 

. o. :2:.. o -3!.5 o o o -2: o" o -31.5 o o o 
o ! : . e o o o o o -1 ~. e o o o o 

- J: . 5 o 62 ~6." o o ' J:. ~ o J 449.2 o o ' o o o 0.2~ o - J;. 5 o o o -o. 21 o -J:.. 5 

o o o o 1:.. 1! o o o o o -1: . e o 
o o o -J;.. 5 o 6;'?6.4 o o o )l. 5 o Jl49.2 ', 

--o --
-2:.. o o J:.~ o o o 1 o. J o 31.5 -lO. l o o 

o -1:. !3 o o o e e 1:.9 46. J o -o. :.J 46.3 

- J: . ~ o 3146.2 o ' e J:.~ 46.) 278!34.2 o -46. J :..o79 .4 

o o o -o.::: ' J:.! -:.:.: o o l:.J o J:. 5 
o o o o ·t:...s o o -0. ll -46. J o 1!. 9 ·46. J : 
o o o -J:. 5 o ll48.2 o 46,) 10794 3:..5 -46. J 27684.2! 

La ma:nz condensada a les grados de libertad resulta: 

7.58 -0.0103 -1279.11 -7.58 •0.0103 1279.12 

-0.0103 0.59 214.39 -0.0025 -0.602 214.39 

-1279.11 214.39 359588.9 1277.38 -215.22 -209481.9 
K!:J:: = 

-7.58 -0.0025 1277.38 7.58 0.0103 -1279.12 
0.103 -0.602 -215.22 0.0103 0.59 -214.39 

1279.12 214.39 -209481.9 -1279.12 -214.39 359588.9 

El vec:or de empotramien:o para ésta subestructura, esta dado por; 
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17 ¡ 
-3.53¡ ¡ 

¡o ! -l. 43 
: 

P~:: 
lO J :554 .19' 
i i Po:: ~ 

1 o; ' -3. 4 7 
1 ! oi ' l. 43 
! 

:o ,5~5.37; 

=: V"r•-· "'" dcs...,laza~te-·-s en I""S --"'-s tr•oncros "Sta· "'a'"'o r-•· -· ......... ¡¡ ....... ._ ,..., ,¡ ''"- .... ....; , ............. 1¡.- - - \,. ..... 1""''-' 

D~:: 

1 0 21 x'o·= 
, ~; : 1 ~X~ 0 ·• 1 

' ' 
~ -l6.llx1o-~¡ 

~ 

: 19 8 7 1 o-: ¡ ! • X.. i 
' 

[-
1
l
5
2 .. 4\c;~l0G,'j 

Fi:C_4JACION DE FRONTERAS 

:::1 acopiamiento de las subes:;-¡_;c:uras se hace como ya se mén:::onó con los 

elemen::os equivalentes, a través de la ecua:::én fuerza-desplazamiento 

donde 

el vec:or de cargas Pb aplicado dtrec:amente en las fronteras resulta 

·p ' 
1 :x: :6 
i,P,) !O: 
:., 1 ; ! 

p~ 
j'"cz. JO: 

~ 1 ~ 

¡o¡ 'P t 
l DXJ 
1 ' ¡P_,y: JO¡ 

1 lo j [H.,,: 
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sustituyendo para obtener pg 

r6 
o 
o 

pg = o 
lol 
1 o 1 ' . 

r-1.723 1 
Oo142 ¡ 

¡ 
-262 o 751 
-1.676 1 
0 001~2: 

1 

l-255 o 55: 

' . 3 o 53 

·l. ~3 
; 

1

554o191 
- 1 

·3o47: 

1 l. 4 3 1 

:11.2531 
; 1o288 

: ¡-291o44 

' 5o146 
¡ -1.288 i 
~-299o82: 

La matriz de ngideces en las fronteras se ct:t:e"e ;::ara este caso parncula' SL.;mar.do las 

dos submatnces condensadas 

sustituyendo directamente en la ecL.;ac:C:n h . .:e:::a ces:!azamie:-::o se cbt1ene: 

:!.253 1030o:7 -l. 3: 470:.76 -:025.1 !. 3: 368.03 Dcx 

lo298 ' -1 o 3: 520o86 .;7Jó . .;s ·:..J.; -l~o85 :.73ó . .;s n 
...,Cy 

1 i . 'D. 1 -291o44! ¡474o76 4736o45 2953-130 366o09 -4737o4 725:52 _,, 
= ' 5o146 l-1025ol -l. 34 366o09 1030ol7 l. 31 47.;.75 D_,x~ 

' ·lo 288 l. 31 ·l4o85 -~737.-1 :. 3: 520o86 -:.736.45 D~y 
·239 o82 368o03 4736o45 725152 .. 7 ... 75 -4736o45 2953418 

D:: 

Solucionando el sistema se obtJenen los desplazamientos correspondientes a los 

grado: de libertad en las fronteras. así: 

r 1.716 
1 

1 0.020.¡ 
l -5 o2xlo·• 

'! 1.713 1 

i -0o020 1 

~ -5 o2xla·•J 

Los desplazamientos D:: y D- c:rres;::onden a Jos desplazamientos angulares 

·alrededor de •z• en Jos nodos ·o· y ·e· respectivamente. 
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CORn:OCCION DE LOS DESPLAZAMI::NiOS ::N LOS NODOS INTERIOn::S 

Es:a c~rrec:ión para la SL!testr...::~:.;~ 1 esta :a:a por 

e r. e-•:. ::.""· ra,..·Ar ·---s leS •.6-·r-s .--"":JS""'""" ... ~e~ a la S' •""'es•..., ·-·u·a - ,...""" .. ''""',...,·al ,, _::,· ...... ___ ............. , .... ~..... ·- .. ~~· .... · .......... _ ~.......... .. ..,....;_ ......... ~. ~, ........ ,,_. ........ se 
les r.a as1;;na:: e! s~:Jinc1ce .. Oes:::::..:es oe ete:~~a:- c~era:¡:nes. rest.::ta: 

e . o 1 5 

: . : ! o 
! -0.015 1 

~-9.0xro·•: 

en 1g:.:a! f:Jrma para la subestr..:::,..;;a •• 

s~st:::.Jyen=io 

~:: 

1.905 1 

. 0.020 1 

/-7 .12xl0"5 ' 

·¡ 1.805 1 
' -0.020 : 

' ' 8 2- 10" 5 ' l. ~ 1 X J 

D:OSPL.AZAMIENTOS TOTALES ::N NODOS INT:ORIORES 

:Ost:Js desplazamientos se cbt1ene sumando los desplazamientcs generados 

a1;e::amente por las cargas F; mas los desplazamientos corrección así 

para la s~.;bestructura I 
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sustituyendo: 

fDrz] r 8 • 6 3 xl O 1 ; 1.110 
' 

Dryi ;-l2.05x!O' ' 0.015 

Drr 1 2.80xJo·• 1 ~-9 .Ox1o·• 
D_.r ~ 

D,xi 
= 1 1 

1 
8. 38xlo·' ! 1.110 

i ' -0.015 
1 

Dryj 1 12 • 0 5 X" 0 1 
· 

ID,.: 2 e 6 5 x: Ü ~ -9 .ox¡o·.;: - .. 

en forma similar para la subest:1..1c:ura :: 

sustituyendo: 

. 
ID.._.: 1 19 . 21 x: J 1 . 8 o 5 
DAy 12. lO x! O ·• j 0.020 

1 
DAr -l6.11x!o·•¡ ! -7. 12x1o· 5 

D.l.II = 
= ll8.87x!O., ¡ = 

Dsz 1. 805 

[)3yl -12 .1 O xl O ·• · -0.020 

[Dsrl [r5.47xro· 1 j :-8.27 x1o· 5 

= 

1.193 

0.015 i 
1 

-8. 7 2 xl O ·•¡ 
1 1.194 

1 -0.015 

:8.9'··• ~- .b X ... ..; 

1.997 

0.216 
' 

-2.38x!o·•¡ 

l. 994 

-0.022 

-2.37xlo·•; 

Las un1dades utilizadas en los ejemplos fueron toneladas para las cargas y 

centímetros como unidad de long1tud. por lo que los desplazamientos lineales resultan 

en centímetros y los angulares en radianes. 

Conocidos los desplazamien:cs en teces les nodos de la estructura. los 

elememcs mecánicos se determ1nan a;::¡licando la ecuación tuerza-desplazamiento de 

la bar:-a como se hizo cuando se apl,có el mé:::co d1rec:o de las rig1deces. 
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TEORIA DE ELASTICIDAD. 

5.1 EQFUERZOS. 

f1gura 5 1.a 

,_ 

-::--.. ~ 
-·-e 
' . ;.----:-;: ' 

\ 
/, ' ' 1 : ~ , ... ~· 

'0....-/~\ r:y·~. -.~,' 
. ' -
' ' ---:::.. 
,' A . / "' ··...___, 

Fi,;u::a ~.1 

E: cuerpo se ha divididO en dos pa~es. par.e A y parte 8, por el plano de corte 

N A la acc1ón que e¡erce ur.a oar:e sc~re la o:ra en la superfic1e de cor.e se les llama 

fuerzas a e Jntera:c1ón. Las fuerzas de 1r:tera:::on en la parte A equ1va1en a la resultante 

de las cargas que obran en la parte 8 y v1ceversa Sí se retrra la parte 8 el sistema de 

fuerzas de interacción apl1cadas a la par:e A es:an en desequilibno, sin embargo la parte 

A esta en equil1bno, es dec1r las fuerzas de Jnterac:1ón son equilibradas por el sistema 

de fuerzas extenores P,, P2 . P. que a::uan sobre es:a parte del cuerpo 

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO. 

El esfuerz:J medio o pr:Jmed10 es el cc:,ente de d1vidir a la fuerza F entre el área 
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internes ccas1cnados por F. pero no ::rec:sa :a ~c~a en que estan a:s:r:::u:ccs ::1 la 

secc1ón. El esfuerzo promecio es rr:as ex::J:c:::: en :·..;ar::o a la distnb~.:c:t.-: en tdr::: cue 

el área ce la se-:cicn sea rr:as ::ec:..;e"a 

Ccnsiderese un cuer,:o ;::ore! ::..;al se r.a r.ec:-.c ::asar un plano de ::r:e N, el ::..;al 

está definH~o pcr la normal ex~-::.=r al rT.:s:¡,:;: Sea ? ~r. ~t.:n!o c:..;a!=1u1era == la se-:::Cn 

en estuc:o. t1A un e!emer:::: :e éirea ::..e ::: :::-::er:e y t1F sea la res:.:::ar::e e: las 

fuer.:as :::~e c::ran en el e!e~e;.~::¡ ::e á:-ea. S1 se re-:·-:e el con:crr.o ce ~A ?.!:-ec:-c:r 

y tenceran a :ero. Al lím1te 

·=-
.: ... :1 

se le aen:m1na esfuerzo en el ;:~r.~::l ? :e S'....':erf:::e s.:~ac:o en el piar.:: :e ·::rte N 

. 1 :....-:-. ·' =----
t1F 7 

.ü..A-tJ .)..4 

N '\ - .-""\ ' . (] \ 1 1 \ 
1 ~. 

~ : \.!---< i')' \. p~~ ' t1A \ . \ 
~. \ 

\ 
\ 

'~ 

Figura 5.2 Figura 5.3 

Este esfuerzo es un vec:or y es suscec::ble de descomponerse en dos, uno 

;::er::e,-cicular al plano N y otro conten:co en el m:s:r.o. Estas :cmponer.tes re-::t:en los 

no~:::res de esfuerz::l norrr.a! a y esfuer¡:J tange:-.:1a~ r en el punto res;:·ec~1vamente. 

A si 

(] = 1' ::l t. N 
t = 

lim ti V 
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en c:::~::e D.IJ y u\1 sen las corr.:::::ne:.:es nc=al y tangenctal de :a ~·.;er.:a !:!.~ 

c::Jrres:::J~:~rentes al eleme:it: ae 2:-:a ~A. fi;'.,;:-a ~ 3 

r:~ .. .=~ este tra::Jaj:::> los p~a:.:s :e ::;.e se nar3n de tal m.ar.e:-a que sea.1 

peroer,::c:wlares a uno de los e¡es c:cc~:ena::::s X. Y o Z. 

Al -s'u"~O n~·--' as~~.-~~ a'.~ ~·a~o c•u•Ja ~~~al es N se e-~-·~-- --~o . '::' 1 ~·.... '.,_¡¡¡¡¡C:,¡ .._._.e_...., -•· !-'' ,, J lol..l•ll .... , : ............ :::: .... ..,.,,, Cs 

''!a· --~ ........... -.·a· n~cn-¡al C ................ - · s·,... o ..... -ar .... ""' ~-·.:l ,·,¡ •. ,......0 se ..... ,c,...je ~----.-.... ....... -~ .. -n : -=~·--=·-_.. ~ '-=- '"" ............... ~· ¡1, ........... ::1"" .... ~ .......... ¡1¡1 - !-'--- ... t::~--·,~-···-· '=· 

C ~s ,..._ :::.-' 10 " .... 0 "1-s cics c··c ,..., ......... an ,:lo: -·a .... - .......... le ~··al se acno·a .. ;::¡..... ..... ...... ~~;:¡, o::l .... ...JC ........................... U -¡- ......... ,._.,,,¡ 1 -· o-J• ,,:_. ~"""' ......... _., ~ ,..,. l t,, ~ ................... . 

pr:~.e: J8J:e 1nd:ca el ¡:~ano al c-...;al ¡:Je:--::;.e:e y el se:;..;:-.c:J íc¡ce tr.c::a !a :::Jre·::ré;~ oei 

r.l!S~.c F=1gura 5.4. 

y 'rz 
-:""'aY 

~-·.7 

/ ( ) :r 'Y 

¡ \ 1 _. a, 
' ' 1 "Tr 

;, . : T 

tA~< 1 1 
; ( 
' 1 
' . 1 . '.....___.-' 

/:__----...:.:X 
-----------· X 

/ 

z (a ) ( b) 

y 
.-. 

/ 
. 1 .· -

~' 
.. :-¡ 

' 0: ·,./ ' 
' ;,· 

7Q 
--------------~ X 

z ( e ) 

'Figura ~.4 
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donde· a, es el esfuerzo normal en el ;::ano , y r . . estuerz:J tar-;;e:;::al ;:lar::J i . 

. 5.1.2 ESFUERZOS EN PLANOS PARALELOS. 

parale!epipe-=o cuyo volumen es cxcyc:. el =~a! se er-::~er::~a en ~t,;il1t:r::. fi;;t;ra :: 5 

dy 1 
. 1 

i 
dz 

dx 

Figura S.S 

La a::ión que ejercen las par:es s~::r::-:-:1cas Ce/ cuerpo sobre el ele:-:.er::o ais:aco, 

los ree:-:.;:lazamos por tuerzas y les es\:erz:Js que generan. cic:-;as fuerzas las 

cesc:~::onemos en tres componentes en cada cara. resultanco asi 6 X 3 = 18 

esfuerz:s. Además se considera que en el cuerpo existen las llarr." 1as tuerzas másicas 

( fuerzas de cuerpo que son cec•Cas a la gravedad ) , tamb1en estas tuerzas se 

descomponen en 3 componentes X, Y, y Z fi;;ura 5.6 

y 

T 
z 

X 

fuer.= 
m .. ,.... 

por un~d 
de 'o'Oiumon 

Figura S.ci 
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A1s:an::::J dos planos paralelos: 

/ 
/ 

,, 
' 

/ 

dx 

sea o fc;~:tón de (x.y.z) en:on:es o 
da:::a ::::~ 

•' 

/' 
/ 

/ 
/ 

' 

= 9(x.y.z). se sabe que la diferer:::a! 

i: . -.- ax • 
ex 

éo d 
éy y 

ó es:a 

SI la f:.Jr:::ón a x es 1gual a la !un::tón 9 y se considera que a x es fur:::on un1ca y 

ex:'~s:vamen:e de la vana::Jie ·x·. en::r::es 

de, 
c0

1 dx 

pcr lo que. 
c. 

Co
11 o· o • . dx • e-: 

en terma analoga para los otros esfuerzos 

o· or . Co., 
y 

"r 
dy 

e~ o, . éo: 

e-, 
dz 

' 
2: XV 

dx '-z.v -., ~ 
C'X 

-· - C: x: 
dx .. z: '<r ex 
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-r~ ... 'C yr 
Cr .,, 

dy 
e y 

~· 
C: vr 

dy • yr .. rr 
.' 

"( ~ ... t:.,. . C: : .. 
d;: 

e, 

::: 
~· < ~ d;: • ry .. r,v 

e, 

representando estos esfuer.:~s en el ~·..:::o eler71en:al se ::btrer1e la f1gt,;ra :; . 

y 

"" ' ' 
J ' X 

.~ 

..... fuerzas z f'NlSicaS 

por unidad 
de volumen 

; a~ ._.-. -· -·. 

Figura S.7 

5.2 ECUACIONES DE ECUIUBRIO. 

e, 

Considerese que las fue/'2as ce :-..:e:-;::: a::uan en el centro de ;;raveeac de! 

¡:arale!epípedo figura 5. 7 y que Se enct,;en:ra en ecuilibrio; ent:Jnces ce:: en venficarse 

las 6 ec..:ac:ones de eq~.;iiibno esüi.tJco. 

~ Fx =O 

~ Fy =O 

uc> 

~ Mx =O 

~ My =O 



~ Fz = o ~ ~z =o 

A:::;l,:an::::> la ecuación :::e ec:.Jil::::c:: ~ =x = C resulta· 

¿- 2: .,. e:::. -. X e . ' e, ,. ... e 
' 

=::-, ~::Jrma s1milar para las otras c:s ecua:::r:es de equii1bno 

~ ;=z = O se obt1ene respec:1vamente 

S - C= .. C: rv r e - = 
c. e, e, 

2: .. : e-··· Ce: . '- - ~ = e ~ ~ 

c. e, e, 

~ r:y = o y 

A es:as tres e:ua::ones se les lla~a ecua:.:nes :Je Naviero de equilibr:c 1ntemo 

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES. 

Aplicando las últ1mas tres ecuac:cr.es de equdibno ( suma de momentos igual a 
cero ) se puede conocer la relac1ón ele les est:.Je~:JS en planos perpendiculares. Así 
a;::l::and:J ~ Mz = O de la figura 58 

reor:e~a~do térmmos y dl\11j1er:::> en:~e :x~y:::z · 

1: • 
fX 

dy - dx o 
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~~~ 
1 TIY 

r 

y 1 : 
1 

. ! j 
. "' "' T ·--d 1)' - 1 

C', 

z~x 
' ' 

.,··r·· ,. 

1 
' 

aplicar.:;;:¡ limites cuando dx y dy uer.cen a cer:. res:.;lta finalmente: 

=:-'· f:r:7la s1milar aplicando ~ My = O y ~ Mx = O se ct:t1ene 

T o = r u 

T,. = r . .,. 

Ce !e· ante::or los 18 estuer:::s ir.c:g~~~as f:gura 5.6 se han rece·::=:: a se! S que 

son: a,. Tzy, Ta, ar.Tyr y a~ 

Agruoando los esfuerzos de 3 caras unicamente obtenemos lo q:.;e se conoce 

c:mo tensor de esfuerzos 

Figura S.!r 
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( a l = ( 

' a 
X ... ... 1' 

o ... .c.•· e_.. 
1 
'~ 

~y: ' .. x: 

1:, 

·rx 

- :y 

a_. 

r ~ yx i 
~ ~ a v > 

·"" 1 • 1 
1 

i. :y: 

'.v ! ': 

a ,-·- ~--- ·-a-·"'n S"' te llama •ens-r '"'"'"'S'' ·o~--_:::n.::: ..... ~ ..... ~ ..,.,\,.,. _ 11 , •• ....., 1...._ ._ ,..,._ ....... ~. 

5.4 ESFUERZOS EN PLANOS OBLICUOS. 

~a;a :::Jr;::cer los esfuer:::;s q:..:e a:~:..;an s::Jre las caras obiicuas ;:e~s-:-.e-:1ent:s 

a la su::e:-7:cJe. se,requ¡ere' es:a:Jiecer una re;a::cn de tos esfuerzos que a:·.:.;an en las 

tres é.r:;as :;tementales paralelas a tos pta:~cs coor::Jenacos. como se mues:ra :;:~la figura 

z 

1 

/ 
/ 

y 

/ 
1 

/ 

1 '.. 

Figura ~.lC· 
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!: Fx = O 

O = 'C
01

:iS 0 ~ _ r:. dxdz _ dxdv 
' 2 yx 2 r:. .. -2-· 

pero: 
d::dv 

dS COS( S, X) __._ = 
2 

dxd:: 
c!SCOS(S,y) = 

2 

ds COS (S, Z) 

:,.,es e os ( S, X) - : :xds e os ( s, z) 

de donde 

r:. •• = o, e os ( s, x) • r:. 
1

, ces 1 s, y) • r:. :x e os ( s,;:) 

Aplicando las otras dos ecuac:c:-:es ele equ,/it::no !: Fy = O y!: Fz = O se ot:::1ene 
respec:1vamente: 

= O y COS (S, y) c:::s(s,x) t' :y COS ( S, Z ) 

'Coz =O, COS(S,Z) • r:.,. COS(S,X) • 'Cy'• COS(S,y) 

r .... J 1 o, r:.yx ~ l . ~ 
~o.u! ,COS(S,X) 

' 1 
' ' 

r:. •rl 
1 

or r:. •r 1 ¡e os ( s, y) = ! t .wy 
' 
·~ "r• O i COS{S,Z) t•z; ~ ... rr ' .. 

a este Sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superfic1e o ecuaciones de 

Couchy 

5.5 VARIACION qEL ESFUERZO CON LA VARIACION DEL ELEMENTO. 

Cons:derese un cuerpo sól1do scmet1do a 1.;n SIStema de cargas que se encuentra 

en equilibrio por el cual se trazan des ;:lar.os de ccr.e el a-ay el b-b cerno se muestra 

-en la figura 5. 11 
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,'---1, 

--·· 

• 
' 

\ 
.. 

• 

el :·,.¡al se representa en la figura 5 ~ 2 

'~ __.---¡ 
( "'· ~~\ 1 , 1 

\ R . . . ... -- .. -- . --~-~-------e. 
Feq 

~Plano a-a 

C¡_;a~qu1er elemento o pur.:o s1:uaco en el plano de corte estará sometido 

ur.1::a:nente a esfuerzo axial. m1er.tras q¡_;e SI trazamos un plano de corte inclinado 

resoec:o de la d1rec:ión de la res¡_;l:a:1:e. c~a!qu1er elemento situado en d1cho plano 

es:?.~?. scrr;e::co a esfuerzo ncr:na! y :ar.;en:::ai ::::::rr;o se puede ver en la figura 5.1 3. 

s; s~ ;:a~.:·...:!a~:.::a a :_;¡") es:a=: ;:tar1c ce es~:..:er:::s donde wnicamente se tengan ax, ay 
y T xy :::;:-:-.o los esfuerzos en t.;r-. ;:e;:-.:: es :ec:r a, =O y TD =O para i = x.y: como se 

ll:.:s:ra en la f1gura 5.14 
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/ 

: 

\ ; .:: ..... . 
¡;· 

Figura ~.13 

y 

1t:zy ~~r···~ · 
-'----~~·/ 

y 

Fi,¡u::a ~.14 

• 

y .. 
' 

1 
' 

¡ 
az 

-

0 

aY 

·" 
'- r,... 

r..,. 
1 : 
! 

o a, 
' 
·~ 

c.., 
' 

t: .· 
Y X: 

. ' aY _,. 

X 

Los esfuerzos que actuar. scbre c~;alqu,er plano 'N" que contenga a! e;e Z y que 

es:a ,r:::!ínac::J respec:::J a los e: es ·x· e Y" se representan en la figura 5. 15 

y 

'\ 

"· \ ' 
\ 

X 

/ 
'\ : / 

' . /'-,a 
\ x' / 

Figura S.lS 
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s, el área de la cara in::r.naca es ~,;~a :an::::ad A. las áreas de :as c:ras :a~as 

se,an A. :os e y A sen e ¡::ara I::Js :;!a~:s x e y res::ec:,vamente. come se 1nc:ca e.'l la 

fl·...,, ... :::~:: '"c
~,::::-..1- ...,¡ l 

' -----''-

A C::JS e 
A se:"! e 

para a:::r::ar e! equrlrono drbuja;-:-::::s e' c:a;;~a;-:-:a ce :ue!"po lrore en la f1;;u~a 5 17 

T 

A¡::l,canao !: Fn = O 

~. - ., 
a 

·-· 
aY A s~= a 

Fig-..:ra ~ .17 

N 

O ~ a.; - a _.A coso cosa :..y A se.'1 a -=::s a - 9,_Asena sena t 1 .. • Acosa sena 

de conde 
o; o .. cos~a o,-se:J'a • 21:_.,.sena cosa 

- l ces 2:: cos·a ~ 
2 

1 - ces 2a 
2 

se.":'a. cose: = 
l se.7 2a 
2 
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, l·ces2a l·cos2a a a,( 
2 

¡ . a,.( 
2 

¡ 0 ( se."":2:::: 
• .._: .fV 

2 

Si~plif:cando térmmos· 

a ·a 
2 

• • 
2 

ces 2a · r xy>e::2a 5 i 

Apl1car:do !:: Ft = O 

O , rA- a,A c::sasenc 7 "'A sen=c - a,.A senc::::sc - -r ••. ..: :::s:c 

de dor.:e: 

T (a, o ,i senc:::s e - 7 ,,.( cos 2c s-= ... :.-.\ 

sust;t:.;yendo las ident:dades tng:r:::~é:r::as ar:ter::~es· 

: = 
a. 

2 
a. 

se.~2= • r-'Y cos2a 

Las ecuac:ones 5.1 y 5.2 re¡::reser.tan el esfuerzo normal y cortar.:e :¡_;e estar. en 

func:én de dos esfuerzos en planes ;Je:-;:er::::::::.;lares en direc::ón "X" e Y' 

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES. 

Ccn frecuencia el mterés se centra en la determ:nación del máx:mo esfc;erzo y !os 

plar:cs donde se presentan tales esh.:erzos :::1 general se determinan les :!anos d::nce 

se presentan las esfuezos máximos y min:~cs :anta normales como tan;;;enc:ales. lo 

cual se logra igualando con cero las denvadas con respecto al ángL:Io de inclinac:én 

de las ecuaciones 5.1 y 5.2. Asi para local,zar el plano de un esh.:er.:o ne~mal má.x1mo 

o min1mo se denva la ecuac:ón 5.1 respec:o de a y se 1gua/a con cero 

de c:cr.::::e 

cq2:: = 
(o, - a,.)l2 

a part1~ ce esta ecuación se pL:ece encon:rar e os d:re-::::ones perpenci::::.;:ares entre si. 
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para las cuales el esft.;erzo tangenc;al es nulo. Es:as direcciones se llamar. :J~re::tones 

pnn:::;::;ales y los esfuerzos r.crma!es ::r.-es::or.ée:-1 a !os esfuerz:::>s pr.r.c:;::;a!es. 

~a magnt~ud de los es~ue:-z:s ;::-;:--.::;:a:es se c:t1ene susti!uyer.C:; les va!cres de 

las fun::1ones sen 2a y cos 2a correso:r.c,entes en la ecuación 5 1. Si 

.•. 

. 
•ry 

(a,-o,)f2 

de Conde. 

ser::2c: • 

cos2a • 

1 [ ( e, - e r l 1 2 J' • r;, 

sus:1tuyendo en la ecuación 5 1 se t1ene 

a~.: = 
o -o 2 '( • r¡2 t \ 2 • "Y 

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS. 

-

De manera similar al estu::liO real,za::o antes para los esfuerzos normales se 
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proceee con el esfuerzo cortante. Así para encontrar los planos en les que ac:uan les 

esh.:erzos cortantes máximo o mín1mo se cenva la ecuación 5.2 can respec:a a a y se 

iguala ccn cera. Después de efec:·..;aca es:a c;:e~ac:ón se t1ene· 

2 
(a,-a,)/2 

tg ~. ---~~~---

dance a 
... ~· ... 

define el plano donde el esf'..;erz:J c:Jrtar.:e es máx1mo o min1~.o 

r;a::endo la susmuc:én en la ec..;ac:cn 52 ce !as fun:1cr-,es c:s 2c y sen 2c 

determ:nacas en forma análoga a la ce la ~gura 5. 18 resulta: 

r o• 
: o. - a, ~ 

\' 2 ¡··r.,. 

:=s:a ecuac1ón da los esfuerzos :cr.an:es máx1mo y mínimo .. Se o:Jserva que el 

esfuer:::J c::Jrtante máximo difiere :.;n:camente en s:gno del esfuerzo cor.an:e min1mo. 

:;:¡ sentidO defin1do de esfue;.:o :::ortar.:e siempre se puede :::e'"'rr-:11nar ¡:::cr 

sus:1::.;c;ón directa de a en la ecuac:ón 5.2 ( correpcndiente al plar.c ce máx1mo o 

mír.:mo esfuerzo cortante). 

5.8 DEFORMACIONES. 

Cans1dérese un cuerpo elastJco. homogéneo e isótropo, sujeto de :al forma que 

nc :1ene mov1m1ento de cuerpo rígido. Emcnces todo corrimiento de sus puntos sera 

ong:nado por sus deformaciones. Así el punto "p" despues de deformarse el cuerpo 

toma la posición p', gráficamente se !lene: 

y,v 

/ 
~.w 

w 
x.u 

Figura 5.19 
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dor.de u.v y w son las proyec::1ones del desplaza:TIIento'pp' sobre los e;es ::cr:Je~aaos 

S1 se cons1dera un e•·: 1en:: ::l:~eren::a! ce! ::.:e?o :on d1mens1ones ::x.:Jy.::z al 

de:or~arse. sus lor.g1tudes varian y se ce::::=a~ 10s ar.;;t.;los fo=acos ¡:;:Jr sus caras. 

que 1n1cialmente son rectas. 

---
.:.:... .. ·=· .:_:.. 

?or facil1dad cons1derese scla.'":'ler.te t.;r.a cara ce/ cuerpo para c:e:e·'":11r.ar las 

debrrT".a::cnes (estado plano a e ::le:c=a:1cnes;. ñg:.:ra 5.20 

S1 el cuerpo no se deforma. tocos los pu:1::Js se despiazazan. u er. la ::i1rec::ón 

x y v e:-1 la d1recc1ón y: pera c::::7::J el cuer;::c se def:Jrma. en:cnces tes .:L:r.:os se 

des~!azan u ~ du y v • dv res~e-:!~ a ca:a e:-: 

Cuando la vanación es respec:o al E!Je x. er.:::nces: 

du 
¿., . 

.: .....:::dx 
C'X 

y dv = ~v d>. 
C'X 

si la var;ación es respec:o al e1e y e~.:::n:es 

y 

1 ¡ 
! 

' ! a, 
i 

i ! ,_ 

2-:J 
-dv ¿.y . 

"· U· -d . , 
C', 

"· -,. T d,. e 

d 2vd V : -.- } 

"Y 

.. 

f3 ...._ e 
-----. ! V• ~v d, 

'-d 1 "• • u--:- • 
C', -

X 

Figura !;.2~ 
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La deformación linéal un1tana en dirección X. será: 

E , 
X 

C'U ( u • -.- dx ) - u 
C'X cu 

o 

c!x ex 

La deformac1ón lineal un1tana en d1recc:ón Y será: 

E o 
y 

c:'v 
(V•-.-dy)- V 

cv 
ay 

c:'v 
e:' y 

Generalizando a un es¡::ac:o tnc,mens:cr.aJ· 

La deformación angular se der.c:a ccmo y.., e ir.d1ca la dis:orsión ·Ce! cuerpo en 

el plano Z ( formado por los ejes x e y ) 

De la figura 5.20 se !lene 
rr 

yxyoa•8o 2 -{J 

para angulas pequeños la tar.gente cel ar.gu!o es igual al angula en rad:anes. así: 

2v 2v 
( V• -.- dX) -V 

ex C'X a o o 

C'" dx-...,..:::dx 1· :u 
ex ex 

de donde. 
c?v a ' ex 

y 
e:' u Cu 

(u--. dy) ·u c:'v e ev 
o o 

e u 1-~ dy·-- dy 
e y e y 

de donde: 

e e u 
= 

e:' y 

así Se t1ene que: 

c:'v e:' u 
V o . -"/ C'X C:y 

148 



E:-~ general para un cuer;¡o en el esca:ro t:>crmensional se trene le s:;;:.:re~te 

c-w e:..• 
y x: = ex ex 

Yyz : 
e y C:: 

€, 
e:.: 

: 

ex 
i'-v • ¿:.:: 

: •ry ex e y 

2-.· 
€y : 

Cy 
,.. ... • C!.! ."." ex cz 

cw 
€, : 

C: 
cw Cv 

·~·Y' : ·-e y C.: 

A :s:as se!S ex;:¡resrones se les :::n::e ccrr:o rela:rcnes de Co:.::.--:y 

5.9 ECUACIONES DE CONTINUIDAD. 

:Os:as ecuacrones relacronan las def:::rr:1acrones lineales con las a.,gula:es y se 

cbr:e:;:~ :e !as rela::ones de Couchy denvar.:Jo las deformaciones angula:es como se 

lnj1:2. 

.• 
<:Ju <:Jv . r:- ·,: rv 

: 

cxey Cx,.;v: .. 
• . ex· e y 

.. 
<:Ju <:Jw e; 'l .. z 

: 
f:x(:z CxCz ~ ex'C:z 

.. .. ¿.J w e-·!· v: e- t• 
: 

éyé:: CyCz~ éy'éz 

Las cerrvadas parciales terceras de u. v y w se obtienen derivando de las 

rela::ones de Couchy las detorma:rones lineales de tal manera que se obtenga el 
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J 

término deseado, así: 

~e. . ' ¿;E y ¿.Jv e-:.: , = 
i:y' cxcy:. ex:. ¿. x' ¿. 

> 

~e. ¿.J¡¡ ¿.1 E r ¿.J.., , = cz' cxc::. ¿. x' ex:. e::. 
. , 

¿.Jv e- € ' (""E r 
_, 
rw , 

e:· cyc::. i:y- e y· e:. 

Sustituyendo en las pnm~as ex::~es,cr.es a~.:er:ores se oonenen 'as ::cmecas 3 

ecuac¡ones de compat1bilida:: así· 

C: E., 
~. 

Cy .. 

Cl·t 11 ¿.:E , e' o 
= ' i:xi:z Cz:. ex:. 

5.3 a 

Derivando nuevamen:e de las re!a::cnes :e Couchy las deforma:::::~=s a~.;-.:c~a:es 

como se indica en segu1da: .. ,. 

c-:9' e' u (:lv 
= i:z i:yez C .. tr: 

C:y .7 CJv CJw 
~ = . 

C:x i:xi:z i:xi:y 

Cy~ 
= C2u C2w 

i:y C:zi:y i:xi:y 

m~.:!::::l1cando por -1 la pnmera de estas ecua:::::nes y sumandola :on las ct:as dos se 

obt:ene: 
- ~-·rv C"": ,. .. f-.. · xz 2~;.. 

---o . = 
i:z ex i:y i:xi:y 

lSC> 



derivando parcialmente respecto de z :oda la ecuación se obtiene· 

-$...(-¿..._:·rv. (:--;.,z 

cz e= ex 

de las relaciones de Couchy se tiene que: 

C" .• r: 
• -.-·) = 

e-y 

denvanco parcialmente respe-:::> ce ·x" e y· resu!:a: 

2"€, ,:.';..• 
= 

Cx2y Cx:-.. -.,·C= 

sustituyendo se obtiene· 

e ?-: (:-: IZ 
-(~. 

¿.(rv 2C"E: 
---,--.. ) = 

Cz Cx cy r:z cxcy 

en forma s1milar se ot:tJenen las o:;as 2 ecuac:ones:. 

..;:._( - c-:·.,t C"'.' ~z Co.!·rv 22"€, . __,...... ) = r:x r:x e y r:z cycz 

2 ( 2-:,, e- .-11 z ':><r ) = 
22Ey ---cy ex r:y cz cxcz 

5.3.b 

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b const1tuyen las se1s ecuaciones de continuidad o 

compatibilidad que relacionan las de~:>=ac:ones angulares con las deformaciones 

l1neales. 

5.10 RELACION ESFUERZO·DEFORMACION. 

La soluc1ón de los prc!:llemas fís:c:>s de la teoria de elasticidad referente a las 

de7ormaciones que ocurren en un cuer;Jo elástiCO bajo la acción de fuerzas exteriores 

aplicadas a él no será pos:ble m1entras que los esfuerzos y deformaciones no esten 

relacionados por una ley fís1ca (Ley de Hcoke). 
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Para deformaciones pequeñas la forma lineal es la más sencilla· y ~ás rac:c~al 

por lo tanto, se puede pensar que los esfuerzos son función dt.. las defcrmac:cnes. es 

dec:r· 

a, • "' € ,. € f' € r' '{ zz} . ' q' • yr' 

a,. • :, € •' € ."' € r• q' • yz, '{ rz) 

e, "' € ,. € ,.. € ·:Y'' '{ :z) . ' r' ry' 

.. 'Y ,!( € •' € ·"' € r' ·,¡ •.r' / .. ,., , "{ rz) 

r y: "• € ,. € € '( :x) . ' , .. r' •y' . y:' 

tu • :, € •' € ,.. € z• ·; zr' ~ yz' '{ .,) 

por lo :ue se puede esc~b1r 

a, • d 1 ~E 1 -',:€,. ":J E z 
. ":4 '{ 1)' 

. d:s Y yr 
. d:~ :X 

a,. • d~: e z ":: € y ":lE z 
. 8; .. '/ ry . a25 \1 yz 

. a .. ::. . ::r 

en terma matnc1al: 

1 la .. a, a,. Ex a, 

1 a:: 
d:; a, a:.., 

a, a, a 2J da a, a,. e,. 

a z ~ ¡a Jl a, a, a,. a, a,. e, 
5.4 

1 
• ; 1 

·~ ! a"~ a,2 a., a .. a., a,. '/ i 
'Ó..xy] ry 
1 1 1 l r,., i la" a,2 a, a,. a, a,. 'lyz 

!' ZZ1 a., a 6: a., a., a., a•• Yzx 
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en forma reduCida: 

o·,[EJ E' 54 a 

ei=[E¡-:iol 5.5 

Para cuet;)OS elástiCOS 1s6::-:c~s las e-:·~a:1c~es antenores ac~·..;•e:e~. la f:rr0a 

más SJ¡'¡'¡~!e. se puede ded.u:rr a ;:a~~r deJa ley ~e ~:oke aplt:a::a a las :a~ .. 2S -::ás~::as 

somet1éas a tensión o compresicr.. 

En la figura 5.21 se muestra la graf:ca del ccmpor'.amiento del ace~:::. s~ :Jbs~rva 

claramer.te dos zonas bien defin10as. la elas::ca (lineal) y la no elás11:a (:'.o 1::-.:al\ el 

pun:o A marca el punto de propor:1onalidad 

..... 
o 

1 A 

[7 

Es:a gráfica es diferente para los d1stmtos materiales y depende de la 

compos:::ón quim1ca y estru:::ural del ma:enal 

En casi todos los matenales. el alargamiento longitudinal cuando hay solamente 

tensión, es acompañado por deformac1ones transtersales, siendo estas deformaciones 

prooorc1onales y de sent1do contrano al alar;;am1ento, como se muestra en la figura 

5 22 

La deformac1ón transversal en fun:::Jn de la de~orma::ión longitud:nal se puede 
esc:-:b1r como. 

€, = €: = ·JJ €. 

dor.de p es el coeficiente de prc::or::o:-.a!lca:J y se conoce como c::Jeficiente de 

Po1sson. Este coefic1ente es constante ¡::ara cada material, pero diferente para los 

dis::ntos materiales. 
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E, / 2 

~~ 
/~ / ,./ / 

t' ,' 2 ..... 
.-· 1 : 

Ui, ' ' '/ 
1 '/ '-----------· 

( r ! 2 

Además de las cons,cerac:ones nec~as ar.:eno=ente se acm1t1rá la proposic1ón 

de que en un material elást::::J. ncmcgenec e 'sc:~;:o el esfuerzo normal no genera 

dist:::rs:ón angular y el esfuer.::: c:r-.an:e no ;enera alargamiento Sc:re esta base se 

determ1naran las relac:ones e~:~e esf:..;er.:o y cefcrmac,ón. 

Cons1derese un paralele:::i::eco ::e ar.stas 'guaJes a la unicad. s:::7let:co a la 

ac::1cr. ce fuerzas normales c::Jmo se mues::-a en la Rgura 5.23 . 

! 

' 1 CT • 
~--------¡' 

• 

CT 
l ~ 1 

. i 1 ./ ____ ...... _ .. ___ / __________ _ 
CT ·/ 1 ·- ' CT • ' 

T / 

Figura 5.23 

Si se considera que solamen:e ac:ua el esfuerzo a,, es decir a, "' O y a Y =a, =0, 

la c;:7:¡mac:ón lineal un1tana por este es~uer:o es 

Ba¡o la ac:::ón del esfuerzo a,: es dec:r a, "'O y a, = a, = O, la defo~ac:ón en 

la dire-:::icn x será: 
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A-..:.:.-. .... :;lmQ,... .. .= para a % "'~" a = , . .::::..v~ .... ~~ ,_¡ ·•- • z U 1 • e ·= O. :a :::e~:or.11ación en la d1rec:::cn x sera 

€"' • 

de st.::e:-:::)s:::::;. ce :a:..:sas y etec~os la ce~:J~:-na::::-. ::ta! a !o 

!a:-:: :e· e;-: x c:...:a:.:o a:::...:a:. 1=s ::-es es~~e~:s s::-:--:~::anear,er.te es· 

'· ·~ 
. , .. . , ... 

' ' 
c. - c. a, 

E, ;.¡ - ¡.¡ 
::' E -

expres¡Cn que se puede es:r:~1:-· 

::n ~orma s1milar para log~ar la ce~:o~ma::,ór. l1neal unitaria a lo la~;= :e les ejes 

''y" y "z" se ttene respectivamente: 

1 [a - (o,· a,)] El' • IJ }' -
1 

[a,- IJ (a • • o ) l E, • 
E y 

~a :r:c:r::c~alidad e:-::re ::s es~erz:s :a~;;e:1ciales y las distorsic:-:es angulares 

que se aesarrollan en las caras ael paralelepípedo estan dadas por. 

l t.,. Y.,. = 
G 

l 
Yyz • t,, 

G 

l 
• zx = t,. 

G 

done: G es el módulo de e1ast::,aac al cone 



F!;r..1::-a S. 24 

Arreglando en forma ma:nc:al las Se•S ec:..:3::::nes anter:cres. 

' ! : u u o o o; 
- - -

E : u . ., 
~ o o 0 11 a,. i ... ' - - - --

E E -
E y 1 

1 .a 1 

' lJ u o o o : 1 J' 1 
E, ' 

! --
r" E E - ! l oz! 

y ry¡ : 

l 1 't 1 o o o o O r : X)' 
G 1 : 1 l' . ' i 'tJZ 

~::J 1 1 ' .,, 
o o o u o l 1 

G 1 J:,,.J 

o o o o o ..!.1 

Gi 

A es:e arreglo se le cor.cce :::r.,:J :a ec·..;ac:ón generaliz3aa ce H::oke. 

Considerando la relacrón en:re los mécu:os de e!ast;crdad ax1al y al co11e que es;á 

dad3 pcr 

la ecuación generalizada de Hooke se puede escr.b1r: 

E,. ' r a 1 
1 -¡¡ -¡¡ o o o X' 

1 1 
E y -u 1 -:,¡ o o o 1 aY; 
E_ -¡.J -¡¡ 1 o o o ·a 1 

1 J ! z! 

lv:. : 1 1 
E. O o o 2(1-¡.J) o O 1- ' 

1 1 l.xy: 

v;J 
' 1 

¡o o o o 2(1·¡J) o '¡; 1 
. 1 yz 

y z.rj ' o o o o o 2(1-¡J)J '¡; 1 l zz, 



De acuerdo a la ecuac1ón 5.5 la ec~a:ién 5 5 se puede es:~01r ::::-:1c 

' € ' " - ¡< e 

Al c::msH::erar la relac1én 1nve~a se :te~e. 

a, 
G o o € 

X . - :.. -
"y ... 

'" o o o E - . ·' 
a, E ;.¡ - . - o o o E' 

'S " 
t' xy c::.,lcl-2;;¡ o o o 2 ( : . 2 !..') o o 

~y 

. t_.,: o o o o 2C>2u) o 
.v: 

o o o o o 2 ( ¡- 2:.:). 
• u . zz 

que de acuerdo a la ecuación 54 a en ~orma ::~;:a::a se puede escn::r 

.e [E] ef 
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS 

FINITOS. 

6.1 DESCRJPCJON GENERAL Y ALCANCE DEL METODO. 

La fcrmulac:ón del mé:c:::: ae les ele~er.rcs fin1tas cata ce 19~ a::l:ca·:::!a a 

prcblemas de tors1ón en vigas. pero no es s1r.o 1'1asta 1960 c~anco tu'vo su auge. esta 

fue pos:ble sobre todo a los progresos en el campo de la ccmpu:acicr.. ya que como 

en el método de las ngideces. el planteam:en:o cel mé:::do de los e!er:1er.t::s finitos 

condu::e a un sistema de ecuac:ones s:mu::ar.eas. que en general resul:an re!anvar-.~-te 

granees por lo cual para su mane¡o y so!uc:C:n se requ1ere de las comcutadoras. 

Ei método de los elementcs fin1::s se desarrclló ccmo una ex::nsicn .de las 

téc:-~J::?.s de! ana!:sis estructural matnc1al. 

Se puede pensar que el método ce los elementos fin1tos es una generalización 

del mé::co de las ngideces por lo que su enf:qt.;e es mas amplio y se ;::"'ece apl:car 

a cas1 tc::::as las áreas de ingen1eria. 

=:n muchos de los casos de ingenieria se requiere determinar la distribución de 

esfuerzcs y deformaciones en un continuo elástico. Estos casos pueden vanar desde 

prcblemas bidimensionales de esfuerzos de ceformación plana. sólidos en revolución, 

flex1ón de placas y hasta el análisis más general de sólidos tndimensionales. En todos 

los casos. el número de inten:oneXJones entre un elemento fimto cualquiera rodeado 

por fronteras imaginarias y los elementos vec:nos a él es infinito, lo c~al hace una 

estructura continua. La discretización de la es::-..:c:ura se logra siguiendo los siguientes 

1) :::1 sistema o contJm:o se divice en "'n r.L;mero finito de elementos a través 

ce lineas o superfic:es 1mag1nanas. 

2) Se supone c:¡ue los elementos estan conectados entre si mediante nodos 

en puntos discretos s:tuados en sus c:ntomos. 
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3) Se toma un conjunto de tunc1ones que definan de manera un,:a e: :::am:::o 

de desplazamientos dentrO de caca e!emen:o fin1to en tun::ón Je les 

oes;:1azam1entos nada/es oe c:::~o e!e!':'le~:o 

4) Se determina un SIStema ce fuer.:as co~cen:radas en nacos tal que 

eq·..;ilibren Jos esfuerzos y cuatqu,e~ ca~ga repar.:ca. per:71It!er;::::: as: c:~a re!ac:ón 

e:.:~e fuerzas y desplazamientos oe la fo~a P = K O 

s, se supone que de alguna manera se na lc;ra::o defin1r :a re!ac,C;;-; ::e ng,ce-:es 

entre :as :uer:zas y Jos desp1azam1ér.:os ce l:::s r.oc:::s al 1gual que en el me:odo de las 

ng1deces. iniCialmente para cada elemento. con la ccmpatlblliCad y e! e~utl1bno se 

pueoe oe:erm1nar la ecuac1ón fuer:za-<lesolazam,ento del SIStema esrn..:c::..:ral P = K O 

La solución de esta ecuación se puede encontrar en forma Similar que pa~a el método 

d1rec:o de las ng1deces. 

Después de solt..:olonaoa la ecuac1ón 1'-.~er:za-<lesplazamJen:::: cel SiStema 

es:ruc::..:ra! para los desplazamientos noca/es. pueaen calcularse los estuer:::::s mternos 

de cada elemento. 

Aur.que este 'proceso obliga a que ex,s:a equiEbno en los puntos r.odales. en 

ger".erai no nay 1mpos¡cicn del equd,::Jno ato largo o e las fronteras del eleme:-,:o. Jo cual 

SIQnlfJca. por ejemplo. que un analis1S oe! e1emento finito puede determ1nar que los 

esfuerzos en Jos puntes A y 8 figura 6 1 ca::la uno en un elemento diStinto, sean 

diferentes. 

----·-- 5 ----- ... 
P~~=~s A y B e~ !a ~:s~a 
pos~=~=;-; ~e~= as:::::::a=:::s 
a di!e=~~:es e:e~e~:=s 

F:;-..:~a6.1 
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Por otro lado no siempre es fácil asegurar que las funciones de desplazamiento 

escog1dós satisfa~an las cond1C1ones de compatibilidad o continuidad de 

desplazamientos entre elementos adyacentes. Por cons1guiente esta cond1c:ón puede 

no cumplirse en el contomo de los e1er:1en:os. aur.cue es evidente que den:ro de cada 

elemento si se cumplirá a causa de la un1cidad ce los desplazamientos ya que los 

mismos estan representados por func:ones cont1nuas. 

Por lo antenor es ev1den:e que se han 1r.trodu::do una ~ene ce a:rcx1:-na::or.es 

en cuanto a la igualdad de los esfuerzos y la con!lnuicad de los desp:aza:n1entos. Al 

reducir el tamaño de los elemer.tos finitos. la discrepanc1a entre los esñ..:erzos en las 

fronteras de elementos ·adyacentes dJsm1nuíria y el campo de des¡:;1azam1en:os 

convergerá en uno que sea continuo. 

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS. 
,, 

Un campo. de desplazamiento es una función de las coordena:::as que cefinen la ,. 

forma del desplazamiento de un elemento. 

Por ejemplo para un elemento armadura el campo de desplazamientos es lineal 
y es:a dado por. ' 

---::-:------------
p - ~ 2 

'-----.,-----------· 
1 . - ' - \ 
u, u 

Uz 
?cs~ción. final del p~~:~ 

des~lazamien~o en c~a:~ie~ 
~es~=~=~ x, er. la ba==a 
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Para un e!e:-71er.to v1ga: 

1!. 
v1 

y 

' 

des;:a:a~~e~:~ de la v:;a e~ 
=·.;3:=-..::.::- ;::=s:.:=:.:5:-. x 

e, 

--- X 

v = ax 1 
- =x: • :::< .. .....~ 

:.:.=-..::-a 6.3 

tnar.gular. 

y 

3 

ul 

. -·. p / 

• . · . 
l vi / 

1 / 

P~s.:.=ió:-1 ini=ia: 
de u:-. pu:-.:.o 

t.:. = ax • ='! - :: 
V = C...X • ='f .. 

F:g~::a 6.4 

?=s.:.::.:.6r. des~la=a=~ de u~ 
¡:~:::o 

X 



Para un elemento rectangular. 

u• 
v4 • l 

vl 

~ . 

v1 _____ : 

.... = a • ::x -
v = e .. :x .. g'":' .. hxy 

Las ecuacrcnes debajo de las ~g:.;ras ces:~:::en ics posibles desclaz=.~::r.:cs ::1 

elemento en términos de algunos parámetros oesconcc:cos a.b.c.d ..... er:. Las forr:-:as 

más comunes en relacrón a les aampcs de desplazamiento son pcl,nc~'cs. para 

pro::!err:as unrdimensronales y b,c,mens,cnales se teman del tr:ángulo de Pascal. 

a, Grado 

a,x a, y 1 

a,x' a.x:y a, y' 2 

a,x' a,x'y a,x:y' a._ y' 3 

a, 0X • a,,x'y a,,xV a,,xy 3 a,.x • 4 

Si se utilizan todos los térmrnos que es:an arr.::a de cierto nivel, en el cam¡::o de 

ces::lazamientos, se dice que el pollr:crr.ro está :orr.pletc. lo c:.;al es deseable ya que 

así se rncrementa la converger:cra, awr:qwe a1g¡_;r:os element:Js estan basaccs en 

pcllr.omros rncompletos. 

Cabe hacer notar que el campo de desplazamientos son supuestos que pueden 

o no ser la forma exacta del cesplazamrento ce! elemento. 



E! o:Ojetivo de los elementos finitos es deter.-:1:r.ar los coeficientes ce los ::a~:::::s 

de des;::lazam:ento seleccionados. awe m:n:m:zan e! potencial total de la estructura. o 

b:en el error aue introduce la a;::rox:ma:::::n en las ecwa::cnes diferenciales rectoras del 

equilit:::r:o. M:entras mas pequeño sea e: e:er.;en:o f:r.::: se tendra mas o¡:·:rtun:dad de 

m:nim:zar el error por la aprox:mac:ón. 

6.3 FUNCIONES DE FORMA. 

:n :as figuras 6.1 a la 6.5 se han :r::;s::-a:c les ::a~ pos de Ces;:laza:::Je~!:J ;:a:-a 

cuatro elementos y también los mov:m:er.:os ¡:::si:::les ae los nades es aec:r les 

desplazam:en:os noda!es Para que estos aesolazam:en:cs se clasifiquen c:Jmc graccs 

de l:ber.ad deben constituir el min:mo numero de elementos de ces¡:!azam:entos 

necesano para descnb:r completamente la aeforma::ón en cualquier pur.to del elemento. 

Para que esto sea c:erto e! cam;:o de des¡:lazam:ento elegido debe escnbirse en función 

de'los ces 01aza;nientos rodales en ve: de los coefic:entes polinomiales a.:J.:.e::. A los 

cam¡::os de desplazamiento en func:ón ae los aesplazam:entos noaales se les conoce 

como fur::::ones de forma. 

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA. 

Cons:dérese el elemento que se muestra en la figura 6.6 con les grados de 

liber.a: nodales U, y U2 y el cam;:o ce cesplazamientos elegido: 

6.1 

u 

6.ó 

de la figura se observa que s: x=O el desplazamiento debe ser u, y si x=L el 

desplazamiento debe ser u2 . 
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Al a::licar estas dos conoic:or.es. se c::t:er.e. 

u. = aiC) ::¡ 

u, = a:L~ ::> 

denotar.c:J al vec:or de ces:Jiaz~,a;::s r.::ca'es ::::r ·:::".;·.a !a ma::1z de c:efl::entes oor 

''A" y al vec~::::r fcrmaco ;::cr las ::rs:ar::es :::"':"".: ~a· ~'?:.e:-r.cs: 

A' d 

sol~..:c::;.ar.c:: ~ara [ a ] 

as;: 

l l 
u. J ;a 

L r . 

:u: 1 ' • -: 
,b; l o ; . . 

:=xoresando en forma matnc:al el ca~oo de desplazamientos daca en la 

ec~ac:én 1 

u • [l ~ 

en :::~a c::ndensada se puede esc:1t1r c::~o 

sustituyendo la ecuación 3 en la 4. se obtiene 

, - . 
~~, 

6.2 
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6.5 

si llamamos [N] = [P] [Ar' el carr.po ae :Jes¡:¡¡azam,e:1:os se puede escribL:-: 

u= (N] [ o~ J 6.6 

como el camoo de desplazam1er.:::s 'iu€"::: expresado en térm1r.::s ce les 

des¡:¡!azam1entos ncdales. (N] se define e: m: la ma:r.:: :::e las tun:1cnes ::1e ~:rrr.a. Ca:::a 

elemer.to de [N] es una tur.::ión de !::~a cue mu!::ol:ca a un desplazarr.1er.:: r.ocal 

(grado de libertad). Así. 

ha::1enco el producto: 

' 1 
v=;xl·f-L 

l 

: X 
u: .(1·-;) 

J... 

l . :L.' : I> : ~: 
• 1 
1 ', •• 

O ·~ .. ..... 

de conde se puede decir que las tunc1ones de forma para el desplazam1er-.:o nodal u, 

(graco de libertad 1) es: 

. X 
N ' 1-

L 
6.7, 

y para el desplazamiento nodal 2 (grado de lioertad 2) es: 

X N. ' - 6.7.2 • L 

La validez de estas tunc,ones de Jnter;::olac:ón se demuestra sustauyendo los 

valores de x=O y x=L, es decir: 

• 1 
IU.! 

si x = O t l o: ' . ' u ' : t.: ¡ 
: u. 

' 2 . 

u :o 1: ~ L.' : ¡ 
: u2 

l L.' 2 J 
Si X= L 

La gráficas del campo de desplazamientos y de las funciones de Interpolación se 
muestran en la figura 6.7 

165 

C 
.. . , 



/"' 

---u=ax-b 

ul 

X 

N 

N1 = 1 - X/L 

X 

N 

------ N2 = XJL 

1 
X 

Se observa que las funciones ele forma tlene un valor unitano cL:ar:do son 

vaiL:acas en su noca correspondiente y un valor ce cero en cualquier otro naco. 

Cabe ac!arar que la elección del campo de desolazamientos no es arbitraria. Se 

observa que para describir el campo de desplazamientos nodales, deben de poder 

defin1rse de manera ún1ca los coeftcier.tes ce les polincmios a.b,c.etc. Esto requiere que 

,haya tantos coeficientes como grados de l,t:er:acl ;:ara el elemento. Si esto es cierto la 

mat:1z A resultara cuadrada y por lo :ar:to se p!.:ece 1nvert1r para encontrar 

·a ' ' 'A · ' 'D · 
, 1 • : , .Y: 

.Esto se generaliza para cualquier elemento fiMo que se considere. 



6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA. 

C::r1s::Jerese loq grades ce l::e:-:a: :c:-:-es:::r::::ientes a los des;::;lazam:ent:::s 

ncdates v,. e ,.v: y e 2 como se :-:-::ces:~a e:-: la ~;;:.:rae 3 

V= V 1 

V 

G. -
' 

v2 
e;-:- . 

v1 

L=.s c::::-.::::ciones de tr:n:era ::>ara es:e e!emen:o son: 
dv 

para X= L. - =e, y V= 11 •. 
dx • 

X 

para x =O. dv 
ax 

E! campo de desplazam:en:os para este elemento fue planteado c:::mo 

de coree se puede obtener 

v = ax3 
- bx' -ex .o. d 

dv ' e 3ax3 
- 2bx + e 

dx 

e, Y 

6.8 

6.9 

Estas funciones se determ:nan partiendo que el campo cúbico de 

desplazamientos satisfacen las cond:c:ones de frontera. 

Sustituyendo estas cor.d:c:ones de frontera: 

SI X = 0. 
e =e 

' 

v, = d 

x = L v, = aL' + bL' + el + d 
e 2 = 3aL' + 2bl + e 
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E~ forma matnc1al: 

¡V:: o o o 1, d 

e o o l o = 
:v:: ::. J . : . l e:· ¡ .. ... 
1 1 ' ' 

: ; 
' , .. : 2.:. l o d: .e,, : ... -

[ ~ 1 .... ~; = ¡ ~ ~ ~:a¡ 

al solucionar: 

2 l 2 l ·, ' 

a . ' . ' . ' - - - r-; V . 

':J 3 2 3 
1 ' ' 1: ;e,; 

·e· r : L L; 
' ' 
el_ o l o 

l o o 

- L' i : 
¡ ¡ v,: 

o 1 'e · 
1 " o 1 •• ' 

[ a J = [ A J ' [O, J 

Expresar.co en forma ma!~::al el :a~::c ce cesplazam1entcs 

' . ¡a¡ 
lb:, 

X; X 1: 
¡e: 
' ' 
:d: 

[O] = [P] [a] 

sustituyendo el vec:or [a] 

1 2 l 2 1 1 • - -, 1 ' 
L' L" L' L¿ l l V:.: 

' 1' ' 1-2 2 3 1 .e, 1 

v = 'x' X; X 1 i -- 1 
l ' 1 L' L L' L' 1 v2 

1 o 1 o o te, 
1 

! 1 o o o 

:-53 



en for.o:a c::maensaca. 

[D ·¡ = ['" ·~" . 
j .. j l ..... 1 " 1 

!V.' 

, x 3 2.v:: 
--·--·~, ----·."(, 
L ~ L • .. · 

2x 2 3x= ---. ·--.. .. :. . 
e. 

de C::Jr,:e las fur.:::J~es :je L:;.7':a res:..::a.--: 

t:. 
2 X~ 3x.: 

l ~ . . ) . : - -
" 

x' :: x= ... ~ -- . 
" . ; 

N 
2 XJ 3 x' 

~ 

J . ) L:. .1.. 

N 
x' x· 

= 
' L' L 

6.10 

las f¡_;r.::cnes de forma N,. N,. N, y 1\:, c:..,.es;:cr.:::len a los desplazam•er.::::s nocales 

v,. B,. v: y B, respec:1vamente 

A estas funciones de forma ta~:J1er. se les conoce como poilnomios de 

interpolación. pol"inom1os de Herm,te o c:hnc~IOS de Hermitianos. 

En la figura 5.9 se muestran las graf.cas de las tunc1ones de forma y se observa 

que cumplen la prcpiedad de que sean 1gual a la un1dad cuando se valuan en su nodo 

correspondiente y cero en cualqu1er otro. 

5.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR. 

Cons1dérese los desplazam1er.::::s nc·ca~es u,,v,; u2.v2 y u,.v, correspondientes a 

los grados de libertad ·x· y y de les ncacs 1.2 y 3 respectivamente, según se ilustra 

en la figura 5.10 
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y 

e,_, 
v1 

2x' 
L' 

-~.:. -
'-

2 x' Jx: 
.v,"L' ·--¡-;-

y 

. 3 x· • 1 
L· 

1 

1 (X1 .y1) 

J '"'x=-~x-d V'dX ·~ -

. f] 
-2 

X 

- x' 2 x' ·X --N."-.· -r-
.. L.. ... 

f] "1 

6.9 

2 (x2.y2) 

X 

6.:0 



/ .. 

Se. supondra el campo de deso1azam1en:os dado por. 

u= ax - by - : 

v = dx - ey - f 

Las :or:dic1ones de frontera para este caso estan dadas por. 

x=x,. y=y. 

x=x.,. y=y, 

x=x.,. y=y, 

· u=u, & v=v, 

u=u, & v=v, 

u=u, & v=v3 

si se aDiican estas cond1C1cnes a los ca~;::os de desplazamiento· 

u, = ax, - by, - e 

v, = dx, - ey, - f 

u, = a..x., -·by, - e 
v, = dx., - ey, - f 

u, = ax, .,. by, - e 

v, = dx., - ey, - f 

6. 11 

en for:Tla matnc1al y ordenando el vec::::~r desplazamientos. primero en la d1rección x y 

después todos en la d1recc1ón y. 

í u. ~ ix. y. l o o oj ra 1 • ' : 
iU; :x, y, l o o o¡ b 
¡ t; : 

¡ 
l o o 

: l ~ :x, y, 01 e: . = 1 
v. ¡ :o o o x, Y: ll 

d ·¡ lo o o x, y, ;J v,' ll 1 1 

lo o o IVl; x, y, l J ' . 

en terma compacta 

[DN] = [AJ [a] 

solucionando: 



en forma compacta. 

[DN] = [A] [a] 

soluc:cr.anco: 

aj r 
y,-y, y, -y, Y: -y, o o 

b; ' x-x.. x, -x, x, ·x, o o 
1 

) . 
1 e: 1 ¡x,y, -x,y2 x,y, -x,y, X. V. -x. V. o o . . . ... 
' o 

2DET 1 G1 o o o .y, -y, y, -y, 
ej l o o o xJ -x: x, -x, 
.t] o. o o x,y, -x,y2 x,y, -x,y, 

en forma condensada: 

dance 

Escr~brendo en forma matricral los car.1pos de desplazamiento. 

a 

b 

r u 1 
r 

1 o o o] ¡e IX y 
= ' 

.Vl lo o o X y lj ·d 

l;, 
en forma condensada: 

[D] = [?] [a] 

o 
o 
o 

¡ r 1 i u, 1 

' 1 11 u, 1 

1' 1 
1 'u, 1 

y - v_ : 1 v.! 
• ~ ~ \ \ • 1 

x, -x, ¡ ¡ v, 1 

1 ' j X. V.· X. y.: i Vl 
.... • .. • J l 

sust;::.;yendo el vector {a} y consideranco c:mo nueva constante caca término de la 

matnz A' 

. --·· 

/ ·-. 



En forma condensada: 

donde. 

por lo que desarrollando: 

de·sarrollando: 

N • l 

[D] = [P] [A¡-' [DN] 

[N] = [P] [A¡-' 

r ¡; 1 fN. N; N, o o 
' 1 = ! • 
l V J lo o o N, N, 

{ .!
1
:X• b. V• c

1
) 

2 DE:' J.J 

1 

u, 

u, 

:,] u, 

v, 
v, 

v, 

a, = Y2- Yo 
b, = X.- X, 

e, = X.Yo · X.Y2 

a, = Yo. y, 

b2 = X, -X. 
c. = x,y, - x,y. 

a, = y, - Y. 
b,' = X,- X, 

S = x,y2 - x,y, 6.13 

Estas son las tur.:::ones ce ~.::ma para el elemento triangular. En la figura 6.1 1 

se muestra la gráfica de estas h.Jr.:::nes 

' .. 



u3 y,v 

J 

v1 -

u1 

N 

/ 

y 

.? 

L 

!v2 

u2 
X. U 

N2 N 

-----------......:..x 

Fig-.;:-a 6.:: 

N 

y N1 

. ,/ 1 3 

/~ / l · ...... -:·:-: ..... ·~ 
/ '~2 

'. 1 

~/~---------------- X 

i / 
[/ 
1 ' 

1 

NJ 
y 

X 

2 

observése que cada funcíon sausta:e el requ1S1t0 de ser igual a la unidad en su nodo 

correspondiente e igual a cero cuando es valuada en los otros nodos. 

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR. 

Considérese los grados ce ilt:er.a: u,.v,. u,.v2; ~.v,: y u •. v.: correspor.dientes a 

les grad:Js de libertad de los r.;::cos 1.2.3 y 4 respec!Jvamente como se muestra en la 

figura 6.12 



-.., 

y 
4 (x4,y4) 

3 (X3,y3) 

1(x~.y1) 
2 (X2.y2) 

F:;...:::a 6.12 

El campo de desplazamientos está dado por: 

u = a + bx + cy + dxy 
v = e + fx + gy + hxy 

X 

Las condiciones de frontera para este caso están dadas por: 

s·i x;.= xl; y = y, entonces u = ul; 
X = X: i y = y, entonces u = U:; 

X = XJ i y = y, entonces u = . ul; 
X = x,; y = y, entonces u = u, . • 

s' se aplican estas condic1ones ai campo de desplazamientos: 

u, = a + bx, + cy, + dx,y, 
v, = e + fx + gy, + hx,y, 
u, "' a + bx, ... cy, + dx,y, 
v, "' e + fx, + gy, + hx,y, 
u, "' a ... bx, + cy, + dx,y, 
v, "' e + fx, + gy, + hx,y, 
u, "' a + bx, + cy, + dxs, 
v, "' e + fx, + gy, + hxs, 

6.14 

V = v. ,. 

V. = v, 
V = v, 

V = V, 

en tor:-na matnc1al y or:ienan::o el vector desplazamientos primero los de la dirección x 

(desplazamientos u.) y despues todos los de la dirección y (desplazamientos v). 
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u, 

r~ x, Y: x,y, o o o o 
u, X1 y, ,y, o o o o a¡ 

bl 
ul '1 XJ YJ XJYJ o o o o 1 

e; 

u. 1 x. Y. xs. o o o o di ~ 

v, o o o o 1 x. Y: xy, e. 
1 

v, o o o o 1 x, y, x,y, fj 
vl o o o o 1 xl yl XJYJ [!j 
V 4J o o o o 1 x. Y. xs. 

Se observa que aJ solucionar este sistema se tiene que invertir una matriz de 4x4, 

dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerlo 

numéricamente, resultando así: 

fa 1 a, al a. o o o o u, 
a 
b 

b. b, bl b. o o o o u, 
1 

. 
' o o o o e IC. e, el c. ul ' . 

d d, d, dl d. o o o o u. 
~ 

e o o o o a, a, al a. v, 
f o o o O. b, b, bl b. v, 
g o o o o e, e, el c. vl 
h 

lo o o o d, d, dl d. •• • 

der.:: e a,.b,.c, y d, son nuevas cons:ar.:es de [AJ' 

E:1 forr.1a reducida 

(a] = (A]' [ DN J 

Escnbiendo en forma matnc1al los campos de desplazamiento: 

l/6 

,-



. " 

a1 

b 

e 

[u] = [1 X y xy o o o o , d 

xyj vJ [o o o o 1 xy e 
f 

g 
h 

en forma .condensada: 

[D] = [P] [a] 

sustituyendo el vector [a] 

r • 
= fl X 

l~i 10 o 

desarrollando 

y xy 
o 

. . 
IU, 
¡ : 
:v 

' . . 

o 
o o o 
l X y 

~ .. 
¡¡o. , .. ; 
·o o 

fa. aJ ! • 
lb. bJ 

le. C: 

o 1 ,d; d: 
xy_ O o 

.o o 

.o o 
1 

•O o 
' 

¡; .. o ) • •• 
o o N. 

!77 

a, a. o o 
b, b. o o 
e, c. o o 
d, d. o o 
o o al aJ 
o o bl bJ 

o o c. CJ 

o o d, dJ 

u, 

UJ 

u, 
o o o 1 u~ 

N: ul N•J v, 

vl 
v, 

v. 

o o 1 u ll 
o o U; 1 

' o o 1 
u,; 

o o u.l 
v.l a, a. 

b, b. 
·¡ 

v2! 

' e, c. v' )· 
1 

d, d. V .j 



donde 

N, = a, + b,x + c,y + d1xy 
N, = a, + b,x + c,y + d,xy. 
N, = a, .. b,x + c,y + d,xy 
N, = a, + b,x + C.Y + d,xy 6.15 

Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6.13 

se representan los que senan las grilficas de estas funciones . 

.... .. . ... 
•• • 

,, 
2 

Y2 

"' ..: 
X 

N N1 N 
N2 

y y -
~ 

4 i 3 / 3 
/ 

/ 
/ 

/ 

1 
X 

2 1 

N 
- N3 

N 
-:-.N 4 

y . 
~ 

4 
1 

3 
3 

1 2 1 2 
X 

.. 
X 

F :.;-..::-a 6.13 
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA 

En base a los cuatro casos planteados anteriormente, el planteamiento de las 

funciones de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (fin1to) 

considerando lo siguiente: 

. Los campos de desplazamientos definen la toma supuesta del desplazamiento 

del elemento en términos de coefic1entes polinomiales. 

[O) = [P) [a) 6.16 

Los coeficientes del campo polinom1al supuesto están relaciona::s con los 

desplazamientos nodales. al forzar que el campo de desplazamientos sea 1gual 

al desplazamiento deseado en los nodos. 

fONJ = [A) [a] 

Expresando el desplazamiento en cualquier punto del elemento en términos de 

los desplazamientos ncdales. se t1ene 

[O] = [::>J [A) ' [ON) 6.18 

Las funciones de forma resultan 

N = [::>j [AJ . 6.19 

y son el 1nicio deseado pa-a plantear las matnces de rigidez. Estas funciones de 

forma deben poseer la pro;:11edaC fundamental de ser iguales a 1 cuando son 

evaluadas en las cooroena::::as ae su noao asociado y grado de libertad, y cero 

en todos los demas nod:::s y gra:::::s ae libertad .. 

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO. 

Para determinar la ma:r.: ce ng:Oeces hay varios enfoques, entre otros se tiene 

el de la energía potenc1al. les res1cuos ponderados y el método de Galerkin. El 



desarrollo siguiente se hará considerando la energía potencial. 

En este enfoque se plantea que la energía potencial total del sistema esté en un 

valor estacionario, en el caso de equ1L:no estable. este corresponde aJ valor mínimo del 

potencial. 

La energía potencial se puede escnb1r como: 

cp = u ... u. 

donde u es la energía de deformacicin intema y u. es la energía potencial externa {de 

las cargas aplicadas) 

Recuerdese que la energía de deformac1cin 1ntema se puede escribir c:::mo: 

U = .!. J E' O d , 
2 ""~'.: """" 

6.20 

pero: 

a = E E 

sustituyendo: 

6.21 

Considerando que la detorrr:a::ón ur-:t:ar.a se puede conocer a part1r de los 

desplazamientos y que éstos puece:1 ponerse en funcicin de los desplazamientos 

nodales, a través de las func1ones de !crma. la de~rmacicin se puede escribir como: 

[( 1 .. [3; [0:1) 622 

dcnce {ON} son los des;::la;:.a~r-uer.::s r.:::ca!es y [3] se conoce como la matnz de 

despla.zamientcs-<Jeforrr.actón. s~s::~.:yer.:o 6.22 en 6.21. para esto: 

(E]'"' [:,)' [B)' 6.23 

por lo que: 



6.24 

por otro lado la energía potencial extema en términos de las cargas que actuen en 

dirección de Jos grados de libertad se puede escribir como: 

u, = -P, DNI -P, D., + ••• + P. c ... 
u.= -rc.r [PJ 6.25 

sws::::.Jyer.:::o en la energía potencial total: 

apl::an:: el pnn:ip10 estacionano de la energía: 

de :::nde. 

6.26 

es:a expresión es la relación tuerza-desplazamiento del elemento: 

[ P ] = [ K ] [ D, ] 6.27 

del elemento. por lo que la matnz de rigideces resulta: 

6.28 

s,e,.:: [K] la ma:nz de ng•aeces del elemento y depende de la matriz constitutiva [E] 

ce: m,smo y de la matnz desplazamientos-deformación [8]. esta última es función del 

ca~;:;c ce desplazamientos selecc•onado y la relación entre la deformación y el 

des;:¡lazam•ento en cualqu1er pL.Onto del elemento. Como la matriz [E] es simétrica, la 

ma:~:z de ng•deces también será s•métnca. 

18! 



6.4.1 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL 

En la figura 6.14 se muestran Jos grados de libertad y las cargas nodales. 

N 
2 N 

. ' ,.........., 
ul 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó 

como: 

De la teoría de elasticidad: 

por to tanto: 

u ' ¡.v . . . 

e u 
€, = ex 

de a:uer:::o a la ecuación 6 22 se puede escnb•r. 

€. = [B] {ON} 

l32 
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que es la relación desplazamiento-deformación deseada, así: 

B =. [ _ _! _!j 
L L; 

6.30 

La expresión para determinar la matriz de rigideces se determinó como: 

K= ( B' E B d 
"' vol vol 

' 
De la teoría de elasticidad la matriz constitutiva E solo 'tiene un término y es 

precisamente el módulo de elasticidad axial E. Sustituyendo: 

r 
1 

1 
1 ' 

K = f ,- L Ef -l .!] d ..,ji _! l L L vol 

l L J 

i:l voiL;men diferencial para un elemen:o axial puede expresarse como. 

d,., = dA dx 

pa~a un elemento barra de se:::ión ::::nstante y módulo de elasticidad axial constante: 

Jr• 

1-
J
. L 

EA -,_ 
L 

dx 

1 L L 

. r ~ EA 
L 

K 
1- EA EA 
¡ L L 

sus:Jt,;yendo en la ecuación 6 27 se c:::t1ene la ecuación fuerza-desplazamiento: 

r EA EA 
1~>"- --¡: L [ ::] [N; 1 • 1 _ EA 

6.31 
EA 

. [ L L 
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6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA. 

En la figura 6.15 se muestran los grados de liber+..ad considerados. 

y 

X 

1 ) 

1 X 

z 
F~g--.~::a 6 .15 

El campo de desplazamientos en térmrnos de las funciones de terma se planteó 
como. 

v • :N. N. N,, 
l • 

por otro lado, de la teoría de elastrcrdad 

pe re. 

por lo tanto: 

M V a =- __.._ 
I 

E 
o 
E 

y 
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sustituyendo el campo de desplazamientos. 

vJ 
í d = r:. c 2N d 2N dl~·] el 

= y [ dx l. 
2 ) 

E --
dx 2 dx 2 dx· V¡ 

e¡ 

de donde: 

dlt:. 12x 6 N"· . . 
L2 dx" Ll 

d 4N .. 6x 4 N''. = 
dx2 L2 L 

.S 

d 2 N 12x 6 
Nj' = l • ·-- . 

dx 2 Ll Ll 

e= •. 6x 2 ,. .... ••• 
ex= Ll L 

E ' 
12x 6 ---·-L3 . Ll 

6x 4 ---
L' L 

6.32 

por lo tanto 

6.33 

la expresión para valuar la ma::1z ce r.g,deces esta dada por: 

lBS 



K=J B'EBd 
1101 vol 

considerando que el elemento viga es de sección constante, que la matriz constitutiva 

E, solo contiene el módulo de elasticidad axial E y que: 

K= 

f = f t dx r d4 
~J . O • A 

N{ . 

N" 

J. t dx f yl lz 1 E :N; . 
o A Nj ·¡ . 

[N;. J 

la integral de área es función unicamente de y por lo que: 

Jyld4 • I 

rN{'N{' N .• , •.. . •' ~ . . Nó'Nj' N{'Ni' 
1 

:JNi'N{' Ni' Ni' Ni'Nj' Ni'Né' 
]{ = EI fo ¡N"N" 

dx 
Nj 'Ni' Nj'Nj' Nj'N4' 

1 l 1 

IN"N" 1 • • ~ N;'Ni' N¡'Nj' N¡'Né' 
• 

desarrollando la integral. 

l2EI 6 <"T l2EI 6EI ---
1 L' r l L' L' -1 

6EI 4EI 6EI 2EI 1 

i ·--

K ·1 L' L L' L 

l2EI _ 6EI l2EI 6EI ---
1 L' Lz L' L' 

! 6 ... -· 2EI 6EI 12EI --r; L Lz L' -
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Si se observa esta matriz. es la m1sma que la obtenida con el método d1recto de 

las rig1deces. considerando flexión y cortante unicamente. 

6.5 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES PLANAS 

::1 método de los elementos finitos obtuvo sus primeros exitos en su aplicación 

a :::::>!e:-nas ::J1dimens•onales. 

Solamente se estudiará el elemento tnangular, que es el más sencillo, pero el 

pr::e:im1ento es totalmente general. Este m1smo problema se puede analizar utilizando 

e!e:-nent::>s más elaborados. que se introducen en idéntica forma. 

En ambos casos de esfuerzos y deformaciones planas, el campo de 

des:lazamientos v1ene expresado unívocamente en función de los desplazamientos u 

y v e~ las dire:ciones de los e¡es ca:1esianos x e y respectivamente. 

Cuando todas las tuerzas se aplican en el plano que contiene a la estructura, 

di;;a:-nos en el plano x-y y los esfuerzos que se producen son a,. a Y y T.., mientras que 

a. T ,,. T"' T,., y T" son cero. se trata de un problema de esfuerzos planos. 

:On la figura 6.16 se muestra el es:a::o de esfuerzos en un elemento diferencial. 

' . a ,.:.__ . 
• • r,., 

' 

V 

~ 
1 
1 T tT 

:r,., .. . • -o . 
·~. - -o. 

T ,.-~

' • o, 

- - -e._-:-

X 

•• 



Por lo tanto las deformaciones presentes serán E,. E, y y., mientras que E,. y"' y ·r vz 

son nulas. 

Las vigas de gran peralte. los contrafuertes para presas y en general todo 

elemento de sección transversal (d1rección z) pequeña respecto de sus otras 

dimensiones son estructuras para las cuales es aplicable la teoría de esfuerzcs planos. 

' Por otro lado se d1ce que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si 
' la deformación lineal unitaria en la dirección z se conserva igual a cero, pero el esfuerzo 

en la misma dirección es diferente de cero ( E , = O y a, "' O). 

En la figura 6.17 se muestra el estado de esfuerzos para un prcblema de 

deformaciones planas. 

.....---
1 a,. 
" 

En la práct1ca los problemas o e oeformac1ones planas ocurren en estructuras en 

que :a c:mens1ón en la d1reccién z es muc~o mas grande que las otras dos dimensiones 

y :a:7::::1en la sección per;Jendicular al eje z es constante. 

Para analizar este tJ¡::o de estruc~ras se toma una secc1ón transversal 

representativa de espesor unitario para propósitos de analisis. 

Como e¡emplo de es:n.;c~ras a las que se les puede aplicar esta teoría se tienen 
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las presas de gravedad incluyendo su cimentación, tenraplenes, vertedores, etc. 

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA ESFUERZOS 

PLANOS. 

Ccns::::!érese los gra:::!os de Iiber-.a:::! mostrados en la figura 6. 18. 

u3 
y.v 1 ' ' u ¡--, 

v1i ......;)r~V3 
lf--'-::' /1 
X1~ 2 

y1 T v2 

X. U 

:::r :a:-:1po de desplazam1er.::::s en tem·Hr.:s ::!e las funciones de forma se planteó: 

U¡ 

ul 

IU. lt;. N; 1.') o o :,] Ul 
1 1 

' 1 o [V o o N; N: V¡ 

v2 

Vl 

De la te:Jria de elasticidad pa:-a ur. p~:orema oe esfuerzos planos, todos los elementos 

es:án su¡e:os a tres esfuerzos o,. o, y T.,. c:::mo se ind1ca en la figura 6 19 
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. •. 

T-
""¡ 

1 {, a, 

F:.;-..::-a ó. :; 

las deformaciones correspondientes· 

€. 
e-~ 

ex 

€, : Cv 
e y 

i-:.z Cv 
·.¡ .ry • 

r:y i-x 

sustrtuyendo el campo de desplazamrer::::s. 

CN. ~ .... 
€X • ~u, . -.-·u. . 

r:x r:x • 

CN. ~.\'. 
€Y • -.-· v, . -.-·V¡ . 

"Y r:y 

CN. 
vxy : -.-·u. 

r:y • 

:.90 

~Nl 
-.-u . 
r::¡r 

~ ... l 
-.-V; 
r:y 



En forma matricial: 

u 11 
N1x o N2 X o N3x o v, e.¡ 
o N .,y o N,y o N:J 

u, 
E y = 

'v.,.J N y N.x N,y N2 x N:¡}' N3x 
v, 

l ¡ ul 

Vl 

la cual se puede expresar como: 

[ € l = [ B] {DN} 

donde: 

-· ' 

eN, e 1 a, y, -y, j 

N.x = = -. [ -
2

- (a.x·b.y·c.)] = = 
ex c:x :JET • • ' 2DET 2DET 

eN i: 1 a¡ y,-y: 
1\'. X = 2 = -- [ -- ( a.x·b.y· c2 )] = = 

ex e: X 2 :JE:' ' • 2DET 2DET 

... . , al Y: -y, 
1\'lx = 

e ''1 ~ [ -·- (a 1 x·b¡,.v·c3 )] = = 
i:x C'X 2 ~E:" 2DET 2DET 

N,y 
eN, i: 1 b, x 3 -x2 • • -- [ -

2
-- (a.x·b y· c.)] = = 

cy c_v DE:' · · " 2DET 2DET 

1\'¡y 
i:.VJ i: 1 b¡ x, -x, 

= • -. [-
2
-(a.x·b.y·c.)] = = 

i:y cy ~E:- • • • 2DET 2DET 

eN i: 1 b) x 2 -x, 
NJ = 

) 
• i'y[ 2DE:-(a,x·b,y•cJ)] = = 6.36 

i:y 2DET 2DET 

l9: 



Para considerar la matriz con.stitutiva. en la teoría de elasticidad se planteó que 

en forma matncial: 

€·1 
Ey\ ' 

a. 
€ ' -• E 

a. o 
€ : -¡;- • ..::.! 

Y E E 

p 
.!· -¡,¡ ... 

-¡; 

1 

2(1•¡,¡) 

E 

o 
o 

¡f o. 
1 ¡o . y 

" 1 
~ f MY 1 

-lO o 2(l•¡;)j l•..,. 

cons1cerando la relación inversa 

r ::1 , 
[ . ..,.] E 

r 1 ¡; 
,¡; 1 
1 
¡o o 

y como en forma compacta se puede esc:1b1r 

[OJ = [EJ [í] 

por lo tanto la matriz cor.stltlrtlva res~.;!ta. 

,E .. 

[E] 

: o 
der.::: e. 

E 



E .• = E¡: = 
¡¡E 

-· (1-¡¡2) 

EJJ = 
E( 1-¡¡) 

2(1-¡¡2) 

sustituyendo en la expresión para valuar la rigidez: 

K = 

!N.x o 

1 ~ N: Y 

o 
~ . r 
~ N.x 

• : 1 O N,y 

IN,x O 

l o 

K = ( [ B ] ' [ E] [ B ] d vol 

E1 1 E:: 

E21 E22 

o o 

0 [N:X 0 N2 x 0 N3x 0 1 
O 1 O N1y O N1y O N.,yj 

E33.[N,y N1 X N2y N1 x NJ N3 xj 

6.37 

Para este elemento ningún ténnino N,.. N,r ... etc. contiene las vanables x o y. ,. ~ 

Como resultado de ello la integración sobre el área produce sencillamente el área del 

eie~er.:o y solo se efectúa la multiplicación de matrices, resultando: 

K· 

E .. •.
1 

• ~=-: •·=·:~- ·b.~•. •·=·-"'· ·b.~D1 &.E'. 1bJ ·b.E,~ •.~,., -b,Ez,b, •,E,1 tJ, ·b . .;,~ 

.. =-~··D. E.,-. E .. o.'-t:., .. ' e.:;...,· .. t:,e, c. !,A --.E,., b.:;...,-a.E,a, b,E,a, ·a. E.,., 

._ t' .. •. · D. E,:;, b. E,.., ·a. E.,... E. . .;· E.,~ , 
A,E,. .,_ _ -.E, a, e • E., O, . .,_t:., .,_ ¡ • DET 

.. < .. .,·t.E.,!I, c.E,.a,·ILE.,<>, .,E..a,· ... E.,t:, O,E,.a,·-.E,"> E,-.'·E,~ ..,E,A·O,E.,-., 

._ .:.,e, ·e, E, a, e. t:.,..>.._ E., a, a, E. A · o,E.,a, e' !,A· -.E, a, a, E,, a,· a, E,.., E, O,' ·E,.,' 1 

t = esoesor 

a, = Y: - y, 

b, = X,- X, 

a, = y,- y, 

t:, = X, - X, 

193 

a, = y, -Y: 

b,=x,-x, 6.38 



y 
3 (x3.y3) 

2 (x2.y2) 

X 

Figu:-a 6.20 

La numerac1ón de los nodos se realizó en sentido antihorario. El área o el 

deter.n1nante también se puede calcular como: 

:1 X: Y: 

A = DET = ; l ~ Xz Yz 

xl YJ 

La e·:ua::ón fuerza-desplazamier.:o se puede esaribir. 

r P: 1 rx .. K:: 
1 r • 

K.JI .D.! 
' .. .. ·¡ 

l ;:J = /(,' /( .. K23 1 ¡o: l 6.39 .. .. 
/()1 Kl: Kllj [Dlj 

dor.de. 

ÍP-~1 1 • 
P1 = . 1 

!P.yl 
' . ' 
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• 

Ahora puede utilizarse la matriz de rigideces en la misma forma que se utilizó para 

los los elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los 

desplazamientos nodales. 

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS. 

Una ve: conoc:dos tos desptazam1entos nodales de cada elemento 

u . • v, 
IJ2 

íDNj = VI 
l 

u, 

[v '· 
Para e;,contrar tos esfuerzos se sabe que: 

(C7]=(E)[€) 

[ € 1 = B ON 

[ C7 ] = [ E ] [ B ] [ 0:1 ) 

llamar.::: o ¡ s 1 = ¡E 1 ¡ B 1 ma~:1z de esfuerzo. se puede escribir. 

[C7) =[S) [0!1] 

por lo aue 

ÍE:: E~: o 1 .a: o al o a, o 
1 ' 1 

S = 
,,.. 

E~~ o 1 • o b, o bl o b, l-: ~ 
2DE:' 

! 
1 1 o o E,,· :b. a, bl a 2. b 3 a, 

• . . . 

r ... a E .• b. E,, a, Eub, E 11 a3 E12 b 3 ¡-·· . ... .. . 
S= _ 1_ !E .. a. E21 b 1 E2,a2 E22b, ~,a, E33 b, 

2 DET . •· • l E,b, E,, a, E,b2 E, a, E,b,_ E,a,J 
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Para cada elemento se tendrán tres esfuerzos o,. o r y T"" en base a estos se 

puede calcular las direcciones y esfuerzos principales para cada elemento. 

Si se analiza la m:triz de esfuerzos S se observa que ninguno de los términos es 

función de x o y. Esto significa que los esfuerzos o,. o r y T"" son constantes a través· 

del elemento. Estos esfuerzos pueden considerarse como esfuerzos medios del 

elemento. 

6.5.3 EJEMPLO DE APLICACION PARA ESFUERZOS PLANOS. 

Analizar la placa rectan;ular que se muestra en la figura 6.21, usar un elemento 

finito tnangular, desprecie el peso del cuerpo. 

, 2~3C· k9 1 cm 2 

Datos: 

---------------~ 
~-------------------( . 

.-'' ' 1 ---:! . 
!___¡ 
' -----1 .·' 
---1 _, 

!C 

Espesor t = 2.54 cm 

Módulo de elastiCidad E = 2x10° kg/cm 2 

Relación de Po1sson J.l = 0.25 

i 

! 2~ 
' 
1 

' 

Para plantear la ecua::ón fuerza-cesplazamiento de la placa, primero hay que 

idealizarla. En este caso par:::ular la 1Ceahzación se hace considerando los elementos 

finitos. 
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A si 

:.~ 

12.5 

. . 
4 

12.~ 

3 3 

- / 

1 

' 

2 

F~=~=-a 6.22 

2 

• 
/ J .. / • / S 

¡ , '/ 
/ t> :,_/ 

2 1 1 

J 2 J J 

' !' 

d / 

2 
/ 

/ 
f 

h 

2 

./ 

3 
' 

3 4C·163.75 kp 

6 2 
-"' 

BC· 3Z7 .z kp 

' , '. 2 
, ' 

7 8 
~------~~~----~2 ---

9 
4C· 163.75 kp 

2~ c.m 25 cm 

F:=:;::a 6 ':;. 3 

S.:; o:Jserva que tocos :.:s ve:-::: es ::le las tna~gulcs están numerados de 1 a 3 en 

sent1co cor.:rano a la manecillas del reloj. estos números indican el vértice que llega a 

un naco Los números dentro de los clr::u:::s re;::resentan la numeración de los nodos. 

Las cargas en los ncccs se o:::t1enen por áreas tributarias, así: 

P,, = 2530 X 2 54 X 6.25 = 40163.75 kg 

P., = 2530 X 2 54 X 12.50 = 80227.50 kg 

Al 1gual que el método d1recto de las ngideces la ecuación fuerza desplazamiento 

para el SIStema estructural es~ dada por: P' = K' DN' 
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,--
1 

'• -- .. :' 

P, K,,·x;,.-~. ~. x;. •. .oc; •• o o o 0-q 

P, K,. !(,,-~, x;. •. .oc;, x;,, o o o,:., 
P, x;, •. x:,. <,.·<, K...·.oc;.,·K,.·X: .• ·X: .. ·I<;,; lé,,·~. ~-·.oc; •• o . o:.. 
P, o 4,, x;, ,· x;,. K,..· Kzz •. re.,. x;. •. x; •• K,.. e· -
P, o o x;, •. x:,. x:,,- K.,. K...·< .•. "·· K., • o:_.· 
P, o o o ...;,. x;.. K,. c..., 

El vector de cargas y el de_ desplazamientos quedan definidos por: 

[P;) 
: 1 

PyJ u21 
o ' 

1 

v, P;J o 
UJ 

PyJI 40163.751 
VJ 

1 o 1 P;s' u, 1 o : 
P;,¡ 1 O \ v, 

- 1 = ? 
p·,. - \80327. so, u6 

1 1 1 1 : o v6 p;,: l o 1 
1 1 Us 

?;,. o 
1 :.;ol63. 75 

Va 

P;,: 
1 

u. 1 o 
,P;,. v • 

. p·, . , . 

para obtener la matn: ée ng:::e-:es ée cada e:e:-:-:ento triangular es necesario conocer 

l:::s valores de la matnz c:::ns:,::.:::va q~e es:án ::a:::os por la ecuación 6.37. 

E .. • E:: 

: EC 1 ·u l 
2(1·¡;2 ) 

•2.l3x106 

1·(0.25) 2 

• 0.25C2x10
6

) = O.S 3 x 106 
1-(0.25) 2 

= 2x10 6 (1-0.25) = O.Bx10 6 

2[1-(0.25) 2 ] 
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De la ecuación 6.38 se puede evaluar las matrices de rigideces para cada 

elemento. 

R;:cuerdc:>e que la rr.atriz de rigideces es ir.dependier.~e de la posición del 

sistema global por lo que los elementos a,e.c y g tienen las mismas propiedades de 

ri;;1des asim:smo los elementos b,f.d y h. 

Para ca!cular la matnz de rigideces de los elementos d,e,o y g se Consideran 

las coordenadas del elemento ·a·. 

NODO 
1 

X y 

1 0.0 12.5 

2 25.0 25.0 

3 0.0 25.0 

a. = Y2 -y, = o b, = xl-x2 = o 

a. = YJ -y_ = 12 . 5 b: : x, -x3 = o 

dl = Y: . Y: = -! 2 . 5 bl = x2 -x, : 25 

D=-- l 
(~,a a:::, 1 156.25 

2 

sust::uyendo en la ec:.Ja:•on 6 38 

1 2032000 o o -1016000 -2032000 1016000 
' o 5-:1C2CO ·6731CO o 673100 -5410200 ' 1 
1 

1352550 o -1352550 
'<. = 1-101~000 

-673 iCO 673100 
o o 508000 1016000 -508000 

1 673100 -1352550 1016000 3384550 ¡-2032000 -1689100 
l 1016000 -~10200 673100 -508000 -1689100 5918200 
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Los números que se han puesto arriba y a la derecha de la matriz corresponden 

a los grados de libertad (por nodo u y v) de los elementos y nos ayudan a particionar 

la matriz de rigideces en: 

[K::. Kll• K:J• 1 

K' = !K2 :. K22• K2J• • 
lKJ~o Kl2• Kll• 

lo que nos dá las submatrices para suStitUir en la ecuación fuerza-desplazamiento para 

el sistema estructural. 

Para calcular la matriz de rig1deces de los elementos b,d,f y h se cons:deran las 

coordenadas del elemento 'b' 

NODO X 

1 o 
2 25 o 
3 1 25 o 

a. = Y:- y 3 -12 • 5 

": = y 3 -y, 12 • 5 

1 
- ( b.d. 2 . • 

sc:s:1:uyer.co en la ecuac1ón 6 38 

1352550 o -1352550 

o 508000 1016000 

x; -1352550 1016000 3384550 
= 

673100 -508000 -1689100 

o -1016000 -2032000 

-673100 o 673100 

200 

y 

12.5 

12.5 

25.0 

673100 o -673100 

-508000 -1016000 o 
-1689100 -2032000 673100 

5918200 1016000 -5410200 

1016000 2032000 o 
-5410200 o 5410200 



1 
1 
t 
1 

1 

1 

....... 

-4 

particionando se puede escribir: 

[K:lo K:2o Kl3o1 

=- K21o K;,2.., K;.Ju 

lKl:o Kl2o Kllbj 

sustituyendo las submatrices correspondientes en la ecuación fuerza-desplazamiento se 

obtiene: 

hi 
o 

' i C:"SIOO ·1~100 -13525!0 IOI«XXJ - '05:1100 o o o o o o :¡..,1 
' ·IQI!I»Q) o o o o o :, 1 

o 1 :-ISICO ,.,.., 01'3100 """""' 1(18QICXI o 
1' ... ! ' ~-~:~ 'l5255J '1'3100 ""'""' o o •!aeQICX) -:lrlZ>lO IOHXXlO o o o o ,, . 

' tC''SXIC -= o ... .., ·le801Q) o ~~·co -S,.IOZC o o o o ,, 
o ~-~3XI tee;•OO o ·I~CO 

,,.,.,.., -:al'~ .m -~100 !oeQIOO - !CI&QIC:O o o 1' -, 
' ~Ol:Q·oo ·1!;8~ le.5100 o . "'"""' ""'"'""' !S lOO ·!Otec:JXI 1eBQIOO -toe20o0:1 o o 1 :"!1 

""'" o o -= OTJlClO -21"J$100 IGeliltOO 11'S:CO •leeQ\00 o ·lceGIOO -:el= t01COXI : ": 

o ' o IOISXXI ·SollcaJ:l 'eDilllaQ ·'<!leal) ·IGSI!CXl """""' ·18St00 o en:::o ·S.'CZXl 
1 "il 

o o o _...,.,., 18110•00 o ·leeGIOO 01'S100 ·HII:UOO ·13.Sz,s.) ' 1 o o 0;-]TCIJ 'lo4jl 

o ' o o o '.GSO•;K~ -"""""" ·leeiiOO o ·l&elil\00 """""' 10'SX:O -= ; 1 

«)·~ :"5 o o o -= 01'310) -11152550 1015XO """"' 
i"to o o o -lee;IIC:C l ! 

' o o o o o ' 10\::CC •S,.I03Xl 01'l11XI -= -:ee~ .. ::o SQ11521Xl ... ~ 
·'' 

solucionando se obtiene: 

d •• 1 '2 .94859x10~21 

dr~~ -2.3839xlo·3 

d,,¡ '6.08817xl0-2 

1 dyJ' 1 . 7 6 0 9 X 10 -• 
1 

d,, 1 3 .043x10'2 

dy$ 1.318x10'3 

• 
d .. 6.222x10'2 

1 4 .1946xlo-3 d,., 

d.,\ 3 .22126x10'2 

1 5. 216Bxl0' 3 d,,. 
d.,l 6. 376x10 _, 

d,,j· 8 .1336xl0 ·l 

Para determinar las fuerzas que acruán en cada elemento se aplica la ecuación fuerza

desplazamiento: -
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P! Ki1 Kí2 Kí3 DNí 

Pi = Ki, K;i, K:íJ DNí 

que desarrollando se puede escribir: 

Pi = Kí: DN:í 

Pj = Kj,DNj • Kj2 DNí • Kj,DNj 

Por compatibilidad: 

o.:. = o [).' .e = o Dí. = DN.!, 

Dí. = DNí Die = DN; D,' •• = DNj 

Dj. = o Dje = o Dj. = DNí 

o:_f:J = o [).' .d = o [).' .r = DNS 

Díf:J = DN.!, Díd = DNi Di.t = DNó 

Dj~ = DN:í Did = DN~ Dj( = DNj 

D{r; = DNá 

D;Íq = DN¿ 

Djq = DNi, 

[).' •• = DNá 

Dí., = DNí 

Dj,, DN¿ 

Aplicando la ecuación !t:erza-desplazamiento para cada elemento: 

Elemento "a": 

p: [ O ·1016000: Í 2 .94Bx1o·>¡ [ 2422.04 l 
·• = -673100 O ! l-2. 3889x1o· 3 = -19846.95 

Pi. 

P), 

Í135255 
= ¡ o 

O ¡ ' 2 • H 8 xl O 2 ·¡ 

508000; [-2. 3889xl0' 3 

- [39881.141 
- -1211.02] 

= ¡-1352550 
673100 

1 o 16 o o o 1 r 2 • 9 4 8 x1 o_, l = [- 4 2 3 o 3 . 18] 
-508000, [-2 .3889x1o· 3 21057.97 
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Elementos "b", 'e' y "d': 

. :3384550 P,, ' -1689100. í 3.043.r10'2 ; '-2032000 
1 ' -

673100 1 r
1

2.9486x10'2 : :39250.36. 
. 1 = 1 • 

-1689100 5918200. 1.3188.r10'3 . 1016000 -5410200 -2.3839xto·>. • -741.949 

. .2C:!2000 
p -
,, - 673100 

1352550 

o 

1016000 ~ r 3.043.r10''1 [2032000 
' ' -

-5410200• '1.3188.r10'3 , o -. -

o • • 2 ~ 
i.3.04318.r10' 1 

' ' : = 
i41160.56 

508000; :L31888.r10' 3 ! [ 669.99 

. . . . . 

O 1 r 2.9486xt0'2
: ' i -582.14 ~ 

5410200; e -2.3839xt0 ·>¡ : 450.87 

:-2032000 673100 : :3.04316X10'i '139292.92 
' ' . 

l1016000 -5410200j l1.31888X10'3 j l 232.91 

-2032000 P,·, ' 
673100 

1016000 : Í3222.r1 o_,¡ [2032000 
¡, 1 • 

-5410200 :5217X1o·>, o 

y así para los otros elementos se obtiene: 

[P;_..l 
1
P¡) 

Pi_..! 
1 

p-1 ,_,. 
i 

Pj_..: 

p- 1 
~ l,..; 

[ P;_..l 
p- 1 

·YV· 

Pi_.., 
P - 1 lyo;· 

P.í_..! 
P - 1 

lr;J 

-679.14 

-1099.71 i' 

.1 39971.91 
- 1 

1 339.57 

-393000.2• 
' 

760.14 J 

714.32 1 
1 311.18 1 

• ¡ 46378.38,· 
1 -357.16 

1-41092.71· 
l -668.34 j 
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O 1 [3.0431xto·2
; , [1666.21 1 

5410200; ~1.318Bxto·>! : 599.19 j 

P{x:r 

P;yt 

Pí..-tl = 

Pírt 

P)l 
P)y 

= 

1 
-40297.42: 

1 -95.87 

54276.17 1 

435.43 

191.74 

-339.56 

-40007.23 

78.27 

40163.78 

-0.0145 

-156.54 

-78.26 



Comprobación del equilibno. 

Nodo 2 

Nodo 3 

Nodo 5 

i~cco 6 

Noca 8 

[
01: [39881.41~ 
OJ l-1211.02. 

r ' ,-582.144, 

-~450.878 1 
_ r -39300. 20'

1

. 
l 760.14 

[
4 o 16 3 • 15 'j , rl3 9 9 11. 9 9: 

o 339.57 1 . . 
i191.74] • 1 
[-339.56 

o 39250.36 "' 1eo se 166-1.21 -679.1 .¡ -4C297 .12 
• 

·.o. : -741.95 

[80327 .so·. 
1 o ! 

[o] _ ¡ J 9 2 9 2 ¡ 
O, e ~232.91; 

66999 s;9 19 ~ -1099.71 -95.87 

t401CS .63 

l 435.43 : 

_[714.32j 
l-311.18; . . 

·a378.38] 
·357 .16 

• ¡-156.541 
-78.26, 

·1· -40007. 23] 
78.27 . . 

-41093.7 

665.34 



Para determ1nar los esfuerzos en cada elemento, se requiere conocer la matriz 

de esfuerzos [S] que esta dada por la ecuación 6.41 y sustituirla en la ecuación 6.40. 

La matriz de esfuerzos para los elementos a.e.c y g resulta: 

o -42400 85200 o -85200 42400 1 
S ~ o -770400 21200 o -21200 1704001 

-64000 o o 32000 64000 -32000J 

y para los elementos b,d,f y h. 

¡-85200 o 85200 -42400 o 42400 , 

S= -21200 o 21200 -170400 o 170400 

·O -32 000 -64000 32000 64000 o 

Así. sustituyendo para cada elemento en la ecuación 6.40 

~!e;:-¡ent:> "a" 

"· o 
e o 

-..,. -6~ 00 

Elemento "b" 

. -"" 

'·85200 

-2:200 
o 

[ O ] = [ S] [ DN] 

-42400 e~:o: 

·!70.::: 
o o 

o 852:: 

o 2:2:: 
-32000 ·64000 

o -1e:co 
e 2""'""'" - ...... ..,; 

J:ooo 6.-cJ:· 

o 
1 o ' 

42400:: 
2

_
9486

x
10

_,: í25l2.2o; 
170400 , ~ 625 .lO 
-32000j ~-2.3839xJO''I : -23.28\ 

1

' o 1 

. o j 

-4~~~:: o 
·:7:.::JO O 

32000 64000 

42400) 3 _ 043~xJO,. [2435.79: 

l7C400
1 
i l.ll 88 xJO''. •l 14.20 ; 

o ' l-18.38 
l2-9486xJO"' 

1 
' 

[-2.3839x10"'! 

2C5 



en igual forma para los otros elementos: 

Elemento e y d: 

(]' 2592 . 79: 
(]y = 645. 15 

T .ry 42. 20 

Elemento e y f: 

a, 
12517. 92

1 

(]y = 34.64 

T..,. -21. 39 

Elemento g y h: 

¡ :· 2543. 521 

' -9. 80 
1 y ' [T .ry • -22 49 J 

6.6 DEFORMACIONES PLANAS. 

a, 
(]y 

T..,. 

r (]. 
~a, 

lT >Y. 

2579. 98' 
18. 67 
52, 42 

12538. 421 
= -10. 69 
. 6. 04 

12520.141 
' -2. 46 1 

-4. 93 j 

Para determ1nar la matnz de ng,ceées de un elemento triangular para 

deforr:-:aciones P!anas se sigue el m1smc procedimiento que para un elemento triangular 

p_ara esfuerz:Js planos. enc:Jntranco qL:e las funciones de forma. la matriz 

desplazam,emo-deformac1on [S] son las m1s:nas. unicamente la matriz constitutiva es 

diferente. En este caso el esfuerzo normal a 
1 

no es nulo, debiendo de añadirse a las 

otras tres componentes de esfuerzo. S.n err.t::argo la deformación € 
1 

si es nula, por lo 

tanto: 
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a, a a, 
e, = -¡.¡ .::..z -¡.¡-

E E E 

(]" -~ a, 
e, = -¡.¡- -¡J-

E E E 

t: 

y"" = 2(1•¡.¡.)~ 
E 

pe':J 

o a, . ~ a, 
e. = = -¡.¡- IJ E • 

E E 

de~ ........ ...;.::· - .... ,... ..... _ 
a, = ¡.¡as • ¡.¡a, 

su_smuyendo en las deformaciones lineales E , y E,. 

a, a IJ 
e" = - ¡J .::..z -- (¡JO • ¡JO ) 

E E E " y 

a, a, 2 a, a 
e" = -¡.¡- -¡J - •J.l2..:J 

E E E E 

"· = 
a, 

(! -¡.·'¡ -~ ( l•J.l 2
) 

E E 

a, o. 1.1 e, = -¡.¡- ·- - E(¡JCJI•J.lOy) 
E E 

a, o, . . o • a 
E = . ., - ·- -¡.¡· -· -¡.¡•..:J 

T E E E E 

a, 2 a 
(l·JJ2

) e, = --(l•J,J) • ..J. 
E E 

Arreglando en forma ma:r.c•al las ecuaciones correspondientes a las 

aeformac•ones lineales E,. E, y a la de!ormación angular T.,., se tiene: 
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.. ) 

Considerando la relación inversa. 

en forma compacta: 

= E(l-¡J) 
. (1·¡.¡)(1-2¡.¡) 

r 
! 1 

( 1-¡.¡) 

o 

[a] = [E] [€] 

_1!_ 
1-¡.¡ 

1 

o 

por lo que la matriz constitutiva se puede escnb1r. 

fE:: E:l o 1 1 

[E] ' ¡E .. El, o 1 .. 
! o o <' 1 

' 
-J)J 

donde . 

E .. ' E:l ' 
E(1·¡¡) 

(l·¡¡)(l-2¡¡) 

E:: E;~ 
E u 

' ' (1·¡¡¡¡1-2¡.¡) 

EJJ ' 
Etl·ul 
2(1·¡¡¡) 

o 

o 

1 -2¡¡ 
2(1-¡.¡) 

por lo que la ecuación 6.31 sigue si ene o vál1da para valuar la matriz de rigideces de un 

elemento triangular para deformac:ones planas. 

Las ecuac1ones 6.40 y 6 41 ¡::or cons1gu1ente son válidas para este tipo de 

elementos y la solución de la ecuación 6 41 ca como resultado los esfuerzos G,, aY T ¡y· 

El esfuerzo a, se determ1na en func:ón de los esfuerzos a, y ay por medio de la 

expres1ón: 
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6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION. 

Existen estructuras cuya geometría queda definida mediante un cuerpo de 

revolución, exist1endo entonces aximetria. Los problemas matemáticos que se presentan 

son muy s1milares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que el problema se 

trara en forma bidimensional. Por Simetría el estado de deformaciones y por 

c:Jns:¡;:.Jlente el o e esfuerzos esta defin1do completamente por las Cllos componentes de 

cies:::>:azam1ent:JS. En la figt.:ra 6.23 se re;:¡resenta una de tales secciones. 

z 
z (v) ·"' 

~ 

~; r (u) 

~ ·. . . , r 
.. ......--:--< \ ', ' 
• L· ....-. _g¡~~c:::=----

-~ ........- ....___ 

[· 

s, r y z representan resoec:•va~e~te las coordenadas radial y axial de un punto 

respec::vamente y u y v los desplaza~•ent:Js correspondientes, es fácil ver que si se 

t.:t1i1Za un elemento rectangular las ecuac1ones de desplazamiento planteadas en las 

ecuac1ones 6.5 pueden usarse para este problema, por. consiguiente las funciones de 

forma expresadas por las ecuac•ones 6 15 también son válidas, unicamente se hará el· 

camb10 de r por x y y por z. 

Tamb•én se puede utilizar un elemen:o tnangular, en este caso se pueden usar 

las m1s~as tunc1ones de oesolazam1ento utJiizadas para esfuerzos y deformaciones 

planas S1n embargo en este traba¡o se planteará como ya se mencionó para un 

e!emento rectangular. 
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6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO RECTANGULAR PARA UN 

PROBLEMA AXISIMETRICO. 

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.24. 

vJ 

Z,'{ J 

.. 
2 

v:z 
v• ,, 

.. , ...: 

r.u 

El campo de desplazamientos en térm•nos de las funciones de forma se planteó 

así: 

. , 
11 r.:.' 

iN.., ·''J 
' 

lu;! 
ul 

o o o 
• l 1 

o; u,. 
1 1 

o o o o ...... ...... ..... ) N,'·:v. 
J • 

V: 

v, 

v. 

De la teoría de e!astc:dad para un soh:::o ax•simétrico el es:a:lo de esfuerzos 

queda definido por: 

:z:a 



z 

F::;~::a 6. 25 

?or lo que las deformaciones a cons1derar en un sólido de revolución serán €,. 

E: E • y :.-:: . así el vector de def::Jrma:ión queda definido por: 

. 
' €: ' 

. €, 
€ 

e, 

. r:. 

sus:1tuyend::J el campo de desplaza~•entos 

é'N 
'• r: , -.-·u . 

C' z . 

é'N. 
€ • -·u 

r C:- : 

CN~ . -u . cz 2 

N 
-· ¡; :- . 

Cl\', 
-·u 
~: J 

é'S . 
. -·u 

Cr J 

, ... 
-·u. r . 

a.~ -.-u, 
C'Z 

2 ,, -. 

é'u 

1 
C:-
é'v 
i·: 1 

1 

u 1 

. r . 1 

cu • cv¡ 
C= C:-; 

é'N, 
-.-ul e:: 

N 
J u -;;:) 

é'N. 
-·V • cr 1 

é'Nl é'N, 
-.-vl • --v. e: é'r • 



en forma matncial: 

fU: 
1 V. 

rE r 1 ¡¿r o N2r o N u o Nu 0 l u2 

1 e, N:z o N" o Nlz o 
N._, IV¡ 

j e.l = 
INu o N,. o N)B o N,. 0 U 1 

' l '~· r:] 1 

Nu) ! v1 [Na N:r N;,, Nlr N,. Nlr N._ 

u, 

v, 

esta ecuación se puede expresar en forma compacta como: 

[ f l = [ 8] [ ON] ,. .<' 

donde·. 

cs. 
N:r • = b. ·d.z 

' C:-
... c .•. 

.V;,: = = b;. d¡ z 
i:: 

Nlr • 
c.vl 

• b 3 •d3 z 
i:: 

. ~· 
,\•4 r • 

c .• 
• b, ·d,z 

C:-

eN. 
N,, • • e, ·d:.r 

cz 

N;,z • 
i:N, 

= e= ·d2 r 
i:: 

N¡, • 
i: :V¡ 

= e3 • d¡r 
C: 

Nu 
eN, 

• e, ·d,r cz 

• 



Para definir la matriz constitutiva se aplica cada una de las componentes del 

~ector deformación en términos de los esfuerzos que la generan, así: 

or o, o. 
er = - IJ- - ¡.¡-

E E E 

Clr o, o. 
e, = -¡.¡- . - ¡.¡-

E E E 

e, = 
o. o, o. 

-¡.¡- ¡.¡-
E E E 

= 
't .""Z' 

= 
2(1•¡¡) 

t:rz Yrr G E 

en forma matricial: 

Í E r 1 ~ 1 -¡.¡ -¡.¡ o or 

1 E z: ' o, ! -¡¡ 1 -¡.¡ o 1 
1 e.! "[-~ -¡.¡ o o E o. 

[v rzJ o o 2(1·¡¡) t: rz 

c=r-:s:ce:-ar:c.: la relación 1nversa 

l IJ _}!_ o 
' 

l -¡¡ 1-¡¡ 
E ; CJ r ~ , 

¡~ _}!_ r 
1 o o, E!l·IJl . ¡ 1 -¡.¡ 1 -¡¡ e, 

= 
1 o. (l•IJ)(l ·21J) . IJ IJ 1 o ¡e• • 1 

, __ 
1 t: r.' 1 ·u 1 -)J 

[V rz. . . (1-21J) o o o 
2(1-¡¡) 

En forma reducida 

[ o 1 = [ E 1 

por lo tanto la matnz consll!ut1va resulta 



rE:: E:l E;¡ o 
E •. E;2 E;¡ o 

E ' E¡; E1; E~J o 
' o o o Eu! . 

donde: 

E .. ' E:l ' C" E ( l ·u) 
-¡¡ 

(l·u)(l·2u) 

.E:2 ' E;¡ E;, 
Eu 

' (l·u)(l·2u) 

sustituyendo la matriz desplazamtento-<leformación y la matriz constitutiva en la ecuación 

6.28 se puede evaluar la matriz de ngtdeces. Recordando que la integral de volumen 

ha de extenderse a todo el anillo de matenal. se tiene: 

K•' 2:: Js'E B r drdz 

Sc;st::uyer.do se obtendría: 

N., o N., N,_ 

o N" o N, 

N2f o N,_ N,; ~ E., E., o N,, o -., 
o N,_ o N" E,. E:;¡ E::, o o N., 

K' : 2rr! 
N,, o N, N,, ¡:; ~ .;. o N., o ..,. .., 

:0 N,, o N, o o o E_ ~N,I N, 

iN., o N,.. N.) 
·O N., o N., 

N, o N,, o 
O Nu O N,, 

N,. o N, o 
N,; N, N,. N,, 

N., 
o 

N., 

N., 

o 

N4r· 
, dtriz 

01 
N.,~ 

Como puede observarse las matnces desplazamiento-deformación [B] dependen 

de las c:::ordenadas r y z por lo que la tnt~ral no puede realizarse tan sencillamente 

como en el caso de esfuerzos y defor.":'1actones planas. Hay dos alternativas para 

realizar esta integral. la ¡::nrr.era es una integración numérica, la segunda una 

mul::plicación explicita y una ir.:egractón térmtno a término. 
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El procedimiento aproximado más sencillo es valuar la matriz desplazamrento

deformación [B] en el centro de gravedad de cada elemento, así: 

K"= 2:": B'E B r .O. 

siendo te. el área del elemento. 

Esta aproximación se basa en la demostración de que si la integración m:méri::a 

es de un órden tal que permrta determinar exactamente el volumen del elemento, 

entonces la solución converge hacia la solución exacta cuando se aumenta 

indefinidamente el número de elementos. 

Se puede seguir un procedimiento de integración más elaborado calculando el 

valor del integrando en varios puntos del elemento, para el elemento rectangular con 4 

pun:os (dos en cada dirección) se .obtiene buena aproximación. figura 6.26. 

• 

Punto¡ 

do 

En general los puntos de integracrón se eligen considerando que el número de 

puntos de rntegración por tres deberá ser mayor que el grado de libertad (número de 

nodos por 2). menos los grados de libertad restnngidos, esto es para que la matriz K 

sea no srngular. 

Aplicando la cuadratura oe Gauss la matnz de rigrdeces se obtiene con: 
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donde n son los puntos de integración elegidos en cada dirección y W, w, son los 

coeficientes de peso de la fórmula de la cuadratura de Gauss. 

Para obtener las coordenadas de los puntos de integración, así como a los 

coeficientes de peso de las fórmulas de cuadratura de Gauss se utiliza la tabla 8.1 pag. 

228 del libro "El método de los elementos finitos· de O. C. Zienkiewicz. 

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRICO. 

En este tipo de elementos el esfuerzo varia con respecto a las coordenadas por 

lo que es conveniente valuar dicho esfuerzo en el centroide del elemento y el 

procedimiento a seguir es el mismo que en esfuerzos y deformaciones planas, solo 

habrá que incluir los desplazamientos nodales correspondientes a los grados de libertad 

u. y v.. De la ecuación 6.40 

[ a ] = [ S ] [ DN ] 

Una vez valuada la matriz desplazamiento-deformación [B] en el centroide del 

elemento se hace el producto con la matriz constitutiva para obtener la matriz esfuerzo. 

[S]= [E] [B] 
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ANALISIS DINAMICO 

Definición 

Se denomina análisis dinámico al procedimiento que permite calcular la res

puesta de una estructura, en función del tiempo, ante la acción de una car

ga que es tambi'n variable con el· tiempo. La respuesta que con mayor fre-

cuencia se calcula es el desplazamiento, ya que si se conoce la posición de 

los puntos de la estructura en cada instante, es posible tambi'n conocer 

los elementos mecánicos internos en cada instante. 

Se ilustra en seguida la definición anterior para el caso sencillo de una -

estructura de un sólo grado de libertad: 

-.,¡ ¡.- ~(t)1 

F < t) 

Cano o.. da .¿a f_W1c.i..án F ( ~) 

detewU.n.GA ~ ( t) 

Se observa que la diferencia de un análisis dinámico con un análisis estático 

estriba en que el primero incluye el efecto del tiempo en tanto que el segun

do, no. Aparte de esto, los dos procedimientos de análisis se rigen por los

mismos principios; las relaciones entre fuerzas internas y desplazamientos -

son idénticas. 

Las acciones exteriores variables con el tiempo y que requieren análisis diná

micos son por ejemplo el sismo, el viento y la carga de los vehículos sobre 

los puentes. Otras acciones tienen una variación muy lenta con el tiempo y -

por ello se caracterizan como cargas estáticas, por ejemplo las cargas vivas

sobre los edificios. 
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Grado de libertad 

S.e denomina grado de libertad al número mínimo de coordenadas que deben· cono
~ 

cerse para definir la .posición de un sistema en un instante dado. Un marco --

' ' 

1 

' ' ' ' 

------

.o., 
. !'---'! 

' / 

' ' ' ' 

[.-J.t.WUILW d.e Wl f#AC.d.o d.e 

-U..!Je-7.-tac!. 

.o., 

1 

' 

' ' ' 
' 

' 
' 1 

~ -------

------

! ,:'¡ 
-,: r 

/ At 

- --¡ 
' -1 lo 

/~""":" 
' Wl 

' 

t.-Júuctwta-1 de do.-J fr.ad0-1 

d. e .Ub vz..tad 

w 

k. k,+k1 

7'én.@¡o: ílep'le.-Jen.tauón de 

wta e.-J.t.wctu.ta de wt fr.adO 

de ubvz.tad. 

de un solo piso es una estructura de un solo 

grado de libertad, porque basta conocer el 

desplazamiento en la parte superior de las 

columnas para definir la deformaaa del sis--

tema. En cambio, un marco de dos pisos es--

una estructura de dos grados de libertad, por 

que la deformada queda definida cuando cono--

cemos t:;., y t.. , los desplazamientos re_lati--

vos de cada entrepiso. 

Un marco con un solo piso, pero con el cabe--

zal a dos aguas es una estructura de dos - -

grados de libertad porque la deformada queda 

definida al conocer b., y A,, los desplazamien-

tos en el tope de cada columna que no son - -

iguales por la acción de ''tijereteo" de la -

cumbrera. 

Por comodidad, el comportamiento de una es--

tructura de un grado de libertad puede asimi 

larse al de un péndulo, constituído por una -

masa sobre un vástago. La masa es 1f donde -

w es el peso concentrado en el piso y lél rigi

dez del vástago es k, igual a la suma de las 

rigiaeces de las columnas del entrepiso. 
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

Notación 

Consideremos un péndulo oscilando en torno a su posición inicial de equilibrio. 

El sistema es de un solo grado de libertad porque su posición queda definida -

~ (t) = De.-,plaJanU.efU:o 
~ ( tl = Veloc.i.dac! 

g (') = Ace..lvz.ación 

si se conoce en cada instante el desplazamie~ 

to "f. En cada instante la velocidad de la

masa será la primera derivada de ~ respecto al 

tiempo ~ según la notación de Leibnitz o -• dt 

; ( t) según 1 a notación de Newton; de i gua 1 

modo la aceleración será la segunda derivada

de y respecto al tiempo: ~:~ • ~ (t} 

En lo sucesivo emplearemos la notación de --

Newton. 

Ecuación General del Equilibrio dinámico 

D'Alembert, a fines del siglo XVIII estableció la ecuación general del equi--

librio dinámico que nos dice qúe una masa en movimiento en un instante cual--

quiera se encuentra en equilibrio bajo la acción de cuatro fuerzas: 

1 t-
R t-

K+---
-F 

I+~+K: F 

F = fuerza exterior, causante del movimiento 

1 = fuerza de inercia, que se opone al movi-

miento 

R = fuerza de amortiguamiento, debida a - -

fricción 

K = fuerza de restitución elástica, por la -

que el cuerpo trata de recuperar su posi 

ción original 
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Planteada de esta manera la ecuación del equilibrio dinámico parece ser muy -

sencilla, pero en realidad es complicada porque las cuatro fuerzas involucra-

das son funciones del tiempo y aplicadas a un caso particular conducen a una-

ecuación diferencial en la que debe despejarse la función del desplazamiento: 

~ ( t). 

Aplicada a sistemas de un grado de libertad en que se introducen algunas hipQ 

tesis simplicatorias, la ecuación general de equilibrio dinámico conduce a --

una ecuación aiferencial matemáticamente soluble. En seguida, se presentan -

algunos casos particulares .de análisis dinámico de estos sistemas: 

a) Oscilación libre no amortiguada 

~. 

11--11 

·-~"'"''·-+': :· ,- ........ ~. 
: 'r' 

Se supone en este caso que el sistema oscila 

libremente después de recibir un impulso- -
.. 

' 1 
' 1 (fuerza de corta duración) que le produce un·· 
: 1 
1 1 

' ' '1 
~ OHU.ac,¡eN 
~ Ll.lltl 

. FCtl:O 

R C t) • o 

desplazamiento inicial "<:~. • y una velocidad

inicial "~. '. La fuerza exterior y el amor-

tiguamiento son nulos . 

La ecuación del equilibrio dinámico se reduce 

entonces a: 

I + K = o 

Pero por la segunda ley de Newton, 1_ :~erza de inercia es igual a la masa por 

la aceleración: l• ... ; Ct). Si por otro lado se supone que el sistema es 

elástico lineal la fuerza de restitución elástica puede expresarse como -

K • k' (t) donde k. es la rigidez que puede obtenerse como 

k = :. [ ~::] 

donde F' es una fuerza estática 

~. es el desplazamiento producido por F 
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En consecuencia, la ecuación del equilibrio dinámico queda: 

Dividiendo por m y llamando~= w• 
m 

Ecuación diferencial clásica cuya solución es: 

~. 
::tlt)= Yo coswl: +- H•wt 

"' 
Solución que puede tamb¡.[,¡ escribirse: 

y ( t) 

Donde A= amp 1 itud = ~ ':!!. + ( ~ r 
~ 

1; = fase = ""' t. .• ..!!!.. 
~. 

Cuya representación gráfica es: 

-----.!..-,_"' - - - - - -""' --~---...... - -- -

Móv.U 'l.ea{ 
en. m o v -U7U. en.to 
ar,p¡óru..co .>Ji.m¡Ue 

Mó V¡_¿ /.i..ct-LUQ 
en. m o v i..mi.. en.to 
ci..'l.cu~ un.i../.o=e 

1· 

= Máximo desplazamiento del móvil 

' 

VHl: fl <os (wt • ; ) 

- -- S ~,~·~~·e:• > ·-

__ __J _______ _ 

Se observa que la posición del móvil real puede definirse en cada instante -

si se le correlaciona con la de un móvil ficticio en movimiento circular uni-

forme. 

Se llama periodo _T, al tiempo que tarda el móvil en dar una oscilación comple

ta. Sus unidades son~~~) 

Se llama frecuencia, n, al número de oscilaciones completas que da el móvil -

en la unidad de tiempo: 1 
n =-

T 

Unidades: <óclos/H' = Huh 



w es la frecuencia angular natural; de la gráfica se deduce 

Sus un1 dades son 1 .. , 
T - a...-..., 

o 
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El período T y la frecuencia w reciben el calificativo de "propios" porque --

no dependen más que de características propias de la estructura: su rig1dez -

K y su masa m. Estas características son muy importantes porque definen la -

respuesta de una estructura ante una acción ainámica. 

b) Oscilación forzada no amortiguada 

. -, 
' ' . ; -+ F( t) 

R•O 

Se supone en este caso, que el móvil sin -

amortiguamiento se mueve oajo la acción de 

una fuerza exterior variable con el tiempo, 

F < t) 

Introduciendo las mismas hipótesis expre~a-

das anteriormente, la ecuación del equilibrio dinámico queda: 

Para resolver esta ecuación es necesario conocer la función F(r) 

Suponiendo que la fuerza exterior es una fuerza cíclica de variación armóni-

ca, de la forma 

F (~) 

f(t) ~ F su opt 

Donde 

f = frecuencia angular de la 
1• 

fuerza 

F = Valor máximo que puede ad-

quirir la fuerza 

T, = Período de la fuerza 



En consecuencia, 

Dividiendo entre 

Ecuación diferencial clásica cuya soi~c;ón es: 

<D 

.. . -
~ 
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El término ·j) representa el efecto de la oscilación propia y(f) el de la fuerza. 

En los casos de interés práctico el efecto de la fuerza es mucho mayor que el 

de la oscilación propia, por lo que en forma aproximada se puede escribir 

como 

pero 

" k "'"" =-., 
•tt) = .L 

k 

F 
k 

..... -

= desplazamiento causado por una fuerza estática-

de valor F 

~ lt) e 'J.,. .. , 

La función sen vt puede tener como valor máximo = por lo que, 

A 1 término 
1 - (;¡• se le llama factor de amplificación 

dinámica.: (FA), representa la relación entre el desplazamiento máximo causa-

do por una fuerza dinámica de variación armónica y una fuerza estática: 
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rA:: '='·~~~. (J,~/ 
':l .:., ¡...: 

FA • --'---

' - 1 ~r 

Es interesante observar en una gráfica cómo varía el factor de amplificación-

en función de la relación 
... 

V 
1 

I~AI 
w 

3 o 

1/2 l. 3 3 

oC> 

la 

2 o.JJ 

o o. 5 1.0 l. 5 2.0 

Se observa que si "''~ el factor de amplific~ción es .<>,y la deformación -

tiende al infinito. A este caso se le llama resonancia. 

El concepto de resonancia tiene una gran trascendencia en Ingeniería Sísmica.

Cuando el período del suelo coincide con el período predominante de la excita-

ción sísmica al nivel de roca basal, las aceleraciones a nivel de terreno na--

tural se amplifica" considerablemente; por otro lado si el período de un edifi 

cio coincide con el período del suelo en que se asienta, aumenta el riesgo de-

daños. 
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e) Oscilación libre amortiguada 

Se supone,como en el primer caso, que el .-
~ ,. ~ ... "" .... --.......' ' o . 

~· ~'Jo 

: 1 
móvil oscila libremente después de recibir. 

j¿Y_};···· .. ····· 
R CtU o 

un impulso que le produce un desplazamiento 

~. y una velocidad ~. iniciales; pero ahora 
F : o 

se introduce el efecto del amortiguamiento 

La ecuación·del equilibrio dinámico queda: 

m~(t) + R (t) • k~(t): o 

Para resolver esta ecuación es preciso conocer la función R <•J. Con fines de 

ingeniería se estudian diferentes tipos de amortiguamiento, pero en Ingenie-

ría Sísmica interesa particularmente el llamado amortiguamiento viscoso en -

el que la fuerza de amortiguamiento en cada instante es proporcional a la ve-

locidad del móvil en ese instante (Rlll~~;(•l) ya que estudios experime~ 

tales realizados en modelos físicos y en edificios reales han permitido demo~ 

trar que el amortiguamiento de las construcciones comunes es aproximadamente-

viscoso. 

Por lo que puede escribirse 

m~(t) ~ ~~(t) + <j(t)• o 

Donde@ es un coeficiente de proporcionalidad entre fuerza y velocidad, cuyas 

unidades son Ton ~ , .. 
Dividiendo entre m ,recordando que ~ = ~= 

··~<o~ 2.fSc•J + "''lS<t> 

Donde: 

y haciendo .!!.... = ~ f, se ti ene: , 
e o 

(1 e:=- = Factor cíe amortiguamiento. 
2"1 
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La anterior es una ecuación diferencial clásica cuya solución es: 

donde 

e = base de los logaritmos Neperianos 

A • = amp 1 i tud amortigua da = 

~· = fase amortiguada = ~~l'-• 

u:!= frecuencia angular amortiguada =V w'- E.' 

se· denomina "porcentaje de amortiguamiento" a la relación 

'V., :..i.. 100 1 v ~..f.. 
. "' "' 

por lo que 

Cuando E="'• V=l, se tiene el caso de amortiguamiento crítico y después de -

recibir el impulso el móvil regresa a su posición de equilibrio lentamente, 

sin oscilar: 

Los amortiguamientos de las· estructuras se expresan en función de~. porcenta

je del amortiguamiento crítico. En forma experimental, se ha demostrado que -

los edificios comunes tienen porcentajes de amortiguamiento muy pequeños 

(del 2 al 7%) (valor medio: 5%) por lo que 
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Introduciendo esta igualdad en las expresiones anteriores y substituyendo 

se tiene: 
·JJwtA' ( •) 

~e<l =e cos "-'ic- ~ 

donde 

Gráficamente, la función toma esta forma: 

Ht) 

-' 

Comparando esta gráfica con la del primer caso, se observa que el amortigua

miento tiene por efecto reducir en cada ciclo el tamaño de la amplitud, hasta 

que en unos cuantos ciclos las oscilaciones se vuelven muy pequeñas y el movi 

miento prácticamente se para. El período de la estructura amortiguada es - -

prácticamente igual al de la no ~mortiguada. 

d) Oscilación forzada amortiguada 

Este es el caso general, en que un móvil 

amortiguado oscila bajo la acción de una 

fuerza exterior, variable con el tiempo. 

Si el sistema es elástico-lineal y el -

amortiguamiento viscoso, la ecuación - -
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del equilibrio dinámico será: 

"'~ ( t) • ~ ~ ( t) ,. k .:l (t) = F ( t) 

Para resolver esta ecuación, se requiere conocer la función F(l) Consideremos 

en seguida algunos subcasos correspondientes a diversas funciones F (t) 

d 1) La fuerza exterior~ una función armónica del tiempo 
Sea 

f(t) = F l&n 'ft 

donde 

F = valor máximo de 1 a 

fuerza 

<e = frecuencia de 1 a -

fuerza 

T, = período de la fuerza 

Bajo esta consideración: 

m5lt) + ~~(t} t k~<t) = F '"""' 

Dividiendo entre ""• recordando que 

~=<!=2llu.> ..!!__..,. 
"' "' -

se tiene 
;j (t) + <vw :i (t},. w•, (t) • ~ "" tt 

T, .-1!' 
'f 

Ecuación diferencial cuya solución es ) 
·••A• ( ~·) "[ 1 Stn(tt·'>l 

~(.t)ae: co' wt--, •--¡;;- ( ' ')' '(•)' y •·(-;:;) ••v ;;; ~ 
0 -® 

El término QD representa el efecto de la fuerza y el término CD el de la osci-

lación propia. En los casos de interés(Jies mucho mayor que CD por lo que en -

forma aproximada 

·~ ( ~) : _!._ [ 1 l5~o ( H - ;) 

k 1[·-(~)'J'·~~·(~)' 
' donde 

' . 
~ = f'a.se :: ""' +.,. 21> -w_ 

1-(.;)' 

. ·~ ·~ 



Pero F 
k 
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y 

Al término se le denomina ''factor ae amplificación 
if[•· (~)']'. ~l)· (:)! 

dinámica amortiguada" y se le representa por ( FA)
01 

por lo que 

Como el máximo valor de la función 5f J'\ u l ' 

!:! ...... ; !:l.... ( ~ ~). 
la siguiente gráfica muestra la variación de (FA)•en función de(~) 

(FA) • 

sr-----.-----~~----~-----, 

•L-~----L-r-____ L_ ____ ~L_ ______ L_ __ _. .!.. 
o.s ... ... • •• w 



F <t) 

Se observa que el amortiguamiento atenúa considerablemente el efecto de re

sonancia, ya que para: ''• los desplazamientos máximos dinámicos son aprox_l 

mada'mente 5 veces el estático para VolO>y no o<> como para ll=o 

A mayor amortiguamiento menor amplificación dinámica. 

El efecto es más acentuado en la zona de resonancia, para: o. 1 < "' ...,<1.3 

El amortiguamiento tiene, en resumen, un efecto favorable en el comporta--

miento dinámico de las estructuras, de ahí el alto interés que existe en -

determinar su valor efectivo en estructuras reales. 

d 2) La fuerza exterior~ una función cualquiera 

Para resolver este caso descomponemos la acción de la fuerza en la acción -

de una serie de impulsos, cada uno de los cuales actúa durante un intervalo 

de tiempo muy pequeño 

t - ¡¡; 

Consideremos el desplazamiento 

·~· que en el instante t pro

duce el impulso FC~) que actúa-

en el instante a:-

Si no se considera el amortigua-

miento: Y <tl : ~. e•• .... ~r +J. s .. ""t .... 
Pero el impulso se aplica con-

~. =o por lo que: 

Habiénoose substituido t por t-1 ya que éste es el tiempo de acción del - -

.14 



impulso. 

Por otra parte, aplicando el principio de la cantidad de movimiento: 

Substituyendo en la 

"'(i) 

Fuerza. tiempo = masa. 
F ( 7:) d -,: = "' ~. 

~- =~ ... ,., 
ecuación anterior, 

0 F(~) Se•(wlt- ~l) d¡; 
w-

velocidad 

Pero este desplazamiento es el causado por un solo impulso, por lo que substi-

tuimos 'j(t) por .s~ 
d~= F("•l, • .,(wlt-<l)da 

"'""' 
Para obtener el desplazamiento total en el instante t integramos el efecto de 

todos los impulsos que actúan \iesde t•o hasta t $t 

~ltl=~ J'fl%) ><•(c.u(t-•)) d ... 
"' "' • 

Si se introduce el efecto del amortiguamiento, el resultado anterior se modi-

fica como sigue: 

o 

A ésta integral se le llama la "Integral de Duhamel" y se le asigna gran im--

portancia en Ingeniería Sísmica. Se enfatiza que la ecuación anterior es la 

solución de la ecuación general . 

Donde F<l) es una función cualquiera 

.15 
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d 3) La fuerza exterior es la acción sísmica 

Denominando U, (1) al desplazamiento del terreno por sismo a la profundidad h, 

U,(~) al desplazamiento del terreno a profundidad o, en la base de una estruc-

~ <•l • ü, (tl 
tura,,l~ al desplazamiento relativo·-

de la estructura respecto a su base,-

en la masa de la estructura actuará -

~ 
v, ttl 

ra de un grado de libertad queda: 

durante un sismo la aceleración- -

~lt l ~ ·v, (tl y como no actúa ninguna -

fuerza exterior, la ecuación del - -

equilibrio dinámico ~s una estructu-

m ( y ( t l t i..i. ( t) ) + ll :j ( t) r k~ (t) ~ o 

de donde puede obtenerse: 

"'~<t) +~~\-<)~k,<~) :::-mÜ.C~) 

Dividiendo entre rn: 

9 ( t) t ~ ¡)"" ~ ( *) + "' 2
' ( t) = o. ( 1: ) 

(Se elimina el signo por ser irrelevante en el segundo miembro de la igualaad

anterior, ya que el sismo es alternante) comparando esta última expresión con

la escrita al final del subcaso anterior es evidente que la solución es: 
1 r ~. e .. w (. t- t) 

!:1 <t l = 1ü' J. u. ( ~) e se, [ ... e • - -.: > J ~ z 

Es importante destacar que el comportamiento sísmico puede analizarse como~ 

actuase una fuerza exterior de va 1 or - ,., ü. ( q pero que en re a 1 i dad el sismo -

no es un problema de fuerza exterior impuesta a la estructura, sino de defor-

mación impuesta. 

'<' 

.. ··~· 
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Interesa el desplazamiento máximo, para el cual se tendrán los elementos mecá-

nicos internos máximos. 

Este vale: 
1 =w 

• 
5 

•• -~w (t.~) 
U,tr)e H.,[w(t-•)] 

o 

Al valor absoluto máximo de la integral 

se le llama ''Espectro de velocidad" 

y se le representa por Sv 
t 5 Ü,(;r)e•wCt-•)s~nw<t-t)d-z: 5v = 

o 

La integral anterior no puede resolverse directamente porque la función ü. ( ~) 
no es integrable. Esta función es el acelerograma registrado en la base de la 

estructura aurante el sismo cuyo efecto interesa estudiar. 

ü, lt) 

A ce.¿vw¡;Aama /l.e.a¿ 

Ü, (t) ü. (-z:) 

La integral se resuelve por diferen-

cias finitas, discretizando el acele 

~ rograma en impulsos que actúan a un-

intervalo .6.11:. 

Se recomienda tomar A. ;: .., o. 1 T , 

si en do T e 1 período de 1 a estruc--

tura por ana1izar. 
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De esta manera: 

S v• 

t z -vw ( <- •) 
u. ( 1:") e ,.., [eu(t-c)] Ó.Z" 

o ..... 
Existen programas de computadora que aplican este procedimiento para la obten

ción de espectros a partir del acelerograma. 

De la expresión obtenida para la oscilación libre no amortiguada: 

~ tt) = "'cos (w*- ") 

~..., ... = A 

Derivando se obtiene la velocidad: 

~(t) :--wAs•n(wt-;-) 

Derivando otra vez se obtiene la aceleración: 

~ ( t) : - W 
1 A e os .( ""* - ';' ) 

~ .. - ~ w• A 
.. 
~ -·· = w' ::t ...... " w ~ -·· 

De estos resultados se infiere que a partir ael espectro de velocidad se pueden 

obtener espectros de desplazamiento (~~)y de aceleración mediante las expresiQ 

nes: 

S d ,. 
w 

•.. .. , 
,, ... 



V, lt) 

~ '/, 

.. . 
) •• ., ... .¡. 

,-.- PC.I 

é:-J,oec.t.w de ac.le,cauone-J 
[,J ?ec..t./¡.a ¿e :<.e.1.?ue.-:1.tc 'Ja.LG un --H .. -:r.w . . . 
cu¡¡o acele,:o~wma ~.e conoce: 1 
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En la práctica de diseño el más 

usual es el espectro de acele--

raciones, gráfica que en función 

del período de una estructura --
T permite obtener la aceleración -

máxima ae la misma durante un s1s 

me conociao por su acelerograma. 

Del cálculo se obtiene una curva 

irregular, con muchos picos, la 

que se suaviza por procedimien--

t tos matemáticos. 

A la envolvente de los espectros de respuesta de los sismos que probablemente 

ocurrirán en la viaa de la est~uctura se le llama espectro de diseño. 

T 

E-1pectA.o de di..~eño como envo l
ven.te de e-1pectA.o~ c!e .:e·J,9U0J 

.ta 

~-. -,-

T. T¡, 

G-1pec.t11.o de di..~eño en 
íl <f-am. en.t o -1 fY1 e;.u can. o~ 

Los Reglamentos de construcción suelen incluir espectros de diseño para las --

estructuras en la zona de su jurisdicción. 

r 
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS DE GRADOS DE LIBERTAD MULTIPLES. 

Modelización de edificios altos 

Sin mucho error un edificio de·.· pisos puede discretizarse como un sistema de

•n• masas, considerando las masas concentradas al nivel de los pisos. Si se -

desprecian los acortamientos o alargamientos de las columnas y los movimientos -

de la cimentac{ón este sistema tendrá 3 grados de libertad por piso: Dos despl! 

zamientos horizontales paralelos a los ejes principales de la planta y un giro -

en torno a un eje vertical. El sistema tendrá entonces un total de '3n· grados

_de libertad. 

Puede realizarse una simplificación 

ulterior si se aplican las siguientes 

hipótesis: 

a) El sismo actúa paralelamente a 

uno de los ejes principales de la

planta y los desplazamientos hori

zontales son paralelos a ese eje .. 

b) Las fuerzas cortantes sísmicas 

están aplicadas en el centro de

torsión de cada entrepiso y en -

consecuencia los giros en cada

planta son nulos. 

De esta manera el sistema se transforma en un sistema de "n" grados de libertad 

como el que se muestra en la figura en donde la rigidez de los elementos que -

conectan a las masas es la suma de las rigideces de los elementos ae entrepiso-. 

en la dirección de análisis. 
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Se ha obtenido asf el modelo de una estructura, paso que· es indispensable dar 

previamente al análisis dinámico de cualquier estructura. El análisis dinámi

co que se realice será tanto más aproximado al comportamiento real cuanto me--

jor sea el modelo de partida. 

Propiedades dinámicas de~ sistema de •n< grados de libertad 

El problema del análisis dinámico 

de un sistema de 1\ grados de li-

bertad consiste en determinar los 

desplazamientos ~ .• ~ •... ~;··· ~. 

en cada instante de su oscilaci~n 

bajo la acción de una excitación 

exterior F(t) variable con el --

tiempo. 

Para resolver este problema consi 

deramos en primer término que to-

"'· 
""··· 

"". J 

~ 
l'!t) .... 

... 

das las masas se mantiene fijas y que la única que oscila es la masa M; con un-

""··· -
"'• 

/ 
' . 

.. ./ - "'J : ;~ .. , 
' ' 

"'• 

""··· 

.... 

---+ k;¡ 

desplazamiento máximo ~j ~ 1 

En estas condiciones, cuando el 

aesplazamiento en j es máximo (•) 

sobre esa masa actúa la fuerza k¡¡ 

y en las demás masas aparecen las-

reacc i enes k,¡ , k.¡ ... k,j , k•¡ ••. k •i 

necesarias para que dichas masas -

·permanezcan fijas. 
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En genera 1: 

Fuerza que debe aplicarse en m¡ para que tenga un desplazamiento 

unitario, estando las demás masas fijas. 

k,i = Reacción que aparece en Á cuando "'j tiene un desplazamiento unita-

rio y las demás masas están fijas. 

Sobre la masa~¡ actúa además la fuerza de inercia que vale: masa • acelera-

Estas dos fuerzas están en equilibrio: 
(Ut""j +--~ --+ kjj 

"'l 

Si ahora soltamos todas las masas para que el sistema tome la configuración--

~' • ~' . • . ~.. • ':l¡ ' ':h . . . ~" sobre la masa ~i aparecerán las fuerzas - - -

(k ' ) u (porque ahora el desplazamiento no es 1 sino u,.) y las fuerzas Jl- w ... , ,, ~ 

~ ... 

-~-~ -~ +--
( kj¡- w'mj )~¡ • k¡,~. • k,.~. t ••• + kj¡ ~• • k¡k ~. + •.. + k,.:;¡. =o 

Estas fuerzas se encuentran en -

equilibrio. 

Una ecuación similar se puede es-

cribir para todas las demás masas, 

por lo que se tiene: 



( ku -W'M,)\1, .¡. kot ~. t • • • + k,j ~j 

k,. ~. + ( ku- ""'"'•) ~. + · + ~'J :l¡ 

.r • • • ~ ku, ~ ... 

.;. • .. . .. kl. .. '=' .. 

= 
= 

~ .23 
o 

" 

kj 1 ~ 1 kH ~. +···+(k¡;- w'.,¡)~j t ... + k,.~. 
(A) 

t -= o 

+ 

A las ecuaciones (A) se les denomina "Ecuaciones generales del equilibrio--

dinámico de un sistema de " grados de libertad". Estas ecuaciones se pue-

aen escribir en forma matricial así: 

([K)-w'I>J)~y}=o ·· · · (11) 

Donde [K)= Matriz simétrica a e 
k, k •• . . . k.; k, • 

rigideces = 1<, k u k t¡ k t. 

k;, k;t . . k jj kJ" 

k., k na. •• . k.J . k •• 

[K] es una matriz s1métrica porque los elementos ubicados simétricamente respecto 

a la diagonal son iguales: k.oj : kj-' por el principio de Müller-Breslau. 

['M): Matriz diagonal a e 

'""· o o o 
masas = o Mt o o 

o o M· 
J o 

o o o "'" 

(Una matriz diagonal es aquella en que todos sus elementos san o, excepto los 

alojados en la diagonal). 



Vector o 
Matriz columna de 
desplazamientos 

= 

(Un vector o matriz columna es una matriz que cuenta con una sola columna) 
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Examinando la ecuación(A) se observa que para que el producto del primer miem

bro sea o, es preciso que el vector ~ ~J sea o, o bien que el determinante de -

(¡K]-w•t,..l) sea o . La primera alternativa es una solución trivial que se 

desecha ya que corresponde al caso en que l:J, : ~. = ••• :. ':l¡ = ... = ~ .. -= o ' 

es decir cuando todo el sistema no se ha apartado de la posición de equilibrio. 

Se adopta entonces, la segunda posibilidad: 

Ecuación que expandida se escribe de esta manera: 

(k,1 -C.Uaft'\,) k11 ... • ktj k,n 

le 11 ( 1< n - w' ""t) ... k .; 1< ~~ 
. . . =o .... (s) 

. . . 
k •• k"~ ... 

A la ecuación ts) se le denomina "Ecuación de los valores caracterfsticos de un 

sistema de n grados de libertad". Esta ecuación es de grado 1'1 en w' del ti-

po de: 

, . •.. 



Y tiene por solución 11 raices: w' • ....,_ .. 

Tomando una de estas raíces y llevándola a las ecuaciones (A) 

( [ 1<] - w 1 L M J ) Í!1}. = o . . . . ( e) 
... 

Se obtiene la ecuación (e) de la cual pueoe despejarse el vector ~ ~J. 
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Sin embargo, la ecuación (e) no es una ecuación determinada y existe un núme

ro infinito de vectores l ~1 que la satisfacen. Pero todos estos vectores -

son proporcionales entre sí. 

Ejemplo de vectores proporcionales: 

2 'i - 1 

- 1 
_, o. S 

'i B -z 

' lt -! 

-) _, 
l. 5 

Por lo que para hacer determinada a la ecuación (e) se recurre al siguiente arti-

ficio: 

Arbitrar.iamente se asigna el valor 1 a uno de los desplazamientos, por ejem--

plo el oe la última masa: 

' f¡,. Haciendo 
f> •• 

Se obtiene: 

Al vector j ~].se le designa "vector de desplazamientos nbrmalizados'' corres

pondientes a la frecuencia ~~ 
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Lo anterior significa que el movimiento de un sistema de r¡ grados de libertad 

puede descomponerse en ~ movimientos simples, cada uno con su frecuencia UJ• 

y su ley de oscilación { ~¡} •. A cada uno de estos movimientos se le lla: 

ma modo. 

La ley \ ~iJ; muestra la proporción que guaraan entre sí los desplazamientos de 

las masas durante todo el movimiento, por lo que los desplazamientos ~J• son -

adimensionales y están a escala arbitraria. 

1---. ~. 

:~ ... 
1 

~ 1 ':l 1__. J 

~1 

' 1 

w, 

T, : .!..!. 
w, 

( 1 , ••• ) 

1 

' ' 
' \ 

1 
1"-- -

1 

1 \ .. ~ ... 
1 

' 
1 41,. 
' 

w. 

Tt: ~ 
w, 

( 'l , .... 1 ) 

1 

' ' ' 

' ' ' 
' \ 

' ' 

' / 

' 

' 

1 ' 1 ' ' 1 ' 
1/ 

: 

1 
¡--

1 
1 

w;. 

11> J.; 

f,, 

~~· 

,.., oct. ., 

w. 
r,: ~ 

w. 
(,. "·--·) 

Se llama ''nodo'' a un punto que no se mueve dentro de cada modo. El n~mero de-

nodos en cada ley corresponde con el n~mero del modo. 

Las amplitudes de las leyes de oscilación cumplen con la propiedad de ortogo-

nalidad, es decir: 

h 

¿ ~'<~j (h t:ij~ -o (;. :p k i ;., k :: '• l ••• " ) 
J: 1 
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En donde: 

mJ = masa en el punto j 

tPú = Amp 1 i tud de 1 punto j en e 1 lo'Qdo .< 

tPjt: = Amplitud del punto J en el 111:1do k 

que puede escribirse 

Estas propiedades permiten la solución de sistemas de ~grados de libertad-

sometidos a oscilaciones forzadas. 

El primer modo tiene una influencia preponderante en la definición de la res 

puesta total, por eso se designa ''modo fundamental'' y a su periodo se le lla 

ma ''periodo fundamental". 

Los rr.odos por encima del primero se denominan "mocos superiores" y su influen 

cia ·decrece al aumentar el número del modo; par esa razón se recomienda en -

muchos casas calcular únicamente los tres primeros moaos. 

En el procedimiento matemático que se ha desarrollado se ha considerado una -

oscilación libre sin amortiguamiento, sin embargo, al igual que para los sis-

temas de ·un grado de libertad puede considerarse que para el modo i 
... . 

w~ = w .. 

T.;"-: T. Donde w:' y T:." son la frecuencia y el periodo amortiguados del -

modo .<. 

El procedimiento explicado es imposible de aplicar manual merite para n > 3. 

Aún con computadoras su aplicación es laboriosa. Por estas razones se han

desarrollado métodos numéricos para el cálculo aproximado manual de las fre-

cuencias y leyes caracteristicas. 
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Reducción de.!!.!! sistema de ·n· grados de libertad a un sistema con una sola masa. 

Consideremos un sistema de ~ grados de 1 ibertad oscilando con los aesplazamie_!! 

tos ~~ ... , ":iz .. •.• 'j 1 ,. ••• ~n ... correspondientes a las masas ""'· , ..,, ... "', ... "'• y 

al modo Encontraremos la masa equivalente m.~ de un sistema de un solo--

grado de libertad, que produzca el mismo cortante en la base para el mismo--

evento sísmico. 

""· 

s¿~tema de n ~cado~ de 
u!Je.-H:.ad o~ci__Wndo en 

· e( modo ..i. 

5¿~tema equivalente de un ~oLa 
f}A.ado de .Ube,ctad 

En ambas figuras las energías potenciales deben ser iguales: 

Er .. = Ep. 

1 i ""j ~J ... = i t'W\c,~ ~c. ... 
J.' 

Por otra parte, las frecuencias de oscilación deben también ser iguales: 

•¡ 

. .. 

Substituyendo estas frecuencias por las expresiones que proporciona el método -

·•;! 
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de Rayleigh: 

• 

~ 
2: "'i 9;, w j~. 

:. • 2 ~ ~ ""J ljj .. 
J :0.1 

• 
~ ""l ~j .. , .. -- ' . 

::le, ¿ "' '; ' J .i4 
J ': 1 

Substituyendo en (•) 

Este resultado permite calcular la respuesta para uno de los modos de un siste-

ma de ~ grados de libertad con los mismos procedimientos explicados antes para 

un solo grado de libertad. 

Análisis sísmico de sistemas de_!!. grados de libertad. 

Considerando un sistema de~ grados de libertad, sometido a una aceleración --

sísmica U,Ct), llamando ;lj(t) al aesplazamiento relativo de la masa ""J respec-

~ ü, (t) 

to a la base, las ecuaciones-· 

del equilibrio dinámico son: 

Donde 

~ Mj = matriz di a- = 
gonal de -
masas 

""· o ... o . . . o 
o f"'\,_ • . • e , . . o 

o o ... r'W'\') • • • o 

o o ... o ... ~ .. 
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rk· 
k,, k 'J /(," 1 

[K] = Matriz simétrica a e rigiaeces = k,, k,. k,¡ k •• 

k JO k:n kJJ k J .. 

L~--~ k., k ... J ••.• k •• 

= Matrices columna de aceleraciones, Velocidades y 

desplazamientos 

~. l r ~. ~ .. 
Hj 1 

~. 
~ 

~j 
\ Y; 1 

~. 

hj1 
~. 

-= : 
!!, ~j 

'j. !1. ~. 

u. ~. 

u. 
u. = 

u. 

u. 

La matriz de amortiguamiento(c]es"una matriz compacta y simétrica de la forma: 

e, e,, . . . e ,j c .• 
e,, <.,. e,, e,. 

[e] = ... 
'J• e,, C· .. . Cjr\ . . . 
'"' '·· . c. .. j . . . 

( "" 
Sin embargo esta matriz presenta dos problemas: 

1) No existe un procedimiento que permita determinar físicamente los valores 

de los elementos 

2) Si la matriz no satisface el principio de ortogonal1dad respecto a los 

nodos que caracteriza a las matrices de rigidez y ~e masas twl,l•l, se - -

,. 

~ 



obtiene un sistema de ecuaciones acopladas y los modos propiamente no existen. 

Aún cuando experimentalmente se ha demostrado que hay alguna interferencia en-

tre los modos, este efecto ~s despreciable, sobre todo cuando las amplitudes __ -

son pequeñas y la estructura permanece en el rango elástico, por lo que con -

fines de diseño se puede asignar a cada uno de los modos un porcentaje de amor 

tiguamiento ( v: 2- ~ .,.) 

De este modo, para el modo A la ecuación del movimiento será: 

'1, (t) • Z¡), w. i (\:) • '-<l.' '1. (1:)=- ( '-1'): (M] )•} Üo 

Donde se ha realizado el cambio de variable 

l '1'] = Matriz ortonormal de vectores 

1 1} = Matriz columna de las coordenadas generalizadas del ~oda normal de -

vibración. 

De esta ecuac1on se llega a la siguiente solución: 
• 

"- 1 ( •• -~.w.<t-z) 
~i..: C,¡ '+'j,¡ w;) u.(-r)e H•"-'·<~:-z)cl-z 

• 
(En forma similar al caso de un grado de libertad) 

Donde: 

':lJ.< = desplazamiento en el instante t de la masa J debido al modo ;.. 

(¡, 
~ ,..,. rjJ j ,¡ J Factor de pa rt i e i pac i ón del modo el movimiento = = A en 
:E_ ... - • 

j J <Pj.;, 
tata l . 

u .. ' C..U,¡ = Porcentaje de amortiguamiento y frecuencia del modo .... 

31 
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Análisis dinámico ~IOdal paso~ paso 

Este procedimiento de análisis consiste en el cálculo de los desplazamien~os-

de cada masa, para cada modo en cada instante. La suma de los desplazamientos 

modales dará el desplazamiento total de cada masa en cada instante. El cálculo 

se realiza aplicando la expresión anterior, donde Ü,(;:) representa el acelero 

grama del sismo de interés. La integración se ejecuta mediante una suma de --

diferencias finitas, como se explicó anteriormente para un sistema ae un solo-

grado de libertad. 

Por otra parte el cálculo debe.realizarse para varios sismos representativos, 

cada uno con diferente función Ü,(;:) (El Reglamento del D. F. especifica el-

uso ae por lo menos cuatro movimientos). ·• 

1 Lo expuesto indica que si bien el método paso a paso tiene el atractivo de -

ofrecer el conocimiento de todos los desplazamientos de las masas en funci~n 

del tiempo, a partir del conocimiento de la función de la excitación, requie-

re de trabajos excesivamente laboriosos, aún con el auxilio de computadoras-

muy potentes. 

Por esta razón este procedimiento se aplica únicamente con fines de investiga-

ción y sólo en muy limitadas ocasiones con fines de diseño. 

Cabe señalar que en todo lo expuesto hasta ahora se ha considerado que las -

estructur~s tienen un comportamiento elástico lineal. El método de análisis 

paso a paso tiene la ventaja ae permitir considerar de una manera directa un 

comportamiento no 11neal. 
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Análisis dinámico modal espectral 

Este procedimiento parte del enfoque más práctico de calcular los desplazamie~ 

tos máximos para cada modo. 

A partir de la expresión: 
1 

1 J ·"· "" e l • r) .. ':lj, = e, ,¡,J .. - e v. ( 7) .._ W4 
'""'w ... (t-t)d't 

o 

El aesplazamiento máximo será: 

-- e .o fj,¡ S ( ¡). ,., t) .. . ., -· ' 
""'- w:.. 

Donde .5, = Espectro de velocidad = 

t 
~ .. ·"·""· (t·•l J u, (~)e ,." 

o ..... 
Si se emplea, como es más común, el espectro de aceleraciones: 

uJ··· e• $,., 5 ( ) 
:1 : -- • ~. T 

...,,... W.t. 

Determinados los desplazamientos máximos para cada modo, queda el problema de-

determinar los máximos totales. Estos no son la suma de los máximos modales,-

porque los últimos no ocurren simultáneamente, es decir: 

Un criterio de combinación de respuestas n~dales que da resultados aproxima-

dos paraestructuras comunes (con distribución regular de masas y rigiaeces)es 

el de tomar la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados: 



o bien: 

:J. = 
J """'" 

= J • ':JJ 1 

~-· 
' + ':!. 

Jl ....... 
....... T' • • • .. 

Este criterio es aplicable a cualquier respuesta de la estructura, por lo que 

en general: 

R.., .. = R' 
... ~·· 

Donde R puede ser desplazamiento total, desplazamiento relativo, fuerza cor-

tan te, etc ... 

El procedimiento de análisis dinámico modal espectral es el que normalmente-

1 se aplica en la práctica de disefio de edificios altos. Existen en el mercado 

numerosos programas de computadora que facilitan su empleo. 
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APUNTES DE CIMEr\TACIONES 
INTERACCIÓN SUELO-::STRUCTURA 

NOTA PRELIMINAR 

La Interacción suelo-estructura es aquella parte 
de la ingeniería que estudia las deformaciones 
del terreno de cimentación cuando éstas se ven 
afectadas por la presencia y ngidez de la prop1a 
estructura. La influencia de la estructura puede 
ser en condiciones estáticas, lo cual es tratado 
por la interacción estática suelo-estructura, o 
puede ser en condiciones dinámicas, lo cual 
cae en el campo de la interacción dinámica 
suelo-estructura. 

INTERACCIÓN ESTÁTICA SUELO
ESTRUCTURA 

Se conocen como métodos de interacción 
estática suelo-estructura aquellos procedi
mientos que para el cálculo de las 
deformac1ones del terreno de cimentación 
toman en cuenta la rigidez de la estructura 
Todas estos métodos están basados en el 
princ1pio de que en el contacto cimiento-terreno 
los desplazamientos tanto de la subestructura 
como ·los del terreno son iguales. es dec~r. 
ex1ste compatibilidad de deformaciones entre 
estructura y suelo. 

En térm1nos generales, el procedJmJenlo de 
cálculo para la interacción suelo-estructura 
consiste en tres pasos: (a) se calculan los 
desplazamientos de la subestructura. (b) se 
calculan los desplazamientos del terreno de 
cimentación, y (e) se establece la compatibi
lidad de deformaciOnes entre estructura y suelo 

Podemos distingUir dos clases de situaciones 
en relac1ón con la interacción· (i) cuando los 
cJmJentos están sufic1entemente separados. de 
tal forma que la carga sobre un apoyo no ejerce 
influencia sobre los desplazamientos de los 

Agustín Deméneghi Colina· 
.Héctor Sanginés Garcia· 

2poyos vecinos (este fenómeno se presenta 
csualmente en zapatas aisladas), y (1i) cuando 
se trata de un cimiento continuo donde el 
cesplazamiento de un punto de dicho c1miento 
está afectado por la carga repartida en toda la 
s~oestructura (es el caso de zapatas corridas o 
losas de c1mentación). 

ln¡eracc1ón suelo-zapatas aisladas 

C efinic1ón de módulo de reacción 

Para llevar a cabo la Interacción suelo-zapatas 
¡;,sladas, se hace uso del concepto de módulo 
e e reacción o módulo de rigidez del terreno de 
c:mentación, el cual se presenta en los 
s:;uientes párrafos. 

e ~f1namos el módulo de reacc1ón o rigidez 
l1~sal vert1cal de un cim1ento de la siguiente 
fc:ma 

K.=O.,!Ii, ( 1) 

e: ~de O, es la fuerza vertical aplicada al 
c-:o,iento y · ó., es el asentamiento vertical 
e :3s1onado por 0,. 

Se define la ngidez lineal horizontal de un 
e: -ciento 

K. = o..;;s, (2) 

c::1de O, es la fuerza honzontal aplicada al 
e e-dento y 5, es el desplazamiento horizontal 
~-:ducJdo por O,. 

S-~ define la rigidez a la rotac1ón de un Cimiento 

K.= M/8 (3) 

Profesores del Departamento de Geotecnia. División de J.c~en1eria Civil. Topográfica y Geodésica. 
Facultad de Ingeniería. UNAM 

" 



• donde M es el momento aplicado al c1m1ento y e 
el ángulo -en radianes- producidO por d1cho 
momento. 

Análisis de la interacción suelo-zapatas 
aisladas 

Ilustremos la solución de la interacción suelo
zapatas aisladas con el marco de la fig 1 
(eJemplo 1 ). La rig1dez vertical del terreno de 
cimentación vale K. = 2331.96 Um, la rigidez 
horizontal K, = 1901 .38 Um y la rig1dez a la 
rotación K,= 1102.81 t.mlrad. 

Utilizaremos el método de rig1deces para el 
análisis de la estructura (véase el anexo 1 ), en 
el que se debe cumplir 

K 1i + P' + P' = O 
-- - - i 

(4) 

donde 

JS = matnz de ngidez de la estructura 

Q = vector de desplazamientos 

E' = vector de cargas de empotram1ento 

E' = vector de cargas concentradas 

La formación de la matriz !S y de los vectores 1!. 
E' y E'. para el marco de la fig 1. viene descrito 
en el anexo 1; como resultado de esto. en la fig 
2 se exhiben los grados de libertad de la 
estructura, y en las tablas 1, 2 y 3 la matnz de 
rig1dez ]S, el vector de cargas de empotram,ento 
E' y el vector de cargas concentradas E' de 
toda la estructura, respectivamente (En la tabla 
1 SÓlO inClUimOS lOS renglones de o,, Ó3. e,. Ó7. 

ó9 y e,, porque, por simetría ó2 = o,. ó• = -ó3. 06 

= -6s, lis = li,, 610 = -.}g, e,2 = -B,.) 

La rigidez del terreno de C1mentac1ón se puede 
incluir en el vector de cargas concentradas 'E'. 
de la Siguiente forma: las fuer.tas a .. a, y M se 
pueden obtener con las ecs 1 a 3 

a, = K, o, 

M=K,e 

(S) 

(6) 

(7) 

2 

En la fig 3 se muestran las reacciones del 
terreno en función de las rigideces del m1smo y 
ce los desplazamientos. 

Usando las ecs 5 a 7 calculamos las fuer.tas 
O.,,, a,¿, ahJ, a,., Ms y M5: 

C,, = 2231.96 ó, a,2 = 2231.96 ó2 

0,,, = 1901.38oJ, Qh4 = 1901.386. 
t~·,, = 1102.81 e5, M6 = ,1102.81 e6 

E: vector de cargas concentradas queda 

2231.96 o, 
2231.96 Ó¿ 

1901.38 ÓJ 
1901.38 o. 

E' = 1102.81 e5 (8) 
1102.81 e6 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

R ~emplazando en la ec 4 los valores de .!S 
(t~~la 1 ). E' (tabla 2) y E' (ec 8), y resolviendo 
et s"tema de ecuaciones, obtenemos 

6- = 0.010291 m, o3 = 0.0055104 m 
e,= 0.00049148, ó7 =o 013289 m 
ó, = -0.000078886 m. e, = -0.0054707 

Le' elementos mecánicos en las barras de la 
es·:JCtura se calculan sigUiendo el procedí
m =CJto md1cado en el anexo 1. (Lo dejamos 
ce -:o ejerc1c!o al lector ) 

Lé 3 fuer.tas en los apoyos se determinan con 
la; ecs 5 a 7 

a .. = a,= 2331.96(0010291) = 23.998 t 
0.-: = 1901 38(0.0055104) = 10.477 t 
Q •• = 1901 38(-0.0055104) = -10.477 t 
M,= 1102.81(0.00049148) = 0.542 t.m 
M.:= 1102.81(-0.00049148) = -0.542 t.m 

Res~lvamos otro ejemplo, el de la fig 4 (ejemplo 
2). oespreciando los efectos de acortamiento de 
bac: as. En la fig 5 y en la tabla 4 se exhiben la 
m:ccerac,ón de barras y grados dé libertad. Las 
m<o::~ces de rigidez y los vectores de cargas de 
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empotramiento se hallan con los valores del 
anexo 3 (marcos planos con barras ortogo
nales, sin considerar el acortamiento de barras). 

Barra 1. 
Matriz ce ·ri aidez 

e< e, 1), 

1299.52 649 76 423.76 e, 
649.76 1299.52 423.76 e7 
423 76 423.76 ' 184.24 1 ó, 

E•, = [ 

Barra 2 
Matnz de riaidez 
e. le. To. 
1299.52 1649.76 1423.76 e. 
649.76 \1299.52 ]423.76 e. 
423.76 1423 76 1184.24 1 ó. ' 

[ o 

J 
e6 

p• - o ea -2 -

o &. 

Barra 3 
Matnz de noidez 

e- 1 e. lo, 1 Óo ' ' ' 1 
7970 4 3985.2 l-1992.611992.6 1 e, ' ; 
3985.2 7970 4 l-1992.6 11992 6 i s~~ 1 

' 
-1992.6 -1992.6\664 2 l-€64.2 lo 1 
1992 6 1992.6 1 -€64 2 1664.2 1 Óo l 

p• 
_J 

[ 

-wU2 J [ -4.62] = -wU2 = -4.62 
wL2/12 4.62 
-wl 2/12 -4.62 

La matriz de rig1dez y el vector de cargas de 
empotramiento de toda la estructura se exh1ben 
en las tablas 5 y 6. (En la tabla 5 sólo incluimos 
los renglones de 61, ó3, e5 y e7, porque. por 
simetria ó2 = ó,, &. = -úJ, e6 = -Bs. e,= -B7.) 

El vector Q es 

3 

0 = 

Ei ·¡ector de cargas concentradas vale (fig 4) 

.E' = 

Q,-1.2 
Q,-1.2 
QhJ 
Qh4 

Ms 
M6 
o 
o 

L2 rigidez del· terreno de cimentac1ón la 
ir~:u1mos con las ecs 5 a 7 (obtenidas de las 
e:s 1 a 3) 

e =K.., 0.., (9) 

o = K, iih (1 O) f 

M=K,e ( 11) 

E~. la fig 6 se ind1can las reacciones del suelo 
ec func1ón de las rigideces y los desplaza
rr.:~ntos. 

Sustituyendo valores 

0.: = 2331.96 &,, o,= 2331.96 &, 
0,.3 = 1901.38 &3, Qh4 = 1901.38 ó4 

M~= 1102.81 e5, M6= 1102.81 e6 

El .,ector de cargas concentradas queda 

2331.96 ó, - 1.2 
2331 96 ó,- 1.2 
1901.38 63 

1901.38 o. 
E' = 1102.81 e5 

1102.81 e6 
o 
o 

REsmplazando en la ec 4 

·. 
..• 
' 

' 



-4.62- 1.2 + 2331.96 &, = O (S,) 
184.24 s, • 423.76 o, • 423.76 e, • 1901.38 s, =o (S,) 
423.760,•1299.520,+649.760,+1102.81 0,=0 (0,) 
426.76 o, • 649.76 o, • 5284.72 e, • 4.62 =o ce,¡ 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 

ó1 = 0.0024958 m, ó3 = 0.00014033 m 
95 = 0.00022213, 87 = -0.00091278 

Para hallar los elementos mecánicos, se utiliza 
el procedimiento indicado en el anexo 1. (Lo 
deJamos como ejercicio al lector). 

Las fuerzas en los apoyos se determinan con 
las ecs 5 a 7 

a,, =a,= 2331.96(0.0024958J = 5.82 t 
'On:¡ = 1901.38(0.00014033) = 0.267 t 
ah4 = 1901.38(-0.00014033) = -0.267 t 
Ms = 1102.81(0.00022213) = 0.245 t.m 
M6 = 1102.81(-0.00022213) = -0.245 t.m 

Determinación de los módulos de reacción del 
suelo 

La determinación de las ngideces K,., K., y K, se 
lleva a cabo usando su definición dada por las · 
ecs 1 a 3 Por ejemplo, el módulo K,. se obt1ene 
aplicando a la zapata una carga vert1cal a, y 
calculando el asentam1ento que produce dicha 
carga. 

Dado el carácter no l1neal de los suelos, es 
necesano que tanto la carga sobre el Cimiento, 
como sus dimensiones, sean lo más cercano 
posible a sus magn1tudes defin1tivas en la 
estructura, pues de otro modo la determJnacJón 
de las rig1deces será sólo aproximada. 

Ejemplo 
Determinar la ng1dez lineal vertical K, de la 
zapata de la fig E-1, utiliZando para ello la 
fórmula de 8urland y 8urbridge. El subsuelo 
está formado por una arena normalmente 
cargada, N = 15 golpes. 
Solución 
El asentamiento en milímetros de la zapata está 
dado por (8urland y 8urbridge, 1985) 
ó=q,8071, 
1,=1.171NL' 
q, = Incremento neto de presión, en kPa 
8 = ancho de la Cimentación, en metros 

4 

Sustituyendo valores 
:., = 2611.7(2) = 7.647 Um 2 = 74.995 kPa 
;, = 0.0264 
B = 1.7 m 
ó = 2.870 mm= 0.00287 m 
el módulo K,. vale (ec 1) 
K. = 2610.00287 = 9059.2 Um 

La teoria de la elasticidad proporciona los 
~'guientes valores de los módulos de reacc1ón, 
pra un cimiento somero de planta circular 

K. = 2ERJ(1-v2
) 

r:C = 32(1-v)GRJ(7-8v) 

K,= 8GR313(1-v) 

(12) 

(13) 

(14) 

Estas fórmulas se pueden usar en zapatas 
rectangulares cuando 8 < L < 2.58, mediante 
E: s1guiente artific1o: 

S~a A= 8L el área del cim1ento rectangular, 

(15) 

F"ca calcular K,. y K., usamos las ecs 12 y 13 
c:n R obtenida de la ec 15. 

S2a 1 = momento de inercia del cim1ento 
a ·ededor del eje que se desea calcular K, 

R = '~ 41/;¡ ( 16) 

K se computa con la ec 14, con R obtenida de 
12 ce 16 

P:: lo ya señalado antes. los cálculos de los 
rr.c::ulos de reacción con las ecs 12 a 14 son 
se.:> aproximados, pues el comportamiento real 
a e :os suelos es no lineal. 

0:·2 forma aproximada de obtener los módulos 
ac reacc1ón es med1ante la realización de 
P' -"'bas de placa (Zeevaert, 1973). Sea k, el 
m::ulo de ngidez umtario, definido como 

(17) 

S1e~do A= área del cimiento 

s, ,,, es el módulo de rig1dez vert1cal determi
na:o con una prueba de placa de un pie de 



e ' -

lado, se puede emplear la siguiente fórmula 
(Terzaghi, 1955) 

k,= k., [(8+0.3)/28¡2 (18) 

donde 8 es el ancho de la zapata en metros. En 
el caso de arcillas 

k,= 1<.1 [(n+0.5)/1.5n)] (19) 

donde n = UB, siendo L la longitud del c1miento. 

La tabla 7 cont1ene valores propuestos por 
Terzaghi (1955) para f<.,·: Cabe destacar que las 
ecs 18 y 19 se deben usar con precaución, 
pues sólo son aproximadamente válidas cuando 
el suelo es isotrópico hasta una profundidad 
bajo el desplante del cim1ento igual al ancho del 
mismo (Zeevaert, 1973). Por lo mismo, dichas 
ecuaciones no son aplicables a suelos estratifi· 
cados. · 
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TABLA4 
NUMERACIÓN DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLO 2) 

Barra _! 8"- lea o, o, lou a. 
1 1 1 Grades 

1 les le, o, o, o, 90 
2 · le, le, 02 lo, o. 90 
3 le, le, o 0? - o 

TABLA 5 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2) 

o, 0? 03 o. 8s 1 a, ~7 Se_ 
664.2 -664.2 o o o 1 o -1992.6 -1992.6 o, 
- - - - - 1 - - - 02_ 
o o 184.24 o 423.76 1 o 423.76 o o;¡_ 
-- - - - - 1 - - - o. 
o 1 o 423 76. o 1 1299.52 i o 649.76 o as 

• - - - - 1 - ¡ - - - a. 
-1992.6 1 1992.6 423.76 o 1 649.76 i o 9269.92 3985.2 e, 

-- 1 - - - - 1 - - - e, 
:i 

TABLAS 
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO DE TQD,:. CA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2) 

-4.62 o, 
-4.62 1 02._ 
o 1 o, 
o o. 
o e, 
o a, 
4 62 a, 
-4.62 1 a, 

• (Ac¡se) 
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Sand: loo se 
mediUm 
dense 

Clay: stüf 
very stiff 
hard 

TABLA 7 
Ptoposed nerage nlun of ks! for 1-ft X 1-ft SCILYre plates and long 

1-ft wide strips. aft• Karl Terzaghi (1955} 

Average k U va.JueJ Range of k11 values 

tons/ft 3 kg/crr. 3 tons/ft3 kgfcm' 

40 1.29 20-<;0 0.64-1.92 
130 4.17 60-300 1.92-9.62 
500 16.lú 300-1000 9.62-32.1 

75 2.4: 50-100 1.6-3.21 
ISO 4.8:: 100-200 3.21-6.42 
300 9.6• 300 9.60 

For dry sand multiply by 1.5 a.nd for submerged san:.! by 0.6. Here 1 ton= 2000 lb. 

- ·--·-·g --- ·-
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1.21 1 = o 000675 m4 1.21 1 = O 000675 m4 

E,. 2214::00 Vm2 

~Qh3 

MS tt • j 
~ 

~Qh4 

M6 ~ ... J ---,.av2 

GEOMETRIA Y CARGAS SC 3~E LA ESTRUCTURA 
FIGUR;...: 

NUMERACIÓN DE BARRAS Y 3'<ADOS DE LIBERTAD 
FIGURA: 

1.21 

1 Sol vm 

1 "' O 000675 m4 1.21 

E= 2214C-.:.:· :Jm.2 

REACCIONES DEL."i"SRRENO 
FGURA€ 

1 = O 000675 m4 



. ':• 
' . 

i 

'IJF 
"\b. ::~ . . 

;1•" 
:~:: 

'•. 
~. ' .. ' . 

~r~· 

.:.-

·:_: ·. 

t''. 
J·--
·c:::. 

'Z. o .... 

l. 

l 
~ 

~1tp 
1 
1 
1 

11,)-

;J"r:::. 51"'/. o 9' ~- F" - ' {J "'"' 
t¡ .. 

A-rt. ...... <, Z.," 

f./ :: oS 1"'~·· 
SUE:lo fRICc.lo''ANTE" 

fi6~R ... E -i 

1 1 

X 

1 



• 

~) 

"''" 

ANEXO 3 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA 
MARCO CON BARRAS ORTOGONALES 
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS 

Barras honzontales 

e e 15, 15. 
4EI/l 2EI/l .{)EI/l' 6EI/L' 
2EIIl 4EI/L .{)EI/l' 6EI/L· 
.{)Eiii: .{)Eifi: 12EI/L0 -12EI/L' 
6Eiii:" 6EIIi7 -12EI/L0 12EI/L0 

Barras verticales 

en en 15 .. 15, 

4EI/L 2EI/L 6EiiL' .{)EI/L' 
2EI/L 4EI/L 6EI/L' .{)EI/L' · 
6EiiL' 6EIJL• 12EIIL • -12EI/L • 
.{)Eiii7 1-{)EI/i: -12Eiil" 12Eiil" 

(Acise) 

e" 
e, 
15, 

15 

e, 
e 
15 

li, 
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MtTODO DE RIGIDECES 
MARCOS PLANOS CON BARRAS INCLINADAS 

Agustin Deméneghi Colina* 

El método de rigideces consta de las siguientes etapas (Beaufait et 
al 1970): 

a) se empotra la estructura y se determinan los elementos mecánicos 
cuando la estructura está empo.trada; 

1 

b) Se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos 
mecánicos debidos a desplazamientos lineales y angulares; 

e) se establecen las condiciones de equilibrio en cada uno de los 
nudos donde haya desplazamientos diferentes de cero; 

d) Se resuelven las ecuaciones de equilibrio y se obtienen los 
desplazamientos de la estructura; 

e) Se obtienen los elementos mecánicos en los nudos de la estructura. 

La ecuación general de equilibrio de la estructura es 

JS O + E• + Ec = O 

donde 
1S = matriz de rigideces de la estructura 
ó = vector de desplazamientos -. E. = vector de cargas de empotramiento 
E = vector de cargas concentradas 

(1) 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la 
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que 
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la 
estructura es igual a la suma de los vectores de carga de todas y 
.cada una de las barras de la estructura. 

A continuación obtendremos la matriz de rigidez y el vector de cargas 
de empotramiento de una barra con apoyos cbntinuos, sometida a una 
carga uniformemente repartida v ( fig 1). Utilizaremos la siguiente 
convención de signos, para una barra horizontal (fig 2): los giros se 
consideran positivos en sentido antihorario, los· desplazamientos 
verticales son positivos si van hacia abajo y los desplazamiento 
horizontales son positivos s~ van hacia la izquierda (fig 2-a). Los 
momentos flexionantes son positivos en sentido horario, las fuerzas 
cortantes verticales son positivas si van hacia arriba y las fuerzas 
cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fig 
2b). 

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Di visión de Ingenieria 
Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM 
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Demos un giro e' en el extremo izquierdo de la barra. En la fig 3a S' 
p 

muestran los elementos mecanices ocasionados por este giro. En la fi. 
3b se muestran los elementos mecanices producidos por un giro e' en 

q 

el extremo derecho. Las figs 3c y 3d exhiben los elementos mecanices 
provocados por un desplazamiento vertical ó' en el nudo izquierdo y 

r 

un desplazamiento vertical ó' en el nudo derecho, respectivamente. 
• • 

Las figs 3e y 3f muestran los elementos mecanices producidos por un 
desplazamiento horizontal ó' en el nudo izquierdo y un desplazamiento 

u 

horizontal ó' en el nudo derecho. Las figs 3g y 3h contienen los 
V 

momentos producidos por un giro de torsión e' en el nudo izquierdo y 
• 

un giro de torsión e' en el nudo derecho. 
b 

Los elementos mecanices que aparecen en la barra m valen 

M' = wL2/12· + (<:EI/L) 
p 

e' + 
p 

M' = - wL2/12 + ( 2EI/L) e' q p 

( 2EI/L) e'
q 

(6EijL2
) ó' + (6EI/L2

) ó' 
r a 

(2) 

+ ( 4EI/L) e'- ( 6EI/L2
) ó 1 + ( 6EI/L2

) ó 1 
q r • 

(3) 

V' = - WL/2 - (6EI/L2
) e' - (6EI/L2

) e'+ ( 12EI/L3
) ó 1 ( 12EI/L3

) ó 1 
r p q r • 

(4) 

V' = - WL/2 + ( 6EI/L 2 ) e' + ( 6EI/L2
) e'- (12EI/L3

) ó 1 + (12EI/L3
) ó' • p q r • 
(S) 

N' = (AE/L) ó 1 - (AE/L) ó 1 (6) 
u u V 

N' = - (AE/L) o 1 + (AE/L) o 1 (7) 
V u V 

M' = (GI /L) e' - (GI /L) e' (8) • . t • t b 

M' = - (GI /L) e' + (GI /L) e' (9) 
b t • t b 

En una viga de secc~on rectanoular de dimensiones b por h, el momento 
polar de inercia debido a torsión se puede valuar en forma aproximada 
(Beaufait et al 1970) 

h b 3 b b 5 
It = - 3- [1- 0.63 Fi + 0.052 ( Fi) ] ( 10) 

h "' b 

Los elementos mecanices que transmite la barra al nudo es tan dados 
por 

2 
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E' = .!S' ó' + cE·> ' (11) 
m m -m m 

donde 

e' o' ~· ~: á~ fl' • 
~~ ti .. p f. r S V 

2 2 e' 4EI/L 2EI/L - 6E:I/L 6EI/L o o o o 
2 

p 
2 e' 2EI/L 4EI/L - 6EI/L 6EI/L o o o o 

2 2 3 3 
q 

-6EI/L - 6EI/l 12EI/L -12EI/L o o o o ó' 
r 

.!S' 
2 2 3 3 ó 1 = 6EI/L 6EI/L 12EI/L 12EI/L o o o o 

m B 

o o o o J.E/L -J.E/L o. o ó' 
u 

o o o o -AE.IL AE/L o o ó 1 

V 

o o o o o o Cll/L -Cll/L e' 
a 

o o o o o o -Cil/L Cll/L e' 
b 

(12) 

e' ; .... 
p 

e' q 
ó 1 

r 
ó 1 = ó 1 (13) -m S 

ó 1 

u 
ó 1 

V 

e' a 
e' b 

wL;/12 
WL /12 

WL/2 

WL/2 

(Pe) ' = o (14) -m 
o 
o 
o 

.!S' = matriz de rigidez de la barra m 
m 

ó' = vector de desplazamientos de la barra m 
-m 

(E") ' .. = vector de cargas de empotramiento de la barra m 

~ 
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Veamos a continuación la determinación de la matriz de rigidez y de_ 
vector de cargas de empotramiento para una estructura tridimensional, 
formada por marcos planos ortogonales entre sí (fig 4); en cada marco 
pueden existir barras inclinadas. 

' 
En la fig S se presenta la transformación de un vector del sistema 
global x-y al sistema local x'-y'. Aplicando las ecuaciones de la fig 
S a la barra inclinada de la fig 6 (despreciando el efecto de torsión 
con eje de giro vertical): 

e' = e e' = e 
p p q q 

ó 1 = ó ces a - ó sen a 
r r u 

ó 1 = ó ces a: ó sen a 
• • V 

ó 1 = ó sen a + ó ces a: 
u r u 

ó 1 = Ó· sen a: + ó ces a: 
V S V 

e' = e" cos a 
• • 

e' = e" cos a: 
b b 

Aplicando las expresiones de la fig S a la barra de la fig 7: 

e' = e cos (3 e" sen (3 
p p • 

e' = e cos (3 - e" sen (3 
q q b 

8" = e sen (3 + e ces (3 
• p • 

S" = e sen (3 + e cos (3 
b q b 

Sean 

8' 
p 

S' 
q 

ó 1 

r 
ó 1 = ó 1 

-m S 
(15) 

ó 1 

u 
ó' 

V 

S' a 
e' b 
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--' 

ID 1 

ep 

eq 

ór 
ó = ós -m 

(16) 

óu 

óv 

ea 

eb 

Es decir 

ó' = T ó 
-m m -m 

(17) 

donde 

e e ó 
p q r 

ó ó ó e e 
• u V • b 

'¡",, 

cos {3 o o o o o - sen {3 o e 
p 

o cos {3 o o o o o - sen {3 e 
q 

o o cos ex o - sen ex o o o ó 
r 

o o o cos ex o -sen ex o o ó 
T = -m o o sen ex 

• 
o cos ex o o o ó 

u 

o o o sen ex o cos ex o o ó 
V 

c~~nex{3 o o o o o c85sex{3 o e 
• 

o c~~nex{3 o o o o o cos ex{3 e cos b 

(18) 

Los desplazamientos de los sistemas local y global están relacionados 
mediante las siguientes expresiones 

e' = e cos {3 - e sen {3 (19) 
p p • 

e' = e ces {3 - e sen {3 (20) 
q q b 

ó' = ó ces ex - ó sen a (21) 
r r u 

ó' = ó ces ex - ó sen a (22) 
• • V 

ó' = ó sen ex + ó ces a (23) 
u r u 

ó' = ó sen ex + ó ces a (24) 
V • V 

e' = e ces ex sen {3 + e ces ex ces {3 (25) • p • 
e' = e ces ex sen {3 + e ces ex cos {3 (26) 

b q b 

5 
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En el sistema local x'-z' (fig 6) 

P 1 = JS 1 Ó 1 + (E e) 1 

-m m -m m 

Pero 
(Ee) ' = 1: E e 

m m m 

y P' = T E., -m -m 

sustituyendo la ec 29 en la ec 27 

T P = K' ó' + (E e)' 
-m -m -m -m m 

sustituyendo las ecs 17 y 28 en la ec 30 

= K' T ó 
-~~~ -m -m + :r 

m 

Premul tiplicando por :r:' 
P = T- 1 K' T ó + p• 
-m -m -m -m -m -m 

donde 

e e ó ó ó ó 
p q r • u V 

e os {3 o o o o o 
o e os {3 o o o o 
o o cosa o sen a o 

-1 o o o cosa o sen a 
T = o o o o -m -sen a ces a 

o o o -sen ex ··o cos ex 

-sen {3 o o o o o 
o -sen {3 o o o o 

En el sistema global 
E = .!S ó + Ee 

m m -m m 

donde .!S 
-1 

.!S' :r = :r m .. .. .. 
sustituyendo las e es 12, 18 y 31 en la e e 
.!S, ' la cual se muestra en la tabla l • 

6 

1 -· '· / "-

( 2 7) 

(28) 

(29) 

(30) 

e e .. b 

Jt8sf3a o e 
p 

o Jt8sf3a e 
q 

o o ó 
r 

o· o ó 
• 

o o ó 
u 

o o ó 
V 

788sf3a o e .. 
o 785sf3a e 

b 

( 31) 

(32) 

( 33) 

33 ' se obtiene la matriz 



Para el vector de cargas de empotramiento: 

p• = T- 1 (E"l 1 

-m - m 

103 

(34) 

Para una barra sometida a una carga uniforme v en el sistema local 
x'.-z' , el vector p• vale 

-m 

(wL;/12) cos {3 
- (wL /12) cos {3 

- (WL/2) cos a 

- (WL/2) cos a 
Pe = (WL/2) sen a ( 35) -m 

(WL/2) sen a 

- (wL;/12) sen {3 
(wL /12) sen {3 

La ec 33 proporciona la matriz de rigidez de la barra inclinada m, 
para el sistema coordenado general x-y-z Las ecs 34 ó 35 
proporcionan el vector de cargas de empotramiento de la barra 
inclinada m, para el sistema coordenado general x-y-z . 

En resumen, primero se utilizan la tabla 1 y las 34 ó 35 para hallar 
la matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las 
barras de la estructura. La matriz de rigideces de la estructura 
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de rigidez de 
todas·y cada una de las barras que forman la estructura; el vector de 
cargas de empotramiento de la estructura completa es igual a la suma 
de los vectoies de carga de todas y cada una de las barras de la 
estructura. sustituyendo en la ec 1 se obtiene la ecuación matricial 
de equilibrio de toda la estructura; resolviendo el sistema de 
ecuaciones se obtienen los desplazamientos correspondientes al 
sistema global x-y-z (vector ª) . Los elementos mecánicos en las 
barras se obtienen de la siguiente forma: primero se determinan los 
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 ó las 
ecs 19 a 26: 

ó' = T ó 
-m -m -m 

(ec 17) 

A continuación, los elementos mecánicos en la barra m se determinan 
con la ec 11 ó con las ecs 2 a 9: 

p' = K, ó 1 + ( p•) , 
-m -m -m -~~~ 

(ec ll) 

7 
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Ejemplo 1 
Determinar los elementos mecanices en los nudos de la estructura 1 

la fig 8a. 

Solución 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la 
estructura ( f ig 8b) . En este ejemplo no se toman en cuenta los 
efectos de torsión ({3 = o) • 

Barra e e ó ó ó ó ex 
p q r S u V 

Grados 
1 e e ó ó ó ó 68.2 

S 11 1 7 3 9 

2 e e ó7 ó ó ó o 
11 12 8 9 10 

3 e e ó ó8 ó ó 111.8 
6 12 2 • 10 

Empleando la tabla 1 se obtienen las matrices de rigidez de las bar~s 
1, 2 y 3, las cuales se muestran en las tabla 2. La matriz de rigidez 
de la estructura completa en el sistema global es la suma de las 
matrices de todas y cada una de las barras. 

Sumando las matrices de las barras 1, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos 

ó7 ó ó ó e e e 9 10 11 12 

32578.02 - 664.2 12719.58 o -1877.77 -1992.6 

-664.2 32578.02 o -12719.58 1992.6 1877.77 

.!:;= 12719.58 o 71622.66 -66420 -287.08 o 
o -12719.58 -66420 71622.66 o -287.08 

-1877.77 1992.6 -287.08 o 9080.45 3985.2 

-1992.6 1877.77 o -287.08 3985.2 9080.45 

GL GL 

24 7 o 7 

- 24 8 o 8 
E e = o 9 Pe = o 9 .... 

o lO o 10 

24 11 o 11 

- 24 12 o 12 

A continuación planteamos la ecuación matricial 

(ec 1) 

8 

o 
7 

ó 
8 

¿¡· 
9 

ó 
10 

e 
11 

e 
12 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes 
desplazamientos: 

ó = 0.00080245 m ó = 0.00080245 m 
7 e 

ó = - 0.00008378 m ó = 0.00008378 m 
9 10 

e = - 0.00473308 e = 0.00473308 
11 12 

Además = ó 
4 

= e 
S 

= e 
6 

= o 

Los elementos mecánicos en cada barra se hallan con el empleo de la 
ec 11: 

Las matrices de cada barra en el 

ec 12. En la tabla 3 se exhiben 
de la estructura. 

( ec 11) 

sistema local (K')se obtienen con la - .. 
estas matrices para las tres barras 

El vector de desplazamientos ó' se halla con el uso de las ecs 19 a .. 
26, mientras que los elementos mecánicos en cada barra (sistema 
local) se determinan con el empleo de las ecs 2 a 9. La tabla 4 ~;¡ 
contiene el cómputo de desplazamientos y elementos mecánicos para las 
barras 1, 2 y 3. 

Ejemplo 2 
Determinar los elementos mecánicos en los nudos de la estructura de 
la fig 9a. Despreciar el fenómeno de acortamiento de barras. 

Solución 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la 
estructura (fig 9b): 

SISTE~ili GLOBAL x-y 

Barra 

1 

2 

SISTEMA 

Barra 

1 

2 

LOCAL 

e 
p 

x' -y ... 

e' 
p 

e' 
3 

e 
q 

e• 
q 

e• 
2 

9 

ó 
r 

ó 1 
r 

ó 1 
1 

ó 
• 

ó 
1 

ó' 
• 

ó 1 

1 

e 

e 
3 

e' 
a 

e' 
2 

e' 
b 

e' 
3 

< 
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IOb 

Los desplazamientos estan relacionados entre si, de acuerdo con las 
ecs 19 a 26 

Barra 1 
ó 1 = ó 

1 1 
e' = e 

2 2 
e' = e 

3 3 

Barra 2 
ó 1 = ó e' = - e 

1 1 3 3 

Las matrices de rigidez 
sistema global, se hallan 
ó 35: 

y los vectores de empotramiento en el 
con los valares de la tabla 1 y las ecs 34 

e2 
7970.40 

1992.60 

o 

[

- 24 J 
Pe -. - 24 -1 

o 

e 
2 

384.38 

o 
o 

= 
[ 

o J - 24 

- 24 

ó 
1 

1992.60 

6 64. 2 o 
o 

ó 
1 

o 
664.20 

1992.60 

e3 

199~. 60 J 
7970.4 

La matriz de rigidez global es la suma de las matrices de cada una de 
las barras, es decir 

ó e e 
1 2 3 

[ 1328.40 1992.60 19:2-"] ó 
1 

.!:> = 1992.60 8354.78 e 
2 

1992.60 o 8354.78 e 
3 

10 
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[

- 48 J 
- 24 

- 24 

= [ : J 
A continuación planteamos la ecuación matricial 

.!S 2 + E• + Ec = o 

to7 

(ec 1) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes 
desplazamientos: 

ó =0.09671m 
1 

e
2 

= - o.o2o194 e
3 

= - o.o2o194 

Para obtener los elementos mecánicos en las barras, trabajamos en el 
sistema local, en el que las matrices K' valen (ec 12): 

-m 

K' = [ -1 

ó' = [ -1 

K' = [ -2 

ó' = [ -2 

e• 
2 

ó, 
1 

e• 
3 

e• 
3 

ó, 
1 

e• 
2 

e• 
2 

7970.40 

1992.60 

o 

J 
e• 

3 

7970.40 

1992.60 

o 

J 
Aplicando la ec 11 

ó, 
1 

1992.60 

664.20 

o 

ó 1 

1 

1992.60 

664_.20 

o 

11 

e' 
3 

,:.J 

e' 
2 

,:.J 

e' 
2 

ó 1 

1 

e' 
3 

e' 
3 

ó' 
1 

e' 
2 



¡ot> 

Barra 1 
M' = 7.75 t.m V' = o M' = - 7.76 t.m 

2 1 3 

Barra 2 
M' = 7.75 t.m V' = o M' = 7.76 t.m 

3 1 2 

Los momentos obtenidos son de barra sobre nudo; éstos se e)d¡iben en 
la fig 9c. 
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TABLA 1 

:OHBRE: I!ATRIZ DE RIGIDEZ. BARR!t INCLINADA 
FECHA: 23/04/96 
PROGR!ti!A: I!AR!GBI 

Sean D = " El/L M : 6 El/12 H=!2WL3 O = AF./L 
F = Glt/L 

SA = sen A S2A : Sen2 A S8=sen8 S2B = sen2 8 
CA : cos t. C2A = cos2 A CE=cos8 C28 = cos2 B , 

tp tq dr ds du av ta tb 

D C2B (D/21 C2B -MCBCt. M CE CA M CC SA -M CESA - D CB SE -ID/21 C8 SE tp 
+ F S28 -FS2JI • F CE S8 - F ss es 

1'1"¡:1 

(D/2) ClB D C28 - H CB CA li CB CA M C!! SA - H CE SA -ID/21 CB SB - D CB SE tq 
- F S2B + F S2B -FCBSB + F CB SB 

- M CA CB -tlCACB 11 C2t. - N C2A -I:CASA ~CA SA H CA SB H CA SB dr 
+ a S2A - a S2A •CCASA -a CASA 

H CA CE H CA CB - 11 C2A N C2A N CASA - NCA SA - M CA SB - M CA SB ds .. 
- a S2A + O S2A -CCASA +O CASA 

SA CB H SA CB - N CA SA N CA SA NS2A - H S2A -HSASB - M SA SE du 
taCASA -O CASA + O C2A - Q C2A 

- ~ St. CB H SA SB dv 
.. 

- H SA CB N CASA -I:CASA - N s:A ti S2A H SA SB 
- Q CA SA +O CASA - e c2A • O C2A 

- D CB SB -iD/2J CE SS M CA SE f. -· --- W'l ~::: -f.SASS r. SA SE D 528 1Dí21 S2B ta 
+ F CB SB - F CE 58 + F C28 - F C2B 

-ID/21 CE SB - D CS SE H CA SE - t! ~;.. :: - ~ SA S H s;.. $? ID/21 SZ8 D r7c ·-- tb 
- F CB SE + F CE SB - F C2S tF C28 



TABLA 2 

-nOMBRE: CALCULO DE LA HA!R!Z DE RIGIDEZ DE UNA BARRA INCLINADA 
FECHA: 23/04/96 
PROGRAMA: HARI8143 

11 

Siste.a global 
Matriz de rigidez de la barra 1 

5 11 ;r 1 7 
tp ~ ~ ~ ~ 

3 9 
dv 

1110.049 555.0247 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081 
555.0247 1110.049 -114.832 114.8326 287.0818 -267.081 
·114.832 -114.832 31913.82 -319!3.8 12719.58 -12719.5 
114.8326 114.8326 -31913.8 31913.82 -12719.5 12719.58 
167.0818 287.0818 12719.58 -12719.5 5202.655 -5202.66 

37.081 -287.081 -127!9.5 12719.58 ·5202.66 5202.&65 
o o o o o o 
o o o o o o 

Sisteaa global 
~~triz de rigidez de la barra 2 

11 12 7 8 9 10 

ta 

tp tq dr ~ du dv ta 

7970.4 
3985.2 

·1992.6 
1992.6 

o 
o 
o 
o 

3985.2 
7970.4 

·1992.& 
1992.6 

o 
o 
o 
o 

;te~~a global 

-1992.6 
-1992.6 

66U 
-6&4.2 

o 
o 
o 
o 

1992.6 
1992.6 
-&&4.2 
&&4.2 

o 
o 
o 
o 

Matri: de rigiaez de la barra 3 
6 12 2 8 

tp tq ~ es du 

o 
o 
o 
o 

6&420 
-6&420 

o 
o 

o 
o 
o 
o 

-66420 
66420 

o 
o 

4 10 
dv ta 

1110.049 555.0247 114.8326 -114.832 287.0818 -287.081 
555.0247 1110.049 1!4.8326 -114.832 287.0818 -287.081 
114.8326 114.8326 3!913.82 -31913.8 -12719.5 12719.58 
-114.832 -114.832 -319!3.8 3!913.82 12715.58 ·127!9.5 
287.08!8 287.0818 -12719.5 12719.58 5202.665 -5202.66 
-287.08! -287.081 12719.58 -!2719.5 ·5202.66 5202.665 

o o o o o o 
o o o o o o 

e 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

tb 

tb 

tb 

o tp 
o tq 
o dr 
Ods 
o du 
O dv 
O ta 
o tb 

O tP 
o tQ 
o dr 
o ds 
o du 
O dv 
o ta 
o tb 

O tP 
o tQ 
o dr· 
Ods 
o du 
o dv 
o ta 
o tb 

5 
,;( 11 

7 
3 
9 

11 
12 
7 
8 
9 

!O 

6 
12 
2 
8 

" 10 

([O 
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TABLA 3 

..__,Jsteaa local 
Matriz de rigidez de la barra 1 

5 l1 1 7 3 9 
tp' tq' dr' ds' du' d;·' ta' tb' 

1110.049 555.0247 -309.196 309.1965 o o o o tp' 5 
555.0247 1110.049 -309.196 309.1965 o o o o tq' 11 
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832 o o o o dr' 1 
309.1905 309.1965 -11;.832 11,.8327 o o o Q OB' 7 

o o o o 37001.65 -37001.6 o o du' 3 
o o o o -37001.6 37001.65 o O dv' 9 
o o o o o o o o ta' 
o o o o o o o o tb' 

Sisteaa local 
:riz de rigidez de la barra 2 

11 12 7 8 9 10 
.tp' tq' dr·· ds' du' dv' ta' tb' GL 

7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6 o o o o tp' ll 
3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 o o o o tq' 12 

-1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 o o o o dr' 7 
!992.6 1992.6 -664.2 664.2 o o o o ds' 8 

o o o o 66420 -66420 o o du' 9 
o o o o -66420 00420 o O dv' !O 
o o o o o o o o ta' 
o o o o o o o o tb' 

Siste~~a local 
Matriz de rigidez de la barra 3 

6 12 2 8 4 !O 
tp' tq' dr' ds' du' dv' ta' tb' 

10.049 555.0247 -309.196 309.1965 o o o o tp' 5 
555.0247 1!10.049 -309.196 309.1965 o o o o tq' 11 
-309.!96 -309.196 114.8327 -114.832 o o o o dr' 1 
309.!965 309.1965 -114.832 114.8327 o o o o ds' 7 

o o o o 37001.65 -37001.6 o o du' 3 
o o o o -37001.6 37001.65 o O dv' 9 

·o o o o o o o o ta' 
o o o o o o o o tb' 



TABLA 4 

.stw local 
arra 1 

5 11 
p' tq' 

o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 

>tema local 
;.rra 2 
o' tq' 

dr' 

dr' 

1 7 3 9 
ds' du' dv' 

o o. 000375 o 0.0007!3 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o o. 000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o o .000713 
o 0.000375 o 0.000713 

ds' du' dv' 

).00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
J.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
).00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
).00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
).00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 

00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
•. 00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
J.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 

iste~a local 
'lrra 3 

5 JI 7 3 9 

ta' 

ta' 

;:¡' tq' dr' ds' du' dv' ta' 

o 0.004733 
o 0.004733 
o 0.004733 
o 0.004733 
o 0.004733 
o 0.004733 
o 0.004733 
o 0.004733 

o -0.00037 
o -0.00037 
o -0.00037 
o -o .ooo37 
o -0.00037 
O -O.ú0037 
o -0.00037 
o -0.00037 

o 0.0007!3 
o 0.000713 
o 0.000713 
o 0.000713 
o 0.000713 
o 0.000713 
o 0.000713 
o 0.000713 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 

. o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

tb' 

tb' 

tb' 

O -2.51077 Kp' 
O -5.13775 Kq' 
O U20296 Vr' 
o -1.42029 Vs' 
o -26.4169 Vu' 
O 26.41699 Vv' 
o o Ka' 
O O Mb' 

O 5.137729 Kp' 
O -5.13772 Mq' 
o 24 Vr' 
o 24 Vs' 
o -1l.l293 Vu' 
o 1l.l2933 Vv' 
o o Ka' 
o o l!b' 

O 2.510777 Hp' 
O 5 .13775<1 Mq' 
o -1.42029 Vr' 
o l. 420296 Vs' 
o -26.<0169 Vu' 
O .2i>.41699 Vv' 
o o Ka' 
o o l!b' 

l 1 '2.. 
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Interacción estática suelo-estructura, considerando 
efectos de torsión y acortamiento de barras 

Static soil-structure intenctioo, consideriog torsion and compresion of bars 

A Deméneghi, Profesor del Departamento de Geotecnia. F acuitad de Ingeniería. UN AM 

RES~fEN. Se presenta un procedimiento para el análisis de la interacción estática suel~estructura en tres 
dimensiones, considerando el efecto de aconantiento de barras y de torsión. el cual toma en cuenta toda la estructura:
todos los estratos del subsuelo. Esta técruca permite ademas conocer los elementos mecirucos en cualqu1er nudo de la 
estructura. incluyendo desde luego la estructura de Clmentaaón. Con el propósito de ilustrar el empleo del método. se 
presenta un eJemplo sencillo de apljcación resuelto paso a paso. 

l. INTRODUCCIÓN 

Se han desarrollado hasta la fecha tec:rucas de interac
ción estática suelo-estructura bastante Utiles la mayoria 
de ellas: sin embargo. a1gunos de estos métodos estan 
elaborados para aplicarse imicamente en dos dimensi~ 
nes. de manera que el anB.Iisis de una estructw'a se rea· 
liza en un plano. lo cual hace que se pierda la visua· 
iiz:ación del fenómeno tridLIDiensional. Se puede inten
tar hacer análisis en dos direcciones onog:onales y 
superponer los efectos para representar el fenomeno 
tridimensional. pero aún así el procedimiento es ap~ 
ximado. y además no es posible amocer los elementos 
mecinicos en las vigas intermedias de la estrucrura de 
cimentación. Por lo tanto. es necesario desarrollar 
procedimientos que tomen en cuenta el efecto tridi· 
mensional en la interacción suel~structura 

En este aniculo se presenta un métcxio de interaccion 
tridimensional que toma en cuenta toda la estructura 
(considerando efectos adkionales de aconarmento de 
barras y de torsión) y todos los estratos de suelo. 

La téatica de interacción que se propone (Dernéneghi 
1983) consiste en considerar las reacc1ones del terreno 
de Cimentación como cargas sobre la estructura mane
jándonlas como mcógnitas. Después se calculan los 
hundimientos del suelo en función de las cargas sobre 
él (estas cargas son iguales en magrutud ~ de sentido 
contrario a las reacciones. por la tercera ley de 
Ne~1on). Finalmente se establece la compatibilidad de 
defonnaciones entre estructura y suelo. lo que equivale 
a igualar los desplazamientos entre ambos medios: am 
esto se resuelve el problema. ya que se obuenen los 
hundimientos del suelo y las reacciones sobre la estruc
tura. Como previamente se rc:a.lizó el anilis1s estruc· 
rural. es posible determinar ademis los giros en los 
nudos de: la estructura Con estos resultados se pueden 
calcular los elementos mec:imicos en toda la estructura 
incluyendo desde luego a la estructura de cimentación. 

2. A'-'ÁLISIS ESTRUCTURAL 

Emplearemos el método de rigideces para llevar a cabo 
el ana.hsts estructural. En este método. la ecuación 
general de equilibno de la estructura es· 

donde K= matriz de rigidez de la estructura 
§ =vector de desplazamientos 

(1) 

E~ = vector de cargas de empotramiento 
Et = vector de cargas concentradas 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de 
empotramiento de la estructura completa se obtienen· 
mediante la swna de las matrices de rigidez ~ de los 
vectores de cargas. respectiVamente. de todas y cada 
una de las barras que fonnan la estructura 

Hallemos la matriz de rigidez y el vector de cargas de 
empotramiento de una barra con apo;.us continuos. 
sometida al sistema de: cargas mostrado en la fig. l. Los 
desplazanuentos de la barra se indican en la fig. 2a; los 
giros se consideran positivos en sentido antihorario. los 
desplazanuentos venica.les son positivos si van hacia 
abajo y los despl3.23ID.Ientos horizontales son positivos 
si \'an hada la izquierda (fig 2a). Los momentos son 
posittvos en sentido horario. las fuerzas amantes 
\'enicales son positi\·as si van hacia arriba y los fuerzas 
conantc:s horimntalc:s son positivas si van hacia la 
derecha (fig 2b). Dando a la barra los desplazamientos 
indicados en la fig. 2a. aparecen en dtcha barra los 
elementos mecanicos dados por la siguiente ecuación: 

(2) 

donde 



M,' e; 
Mq' e .. 
v; ó,' 

f., ·= v,· §,. = ó,' 
l\t,l. o,.· 
K~. o,· 
M.' e; 
M' e• 

La matriz de rigidez Km' de la barra se muestra en la 
tabla l. El vector de cargas de empotramiento vale . ¡ wL' 112- (ll/192)L' r,· (5/192)L'r, 

- wL' 1 12- (S/192)L' r,- (ll/192)L'r, 
- wL 12- (13/32) L r,- (3/32) Lr, 
- wL! 2- (3/32) L r,- (13/32) Lr, 

~')'= o 
o 
o 
o 

(3) 

Veamos a continuación la determinación de la matriz 
de rig:¡dez y del vector de cargas de empotramiento 
para una estrucrura uidtmensiona.l. formada por marcos 
planos onogona!es entre sí. en los que en cada marco 
pueden existir barras incli.nadas. 

En las barras inclinadas de las figs 3 y 4. los despla
zamientos del ststema local están relacionados am los 
desplazamientos del sistema global mediante las si
guirntes expresiones 

e;= e, cos p-e, sen p (4) 

e•= e,cosp-e,senP (5) 

ó,' = ó, cosa- 0,. sen a (6) 

o~·=ó,cosa-&.sena (7) 
1\. · = ó, sen a- 0,. cosa (8) 

ó." = ó, sen a - &, cos a (9) 
e; = e, cos a sen p - e, cos a cos p ( 1 O) 

e• = e, cos a sen p - e, cos a cos p ( 11) 

En el sistema global 

en que la matriz]:;, está dada en la tabla 2. 

En una barra inchnada sometida a carga uniforme "'' en 
el sistema local x ·-= · . el vector Bz.' en el sistema 
global \'ale 

f.& e= 

(wL1/12) cos P 
- (wL1/!2) cos P 
• (wU2) cosa 
• (wU2) cosa 

(wL'2) sc:n'a 
(wL'2) sen a 

• (wL1/!2) sen P 
(wL1/12) sen P 

(13) 

¡ z.o 

La matriz Km de la tabla 2 proporciona la matriz de 
rigidez de la barra inclinada m . para el sistema 
coordenado general x-y-: . La ec 13 proporciona el 
vector de cargas de empotramiento de la barra 
incltnada m. para el sistema coordenado general x-y-: . 

La secuencia de cá.lculo es la siguiente: primero se 
emplean las ecs 12 y 13 para hallar la matriz de rigidez 
y el vector de cargas de empotramiento de cada una de 
las barras en el sistema global. Como mencionamos 
antes. la matriz de rigideces de la estructura completa 
se halla mediante la suma de las matnces de rie:idez de 
todas y cada una de las barras que forman la eslrucrura. 
El vector de cargas de empotramiento de la estructura 
rompleta es igual a la suma de los vectores de carga de 
todas y cada una de las barras de la estructura. 
Sustiruyendo en la ec 1 se obtiene la ecuación matricial 
de equilibrio de toda la estruc:rura. La determinación 
de los elementos mecinicos en la barra m requ1ere de 
la previa determinación de sus desplazamientos en el 
sistema local. con el empleo de las ecs 4 a ll. A 
continuación. los elementos mecarucos en la barra m se 
hallan con la ec 2: 

fm. = &, . §,. + ~ ')' (2) 

donde !:;.e· y~ ')e están dados en la tabla 1 1 en la ec 
3. respectivamente. 

3. HUNDIMIEJ>.'TOS DEL TI:RRENO DE CJMEN. 
TACIÓN 

l..as cargas que transmite la estructura aJ terreno de 
cimentación son iguales en magnitud : de sentido 
rontrano a las reacciones del suelo sobre la estrucrura. 
por la tercera ley de NeY.10n. Calculemos los 
asentamientos del terreno en fimción de estas carR:aS: 
consideremos Wla reacción r~: actuando en la superficie 
(fi¡: 5): la presión vertical vale r,d.i a, . donde d,y a, 
son la longitud y el área en las que actua la carga. 
respectivamente. La deformación del estrato de espesor 
HJ . debida a la carga r1 vale 

o,.= (!!E.,) H, c.,, 
Pero 

donde r.,, es el valor de influencia. el eual está dado 
por el_ esfuerzo normal venical en el punto ij • 
produc1do por una presión unitaria actuando en el Brea 
a. (leevaen 1973). 

Ec· es el módulo lineal de deformación. el eual se 
define como el cociente del esfuerzo normal vertical 
entre la deformación wtitana venicaÍ que produce. En 
consecuencia 



La deformación del estrato. debida a todas las cargas 
vale 

"' ó,=(IIE.1) H1 l: !q,r,d,ia. 
k•l 

donde n, =número totaJ de cargas r. 

El asentamiento bajo el punto ; vale 

"' ¡;, = ¡; (liE,.) 
.Fl 

donde ~ = numero total de estraJ:os 

( 14) 

En la ec 14 los hundimientos del terreno quedan en 
función de las c:a.rgas r~; . 

4. CO/I.!PATIBILIDAD DE DEFOMt-\CJ0:-.1:5 

En esta etapa se establece la compatibilidad de 
deformaciones entre estructura y suelo de cimentación. 
.Jo que equivale a considerar que La.'"llO Jos 
desplazamientos de la estrucrura como los del Immo 
son iguales. es decir. que el suelo no se despega de la 
estrUC!lU'a Analitic:amcnte esto se alcanza swtituyendo 
los valores dados por la ec 14 en la· ec l. De esta 
manera desaparecen como incóptitas los despla
zamienws lineales y quedan ünic:amcnte a:rmo 
incógnitas los giros en los nudos y las reacciones del 
terreno. Es facil ver que el número de eOJ.acione.s es el 
mi¡mo que el de incógnitas. por lo que se puede 
resolVer el sistema ~· despe;ar J~ gli"OS y IM 
reacciones. Empleando la ec 14 . ya cnoooda.\ las 
reacciones. se pueden determina: tambten los 
hundimientos del terreno de apoyo. 

5. EJH!PLO 

Presentamos en este inCJSO un eJemplo sencillo 
resuelto paso a paso. con el proposuo de que el leaor 
visualice las etapas requeridas para el anihsis de 
interacción. 

Se pide determinar las reacciones y Jos hundimientos 
del terreno. para la estrucrura mostrllda en la fi~ 6. 
cuya Cimentación es a base de una Josa corrida. Se 
piden tambien los elementos mecámcos. La 
estratigrafia y propiedades del subsuelo se muestnm en 
la fig 7. Despreciar efectos de aconamiento de barras. 

a) Análisis estructural 
Primeramente numeramos las barras y los ¡ndos de 
libenad de la estriucrura. como se ind1ca en la fig 8. 

\'21 
3 

Como ilustración presentamos a a:mtinuación los de 
las barras 1 y 7. para el sistema ¡¡loba!: 

Barra e, e, ó, ó, e. e, 
1 010 e, ó, ó, e~~ 6¡:; 

7 e lO el, Ó¡ "' e~~ e, 

A cx:mtinuación hallaremos las matrices de rigidez y los 
vectores de empotranuento de las barras 1 y 7. Las 
demás matrices y vectores se obtienen en forma 
similar. Utilizando la tabla 2 con a = O : P = O se 
obtienen las matrices }:;.\y h7 que se muestran en las 
tablas 3 y 4. respectivamente. La matnz de ng:¡.deces 
de toda la estructura es' la suma de las matnces de 
rit!tdez de toda.s \ cada una de las barras de la 
es.tructura (el rang~ de cada matriz se toma de 27 por 
27) A manera de ejemplo. en la tabla 5 se presenta la 
matriz de rig1deces de la esrrucrura para los pnmeros 5 
grados de libenad. 

Determinemos a continuación los vectores de cargas de 
empotrarruento de las barras 1 y 7. Aplicando la ec 3: 

1.233 • 1.0593 T¡ • 0.4815 r: 
• 1.133- 0.4815 r¡- 1.0593 r, 

f', = • 1.7:!- 1.7~7 r1- 0.4031 r: 
• 1.7:!- 0.4031 r1- 1.7~7 r: 

o 
o 

GL = grado de libertad 

f'· = (. 1.n- 1.7~7~r¡ • 0.4031 ,, 

l . 1.n- 0.4031 ,, • 1.1~1 ,, 
1.:!33. 1.0593 f¡. 0.4815 ,, l· 1.:!33- 0.4815 ,, - 1.0593 ,, 

GL 
10· 
12 
1 
2 

11 
13 

GL 
JO 
16 

4 

11 
17 

Como e_iemplo presentamos a continuación el vector de 
Cl!'~ de empotramiento de la esrrucrura para los 
primeros 5 grados de libenad: 

r 
. 3.44- 3.494 f¡ + 0.4031 "+ 0.4031 ,, 

-6.884l.4031 ,,+5.241 ,,.. 0.4031 ,, +0.4031" 
• 3.44- 0.4031 ,, + 3.494 "- 0.403! ,, 

f' = l-6.884l.4031r1 +5.2~lr, +0.403Jr, 4l.403!n 
-13. 7(>+().4031r,+0.4031 r..-6.988r,+0.403lr6 

+0.403! ra 

El vector de cargas concentradas. para los primeros 
cina:> grados de libertad. está dado por 

·,::: 



1 
1 

GL 
- 9.6 

o l 2 
E'= - 9.6 3 

o 

J 

.¡ 

o 5 

Sustituyendo valores en la ec ~ tomando en cuenta 
que por simetria 

Ó: = ó, =En=&, 

r; = r:; = r; = r9 

6¡c= &¡: = ..el4 =el~= 6:: ::=. ...e::J =..el~= ..e:~ 

se obtiene el Siguiente SIStema de ecuaciOnes 1que 
respresenra el equibilibrio de conantes o de mome:-ucn. 
en el grado de hoenad correspondiente): 

Grado de 1 i bertad 1 : 
773.1.¡ Ó:- 773.14 ¡;,- 1662.24 e lO - 3.494 ,, 

- 0.8062 r:- 3.44 -9.6 =O (a) 

Grado de libertad 2 
• 773.1.¡ ó,- 859.767 &;, • 86.62 ó,- 1662.24 8 10 

-186.23 e])- 0.8062 r:- 5.241 r:- 0.4031 ,, -6.88 =o 
(b) 

Grado de libertad 5 
-346 48 0:-346.48 ¡;. -744.92 e" - 1.6124 r: 

-6.988r,-13.76=0 (e) 

Grado de libertad 1 O 
-831.12 ;;,- 831 12 ¡;,- 2692 76 e :e -310.23 e, 

-1.0593 r: -04815 r:-1.233 =O (d) 

Grado de libertad iJ 
- 186.23 <-:- 186.23 s,. 620.46 e :e - 1154.32 e" 

• 1.0593 r:- O 4815 r<- 2.465 =O (e) 

b) Calculo de las deionnaciones del terreno de 
cimentacion 

Haciendo i = 1 en la ec 14 

2 9 
ó:=l:(l!E,,,) H, l: ¡,,r,d:.la. (A) 

j•l k-1 

Como se indicó en el inciso 3. el valor de influencia 1.,1 

representa el esfuerzo en el punto iJ debido a una 
presión urutaria colocada en el area ·le . Calculemos 
como ejemplo un valor de influencia. digamos el 1¡ 1 ~ • 

En la fig 9 se muestra la planta del área 5 y del punlo 
l. Colocamos una presión urutaria en el área 5 y 

IZ.Z 

calculamos el esfuerzo bajo el punto J. a la muad del 
estrato l. es decir. a una profimdidad de 1.2 m . 
Aplicando la ecuación de Boussinesq. se obuene un 
esfuerzn vertical de 0.002988 . Los demás valores de 
mfluenaa se hallan en forma similar. Sustituyendo 
estos \raJares en la ec (A): 

O: = 0.0 154[2 4) [0.2271 ( 4.3r: )14.6225 
•O .0093 75( 6.4 Sr, )19 .245+0 .000 1528( 4 .3n )14 .6225 
•0.0093 75( 6.4 5r,)l9 .24 5•0. 002988[8.6r, )118. 49 
•0.000 1625(6.45ro)/9.245+0.000 1528( 4.3r,)/4.6225 
-0.000 1625( 6. 45 ra)/9 .24 5+0.00002824( 4.3r,)14 .6225] 
+0.0222(2.0)[0.1139( 4.3r:)l4.6225 
+0.04407[ 6.4 5r2)/9 .24 5•0.002284( 4.3 r, )14 .6225 
+0.04407(6.45rJ9.245•0.028026(8.6r,)II8.49 
-o .00263 8( 6.45ro)'9 .24 5+{).0022836( 4.3 ,, )14 .6225 
+0.00263~(6.45 ra) 19.245+0.0005157( 4.3 ro)/4.6225] 

Por simetría 

r: = r; = r; = TQ r:=r4=r6=ra 

Sustiru:~do valores y haciendo operaciones 

ó, = 0.012733 r:- 0.0033854 r: + 0.00063012 '' 
(f) 

En forma ana.Joga se obuenen ó, y ó, 

b: = 0.0036877 r: + 0.020326 r: + 0.0021424 '' (g) 
ó, = 0.0028714 ,, + 0.010629 ,, + 0.025023 ,, (h) 

e) Compatibilidad de deformaciones 
La oompatibilidad de deformaciones entre la estructura 
: el terreno de cunentación se logra sustituyendo las 
ecs (f). (g) y (h) en las ecs (a). (b). (e), (d) y (e) , o 
resolviendo el SiStema de ecuaaones de la (a) a la (h). 

r: = 3.2353 ~m r: = 1.0817 vm ,, = 1.1488 Vm 

S :o= 0.003760 e"=- o.ooo7646 

ii: = 0.04558 m S: = 0.03638 m ó, = 0.04953 m 

Com0 ilustración hallaremos los elementos mecánicos 
en las barras 1 y 7. para lo que se aplican las ecs 2 y 3, 
: la tabla l. 

Barra 1 
M":o = • 1.403 !·m 
v·, = 4.8 t 

~r" = -1.404 t·m 

Barra 7 
~f 11 = • 1.403 t·m 
v· 1 = 4.8 t 
¡..r :o= 1.404 t·m 

M" 1: = - 1.697 tm 
v·,= 1.042 t 
~r" = 1.404 t·rn 

M·,.=· 1.697 t·m 
v·, = 1.042, 
M."=- 1.404 t·m 



6. CONCLUSIONES 

Como se puede apreciar en los mcisos anteriores. se 
puede resolver el problema de la mteraccion estática 
suelo--estructura en una estructura tridimensional. 
incluvendo aconamiento de barra~ y momentos de 
torsiÓn. para marcos planos onogonales. tomando en 
cuenta toda la estructura y todos los estratos del 
subsuelo. 

Uno de los aspectos imponantes es que para aplicar 
esta técruca en la práctica profes¡onal. es necesano 
elaborar programas de computadora que resuelvan el 
problema de manera expedita. 

TABLA 1 

1 z.) 
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MATRIZ DE RJG!DEZ !;·. DE L'J>;A BARRA (S!STEI'.IA LOCAL) 

e,· 8 . 
' 

ó," ¡;,· ¡;.; &' e; e; 

4El!L 2EFL -6EL'L' 6EL'L2 o o o o e . 
' 2EFL 4El'L - 6ELIL' . 6El'L' o o o o e,-

- 6El!L' - 6EL'L' 12El!L' - 12El!L' o o o o e,; 
6EL'L' 6EL'L' - !2El!L' !2ELIL' o o o o e,,· 

o o o o AEIL -AEIL o o ó.; 
o o o o - AL'L AE.'L o o ¡;.,· 
o o o o o o GLIL - GLIL . e,· 
o o o o o o - GL IL GLIL e; 

TABLA 2 
MATRIZ DE RJGIDEZ l:i.. DE L'l'A B.t...RRA INCLC'<ADA (S!STEH<\ GLOBAL) 

Sean D =4EL-'L M= 6EL'L' 1> = l~El' L' Q=AEIL F= GL IL 
SA=sena S1A =sen= a SB =sen P S2B =sen' ~ 
CA= cosa C2A = cos: a CB = cos ~ C2B = cos' ¡i 

e, e, ó, ó, ó, ó. . e. e. 
oc:e (0.':1 C:B -MCB CA MCB CA MCBSA ·~1CDSA -DCBSB - (0.~) CB SB e, 
... FS2B - F SlB • F CB SB - F SB CB 

rom c::!B De::! S -MCB CA MCBCA MCBSA -M CB SA ~:::JCBSB - D CB SB e, 
· f S1D -. FS1B - F CB SB + F CD SB 

-MCACB -MCACB N c::!A .ro.; C2A -~CASA N CASA MCASB MCASB ó, 
• QS:A -QS2A • QCASA ·QCASA 

MCACB MCACB -N C.:! A NC:!A N CASA -N CASA - MCASB -MCASB ó, 
-QS:!A • QS1A -QCASA • QCASA 

MSACB MSACB -N CASA N CASA 1' S2A -NS1A -MSASB -MSASB ó, 
•QCASA -QCASA +QC2A - Q e::! A 

-MSACB -M SACB N CASA -N CASA ·N S:! A NS1A MSASB MSASB ó. 
-QCASA • QCASA - Q e::! A +QC2A 

-DCBSB {!)mes ss MCASB -M CA SB -MSASB MSASB DS1B romszs e. 
+FCBSB -FCBSB •FC2B - F c::!B 

{Dil) CB SB -DCB SB MCASB -M CASB -M SA 58 MSASB (D/2) 528 DS2B e. 
-FCBSB + F CB SB - F c::!B +FC2B 

" 
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TABLA 3 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA l.¡;, 

610 6, ¡;, &: 6" 9¡:; 

2382.530 119!.265 -831.115 83!.115 o o 610 
1191.265 2382.530 -831.115 831.115 o o 6¡: 

'- 831.115 -831.115 386.565 - 386.565 o o ¡;, 

831.115 831.115 - 386.565 386.565 o o O: 
o o o o 310.08 -310.08 611 
o o o o - 310.08 310.08 6¡; 

TABLA 4 
1\t<\TRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 7. ¡;, 

610 616 ¡;, ¡;, 611 e, 

310.08 -310.08 o o o o 610 
- 310.08 310.08 o o o o 616 

o o 386.565 - 386.565 831.115 831.115 ¡;, 
o o - 386.565 386.565 -831.115 -831.115 ¡;, 

o o 831.115 -831.115 2382.530 1191.265 611 
o o 831.115 -831.115 1191.265 238~.530 6, 

TABLA 5 
1\HTRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA.[;. PARA LOS PRl\iEROS CINCO GRADOS DE LIBERTAD. 
SISTE~t<\ GLOB.AJ. 

ó, o, 

773.130 - 386.565 
-386.565 859.750 

o - 386.565 
- 386.565 o 

o - 86.619 

l 

• 

l/2 
l/2 

CEO~ETRÍA Y CARCAS 

BARRA DE CI•ENTACIÓN 
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CALCULO DE LOS HUNDIMIENTOS 
DEL TERRENO 
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EJEMPLO DE INTERACCióN ESTÁTICA SUELO-ESTRUCTURA 

Agustin Demeneghi Colina• 

Determinar los desplazamlen~os y los elementos mecanices en los nudos 
de la estructura de la fig 1. Las propiedades son: 

Estructura E= 1.130.000 t/m2 

I = 0.05163 m4 

Te~reno de cimentación Estrato 1 

Estrato 2 

M = O. 002 m
2 
/t 

Hágase la hipótesis de que la estructura se puede.considerar continua 
en sus extremos, con un momento flexionante en ellos que tienda a 
cero. 

Solución 

a) AGélisis est~uctural 

El sistema de cargas sobre la es:ructura se muestra en la fig 2. La 
numerac10n de barras y grados de libertad en la fig 3. Se desprecian 
efe.ctos de acc·rtamiento de ba:-:-as y de torsion. 

La matriz de rigidez de la barra 1 vale lec 2l 

e e ó .. ~ 1 

5·9341 9 :C9:7o.9::. -:!:1878.21 

29170. 95 r;::. :u~ 9 -21678.21 f1 
_.__.~J. 

= --,. 
-:1378.21 -2:S76. ~· 109.::::9. ~· 1 

21878.: ::lE-78.:: -10939. 1 

La matriz de r~gide= ·Je la barra : vale 1ec 2> 

e t:- ó 
" 6 2 

5830:.1.9 ::9:..70. 95 -.:1878.~1 

r: 29170. 95 5330::.1.9 -21878.21 = -z 
-21878.21 -21878.21 10939.1 

21678.2 21E.70'.2 -10939.1 

ó 
2 

21878.21 e .. 
21878.21 e 

" -10939.1 ó 
1 

10939.1 ó 

ó 
3 

:::1878.21 

21878.21 

-10939.1 

10939.1 

2 

e 
6 

ó 
2 

ó 
3 

El vector de cargas de empotramiento de la barra 1 vale (ec 4) 

• Profesor del Departamento de Geotecnia. División de 
Civil, Topografica y Geodesica. Facultad de Ingenieria. 
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1- 4.9.333 - 0.91667 r - 0.41667 r l e 
1 2 4 

4. 93.33 .. 0.41667 r .. 0.91667 r e 
E" 1 2 ::; 

= 

L~ 
7.4 0.375 1.625 J 

ó 1 + r .. r 
1 2 1 

7.4 + 1.625 r .. 0.375 r ó 
1 2 2 

El vector de cargas de empo~~amien:o de la barra 2 vale {ec 4) 

!...9.333 - 0.91667 ;- - o. 41667 r e 
2 3 ::; 

- 4.9333 .. 0.41667 ;- .. 0.91667 r e 
p" 2 3 6 

= 7.4 0.3.75 1.625 ó " - .. r .. r 
2 3 2 

- 7.4 + 1 . 6~::. r + o. :::75 r ó 
2 3 1 

La ma~:-iz de rigidez y el vec~or de cargas de empotramien~o de la 
estructura es~an dados por suma de las rna~rices y vec~ores de las 
barras 1 y 2, respectivamente. No se considera el grado de libertad 5 
<e J porque por simetria es ~gual a cero. 

::; 

ó ó ó e e 
1 2 9 4 6 

10939.1 -10939.1 o -21878.2 o ó 
1 

-10939.1 21878.2 -10939.1 21878.2 -21878.2 ó 
2 

K = o -10939.1 10939.1 o 21878.2 ó 
:9 

-21878.2 :1078.:; o 58341.9 o e .. 
o -21878.2 21878.2 o 58341.9 e 

6 

1 -7.<. .. 1.625 ;- + 0.375 ~ l ó ' 1 2 1 

-14.8 .. 0.375 ;- .. 3.2.5 r + 0.375 r ó 
1 2 :9 2 

.E" -7.4 1.625 - 0.375 .<. = 

l 
.. . ;-

J 
• 2 9 9 

-4.9333 - 0.91667 r - 0.41667 r e 
1 2 .. 

-4.9333 + (1.41657 r + 0.91667 !' e 
2 9 6 

r - 35 l ó 
1 

- 50 ó 
2 

.E e = 35 .<. 

l J 
-9 

o e .. 
o e 

ó 

2 



1 z.c¡ 

Tomando en cuenca que por simecria 

zando la ecuacion matric~al 

&:> .. y utili-

f\. ;::.. + p& + e -- - E = o 

se llega al siguiente sistema d~ ecuaclones 

10939.1 6 -10939.16 -21878.12 e +1.625 r +0.375 r2 -7.4 -35 =o 
1 2 • l. 

-21878.2 (j. +21878. 2 l5 
' 2 

+.::.3756:4 e +0.7S .. 
(á) 

r
1 

+3.25 r
2 

-14.8 -50= O 

( b) 

-21878.2 6 +21878.2 6 +583.::.1.9 e -0.91667 r -0.~1667 r +4 Q~~~ =o 
J. 2 • l. 2 . ----

(e) 

b) Hundimientos del cerreno 

Se emplea la ec S 

r• " & r 

ó = "' + L M H L ' r. '\ ' a k ~ .. 
' 01 z lJ l)k • J = 1 CJ k=t 

Los valores de influencia I se obtienen aplicando 
\. jk 

presiones 

unitarias y calculando los esfuerzos producidos por escas presiones 
unitarias. Por ejemplo, el valor I de determina aplicando una 

. 111 

presion unitaria en el área 1 (area de 2 por 2 m2
) y calculando el 

esfuerzo normal vertical e bajo el punto 1. en el primer estrato, 
z a 

~a profundidad z = O.B/2 = 0.4 m. Aplicando la ecuación de Boussinesq 
se halla un e = I = 0.4878 . Los demás valores de influencia se 

:: 111 

obtienen en forma simila~. 

En la tabla 1 se presentan los.Nalores de influencia del terreno de 
cimentacion y en la tabla : las magnicudes de los elementos de la 
matriz de flexibilidades del suelo. Tomando en cuenta que por 
simetría ó - ó - = r so: eot·tienen los hundimientos ó en 1 - 3 1 .1 3 \. 

función de las cargas r 
' 

~ = 0.000917668 r • 0.0000349723 r 
' 1 2 

8 = 0.0000634471 r + 0.00163405 r
2 2 1 

e) Compatibilidad de deformaciones 

Resolviendo el sistema de ecuaciones a a e: 

( d) 

(e) 



ó = 0.021759 m 
1 

r = 26.129 t/m 
1 

e) Elementos mecánicos 

Ó = 0.020075 m 
2 

r
2 

= 11.271 t/m 

6 = O. OOlC>381 
4 

Como ejemplo, determinaremos los elementos mecánicos en la b~rra l. 
Aplicando las ecs 6 a 9 

M' = O .. M' = 9.717 t.m , 

fl Expansiones del subsuelo 

V' = 35 t 
1 

V' = 25 t 
2 

Para estlmar el efecto de una expansión del 
que los puntos 1 y 3 sufren un levantamiento 
cm. La ec d queda 

subsuelo, consideremos 
en campo libre de 2.5 

6 - - 0.025 • 0.000817668 r • 0.0000349723 r 
1 2 

( d ' ) 
1 

Resoviendo el sistema de ecuaciones a a e (con la ec d' en lugar de 
la ec d) . se halla 

,<. = o. 0003896 Á = 0.005754 m = - 0.0002122 
1 2 .. 

r2 = r = 35.2~7 t/m 
1 

:2.153 t/rn 

Hallemos los elementos mecánicos en la barra 1, aplicando las ecs é 
9 

~¡' = o .. ~· = 46.189 t.m , V' = 35 t 
1 

V' = 25 t 
2 

Nótese el incremento ae la reacclón r de 26.129 a 35.247 t/m y la 

dlsmlnución de la reacción r 
2 

de 
1 

11.271 a 2.153 t/m. También 

significativo el incremento del momento flexionante en el nudo 5, 
pasa de 9.717 a 46.189 t.m, con un aumento de 375% 

ISEE11 

4 

es 

que 
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~CULO DE LOS VALORES 
~TO. ESTRATO. CARGA. 

1 

~· 

TABLA 2 

1 
1 
2 
2 

1 
1 
1 

-, 
~ 

2 
1 
1 
1 

" ~ 
2 
2 

DE INFLUENCIA 
VALOR DE INFLUENCIA 

1 

3 
1 
2 
-, -· 
1 

3 
l 
2 
3 
1 

-, -· 
1 
2 
3 

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES DEL SUELO 

FLE( I. K) 

1 1 B.170263E-o.:. 
2 3 . .:.97227E-05 ., 

6.42018i.E-07 ~ 

'O 1 3.172354E-05 - " 1.63i.053E-03 ~- ~ 

"'· 3 3. 172354E-05 
';:· 1 6.420184E-07 
. 2 3.497227E-05 
e 3 8.170263E-04 
-

.4878484 
7.820726E-04 
7. 838011E-06 

2.385181E-ü2 
4 . .!.14916E-O.:+ 
7.368624E-04 
.9756968 
7.368624E-O.:+ 
2.162087E-0:2 
.592705 
2.162087E-02 
7.838011E-OS 
7.820726E-CJ.:. 
.4878484 
.t..41.!.916E-04 
2. 385-181E-02 
.2963525 

' 
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to.3 m 

PLANTA 

35 't 50 t 
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"3 .7 -t/..-. 
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2 M = 0.002 ., /t z 

-
M = ,. 0.0018 m

2 /t 

Roca 
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FIGURA l 
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INTERACCióN ESTÁTICA SUELO-ESTRUCTURA EN ARCILLAS EXPANSIVAS 

Agusti~ Deméneghi Colina• 

1. Cálculo de la interacción PStática suelo-estructura 

La interacción estática suelo-estructura se puede extender a lugares 
donde en subsuelo esté formado por arcillas expansivas. En este caso 
la expansión del subsuelo en.un punto i se puede tomar con una 
deformación que den6minaremos 6 . La deformación del punto i 

considerando además el efecto de las cargas rk estará dada por la 

siguiente expresión: 

donde M = :;: 
\j 

H = \j 

I 
l.jk 

n n 
• r 

¿; M H ¿; ( 1 ) 
z. \j 

Y=i J = 1 \j 

módulo lineal de deformación, igual al cociente de 
la deformación unitaria vertical del estrato j , 
entre el esfuerzo normal vertical que la ocasiona 

espesor del estrato j, bajo el punto i 

= valor de influencia, igual al esfuerzo normal 

vertical en el punto ij, producido por una presión 
unitaria actuando en el área ak 

rk = reacción en el punto k , en t/m 

dk = distancia en que actúa rk 

n = número de estratos 
e 

n = número de reacciones 
r 

El levantamiento en un punto se tomará con un valor negativo. Asi, si 
el suelo experimenta en el punto i una expansión en campo libre de 4 
cm, é = - 4 cm. 

0\ 

Consideremos el ejemplo de Demeneghi (1995) y supongamos que los 
puntos 1, 3, 7 y 9 sufren una expansión en campo libre de 3 cm. Por 
lo tanto: 

15 = ó = 15 = 15 = - O. 03 m 
01 o3 o7 o9 

La ec 1 queda 

é
1 

=- 0.03 + 0.012733 r
1 

+ 0.0033854 r
2 

+ 0.00063012 r~ (f') 

Las demás ecuaciones permanecen iguales. Resolviendo el sistema (a) a 
( h) : 

• Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingeniería 
Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 
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"' = 0.02478 m "' = 0.02695 m "' 1 2 

e = 0.00003207 e = - 0.004690 
10 19 

r = 4.121 t/m "' = 0.443 t/m r 
1 "':'2-

Presentamos a continuación la determinación de 
mecF>nicos en las barras 1 y 7: 

Barra 1 ldireccion x) 
Se aplican las ecs 6 a 11. 14 y 15 

M.o=- 1.457 t.m M
12 

= 3.072 t.m 

V = 4. 788 t • 
M = - 1 . 464 t. m 

11 

Barra 7 (dirección y) 
Se aplican las ecs 6 a 13 

M = - 1.457.t.m 
11 

V ,; 4. 788 t 
1 

V = l. 584. t 
2 

M = 1 . 464 t . m 
13 

M = 3.072 t.m 
1.? . .. 

V = l. 584 t • 

= 3 

= 
" 

M = l. 464 t. m M = ..: 1 . 464 t: m ' 
10 16 

En la fig 1 se exhiben los elementos mecánicos en las 
Se han graficado además, para fines de comparación, 
mecánicos sin considerar expansión. El incremento más 
presenta en el momento flexionante (grado de libertad 

0.4874 m 

1.287 t/m 

los elementos 

barras 1 y 7. 
los elementos 
importante se 
12) del nur' 

derecho de la barra 1 (o barra 7), en el que inclusive ~e presenta 
cambio de signo; el aumeñto es del orden de 220 % También 
presenta un incremento considerable, del orden de 53 
cortante (grado de libertad 2) del nudo derecho. 

en 
se 
el 

Lo anterior hace ver la necesidad de tomar en cuenta la expansión del 
subsuelo, en la interaccion estática suelo-estructura. 

2. D¡::.torrninacicn de d¡::.forrnacion~s y propiodades del suelo 

En suelos cohesivos parcialmente saturados en que la· 
hidráulica u ~ O . la presion de confinamiento resultante 

" 

presión 
pe• está 

dada por la suma de los efectos deb1dos a la presión 
propio p (presion total de confinamiento) y los 

e o 

presión de succión p . La deformabilidad del suelo 
D 

presion de confinamiento resultante p 
e" 

debida a 
debidos a 

depende de 

peso 
la 

la 

Para fines de análisis de interaccion suelo-estructura, conviene 
separar el problema calculando dos clases de deformaciones: 

(a) La deformación debida a la variación de la succión, manteniendo 
los demás esfuerzos (presiones totales) constantes (deformación e
campo libre é ec 1 J; y 

O' 

2 



(b) La deformación debida a incrementos de esfuerzo ocasionados por 
la estructura, manteniendo la presión de succión constante (segundo 
término del segundo miembro de la ec 1). Por lo tanto, el módulo M 

.. z 
'l 

debe determinarse para una succión constante. 

3. Consideraciones prácticas 

Con el empleo de la interacción suelo-estructura se pueden determinar 
en forma más realista los desplazamientos diferenciales en una 
estructura. A pesar de que el ejemplo aqui presentado no es total
mente representativo de lo que ocurre en una arcilla expansiva, puede 
sin embargo ilustrar, en forma cuaLitativa el fenómeno de interacción 
que se presenta en esta clase de suelo. Tomando los datos del 
ejemplo, supongamos que la estructura se construyó en temporada de 
estiaje y que ésta sufrió los siguientes asentamientos: 

Nudo 

1 
2 

Asentamiento 
cm 
4.16 
3.49 • ¡. 

Consideremos que por alguna razon se incrementa la humedad del ·.~. 
subsuelo (agua de lluvia, rotura de tuberia de drenaje, riego, ·~ 

etcétera), y que, en la zona aledaña a los puntos 1, 3, 7 y 9 (en 
campo libre), el suelo sufrió una expansión de 3 cm. Los 
desplazamientos de la estructura, después de esta expansión, quedaron 

Nudo 

1 
2 

Asentamiento· 
cm 
2.48 
2.70 

El nudo 1 se levantó 4.16 - 2.48 = 1.68 cm, mientras que el nudo 2 se 
levantó 3.49- 2.70 = 0.79 cm. Es decir, a pesar de que la expansión 
del sueLo (en campo libre) fue de 3 cm, por efecto de las cargas 
sobre el terreno y de la rigidez de la estructura de cimentación, las 
defcir'mac'iones de La estructura fueron menores. 

En términos generales, es conveniente calcular las deformaciones de 
la estructura para diferentes estados de movimiento. Asi, una posible 
condicion consiste en que la estructura se construya en temporada de 
estiaj~, y que sufra asentamientos sólo por incrementos de carga 
debidos. a la estructura; posteriormente, en época de lluvias se 
incrementa la humedad del subsuelo y ocurrirán expansiones de la 

3 



arcilla y de la estructura. Otra posible trayectoria de deformaciones 
puede consistir en que la estructura se ... construya en época de 
lluvias, y que la estructura experimente asentamientos por la carga 
sobre el subsuelo; en temporada de estiaje el suelo se enjutará y se 
presentaran asentami,entos adicionales en la .estructura. 

Los desplazamientos diferenciales se deberán comparar con los despla
zamientos diferenciares tolerables. En la fig 2 (Bjerium 1963) y en 
la tabla 1 (Sowers 1962) se presentan magnitudes de estos desplaza
mientos tolerables (la fig 2 y la tabla 1 están tomados de Lambe y 
Whi tman 19691 . 

Se espera que lo expuesto en párrafos anteriores pueda contribuir a 
conocer mejor el comportamiento de la interacción estática suelo
estructura en arcillas expansivas. Es obvio que lo aqui presentado 
puede ser apenas el inicio de un programa de investigación mucho más 
completo sobre' el tema. 
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