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Resumen
El presente trabajo estudia los efectos de un cambio brusco de rugosidad y estabilidad
térmica en un �ujo atmosférico en la costa, el per�l de velocidades que se forma en la
capa límite interna, sus implicaciones en la extracción de energía eólica y se compara
con la energía estimada al considerar un terreno homogéneo. Por último se hace un
estudio de caso con medidas a 50 metros de altura en el poblado de Sisal Yucatán y se
compara con la estimación del recurso al usar una extrapolación de la velocidad medida
a alturas menores al Hub con y sin el efecto del cambio en la rugosidad y estabilidad
atmosférica.
Se estudia la interacción de la atmósfera con una interfase mar-tierra idealizada median-
te formulaciones teóricas, herramientas de simulación numérica y medidas de campo.
Dicha interfase idealizada se representa como un �ujo (atmosférico) sobre una super�cie
ondulada (mar). Los límites de la teoría lineal que describen la presión y el esfuerzo
cortante de interacción océano-atmósfera son estudiados mediante simulación numérica
directa (DNS), y se complementan al describir la combinación de parámetros adimen-
sionales que provoca la formación de recirculaciones en la proximidad de los valles de
las olas. Se proponen correlaciones entre dichas variables, y se veri�can los resultados
numéricos con una teoría propuesta para grandes números de Reynolds.
Se describen las posibles implicaciones que tiene el inicio de la recirculación en la caída
de la rugosidad del mar y las consecuencias que esto tiene en el per�l de velocidades y
estimación de energía eólica disponible.

Abstract
This work studies e�ect of an internal boundary layer caused by a sudden change of
roughness (and stability), as well as its implications on the wind energy potential, in
comparison with an equivalent �ow over homogeneous terrain. Finally, a case study is
done with measures 50 meters in the village of Sisal Yucatan and compared with the
resource estimate using an extrapolation of the measured speed at lower altitudes to
Hub station with and without the e�ect of the change in the roughness and atmospheric
stability.
The interaction of the atmosphere with an idealized sea-land interface by theoretical
formulations, numerical simulation tools and �eld measurements was studied. This idea-
lized interface is represented as a (atmospheric) �ow over an undulating surface (sea).
Limits of the linear theory which describe the (pressure and shear) ocean-atmosphere
interaction are studied by direct numerical simulation (DNS), and complemented to
describe the combination of dimensionless parameters which causes the formation of
recirculation in the vicinity of the valleys of the waves. Correlations between these va-
riables are proposed, and numerical results are veri�ed with a theory proposed for large
Reynolds numbers.
Possible implications of the onset of recirculation in the decrease of the roughness of
the sea and the consequences that this has on the velocity pro�le and estimation of
available wind energy are described.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Actualmente, la mayor parte de energía en el mundo es obtenida mediante la com-
bustión de los derivados del petróleo como se observa en la �gura (1.1).

Figura 1.1: Suministro mundial de energía primaria por combustible (Mtoe)***. A la
izquierda se muestra desde 1971 hasta 2014. A la derecha los porcentajes para el año
2014. Imagen adaptada y traducida de: Agencia Internacional de Energía (48).
*En estos grá�cos, la turba y los esquistos bituminosos son agregados con carbón.
**Incluye geotérmica, solar, eólica, calor, etc.
***Un Mtoe es equivalente a la energía liberada por la combustión de mil toneladas de
petróleo crudo.

A lo largo de los años la población mundial a aumentado (ver �gura 1.2) y por
consiguiente también lo ha hecho el consumo energético, produciendo un aumento en la
demanda de petróleo. Aunado a lo anterior, al ser el petróleo un recurso no renovable,
y al haber menores reservas petroleras de pozos poco profundos, actualmente se está
haciendo más común la extracción de pozos profundos, que a su vez es más costosa. Los
dos efectos juntos; disminución en la oferta y altos costos de extracción producen que

1
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el precio del petróleo tenga una tendencia creciente (ver �gura1.3).

Figura 1.2: Evolución de la población mundial y tendencia 1950-2050. Imagen adaptada
y traducida de: U.S. Census Bureau. (94).
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Figura 1.3: Evolución histórica del precio del barril de petróleo. Imagen adaptada y
traducida de la International Energy Agency (48).

La implementación del uso de fuentes renovables de energía es necesaria para tener
una transición energética mundial lo antes posible, no solo por su viabilidad económica
(al platear y comparar la tendencia de los precios de un recurso renovable con uno
no renovable), sino por su bajo impacto ambiental, comparado con la combustión del
petróleo y sus derivados, que emiten gases de efecto invernadero los cuales producen
un calentamiento global. En especí�co la energía eólica es muy buena opción en zonas
costeras donde se encuentran constantes corrientes de aire en forma de brisa marina y
brisa terrestre (ver sección 2.4.8).

Para instalar un generador eoloeléctrico, es necesario hacer un estudio previo de la
disponibilidad del recurso eólico. Para lograrlo se deben usar anemómetros los cuales,



1.1. MOTIVACIÓN 3

idealmente, se colocan a la altura a la que estará el aerogenerador, después de medir
el viento por lo menos durante un año y de preferencia dos o tres años para grandes
plantas generadoras de potencia eólica (50) aunque con un año es posible obtener perio-
dos de retorno para vientos extremos de 50 años de acuerdo al estándar IEC61400-1
de la comisión electrotécnica internacional (47) (IEC por sus siglas en inglés). Una vez
que se tienen las medidas se puede estimar la producción eoloeléctrica mediante un
estudio de la distribución de frecuencias del viento que se ajusta a una distribución de
probabilidad adecuada para posteriormente integrar la energía extraíble mediante la
curva de potencia del aerogenerador deseado, �nalmente se puede obtener el tiempo en
el que se recuperará la inversión.

Si se cambia de opinión sobre la altura a la que se encontrará el aerogenerador, es
posible hacer una extrapolación del viento a la nueva altura, lo ideal es hacerlo para
cada una de las medidas de viento y estimar el recurso energético. También se puede
extrapolar la distribución de frecuencias, lo cual conlleva ciertos errores (40).

Debido al estudio previo requerido (50), es necesario una inversión considerable previa
que va más allá del costo e instalación del aerogenerador: Un anemómetro de copas o
uno sónico, requieren también la instalación de una torre anemométrica. Si lo que se
desea es medir el per�l de viento, se puede instalar varios anemómetros sobre la torre.
O inclusive se puede instalar un SODAR o un LIDAR (por sus siglas en ingles Sonic
Detection and Ranging y Light Detection and Ranging, respectivamente) los cuales
miden la velocidad del viento mediante el uso de láser. La instalación de la torre y los
anemómetros implican un gasto fuerte y más aun la adquisición de un LIDAR. Dicha
inversión se justi�ca para el caso de la construcción de granjas eólicas, pero para instalar
un solo aerogenerador no siempre se cuenta con el recurso disponible.

Cuando se tiene una estación climatológica cerca, una forma de ahorrar en la inver-
sión es utilizar sus mediciones de viento (las cuales por convención se encuentran a 10
metros de altura de la super�cie). Y dichas mediciones se pueden extrapolar a la altura
deseada.

Si se extrapola la velocidad a la altura deseada, es posible incurrir en un error al
no hacerlo de forma adecuada. Para extrapolar la velocidad se debe conocer bien el
per�l de velocidades. La práctica común es utilizar un per�l logarítmico para lo cual
se requiere conocer la rugosidad del terreno y la velocidad de rugosidad, la primera se
puede obtener de la literatura y la segunda se puede estimar con las medidas de un
anemómetro o inclusive se pueden estimar ambas si se tienen las medidas a dos alturas
diferentes en casos de atmósfera neutra y con tres anemómetros para estrati�cación
estable e inestable.

Un per�l logarítmico solo es válido para los casos en los que el terreno es homogéneo,
de lo contrario al haber un cambio de rugosidad, como la unión del agua y la arena en
las zonas costeras, se deben tomar en cuenta los efectos de dichos cambios en el per�l
vertical de velocidades. Cuando el viento pasa por un cambio abrupto en el tipo de
terreno se forma una capa límite que se extiende aguas abajo conocida como capa límite
interna. Al hacer una extrapolación debe saberse si la medida y la altura a extrapolar
están dentro o fuera de la capa límite interna. Una descripción más detallada de la
CLI se presentará más adelante en la sección (2.5). En caso de que la atmósfera no sea
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neutra y además se presente un cambio de estabilidad junto con el cambio de terreno,
se complica aun más el problema.

Aunado a lo anterior, cuando la interfase mar-aire presenta condiciones peculiares
relacionadas con la velocidad del viento y la geometría de la ola, que producen la
presencia de vórtices en el valle de las olas y en estos casos la rugosidad del mar puede
cambiar y tener una �rugosidad aparente� parecida a la rugosidad de una super�cie
plana.

La problemática planteada en los párrafos anteriores generó la motivación de estu-
diar el posible error en el que se puede incurrir al estimar el recurso eólico en la costa si
no se toman en cuenta los efectos del terreno y la estabilidad atmosférica, en particular
la presencia de una capa límite interna. Lo cual nos llevó a estudiar el �ujo de aire
que sopla sobre el mar y la combinación de condiciones geométricas y dinámicas que
producen la recirculación de un �ujo sobre una super�cie ondulada para explorar las
posibles implicaciones de la recirculación en la capa límite interna.

1.2. Objetivos

Estudiar la interacción de la atmósfera con una interfase mar-tierra idealizada
mediante formulaciones teóricas, herramientas de simulación numérica y medidas
de campo. Dicha interfase idealizada se representará como un �ujo (atmosférico)
que se mueve sobre una super�cie ondulada (mar) que tiene distintas caracte-
rísticas geométricas (altura y periodo de ola) que afectan la topología del �ujo
atmosférico. Un efecto de particular interés es la formación de recirculaciones en
la proximidad de los valles de las olas a grandes números de Reynolds.

Investigar, por medio de simulación numérica directa (DNS por sus siglas en
inglés) los límites de la teoría lineal de interacción océano-atmósfera y expandir
esos resultados para casos donde ésta deje de ser válida.

Establecer la combinación de parámetros adimensionales que describen el sistema
y provocan la formación de las antes mencionadas recirculaciones sobre un fondo
ondulado.

Usar los resultados numéricos para proponer correlaciones entre dichas variables,
y veri�car los resultados numéricos usando la teoría (para altos números de Rey-
nolds).

Estudiar los efectos de un cambio brusco de rugosidad y estabilidad en un �ujo
atmosférico en la costa y sus implicaciones en la extracción de energía eólica.

1.3. Breve descripción del proyecto

El presente proyecto fue planteado como propuesta para formarme como doctor en
ingeniería en energías renovables. En sus inicios formó parte del proyecto �Caracteriza-
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ción de la capa límite atmosférica en la costa de Yucatán�. Para su realización recibí
una beca por parte del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología (CONACYT).

El per�l de velocidades de la capa límite y de la capa límite interna están determi-
nados en gran parte por la rugosidad del terreno que genera un esfuerzo cortante en
la super�cie en una zona muy pequeña donde los efectos viscosos son los más repre-
sentativos (ver secciones 2.4 y 2.5 para ver una descripción a detalle). Por lo anterior
es muy complicado tomar mediciones experimentales de la velocidad del aire y presión
a milímetros de la super�cie del mar, debido a eso es muy útil el uso de la mecánica
de �uidos computacional ya que nos permite el uso de experimentos numéricos que
después de una validación logran describir el sistema permitiendo el ahorro de tiempo
y dinero, en especial las simulaciones numéricas directas que dan información hasta de
las escalas más pequeñas sin el uso de aproximaciones. En el presente proyecto se utilizó
el código de simulación numérica directa llamado JADIM (descrito en la sección 3.2) y
desarrollado en Instituto de Mecánica de Fluidos de Touluse, Francia.

El capítulo 7 fue presentado en el congreso �3rd Brazilian Conference on Boiling,
Condensation and Multiphase �ow� en Curitiba-Brasil con ayuda del fondo mixto (FO-
MIX) del proyecto No. 106400. El capítulo 8 fue publicado en la revista cientí�ca �Phy-
sics of �uids� (28).

La mayor parte del trabajo fué desarrollado en el Laboratorio de Ingeniería y Proce-
sos Costeros donde realicé la revisión bibliográ�ca, aprendí a utilizar el código numérico
JADIM y realicé los estudios paramétricos de la energía disponible en las diferentes zo-
nas de la capa límite atmosférica después del marcado cambio de rugosidad en la costa.
El uso avanzado y modi�cación del código JADIM lo aprendí durante una estancia en el
Instituto de Mecánica de Fluidos de Toulouse Francia con el Dr. Dominique Legendre.

1.4. Estructura del documento

Los capítulos 2 y 3 muestran el marco teórico básico necesario para comprender los
temas abordados en los capítulos posteriores.

En el capítulo 4 se describe el �ujo de aire sobre una interfase mar tierra idealizada,
el per�l de velocidades, su evolución después de pasar por el cambio de rugosidad y la
energía eólica disponible dependiendo de la posición horizontal, vertical (con respecto
a la línea de costa) y la dirección del viento.

En el capítulo 5 se exploran las implicaciones en la estimación de la energía eólica al
extrapolar la velocidad a una altura diferente de la medida, por considerar un terreno
homogéneo sin tomar en cuenta un cambio de rugosidad y/o la estabilidad. Se calcula
un porcentaje de error en función de la posición medida y extrapolada.

La sección 5.4 es un estudio de caso para las condiciones de estabilidad atmosférica
neutra en Sisal Yucatán, donde se estima la energía eólica a 50 metros al extrapolar
el viento medido a alturas menores mediante diferentes modelos y se compara con
la energía eólica disponible obtenida con medidas a 50 metros para conocer que tan
adecuado es cada uno de ellos.

En el capítulo 6 se muestra una validación de un �ujo de Couette 3D plano turbu-
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lento del código JADIM que nos permite con�ar en el código como herramienta robusta
de investigación.

En el capítulo 7 se estudia una super�cie ondulada en un �ujo de Couette 2D,
validado con la teoría lineal encontrada en la literatura para después explorar los límites
de dicha teoría.

En el capítulo 8 se continua estudiando el mismo �ujo al explorar las variaciones en
la geometría del canal y en las características dinámicas del �ujo (número de Reynolds)
que producen recirculación en el fondo. También se adapta la teoría existente de �ujos
de Poiseuille al caso estudiado para grandes números de Reynolds y se compara con las
predicciones numéricas.

El capítulo 9 presenta las implicaciones en la capa límite interna debidas a la re-
circulación y al desprendimiento de la capa límite que genera una rugosidad aparente,
también se explora la relación que tiene la evolución en la interfase mar tierra de la capa
límite interna generada cuando el aire siente una fricción diferente debida a la nueva
rugosidad �aparente� del mar.

Por último, en el capítulo 10 se presentan las conclusiones del trabajo.



Capítulo 2

Marco teórico

En este capítulo se presentan algunos de los conceptos básicos para facilitar la
comprensión del presente trabajo y tener una noción previa de lo que es el viento, energía
disponible, el concepto de la capa límite y las diferentes expresiones que describen a un
per�l de viento.

Después se describe a grandes rasgos cómo se estima, a partir de las mediciones
del viento, la energía que puede ser obtenida mediante un aerogenerador. También se
describen las suposiciones que se hacen para extrapolar el per�l de velocidades para
dicha estimación.

Por último se describe lo que es la capa límite interna y las diferentes descripciones
que hay sobre ella en la literatura.

2.1. El viento

El viento es un �ujo de aire producido principalmente por dos fuerzas: las que
resultan de un gradiente de presión y la fuerza de Coriolis. La presencia de estas fuerzas
es consecuencia de los movimientos de rotación (relacionada con el efecto Coriolis y
las variaciones de temperatura), la interacción con el Sol y en menor medida con la
traslación de la Tierra (relacionada con las variaciones de temperatura anuales).

Los gradientes de presión en el aire se originan principalmente por la diferencia de
temperatura que es producida por las estaciones del año, las variaciones día-noche y la
diferencia en el ángulo de incidencia de la radiación solar sobre las diferentes zonas de
la super�cie terrestre. Mientras que la fuerza de Coriolis es una consecuencia directa de
la rotación planetaria.

2.2. La energía del viento

La energía contenida en una masa de aire por unidad de tiempo, se puede determinar
por la �Ley del cubo� (19):

E =
1

2
ρAU3, (2.1)

7
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donde E es la energía por unidad de tiempo [W], A el área interceptada por el rotor
[m2], ρ la densidad del aire [kg/m3] y U la velocidad del viento [m/s].

2.3. Coe�ciente de potencia

La cantidad de potencia que se puede extraer del aire mediante una máquina eólica
puede ser calculada mediante la siguiente ecuación (8) que surge de un balance de masa,
moméntum y energía:

Potencia =
1

2
ρAdU

3
∞a(1− a)2, (2.2)

donde ρ es la densidad del aire y a el factor de inducción de �ujo axial que relaciona a
la velocidad del viento corriente arriba del rotor U∞ con la velocidad del viento en el
rotor Ud de la siguiente forma:

Ud = U∞(1− a). (2.3)

El coe�ciente de potencia es aquel que relaciona la cantidad de potencia que se
extrae del aire mediante una máquina eólica (numerador) con la potencia disponible en
ausencia de la máquina eólica (denominador) (8):

Cp =
Potencia
1
2
ρU3
∞Ad

, (2.4)

simpli�cando tenemos:

Cp = 4a(1− a)2. (2.5)

Se puede obtener el máximo valor que puede tener el coe�ciente de potencia, esto
ocurre cuando a = 1

3
y resulta ser:

Cp =
16

27
= 0.593 (2.6)

El máximo valor que puede tener el coe�ciente de potencia es conocido como límite
de Betz (debido al alemán Albert Betz) y no es posible construir una turbina eólica que
exceda este límite.

Podemos decir que la cantidad de potencia que se extrae del aire mediante una
máquina eólica puede ser expresada mediante la siguiente expresión:

Potencia =
1

2
CpρAdU

3
∞. (2.7)

Después de observar la ecuación (2.7), se nota la gran in�uencia que tiene la velocidad
en la potencia generada por estar elevada al cubo. Por lo anterior el interés se centra
en determinar la velocidad del viento para poder estimar la energía eólica disponible.

Al montar un generador eoloeléctrico, éste interactúa con el aire que sopla en las
zonas más cercanas a la super�cie donde el efecto de la fuerza aparente de Coriolis es
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pequeño y dominan los efectos del terreno ya sea por su tipo de rugosidad o estabilidad
térmica. A dicha zona se le llama capa límite atmosférica (CL) y las características de
su estructura que de�nen el tipo de per�l vertical de velocidad que se presenta es útil
para poder conocer la velocidad a cualquier altura dentro de la CL.

2.4. Capa límite

El concepto de capa límite viene de Prandtl y es de�nida por Schlichting (76) de la
siguiente forma:

Si la condición de no deslizamiento no fuera cumplida, no habría diferencia entre
el campo de velocidades de un �uido real y uno perfecto. El hecho de que en la pared
el �uido se adhiere a ella signi�ca, sin embargo, que las fuerzas de fricción retrasan el
movimiento del �uido en una capa delgada cerca de la pared. En esa capa delgada la
velocidad del �uido incrementa desde cero en la pared (no deslizamiento) hasta su valor
máximo que corresponde al �ujo externo libre de fricción, la capa bajo consideración es
llamada capa límite.

El mismo autor considera que a la altura de la capa límite la velocidad es u = 0.99Us
donde Us es la velocidad del �ujo externo libre de fricción.

En el caso del viento a grandes altitudes, donde los efectos de la interacción del
�ujo con la super�cie son débiles, puede ser considerado que el aire es impulsado por
la rotación de la Tierra y por diferencia de presiones a gran escala sinóptica (�ujo
geostró�co).

En altitudes bajas, puede ser sentido el efecto de la super�cie de la Tierra y en
menor medida el efecto de Coriolis. Esta zona de la atmósfera es conocida como capa
límite atmosférica.

En una zona más cercana a la super�cie en donde los esfuerzos varían menos que
el 10 % de su magnitud (88), se presenta una capa límite super�cial donde los efectos de
Coriolis son despreciables. Su ancho está determinado por las características del �ujo
sin perturbar y por el tipo de super�cie, que puede ser descrita mediante la longitud
de rugosidad z0.

Por último, en la parte más baja a pocos centímetros de la super�cie (88), el trans-
porte molecular domina sobre el transporte turbulento.

Las propiedades de la capa límite super�cial son importantes para conocer el per�l
de velocidades y extrapolar la velocidad a alturas mayores que la de los datos medidos
disponibles, así como para entender la turbulencia experimentada por las turbinas de
viento, utilizadas para el aprovechamiento de la energía eólica.

Debido a que normalmente el viento presenta un régimen turbulento, y que la in-
tensidad turbulenta afecta al desempeño de los aerogeneradores. Es de gran utilidad
descomponer la velocidad en su media y sus �uctuaciones para estudiar la turbulencia.
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La descomposición de Reynolds

La descomposición de Reynolds consiste en representar la velocidad −u mediante la
suma del �ujo medio más las �uctuaciones de la velocidad:

−u(x, y, z) = (U, V,W ) + (u′, v′, w′), (2.8)

que en notación índice queda:
uj = Uj + u′j, (2.9)

al igual que la temperatura θ :
θ = Θ + θ′, (2.10)

y la presión:
p = P + p′, (2.11)

El esfuerzo total

El esfuerzo total presente en un �ujo turbulento puede ser expresado como la suma
algebraica del esfuerzo viscoso τl, que es signi�cativo en la pequeña subcapa laminar
viscosa cerca de la pared, más el esfuerzo turbulento que comienza a predominar en la
capa de transición (87).

τ = τl − τt. (2.12)

Donde el esfuerzo laminar τl puede ser encontrado mediante el gradiente de velocidades,
la viscosidad dinámica µ y la densidad ρ:

τl = µ
∂U

∂z
. (2.13)

Pero el esfuerzo turbulento es más difícil de evaluar (87) a menos que se use la teoría de
longitud de mezcla de Prandtl (87) o alguna otra parametrización del mismo.

De acuerdo a la teoría de Prandtl, una partícula se mueve una distancia l (longitud
de mezcla de Prandtl) antes de que su momento sea cambiado por el medio ocasionando
una �uctuación u′ que a su vez es proporcional a la �uctuación v′.

w′ ∼ u′ ∼ l
dU

dz
, (2.14)

Después de hacer la descomposición de Reynolds y sustituirla en las ecuaciones de
Navier-Stokes aparecen nuevos términos que se puede interpretar como esfuerzos tur-
bulentos (transporte turbulento de moméntum) y son de la siguiente forma:

τt = −ρu′w′. (2.15)

En la zona de transición el esfuerzo turbulento es aproximadamente igual al esfuerzo
cortante en la pared τw, pero los efectos turbulentos dominan y la ecuación (2.15) queda:

τt ≈ τ=ρl
2

(
dU

dz

)2

. (2.16)
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2.4.1. Per�l de velocidad logarítmico

Cuando se habla de un per�l de velocidades se hace referencia al promedio de la
componente principal de velocidad y su comportamiento expresado en función de la
dirección perpendicular a la super�cie de contacto U = f(z).

Si partimos de la ecuación (2.16) y consideramos que la relación de l con z puede
ser establecida mediante la expresión de Von Kárman que sugirió (87):

l = k
dU/dz

d2U/dz2
. (2.17)

La Ec. (2.17) se cumple si se supone una longitud de Prandtl proporcional a la distancia
(l = kz). Entonces la Ec. (2.16) queda:

kz

u∗
∂U

∂z
= 1, (2.18)

donde u∗ es la velocidad de fricción* de�nida por u∗ = (ν ∂U
∂z
|z=0)1/2 = (τw/ρ)1/2.

La ley logarítmica de velocidades se obtiene si integramos la Ec. (2.18) y al aplicar
la condición de no deslizamiento, U(z0) = 0, a la longitud de rugosidad de la super�cie
(cuyos valores más característicos se pueden observar en la �gura (2.1) al �nal del
presente capítulo), obtenemos una expresión logarítmica:

U =
u∗

k
ln

(
z

z0

)
, (2.19)

donde k es la constante de Von Karmán cuyo valor más aceptado (8) es k = 0.4 pero en la
literatura se han reportado varios valores (33) entre k = 0.35 y k = 0.42. Es importante
mencionar que en este trabajo se usa la teoría de longitud de mezcla de Prandtl para
llegar al per�l semi-logarítmico, basado en los autores Streeter et al. (1988), pero se
puede llegar a la expresión logarítmica (Ec. 2.19) de otras formas, por ejemplo ver
Tennekes y Lumley (1972).

La ec. (2.19) solo es válida para condiciones térmicas muy especí�cas que producen
estabilidad neutra; en la capa límite también in�uye el efecto térmico de la atmósfera:
por ejemplo, si el aire cerca de la tierra se calienta en un día soleado, se puede generar
una fuerza de �otación su�ciente para elevarse a través de la atmósfera, causando un
patrón de celdas de convección que se experimentan como remolinos turbulentos a gran
escala.

2.4.2. Efectos térmicos en la capa límite atmosférica

Los principales efectos que gobiernan las propiedades de la capa límite son la fuerza
del viento geostró�co, la rugosidad de la super�cie, el efecto Coriolis y los efectos térmi-
cos. Podemos considerar la existencia de una parcela de aire cercana a la super�cie que
se calienta en forma adiabática, y dependiendo de si está en equilibrio térmico o no con
el aire circundante, se comporta de diferentes formas de acuerdo a su estabilidad (73).

*Nótese que para diferenciar la velocidad de fricción u∗ = (u′w′)1/2, basada en el esfuerzo turbulento
o u∗ = (τw/ρ)

1/2, basada en el esfuerzo en la pared, se utiliza ∗ subíndice o superíndice respectivamente.
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Figura 2.1: Valores típicos de rugosidad super�cial z0 (Fuente: Traducción de ESDU-
72026 realizada por Hernández Jimánez (43)).

Estabilidad de la capa límite

La in�uencia de los efectos térmicos sobre la parcela pueden ser clasi�cados en tres
categorías: estrati�cación estable, inestable y neutra (8):
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Figura 2.2: Estabilidad de la atmósfera, Temperatura de la parcela adiabática a diferen-
tes alturas y fuerza (vector) de �otabilidad presente en cada caso. (Fuente: Hernández
Jimánez (43))

La estrati�cación inestable ocurre cuando hay mucho calentamiento super�cial,
causando que el aire caliente cercano a la super�cie se eleve. Mientras se eleva,
se expande debido a una presión reducida y entonces se enfría adiabáticamente.
Si el enfriamiento no es su�ciente para llevar el aire a un equilibrio térmico con
el aire que lo rodea, este continuará elevándose generándose grandes celdas de
convección. El resultado es una capa límite gruesa con remolinos turbulentos de
gran escala, con mucho mezclado y transferencia de momento vertical provocando
un cambio relativamente pequeño en la velocidad media con respecto a la altura (8).
Para las aplicaciones en generación de energía eólica, la estrati�cación inestable
puede ser importante ya que puede dar lugar a ráfagas de viento en las zonas
bajas (8).

La estrati�cación estable ocurre cuando el efecto del enfriamiento adiabático de
la parcela de aire causa que el aire elevado se enfríe más que el aire circundante
produciendo una menor densidad, en consecuencia el movimiento vertical será
eliminado. Esto normalmente ocurre en las noches frías cuando la super�cie de la
Tierra es fría. En esta situación, la turbulencia es dominada por la fricción con la
tierra, y el incremento de la velocidad media con respecto a la altura, debido a los
esfuerzos cortantes, puede ser grande (8). El aire que se eleva en las condiciones de
estrati�cación estable, puede provocar cargas asimétricas debidas a altos esfuerzos
cortantes. En esta situación también puede haber cambios rápidos en la dirección
del viento con respecto a la altura (8).

La estrati�cación neutra ocurre cuando el enfriamiento adiabático de la parcela de
aire que se eleva es tal que esta permanece en equilibrio térmico con sus alrededo-
res. Esto ocurre muchas veces cuando hay vientos fuertes y cuando la turbulencia
causada por la rugosidad de la tierra genera un mezclado su�ciente en la capa
límite (8). Para el aprovechamiento de la energía eólica, la estabilidad neutra es
usualmente la situación que se considera más importante, particularmente cuando
se consideran las cargas turbulentas en la turbina ya que éstas son más grandes
en los vientos fuertes (8).
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2.4.3. Criterio de estabilidad: Número de Richardson

Ya se describió a grandes rasgos el efecto térmico en la capa límite atmosférica y
los tipos de estrati�cación que se pueden presentar, lo cual se esquematiza en la �gura
(2.2) así como la forma en que la estabilidad está determinada por la relación que hay
entre los efectos que produce el �ujo de calor y los esfuerzos viscosos. A continuación
se describe la convección boyante para poder de�nir después el número de Richardson.

La convección boyante se re�ere a los gases bajo la in�uencia gravitacional donde
las �uctuaciones en la temperatura causan �uctuaciones en la densidad (si consideramos
presión constante a causa de un número de Mach bajo) (91). La consecuencia es la pre-
sencia de una fuerza de cuerpo �uctuante gjρ′ρ (donde gj es el vector de la aceleración
gravitacional, ρ′ las �uctuaciones de la densidad y ρ la densidad media) que también
puede ser representada en función de la temperatura: −gjϑ/Θ0, donde ϑ = θ − Θ0 re-
presenta la diferencia de temperatura de la parcela estudiada θ y la temperatura media
de la atmósfera adiabática circundante Θ0.

La fuerza gravitacional induce un gradiente de presión que provoca a su vez un
gradiente de temperatura. Si se considera que sus variaciones ocurren en una escala
grande comparada con la escala turbulenta, la temperatura adiabática Θ0 puede ser
considerada constante en varios problemas (60).

La descomposición de Reynolds puede ser aplicada a la diferencia de temperaturas:
ϑ = ϑ+ θ′ y la taza media del trabajo realizado por la fuerza de cuerpo �uctuante sería
−gju′jθ′/Θ0. A dicho trabajo se le llama producción boyante y es una fuente de energía
cinética turbulenta.

Si estudiamos el aire que sopla sobre la super�cie de la Tierra cuyo eje perpendicular
es z, podemos considerar un �ujo estable y homogéneo en x y y donde las únicas
componentes de Uj y gj no nulas son U = U(z) y gj = −g, además consideramos que
no hay transporte molecular de ϑ en la dirección z; se puede considerar que los �ujos
de calor ρcpw′θ′ y momento ρu′w′ son constantes en la capa límite super�cial (88).

El parámetro que permite establecer el tipo de estabilidad que presenta la capa
límite es el número de Richardson el cual expresa la razón entre la producción boyante
w′θ′ y la producción de energía cinética turbulenta (91) mediante esfuerzos de Reynolds
u′w′.

Rf ≡
g

Θ0

w′θ′

u′w′∂U/∂z
, (2.20)

donde g es la aceleración de la gravedad, Θ0 la temperatura media de una atmósfera
adiabática y z la coordenada perpendicular a la super�cie.

Cuando Rf > 0 tenemos una atmósfera estable con �ujos de calor hacia abajo,
cuando Rf ≈ 0 no se presentan �ujos de calor y la atmósfera es neutra, cuando Rf < 0
el �ujo de calor es hacia arriba y la atmósfera es inestable.
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2.4.4. Criterio de estabilidad: Longitud de Monin-Obukhov

Si se asume que los esfuerzos de Reynolds son constantes −ρu′w′ = τt = cte, que
la velocidad de fricción esta de�nida por u∗ = (u′w′)1/2 y que el per�l de velocidades
es logarítmico (Ec. 2.18). El número de Richardson (Eq. 2.20) quedaría de la siguiente
forma (91):

Rf =
kgzw′θ′

Θ0u∗
, (2.21)

donde u∗ = (τt/ρ)1/2 es la velocidad de rugosidad y k la constante de von Kármán.
Si el �ujo de calor se de�ne H = ρcpθ′w′ (donde cp es el calor especí�co del aire a

presión constante), se puede de�nir una escala de longitud (91):

L ≡ − Θ0u∗

kgw′θ′
= −cpρΘ0u∗

kgH
, (2.22)

bautizada como la longitud de Monin-Obukhov, cuya interpretación física es el espesor
de la capa en la que no in�uye la estrati�cación de la atmósfera.

La teoría de la similitud de Monin-Obukhov, cuyo nombre hace honor a sus autores
los cuales, al aplicar el teorema Pi de Buckingham, demuestran que la combinación
correcta de parámetros adimensionales que describen al gradiente de velocidad y de
temperaturas en la capa límite atmosférica (33) es: kz

u∗
∂U
∂z

y z
θ∗
∂Θ
∂z

respectivamente y ambos
pueden representarse como una �función universal� de un solo parámetro adimensional
z/L:

kz

u∗

∂U

∂z
= ϕm(z/L), (2.23)

z

θ∗

∂Θ

∂z
= ϕH(z/L), (2.24)

donde θ∗ = −w′θ′/u∗ es la temperatura dinámica.
El parámetro z/L puede ser utilizado para conocer el tipo de estrati�cación que

presenta la capa límite atmosférica ya que es equivalente al número de Richardson. Por
lo anterior, las funciones ϕm y ϕH presentan tres formas diferentes dependiendo del tipo
de estrati�cación atmosférica, siendo ϕm = 1 y ϕH = 0.74 en casos neutros (9), donde la
Ec. (2.23) equivale a la Ec. (2.18).

A continuación se describen los modelos existentes para representar los per�les de
aire que sopla sobre la tierra cuando hay estrati�cación estable e inestable.

2.4.5. Per�l de velocidades logarítmico-lineal

Esta ley escribe el per�l de velocidad al tomar en cuenta la estabilidad de la capa
límite y resulta de integrar la Ec. (2.23) utilizando la condición de no deslizamiento a
la altura z0:

U =
u∗

k

[
ln

(
z

z0

)
− ψm

( z
L

)]
(2.25)
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Figura 2.3: Per�les típicos de la velocidad del viento según su estabilidad (Fuente:
Hernández Jimánez (43))

Donde la �función universal integrada� ψm se puede obtener en forma empírica. En el
presente trabajo utilizaremos las expresiones propuestas por Irwin (49) que ya han sido
utilizadas en la literatura para extrapolar velocidades de viento para su aplicación en
energías renovables (38,39,37):
Para los casos estables (z/L > 0):

ϕm(z/L) = 1 + 4.7
z

L
, (2.26)

ψm(z/L) = −4.7
z

L
. (2.27)

Para los casos neutros (z/L = 0):

ϕm(z/L) = 1, (2.28)

ψm(z/L) = 0. (2.29)

Para los casos inestables (z/L < 0):

ϕm(z/L) =
(

1− 15
z

L

)−1/4

, (2.30)

ψm(z/L) = −ln
(

(ζ2
0 + 1)(ζ0 + 1)2

(ζ2 + 1)(ζ + 1)2

)
− 2(arctan(ζ)− arctan(ζ0)), (2.31)

donde:
ζ = (1− 15(z/L))1/4, (2.32)

ζ0 = (1− 15(z0/L))1/4. (2.33)
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2.4.6. Per�l de velocidades exponencial

Como ya se mostró, la ley logarítmica-lineal (Ec. 2.25) tiene fundamentos teóricos
pero no es tan sencillo calcular la longitud de Monin Obukhov L (Ec. 2.22) y por eso, en
estudios ingenieriles, es muy usada la Ec. (2.34) también conocida como ley exponencial
de Hellmann por ser una expresión más simple a pesar de que no ser tan certera (2):

U = Uref

(
z

zref

)α
(2.34)

donde α es un coe�ciente de fricción o exponente de Hellmann, el cual varía entre
α = 0.1 para super�cies lisas sólidas, lagos u océanos y α = 0.4 para ciudades con
edi�cios altos (3). Uref corresponde a la velocidad medida a una altura de referencia
y zref que muchas veces es zref = 10m debido a que es la altura de la mayoría de
las estaciones climatológicas cuyos datos pueden ser utilizados para estimar la energía
eólica en lugares cercanos a ellas sin necesidad de invertir en la instalación de torres
anemométricas.

El parámetro α se puede obtener en forma directa si se dispone de medidas a dos
alturas diferentes:

α =
ln(U(z2)/U(z1))

ln(z2/z1)
. (2.35)

Smedman-Högström y Högström (1978) proponen un modelo empírico cuyos coe�-
cientes c0, c1 y c2 dependen de la estabilidad atmosférica:

α = c0 + c1log10(z0) + c2(log10(z0))2. (2.36)

También es posible obtener valores más exactos de α para el terreno bajo estudio si
se conoce el parámetro de estabilidad z/L mediante la de�nición de la función universal
ϕm mostrada en la Ec. (2.23) que puede ser vista como un esfuerzo adimensional cuya
dependencia con la velocidad y el exponente α fue estudiada por Panofsky et al. (66) los
cuales estimaron el exponente de la siguiente forma:

α =
u∗

kUref
ϕm (2.37)

En caso de no tener medidas a dos alturas diferentes para calcular la velocidad
de rugosidad, es posible estimar el parámetro α mediante la expresión planteada por
Panofsky y Dutton (1984) para lo cual es necesario tener la longitud de Monin Obukhov
L:

α =
ϕm(
√
z1z2/L)

ln(
√
z1z2/z0)− ψ(

√
z1z2/L)

. (2.38)
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2.4.7. Viento geostró�co

A cierta altura de la tropósfera zi no se sienten los efectos de la super�cie terrestre y
el aire en movimiento es llamado viento geostró�co, que es la consecuencia de la fuerza
de Coriolis y la fuerza generada por el gradiente de presión. La teoría de similitud de
Rossby relaciona la velocidad en la parte más alta de la capa límite G con la velocidad
de fricción u∗ cerca de la super�cie (7). En condiciones estacionarias barotrópicas la ley
de arrastre geostró�co es:

G =
u∗

k

√[
ln

(
u∗

fz0

)
− A

]2

+B2, (2.39)

donde f es el parámetro de Coriolis de�nido como:

f = 2Ωsen(|Λ|), (2.40)

Ω es la velocidad angular de rotación terrestre, Λ la latitud, A y B son funciones de
resistencia y dependen del parámetro de estabilidad u∗/fL. Para una atmósfera neutra
son (36) A ' 1.9 y B ' 4.9.

Una vez descritos los diferentes per�les de velocidad y las expresiones matemáticas
utilizadas para representar el viento, y tomando en cuenta que el presente trabajo
estudia un �ujo sobre el mar y la costa. Es importante describir porqué ocurre la brisa
y el terrestre.

2.4.8. Brisa marina y terrestre

Figura 2.4: Brisa marina y terrestre. En el día el aire se dirige a la tierra. En la noche se
invierte la circulación. Las �echas negras representan al aire caliente. Imagen tomada
de Deleito y Cabrero (1984).

La brisa es un viento local iniciado por diferencia de presiones. La circulación ocurre
en forma local a lo largo de las costas cuando la diferencia de temperaturas entre la
tierra y el mar es lo su�cientemente grande. Durante el día, el aire sobre la tierra tiene
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una mayor temperatura y menor densidad que el aire sobre el agua. Por consiguiente
la presión del aire sobre la super�cie del mar es mayor comparada con la presión sobre
la tierra, resultando en el movimiento de aire desde las zonas de alta presión a las de
baja y el viento se dirige del mar a la tierra. En la noche ocurre el proceso inverso al
enfriarse más la super�cie de la Tierra que la del agua adyacente y comienza la brisa
terrestre o �terral�. Debido a que en la noche la diferencia de temperatura entre la tierra
y el agua es menor que durante el día, el terral es más débil que la brisa marina (73).

El presente trabajo se enfoca en los casos donde se presenta cualquier tipo de estra-
ti�cación. Tomando en cuenta lo anterior podemos de�nir la capa límite interna de la
misma forma en que la describen los estudios de micrometeorología (23,24,34).

2.5. Capa límite interna (CLI)

Cuando la super�cie sobre la que hay un �ujo totalmente desarrollado, tiene carac-
terísticas geométricas y termodinámicas homogéneas, la capa límite sobre la super�cie
también es homogénea a lo largo de la super�cie como se describe en la ecuación (2.19).

Cuando se presenta un cambio en las características geométricas y termodinámicas
de la super�cie, los efectos que genera sobre el �ujo hacen que dicha capa se transforme
hasta alcanzar un nuevo equilibrio. A la zona en la cual se transforma la capa límite
(CL), se le llama capa límite interna (CLI) y existen dos revisiones bibliográ�cas del
tema realizadas por Garratt 1990 para cualquier tipo de estabilidad, y por Savelyev y
Taylor 2005 para condiciones neutras y diabáticas. En ellas se puede encontrar que hay
varias de�niciones de la capa límite interna. La idea principal que establece una modi-
�cación de las características del �ujo debido al impacto del cambio en las condiciones
sobre la frontera inferior, se mantiene en todas las de�niciones, pero varía la forma en
que se establece la altura de la CLI ya que cualquier parámetro del �ujo corriente arriba
que pueda ser monitoreado, sirve como indicador de la interfase entre el �ujo de la CL
y el �ujo modi�cado dentro de la CLI. Inclusive si se utilizan parámetros gobernados
por el mismo proceso físico como la velocidad media y el esfuerzo cortante, las alturas
calculadas con distintas de�niciones pueden diferir casi por el doble (80).

x

z

z01

z02
z02z01

(x)

x0 U(  )x0

Us
   ( )x0
   (  )x01/2

Figura 2.5: Esquema de la capa límite interna presente en la brisa marina y generada
por aumentar la rugosidad super�cial en la dirección del �ujo (Z01 < Z02). Donde δ(x)
es su espesor y evoluciona a lo largo de la longitud x. A la derecha se observa el esquema
del espesor δ contra el per�l medio de velocidad U en x0 de la CLI.
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Figura 2.6: Esquema de la capa límite interna presente en la brisa terrestre y generada
por disminuir la rugosidad super�cial en la dirección del �ujo (Z02 > Z01). Donde δ(x)
es su espesor y evoluciona a lo largo de la longitud x. A la derecha se observa el esquema
del espesor δ contra el per�l medio de velocidad U en x0 de la CLI.

El parámetro más fácil de medir y la forma más común de de�nir la CLI es mediante
el per�l medio de velocidad (75) lo cual, además de ser congruente con la de�nición de la
CL (sección 2.4). Para de�nir la capa límite interna en el presente estudio usaremos la
revisión del tema realizada por Savelyev y Taylor que indica la forma �tradicional"de
obtener la altura de la CLI mediante la intersección de la extensión del per�l de veloci-
dad inferior con el per�l superior. Para ilustrar el caso neutro (con per�les logarítmicos)
se muestra una grá�ca a la derecha de las �guras (2.5) y (2.6). Hay que tomar en cuen-
ta que el problema es un poco más complicado considerando que las condiciones de
estabilidad térmica lo que implica un per�l logarítmico-lineal determinado mediante
ψm.

Para los �nes del presente estudio, cuyo interés central está la energía eólica, la
cual está directamente relacionada con el cubo de la velocidad media Ec. (2.1), nuestro
interés se enfocará en δ1/2 como un valor de referencia ya, que a esa altura y por arriba de
ella, la velocidad es igual a la velocidad presentada corriente arriba U1(δ1/2) = U2(δ1/2).

2.5.1. Cambio de rugosidad en condiciones diabáticas

Debido a que el presente estudio está enfocado en las zonas costeras, donde hay
un cambio claro de rugosidad y temperatura entre el mar y la vegetación presente en
la tierra �rme aledaña al mar. Se estudia la CLI debida a un cambio de rugosidad en
una atmósfera diabática. Por lo anterior, hay que considerar la rugosidad z01 y z02 de
las dos super�cies y la longitud de Monin-Obukhov L1 y L2, donde los subíndices 1 y
2 hacen referencia al �ujo corriente arriba y corriente abajo del cambio de rugosidad
respectivamente.

El viento que sopla corriente arriba de la línea de costa, presentaría un per�l
logarítmico-lineal con la siguiente forma:

U =
u∗1
k

[
ln

(
z

z01

)
− ψm

(
z

L1

)]
, (2.41)

mientras que el viento que sopla corriente abajo lejos de la línea de costa, presentaría
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el siguiente per�l:

U =
u∗2
k

[
ln

(
z

z02

)
− ψm

(
z

L2

)]
, (2.42)

donde la función universal integrada ψm se puede calcular mediante las ecuaciones
(2.27), (2.29) y 2.31).

Con las dos expresiones anteriores (Ec. 2.41 y 2.42) es posible conocer el per�l
de velocidades totalmente desarrollado antes y después del cambio de rugosidad para
condiciones diabáticas, pero no nos permiten conocer lo que sucede en la transición
justo después del cambio de rugosidad cuando no se ha desarrollado por completo el
�ujo, y para eso hay que conocer la estructura de la CLI.

2.5.2. Estructura

Cuando el �ujo (Ec. 2.41) pasa por el cambio de rugosidad, ocurre una perturbación
cuya dimensión en la dirección perpendicular a la super�cie es la altura de la CLI
representada por δ, dentro de la cual se forma un nuevo per�l de velocidades.

La altura δ(x) es nula justo en el cambio de rugosidad (x = 0) y comienza a crecer
en la dirección del �ujo hasta alcanzar un nuevo equilibrio lejos de la transición (Ec.
2.42).

h

CLI

equilibrio

transición

Figura 2.7: Diagrama de la CLI y su altura δ(x). Se muestra la altura de la capa de
equilibrio δs(x), de la capa de transición y del desplazamiento de las líneas de corriente
h. Basada en el diagrama de Garratt (1990).

Las observaciones del desarrollo de la CLI corriente abajo de un cambio de rugosidad,
presenta las siguientes características descritas por Garratt (1990):

Arriba de la CLI el �ujo presenta presenta las mismas características que el per�l
presentado por el �ujo corriente arriba pero desplazado en sus líneas de corriente
una distancia h para cumplir la continuidad.

Cerca de la super�cie hay una capa de equilibrio donde el per�l se ajusta por
completo a la condición de frontera inferior.
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(a) (b) (c)

Figura 2.8: Diagrama de la CLI y su espesor δ. a) Per�l de velocidad en condiciones
neutras, se muestra el espesor de la capa de equilibrio δs. b) Per�l de temperatura en
condiciones inestables. c) per�l de temperatura en condiciones estables. Basada en el
diagrama de Garratt (1990).

Dentro de la CLI por encima de la capa de equilibrio, hay una capa de transición
o mezcla donde el per�l de velocidad cambia gradualmente del per�l logarítmico
corriente abajo al per�l que se presenta corriente arriba.

Lejos del cambio de rugosidad, el esfuerzo cortante en la super�cie se ajusta y
comporta como el �ujo sobre una super�cie homogénea.

2.5.3. Altura

Existen muchas expresiones para obtener el cambio de la altura δ de la CLI a lo
largo del eje “x” en condiciones neutras, Savelyev y Taylor (2005) en su revisión (tabla
I de su trabajo) presentan 24 expresiones diferentes y cabe mencionar que la primera
fue obtenida por Elliott (1958), mientras que solo existe una expresión para los casos
generales de estabilidad atmosférica, que también abarca la neutralidad, y es la que se
utilizará en el presente trabajo:

[
ln

δ

z01

− ψm
(
δ

L1

)]
dδ

dx
= A1k

σw1

u∗1
+ A2

δ

x

[
ln
z02

z01

− ψm
(
δ

L1

)
+ ψm

(
δ

L2

)]
, (2.43)

donde la intensidad de difusión vertical esta dada por σw1 = (w′w′)1/2 y σw1/u
∗
1 depende

del tipo de estabilidad presente corriente arriba del cambio de rugosidad (75), para casos
inestables (−2 ≥ z/L1 < 0) se tiene:

σw
u∗

= 1.25

(
1− 3

z

L1

) 1
3

, (2.44)

mientras que para los casos estables y neutros (0 ≥ z/L1 ≤ 0.8):

σw
u∗

= 1.25. (2.45)
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De acuerdo a los autores (75) los coe�cientes A1 y A2 son funciones de la estabilidad,
como aproximación asumen que son los mismos que para los casos neutros: A1 = 1 y
A2 = 1.25k, al igual que en el presente trabajo.

2.5.4. Per�l de velocidades

De acuerdo a Garratt(1990), para casos de atmósfera neutra la mayoría de los
autores (25,68,70) asumen una distribución de velocidades dada por:

u2/u
∗
2 = k−1ln(z/z0) + f(z/δ). (2.46)

El modelo usado para el Atlas de viento europeo y el programa de computo WAsP
planteado por Troen y Petersen(1989) propone el siguiente per�l:

u2 =


u∗2
k
ln
(

z
z02

)
si z02 ≤ z ≤ δs,

ub + (ua − ub)
[
ln(z/c2δ)
ln(c1/c2)

]
si δs < z < δ1/2,

u∗1
k
ln
(

z
z01

)
si δ1/2 ≤ z <∞.

(2.47)

Donde δ1/2 = c1δ y δs = c2δ, el valor de las constantes propuesto por los autores es
c1 = 0.3 y c2 = 0.09, donde

ua =
u∗1
k
ln

(
c1δ

z01

)
, (2.48)

y

ub =
u∗2
k
ln

(
c2δ

z02

)
. (2.49)

Dicho modelo (WAsP) también puede tomar en cuenta los casos diabáticos para estimar
la energía eólica; primero obtiene la distribución de Weibull de la velocidad a la altura
del Hub obtenida con la expresión anterior y al �nal hace un ajuste de estabilidad pero
no para cada caso particular. El ajuste lo hacen en forma simple y aproximada mediante
los valores medios del clima y la raíz cuadrática media del �ujo de calor, los cuales se
utilizan en la diferencial de las Ecs. (2.39) y (2.25) en una expansión de primer orden
del estado neutro (93) y ha sido utilizado en el análisis de un �ujo diabático. Por ejemplo
en el estudio de Floors et al. (2011) los cuales se dieron cuenta de que a pesar de ser un
modelo valido para condiciones neutras estacionarias, describe muy bien el promedio
anual del per�l de viento.

Por otro lado Chamorro y Porté-Agel (2009), proponen un modelo más simple ya
que utilizan una sola expresión que mediante el parámetro λ1/2 describe las capas de
equilibrio y transición, a diferencia de la Ec. (2.47) que utiliza tres expresiones con dos
coe�cientes (c1 y c2) para diferenciar las tres capas. El modelo fue validado para casos
neutros por los mismos autores y es de la siguiente forma:

u2 ≈ (1− λ)
u∗2
k
ln

z

z02

+ λ
u∗1
k
ln

z

z01

, (2.50)
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donde λ es:

λ =
ln(z/max(z01, z02))

ln(δ1/2/max(z01, z02))
. (2.51)

2.5.5. Comportamiento autosimilar

Cabe mencionar que ambas expresiones (Ec. 2.47 y 2.50) cumplen con el principio
de similitud ya que pueden ser expresados en función de dos parámetros adimensionales
z/z0 y z/L en forma independiente de la distancia �x� corriente abajo del cambio de
rugosidad, lo cual también se a demostrado mediante un estudio numérico (34) para el
esfuerzo en casos con estrati�cación neutra como se puede observar en la �gura (2.9) .

Figura 2.9: Comportamiento autosimilar del per�l de esfuerzo adimensional φ =
(kz/τ

1
2 )(∂U/∂z) para diferentes valores de M = ln(z01/z02) para x = 2m.

2.6. Recurso eólico disponible

El recurso eólico disponible para ser aprovechado en un lugar determinado, gene-
ralmente se presenta como la energía disponible a lo largo de un año aunque se puede
calcular para cualquier periodo de tiempo deseado, como por ejemplo para cada esta-
ción o mes del año. Para obtenerlo, simplemente se integra la Ec. (2.1) en ese periodo
de tiempo.

Ed =

∫ tf

ti

1

2
ρAU3dt. (2.52)

Para resolver la Ec. anterior, se deben tener medidas de velocidad de por lo menos un
año, aunque lo ideal es medir el viento durante cuatro años consecutivos para obtener
los datos característicos de un año promedio. Hay autores que establecen dos o tres
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años como un periodo de mediciones razonable para grandes plantas generadoras de
potencia eólica (50) aunque con un año es posible obtener periodos de retorno para vientos
extremos de 50 años de acuerdo al estándar IEC61400-1 de la comisión electrotécnica
internacional (47) (IEC por sus siglas en inglés).

Ya que se tienen las mediciones de viento, estas normalmente se presentan en forma
de un histograma de densidad de probabilidad anual, el cual muestra la probabilidad
de encontrar una cierta velocidad a lo largo de un año, como se muestra con las barras
en la �gura (2.10).

2.6.1. Distribución de Weibull

La forma más común de analizar el viento para encontrar su potencial energético es
mediante una función de distribución de frecuencias, la cual describe mediante una curva
como la distribución de Rayleigh o la de Weibull (Justus et al. 1978). Aunque algunas
veces los datos medidos no se ajustan a dichas distribuciones y se han propuesto otras
en la literatura, como la distribución derivada del principio de máxima entropía (Tipo-
MEP) usada por Li y Li (2005) o cuando se presentan dos componentes principales
de velocidad como en el caso de La Ventosa Oaxaca, cuya distribución bimodal fué
planteada por Romero-Centeno et al. (2003), mientras que el ajuste a una función de
Weibull bimodal para explorar su potencial eólico, fue realizado por Jaramillo y Borja
(2004).

La mayoría de las veces, por simplicidad, el histograma de densidad de probabilidad
se presenta como una distribución de Weibull mostradas con líneas en la �gura (2.10)
y de acuerdo a Burton et al. (2001) es representada mediante la siguiente ecuación:

F (U) = e−(U/C)K , (2.53)

donde F (U) es la función de probabilidad acumulada, que se interpreta como la fracción
del tiempo para la cual la velocidad promediada cada hora excede U , C es un parámetro
de escala y K un parámetro de forma, con los cuales se puede expresar (8) la velocidad
promedio anual UA:

UA =

∫ ∞
0

Uf(U)dU = CΓ(1 + 1/K), (2.54)

donde Γ es la función Gamma completa, de�nida por:

Γ =

∫ ∞
0

ty−1e−tdt, (2.55)

para todos los números reales t.
La función de probabilidad con la que ocurre cierta velocidad U es representada (8)

mediante la derivada de la probabilidad acumulada con respecto a la velocidad U :

f(U) =
dF (U)

dU
=
KUK−1e−(U/C)K

CK
(2.56)

En la �gura (2.10) se puede observar que hay dos distribuciones de Weibull dife-
rentes: 1) La distribución de Weibull sencilla o unimodal representada mediante la Ec.
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Figura 2.10: Función de densidad de probabilidad con la que se encuentra cada velocidad
medida, indicado en forma de barras. Con líneas se muestra el ajuste de los datos
medidos a una distribución de Weibull.

(2.53) indicada con una línea rayada roja ajustada al viento del mar, con una línea
azul a rallas y puntos ajustada al viento de tierra y una línea roja punteada ajustada
a la totalidad de los datos de viento. 2) La distribución de Weibull bimodal ajustada a
la totalidad de los datos de viento, que algunas veces se ajusta más a las velocidades
medidas ya que presenta dos velocidades con alta probabilidad de ocurrencia y se re-
presenta (8) como la suma de dos funciones de Weibull ponderadas con sus respectivas
probabilidades de ocurrencia:

F (U) = pe−(U/CI)KI + (1− p)e−(U/CD)KD , (2.57)

donde los subíndices I y D; hacen referencia a la distribución de Weibull a la izquierda y
derecha respectivamente y p representa la razón del número de medidas que representa
la distribución de la izquierda NI entre el número de medidas total N :

p = NI/N. (2.58)

y también puede ser obtenido mediante la siguiente formula:

UA = pUAI + (1− p)UAD. (2.59)

Y al igual que en la distribución de Weibull sencilla, la función de probabilidad
con la que ocurre cierta velocidad U es representada (52) mediante la derivada de la
probabilidad acumulada en la distribución bimodal (Ec. 2.60) con respecto a la velocidad
U :

f(U) = pKI
UKI−1

CKI
I

e−(U/CI)KI + (1− p)KUKD−1

CKD
D

e−(U/CD)KD . (2.60)
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Dicha distribución bimodal de Weibull ha resultado ser muy útil para representar
vientos cuya magnitud presenta dos valores pico con alta probabilidad de ocurrencia
y normalmente cada una de estas velocidades pico, provienen de diferentes direcciones
como en el caso de las costas que de día presentan brisa marina y de noche presentan
terral.

2.6.2. Evaluación del recurso eólico

Ya que se cuenta con las medidas del viento presentadas en forma de un histograma
o una distribución de Weibull, es posible obtener la densidad de potencia eólica P por
unidad de área A mediante la suma de la potencia disponible en cada una de las clases
del histograma del viento, ponderada mediante la probabilidad de ocurrencia de cada
una de las clases y al considerar densidad constante tenemos:

P

A
=
ρ

2

n∑
i=1

U3
i f(Ui). (2.61)

La otra forma (51) de obtener la densidad de potencia eólica es con la distribución
de Weibull mediante la ecuación:

P

A
=
ρ

2
C3Γ

(
1 +

3

K

)
. (2.62)

En caso de que la distribución de Weibull bimodal represente de forma más adecuada
el histograma de los vientos, para obtener la densidad de potencia eólica se utiliza (52)

la siguiente ecuación:

P

A
=
ρ

2

[
pC3

IΓ

(
1 +

3

KI

)
+ (1− p)C3

DΓ

(
1 +

3

KD

)]
. (2.63)

2.6.3. Estimación del recurso eólico

Si se plantea instalar un generador de energía eólica cuya altura de Hub sea diferente
a la altura a la que se tomaron las medidas de viento. Es necesario hacer una estimación
de la energía eólica a la altura deseada y para eso hay dos métodos:

Método mediante la extrapolación de velocidades:

El primer método consiste en extrapolar cada una de las velocidades promediadas
(cada minuto o cada hora) a una altura mayor y para esto hay que conocer la estructura
de la capa límite, que se describe a detalle en la sección (2.4) y en forma resumida se
caracteriza mediante la rugosidad del terreno Z0 y la estabilidad atmosférica dada
por el coe�ciente de la altura dividido entre la longitud de Monin Obukhov z/L. En
caso de tener un terreno homogéneo se puede extrapolar la velocidad con la Ecuación
empírica (2.34) por su simpleza y utilidad o con la Ec. analítica (2.25). En caso de
presentarse un terreno con rugosidad y temperatura heterogéneas, se utiliza la Ec.(2.8)
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para calcular la altura de la CLI y un modelo para predecir el per�l de velocidades,
los cuales se proponen en el presente trabajo (Ecs. 4.6 y 4.9 del capítulo 4) y consisten
en la generalización de dos modelos (93,12) que toman en cuenta un cambio de rugosidad
pero no toman en cuenta un cambio de estabilidad.

Método mediante la extrapolación de la distribución de Weibull:

El segundo método inicialmente propuesto por Justus y Mikhail (1976), consiste en
extrapolar todos los datos representados por la distribución de Weibull, a una altura
diferente a la que se tomaron las medidas de viento. Los coe�cientes C y K que se
observan en la Ec. (2.56) pueden ser estimados para obtener la distribución correspon-
diente a una altura z2 (C2 y K2) a partir de los coe�cientes correspondientes a la altura
z1 donde fueron tomadas las medidas (C1 y K1) :

C2 = C1

(
z2

z1

)n
. (2.64)

El método de Justus y Mikhail (1976) para obtener el valor de n y k2, no toma en
cuenta la rugosidad del terreno y en su lugar se muestra su generalización realizada por
Spera y Richards (1979) y utilizada por:

n = α0

(
1− log(C1)/log(u∞)

1− α0log(z1/zr)/log(u∞)

)
, (2.65)

donde

α0 =

(
z0

zr

)0.2

. (2.66)

mientras que para estimar K2 se utiliza:

K2 = K1

(
1− α0log(z1/zr)/log(u∞)

1− α0log(z2/zr)/log(u∞)

)
, (2.67)

Donde u∞ es la velocidad �homogenea� arriba de la capa límite, libre de los efectos
de la super�cie y zr es una altura de referencia que en el caso estudiado por Spera y
Richards (1979) toman los valores u∞ = 67 m/s y zr = 10 m. La Ec. (2.65) es utilizada
por (38) para comparar diferentes métodos para extrapolar la velocidad, aunque el la
representa de la siguiente forma:

n = α0(1− 0.55ln(u1)), (2.68)

Como se puede observar en las cuatro ecuaciones anteriores, la extrapolación de
la distribución de Weibull, no toma en cuenta un cambio de rugosidad ni estabilidad
y por lo mismo no se utiliza en el presente trabajo; lo cual se estudia mas adelante
en el capítulo (5) donde se describen las consecuencias de los cambios de rugosidad y
estabilidad en la estimación del recurso eólico.



2.6. RECURSO EÓLICO DISPONIBLE 29

2.6.4. Estimación de la energía eléctrica producida

Ya que se tiene el histograma de velocidades o la distribución de Weibull, se pue-
de estimar el recurso eólico a diferentes alturas de operación de diferentes turbinas
eoloeléctricas para seleccionar la que se adecue más a las condiciones de viento en el
emplazamiento eólico. El mejor parámetro para seleccionar la turbina a utilizar, además
de su precio, es la energía eléctrica producida por ella en el lugar estudiado.

La estimación de la energía eléctrica producida, se hace con ayuda de la curva de
potencia que provee el fabricante. En la �gura 2.11 se muestra como ejemplo la curva
de potencia W (U) de la turbina V112-3.45 MW� IEC IA fabricada por Vestas (96):

Figura 2.11: Curva de potencia W(U) producida por la turbina V112-3.45 MW� IEC IA
fabricada por Vestas, en función de la magnitud de la velocidad horizontal del viento.
Cuyas características son: potencia nominal 3450 kW , velocidad del viento nominal
13 m/s, velocidad de corte inicial 3 m/s, velocidad de corte �nal 25 m/s, diámetro del
rotor 112 m y altura de hub 69 m. (Imagen traducida (96)).

.

Finalmente la energía producida durante un año se obtiene mediante la siguiente
ecuación:

EA '
8760 h

año

∫ ∞
0

f(U)W (U)dU, (2.69)

donde la probabilidad de ocurrencia f(U) de la velocidad U se obtiene de la distribución
de Weibull mostrada en la Ec. (2.56) y W (U) representa la energía producida en [KW ]
por la turbina a la magnitud de la velocidad del viento U y se puede encontrar en la
curva de potencia característica de cada turbina proporcionada por los fabricantes.

Se usa la distribución de Weibull por que se espera que conforme el número de
marcas de clase sea más grande, el histograma se parezca a una función suave. Hay
casos donde la función escogida para representar la distribución de frecuencias, no es la
más adecuada y para evitar errores, se pueden usar las n clases (columnas o marcas de
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clase) del histograma de velocidades con espesor ∆U :

EA '
8760 h

año

n∑
1

fi(U)Wi(U)∆U. (2.70)

Otro de los parámetros útiles para caracterizar un emplazamiento eólico es el factor
de capacidad:

cf =
EA
EN

, (2.71)

donde EN representa la potencia nominal o máxima potencia de una turbina, que para
el ejemplo mostrado en la �gura (2.11) es 3450(kW ).



Capítulo 3

Simulación numérica

3.1. Dinámica de �uidos computacional

�La dinámica de �uidos computacional es el análisis de sistemas que implican movi-
miento de �uidos, transferencia de calor y fenómenos asociados, tales como reacciones
químicas por medio de la simulación por computadora. La técnica es muy poderosa y se
extiende por una amplia gama de campos de aplicación industriales y no industriales�
(Versteeg y Malalasekera 2007).

El complejo comportamiento de la turbulencia es descrito por un pequeño conjunto
de ecuaciones: las ecuaciones de Navier-Stokes. A pesar de eso, solamente se conocen
unas pocas soluciones analíticas de ciertos problemas con geometrías simples. Con pe-
queños números de Reynolds, una pequeña perturbación (producida como ejemplo por
imperfecciones en la super�cie que tiene contacto con el �ujo) es disminuida por la
viscosidad, pero con altos números de Reynolds tiende a crecer la perturbación (y per-
turba regiones adyacentes del �ujo) hasta un punto que los términos no lineales de las
ecuaciones modulan su comportamiento, que será no estacionario.

En general existen tres enfoques que resuelven el problema en forma numérica me-
diante el uso de computadoras (95):

3.1.1. Simulación de grandes remolinos (LES)

Por sus siglas en inglés, la simulación de los grandes remolinos se abrevia como
LES, como lo indica su nombre, se enfoca en la escala de los remolinos más grandes.
Utiliza el �ltrado de las escalas para descartar las más pequeñas de las ecuaciones de
Navier-Stokes inestables antes de los cálculos. Se expresan los resultados en función de
la media de las propiedades del �ujo más el efecto de los grandes remolinos más el efecto
modelado de una sub-escala. Es el método que menos recursos computacionales utiliza.

3.1.2. Simulación de las ecuaciones de Navier-Stokes promediadas (RANS)

Por sus siglas en inglés, la simulación del promedio de Reynolds de las ecuaciones de
Navier-Stokes se abrevia como RANS, expresa las variables como la suma del promedio
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más sus perturbaciones, se enfoca en los efectos de la turbulencia de las propiedades
medias del �ujo y tal descripción conlleva a la aparición de términos extras en las
ecuaciones lo que origina el problema de la cerradura, que requiere el uso de modelos
para describir la turbulencia y requiere uso de recursos computacionales modestos.

3.1.3. Simulación numérica directa (DNS)

Por sus siglas en inglés, la simulación numérica directa se abrevia como DNS, calcula
el �ujo medio y todas las escalas de las �uctuaciones de velocidad turbulenta: puede
resolver las escalas de longitud de Kolmogorov en la cual la disipación de energía ocurre
y usando pequeños pasos de tiempo que permiten resolver el período de las �uctuaciones
rápidas. Su uso de recursos computacionales es muy alto.

Debido a que las simulaciones DNS resuelven hasta las escalas más pequeñas, han
permitido lograr un avance signi�cativo en la comprensión física de la turbulencia en
ciertos �ujos idealizados, que no pueden ser implementados de forma sencilla en el
laboratorio.

Aunque es posible captar la mayor cantidad de disipación energética resolviendo
escalas mayores, esto está in�uenciado por el método numérico usado. Para realizar
una DNS hay que tomar en cuenta varios aspectos importantes como la disminución
de los posibles errores, la selección correcta del avance de tiempo, las condiciones de
frontera, el tipo de mallado y el tamaño de las celdas que se utilizarán. Resolución
espacial: Las grandes escalas están de�nidas por parámetros como el ancho del canal, el
espesor de la capa límite (en caso de que el �ujo no esté completamente desarrollado, la
escala de esta magnitud no es tan signi�cativa) o el espesor de la capa de mezclado. La
escala de longitud de Kolmogorov es citada normalmente como la escala más pequeña
que debe ser resuelta, donde ε es la velocidad promedio de disipación de energía por
unidad de masa, y ν es la viscosidad cinemática del �uido.

3.1.4. Escala de Kolmogorov

Los grandes remolinos que presentan una escala �externa� (de acuerdo al cientí�co
Ruso Kolmogorov) (91) establecida por el espesor de la capa límite y la velocidad fuera de
ella, abastecen de energía a los menores remolinos, donde cada escala presenta remolinos
con su propio número de Reynolds, el mayor Re = UsL/ν se encuentra al ocupar la
velocidad del �ujo completamente desarrollado Us y longitud de la capa límite Lt.

Re = UsL/ν. (3.1)

Si la energía cinética en la escala externa es proporcional a U2
s y la energía es

abastecida a los remolinos más pequeños a la frecuencia Us/L, se puede decir que la
tasa de disipación de energía es proporcional (91) a:

ε ∼ U3
s

L
. (3.2)
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Después se presenta una cascada energética, con la disminución de los remolinos
hasta que el radio entre los efectos turbulentos y los efectos viscosos es unitario (91).

ηυ

ν
= 1. (3.3)

Dicho efecto se presenta en la escala de Kolmogorov; la escala más pequeña en la turbu-
lencia. De acuerdo a su teoría de equilibrio universal, basada en el análisis dimensional
de la escala energética del �ujo, la tasa de energía entrante, administrada en las esca-
las mayores, debe ser igual a la energía disipada en las escalas menores y las escalas
solo dependen de la tasa de disipación energética por unidad de masa ε(m2/s3) y de
la viscosidad cinemática ν(m2/s). Con esos parámetros se forman las tres escalas de
Kolmogorov de longitud, tiempo y velocidad respectivamente (91) (nótese que se usa el
símbolo t- para no confundir con el símbolo común de tiempo):

η ≡
(
ν3

ε

)1/4

; t- ≡
(ν
ε

)1/2

; υ ≡ (νε)1/4. (3.4)

Es posible obtener la razón entre la escala de Kolmogorov y la escala externa y
expresarlas en función del número de Reynolds (Ec. 3.1) si sustituimos la Ec. (3.2) en
la Ec. (3.4) y dividimos entre las escalas externas de longitud, tiempo y velocidad (91)

(L, T y U respectivamente):

η

L
∼ Re−3/4;

t-
T
∼ Re−1/2;

υ

Us
∼ Re−1/4. (3.5)

Para efectos prácticos, en una simulación numérica, la escala de Kolmogorov nos
permite tener una idea del límite inferior que tendrán los pasos de tiempo y la resolución
espacial del mallado.

Para evitar el consumo excesivo de recursos computacionales se debe usar la re-
solución más burda posible en el mallado que permita encontrar independencia entre
los resultados y la resolución ∆y. Aunque ∆ymax no se puede predecir a priori, ya que
depende del número de Reynolds y de la geometría de las condiciones de frontera del
problema a estudiar. Durante el desarrollo del presente trabajo se encontró que una
guía general es estimar que la independencia ocurre cuando la diferencia es de un orden
de magnitud ∆ymax/η ∼ 10. Lo que con ayuda de la Ec. (3.5) se puede expresar así:

Re3/4

nymin
∼ 10 (3.6)

3.2. DNS mediante el código JADIM

El código numérico utilizado para estudiar el �ujo en los capítulos 6, 7 y 8 del
presente trabajo, se llama JADIM, y fue desarrollado en el Instituto de Mecánica de
Fluidos de Toulouse (IMFT). El código puede resolver las ecuaciones 3D de Navier-
Stokes para �uidos incompresibles y estados inestables en términos de las variables de
presión-velocidad así como la difusión-advección para la temperatura o concentración,
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en cualquier sistema ortogonal de coordenadas curvilíneas. El método de discretización
es de volúmenes �nitos, el cual está bien adaptado para la conservación de las propie-
dades. La precisión es de segundo orden en el tiempo y espacio usando un esquema de
Runge-Kutta y Crank-Nicolson y ha sido validado en forma exitosa para resolver varios
problemas de hidrodinámica y transferencia de calor y o masa (61,10,58,57,29).

Las ventajas de JADIM es que es de código abierto y puede ser adaptado a las
necesidades del presente estudio. Al necesitar un mallado ortogonal en todo el dominio
se facilitó mucho plantear las ecuaciones de forma sencilla a los desarrolladores del
código y permite conocer a detalle el �ujo cerca de las fronteras.

La desventaja es que cuando las fronteras del mallado no forman un paralelogramo,
se requiere un tiempo considerable para generar un mallado ortogonal adaptado a las
fronteras.

JADIM se utiliza en un sistema operativo LINUX y para usar el código es necesario
de�nir la geometría del mallado, las fronteras, condiciones iniciales, propiedades físicas
y algunos parámetros.

Para poder realizar una simulación en JADIM, el código requiere datos de entrada,
que después de ser procesados y resolver las ecuaciones de Navier Stokes, se obtienen
los resultados como datos de salida.

La forma en la que se proporcionan los datos de entrada es mediante el uso de archi-
vos que contienen toda la información requerida. Son principalmente para especi�car el
tipo de �ujo, la geometría, las condiciones iniciales y de frontera.



Capítulo 4

Cambio de rugosidad y estabilidad: Flujo de
aire sobre la costa

En este capítulo se muestra como se puede caracterizar la capa límite interna y el
per�l de velocidades, los cuales son necesarios para calcular la energía eólica disponible
en la costa. Como se mostró en la introducción, ya se cuenta en la literatura con un
modelo que expresa en forma implícita (Ec. 2.43) para calcular la altura de la CLI.
También se cuenta con dos modelos para obtener el per�l de velocidades dentro de la
CLI producida por un cambio de rugosidad (Ecs. 2.47 y 2.50). En el presente capítulo
se muestra la forma en que Savelyev y Taylor resuelve la Ec. (2.43) y se propone la
generalización de las Ecs. (2.47) y (2.50) para cualquier tipo de estabilidad.

4.1. ¾Cuáles son las variables que determinan al sistema?

Como ya se mostró en la introducción, debido al cambio de rugosidad entre el mar
y la tierra que se presenta en la costa aunado a la diferencia de capacidades calorí�cas
de ambas super�cies, genera la presencia de una capa límite interna con diferencias en
la estabilidad atmosférica corriente arriba y corriente abajo.

Para conocer los per�les de velocidad corriente arriba y corriente abajo del cambio
de rugosidad, es necesario conocer antes la altura de la capa límite mediante la Ec.
(2.43) en donde Savelyev y Taylor (2005), como aproximación, sustituyen los valores
de A1 y A2 para casos neutros (ver sección 2.5.3) y queda:

[
ln

δ

z01

− ψm
(
δ

L1

)]
dδ

dx
= k

σw1

u∗1
+ 1.25k

δ

x

[
ln
z02

z01

− ψm
(
δ

L1

)
+ ψm

(
δ

L2

)]
. (4.1)

Donde σw1/u
∗
1 = 1.25 (1− 3z/L1)

1
3 para (−2 ≤ z/L1 < 0), mientras que σw1/u

∗
1 = 1.25

para (0 ≤ z/L1 ≤ 0.8)
Como se puede observar las variables que de�nen la altura de la CLI son cinco:

δ = f(x, z01, z02, L1, L2), mientras que el per�l de velocidad corriente arriba está en
función de tres variables: u1 = f(u∗1, z01, L1) y el per�l de velocidad corriente abajo, al
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estar dentro de la CLI también está en función de su altura: u2 = f(u∗2, z02, L2, δ). En
total el número de variables que de�nen al sistema son siete, donde δ es la altura de la
CLI, x la distancia al cambio de rugosidad, z01 y z02 la rugosidad de cada una de las
super�cies, L1 y L2 la longitud de Monin Obukhov corriente arriba y corriente abajo
respectivamente y z la altura.

4.2. Metodología

Para conocer la energía eólica disponible a una altura dada se debe obtener la
distribución de frecuencias de las velocidades a la altura a la que se desea instalar el
rotor del generador eoloeléctrico, lo cual no supone mayor complicación si el viento fue
medido a dicha altura. Ya que se tiene la distribución de frecuencias de las velocidades, es
posible integrarla junto con la curva característica de potencia del generador a utilizar.

En caso de que no se tengan las mediciones de viento a la altura deseada, es posible
obtenerla mediante el per�l de velocidades. Para obtener el per�l de velocidades es
necesario obtener la altura de la CLI mediante la solución de la Ec. (4.1), el método
seguido para obtener dicha solución es el de Runge-Kutta de cuarto orden como fue
propuesto por Savelyev y Taylor (2005). Los autores usan una condición inicial que
asegura un gradiente positivo (dδ/dx > 0). Cerca del cambio de rugosidad se puede
utilizar como aproximación la altura de la CLI para condiciones neutras ya que en ese
punto la altura de la CLI es muy pequeña lo que implica que el límite ĺım

x→0
δ/L = 0

también lo sea. La altura de la CLI para dichas condiciones se obtiene al sustituirlas en
la Ec. (4.1) quedando:

dδ

dx
= 1.25k

(
1 +

δ

x
ln
z02

z01

)
ln

(
δ

z01

)
. (4.2)

Y en dichas condiciones la altura δ inicial para resolver la Ec. (4.1) mediante el método
de Runge-Kutta puede ser encontrada con la siguiente expresión:

δ

(
ln

δ
√
z01z02

− 1

)
= 1.25kx. (4.3)

La única forma de tener dδ/dx > 0, es solo si δ < x/|ln(z02/z01)| y esta inecuación
se sustituye en la Ec. (4.3) con lo que los autores llegan a la siguiente expresión:

x ≥ 1.01e1|ln(z02/z01)|max(z01, z02), (4.4)

la cual es usada como punto inicial para resolver la Ec. (4.1) mediante el método
numérico de Runge-Kutta.

Ya que se tiene la altura δ, es posible obtener el per�l de velocidades mediante la
generalización del modelo de Chamorro y Porté-Agel (2009) o el de Troen y Petersen
(1989) propuestas a continuación.
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4.3. Dos nuevos modelos del per�l de velocidades

Para obtener el per�l de velocidades a lo largo del eje vertical, en el presente tra-
bajo se propone una generalización de la Ec. (2.46) para cualquier tipo de estabilidad
atmosférica:

u2

u∗2
=

1

k
ln

(
z

z02

)
− ψm

(
z

L2

)
+ f

(z
δ

)
. (4.5)

Y en el mismo sentido aquí se plantean dos aproximaciones: La primera es generalizando
el modelo usado para el Atlas de viento europeo y el programa de computo WASp
propuesto por Troen y Petersen(1989). Que al agregar el término ψm queda de la
siguiente forma:

u2 =


u∗2
k

[
ln
(

z
z02

)
− ψm

(
z
L2

)]
si z02 ≤ z ≤ δs,

ub + (ua − ub)
[
ln(z/c2δ)
ln(c1/c2)

]
si δs < z < δ1/2,

u∗1
k

[
ln
(

z
z01

)
− ψm

(
z
L1

)]
si δ1/2 ≤ z <∞

(4.6)

Donde δ1/2 = c1δ y δs = c2δ, el valor de las constantes propuesto por los autores es
c1 = 0.3 y c2 = 0.09, donde

ua =
u∗1
k

[
ln

(
c1δ

z01

)
− ψm

(
c1δ

L1

)]
, (4.7)

y

ub =
u∗2
k

[
ln

(
c2δ

z02

)
− ψm

(
c2δ

L2

)]
. (4.8)

La segunda aproximación propuesta es generalizar el modelo de Chamorro y Porté-
Agel (2009), al tomar en cuenta el término ψm queda de la siguiente forma:

u2 ≈ (1− λ)
u∗2
k

[
ln

z

z02

− ψm
(
z

L2

)]
+ λ

u∗1
k

[
ln

z

z01

− ψm
(
z

L1

)]
, (4.9)

En este caso se considera que tanto z01 como z02 son relevantes y ambos son tomados
en cuenta para obtener la altura δ en la Ec. (4.1) pero a diferencia del modelo neutro
original (12), se usará una λ basada en z02 para evitar valores negativos.

λ =
ln(z/z02)

ln(δ1/2/z02)
. (4.10)

4.4. Conclusiones

A partir del modelo de la altura de la CLI que toma en cuenta cambios de rugosidad
y estabilidad, se puede caracterizar la capa límite interna y el per�l de velocidades me-
diante el uso de cualquiera de los dos nuevos modelos planteados en el presente trabajo
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mediante las Ecs.(4.6 y 4.9). Los dos nuevos modelos son necesarios para disminuir la
incertidumbre al calcular la densidad de potencia eólica disponible y la estimación de
la energía producida por una turbina eólica; en zonas donde se presentan cambios de
rugosidad y estabilidad, como por ejemplo en las zonas costeras.



Capítulo 5

Implicaciones en la estimación de la energía
eólica por no considerar la capa límite
interna

5.1. Antecedentes

Cuando se planea un emplazamiento eólico, es necesario evaluar el recurso y hacer
una estimación de la producción de energía eléctrica. Los autores Lackner et al. (2007)
plantearon las diferentes fuentes de incertidumbre que se pueden encontrar en todo el
proceso y las clasi�ca en cuatro categorías:

1) Incertidumbres provocadas durante el proceso de medición.

2) Incertidumbres provocadas por la estimación del recurso a largo plazo.

3) Incertidumbres provocadas por la variabilidad del recurso a largo plazo.

4) Incertidumbres provocadas por la evaluación del viento.

Por último, Lackner et al. (2007) plantean una forma de calcular la incertidumbre
total. Cabe mencionar que los autores establecen que los factores que contribuyen a la
incertidumbre provocada por la evaluación del viento (última categoría) son dos:

4.a) Los efectos que puede tener medir el viento en un área y evaluar el recurso en otra
área cercana con topografía diferente.

4.b) El modelo cortante usado para de�nir el per�l de velocidades y extrapolar los
datos de velocidad a la altura del Hub.

En el presente trabajo, de las cuatro categorías anteriores, nos enfocamos en el error
de incertidumbre producido por la evaluación del viento y la estimación de producción
de energía eólica, ambas a una altura diferente de la altura a la que se tomaron las
medidas anemométricas.
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En la literatura existen estudios que comparan la velocidad del viento extrapolada a
una altura mayor, por ejemplo Bañuelos-Ruedas et al. (2010) comparan un per�l loga-
rítmico y uno exponencial y concluyen que se puede llegar a estimaciones alejadas de la
realidad si no se toman en cuenta los factores del terreno. Wharton y Lundquist (2010)
y Gualtieri (2016) estudiaron la dependencia que hay entre la estabilidad atmosférica
y la salida de potencia de una turbina eólica y muestran que para una misma turbina
a una misma altura, se obtiene diferentes salidas de potencia cuando hay diferentes
estabilidades.

Gualtieri y Secci (2011) comparan la extrapolación de velocidades a una mayor
altura mediante un modelo logarítmico, logarítmico-lineal y modelos exponenciales, en
una zona costera bastante rugosa y concluyen que el uso de una sola fórmula para
extrapolar el viento no es recomendable y para su estudio de caso encontraron que el
per�l exponencial, es un método �able para hacer las estimaciones iniciales del potencial
eólico, si se calcula el exponente con el modelo de Smedman-Högström y Högström
(1978).

Smedman-Högström y Högström (1978) toman en cuenta los conceptos de capa
límite interna atmosférica para caracterizar el per�l de velocidades para su posible
aprovechamiento energético y propusieron un método para determinar el histograma de
viento para los primeros 200 m de altura. Ellos consideraron la presencia de varias CLI
cuyo per�l de velocidades podía ser expresado mediante una sobre-posición discontinua
de una ley de potencias, donde el exponente para cada capa depende de la estabilidad
atmosférica y rugosidad del terreno. Los autores establecieron que la altura de cada CLI
podía ser expresada mediante δ = axb, donde a y b son coe�cientes que también depen-
den de la estabilidad y la rugosidad del terreno y ambos fueron obtenidas mediante un
ajuste de los datos medidos. Para determinar la estabilidad usaron una clasi�cación de
cinco grupos diferentes, obtenidos de las observaciones atmosféricas a falta de medidas
de temperatura.

Gualtieri y Secci (2012) estudiaron una zona costera y compararon la extrapolación
de las velocidades a la altura del Hub mediante la ley de potencias y mediante la
extrapolación de la distribución de Weibull (ver sección 2.6.3) y concluyen que, siempre
y cuando se tengan datos con�ables de Z0 (que no sean estimados de expresiones que
suponen atmósfera neutra), el método más robusto y útil es mediante el uso de la ley
de potencias calculando el exponente de rugosidad mediante la expresión de Panofsky
y Dutton 1984 mostrada en la Ec. (2.38), ya que el método de Smedman-Högström y
Högström (1978) es muy sensible a valores bajos de rugosidad z0.

5.2. Propuesta

A la fecha no existe ningún estudio que tome en cuenta la presencia de una capa
límite interna producida por un cambio, tanto en la rugosidad del terreno como en la
estabilidad de la atmósfera, y los utilice en el modelo de la CLI para después extrapolar
la velocidad del viento a la altura del Hub, con el objetivo de estimar la producción de
energía a partir de una turbina eólica.
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Si nuestro interés se enfoca en predecir la velocidad a una mayor altura, al no tomar
en cuenta el cambio de rugosidad se puede incurrir en un error, el cual se incrementa si
la aplicación consiste en extraer energía del viento ya que dicha energía es proporcional
al cubo de la velocidad.

Para evitar errores en la estimación del viento, hay que usar modelos que describan
de la forma más exacta posible el per�l de viento.

Cuando las medidas de viento no se tomaron en el punto donde se ubicará el Hub,
es necesario extrapolar la velocidad a una altura diferente mediante algún modelo que
tome en cuenta el cambio tanto en la estabilidad atmosférica como en la rugosidad del
terreno.

En la sección (4.3) del presente trabajo se plantean dos nuevos modelos para repre-
sentar el per�l de velocidades dentro y fuera de la CLI planteados en las Ecs. (4.6 y
4.9). Para resolver dichos modelos se necesita la altura δ de la CLI.

Ya existe una aproximación (Savelyev y Taylor, 2005) que describe en forma conti-
nua la altura δ de la CLI, para cualquier tipo de estrati�cación atmosférica aguas arriba
y aguas abajo de un cambio de rugosidad en el terreno y es mostrada en la Ec. (4.1) la
cual se utiliza en este trabajo para determinar el per�l de velocidades y extrapolar la
velocidad.

Con los datos extrapolados es posible evaluar el recurso eólico y estimar la produc-
ción de energía eólica.

Para conocer qué tanto se alejan los resultados de la realidad, se calcula el error
incurrido al estimar el recurso y la producción de energía eólica.

Para conocer qué tanto mejoró la aproximación se comparan dichos errores con otros
modelos del per�l de velocidades presentes en la literatura.

5.3. Evaluación, estimación y error incurrido, en la velocidad,

energía y densidad de potencia

5.3.1. Error en la distribución de frecuencias de velocidad estimada.

La distribución de frecuencias de la velocidad medida y expresada mediante marcas
de clase, se puede comparar con la distribución de frecuencias estimada mediante la
extrapolación de velocidades desde alturas menores con los diferentes modelos, para
obtener el porcentaje de error medio cuadrático al comparar las marcas de clase de la
distribución estimada con las marcas de clase de la distribución de los datos medidos:

RMSEbin =

(
1

n

n∑
i=1

(fBin(Ui)− fBin(Ue))
2

)1/2

, (5.1)

donde n es el número de marcas de clase de la distribución y fBin la frecuencia de
ocurrencia ya sea de la velocidad Ui del viento medida a la altura del Hub o de la
velocidad estimada Ue mediante algún modelo, para cada marca de clase.
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Por practicidad, se puede usar una distribución de Weibull (sencilla o bimodal) para
describir la distribución de frecuencia de las velocidades y en ese caso, el porcentaje de
error medio cuadrático al comparar la distribución de Weibull estimada, con las marcas
de clase de la distribución de los datos medidos es:

RMSEw =

(
1

n

n∑
i=1

(fw(Ui)− fBin(Ue))
2

)1/2

, (5.2)

RMSEw&w =

(
1

n

n∑
i=1

(fw&w(Ui)− fBin(Ue))
2

)1/2

. (5.3)

5.3.2. Evaluación del potencial energético

La evaluación del recurso eólico a una altura dada por unidad de área A, obtenida
mediante la Ec. (2.61), se hace mediante la densidad promedio anual del aire ρ y la
frecuencia de ocurrencia fBin de la velocidad Ui del viento medida a la altura del Hub
para cada marca de clase (de espesor):

P

A
=
ρ

2

n∑
i=1

U3
i fBin(Ui),

donde n es el número de marcas de clase en los que se divide la distribución de frecuen-
cias.

5.3.3. Estimación del potencial energético

La estimación del potencial energético disponible a la altura del Hub, se obtiene
al sumar el potencial disponible en cada marca de clase (o en forma abreviada �Bin�
en inglés) con espesor unitario, perteneciente a la distribución de frecuencias de la
velocidad Uei, extrapolada desde una altura más baja:

PeBin
A

=
ρ

2

n∑
i=1

U3
eifBin(Uei), (5.4)

y el porcentaje de error relativo en el que se incurre al realizar la estimación es:

ErrPeBin = 100(Pebin − P )/P. (5.5)

Por practicidad, también se puede estimar el potencial energético disponible a una
altura dada mediante la distribución de Weibull:

Pew
A
' ρ

2
C3
eΓ

(
1 +

3

Ke

)
, (5.6)

o la distribución de Weibull bimodal:

Pew&w

A
' ρ

2
pIeC

3
IeΓ

(
1 +

3

KIe

)
− (1− pIe)C3

DeΓ

(
1 +

3

KDe

)
, (5.7)
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donde I es para la distribución a la izquierda y D a la derecha en caso de usar un
modelo bimodal, C y K son sus coe�cientes, p = NI/N , NI el número de medidas que
se encuentran en la distribución a la izquierda y N el número total de medidas total,
mientras que Γ es la función Gama (Ec 2.55).

El porcentaje de error relativo en el que se incurre al realizar la estimación mediante
las Ecs. (5.6 y 5.7) es:

ErrPew = 100(Pew − P )/P, (5.8)

y
ErrPew&w = 100(Pew&w − P )/P. (5.9)

respectivamente.

5.3.4. Evaluación de producción de energía eólica

La evaluación de producción de energía, realizada por una turbina eólica, se obtiene
al sumar la producción de energía eólica para cada marca de clase (o �Bin� en ingles) con
espesor ∆U , perteneciente a la distribución de frecuencias de la velocidad Ui medida a
la altura del Hub (5):

E = (1−Bρ)(1− IT )
n∑
i=1

fBin(Ui)Wi(Ui)∆U, (5.10)

Donde W (U) representa la potencia producida por la turbina a la velocidad U (dada
por la curva de potencia de cada turbina y especi�cada por los fabricantes), el factor Bρ

representa la desviación estándar de la densidad del aire e IT la Intensidad turbulenta
promedio, que afectan en el desempeño de un aerogenerador.

5.3.5. Estimación de producción de energía eólica

La producción de energía mediante una turbina eólica, se estima al sumar la energía
producida por la velocidad correspondiente a cada marca de clase de la distribución de
frecuencias de la velocidad Uei obtenida al extrapolar desde una altura más baja:

EBin = (1−Bρ)(1− IT )
n∑
i=1

f(Ue)W (Ue), (5.11)

y el porcentaje de error relativo en el que se incurre al realizar dicha estimación es:

ErrEBin = 100(EBin − E)/E, (5.12)

Por practicidad, se puede usar la distribución de Weibull para estimar la producción
de energía realizada por una turbina eólica, a partir de las velocidades extrapoladas Ue
desde una altura menor a la altura del Hub:

Ew =
n∑
i=1

KUK−1
e e−(Ue/C)K

CK
Wi(Ue), (5.13)
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en caso de usar la distribución de Weibull sencilla. El porcentaje de error relativo en el
que se incurre al realizar dicha estimación es:

ErrEw = 100(Ew − E)/E, (5.14)

Si se usa una distribución de Weibull bimodal, la estimación de la producción de
energía realizada por una turbina eólica se expresa de la siguiente forma:

Ew&w = 100
n∑
i=1

pKI
UKI−1

CKI
I

e−(U/CI)KI + (1− p)KUKD−1

CKD
D

e−(U/CD)KDWi(Ue), (5.15)

y el porcentaje de error relativo en el que se incurre al realizar dicha estimación es:

ErrEw&w = 100(Ew&w − E)/E, (5.16)

5.4. Estudio de caso en Sisal Yucatán, México

5.4.1. Experimento

Figura 5.1: Localización de la torre anemométrica indicada por una �echa y división
del terreno en sectores realizada por Figueroa-Espinoza y Salles (2014) (derechos de
imagen ©2014 Google, INEGI).

La zona de estudio se encuentra ubicada en Sisal, un puerto pesquero del estado de
Yucatán en México. El pueblo contiene varias casas que en su mayoría tienen sólo una
planta de altura. Al Norte del poblado se encuentra el Mar y la línea de costa presenta
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un ángulo promedio de 10o con respecto al Este. Al Sur se encuentra una larga ciénaga
y un extenso manglar. La torre anemométrica está a 120 m de la línea de costa (90◦02
47 W, 21°0953N) en la Unidad Académica de Ciencias y Tecnología de la Universidad
Nacional Autónoma de México.

Los anemómetros midieron la velocidad del viento a una frecuencia de 10 Hz (que
después fue promediada cada media hora) los cuales son sónicos y se encuentran ubica-
dos a cinco diferentes alturas mostradas en la tabla (5.1). Tres de los cinco anemómetros
son 2D (Thies Clima� 4.382) (z1, z2 y z4) y los otros dos 3D (Thies Clima� 4.3830) (z3

y z4). Los datos usados para el presente estudio datan del 18 de enero del 2011 al 17
de enero del 2013.

z1 z2 z3 z4 z5

4.43 m 7.53 m 12.26 m 24.64 m 50.27 m

Tabla 5.1: Alturas a las cuales se encuentran ubicados los anemómetros.

5.4.2. Metodología

Para saber cuales fueron las implicaciones en la estimación de la energía eólica al
extrapolar la velocidad con los modelos del per�l de viento: logarítmico, logarítmico
lineal, exponencial, el modelo de Troen y Petersen (T&P) y el de Chamorro y Porté-
Agel (C&P). Se usó el error en la estimación del recurso disponible y el error relativo
en la estimación de producción de energía eólica calculados mediante las columnas (o
marcas de clase) del histograma de velocidades con las Ecs. (5.5 y 5.12) o por practicidad
mediante una distribución de Weibull o Weibull bimodal se usaron las Ecs. (5.8, 5.9,
5.14 y 5.16).

Para resolver dichas ecuaciones se utilizó el valor de la densidad promedio siguiente:

ρ = 1.225, (5.17)

y los valores escogidos para los coe�cientes que indican la intensidad turbulenta y la
desviación estándar de la densidad fueron:

Bρ = 0.04 (5.18)

IT = 0.1 (5.19)

Para comparar los resultados y obtener el error incurrido en la estimación de la
densidad de potencia y de la producción de energía eólica, es necesario obtener el per�l
de velocidades mediante algún modelo, luego obtener el histograma de velocidades y
los parámetros de la distribución de Weibull. A continuación se muestran los modelos
utilizados.
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Modelos del per�l de viento:

En el presente estudio se utilizaron siete modelos diferentes para describir el per�l
de velocidad, descritos en el capítulo (4). Cuatro de los modelos tomaron en cuenta la
presencia de la CLI;

Modelo de Troen y Petersen (1989) (Ec. 2.47).

El modelo de Chamorro y Porté-Agel (2009) (Ec. 2.50).

La generalización del modelo de Troen y Petersen (1989) planteada en el presente
trabajo (Ec. 4.6).

La generalización del modelo de Chamorro y Porté-Agel (2009) planteada en el
presente trabajo (Ec. 4.9).

Mientras que los otros tres no consideraron la CLI.

Modelo logarítmico (Ec. 2.19).

Modelo logarítmico lineal (Ec. 2.25).

Modelo exponencial de Panofsky y Dutton (1984) (Ec. 2.38).

Para resolver los modelos escogidos que describen el per�l de velocidades, se necesitó
conocer cuatro variables: la rugosidad del terreno z0, la longitud de Monin Obukhov L,
la velocidad de rugosidad u∗ y el espesor δ de la CLI mediante la Ec.(4.1). Para todos
los casos se consideró una longitud de Von Kármán.

k = 0.4 (5.20)

A continuación se presenta la metodología para el cálculo de cada una de las cuatro
variables mencionadas.

Rugosidad:

El uso de sectores para dividir en zonas similares el terreno que rodea a la torre, nos
permite asignarle una rugosidad característica a cada uno de los sectores. En la tabla
(5.2) se pueden ver los valores de rugosidad de las zonas. Los valores de los sectores A-F
fueron tomados de Figueroa-Espinoza y Salles (2014) los cuales estudiaron la misma
zona y plantearon el uso de los sectores A-F. El sector A corresponde al Mar, el sector B
contiene pocas casas y parte de la ciénaga. El sector C contiene en su mayoría ciénaga,
mientras que el sector D abarca algunos arbustos al norte, una parte de la ciénaga y
una gran parte de mangle al Sur. El sector E contiene algunos edi�cios de la universidad
(cuya altura no es mayor a 3.5 m), el puerto de abrigo, una parte de ciénaga y una
gran extensión de mangle al Suroeste correspondiente a la reserva ecológica �El Palmar�.
El sector F contiene la mayor parte de las casas del poblado y después de el presenta
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Figura 5.2: Ampliación del rectángulo negro mostrado en la �gura (5.1). Se muestran
las divisiones del terreno a cada una de las cuales se asocia una rugosidad determinada
(derechos de imagen ©2016 Google, INEGI).

matorrales. Por último cabe mencionar que en la parte más cercana a la torre, los
sectores B, C, D, F, H e I presentan varios matorrales menores a un metro de altura.

Los otros valores de rugosidad que corresponden a los tres sectores cercanos al mar
(G, H, I) fueron tomados de la tabla (2.1) y corresponden al tipo de terreno observado:
En el sector G se encuentran muchos bordes en el espigón, algunos edi�cios, varios
matorrales menores a un metro de altura cerca de la torre y de la frontera con el
siguiente sector H, el cual abarca hierbas sin cortar y árboles pequeños. El sector I
presenta arbustos largos. Los tres sectores (G, H, I) son atravesados en forma paralela
a la línea de costa por los restos de una valla metálica de 1.80 metros de altura y 40
metros de largo que delimita el terreno de la Universidad , también presentan playa con
arena y pequeños arbustos que no pasan de un metro de altura .

Sectores: A B C D E F G H I
Ángulo (o): 10-190 354-360 343-354 287-343 190-287 0-10 147-190 50-147 10-50

z0 m: 9.856 · 10−5 0.132 0.113 0.143 0.117 0.294 0.090 0.0180 0.182

Tabla 5.2: Rugosidad de los diferentes sectores. Los valores de rugosidad usados para
los sectores A-F fueron tomadas de Figueroa-Espinoza y Salles (2014). Los valores de
rugosidad de los demás sectores G-I fueron estimadas por el tipo de terreno mediante
la �gura (2.1).

Como ya se mencionó, la rugosidad (z0) de los demás sectores (A-F), fue obtenida
del trabajo de Figueroa-Espinoza y Salles (2014) al igual que la longitud de Monin
Obukhov (L). Los autores calcularon ambos parámetros �equivalentes�, los cuales co-
rresponden a un terreno horizontal homogéneo y son útiles para predecir la velocidad
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del viento mediante la Ec. (2.25). Su cálculo fue realizado mediante una nueva meto-
dología que hace una analogía entre la rugosidad y la longitud de Monin Obukhov de
las funciones de estabilidad integradas (Ecs. 2.27, 2.29 y 2.31) y las obtenidas al medir
ambos parámetros con un anemómetro sónico en un terreno complejo.

Cabe mencionar que Figueroa-Espinoza y Salles (2014), mediante los datos medidos
con los anemómetros colocados a las alturas z3 y z4, obtuvieron 2 valores de rugosidad en
cada sector. Para asegurarnos que los datos de viento proveniente del mar, pertenecieran
a la parte superior de la CLI, en el presente trabajo se usaron los valores de rugosidad
del sector A calculados con las medidas del anemómetro a mayor altura (z5). En el caso
de los demás sectores (B-F), se presentan los resultados obtenidos mediante los valores
de rugosidad obtenidos de las medidas realizadas del mismo anemómetro (colocado a la
altura z5) ya que los resultados generados mediante el uso de rugosidades obtenidas de
las medidas a la altura z3 generaron errores relativos levemente mayores en la estimación
de la densidad de potencial eólica disponible y dichos resultados no se presentan en el
trabajo.

Longitud de Monin Obukhov:

Un �ujo de aire en la zona costera, donde se une la tierra y el mar que, al ser
diferentes materiales, presentan diferentes capacidades calorí�cas y absorbancias lo que
generan, en la mayoría de los casos, diferentes temperaturas al interactuar con el sol y
la atmósfera, que como consecuencia produce una diferente estrati�cación atmosférica
sobre el mar y sobre la tierra. Lo anterior se explica a más detalle en la sección (2.4.8
y 2.4.2). En el presente estudio de caso, se traduce como una diferencia de estabilidad
térmica indicada por diferencias en la longitud de Monin Obukhov del viento aguas
arriba L1 y aguas abajo L2 de la línea de costa.

En el estudio de caso, obtener la longitud de Monin Obukhov aguas arriba y aguas
abajo se convierte en un reto ya que para medir la estabilidad solo se disponía de dos
anemómetros sónicos 3D a las alturas z3 y z5, lo cual no nos asegura que la medida más
baja re�eje datos dentro de la CLI para un instante dado y la única forma de estimar
L2 es mediante un proceso iterativo que calcule la altura δ de la CLI para diferentes
valores de L2 y comparar en cada iteración la altura calculada con la medida hasta
lograr minimizar el error.

El algoritmo de iteración, mencionado en el párrafo anterior, se programó pero el
costo de tiempo de computo era muy alto. Por lo anterior se optó por hacer dos supo-
siciones (para comparar al �nal la diferencia entre los datos calculados y los medidos):

1) El �ujo aguas arriba y aguas abajo presenta la misma estrati�cación L2 = L1.

2) El �ujo aguas abajo es neutro z/L2 = 0.

La longitud de Monin Obukhov, se obtuvo mediante la Fig. (5.3) que relaciona la
razón entre la altura y la longitud obtenida mediante las medidas de un anemómetro
sónico z/∧ y la altura entre longitud z/L que puede ser utilizada en la Ec. (2.25). Dicha
relación esta representada por lneas ajustadas a los datos de Figueroa-Espinoza y Salles
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(2014) y representadas como la unión de dos rectas y un polinomio de segundo grado,
como se muestra a continuación para los vientos que soplan desde tierra:

z

L
=


p4 z/ ∧+p5 si −∞ < z/∧ < −5,
p1 (z/∧)2 + p2 z/ ∧+p3 si − 5 ≤ z/∧ ≤ 1.316,
p6 z/ ∧+p7 si 1.316 < z/∧ <∞,

(5.21)

y para los vientos que provienen del mar se tiene:

z

L
=


p11 z/ ∧+p12 si −∞ < z/∧ < −5.4,
p8 (z/∧)2 + p9 z/ ∧+p10 si − 5.4 ≤ z/∧ ≤ 1.316,
p13 z/ ∧+p14 si 1.316 < z/∧ <∞,

(5.22)

cuyos coe�cientes se muestran en la tabla 5.4.

p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

0.0056935 0.0405811 −0.0014234 −0.0020840 −0.0641258 0.1114151 −0.0867650

Tabla 5.3: Coe�cientes de la Ec. (5.21).

p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14

0.0152278 0.0880166 −0.0016986 −0.0819827 −0.4696045 0.1823520 −0.1045530

Tabla 5.4: Coe�cientes de la Ec. (5.22).

Debido a que los vientos de tierra pueden sentir los efectos cortantes de la vegetación
y de el estuario, tomamos los valores de rugosidad y Longitud de Monin Obukhov
calculados por Figueroa-Espinoza y Salles (2014), mediante las medidas tomadas a una
altura de z3 = 12.26 m para asegurarnos que re�ejan los efectos térmicos y cortantes de
las zonas más próximas a la torre anemométrica en los sectores B-F. En otras palabras
Ltierra = L(z3).

Para veri�car que la consideración mencionada en el párrafos anterior fuera la más
correcta, se estimó el potencial eólico con Ltierra = L(z5) para veri�car que generó
errores relativos levemente mayores en la estimación de la densidad de potencial eólica
disponible y dichos resultados no se presentan en el trabajo.

En el caso de los vientos de Mar, utilizamos los valores de rugosidad y Longitud de
Monin Obukhov calculados por los mismos autores, mediante las medidas tomadas a
una altura de z5 = 50.27 m que se encuentra, en la mayoría de los casos, más arriba de
la capa límite interna, la cual inicia en la unión de la tierra con el mar, y así asegurar
que los efectos térmicos y cortantes se deben a la rugosidad y temperatura del mar. En
otras palabras Lmar = L(z5).

Velocidad de rugosidad:

Cuando se tienen vientos que soplan desde tierra, se considera que se forma una CL
la cual describe un per�l logarítmico lineal descrito por la Ec. (2.25) de la cual se puede
despejar la velocidad de rugosidad basada en el esfuerzo cortante en la pared:
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Figura 5.3: Relación entre el parámetro de estabilidad medido z/∧ y el �equivalente�
z/L. Las líneas resultan de un ajuste de los datos publicados por Figueroa-Espinoza y
Salles (2014).

u∗ = ku(z)/ [ln(z/z0)− ψ(z/L(z))] , (5.23)

donde la altura z corresponde a la altura desde la cual se extrapolarán los datos para
hacer la estimación con cualquiera de los modelos.

Cuando se tiene viento que sopla desde el mar, es importante diferenciar el �ujo
arriba y abajo de la CLI; aguas arriba se tiene un per�l logarítmico lineal, que se puede
representar mediante la Ec. (2.25), de donde se puede despejar la velocidad de rugosidad
basada en el esfuerzo cortante en la pared u∗:

u∗1 = kU1(z)/ [ln(z/z01)− ψ(z/L1)] . (5.24)

En el caso de los vientos dentro de la CLI (que soplan desde el mar), no hay forma de
asegurar que el anemómetro más cercano al terreno esté dentro de la capa de equilibrio
(z ≤ δ1/2 = 0.3δ) descrita por un simple per�l logarítmico-lineal y es probable que las
medidas de dicho anemómetro re�ejen la capa de transición entre el per�l aguas arriba
(z ≤ δ1/2 = 0.3δ) y el per�l de la capa de equilibrio (z ≥ δs = 0.09δ) aguas abajo
del cambio de rugosidad, donde la velocidad de rugosidad u∗ varía. Por lo anterior,
la velocidad de rugosidad u∗ no se puede despejar de un simple per�l logarítmico-
lineal ni medir con un anemómetro sónico 3D, a menos que esté muy cerca del terreno
(z ≥ δs = 0.09δ, para cualquier δ), el per�l de velocidades puede representar mediante
el modelo Generalizado de Troen y Petersen (Ec. 4.6) de donde si se puede despejar u∗2:
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u∗2 =


ku(z)

ln(z/z02)−ψm(z/L2)
si z02 ≤ z ≤ δs,

ku(z)−A1u∗1(ln(δ1/2/z01)−ψ(δ1/2/L1))

(ln(δs/z02)−ψ(δs/L2))(1−A1)
si δs < z < δ1/2.

(5.25)

donde A1 = [ln(z/δs)] / [ln(c1/c2)], c1 = 0.3 y c2 = 0.09.
También se puede despejar u∗2 del modelo Generalizado de Chamorro y Porté-Agel

mostrado en la Ec. (4.9):

u∗2 =
ku(z)− λu∗1(ln(z/z01)− ψ(z/L1)

(1− λ)(ln(z/z02)− ψ(z/L2))
. (5.26)

En caso de usar el modelo logarítmico, la velocidad de rugosidad se obtiene de la
Ec.(5.23) al considerar estabilidad neutra (ψ(z/L(z)) = 0):

u∗ = ku(z)ln(z/z0). (5.27)

En caso de usar el modelo de Troen y Petersen (Ec. 2.47) o de Chamorro y Porté-
Agel mostrado en la Ec. (2.50) se considera estabilidad neutra (ψ(z/L(z)) = 0) en las
Ecs. (5.25) y (5.27) respectivamente.

Para el modelo exponencial de Panofsky y Dutton (1984) no es necesario calcular
la velocidad de rugosidad u∗.

Por último, se puede observar que para obtener u∗2 de cualquiera las Ecs. (5.25)
y (5.27), se necesita el espesor de la CLI δ que a su vez depende de la velocidad de
rugosidad aguas arriba que es independiente de la CLI. A continuación se muestra como
se obtuvo la altura de la CLI necesaria para cerrar el sistema de ecuaciones.

Altura de la capa límite interna:
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Figura 5.4: Esquema de los sectores G, H e I. Acotado en metros.

La altura δ de la CLI se calcula mediante la Ec. (4.1) cuando se considera el modelo
generalizado de Chamorro y Porté-Agel o de Troen y Petersen. En la sección (4.2) se
explica a detalle el método de Runge-Kutta usada para resolverla.

Cuando se utilizan los últimos dos modelos sin generalizar, que suponen estrati�ca-
ción neutra, se utiliza la Ec.(4.3) que se resuelve en forma numérica.
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Para calcular la distancia desde el cambio de rugosidad (en la interfase mar-tierra)
hasta la torre anemométrica, en la dirección que sopla el viento, se usaron las dimen-
siones de los sectores G, H e I mostradas en la �gura (5.4).

5.4.3. Resultados

En las �guras (5.6 y 5.7) se muestran los historiales de frecuencia para comparar la
diferencia entre la velocidad medida y la estimación de la velocidad de viento median-
te extrapolaciones con diferentes modelos. En ambas �guras la referencia para dicha
comparación se encuentra en la parte superior izquierda, que muestra las velocidades
medidas a 50 m y para efectos de comparación se muestra con una línea continua gris
en los demás histogramas.

En la �gura (5.6) se muestra la distribución de frecuencias de la velocidad a 50 m
estimada mediante la extrapolación de la velocidad de viento desde 7.5 m, 12.3 m y
24.6 m con el modelo logarítmico (Ec. 2.19), logarítmico lineal (Ec. 2.25) y exponencial
de Panofsky y Dutton 1984 (Ec. 2.38).

En la �gura (5.7) se muestra la distribución de frecuencias de la velocidad a 50 m
estimada mediante la extrapolación de la velocidad de viento desde 24.6m con el modelo
de Troen y Petersen (1989) (Ec. 2.47) (T&P), de Chamorro y Porté-Agel (2009) (Ec.
2.50) (C&P) y los dos nuevos modelos planteados en el presente trabajo que consisten
en la generalización de los dos modelos anteriores (Ec. 4.6 y 4.9 respectivamente).

Para complementar la comparación entre la estimación de la velocidad de viento
mediante los diferentes modelos mencionados en el párrafo anterior, se presentan las
rosas de viento para cada uno de ellos en las �guras (5.8 y 5.9).

Debido a que la aplicación sobre la que está enfocada el uso de los dos nuevos modelos
planteados, que toman en cuenta el cambio de rugosidad y estabilidad en la formación de
la CLI, es la correcta estimación de energía eólica de diferentes emplazamientos que se
encuentren cerca de algún cambio de rugosidad en el terreno y/o estabilidad atmosférica.
Se compara el potencial energético [W/m2] evaluado mediante las velocidades de viento
medidas a una altura de 50.3 m con la estimación mediante extrapolaciones desde
alturas más bajas zref usando todos los modelos mencionados anteriormente.

En la tabla (5.5) se muestran los parámetros necesarios para describir las medidas
y estimaciones de la velocidad mediante la distribución de Weibull y Weibull bimodal
(representadas mediante las Ecs. 2.56 y 2.60 respectivamente). En la misma tabla tam-
bién se muestra la raíz del error medio cuadrático incurrido al realizar las estimaciones.
En total se calcularon dos errores medios cuadráticos obtenidos al comparar las marcas
de clase de la distribución de frecuencias de la velocidad medida con: a) las marcas de
clase de la distribución de frecuencias para el caso de RMSEbin (Ec. 5.1) y b) con los
valores de la función de Weibull bimodal para el caso de RMSEw&w (Ec. 5.3). Cabe
mencionar que no se muestra el error RMSEw ya que a pesar de que la distribución de
Weibull sencilla si describe bien algunos modelos, la distribución de Weibull bimodal
(que es un poco más compleja por contener más parámetros) describe bien la totalidad
de los modelos.

En la tabla (5.5) igualmente se muestra la densidad de potencia eólica en [W/m2]
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obtenida de las velocidades medidas a la altura propuesta del Hub (50 m), evaluada
mediante la Ec.(2.61) usando las marcas de clase de la distribución de frecuencia de
velocidades medidas y estimada usando la distribución de frecuencia de velocidades
extrapoladas mediante los diferentes modelos. Para todos los casos (evaluación y esti-
mación mediante modelos), la densidad de potencia eólica fue calculada de dos formas:
a) mediante las marcas de clase de la distribución de frecuencia y b) mediante la función
de Weibull (sencilla y bimodal). Asimismo, se muestra el error incurrido al estimar la
densidad de potencia al comparar los resultados evaluados (mediante los datos medidos)
con los estimados. Dicho error fue calculado mediante las Ecs. (5.5, 5.8 y 5.9).

Asimismo, en la tabla (5.5) se muestra la producción de energía anual de los aeroge-
neradores Vestas V39/500 y V39/600 en [KWh] obtenida mediante las marcas de clase
de la distribución de frecuencia de las velocidades medidas a la altura propuesta del
Hub (50 m) para comparar con la producción estimada mediante los diferentes mode-
los. En todos los casos la producción de energía anual fue calculada de dos formas: a)
mediante las marcas de clase de la distribución de frecuencia (Ec 2.70) y b) mediante la
función de Weibull bimodal (Ec 2.69). Los valores de la energía producida W (U) [KW ]
por la turbina a la velocidad de funcionamiento U y se puede encontrar en las curvas
de potencia características mostradas en la Fig.(5.5).
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Figura 5.5: Curvas características de la producción de potencia generada por dos tur-
binas diferentes marca Vestas.

En la tabla (5.5), también se muestra el error incurrido al estimar la producción
de energía anual, al comparar los resultados estimados con los evaluados (mediante
los datos observados) mediante las Ecs. (5.12, 5.14 y 5.16). Por último se muestra el
factor de planta de las turbinas Vestas V39/500 y V39/600 (el cual no depende del tipo
de turbina para estos dos casos) obtenido al calcular su producción de energía anual
mediante las marcas de clase de la distribución de frecuencias y mediante la distribución
de Weibull bimodal.
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5.4.4. Discusión

Al tomar en cuenta el error RMSE como criterio de comparación podemos ver
que el modelo que mejor describe el per�l de velocidades para el caso de estudio, que
presenta una CLI producida por un cambio de rugosidad en el terreno y estabilidad
atmosférica, es el modelo C&P Gral. con error RMSEbin = 1.18 % seguido del modelo
de T&P Gral RMSEbin = 1.20 % (ambos propuestos en el presente trabajo), en tercer
lugar se encuentran los modelos de T&P y C&P los cuales presentaron el mismo error
RMSEbin = 1.49 %, seguidos del modelo exponencial de Panofsky y Dutton (P&D)
RMSEbin = 1.55 %, el modelo logarítmico RMSEbin = 1.56 % y en último lugar el
modelo Log-Lin RMSEbin = 3.05 %.

Se puede observar que en los modelos que no toman en cuenta la presencia de la
CLI el error disminuye, si la altura desde la cual se extrapola la velocidad se acerca
a la altura del Hub; con excepción del modelo Log-Lin cuyo error mínimo se presenta
cuando se extrapola desde 12.3 m, lo cual es lógico si se toma en cuenta que la longitud
de Monin Obukhov fue calculada con los datos medidos a esa altura. También se puede
explicar el gran error que produce el modelo Log-Lin si tomamos en cuenta que el efecto
del término térmico en el per�l de velocidades de dicho modelo (−ψm(z/L)), aumenta
conforme la altura es mayor, pero si dicho efecto no se restringe a la zona limitada bajo
la CLI, ya que fuera de ella la estabilidad cambia (L2), más que contribuir a una mejor
descripción del per�l de velocidades, se incurre en un error mayor.

Es importante tomar en cuenta las características de la distribución de frecuencias
de las velocidades y de las rosas de viento antes de llegar a una conclusión sobre el mejor
modelo. Por ejemplo, a primera vista se puede ver que el error RMSEbin incurrido por
estimar la velocidad al hacer una extrapolación desde 7.5 m mediante el modelo Log-
Lin y el modelo exponencial P&D, es casi igual por una diferencia de 0.03%. Pero si
se analizan las rosas y la distribución de frecuencias de los vientos provenientes de mar
y tierra, se puede ver que el modelo Log-Lin sobrestima la frecuencia de los vientos de
mar y la velocidad pico de los vientos de tierra, mientras que subestima la frecuencia de
los vientos de tierra y la velocidad pico de los vientos de mar. Por otro lado el modelo
exponencial P&D solo subestima la frecuencia en ambas componentes de viento pero no
se modi�can tanto las componentes pico de la velocidad. En otras palabras, parece una
simple casualidad que el error entre los dos métodos sea tan parecidos ya que si fuera
la suma del error RMSEbin en la estimación de los vientos de mar más el RMSEbin
en los vientos de tierra, el error del modelo Log-Lin sería mucho mayor: el modelo
Log-Lin modi�ca frecuencias y valores pico de los vientos de tierra y mar mientras
que el modelo P&D sólo subestima las frecuencias. Lo anterior es una buena razón
para plantear los resultados de los vientos de tierra y mar y presentar distribuciones de
Weibull bimodales.

La diferencia entre los errores RMSEbin y RMSEw&w es pequeña en la mayoría de
los casos (entre 0% y 0.28%) pero si se trata de comparar el error incurrido por el uso
de los diferentes métodos (entre 0% y 3.37% para el caso de RMSEbin), no es adecuado
realizar la comparación mencionada ya que la diferencia de errores puede ser debida al
uso de la distribución de Weibull y no al modelo usado para realizar la extrapolación.
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Por lo anterior las comparaciones se analizaron a través de los errores calculados con de
los datos provistos por las marcas de clase sin importar que el error sea cuadrático (al
comparar velocidades) o sencillo (al comparar densidad de potencia [W/m2] y energía
[Wh]).

Al tomar en cuenta el error ErrPeBin (Ec.5.5) como criterio de comparación, que
es negativo cuando los modelos subestiman la densidad de potencia y podemos ver
en la tabla (5.5) y Fig.(5.10). Se puede decir que el modelo que mejor describe la
densidad del potencial energético para el caso de estudio, son los modelos de T&P y
C&P los cuales presentaron ErrPeBin = −1, 2 %. El tercer mejor modelo resultó ser el
Log-Lin extrapolando desde 7.5 m (ErrPeBin = 9.9 %) seguido del modelo logarítmico
ErrPeBin = 14.9 % y del modelo de C&P Gral (ErrPeBin = 22.8 %) y T&P Gral
(ErrPeBin = 23.3 %), y en último lugar el modelo exponencial P&D ErrPeBin = 44.9 %.

De nuevo hay que aclarar que después de tomar en cuenta la distribución de fre-
cuencias, descartamos la validez del modelo Log-Lin.

El la raíz del error medio cuadrático en la estimación de la velocidad mediante los
intervalos de clase obtenidos de los modelos de C&P y T&P fue de 1.49%, resultado de
una subestimación, mientras que para los mismos modelos generalizados fue entre 1.18
y 1.20 resultado de una sobrestimación. El error incurrido al estimar la densidad de
potencial con los modelos de C&P y T&P fue de 1.2% menor al medido, mientras que
al usar los modelos generalizados, el error fue entre 22.8% y 23.5% mayor al medido.
En la energía anual disponible, lo anterior se traduce en una subestimación de entre 44
KWh con el aerogenerador V39/500 y 52 KWh con el V39/600 al utilizar los modelos
de C&P y T&P, mientras que al usar los mismos modelos generalizados, se presenta
una sobre estimación entre 206% y 249%.

Al comparar el error incurrido en la estimación de la función de probabilidad de la
velocidad de viento y la densidad de potencia disponible. Podemos ver que a pesar de
que los modelos C&P Gral. y T&P Gral. son los mejores para describir la velocidad, no
lo son para describir la densidad de potencia ya que esta última está indicada mediante
la ley del cubo de la velocidad y una pequeña sobrestimación en la velocidad del viento
realizada al extrapolar mediante los modelos generalizados, afecta más en la estimación
de la densidad de potencial que una mayor subestimación del viento realizada por los
modelos C&P y T&P.

5.5. Conclusiones

Se logró calcular el espesor de la CLI en forma exitosa, tomando en cuenta los
cambios de rugosidad y estabilidad atmosférica. Dicho espesor fue utilizado en cuatro
diferentes modelos que toman en cuenta la CLI para estimar la velocidad y densidad
de potencial eólico en Sisal Yucatán.

El mejor modelo para extrapolar las velocidades de viento es el C&P Gral. seguido
del modelo de T&P Gral. Ambos propuestos por primera vez en el presente trabajo.
Mientras que el peor modelo resultó ser el Log-Lin.

Los mejores modelos para estimar la densidad de potencia disponible son los de
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C&P y T&P. Mientras que el peor modelo resultó ser el exponencial de P&D.
Se encontró que los mejores modelos para estimar la velocidad de viento y densidad

de potencia eólica disponible, son los que toman en cuenta la CLI. Para el caso de
la velocidad los mejores fueron los que toman en cuenta el cambio de rugosidad y
estabilidad, mientras que para el caso de la densidad de potencia los mejores modelos
solo toman en cuenta el cambio de rugosidad.

Hay que tomar en cuenta que la distancia de la torre anemométrica al inicio de la
CLI es relativamente pequeña, lo cual produce una altura de CLI igualmente pequeña
lo que hace que los efectos térmicos no sean tan signi�cativos. Se espera que al tener un
emplazamiento eólico más alejado del inicio de la CLI, el mejor modelo para describir
la densidad de potencia eólica disponible sea el C&P Gral.
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Figura 5.6: Distribución de frecuencias de las velocidades de viento medidas a una altura
de 50m (esquina superior izquierda), mayores a cero (u > 0[m/s]) y su comparación con
la estimación mediante extrapolaciones desde alturas más bajas zref usando diferentes
modelos: Logarítmico (Ec. 2.19), logarítmico lineal (Ec. 2.25) y exponencial de Panofsky
y Dutton 1984 (Ec. 2.38).
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Figura 5.7: Distribución de frecuencias de las velocidades de viento medidas a una
altura de 50.3 m (esquina superior izquierda), mayores a cero (u > 0[m/s]) y su com-
paración con la estimación mediante extrapolaciones desde la altura zref = 24.6 m
usando diferentes modelos: De Troen y Petersen (1989) (Ec. 2.47) (T&P), de Cha-
morro y Porté-Agel (2009) (Ec. 2.50) (C&P) y dos nuevos modelos planteados en el
presente trabajo que consisten en la generalización de los dos modelos anteriores (Ec.
4.6 y 4.9 respectivamente).
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Figura 5.8: Rosas de viento medido a una altura de 50.3 m (parte inferior) y su compa-
ración con la estimación mediante extrapolaciones desde alturas más bajas zref usando
diferentes modelos: Logarítmico (Ec. 2.19), logarítmico lineal (Ec. 2.25) y exponencial
de Panofsky y Dutton 1984 (Ec. 2.38).
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Figura 5.9: Rosas de viento medido a una altura de 50.3 m (parte inferior) y su com-
paración con la estimación mediante extrapolaciones desde la altura zref = 24.6 m
usando diferentes modelos: A la izquierda, mediante el modelo de Chamorro y Porté-
Agel (2009) (Ec. 2.50) (C&P) y el modelo de Troen y Petersen (1989) (Ec. 2.47) (T&P)
arriba y abajo respectivamente. En medio y a la derecha se muestran las rosas obte-
nidas mediante dos nuevos modelos planteados en el presente trabajo que consisten en
la generalización de los dos modelos anteriores (Ec. 4.6 y 4.9 respectivamente), toman-
do en cuenta la misma estrati�cación atmosférica dentro y fuera de la CLI (L1 = L2)
(en medio) y (a la derecha) los resultados al considerar neutralidad dentro de la CLI
(z/L2 = 0).
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Figura 5.10: Potencial energético [W/m2] evaluado mediante las velocidades de viento
medidas a una altura de 50.3 m y su comparación con la estimación mediante extrapo-
laciones desde alturas más bajas zref usando diferentes modelos: Logarítmico (Ec. 2.19),
logarítmico lineal (Ec. 2.25), exponencial de Panofsky y Dutton 1984 (Ec. 2.38) y desde
la altura zref = 24.6 m con los modelos de Troen y Petersen (1989) (Ec. 2.47) (T&P),
de Chamorro y Porté-Agel (2009) (Ec. 2.50) (C&P) y dos nuevos modelos planteados en
el presente trabajo que consisten en la generalización de los dos modelos anteriores (Ec.
4.6 y 4.9 respectivamente). Arriba, potencial energético en [W/m2], correspondiente a
la velocidad indicada por cada intervalo de clase. Abajo, integral acumulativa (de 0
[m/s] a la velocidad correspondiente a cada intervalo de clase) del potencial energético
[W/m2].



Capítulo 6

Validación previa del código JADIM

A pesar de las ventajas de la DNS; que resuelve todas las escalas de las ecuaciónes de
Navier-Stokes, es costosa en términos computacionales por el alto tiempo que requiere
para resolver �ujos en geometrias complejas, que requieren resoluciones de mallado altas
y por eso, en este trabajo se usó un problema idealizado con una geometría simple, el
cual se resolvió con el código DNS JADIM (descrito a más detalle en la sección 3.2) que
nos permitirá comprender el comportamiento de un �ujo sobre una super�cie ondulada
que representa la super�cie del mar, establecer hasta que punto se puede usar la teoría
lineal existente para describir la presión y el esfuerzo en la pared (sección 7), estudiar el
comportamiento de los casos donde ya no se puede usar dicha teoría donde aparece una
recirculación en las zonas más cercanas a los valles (sección 8) y por último discutir las
posibles implicaciones de la recirculación en la capa límite interna y sus consecuencias
en la obtención de energía eólica (sección 9).

Antes de utilizar el código JADIM para estudiar todos los casos expuestos en el
párrafo anterior, es necesario validar el código. A continuación se presenta la primera
validación para comprobar la efectividad del código en una situación turbulenta en tres
dimensiones.

6.1. Descripción y selección del problema: Flujo de Couette

turbulento en un canal plano 3D

El �ujo de Couette entre placas planas se supone incompresible, en la ausencia
de fuerzas de cuerpo y sin gravedad. Las variables pueden ser expresadas en forma
adimensional:

u =
−u
Us

; (x∗, y∗, z∗) =
(x, y, z)

h
; P =

ph

Usµ
; t∗ =

Ust

h
, (6.1)

donde u es el vector de velocidad x y y las coordenadas cartesianas, p la presión y t el
tiempo. Las cantidades de referencia utilizadas para adimensionalizar el problema son;
la velocidad en la pared superior Us, el espesor del canal h y la viscosidad dinámica µ.
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U=
cte

Z

h
s

Figura 6.1: Esquema del mallado usado.

Las ecuaciones de Navier-Stokes quedan de la siguiente forma:

Reh

(
∂u
∂t∗

+ (u · ∇)u

)
= −∇P +∇2u, (6.2)

junto con la ecuación de continuidad,

∇ · u = 0, (6.3)

donde Reh representa el número de Reynolds basado en el espesor de canal h, µ la
viscosidad dinámica y ρ la densidad:

Reh =
ρUsh

µ
; (6.4)

Las ecuaciones de frontera a los lados son periódicas:

u(0, y∗, z∗) = u(6/h, y∗, z∗); P (0, y∗, z∗) = P (6/h, y∗, z∗). (6.5)

La velocidad es impuesta en la pared superior:

u(y∗ = 1) = Us = (1, 0, 0). (6.6)

La condición de frontera inferior es de no deslizamiento:

u(y∗ = 0) = (0, 0, 0), (6.7)

y la condición inicial u = u0 (en el tiempo zero) en todo el dominio es un per�l lineal
(Couette) de velocidades, que no presenta recirculación:

u0 = (u0, v0,w0) = (y∗, 0, 0) . (6.8)

Esta condición inicial (t = 0) tiene la ventaja de ahorrar tiempo de computo para
llegar a un estado cuasi-estacionario, si comparamos con una simulación que inicia con
las mismas condiciones de frontera pero con un �uido en reposo.
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6.2. Metodología

La geometría utilizada para la presente validación, se muestra en la �gura (6.1) y
en la parte inferior derecha de la �gura (6.2), que representan un canal rectangular con
medidas [∆x,∆y,∆z] = [6λ, h, 1] = [6, 1, 1] en metros.

El ancho de las celdas fue constante en cada una de las direcciones.
Debido al alto costo computacional de cada simulación (3 meses por corrida), no

se llevaron acabo pruebas de convergencia para asegurar que los resultados fueran in-
dependientes de la resolución del mallado. En su lugar se tomó en cuenta la escala de
Kolmogorov η procurando mantener la relación ∆x

η
∼ ∆y

η
∼ 10. El número de celdas en

cada dirección fue [nx, ny, nz] = [296, 82, 130] y la razón entre la resolución y la escala
de Kolmogorov resultó ser [∆x

η
, ∆y
η
, ∆z
η

] ∼ [18, 11, 7].
Se utilizó un número de Reynolds Reh = 9000; el mallado descrito resultó ser ade-

cuado para validar el código lo cual se mostrará más adelante en la sección (6.4).
Se utilizó un número de Reinolds Reh = 9000, el cual es su�cientemente grande como

para tener un régimen turbulento si se compara con el valor de transición según Bech
et al. (4) de Reh ≈ 2000 y otros utilizados en la literatura en casos turbulentos, como
Sullivan et al. (89) que usaron Reh = 8000 y Aydin y Leutheusser (1) que usó Reh = 5408.

El límite máximo para cada paso de tiempo fue de 4t ≤ 0.5E−1 s. Para introducir
inestabilidades que generaran turbulencia se inició una perturbación en el paso 100004t
con una duración de 100004t. Después se esperó a que la simulación alcanzara un estado
estable para poder observar los datos.

6.3. Resultados

La �gura (6.2) fue obtenida mediante un script de Matlab y muestra diferentes cortes
del canal (mostrados en la imagen inferior derecha) y sus contornos de velocidades, así
como los per�les de velocidades correspondientes a la parte media de dichos planos. Lo
anterior, únicamente para visualizar el �ujo y dar una idea general de como se comporta.

Para poder analizar el comportamiento de la velocidad horizontal media a diferentes
alturas y comprobar si tiene la geometría típica en forma de �S� de un �ujo turbulento de
Couette, se obtuvieron promedios en el espacio considerando que dichos promedios son
mejores que los temporales, a los cuales se recurre cuando no se tiene manera de hacer
los espaciales, considerando que son equivalentes por tratarse de un �ujo turbulento
totalmente desarrollado suponiendo que presenta propiedades ergódicas.

En la �gura 6.3 se presenta el per�l de velocidades horizontales promedio el cual
coincide con el comportamiento esperado.

6.4. Comparación con literatura

Para comparar con la literatura, el per�l de velocidades obtenido es escalado con
las coordenadas de pared. Utilizamos la velocidad de rugosidad de�nida como:



66 CAPÍTULO 6. VALIDACIÓN PREVIA DEL CÓDIGO JADIM

Figura 6.2: Flujo de Couette 3D en el paso de tiempo 23600 después de haber sido
perturbado en el paso 10000 durante 1000 pasos de tiempo, con Reynolds Reh = 9000.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

U(Y )

Y

Figura 6.3: Per�l de velocidades horizontales promedio a lo largo del eje vertical. Coor-
denadas adimensionales.

U∗ =

√
τw
ρ
, (6.9)

donde el esfuerzo en la pared está de�nido de la siguiente forma:

τw = µ
∂U

∂Y
|Y0. (6.10)

Es posible de�nir las unidades de pared:

U+ =
U

U∗
, Y + =

Y U∗

ν
. (6.11)
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La �gura (6.4) muestra las velocidades horizontales promedio contra la distancia
a la super�cie inferior, ambos escalados mediante la velocidad de fricción de�nida en
la ecuación (6.9). Se puede observar que el �ujo turbulento tiene un comportamiento
característico que se puede dividir en tres capas:

Una capa viscosa interna en la zona pegada a la pared con un comportamiento
lineal donde se espera la siguiente igualdad U+ = Y + representada por una línea
rallada, la cual coincide con nuestros resultados en longitudes de pared menores
a cinco Y + < 5.

Esta capa no tiene comportamiento lineal ni logarítmico. Es una capa intermedia
en la cual se presenta una transición de la capa interna, a la capa externa.

Una capa externa que presenta un comportamiento logarítmico. La línea continua,
representa el ajuste U+ = 1

k
ln(Y +) + C con los coe�cientes k = 0.4246 y C =

5.066.

10
1

10
2

0

5

10

15

20

U
/U

*

YU*/ν

Figura 6.4: Per�l de velocidades horizontales promedio a lo largo del eje vertical. Coor-
denadas de pared.

Las constantes para �ujos de Couette sobre una super�cie plana obtenidas de expe-
rimentos por Aydin y Leutheusser (1) y otras DNS obtenidas por Papavassiliou y Han-
ratty (69), Komminaho et al. (55), Sullivan et al. (89), están en los rangos (0.39 6 k 6 0.43)
y (4.5 6 C 6 6.0). Ambos siguen la misma tendencia que nuestros resultados.

6.5. Conclusión

Se puede concluir que nuestros datos coinciden con la literatura que reporta datos
experimentales (1) y con la que reporta resultados de simulaciones numéricas (69,55,89).
En otras palabras se puede considerar que el código JADIM fue validado con el �ujo
turbulento de Couette sobre una super�cie plana.
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Capítulo 7

Flujo cortante 2D sobre una super�cie
curvilínea: límites de la teoría lineal

7.1. ¾Porqué es necesario ir más allá de la teoría lineal?

Un �ujo sobre super�cies onduladas es relevante en muchas aplicaciones cientí�cas
e ingenieriles, como los intercambiadores de masa y de calor (o reactores) que usan
super�cies corrugadas (86). Las super�cies onduladas se presentan frecuentemente en
problemas relacionados con medios deformables o granulares (e.g. interacción viento-ola
en el océano o en las dunas de arena del fondo del mar respectivamente). Es importante
entender los mecanismos básicos responsables del comportamiento complejo observado
en la naturaleza. Un ejemplo serían la formación de dunas u ondulaciones en el fondo del
océano como los barjanes que están bajo la in�uencia de un �ujo cortante de agua (ver
trabajo experimental de Groh et al. (35)). En particular, el esfuerzo cortante y la presión
normal que actúa sobre la interfase, son responsables de la transformación dinámica de
la geometría de dicha interfase (14).

La teoría lineal (6) que describe el esfuerzo cortante y la presión, ambos en la super�-
cie de las olas, es muy atractiva pero solamente aplica para amplitudes de ola pequeñas
en comparación con la longitud de onda. En el caso particular de la interacción océano-
atmósfera en las zonas costeras, estos límites se ven comúnmente sobrepasados, pues
se observa gran variedad de amplitudes cuyo máximo es alcanzado justo antes de que
la ola rompa, lo que ocurre cuando la pendiente de ola (ver �gura 7.2) es mayor a
2πa/λ & 0, 534 en aguas profundas (18), donde las olas no sienten los efectos de la con-
dición de no deslizamiento en el fondo del mar. Cuando disminuye la distancia entre
la super�cie y el fondo del mar L, en la zona de asomeramiento, las olas comienzan
a sentir los efectos viscosos del fondo, la altura de ola H = 2a aumenta, la longitud
λ disminuye y este proceso continúa hasta que H & 0.8L en aguas someras (18). En la
zona de derrame (�gura 7.1), las olas rompen si la raíz cuadrática media (o rms por sus
siglas en inglés) de la altura llega a su valor crítico Hrms ≥ 0.42L (92).

Para estudiar el �ujo sobre una super�cie ondulada mediante una simulación numé-
rica es necesario utilizar un mallado. Aquí se propone un mallado curvilíneo basado en
la geometría de ondas con amplitud pequeña descrita por la teoría lineal tomada de los
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Figura 7.1: Per�l de playa. Acotación de imagen tomada de Gutiérrez-Estrada y Ley (41)

autores Dean y Dalrymple (17). Los resultados numéricos se comparan con la teoría lineal
que predice la presión y los esfuerzos en la super�cie para longitudes de ola pequeñas
reportada por Benjamin (6) y de esa forma se establecen los límites que tiene la teoría
lineal para describir el problema al utilizar el mallado propuesto. El presente capítulo
fue presentado en el congreso �3rd Brazilian Conference on Boiling, Condensation and
Multiphase �ow� en Curitiba-Brasil (28).

7.2. Estado del arte

Un canal 2D con fondo ondulado es una con�guración simple que permite el estudio
de los efectos mencionados en la motivación del presente capítulo en muchas situaciones.
Hay muchos estudios teóricos y experimentales previos que pueden proveer información
para validar y contribuir al entendimiento del �ujo de un �uido sobre una super�cie
ondulada.

El �ujo sobre super�cies onduladas es un tema que ha sido estudiado ámpliamente
en el pasado, sin embargo la mayoría de los estudios reportados en la literatura tienen
limitaciones cuando los efectos no lineales deben ser considerados. Miles (63) estudió la
generación de super�cies onduladas mediante �ujos cortantes resolviendo un problema
de condiciones de frontera y obtuvo resultados que están de acuerdo con las obser-
vaciones en forma cualitativa. Benjamin (6) produjo una teoría lineal para calcular en
forma exacta los esfuerzos normales y cortantes en la frontera de una super�cie ondu-
lada simple armónica producida por un �ujo cortante en un régimen laminar estable (y
para �ujos turbulentos considerados como `pseudo-laminar' usando la velocidad media
como per�l de velocidades). La validez de la teoría mencionada está limitada a gran-
des números de Reynolds, pequeñas amplitudes y se asume que el espesor de la capa
límite es mucho más pequeña que la longitud de onda. Benjamin (6) niega la turbulen-
cia para estudiar el fenómeno, y de acuerdo con el análisis teórico lineal, la presión y
el esfuerzo sobre la super�cie ondulada pueden ser de�nidos en términos de funciones
senoidales (6)(ecuaciones 5.6 y 5.9 del trabajo citado).

Se han realizado muchos estudios utilizando canales con fondo ondulado. Desde el
punto de vista numérico Cherukat et al. (15) estudiaron un �ujo turbulento sobre un tren
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sólido de olas usando una simulación numérica directa (DNS) con la técnica de elementos
espectrales. Los autores observaron en sus resultados el interesante fenómeno que se
origina en las zonas de separación; una variedad de patrones de �ujo que concuerdan con
las observaciones reportadas en la literatura (46,45). Sullivan et al. (89) también utilizaron
DNS para el estudio de un �ujo de Couette turbulento sobre una super�cie ondulada que
representa las olas de agua idealizadas en el fondo de un canal ondulado 2D mediante el
uso de diferentes pendientes de ola. Sus resultados coinciden con experimentos existentes
y otras simulaciones y muestran que el �ujo medio, las varianza en las velocidades,
presión, arrastre y los �ujos de momento vertical son signi�cativamente in�uenciados
por la geometría de la ola y la velocidad de fase c, normalizadas con la pendiente de
onda 2πa/λ, y su edad c/u∗, donde a es la amplitud de la onda, k = 2π/λ el número
de onda, λ su longitud, u∗ la velocidad de fricción de�nida como u∗ = (

√
τw/ρ), τw el

promedio del esfuerzo cortante sobre la super�cie ondulada y ρ la densidad.

7.3. Descripción del problema

El �ujo se supone incompresible, en ausencia de fuerzas de cuerpo y sin gravedad.
Las variables adimensionales que describen el sistema pueden ser consideradas de la
misma forma que en la sección 6.1 pero en dos dimensiones:

u =
−u
Us

; (x∗, y∗) =
(x, y)

h
; P =

ph

Usµ
; t∗ =

Ust

h
, (7.1)

Las ecuaciones (6.2) y (6.3), mostradas en la sección 6.1 describen al sistema y co-
rresponden a las ecuaciones de Navier-Stokes y de la continuidad respectivamente. Se
mantiene el mismo número de Reynolds:

Reh =
ρUsh

µ
; (7.2)

Las condiciones al Este y Oeste del dominio fueron consideradas periódicas con una
longitud de onda λ:

u(0, y∗) = u(λ/h, y∗); P (0, y∗) = P (λ/h, y∗). (7.3)

La condición de frontera al norte es plana con una velocidad horizontal constante
Us impuesta a la altura h:

u(y∗ = 1) = (1, 0). (7.4)

La condición de frontera al sur es de no deslizamiento:

u(y∗min) = (0, 0), (7.5)

donde y∗min = f(x∗) es el contorno ondulado de la condición de frontera al sur de�nido
más adelante en la ecuación (7.7, cuando Ψ = cte) de la metodología.

La condición inicial (en el tiempo cero) es un per�l de velocidad lineal con velocidad
nula en la base y velocidad Us a la altura h.
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u0 = (u0, v0) =

(
y∗ − y∗min
1 − y∗min

, 0

)
. (7.6)

Esta condición inicial (t = 0) tiene la ventaja de satisfacer las condiciones de frontera
impuestas a la entrada (x = 0), en el fondo (u = 0) y en la parte superior del dominio
(u = Us). También tiene la ventaja de ahorrar tiempo de computo para llegar a un
estado cuasi-estacionario, si comparamos con una simulación que inicia con las mismas
condiciones de frontera pero con un �uido en reposo. Esta condición de frontera es
divergente en el dominio, pero si cumple con la condición de divergencia nula en el
primer paso de tiempo. Gracias al pequeño valor en el paso de tiempo, la perturbación
inicial correspondiente no tiene efectos en la evolución de la solución del estado estable
y el tiempo de cómputo correspondiente es guardado.

7.4. Metodología

Se produjo un mallado ajustado a las fronteras mediante una transformada conforme
que mapea la geometría mostrada en la �gura 7.2 donde la frontera sur representa una
super�cie ondulada de amplitud a. Las variables transformadas fueron tomadas de
la función de corriente y potencial de una onda progresiva lineal que se propaga sin
cambios en su forma en un �ujo estable (17) (volteada hacia arriba y desplazada λ/2 en
la dirección x) las cuales son mostradas en las ecuaciones (7.7) y (7.8).

Ψ(x+ λ/2,−y) = cy − ag

σ

senhk(h− y)

cosh(kh)
cos(kx), (7.7)

Φ(x+ λ/2,−y) = cx− ag

σ

coshk(h− y)

cosh(kh)
sen(kx), (7.8)

donde c es la velocidad de fase, σ la frecuencia angular, g la gravedad, h la profundidad
del mar (la altura de canal en nuestro caso) y k = 2π/λ el número de onda. Las
ecuaciones (7.7) y (7.8) fueron usadas para de�nir la geometría del mapeo conforme:
la geometría está �ja (en este caso c y σ son parámetros que sirven únicamente para
generar el mallado).

El ancho de las celdas usadas en el mallado fue constante en la dirección Φ (horizon-
tal) y variable en la dirección Ψ (vertical) con un valor mínimo cerca de las paredes y
máximo en el centro del canal. La taza de cambio de la altura de celda es determinado
por S = ∆Φi

∆Φi+1
= 1.03, donde ∆Φi y ∆Φi+1 son la altura de una celda dada y su vecino

superior respectivamente.
Para calcular el esfuerzo cortante en la pared se usó la siguiente expresión:

τw = µ

(
∂Ů

∂Ψ

)
Ψ=0

, (7.9)

donde Ů y V̊ son los per�les de velocidad covariante dados por las ecuaciones (7.10) y
(7.11):
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Figura 7.2: Diagrama del mallado producido mediante una transformación conformal.

Ů =
U

J

∂Φ

∂x
+
V

J

∂Φ

∂y
, (7.10)

V̊ =
U

J

∂Ψ

∂x
+
V

J

∂Ψ

∂y
, (7.11)

donde J es el Jacobiano de la transformación:

J =
∂Φ

∂x

2

+
∂Φ

∂y

2

. (7.12)

Las variables transformadas fueron usadas en la ecuación (7.9) ya que estas se alinean
con la posición y orientación de la pared inferior (los per�les de velocidad Ů fueron
ajustados a un polinomio de sexto grado cerca de la pared).

Se corrieron simulaciones para diferentes pendientes de onda (0.01 ≤ 2πa/λ ≤ 0.35)
y para diferentes números de Reynolds (100 ≤ Reh ≤ 10000) la mayoría de los cuales
se presentan en la tabla (7.1).

7.4.1. Pruebas de convergencia de los resultados

En la �gura (7.3) se muestran los resultados de una simulación de �ujo tipo Couette
sobre un canal ondulado usando con 2πa/λ = 0.35, S = 1.03 , Reh = 1000 y Reh =
10000.

Se puede ver como los resultados comienzan a ser independientes de la resolución
del mallado cuando la altura de la celda más cercana a la pared es ∆y . 0.01 m lo
cual equivale a una resolución de 60x60 nodos. Por lo anterior en el presente capítulo
utilizamos dicha resolución.
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Figura 7.3: Presión y esfuerzo cortante sobre la super�cie en la pared inferior a diferentes
resoluciones de malla.

7.5. Resultados

La �gura (7.4) muestra el esfuerzo cortante adimensional mientras que la �gura (7.5)
muestra la presión adimensional, ambas variables dadas como función de la longitud
adimensional X = x

λ
, y normalizadas mediante la velocidad de fricción dada por U∗ =√

τw
ρ

). Donde τw es el esfuerzo promediado a lo largo de la pared.

Los efectos no lineales aumentan en forma progresiva a medida que la pendiente
de onda 2πa/λ aumenta con un número de Reynolds �jo, hasta que un cambio en la
con�guración de �ujo es observado cuando el esfuerzo cortante cambia de signo como
se muestra en la parte baja de la �gura (7.4). Las �guras (7.4 y 7.5) también muestran
la teoría de Benjamin (Ecuaciones 5.6 y 5.9 de su artículo (6)).

En las �guras (7.4) y (7.5) se puede ver que la teoría lineal representa una aproxima-
ción adecuada para pendientes de onda menores que 2πa/λ < 0.2 incluso para número
de Reynold del orden 103.
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Figura 7.4: Esfuerzo cortante adimensional en la pared a diferentes pendientes de onda
2πa/λ. Línea sólida: teoría Lineal; Línea punteada: DNS.
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Figura 7.5: Presión adimensional en la pared a diferentes pendientes de onda 2πa/λ.
Línea sólida: teoría Lineal; Línea punteada: DNS.

En la �guras (7.6 y 7.7) se observa el per�l de velocidad adimensional u en función de
la altura transformada ψ/(ψM −ψm), donde ψm y ψM son el mínimo y el máximo valor
de ψ. También se muestra en las mismas �guras (7.6 y 7.7) que el comportamiento de los
per�les de velocidades son consistentes con la aparición de recirculación en la zona del
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valle: presentan la aparición de un per�l adverso cuyos efectos están relacionados con la
perdida de simetría en las olas no lineales. Este fenómeno ocurre cuando 2πa/λ = 0.20
si Reh = 104. Si Reh = 103, el fenómeno ocurre cuando 2πa/λ = 0.35.
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Figura 7.6: Per�l de velocidad horizontal a la altura del valle para Reh = 104 y 2πa/λ =
0.35 (rojo), 2πa/λ = 0.20 (verde), 2πa/λ = 0.10 (azul), 2πa/λ = 0.01 (magenta). Arriba
a la izquierda: líneas de corriente de la recirculación que ocurre cuando 2πa/λ = 0.35.
Abajo a la derecha: líneas de corriente que muestran la recirculación cuando 2πa/λ = 0.2
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Figura 7.7: Per�l de velocidad horizontal a la altura del valle para Reh = 103 y 2πa/λ =
0.35 (rojo), 2πa/λ = 0.20 (verde), 2πa/λ = 0.10 (azul), 2πa/λ = 0.01 (magenta). Arriba
a la izquierda: líneas de corriente de la recirculación que ocurre cuando 2πa/λ = 0.35.
Abajo a la derecha: líneas de corriente que muestran la recirculación cuando 2πa/λ = 0.2

La desviación de la teoría lineal también es mostrada en la �gura (7.8) con la razón
entre los esfuerzos τTEO/τDNS como función de X = x/λ, donde τteo y τDNS son el
esfuerzo integrado obtenido por la teoría (6) y DNS respectivamente (�guras 7.13 y 7.14),
puede ser visto que la discrepancia mencionada anteriormente es mayor a números de
Reynolds bajos y grandes pendientes de onda.

τTEO =

∫
τWT (X)

dx

u∗
, (7.13)

τDNS =

∫
τWD(X)

dx

u∗
, (7.14)
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donde τWT y τWD son el esfuerzo cortante en la pared obtenido por la teoría lineal (6) y
por DNS respectivamente. X = X

λ
a lo largo de la pared.
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Figura 7.8: Radio entre los esfuerzos teórico y simulado ambos integrados sobre la
super�cie.

Reh2πa
λ 628 1000 1257 1885 2513 3142 3770 4398 5027 5655 6283 10000

0.30 O X X X X X X X X X X X
0.25 O O O O X X X X X X X X
0.20 O O O O O O O O X X X X
0.15 O O O O O O O O O O O X
0.10 O O O O O O O O O O O X
0.05 O O O O O O O O O O O O

Tabla 7.1: Presencia y ausencia de recirculación descrita por �X� y �O� respectivamente
para diferentes números de Reynolds y pendientes de onda.

Finalmente en el cuadro 7.1 se muestra la aparición de recirculación para diferen-
tes números de Reynolds (columnas) y pendiente de onda 2πa/λ. Dentro del cuadro
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el símbolo �x� signi�ca que hay recirculación, mientras que el símbolo �O� signi�ca
lo contrario. El resultado de esta tabla también es mostrado en la �gura 7.9 con la
pendiente de onda crítica, reportada por Malevich et al. (62), donde los remolinos apa-
recen. Dicho autor no garantiza que el resultado sea válido en dos regiones: cuando
942 < λReh/h < 3770 (que para el caso especí�co estudiado en este problema equivale
a 942 < Reh < 3770) debido a problemas de precisión (64) (diferentes ordenes de apro-
ximación llevan a diferentes resultados), y cuando (a/λ)e > (a/λ)c porque arriba del

valor crítico de convergencia 2π
(
a
λ

)
c

=
(
λReh
2πh

)−1/2
la solución puede bifurcarse.

π2
λ(  )

Figura 7.9: Presencia de Remolinos: `O' no hay remolinos, �X� recirculación cerca del
valle. Línea continua: inicio de la recirculación según Malevich et al. (62); línea punteada:
límite crítico de convergencia para el mismo autor (62).

7.6. Conclusiones

Los límites de validez de la teoría lineal para un �ujo de Couette 2D sobre una
super�cie ondulada fue investigado mediante el uso de un código numérico que resuelve
las ecuaciones completas de Navier-Stokes. Las predicciones de la teoría lineal fueron
veri�cadas en el límite dual de grandes números de Reynolds y pequeñas pendientes de
onda en los rangos 0 ≤ 2πa/λ ≤ 0.3. El esfuerzo cortante y la presión a lo largo de la
pared ondulada fueron consistentes con otros resultados encontrados en la literatura.
La aproximación lineal es adecuada para pendientes de onda menores a 2πa/λ ≤ 0.2
con errores menores al 5 % en el cálculo del esfuerzo cortante.

Para números de Reynolds más grandes que Reh ≥ 3500 el rango de validez de la
teoría lineal abarca valores de la pendiente de onda hasta de 0 ≤ 2πa/λ ≤ 0.3 mientras
el �ujo permanesca laminar.

El inicio de la recirculación también fue reportado para diferentes números de Rey-
nolds y pendientes de onda, los cuales resultaron sistemáticamente más grandes que
la teoría predicha por Malevich et al. (62) para canales 2D, como se mostró en la �gu-
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ra (7.9). La región en el espacio 2πa
λ
-Reh cubierta por este estudio está parcialmente

afuera del area crítica de convergencia presentada por Malevich et al. (62). Y no existen
estudios en la literatura que describan el comportamiento en todo el espacio 2πa

λ
-Reh,

por lo anterior es pertinente continuar el estudio de la recirculación para completar la
descripción física del fenómeno existente en la literatura, lo cual se hace en el siguiente
capítulo.



Capítulo 8

Recirculación en un �ujo de Couette 2D
sobre una super�cie curvilínea

8.1. Relevancia

Fenómenos importantes como la separación de la capa límite (76), así como la tran-
sición de un régimen laminar a uno turbulento, están relacionados con la aparición de
zonas de recirculación cerca de las fronteras. Estas zonas de recirculación aparecen co-
mo consecuencia de un per�l de velocidades adverso (71) y se debe a una combinación
de efectos inerciales, viscosos y geométricos. La siguiente pregunta surge: ¾qué com-
binación de estos efectos lleva a la aparición de zonas de recirculación en un �ujo de
Couette sobre super�cies ondulada?

La pregunta es contestada mediante el uso de Simulaciones numéricas directas, dadas
las limitaciones de la teoría lineal (mencionadas en el capítulo 7) que describe la presión
y esfuerzo cortante* ambos sobre la super�cie.

Una vez contestada la pregunta, se corroboró mediante el desarrollo de una teoría
que describe el comportamiento para grandes números de Reynols (ver sección 8.7) la
cual coincide con las predicciones numéricas.

El presente capítulo fue publicado en la revista Physics of Fluids (27).

8.2. Estado del arte

En el capítulo 7 ya se habló sobre los estudios previos, teóricos y numéricos, del
�ujo de Couette sobre una super�cie ondulada.

Flujos impulsados por diferencias de presión (Poiseuille) con fondo ondulado, tam-
bién han sido estudiados en la literatura. Nakayama y Sakio (65) realizó un estudio
numérico usando DNS, la super�cie interior fue de�nida en términos de dos modos de
ondas sinusoidales en dos dimensiones, con diferentes amplitudes y longitudes de onda

*Si consideramos que un per�l de velocidades adverso presenta pendientes negativas con respecto
al eje perpendicular a la super�cie y la relación directa que esto tiene con los esfuerzos cortantes en la
pared (Ec. 7.9)

81
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en el fondo para poder explorar los efectos de �ltrar las �uctuaciones de pequeña escala
del �ujo y los efectos de suavizar la geometría del fondo al usar LES. Zhou et al. (98)

estudiaron el �ujo de Poseuille usando una técnica de perturbación para pequeñas am-
plitudes de onda y un código de elemento �nito para investigar grandes perturbaciones
en la frontera superior de canales sinusoidales, triangulares y en forma de arco con un
fondo plano. Sobey (83) ha estudiado el �ujo de Poiseuille usando la teoría de las tres
capas (o interacción asintótica) en el límite asintótico cuando Re→∞ mediante el uso
de una aproximación de primer orden, obteniendo que el valor crítico del número (a/h)
en el cual ocurre la recirculación es (en notación propia):(a

λ

)
e
∼ (Reh)

−1/3, (8.1)

donde Reh está de�nido en la Ec. (8.7) y el subíndice �e� se re�ere al inicio de la
recirculación. Otro problema relacionado, estudiado por Floryan (32), es el análisis de la
estabilidad lineal de un �ujo de Couette sobre una pared ondulada; el valor crítico de
Re (que corresponde a la aparición de vórtices en la dirección del �ujo) fue obtenido en
función de la amplitud de onda:

ln(Reg,cr) = −1.2801ln(
a

h
) + 2.9539, (8.2)

el autor también estableció el comportamiento del número de onda en función de la
amplitud de onda para números de Reynolds grandes (790 . Re . 61000).

El inicio de la recirculación en �ujos de Couette sobre una pared ondulada ha sido
estudiado por al algunos autores: para números de Reynolds pequeños, Scholle (77) han
estudiado un �ujo de Stokes mediante potenciales complejos basados en la represen-
tación integral de Cauchy y series de Fourier para obtener un conjunto de ecuaciones
algebraicas, resueltas en forma numérica, para la razón altura-longitud λ/h = 4 para
obtener la pendiente de onda en la cual la recirculación inicia: 2π(a/λ)e ≈ 0.4535.

Malevich et al. (62) investigaron el inicio de la recirculación en términos de tres
números adimensionales: el número de Reynolds Re (basado en la longitud de onda),
ε = a/h que describe la razón entre la amplitud de onda a, la altura de canal h y
b′ = hk (que representa el producto de la altura de canal por el número de onda k). Los
autores plantearon una perturbación mediante la expansión de potencias de pequeñas
ε y sustituyeron la solución propuesta en las ecuaciones de Navier�Stokes para un
�ujo estable, llevando a una cascada de problemas de frontera que fueron resueltos en
forma cerrada en cada paso. Los autores hicieron un análisis asintótico para números
de Reynolds grandes obteniendo (en notación propia):(a

h

)
e
∼ Re−1/3

e . (8.3)

Es importante notar la similitud entre la Ec. (8.1), obtenida por Sobey (83) para un �ujo
de Poiseuille.

Scholle et al. (79) estudiaron la generación de remolinos en un �ujo de Couette sobre
un fondo ondulado, mediante una formulación de elemento �nito para el caso general
y una formulación semi analítica para el limite de un �ujo de Stokes. Los autores
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resolvieron el problema para tres casos en especí�co: en el límite cuando Re → 0,
para espacios angostos y espacios amplios donde el espacio medio está de�nido por
hk = 2πh/λ. Los mismos autores (79) también estudiaron la diferencia entre la posición
del centro del remolino producido con la posición de un remolino producido en un
�ujo de Stokes usando diferentes combinaciones de las razones ancho-amplitud h/a y
longitud-ancho λ/h para casos donde 0.77 < 2π/λ . 1.257.

El �ujo de Couette sobre �ujos no sinusoidales también han sido estudiados; Scho-
lle (78) señalaron una aplicación interesante de remolinos con�nados en el campo de la
tribología, ya que estos vórtices pueden actuar como rodamientos.

El objetivo del presente capítulo es establecer las condiciones en las que inicia la
recirculación en un �ujo sobre una super�cie ondulada. Se utilizó DNS para probar las
condiciones geométricas y los números de Reynolds en los que la recirculación inicia.
Aún cuando consideramos grandes Re, el régimen del �ujo permaneció siempre laminar
(se dejó fuera del objetivo la transición al régimen turbulento).

En este capítulo, el término DNS es usado para describir simulaciones 2D de las
ecuaciones completas de Navier Stokes, que para el caso de �ujos laminares con altos
números de Reinolds no representan rasgos en 3D característicos de �ujos turbulentos.
Se ha probado que la representación en 2D es pertinente para muchas situaciones, incuso
para algunos casos turbulentos donde el �ujo principal, tiene una sola componente (e.g.
ver Rao et al. (72)). El rango de Re y los parámetros geométricos se extiende a casos
donde los efectos no lineales son importantes, para tener una mejor comprensión de
los efectos combinados de la inercia, viscosidad y los parámetros geométricos en el
régimen del �ujo. En particular, discutimos el efecto del con�namiento en el inicio de
la recirculación.

8.3. Descripción del problema

Si asumimos que el �ujo de Couette sobre un fondo ondulado es incompresible, en
la ausencia de fuerzas de cuerpo y sin gravedad.

Las variables pueden ser expresadas en forma adimensional:

u =
−u
Us

; (x∗, y∗) =
2π

h
(x, y); P =

ph

2πUsµ
; t∗ =

2πUst

h
, (8.4)

donde −u es el vector de velocidad x y y las coordenadas cartesianas, p la presión y t el
tiempo. Las cantidades de referencia utilizadas para adimensionalizar el problema son;
la velocidad en la pared superior Us, el espesor del canal h y la viscosidad dinámica µ.

Las ecuaciones de Navier Stokes quedan de la siguiente forma:

Reh

(
∂u
∂t∗

+ (u · ∇)u

)
= −∇P +∇2u, (8.5)

junto con la ecuación de continuidad,

∇ · u = 0, (8.6)
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Figura 8.1: a) Diagrama de una malla producida por una transformada conforme
(Ecs.(8.12) y (8.13)). b) Vista cercana del valle en el fondo del mallado (nx=59 y
ny= 84) usado para los casos donde 2πa/λ = 0.8 y λ/h = 0.2.

donde Reh representa el número de Reynolds basado en el espesor de canal, µ la visco-
sidad dinámica y ρ la densidad. Para comparar los resultados con la literatura, usamos
un número de Reynolds alternativo inspirado en la longitud de onda Re y de�nido así:

Reh =
ρUsh

2πµ
; Re =

ρUsλ

2πµ
; (8.7)

las ecuaciones de frontera a los lados son periódicas:

u(0, y∗) = u(2πλ/h, y∗); P (0, y∗) = P (2πλ/h, y∗). (8.8)

La velocidad es impuesta en la pared superior:

u(y∗ = 2π) = (1, 0). (8.9)

La condición de frontera inferior es de no deslizamiento:

u(y∗ = acos(x∗)) = (0, 0), (8.10)

y la condición inicial u = u0 (en el tiempo cero) en todo el dominio es un per�l lineal
(Couette) de velocidades, que no presenta recirculación:

u0 = (u0, v0) =

(
y∗h− 2πa cos(hx∗/2πλ)

2πh− 2πa cos(hx∗/2πλ)
, 0

)
. (8.11)

Esta condición inicial (t = 0) tiene las mismas ventajas que la condición presentada
por la ecuación (7.6) y el código JADIM es capaz satisfacer la condición de divergencia
nula en el primer paso de tiempo.
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Parametro Rango
2πa/λ 0.1− 1.2
λ/h 0.01− 2π
Re 0− 3142/π, 5000/π

Tabla 8.1: Rango de parámetros usados en este estudio.

8.4. Metodología

El mallado ajustado a las fronteras fue producido utilizando una transformada con-
forme que mapea una malla rectangular dentro de la geometría deseada como se muestra
en la Fig.(8.1) (nótese que la resolución no es la misma que la utilizada en las simu-
laciones), donde la frontera sur está representada como una super�cie ondulada con
amplitud a. Las variables de transformación fueron tomadas de la transformación con-
forme usada por Caponi et al. (11) expresada como una serie de expansiones en términos
de funciones sinusoidales dadas por las Ecs. (8.12) y (8.13):

x

λ
= ξ +

∞∑
n=1

bn
n

sin(nξ){cosh(n(ηT − η))

sinh(ηTη)
}, (8.12)

y

λ
= η + b0 −

∞∑
n=1

bn
n

cos(nξ){sinh(n(ηT − η))

sinh(ηTη)
}. (8.13)

Donde x y y representan las coordenadas horizontal y vertical respectivamente, λ la
longitud de onda, bn son coe�cientes constantes, ξ y η son las variables (horizontal y
vertical respectivamente) transformadas que representan el mallado curvilíneo.

Las ecuaciones (8.12) y (8.13) fueron truncadas a 25 términos. El ancho de mallado
fue constante en la dirección de ξ (horizontal). El alto de celda fue variado en la dirección
vertical η para y < 2λ con un re�namiento de mallado cerca de la pared y permaneció
constante para y > 2λ, teniendo las celdas de mayor altura en la parte más alta del
mallado. La taza de cambio de la altura de celda es determinado por S = ∆ηi

∆ηi+1
, donde

∆ηi y ∆ηi+1 son la altura de una celda dada y su vecino superior respectivamente.
Todas las simulaciones fueron corridas utilizando S = 1.09, se ha probado que esta taza
de cambio no tiene consecuencias en términos de estabilidad numérica. En la Fig. (8.1b)
se muestra un acercamiento en el valle de la malla usado para el caso 2πa/λ = 0.8 y
λ/h = 0.2.

Nótese el sistema está descrito por seis parámetros: Us, µ, ρ, a, λ y h. Al aplicar el
teorema Pi de Buckingham, solo quedan tres combinaciones de parámetros adimen-
sionales: en este estudio utilizamos el número de Reynolds Re (de�nido en la sección
8.2), la pendiente de onda 2πa/λ y la razón ancho-alto λ/h. Los rangos de parámetros
utilizados en este estudio son mostrados en la tabla (8.1). El valor de λ/h expresa el
con�namiento. AL incrementar λ/h, se espera que los efectos del con�namiento afecten
el �ujo.
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Figura 8.2: Presión y esfuerzo cortante en la pared, ambos normalizados (2πa/λ = 0.01,
λ/h = 1 y Re = 5000/π). Línea sólida: teoría lineal; línea punteada: DNS.

Para asegurar que hubiera independencia entre los resultados y la resolución del
mallado, se llevaron acabo pruebas de convergencia para los parámetros más grandes
que fueron utilizados 2πa/λ = 1.20, λ/h = 1 y número de Reynolds Re = 5000/π,
mediante el uso de diferente número de nodos en la dirección vertical y horizontal.
El criterio utilizado para encontrar independencia consiste en obtener el promedio del
esfuerzo cortante en la pared hasta encontrar resultados similares. La independencia
entre el esfuerzo y la resolución fue encontrada cuando el tamaño de la celda más cercana

a la pared era
∆xgrid
λ

≤ 1.668e-2 y
∆ygrid
λ
≤ 2.60e-4 en la cresta y

∆xgrid
λ

≤ 1.712e-2 ,

∆ygrid
λ
≤ 3.48e-3 en el valle, lo que equivale a nx=ny= 59.

8.5. Validación

El código ha sido validado en forma extensiva en el pasado para �ujo en canales (10)

y alrededor de cuerpos esféricos (29,42,58,57,61). Con el objetivo de validar el código para
el sistema curvilíneo considerado aquí, los resultados de la DNS fueron comparados con
la teoría lineal de Benjamin (6), válida para números de Reynolds grandes y pequeñas
pendientes de onda (6) (las ecuaciones 5.6 y 5.9 de su trabajo fueron utilizadas para
obtener τwt y Pwt). La Fig. (8.2) el esfuerzo y la presión, ambos adimensionales para
2πa/λ = 0.01, λ/h = 1 y Re = 5000/π, ambas variables dadas como función de la
longitud adimensional X = x/λ, y normalizadas por el promedio de la velocidad de
fricción, dada por

U∗ =
√
τw/ρ. (8.14)

Aquí τw es el esfuerzo cortante medio a lo largo de la pared.

τw =
1

λ

∫ λ

0

τw(x)dx, (8.15)

El esfuerzo cortante en la pares de la DNS fue calculado de:

τwd = µ

(
∂uξ
∂η

)
η=0

, (8.16)

donde uξ es la componente de la velocidad en la dirección paralela a la pared.
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Figura 8.3: Combinación crítica de los parámetros geométricos k(a − h) y 2πa/λ en
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Figura 8.4: Líneas de corriente instantáneas del campo de velocidades 2πa/λ = 0.8,
Re = 100, λ/h = 0.1 en el tiempo escalado adimensional t∗h/λ ≈ 120: a)Cerca del
fondo del canal. b) En el valle de la super�cie sinusoidal.

Como validación complementaria del código, la �gura (8.3) muestra el inicio de la
recirculación en el límite Re → 0; el eje vertical corresponde al parámetro k(h − a),
un número adimensional usado por Scholle et al. (79) y el eje horizontal es la pendiente
de onda 2πa/λ. La línea sólida representa los cálculos teóricos de Scholle et al. (79), y
los asteriscos son las simulaciones numéricas usando pequeños números de Reynolds
(Re ≤ 1) que corresponden al presente trabajo. Note que la región bajo la curva sólida
representa la condición donde la recirculación ocurre. La validación mostrado muestra
un buen acuerdo en los casos límite de grandes números de Reynolds Re y pequeños
2πa/λ (teoría lineal), al igual que para el �ujo de Stokes (Re� 1).
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8.6. Resultados y discusión

8.6.1. Resultados Numéricos

Un ejemplo de la presencia de remolinos es mostrado en la �gura (8.4), con líneas
de corriente instantáneas. El �ujo varía en el tiempo, la condición inicial es considerada
como un �ujo de Couette dado por la Ec. (8.11), y la simulación fue detenida cuando se
alcanzó un estado quasi-estacionario. El criterio utilizado para detener las simulaciones
fue basado en la variación de la máxima velocidad dvmax en todo el dominio entre dos
pasos de tiempo (casi siempre alcanzado antes del tiempo adimensional t∗h/λ ≈ 120).
Al comparar el criterio usado, con la máxima variación del esfuerzo cortante en la pared
(entre dos pasos de tiempo), a lo largo del fondo ondulado; se encontró que la máxima
variación en la velocidad es dos ordenes de magnitud más grande que la variación
indicada por el criterio basado en el esfuerzo cortante.
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Figura 8.5: Valores de 2π(a/λ)e, donde los remolinos aparecen, como función de Ree.
Los marcadores sólidos representan las simulaciones que realicé y los marcadores vacíos
representan los resultados teóricos de Malevich et al. (62).

Se considera que el inicio de la recirculación ocurre cuando un per�l de velocidades
adverso aparece a lo largo de la línea donde ξ = constant (normal al fondo del canal, y
vertical en el valle y las crestas). El método para detectar per�les adversos de velocidad
consiste en analizar todo el �renglón"de celdas a lo largo del fondo del dominio donde
η = constant, para encontrar los nodos donde uξ es negativa. Se veri�có que el criterio
mencionado fuera equivalente a encontrar el cambio de signo en el esfuerzo cortante
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en la pared. El criterio fue seleccionado porque es más sensible a la convergencia de la
solución en el tiempo.

La Fig.(8.5) caracteriza el inicio de la recirculación, presenta la pendiente de onda
2π(a/λ)e en función del los número de Reynolds Ree. Todos los marcadores sólidos
representan nuestros resultados numéricos para diferentes valores de λ/h y dividen el
plano en la parte superior, donde la recirculación ocurre, y la parte inferior donde no hay
recirculación. Los marcadores abiertos representan la teoría de Malevich et al. (62), (64)

para diferentes órdenes de aproximación, los cuales serán discutidos después en la sec-
ción 8.6.3.
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Figura 8.6: Valores de 2π(a/λ)e donde los remolinos aparecen como funciones de
Reeλ/h. La línea punteada representa el valor crítico 2π(a/λ)e encontrado por Scho-
lle (77) para pequeños números de Reynolds. La línea negra horizontal representa los
resultados de Scholle et al. (79) para 2πa/λ = π/25, en el límite de grandes longitudes
de onda y pequeños anchos de canal. El lado derecho de la línea rayada-punteada re-
presenta la inestabilidad centrífuga en el �ujo de acuerdo a Floryan (32). La línea negra
rayada-punteada representa la ecuación empírica (8.19)

Se propone un plano alternativo (Reλ/h)e v.s. 2π(a/λ)e mostrado en la Fig.(8.6)
donde la pendiente de onda 2π(a/λ)e es presentada como una función de (Reλ/h)e.
Como se esperaba, las pendientes de ola más grandes requieren menores valores de
(Reλ/h)e para iniciar la recirculación. La utilidad de usar la combinación de parámetros
seleccionados se puede notar en la �gura (8.6): casi todos los marcadores colapsan en
una sola curva en términos de Reeλ/h. Más aún, en el límite donde los valores de
(Reλ/h)e son pequeños, la pendiente de onda crítica de recirculación tiende a ser la
misma (2π(a/λ)e = 0.8) para casi todos los valores de λ/h ≤ 2. Sin embargo, los
diamantes y círculos sólidos parecen seguir una tendencia diferente. Esto fue el resultado
del con�namiento (λ/h = 4 y λ/h = 2π): según lo declarado por Scholle et al. (79), el
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Figura 8.7: Valores de (ak)e donde los remolinos aparecen como función de λ/h en el
límite de Re→ 0.

inicio de la recirculación es el resultado de una combinación de efectos físicos (viscosidad,
inercia y geometría). Cuando el efecto de con�namiento es dominante, en el límite
Ree → 0, el inicio de la recirculación ocurre con pendientes de onda más pequeñas, de
lo contrario, la pendiente crítica de onda alcanza un valor constante (2π(a/λ)e ≈ 0.8).

El efecto de con�namiento también se puede observar en la Fig.(8.7), donde la
pendiente de onda 2π(a/λ)e es presentada en términos de λ/h para Ree → 0: si λ/h
incrementa, el inicio de la recirculación ocurre con pendientes de onda menores. Dicho
comportamiento es consistente con lo mostrado en la Fig.(8.3).

8.6.2. Presencia de dos regímenes

En la Fig. (8.6) de la DNS es visible la presencia de dos regímenes: un régimen con
una dependencia casi lineal entre 2π(a/λ)e y (Reλ/h)e en el rango (0 6 (Reλ/h)e .
1/2), dominado por efectos viscosos y caracterizado por una dependencia débil con
la pendiente de onda 2πa/λ, y un segundo régimen con una dependencia claramente
exponencial entre 2π(a/λ)e y (Reλ/h)e para (Reλ/h)e & 250, donde la inercia domina:

2π
(a
λ

)
e

= C

(
Reλ

h

)M
e

, (8.17)

donde M y C son el exponente y coe�ciente del parámetro Reeλ/h en el inicio de la
recirculación respectivamente, ambos dependientes de λ/h (Fig.8.5). Con el �n de des-
cribir el fenómeno excluyendo el efecto de con�namiento extremo (λ/h ≤ 2), podemos
�jar M ' 0 y C = 0.8 para el régimen viscoso ((Reλ/h)e ≤ 1/5) y M ' −0.33,
C ' 1.937 para el régimen inercial ((Reλ/h)e > 250).
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8.6.3. Comparación con la literatura

Para comparar los resultados del presente capítulo con la literatura, primero �jamos
la atención en los resultados de Malevich et al. (62) (Fig. (8) de su trabajo, εe v.s. Ree
donde ε = a/h), que describe el problema suponiendo únicamente que ε es pequeña.

En la Fig. (8.5) se presentan algunos de sus resultados para diferentes órdenes de
aproximación en términos de ε (aquí, como en las �guras de Malevich et al. (62) usamos
los valores λ/h = 2π, de acuerdo con una comunicación personal con Mityushev (64)): Los
resultados teóricos de Malevich están presentados como círculos vacíos con diferentes
estilos de línea. La línea continua es la solución de primer orden O(ε1) de Malevich,
y la línea punteada es la aproximación de segundo orden O(ε2) (nótese que se sigue
usando marcadores sólidos para los resultados del presente trabajo y los marcadores
vacíos representan los resultados de Malevich's). Se muestra que la aproximación ε2 de
la teoría de Malevich coincide en forma cualitativa con nuestros resultados en el límite
cuando Ree → 0 (si λ/h = 2π).

Es importante mencionar que Malevich no garantiza que el resultado mencionado
en el párrafo anterior sea válido en dos regiones: cuando 150 < Re < 600 debido a
problemas de precisión (64) (diferentes ordenes de aproximación llevan a diferentes resul-
tados), y cuando 2π(a/λ)e > 2π(a/λ)c porque arriba del valor crítico de de convergencia
2π(a/λ)c = (Re)−1/2 la solución puede bifurcarse, en otras palabras hay diferencias en-
tre la teoría y los resultados numéricos.

Se puede comparar nuestros resultados con expresiones analíticas cuya aproximación
es de primer orden (teoría desarrollada por Malevich et al. (62)), donde se considera un
caso con con�namiento (λ/h = 2π) y dos casos sin con�namiento (λ/h = 1 y λ/h = 0.1).
Estos últimos resultados son presentados en la Fig.(8.5) por círculos vacíos, cuadrados
vacíos y triángulos vacíos respectivamente. Los resultados teóricos mencionados, no
colapsan en una sola curva en el límite cuando (Reλ/h)e → 0, ni siquiera cuando no
hay con�namiento.

Como ya se mencionó, las simulaciones muestran que el con�namiento causa que el
inicio de la recirculación ocurra a menores pendientes de onda (para pequeños números
de Reynolds, la pendiente de onda disminuye 2πa/λ < 0.8) cuando λ/h > 2, como
es mostrado en las �guras (8.5) y (8.6) por diamantes sólidos (λ/h = 4) y círculos
sólidos (λ/h = 2π). Este efecto es consistente con los cálculos de Scholle (77) en el
límite cuando Ree → 0 mostrado en la Fig.(8.6) como una línea punteada horizontal
[2π(a/λ)e = 0.4535] para λ/h = 4 y como círculos vacíos para λ/h = 2π en la Fig.(8.5).

Los resultados de Scholle et al. (79) para el límite de grandes longitudes de onda
y pequeños anchos de canal (casos con�nados que ¯esentan grandes valores de λ/h:
7.2 < λ/h < 15.2) para 2πa/λ = π/25 son presentados como una línea negra continua
en la Fig.(8.6). El valor más grande de λ/h simulado en este trabajo es λ/h = 2π.
Podemos esperar que valores un poco más grandes de λ/h alcanzarán prácticamente el
límite de Scholle 2π(a/λ)e = π/25, lo que muestra que tan sensitivo es el sistema al
con�namiento.
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8.6.4. Grandes números de Reynolds

El principal resultado del capítulo presente fue obtenido a través de la solución de
las ecuaciones (8.5) y (8.6) mediante el uso de DNS. Para validar la tendencia numérica
(Ec. 8.17) con un marco teórico, el límite para grandes números de Reynolds Re→∞
y grandes escalas de longitud λ � h es analizado en la sección 8.7, y se muestra que
para evitar la recirculación en cualquier �ujo de Couette se necesita:

a

λ
�
(
λ

h
Re

)− 1
3

e

. (8.18)

Nótese que llegamos a la misma conclución para �ujos de Poiseuille perturbados en
forma simétrica (Ec. 8.1) establecida por Sobey (83).

La comparación entre la ecuación (8.18) y la pendiente de los marcadores sólidos de
la �gura (8.5) muestra un buen acuerdo entre la descripción teórica del �ujo descrito
en tres capas para números de Reynolds grandes (83) y también se muestra que no
es necesario tener grandes escalas longitudinales λ � h en un �ujo de Couette para
presentar una pendiente de −1/3 en la representación de la �gura (8.5) (como se asume
por la aproximación mostrada en nuestro desarrollo teórico mostrado en la sección 8.7).

También se con�rmó la proporcionalidad establecida por trabajos previos para gran-
des números de Reynolds; note la similitud entre el valor del exponente de la Ec. (8.17)
(M ' −0.33 en el régimen inercial) y los exponentes de las Ecs. (8.1) (para un �ujo
de Poiseuille (83)), Ec. (8.3) (para el �ujo de Couette (62)) y de la Ec. (8.36) (para la
teoría (83) adaptada en la sección 8.7 para un �ujo de Couette). Dicha con�rmación en
la proporcionalidad también puede ser observada al comparar la pendiente de la línea
gris y los marcadores sólidos en la �gura (8.5.

Si bien la transición al régimen turbulento no es estudiado en el presente trabajo,
uno debe tener cuidado al interpretar los resultados del inicio de la recirculación, ya
que el �ujo puede volverse inestable para Reλ/h < (Reλ/h)e de acuerdo al análisis
de estabilidad realizado por Floryan (32) (donde se supone que la amplitud de onda
es pequeña a < 0.0349, de acuerdo con la Fig.10 de autor). El valor crítico de la
combinación Reλ/h de acuerdo con la estabilidad lineal es mostrado como una línea
rallada gris en la parte de abajo a la derecha de la Fig.(8.6). La línea mencionada inicia
en Reλ/h ≈ 1380, y continua hasta Reλ/h ≈ 87900. Nótese que la región a la derecha
de esa línea mostrada como un polígono gris, representa un comportamiento inestable
que conlleva a la aparición de vórtices centrífugos inestables en el sentido de la corriente.
Fuera de la región inestable mencionada, la aproximación 2D se puede presumir válida.

8.6.5. Correlación general

Por practicidad, es posible obtener una expresión empírica simple que describe el
inicio de la recirculación para casos no con�nados (λ/h ≤ 2), la cual incorpora la
combinación de parámetros adimensionales utilizados para colapsar todos los resultados
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en una curva mostrada en la representación logarítmica de la Fig.(8.6):

2π(a/λ)e =

((
1

0.8

)3

+

(
1

1.937

)3(
Re

λ

h

)
e

)− 1
3

. (8.19)

La Ec. (8.19) es representada en la Fig.(8.5) como una línea negra con rayas y puntos.
Es importante notar que en el límite Re → 0, al igual que cuando Re → ∞, la

expresión empírica (8.19) se reduce a las Ecs. (8.37) y (8.38) respectivamente y que la
pendiente M = −1/3 de la ecuación empírica (8.19) es exactamente la misma que la
pendiente que la del marco teórico en la Ec. (8.36).

8.6.6. Posición horizontal del centro del remolino
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Figura 8.8: Efecto que tiene el incremento del parámetro adimensional Reλ/h en la
posición del centro del remolino ∆x/λ en el caso donde 2πa/λ = 1.2 y λ/h = 1. a)
Líneas de corriente de un remolino producido mediante un �ujo de Stokes Reλ/h = 1,
b) Remolino producido en un régimen inercial Reλ/h = 90, c) Superposición de los dos
casos previos para ilustrar la posición horizontal del centro del remolino ∆x/λ.

En esta sección se describe la posición horizontal del centro del remolino creado
cuando aparece la recirculación. Una vez que ya hay recirculación (sobre las curvas
críticas de la Fig. 8.6), si se incrementa el valor del número de Reynolds Re, el centro
del remolino que aparece, se mueve en forma horizontal aguas arriba o aguas abajo
(∆X < 0 y ∆X > 0 respectivamente) de acuerdo a Scholle et al. (79). Los autores
reportaron que los remolinos primarios (el primer remolino que aparece) siempre aparece
en el valle. Por otra parte es importante notar que en el trabajo de Scholle et al. (79)

todos los casos presentan una pendiente de onda entre 0.77 < 2π(a/λ)Scholle . 1.257
en su Fig. (10) y 2π(a/λ)Scholle ≈ 1.257 en su Fig. (12),lo que implica que cualquier
�ujo produce recirculación en esas condiciones geométricas incluso en el límite cuando
Re → 0 debido a la gran pendiente de onda 2πa/λ comparado con el valor crítico
obtenido en el presente estudio (2π(a/λ)e . 0.8, ver Fig. 8.6).

Al considerar que en la mayoría de los casos la pendiente de onda crítica que produce
el inicio de la recirculación es igual o menor que los casos estudiados por Scholle et al. (79)

(2π(a/λ)e . 2π(a/λ)Scholle), el lugar donde se crea el remolino ∆X/λ (ver Fig. 8.8c)
iniciando la recirculación, es un problema interesante y es reportado como función de
(Reλ/h)e y 2π(a/λ)e en la Fig.(8.9) (lado izquierdo y derecho respectivamente). Se
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Figura 8.9: Localización del centro del remolino ∆x/λ en las condiciones críticas donde
ocurre el inicio de la recirculación, en función de (Reλ/h)e a la izquierda y (2πa/λ)e a
la derecha.

puede observar en la misma Fig. (8.9), que el remolino se forma en el centro del valle
solo cuando Rec → 0. De otra �rma, la recirculación se forma siempre aguas arriba (con
respecto al valle) debido a la asimetría inducida por la no linealidad de la contribución
inercial en el movimiento del �ujo.

También se puede ver en la Fig. (8.9) que todas las con�guraciones geométricas
siguen la misma tendencia; mientras el parámetro (Reλ/h)e incrementa, con la corres-
pondiente disminución en el parámetro 2π(a/λ)e, la posición donde el remolino es crea-
do, se mueve aguas arriba en todos los casos. Los casos más con�nados (λ/h > 2) tienen
pendientes más pequeñas con respecto a (Reλ/h)e y disminuciones más pronunciadas
con respecto a 2π(a/λ)e.



8.7 TEORÍA PARA PREDECIR RECIRCULACIÓN A GRANDES Re 95

8.7. Teoría para predecir recirculación para grandes números

de Reynolds

Antes de mostrar resultados de las simulaciones numéricas y a modo de tener una
descripción más completa, aquí se describe el inicio de la recirculación en forma teórica,
en especí�co, se adapta a un �ujo de Couette el desarrollo teórico de Sobey (83). A su vez,
el desarrollo de Sobey's está inspirado en el trabajo de Smith (82), que estudió el �ujo de
Poiseuille en tuberías con estrechamientos o dilataciones simétricas. Sobey (83) describe
el comportamiento de un �ujo de Poiseuille en un canal largo con perturbaciones en la
frontera que desaparecen aguas arriba y agua abajo.

Si asumimos que λ� h, se propone una expansión asintótica de la Ec. (8.5) usando
la variable longitudinal escalada X y los pequeños parámetros ε y σ de�nidos por:

ε =
h

λ
; σ =

a

h
; X = εx∗. (8.20)

Las condiciones de frontera inferior y superior toman la siguiente forma (respecti-
vamente):

y∗ = σh cos(x∗); y∗ = 2πεh, (8.21)

Como no hay �ujo externo, la teoría de tres capas no puede ser usada en forma
directa. Es posible utilizar el modelo de Smith (82) con un �ujo central no viscoso e
irrotacional y regiones viscosas con capa límite en las paredes (83). El centro del �ujo
puede ser representado como una perturbación de un �ujo de Couette plano:

u v U0(y∗) + δU1(X, y∗) (8.22)

v v εδV1(X, y∗), (8.23)

p v P0 + PsP1(X, y∗). (8.24)

donde las letras mayúsculas U0 = (y∗/(2πε), 0) y P0 representan la velocidad y presión
constante para un �ujo de Couette plano estable respectivamente. Las letras mayúsculas
U1, V1 y P1 representan las perturbaciones en la presión y en la velocidad debidas a la
ondulación en la super�cie inferior. Los factores δ y Ps no han sido determinados aún.

Sustituyendo las Ecs. (8.22), (8.23) y (8.24) en la Ec. (8.5) y considerando un estado
estable obtenemos las Ecs. de momento en x∗ y y∗ respectivamente:

εδReh(U0U1X + V1U
′
0) + εδ2Reh(U1U1X + V1U1y∗) = −εPsP1X + δU1y∗y∗ + ε2δU1XX ,

(8.25)
ε2δReh U0V1X + ε2δ2Reh V1V1y∗ = −εPsP1y∗ + εδV1y∗y∗ + ε3δV1XX . (8.26)

De la Ec. (8.25) podemos ver que la perturbación en la presión se balancea con el primer
termino inercial, que nos lleva a:

Ps ∼ δReh (8.27)

El �ujo cerca de las regiones en las paredes es asumido lineal, y puede ser representado
por una expansión de la perturbación usando y∗ = σY como variable de escala vertical:

u v σu0(X, Y ) (8.28)
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v v εσ2v0(X, Y ), (8.29)

p v P0 + Psp1(X, Y ). (8.30)

Si sustituimos las Ecs. (8.28), (8.29) y (8.30) dentro de la Ec. (8.25) de momento en X
obtenemos

σ2Reh(u0u0X + v0v0Y ) = −εPsp1X + σ−1uoY Y + ε2σU0XX . (8.31)

La capa límite puede ser descrita por la Ec. (8.31) si

σ2Reh v σ−1, εPs v σ−1 (8.32)

Al combinar las Ecs. (8.27) y (8.32) obtenemos

δ ∼ σ2, (8.33)

y en combinación con la Ec. (8.27) llegamos a:

Ps ∼ σ2Reh, (8.34)

Al �jarnos en el orden de magnitud de la Ec. (8.26), la única forma de evitar cambios
de presión verticales en el centro del �ujo es si

ε2δReh � Ps. (8.35)

Si sustituimos las Ecs. (8.33) y (8.32) en el lado izquierdo y derecho de la Ec. (8.35)
respectivamente, obtenemos la condición para evitar la recirculación en un �ujos de

Couette ondulado: εσ � Re
− 1

3
h . En otras palabras:

a

λ
�
(
λ

h
Re

)− 1
3

. (8.36)

8.8. Conclusiones

El inicio de la Recirculación para un �ujo de Couette 2D sobre una super�cie ondu-
lada fue investigado mediante el uso de un código de simulación numérica que resuelve
completamente las ecuaciones de Navier-Stokes. El análisis dimensional lleva a la ca-
racterización en términos de tres números adimensionales: el número de Reynolds Re,
la razón entre el ancho y el alto λ/h, y la pendiente de onda 2πa/λ.

El resultado fue comparado con varios resultados teóricos y numéricos de la litera-
tura. La región en el espacio 2πa/λ − Re cubierto en este estudio no está restringida
a ningún criterio de convergencia como el establecido por la teoría dada por Malevich
et al. (62) (cuando 2πa/λ = Re1/2), y complementa los resultados de Scholle (77) (�ujo de
Stokes) y Scholle et al. (79) en un rango del número de Reynolds, donde todos los efectos
viscosos, geométricos e inerciales son importantes, lo que resulta en una combinación
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de efectos físicos que no pueden ser descritos únicamente por teorías que se basan en
técnicas asintóticas.

El uso del número adimensional (Reλ/h)e en lugar del número de Reynolds nos
permite colapsar casi todos los resultados (con la excepción de las con�guraciones geo-
métricas muy con�nadas) en una sola curva que caracteriza el inicio de la recirculación
en un �ujo de Couette sobre una super�cie curvilínea.

Se identi�caron dos regímenes (excluyendo con�namientos fuertes): un régimen �vis-
coso� que depende en forma débil de la pendiente de onda 2πa/λ, representado por:

2π(a/λ)e ≈ 0.8 ; (Reλ/h)e ≤
1

5
. (8.37)

y un régimen �inercial� descrito por:

2π(a/λ)e = C(Reλ/h)e
M ; (Reλ/h)e > 250, (8.38)

donde M = −1/3 y C = 1.937 de acuerdo a las simulaciones realizadas en el presente
trabajo. Sin embargo, los parámetros geométricos juegan un rol signi�cante cuando el
con�namiento es importante, causando la aparición de la recirculación en pendientes
de onda más pequeñas.

Se encontró un notable acuerdo entre la pendiente de las expresiones obtenidas de
los resultados numéricos y de la teoría extendida desarrollada la cual establece que la
recirculación puede evitarse si:

a/λ� (Reλ/h)e
− 1

3 . (8.39)

La aparición de remolinos-cruzados antes del inicio de la inestabilidad (32) sugiere que
ellos interactúan con otras estructuras en el �uido como los vórtices en la dirección de
la corriente, y deben ser tomados en cuenta cuando se estudian fenómenos importantes
como la transición a la turbulencia o en aplicaciones con transferencia de masa y calor.

Los presentes resultados pueden ser útiles en situaciones 3D si un análogo al teorema
de Squire para el inicio de la recirculación fuera veri�cado (62,85) en forma teórica o
numérica (simulaciones 3D).

En condiciones críticas el primer remolino se forma en el mínimo del valle solo cuando
Rec → 0, de otra forma, mientras el parámetro (Reλ/h)e aumenta y el parámetro
2π(a/λ)e disminuye, la posición horizontal del centro del remolino aparece a una mayor
distancia aguas arriba del valle.
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Capítulo 9

Trabajo a futuro: Posibles implicaciones de
la recirculación en la capa límite interna

En el capítulo (5) se exploran las implicaciones en la estimación de la energía eólica
por no considerar la capa límite interna producida por un cambio de rugosidad y un
cambio de estabilidad térmica. Aún cuando se considere la presencia de la CLI mencio-
nada, es posible que aguas arriba del cambio, en el mar, ocurra otro desprendimiento de
capa límite, pero esta vez no es generado por la unión de dos super�cies de rugosidad
y/o estabilidad térmica diferente, más bien por una combinación de efectos geométricos
y dinámicos de la super�cie: la recirculación de un �ujo sobre una super�cie ondulada
lo cual ya fue descrito en el capítulo (8).

En el presente capítulo se describen las posibles implicaciones que tiene la presencia
de recirculación del viento que sopla encima de las olas de mar, sobre la forma de la
CLI lo cual tiene consecuencias en la estimación de la energía eólica.

9.1. Recirculación sobre una ola de mar

Si consideramos un �ujo atmosférico sobre el mar sin cambios de presión en la direc-
ción del �ujo, y consideramos que a una cierta altura se tiene un �ujo completamente
desarrollado donde la velocidad ya no cambia. Podemos hacer una similitud entre la
atmósfera y un �ujo de Couette con fondo ondulado para el caso incompresible, descrito
en el capítulo 8, en el cual fue desarrollada una teoría (Ec. 8.18) que predice el inicio
de la recirculación para grandes números de Reynolds y ocurre cuando:

a

λ
�
(
λ

h
Re

)− 1
3

e

,

que además concuerda con los resultados numéricos que en conjunto permitieron obtener
un modelo empírico (Ec. 8.19):

2π(a/λ)e =

((
1

0.8

)3

+
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1.937

)3(
Re
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h

)
e

)− 1
3

.
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Figura 9.1: Valores de 2π(a/λ)e donde los remolinos aparecen como funciones de
Reeλ/h. El lado derecho de la línea rayada-punteada representa la inestabilidad centrí-
fuga en el �ujo de acuerdo a Floryan (32). La línea negra rayada-punteada representa la
ecuación empírica (8.19). La línea horizontal negra representa el valor crítico antes de
que rompa la ola (18).

Al hacer la similitud entre los resultados del capítulo 8 y las olas del mar, la variable
h representa la altura de la capa límite atmosférica y hay que tener en cuenta tres cosas:
La primera es que el valor crítico (indicado con el subíndice �c�) para la ruptura de ola
no debe ser superado, el cual es (2πa/λ)c ≈ 0, 534 en aguas profundas (18), Hc = 0.8L o
Hrmsc = 0.42L en aguas someras (18) (92), donde H = 2a es la altura de ola, el subíndice
�rms� la raíz cuadrática media (por sus siglas en inglés) y L la distancia entre la
super�cie y el fondo del mar. La segunda cosa a tomar en cuenta es que puede ocurrir
la presencia de vórtices centrífugos inestables en el sentido de la corriente y dicha zona
de inestabilidad puede observarse en gris en el plano (Reλ/h)e v.s. 2π(a/λ)e mostrado
en la Fig.(9.1). Lo último a tomar en cuenta es que en el capítulo 8, la super�cie inferior
no tiene movimiento alguno.

9.1.1. Cambio en la rugosidad y desprendimiento de la capa límite.

En la sección 2.5 se habla sobre la generación de la capa límite y como un cam-
bio de rugosidad puede producir el desprendimiento de la CL para generar una CLI.
Generalmente la rugosidad está asociada a un tipo de material o terreno especí�co y
dependiendo que tan liso o áspero sea, se obtienen diferentes rugosidades como se mues-
tra en la �gura (2.1). En la cual se puede observar que la rugosidad sobre super�cies
sólidas se puede de�nir en forma más exacta, pero cuando se trata de la super�cie de
un �uido, en el caso especí�co del mar, la diferencia de rugosidades puede ser de un
orden de magnitud.
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Es claro que la super�cie de un �uido puede cambiar su geometría al interactuar
con el �ujo de aire sobre ella, a diferencia de la super�cie de un sólido no granular,
por ejemplo generando olas. Y en consecuencia producir un cambio en su rugosidad.
Diferentes autores han querido parametrizar el comportamiento de la rugosidad de la
super�cie del mar en función de parámetros geométricos (90) o dinámicos (13,44,20,21). De
estas dos clasi�caciones, Drennan et al. (2005) presenta una comparación (mostrada en
la �gura 9.2) entre datos medidos con el modelo de Taylor y Yelland (90) (2001):

zo
Hs

= 1200

(
Hs

λp

)4.5

, (9.1)

y con el modelo de Drennan et al. (21) (2003):

zo
Hs

= 3.35

(
u∗
cp

)3.4

. (9.2)

sp

0
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* p

Figura 9.2: Rugosidad escalada con la altura signi�cativa z0/Hs obtenida de Drennan
et al. (2005). A la Izquierda: Contra los valores del parámetro dinámico representado
por el inverso de la edad de la ola pico u∗/cp donde la línea sólida corresponde al modelo
de Drennan et al. (2003) mostrado en la Ec. (9.2). A la derecha: Contra los valores del
parámetro geométrico representado por la pendiente de ola signi�cativa Hs/λp donde la
línea sólida representa el modelo de Taylor y Yelland (90) mostrado en la Ec. (9.1). Los
puntos en gris oscuro representan únicamente las olas que interactúan con el viento en
la zona fetch y la media para cada intervalo de clase está representado por los círculos
negros con barras verticales que representan el doble de la desviación estándar. Mientras
que los puntos en gris claro representan todas las demás olas que también presentan el
efecto (no dominante) (22) del mar de fondo (comúnmente llamado swell en inglés).

El objetivo de la comparación realizada por Taylor y Yelland (90) fue �entender los
méritos y limitaciones de cada escala� y uno de sus resultados se muestra en la Fig. 9.2
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cuya escala dinámica está de�nida mediante el inverso de la edad de ola u∗/cp, mientras
que la escala geométrica está de�nida mediante la pendiente de ola signi�cativa Hs/λp.
Donde λ es la longitud de onda, u∗ la velocidad de rugosidad basada en los esfuerzos
turbulentos, el subíndice �s� hace referencia a los valores correspondientes a la altura de
ola signi�cante (Hs o H1/3 para otros autores y que representa la media aritmética del
tercio de olas más altas del conjunto de olas registradas), el subíndice �p� a los valores
máximos o pico, por ejemplo cp = λp/Tp es la celeridad correspondiente a las olas pico
con altura Hp y periodo Tp, que para aguas profundas es representada (21) por:

c =
√
gλ/2π, (9.3)

donde g es la aceleración gravitacional. Se puede observar en la Fig.9.2 que se tienen
valores dispersos y que ni el parámetro dinámico u∗/cp y mucho menos el parámetro
geométrico Hs/λp dan mucha certeza para estimar la rugosidad adimensional Z0/Hs

que presenta el mar.
Sullivan et al. (2000), al igual que en el capítulo 8 del presente trabajo, muestran

resultados sobre recirculación de un �ujo cortante sobre una super�cie ondulada e in-
clusive presentan cómo los remolinos se alejan de la super�cie generando �ojos de gato�.
Los autores no se enfocan en estudiar las condiciones que producen el inicio de la re-
circulación y solo comparan cuatro casos donde 2πa/λ = 0.1 con Rehsλ/h = 1273 y
encuentran que no hay recirculación en el primer caso el cual no presenta celeridad
c = 0, en el segundo caso donde u∗/c = 25.60 · 10−2 encuentran recirculación en el valle
de la onda sinusoidal, en el tercer caso donde u∗/c = 12.76 · 10−2, la recirculación se
desplaza hacia arriba y a la izquierda y en el cuarto caso donde u∗/c = 8.685 · 10−2

encuentran que la recirculación se desplaza más arriba.
Es importante notar que el número de Reynolds (Rehs = ush/2πν) usado por Su-

llivan et al. (2000), está basado en una velocidad us relativa a la celeridad de la ola,
a diferencia del número de Reynolds usado en el presente trabajo (Reh = Ush/2πν),
que está basado en la velocidad relativa a un sistema de referencia �jo Us (ver Ec. 9.7).
En los casos donde no se mueven las olas, nuestras predicciones, mostradas en la Fig.
(9.1), indican que no hay recirculación y concuerda con los resultados reportados por
los autores cuando (c = 0, Reλ/h = 1273).

Lo presentado en los dos párrafos anteriores podría indicar que el inverso de la edad
de ola u∗/c debe tomarse en cuenta para predecir el inicio de la recirculación, ya que
según la Fig. (9.1), las condiciones 2πa/λ = 0.1, Reλ/h = 1273 no son su�cientes para
producir remolinos en el �ujo. Aunque el papel de u∗/c en la recirculación del �ujo aún
es incierto, ya que Sullivan et al. (2000) muestra el fenómeno con líneas de corriente
cuya velocidad es relativa a un sistema de referencia móvil con la misma celeridad c que
la onda y es posible que la presencia de remolinos en un sistema de referencia móvil,
no garantice su presencia en uno �jo.

Los resultados de Sullivan et al. (2000) se pueden comparar con las predicciones del
inicio de la recirculación, obtenidas en el presente trabajo (Fig. 9.1), si se hace en el
mismo sistema de referencia. En la tabla (9.1) se muestran los parámetros utilizados
por los autores, transformados a un sistema de referencia �jo.
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2πa/λ c u∗ · 102 k z0u
∗/ν zo · 102 z0/(2a) · 102 Reλ/h u∗/c · 102

0 0 3.13 0.41 0.17 1.006 1273
0.1 0 3.21 0.41 0.22 1.302 2.658 1273
0.1 0.125 3.20 0.35 0.6 4.159 7.250 1435 25.60
0.1 0.25 3.19 0.34 0.71 5.066 8.579 1598 12.76
0.1 0.365 3.17 0.39 0.26 1.617 3.142 1750 8.685
0.1 0.5 3.08 0.35 0.39 2.703 4.712 1945 6.160
0.1 0.7 3.08 0.37 0.27 1.770 3.262 2214 4.400
0.2 0.25 3.42 0.34 1.47 10.49 8.881 1576 13.68

Tabla 9.1: Parámetros usados en el estudio de Sullivan et al. (2000). Las primeras 5
columnas de la izquierda son mostradas por los autores en su trabajo (89), las últimas
cuatro columnas son estimadas mediante las relaciones mostradas en las ecuaciones (9.4
a 9.7) descritas en el trabajo de los autores citados donde la escala de velocidad del
número de Reynolds (Re = Usλ/2πν) corresponde a un sistema de referencia �jo.

Para lograr hacer la comparación entre el estudio de Sullivan et al. (2000) y el
presente trabajo, se utilizaron los valores de las últimas cuatro columnas de la tabla (9.1)
los cuales se obtuvieron de las relaciones descritas en la metodología de los autores. Con
la �nalidad de lograrlo, fue necesario tomar la escala horizontal del mallado utilizado
en las simulaciones numéricas de los autores, expresada mediante ξ que representa la
transformada conforme de la coordenada x:

∆ξ = 0.262/k, (9.4)

Y junto con:

∆ξ+ =
∆ξu∗

ν
= 10.8, (9.5)

y la quinta columna de la tabla (9.1), se puede estimar u∗/ν para obtener zo (necesario
para comparar con Sullivan et al.).

Si se considera que los autores reportan un número de Reynolds alternativo Re∗ ≈
130 basado en la velocidad de rugosidad y de�nido de la siguiente forma:

Re∗ =
u∗h

2ν
. (9.6)

De la ecuación anterior se puede estimar h y tomando en cuenta que Sullivan et al.
usaron λ = h en sus simulaciones, se puede obtener λ, que combinada con la primera
columna de la tabla (9.1) se obtiene z0/(2a).

Si la velocidad de la condición de frontera superior con respecto a un sistema de
referencia �jo es: u = Us, y los autores Sullivan et al. utilizan un sistema de referencia
móvil donde us = Us − c, tenemos que:

Us = us + c. (9.7)
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Las dos ecuaciones anteriores son útiles para obtener el número de Reynolds basado en
el sistema de referencia �jo Re = (us+c)λ

2πν
.

Una vez que se estimaron los parámetros utilizados por Sullivan et al. (2000), ex-
presados con respecto a un sistema de referencia �jo, es posible comparar la variación
de la rugosidad relativa obtenida por ellos (89), contra parámetros equivalentes a los uti-
lizados por Drennan et al. (2003) (u ∗ /cp y 2a/λp observados en la Fig.9.2), y también
es posible comparar contra el parámetro (Reh/λ) que demostró colapsar aproximada-
mente en una sola curva, los resultados que predicen el inicio de la recirculación. Dichas
comparaciones se muestran en las tres grá�cas de la �gura (9.3).

Es importante notar que el inverso de la edad de ola utilizado en la grá�ca izquierda
de la Fig. (9.3), se obtiene con la velocidad de rugosidad basada en el esfuerzo cortante
en la pared u∗, mientras que a la izquierda de la Fig. (9.2) se utiliza la velocidad de
rugosidad basada en el esfuerzo cortante turbulento u∗, que si bien son parámetros
equivalentes entre si, no son iguales pero dan una idea de la relación que hay entre el
inverso de la edad de ola y la rugosidad adimensional. Lo mismo pasa con la altura de
ola signi�cativa Hs y el doble de la amplitud 2a, cuya comparación toma más sentido
si se consideran olas del mar de fondo que se parecen más a las ondas sinusoidales (16).
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Figura 9.3: Rugosidad escalada con la altura (2a) obtenida de Sullivan et al. (2000),
contra los parámetros u∗/c, 2a/λ y Reλ/h a la izquierda, centro y derecha respectiva-
mente. Los puntos representan los valores donde la pendiente de ola es 2πa/λ = 0.1,
mientras que los diamantes representan la pendiente de ola 2πa/λ = 0.2.

Los autores Sullivan et al. (2000) enfatizan que el efecto del agua en movimiento
en los per�les de velocidad media es una de las preguntas abiertas sobre la interacción
aire-mar. Los mismos autores se preguntan si la presencia de ondas móviles modulan
el �ujo cercano a la super�cie provocando que se aleje del comportamiento logarítmico
producido por una super�cie plana y muestran que en efecto hay cambios leves en la
velocidad de rugosidad u∗ y cambios más considerables en la rugosidad relativa z0/(2a)
para una misma pendiente de ola 2πa/λ, que en conjunto se traducen en cambios sobre
el per�l logarítmico, pero no explican porque dichos cambios en la rugosidad no son
lineales.

Es complicado estudiar el efecto combinado que tiene el movimiento de las olas, su
geometría y el número de Reynolds en el per�l de velocidad promedio de viento y es de
gran interés, inclusive en aplicaciones relacionadas con la obtención de energía eólica.
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Para complementar la comprensión del fenómeno, mostrada mediante la Fig. (9.2), se
muestra la Fig. (9.3) y es claro que hay una caída en la rugosidad cuando Reλ/h > 1598
y 2πa/λ = 0.1, lo cual coincide con el inicio de la recirculación reportada por Sullivan
et al. (2000) y no se puede explicar mediante la predicción del inicio de la recirculación
realizada en el presente trabajo, descrita por la curva crítica mostrada en la ecuación
(8.19) e ilustrada en la �gura (9.1). Lo más probable es que la recirculación descrita por
Sullivan et al. (2000) donde 2πa/λ = 0.1, sea producida por inestabilidad centrífuga
estudiada por Floryan (2002) los cuales predicen su aparición cuando Reλ/h & 1600,
como se puede ver en el área gris mostrada en la �gura (9.1).

Por lo establecido en el párrafo anterior es posible que el inicio de la recirculación
produzca una caída en la rugosidad z0/(2a), generando una nueva �rugosidad aparente�
que no re�eja los efectos de la geometría del terreno y en su lugar re�eja los efectos
dinámicos que tiene el desprendimiento de la capa límite del viento que sopla sobre las
olas del mar. Lo anterior da luz sobre las consecuencias producidas por la combinación
de los efectos dinámicos y geométricos del viento y las olas, sobre el per�l de la velocidad
media y su relación con el inicio de la recirculación.

Ya se habló sobre la posibilidad de que una caída en la �rugosidad aparente� sea
causada por el inicio de la recirculación descrita en el presente trabajo mediante la Ec.
empírica (8.19), por el inicio de la recirculación provocada por una inestabilidad centrí-
fuga reportada por Floryan (2002) o la combinación de los dos fenómenos. Es necesario
mencionar que la estabilidad descrita por nuestro modelo empírico se mani�esta en for-
ma transversal al �ujo, mientras que la inestabilidad centrífuga reportada por Floryan
(2002) se mani�esta con vórtices en el sentido de la corriente.

Por último es importante recalcar que un cambio en la rugosidad, producido por el
desprendimiento de la capa límite debido a la recirculación del viento sobre las olas del
mar, genera un cambio en el per�l de la velocidad promedio, y si aguas abajo se presenta
un cambio de rugosidad y/o estabilidad, el cambio en la rugosidad también afectaría el
per�l de velocidad del viento dentro de la CLI como se puede observar en la Ecs. (2.43,
4.6 y 4.9), con implicaciones directas en la obtención de energía eólica. Por lo anterior
es importante tener un mayor conocimiento del fenómeno, que nos permita relacionar
la profundidad del fondo del mar o per�l batimétrico en caso de aguas someras, la
geometría de las olas, su celeridad, la altura de la capa límite atmosférica y la velocidad
de viento, con la �rugosidad aparente�.

9.2. Conclusiones

Se encontró que el inicio de la recirculación reportada por Sullivan et al. (2000)
coincide con el inicio de la inestabilidad centrífuga descrita por Floryan (2002) por lo
que se puede suponer que la recirculación producida por dicha inestabilidad, produce
un desprendimiento en la capa límite que genera una caída en la rugosidad interpretada
como una nueva �rugosidad aparente�. Dicho cambio en la rugosidad tiene consecuencias
en el per�l de velocidades dentro de la CL y si hay un cambio de rugosidad y/o estabi-
lidad aguas abajo del cambio de rugosidad debido a la circulación, también afectará al
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per�l de velocidades presente dentro de la CLI.
Los cambios en el per�l de velocidades se traducen en cambios en la estimación de

energía eólica lo que genera mayor incertidumbre en la prospección del recurso energé-
tico.

Queda trabajo a futuro para veri�car si la recirculación que no es producida por
inestabilidades centrífugas también producen caídas en el coe�ciente de rugosidad y
hacer un estudio aislando los efectos producidos por el inverso de la edad de la ola u∗/c
y los producidos por el parámetro Reλ/h.



Capítulo 10

Conclusiones generales

Se estudió la interacción de la atmósfera con una interfase mar-tierra idealizada
mediante formulaciones teóricas, herramientas de simulación numérica y medidas de
campo. Dicha interfase idealizada se representaron como un �ujo (atmosférico) que se
mueve sobre una super�cie ondulada (mar) que tiene distintas características geomé-
tricas (altura y periodo de ola) que afectan la topología del �ujo atmosférico.

Se estudió los efectos de un cambio brusco de rugosidad y estabilidad en un �ujo
atmosférico en la costa y sus implicaciones en la extracción de energía eólica y se
plantearon dos nuevos modelos para describir el per�l de velocidades en la capa límite
interna (CLI).

Se aplicaron los modelos propuestos para extrapolar la velocidad a alturas mayores,
en un estudio de caso en el pueblo de Sisal ubicado en la costa de Yucatán, encontrando
que describen de mejor forma el per�l de velocidades. También se encontró que la
densidad de potencial eólico disponible es mejor estimado por los modelos que toman
en cuenta la CLI que por los otros modelos que no la toman en cuenta.

Se logró investigar, por medio de simulación numérica directa (DNS) los límites de
la teoría lineal que predice el esfuerzo cortante y la presión en la interacción océano-
atmósfera y se expandieron esos resultados para casos donde ésta deje de ser válida.

Se logró caracterizar el inicio de la recirculación de un �ujo cortante sobre una
super�cie curvilínea en un canal con espesor h, para un �ujo newtoniano en cualquier
régimen, ya sea viscoso o inercial, con cualquier tipo de onda sinusoidal (con longitud λ
y altura a). Dicha caracterización se expresó con una sola curva en el espacio Reλ/h útil
para describir todos los casos geométricos con excepción de los casos donde se presenta
con�namiento λ/h ≥ 4.

Se desarrolló una teoría que predice el inicio de la recirculación para grandes números
de Reynolds y se encontró gran acuerdo con el modelo numérico.

Se encontraron coincidencias entre el inicio de la recirculación y las condiciones de
mar estudiadas por otros autores, en las que la rugosidad del mar disminuye encon-
trando una posible aplicación que relaciona el inicio de la recirculación con caídas en
la rugosidad de mar que en consecuencia produce cambios en el per�l de velocidad, lo
que �nalmente lleva a un cambio en la energía eólica disponible.
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