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Energia Elastica de Deformacion por Esfuerzo Normal

ox|

dx

y

U = energia elastica interna

du=1/20 xdydz x £, dX = 1/20xsxdxdydz(1)

— ~ o\ _J

Fza. promedio Distancia
LN -
V
TRABAJO

Energia complementaria

—— Energia de deformacion por unidad de volumen

—
>

Ex

Para un cuerpo elastico perfecto no hay disipacion de energia y el trabajo hecho por un
elemento es almacenado como energia de deformacion interna recuperable de (1) la

densidad de energia.

du _ _ OxEx
v =%="2 S



_Energia elastica de deformacion por esfuerzo cortante.

L

X dy *_ .........
7 ‘ dz

Densidad de energia complementaria

dy \ .

| ' Energia
! Unitaria
» x AN
dVCORTE = 12 txydxdz x yxydy = 1/2 txy yxy dxdydz (3)

La densidad de energia por esfuerzo constante es :

(5

1/21,7, (4)

cotle -



Aceptando el principio de superposicion para un estado multiaxial de esfuerzos. .
| a densidad de energia de deformacion es: { 6 |

1. G2 TzxTzy

OVTyx
y Trx
Y
», .
X
XY
TXZ
du ' -
= U, = 1/20,¢, + 120, + V20,6, + U271y, + 21,7, + 1W271,7, ———(5

dv

Expresando ( 5 ) matricialmente se obtiene



U, = 1!2[0xcyczrwtyzta] w [ = 1/2[0] {e} (6)

Sustituyendo en { 5) la ley generalizada de Hooke { 7))

Oy Oy UZ —_ T
E = — - —_— - — 'y , =

v ]". }I I_‘: ’}’ I A G

. C, g Tyz

R s I

0-\' G]' GZ TZY

87 = - —_ - A + - u = —_—

T TE E® G

N | »

(7)

»

Se obtiene :

2 2 2 Y 1 2 2 2
Yo = % E(Gx oy +z )‘ E (“x"Y + oyoz *+ ‘-’zc’x)*A G(‘xv +Tyz TTzX )(f”

Para materiales elasticos lineales homogeneos & isotropicos se puede obtener una expresion
similar a (8) en términos de las deformaciones en'lugar de los esfuerzos, la energia total se
obtiene de :

U = [f[ Updxdydz 9)

La ecuacién (5), es importante al establecer las leyes de plasticidad y (8) es importante en
analisis de esfuerzos por métodos energéticos.

Substituyendo (6) en (9) se obtiene .



U = 1!2IHV (UxEx + 0,8, + O.8, F T,Y, + T,7, + Tz,Yz,jdv
= 1/2 [[] [o] {¢} ox dy dz (10)

Para barras axialmente cargadas, con flexion y cortante (10) queda:

U= 1/2 m‘ (0,6, + Tuy¥.)dxdydz (11
0):
£y = 'E
Para materiales elasticos lineales:
LT,

de (12) y (11) se obtiene que :

2 2
— Sx txy
U= j Hv—z—E—dxdydz + m —e-dxdydz (13)
- _/
Para carga axial, Para cortante
y flexién en vigas en vigas

Ernergia de deformacién para barras cargadas axialmente

N CARGA AXTAL
T - - . . y A .”. d_}‘(!z
A SECCION TRANSVIERSAL

Ny A son funciones de “ x “ unicamente.



Por lo tanto (13) se reduce a:

o, N’? . N? N?
o, = 'UJ‘IEE dv = HJ.?AZE didydz = I2A2E [ -[Ldydz]dx = _[——dz —dx
N2
UN = '[Lﬁdx (15)

- Energia de deformacion en flexion en este caso

o =“1"—y (16)

De (16) y (13) se obtiene:




= [ ov= [P o

2 2
M 2 M
= §— dydz| dx = —dx
IQEP[HY y ILZE

U, = [— dx (17)

Energia de deformacidn para secciones circulares en torsion.

Para este caso:

D T=
JP

W'

Substituyendo (18) en (13):

= 5 s = ] M) e = [ (] e s

Vo= j2GJ



Energia de deformacion por cortante

Aly
| |
| |
b
vQ yY™m

En este caso 1 = N

V= Cortante en la seccion
QY™ = | YMyda=momento estatico de y a ym

b= Ancho a la altura y de los ejes centroidales xy

I = Momento de inercia de ta seccion.

Substituyendo (20) en (13)

”f‘( dedydz—j YL ”[ L v]zdydz dx

ym 2
Uy = L?_G|z [H [Q* ]dydz]dx 21

l.a expresion total de la energia de deformacidn sera:




U=Up +Uy +U; +U, O sea:

N2 M2 MEP
V = + dyd d 22
J 2EA  2El 2GJ 2G|2 ”( J yaz X (22)

Desplazamientos

El principio de conservacion de energia ( la energia no puede ser creada ni destruida ), puede
adoptarse para calcular deformaciones en sistemas elésticos debidos a las cargas aplicadas.
La primera ley de la Termodinamica expresa este principio como:

Trabajo realizado = Cambio de Energia
Para un proceso adiabatico ( no se agrega o substrae calor al sistema ) y cuando no se genera
calor en el sistema, y cuando las fuerzas aplicadas se aplican en forma estatica ( las fuerzas

se aplican tan lentamente que se desprecia la energia cinética % mv? ), el caso especial de
esta ley para sistemas conservativos se reduce a ;

We=U

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el proceso de carga.
U = Energia total de deformacidn almacenada en el sistema.

Similar a decir que [a suma del trabajo externo We y el interno Wi deben ser cero:
We+Wi=0

U = - Wi, las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas internas. Es importante
considerar la aplicacion gradual de las cargas de cero a su valor total, por lo tanto We sera ¥
Fuerza total por el desplazamiento.



a) Determine la deflexién de la viga mostrada.

Ejemplos:
. ./,t’/'/ )/I ‘,‘ /"’/// //
P]
W, = 1/2PA
y de (22)
_ 1 2 _ P2 _ P2L
U= ggr IN*dx = ggx-lodXx = 353

P
DE (23): %2 PA= L&
EA

A=PL/AE Ley de Hooke

b) Determine la rotacién en el extremo de una flecha de seccion circular

-

A

L
El trabajo exi Ne =%: TQy elinterno de (22):

10



2 2

U= ['dx = = de (23)
261577 2G]

TL TL

Ve = —— - =

é o=26 = GJ

que coincide con los valores de los textos de Mecanica de materiales.

c) Determinar la deflexidn maxima en la viga mostrada considerando el efecto del cortante y
de flexion,

p
Vi
y / [ :
LT — /
Y h V=P I\M:-Px s
' . v .
| ; ;
A /
. v /
o N
+ g L |/

b L ;
: L

Trabajo externo We = ¥z P, la energia interna consta de dos partes una debida a los esfuerzos
de flexion y otra a los esfuerzos de corte (17) y (13). :

1 ¢t 1 2 P
UFLEXIOH = -2EJ‘0M2dX = _ZE-L(_PK) dx = 'G_E_I'

Yo ? i
El esfuerzo de corte: 1 = VQJ = %[(g) - y"'}que sustituido en la segunda parte de (13) se

obtiene:

. 1 % [P[H i
Ucorte = J.J"[Eé-dxdydz = G -%{EI-[?— y’]} Lbdy

11



- Plb P’Lbh’( 12)’ _3PL

T 8GIF T30 240G \bh') ~ 5AG

donde A = bh seccion transversal. Enlonces:
W= U= Uriexion + Uconie

Py _ P 3,

= — de donde :
2 6L S5AG

S, SPL (24)

A=l
36 5AG
FLEXION CORTE

El termino debido al cortante se puede inlerpretar:

T = Ll = v Cortante promedio. -
A A

av

Puesto que t varia parabdlicamente 6/5 representa un factor de correccion numérico, por lo
tanto: .

T . . 6 1.
L\m'zn-' =yl =u—"l= A = ——
B ¢ AG 5 4G

El valor o depende de la forma de la seccidn en general, puede variar con x de (24)

! N
A=t (I T H—I—Tf’f,—) (25)
3106 )]

Suponiendo acero estructuratl:

%}:2(|+y)i2.5

Y la ecuacion (25) queda:

A= (1 0.75-'&7'-):3 (26)

FLEXION




De (26) se observa que para una viga corta sea h= L la deflexion total es A = 1.75 A nexion por lo
cual la deformacion de corle es muy importante para una viga flexible es L = 10 h.

2

A= (‘l +0.75 —-I—l—JFLEXION

(10n)°

-

A =10075A

FLEXIOH
La deflexion debida al corte se puede despreciar, no siempre es posible considerar lo anterior.

Comparando las expresiones (1.1.b.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2¢) para un claro igual a 5,00 m. y
un peralte h=30 cm se obtiene:

U, = 0.00286 U

(a)
Un = 0.0009 Uy

En la mayoria de los problemas estructurales elasticos lineales, la energia de deformacion
debida a la carga normal N y cortante V es despreciable respecto a la energia de deformacion
debida al momento flexionante M.

Cuando existe momento torsionante My ( vigas en balcén, elc. ), su energia de deformacion es
considerable y debe tomarse en cuenta su valor,

A
v

13



1.2 Principio de Superposicion

1.2.1- Introduccion

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones son funciones lineales de las cargas, se
puede obtener [a deflexion en un punto cualquiera, mediante la suma de las deflexiones
producidas individualmente en dicho punto por cada una de las cargas

1 2.2- Casos en gue no rige el principio.

Pcy

—* 5

172 1/2

v

Fig. 1.2.2a

Otro ejemplo en el cual el principio de superposicion no rige, seria el sistema mostrado en la
fig. 1. 2 . 2 b, formado por dos barras articuladas, bajo la accion de pequenas deformaciones

(tan, =« ).

14



Y S -
~
I ) N\
~ 20t P
l\\ B
~ —
S —~

oP=P, R
P » »
dP
du
P
5=6y
———t ! ' f“ l [ >
- S
O +
- . )
pequenas geformaciones: a = T 12.2b
. P
Equilibrio: S=— 122c
2o

Compatibilidad geométrica: la deformacidn axial unitaria es:

15



Ley de Hooke

E=—— g 122e

de 1.2.2 ¢. d y ¢ sc obticne:

De nuevo se observa que la deflexion no es funcion lineal de P aunque el material cumple
enteramente con la ley de Hooke y la relacion entre vy es representada por la curva de la
figura 1.2.2.b. Elarea o a b representa el trabajo efectuado por durante la deflexion y
es igual a la energia de deformacion almacenada en las barras AC y CB. | la cuales igual a:

& r 4
U= deﬁ = A;E ja’dé = AE‘? 1.2.2.g
/ e 4¢
o u=_tP 1.2.2h.
4 YAE

Es muy importante cbservar que en los ejemplos anteriores no es funcién de segundo grado
de 6 o P, como se obtiene en los casos que el principio de superposicidn rige.

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las fuerzas exteriores es

considerablemente afectada por las pequefas deformaciones del sistema, en el primer
ejemplo hay una flexién adicional S a la compresion S y la barra trabaja en flexocompresién.

16



1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion

1.2.3.1 Introduccién *'

El analisis de esfuerzos en estructuras estaticamente indeterminadas no solamente hay que
considerar la geometria 'y estatica, si no también las propiedades elasticas tales como modulo
de elasticidad, momento de inercia, etc. Generaimente para liegar al dimensionamiento final
de la estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembros y se efectua su
analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse en algunos casos hasta llegar al diseno
final. En general los esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos no solo
a las cargas, si no también a cambios de temperatura, asentamiento de apoyos, errores de

fabricacion, etc.

Es importante observar que la estructura este en condiciones de equilibrio estable. Con el
proposito de ilustrar el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas y efectos,

consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga uniforme o.

Empotrada en a y libremente apoyada en b.

/ o

Estructura actual. ' b
Ab = Deflexion de el punto b en la estructura a/ 3
debida a todas las causas. /
— ] —*
Ma/ o

o /]
Estructura primaria
Seleccion de redundante, Xb w

Condicion de equilibrio  Xb =0 /]
Abo = Deflexidn en direccion de ia redundante 4 b
con Xb=o0 4
Y \’?
Abo
Xb

T

*' En ambos métodos de rigidez y flexibilidad debe regir e principio de superposicion

17



Abb = Deflexidn en direccion de ta redundante q / bb
debida a con a

Xb =
5 bb = Deflexion en direccion de la redundante
a Sbb
I

debido a una fuerza unitaria

La ecuacidn de superposicidn, si el principio es vélido

Ab = Abo + Abb =Abo + Xbdbb =0 (a)
de donde :
Xb = - A ho
8 bb

( 8bb : dbb es llamado coeficiente de flexibilidad )

1.2.3.2 Ecuaciones generales de superposicion en analisis de éstructuras
indeterminadas de grado n.

Suponiendo que la estructura es hiperestatica de grado n, se seleccionan las redundantes X1,
X2,..... Xn, en una forma tal que la estructura primaria en condicion de equilibrio.

Xi = 0 sea estable o isostdlica, aceptando la siguiente notacion:”

Ai = Deflexion total del punto i debida a todas las cargas y efectos.

Aio = Deflexion del punto i en direccién de la redundante Xi en condiciones de
equilibrio estable isostatica Xi = 0.

A it = Deflexion del punto i debida a un cambio de temperatura T.

A ia = Deflexion del punto i debida a asentamientos de apoyo.

18



A ie = Deflexiones en el punto i debido a errores de fabricacién.

5 i1 = Deflexién en el punto i debida a la condicién X1 = 1,

§i2 = Deflexion en el punto i debida a la condicion X2 = 1.

-

8 in = Deflexiéon en el punto i debido a la condiciéon Xn = 1.

Cualguier redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en cierto sentido. Cualquier
deflexion del punto de aplicacion de |la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de
accion y sera positiva cuando el sentido es el mismo que e! supuesto para la redundante.

Por lo tanto usando la notacién y convencion de signos mencionada, las ecuaciones generales
de superposicidén en sistemas estructurales coplanares y espaciales son:

Ay = Agg+ Ayt A+ Ap + X+ Xadpp + L Xn O1n

By = Agg ¥ Ao + Aga + Age + Xidg + Xobpt ... Xnd2n

An = Ano +AnT + Al‘lA + AnE + x16n1 + x28n2 to Xn(snn

Expresando (a) matricialmente se tiene
611612 """ 61n X: (A‘I—AN_AW
52182: ---- 3, X, - (A:'Azu_ﬂn_
5 6 ...... 8nn ;\p (An - Ano - AnT

(a
- Au - A\E)
A, -4
BT
- A A

19



e

1.2.3.3 Ejemplos que ilustran e! uso de las ecuaciones/e/superposicién.
Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo siguiente:

1.- Nunca seleccionar como redundante una reaccién estaticamente determinada, ello
conduciria a una estructura primaria en equilibrio inestable en condicién Xi = 0.

2.- El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar arbitrariamente, y su
deflexion sera positiva si tiene el mismo sentido.

3.- Debe observarse que Ai, deflexion total del punto de aplicacion de [a redundante Xi
debida a todas las causas es casi siempre cero.

Estructura actual | a P
3 2 1
k" Constante elastica resorte (L/F) /;;
p ‘
— 1, > 1 %
Va4
Estructura primaria % P l
Al= Xik1 (c) l .
At

Condicion X1=0 Ao

20




Condicién X1 =1

De Ec. ( a) se tiene
A1=A10- X1811 (d)
de (c) y (d) se obtiene
X1=A10/S11 + k-1 (e}

Estructura actuatl;

Arco coplanar con tirangAB bajo un sistema de
cargas Pn

Estructura primaria:
Seleccion como redundante la tension en

el cable, X.

Condicidon X=0

21



Condicion X=1

Apg=Anp +Aso (f) /

AA =App t XSN (g)
Ag= Agp + x531 (h)

Sumando (g) ¥y (h)

An+ A= Bpo + Apo + X (8a1 +8a2) =0

De donde despejando la redundante X se tiene

X _ AAO + ABO ( i )
Sar t Ogi
P \ i P; / P BARRA PLANA EMPOTRADA
Problema hiperestético de Orden 3
1 2
p Est. Actual (S\
P
\ Pn ESTRUCTURA PRIMARIA
X3 / Seleccion de redundantes
2
X4 1 Xs, Xz, X3y condicion de
. empotramiento A, = A2 =A; =0
Py,
Aap

22



Az

(M)
Condiciébn X =0

Aqo

&21

(my) Condicion X = 1

(m2) Condicion Xz = 1

( m3 ) Condicion X3 = 1

Las ecuacidnes aplicando el principio de superposicion son :

23



A1 = Ao + Xi811 + X812 + X301a
Az = Ao + Xidz1 + Xodz2 + X302 (j)
A3 = Azg+ Xid31 + Xob3 + Xad

Expresando () en forma matricial se tiene

‘S|1612‘513 Xl Am
62|52:523 Xop=98.,7. (k)
531532531 fya A\o

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresion de la energia de deformacion por fiexion,
los coeficientes de flexibilidad son igual a

A, = M—‘ds,a :jmm’ds,A,Dzj%ds

5”=Im3ds,5.z=]’@- ”zj'métljs

mm, m,m, m,m,
‘512 = 621 = [I?ds:l-smz 631 = J.?ds’ﬁn = 632 = El ds

Marco continuo rectangular bajo la accién de una carga p

lh E I

E I,
Estructura actual

x3 XB A {2

24



X4 ‘\ X,
Xz
n a'{P
s
Ao
» Aos +
i Y "
\\ "‘\ Ag>
X =0
a l P
(SZIT» P Xy=1
T A
Pl O1g
my

X1 =

ESTRUCTURA PRIMARIA

Seleccion de redundantes

En este caso ias ecuaciones de superposicion
son;

-

Ay =Ajg + Xid11 + Xa812 + X3813 =0
Ar = Ayg + X163 +X2522 +X3823 =0 (n)
Az =243+ X831 + X833 + X3833 =0

s}

811812813 | X4 Ao
821822823 [§ X2 ¢ = ~q4z9 ¢(D)
631832033 |[X3 LEY

Del teorema de Castigliano y la energia
elasticd Qeformacion se obtienen los
coeficientes de flexibilidades §; y Aoi

25



O12

F
832 b 02
ma;

Xz =1

2§ 1 5ZI

Are 1
o4 13
X3=1

M rrn3

M & D, =[——ab
| ® 7 gy

Mm
1 y
® e

——ds D
El

mlds mids mlds
511"I s22=_[ ’Jsz_[

El El El
_ m,m _ mm, _ m,m,
6,,_j_a_=ds,6‘, = | = ds,Su._j——-—-—EI ds

012 = 021> 013= 831, 023 = 032
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Viga continua de 7 apoyos

Is ]5 |

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA | h I l3 ls |
] i }
pl pt’ pn
1 + 2 + + 5

JI IS B B
PR e

Condicion X; =0 MLA?_O Az Ago A

| A JAY ,
X1=1

Condicién X; = 1 A/r l

A d11 321 a1 81 851

Condicién X, = 1 I /T/I’ N

Condicion X, = 1 T M//Ti l\/ﬁ)

Condicién X, = 1 T /r/l" . |\




Condicion Xs = 1 T /]/r'
' i

315 825 O35 Bas 855
1 ra 2da 3ra 41a sla

ECUACION

Ay = Agg + X1844 + X20812 +X3513 +X40814 +X555=0
Ax = Ay + X181 + X2827 +X3823 +X4524 +X58,5= 0
Az = Azg+ X183 + X282 +X3833 +X4534 +X0535 = 0
Ag = Ago + X1041 + X204 +X 3843 +X 4844 +X5845 = 0
As = Asg + X181 + XZSSg +X3853 +X4054 +X5855 = 0

[5:']]{)"1'} + {Ajo}= 0

28 .
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1.3  Generalizacion de la energia de deformacion

La energia de deformacion de una barra elastica puede representarse como una funcién de
segundo grado de la carga o la deformacion.

. . M . ~ P . .
La misma conclusion es valida para cualquier estructura dentro del régimen elastico, siempre y

cuando el principio de superposicion pueda aplicarse, en la Fig. 1.3.1 suponiendo que las
fuerzas se aplican simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su valor final.

Py

Fig. 1.3.1

E! principio de superposicion rige, los desplazamientos seran funciones lineales de las cargas.
El trabajo elastico de todas.

Las fuerzas externas es igual a la energia interna de deformacién almacenada en el cuerpo
elastico de la figura 1.3.1 y sera

_%PB (P161+P262+ ..... Pnﬁn) (1.3.1)

1
U= —
2i

29



1.3.1 Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se indica en la fig. 1.3.1a

6a P ob
a l b
Ma I mb
]
I/ 72
P/2 ' e Ps2
La energia de deformacién es:
Uz %(P5+M080+Mb8b) (a)

De la curva elastica de la viga se demuestra que :

Pt Mal® M
o= + +
48F7 16EI 1650
P Mal N Mbl

= + = )
1651 3L 6Id
P Mal  MbI
6/) = — + — + -
1661 6L 3E]
Substituye (b) en (a) se obtiene:
3
U= 9|6E| [Pz + %PMa + %PMD + %Eil\ﬂa2 + 1|2-6—I\.|fib2 + Jl—ngaMb)....(C)

en (c) se observa que U es una funcién de segundo grado de las fuerzas y momentos P, Ma y
Mb.

Tarea

En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1 a demostrar:

30
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a) _ay_z 5,—a—q—= Ba, o __

= 6b
oP aviA aMb

b) De (a) y (b) obtener U en funcion de los desplazamientos § ,8a, 6b

c) Demostrar que: -

U _ U U

—_— =P — — = Mb
do " 06a’ 36h

Calcular la energia de deformacion de las siguientes vigas de seccién transversal

114 114 112

o
by
+

1.4 Teorema de Castigliano

Suponiendo que el principio de superposicion rige y que U se expresa en funcién de las
fuerzas externas se tiene que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO CORRESPONDIENTE

i
L) 4.1
aPn ! (1 )

31



Considerando el cuerpo elastico bajo la aplicacion de P1,P2,...Pn . Durante la aplicacion de Pi
se producen deformaciones y se almacena cierta energia de deformacion dentro del cuerpo
( Fig. 1.3.1 ). Si subsecuentemente a Pn se aplica un incremento APn , la energia U

incrementara.
U+ AU =1U +a—UAPn. (14.2)
aPn
Si en vez de aplicar A Pn despues de [as.cargas se aplica antes se tiene:

U+AU =U+APn(Sn + Adn) = U + APndn (14.3)

igualando ( 1.4.2. ) con ( 1.4.3. ) se demuestra ( 1.4.1.)

32



1.4.1 Ejemplos de aplicacion

LLa variacion de M(x) es
M=Ma-Px (a)

La energia de deformacion por flexion

n 2
{ = jM o

)26

Del teorema de Castigliano

oM
M—
J_U =da= J oP ds
ar L
.{ M’m] ....... (c)

It
—
—~
3
i
—

i
’{
=
=
g
.
4

De nuevo del teorema de Castigliano

&M
U 7 Ma Mm, |
d — 2.,
(JMa =6a= ! i ¥ = IEI dx.....(e)

0
Substituyendo ( a) en (e ) se obtiene

++¥id

(m1)

+dddd

+ \\\ NARY

L

P

<




Mal Pl 2
o 2 Ll

Ba = —I(Ma Px)(ydy = —

En el ejemplo anterior-no se caleuld en funcron de las fuerzas externas, sino se utilizé Ia

energia de deformacion por flexién y se derivo’ bajo el signo integral.

Es importante observar que las derivadas corresponden a la variacién de momento flexionante

debido a causas unitarias Py Ma.

%‘/ P I )

ql,, ax
| M=—X+—-X- f
27202 ®

4—X—.‘- 1 :1
i m=x/2 (g)
Vs Ya
x/2

De la energia de deformacion por flexién y el teorema de Castigliano.

5= 2j—dx (h)

Substituyendo (f} y (g) en ( h) se obtiene:

-

12 q!

s =2/EfPr2x+ -2-><—qx X PRLS A
[+]

W SHdx =+
22 48E| 384 EI
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En los casos en los cuales es necesario determinar los desplazamientos en un lugar donde no
hay fuerzas o momentos, se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia de
magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema actual de fuerzas y se obtiene el
desplazamiento derivado con:

1/2 1/2 :
f :
M=Ma-PX 0 <x</£/2
el
1 . M=Ma-PX-Q(x-1/2)
L~
Q 4 Para {/2 < X £ ¢
M
M me {xot
Y . 2 m [x A]
Px U-= -[lesx - (energia de deformacion por flexion)
— i
- -
a
U a0 T
—=§, = 2 dv =~ [1/EI(Ma- Px)(X - p/2)dx
== [t == (11 Ea-peYx 1)

En conclusion se observa que la derivacion del teorema de Castigliano, fue basada en el
pnncipio de superposicion.

De alli que la energia de deformacion U debe ser una funcion de segundo grado de las
fuerzas actuales. Si el principio de superposicion no rige y U no es funcion de segupdo grado
d_e las fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior se ilustro” mediante
€jemplos.

35



Ejemplos de tarea

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulos en los extremos de una viga
libremente apoyada con carga uniforme q, claro |, y rigidez flexionante E! = Constante

b) Determinar los desplazamientos horizontales y vertical de la viga curva mostrada en A.

P r=cte

-

c) Determinar el desplazamiento horizontal en ¢ y el vertical en B en la estructura mostrada.

36



d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y B en la estructura mostrada.

cC

|
A
e}

! El=cte

37



e 1 spw e e Y e gw TR Y

1.5 Teorema del trabajo minimo

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano a sistemas de fuerzas
estaticamente determinados. -,

Aplicandolo a sistemas estaticamente indeterminados se concluye que la derivada de i3
energia de deformacién con respecio a cualquier redundante debera ser cero si su accion es-
la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion, de alli que las magnitudes de las
acciones redundantes en sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto serd
maxima o minima, lo anterior es el método del trabajo minimo para calcular redundantes. En
una estructura hiperestatico.de grado 'n’se tiene:

W _ gV _o Y _, (15.1)

=0, .
Y, ax, X

1.5.1 Ejemplos
a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme ( grado n=1)

L yp

% i Y J, Y Y i’g >Mb
/

Ya

La energia de deformacién del sistema es:

M?dx
=] 2E|

Del teorema del trabajo minimo h

38



2 7. I
U zo=__(2__ J’ij" - Mﬂ‘idr___(b)
JY, Jdfa|’ 2Ll Ely JdYa
M= Yax - & (©
2 .

aM

= d
dYa X ()

Sustituyendo (c)y(d)en (b) se tiene
n 2 3 2
J Yax—& X =£—Ya—2{— =0
g 2 3

de donde
Ya=3/8ql

En el sistema se tienen 3 reacciones Ya Yb Yc y 3 ecuaciones dog de estatica y una del
teorema de Castigliano.

En el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene

dx =0 (f)

W2 {”M’dx]_ 15 2M

JMb _ aMb|d 2EI | EI oMb

o

el momento flector es

g Mb gx’
M= = - — X -—

(2-Tg-% @
dM X

= —— h
oMb ! h)

Sustituyendo (g) y (h) en (f) se tiene

39



J'[(f‘—'—@]x-f‘i]fd“o
277 2 |1

Integrando (i) y despejéndo Mb se obtiene

(i)
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METODOS MATRICIALES DE ANALISIS ESTRUCTURAL

21 Métodos de fuerzas y deformaciones

En los métodos de analisis de sistemas estaticamente indeterminados , primero se seleccionan
las redundantes, y sus magnitudes se determinan mediante el teorema del trabajo minimo,
considerando la energia de deformacion del sistema. Este procedimiento general es llamado el

Método de Fuerzas.

LCOSQ;

Fig. 2.1.  ( Para ilustrar en un mismo ejemplo)

41



La distincidon entre los dos métodos, consideremos la estructura estaticamente indeterminada
coplanar mostrada en la fig 2.1 bajo la accion de dos fuerzas aplicadas con n barras, ef
numero de redundantes X1,X2,....Xn-2, se determina |la energia de deformacion del sistema
en funcion de las fuerzas y usando el teorema del trabajo minimo se obtienen las ecuaciones

necesarias.

W oV o Yy (a)
X, X X _.

2

Lo anterior es el método de las fuerzas. Para resolver el mismo problema, Navier’ sugirio el
método de desplazamientos. L3 deformacion del sistema de la fig. 2.1 estara completamente
determinado si conocemos las componentes horizontales y verticales u y v respectivamente.
Supoeniendo que los desplazamientos son peguefios.

La deformacion axial de cualquier barra j sera

Al =Usenod — 1 cosoi (b)

y de la ley de Hooke su fuerza axial corresponde sera

X = -F-E-F—' (Usenai — ;1 cos o) (c)
i

de la figura 2.1,

(d) .
sustituyendo (d) en ( ¢ ) se obtiene
X :%(Usenai - pt coswi)senoi....... (e)

De las condiciones de equilibrio se obtiene

*"Navier'resume des lecons “2de., p.345
Paris, 1833
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Z Xicos ai = Px

> Xisenai=P,

=4

sustituyendo {e)en f') y { 9 ) se obtiene:

U Aisen‘aicosi- p)_ Aicos? aiseni= —Pé—h .. ()
US® Alsen’ai - p3 Alsen‘aicosai= 20 (j
1at =1 E

de (i) y (]) se determinan u y v las cuales substituidas en { e ) obtenemos la fuerza Xi en
cualquier barra del sistema. Se observa en este caso que la consideracion de las
deformaciones directas del sistema resulta en una simplificacion substancial, especialmente si
el numero de barras n es grande, puesto que s6lo tenemos que resolver dos ecuaciones con
dos incognitas que son las deformaciones u y v. En el caso del método de las fuerzas
tendremos que resolver n -2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es conveniente observar que el
método de las deformaciones involucro’3 etapas basicas que son:

Ecuacion ( b ) : Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, vy Al 1.
Ecuacion (e ) : Ley de Hooke

Ecuacion (f) y (g) : Equilibrio

/391 4

NUDOS 7, @
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Barras

nb = numero de barras = 4
nN = namero de nudos = 2
k = fuerzas axiales (P )

e = alargamiento ( S )

fuerza axial E At

Rigidez de barra ki = P_ - = —
e alargamiento li

A) Continuvidad

o

? 1 = {Deformacion o alargamiento de las 4 cuatro barras}

[41]

‘e {et = eJJ

4 4

j+ alargamiento
| - acortamiento

{d} = {31} - {desplazamientos nodales} {i *}

z

de la figuras
ey, = dy
e;=+d;
es=-dy +dz

es=-dy+dz

44



1 o
:’ll 01 e

N ez =l {dn}
} TR
eJ J -

1 0
[a] = | 0 1|: matriz de continuidad
-11
-1

Observar que para una barra i cualquiera

dA A ei=dB-dA
dA = desplazamiento del nudo superior
J dB = desplazamiento del nudo inferior
dB

I

B) Ley de Hooke

Sea {k} =

45



Fue‘rzas axiales en las barras + tension, - compresion
p1=Ksey
p2= ka€2
ps =ka€3

Ps =KaB4

IAi
Ki = —-j—i rigidez barra y
i

(p,] Tk, 0o 0o o0lle]
’p: }0 k, 0 OUe2
Is[T10 0k ofef 0 PENE
LpJJ Lo o o kJJleJ

[ k 1matriz de rigidez de las barras

c) Equilibrio; 3 fy = 0 en cada nudo

Sea: {/} = er'} Pi

]\ 2

Nudo 1 - T

©
Jo

F

Fi=ps+0-pa-pa

Nudo 2 TPa I P, I P,

(2}
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Fa=0+P,+P3;+P,4

Pl
F 1 0 -1 -1] P, . )
= F} = p
P [ RS RN
. |p,
1 0 -1 -1
donde: [a] " = matriz de equilibrio
o1 1 1

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz de continuidad.

Solucién del problema anterior por el método de desplazamientos (rigideces ).
[ncognitas: {e},{d},{p } -
Datos: [a], [a] ", K], {F }
Substitucion (1)en (2)
pY=[k][a] {d} ... (4)
Substitucion (4 )en (3}
Fl=[a} T [x] [a] {d}.......(5)
o
{F} = [k] {d} .............. (5a)

La matriz {a]" [k] [a] es cuadrada
Ejemplo; Suponiendo

ki =ky=ky= ks = 1ton./cm. F,=10ton.y F2= 5 ton.



[<]=[a] [<] [a]

1 0 0 OJf1 ©

1T 0 -1 -Tio 1 0o afl0 1
“lo 1 1 flo o 1 of|-1 1
o 0o 0 1f|-1 1

Observar que |k] es simétrica de ( 5a)
{
o) 3 -2 J"
[t = =
SRHEE 3}1"2

8 cm

sustituyendo en (1)
7 cm

{
despejando {d} = {:‘} = {
4

(¢, 1 0 Sl

IRER G 0 | {8}: ! sustituyendo en (2)
e, -1 1717 -

e, -1 1 —l'

2 1 0 0 0} 8 3

2 o I 0 0)7 J?

1. 1o o 1 ofl-1]| |-

p) [0 0 0 1]{- l—l

10 -l =1 7{ _ |10 ton.
o0 N O I R R B B RERZ
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Método de las fuerzas ( flexibilidad )

Usando los tres principios fundamentales en el orden inverso Equilibrio, Ley de Hooke y
Continuidad.

a} Equilibrio

F=P-R-R

=P+ R+ R,

-P
;Y [t o -1 -1][-5|[B]
RITLo b1 1R [R]
R o £y
: A XY
1 — r T 1)0
(ry=lesa] L
=al po +alR P 5
T T
Fi
R1 Rz PZ
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despejando a Pg
{r}=[a] " {F}-[a]] "[ar] [R]

en nuestro ejemplo

S el
s s S e Pl e

o bien

ISR I R P

ademas setiene Pa=R,,Ps=R;

Por lo tanto

P, 1 0 1 1

P, 0 1 JF11 N -1 1R, .
P3 O 0 ]\FZJ 1 O R2 ..............
Py 0 0 0 1

k""w"—"/k—""'v——J

bo br

A=F +R, +R,
P Fy-R R,

Py R,

{ a) se puede escribir



(p )=o) () +[b) 170 ..

a7y r(_ar)-' o |

w=l o -b”:[ " RJ :

Ley de Hooke

{P} = [klie}
fe} = [K]'{p} . ¢

[1] =[] flex
sustituyendo (b} en (c)

fe} = [f][b,) (F} +[f] b} (R} ...t d

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de llamados

}l
Wy 2 {u}={ '}
M2

dy = ey
d, =e;°
Ji=e1-e2%€;

Jlz2=€1-€;+e,

d] f1 o o o] [& F 00 0} = b, ]

q, o 1 0 of g o 0 1 0 O

S L B b 1 -1 1 0 T

m| L1 -1 0 1] |e, [1 o 1] = [bg]
Por lo tanto
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( Los valores de ( ) deberan anularse ) sustituimos d en {

{0} = [br]FYool{F} + [oi][F Joa){RY

como {u} = 0 se despeja {R}

il

-1
_[bg f b.R} [b; f boJ [F}

(h) nos da los redundante {R} sustitucion (h) en (b) se obtiene {P}

~=
A

—m
I

{]?} = b, = bn([?ff bn)_l (l’rz-f !’0) I

- [1,0 b (871 .Y b1 s /:0]{1:'} = [BYFY....d
sustituimos (i ) se obtiene {e}

(i) e} = [f][b]{F}

sustituyendo (1 ) en { e ) se obtiene

[y =[BT 10] {7
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2.5 Aplicaciones de métodos matriciales a armaduras planas.

Para ilustrar el uso de métodos matriciales en el analisis de armaduras articuladas en fos
nudos, comenzaremos un problema de deflexiones. En la figura 2.3.1. se tiene una armadura
con miembros sujeta a sistema externo de cargas, y se requiere determinar la flexiéon vertical
del nudo j debida al sistema de cargas . Si Xi representa las fuerzas axiales en la estructura

real las fuerzas axiales en la estructura bajo la condicion de carga unitaria en j.

Estructura real o actual P P, Pq
4 |
1 3
5 X
2
A Aj n+1

[

Carga infinitesimal Q

Condicion Q =.1
.fp_ =1 4
aQ
L xij
3 5
-xij
z2
I
Q=1
Fig. 2.3.1

Del teorema de Castigliano y la energia de deformacion por carga normal se tiene



I=I2AE
au moxi xijli &

=Ai= ) —— = i XIj P b
70~ L .mzlx'xup! (b)
donde of = =
onde pi = -

es el factor de flexibilidad de la barra i.

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos seleccionados debemos calcular
los valores Xij para una fuerza vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos.
Supongamos que han sido calculados y que acomodamos los numeros de influencia en al
forma de una matriz de orden m x n como sigue:

X X2 oo Xy
. X1 X3 .. Xp
[Xi]] =
_xm1 me © anJ

arpodora.

c) Se denomina matriz de geometria de la ammada-acomodando los factores de flexibilidad en
forma de una matriz diagonal de orden m x m.

pyy O 0. 0

0 O..... 0
[pi] — p22

0O 0 0..... Pin

la cual es llamada matriz de flexibilidad de ia armadura.

-Finalmente, supcniendo que las fuerzas axiales Xi producidas por el sistema de cargas han
sido calculadas y son arregladas en la forma de una matriz vector columna.

54




(e)=[Xi] =

Xom

la cual es llamada matriz de carga. Ahora de acuerdo con las reglas de muitiplicacion de
matrices las m ecuaciones ( b ) pueden expresarse matriciaimente.

A, - -

. X1 Xzq  eoenns Xy Wpge O 0...... o | X,
2 Xi3 Xaz  -e.... Xma | O ppp O.... .. 0 ff X,
= g 1)
A‘n _X1n x2n Xmmq 0 0 O pmn__xm_

0 sea con notacién inicial
[ai]=[ X3][P][Xi] e (9)

Como un ejemplo numérico, se considera la armadura mostrada en la fig. 2.3.2 la cual tiene
m= 9 miembros. Supongase que se requiere determinar la deflexion vertical de los nudos
superiores a y b, bajo la accién de dos condiciones separadas de carga como se indica. La
numeracion de los miembros se muestra en la figura, asi como sus dimensiones. Cada barra
tiene una seccidon transversal Al = 1pul2 y un médulo de elasticidad E = 30 x 103

a 6 b a b
,—._-—_ e
Q = 10 kips
2 3 5|7 9 30
1 T (} g
# 40 40 40
P = 9 kips
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l a1Kp.

l 1 kip

A | )

El procedimiento a seguir es el siguiente:

Sustituyendo {(h ), (i}y (j)en (g) se obtiene
[ai] = [Xii][ei] Xi]

Yl=sEls 5 3 8 5 4 0 8 -10

4 0 0 0 0 0 0 0 0]
o 5 0 0 0 0 0 0 o
o 0 3 0 0 0 0 0 o©
o 0 0 4 0 0 0 0 0
xo 0 0o 0o 5 0 0 0 0l (k)
o 0 o0 0 0 4 0 0 0
o 0 0 06 06 0 3 0 0
o 0 0 0 O 0o 0 4 0
o o o o o o0 o0 o 5]
[ 4
-5
3
032 -50 -9 16 25 =32 0 16 =25 8
) ‘)E[IG -25 9 32 -25 -16 0 32 -50} j
) 9
8
-0

108 -10 -3 4 5 -8 0 4 -5]

10]
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=10 860 6 4 0 _ 0.0318 0.0 525

9 E 147 8 00 B 0.0237 0.0 29 6

A ap A b op _ 0.0 318 .05 25 (m )
Aag Ab g - 0.0237_ 0.0289€6

a) Se calculan [as fuerzas axiales en los nueve miembros bajo las dos condiciones de carga
obteniendo |la matriz de fuerzas

[ 4 10
-5 0
3 0
8 10
[Xi]=] -5 0 |....(K)
-4 0
9 0
8 10
-10 0

b} Similarmente se calculan las fuerzas axiales debido a las condiciones de fuerzas verticales
en los puntos a y b respectivamente obteniendo la matriz.

- g .
-10 -5
-3 3
4 8
[Xij]=;— 5 -5 |..... (i
-8 _4
0 0
4 8
-5 -10
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¢ ) Se calculan los coeficientes de flexibilidad obteniendo la matriz de flexibilidad escritg
diagonaimente,

[4 0 0 0 0 0 0 0 O
0 5 0 0°0 0 0 0 O
0 0 3.0 0 0 0 0 0
0 0 0 4 0 0 0 0 O
[pi]=1E 0 0 0 0 5 0 0 0 0.
0 0 0 0 0 4 0 0 O
0 0 0 0 0 0 3 0 O
0 0 0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 5]




MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL

TEMA: METODOS ENERGETICOS Y METODOS DE 1A
FLEXIBILIDADES. PLANTEAMIENTO MATRICIAL

PROFESOR: Dr. José Luis Camba Castaheda




METODOS ENERGETICOS Y METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

Planteamiento matricial

1.- INTRODUCCION.
2. - ENERGIA DE DEFORMACION.

Trabajo real

Trabajo virtual

Matriz de flexibilidad no ensamblada
Matriz de flexibilidad ensamblada
Teorema reciproco de Maxwell-Betti

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS.
Método de ias flexibilidades
Método de las rigideces
4 - PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y RIGIDECES.

5.- SOLUCION MATRICIAL GENERALIZADA DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES.

gQ



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

1.- INTRODUCCION.

El analisis estructural tiene como objetivo calcular el estado de -esfuerzos vy
deformaciones en cualquier punto de una estructura.

Para el analisis de una estructura se tendran como datos la geometria y las cargas que
actian sobre ella, calculandose las fuerzas internas y los desplazamientos.

En todo proceso de analisis estructural, deben considerarse los tres conceptos
fundamentales: :

1.1 Concepto de equilibrio.

Toda estructura sometida a un sistema de'fuerzas externas, debera estar en equilibrio
con Ias fuerzas internas en todos y cada uno de los miembros de dicha estructura,

siendo las expresiones vectoriales que cumplan esa condicion:
2 A} ={o} (1.1)
=1

é{F}{':}“’f g{M,} ={0} (1.2)

en las cuales:

M; y F; son los vectores que indican los pares y fuerzas actuando en la estructura y ri los
vectores de posiciéon con respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalarmente como sigue:

en el espacio:

en un plano

EF,X=0 EF;X=O ZM;X'—'O
ZF.')(:O ZF;y=O EM,y=0
EM=0 TFz=0 EM52=0

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad)

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma pero conserva las caracteristicas
de continuidad iniciales, siendo los desplazamientos finales compatibles con las
condiciones de deformacioén de los apoyos.
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El concepto de continuidad o compatibilidad establece gque los desplazamientos son
funciones continuas y derivables, por lo tanto una vez conocidos los desplazamientos se
pueden conocer las deformaciones. Expresado en ecuaciones, se tendria;

i ' du  dv
£, =— Yo =—+— U vywlas 3
dx dy dx .
’ componentes de
dv diu  dw :
£, = — Y = —F— desplazamiento.
dy dz  dx
c = chw v = dv N daw
*T s ® odz dy

En forma matricial:

. 1 -v -V 0 0 0 (o,
£, -v 1 v 0 0 0 o,
-, -v -v | 0 0 0 o,
{ V= { > (1.3)
Yo E1 0 0 0 2{(l+v) 0 0 Tyy
Y. 0 0 0 0 2(1+v) 0 T,
Yy |0 0 0 0 0 21+v) ] |7,
{e} = [e]{o} . [e] = matiiz cuadrada simétrica que representa la flexibilidad

del elemento.

1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento,

En el analisis estructural es indispensable para cualquier estructura de geometria dada
conocer las relaciones entre [as fuerzas y los desplazamientos.

Sillamamos {F} al vector de fuerzasy {D} el vector desplazamientos, sus componentes
seran de acuerdo con la fig. 1.1



Fi , @ CIVH \i\ﬂz (:) Fhz
f

X2
X4
”qn ] [ Yq
I X4
M. (— 9
Fi=  '% v (D=4
{F} ., {D} Yy
1:.;1'2 x2
M, ()2,
y la relacién entre ellos sera: (F} = (K, {D} (1.4)

La matriz [K] se determina a partir de la geometria de la estructura y de las
caracteristicas mecanicas del material.

Si ia variacidon entre ellas es lineal, ia matriz [K] es una constante, y las estructuras que
cumplen esta condicidn se les llama lineales { Ley de Hooke ) es aplicable el principio de
superposicion de efectos.

2.- ENERGIA DE DEFORMACION.

Si una fuerza F,; se aplica a una estructura produce un desplazamiento D; en la direccidén
en gue se aplica la fuerza, ésta efectua su trabajo, que se manifiesta por un incremento
de la energia cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleracion o bien, en energia
potencial si modifica su posicion respecto al campo gravitacional.

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformacién en una estructura,
realizando un trabajo cada una de las fuerzas aplicadas que se permanece en la
estructura bajo la forma de energia de deformacioén o energia interna. Si el sistema es
perfectamente elastico el fendomeno eg reversible (fig.2.1b).
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v

0 Di

AD;
(a) fig. 2.1 (b)

El trabajo hecho por un incremento de carga sera: W= F; A D;

El trabajo total efectuado sera:

Dl
W= [rda (2.1)
]

Cuando se trata de un material elastico lineal, el trabajo hecho por la fuerza F; es:
I ..
W==FD
2

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la estructura y provocando
desplazamientos en la direccion de las fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o ia
energia de deformacion sera W=U=1/2 (FiD1+F2D2+ ..FnDn)=1/2XZFD; (2.2)

La ecuacidn anterior puede escribirse como;

W] = =) ., o) @3)

Enla cual {F} T es el transpuesto dei vector {F} que representa las fuerzas.

El area que se encuentra en la parte superior de la curva OA se le llama energia
complementaria de deformacion.

_La expresion de igualdad de! trabajo externo W y la energia de deformacién o energia
Interna U, puede utilizarse para calcular deflexiones.

!
=—[o,e,dV Ref. 1 2.
U 2]0 (Ref. 1) (2.4)
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Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para calar el desplazamiento D; enla
coordenada j, la ecuacidn anterior se escribe:

1xD, = {o, ) {e} av 2.11)

D, = [ {o,} {e)av (2.12)

siendo {oc } los esfuerzos virtuales correspondientes a la fuerza virtual unitariaenjy {¢
} la deformacion real debida a la carga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexién, cortante y torsion se indican a
continuacion.

Tipo de deformacion  Componente de Componente del Trabajo
la fuerza virtual desplazamiento virtual
real interno
P P
Axial p dL = ----mm- dx fp — dx (2.13)
AE AE
M M
Flexion m AP = weeeee dx jm - dx (2.14)
El El
v \
Cortante v dy = ----m- dx Jev - dx (2.15)
AG AG
T T
Torsion t dp = ~=---- dx jte-—dx  (2.16)
GJ GJ

De la tabla anterior, para evaluar ia integral de flexion m M / E| dx, para elementos de
seccion transversal constante se utiliza para los casos mas comunes de cargas, la
multiplicacién directa de diagramas de momentos fiexionantes.

Calculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales.
1) Armaduras

En armaduras, la expresion para el calculo de deflexiones es:

D =i [ SELIY (2.17)
LT ‘



m 2 .
Axial; U, = %): PL (2.5)

’ i=1 AE
Flexion: U, = 1 i\f—z- dx (2.6)
A X o '
Cortante: U, = l(,;.[ v dx (2.7)
Y 274G ‘
) | 7° .
Torsién; U, =— ——=dx (2.8)
27GJ :
L= Uy + U+ Uy +U 2-9)

2.1.- Teorema de los trabajos virtuales.

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema ficticio ( virtual ) de fuerzas
en equilibrio o un pequeno desplazamiento virtual se aplica a una estructura,
relacionandolo con fuerzas o desplazamientos reales.

El método de los desplazamientos virtuales consiste en aplicar desplazamientos ficticios
(virtuales) de cuerpo rigido en una estructura y calcular las reacciones reales, mediante

‘el método energético.

Una variante seria la de calcular desplazamientos reales a través de fuerzas virtuales,
como se indica a continuacion.

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un sistema de fuerzas reales
aplicadas y llamando ¢ la deformacién actual en cualquier punto y sus correspondientes
desplazamientos en los puntos D1, D2, . . ., Dn, se introduce un sistema de fuerzas
virtuales F1, F2, . . ., Fn en las coordenadas 1, 2, ... , n, provocando esfuerzos ¢ en

esos puntos.
El principio del trabajo virtual establece que el producto de los desplazamientos reales y

las fuerzas virtuales correspondientes es igual al producto de los desplazamijentos
internos y las fuerzas internas virtuales correspondientes, por lo tanto:

FD, = [{c} {eldv
en la cual:
g = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F

e = deformaciones reales compatibles con desplazamientos reales {D}



~ Un resultado igual se lograra si multiplicamos matrices tales que:

D = {p}rm x A Ymxm{phmx1 (2.18)
en la cual:

{p}" es la transpuesta de la matriz {p}, siendo esta titima las fuerzas en los elementos
debidas a una carga virtual unitaria actuando en fa coordenada correspondiente.

{p} son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales.

_Lbkr 0 0
Aq Eq
Lo
f = 0 _ ]
d [ ] Ao Ep
0 0 __ﬂ____
i An En |

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por deformaciéon axial de los
elementos aislados. A esta matriz se le conoce como la matriz de flexibilidades de la

estructura no ensamblada. (ref. 2)

Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos de la estructura, la cargs
virtual debera aplicarse por separado en cada una de las coordenadas deseadas y qut
corresponde ai conjunto de fuerzas delerminadas, la ecuacion tendra la forma:

[D] nxP T [P] Ia.m [fm] mxm [p] mxp

P = fuerza en un elemento debido a la carga virtual actuando en las coordenadas. Los
elementos de la matriz [p) son las fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en las

coordenadas correspondientes.

(2.20)

L

fu = la flexibilidad del elemento = -----
AE

p = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna de la matriz [p] son
las fuerzas correspondientes a un caso de carga.

m = numero de elementos.
n = numero de coordenadas en las cuales se desea conocer el desplazamiento.

p = numero de casos de carga.

El ejemplo No. 1 muestra la aplicacion del caiculo de deformaciones en armaduras por
trabajos virluales.
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2.2.2.- Célculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y marcos.

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a una carga cualesquiera en un
miembro, de tal forma que los momentos extremos internos sean M1, M2. Si se quieren
calcular los desplazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unitarios
en los extremos para.calcular los giros debidos a flexion.

(j) El = cte (2 >
/{ Mz
» L ’ | E|
/| - /
(a)
D1 [DZ \
\ AN 1r—-__h_____‘5__-_ v
o= |
(b) r
t
|
a
|

{(c)

Nota.- si se considera efectos de axial;

(11 5]
3El 6EJ

[fm] = LI
BElI 3EJ 1
0 0 —
L AE |
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Por trabajos virtuales la contribucion de desplazamientos por flexion en j sera:
M L
D = jm—cb: = ——(2MUml + M1m2 + M2ml + 2M2m2)
g El El

y expresandolo matricialmente:

AD, = {mu} [ £ M} en la cual: 2.21

ml ) M]
{nm}j = {mZ} {M}= {MZ}
[fv]= L2 en la cual: 221 A
hel=5ml 2 uat '

Los elementos de [ fy ] son ios giros izquierda y derecha debidos a momentos unitarios
en un extremo de la viga. En forma semejante a la mencionada en armaduras, [ fy ] es la
matriz de flexibilidad en flexion del elemento.

Ei desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elementos:

DJ‘ = Z {nru};.mxl[fﬁf ]melm {A/[ }2mxl 222
=]
en la cual:
m1j) ) M1
m2j M2 [rmq] O 0
{mu}}.:J T M=q - [fm]=t O [sz] 0 223
0 0 [f M] n
mnj [Mn]

A la matriz [ fu 1 que contiene las matrices de flexibilidades separadas de todos los

miembros se le ilama matriz de flexibilidades no ensamblada.

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordenadas, la carga virtual
unitaria debe aplicarse en cada una de las coordenadas separadamente para determinar
los momentos en los extremos, arreglandolos en tal forma que:

“{m}1 1 {mL 2 {m}m
[m]2mxn = | {m},; {mhy My,
{m}m1 {m}n2 {m}nn
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en la cual los elementos de cada submatriz son los momentos extremos en los
elementos. El primer subindice indica el momento y el segundo la coordenada en la cual
se aplica el momento unitario.

Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamientos se calcularan:

[ ]nrp [n’ X "]"’m rn[fn” ]2mr2m[M ]2mxp 2.24

Ejemplo No. 1. Calcular el desplazamiento horizontal en el punto C y el movimiento
relativo entre los nudos B y E de la armadura siguiente:

- 10 ton
o (&) ! (p) . barras 1, 2,3, 4y 5= AE
E 7 6 375 m barras6y 7 =1.25 AE

4] A

@
V
7]

O

/]

D

(1

S—
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10

10 -10
) - 14.58
-2.08 0
+11.67 + 1167
0.125 P
(2)
0
0
0 0 0
D,
> ‘-l . d -l -
(3) D,
0.8
r s 1 r 3
D,
-06 +1 -0.6 0
T4
w : Db 0
-0.8 /777
(4)

[P] 1 T )

[P] 200 =

-

-1

QO O O

~14.58
| -2.08 |

11.67 |
11.67

-10

-0.8]
0
~-0.6
-0.6
-0.8
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1
[-fM]Tx'J =E‘E_

o WV O O O o O
O O 0 o o o

OO O 0O 4go o
LS ]

o OO g o0 0
wh

O O L O O o O

S O O o O O W
O O O O O wmOo

-t

_ ; F o _ 1 -116.5
[D]m [P ]7.:2 [fM ] L/ ]n: AL { 17

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura.

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilidades de cada uno de los .
elementos usando la ecuacion 2.24. Los elementos de la matriz de flexibilidades puesto
que los desplazamientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza
(o momento ) unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, la
carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la ecuacion 2.24 quedara:

4 T
1= S[mv] [l [, 225

= [

en la cual [ f ] es fa matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura y el subindice s
se refiere a las cuatro causas que pueden provocar deformacion; flexion, axial, cortante
y torsioén.

Cuando solo se considera flexion la ec. 2.25, quedaria:

[f] =[mu] o [fM] — [mu] 2ren 2.26

en la cual:
m = ndmero de elementos
n = de coordenadas

El ejemplo 2. En al marco indicado se pide.

a) Calcular los desplazamientos en D, debidos a flexién.

b) Calcular |a matriz de flexibilidad.

a) El = cte.
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N C
|p B L+ 2 —m w2
/2 = =
- \ b
L P () —_ 1
1] o/ m i o @
J 3 — W
ST T 2 L -L/2
A 1
1 1
1
L ()
| | )
i I
APL HBPL @ —/ 1
A 77./’//171
6 \a |t uet 1
e e
(- M virtuales
Vo voe v
M reales
(L -L/2 -1] (—0.5‘
~-L =L/2 1 -0.5
[ L L /2 -1 A P -0.5
T H = =
] s 0 ~L/2 1 [M] 6 ~05(
0 L/2 -1 ~0.5
[0 0 | 0 J
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[f.u]sxs:

])LJ
{D}Jxl = [’” "]:;1 [fM ]6:6[‘” ]6n = W‘ -0.29
- +1.12/ L

L

oL7

2 1i0 0:0 0]
1 20 0i0 0
P E S
0o 0i1 2:0 O
R
0 0:0 0:05 1|

-0.75

b) Calculo de la matriz de flexibilidad

[F]in = [’” u ];xB [_fn? ]6.:6 [’” ”]6.\‘3

L -12 -1)[2 tio 0i 0 O
L Li2 -1[1.2{0.0;0 .0

[F]=L L/2 -1f{o 02 110 0
0 -L/2 -1l 0:1 . 2:0 9
0 -L/2 -1{{0 0i0 0: 1 005
0 o -1)jo 0i0 0:005 1
g} 15} 9L

=—']—‘ 1572 2250 -375L

o/
9L -375L 15

-L

[ i o I - |

-L/2

~-L/2
L/2

-L/2
L2

=11

1
-1

-1
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2:3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti.

Siun sistema de fuerzas F, , F,, ..., F, se aplica a una estructura en las coordenadas 1,2
n provocan desplazamientos D, F, D,F, ..., D, F. Manteniendo el sistema de fuerzag
F,,F,, ... F,, se aplica otro sistema de fuerzas Q,,Q,,.. Q,, provocara
desplazamientos D, Q, D, Q, ..., D, Q, y ademas desplazamientos D, F, D,F, ..., D F en
los puntos donde actua el sistema F,, F,, ..., F .

nt

El trabajo externo total sera:

Wr.o=lF.DF+1F.D,Q+lQ,D,Q (2.27)

2 ) 2
invirtiendo: :
WQ+F=%ZQiDiQ"‘;‘EQiDiF'*%ZFiDiF (2.28) ‘

como Wno = Wou::

%EMD;Q:%-ZQ.D,F (2.29)

Esta ecuacion es el teorema reciproco de Betli cuyo enunciado seria que el trabajo exterd
hecho por un sistema de fuerzas a través de desplazamientos debidos al sistema Q ; es igual

al trabajo externo hecho por el sistema de fuerzas Qj a través de desplazamientos
provocados por el sistema F j.

El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principic anterior a las deflexiones y haciendo

que Fj = 1 enlacoordenadaien el sistema de fuerzas Fy Q j = enlacoordenadaj:
D.Q=0DF
que se puede escriubircomo f = f | (2.30)

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibilidad como se vid en los ejemplos 1y
2 y para una estructura de “n” coordenadas, estos coeficientes se arreglaran para formar una
matriz de flexibilidades. Esta matriz deberd ser simétrica debido al teorema reciproco de

Maxwell-Betti.
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3. METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Existen basicamente dos métodos generales, para la resolucion de estructuras hiperestaticas
principalmente y que son el método de las fiexibilidades ( 6 de las fuerzas )} y el método de las
rigideces ( 6 de los desplazamientos ) que se describen en los parrafos siguientes.
Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1 Método de las flexibilidades.

En el inciso 2.2 al hablar de calculo de deflexiones, se introdujo el concepto de matriz de
flexibilidades de una estructura. A continuacion se definira el método de las flexibilidades.

En este método las incognitas son las fuerzas redundantes que se calculan superponiendo
desplazaminetos de estructuras isostaticas y planteando las ecuaciones para resolver las
incognitas con base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura.

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo:

(D} +[f] {F}={0}; (3.1)

en la cual:

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas.

F = vector de las fuerzas redundantes.

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan desplazamientos debidos a fuerzas
unitarias. '

Ejemplo No.3 Calcular las reacciones resolviendo por el Método de las flexibilidades.

Ei=cte

© @ O
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a) Estructura Primaria

R

>

I
©

R1

b) Desplazamientos debidos a las cargas.

Dip

® 9
F1= fo fol _ El El
[ ] f?'l f?2 9 4
EI EI
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Ecuacion de Compatibilidad de deformaciones:

(o3 [F1{ o'} = (o)

d) Desplazamientos debidosa R 2 = 1

i

{a | =lF1 ()

R, 13.71
= ton
R, 514

faz fs2
_A A
R2=1

La secuela de calculo sera entonces:
1) Determinar el grado de hiperesiaticidad.
2) Plantear la estructura primaria isostatica.

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las redundantes supuestas con

valores unitarios, que son los coeficientes de flexibilidad.

9) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada redundante con base en

condiciones de compatibilidad de deformaciones.

77



3.2 METODO DE LAS RIGIDECES.

En este método, las incognitas son los desplazamientos nodales y los elementos mecanicog
se calculan superponiendo una estructura a ia cual se restringen los desplazamientos nodaleg
calculando las fuerzas que provocan estas restncciones.

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamientos en los nudos, calculandg
los coeficientes de rigidez correspondientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los despiazaminetos y con esios
se determinan los elementos mecanicos por superposicion.

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma:

{F}+[K]{D}={0} (32)
en la cual:
{ F } = vector columna que depende de las cargas externas

[K] = matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas ( © momentos ) debidas 2
desplazamintos unitarios.
No depende de las cargas.

{ D } = vector que representa las incagnitas que son los desplazamientos.

La secuela de calculo sera:

1}  Encontrar el numero de desplazamientos nodales posibles.

2)  Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuerzas nodales de fijacion
correspondientes

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos unitarios
inicialmente impedidos, calculando las fuerzas correspondientes (coeficientes
de rigidez).

4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los desplazamientos.

5) Los elementos mecanicos se obtendran de superponer la estructura impedida
de desplazarse en (2) con las correspondientes liberadas una a una.

A continuacién el ejemplo 4 muestra la aplicacion de este método. ‘
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Ejemplo No. 4 Calcular reacciones por el método de las rigideces.

1) Incégnitas @, y © .

2) fuerzas nodales de fijacion.

@
L
TN
N
AT

A B C
M., = -3 M, = +3
Mg = -M, = +M_ = -M_. = ~5.33 ton
3.1)G)B=+1
2
Kaa = tE! }(BB = _.4E—I Kca = 2E-1
‘ 6 ‘ 8 8
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KABZ?—E—I
6
3.2) @, = +1
kK, = 2El g
¢ 8

\

A

4) Ecuacion de equilibrio: > M, = 0

{F}=[K]{D}
233
= EI
0

DY

wmim

s N

ol A

s BR N



= [K]" {-F} -

4. PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.

. La relacion entre la matriz de flexibilidad y ia de rigidez se establecera a través del siguiente
ejemplo ( Figura 1a).

Los desplazamientos { D } se pueden expresar en términos de desplazamientos de cada una
de las fuerzas actuando y superponiendo; Figura (1.b).

D, =f,F, +f_,F,+..+f_ Fn

in

D,=f, F,+f_ F,+. +f_ Fn

2

D f,F, +f, F,+. .. +f_Fn

n n1 o

[f]oe {F} o ={D} .. (41)

resolviendo 4.1 :

(F} i =[] me {D}1 (42)

La ecuacién 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas formando los elementos de la
matriz de rigidez de la misma estructura.
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Dy

n
—

Fi1 = Ky Fa1 = Kz an = Kjs ‘

N ] (¢)

Fa1 = Kz Fas = Kaq

Fiz = Kqz l F32=Kaz Fiz = ka l
PN l
\l\T'/ (d)
Faz = Ka2 .
Fii = Kj Frj = Knj
! | .
(e)
qu = K4} Dj = 1

FIiG. 6.1



Si la estructura es deformada por fuerzas F 41, F21, ..., Fpq, a través de coordenadas ‘
tales que el desplazamiento D4 =1, mientras que D2 =D3=..Dph =0
(Figura 1¢ )

(F, ] 1
F. 0
0

. F 0y

nl J .

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la estructura deformada tal que
D2 = 1, mientrasque D4 = D3 = ..Dp = 0 (Figuraid)

. o
Fol| 1
SISO RN
anZ \OJ

En el caso general, si Dj = 1, mientras todos los otros desplazamientos son cero, las

ecuaciones seran:

F, F, F. 1 0 0

F, F F 0 1 0
12 z n - [f] -1

Fo Fo © Fn 0 0 : 1

siendo las fuerzas F i; de la izquierda en esta ecuacién los elementos de la matriz de
ij A ,

figideces, por lo tanto:
[K]=[f]" o

(K] " =[f] (4.3)
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La matnz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades y vQ’ceversa. teniendo el mism,
sistema de coordenadas para fuerzas y desplazamientos.

Sin embargo en el analisis por flexibilidad se transforma la estructura en isostatica y el sistemy
de coordenadas representan la localizacién y direccion de las restricciones y en cambio g
rigideces, se agregan fuerzas para restringir desplazamientos de nudos, siendo su sistema da
coordenadas la localizacion y direccion de los desplazamientos incdgnitas; por lo tanto i3
inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en |3
cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el analisis dg
meétodo de ngidez y visceversa.

Propiedades de Simetria.

Como se demostrd en el tecrema reciproco de Maxwell-Betti y con relacién a la matriz de
flexibiliidades, hace que esta matriz sea simétrica. Como la ecuacién 4.3 indica que la matriz
de rigideces es la inversa de la matriz de flexibilidades, sera también simétrica, es decir que
los coeficientes de Ia matriz de rigideces seran entonces:

K, =K, (44)

Otra propiedad importante es que /os coeficientes de fa diagonal prncipal f jj 6 K jj deben
ser positivos ya que para el célculo de f jj el desplazamiento ocurrird en la coordenada V"

debida a una fuerza unitaria en “i", teniendo ambos la misma direccién y en forma semejante
para K jj. la fuerza necesaria en la coordenada “i” que provoca un desplazamiento unitario

en ", tendran la misma direccion.

Si en la ecuacion ( 2.3 ) se sustituyen los desplazamientos expresados en la ecuacion 4.1, se
tiene:

1 :
[W],,1=-2-{F}m[f]m{F} (4.5)
y por otro lado, substituyendo la ecuacion (3.2) denuevoenla (4.1)

[W]..= S{P} [K]{D} [f] [K]  (48)

De las ecuacicnes ( 4.5} y (4.6 ), los miembros de la derecha tienen forma cuadratica de las
variables F 6 D y ésta es positivamente definida si tiene valores positivos para cualquier valor
no nulo de la variable y sera cero si F 6 D son cero.

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el trabajo externo de fuerzas a través de
desplazamientos y esta cantidad debe ser positiva en una estructura estable, deduciendo que

en esa forma cuadratica, las matrices [ f ] y [ K | son matrices positivamente definidas, siendo
los determinantes de [ f] y [ K ] mayores que cero.
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Seleccion del metodo de las flexibilidades 6 de las rigideces.

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es necesario haberse familiarizado
con ellos,para poder decidir en cada caso cual seria de aplicacion mas sencilla.

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios:

1. El nimero de incognitas es en general mayor en el método de las rigideces que en
flexibilidades, pero la formulacion de las ecuaciones es mas sencilla y de mas facil
aplicacion para programas de computadora, debido principalmente a la dificultad de
programar la estructura primaria.

2. Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sistemas relativamente pequenos, la
seleccién dependera de comparar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el
numero de grados de libertad en rigideces.

5 _METODO DE LAS FLEXIBILIDADES.

En el inciso 3 se describié este método. A continuacion se analizan en detalle la aplicacién de
matrices para su resolucion.

1)

5.1 Matriz de transformacion de fuerzas.

En una estructura estaticamente determinada cada una de las fuerzas internas de sus
elementos puede expresarse en funcion de las fuerzas externas nodales, por medio de la
ecuacion de equilibrio:

F

n n

p,=b, F, +b, F,+..+D

b, F,+b, F,+..+b F

n n

P,

Pp,=b, F,+b_ F,+..+b_F

n

en la cual “p" son las fuerzas internas y “F” el conjunto del sistema de cargas aplicadas a la
estructura.

No existe relacion entre los subindices de Fy p,

En forma matricial:
{p}=[b]{F} (5.1)

enla cual
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[ bn bu n ] 5

b21 bD b2’l ’:‘i‘

b = (5.2) )
| b, b, b | '

[ b] es la matriz de transformacién de fuerzas que relaciona las fuerzas internas con [a

externas.

La matriz [b] es una matriz rectangular y el elemento b j i representa el valor de [a

componente de p j de la fuerza interna, producida por la fuerza externa Fj de valor unitario,

Cuando la estructura es hiperestatica, las fuerzas internas no pueden determinarse en funcién
de |las cargas externas aplicando solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendg
la estructura isostatica, que llamaremos primaria, suprimiendo las redundantes, como se hace
en el método de las flexibilidades, se considera la estructura primaria sujeta primeramente a
las cargas reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta forma, se pueden
expresar las fuerzas internas de los elementos en funcién de las cargas externas F y de las
redundantes o hiperestaticas R, como sigue:

(p}=[b.]F+[b.]R  (53)

¢ utilizando la propiedad de subdivision de matrices:

F

{p}=[b.[b.]{--- (5.4)
R

En la cual;

[ b, ] = Matriz de transformacion de fuerzas externas en la que cada columna representa los

valores de “p” producidos por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la
estructura primaria con redundantes nuias.

[b.] = Matriz de ftransformacién de fuerzas-redundantes en la que cada columna

representa los valores de “p” producidos por redundantes unitarias aplicadas a [a
estructura primaria con fuerzas externas nulas.
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5.2 Solucion Matricial generalizada por el método de las flexibilidades.

Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de fuerza axial

MA MB

4
*

v

(a) (b)

1 2L* 3L
[t = "éa[ 3L 6 ]

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden expresar :
M A
pr={ 1

{0}

1}
——
0O O
@ >
——

Quedando cada componente de! vector desplazamiento con la misma componente del vector
Carga.

La matriz de flexibilidades de la barra sera como se indicd anteriormente:
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)= e | %)

y la relacion con las deformaciones es :

{a}=[f]{r} . 65

T B T Ty

Los vectores de fuerzas intemas y deformaciones quedaran como sigue:

P, D,
(py=1" (p}=1 o
P. D,

Los subindices se refieren a la designacién de cada elemento en que se ha descompuesto la
estructura.

En la ecuacién ( 5.4 ) se puede ver por el principio de contragradiencia, tal y como se verd
para el calculo de los desplazamientos; que:

- J ------- {p} (5.6)

Siendo D, los desplazamientos debidos a { F} y D, los desplazamientos debidos a las
redundantes { R }, obteniéndose:

[e.1" {P} 7
[b.] {p} (5.8)

Para calcular las redundantes, se substituye el valor { P } de la ecuacion de equilibrio (5.3)
en [a ecuacion que relaciona deformaciones y fuerzas, expresada en la ecuacion (5.5):

{P}=[m]_{p}=[f..1[b,]{r:}+[ful[b.]{R} (5.9)

Por dltimo, si substituimos el valor de las deformaciones obtenidas en ( 5.9 ), en la ecuacién de
continuidad { 5.8 ), se tendra:

{o,}=[e.1" {P}

{P.}

{ D}
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=[bo ] [fu] b JUF}+ b ] [fu][Pa]{R}  (510)

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las discontinuidades impuestas para
obtener la estructura primaria isostatica no existen realmente, los valores de { D. } deben

ser nulos:
(b, ]  [fu]lb.]{F}+[b.] [fu][b.]{R}=0  (511)
Ecuacion que permite calcular los valo'res de las redundantes.

El producto de las tres primeras matrices del primer miembro de la ecuacién ( 5.11 ) y que
estan premuitiplicando al vector F, representan la aplicacioén del principio de trabajos virtuales
tal y como se expuso anteriormente en la ecuacion ( 2.18 ). Este primer término da como
resultado un vector de nR x 1 y representa los desplazamientos debidos a las fuerzas

aplicadas a la estructura.

En forma semejante, 1as tres primeras matrices del segundo término ( 5.11 ) y que estan
premultiplicando a las redundantes, representan la matriz de flexibilidades ensamblada de la
estructura, tal y como se expresd en la ecuacion ( 2.25 ). Esta matriz sera siempre cuadrada,
simétrica, no singular y de orden nR x nR.

Este segundo término del primer miembro de la ecuacion ( 5.11 ) representa fisicamente los
desplazamientos debidos a las redundantes.

La forma mas general de Ia ecuacion ((5.11 ) se escribe de la manera siguiente:
(o]  [fu]lb-]{F}+[b.]"[fu][b.]{R}={D, }(512)

El vector D 5 indica los desplazamientos reales que ocurren en las coordenadas
seleccionadas en la estructura primaria, siendo iguales a cero generalmente en la practica ¢
iguales a los desplazamientos reales impuestos D g, como serian asentamientos de apoyos,

giros, efectos de temperatura, resortes elasticos, etc.
De la ecuacion (5.11):
R=-[f]"[b ]  [fu][b.]{F}  (518)

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de superposicion se obtienen los
elementos mecanicos:

{p} =[b,]{F}+[b,J{R}  (53)
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Las ecuaciones anteriores son validas para cualquier tipo de estructuras: armaduras, Vlga;‘
marcos, etc., tomando las flexibilidades correspondientes de axial, flexion, etc.

I.I.J‘ﬁu

an

T et

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecuacion equilibrio:
P} = b F} = fpo) |

siendo {po} el vector de fuerzas internas en ias barras debidas a fuerzas externas {F} apilcada
en la estructura primaria, quedando la ecuacion 5.11

[br]" [fw} {po} + [brl"[iMi{br}{R} = O (5.20)
ecuaciones en las cuales no sera necesario calcular [bg]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacion 5.3 puede escribirse:

a
p}':[bFMbR] {E} (5.4)
De beT
{DR } : [bRT]{ °l o B

Enlacual:  {Dg}

desplazamientos debidos a {F}

{Dr} desplazamientos debidos a las redundantes

Por el principio de contragradiencia:

D} = [be)" {p} (5.22)

{Dr} = [brl"{p} (5.23)

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos de la estructura no estan
realmente “cortados”, ios valores de Dg deben ser nulos.

Por otro lado como:

{p} = [ful {p} (5.24)

que es la ley de Hooke al revés, sustituyendo en 5.22

D} = [bei"{p} = [bel" [fml{p} (5.25)
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Esta ecuacion permite calcular los desplazamientos aplicando una fuerza unitaria en la
estructura primaria isostatica.

521 (Caso de fuerzas aplicadas en los elementos

La solucidn matricial generalizada requiere que las fuerzas estén aplicadas en los nudos, io
cual supone gue en el caso de vigas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia
linealmente y que los desplazamientos entre nudos son nulos.

Sin embargo como en la practica las cargas se aplican en cualquier punto, habra que
transladarlas a los nudos previamente seleccionados, calculando ademas los desplazamientos
locales debidos a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado.

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones de frontera, establecidas

para cada barra, cuando se subdivide la estructura en elementos. La expresion para obtener
los desplazamientos segun el sistema de redundantes basada en el teorema de trabajos

vituales, sera:
{D1} = [bel" {D}
en la cual {D} es el vector de desplazamientos impuesto a cada elemento debido a las cargas
aplicadas sobre €l.
53 RESUMEN DE APLICACION DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
5.31 Estructuras isostaticas.
a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicacién de la ecuacién de equilibrio:
{p} = [be) {F}
b) Los desplazamientos nodales se calcularan:
{D} = [bel [ful [oelF} = [f){F}
(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos deberan transladarse
las cargas a los nudos).
El ejemplo No. 5 muestra la aplicacién del método a una armadura isostatica.

5.32.- Estructuras hiperestaticas.

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto especificar cuales son las
redundantes
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b)  Calcular vectores de fuerzas y la matriz de transformacion de redundante,
{br] y la asociada a las cargas [bel.

c) Calcular la matriz de flexibilidad no ensamblada en los elementos [fu]

d) Calcular el producto [bR}T [fm] [Pe] que es la matriz de flexib. asociada a la;;
cargas.

e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura
[frel = [l [fw)lbr]

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones:
Da = [Del{F} + [DrrlR = Dx 6 O

g) Sise desea calcular los desplazamientos.

Da = [bel' [ful {P}

\

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion de |la secuela mencionada.

54 Variante propuesta para el cdlculo de la matriz de flexibilidades en el caso de flexin
(ref. 3)

En el caso en vigas y marcos, la matriz de flexibilidades de cada elemento esta formada por
cuatro términos, como se vid en la ecuacion 2.21A

-5 |5 5

Para lograr que la matriz de flexibilidades sea diagonal, como sucede en el caso de las
armaduras, debido a la forma de multiplicacion del producto:

j’m—M-dx
El

si en una estructura de n elementos, se llama {p} a las fuerzas internas, y definimos tres
ordenadas por elemento, en tal forma:
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Ma

que pi = {Mb}, sean los momentos flexionantes de acuerdo con la Fig. 3.1
Mc '
Ma Mb Mc ma mt mc
2
v L2 v L v v L/2 v L/2 v
| 71 71 rd| 7 . 7

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = Ax* + Bx + C, laintegral serd una
funcion lineal de las ordenadas Ya, Yb y Yc.

En el caso de carga uniformemente repartida la variacibn de M sera parabdlica y como la
variacion de m siempre es lineal, la integracion del producto m M seré:

L 1 0O O
f,] = —J]0 4 0 2.21B
[M]. 6E | ) ( )

que es semejante a la férmula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz sera de la misma forma si se
integra el producto M lineal multiplicado por m.

Se puede también diagonalizar la matriz de fiexibilidad para el casc de variacion de M en
tercer o cuarto grado, integrando la ecuacion de una conica de 3° ¢ 4° grado, debido a la

variacion lineal de m.

Por tratarse de matrices diagonales, la ecuacion 3.10 se puede almacenar en un vector de la

forma:
1

L o
{fn}, = SET 4 (2.21C)

La ecuacion 2.21C, presenta ventajas importantes con relacion a la matriz de flexibilidades en
flexion de la forma (2.21A):

a) La matriz es diagonal, por lo tanto de mas facil manejo operativo, a pesar de tener un
renglon mas.

93



b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando la matriz diagonat, ng a;
necesario pasar las cargas a los nudos y luego transponerlas como se indicd en la
pag. 35, simplificandose en forma considerable el trabajo. 4

El ejemplo No. 12 muestra la forma de aplicar la secuela de calculo asi como la
variante mencionada, para resolver un marco rigido mediante el método de Ia;

flexibilidades.

EJEMPLO No. 5

Calcular las fuerzas en las barras resolviendo por flexibilidades y los desplazamientos
correspondientes en la direccién de Fy y F,.

Fi
v F2 ’
2] — 7
5
3) L
4
L 7l
Vi Ve
g 7l
L
AE = constante
1.- La armadura es isostatica
2.- La ecuacion de equilibrio es {p} = [be){F}
Calculo de b :
Fi=1 Fz =1 Caélculo de {F}
+1 0 ]
0 O0-
_F1
{belse= | O -1 : {F} = c
0 J2 2
L 0 0 -
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M [-1 0] [ -F,
2 0O O 0
E:1
@ = {3f=|o - {F}—<—F2
a |0 V2 2} |J2F,
5, L0 0O 0
3.- Calculo de desplazamientos
L
© = [be] [fm] [or ]}
[f]
1 1 -1
10 0 0 O 1 0
Hz[_o 0 -1 42 o} ! 0
- 1 0
i 1 L0

Ejemplo No. 6

Resolver 1a armadura por flexibilidades.

am

i ] s
10 ton
-t 4m ole 4m

[fm]5x5

oNLloe

A E = cte.

g5



Solucién:

W i gteme

i
ERTEIPR N

1.- La estructura es hiperestatica en 2° grado y la estructura primaria seleccionada sers Ia

siguiente;
-5 -5
-
7 +7.01

+7.01 E

™ 0 11
(6] N
0 0

L

5

El vector de fuerzas internas

Po = [br] {F}

. Po J
4 K = O b
Il 1ecror{1 1x1}
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Obtencién de [b g ]

9X2

12 columna de [bR]

'0.707 — 0
(’3 + » {' hY
: / > -
-0.707
7
-0.707 8 9 p,
1 11
L 2 / L 4 \ . O
/ 01 175 5 \
k :) -+ 4 \’-) Iy
/ '0.707 0 .77/—/7_
N 7
2° columna de [b ; ]
0 a -0.707 _
- + > {1} f;)
' 2 N
0 0] -.\ 1
' 10 11
+1
[ 8 / -0.707
0 A
6 ql Ve 5 g
( ™ < g k,__) \—L)

-0.707
-0.707
-0.707

-0.707
+1
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[bn] =

[-0.707 0
-0.707 0
0 ~0.707
0 -0.707
0 -0.707
-0.707 0
+1 0
-0.707 -0.707
0 +1
a1 o
0 +1 ]

Calculo de [f]

[ 4

[£1=] 4
1ix14 : 565

Calculando el producto [ br]" [ ][ po )

5.65
5.65

5.65

5.65
5.65

5.65
565

565

98



41 [ -5 71 [-20]
4 -5 | [-20
4 -5 ~20
4 -5 | {-20
49,10 0
[£] [p,] =! 4 o I=l o0
AE
5651 |+7.07] [+40
4 0 0
565 |+7.07} |+40
5.65 0 0
[5.65] o | Lo]
. [-0707 -0707 O 0 0 -0707 4l
b [l 5 0 o707 0707 0707 o
68.28| 1
[relleo} =168 28 * A8
—

DxF

Ahora calculando el producto [b,] r[f,,;][bn]

=0.707 0 +!
-0.707 +1
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[4T-0707 o0 71 [-283 o 1
4 {-0.707 0 -2.83 0
4 0 -0.707 0 -2.83
4 0 —0.707 0 -2.83
1 4] 0 -0707 0 -283
[fM]m“[bR]m_: 4 1-0707 0 = -283 0
5.65 +1 0 +5.65 0
4 |-0.707 70.707 1 -2.83 -2.83
5.65 O | 0 5.65
565 +1 0 5.65 0
[565] 0O +1 ]| o 5.65 |
’_—2.83 0 |
283 ¢
0 -283
0 -283
T T o0 283
[f]—[h ][‘ ][b ]_ 0707 -0707 0 0 0 0707 +1 0707 0 +1 o0 ag1 o
LR ML RIS o 0 -0707 0707 0707 o 0 -0.707 +1 o +1_j ‘
+5.65 0
-283 -283
0 565
565 0
[ 0 ses]

ff] 19.32 211
| 2 1932{AF
La ecuacién de compatibilidad de deformacion sera:

{DxF} +{f}{R} = {0}

68.28 1 19.32 2 R, R 32
X—+ = {0}, =
16828 Al 2 1932 || R, R, 32
Las fuerzas de las barras seran:

{p} = {p,} +[PR]{R} = {0}
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(5] [—0707 0 | (-2.73]
-5t l-0707 © -2.73
-5 0 -0.707 —2.73
-5 0  -0.707 -2.73

] o 0 -0.707 (32 42.73

{0 p4l-0707 0 ' }=ﬁ+2.73>
7.07 +1 0 32 +3.81
0 -0.707 -0.707 +4.52
7.07 0 +1 +3.81
0 +1 0 -32

Lo [ o +1 ] | -3.2

-2.73

+ = tension
- = compresion

Fuerzas finales en las barras [ ton ]
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Ejemplo No. 7.- Resolver la armadura por flexibilidades y calcular P, [Dx Day ]

20 ton

&

10 ton @
“
R /
> /
A 30 2 - // \\
= cm ~
E=2.1X10° kg/em’ // \
//
/
— ;
Py 1 =
PP 15t0n
3m 3m
/| /le
Solucion: 1) CALCULO DE FUERZAS

3m

La estructura es hiperestatica en tercer grado y se relacionara en tercer grado y se

seleccionara la siguiente estructura primaria.

20

«—— 45

., 35
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-

[0
-15
-45
Calculo de p, =1 +495;
0
0
N\ 0 .J
Obtencion de { br J:
1) 1a. columna de [bg}
-0.71 Ri=1
— 3 > Z -0.71
. 5 / . 0.71
Ry=1 -0.71
{ | +1
-0.71 2 +1
7 0
R=1 4 0
. 6 /f
-0.71
22 columnade [ br1] ; Rz=1
0
\\\ 0
., O
Iy ~ 0
\\ 0
0 - 0
: 1
0 0
.". W
0———> < > — UE
= 1 b

103



3% columna de [ bg ;

Calculode { ] :

3 ]
. 0
| 3
[fM]’—"'A*E 4.24
4.24
0 3
| 4.24
(13_01 213 —7.24]
(1= (o] [Afbe] == 213 6 o
T J
~724 0 14.44
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Calculando ahora :

1 342.18
- _ 1
[bR] [f]{po}_ AE 0
+400

La ecuacion de compatibilidad de deformaciones sera :

{Duj+[fl{R}={0}

1 ja42,1sl 1 [1301 213 -7.24] 1«11
-y 0 +_E[_2'13 6 0 pRr=1{0}

_724 0 1444 [RJ

Jk,l J—16.941
AR, 0= 585 ¢ ton.

[R,J [ +19.43)

Los valores de las fuerzas en las barras sera :

{o“ [+565] [ +5.65]

-15 1170 -3.30
—45 39.09 -5.91
{p} ={+49.57 +1-3592¢ =1 +13.58¢
0 -16.49; [-16.49
0 -5.85 -5.85
0 | [1943) (+1943]
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> \
| -16.49
+19.43 1.7
4 3.3
y +13.58
rd A
7.94
o —e - - + /E —_— 5
B 5.85 1 +5.65 NE 15.2
!."-.'—."—1"
13.79 15 9.64

2) CALCULO DE DESPLAZAMIENTOS

Como se obtuvo directamente { p, } del equrhbno de la armadura bajo las cargas, se tendra
que calcular [ bg]

Fx1=1 Fyi=1
-1 0
0 -1
0 ~1
0 +1.4t
0 0
0 0
0 0

Fx2=1 FY2=1_
0 0
0 0
-1 -1
+1.41 +1.4]
0 0
0 0
0 0 |




Como {D} = [bF]T[f]{p}

[+16.95)
~9.90
_ -17.73
D,={-1 0 ¢ 0 0 0 O§+57.57¢

-69.91
-17.55
| +82.38)

1 16.

el

5

= 0.00027m

-17.73] 1 98.90
. D,y={0 0 -1 +141 0 0 0 X5

45757 AE = aE OO0
Ejemplo N° - 8
Resolver la viga siguiente por el método de la flexibilidad:
3 ton/m "~ 3ton/m
NNV E|=cte.
A em A A em A

Solucion.-

Ei grado de hiperestaticidad es dos y se seleccionara la siguiente estructura primaria:
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> rN [N/

Mag Mas Mac Mcse Mep Moc

Los vectores de fuerzas correspondientes y desplazamientos sera :

(M IfD m
Mpy Ppa

F:ﬁi?_{" ' D= ID)B‘CL
@ CB
M Dep

\A 4]1.') ~DDC J

Como el sistema de fuerzas no esta aplicado en los nudos, habra que trasladario a los apoyos

y calcular los giros en los extremos de las barras.

- M
7= f m dx

1S

10



A 6m- g 6 m AGm A )

El vector de carga sera :

3 ton/m 3 ton/m

CYTYTYTYTYTY
A JAY A A

O AB © BA ®@CD ©AC

OAB= OBC=0CD=0DC=1/3LK=27/El

El vector desplazamiento sera :

(A=) -

27
27
(D, =1 g rEl—
27
27

4

Calculo de matrices de transformacion de fuerzas.

Trazando los diagramas de momentos debidos a fuerzas unitarias y redundantes unitarias:
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Q 0. Q
FAN L L L

Para las condiciones F2 = 1, F3 = 1 y F, = 1 tampoco producen momentos flexionales, por lo
tanto la matriz [br} sera:

(b} =0
Céalculo de [bg)

Ry=1 R2=1

A N\ B/ C D A

A O T K A B S S
) 0977057‘”57”57

1

- S

La matriz de transformacion de redundantes sera:

BB g o
My 0 0 |7 o
I
[[;R]sz,,c -1 Ozlo -1
My O <1 |~
Mo O =1 1o o]

M, O 0

Calcuio de [fu]

LLa matriz de flexibilidades no ensamblada sera:
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g

. 12 6 0 0 0 O
6 12 0 0 0 O

0 0
[f]__[fg’?][] 0#1 0 0 12 6 0 O
Ml o f(‘;c [f]_GEIO 0 6 12 0 0
b 0O 0 0 0 12 6
|0 0 0 0 6 12]

Ei producto {br]" [fu] [br] =0

Calculo del producto [bgr] T [fu] (br], que es la matriz de flexibilidades ensamblada

[f] = [bn]%[fwf][bff] - éﬁ ﬂ

Los desplazamientos debidos a las cargas en las barras, referidas al sistema general seran:

[0 -1 -1 0 0 O]
{Di}:[bf*]w}:[o 0 0 -1 -1 0]

JEE N N s T s TR S |
T
I
=~ | N
=N
f_"_‘\
L.
N —

LS

Por lo cual los desplazamientos totales debidos a ias cargas seran:

27 |-1 271-1
{DxF}y=[f)tF)+[D] =0+ E]{q} = E{—1}

y la ecuacién de compatibilidad de deformaciones sera:

{Dx<F} +[ f]{R) = {0]

27 | -1 -
-1—37{—1} J{? ;1 ]]2} =0 de donde: {ﬁ;} = {22} ton-m
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10.8 10.8

----- = ) [

Diagrama de momentos flexionantes ( ton-m )

Ejemplo No 9.- Resolver la misma viga del ejemplo anterior por flexibilidades, utilizando otra
estructura primaria.

3ton/m El=cte. 3ton/m

NN TR

A 6m B C 6m D

Solucién:

1) Grado de hiperestaticidad = 2 y se selecciona la siguiente estructura primaria

A! [ P l_H_'_I

A B Cc D

Ai i L FH_I
J

R

MAB ( DAB
Maa Dega
L . L
Mcs Des
Mcp Deo
Mpe ) . DDCJ
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Como el sistema de fuerzas externas no esta aplicado en los nudos, habra que trasladario a
los apoyos y calcular los giros en los extremos de la barra.

lgual que en el ejemplo anterior

S MY
A L

El vector de carga sera:

(9]
ARy 2
Ir= Y Oy =0, =00, =05 ==

(57
27

( Valores ya calculados ) D =« ‘

27
L27J

Calculo de las matrices de transformacion de fuerzas.

JF1=1 F2=l1 F3=F F4=1l

S M=0 O “a B ¢c B““A Bc A M0 D

000 0 0 (2 1 ]

0 4 2 0 2

0 4 2 0 2.1
[bF]= 0 2 4 0 [f,u]= 1 2

0 2 4 0 2 1

0 0 0 0] | 2

Caleulo del [ bgr ]
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/S " O
R.=1
\“-—-..
— 1 4
Ri=1 R.=l
0 o
4 -2
-4 2
bal=] , 4
2 -4
L0 0]
| T 0 9 84 0
Caleulo de [£]=[b] [f] [bf] [fF]='EIT[o 84 96 0}

.. l.os desplazamientos debidos a las cargas seran : los nodales + debidos cargas repartidas.

(7]
-9 . 27

Al T _ 1o 96 84 0}-9| [0 -4 -4 -2 -2 0]/ 0]

[7 107+ [T {20 1.&'1[0 84 96 0]]-9( o -2 -2 -4 -4 of]o
-9 27

27
1 f-1620 L1 [-1e2] 1 [-1782
E}{—lszo £ -162f  £1|-1782

\ ’
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[f] = [bR]T[fM][bR] = 217[23 gg}

La ecuacion de compatibilidad de deformaciones sera :

{D..}+{D.}=10)
" q {~1782} 1[96 84]{1(1}
Zr \-1782] * T84 96 g, [~ {9

{1(1} {9.90
R,] = lo.90f ™

Ejemplo N° 10.- Resolver la viga de los dos ejemplos anteriores, sabiendo que en C hay un
apoyo elastico.

3ton 3ton/m
A 6m B 6m C 6m D

K resort El
e= —
2D

Solucion:

1) Los célculos seran idénticos a los del ejemplo, salvo las ecuaciones de compatibilidad de
deformaciones que seran:

AB
{D.\'F‘}+ {D.m}: {AC}
_1_{—1782} 1[96 84}]161}_ Iy
£ \-1782) T 184 9sllr,) " T

{m 13.98
R,J = | 524 "
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Ejemplo No. 11

Resolver por flexibilidades considerando efectos de flexion y calcular los desplazamientos de
los nudos.

1.0 ton. '
B . 3m ‘l' C El = 6600 ton-m?
-
3m ®p =+ 0.002 rad.
OD 5m
5 ton
IR ——
/ 7 7 7 7 7 7 rFY
45 2.5m
e W
A
L 6m |
N |
Solucion.
La

estructura es hiperestatica en tercer grado y se seleccionara la siguiente estructura
primaria:

-
\ .
//4»7 D | N
L

Ry Sistema de redundantes
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i

( Men

BA

(¢ fﬁ[

oc

K O
Mag

Los vectores de fuerzas inlernas y desplazamientos seran:

’Mr.m1 PI)AB‘

[Wm 'Dm

A D .
{]’}:J ey {D}Z« By

My D,

My, Dy

M) Dy )

Como el sistema de fuerzas externas no esta aplicado en los nudos, habréa que trasladarlos a
los apoyos; para hacerlo se aplicaran las ecuaC|ones de estatica.

Js 110 J 15 ek o -
|

3 B R
iy P1=3 3
—N
5
A7
- —

El vector de carga sera:
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Ademas del sistema externo de cargas por estar aplicado en las barras impone deformacigne
que se calculan con la expresion de trabajo virtuales.

H..‘l".'lo';c‘-'_‘.Z:i-‘-:i.‘\jw«\ ediaaE .

M
Q= Jm—ii dx

Diga Haciendo uso de las tablas para multiplicar diagramas .
3 15.75
> Diag = --me- '
5 ton, El
4.5 18
) Diag = =--mermee
Dirs El
10
22.5
B C Digc = Dycp = --—------
S~ o E|
DIBC D1CB
1575]
18
J 225 | 1
L= R
2254 I
0
0 )

Para poder calcular las matrices de transformacion de fuerzas, se calcularan los diagramas
debidos a fuerzas externas unitarias y los de redundancia unitarias.
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_F3=1

il

F2=1

—=0Q

29

F|=1

1.0
—

1757

R3=1

R1=1

R3=1

Q
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M,
M.,
M,
M
M.,

M,,.

(¥

[

= b {1}

hn © O C
o O O

[
O 0 OoO o oo

o O O



La matriz de transformacion de redundantes:

R4 R, Rs
M, 1 0 0 [ 1 0 O]
Mg, 0 1 0 0 1 0
My, 0 ; 1 0 [b]— 0 1 0
My -2/3 2/3 1 R171_2/3 2/3 1
M, -2/3 2/3 | -2/3 2/3 1
M 0 0 L . O o 1l
Calculo de [fu]
La matriz no ensamblada de la estructura sera:
15 75 0 0 0 O]
r 1 75 15 0 0 0 O
|[f’“’] [ | 110 O 12 6 0 O
[£u] =] uc] J‘em O 0 6 12 0 O©
[/eo) O 0 0 0 10 5] .
0 0 0 0 5 10]

Calculo del producto [b,J'[.] [bo] ={f]

7333 0 0]
(o] [f] [b.]=|-10333 0 0|
135 0 O

Calculo del productof bg 1"l tm 1l br |, que es la matriz de flexibilidad ensamblada. -

2478 -62.78 -18 ]
1f]=(-62.78 44.78 24 xﬁ
-18 24 42
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A los desplazamientos producidos por el sistema de carga en los nudos, debera sumarse g| &
las cargas aplicadas en las barras y que referido al sistema general, mediante la ecuacion;

0.75

{0} =[b,}{o} = {5550} =

22.50

Por lo tanto los desplazamientos totales debidos al sistema de carga externa sera:

P} =[L}1{F}+{D.}

] 7333 0 O]
= 10333 0 O
-135 0 o0

36.67 0.75

-1 -51.67 +—1— 55.50; =

El -67.50 &l 22.50

Las ecuaciones de compatibilidad de deformacion seran:

{Oxp}+ {THR}= {0}
37.42 2478

10 39704 11 628

El -45.00 SEI -18
R, -7.60
R,}=4-3.21
R, +3.20

3 0.75
54— {5550
5 22.50
37.42
—1 3.91
Bl 45.00

-6.28
4478
+24

-187(R,
+24{R,
42

12

I

at gy hyaby bR e Dty



5
R
| .~ 2.42
=177 11
u 3.20
7~ 2.58 T
7.60
I 5.95
4.05
3 21 /(+)\ 8.87
| (-)
(-) ¢
s
3.20
(x
Sl \—N7

. 7.60
Diagrama de momentos finales las fuerzas internas se obtienen calculando por superpasicion

los efectos debidos a cargas externas y por redundantes:

{P}=[o:{F3] + [o.JR)



Ejemplo No.12

Analizar el marco siguiente utilizando e método de las flexibilidades.
1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades.

2) Diagonalizandola ( variante propuesta ).

I 2 O I I Y

-1 | 4 2ton/m
__1m B C
2EI
—_—
10 ton
El El
3m
VN
A
A/l |

ALTERNATIVA 1

La estructura es hiperestatica en segundo grado y se eiligira la siguiente estructura primaria,
isotatica.

\
0] \ y
/f—-‘
k) Ma /;>7

2

Estructura isostatica y sistema de redundantes.

B

Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los nudos, habra que calcular las
deformaciones angulares en los extremos y se trasladaran las cargas a los nudos.



(-) BA
25

- 2EI

7.5/ El (-} AB M
' (-) BC .) CB

Por el método de trabajos virtuales:

' ; [ 6.25 ]
ggﬁ 8.75
=<®BC>=_1~<41.66>

LI [41.66
OCB 0
{OCD o

Los signos positivos indujcan que el sentido supuesto a los momentos virtuales aplicados
fueron del mismo sentido que los desplazamientos.

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se presenta en la figura, provocando
efectos de flexion solo la fuerza de 7.5 ton.

| 10 } 10 i

e e P —
14

1

5 A, w5 Ay v

Sistemas de cargas equivalentes y diagramas de momentos

La matriz de transformacion de fuerzas sera:
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[F1=0 F2=1  F3=1]

0 0 0

0 0 0 75
[bF] = 0 0 0 [ F=4-5

-4 0 0 -5
-4 0 0
| O 0 0 |

r O 3

0

]
belF Y= ,
[ F]{ } -30

-30

. O o

Calculando ahora ta matriz de redundantes bg
/ 1
{ - 1
MA =1 i
e RA =1 RB = 1
Vvl A [ _1 07
-1
-1
[br]=

1
-1

QO a2 40 0O

126



N
-

i

La matriz de flexibilidad no ensamblada de la estructura sera:

=1

f
M 6EI

7

La matriz de flexibilidades ensambladas sera:

1) = low ] Tllon] = 5|

26
-19

-19
46

|

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas intermedias, al sistema general

de coordenadas mediante 1a ecuacion:

o 1|

-1 0 0
o-1 -1

1
-1

1
-1

o

—_

El

(6.25]
8.75

41.66
0

41.66}

L J

35.41
-92.07

Finalmente, calculando el primer término de la ecuacion de compatibilidad de deformaciones
(3.8} y sumandole los desplazamientos debidos a las cargas intermedias se tendra:
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O IRy BT et

El segundo miembro de la ecuacion ( 3.8 ) sera:

ESIERTTN ol S o

Por lo tanto;

n

1 [ -54.59 L 1[26 -19]MA (o} MA =3.166 ton-m
ElIl +2291| 6EH-19 46 |MB |~ "IMB = 14.9ton-m

3166 _—T | | [~

<

= —A&

5.43

35.41
92.09

18.28
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ALTERNATIVA 2

] ¥ Yy ¥ L 1 ¥

B c __

- —_— 2El
10 ton
3m C, 4m
El ) El
A D
T 7777 77
10m

4
Y

Seleccionando la misma estructura isostatica que el caso 1: y debido a la presencia de la
carga concentrada, se tendran 4 elementos:

B Ma C
\\ R .
M 2
17
3m 4
1
Ma Y
.
. - _ 7_//%7_

Resolviendo la estructura isostatica y calculando los momentos en los extremos y al centro de

cda elemento, se obtiene el vector de cargas.

-4
3.75 1 30
7.5 '

3.75

L L
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0.5(+)

0
3.75 1
7.5
7.5
3.75 2
0
PO =¢ -a.. >
0
- 30
- 30
15
o |
Obtencion de la s redundantes [ br]
MA =1
2 [3| 0.125%\ 0.25
1 3 0.625
Il 1 m
—_— (-)
N = 025 025  —Io | 1
MB = 1
1
Y
\E

0.5

Q.25

) / -) \ )

0.5

(+)
0.5
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R1=1 R2=2

-1 0
0625  -0.375
-0.25 -0.75
-0.25 -0.75
0125  -0875

0 -1

0 -1

0.5 -1

1.0 -1

1 -1

0.5 .05

o0 0

Es evidente que para calcular P° y bg , se puede presindir del trazo de diagramas de

momentos.

La matriz de flexibilidad no ensamblada, de acuerdo con la ecuacion 3.11, es una matriz

diagonal:
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Nota: El elemento 3 aparece dividido entre 2 porque la inercia de la viga es 2|

La matriz de flexibilidad ensamblada sera:

ORI IES = B

Calculando ahora el producto:;

e -5 322

Las ecuaciones de compatibilidad seran:
1 -325.54 L ] 26 -19|[MA ] o
6EI{ 13750 | BEI|-19 +26{ mMB [

De donde MA = 14.91 tmy MB = 3.16 tm

132



Comentarios:

1) Las operaciones matriciales son mas rapidas en esta segunda alternativa, debido a la
diagonalizacion de la matriz de flexibilidades no ensamblada, como sucede en el caso de

armaduras.

2) El resultado es directo sin necesidad de usar matrices d transformacion de coordenadas
locales a generales como en la alternativa 1.
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MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL

TEMA: INTERACCION ESTATICA SUELO - ESTRUCTURA
Y DISENO ESTRUCTURAL DE CIMENTACIONES
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INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA Y DISENO ESTRUCTURAL DE
CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

Profesor del Departamento de Geotecnia, Facultad de Ingenieria, UNAM

RESUMEN: Se presenta una breve descripcion de los métodos de interaccion estatica
suelo-estructura que se han desarrollado en la Republica Mexicana hasta la fecha. Se
comenta sobre la necesidad de tomar en cuenta la variacién de las propiedades de los
materiales que forman la estructura y el terreno de cimentacién. Se presentan algunas
aplicaciones de la interaccion estatica suelo-estructura.

1. INTRODUCCION.

La cimentacion de estructuras sobre suelos de mediana a alta compresibilidad plantea ef
problema de determinar los hundimientos totales diferenciales, asi como los elementos
mecénicos ( momento flexionante , fuerza cortante y fuerza normal ), tanto en la
estructura, ocasionada por los hundimientos del terreno de cimentacion. Estos valores
dependen por un lado de la compresibilidad del subsuelo y por otro lado de ia rigidez de
la estructura . Tomando en cuenta que con frecuencia en los analisis estructurales se
considera a la estructura empotrada o articulada en su cimentacion, o si se trata de una
losa de apoyo se supone una presion de contacto uniforme, o que el calculo de
hundimientos del terreno de cimentacion se realiza considerando la estructura de
cimentacion totalmente flexibie, lo cual suele distar bastante de la realidad, se ve clara la
necesidad de desarrollar métodos que tomen en cuenta los efectos de los hundimientos
y que, al mismo tiempo, permitan calcular los valores de estos dltimos. A estas técnicas
es lo que se denomina interaccion estatica suelo-estructura.

Por io tanto, el propdsito de la interaccién estatica suelo-estructura es llevar a cabo un
analisis estructural tomando en cuenta el efecto de la rigidez del terreno de cimentacion.
La interaccion suelo-estructura proporciona los diagramas de hundimientos diferenciales
y de reaccién del terreno de cimentaciéon { véanse las fig. 11 y 12 ), lo que permite
determinar los diagramas de momento flexionante y fuerza cortante en ia estructura de
cimentacion, considerando la influencia de la rigidez del suelo de cimentacidn, lo que
conduce a un disefio racional de dicha subestructura. Algunos procedimientos de
interaccion consideran también el efecto de la superestructura, con lo que se conoce
ademas el efecto de la rigidez de! terreno en los elementos mecanicos de toda la

estructura.

En este trabajo se presenta una breve descripcion de los métodos de interaccion
estatica que se han desarrollado hasta la fecha en la republica Mexicana, asi como
algunas de sus aplicaciones: El lector que tenga interés en estudiar al detalle uno de los
procedimientos de interaccion puede consultar las referencias que se incluyen al final del
texto.

Las caracteristicas de la compresibilidad de los sedimentos del subsuelo de la ciudad de
México ha dado lugar a que se desarrollen un buen ntimerc de métodos de interaccion
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suelo-estructura, teniendo la mayoria de ellos una buena dosis de mérito. Se puedg .

afirmar que nuestro pais es inclusive uno de los pioneros en este campo de estudio.

En el inciso 2 se trata el problema de la interaccién suelo estructura en cimentaciones

someras, mientras que en el inciso 3 contiene algunas técnicas para cimentacioneg -

profundas. En el inciso 4 se comenta sobre la importancia de considerar en la forma mas

realista posible las propiedades mecdnicas a los materiales de estructura y temeno de ;
cimentacion. El inciso 5 trata de ciertas aplicaciones de la interaccion estatica suelo- -

estructura. Finalmente, en el inciso 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.

Cabe aclarar que no en todas las cimentaciones surge el problema de considerar la
rigidez del suelo. Por ejemplo, para niveles de carga medianos y suelos muy rigidos, los
hundimientos del suelo son muy pequenos y no se requiere tomarios en cuenta en el
analisis estructural. En el disefo estructural de zapatas de dimensiones usuales, la
diferencia entre una reaccidn uniforme y la reaccion real es pequefia y queda cubierta
por los factores de seguridad empleados para el disefio estructural. En consecuencia, la
interaccion se aplica sobre todo a estructuras cimentadas sobre suelos de mediana a
alta compresibilidad, en los que los asentamientos diferenciales tienen importancia en el

comportamiento de dichas estructuras..
2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES SOMERAS

21 Métodos de interaccion suelo-estructura

Existen varios métodos para llevar a cabo la interaccion estatica suelo-estructura. A
continuacion describimos brevemente algunos de ellos.

En 1956, Samuel Chamecki, profesor de ingenieria estructural de la Universidad de
Parana, en Brasil, presenta uno de los primeros procedimientos para tomar en cuenta en
forma racional la interaccién suelo-estructura, aplicable a vigas y a marces estructurales
( Chamecki, 1956 ) . trata el caso de una viga con tres apoyos, desplantada en un suelo
con estrato de arcilla compresible, resuelve el problema utilizando unos coeficientes de
transferencia de carga { que equivalen a la matriz de rigideces de la estructura ) en la
viga, y considerando una arcilla normalmente consolidada, en |a que se conoce su indice
de compresibilidad. Estableciendo la compatibilidad de deformaciones entre viga y suelo,
resuelve el problema en forma explicita. A continuacion trata el caso de marcos
estructurales, y debido a que las relaciones esfuerzo-deformacion unitaria en los suelos
son no lineales, propone un procedimiento iterativo para la solucion del problema,
usando los coeficientes de transferencia de carga en la estructura y calculando los
hundimientos del suelo por procedimientos usuales. Los valores de los asentamientos en
las aproximaciones sucesivas oscilan alrededor de un valor medio y tienden a él. Para
evitar un gran numero de iteraciones, se aplica una correccién después de la primera
iteracion, calculando las cargas en las columnas con un promedio de los asentamientos
obtenidos. En la mayoria de los casos practicos no hay necesidad de correcciones
adicionales para alcanzar la convergencia del procedimiento { Chamecki, 1956 ).

F
Otro procedimiento es el de Xores Victoria ( 1968 ), en el que para resolver el problema

de la interaccion suelo-estructura se establece la siguiente ecuacion matrcula--
malricial
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Ko=P+E P ~-EQ (1)

donde:
K = matriz rigidez del conjunto superestructura cimentacion.

d_= vector de asentamientos de los nudos de la cimentacién, los cuales deben
ser iguales a los de las bases de las columnas inferiores de I|a

superestructura.

E. = matriz de transmision de peso propio de trabes a cargas en nudos.

P. = cargas debidas al peso propio de trabes.

E = matriz de transmision de cargas del suelo a los nudos de la cimentacion.
Q = cargas que la cimentacién aplica al suelo.

Los movimientos del suelo estan dados por

Fs Q=95 (2)
donde:
Qs = cargas aplicadas al su€lo.
Fs = matriz de flexibilidad del suelo, que es funcion no lineal de Q.
s = vector de movimientos verticales de la superficie del suelo.

Suponiendo que la cimentacion no se despega del suelo, las cargas Q sobre la
cimentacion deben ser iguales a las cargas Q,. Los hundimientos § de la cimentacién
deben ser iquales a los de} suelo, por lo que la ec. 2 puede escribirse

E<Q =%
En la superestructura y cimentacion de la ec. 1°debe tenerse

K Q (3)

=g

= Py-

Im

donde
Pr=P+Ec

)

c

Son las cargas del edificio sobre los nudos de la cimentacion, junto con su peso propio.
Las ecs. 2 y 3 dan un planteamiento que en forma directa permite obtener como solucién
los asentamientos § del suelo y cimentacién juntos, asi como las fuerzas de contacto Q.
Para ello se requieren como datos las matrices K y E, y el vector Py, junto con ias
propiedades del suelo, localizacion y tamano de las areas rectangulares asociadas a



~—,

cada Q. Para conocer momentos, cortantes, fuerzas normales en columnas, etc, faltary
calcular el efecto que producen § y Q en el edificio y sumarlo con el efecto de las cargas
verticales P y P..

La solucion del problema se leva a cabo sustituyendo laec. 2enlaec. 3
KE:Q =F-EQ

de donde
(E+KE: )Q=Py

Finalmente
Q=(E+KEs)'Pr

Conociendo Q , con la ec. 2 se obtiene §. No e posible despejar_§ de la ec 3 porque no
existe la inversa de K.

Flores Victoria sefiala que la matriz E; es funcion no lineal de Q, lo que no pemmite
resolver el problema directamente, sino que se requiere acudir a métodos iterativos.

Operando con las ecuaciones matriciales anteriores, el método iterativo tiene la
interpretacion fisica de aplicar una distribucién de presiones al suelo Q, y calcutar
asentamientos del suelo, con esos asentamientos determinar el estado de cargas que
deben tener la estructura como reaccidn del suelo. Esa reaccion se vuelve a aplicar al
suelo, y asi sucesivamente , hasta lograr la convergencia; esta interpretacion es debida a
Chamocki ( 1956 ).

De acuerdo con Flores Victoria ( 1968 ), este procedimiento es divergente para suelos
compresibles, como el de la Ciudad de Meéxico, o para cimentaciones excesivamente
rigidas. Esto lleva a usar un criterio de interpolacion para lograr y acelerar la
convergencia, el cual se basa en el concepto fisico de permitir que Q™ se modifique en
un porcentaje razonabte en cada ciclo, y difiera de Q ™.

El método de Flores Victoria se aplica con un programa de computadora, el cual
proporciona los elementos mecanicos correspondientes.

En un trabajo posterior ( Flores Victoria y Esteva, 1970 ) presentan ademas un
procedimiento simplificado en el que se considera lo siguiente:

- El suelo es un medio elastico lineal semiinfinito.
- Cimentacion rectangular con una red ortogonal de trabes
- No se toma en cuenta la rigidez de la superestructura

Para las condiciones mencionadas, y empleando valores normalizados, los autores
proporcionan los valores de los asentamientos de la estructura y de las reacciones del
terreno sobre la misma. Estos resultados los presentan en forma tabular.

Los resultados de! trabajo de Flores Victoria y Esteva ( 1970) son los que se emplean en
las Normas Técnicas complementarias para Disefto y Construccion de Cimentaciones del
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Reglamento de construcciones para el Distrito Federal de 1976 y el manual de Disefo de
Obras Civiles de la Comisidn Federal de electricidad de 1980. Sin embargo, en las
primeras no se incluye el calculo de la magnitud de las reacciones del suelo de

cimentacion.

Para tomar en cuenta el comportamiento no lineal del suelo, Damy et al ( 1977 )
presentan un método incremental, que consiste en suponer que el vector de cargas se
aplica gradualmene al conjunto en incrementos, siendo los incrementos suficientemente
pequeiios para que el sietema responda linelamente, con rigideces iguales a los valores
tangentes que corresponden al estado de esfuerzos existentes al iniciar la aplicacion de
los incrementos. Al aplicar el ultimo incremento deben satisfacerse las ecuaciones de
equilibrio y de compatibilidad de deformaciones entre estructuras y suelo. '

Por su parte, Esteva et al ({ 1977 ) proponen dos procediﬂmientos de interaccion. El
primero es a base de aproximaciones sucesivas, y consiste en suponer inicialmente que
al distribucién de presiones en el terreno es igual a la de las cargas aplicadas sobre el
sistema estructural, con las reacciones y la correspondiente matriz secante de
flexibilidades del suelo se obtiene una estimacion de los desplazamientos del suelo, y
una estimacion de las deformaciones de la estructura, empleando matrices secantes de
rigideces de la estructura y de flexibilidades del suelo. El proceso se repite un numero de
veces tal que los valores de los desplazamientos del suelo sean suficientemente
parecidos en dos estimaciones sucesivas. El segundo método es un procedimiento
incremental aproximado, que consiste en aplicar gradualmente la carga total en
incrementos; en cada incremento se efectua un ciclo semejante al del procedimiento de
aproximaciones comentado ante %el resultado de dicho ciclo iterativo se toma como punto
de partida para la aplicacién de otro incremento de carga. Los autores proponen dos
criterios alternativos: en el primero se logra el equilibrio al final de cada ciclo, pero no se
logra la compatibilidad entre las deformaciones de la estructura y las del suelo; en el
segundo se alcanza dicha compatibilidad, pero a costa de un desequilibrio: Por lo
anterior, en ambos casos debe hacerse una correccidn en el siguiente ciclo ( Esteva et

al, 1977 ).

El Dr. Leonardo Zeevaert ( 1973, 1980, 1983 ) ha trabajado profusamente en el
desarrolio de métodos de interaccion suelo-estructura. El método que utiliza consiste en
formar la ecuacion matricial de asentamientos o hundimientos ( EMA ), que relaciona los
asentamientos del suelo en funcion de cargas aplicadas en la superficie:

0=Dg

donde:

& = vector de asentamientos en le contacto cimentacion suelo.

D =matriz de asentamientos ocasionados por presiones unitarias.

g = vector de cargas aplicadas en el contacto cimentacidon-suelo.
Para Ia formacién de la matriz D se emplea el concepto de valor de influencia, que es el
esfuerzo ocasionado por una presion unitaria en la superficie, lo que facilita de manera
importante la determinacion de los elementos de la matriz D.
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A continuacién se forma la ecuacion matricial de interaccion ( EMI)I , que relaciona lag
deformaciones de la estructura con las cargas que le transmite el suelo:

SX=4A

dende:
S = matriz de flexibilidades del sueio

X = vector de cargas de! suelo sobre la estructura
A = vector de deformaciones de la estructura

La interaccion de la estructura de cimentacidn con el suelo depende del valor de médulo
de cimentacion por area tributaria K, definido como el cociente de la carga sobre el suelo
( en unidades de fuerza ) entre la deformacion que produce. Debe notarse en ia
ecuacion EMI que los valores del vector de deformaciones de la estructura A son funcion
del mddulo K por area tributaria ( Zeevaert 1980 ). Si los valores de k fuesen
independientes entre si, la ecuaciéon matricial EM! daria los resultados definitivos de las
reacciones incognitas. Sin embargo, la hipdtesis anterior no es exacta porque la masa
del suelo debe considerarse como un medio continuo, donde los valores de K; para los
diferentes puntos considerados no son independientes entre si y dependen de la
distribucion de esfuerzos de contacto con !a estructura de cimentacién. La interaccion
correcta entre la estructura de cimentacion y la masa del suelo se obtiene utilizando las
reacciones X; obtenidas por EMI, en la ecuacidon matricial de hundimientos EMA,
obteniéndose los desplazamientos verticales § que proporcionan valores de! modulo de
cimentacion iguales a los usados en la ecuacién matricial de interaccion EMI, Ki= X; / §;.
Si los valores encontrades en esta forma no concuerdan con los utilizados iniciaimente,
no se tendra la interaccion correcta, ya que los médulos de cimentacién no fueron
correctamente elegidos, por o cual sera necesario utilizar la ecuacion matricial EMA
para conciliar este problema: Asi pues, se deduce que ias ecuaciones matriciales EMA y
EMI quedan ligadas por los valores de K; , los cuales son unicos para la solucidn de cada
problema en particular y dependen de |a distribucion de las reacciones del suelo sobre la
estructura de cimentacion, rigidez de ésta y la de posicion de las cargas que actuan
sobre ella ( Zeevaert, 1980 ).

Es posible halltar una matriz unica de interaccion para resolver el problema sin realizar
iteraciones y obtener los resultados mas precisos ( Zeevaert, 1983 ). La nueva ecuacién
matricial se denomina ecuacion matricial de interacciéon suelo-estructura ( EMISE ),
mediante el empleo de la cual no se necesitan iteraciones para resolver el problema de
interaccion.

El procedimiento de Zeevaert ( 1980 ) se puede aplicar a cimentaciones compensadas,
tomando en cuenta el efecto de las condiciones hidraulica en la interaccién suelo-
estructura.

Otro procedimiento de interaccion estatica suelo-estructura es el que propone
Deméneghi ( 1979,1983, 1985}, el cual considera a las reacciones del terreno como un
sistema de cargas sobe la estructura, asemejéndolas durante el proceso de analisis
como incégnitas. El analisis estructural se lleva a cabo empleando el método de
rigideces, pero el problema no se puede resolver en esta etapa porque sobran
incognitas, ya que se estan agregando al vector de cargas las reacciones del suelo que
no se conocen: las ecuaciones faltantes las proporciona el andlisis de hundimientos del
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terreno de cimentacion, en el gue se obtienen las deformaciones del suelo en funcion de
las cargas sobre el mismo ( estas cargas son iguales y de sentido contrario a las
reacciones del suelo sobre la estructura, por la tercera ley de Newton ), en esta etapa se
hace uso del concepto de valores de influencia de Zeevaert ( 1980 ), lo gue facilita la
determinacion de los hundimientos del suelo en funcién de las cargas sobre el mismo (
recuérdese que las cargas sobre el suelo no se conocen ). Las deformaciones del suelo
se sustituyen en las ecuaciones obtenidas inicialmente con el método de rigideces, lo
que permite resolver. el problema en forma directa, sin necesidad de iteraciones. Con
este procedimiento se obtienen los diagramas de deformaciones y de reacciones del
suelo, en el contacto entre este y la estructura de cimentacién. Este procedimiento tiene
fa ventaja de que se puede tomar en cuenta el numero de pisos que se desee de la
superestructura, asi como de que se puede programar en una computadora con relativa

facilidad.

El método de Sanchez Martinez y Enriquez ( 1982 ) se emplea en cimentaciones
someras y consiste en realizar un analisis del conjunto suelo-estructura como un sistema
estructural unico que se resuelve utilizando el método general de las rigideces. Cabe
aclarar que es un método no iterativo.

El procedimiento consiste en considerar al suelo sustituido por una serie de resortes, en
los que el mddulo de reaccion o la constante de cada resorte depende de toda la masa
del suelo, es decir, no se consideran ios resortes independientes entre si, como se vera

mas adelante.

Se establece primero la matriz de rigideces de la estructura a partir de | de sus
miembros.

Las reacciones del suelo se toman en cuenta a través de resortes que se conectan con
la cimentacién de la estructura.

A continuacion se obtiene ta matriz de rigideces del suelo. Esta se determina dando
desplazamientos verticales con valor unitario a cada uno de los resortes que lo idealizan
y calculando las fuerzas que aparecen por este efecto en todos ellos. Al dar un
desplazamiento unitario en un resorte aparecen fuerzas no solo en el propio resorte, sino
también en todos los demas, ya que ellos deben considerarse ligados de alguna forma
por pertenecer a un medio continuo. Lo mismo sucede al aplicar sucesivamente
desplazamientos unitarios en los demas resortes. El célculo de la matriz de rigideces del
suelo es en general laborioso y algo complicado; sin embargo, se puede determinar
dicha matriz en forma indirecta, teniendo en cuenta que la matriz de rigideces es ia
inversa de la de flexibilidades.

Las expresiones generales que se usan son:
8=8STA (4)

donde:

d = vector de desplazamientos desconocidos
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A = vector de acciones

S'T1 =Inversa de la matriz de rigideces del sistema

Ademas
Sr= Se+Ss

siendo
Se = matriz de rigideces de la estructura

Ss = matriz de rigideces del suelo

La matriz de rigideces se obtiene en funcién de las de sus i miembros, como es usual en
el analisis estructural usando computadoras.

La matriz de flexibilidades del suelo puede calcularse facilmente determinando los
hundimientos del terreno debidos a la aplicacion de fuerzas unitarias: Sanchez Martinez
y Enriquez emplean el procedimiento de Zeevaert ( 1980 ) para alcanzar este propésito.
Llamando Fs ala matriz de flexibilidades, la matriz de rigideces del suelo vale

La matriz global del sistema estructura-suelo vale
Sr=Se+Ss
Aplicando la ec 4 se determinan los desplazamientos de la estructura y del suelo.

Los elementos mecanicos en los miembros se hallan a partir de sus matrices de rigidez,
mientras que las fuerzas en el suelo se obtienen empleando la matriz de rigideces del
suelo. .

Para utilizar el procedimiento anterior los autores han desarrollado un programa de
computadora.

El método Sanchez Martinez y Enriquez es general, como lo es el método de las
rigideces del analisis estructural en que se basa. Se puede considerar no solo la
estructura de cimentacion, sino también la superestructura total del edificio, sin mds
iimitaciones que la capacidad de la computadora que se emplee.

También el procedimiento se puede aplicar a la solucién de estructuras de reticulas de
cimentacion, constituidas por trabes horizontales en dos sentidos perpendiculares: el
area de cimentacion se divide en una serie de areas tributarias que corresponden a las.-
columnas y se considera en el centro de cada una de ellas los resortes que idealizan al
terreno, y con cuyo comportamiento se establece Ia matriz de flexibilidades del suelo.

Los autores comentan que el problema podria atacarse utilizando algunos de los
programas conocidos de analisis estructural, tomando del programa la matriz de
rigideces de la estructura en estudio, modificandola para- incluir los términos que
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representan el comportamiento del suelo e insertando nuevamente en el programa la
matriz corregida.

Una propuesta de colaboracion geotecnista estructurista en el calculo de interaccion
suelo-estructura es la que presentan Elisteiny Granados ( 1988 ), que deja a cada
especialista la labor que le corresponde. El ingeniero de geotecnia obtiene la matriz de
deformaciones del suelo en funcion de las caracteristicas geométricas del proyecto y de -
un vector cualquiera de cargas bajadas por las columnas; la matriz de influencias en e}
suelo es invariable, asi como el conjunto de curvas de compresibilidad; al variar el vector
de cargas cambian los asentamientos, pero el nuevo calculo se lleva a cabo con las
mismas matrices de caracteristicas del subsuelo. La estructura se representa mediante
una parrilia de contratrabes, con las cargas y reacciones perpendiculares a su plano; su
rigidez es la propia de ias contratrabes de la subestructura, mas un cierto incremento
calculado o estimado de la contribucion de la estructura a tal rigidez. Se cornocen las
cargas en las columnas y con ellas se calculan los asentamientos S; del suelo,
suponiendo una rigidez nula de la estructura, de tal manera que pueden calcularse las
constantes K; de unos resortes virtuales localizados bajo los nudos de la parrilla; estos
resortes son de Winkler en apariencia, pero en realidad estan reiacionados entre si al
tomar en cuenta la influencia de los asentamientos del suelo en los valores de K; . Con la
ayuda de un programa de computadora se aplican las cargas sobre la estructura,
colocandose los resortes virtuales bajo los nudos para proveer las reacciones. El analisis
arroja como resultado las fuerzas en los resortes contra los nudos, R, , y sus
deformaciones s; ; se especifica la diferencia maxima permisible entre s; ( suelo ) y s
(resorte ), por ejemplo 5%; si no se cumple esta diferencia, hay que calcular nuevos
asentamientos s; , utilizando un nuevo vector de presiones determinado con los valores
de las reacciones R; y con ellos establecer los nuevos valores de las constantes K; ,
iterando para obtener las nuevas deformaciones de los resortes s; , y asi haliar las
diferencias s, - s, . El proceso debe ser rapidamente convergente para la mayoria de los
casos, obteniéndose finalmente la configuracién real de asentamientos por efecto de la
rigidez de |la estructura. El geotecnista proporciona al estructurista los archivo de datos
con las matrices de propiedades del suelo y coeficientes de influencia, para que eéste
pueda llevar a cabo las iteraciones necesarias entre estructura y suelo ( Ellstein y

Granados, 1989 ).

Un enfoque novedoso que trata la interaccion suelo-estructura en sus etapas de analisis
y disefio ( Moreno, 1990 ) comprende una serie de opciones como considerar las
caracteristicas del suelo a partir del mddulo de cimentacién, caracteristicas de la
estructura, determinacion de los elementos mecanicos ( deflexiones, momento
flexionante, giros, fuerza cortante 9, presentando éstos en forma de graficas en pantalla
0 en impresora a escala. La ventaja de este enfoque es que se simplifica la presentacion
" de resultados, y que comprende en forma integral las etapas de analisis y disefio de la
estructura de cimentacioén, ahorrando considerable tiempo al ingeniero que realiza el
calculo correspondiente { Moreno, 1990 ).

La interaccién suelo-estructura se puede atacar utilizando el método del elemento finito
{ Zienkiewicz , 1977 ) en el terreno de cimentacion. El inconveniente de esta técnica es
que es muy alto, y usualmente se requiere el usc de computadoras de gran capacidad.
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2.2. Interaccién suelo-estructura considerando el asentamiento y_el qiro de Zapatay |
aisladas.

El método de rigideces del analisis esfructural establece que se debe satisfacer el
equilibrio de momentos flexionantes en los nudes y el equilibrio de fuerzas cortantes ep,

los ejes de las barras de la estructura. Esta condicién se puede poner en forma matricia :
de ia siguiente forma ’_

Kd+Pyo+ P =0 (5)
El significado de las cantidades de la ec 5 se presenta en los siguientes parrafos,

K es la matriz de rigideces de ia estructura, dada por la suma de las matrices de rigidez
de cada una de las barras, es decir

K=ZK (6)

donde K; es la matriz de rigidez de cada barra. A manera de ejemplo, en una barra con
apoyos continuos ( fig. 1), la matriz de rigidez vale

Op B4 S d¢
aEl/L 2E1 Rl oL %
6EI/ L 0
— 2 q
Ko| /L 4ENL -eEIL (7)
_ N
eEI/L7 6B/ 12E/L  VENL "
| eEI/L* eEILP —t2Ei/Lr 12ENL | D,

0 es el vector de desplazamientos de la estructura, y esta formado por los
desplazamientos angulares ( giros ) de los nudos de la estructura y los desplazamientos
lineales de los ejes de la estructura.

P. es el vector de carga de empotramiento, formado por los momentos y cortantes de
empotramiento que transmiten las barras sobe los nudos de la estructura.

P. es el vector de cargas externas concentradas, formado por los momentos

concentrados sobre los nudos de la estructura y las fuerzas concentradas que actuan
sobre |los ejes de la estructura.
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FIG.1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA

6 m
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FIG2 CARACTERISTICAS DE (A ESTRUCTURA

Cuando una estructura a base de zapatas aisladas sufre desplazamientos debidos a la
deformabilidad del terreno de cimentacion se generan en la cimentacion acciones que se
Pueden determinar usando los conceptos rigidez angular K, y rigidez lineal K; del terreno
de cimentacion. Se define la rigidez angular como el cociente del momento M que actua
Sobre una zapata y el giro en radianes 6 que sufre esta zapata:



K,=M/0 (8)

La rigidez lineal se define como el cociente entre la carga vertical Q que actua sobre una
zapata y el desplazamiento vertical 5 que sufre la zapata:

Ki=®/5 (9)
Los valore€ de K. y K| dependen de las propiedades de deformacién del suelo.

De las ecs 8 y 9 se obtienen en el momento y la carga vertical debidas a la reaccion del
suelo sobre la estructura:

M= K, 0 | (10)
Q=K 6 (11)

Conociendo los valores de K; y K, de un suelo, se pueden calcular los giros y los
desplazamientos verticales que sufre una estructura cimentada sobre zapatas aisladas, s
a la deformabilidad del terreno se pueden incorporar, con relativa facilidad, en el vector
de cargas concentradas sobre la estructura P,
Este procedimiento lo vamos a ilustrar mediante un ejemplo muy sencillo, como el
mostrado en la fig 2, en el que vemos que las cargas sobre la estructura son |a repartida
de 1.54 t/m, las concentradas sobre las columnas de 1.2 t y las debidas a la rigidez
angular y lineal de las zapatas de cimentacioén. En la estructura:

Modulo de elasticidad del concreto 2214 000 t/ m?
Momento de inercia de las columnas 0.000675 m*
Momento de inercia de las trabes 0.0054 m*

En el terrenc de cimentacion

Ki=1880t/m Ke=720tm /rad

A continuacion presentamos el analisis detallado de la estructura.

Iniciamos numerando las barras y los grados de libertad de la estructura, los cuales se
muestran en la fig 3. Las cargas sobre la estructura, correspondientes a los grados de
libertad definidos, se aprecian en la fig 4. Con estos datos podemos formar ias
cantidades que aparecen en la ecuacion matricial 5. '

a) Vector de desplazamientos

El vector de desplazamientos vale ( fig 3 )
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b) Matriz de rigideces

para formar la matriz de rigideces de la estructura usamos la ec 6. Empezamos por
visualizar los grados de libertad de cada barra

Barra 0, 0y O s
1 Os 03 - -
2 Os 04 - -
3 0s 06 o4 3

A continuacion, aplicando la ec 6 formamos la matriz de rigidez de ‘cada barra:

Os 03

k. = [129952 649.76 15
1= | 64976 120952]e,

Bs 04

K, = [1299.52 649.76 1%
T27 | 649.76 1299.52]e,

05 Os o4 &,

79704 39852 -19926 19926
K, = | 39852 79704 -19926 19926
=3 -1992.6 -19926 664.2 -664.2

19926 19926 -664.2 664.2 5

8
O
o

[ I
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01 2 03 B4 05 05
5,
664.2 -664.2 0 0 -19926 -19926 {5
-664.2 664.2 0 0 19926 19926 {2
k=| O 0 129952 O 649.76 0 {9
= 0 0 0 1299.52 0 649.76 |0
-19926 19926 649.76 0 9269.92 3985.2 94
-1992.6 1992.86 0 649.76 39852 9269.92 95
o 6
c) Vector de cargas de empotramiento
wlL /2 -4.62
-wlL /2 -4.62
0 0
PC = = >
- 0 0
wl® /12 462
|-w L*/12)  [-4.62]
d) Vector de cargas concentradas
1.2 + 1880 §,]
-1.2 + 18803,
P, = 720 0, [
7200,
0
| 0
Sustituyendo valores en laec b
664.2 §;- 664.25 5, - 1922.6 05 - 1992.6 G
-462-12+18808, =0
-664.2 5, +664.2 5, + 1992.6 05 - 1992.6 6
-462-12+18803;, =0
1299.52 6, +649.76 95+ 0+ 7200; =0
1299520, +649.76 0+ 0+ 7200,= 0O
-1992.6 &; + 1992.6 &, + 649.76 03
+9269.92 05+ 3985.20;, +4.62+0=0
-1992.6 &, + 1992.6 &, + 649.76 64
+3985.2 05 + 9269.926;-462+0 =0 /
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Por simetria
1 =02 ,03=-04 ,05=-0¢
Por lo tanto

-5.82 +18806:=0
2019.52 6; +648.76 0s=0
649.76 6; + 5284.72 05+ 4.62=0

Resolviendo el sistema

8, = 0.003096 m
6; = 0.0002929
8s = -0.0009102

El momento que llega a la cimentacion se puede obtener multiplicando el giro respectivo
por su rigidez angular

Ms=K,B8;=720(0.0002929)=0.211tm
La carga vertical sobre ia zapata es igual al desplazamiento vertical por la rigidez lineal
Py = K; 6, =1880(0.003096)=5.82t

También se pueden hailar las acciones que transmite la estructura a la zapata,
empleando las siguientes expresiones, que proporcionan los elementos mecanicos que
transmite una barra sobre el nudo

M,=Mg, +4El@, /L +2El6 /L
-BEI§ /L2+6EIS /L2 (12)

Mg=My +2ElQ, /L+4ElIB, / L
-6EI§ /LP+B6EIS/LE  (13)

V, =V, -6El 6, /.2-6Elg, /L
+12EI8 /LP-12E18, /L  (14)

Vs = Ve #+ B EID,/ L7+ 6 Elg /L
-12E1§, /L + 12 E1 8,/ L° (15)

donde Mg, , Meq ¥ Ve SONn 10s momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre
nudo.

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores, para la barra 1 se halla el momento
sobre la zapata { ec 13)

My =Mg=-0.211 tm
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Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre el nudo de la izquierda ec ( 14 )
V=462t

La carga vertical sobre la zapata sera la suma " del cortante anterior y de ia carga
concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la carga vertical sobre la zapata vale

IQ=582t

El momento y la carga vertical sobre la zapata se emplean para la revision de estabilidad
por mecanica de suelos y para el disefio estructural de la zapata.

3 INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES PROFUNDAS

3.1 Cimentaciones profundas sometidas a cargas verticales

Para el caso de cimentaciones profundas Zeevaert ( 1980 ) trata los dos siguientes
casos: ‘

I. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en un
deposito de muy baja compresibilidad y gran espesor (fig 5).

Il. Cimentaciones en que la punta de los pilotes ¢ pilas queda firmemente apoyada en
un estrato resistente de espesor limitado de baja compresibilidad, pero bajo el cual se
localizan estratos compresibles { fig 6 ).

El caso | se puede resolver considerando que cada pilote tiene un médulo de reaccion K;
constante e independiente de los demas pilotes. Asi, el problema se reduce al de una
cimentacion apoyada sobre resortes ( uno por cada pilote ), en que la constante de cada
resorte es independiente del resto de los resortes. Ademas, si todos los pilotes tienen la
misma seccién y longitud, su numero es igual en cada linea, y se considera un valor del
modulo de deformacion constante para el estrato resistente de apoyo de la punta de los
pilotes, entonces K; es igual para todos los pilotes ( Zeevaert, 1980 ).

Cuando existe un depdsito compresible subyaciendo al estrato resistente de apoyo (
caso il. Fig 6 ), el valor de K; no se puede considerar constante para cualquier punto, ya
que en este caso interviene la deformacion de los estratos compresibles que suprayacen
al estrato resistente donde apoyan los pilotes. Por lo tanto, serd necesario emplear el
procedimiento indicado en el inciso 2.1, es decir, determinar las ecuaciones matriciales
EMA y EMI, con la consideracion adicional de que el modulo de cimentacion K; hay que
tomar en cuenta la deformacion del estrato de apoyo del pilote { Zeevaert, 1980 )
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3.2  Pilas o pilotes sujetos a cargas laterales

La construccion de estructuras marinas fuera de la costa { offshore structures jrequiere g|
uso de cimentaciones profundas a base de pilas o pilotes, y ha propiciado el desarrollg
de métodos de anaiisis para estos elementos. Sobre todo cuando estan sometidos 3
fuerzas laterales debidas a atraque de embarcaciones o efectos de oleaje. Uno de los
primeros trabajos en este sentido es el de Matlock y Reese ( 1961 ), en el que
establecen que para una solucidn racional de la interaccién suelo-estructura es
necesario que tanto las condiciones de equilibrio estatico como la compatibilidad de
deformaciones se deben cumplir en todas las partes del sistema estructura-suelo,
Usualmente tratan la estructura y los pilotes como elementos linealmente elasticos, pero
comentan que las caracteristicas del suelo son marcadas no linealmente; la solucién a)
problema se alcanza mediante repetidos calculos con la teoria de la elasticidad, con los
valores de |a rigidez del suelo ajustandolos a cada iteracion.

Las caracteristicas fuerza-deformacion del suelo se tratan con una familia de curvas del
tipo " p-y" , como las mosiradas en la fig 7, las cuales se obtienen a partir de las
propiedades de cada suelo.

Matlock y Reese { 1961 ) consideran al pilote como una viga, en la que se debe de
cumplir la ecuacion diferencial

Eld*/dx* =p (16)

En el suelo se requiere un madulo secante de deformacion Eg ( correspondiente al nivel
de esfuerzo con el que se esté trabajando ), el cual esta dado por

Es=-p/y (17)

donde p es la reaccion del suelo sobre el pilote, por unidad de longitud { ¥m, por
ejemplo ), y "y “ es el desplazamiento lateral del pilote. Combinando las ecs 16 y 17 se

obtiene la siguiente expresion
d'y/dx*+ (E./El)y=0 (18)

La solucion de |la ec 18 se lleva a cabo con dos procedimientos. El primero consiste en
suponer que E, es proporcional ala profundidad Es = k X. Mediante sucesivas soluciones
de la ecuacion diferencial se va logrando que la elastica de viga se asemeje lo mas
posible a la curva p-y determinada a partir de las propiedades del suelo. Esto es
necesario debido a las caracteristica no lineales de deformacion del suelo. Estas
solucién se lleva a cabo con el auxilio de tablas y graficas construidas ex-profeso para el
caso.

El segundo procedimiento se emplea cuando se encuentran variaciones importantes en
las propiedades del suelo, y cundo se requiere tomar en cuenta cambios en la rigidez del
pilote, para lo cual se requiere el empleo de una computadora. Mediante soluciones
sucesivas de la ecuacion diferencial de! pilote, haciendo repetidas referencias a la curva
p-y del suelo, la computadora determina cada tramo elegido del pilote el valor del médulo
de deformacion del suelo que satisface las condiciones de compatibilidad y de equilibrio
entre suelo, pilote y superestructura, Se toman en cuenta variaciones en las condiciones
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de apoyo del pilote y el efecto de la posible socavacién que se pudiera presentar en la
parte superior del pilote. En la fig 8 se presentan los resultados de Ia aplicacion de los

métodos usados por Matlock y Reese ( 1961).

Profundidag L
o (plg)
eacc.
2 / \ M
del 7 // : h=1150000 1b.,,
NP e aa
suelo /90 —
Ib / plg / Ao /'£::—
VA 1T | |1
// 730 IR B N

\

y, defexion lateral del pilote, plg

FIG7 CURVAS TIPICAS p-y , DETERMINADAS PARA EL SUELO A DIFERENTES
PROFUNDIDADES ( MATLOCK Y REESE, 1961)

Momento fiexionante, 10° plg.Ib

20 10 0 +10
T
\(so ucion 1
I ( El constante )

solucion 4

sqlucion 3 ] +

( cpnsidg¢rand¢ socgvacid
;/solucién d man¢
(

considergndo E.’s Okxy
Bl constante )

FIG8 COMPARACION DE DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE, DE LA SOLUCION A
MANO CON: (a) SOLUCION 1, CON COMPUTADORA, AJUSTANDO LOS VALORES DE E,
CON LA PROFUNDIDAD, y (b) SOLUCION 2, TOMANDO ADEMAS EN CUENTA LA VARIACION
DE LA RIGIDEZ DEL PILOTE CON LA PROFUNDIDAD (MATLOCK Y REESE, 1961)

Debido a las cargas laterales sobre los pilotes , en la parte superior se alcanza con
frecuencia el rango de comportamiento plastico de! suelo en las curvas p-y, razén por la
cual se han desarrollado los métodos para tomar en cuenta el comportamiento de! suelo
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cerca de la falla, tanto para arcillas blandas ( Matlock, 1970 ), como para arenas
Reese et al, 1874 ). En ambos casos se has comparado los resultados de las teorias con
mediciones de campo y de laboratorio, obteniéndose en general acercamientos bastante
satisfactorios a la realidad, sobre todo para fines practicos.

También se ha empleado el método del elemento finito para tomar en cuenta, entre otros
efectos, el desplazamiento relativo que puede ocurrir entre pilote y suelo durante |a
deformacion lateral del elemento ( Yegian y Wrigth, 1973 ). También se puede tomar en
cuenta la influencia de dos o de tres pilotes cercanos entre si { Yegian y Wright, 1973 )
el numero de pilotes a considerar es pequeno, dada la gran cantidad de elementos que
se tendrian que trazar para un nimero mayor de pilotes.

Por su parte, Zeevaert ( 1980 ) presenta un método muy completo para el analisis de
pilas o pilotes sujetos a cargas laterales. Considera cinco casos principales de analisis
de una pila o pilote:

i Pilote libre de girar en sus extremos

il Pilote empotrado en la estructura de cimentacién y libre de girar en al punta
1B Pilote libre de girar en la cabeza y empotrado en la base

V. Pilote empotrado en ambos extremos con giro en |a base

V. Restriccion parcial del giro en los extremos de una pila

Para la solucién de estos problemas se emplea la Ecuacion Matricial de Interaccién
Horizontal ( HEMI ), la cual depende de las condiciones de apoyo y de las caracteristicas
estructurales de! pilote. Por ofra parle, se obtiene l|la Ecuacion Matricial de
Desplazamientos Horizontales ( HEMA), la cual es funcion de las propiedades de
deformacién del suelo, considerando ia influencia entre ltas diferentes reacciones del
suelo considerando la influencia entre las diferentes reacciones del suelo sobre el pilote
con la masa de suelo, para lo que se emplea el mddulo horizontal de cimentacion K; ,
definido de manera andloga a como se hizo en el inciso 2.1 de este trabajo. El
procedimiento de Zeevaert ( 1980) para pilas o pilotes sometidos a cargas laterales es
similar al descrito en el inciso 2.1, en el que se varian los valores de K; mediante
iteraciones hasta que se cumple la condicién de compatibilidad de deformaciones entre

pilote y suelo.

También se pueden combinar las matrices HEMI y HEMA, para hallar [a matriz HEMISE,
que permite resclver el problema de la interaccion suelo-pilote sin necesidad de recurrir a
iteraciones ( Zeevaert, 1980). En las figs 9 y 10 se presenta la aplicacién sometida a una
carga lateral de 10 t. ‘

La publicaciéon del Manual de Disefio y Construccion de Pilas y Pilotes ( 1983 ), de Ia
Sociedad Mexicana de Mecanica de Suelos, contiene los valores de coeficientes de
reaccion horizontal K; dados por Terzaghi ( 1955), para suelos sin y con cohesién, asi
como un procedimiento aproximado, tomado de la Sociedad Geotécnica Canadiense
1978 ), que proporciona en forma grafica las magnitudes de la flexion y del momento
flexionante en funcion de la profundidad a lo largo del pilote., haciendo uso de |a rigidez
relativa del sistema pilote - sueio
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FIGS PILA SUJETA A FUERZA HORIZONTALES (ZEEVAERT, 1980)

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE
CIMENTACION

Como se ha podido observar en los incisos anteriores, al trabajar con la interaccion suelo
- estructura se toma en cuenta tanto la estructura como el terreno de cimentacién, por lo
que es necesario conocer las propiedades de ambos medios.

En estructuras de concreto reforzado se acepta el médulo de elasticidad del concreto
tiende a disminuir con el tiempo. Asi Fiores Victoria ( 1968 ) senala que en edificios de
concreto, el moédulo de elasticidad puede tomarse del orden de 3000 Jf_ al tener en
cuenta que los asentamientos totales suceden a largo plazo. Notese que este valor es
bastante inferior al 10000 /™ que usualmente se toma para célculos a corto plazo.

Por su parte, Elistein y Granados ( 1988 ) comentan que la magnitud de los
asentamientos que determinan corresponde al 100 % de consolidacion primaria, misma
que tardara un cierto tiempo en ocurrir. Las deformaciones de la estructura no son
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instantaneas sino diferidas y por tanto las propiedades elasticas de los materiales
estructurales no son las medidas de los materiales estructurales no son las medidas con
las pruebas rapidas usuales; para el caso del concreto armado en al ciudad de Mexico, e}
componente diferido puede ser tomado en cuenta por un factor menor de uno,
probablemente del orden de 0.2 6 0.25 ( Elistein y Granados, 1988 ).

Puede observarse que en general existe coincidencia en senalar que el modulo de
elasticidad del concreto se debe reducir en forma importante cuando se lleva a cabo la
interaccion suelo - estructura a largo plazo. La variacion de los médulos de deformacion
es todavia mas importante en el terreno de cimentacion, sobre todo si se trata de suelos
plasticos saturados, en los que la deformabilidad depende no sélo del nivel de esfuerzos
sino también en forma importante del tiempo. En consecuencia, los médulos de
deformacion deben seleccionarse acordes con ambos factores: nivel de esfuerzos y
tiempo.

El hecho de que el suelo tenga un comportamiento no lineal ha sido tomado en cuenta
por la mayoria de los investigadores de la interaccion suelo - estructura. Asi, Chamecki
( 1956 ) trabaja con el indice de compresibilidad en una arcilla normalmente consolidada,
al cual toma como una constante. Ademas, sefala que el médulo de deformacién de un
suelo es funcion del estado de esfuerzo, siendo la derivada de la curva esfuerzo -
deformacién unitaria, con respecto al esfuerzo. Debido a que las relaciones esfuerzo -
deformacién en los suelos son no lineales, Chamecki ( 1956 ), propone un método
iterativo para la resolucion de la interaccién suelo - estructura, & en cm x 10

8 6 4 2 0
| .
40 30 20 10 0 10
2 0 [Cortante en t
2.5 \
Espesor Viomentd en
del estrato 5 "\ n tm
enm. 2.0 esplazamier;\ ‘

P D
2.00 horizgntales ¢n cm. \ )

1.4

SEGUNDO CICLO TERCER CICLO

FIG 10 CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES, Y DESPLAZAMIENTOS
HORIZONTALES DE LA PILA ( ZEEVAERT} 1980 )
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Varios autores toman en cuenta el comportamiento no lineal de los suelos, proponiendo
métodos iterativos para considerar este efecto ( Flores Victoria, 1968; Flores Victoria y
Esteva, 1970 ), en los que utilizan criterios para acelerar la convergencia de los métodos.

El comportamiento no lineal de! terrenE: de cimentacion es considerado por Damy et al
(1977 ) y Esteva et al { 1877 ), al utilizar matrices secantes de rigideces en la estructura
y de flexibilidades en el suelo, para cada iteracion.

Zeevaert ( 1980 ) senala que las reacciones efectivas en la orilla de la cimentacion
pueden resultar altas, lo que origina un flujo viscoplastico, y consecuentemente un
relajamiento del esfuerzo de reaccién bajo deformacion constante en esos lugares, Ei
esfuerzo limite efectivo o respuesta maxima que puede admitirse en condiciones
estaticas en la orilla de la cimentacién es igual a la resistencia de material, cuando se
inicia un flujo viscoplastico incipiente ( sin necesariamente alcanzar la capacidad de
carga Ultima en el borde de la cimentacidn ). En suelos de alta sensibilidad podria
establecerse la condicion de que el esfuerzo maximo en el borde de la cimentacién, en
condiciones estaticas, no rebase el esfuerzo critico ( o de preconsolidacion )
correspondiente al! quiebre de la curva de compresibilidad ( Zeevaert, 1980 ).

En pilotes sujetos a cargas laterales el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la
falla: véanse las curvas p - y de la figura 7.

Inclusive, existen técnicas para tomar en cuenta el comportamiento plastico del terreno
en estado de falla, tanto para suelos cohesivos { Matclok, 1970 ) como para suelos
friccionantes ( Reese et al, 1974 ).

5. APLICACIONES

Presentamos en este inciso algunas de las aplicaciones de la interaccion estatica suelo -
estructura.

En la fig. 11 se presenta una estructura reticular con una cimentaciéon a base de una
zapata corrida. ( Pozas, 1980 ). Empleando interaccion suelo - estructura se obtiene los
resultados mostrados en la fig. 12. Es interesante comparar estos resultados con los
obtenidos suponiendo una reaccion uniforme, los cuales se muestran en la fig. 13. Como
se puede observar los momentos en todos los nudos de la estructura difieren comparado
ambos casos. En el nudo central inferior el momento con reaccién uniforme es 31 %
mayor que el que se obtiene tomando en cuenta la interaccién suelo - estructura. En el
nudo inferior izquierdo el momento es 320 % mayor con el primero que con el segundo
método. Aun en la estructura se deja sentir el efecto de la rigidez de la estructura: el
momento sobre el nudo de la izquierda del primer piso, debido a la columna inferior,
cambia inclusive de sentido ( figs. 12 y 13 }. En resumen, los momentos flexionantes
determinados con reaccion uniforme difieren de los momentos obtenidos tomando en
cuenta la interaccion, tanto en la superestructura como en la subestructura, Esta
variacion ccurre tanto en la magnitud como en el sentido de los momentos, pues en uno
de los nudos estos llegan a cambiar de signo, tal como puede verse comparando las figs.

12 y 13.
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Otro caso real de aplicacion de la interaccion suelo - estructura es le correspondiente a
zapatas corridas que se emplean para tomar fuerzas laterales debidas a sismo a través
de muros de cortante que se unen a las zapatas en diferentes tramos. En la fig. 14 se
muestran los resultadios de un andlisis de interaccion suelo - viga flotante para una
zapata de concreto reforzado. El modulo de elasticidad del concreto utilizado fue de
1,581,000 t/ m” y los momentos de inercia en los diferentes tramos se indican en la fig.
14. También pueden observarse las cargas que actian en la zapata, asi como la
-estratigrafia y propiedades del subsuelo. En la misma figura estan graficados los
diagramas de reacciones y de hundimientos del terreno, sirviendo el primero de elios
para la determinacién de tos elementos mecanicos y del! disefio estructural de la zapata y
el segundo para el conocimiento de los asentamientos totales y diferenciales de la
cimentacion ( Deménghi, 1990 ). Puede observarse que en el contacto del terreno de
cimentacion con las zapatas se presentan, teéricamente, esfuerzos de tension, es decir,
se obtienen reacciones negativas, fenémeno debido a los momentos que transmiten los
muros de cortante a la cimentacion en uno de los extremos de las zapatas.
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Otro ejemplo de interaccion suelo - estructura consiste en el analisis de un marcg -
estructural en el que se considera que sus apoyos tienen una rigidez at desptazamientg .
vertical y otra al giro; es decir, se considera por ejemplo un marco estructural cimentadg
en zapatas aisladas que pueden sufrir tanto un hundimiento vertical como un giro. Ep

este sentido, este analisis es un poco mas general que los andlisis convencionales que
suponen que los apoyos del marco estructural estan empotrados o articulados en ef
terreno de cimentacion. La forma de llevar a cabo el anailisis de interaccion suelo -

estructura para este caso se presenté ene | inciso 2.2 de este trabajo. En la fig. 15 se -
presenta la aplicacién esta tecnica a una estructura real, la cual esta formada por una .

trabe de concreto referzado de 0.5 m de ancho y de 2 m de peralte, apoyada sobre unas
pilas de cimentacion de concreto reforzado de diametros de 1.12, 1.48 y 1.74 m. Las

R o

Lanrdo o o

-l
e P P Sk E
SR P R e en sl W0

cargas que actuan sobre el marco se mdncan en la fig. 15. Las pilas tienen los siguientes

diametros.
Pila Diametro, m
1 1.12
2 1.48
3 1.74

El terreno de cimentacién es una toba de origen volcanico que se encuentra al poniente
de la ciudad de México, que tiene un modulo de deformacion del orden de 8,000 a
10,000 t/m’. El material comprendido entre la trabe superior y el nivel de desplante de las
pilas es un relleno suelto cuya rigidez se desprecia para fines de analisis.

En la fig. 15 se muestran los momentos flexionantes en los modulos de elasticidad def
concreto reforzado de 2214 000 ¥ym® y un modulo de elasticidad del terreno de
cimentacién de 8,000 Vm® Se pueden observar las altas magnitudes de las fuerzas
cortantes y en la fig. 17 las de las fuerzas normales en las pilas. Notese la fuerte
redistribucidén de cargas debido a la interaccion suelo - estructura. Asi, en la parte central
de la estructura de la carga en un nudo es de 150 t, mientras que por el efecto
combinado de rigidez de estructura y suelo la carga en la pila que esta bajo el nudo
aumenta hasta 302 t ( fig. 17 ); en el nudo vecino la carga concentrada es de 480 ¢,
mientras que la carga en la pila de abajo disminuye a 350 t. Un fenémeno similar se
presenta en el resto del marco.

Con el proposito de observar la influencia de un aumento en la rigidez del terreno y una
disminucién en la rigidez de la estructura, se llevé a cabo un segundo analisis
incrementando el médulo de elasticidad del suelo del concreto a 1,265,000 t/m?. Los
resultados se muestran en [as figuras 18 a 20, para los momentos flexionantes, fuerzas
cortantes y fuerzas normales, respectivamente. Como era de esperarse, |a redistribucion
de carga es menor; asi, en la fig. 20, en el nudo donde la carga concentrada es de 150 t,
en la pila aumenta a 253 t B en el primer andlisis aumenta hasta 302 t. ). En ele nudo
vecino la carga concentrada de 480 t disminuye a 389 t. { en el primer analisis disminuyo
a 359 t). De todas formas, el efecto de la interaccion suelo -estructura en este caso
también es importante.
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Se han llevado a cabo mediciones en campo, en las cimentaciones reales, para verifica

la validez de los analisis de interaccion suelo - estructura. Mayerhof ( 1979 ) presenta og .

resultados que se escriben en los siguientes parrafos.

Las observaciones indican que en zapatas rigidas uniformemente, con la excepcion de
arena suelta, la presion de contacto es mayor en la esquina y menor en el centro, como
era de esperar de acuerdo a la teoria ( fig. 21, Meyerhf, 1979 } . Las mediciones
anteriores también han mostrado que la heterogeneidad local de las propiedades dg|
suelo cerca de la base tiene una influencia considerable en la distribucion de la presion
de contacto (sobre todo se deja sentir el efecto de la falta de confinamiento del suelo
cerca de los extremos de la zapata ). Por otfro lado, las mediciones indican que ¢
maximo momento flexionante puede ser hasta 30 % mayor que el obtenido con el
método de analisis convencional. ’

En la fig. 22 y 23 se presentan resultados ( Meyerhof, 1979 ) de mediciones en
estructuras reales de gran tamano ( en el primer caso se trata de un edificio de 52 pisos
y en e} segundo de ofro de 15 pisos 9. El analisis de las dos figuras permite afirmar que
los valores tebricos determinados empleando los métodos de interaccion suelo -
estructura, es decir, considerando la rigidez de la estructura, son muy similares a los
valores medidos en el campo (asentamiento, presion de contacto, momento flexionante
y fuerza cortante ).
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6. CONCLUSIONES

En relacion con la interaccion estatica suelo - estructura se puede concluir 1o siguiente:

a) Existe un buen nimero de métodos que tratan el problema, En términos generales, |5 ;
mayoria de ellos determinan las deformaciones del terreno de cimentacion utilizando I3 ;3
matriz de flexibilidades del suelo. En cambio, en el andlisis de la estructura, algunog '
procedimientos emplean la matriz de rigideces, mientras que otros usan la matriz de
flexibilidades de la estructura. Cabe aclarar que practicamente todos los métodog
resuelven el problema, es decir, todos ellos obtienen los diagramas de jasentamientos
diferenciales del suelo y de reacciones del mismo, tomando en cuenta la rigidez de la
estructura de cimentacion. Inclusive, algunos de los procedimientos toman en cuenta e}
efecto de la superestructura ( con todos sus pisos } en el analisis de interaccion.

b) La mayoria de los procedimientos de interaccion se presentan en forma bidimensional,
en el plano ( quiza por facilidad de exposicion ), pero se pueden extender en forma
relativamente sencilla a tres dimensiones. El principal inconveniente de tratar el problema
en el espacio es que el numero de operaciones es elevado, lo cual cae fuera del alcance
de ia mayoria de las oficinas dei calculo estructural o de mecanica de suelos.

c) La solucion del problema de interaccion se puede realizar haciendo un analisis de la
estructura y un analisis de deformaciones de! suelo, y llevando a cabo después una
combinacion adecuada de ambos, que de hecho es lo que hacen la mayoria de los
métodos presentados en los incisos anteriores. Se observa que el ingeniero de
cimentaciones, al dedicarse ala interaccién suelo -estructura, debe manejar en la forma
mas clara posible sus conceptos de analisis estructural y de mecanica de suelos.

d) Dada la gran cantidad de operaciones a realizar, |a resolucion de un problema de
interaccidn suelo - estructura se lleva a cabo en general con el auxilio de programas de
computadora, los cuales, actualmente, se pueden correr en una microcomputadora
(o PC), con las que se cuenta en la s oficinas de calculo.

e) Un aspecto importante de la interaccién suelo - estructura es el relativo a las
propiedades de la estructura y el suelo. En al estructura el mddulo de elasticidad del
concreto, para fines de calculo, disminuye con el tiempo. £n el terreno de cimentacion, la
deformabilidad es funcion del nivel de esfuerzos, ya que el comportamiento de los suelos
es no lineal. Ademas, en los sedimentos plasticos saturados la deformabilidad del suelo
depende del tiempo. Por lo tanto, en 19s calculos de interaccion se debe tomar en cuenta
en forma apropiada en cambio de las propiedades de los suelos con [as variables
mencionadas. Inclusive, en los extremos de una estructura de cimentacion, o en pilotes
sujetos a cargas laterales, el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la falla, por lo
qgue hay que considerar en estos casos el comportamiento plastico del terreno. Por lo
anterior, conviene trabajar con los médulos secantes de deformacioén del suelo, acordes
con e nivel de esfuerzos y, en caso de suelos finos saturados, con el tiempo.

f) Algunos procedimientos emplean el modulo de reaccion K en la interaccion sueio -
estructura. Dado que K depende de las propiedades del suelo, es valido expuestos en el
inciso ( e ) anterior respecto a la variabilidad de las propiedades de los suelos. Pero,
ademas en una cimentacion continua el médulo K depende de la reaccién del suelo y de
las deformaciones de la cimentacion, por lo que no se conoce a priori, sino que solo con
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iteraciones es posible determinar su valor. En consecuencia, en cimentaciones continuas
no es posible asignar valores de K en funcion del tipo de suelo, como se pretende hacer

en ocasiones en al praclica.

g) En cimentaciones a base de zapatas aisladas, cuando no existe influencia de un
cimiento sobre otro, ya sea por el tipo de terreno o por que estén las zapatas
suficientemente separadas, se puede realizar la interaccion suelo - estructura
considerando modulos de reaccién al desplazamiento vertical y al giro. En el inciso 2.2
se presentd un procedimiento que resuelve este caso, considerando las reacciones del
suelo como cargas sobre la estructura.

_h) La comparacion de resultados entre considerar una reaccion uniforme y tomar en
cuenta la interaccion suelo - estructura exhibe diferencias notables en los diagramas de
hundimientos diferenciales, reaccion del terreno y elementos mecanicos { momento
flexionante y fuerza cortante ), en la mayoria de los casos. Se puede presentar inclusive
en algunos casos cambio de sentido en los momentos flexionantes de la estructura de
cimentacién o de la superestructura.

i) En cambio, la comparacion entre observaciones de campo en estructuras reales con
los métodos que toman en cuenta la rigidez de la estructura de cimentacién, ha dado
resultados promisorios, pues los valores determinados con los métodos de interaccion
son similares a los valores medidos en campo. ‘

168



7. REFERENCIAS

Chamecki, S ( 1956 ), " Structural rigidity in calculating setitements = Joumnal of the Soils
Mech Found Division, Proc ASCE, Vol 88 No SMI, enero

Damy, J.Esteva, L y Guerra, { 1977 ), "Métodos increméntales en el andlisis de
cimentaciones continuas sobre terreno compresible”, Memoria del 1er Congreso
Nacional sobre Ing. Estructural, Soc. Mex de Ing. Estructural, México, D,F

Manual de Disefio de obras Civiles. C.2.2 Disefio Estructural de Cimentaciones 1980 ).
Comision Federal de Electricidad.

Matlock, H ( 1970 ). "Correlations for design of laterally loaded piles in soft clay"
.Proceedings of the Fifth Int Conf of Scil Mech and Found Eng. Paris, pp 17 -22, july

Meyerhof, G.G ( 1979 ), “Soil - structure interaction and foundations “ Memorias del VI
Congreso Panamericano _de Mec, De Suelos e Ing. De Cimentaciones. Vol. |, pp 109 -

140, Lima Penru.

Reese, lc. Cox, W. R y Koop, F.D. ({ 1974 ). "Analysis of laterally loaded piles in sand”,
Sixth Annual Offshore Technology Conf, Houston, Tex, may.

Sociedad Mexicana de Mecanica de Suelos ( 1983 ). Manual de Disefio y Construccién
de Pilas y Pilotes. México. ( Elaborado por el Instituto de Ingenieria y Solum )

Yegian, My Wright, S. G ( 1973 )." Lateral soil resistance - Displacement telationships for
pile foundations in soft clays ".Fifht Annual Offshore Technology Conf.Houston, Tex, april

- may.

Zeevaert, L ( 1983 ), Foundation Engineering for Difficult Subsoil Conditions.Van
Nostrand Reinhold, New York.

Zeevaert, | ( 1980 ).interaccidén Suelo - Estructura de Cimentacién. Limusa

Zeevaert, L ( 1983 ), Fundation Engineering for Difficult Subsoil Conditions.2nd edition,
Van Nostrand Reinhold, New York.

169



Vet 3 Faut 41 LR . . s

AT S A ki Ky Bt . =7
e " e o otenrs  RIOAT ...’ijr S LT 1111 O ‘.jmzmmr L

FACULTAD DE INGENIERIA U. N_.A.M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

MODULO I  ANALIIS ESTRUCTURAL

TEMA

UN METODO PARA EL ANALIIS TRIDIMENSIONAL DE LA

INTERACCION ESTATICA SUELO  ESTRUCTURA

M,EN I. AGUSTIN DEMENEGHI COLINA

Palacio de Mineria Caliede Tacuba Primer piso Deleg. Cuauhtemoc 06000 Mexico, D.F. APDO. Postal 14-2285
Teléfonos:  512-8955  512.5121 5217335 521-1987 Fax  510-0573  521-4020 AL 26



MODULO I ANALISIS ESTRUCTURAL

TEMA: UN METODO PARA EL ANALISIS
TRIDIMENSIONAL DE LA INTERACCION
ESTATICA SUELO - ESTRUCTURA

PROFESOR : M. en I. Agustin Deméneghi Colina

D=C




UN METODO PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL
DE LA INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA

Agustin Deméneghi ’

Facultad de Ingenieria, UNAM. México

RESUMEN

Se presenta un procedimiento para el analisis de interaccion estatica suelo-estructura en tres
‘dimensiones, el cual toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo. Esta
técnica permite ademas de conocer los elementos mecanicos en cualquier nudo de Ila
estructura, incluyendo desde luego la estructura de cimentacidon. con el propésito de ilustrar el
empleo del método, se presenta un ejemplo sencillo de aplicaciéon resuelto paso a paso.

ABSTRACT

A method for the dimensional analysis of static soil-structure interaction is presented, in which
the whole structure and all the subsoil strata are considered. With this technique we can
determine the mechanical elements in each node of the structure, including the substructure. A
simple illustrative example is presented for the explanation of the method.

1. INTRODUCCION

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interaccion estética suelo-estructura bastante
utiles la mayoria de ellas; sin embargo, muchos de estos métodos estan elaborados para
aplicarse tnicamenie en dos dimensiones, de manera que el analisis de una estructura se
realiza en un plano, lo cual hace que se pierda la visualizacién del fenomeno tridimensional.
Se puede intentar hacer analisis en dos direcciones ortogonales y superponer los efectos, para
representar el fendomeno tridimensional, pero aun asi el procedimiento es aproximado, y
ademas no es posible conocer los elementos mecanicos en las vigas intermedias de ia
estructura de cimentacion. Por lo tanto, es necesario desarroilar procedimientos que tomen en
cuenta el efecto tridimensional en la interaccidén suelo-estructura.

En este articulo se presenta un método de interaccion tridimensional que toma en cuenta toda
la estructura y todos los estratos del subsuelo.

La técnica de interaccion que se propone (Deméneghi 1983) consiste en considerar las
reacciones del terreno de cimentacion como cargas sobre la estructura, manejandolas como
incognitas. Después se calculan los hundimientos del suelo en funciéon de las cargas sobre él
(éstas cargas iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, por la tercera ley de
Newton). Finalmente se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo,
lo que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos medios; con esto se resuelve el
problema, ya que se obtienen los hundimientos del suelo y las reacciones sobre la estructura.
Como previamente se realiz6 el analisis estructural, es posible determinar ademas los giros en
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E
los nudos de la estructura. con estos resultados se pueden calcular ios elementos mecanncesg
en toda la estructura, incluyendo desde luego a la estructura de cimentacion. )

2. ANALISIS ESTRUCTURAL ’

Para fines de interaccion es conveniente utilizar el método de rigideces del andlisis estructurg],
en el que la ecuacion general de equilibrio de una estructura estd dada por (Beaufait et af"

1970)
Ko+Pe+Pc

donde
K = matriz de rigideces de la estructura

E = vector de desplazamientos
P. = vector de cargas de empotramiento
P. = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la suma de |as matrices de
rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para la determinacion de
los vectores de empotramiento en las vigas de la estructura de cimentacion, debido a la
reaccion del terreno, consideramos una carga repartida de un extremo hasta la mitad de una
barra y otra carga repartida de la mitad hasta el otro extremo de la barra. La convencion de
signos utilizada es Ia siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario y los
desplazamientos lineales son positivos si van hacia abajo en una barra horizontal (o hacia la
izquierda en barra verticai). Los momentos flexionantes son positivos en sentido horario, y las
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra horizontal (0 hacia la derecha en
barra vertical). A continuacion presentamos las matrices de rigidez y los vectores de
empotramiento para las siguientes condiciones de apoyo:

a) Barra con una articuiacion a la izquierda y un apoyo continuo a la derecha  (fig. 1)
La matriz de rigidez esta dada por:

0, 5 5
[ sEL —aE2 3EIIL2]Gq
5,,,:'~3E!/L2 3|/ -3EHLY| 8
| 3EI/12 -3E1/13 3E/L ]S,

2

El vector de cargas de empotramiento vale

-wl?/8 + (7/128)12 r, + (9/128)1%r,
Pem=| -3WL/8 + (41/128)Lr, + (7/128)Lr, | (3)
|-5wL/8 + (237128)L ¢, + (57 /128)Lr, |
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b) Barra con una articulacion a la derecha y un apoyo continuo a la izquierda  (fig. 2)

La matriz de rigidez esta dada por:

eq 6{ 85
[ 3L -sEmn? 3|2,
= |-3E|/|_2 ENL -3EI| 8, (4)

[ 32 -3 3] s,

El vector de carga de empotramiento vale

wi? /8 - (9/128)L7 r, — (7/128)L7r,
Pem= |-5wL/8 + (57/128)Lr, + (23/128)Lr, | (5)
-3wL/8 + (7/128)Lr, + (41/128)L1,

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento para una barra con dos apoyos
continuos se obtiene en forma similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait ef a/ 1970).

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices
de rigidez de todas y cada una de las barras de la estructura. El vector de cargas de
empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando los vectores de cargas de
empotramiento de todas y cada una de las barras. el vector de cargas concentradas se
determina asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que actua sobre él. con
esto se realiza el analisis estructural de toda la estructura. .

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para la determinacion de los elementos
mecanicos, pero, a manera de ejemplo, para una barra con una articulacion a la izquierda y un
apoyo continuo a la derecha (fig. 1)

Mq=-wL?/8 + (7/128) L*r, + (9/128) L*r, + (3EI/L) 6,
-(3EH/1?) 8, + (3EI/L?) 3, (6)

Vi=—3wL/8 + (41/128)Lr. + (7/128)Lr, = GEI/L}) 8,
+ (3E1/L%) 8, - (3EI/ L) 6, N

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACION

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura sobre el terreno de apoyo,
las que son iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la
estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en funcién
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de estas cargas; consideremos una reaccion r, actuando en la superficie (fig. 3); la presion
vertical vale r di / &, donde dy y ax son la longitud y el area en ias que actua la carga,
respectivamente. La deformacion del estrato de espesor H;, debida a la carga r, vale

Op = Mgy Hy oy

Pero O = ]iik ! a,

donde li. es el valor de influencia, el cual esta dado por el esfuerzo normal vertical en el punto
ij, producido por una presion unitaria actuando en el area a, (Zeevaert 1973).

Mz modulo lineal de deformacion, el cual se define como el cociente de la deformacion unitaria
que la ocasiona.

La deformacion de! estrato, debida a todas las cargas vale

n
6,; = lej H'l l; Ilik rk dk / ak

donde n, = numero total de cargas r,

Ef asentamiento bajo el punto i vale

ng n
6] = L Mzij H'l 2 lljk l'k dk I ak
j=1 k=1

donde n. = nimero total de estratos.

En ia ec. 8 los hundimientos del terreno quedan en funcion de las cargas ry.

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

En esta etapa se establece |la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo de
cimentacion, lo que equivale a considerar que tanto los desplazamientos de la estructura como -
los del terreno son iguales, es decir, que el suelo no se despega de la estructura.
Analiticamente esto se alcanza sustituyendo los valores dados porla ec. 8 en la ec. 1. De esta
manera desaparecen como incognitas los giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es
facii ver que el numero de ecuaciones es el mismo que el de las incognitas, con lo que se
puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los giros y las reacciones. Empleando la
ec.B, ya conocidas las reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del terreno
de apoyo. .
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5. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a paso, con el propdsito de
que el lector visualice las etapas requeridas para el analisis de interaccién.

Se pide determinar las reacciones y fos hundimientos del terreno, para la estructura mostrada
en la fig. 4, cuya cimentacion es a base una losa comrida. Se piden tambien los elementos
mecanicos. La estratigrafia y propiedades del subsuelo se muestran en la fig.5.

a) Analisis estructural
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la estructura como se indica

en ia fig.6. Dada la simetria de la estructura, presentamos a continuacién los de la barra 1
{articulacién a la izquierda) y la barra 7 (articulacidon a la derecha). Cabe aclarar que se
desprecian los efectos de torsidn en las barras.

Barra Bp 04 b ds
1 - B0 O &2
7 B10 === & &3

A continuacion hallaremos ias matrices de rigidez y los vectores de empotramiento de las
barras 1 y 7. Las demas matrices y vectores se obtiene en forma similar. Aplicando ia ec. 2

para la barra 1:

910 81 62
[1786.898 -415558 415_558-’ 010
K, = -415558 96641 -96641 &
L415.558 ~96641 98641 J 5,

Aplicando la ec.4 para ia barra 3

910 62 63

[1786.898 -415558 415558 | 0,

57:{—-415.558 96.641 —96.641J| 5,

415558 -96.641 96.641 O

La matriz de rigideces de toda |a estructura es Ila suma de las matrices de rigidez de todas y
cada una de las barras de la estructura (el rango de cada matriz se toma de 15 por 15). A
manera de ejemplo se presenta a continuacion la matriz de rigidez de la estructura para los
primeros 5 grados de libertad.
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O Y O3 54 O~

193282 -96641 0 ~96.641 0 o]
-96.641 214937 -96.641 0 -21.655 &,
0 -96.641 183.282 0 0 C o
K=196641 0 0O 214937 -21655 ... | &,
0 -21.655 0 -21.655 86.620 S 05
El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados de libertad, vale
[5,]
S2
03
8 = 5,
Os
L]

Determinemos a continuacion el vector de cargas de empotramiento. Aplicando la ec. 3 parala
barra 1.

[ 1 GL

-1.849 + 1011y, +13n; 10
Pei = -129 +1377r +02352nr, 1
-215 +07727r+1.9148 1, 2

GL = grado de libertad

Aplicando la ec. 5 para la barra 3:

GL
1849 -13n; -1011r, 10
Per = -215 +1915r, +07727 ;3 2
-1.29 +02352r, +1.3773n; 3

Como ejemplo presentamos a continuacion el vector de cargas de empotramiento de la
estructura para los primeros 5 grados de libertad.
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225+27546 1+ 02352+ 0.2352 1,
-688+07727r+ 520691, + 07727 r; + 0.2352 15
-258+4 0235271, +2.7546 1, +0.2352 1,
-6.88+0.7727 1, + 52069 rs+ 0.2352 15 + 0.7727 17 4
172+ 077272+ 07727 14+ 76592 15+ 0.7727 16 + 0.7727 15| 5

WN o

0]
4]
H

GL = grado de libertad

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados de libertad, esta dado por:

GL
-9.6 1
0 2
-96 3
Pc = 0 4
0 5

L -

Sustituyendo valores en la ec 1, y tomando en cuenta que, por simetria:
5|=63=67=60 62=54=6ﬁ=6|¥
=M =07=Tg a=T4=Tg =T

Bl0=01=02=61:=611=0,s=0

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que representan el equilibrio de cortantes o de
momentos en el grado de libertad correspondiente):

Grado de libertad 1
- 1932845, +193.286,+27546 1, + 0.47041,-258-96=0 (a)
Grado de libertad 2
- 193.28 &, + 214.937 &, -21.655 §: +1.5454 r, +5.2069r, + 0.2352 r;-6.88 =0 (b)

(Grado de libertad 5
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-86.62 05, +86.6206:+3.0896r,+7.6592r5-17.2=0 (c)

b) Analisis de deformaciones del terreno de cimentacion Haciendoi= 1enlaec. 8

2 2
5. =2 M H, DI ndla
1=l sy

k=] Lk

= M.—n [Ja(]mdi h /a1 +]n: dl h /al+ """""" + 1119 d9 r9/a9)

+ M .- Hz(]md, nla + ] dynla+ o + ] e ds 1 /ag) (d)

Como se indico en el inciso 3, el valor de mfluencia ly representa el esfuerzo en el punto 1j
debido a una presioén unitaria colocada en el area k. Calculemos como ejemplo un valor de
influencia, digamos en Yy en la fig. 7 se muestra |la planta del area 5 y del punto 1.
Colocamos una presion unitaria en el area 5 y calculamos el esfuerzo bajo el punto 1, a la
mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de 1.2 m. Aplicando la ecuacién de
Boussinesq, se obtiene un esfuerzo vertical de 0.002988. Los demas valores de influencia se
obtiene en forma similar. Sustituyendo valores en la ec. (d).

§, = 0.0154 (2.4) [0.2271(4.3r,) / 4.6225+0.009375 (6.45r,) / 9.245
+0.0001528 (4.3r3) / 4.6225 + 0.009375 (6.45r4) / 9,245
+0.002988 (8.6rs) / 18.49 + 0.0001625 (6.45rs) / 9.245
+0.0001528 (4.r;) / 4.6225 + 0.0001625 (6.45rs) / 9.245
+0.0002824 (4.3r,) / 4.6225
+0.0222 (2.0) [0.1139 (4.3r1) / 4.6225 + 0.04407 (6.45r,) / 9.245
+0.002284 (4.3r3) / 4.6225 + 0.04407 (6.45r,) / 9.245
+0.028026 (8.6r5) / 18.49 + 0.002638 (6.45r5) / 9.245
+0.0022836 (4.3r7) / 4.6225 + 0.002638 (6.45r3) / 9.245
+0.0005157 (4.315) / 4.6225)

Sabemos por simetria

M=r=rn=frg = 14=Tg=Tg
Sustituyendo vaiores y haciendo operaciones

&1 = 0.012733 r, + 0.0033854 r, + 0 00083012 5 (e)
En forma analoga se obtienen §; y s

52 = 0.0036877 r, + 0.020326 r, + 0.0021424 15 (f)
55 = 0.0028714 r, + 0.010629 r, + 0.025023 r5 (g)

c) Compatibilidad de deformaciones
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La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el terreno de cimentacion se logra
sustituyendo las ecs. {e), (f) y (g} en las ecs. (a), (b) y (c); asi, se obtiene:

Grado de libertad 1
45029, -2.8039r, -0.2923r5-12.18=0 (a)

Grado de libertad 2

-0.1852r;+86912r, + 00320215 -688=0 (b")
Grado de libertad 5

-0.07071ri+ 224961, +96411r15-17.2=0 (ch

Resoiviendo el sisterma de ecuaciones
ri=3.343 t/m r,=0.8569 t/m rs= 1.609 tm

Los hundimientos del terreno de cimentacidn se obtienen sustituyendo los valores de las
reacciones en las ecs. {e), {f) y (@)

6= 0.0465m 0;= 00332 m ds= 0.0690 m

Para ilustrar la determinacion de elementos mecanicos, utilizamos parala barra 1lasecs. 6y 7
M10=’2.88 tm ] Vi =48t

6. CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible en forma relativamente sencilla
llevar a cabo el analisis de interaccion suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de hacer
iteraciones. Ademas se toma en cuenta toda la estructura y todos 1os estratos del subsuelo.
Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta técnica en la practica profesional, es
necesano elaborar programas de computadora, los cuales utilizan grandes cantidades de
memofia, ya que en tres dmensiones el numero de grados de libertad es mucho mayor que el
que se utiliza en analisis bidimensional.
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1. INTRODUCCION.

El analisis estructural, a través del método de rigideces, resuelve el problema del analisis de
sistemas estructuraies, mediante la solucion de la ecuacion general {F} = [k] { d }, en donde
el tamano de la matriz de rigideces de la estructura [k], mantiene una relacidon directa con el
numero de grados de libertad angular y lineal del sistema estructural.

En un planteamiento tradicional, el analisis estructurai concibe como nudos de una estructura
a todos aquellos puntos en que concurren dos o mas elementos de la misma.

Es posible, a través de un planteamiento mas elaborado reducir el numero de nudos de una
estructura si solo se consideran como tales a |os puntos en que concurren tres 0 mas
elementos de esta, lo cual reduce considerablemente el tamafo de la matriz de rigideces de la
estructura [k] , siendo esto ventajoso desde el punto de vista de la solucion matematica y
sobre todo de la aplicacion de computadores al analisis estructural.

Este planteamiento es de interés particular cuando se aplica al analisis estructural del sistema
de tuberias en dos o tres dimensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe
por lo general un numero suficientemente grande de puntos en que concurren soclamente do-
tramos de tuberia (quiebres), como para pensar en un tratamiento especial para ellos, s
considerarlos como nudos.
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2. CARACTERISTICAS

1.- NUDQ.- Se consideraran como nudos sélo aquelios puntos de la estructura en que
concurran tres ¢ mas tramos de barra y a los apoyos incompletos.

2.- TRAMO DE BARRA.- Se llamara asi al tramo recto comprendido entre dos quiebres
adyacentes a una barra.

3.- BARRA - Se entendera por barra, a la parte de tuberia comprendida entre dos nudos.

4 -SECCION TRANSVERSAL .- La Seccion Transversal de cada barra, sera un anillo circular
constante en toda su longitud.

z
yl
/?
Ix =J
ly =lz,=Y
Ac, =Ac; =Ac

FIGURA 1. Propiedades de la seccion transversal y ejes locales de referencia (S. L.)
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3. DEFINICIONES

A).- Para analisis en dos dimensiones.

NN

NSNS
=
W
(=]
NN Q\N— @

NN
=)

S G

(i) Nudo

FIGURA 2 - Tuberia en el plano E Barra
Notese gue en un nudo pueden
concurrir barras con diferentes

seccion transversal. S.G. = Sistema global de

referencia.

A.1.).- Matriz de transformacion de coordenadas T para un tramo de barra.

p ‘
0 cos o l-sene Q

/]
® 7
a [T]= sen g cos 6 0
Ve
0 0 1
quiebre
] tramo

FIGURA 3.- Tramos de barra y angulo 8
para la barra 1 de la figura 2.
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donde 6 = inclinacion del tramo de barra j referido al eje positivo en el S.G. medido en sentido
contrario al de las manecillas del reloj. :

A.2.}.- Matriz de transporte entre los puntos y @referidos al S.G.

/ N
1 0 0

[Hg ]=| O 1 0

(Ye-Y) 1 Xe-X) | O J

AN

Referido al tramo la barra 1
do

(fig. 3), Bes el nu y j esel

quiebre @

Notese que para el tramo adyacente a un nudo , la matriz de transporte [Hg] toma la forma de
la matriz identidad [ Y ].

A.3.) Matriz de flexibilidad del tramo III en su extremo@ referido al S.L. de referencia. (ver
Fig. 1).

\
L o | o
EA
3
L*(1+¢) (2
IF ee] [l o 3E| 281
] 2
(en S.L.) 0 % %
\ /
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_ !
donde. C=G (1+P) v

P = Médulo de Poisson del material.

Ac = Area de cortante de la seccion
transversal.

B).- Para analisis en tres dimensiones.

v

FIGURA 4 .- Tuberia en el espacio
Nétese que en el nudo pueden
concurrir barras con diferente seccion

transversal.

@ nudo
(i) barra

S.G. Sistema global
de referencia.
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B.1.).- Matriz de transformacion de coordenadas [ T ] para un tramo de barra.

A% 0
(T1[]=
¢ A%
Cx' x Cy' x Cz' x
donde: [A3] = Cx'y Cy'y Cz'y
Cx'z Cy'z Cz'z

En la matriz [~ 3] los elementos de las columnas 1,2 y 3 son los cosenos directores de x', y' y
z’ respectivamente, del tramo E| en la barraE| en el S.L, con el respecto al S.G. (fig. 1y

fig. 4).

B.2.).- Matriz de transporte entre los puntos B y j referidos al S.G.

(1 0

[He] = ;
(h] (1 0 (Za-Z) | (Ya-Y)
donde [h] = | {Zg - Z) 0 -(Xeg- X)) .
-Ye-Y) | (Xe-Xp) 0

0
@ [——T" @ @quiebre

m tramo

FIGURA 5.- Tr s de barra y quiebres
para la barragrde la figura 4 (para el tramom,
b

B es el nudo j es el quiebre @ )
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Notese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz de transporte [ Hg, ] toma la forma de
la matriz identidad [ Y ].

B.3).- Matriz de Flexibilidad del tramo E] en su extremo (7)) referido al S.L. de referencia (ver
fig. 1)
i

dondeC=G(1+P)
Ac;L2

P = Modulo de Poisson del material

Ac = Area de cortante de la seccion
transversal.

/ L 0 0 0 0 0 \
EA
3
14C 2
o | E0+S) | 0 0 2
3EI 2E|
L3(1+¢) 12
0 0 0 - 0
3EI 2E|
) L
[f BB}E] = 0 0 0 Yo 0 0
2
0 0 - L_ 0 _L_. 0
2E| El
2
0 L 0 0 0 L
\ 2F| El
(enS.L.)
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4. PLANTEAMIENTO GENERAL

La solucion de la ecuacion general planteada en el andlisis estructural a traves del método de
rigideces

{F} = [kl {d) (1)

comprende las siguientes etapas:

A - Formacion de |a matriz de rigideces [k]
B.- Calculo del vector de fuerzas {F}
C.- Obtencidén del vector de desplazamientos mediante la solucion de la ecuacion

generat (1).
D.- Obtencion de los elementos mecanicos en los extremos de cada barra, calculados a
partir del vector de desplazamiento {d}.

Se trataran aqui solamente los puntos A y B. Los puntos C y D corresponden a un
ptanteamiento tradicional del analisis estructural.

A.- Formacion de la matriz de rigideces [k]

1).- Formacién de la matriz fk] en forma topologica

Se entiende por forma topologica de ia matriz K a la representacion matricial de la relacion que
guardan los extremos de las barras con los nudos de la estructura.

La matriz topologica [k] para las estructuras de las figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente
forma, si el extremo B de ias barras coincide con el nudo 1, 4 0 3.
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[Keel )+ [Keal) [Keal [4 0 0 (Kea] [3
+[Kgsa]
el [y (Knalp] * 1K) [7 [Kag) H [Keel [ 0
+{Knal -
0 : [Kga] [Keg] [{ +[Kez] 0 0
K] = i ERagC
+[Keg] I] +[Kgg]
0 [Keal EI 0 [KBB]B+[KBB] E] 0
[Kag] 0 0 0 [KM]E|

{en S.G)

Nétese que puede pensarse en una reordenacion de la nomenclatura de tos nudos a fin de
obtener un menor anche de banda de la matriz [k], lo cual es conveniente desde el punio de
vista de la aplicacién de computadores.

2) - Obtencion de las matrices [Kaal, [Kasl, ¥ [Kes] para_cada barra en S.G.

Estas matrices estan relacionadas entre si através de las siguientes expresiones:

[Kaa]l = [Haa) [Kes) {HBA]T

[Kag] = -[Heal [Kes]

[Keal = -[Keg] [H.;,g]T donde A y B son los extremos de ia barra (ver figura 3 y 5).

Por lo que solo sera necesario calcular [Kgg) de cada barra, y aplicar las expresiones anteriores
para calcutar [Kaa), [Kaa] ¥ [Ksal-
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Para calcular [Kgs] se procede de la manera siguiente:

Recuerde que [Kgg} = [faa]". por lo gue el problema se reduce a calcular [fgg] en S.G., la cual
se obtiene a partir de la siguiente expresion: ( Ver figuras 3y 5 }.

No tranos

[-fBB]J = T/_‘:l [HBJ]T[fBB]J [HBJ]
(en S.G))

donde [HBj] y [fBB][j] se encuentran referidas al S.G. de referencia.

La matriz de flexibilidad de! tramo ; en el extremo B, referida al S.G. puede calcularse con la
siguiente expresion.

[Fes]f] = [T} [F" eel)(T] [-E]

(en 5.G.)

3).- Tratamiento de apoyos incompletos.

Un apoyo incompleto puede nc ser considerado como ncodo, si se emplean las ngideces

modificadas del tramo de barra que ocurre en él.
A continuacién se enlistan las .matrices de rigideces modificadas para dos casos de

interés practico;
0——

v

&

L L X L N
I > o ’
/ EA 0 0 ) ' / EA 0 0 \
L L
. 3 | 3E , ,
(K'ag] = 0 a Z [K'as] = [K'aa] = 0 0 0
@enSL) | 0 0 0 (en S.1) 0 0 %
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/ N\
EAl o | o \ [ Ea o | o
L L
[Keg) = | © —?_? 35—' Kal=Ked = | 0 | 0 | 0
ensL) | o = if_' (enS.L) 0 0 %
\ t \ /

Para obtener [k] en S.G. se emplea la siguiente expresion:
K=MKx1m’

Con [ T ] tal como fue definido en Il

B.- Calculo del vector de fuerzas {F}

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberias como el de las figuras 2 y 4,
son las siguientes:

1.- Fuerzas externas aplicadas en:
- los nudos de la estructura
- los gquiebres de las barras
- los tramos de cada barra
Considérese ta barra 1 de {a fig. 2, cargada como se muestra en la figura 6

{F} No. de tramos

{Fa} 2

FIG. 6.- Barra cargada y fuerzas de fijacion {77, }y {r,}
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{Fi} = Fuerzas quiebre
- Fuerzas fijacion,

FIG 7.- Barra E] en cantiliver.

Las fuerzas de fijacidn en el extremo B de ta barra m se obtienen a partir de la siguiente
expresion:

{Fe} = - [Kes] {ds")

donde {dg*} es la matriz de desplazamientos del extremo B considerando a la barra en
cantiliver ( ver fig. 7 ) y se calcula con la siguiente expresion:

(07} = T [Hei] [Fi]

=1

En la expresion anterior, {F} es el vector resultante de restar las fuerzas externas aplicadas en
el quiebreCD ({Fh s, {F} No. tramos en la figura 6 ) menos las fuerzas de fijacion
producidas por las cargas externas aplicadas en los tramos adyacentes al quiebre ambas
referidas al S.G.

El vector {F,}. tiene la forma siguiente para el caso de sistemas de tuberias en dos o tres
dimensiones.
-

70 Fy

Fix
Frz

E= N F (Fi = <

M

M,

. M,

(S.F. 2D) (S.G. 3D)

M
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vector {F;}.

| —_
% I i j[ ; ? Convencidn positiva del

La matnz [Hg] se aplica tal como fue definida en I}

La matriz [E]es ta matriz de fiexibilidades del segmentclde barra comprendido entre el
extremo origen @ y el quiebre@ respecto al extrem destino@ y esta definida mediante

la siguiente férmula de recurrencia.

[Frt] = [r] + W] (T3] Goy00)

1< j < (No. tramos - 1)

en donde [H g1y se aplica tal como fue definida en I y ff ] se obtiene por un
procedimiento similar al descrito en A.2.

Nétese que en la ecuacion anterior se tiene que:

[7]= kg

y [?No. !ramos] = |fgg] [l

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene {dg"} se calcula {;:B} y se le suman las fuerzas

de fijacion en el extremo (B de la barra producidas por las cargas aplicadas en el tramo
adyacente a él, obteniéndose asi el vector — {Fg | definitivo.

Una vez conocido el vector de fuerzas {?B}de la barra E] se calcula con el vector de fuerzas

{FA}de la misma barra con la siguiente expresion:

Fa} = {Fa)” - (Hea {7}

donde’ {?A}* es el vector de fuerzas en el extremo (s ) de la barra | ] producido por las

cargas actuantes en ella considerandola en contiliver, (ver fig. 7) y [Haa] se aplica tal como
fue definida en i1l

194



Los vectores de fuerzas {?A} y {EB}si obtenidos constituyen el estado | de cargas (fuerzas
de fijacion).

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a los del estado |, y sumar los que concurren
en un nudo mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constituye el estado Il de

cargas.

La forma Topologica del vector de cargas {F} en la_ecuacion (1) para las estructuras de las
figuras 2 y 4, siendo nudos destino el . ) , s la siguiente:

Fabs + F}y

+

/ Feh + {Fa}:

F)= (Fia+ (Fale + Fabs + Frq

Fals+ {Fas + (Fabr + {Fabs * {F}s

\ {Fels + {Fe}s + {F}.4 /
e
O
Convencidn positiva para los :
componentes del vector {F}. NUDQ i

Estamos ahora en posibllidad de resolver la ecuacion general {F} = [K]{d} y obtener ios
desplazamientos de los nudos de la estructura y calcular a parlir de ellos los elementos
mecanicos que se generan en los extremos de las barras {inciso IV.C), lo cual puede hacerse
a traves de un planteamiento tradicional de analisis estructural.

A los elementos mecanicos asi obtenidos, se les suman los vectores de fuerzas de fijacion
gue constituyen el estado | de cargas para obtener los elementos mecanicos definitivos en los

extremos de cada barra de la estructura.
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2.- Fuerzas Producidas por Cambios de Temperatura

Es aplicable todo lo estipulado en B.1, pero ahora el problema es mas sencillo, ya que la
unica diferencia con lo visto alia, es que la matriz d ahora se calcula de la manera siguiente:

o = Coeficiente de lineal del material
At = Cambio de temperatura

Para « = cte.
At = cte.

dxg = «At(xg- xa)

{d's} = dyg = =at(ys- xa)
@ZB =0
(S.G. 2D)
(df&5= xAt{xg- Xa)
dyg = «at(yg— xa)
d= < dzg = «<At{zg- zp)
@xp= 0
@yg=0
@zg=10
\
(S.G. 3D)
Para = cte.
( At)y = variable para cada tramo [j)
) No tramos (A ) \
dxg = 3 oAt X
RRATELT)
{d . g No tramos (A )
B} = yg = T OAt v i >
| I
wzg =0
) (8G.2D)

196



[ ) No t_rgmosl_\ (A)
dxpg = T oAt (AX
I EAL (0
' No tramos
{d'5}= < dyp = 3 CCAl[j] (Ay)m
=1
' No tramos .
dzg = 5 OCL\tlJ](AZ)[j]
\ =

\

> (S.G. 3D)

Oxg=0
Oyp=10
Dzg=0

J

3.- Fuerzas producidas por desplazamientos impuestos a los apoyos

Es aplicable tambien ahora todo lo estiputado en B.1. y el problema resulta ser mas sencillo
que los ptanteados en B.1y B.2. puesto gue ahora {?B} se calcula directamente a partir de la

siguiente expresion:

ffo) = Koat {da)

donde {GA} es el vector de desplazamientos impuestos a la estructura en el apoyo A.
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3 . ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS

AGUSTIN DEMENEGHI COLINA
3.1 Determinacion de deformaciones en los suelos.

3.1.1 Deformacion de un suelo en el campo.

Para ilustrar la forma de determinar las deformaciones del .terreno de cimentacion,
consideremos un elemento que por peso propio esta sometido al estado de esfuerzos

mostrado en la fig. 3 . 1a.

Consideremos que este estado de esfuerzos se puede sustituir por una presiéon de
confinamiento equivalente al esfuerzo normal en el plano octaédrico p, , dada por el promedio
de los tres esfuerzos normales

pc= (1/3)(Pz+pctpy) (3.1)

Supongamos que {as presiones horizontales p, y py son iguales entre si y proporcionales a la
presion vertical p,.

Pe=py= ks pe
donde k, es el coeficiente de presion en reposos del suelo.
Sustituyendo enlaec. 3. 1.
Po=(1+2k,)ps/3 (3.2)

Lafig. 3 1 muestra al elemento de suelo sometido a una presion de confinamiento equivalente
Pc .

Supongamos ahora que se construye una cimentacién y ésta ocasiona incrementos de
esfuerzo normal ¢, , 6,y G, en el elemento ( fig 3.2 ).

Estos incrementos de esfuerzo producen deformaciones verticales y horizontates en el
elemento. En cimentaciones es usual que la deformacion que interesa al ingeniero sea la
deformacion vertical §, - del elemento Existen varios métodos para determinar esta
deformacion; uno de elios trata dei empleo de ia ley de Hooke, que consiste en lo siguiente:

&=|0,-v(c,+a,) |/E
oy=1t, H

" Profesor del Departamenio de Geotecmia. Facultad de Ingenieria
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donde ; £, = deformacion unitaria del elemento
E = modulo de elasticidad del material
v = relacion de Poisson
H = espesor del elemento

Los esfuerzos o, , o, y o, se pueden obtener con la teoria de Boussinesq, empleando las
ecuaciones que se presentan en el inciso 3 . 4 de este capitulo.

3.1.2 Propiedades de deformacion de los suelos.

En los suelos ocurren diversos tipos de deformaciones : elastica, plastica, elastoplastica,
viscosa, etc. Por lo que el valor de E se tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el
fendmeno que se esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que las relaciones esfuerzo -
deformacion en los suelos son no lineales, conviene con frecuencia trabajar con el mébdulo
secante de deformacion para determinar el valor de E correspondiente, utilizando niveies de

esfuerzo lo mas cercanos a la realidad.
A continuacion veremos la forma de determinar los diferentes vaiores de E.

La determinacion de las propiedades de deformacion para el andlisis de movimientos en una
cimentacion, se puede ilustrar considerando un elemento de suelo en una prueba de
compresion triaxial, sometido a! estadc de esfuerzos que se muestra en la fig. 3 .3 ;
consideremos adicionalmente gue se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que ia probeta
de suelo tiene un esfuerzo de confinamiento p, y un esfuerzo desviador o, iniciales,
primeramente se reduce el esfuerzo o, a cero ( para representar la descarga por excavacion,
decremento de carga, etc.), con lo que se cbtiene el modulo de rebote elastico E, del suelo
(fig. 3. 4). A continuacion, manteniendo aplicado el confinamiento p. , se vuelve a aplicar el
esfuerzo o, , con lo que se determina el modulo de compresién E.. ( fig. 3. 4 ). Aplicando un
esfuerzo de compresién o, se presentara un asentamiento adicional debido al incremento neto
de carga o, = ¢, - G, , donde o, es el esfuerzo normal debido a la carga total de |a estructura; a
esta deformacién se le puede denominar asentamiento por compresién; el moédulo de
deformacion correspondiente sera E. ( fig 3 . 4 ). Tenemos entonces tres maddulos de
deformacion, a saber :

Eo=0./¢c Ee=0/6c E.=o,/¢&

Dependiendo del tipo de deformacién que se esté determinando, se empiea alguno de los
modules E. |, E,. 0 E. enlaley de Hooke de la ecuacion 3 . 3.

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilia saturada, manteniendo el esfuerzo g, constante
se presentara.una deformacion a largo plazo e, (fig3 .4) .

Vemos entonces que las propiedades de deformacion para una cimentacion se pueden

determinar todas ellas en una prueba de compresion tiiaxial. Sin embargo, este tipo de ensaye
resulta dificil de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la deformacién
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diferida ¢, toma mucho tiempo en esta prueba; por esta razén, las deformaciones debidas &'
incremento neto de carga, entre las que se encuentra la deformacion a iargo plazo, ¢
determinan a partir de los resultados de una prueba de consolidacion. Ademas, se ha
observado que los modulos E; y E. se pueden obtener a partir de una prueba de compresion
no confinada, debido a que el esfuerzo efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de
arcilla saturada del terreno natural, es decir, se hace la consideracion de que el esfuerzo
efectivo en una prueba descompresidén no confinada es aproximadamente igual al esfuerzo
efectivo de campo. Con el modulo E; se obtiene la componente elastica de la deformacién
debida al incremento neto de carga.

En resumen, la expansion por descarga y el asentamiento por recompresion de determinan
con los modulos de rebote eldstico y de recompresion respectivamente, ambos obtenidos en
una prueba de compresion no confinada. Con el modulo de rebote elastico de determina
ademas la componente eiastica de |a deformacion debido al incremento neto de presion de la
cimentacion. La componente plastica de la deformacion instantanea, y la deformacion diferida,
ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentacion, se determinan a partir de los
resultados de una prueba de consolidacion.

Las propiedades de deformacién para la determinacion de movimientos de la cimentacion
debidos a acciones sismicas se gbtienen a partir de ensayes de tipo dinamico como el péndulo
de torsion ( Zeevaert 1973 ), la columna resonante ( Jaime et al 1987 ), etc.

En suelos friccionantes se sigue un procedimiento similar al de las arcilias, con la diferencia de
que el efecto de la presion confinamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor
en estos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que toman en cuenta er
forma explicita el efecto del confinamiento y que la relacion esfuerzo - deformacion en ellos €
del tipo no lineal, una de estas técnicas se presenta en el inciso 3 . 7 de este capitulo
{ Deméneghi 1989 ).

3.2 Deformaciones permisibles

Las formaciones calculadas deben compararse con las deformaciones permisibles de una
cimentacion, as cuales deben determinarse para cada estructura en particular. Por ejemplo, el
asentamiento total y los asentamientos diferenciales de una cimentacién dependen de la
opinion de las siguientes personas involucradas en el disefio de la cimentacion ( Zeevaert

1991 ).

a) Propietario del inmueble
b) inguilino

¢} Ingeniero estructunsta
d) Arquitecto

e) Autoridad municipal

fy Compadia de seguros
g) Opinién publica
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Por lo tanto, con el concurso de opinion de |las personas mencionadas, se llegan a definir los
movimientos permisibles de una cimentacion.

Sin embargo, para que el lector se de una idea de los asentamientos permisibles, y
unicamente para fines de anteproyecto se presentan los valores de la tabla 3 . 1 ( Sowers

1962 ).

3.3 Estados limite de servicio

Los reglamentos de construccién especifican los diferentes movimientos gue se deben revisar
en una cimentacion, los cuales dependen de cada caso particular. Por ejemplo, las Normas de
cimentaciones del Distrito Federal establecen que para una cimentacion compensada se
deben revisar los estados limites de servicio que se indican a continuacion. Cabe aclarar que
este criterio se puede aplicar en general a cimentaciones superficiaies, profundas, etc. Con las

modaiidades propias de cada cimentacion.
a) Desplazamientos instantaneos del suelo de cimentacion.

Los desplazamienios instantdneos en suelos finos saturados se pueden calcular utilizando ia
ley de Hoooke ( ec. 3 . 3 ), considerando que {a deformacién del suelo ocurre a volumen
aproximadamente constante. Véase el ejempio 6 . 1, donde se trata el caicuio de expansiones
y asentamientos por recompresion, considerandolos como movimientos instantaneos.

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta, experimentan
movimientos instantaneos de magnitud alla comparados con los desplazamientos diferidos. La
determinacion de deformaciones en suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3. 1,5 .
4y5 5,

b) Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de cimentacion.

Las propiedades de deformacion para la determinacion de deformaciones transitorias de la
cimentacion debidas a acciones sismicas se obtienen a parir de ensayes de tipo dinamico
como el pendulo de torsion ( Zeevaert 1973 }, la columna resonante ( Jaime et al ), etc.

En la obtencion de las deformaciones permanentes de un suelo ocasionadas por un sismo, el
fenomeno de la repeticion de carga es importante; por lo tanto, deben determinarse, en
muestras en el laboratorio, las deformaciones permanentes acumuladas por ia repeticiéon de
cargas. En forma aproximada y unicamente para fines de anteproyecto, se pueden emplear las
siguientes expresiones.

dpn =0, (1 +1log N )

donde
opy = deformacion permanente debida a N repeticiones de carga
o, = deformacion pern anente correspondiente a la primera aplicacion de carga
N = numero de repeticiones de carga
a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para suelos granitares a = 0.25
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log = logaritmoe decimal ( base 10)
c) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga

Considerando que la presion efectiva en una arcilla saturada no cambia en forma importante
por una excavacion, el asentamiento a largo plazo se caicula entonces empleando el
incremento neto de carga, e! cual es el resultado de sustraer de la presidn o carga total
transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de ella, la presidn o carga total
previamente existente en el suelo al nivel de desplante ( RCDF 1976 ). Ademas, si el terreno
de cimentacion consistente en arcilla, el asentamiento debido a cedencia lateral dé sueio es
usualmente pequefio en comparacién con el asentamiento total, por esta razon, aun el
asentamiento de cimentaciones en estratos de gran espesor de arcilla puede ser evaluado por
métodos basados en deformacion unidimensional { Terzaghi y Peck 1967, art. 41 ) ; es decir,
para calcuiar los asentamientos diferidos unicamente hay que utilizar el esfuerzo normal

vertical o, .

En el ejemplo 6 . 1 se presenta la valuacién del asentamientc a largo plazo en una
cimentacion compensada. Cabe aclarar que si se desea obtener adicionalmente la evolucion
del hundimiento, se puede emplear la tecria de la consolidacion de Terzaghi - Zeevaert que
considera adicionalimente la componente de deformacion de viscosidad intergranular
{ consolidacion secundaria ), véase para esto Zeevaert ( 1985 ).

3.4 Incrementos es esfuerzo en la masa de sueilo ocasionados por una carga repartida
aplicada en la superficie

3.4.1 Carga uniforme

A continuacion se presentan las expresiones para determinar los esfuerzos normales verticales

bajo la esguina de un rectangulo sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie

(fig.3.5).

Para o, ( Damy 1985)

q ] 1 xXiz xv "
o,=— - =+ — — | — + angiun — (3 6)
2 ({x " +z" y 4z ) A zA :

Para ¢ y ¢, (Dashko y Kagan 1980 )

¢ i Xy z ‘A
o, = AN E_ -——-2—;—— - angilan i + (1 = 2v)(angtan y_ angtanz— (3 7)
2|l 2 (x’ +: )A Xy X xz )
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" I A

o, =4 E——---'E'-)———anga'cm—ij-+(l—2'.))(ang,’1'.f.m£-—mng,r.n:;m'x— (3.8)
S o § ( 1, L2 Xy y vz

y +z ) A

A= (X 4y +20)" (3.9)

3.4.2 Cargatriangular.

Cuando la carga gue se aplica en la superficie es de tipo triangular ( fig. 3 . 6 ), se pueden
utilizar las formulas de Hamilton Gray ( Juarez Badillo y Rico 1980 ).

Bajo cl punto A

) INIP+ B+ 7F 7 KL (3.10)

G, =|pli{(2rB . - +(BfL)ang sen .
S Lr+z VIl + 7 o JBL+ B+ 127+ 7

Bajo cl punto B

om:[p],/(Z:rB){ Z__ Z (3.11)

NEz) (e e7)

donde L es la longitud de la carga trianguiar.

3.5 Cimientos sujetos a carga vertical y momento.

3.5 Reaccidn del terreno trapecial.

En numerosas ocasiones en la practica un cimiento se ve sometido a carga vertical y
momento. Por ejemplo, una columna le trasmite usualmente a una zapata aislada carga
vertical y momento. Ei efecto de un sismo se traduce en fuerzas cortantes y momentos al nivel
de cimentacion; asi, un edificio alto desplantado sobre una losa de apoyo o un cajéon de
cimentacion, en una region sismica trasmite al terreno de cimentacion un fuerte momento de
volteo, el cual ocasiona deformaciones en dicho terreno que pueden llegar a ser muy
importantes. Por lo tanto, se hace necesario determinar las deformaciones del suelo
ocasionadas por una fuerza vertical y un momento de volteo, tema que trataremos en este
inciso.

Consideremos un cimiento sometido al sistema de cargas de la fig. 3 . 7,y supongamos que la
reaccion del terreno es {a suma de una reaccion uniforme debida a la carga Q, y a una
reaccion debida al momento M.
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La reaccion uniforme se obtiene del cociente Q / A, siendo A el area del cimiento, mientras que
ia reaccion provocada por el momento se obtiene en forma aproximada utilizando la formuia d.
la escuadria: A= (M /1) . Observemos que la reaccién del suelo se calcula entonces con la

siguiente expresioén:
c=Q/AX(M/I1) y

donde

| = momento de inercia de la planta de la cimentacion
y = distancia del centroide del area de la cimentacion a la fibra donde se

esté calculando el esfuerzo
En los puntos extremos A y B del cimiento los esfuerzos se calculan:
ca=Q/A+(M/I)B/2 (3.12)
cb=Q/A- (M/1) B/2 (3.13)
Si el cimiento es rectangular de ancho B y longitud L
ca=Q/BL+6M/LB’ (3.14)
c,=Q/BL- 6M/LB? (3.15)

Por la tercera ley de Newton, ia carga sobre el terreno es la de la fig. 3 . 7, pero con sentido de
arriba hacia abajo (fig 3.8 ).

Por lo tanto, para determinar las deformaciones de! suelo provocadas por un cimiento con
carga vertical y momento, es necesano determinar el estado de esfuerzo dentro de la masa de

suelo ocasionado por la carga de tipo trapeciat de lafig. 3. 8.

Cuando solo se desea determinar el esfuerzo normal vertical en ia masa de suelo, el problema
se puede dividir en el de una carga rectangular o, y de una carga triangular c,” (fig. 3.8 ).
El esfuerzo normal ocasionado por la primera se calcula con la formula de Damy (ec. 3 6 ),
mientras que para la carga triangular se puede emplear las férmulas de Hamilton Gray
(fig. 3.7, ecs.3.10y3.11).

Cuando se requiere conocer ademas del, esfuerzo normal vertical o, , los esfuerzos normales
horizontales o, y o, , el problema se puede resoiver dividiendo la carga trapecial en un numero
n de cargas uniformes como se ilustra en la fig. 3 . 9. Los esfuerzos buscados se obtienen
aplicando las ecs. 3. 6 a 3 . 9, para cada una de las cargas uniformes en las que se dividio la
carga trapecial.
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3.5.2 Reaccion Triangular
Cuando el momento de volteo es allo, puede ocurrir que se presenten en un extremo
esfuerzos tedricos de tensién entre cimiento y terreno { fig. 3 .10 }. [En la realidad ia resistencia

a la tension entre estos dos materiales es practicamente nula, por lo que no existe dicha zona
de tensidén. Por lo anterior, se requiere determinar la reaccién del terreno ignorando esta zona

de tension.

Supongamos una reaccion triangutar como la indicada en la fig. 3 .11.
Por equilibrio de fuerzas verticales ;

0. C/2=Q = Area del triangulo ‘( 3.16)
Tomando momentos con respecto a un eje que pasa por el punto A :
IMA=-QC/3+QB/2-M=0

C=15B-3M/Q (3.17)

Delaec. 3 .18 c,=2Q/C (3.18)

En consecuencia, dado un cimiento en el que las cargas Q y M ocasionan esfuerzos teoricos
de tension en el contacto entre terreno y suelo, la reaccion de este, suponiendola triangular
( fig. 3.11), se obtiene utilizando la ec. 3 .17 para determinar la distancia C, y la ec. 3 .18

para obtener el esfuerzo o, .

Los esfuerzos en el intertor del medio elastico, ocasionados por la carga triangular se hallan
empleando las ecs. 3. 10y 3 . 11 del inciso 3 .4 .2 anterior.

3.6 Formulas para deformaciones elasticas.

3.6 .1 Rectangulo cargado.

Las deformaciones instantaneas en los suelos se pueden calcular de manera aproximada
utifizando las expresiones que proporciona la teoria de la elasticidad.

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo e isotropo, bajo la

esquina de un rectangulo sometdo a carga uniformemente repartida g, estd dado por
( Terzaghi 1943)

B+ {5 +!“ LZ+B2
(S—I(;(l—\ )/(rrl)](lln '] B )) ----- (3.19)

+l§ln

donde
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B = ancho del rectangulo

L = longitud del rectangulo

E = modulo de elasticidad del medio
F = relacion de Poisson del medio

Cuando el medio elastico tiene un espesor D, el asentamiento bajo la esquina de un
rectanguio sometido a carga uniforme q esta dado por ( Juarez Badillo y Rico 1980 ).

CER T G CRT R\
+0 In

8 =[g(1=v*)/ (xE][L In Y T

+(q/2rE) (1—v=-2v") z angtan Lf (3.20)

"
Y

a=(L +B+7%) (3.21)

Cuando existe un medio estratificado como el de la fig. 3. 12, formado por n estratos de
propiedades elasticas E y v, el asentamiento de la superficie se puede caicular utilizando la ley

de Hooke para cada estrato ,
& =(1/E)[ox-V(ox+0y) ] (3.22)

donde o, , 0,y O, son los esfuerzos normales vertical y horizontales ocasionados por la carga
aplicada en la superficie def medio, y &, es la deformacion unitaria del estrato. La deformacion,
en unidades de longitud, de! estrato esta dada por:

d=¢gH (3.23)
donde H es el espesor del estrato
La deformacion de la superficie sera la suma de las deformaciones de cada estrato
3.6.2 Circulocargado

En un circulo de radio R sometido a carga uniforme g en su superficie, el asentamiento bajo el
centro esta dado por ( Zeevaert 1973 ).

d=[rn(1-V)Rql/2E (3.24)

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale ( Richardt el al 1970 )
8=[3(1-v)M]/8GR’ (3.25)
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en que G=E/2(1+v) (3.26)

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces iineal y angular de un cimiento
de planta circular. La rigidez lineal se define como la carga vertical entre el asentamiento que

se produce :
Ki=Q/8=2ER/{1-V) (3.27)
La rigidez angular se define como el cociente del momento entre el giro que produce .

K,=M/8=8GR*(1-v) (3.28)

3.6.3 Girode un rectanguio sometido a momento.

El giro de un rectanguto sujeto a un momento M ( fig. 3. 13 ) se puede caicular determinando
la carga de tipo trapecial (ecs 3 .14y 3 .15) o triangular { ecs. 3 .17 y 3. 18 ) que actua sobre
el terreno. A continuacién se divide la carga en un numero n de cargas uniformes { fig. 8 ) y se
determinan los esfuerzos normales ¢, , o, ¥ g, con las ecs. 3 .6 a 3 .9, a la mitad de cada uno
de los estratos del subsuelo.

La deformacion unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley de Hooke (ec. 3 .22 )y la
deformacién en unidades de longitud utilizando la ec. 3 . 23. Esta operacion se realiza bajo los
puntos A y B de la fig. 8, con lo-que se determina, mediante la suma de las deformaciones de
cada estrato, ia deformacién en la supericie. Con estos resuitados se puede calcular el giro
del rectangulo sometido a momento. En el ejemplo 6 .1 se presenta una aplicacion de este
procedimiento.

En forma simplificada, se puede usar el siguiente artificio: se obtiene el momento de inercia del
rectangulo |, en el sentido que se esta analizando, y se obtiene el radio equivalente a un
circulo { Normas de Sisme 1987 ) :

R=(4l/x)" (3.29)

Con el radio equivailente R se emplea la ec 3 . 25 para determinar el giro de la cimentacion
deplanta rectangular.

Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a una sobrecarga uniformemente repartida q
{ Yoder 1959)

o,=q[1-22/(R*+27)*?
G ={(qg/2)[1+2v-2(1+V)z/{R*+22) "7+ 2% 1 (R?+2%)*'?

R = radio del circulo
Férmula de Frohlich para la determinacion del giro de un cimiento corrido, apoyado sobre un

medio elastico semiinfinito ( Zeevaert 1973 )

207



@=angtan[16 (1- V)M /(nEB?))

E = moduio de elasticidad v = relacién de Poisson
B = ancho del cimiento M’ = momento por unidad de longitud

La férmula de Frahlich se recomienda cuando {a tongitud del cimiento es mayor o igual que tres veces el ancho del mismo.
Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral ( horizontal )

_ (7-8v)0,
" 32(1-v)GR

R = radio del circulo.

TABLA 3.1
ASENTAMIENTOS PERMISIBLES

Asentamiento total permisible de la Cimentacion de una estructura, de tal forma que no se
presente dano funcional en las siguientes instalaciones o elementos :

Obras de drenaje 15a 30 cm.
Accesos a la estructura 3¢ a60cm,.
Muros de mamposteria 25abcom.
Marcos estructurales de concreto o acero 5a10cm,

Losas o cajones de cimentacion 7.5a 30 cm.

Los valores mayores scn para asentamientos en terenos de cimentacion homogéneos y
estructuras de buena calidad en construccion. Los valores menores son para asentamientos
en terrenos de cimentacion con estratigrafia erratica y estructuras de regular calidad de

construccion.

Tomado de Sowers ( 1962 )
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

Cuando se realiza el anaiisis sismico de una cimentacién, es usual que se cuente con un
coeficiente sismico para la region en cuestion, dado por el codigo del Estado donde se
construira la estructura correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al analisis y
diserio de Ia estructura, incluyendo desde luego en este al de Ia estructura de cimentacion.

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio estd formado por sedimentos de consistencia
blanda, se presenta un fendmeno de amplificacion de las ondas sismicas que llegan al lugar,
el cual consiste en que, en la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta
aceleracion, mientras que en la superficie del suelo blando, la aceleracion puede ser varias

veces mayor que |a del terreno firme (figura 1).
El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en forma parcial, ia resonancia

del suelo blando. Para ilustrar este fenédmeno consideremos un sistema de un grado de
libertad como el mostrado en ia figura 2, en el que la base se somete a un movimiento dado

por :
X, = afdsen{t

La velocidad de la base vale Xo = aQdcos Ot

y la aceleracién Xo = —a2? senQt

La respuesta de la masa esta dada por { Newmark y Rosenblueth 1976)

Desplazamiento relativo  y = aB, sen{§2t —¢)

Velocidad retativa y = aB, cos(§2t — ¢)

Aceleracion relativa : '
y = aB, cos(Qt - ¢)

En las expresiones anteriores
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4
w , es la frecuencia circular del sistema w, = yK/M

Los desplazamientos absolutos estan dados por:

Desplazamiento: X =x,+Yy
Velocidad: X=X,4Y

Aceleracion =X, +Y

Definimos el factor de amplificacion de la aceleracion como el cociente entre la maxima
aceleracion absoluta de la masa y la maxima aceleracion de la base:

f,=max x | max x,

En la fig. 3 se muestra la variacion de f, con el cociente T, / T, para amortiguamientos de 2 y
10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periodos estan dados por
Ti=2n/m (masaquevibra) v T=2n/Q (base)

Se observa en la figura 3 que la amplificacion de la aceieracion depende del cociente T,/ Ty
del amortiguamiento. La maxima amplificacion se presenta cuando T, / T, al aumentar el
amortiguamiento decrece el factorf, . Para T, / T — = la amplificacién de la aceleracion es

nula.
Un fenomeno similar sucede en el suelo biando, en el que éste hace las veces de la masa del

ejemplo anterior. Consideremos un estrato de espescr H como el indicado en la figura 1, y
supocngamos que e! desplazamiento de {a base rigida estd dado por
Xo(t}=Cexp(iQt)= (cos Qt+isenQt) i=V(-1)

o que implica que la base tiene un movimiento armonice de frecuencia ().
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La solucion del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los numeros
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto en la amplitud como en la fase del
movimiento. Definiendo ia funcién de amplificacion f, = A { Q) como valor absoluto del
cociente de la maxima aceleracion en la superficie del estrato entre la maxima aceleracién en
la base rigida, se obtiene { Roesset 1969 )

AQ)=11 ‘/(cbshza cos’ B+ senh® a)sen’ B (1)

donde

a= HQJ[J{[1 + Q1 G)? —1]/[1+ nQ ! G)z]}] 1J2C, (2)

g = HQ\/H{P + QG +1)/[1+ (nQIG)’]}} Iv2C, (3)

donde : C, =,/G/p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando.

1 = amoriiguamiento del suelo blando
) = frecuencia circular natural de la base rigida

H = espesor del suelo blando
G = moédulo de rigidez al cortante dinamico del suelo blando

p = masa especifica del suelo blando

La respuesta depende de la hipotesis que se haga respecto al amortiguamiento. Se puede
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo
que 1) / G = 2 { sea una constante. Aplicando las ecuaciones 1 a 3 se obtiene la respuesta

del estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las
siguientes expresiones

w = frecuencia circular del modo " n " de vibrar.

wn=(2n-1)rV(G/p)/2H=(2n-1)rCs/2H

Para pequenos valores de (1 /G ), Ia funcién de amplificacion, para los modos naturales de
vibrar, vale aproximadamente ( Roesset 1969 ) :
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Ao )=4/(2n-1)n(2¢) (5)
{ = fraccion del amortiguamiento critico.

En la figura 4 se muestra la variacion de la funcién de amplificacidn con la frecuencia de
vibracion de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la
onda cortante en el suelo blando Cs =229 m/s y un peso volumétrico del suelo y= 2t/ m’.

La funcion de amplificacion se obtiene empleando las ecuaciones 1 a 3, considerando que
nQ/G=2¢

Vemos que ia maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa
que si la frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio coincide o esta
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, ia aceleracion
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleracion en el terreno firme. En
este ejemplo la amplificacion de la aceleracion es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo

blando de 20 % del critico.

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracién y los valores
correspondientes a los " picos * de la funcion de amplificacion ( figura 4 ), empleando las
ecuaciones 4 y 5. En la tabla 1 se presentan los resultados para tos primeros cinco modos de
vibrar, considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION AMPLIFICACION A { w, )

:.'f: n - Wy, :
w1 11,78 o
h2 0 35.34 15,625
437 58.90 . 9.375;
e
5

82.47 13425 0.
106.3 16,875, 0.059 |

w,=(2n-1)nCo/2H A(Lﬁn)=41(2n-1)n(2g)

f=ws/27 Ten =20/ wy

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de vibracion de ias ondas
sismicas que llegan a un sitio; en todo caso, es conveniente observar las frecuencias
dominantes de los temblores que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los
que se puede presentar el fenomeno de ampilificacion de aceleracion gue hemos comentado
en los parrafos anteriores.
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El razonamiento anterior es valido también en términos de los periodos de vibracion de ondas
y suelo blando. Vemos que la maxima respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo
de vibracion de |la base firme coincide con el periode natural del primer modo de vibrar, siendo
esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( figura 4 ). Es decir, la aceleracién en la superficie
del terreno blando sera 3.18 veces mayor que |la aceleracioén en la base, si el amortiguamiento
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleracion en la superficie del suelo blando
depende fundamentaimente del cociente T,/ T, donde T, es el periodo natural de vibracion
del estrato blando y " T " es el periodo dominante de vibracidon de 1as ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo ( figura 1), los periodos de vibracion estan dados por

Tan=dHY(p/G)/(2n-1);, n=1,2, ... (6)
n=12, ..
donde p = masa especifica del suelo.

G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo.
El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene paran=1. T =4HV(p/G)

Para'la estimacion del periodo natural de vibracion de un suelo estratificado véase Zeevaert
(1973, 1980).

El periodo de vibracidén de la estructura se halla con los métodos usuales de! analisis
estructural. Sin embargo, cuando el terreno de cimentacion esta formado por un suelo blando,
es importante considerar ademas el efecto de balanceo y de ftraslacion horizontal de ila
cimentacién. Asi, el periodo de vibracion acoplado de una estructura vale ( Normas de Sismo

1987 ) -

donde

T, = periodo fundamental que tendria la estructura si se apoyara sobre una
base rigida ( este periodo se debe a ia flexibilidad propia de la
estructura )

T, = periodo natural que tendria la estructura si fuera infinitamente rigida y su
base so6lo pudiera trasiadarse en la direccion que se analiza.

T, = periodo natural que tendria la estructura si fuera infinitamente rigida y su
base solo pudiera girar con respecto a un eje horizontal que pasara por
el centroide de la superficie de desplante de la estructura y fuera
perpendicular a la direccion que se analiza.

Para el calculo de los periodos de vibracion anteriores, véase el Apéndice de las Normas de
Sismo (inciso A7, interaccién suelo - estructura).

Una vez gque se conocen los periodos de vibracion del suelo Ty, y de la estructura T,, se

puede emplear el espectro de respuesta sismica de Zeevaert ( 1980 ) para la determinacion
del factor de ampilificacion f, ( figura 5 ), definido como el cociente de la maxima aceleracion en
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el centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracion en la superficie del terr 92
blando.

Vemos en el espectro que la maxima respuesta se obtiene cuando T, / Ts. Por Io.visto
anteriormente, no se puede evitar la amplificacion de la aceieracion de un suelo blando, pero
si es factible evitar que coincidan el periodo natural de vibracién del suelo con el periodo

natural de vibracion de una estructura.

La aceleracidn en la superficie del terrenc la proporciona, en la Ciudad de Mexico, el
Reglamento de Construcciones en las Normas de Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se sefiala
que “ la ordenada del espectro de aceleraciones para disefio sismico " a8 * , expresada como
fraccion de la aceleracion de la gravedad, esta dada por la siguiente expresion :

a=(1+3T/T,)C/4,, siTesmenorque T,

La aceleracién en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = 0 en esta expresidon { pues
para T = 0 |la estructura vibra igual que ia superficie del terreno ), porlotanto a=C,=C /4 en

ta superficie.
”

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigraficas del Distrito Federal se presentan a
continuacion ( articulo 206 del Reglamento ) :

:.Zona-- . Coeficiente Sismico ¢ ;% . Aceleracion
- R, (‘supérficie')
om/s®

0.16 139,

I S 0.32 .78

JUREEST : 0.40 - © 98

Vemos entonces que, por ejemplo, en {a zona |l la aceleracién de diserfio de la superficie del
terrenc es de 98 cm / s*.

También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar “ c” {Normas de Sismo, Apendice) :
en sitios en que se conozca el periodo dominante del terreno T, ¥y que se hallen en las partes
sombreadas de |a figura 3.1 ( de esas Normas ), también se adoptara c= 0 4 para estructuras
del grupo B, y 0.6 para las del A ; fuera de las partes sombreadas se adoptara

c=1.6Ta/(4+ T%)

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibracion dominante del suelo T, ..
Considerando que el coeficiente sismico en ia superficie ¢, = ¢/ 4 y que la aceleracion en la
superficie, en cm / §° , es igual a ¢; por 980, en la figura 6 se presenta la variacion de esta
aceleracién en funcién del periodo T, . '
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EJEMPLO

Determinar la respuesta de aceleracion de un edificio sobre un estrato de suelo blando, con
las siguientes caracteristicas :

Masa = 217.5 ts’/m

Peso = 2133t

Periodo de la estrt}ctura T,=0.3 seg

Amortiguamiento en la estructura £,=5%

Periodo por rotacion T, = 0.76 s.

Amortiguamiento en el terreno de cimentacion &, = 15 %
Periodo por traslacion T, = 0.22 s.

Periodo del terreno de cimentacion T, = 2.4 s

El periodo acoplado de la estructura vale

T, =T +T + T
Obtenemos el cociente T,/ Tg; = 0.35

Para entrar en el espectro de la figura 5 necesitamos ei amortiguamiento acopiado del
sistema, el cual esta dado por (Zeevaert 1980 } :

Er=V(1-g1)
g1=GQr (T )2 / ('Qo Tzr + O Tzo )
donde  T=V(T%+T,)=0817s
go =1 - E% =0,9975
g =1- 8, =09775
Sustituyendo g, =0.98 £y =0.141

Es decir el sistema tiene un amortiguamiento de 14.1 %.

" Entrando al espectro para disefio sismico ( figura 5, Zeevaert 1980 ), se obtiene un factor de
amplificacion f, = 1.9 . )

Considerando una aceleracion en la superficie de 98 cm / s°, la aceleracion en el centro de
gravedad de la estructura esta dado por (98 ) (1.9} = 186 cm / s*.
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DINAMICA DE SUELOS

VIBRACIONES .
Agustin Demeénegui Colina
Hector Sanginés Garcia

Vibracicnes libres
Consideremos un sistema de un grado de libertad, como el mostrado en la fig. 1. Se trata de
un cuerpo de masa M unido a una base firme mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez

K se define como el cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad del
cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce dicha fuerza, es decir ;

k=p/b
El amortiguamiento ¢ toma en cuenta las pérdidas de energia que se producen durante el

movimiento (fundamentalmente por friccidén interna en el sistema). Se ha observado experi-
mentalmente que la perdida de energia se puede representar mediante una fuerza que se

opone al movimiento , la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo; esta fuerza vale cx.

Por el principio de D'Alambert, 1a fuerza de inercia es igual al producto Mx, pero tiene sentido
contrario a la aceleracion. Esta fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinamico del cuerpo.

El fenémeno fisico que estamos estudiando consiste en dar inicialmente un desplazamiento
horizontal &, at cuerpo, para después soltarlo y dejarlo vibrar libremente.

El equilibrio dinamico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la siguiente ecuacion
Mx+Cx+Kx=0 (1)
Mx+ Kx=0 (2)

La ec. 2 es una ecuacién diferencial homogenea de segundo orden. Su ecuacion diferencial
caracteristica es -

MA* + KA" =0 MX +K =0 3)

La solucion de la ecuacion caracteristica es

Profesor del Departamenlo de Geolecnia

Jefe del Departamento de Geotecnia.
Division de Ingenieria Civil, Topografica y Geodesica. Facultad de Ingenieria. UNAM
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A, = J(=K 1 MY = J(K/M)i
Ay ==K I M)==J(K/M)i

Denominemos a (K /M) = = frecuencia circular natural del sistema.

Cuando las raices de una ecuacién caracteristica son complejas, la solucién de una ecuacion
diferencial homogénea de segundo orden esta dada por:

x = C, e" cos bt + C, e sen bt
donde “a" eslaparte real y “b “ la parte imaginaria del numero complejo. Por o tanto

x = C; cos wt + C, sen wt (4)

x = ~C awsenws + C, 0 coswf (5)

De acuerdo con las condiciones iniciales, parat= 0, x=0. Sustituyendoenlaec. 5
0=Caw (1) = C=0
x = C, cos ot
Parat=0, x = §,. Sustituyendo en la ec. 4
0o = Cy X = §, cos wt (6)
En la figura 2 se muestra la variacion de x en funcion de.l tiempo t.

Se define el periodo T como el iempo en que ta masa pasa por el mismo punto, con el mismo
sentido del movimiento. De la figura 2 se observa que

wl=2n T=2n/w
Perom=v(K/M) - T=2nv(M/K)} (7)
T se conoce también como el pencdo natural de vibracidon del sistema de un grado de libertad.

La velocidad se halla derivando la ec. 6

X =-wd sens (8)

La aceleracion se halla derivan--: laec. 8
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x=-w8, cosal=-m’x (9)

Vemos que la aceleracién es igual al desplazamiento multiplicado por et cuadrado de v, con
signo contrapo.

Vibraciones libres amortiguadas

Consideremos ahora que si hay perdida de energia en el sistema, es decir, que existe
amortiguamiento : C = 0 . El movimiento queda representado por la ec. 1

M£+CJ.c+Kx=O - (1)
La ecuacion caracteristica es
MA +CA + KA =0 MA'+CA+K=0 (10)

Las raices de la ec. 10 son

A, =-Cr2M+ [((C12M) K/ M)

Ay ==Cr2M= [((Cr2am) K1 M)

Las raices A, y A pueden ser reales o complejas, dependiendc del vaior del radical

Jcramy? -xrm).

Se distinguen tres casos.

Caso 1. Dos raices reales diferentes

Si las raices son reales: (¢ /2M ) - k/m >0. La solucion ae la ec. 1 esta dada por:
x=Cie'+CreY (11)

En este caso el sistema no vibra, sino que la masa después de haber sido desplazada una

distancia 9§, regresa a su posicion inicial. Este fendmeno se presenta cuando el
amortiguamiento C es alto.
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Caso 11. Una raiz real

Se presenta cuando (c/2M )’ - k/m = 0. Sélo existe una raiz real que vale A = -C / 2M

La solucion de la ec. 1 es
x=C,e"'+Cpte"

x =A™ +C, (1A +e)

De acuerdo con las condiciones niciales, parat=0, x=3§,, porlotanto: C; =,

Parat=0, x=0 , por o tanto
0=CiA+C, Cz=-k
Por lo tanto , la solucionde laec 1 es
| Xx=8e M (1-ht)
x =8, MM 14 (c/2M) ) (12)

En ia fig. 3 se muestra la variacion de x en funcion del tiempo.

Caso 111. Dos raices complejas

Ahora (c/2M Y -k/m <0,y

Ay==Cl2M+ K1 M= (Cr2m) i

A= —CloM = JK I M=(CI2MY i

Cuando las raices de una ecuacion caracteristica son complejas, la solucion de una ecuacion
diferencial homogénea de segundo orden esta dada por :

x=C,e®cosbt+C,e®senbt (13)
donde " a " es la partereal y " b " es la parte imaginaria del numero complejo. Por lo tanto

a=-Cl2M, y b= \/@M-(CQM)?,

Derivando de laec 13

x=e(-C,b senbt+C,bcosbt) + ae?(C,cosbt + C,sen bt) (14)
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Parat=0,x=29,, porlotanto, delaec. 13. Cy=3J,.

Parat=0, x=0. Sustituyendo enlaec. 14. C;=-ad,/b
Sustituyendo en ta ec. 13

x=8,e" [ cos bt-{a/b)sen b (15)

Peroa=-C/2M, yb= {K/M-(C/2M)>

Hagamos { =C/Ceu= c/2yMK

Al coeficiente { =- C/ C.; lo denominaremos porcentaje del amortiguamiento critico:
{=C/Cei=c/2dMK

Por otra parte w = vK /M, poriotanto, L w=C/2 M.

Sustituyendo en la ec. 15

Xx=5, e‘Cm‘[cosm 1202 t4+(C 141-02 ysenw |1- 12 t} (16)

La fig. 4 muestra la variacion de x en funcion del tiempo.

Vibraciones Estacicnarias

Se denominan movimientos estacionarios cuando la accion sobre el sistema es de tipo
armonico

a) Vibraciones Forzadas

Consideremos un cuerpo como el de la fig 1, que se somete a una fuerza estacionaria dada
por F = F, sen Q t. |_a ecuacion de equilibrno dinamico gueda

Mx+ Cx+Kx =F, senot (17)

La respuesta de la masa esta dada por { Newmark y Rosenblueth 1976 )
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Mx+ Cx+Kx=F_ senwt (17 )
F. sen (i - ¢) (18)

x:—._—»
0 Y QY
) )
w, W,

K
( es la frecuencia circular del sistema w, = vK/M

Consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como el mostrado en la fig. 5, en el
gue la base se somete a un mcvimento dado por '

X, =asenQt {20)
La velocidad de la base vale x=a Q cos {2t (20')
Y la aceleracion X, =—aQ’ sen Qt l (20")

L a ecuacion de equilibrio dinamico esta dada por
Mx+Cy+Ky =0

Pero de lafig. 5 k:xn+y

M(x+y)+Cy+Ky=20
My +Cy +Ky= -Mx, (21)

My +Cy + Ky = aQ*MsenQt (22)

Vemos que la ec. 22 es similar a ta ec. 17 Por {o tanto, se puede emplear {a misma solucion
delaec. 17, con

FosenQt=a’ MsenQt

Con este cambio de variable, la respuesta de la masa esta dada por

Desplazamiento Relativo y = aB,sen(Qt-¢) (23)
Aceleracion
Velocidad Relativa y =aQB,cos{Qt-¢) {23")
relativa y=—aQ’B,sen(Qt - ¢) (23")
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En las expresiones anteriores

1
B, =

o Q
(01 d
¢ = angtan ,
o)
1.
W,

) es la frecuencia circular del sistema , = vVK/M
Los desplazamientos absolutos estan dados por

Desplazamiento

X=X, ty
Velocidad X = x,ty
Aceleracion X=X,+Y

(26)
(27)

(28)

Definamos el factor de ampiificacion de la aceleracion como el cociente entre la maxima

aceleracion absoluta de ta masa y la maxima aceleracion de la base:

f, = max 1)( / max

XO

Es decir f

. = max|senQt + B, sen(Qt - ¢)]

(29)

(30)

En la fig. & se muestra la vanacicn de f, con el cociente T, / T, para amortiguamientos de 2 y
10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los pericdos estan dados por

T,=2n/w ( masa que vibra)

yT=2n/0

( base)

Se observa en la fig. 6 que |la amplificacion de la aceleracion depende del cociente T,/ T y del
amortiguamiento. La maxima amplificacion se presenta cuando T, / T = 1; al aumentar el
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amortiguamiento decrece el factor f, . Para T,/ T — o la amplificacion de la aceleracion es
nuia.

Vibracion debida a rotacion

Consideremos una masa come o indica en la fig. 7, vibrando libremente. La fuerza de inercia

vale F = M x.

Delafigura X = 01, x = 6 H Porlotanto F =M 6 H

El momento de volteo al nivel de cimentacion, debideo a ia inercia de la masa vale

0O =FH=M 6 H> = MH? ¢

Supongamos ahora que ta cimentacion esta sometida a un momento estacionario dado por
Or = Oy sen Q t. En el diagrama de cuerpo libre de la cimentacion ( fig. 8 ) se muestran los
momentos que actuan sobre ella. El equilibrio de momentos indica que

MH?2 6 +C 68 + K, 08 =0, senQt (31)

La ecuacion dinamica obtenida para un sistema de un grado de libertad sometido a una fuerza
vertical estacionariaes (ec. 17 ) .

Mx +Cx+Kx=F senQt ' (32)

Las ecs 31y 32 son similares, por lo que para hallar la sotucion de la ec. 31 podemos emplear
la solucién de la ec. 32, cambiando M por MH? y P, por Oy. Por lo tanto, ia solucion de la ec.
31es

o= O sen (Lt - o) (33)
“ \F O Y, gr2fe YV
( ) sz] * 4(: ( ),
donde v = angtan 2l wQ / (wz - Q7 ) (34)
w= JKIMH = K 7T M/ H (35)

{=C/C, =cl/2K MH2=C /2H K, M (36)

Por lo anterior, el periodo natural de vibracion por rotacion de una masa esta dado por
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TTITY, = 27MH? / K, = 27H M 7 K, (37)
0 T :2n,/ wH 1 K (38)

Vibracion de un estrato de suelo

Un fenémeno similar al de vibracion de un sistema de un grado de libertad sucede en un
estrato de suelo biando, en el que este hace las veces de la masa del sistema de un grado de

libertad.

Consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la fig. 9. El estudio de la
vibracion de este estrato se lleva a cabo estableciendo las ecuaciones de equilibrio dinamico
de un elemento de suelo ( fig. 10 ), considerando una onda de cortante que viaja en direccion
vertical, las fuerzas que actuan sobre el elemento son ( Roesset 1969 )
'Fuerza de inercia p &%/ 5t
Fuerza debida a la perdida de energia n &%u / 8t 82

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento

Ty AX AZ + (T O Tox / 8 2 ) dx dz + 1} 87U/ 8t §2° dx dz

= ( pdlu/ &t*) dx dz - ( 39)
Es decir p&U/ M =8 1,/ Bz + 1 Su/ Bt 8 (40)
Por la ley de Hooke Yor = ( 1/Q) T
y Yox = O W/ Ox + du / 5z condw/dx=0
Y=0U/lbZ

Sustituyendo valores en la ec 40
p 87U/ 5t =G §u/ §z + n Su /St 52 (41)

Para hallar el movimento de estrato de espesor H se tiene que resolver una ecuacion
diferencial parcial de segundo orden ( ec. 41 ).

Supongamos que el desplazamiento de la base rigida esta dado por

Xo{t)y=Cexp (it2t)=C (cosit+isent) (42)

240



.~,1—1

= |-
lo que implica que la base tiene un movimiento armoénico de frecuencia {2,

La solucion del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los numeros
complejos, io que conduce a que haya un cambio tanto n la amphtud como en la fase del
movimiento. Definiendo la funcion de amplificacion f, = A (€2) como el valor absoluto del
cociente de la maxima aceleracion en la superficie del estrato entre la maxima aceleracion en
la base rigida, se obtienen ( Roesset 1969 )

Ay=1/ \/cosh2 o cos B+ senh’ o sen’ 3 (43)

(x=H£2‘/[-1+(nL2fG)—1}/[1+(1]L2_/G)J/ﬁ (44)

B=H$l JF+(1]£2/G)+1J/{1+(ngg/(3)}/ﬁ (45)

donde C.= J G / p = velocidad de Ia onda de cortante en el suelo blando
n = amortiguamiento del suelo blando
1 = frecuencia circular natural de ia base rigida
H = espesor del suelo blando
G = modulo de ngidez al cortante dinamico del suelo blando

p = masa especifica del suelo blando
La respuesta depende de la hipotesis que se haga respecto al amortiguamiento. se puede
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo que
11 L2/ G = 2 £ sea una constante Aplicando las ecs 43 a 45 se obtiene la respuesta del estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar de! estrato se halian con las
siguientes expresiones

), = frecuencia circular del modo n de vibrar
W.=(2n-1)n JG /p/2H =(2n-1)nC./2H (46)

Para pequenos valores de {( y (2 / G}, la funcion de amplificacion, para ios modos naturales de
vibrar, vale aproximadamente { Roesset 1969 )

Almg)=4/(2n -1Yym(20) (47)
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E = fraccion de amortiguamiento critico

En la fig. 11 se muestra la variacion de la funcion de amplificacion con la frecuencia de
vibracion de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la
onda de cortante en el suelo blando C, = 229 m/s y un peso volumeétrico del suelo y = 2 t/m”>.
La funcion de amplificacion se obtiene empleando las ecs 43 a 45, considerandoquen 2/ G =

2¢.

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar de estrato blando Esto significa
gue si la frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio coincide ¢ esta
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrate de suelo blando, la aceleraciéon
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleracion en el terreno firme. En
este ejemplo la amplificaciéon de la aceleracion es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo

blando de 20% del critico.
En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracion y los valores
correspondientes a los "picos “de la funcion de amplificacion ( fig 11 ), empleando las ecs. 46 y

47. En la tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20% del amortiguamiento critico.

TABLA 1

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A ( i, )

aASAALLLE AN aak

- n..."“ ﬁmww" - X ) f A TS" A ( W, )
s ciclos/s S
1 11,78 1.875 0.533 3.183
2 35 34 5625 0.178 1.061
3 58.90 9375 0.107 0.637
4 B2 47 13.125 0.076 0.455
5 106.03 16.875 0.059 0.354

0n=(2n-2)nCe/2H CA(w)=4/(2n-1)n(28)
f =wm,/2n Ten =2/ wy,

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de vibracidén de las ondas
- sismicas que llegan a un sitio, en todo caso, es conveniente observar las frecuencias
dominantes de los temblores que legan a una localidad, para reconocer los estratos en los que
se puede presentar el fendmeno de amplificacion de aceleracion que hemos comentado en los

parrafos anteriores.
El razonamiento anterior es valido también en términos de los periodos de vibracion de ondas

y suelo blando. Vemos que la maxima respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo
de vibracidén de |la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo
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esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( fig. 11 ). Es decir, la aceleracion en la superficie
del terreno blando sera 3.18 veces mayor que la aceleracion en ia base, si el amortiguamiento
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleracion en ia superficie del suelo blando
depende fundamentalmente del cociente T, / T, donde Ty es el periodo natural de vibracién
del estrato blando y T es el periodo dominante de vibracion de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogeneo ( fig.9 ), los periodos de vibracion estan dados por

Tee=4H Jp / G/ (@2n-1) (48)

donde p = masa especifica del suelo
G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene paran = 1:

Tai=4H Jp / G (49)
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VIBRACION LIBRE DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD
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VIBRACION LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO
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MOVIMIENTO PARA AMORTIGUAMIENTO CRITICO
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VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO
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DINAMICA DE SUELOS

VIBRACIONES

Agustin Deménegui Colina”
Hector Sanginés Garcia
Amortiguamiento { Kolsky 1963 )

Durante {a vibracion de un sdlido, se produce cierta pérdida de energia por calor, io que se
conoce en términos generales como friccion interna en el sistema.

La forma mas directa de definir la friccion interna es determinando e! cociente de la energia
disipada durante un ciclo de esfuerzos AW entre la energia elastica W almacenada cuando la
deformacién unitaria es maxima. A este valor se denomina * amortiguamiento especifico “ o "
perdida- especifica de energia “, y se ha observado que depende de la amplitud y de la
velocidad del esfuerzo en el ciclo, y a menudo de ia historia de cargas del espécimen.

En general se acepta que las fuerzas de restitucion son proporcionales a la amplitud de la
vibracion y que las fuerzas disipativas de energia son proporcionales a la velocidad. Cuando
esto se cumple, la relacion de amplitudes positivas entre los ciclos consecutivos es constante,
y el logaritmo natural de esta relaciéon, A, se toma como una medida de |a friccion interna.

Demostremos continuacion que A' es igual a la mitad de la pérdida especifica de energia
cuando el amortiguamiente es bajo. De la fig. 1

A =In{ /%)

1. El desplazamiento esta dado por la ec. 16

e

x:CDe"‘-""{coswﬂ-iz_t + (Q /1 - Cz)senm\h - 2 t:l (16)

Parat = t_ x, = 5, e=""
Parat = t, x, = &, e nithr2rio)
x, [ x, = e™

Profesor del Departamenio de Geotecnia
= Jefe del Departamento de Geolecnia
Division de Ingenieria Civil Topogratica y Geodésica
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Pero {=c¢/2dMK Y w= VK /M

x;.’lx[».= cwr“r-
A= In(x, / xy,)=rc/ Mw = tcw /K
AW x TN X, - A
Paor otra parte — =12 b 3 b
W v, " A
Pero X, = X,
° 2 ?
X, X, + x.0 = x, o+ x,7 = 2x,7, X, (X, + x,)
X, * Xy . 2
2 =
X X,

Sustituyendo

AW 2(x,-xb)52'n(f_,_)=
W X, Xy

Por lo tanto, en vibraciones libres con amortiguamiento pequeno, el amortiguami
especifico A" . Por otra parte, en una vibracion forzada, para amortiguamiento peque

1

(&)

forma de la curva desplazamiento - frecuencia es muy aguda, mientras que para
amortiguamiento grande la curva es mucho mas tendida. Si denominamos AN a la diferencia
entre la frecuencia correspondiente a la mitad del * pico “ del lado izquierdo, y N a la frecuencia
de resonancia, el cociente AN / N es una medida de la friccidn interna, y se puede demostrar

que

NS froa
A’A,—J;A/n‘

En efecto, en una vibracion forzada, el desplazamiento esta dado por

"
11}
o

=3

W
a

m, es la frecuencia circular del sistema

(18 )

{19

w, = JK M

255



maxx=F°—1-- pero { = C /24K I M

n
-

max x . ! Cuw,

La mitad de! maximo de x vale F,/ 2 C w, . Porlo tanto, haciendox=F,/2 C w, en la ec. 18,

obtenemos:

2 32 2
[k-k A] +[2C_,K£—Z) =4C% + 0

H
), w,

Pero w,” = K/ M
(K-MQ2) + (Cu)> =4C?w,°

Despejemos los valores de () de esta ecuacién

(MOZ P +(CP-2MK)Y QP +KE-4CT i =0

3

4

S(C? - 2MK )+ J(Cz . 2KM) _ap? (Kz ] 4C2m,2)

2
Q= .
2 M2
c? K K '
s (2 2kM) - K2+ acn)
. 2 AN M 2M
2 K C 1
0= o -t
M 2Mm* M
Pero mlz =K/ M-¢/am?
I-’\C2 7 2 2 2
e |-3(‘“m] -2K +2KMwl
2 M
2 K C
)7 = —— 5 +
M 5 M2 M
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2 K o2
_"_‘E_+3(?2m|2-2K2+2KM(ﬁ-—(—:—2]}
A L am?

M aMm2 T M

) 2 3
Mo oo M2 N

Denominando §); y {); a las dos raices de £

2/3Cuo,

Q- Q° =
M
Como se comento antes, AN = (), - {3 ¥ N = w, , por lo tanto

éﬂ - Qz‘Qg - (-Qz'ﬂa \}(Qz +Qa)
N w, w, (2, +Q,}

Para los valores bajos de amortiguamiento €, +

AN 0*-0F  J3c _ J3a

N 2w, M w, n

i

Propagacidon de una onda de cortante en un solido viscoelastico ( Kolsky 1963)

Modelo de Voight

Voight considero que las componentes de esfuerzo en un solido son ia suma de dos terminos:
el primero proporcional a la deformacion unitaria y el segundo proporcicnal a la velocidad de ia
deformacion unitaria. En un material isotropico y elastico, las ecuaciones que relacionan los

esfuerzos y las deformaciones seran ahora

G, = 2A+2Ge, + 2 (eg 1 IY

X

T, = Gy, ¥n(dy, /)
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Estas ecuacionés conducen a relaciones similares a aguellas obtenidas para un sdlido
elastico, pero el operador A+ A'(d/dt)tomaellugarde A,y G+ n(d/2t)toma el lugar de
G. La ecuacion para los desplazamientos horizontales es la siguiente:

J%u JA ,
— = (A+G)—=+GV
P ( )ax .

Haciendo las sustituciones anteriores

9%u d |oA 0
- = A ' — = Loy g2
P ’:( +G)+(A + 1) at:’ax+(G+nat)

En una onda de cortante exclusivamente

= GV2u+nV2(i{)
ot

2%

ot
Si consideramos una onda de cortanie que se propaga en direccidn vertical con movimiento de
particulas en direccién horizontal:

02U J*u 2’u
_— = —— 4

ot? 0z* N ot 0z*

Referencia

Kolsky, H, Stress Waves in Soiids , Dover , 1963
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2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccion es conveniente utilizar el método de rigideces del analisis
estructural, en el que la ecuacion general de equilibric de una estructura esta dada
por

( Beaufait ef af 1970)

K&+P. +P. =0 (D)

donde
K = matriz de rigideces de ia estructura
d = vector de desplazamientos
P. = vector de cargas de empotramiento
P. = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de ta estructura se puede obtiener mediante la suma de las
matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que forman ja estructura. Para
ilustrar el procedimiento de interaccién en tres dimenciones, consideramos una reticula
de barras horizontales ortogonales entre si, aun cuando esta técnica se puede hacer
extensiva a barras inclinadas.

Sea un sistema ortogonal x-y en un plano horizontal. Veamos priméramente la obtencion
de la matriz de rigidez en direccion y (fig. 1). La convencion de signos utilizada, en una
barra horizontal, es |la siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario,
los desplazamientos verticales son positivos si van hacia abjo y ios desplazamientos
horizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig. 12). Los momentos fiexionantes
son positivos en sentido horario, las fuerzas cortantes verticales son positivas si van
hacia la derecha (fig. 1b). A continuacion presentamos la matriz de rigidez y los vectores
de empotramiento para una barra en estas condiciones (barra m):

0, 9, 5, 5. 3, 5 68, 0,
B \ .\ N
4EI/l. 2LIL  -6LI/L°  6CHLT O 0 0 0 0,
2EI/L 4EVL  -6FIL"  GEML 0 0 0 0 0,
-6CI/L" -6EKLT 12EI/LY -12EWLY 0 ¢ 0 0 8,
Ko= |6E/LY 6EVLS -12EILY 126107 0 0 0 0 S,
0} 0 0 0 AE/L -AE/LL 0 0 Su
0 0 0 0 -AF/L AE/L © 0 5.
0 l 0] () 0  GI/L -GIt/L 0,
0 0 0 0 0 0 -GItL GI/L | o,

(2)
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Tabla A7.1 ** Valores de K, K; v/ K,

En la zona 1

Profundidad de K. K, (2) K. K.

desplante (D Losa y.apata
<1m 11GR, 7GR, 200GR, 12GR,
>3m 16GR, 11GR,’ 29GR, [ 20GR,

En la zona 11

Profundidad K.
de
desplante (1) K, Sobre el | Sobre pilotes Sobre pilotes de punta . K,
terreno {de friccion (3) )
<lm 7GR, | G6GR*} 7GR 6GR'r+___1
IM43GRY + I/K, | 12GRx
»3m 8GR,  9GR,  1IGR, YGR+ 1

I43GR, + 1K, L6GRx

1

2.

3.

. Para profundidades de desplante intermedias entra 1 y 3 m interpdiese

Iinealmente entre los valores de la tabla.

Para estructuras cimentadas sobre pilotes o pilas en la zona Il supdngase K,
infinita. g

Si éstos son capaces de resistir por adherencia con el suelo circundante, al
menos la mitad del peso bruto de Ia construccion incluyendo el de sus
cimientos. Cuando tiene menos de esta capacidad, interpdlese linealmente
entre los valores consignados en la tabla. )

K. se calculara teniendo en cuenta los pilotos de punta que contribuyan al
resistir el momento de volteo, calcutando la rigidez de estos elementos ante
fuerza axial como sI su punta no se desplazara verticalmente.

** Tomado de ia Gaceta Ofici..! del Departamento el D F | 5 de noviembre 1987
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TABLA 31

RELACION DE POISSON ( Zeevaert 1973 )

Tipo de suelo

Relacion de Poisson

Polvo volcanico suelto

Limos compactos, sedimento edlicos finos.
Sediementos volcanicos semicompactos.
Aluviones finos

Arena, limos compacios, suelos aluviales.
Sediementos compactos bien graduados

Arena con grava. Sediementos aluviales
compactos, cementados y bien graduados

03a025

0.25

0.25

Valores aproximados de fos modulos de deformacion de una arcilla { médulo E,,

tomados de Bowles 1968 ):

Consistencia E. E., E.,
kg/cm® kg/em® kg/em’
Muyv blanda 6-43 4-30 2-15
Blanda 30-60 20-40 10-20
Media 60-120 40-80 20-45
Firme 100-180 70-120 40-70
Dura 150-230 100-170 60-100

En ia arcilla de la ciudad de México, los modulos tiene los siguientes valores apropiados:

E.=50kg/lcm’, E.,=35kgicm’ y E,,=20kg/cm?®.

Se observa experimentalmente que, con los suelos friccionantes, el médulo Eep vara en
funcion de confinamiento, de acuerdo con |a siguiente expresion.

E. =KPS®

(3.5)

Enla tabla 3.2 se presentan valores aproximados del coeficiente K, en funcion de la

capacidad de un suelo friccionante.
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TABLA 3.2
VALORES APROXIMADOS DEL COEFICIENTE “K™ (ec 3.5)
EN SUELOS FRICCIONANTES

Estado Densidad N Qa K K
relativa ono (vm*)**  (kglem®)™
kg/en®
Muy suelto <02 <4 <20 <350 < 110
Suelio 0.2-0 4 4-10 20-40) 350-600 110-190
Medianamente .
compacto 1.4-06 10-30 40-120 600-1700 190-540
Compacto 0.6-08 30-50 120-400 1700-2500 540-790
Muy compacto >08 > 5 > 400 > 2500 > 790
EJEMPLOS DE INTERACCION ESTATICA
SUELO-ESTRUCTURA
2.0m 0.30
L
45 " 45 7
A it 3
55 Jso. e,
~
27 t/m . 0.80
I A A U
/
i
Mz = 0 (02 mt d 0.8 m
Mz = 00018 m/t 1.6 m
T I RN 77NN AT
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Ic =0.0303 m’
E = 8000

El= 34,280 t m°

= 1.130.000 m”

le=1/12 030(1.0) +1/3(2.0)(0.2) =0.025+0.0053

£,
— 1
2
hY l 8 l 5;1
94 6| 62
~
25710 -6427.5 6427.5 0,
Kk, = -6427.5 1606.88 -1606.88 o,
64275 -1606.88 1606.88 58S,
~ -
84 63 63 -
25710 -0d427.5 6427.5 0,
K, = -6427.5 1606.88 -1606.88 S,
6427.5 -1606.88 160688 83
~ -
_ & 3, 53 g
1606 88 -1606.88 0 &
K= -1606.88 3213.75  -1606.88 5,
0 -1606.88 1606.88 O
~ -
~
7.4+ 0.875r + 1 1251, 0.
Be] = < S+ IZX]ZH + (]2138I’3 6|
29.25 + 071885 + l.78i?_r3J 8,

e

74+ -1 |25['_' - ()875!" 94
P = 29254 1,78 121, + 0. 71883 S,

L-s.ss +0.2188r, + 1 28121, 5,
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355+ 128121'; + 02'88[’3 5]
P = 1854+ 0.7188r, + 3.5024r. + 0.7188r; i
+0.2188r + 1.7812r, 58:

L-s‘ss
KRS +P°+P° =0

Por stmetria 8, =8; . 1=

1606 88 88, - 1606 8805 -5535+ 1.2812r + 0.2188r--35=0 (1)

-1606.88 6, + 3213.75 8- - 1606.88 6+

-18.5+0 7188r, + 3.56241, + 0.7188r, - 50 = 0 (2)
23213758, + 3213.75 52 + 143761, + 3.5624r,-68.5=0 (2
5, -35
§ $=55 -50

b) Teocrema de cimentacion
©n nr

St=2% M zy H, = A/ ak

31 L=l

tad

O @ o

Iy = 0 4878 1112= 0.0007821
Ly = 0.0007368 Ly = 0.9757
Ly = 000000784 I512 = 0.0007821
L2 = 0 2964 L2: = 0.02385
by = 0 02162 Isy: = 0.5927
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132] = 000044 15

PUNTO, ESTRATO,

1 ] 1

1 ] 2
1 1 3
1 2 1

1 2 2
1 2 3
2 ] 1

2 | 2
2 1 3
2 2 I

2 2 2
2 2 3
3 ] 1

3 1 2
3 1 3
3 2 1

3 2 2

3 2 3

1113 =0 000007838

I:]'; = 0007368

ljn = (4878

I3 = 0.02429

133';= 0 02162

1133 = (12964

?

171

7

I3;: = 0.02385

3

S1=2 Mai Hy Z Lt A / ak

k=1

CARGA, VALOR DE INFLUENCIA

0.04878484
7.820726E-04
7.838011E-06
0.2963525
2.385181E-02
4 .414916E-04
7.368624E-04
0.9756968
7.368624E-04
2.162087E-02
0.592705
2.162087E-02
7.838011E-06
7.820726E-04
0.4878484
4.414916E-04
2.385181E-02
0.2963525

= 2 M:H_] ”J ( l]jl N 11 /ill + || [TA ) 1:!_ /ag + l|j3 1'3'3/213)
)

= N121|]']] (l|1| .

nhlar + T nbfay s nily/a;)

+ NIZ” I‘iZ( l|:| i /a + 1]33 T2 lg/a_w_ +l|21 1'313/33)
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E)::way H1 (Ign I /|/ﬂ1 + lg|_~ I'zl:/ﬂ_w +]3]_1. Iy 13 /113)

+ MzzzHz (]:3] . Ty i|/a| + I::: B l'_'_'l_?/ag + l.‘.’;"i I3 Ij /33)

5;=0.002(0.8)(04878 (2)r; /4 +0.0007821 . (4)r2/ 8+ 00007899 (2)ra/ 4)

+000I8¢1L6Y (02964 . (2)r /4 +0.02385  (4)ra/ 8+ 002429 (2yr/4)
&) =0.0008171 r; + 0 00002497 1, + 0.00003561 1;

8. =0.002 (0.8 ) (0.0007368 . ()1, /4 +0.9757  (4) 12/ 8 + 0.0007368 . (2) 1y / 4)
+0.0018 (1.6) (0.02162 . ()1, /4 +0.5927 . (4) 1. /8 +0.02162 _(2) 13/ 4)

82 = 000003172 1, + 0.001634 - + 0.00003172 r;
[ = I

&6, =0.0008527 r, + 0 00003497 1.
8,=0.00006344 r, + 0.001634 r-

Sust. en las ccuaciones | v 2

1606.88 ( 0 0008327 r, + 0 00003497 1,)

-1606 88 ( 0.00006344 r + 0.001634 17)
S5+ 128120 +0 2188 - 35 =0

254951 - 235067 -40.55 =0 (1)
S3213.75 (0.0008527 1) + 0.00003497 12 )
+3213.75 ( 0 0000634d ) + 0.001634 1, )

+1 4376 1, + 35624 1 - 6853 =)

Sl 0989 1, R TOIZ - GRS =) (2%
Dei” 1 =2330061- 440 33
25495
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g
Susten 27 C-t0132 1 - 174781 +8.70131,-68.5=0

r=111833¢m. r,=226.2139 t/m

6;=0.02274m, &:=001994m

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES

S 419134E-04
1.084323E-05
1.380348E-07
1.008317E-05
1.683831E-03
1.008317E-05
1.380348E-07
1.084323E-05
8.419154E-04

LS IR IS RS T (NI N T N0
W) o LD D = ) B

METODO ITERATIVO ( CON Kvi )

Scan=r=r, =50+70+37(8)/8=18.7t/m

S =0016398 m. 6: =003174 /m

Ky, =Qv, /8, =187 (/0016598 = 225328 tm
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Kv;=Qv,/8:=18.7(4)/003174] = 2356 57 t/m

1606.88 &, - 1606 88 &, + (-3.55) + 2253.28 Kv,$,-35=0
{ 1606 88 + Kv, ) 8, = 1606 88 0, + 5 55 -+ 35
O:=(1606.8+ Kv,} S, -40 55/ 160688 ,
-1606.88 &, + 3213 75 5, - 16068835 - 18.5 + 2356.57 Kv.0:-50=0
-.3213.7651 +3213.769, +2Kv,9,-81.1-685+
+ Kvy (1606.88 + Kv, ) 8,-40.55/1606.88 =0
2 Kv; 81 - 149.6 + Kv,/ 1606 88 ( 1606 88 8, + Kv, 6, -40.55) =0
4506.56 &, - 149.6 + 2356.57 &) + 3304.55 §; - 59.4686 =0
8, = 0.020562 m
6. =0024161 m
Kvi=r,d, /6. n=Kvd/d, n=Kv;&/dy Kvi = nnd, /5;
= 231000 ¢m . r»= 142343 Ym
Suclo.
&, =0020250m, &.= d.(}24728 m
I‘\'n =2288 0 t/m . Ky, =3202.58 tm
Istructura
4576 0 8 - 1496+ 2302 58 &, + 3278.59 &, - 58.1062 =0

a, = 0020449 m
&= 0024331

(= 233037 ¢m L 140060 t/m
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ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINAMICAS

Agustin Deménegui Colin
Facultad de Ingenieria, U.N.A.M.

1. INTRODUCCION

Durante la ocurrencia de un sismo, un edificio cimentado sobre pilotes se ve sujelo a una serie
de efectos ocasionados por e! movimiento telurico. Entre las principales acciones se cuentan el
momento de volteo y la fuerza horizontal sobre la estructura, ambos debidos al efecto dinamico

del fendmeno, fig. 1.

La determinacién del momento de volteo My y la fuerza horizontal V; sismicos se puede efectuar
por el analisis estatico o por el analisis dinamico, tratados con amplitud en ia literatura del disefo

estructural.

Zeevaert (1973) presenta un método para la obtencion de las solicitaciones My y V1, que tigne la
ventaja de que toma en cuenta en forma iniegral el efecto del subsuelo y el de ia estructura.
Este procedimiento se lleva acabo en condiciones dinamicas, lo cual es otra ventaja adicional

del mismo.

Desde luego, es claro que ios analisis dinamicos son recomendables sobre los analisis
estaticos, dado que presentan de una manera mas realista el fenémeno, aun cuando su
aplicacion en la praclica resulta en ocasiones laboriosa. Por otro lado, los analisis estaticos, at
cuando son de menor precision, son de manejo mas simplificado.

El momento de volteo M ocasiona un incremento de carga en los pilotes de un exiremo de la
cimentacion y un decremento de carga en el otro exiremo. En ocastones, se valua esle-

incremento (positivo y negativo) por medio de la férmula de fa escuadria.

La fuerza horizontal V; provoca un desplazamiento horizontal de la estructura con respecto al
subsuelo y genera en cada pilote fuerzas cortantes y momentos flexionantes a lo targo de toda

la pieza.

En este trabajo solo estudiaremos el efecto de la fuerza cortante V4. En los siguientes incisos
comentaremos sobre los desplazamientos relalivos entre pilote y suelo, lo que ocasiona una
reaccion repartida a io largo de todo el pilote. En el inciso 3 trataremos sobre las propiedades
del! suelo que es necesario conocer, las cuales deberan ser obviamente dinamicas. En el inciso
4 presentaremos un meétodo para delerminar las reacciones del subsuelo provocadas por la
accion de un fuerza cortanle en la cabeza del pilote; conociendo estas reacciones se pueden
determinar los desplazamientos relativos entre pilole y suelo, y obtener los diagramas de
momento flexionante y fuerza corlante, a lo largo de todo el pilole, con lo cual se puede efectuar
el disefio estruclural del mismo. En la parte final de este ariculo presentaremos las

conclusiones derivadas de este estudio.
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2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DEL SUELO Y PILOTE.

Como indicamos anteriormente, la fuerza sismica horizontal V; ocasiona en la cabeza de un
pilote una fuerza cortante que se puede valuar dividiendo la fuerza total V; entre el numero totai
de pilotes. De esta manera, se obtiene la fuerza cortante en la cabeza de un pilote individual,

gue denominaremos V, (fig. 2).

Debido al sismo se presenta un movimiento horizontal del suelo con respecito a un plano de
referencia A - A' | denominaremos &p (fig. 3a), este desplazamiento se puede determinar
utilizando el método propuesto por Zeevaert (1973). Por efeclo de la fuerza cortante Vy, el pilote
experimenta un desplazamiento horizontal 5p, con respecto al mismo plano de referencia A - A’
(fig. 3a). En esta condiciones, se presenta entre el suelo y el pilote un desplazamiento relativodg
- 0p = 0, tal como se indica en la figura 3a (Zeevaert 1973), el cual ocasiona una reaccién

repartida del suelo del suelo sobre el pilote (fig. 3b).

El desplazamiento horizontal relativo entre suelio u pilote depende de la magnitud de la fuerza
cortante en |la cabeza de la pieza Vy, de la rigidez del pilole y de la rigidez del suelo.

La valuacién de V, la comentamos anteriormente. La rigidez del pilote esta dada por el producto
E I, siendo E el mddulo de elasticidad del material que forma el pilote y que para el caso de

pilotes de concrelo se puede obtener como E = 10000Jf—':, en kg. / cm®, siendo f ' la
resistencia en compresion no confinada del decreto a los 20 dias de fabricado, en kg / cm?. | es
e! momento de inercia de la seccion de un pilote, supuesto de tipo prismatico o cilindrico, es
decir, de seccion constante en toda su longitud. o

La nigidez del suelo debe valuarse en condiciones dinamica. Sabemos que la deformacion de un
estralo de suelo de espesor y esté dada por:

Siendo :
Mg = méduio longitudinal de deformacion del suelo

A, = esfuerzo promedio aplicado a la mitad del estrato.

Desde luego, el modulo M, debe ser el modulo longitudinal dinamico de deformacion, el cual
esta relacionado con el modulo cortante de rigidez G de acuerdo con la siguiente expresion !

en donde v = moduio de Poisson
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Para el caso de suelos finos saturados sujetos a una solicitacién dinamica ( lo que ocurre en un

sismo ), se puede considerar
v = 0.5, alcanzando M, el valor :

1

M, = — 3
v T 35 (3)
En términos generales, en dinamica de suelos ha resultado de mayor facilidad la determinacion
en la practica del modulo cortante G, para después emplear las Ecs. 2 ¢ 3 para valuar el médulo

longitudinal M, .

En el siguiente inciso veremos la forma de obtener el valor del moédulo cortante G en
condicionales dinamicas.

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO

Para fines de analisis de pilotes sujetos a cargas laterales por sismo, interesa conocer
principaimente dos propiedades del suelo; el mddulo cortante de rigidez G y la relacion de

Poisson v,

En general, el médulo cortante G se puede determinar en el campo y en el laboratorio.

Dentro de las pruebas de campo se pueden mencionar el ensaye geofisico, la prueba del
vibrador de superficie y un cierto tipo de prueba de placa de carga y descarga. Parece ser que la
principal limitacidon de estas pruebas es el rango de las defermaciones que se alcanzan, ya gue
se hace necesario que se llegue a deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a 0.01 % en ¢
campo ( intervaio usual de deformaciones ocasionadas por el sismo) ( Wilson 1972 ).

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico y
la prueba de la columna de forsion. Aparentemente, esta (ltima es el ensaye mas realista para
ia determinacion de G, aunque es de dificil ejecucion { Wilson 1972 ).

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico y
la prueba de corte columna de torsion. Aparenltemente, esta ultima es el ensaye mas realista
para la delerminacion de G, aunque es de dificii ejecucién { Wilson 1972 ).

La determinacion del moduto G por medio del péndulo de torsién ha dado buenos resultados en
la practica de la ingenieria Esta prueba consiste en hacer una peguena modificacion a la
camara tnaxial convencional, la cual se emplea para someter una muesira de suelo a diferentes
_esfuerzos de confinamiento. Al espécimen de suelo se le da una pequena torsion ( en un plano
horizontal ), permitiendo que el sistema vibre libremente, moviendo debido a la respuesia
elastica de los elementos del suelo. De esta manera se puede hallar el médulo de corlante G

( Zeevaert 1973).

Los resultados de pruebas con el péndulo de torsidon indican que G aumenta con el
confinamiento, tanto en suelos cohesivos como en suelos no cohesivos; en estos materiales
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parece necesario determinar la variacion causada por la amplitud usada en las pruebas y por el
meétodo de aplicacion del esfuerzo de confinamiento ( Zeevaert 1973 ).

Por lo que respecta al modulo de Poisson v, se puede emplear un valor de 0.25 para maleriales
granulares parciaimente saturados y un valor de 0.42 a 045 como limite para suelos
cohesivos no consolidados ( Zeevaert 1973 ).

4 . ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A CARGAS LATERALES

La determinacion de la propiedades dinamicas de un sueio es de gran importancia pa'r,'fvaluar los
efectos de un sismo sobre un pilote. De igual importancia es la posibilidad de poder manejar los
datos de propiedades mecanicas para efecluar el andlisis de los pilotes. De oira manera, (;, de
qué sirve obtener las propiedades dinamicas de un suelo con gran precisién - suponiendo que
logremos esto - si después no sabremos como utilizarlas y conocer el efecto que tienen sobre

un pilote 7.

En este inciso trataremos la manera de llevar a cabo el analisis de un pilote sujeto a una carga
lateral, que puede ser debida a un sismo. Como comeniamos en el Inciso 2, al ser cargado un
pilote con una fuerza horizontal V,, en su cabeza, se produce una reaccion del suelo por el
desplazamiento relativo & entre el suelo y pilote ( Fig. 3 ). Nos interesa caonocer la distribucion de
esta reaccion para valuar el diagrama de momento flexionante y el diagrama de fuerza cortante

en el pilote. '

E! diagrama de presion de suelo sobre pilote esta limitado por una linea continua ( Fig. 3b ),
pero para fines de analisis lo podemos sustituir por cargas repartidas en tramos de longitud d
( Fig 4a ) es obvio gue a mayor precision que se desee se tendra que disminuir la jongitud” d *

de tramo y aumentar el numero " n " de tramos.

En la fig. 4b se muestra |a elastica del pilote, causante de la reaccion del suelo. La posicion
original se refiere a la posicion de desplazamiento relativo nulo entre pilole y terreno.

La fig. 4b muestra las propiedades dinamicas del suelo en cada uno de los tramos, a saber del
modulo cortante de rigidez G y la Relacién de Poisson v.

El procedimiento que se propone para el analisis de la interaccion suelo - pilote consiste en
terminos generales en lo siguiente - manejar las reacciones r, del suelo { Fig. 4a } como
incogmtas y mediante el anaiisis estructural del pilote hallar los desplazamientos del suelo§,
( Fig 4b ) en funcion de las reacciones; con eslo obienemos un sistema de ecuaciones en el
tenemos como incognitas los desplazamientos del suelo §, y las reacciones r, . A continuacion
determinamos los desplazamientos §, en funcion de las reacciones r; mediante el calculo de
deformaciones en el suelo, obtemendo otro sistema de ecuaciones en el que los
desplazamientos & quedan en funcion de las reacciones r, . Sustituyendo esie ullimo sistema en
el obtenido con la aplicacion del analisis estructural quedan unicamenté como incégnitas las

reacciones r; . resolvemos el sistema y hallamos las r; . Como tenemos losd; en funcion de las r; , -

. tambien podremos obtenerlos. De manera, al final de la aplicacién de esle procedimiento se
conocen los desplazamientos o, y las reacciones r; ( Deméneghi 1979 ),
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Vemos el desarrollo al detalie de lo expuesto en el parrafc anterior. Empezaremos con el
analisis estructural del pilote, continuaremos con el calculo de las deformaciones del suelo
terminaremos con el establecimiento de la compatibilidad de desplazamientos.

4.1 Analisis estructural del pilote

E! analisis estructural se puede realizar utilizando el método de la viga conjugada para todo el
pitote ( Flores Ojeda 1980 ).

En nuestro caso. nos interesa determinar los desplazamientos §, del pilote en funcion de las
reacciones r; y de la rigidez de la pieza { Fig. 4 ). Nos conviene trabajar con una sola reaccion r;
y después tomar en cuenta el efecto de todas las r, En la Fig. 5a se muestra el intervalo de
pilote det nudo 1 al nudo j; en una posicion intermedia se encuentra la reaccion r. En la Fig. 5b
esta indicada la viga conjugada para esta condicion de carga, en la cual;

_1dr|.5£ 1 1.3

15 —

1T, =—=h=0
3 2EI ElI 6

S S I P
27 WoE TE2 Y

, 1 r.d 1 1 2
Moo by T Y
Designemos como.

1 3
A= s d (4)
1
B = - d’l, (5)
LR
Cp= 5 d, (6)
Por lo tanto.
r . F [
Av= LA A, = 2B Ay = L Cy
'E S = L =

Tomemos momentos en la viga conjugada con respecto al nudo j :
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1 1 1
V01 =5~ Ay (it o d)-Ay - Ay =0
Es decir
1] B, C.1,

001 - Sy 4+ &+ —rd A (1. 4 d bt Lt U [ QY

1h—uo1ty Elnlr(jr ) 2 3

B Cjl

Hagamos: D;; = A (1, + %d.) P T (7)

Por lo tanto:
1
()"11‘ - 5'1 1 ﬁi -+ -E—,-ri Djl =0

De manera analoga, para una reaccion colocada en el tramo j :

041 =8y +8; +

1
[ 4E|A' djl'}=0

Para todas las reacciones r, en ef intervato 1- j:
- 1

- 1 1
()11] -*81 -+ ()J -+ -E—iZD“rI +‘é:lEAl dJr‘:O

i=1

en donde ), es el giro en el nudo-1 debido a |a totalidad de las reacciones.

Multipiicando ambos miembros de esta ultima ecuacién por E |

) | 1
El041, — EI5, 4 EIS; + ZDJJ b +aA]- dn=0 (8)
=1 2:j< n-1

Para la reaccionr, , 1, =0y 1,=1,-d;, (9)

Para el resto d las reacciones r, :

2 “i=n

En forma similar obtenemos para el nudo n {o siguiente:

(10)
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n-1
EIIn91-EI61+EI6n+ZDn,r;+%Andnrn=O (1)
=1

j=n

La condicion de equilibrio de fuerzas en toda la viga conjugada permite establecer la siguiente
expresion:

n
é—lz {Ai+Bii+Ci.}ﬁ+81 -8,=0
1=1

Pero 0, = 0, dado que consideramos que el pilote esta empotrado en su cabeza, por lo tanto:

n
E|91+Z{Ai+aji+c,i}ri=o (12)
i=1
j=n

En el pilote debe haber equilibrio de fuerzas
n
Z dr=V, (13)
=1

Cabe aclarar que las expresiones 8, 11, 12 'y 13 son validas para pilotes de tipo prismatico o
cilindrico, es decir, para pilotes de seccion constante en toda su longitud. También recordamos
gue se considera que el pilote esta empotrado en su cabeza { nudo n ).

En resumen, para el analisis estructural del pilote empleamos las Ecs. 8, 11, 12 y 13, con lo que

tenemos como incognitas el giro en ei nudo 1,06, , los desplazamientos &; y las reacciones T, . Lo
que falta ahora es obtener los §, en funcién de las 1, con un analisis de deformaciones del suelo,

lo cual efectuara en el siguiente inciso.

4.2 Deformaciones del suelo

Como se comento en el inciso 3, en el campo o laboratorio se obtienen el médulo cortante G y el
de Poisson v, Empleando la Ec. 2 podemos conocer el module longitudinal de deformacion My, .

hallemos ahora {as deformaciones del suelo en funcion de las reacciones: ia deformacion dei,
‘cuadro " i, ) debida a una reaccion aplicada en k valdra

o) k= MVij- €, { AT )lj k
en donde;

o, k = deformaciones del "cuadro i, j debida a una reaccion colocada en k
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Mv; = modulo longitudinal de deformacion del cuadro i,
e, = espesor del “estrato vertical "

( AT )y k = incremento de esfuerzo normal horizontal en el cuadro i, ,j debido a la presion
r./ b en el contacto pilote - suelo

b = ancho ( o diametro ) del pilote

Pero:

r
( AT )ljk = ir;kgk

siendo

Iy = valor de influencia en el cuadro i j debido a una presién unitaria colocada en k.

El valor de |jx se puede determinar calculando el esfuerzo que ocasiona una presion unitaria
colocada en el tramo k sobre el cuadro i, j { Zeevaert 1973 ).

Con lo anterior, la deformacion det cuadro i, j debida a todas las reacciones ry sera:
Mv g Zluk i
El desplazamiento horizontal del nudo i valdra

=1

siendo: p = numero de “estratos verticales “del subsuelo

Por tanto:

=-ZMV“ IZi,,krk (14)
En esta ecuacion, los desplazamientos &, dei suelo quedan en funcion de las reacciones T .
4.3 Compatibilidad de desplazamientos

En las expresiones obtenidas del analisis estructural del pilote { Ecs. 8 y 11) aparecen como
incognitas los desplazamientos 5, de la pieza. Estos desplazamientos deben ser iguales a los
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obtenidos con la Ec. 14, para que haya compatibilidad entre desplazamientos del pilote v
desplazamientos del suelo. Por lo tanto, hay que sustituir los valores hallados con la Ec. 14 €
las Ecs 8 y 11, de esta manera, desaparecen como incognitas los desplazamientoss$; y guedan

por determinar solamente el giro en el nudo 1, 04, y las reacciones r, .

La Ec. 8 se aplica a los nudos 2 a n-1; contamos ademas con las Ecs. 11, 12 y 13, por
consiguiente disponemos de n+1 ecuaciones, numero igual al de valores desconocidos, por io
que resolviendo el sistema de ecuaciones establecido conocemos el giro 0, y ias reacciones r; .
Sustituyendo estos valores en la Ec. 14 determinamos los desplazamientos §, del suelo ( y del

pilote ).

El problema ha quedado resuello, pues obtenemos los valores de interés practico para el
ingeniero: el giro en el extremo fibre del pilote ( 0, ), las reacciones del suelo r, y los
desplazamientos horizontales relativos del pilote con respecto al suelo §;. Con las r, podemos
obtener el diagrama de fuerza cortante en el pilote, con lo que podemos disenario

estructuralmente.
5. CONCLUSIONES

a) Seha presentado un procedimienio para el analisis del pilote en un suelo estratificado,
sujeto a cargas laterales, las cuales pueden ser debidas a un sismo.

b} E! metodo tiene la venlaja de que es relativamente sencilioc de aplicar: e! analisis
estructural se efectua utilizando unicamente el método de la viga conjugada.

C) La determinacion de los desplazamientos relativos entre suelo y pilote, tomando en
cuenta la rigidez de la pieza estructural, se lleva a cabo considerando la influencia de las
reacciones del suelo en cuaiquier punto de la masa, mediante el concepto de valores de

influencia propuestos por Zeevaert (1973 ).

d) Estableciendo la compatibilidad de deformaciones del pilote y deformaciones del suelo.
se puede resolver el problema sin recurrir a iteraciones.

e) Lo anterior se consigue empleando las Ecs. 4 a 13 en la estructura y la Ec. 14 en el
suelo Estas expresiones quedan en forma de algoritmos y pueden ser programadas
para que genere y resuelva una computadora electronica.

f) lLa precision del método se aumenta incrementando el numero n y disminuyendo la
longitud ¢ de los tramos

g) desde luego. la aproximacion del analisis depende de los datos con los que sea
alimentado. En este sentido, la determinacion de las propiedades dinamicas del suelo en
el campo o en el laboralonio es de gran importancia.

h) Resulta conveniente la instrumentacion en el campo de pilotes sujetlos a cargas laterales,

asi como el uso de modelos en el laboratorio, para calibrar los métodos de andlisis y
diseno que se emplean.
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i) La principal aplicacion de! analisis de pilotes sujetos a cargas laierales estriba en ia
determinacion del desplazamiento relativo entre suelo y pilote y en la obtencién del
diagrama de reaccion del sueio sobre e] pilote. Con este ullimo resultado se pueden
calcular el diagrama de fuerza cortante y el diagrama de momento flexionante, y a partir

de éstos poder efecluar el diseno estructural del pilote.

i) Cabe aclarar que el procedimiento es valido para pilotes de seccién constante en toda su
longitud. En el caso de gue estos miembros sean de seccion variable, se pueden
desarrollar ecuaciones semejantes a las de aqui presentadas, tomando en cuenta la

variacion de E | a lo largo del pilote.
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MODULO I ANALISIS ESTRUCTURAL

TEMA: ANALISIS ESTRUCTURAL POR EL METODO
DE ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO
EL PROGRAMA SAP90
PROFESOR: M. en IL. Octavio Garcia Dominguez
M. en C. Orlando Ramirez Boscan




I. INTRODUCCION

El programa SAPS0 es un programa de propésito general de elementos finitos y representa
el trabajo de investigacion realizado en la Universidad de California en Berkeley por el Prof.

Edward Wilson durante los pasados 25 afios.

El desarrollo del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual
garantiza su portabilidad desde el nivel de computadoras personales a grandes super
computadoras.

Esta version del programa es una version estudiantil y esta disefiada para trabajar en
ambiente MS-DOS. La capacidad maxima del probiema a resolver esta restringida a 100
juntas. La version comercial esta disefiada para resolver problemas mas grandes. Todas las
operaciones numéricas son ejecutadas en doble precision.

E! programa tiene opciones de realizar analisis estatico y dinamico, las cuales pueden ser
activadas al mismo tiempo en la misma ejecucion. Las combinaciones de carga pueden
incluir resultados de ambos analisis.

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opcion de
generacion de juntas y elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar
graficos de la estructura no deformada y deformada para la verificacion de los datos
geometricos y para el estudio del comportamiento estructural del sistema.

La libreria de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME
tridimensional, prismatico o no prismatico. un elemento SHELL tridimensional, un elemento
ASOLID bidimensional y un elemento SOLID tridimensional. Los elementos viga y
armadura bidimensionaies, membrana, flexion de placas, axisimetrico y de esfuerzo plano
estan disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de
geometria y de carga asociadas con los elementos estan incorporadas en el programa. Un
elemento de frontera en la forma de resortes en los apoyos también esta incluido.

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo ademas
de las cargas nodales usuales en forma de fuerzas o desplazamientos especificados. La carga
dinamica puede ser de la forma de aceleracion de base, espectro de respuesta o cargas o
aceleraciones variables con el tiempo.
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II.- REQUERIMIENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDIMIENTOS PARA
EJECUTAR EL PROGRAMA

A . Instalacién, configuracién y pruebas

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemdtico y disco
duro. La versién PLUS del programa requiere una computadora con un procesador
80386, un coprocesador matemdtico 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por
supuesto disco duro. Ademds se requiere de una impresora para utilizar los programas de

graficacion.

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y una
base de datos para secciones de acero.

Se recomienda que antes de realizar la instalacidn de los programas en la computadora, se
respalden los discos originales y se trabaje con la copia.

La instalacién del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base de datos

para secciones de acero con los nombres:

AISC.MET
AISC.DAT

Estos archivos contienen informacion en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas
respectivamente. Para hacer uso de la base de datos se selecciona uno de los dos
archivos, dependiendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado:

AISC.DAT
Este es el archivo que consulta internamente el programa para utilizar la base de datos.

Existe ademds un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un
nombre dentro del programa que se imprimird como parte de la portada en las salidas de
resultados, asi mismo se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora que s¢

utilizaran y especificar los programas de graficacién. A

Respecto a 1a configuracién del sistema, SAP90 requiere que el-archivo CONFIG.SYS
tenga la especificacion FILES=15 o mas

Para realizar la verificacién del programa, se recomienda ejecutar algunos de i
ejemplos de prueba con su solucidn que se anexan en los discos originales.
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El programa SAP90 podemos encontrarlo en dos versiones:

* Version estudiantil. No requiere dispositivo de seguridad para su uso, por lo que estd
limitada a estructuras que requieren menos de 100 nudos para la generacién de su

geometria.

¢ Versidn profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar,
el cual se coloca en la entrada para impresora del CPU.

B . Preparacitén de un archivo para SAP90

Para realizar el andlisis de una estructura con SAP90, es necesario tener un pleno
conocimiento de las hip6tesis del programa, lo cual nos permitird modelar de manera
adecuada nuestro problema real.

La preparacién del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras
distintas :

e Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS.
» Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows

El archivo de datos puede tener cualquier nombre vilido en MSDOS pero sin extensidn,

como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el andlisis
de diversas estructuras.

C . Ejecucion del programa SAP90
Supongamos que tenemos creado el archivo para analizar una estructura. Para ejecutar el
programa tenemos que estar en el directorio de trabajo o que el programa a ejecutarse se
encuentre en ¢l PATH o ruta de la computadora.

La corrida de computadora del programa se realiza en dos fases:

¢ Fase de revisidn de datos
e Fase de solucién

Para la fase de revision de datos tecleamos :

C:A>SAPY0 < enter >
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Después de esta instruccién aparece una pantalla con el nombre y algunos datos propios
del programa.

Antes de introducir el archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerd un
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el andlisis de la informacién
contenida en dicho archivo. En esta fase de revision aparecerdn una serie de mensajes
que indican el avance en la revisién de los méduios de datos que contiene el archivo. Los
datos de los médulos son leidos y analizados para verificar que cumplen con los formatos
establecidos y se crea un archivo de salida ASCII llamado con el mismo nombre del
archivo original, pero con extensién .SAP. p ejem. EJERCICIO.SAP. Este archivo es
una copia de los datos introducidos al programa y los almacena en forma tabular, io cual
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecucién del programa.

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de
solucidén, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una serie de programas

que se ejecutardn en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la
estructura que se analiza. De igual manera que en la fase de revisién, después de teclear

el comando :
CA>GO < enter >

aparecerdn una serie de mensaje que indican el grado de avance de la solucién.

D . Como guardar la imagen de la pantalla
Cuando se realizan andlisis de estructuras complejas, €l tiempo de computadora puede ser
considerable, por lo que resultarfa imprdctico estar frente al monitor para observar si se
envia algin mensaje en pantalla. Para evitar esto se recomienda activar el modo de
impresidn de pantalla tecleando las siguientes teclas :

Ctr! + PrtSc

De esta manera cualquier mensaje en pantalla, se enviard a la impresora.
4

E . Limpieza del disco duro
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Después de una corrida de computadora con SAP90 se crean una serie de archivos
auxiliares en la solucién que consumen gran cantidad de memoria. Estos archivos se
utilizan principalmente para graficacién de resultados. Una vez que se ha terminado con
el an4lisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro,
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automdtica esos archivos que no
necesitamos. Estos comandos de describen a continuacion :

e JUNK.

Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos
de resultados ( ASCII ) y aquellos archivos intermedios requenidos para graficacién

 EATOUT
Borra los archives de resultados ( ASCII )

e EAT

Borra los archivos intermedios para graficacién dejando el archivo de datos y los de
resultados ( ASCII )

F . Utilizacién de los programas interactivos para graficacién

El programa SAP90 tiene un programa para graficacién de datos de entrada y resultados
llamado SAPLOT.

SAPLOT puede utilizarse después de la primera etapa de ejecucion, es decir, para revisar
graficamente los datos de entrada o después de la solucién para dibujar configuraciones
deformadas, modos de vibrar y fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, entre

Otros.
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III. TERMINOLOGIA DE SAP90

La preparacion de los datos para un problema de analisis estructural envuelve basica.  ite
los pasos siguientes:

1. Descripcion de la geometria de la estructura.

2. Descripcion de las propiedades de materiales y secciones de los miembros.

3. Definicion de las condiciones de carga estaticas y/o dinamicas para las cuales se va a
analizar la estructura.

A. Juntas y Elementos.

La geometria basica de la estructura se establece colocando juntas (o nodos) y miembros
sobre la misma. Cada junta posee un nimero de identificacion unico y se ubica en el espacio
por medio de coordenadas asociadas a un sistema de coordenadas globales tridimensionales.

La geometria estructural se completa conectando las juntas predefinidas con elementos
estructurales que son de un tipo especifico: viga, armadura, cascaron, placas, etc. A cada
elemento se le asigna un nimero de identificacion unico.

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas especificas
o como cargas distribuidas (incluyendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos.

B. Sistemas de coordenadas local y global.

Para la definicion de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un
sistema de coordenadas cartesiano, tridimensional “X-Y-Z”, el cual se conoce como el

sistema de coordenadas global.

Los siguientes datos de entrada son preparados con respecto al eje de coordenadas globat:

* Coordenadas de juntas

» Restricciones de juntas (condiciones de apoyo)
* Resortes de apoyo

» Cargas en juntas

's Desplazamientos especificados en juntas.

Los siguientes resultados estan referidos al sistema global de coordenadas:

* Desplazamientos en juntas
¢ Reacciones de juntas
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Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional “1-2-3”. Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento.

Los siguientes datos deben prepararse con respecto al sistema local de coordenadas:

e Material y propiedades de la seccion transversal de cada elemento
e (Cargas sobre elementos

Los siguientes resultados estan referidos al sistema de coordenadas local:

e Fuerzas y esfuerzos en los elementos

C. Grados de Libertad.

Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X, Y y Z, y rotaciones
alrededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se
nombraran como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ respectivamente a lo largo de estas paginas.

Si el desplazamiento de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libertad es
cero, como en un apoyo, entonces ese grado de libertad es conocido como un grado de
libertad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamientos se
llaman grados de libertad activos.

Generalmente el desplazamiento en un GDL inactivo es conocido, y el objeto del analisis es
encontrar la reaccion en esa direccion. Para un grado de libertad activo, usualmente se
conoce la carga aplicada (podria ser cero), y el propésito del anilisis es encontrar los
desplazamientos correspondientes.

El usuario deberia ser capai de identificar los grados de libertad nulos examinando los tipos
de elementos que llegan a una junta particular. La tabla I1I-1 define las componentes de
rigidez asociadas con cada tipo de elemento.

>
(o
-
-
N
-
3

Tipo de Elemento

Viga 2D (plano X-Y)

Viga 2D (plano Y-Z)

Viga 2D (plano Z-X)

Viga 3D

Armadura 3D

Cascaron 3D

ASOLID (plano X-Y)

—io|lojoiolo|—|o
(el e}l el Nonn Han ) Rame Jf Hom ]
O|l—|o|C|olo|O|—
....—o-—-o-—-O~§
O OO
-—-—-o—-c-n—oa

ASOLID (plano Y-Z)
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ASOLID (plano Z-X) 0 1 0 1 1 1
Sélido 0 0 0 1 1 1]
donde 1 = no existe rigidez y 0 = existe rigidez

Tabla III-1. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elementos

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es
analizada explicitamente.

Las combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de las
condiciones independientes de carga.

E. Unidades

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estaran de acuerdo con el

mismo sistema de unidades.

Las unidades fundamentales necesarias para un analisis estructural son: longitud (L), tiempo
(T), masa (M) y temperatura (H). El usuario puede escoger unidades arbitrarias para cada
una de esas cantidades. Las cantidades derivadas tendran unidades consistentes con estas.
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IV.- MODELADO CON SAP90

En esta parte se describe de manera general algunas herramientas que utiliza SAP90 para
la generacién del modelo analftico.

A . Generacién de coordenadas de nudos

La base de SAP90 para construir un modelo matemdtico es el elemento nudo en tres
dimensiones, es decir, un nudo es el elemento mds pequeiio del cual parte la generacion
de elementos que definen la geometrfa propia de 1a estructura.

En estructuras complejas la generacién de una malla tridimensional de nudos gue define
la geometrfa de un modelo resulta dificil y tardada de construir. Para esto, s¢ ha
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de
manera rdpida y eficiente, las cuales se presentan a continuacidn :

e Generacidén lineal,

Con este tipo de generacién se crean nudos intermedios entre dos nudos extremos
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o con un
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la linea recta.

» Generaciéon en cuadrildtero

Para esta generacion se crea una malla bidimensional de nudos definida por sus cuatro
esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de la malla.

¢ Generacidn frontal

Este tipo de generacién permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesariamente puede ser equidistante.
Esta opcidn de generacion se utiliza frecuentemente en la modelacién de edificios para la
localizacidn en planta de las columnas .

-« Generacién Lagrangiana

Esta opcion permite la generacién de nudos sobre una superficie compleja en el espacio,
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie.
Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos
que los rodean.
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» Generacién cilindrica y esférica

Este tipo de generacién permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El pl~~n
que contiene al circulo puede tener una orientacién arbitraria en el espacio. Si

generacién se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de
los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o

en espiral.

B . Condiciones de restriccién en nudos que trabajan como apoyos.

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condicién de
restriccion, es decir , que podemos modelar empotramientos, articulaciones o apoyos con
rigideces eldsticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior se logra restringiendo los
grados de libertad de un nudo ( restriccion total ) o asignando un valor de rigidez eldstica
en la direccion deseada ( restriccién parcial ). De esta forma, se obtendrdn fuerzas o
reacciones en direccién de la restricciones parciales o totales.

C . Nudos con desplazamientos dependientes

Cuando dos 0 mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es
recomendable indicarlo, ya que ademds de simplificar los resultados se obtiene v--
reduccién en el nimero de ecuaciones de equilibrio que forman la matnz de ngi

global de ia estructura.

En el analisis sfsmico de “ edificios regulares “ comiinmente se supone que sus niveles se
comportan como diafragmas infinitamente rigidos. Esta hipGtesis es aceptable para estos
casos, ya que la fuerza sismica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de
las trabes. Este tipo de comportamiento puede modelarse adecuadamente asignando
desplazamientos dependientes de un grado de libertad en particular. Por ejemplo, en la
figura 4.1.a se presenta un marco plano de un edificio en el cual se desprecian las
deformaciones axiales en sus trabes, por lo que el desplazamiento en direccién “ x ” para
un nivel en particular, serd igual en todos los nudos.

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos
separados y después unirlos para su andlisis. ( subestructuras )
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Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes.

D . Tipos de elementos.

SAP90 maneja cuatro tipos de elementos :

° FRAME
. SHELL
. ASOLID
. SOLID

Elemento FRAME .

Este elemento permite modelar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el
espacio. El elemento bdsico es un elemento prismdtico tridimensional que inciuye efectos
de flexién biaxial, torsién, deformacién axial y deformaciones por cortante biaxial. Se
puede incluir variaciones lineales, parabdlicas y ctibicas del momento de inercia mayor a
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar zonas rigidas en los
extremos de los elementos para considerar la reduccién de la longitud debida a las
dimensiones propias de la seccién transversal de los miembros.

Si los momentos de inercia, las dreas de cortante y la inercia torsional son cero, nuestro
elemento se convierte en un elemento armadura biarticulado en sus extremos.

Se pueden proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de.los elementos :

Cargas uniformes

Cargas puntuales

Cargas gravitacionales
Cargas por efectos térmicos



Para el caso de estructuras con ciertas caracteristicas de geométricas, existen comandos
para la generacién de elementos que facilitan la construccién del modelo.

Las fuerzas resultantes del andlisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un
nimero de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores

estdn referenciados al sistema local del elemento.

Elemento SHELL
Este elemento se utiliza para modelar:

Estructuras de pared delgada ( cascarones ) tridimensionales
Sistemas de membranas en el plano y tridimensionales
Sistemas de placas sujetas a flexion, planas y tridimensionales

La formulacién de este elemento de 4 nudos es una combmacut‘m del comportamiento de
membrana y de placa con flexién.

La membrana es una formulacién isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigidez
rotacional perpendicular al plano donde se define.

El comportamiento de placa a flexién incluye componentes de rigidez rotacional fuera del
plano de la placa y componentes de rigidez traslacional perpendicular al plano. En esta
formulacién no se toman en cuenta las deformaciones por cortante.

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presion normal, fuerzas por
temperatura y cargas gravitacionales.

Los esfuerzos o fuerzas resultantes y momentos se obtienen en cada nudo de] elemento
referidos al sistema local. Un error aproximado en los resultados puede estimarse
obteniendo la diferencia en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este
andlisis se tendrd una indicacién de la aproximacién en los resultados, que puede servir
de base para la seleccidn de una malla mas fina.

Existe también la opcién de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. -
Elemento ASOLID

Este elemento se utiliza para modelar :
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Estructuras tridimensionales con deformacién plana
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esfuerzo plano
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas.

El elemento debe ser plano y paralelo a los planos formados por los ejes globales
principales (X-Y,X-Z,Y-Z ).

La formulacién de este elemento permite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos.

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones
y gravitacionales. Para los sélidos axisimétricos es posible aplicar cargas radiales debidas
a velocidades angulares constantes. Pueden asignarse propiedades de materiales
anisotrépicos.

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como
se hace en los elementos shell.

Elemento SOLID.

Este elemento definido por 8 nudos se utiliza para modelar estructuras sélidas
tridimensionales. '

Pueden asignarse propiedades de materiales anisotrépicos. Las cargas en los elementos
pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones y gravitacionales.

E . Diafragmas de piso rigidos

La mayoria de los edificios de concreto se caracterizan por tener sistemas de piso { o losa
) con alta rigidez en su plano. Esta condicién permite hacer simplificaciones en el andlisis
de edificios principalmente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso
como diafragmas infinitamente rigidos, reduciéndose el orden de la matriz de rigidez de

la estructura.

A pesar de que SAP90 es un programa general de estructuras, tiene la opcién de modelar
el comportamiento de diafragmas rigidos de manera automdtica. Para este caso el
diafragma debe ser paralelo al plano X-Y.
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Los.nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre
si y estdn restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que
define el comportamiento del diafragma. En el andlisis de edificios la ubicacion del nudo
maestro, generalmente se asignan a la ubicacién del centro de masa del nmivel.

Cuando se utiliza la opcién de diafragma rigido, solo pueden conectarse elementos
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor
de masa,

F . Cargas producidas por un gradiente de presién.

Estas fuerzas se producen principaimente en estructuras sujetas a cargas de fluidos, donde
existen filtraciones, presion de poro, gradientes de presién ,etc.

SAP90 tiene la opcidn en la que se puede definir la distribucién de presiones dentro del
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presién a los nudos
del modelo estructural . Estos valores se obtienen tipicamente de un andlisis de red de

flujo.

G . Grificas

Para visualizar los resultados de un andlisis, SAP90 posee un mdédulo llamado SAP1
que muestra las siguientes caracteristicas de una estructura :

Geometria original

Cargas

Configuracién deformada resultante de un andlisis estdtico

Formas modales '

Diagramas de elementos mecdnicos ( FRAME )

Graficacion de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLID

Para facilidad de despliegue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a la
estructura desde cualquier posicion,

La impresion fuera de pantalla de cuaiquier resultado, se puede direccionar a la impresora
en tamano carta o doble carta, incluso hacia un archivo con formato AutoCad.
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V. ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO

La siguiente es una descripcion breve de las opciones de analisis estatico y dinamico de
SAP90.

A. Analisis Estatico

El analisis estatico de una estructura envuelve la solucidon de el sistema de ecuaciones
lineales representado por:

KU=R

donde: K es la matriz de rigideces,
U es el vector de desplazamientos resultantes
y R es el vector de cargas aplicadas.

La estructura puede ser analizada para mas de una condicién de carga en una misma
ejecucion.

Las cargas estaticas en las juntas pueden ser en la forma de cargas nodales o momentos
concentrados.

Las cargas estaticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas:
Para los elementos viga (FRAME):

e (Cargas de Gravedad
e (Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro
o (Cargas puntuales en el claro

» Cargas trapezoidales en el claro
* Cargas termicas, incluyendo gradientes térmicos a través del ancho o profundidad del

elemento
o (Cargas de presfuerzo, de cables de post-tensado.

Para los elementos cascaron (SHELL):

» (Cargas de gravedad

e (Cargas de presion de superficie

» Cargas térmicas, sin incluir gradientes a través del espesor del cascaron.

Para los elementos solidos (SOLID y ASOLID):

e Cargas de gravedad
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o Cargas de gradiente de presiones
¢ Cargas térmicas

La opcion de andlisis de régimen permanente (steady-state) no puede estar activa en
ejecucion de analisis estatico; sin embargo, un analisis de valores propios y un analisis de
espectro de respuesta o un analisis de historia en el tiempo puede realizarse simultaneamente
con un analisis estatico en la misma ejecucion.

B. Analisis Dinamico.
Las opciones de analisis dinamico de SAP90 incluyen las siguientes:

¢ Analisis de régimen permanente (steady-state)
¢ Analisis de valores propios (Eigenvalues)

» Analisis de vectores de Ritz

e Anilisis de espectro de respuesta (sismico)

e Analisis de historia en el tiempo

B.1. Analisis de régimen permanente.
Un tipo muy comiin de carga es de la forma R = sen(wt)F, donde o es la frecuencia circr''~~
de la excitacion, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distribu

espacial de la carga no varia como una funcién del tiempo. Para el caso de cero
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibrio para el sistema estructural son de la siguiente

forma:
KU + MW = R = sen(ot)F
donde K es la matriz de rigideces y M es la matriz de masa diagonal. La solucion de régimen
permanente de esta ecuacion requiere que los desplazamientos de las juntas U y las
aceleraciones W sean de la siguiente forma:
U = sen(wt)A
W = "wisen(wt)A

Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solucion. del siguiente sistema
linear de ecuaciones:

[K-0*M]JA=F
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Es de interés hacer notar que la solucién para cargas estaticas no €s nada mas que la
solucion de esta ecuacién con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en

ciclos por segundo.

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos
maximos) que varian como sen{wt). Las fuerzas en los miembros son también valores

~ maximos variando como sen(ot).

B.2. Analisis de Valores Propios

El analisis sismico por el método del espectro de respuesta o analisis de historia en el tiempo
usando el método de superposicion modal requiere la determinacion de los modos de
vibracion no amortiguados y las frecuencias del sistema.

Esto envuelve la solucion del problema de valores propios generalizado
K® = MOQ?

donde K es la matriz de rigideces
M es la matriz de masa diagonal
Q2? es la matriz diagonal de valores propios
® es la matriz de los vectores propios correspondientes

SAP90 resuelve este problema para los nfq menores valores propios y sus correspondientes
vectores propios usando un algoritmo de iteracion del subespacio acelerada.

B.3. Analisis de Vectores de Ritz.

Investigaciones recientes indican que las formas modales de vibracion libre exactas no son la
mejor base para un analisis dinamico de superposicion modal de estructuras sometidas a
cargas dinamicas. Se ha demostrado que los analisis dinamicos basados en un conjunto unico
de vectores de Ritz da resultados mas exactos que usando el mismo namero de vectores

propios.

La razon por la cual los vectores de Ritz dan excelentes resultados es porque elios son
generados tomando en cuenta la distribucion espacial de la carga dinamica, mientras que el
uso de las formas modales exactas desprecia esta importante informacion. El primer vector
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un analisis estatico usando la
distribucion espacial del vector de cargas dinamicas como dato. Los otros vectores se
generan de una relacion de recurrencia en la cual la matriz de masa es multiplicada por el
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solucion
estatica. Por lo tanto, Juego que la matriz de rigideces es triangularizada, es solo necesario
resolver estaticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requerido.
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B.4. Analisis del Espectro de Respuesta (Sismico)

Las ecuaciones de equilibrio dinamico asociadas con la respuesta de una estructura a
movimientos del terreno viene dada por:

KU + CV + MW = MW,

donde K es la matriz de rigideces
C es la matnz de amortiguamiento
M es la matriz de masa diagonal
Wg es la aceleracion del terreno

y U V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciores estructurales,
respectivamente.

SAPSO resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposicion modal
basado en el espectro de respuesta. La aceleracion del terreno es dada como una curva de
espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo.

La excitacion del terreno puede ocurrir simultineamente en tres direcciones X, Y y Z. Para
obtener los maximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las
respuestas modales asociadas con una direccion particular de excitacion son calcular
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinacion cuadratica comple...
(CQC). La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de las tres
direcciones usando el método de la raiz cuadrada de la sima de los cuadrados (SRSS).

Para modelar estructuras sometidas a cargas dinamicas dadas por espectros de respuesta, la
direccion positiva del eje Z debe apuntar hacia arriba.

B.5. Analisis de Respuesta Dinamica de Historias en el Tiempo.

En general la carga que actia sobre una estructura es una funcidn arbitrania de espacio y
tiempo. En forma matricial, puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga
R(s,t) puede ser escrita como una suma finita de series de vectores de carga espacial Fi(s) y
funciones de tiempo T,(t). O en forma matricial:

R(s,1)= SFi(s)*Ti(t)

Para e] programa SAP90 los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones
de carga estatica, o en caso de aceleraciones de base como una funcion de la matriz de
masas. Las funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periodic
como aquellas producidas por viento u oleaje.
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VL. ESTRUCTURA DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

El archivo de datos de SAP90 esta organizado en 21 distintos bloques de datos por medio
de lineas de separacion Gnicas (excepto en el caso de la linea de titulo, donde no existe
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primera linea del
bloque de datos. La linea del separador puede ser escrita en mayusculas o minusculas pero
debe comenzar en la columna 1. Los datos asociados con el bioque de datos van
inmediatamente después de la linea del separador.

Los 21 bloques de datos se muestran en la tabla VII-1. Algunos de ellos son obligatorios; sin
embargo, la existencia de muchos de los blogues en el archivo de datos depende del
problema que esta siendo analizado. El orden en que los bloques aparecen en el archivo no
es importante; sin embargo la linea de titulo debe ser la primera linea del archivo.

BLOQUE DE DATOS DESCRIPCION OBLIGATORIO
1. Linea de Titulo Informacion del trabajo Si
2. SYSTEM Informacion de control del trabajo Si
3. JOINTS - Coordenadas de las Juntas Si
4. RESTRAINTS Restricciones de Juntas Si!
5. SPRINGS Resortes de Apoyo No -
6. MASSES Masas en las Juntas No
7. POTENTIAL Temperaturas y Presiones en Juntas No
8. CONSTRAINTS Relaciones de GDL de Juntas No .
9. FRAME Datos de Elementos Viga ' Si?,
10. SHELL Datos de Elementos Cascaron Si -
11. ASOLID Datos de Elementos ASOLID Si?
12. SOLID Datos de Elementos Solidos Si?
13. LOADS Cargas Aplicadas en las Juntas No
14. DISPLACEMENTS  Desplazamientos aplicados en las juntas No
15. PRESTRESS Cargas de Presforzado en Vigas No
16. PDELTAC Contro) para Analisis P-Delta No
17. SPEC Datos del espectro de Respuesta No
18. TIMEH Datos de Historia en el Tiempo No
19. COMBO Datos para Combinaciones de Cargas No
20. ENVELOPE Datos para Combinaciones de No

Envolvente
21. SELECT Solicitud de Salida Selectiva ' No

| Este bloque de datos puede ser omitido si la estructura esta totalmente soportada por
resortes
2 Al menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el archivo de datos

Tabla VII-1. Bloques de datos de SAP90
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B. Formato Libre.
Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en formato libre. En otras palabras,
datos en una linea especifica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los

datos son suministrados como una lista de items separados por una coma o por uno o mas
blancos. Los items pueden ser numeros o caracteres alfanuméricos.

El formato libre puede ser de dos formas:
e Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual:
X1=2000,4501
¢ Una lista de datos sin un identificador que los preceda:
20,45,5
Una linea de datos tipica puede ser una combinacion de los dos anteriores, como,

20,45,5 XI=1200,1500 AV=15,25

C. Comentarios

Cualquier linea, excepto la primera, que tenga la letra C en la primera ¢olumna y un-blanco——
en la columna 2 es tratada como una linea de comentario e ignorada por el programa. Dos
puntos (:) indican el fin de la informacion en una linea. Cualquier informacién a la derecha

de los dos puntos es también ignorada por el programa.

D. Continuacion de Linea

Cada linea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en
una sola linea en el archivo de datos, o la linea puede ser dividida en varias lineas de texto de
menor longitud. El caracter backslash (\) en una linea particular de texto indica que la
siguiente linea es una continuacion de aquella. Se permiten multiples lineas de continuacion,
pero }a suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (}) en cada linea de texto no
debe exceder de 500 caracteres.
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E. Operaciones Aritméticas.

Instrucciones aritméticas simples son permitidas cuando se suministran nimeros reales en los
campos de formato libre. Pueden usarse los siguientes operadores

+ para la suma

- para laresta

/ para la division

* para la multiplicacion



VII. ARCHIVOS DE SALIDA DE SAP90

Después de una corrida de computadora completa, aparecerdn una serie de archivos de
resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extensién

depende de las opciones utilizadas en andlisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos
se designa como EJEMPLO, a continuacién se muestran los nombres de archivos que

pueden presentarse :

EJEMPLO.SAP
EJEMPLO.EQN
EJEMPLO.EIG
EJEMPLO.RIT
EJEMPLO.SPC
EJEMPLO.SOL
EJEMPLO.F3F
EJEMPLO.F4F
EJEMPLO.F5F
EJEMPLO.F8F
EJEMPLO.FEF
EJEMPLO.ERR

El contenido de estos archivos se describe a continuacion:

—NOMBRE- - _CONTENIDO _
EJEMPLO.SAP Datos de entrada en forma tabular
EJEMPLO.EQN Ecuaciones que forman la matriz de rigidez
EJEMPLO.EIG Frecuencias y pardmetros modales. ( eigenvectores)
EJEMPLO.RIT Frecuencias y pardimetros modales ( Vectores de Ritz )
EIEMPLO.SPC Factores del andlisis modal espectral
EJEMPLO.SOL Desplazamientos de los nudos y reacciones
EIJEMPLO.F3F Fuerzas en los elementos FRAME
EJEMPLO.F4F Fuerzas en los elementos SHELL
EJEMPLO.F5F Esfuerzos en los elementos ASOLID
EJEMPLO.F8F Esfuerzos en los elementos SOLID
EJEMPLO.FEF Fuerzas en los nudos
EJEMPLO.ERR Errores y advertencias detectadas durante las corridas
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VIII. ESTRUCTURA DEL PROGRAMA SAP90

A. Modulos del Programa SAP90

El programa de analisis estructural es una combinacion de modulos que son ejecutados en
una secuencia predefinida. Los modulos estan ligados por medio de una serie de archivos
internos que constituyen una base de datos. cada modulo realiza una serie de operaciones y
actualiza la base de datos durante el proceso.

Los programas incluidos en el paquete completo de SAP90, y las funciones asociadas con
cada programa se presentan en la tabla VIII-1. Algunos de los programas crean archivos de
salida. Los nombres de los archivos de salida asociados también se muestra en la tabla.

MODULO DE FUNCION DEL MODULO ARCHIVO CREADO
PROGRAMA
1. SAPS0 Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos EXAMPLE.SAP

2. FRAME Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento Viga

3. SHELL Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento Cascardn

4. ASOLID Formulacion de la Matnz de Rigideces de
Elemento ASOLID

5. SOLID Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento SOLID

6. SOLVE Ensamblaje y Reduccion de Rigideces y Cargas

7. EIGEN Analisis de Valores Propios (Eigenvalues) EXAMPLE EIG
8. RITZ Anadlisis de Vectores de Ritz EXAMPLE RIT
9. SPEC Factores de Analisis Espectral . EXAMPLE.SPC
10. TIMEH Analisis de Histonias en el Tiempo

11. JOINTF Salida de Formas Modales, Desplazamientos de EXAMPLE.SOL

Juntas y Reacciones :
12. ELEMF Salida de Fuerzas en las Juntas de los Elementos EXAMPLE FEF
13. FRAMEF Salida de Fuerzas en Elementos Viga EXAMPLE F3F
14. SHELLF Salida de Fuerzas en los Elementos Cascarén EXAMPLE .F4F
15. ASOLIDF Salida de Esfuerzos en los Elementos ASOLID EXAMPLE FSF

16. SOLIDF Salida de Esfuerzos en Elementos SOLID EXAMPLE F8F
17. SAPLOT Salidas Graficas

18. SAPTIME  Salidas Graficas y Creacion de Salida para EXAMPLE HST
~ Analists de Histonas en el Tiempo ‘

Tabla IX-1. Modulos de SAP90
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B. El Comando GO

El médulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilidad.
Si no se encuentra errores, el modulo de SAPS0 creara un archivo por iotes GO.BAT
cual activara el resto de los médulos de SAP90 que son necesarios para un andlisis en

particular.

El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecucion de SAP90 como sigue:

C:>GO <CR>

C. Secuencia de Ejecucion.

El programa de analisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analiticas se realicen
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado primero.
Una ejecucion sin errores de este modulo creara el archivo GO.BAT. Para una ejecucion
normal el archivo de lotes GO.BAT contendra algunos o todos de los siguientes comandos

en la siguiente secuencia:

OPTIMIZE
FRAME
SHELL
ASOLID
_SOLID

SOLVE ” S
EIGEN
RITZ
SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

Para el modo de ejecucion reiniciar (restart), el archivo GO.BAT contendra algunos o todos
de los siguientes comandos:

SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
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SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

D. La Opcion Reiniciar (RESTART).

La opcion reiniciar de SAP90 permite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener
resultados ‘asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje

y solucion del programa.

E!l modo de analisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o
afiadidos

Linea del titulo
SYSTEM
SPEC -
TIMEH
COMBO
ENVELOPE
SELECT
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IX. DETALLES DE LAS OPCIONES DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

Como se describio en el capitulo VII, el archivo de datos de SAP90 esta organizado e 1
bloques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los bloques de
datos que son pertinentes a la estructura que esta siendo analizada.

Cada bloque de datos, a su vez, esta subdividido en una o mas secciones de datos y las
secciones de datos estan formadas por lineas de datos. En algunos casos, las lineas de datos
en una seccion de datos estan agrupadas en multiples conjuntos de datos. Si alguna linea de
datos no es necesaria para una estructura en particular, el usuano puede simplemente obviar
la lista de datos asociada.

1. Linea de Titulo.

Prepare una linea de datos de hasta 70 caracteres para el titulo de la salida. Esta informacion
aparecera en cada pagina de los archivos de salida creados por SAP90. Esta linea debe ser la

primera en el archivo de datos.

2. Bloque de datos SYSTEM.,

Este bloque de datos define informacion de control asociada con el analisis estructural.
bloque de datos es obligatorio. '

FORMATO

a. Separador

Coloque una linea para el separador en la siguiente forma:

SYSTEM

b. Informacion de Control.

A continuacion del separador SYSTEM coloque una linea de datos en la forma siguiente>
R=ropt L=nld C=ncyc V=nfq T=tol P=per W=wopt Z=nritz N=nid
EJEMPLO

SYSTEM
V=10 L=3
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion
ropt [0] Marcadores de Reinicio:
=0 Modo de ejecucion normal
=] Modo de reinicio
=2 Reinicio después de un analisis de transferencia de calor

nld (0] Numero de condiciones de carga

ncyc {0] Frecuencia de la carga para analisis de régimen permanente
nfq [0} Numero de valores propios a calcular

tol [.0001]  Tolerancia de convergencia para analisis de valores propios
per [0} Periodo de corte para analisis de valores propios

wopt [0] Bandera de supresion de advertencia

=0 Mostrar todas las advertencias
=1 Suprima todas las advertencias
nritz [0] Numero de vectores de Ritz a calcular
nid [9999] maximo nimero de identificacion de juntas.

3. Bloque de datos JOINTS

Este bloque de datos define las juntas que describen la geometria del modelo estructural con
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatorio.

FORMATO
a. Separador
JOINTS

b. Datos de Juntas

En esta seccion de datos coloque tantas lineas como se necesite para definir las juntas de la
estructura. Finalice esta seccion con una linea en blanco. Prepare las lineas de datos en la

forma siguiente>

jid X=x Y=y Z=z G=gl,g2,ir Q=ql,q2,93,94,injn F=f,n,n;,injn L=Ln,n;
A=cl,c2,c3,n.l.,.a S=s

EJEMPLO

JOINTS
25 X=20 Y=20 Z=20 S=12
5 X=10 Y=10 Z=0 G=5,25.2
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DESCRIPCION

Identificacion de Juntas y Coordenadas

Variable Defecto Descripcion

jid Numero de identificacion de ia junta
X [pv] Coordenada global X de la junta jid
y [pv] Coordenada global Y de la junta jid
z [pv] Coordenada global Z de la junta jid

Generacion Lineal

gl Junta 1. Generacion lineal

g2 Junta 2. Generacion lineal

i 1] Incremento de numero de junta

r [1] Relacion de el Gitimo espacio al primer espacio para

‘espaciamiento diferente de juntas

Generacién Cuadrilateral

ql Junta 1. Generacion Cuadnilateral
q2 Junta 2. Generacion Cuadrilateral
q3 Junta 3. Generacion Cuadriiateral
q4 Junta 4. Generacion Cuadrilateral
S P ) Incremento del numero de juntas, sobre el eje i
Jn Incremento del nimero d€ juntas, sobre-el-ejej— ————

Generacion Frontal y Lagrangiana

f Numero de junta origen para generacion frontal

} Nuamero de junta original para generacion Lagrangiana

n; Numero de juntas en la direccidn i, sin incluir la junta origen
n; Numero de juntas en ia direccion j, sin incluir la junta origen
In Incremento del numero de juntas sobre el eje 1

Jn Incremento del nimero de juntas sobre el eje j

Generacion Cilindrica

ci Junta 1. Generacion cilindrica

c2 Junta 2. Generacion cilindrica

c3 Junta 3. Generacion cilindrica

N Numero de juntas cilindricas adicionales a generar

Ie Incremento de niimero de junta para generacion cilindrica de
juntas

a Incremento de angulo, grados (debe ser menor de 90)
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Factor de Escala

S [pv] Factor de escala para coordenadas de junta

4. Bloque de datos RESTRAINTS
Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de desplazamiento, tres

traslaciones giobales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, RY y RZ. las direcciones
asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de libertad

de la junta.

Las especificaciones de restriccion de una junta consiste de un conjunto de seis nimeros (o
codigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos
numeros puede tener un valor de 0 o 1. '

Este bloque de datos es obligatorio a menos que el modelo esté completamente apoyado en
resortes.

FORMATO
a. Separador.

RESTRAINTS

b. Datos de restriccion.

En esta seccion de datos coloque tantas lineas como necesite para definir los grados de
libertad inactivos del sistema.

j l j2 inC R=ru.x, ruy, ruZarI'K: rl’)’! rl'l

EJEMPLO

15 25 5 R=1,1,1,1,1.1
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

jl Primer nimero de junta

j2 h1) Ultimo numero de junta

inc {1} Incremento en el nimero de junta

Codigo de restriccion de traslacion en X

Nux

Tuy Cadigo de restriccion de traslacionen Y

Ty Codigo de restriccion de traslacién en Z

I'x Cadigo de restriccion de rotacion alrededor de X
Iy Codigo de restriccion de rotacion alrededor de Y
I Cédigo de restriccion de rotacion alrededor de Z

5. Bloque de Datos SPRING.

Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener
condiciones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la
ubicacion de dichos resortes de apoyo y sus valores asociados. No se permite colocar
resortes en la direccion de grados de libertad restringidos.

FORMATO

a. Separ:_idor.

SPRINGS

b. Datos del Resorte.

En esta seccion coloque tantas fineas como necesite para definir los grados de libertad del
sistema que estén soportados por resortes.

i1 j2 e K=K Kuy, Kuzs Ko Krys Koz
EJEMPLO

SPRINGS
5 25 5 K=1000,0,0,0,0,0
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DESCRIPCION

Vanable Defecto  Descripcion

j! Primer nimero de junta

j2 (1] Numero de junta final

incr - [1] Incremento en numero de juntas

Kux Constante traslacional de resorte en X

Koy Constante traslacional del resorteen Y
Ky Constante traslacional del resorte en Z
Kex Constante rotacional del resorte en X
Ky Constante rotacional del resorteen Y
Kez Constante rotacional del resorte en Z

6. Bloque de datos MASSES,

En el modo de anilisis dinamico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis
grados de libertad de cualquiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicacion de dichas masas

y sus valores correspondientes. La informacion de este bloque de datos solo es usada por el
programa en el modo de analisis dinamico. No se permiten valores de masa en la direccion

de grados de libertad restringidos.
FORMATO

a. Separador,

MASSES

b. Datos de masas.

jl j2 inc M=mux,muy,muz,mrx,mry,mrz
EJEMPLO

MASSES
5 25 5 M=1,1,0,0,0,1200
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DESCRIPCION

Variable Defecto  Descripcion

J1 Primer nimero de junta

2 b1] Numero de junta final

incr [1] Incremento en namero de juntas

M Masa trasiacional en X

My Masa traslacional en Y

My Masa traslacional en Z

M Momento de Inercia de masas respecto al gje X
my, Momento de Inercia de masas respecto al eje Y
m, Momento de Inercia de masas respecto al eje Z

7. Blogue de Datos POTENTIAL.

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presién en juntas para
un analisis estructural.

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un analisis térmico. Las
propiedades de los elementos y los correspondientes vatores de temperatura en juntas son
usados para generar los vectores de cargas térmicas de] elemento.

Los valores.de presion en juntas son usados por los elementos SHELL SOLID y ASOLuJ

para calcular los vectores de cargas de presiones.

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un analisis térmico o de presiones.

FORMATO

a. Separador

POTENTIAL

b. Datos de Potencial

j1 j2 inc T=t1t12 P=pi,p2 W=w,z
EJEMPLO

POTENTIAL
12 18 2 T=96,126 P=10,20
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' DESCRIPCION

Vanable Defecto Descripcion

i Numero de la junta inicial

2 [11] Numero de la junta final

inc f1] Incremento en el namero de junta

Especificaciones de Temperatura

ti [0] Valor de temperatura en la junta j1
t2 [t1] . Valor de temperatura en la junta j2

Especificaciones de Presion

pl [0] Valor de presion en la junta j1

P2 p1] Valor de presion en la junta j2

w Peso unitario del fluido (peso/unidad de volumen)
z Coordenada Z global de la superficie de fluido

8. Blogue de Datos CONSTRAINTS
Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el nimero de ecuaciones en

el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de
libertad son iguales a los desplazamientos en otros grados de libertad.

FORMATO
a. Separador.
CONSTRAINTS

b. Datos

jl J?. inc C=cux,cuy,cuz,c'lx,cryacﬁ I=iuxoiuy’iﬂlaim’iﬂ,iﬂ
EJEMPLO

CONSTRAINTS
21 31 1 €=20,0,0,0,0,0
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DESCRIPCION

Varnable Defecto  Descripcion

jl Pnmer nimero de junta

j2 i1l Numero de junta final

incr (1] Incremento en nimero de juntas

Numero de Juntas Independientes para:

Traslacion X de la junta dependiente
Traslacion Y de la junta dependiente
Traslacion Z de la junta dependiente
Rotacion X de la junta dependiente
Rotacion Y de la junta dependiente
Rotacion Z de la junta dependientc

TLLLLE

Incrementos de Nimeros de juntas independientes para:

Jux Junta cy
luy Junta cy,
g Junta ¢,
lex Junta ¢x
by Junta ¢,y
I

Junta c,

9. Bloque de Datos FRAME

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociadas con los
elementos FRAME (viga) tridimensional que existen en el modelo. Cualquier elemento de
viga o armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en tres dimensiones puede ser

considerado como un caso especial de este elemento general.

FORMATO

a. Separador

FRAME : R ST I
b. Informacién de control del bloque de datos FRAME

Coloque una linea de datos para la informacion de control en la siguiente forma:
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NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec X=xi,%2,...Xad Y=Y1L,¥2,....Ya14 Z=24,Z3,...Zua
T=t,ta,....taa P=pro,pra,....prus

¢. Datos de Materiales y Propiedades de Secciones.

Coloque npro lineas de datos para definir las npro tipos de propiedades.
np A=a J= I=Iyln AS=aa; E=e G=g W=w M=m Tc=alpha
d. Datos de Carga en el claro.

Coloque nbsl lineas de datos en esta seccion, una por cada uno de los nbsl patrones de carga
en el claro.

ns WL='W|,W2,W3 wG:wx:Wstz T=tl,t2,t3 PLD:dl:pl,fl’dz,PLfIw-:d4,p4a£¢
TRAP=c,,u,,V1,C3,U2,V2,C3,U3,V3,C4 L4, V4

. ¢, Datos de ubicacion de los elementos FRAME.

En esta seccion provea tantas lineas como sea necesario para definir todos los elementos
FRAME en el modelo. Finalice esta seccidn con una linea en blanco. '

nel j; jj M=mspi,msp,-,im LP=n1,n2 LR=1'1,I'2,I'3,I'4,|'5,1‘6 RE:ri,[j =z
MS=m;,;m; NSL=i,,I5,....Inld G=ngninc,g,,8:,83,8+

DESCRIPCION.

Informacion de Control .

Variable Defecto  Descripcion

npro (1] Nuamero de tipos de propiedades

nbsl [0] Numero de patrones de carga en el claro

nsec [0} Nuamero de secciones para salida de resultados de fuerzas
X1,X2, .. 0] Multiplicadores gravitacionales en direccion X

Yi.Y2,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Y

Zy,Z3,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Z

ti,tg,... [0] Muiltiplicadores de temperatura

Pri,pra,... [0] Multiplicadores de cargas de presfuerzo

Datos de Propiedades de Materiales y secciones.

np Numero de identificacion de las propiedades
a 0] Area
j (0] Constante torsional
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133,122 [0] Momentos de inercia

a;,83 [0] Areas de corte

e {pv] Modulo de elasticidad

g [e/2.6] Modulo de corte

w [0] Peso por unidad de longitud

m [0] Masa por unidad de longitud

alpha [0] Coeficiente de expansion térmica del material
(unidades L/L/H)

Datos de Cargas en el claro.

ns ' Numero de identificacion de la carga en ¢l claro

W, {0] Carga uniforme en la direccion 1 - Fuerza/longitud

W3 carga uniforme en la direccion 2 - Fuerza/longitud

W3 Carga uniforme en la direccion 3 - Fuerza/Longitud

Wy [0] Carga uniforme en la direccion X - Proyeccion en X de
Fuerza/Longitud

Wy [0] Carga uniforme en la direccion Y Proyecc:on en Y de
Fuerza/Longitud

W, [0] Carga uniforme en la direccion Z - Proyeccion en Z de
Fuerza/Longitud

t [0} Incremento de temperatura en la linea central del elemento

t2 Gradiente de temperatura en la direccion 2

ts gradiente de temperatura en la direccion 3

dy Distancia del extremo I de p, y fi

o]t pi1 es la primera carga desde I'-enla-direccion-2— —— —

fi f) es la primera carga desde Y en la direccion 3

C1- Distancia desde el extremo I de u; y v,

uj u; es la intensidad de carga en la direccion 2 a una distancia c;

' del extremo 1.
Vi v, es la intensidad de carga en la direccion 3 a una distancia ¢,

del extremo L.

Datos de Ubicacion de los Elementos FRAME

nel : Numero de identificacion del elemento
Js Numero de la junta en el extremo I.
I Nuamero de junta en el extremo j.
msp; [pv] Numero de identificacion de propiedades en el extremo 1.
msp, fmspi] Numero de identificacion de propiedades en el extremo J.
lvar [2] Variacion de €*133 a lo largo de la longitud de elemento:
=] Lineal
=2 Parabolica
=3 Cubica
ni,n; [pv] Numeros de junta para definir el eje local en la direccion 3
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r [0]
r

I3
Iy

Iy

Te
r,T [0]

m;, m; [pv]
I,L,... . 0]

Ny [0]
ninc
Ei

rEE®

Cédigo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
eje 3. Extremo L

Coadigo de liberacion de la restriccion de momento respecto el
eje 3. Extremo J.

Codigo de liberacion de la restriccion de fuerza axial.

Codigo de liberacién de la restriccion de momento respecto al
eje 2. Extremo L. ’
Caodigo de liberacion de la restnccion de momento respecto al
eje 2. Extremo J.

Cédigo de liberacion de la restriccion de momento torsional
Zona rigida en los extremos 1 y J, respectivamente = -

Factor de reduccidon de zona rigida

Junta maestra para los extremos I y J, respectivamente
Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones
decarga l; a luq

Numero de elementos adicionales a generar

Incremento para el numero de identificacion del elemento
Incremento del nimero de la junta en el extremo I.

Incremento del nimero de la junta en el extremo J.
Incremento en el nimero de la junta maestra en el extremo L.
Incremento en el nimero de la junta maestra en el extremo J.

10. Bloque de Datos SHELL

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociados con el elemento
general tridimensional SHELL de 4 nodos. Los elementos membrana y de flexion de placas
son considerados casos especiales de este elemento general.

FORMATO.
a. Separador.

SHELL

b. Informacion de Control.

Colocar una linea de datos para la informacion de control del bloque SHELL de la siguiente

manera.

NM=nmat O=iout

X=X1,X2,....Xald  Y=Y1LY2,.,¥nd  2721,23, ..., Znld

thl’tzv'--ytnld P=pl’p2:-'-,pnld
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c. Datos de Propiedades del Material

Colocar nmat lineas de datos en esta seccion para definir los nmat tipos de material et
siguiente forma:

nm E=e U=u W=w M=m TA=alpha
d. Datos de ubicacion de los elementos SHELL.

En esta seccion de datos, provea tantas lineas de datos como sean necesarias para definir las
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modelo. Finalice esta seccion con una linea

en blanco.

nel Jszi,jj,jk,jl ETYPE=et M=mat TZ=tz TH=th;th, LP=n G=g,,g:

DESCRIPCION

Informacion de Control

Variable Defecto  Descripcion
nmat [1] Namero de tipos de material
out [0] Control de salida:

=0 Resultantes de fuerzas y momentos

~ =1 Esfuerzosde superficie superiores-e inferiores— ———— ..

X1,X2,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion X
Y1,¥2,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Y
Z1,Zy,... {0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Z
it [0} Multiplicadores de temperatura

PPz {01 Multiplicadores de presion

Datos de Propiedades del Material

nm Numero de identificacion del material

€ [pv] Modulo de elasticidad

u [pv] Relacion de Poisson

w [0] Peso por unidad de volumen

m ) [0] Masa por unidad de volumen

alpha [0] Coeficiente de expansion térmica (unidades L/L/H)

Datos de Ubicacion de Elementos SHELL

nel Numero de identificacion del elemento
Jodps--- Nuameros de las juntas del elemento
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et [pv] Tipo de elemento
' =0 Cascaron (membrana + flexion)
=1 Solo comportamiento de membrana
=2 Solo comportamiento de flexion de placa

mat [pv] Tipo de matenal del elemento

tz [0] Temperatura referencia de cero esfuerzo

th; ipv] Espesor dei elemento membrana

th; {pv] Espesor del elemento de flexion

n [0] Control para la direccion del eje local del elemento
21,82 Parametros para la generacion de elementos

11. Bloque de datos ASOLID

Este bloque de datos define las propiedades, ubicacion y cargas asociadas con el elemento
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos

formados por los ejes principales.

FORMATO
a. Separador.

ASOLID

b. Informacion de control para el elemento ASOLID

En esta seccion se coloque una linea con los datos que se indican a continuacion :
NM=nmat ETYPE=et MAXN=ntm

X=x1,X2,... Xnid Y=y1y2,.. .yaaZ=21,22,... 244

T=t1,12,. taig P:p L,p2,...Pnd R=rl,r2,...rua

- ¢. Propiedades de los materiales

En esta seccion se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta de
dos lineas con la siguiente infirmacién. ’

1 ) Primera linea

nm NUMT=nt W=w M=m B=
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1) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e,e,& U=u,,uz,u3 G=g, A=a,a, a

c. Localizacion de los elementos ASOLID
En esta seccion proporcione tantas lineas de datos como sean necesarias para definir el
modelo. Finalice la introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos

requeridos se deben preparar de la siguiente forma :

nel  INSjujzjs--do JQ=njsdnis  IS=hilie

M=matTZ=tz TH=th G=g,82 LP=n
DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

nmat 1 Num de tipos de materiales
et 0 Tipo de elemento

=0 Axisimétrico
=1 Deformacién plana
=2 Esfuerzo plano

ntm 1 ~ Num. méximo dé témperaturasen-cualquier-tipo-de-material — -

x1,X2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direcciéon ” X” para las
“nld” condiciones de carga

y1,y2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccion ™ Y” para las
“nld” condiciones de carga

z1,22,... ¢ Multiplicadores gravitacionales en direccién ™ Z” para las
“nld” condiciones de carga

ti,t2,... 0 Multiplicadores de temperaturas para las “nld” condiciones
de carga

p1,p2,... 0 Multiplicadores de presiones para las “nld” condiciones de
carga

rL,r2,... 0 Valores de velocidad angular para las “nld” condiciones de
carga.

nm Identificador del mtimero de material

nt 1 Num de temperaturas para las que se especifican las

propiedades dependientes de este tipo de material.

Peso por unidad de voliimen

Masa por unidad de volimen

Angulo de referencia de las propiedades del material
grados

T3¢
oo o
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er,es,et
ul,u2,uj3

grs
dr,ds,dt

nel
jlij2....
JLi3,...

Jisdis--
mat

th
gl.g2

12. Bloque de datos SOLID

0
0
0

er /(2+2u1)
0

pv

pY

Temperatura asociada con la propiedad del material
especificado en esta linea de datos. _
Mddulo de elasticidad en las direcciones 1,5 y t
respectivamente.

Relacién de poisson en las direcciones 1,5, y t
respectivamente.

Mddulo de cortante en el plano r-s

Coeficiente de expansién térmica en las direcciones r,s y t
respectivamente .

Num del identificador del elemento

Nums de nudos del elemento, para la opcién JN

Nums de nudos del elemento, para la opcién JQ ( elemento
de 4 nudos )

Nums de nudos del elemento, para la opcién JS ( definicién
de una malla regular )

Tipo de material del elemento

Temperatura de referencia para esfuerzo cero.

Espesor del elemento

Pardmetros de generacidn de elementos

Identificador del plano donde se localiza el elemento

Este bloque de datos define las propiedades, localizacion y las cargas asociadas al
elemento tridimensional SOLID formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el
siguiente formato :

FORMATO
a. Separador

SOLID

b. Control de informacién para el elemento SOLID

Se proporciona una linea de datos con la siguiente informacién

NM= nmat MAXN=ntm

X=x1,x2,... X4

T=tit2, .tawa P=pl,p2,...pnd
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c. Propiedades de los materiales

En esta seccion se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta de
dos lineas con la siguiente infirmacion.

i ) Primera linea
nm  NUMT=nt W=w M=m
1) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e,¢e,.¢& U=upu,...u1s G=gxy, Byz, Bx A=a1,82,23

¢. Localizacion de los elementos SOLID

En esta secciOn proporcione tantas lineas de datos como sean necesarias para definir el
modelo. Finalice la introduccién de estos datos con una linea en blanco. Los datos

requeridos se deben preparar de ia siguiente forma :

nel  JO=ii,jaj3- Js IRk

M=matTZ=tz I=1 G=g1,82,8
DESCRIPCION ~  ~— = —— — - -
Variable Defecto Descripcion
nmat 1 Numero de tipos de materiales
ntm 1 Num. méximo de temperaturas en cualquier tipo de material
X1,X2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ” X” para las
“nld” condiciones de carga
y1,y2,... 0 Muitiplicadores gravitacionales en direccidén ” Y™ para las
» “nld” condiciones de carga
- 71,22,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ” Z” para las
“nld” condiciones de carga
t1,12,... 0 Multiplicadores de temperaturas para las “nld” condiciones
de carga '
pL,p2.... 0 Muiltiplicadores de presiones para las “nld” condiciones de
carga
nm Identificador del mimero de material
nt 1 Num de temperaturas para las que se especifican

propiedades dependientes de este tipo de material.
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w
m

t
ex,ey,ez

ul,u2,...

gxy,Byz,...

al,a2,...
nel
jLj2,...

Jidis-

mat

tz

i
g1,22,23

13. Bloque de datos LOADS

Lo B B o

<o

pPv

PV

Peso por unidad de volimen

Masa por unidad de volimen

Temperatura asociada con la propiedad del material
especificado en esta lfnea de datos.

Médulo de elasticidad en las direcciones x,y y z
respectivamente.

Relacién de poisson

Médulo de cortante en los planos X-Y, Y-Z y Z-X
respectivamente

Coeficiente de expansién térmica .

Num del identificador del elemento

Numero de nudos del elemento, para la opcién JQ(
definicién general del elemento )

Numero de nudos del elemento, para la opcién JR(
definicién de un elemento regular )

Tipo de material del elemento

Temperatura de referencia para el esfuerzo cero.

Bandera para suprimir modos de flexién incompatibles.
Pardmetros para la generacién de elementos.

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o
momentos ). Esta seccién define los nudos cargados de acuerdo con las “ nid “
condiciones de carga que hayan sido especificadas. Las cargas deberdn estar aplicadas en
nudos con grados de libertad no restringidos.

Omita esta seccién si no existen nudos cargados.

A continuacidn se indica el formato de los datos requeridos:

FORMATO
a. Separador
LOADS

b. Datos
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Utilice cantas lineas de datos sea necesario para definir los nudos cargados que
especifican las “ nld “ condiciones de carga. Finalice esta seccién de datos con una linea
en blanco. Los datos deberdn prepararse de la siguiente forma :

11 J2 inc  F=fx,fy,fz,mx,my,mz

EJEMPLO

LOADS
13 25 2 L=2 F=20,30,0,

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

jl Niimero del primer nudo en la generacién
j2 j1 Niimero del dltimo nudo en la generacién
inc 1 Incremento en el nimero de nudo

I pv Niimero de condicién de carga

fx Fuerza aplicada en la direccién X

fy - Fuerza aplicada en la direccién Y

fz Fuerza aplicada en la direccién Z T T
mx Momento aplicado alrededor del eje X

my Momento aplicado alrededor del eje Y

mz Momento aplicado alrededor del eje Z

14, Bloque de datos DISPLACEMENTS
En una estructura es posible ademds de aplicar cargas, aplicar desplazamientos
traslacionales y rotacionales en los nudos. Estos desplazamientos no deben ser aplicados

en grados de libertad restringidos. Esta opcién solo se permite cuando se realiza un
andlisis estdtico.

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los nudos de una estructura,
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad.

Omita esta seccion si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos.
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FORMATO
a. Separador
DISPLACEMENTS

b. Datos

Proporcione cuantas lneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la
estructura. Finalice esta seccién con una lfnea en blanco.

jl j2 inc U=ux,uy,uz,rx,ry,rz
EJEMPLO
DISPLACEMENTS

13 25 2 U=1,0,1,0,0,0

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

jl Nimero del primer nudo en la generacién
j2 j1 Nimero del ultimo nudo en Ia generacién
inc 1 Incremento en el nimero de nudo

ux Desplazamiento aplicado en la direccién X
uy Desplazamiento aplicado en la direccién Y
uz Desplazamiento aplicado en la direccién Z
Ix Rotacién aplicada alrededor del eje global X
Ty Rotacién aplicada alrededor del eje global Y
Iz Rotacién aplicada alrededor del eje global Z

15. Bloque de datos PRESTRESS

Esta opcién permite modelar elementos estructurales ( vigas ) sometidos a cargas
producidas por cables de presfuerzo. Para sumar estos eiectos a las condiciones de cargas
bésicas, es necesario activar los multiplicadores de presfuerzo que aparccen en el bloque
de datos FRAME. Omita esta seccién si no se utiliza.
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FORMATO

a. Separador

PRESTRESS

b. Datos.

Utilice tantas lineas como sea necesario para definir la geometrfa de los cables de
presfuerzo en las vigas. Finalice esta seccién con una linea cn blanco. Prepare los datos

como se indican a continuacién.

nbl nb2 ninc D=di,dc,dj T=t

EJEMPLO

PRESTRESS

1101 D=0.25,0.5,0.5 T=100

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

nbt - Primer numiéro de elemento-FRAME —

nb2 nb1 Ultimo nimero de elemento

ninc 1 Incremento en el nimero de elemento

di . Distancia del eje neutro de la seccién al punto por donde
sale
el cable de presfuerzo en el extremo “i”

de Distancia del eje neutro de la seccidn al punto por donde

: pasa ¢l cable de presfuerzo en el centro dcl claro

dj Distancia del eje neutro de la seccién al punto por donde
sale '
el cable de presfuerzo en el extremo “;”

t Tensién del presfuerzo

16. Bloque de datos SPEC

En esta seccion se definen los datos asociados con el espectro de respucsta para realizar un
anilisis dinamico. Los resultados de este anlisis definen la condicion dc carga dindmicr
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Omita esta seccion si no se pretende realizar un anilisis dindmico de la estructura.
Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos variables “nfq”

o “nritz” en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indican el numero de modos de vibrar
que se consideran en ¢l analisis de la estructura.

FORMATO.

a. Separador

SPEC

b. Informacién de control

Prepare una linea en la siguiente forma:
A=a S=s D=d

c. Datos de la curva del espectro

Utilice cuantas lineas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta.
Finalice esta seccién con una linea en blanco. Prepare una linea de datos de la siguiente

forma:

tp sl s2 4

EJEMPLO.

SPEC

A=45 §=9.81 D=0.05

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

a 0.0 Angulo de la excitacién en grados

S 1.0 Factor de escala para los valores del espectro de respuesta
d 0.0 Relacién de amortiguamiento estructural,

tp Periodo

s1 Valor del espectro en la direccién 1

s2 0 Valor del espectro en la direccién 2

Sz 0 Valor del espectro en la direccién z ( vertical )
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17. Bloque de datos COMBO

En esta seccion se definen las combinaciones de cargas para la estructura, las cuales se
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga basicas, de  las

previamente ( nid ).

Si no se especifican combinaciones de cargas,-se obtendran los resultados correspondientes a
las condiciones de carga solamente.

Omitase esta seccion si no se desea realizar alguna combinacion de cargas.
FORMATO

a. Separador

COMBO

b. Datos de la combinacion

Se deben proporcionar tantas lineas como sean necesarias para definir las combinaciones de
carga requeridas.

K C=cl,c2,c3,....cnld D=d

EJEMPLO

COMBO
1 C=14,170
2 C=14,1511

3 C=1.1,1.1,0 D=1.1
DESCRIPCION

Varable Defecto Descripcidn

K Identificador del niimero de combinacién

cl,c2,... Multiplicadores para las condiciones de carga estdticas.
d Multiplicador para la condicién de carga dindmica .
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17. Bloque de datos ENVELOPE
En esta seccion permite obtener envolventes para las condiciones de carga estatica y

dinamica con casos de cargas moviles analizados con el modulo de SAP90 para analizar -
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estaticas y dinamicas.

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza maximo y minimo en los elementos ( FRAME )
de una estructura. Esta opcion no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLID.

Omuta esta seccion si no se desea obtener una envolvente de cargas.
FORMATO.

a. Separador

ENVELOPE

b. Dat.()s de las envolventes de cargas

Utilice una linea de datos para cada envolvente requerida en la siguiente forma :

1. C=cl,c2,....cnld D=d B=bl,b2,...,bnc

EJEMPLO.

ENVELOPE

1 C=1 D=1

2 C=1,1

3 C=1,-1

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

i " Niimero del identificador para la envolvente

c1,c2,... 0 Multiplicadores para las condiciones.de carga estdticas
d 0 Multiplicadores para la condicién de carga dindmica
bi,b2,... 0 Multiplicadores para los casos de cargas méviles de puentes
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19. Bloque de datos SELECT

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obtienen <on
también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa informacién es relevante.

El comando SELECT permite seleccionar solo la informacién que es de interés de
acuerdo con los fines que se persiguen en un andlisis.

FORMATO

a. Separador

SELECT

b. Datos

Utilice tantas lineas como sean necesarias para definir los datos que imprimirdn en el
archivo de salida. Prepare la informacién como se indica a continuacidn:

NT=nt ID=il,i2,inc SWe=isw

EJEMPLO

Para producir solo la salida de los desplazamientos 11 a 37

NT=1 ID=11,37 SW=1

Para producir solo la salida de las fuerzas en los miembros ( FRAME )25a45

NT =35 1ID=25,45

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

nt pv Tipo de seleccién

11 Primer nudo o nimero de elemento -

12 i1 Ultimo nudo o numero de elemento

nc 1 Incremento en el nimero de nudo o elemento
18w pv Bandera

=0 Excluye nudo o elemento de la serie
=1 Incluye nudo o elemento de la serie
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L INTRODUCCION.

SAPLOT es un postprocesador interactivo y grafico para el programa de Analisis
Estructural SAP90.

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando alguno
de los siguientes graficos:

Geometria Estructural no Deformada

Cargas Aplicadas

Formas Deformadas y Modales

Diagramas de Momento y Fuerza en los Elementos Viga.
Contornos de Esfuerzo en Elementos Finitos

Lineas de influencia para Elementos Viga

SRS

El modelo puede ser visto desde cualquier direccion arbitraria. El usuario localiza un punto
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAP90. Este punto es
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la direccion apuntando desde el
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicacion de ojo del usuario se asume

que esta en el infinito.

Una vez que se ha colocado la direccion de visualizacion, el usuario puede rotar la vista
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X, -Y, -Z) tiene que aparecer

verticalmente hacia arriba en la-pantalia.

II. EJECUCION, PROCEDIMIENTOS y DETALLES DEL SISTEMA.

A. Ejecucion del Programa SAPLOT.

Supongamos que los datos para SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido
preparados y archivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecucion de
SAP9S0 con estos datos creara una serie de archivos intermedios en el disco (de la forma

EXAMPLE.777).

Para obtener graficos de geometria sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS,
XYZ, 1D, JID, MAT, .P?, .T3 y .POT son necesarios. Estos archivos son creados por la
ejecucion de SAP90 con el archivo de datos EXAMPLE y residen en el disco antes de

ejecutar el comando GO.

Para ver los graficos de formas deformadas estaticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U
ademas de los nombrados anteriormente. Este archivo es creado durante la ejecucion de un
analisis estatico y es necesario para recuperar los vectores de desplazamiento.
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Para obtener los graficos de las formas modales, se necesita el archivo EXAMPLE.VEC
ademas de tos mencionados anteriormente. Este archivo es creado por un anélisis de valores
propios y es necesario para recuperar los vectores propios.

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos
EXAMPLE.S3, EXAMPLE.S4, EXAMPLE.S5 y EXAMPLE.S8 para los elementos
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLID respectivamente.

Formas deformadas estaticas, formas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de la ejecucion del
comando GO.

Desde el directorio donde los archivos intermedios de SAP90 estan almacenados, entre el
comando:

SAPLOT <CR>
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FRAME - EXAMPLE la - TWO-DIMENSIONAL FRAME

C FRAME HAS TWO BAYS AND SEVEN STORIES

C UNITS ARE KIP INCHES

SYSTEM

L=2 V=7 : 2 STATIC LOAD CONDITIONS, 7 EIGENVALUES
JOINTS

1 Y=-360 Z=0.0 X=0.0 : LEFT FOUNDATION JOINT
7  Y=-360 Z=324 G=1,7,3

22 Y=-360 Z=1104 G=7,22,3 : TOP LEFT JOINT

2 Y=00 2=0.0

8 Y=0.0 Z=324 G=2,8,3

23 Y=00 Z=1104 G=8,23,3

3 Y= 360 Z=0.0 : RIGHT FOUNDATION JOINT
9 Y= 360 Z=324 G=3,9,3

24 Y=360 Z=1104 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT

RESTRAINTS

1,24,1 R=1,0,0,0,1,1 : TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN Y-Z PLANE
13,1 R=1,1,1,1,1,1 : FIXFOUNDATION JOINTS

CONSTRAINTS

523,3 C=0,4 1=0,3 :SET AXIAL DEFORMATIONS IN BEAMS TO ZERO
6,24,3 C=0,4 1=0,3

__MASSES  : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIRECTION

4,22,3 M=0,.49

FRAME

NM=7 NL=1 :7 SECTION PROPERTIES 1 SPAN LOADING CONFIGURATION
1 I=2150 A=51.17 - E=29500

2 1=2670 A=62.10 E=29500

3 1=3230 A=72.30 E=29500

4 1=3910 A=84.40 E=29500

5 I=3330 A=50.00 E=29500

6 1=4020 A=50.00 E=29500

7 [=5120 A=50.00 E=29500

1 WL=0,-0.1/12 PLD=120.0,-20.0,0.0,240.0,-20.0,0.0
C COLUMNS
1, 1,4 G=2,133 M=3 LP=3
410,13  G=1,133 M=2
616,19  G=1,13,3 M=]
82,5 G=2,1,3,3 M=4
1,115,144 G=1,133 M=3
13,1720  G=1,133 M=2
15, 3.6 G=2,133 M=3
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18,12,15 G=1,1,33 M=2

20,1821 G=1,1,33 M=l

C BEAMS A

C SPAN LOADING IS STATIC LOAD CONDITION 1
22, 4,5 G=1,1,3,3 M=7 NSL=I

24,10,11  G=1,1,3,3 M=6 NSL=I

26,16,17  G=2,13,3 M=5 NSL=i

29,56  G=1,1,3,3 M=7 NSL=1

31,11,12  G=1,1,3,3 M=6 NSL=I

33,17,18  G=2,1,3,3 M=5 NSL=1I

LOADS :LATERAL (Y) JOINT LOADS AS LOAD CONDITION 2
22 F=0,20 L=2

19 F=0,15

16 F=0,12.5

13 F=0,10

10 F=0,7.5

7 F=0,5

4 F=0,2.5

SPEC : SEISMIC RESPONSE SPECTRUM IN LATERAL (Y) DIRECTION
A=05=3864 D=.05 : ANGLE, SCALE, DAMPING
C PERIOD DIRECTION1 DIRECTION2 Z-DIRECTION
C ACCELERATION ACCELERATION ACCELERATION
.0769 0.0 505311 0.0
0795 0.0 519598 0.0
.08 0.0 .520045 0.0
-.0833 0.0 518093 0.0
.0870 0.0 493366 0.0
.0909 0.0 477599 0.0
.0951 0.0 527825 0.0
0952 0.0 530631 0.0
1000 0.0 581609 0.0
1053 0.0 564412 0.0

1711 0.0 523663 0.0
1176 0.0 572438 0.0
1150 0.0 588211 0.0
1250 0.0 627807 0.0

1333 0.0 665413 0.0
1429 0.0 636531 0.0
1538 0.0 905796 0.0
1602 0.0 804605 0.0
1667 0.0 787220 0.0
1818 0.0 .943909 0.0
2000 0.0 1.005620 ° 0.0
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.STATIC SPAN LOADS ONLY
.STATIC LATERAL LOADS ONLY
:DYNAMIC LOADS ONLY

:STATIC LOADS COMBINED
:STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH DYNAMIC LOADS

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

:STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH REVERSED DYNAMIC L

2222 0.0 746135
2420 0.0 704753
2500 0.0 798052
2857 0.0 - .718264
3333 0.0 880624
4000 0.0 882996
4313 00 921167
5000 0.0 1.046620
6667 0.0 641750
1.0000 0.0  .482251
12730 0.0 258617
2.0000 0.0 160189

COMBO

1C=1

2 C=0,1

3 C=0,0 D=1

4C=1,1

5 C=1,0 D=1

6 C=1,0 D=-1

SELECT

NT=1 ID=1,22,3 SW=1

NT=2 ID=1,3,1

NT=3 ID=1,22,3

NT=51D=1,15,7  :OUTPUT FORCES IN BASE'COLUMNS

NT=51D=22,29,7  :OUTPUT FORCES IN FIRST STORY BEAMS

C

‘OUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN LINE

:QUTPUT REACTIONS AT BASE
:OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUMN LINE
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BUILDING - EXAMPLE 8 - THREE-DIMENSIONAL BUILDING

SYSTEM
V=6 :SIX MODES USED IN ANALYSIS

RESTRAINTS
1,61 R=1,1,1,1,1,1 :FIX BASE

7,18,1 R=1,1,0,0,0,1 :FIX DOF ASSIGNED TO MASTER JOINT
19,20,1 R=0,0,1,1,1,0 FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED

:TO THEM
JOINT
1 X=25.0 Y=0.0 Z2=00
2 X=0.0 Y=0.0 Z=0.0
3 X=00 Y=250 Z=0.0
5 X=50.0 Y=25.0 2=0.0 G=3,5,1

X=50.0 Y=0.0 Z=0.0
13 X=25.0 Y=0.0 Z=25.0 G=1,13,6
14 X=00 Y=0.0 Z=25.0 G=2,14,6

15 X=0.0 Y=25.0 Z=25.0 G=3,15,6
16  X=25.0 Y=25.0 Z=25.0 G=4,16,6
17 X=50.0 Y=25.0 Z=25.0 G=5,17,6
18 X=500 Y=0.0 Z=25.0 G=6,18,6
19 X=25.0 Y=12.5 Z=125

20 X=25.0 Y=125 Z=25.0

=)

FRAME
NM: .

I~ TA=2.0T T1=0.6667,0:1667— —E=432000—BEAMS-
2 A=225 1=0.4219,0.4219  E=432000 :COLUMNS
11,7 M=2 LP=30 MS=0,19

32,8 MS=0,19

53,9 MS=0,19

7, 4,10 MS=0,19

9,511 MS=0,19

11, 6,12 MS=0,19

2,7,13 MS=19,20

4,814 MS=19,20

6,9,15 MS=19,20

8,10,16 MS=19,20

10,11,17 MS=19,20

12,12,18 MS=19,20

13,7,8  M=1 LP=20 MS=19,19

14,8, 9 LP=3,0 MS=19,19

15, 9,10 LP=2,0 MS=19,19

16,10,11 LP=2,0 MS=19,19

17,11,12 LP=3,0 MS=19,19

18,13,14 LP=2,0 MS=20,20
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SHELL - EXAMPLE 18 - HEMISPHERICAL SHELL UNDER POINT LOADS
C 8 X 8 MESH USED ON QUADRANT

SYSTEM

L=1

JOINTS ‘USE CYLINDRICAL GENERATION
1 X=0Y=0Z=10 :EXTRA JOINT

2 X=0Y=0Z=11 :EXTRA JOINT

3 X=10.000 Y=0 Z=0.000 A=1,2, 3,8,1,11.25

12 X=9.877 Y=0 Z=1.564 A=1,2,12,8,1,11.25

21 X=9.511 Y=0 Z=3.090 A=1,2,21,8,1,11.25

30 X=8.910 Y=0 Z=4.540 A=1,2,30,8,],11.25

39 X=8.090 Y=0 Z=5.878 A=1,2,39,8,1,11.25

48 X=17.071 Y=0 Z=7.071 A=1,2,488,1,11.25

57 X=5.878 Y=0 Z=8.090 A=1,2,57,8,1,11.25

66 X=4.540 Y=0 Z=8.910 A=1,2,66,8,1,11.25

75 X=3.090 Y=0 Z=9.511 A=1,2,75,8,1,11.25

RESTRAINTS
121R=1,1,1,1,1,1 FIX EXTRA JOINTS

3759R=0,1,01,0,1 :SYMMETRY
11839R=1,0,0011 :SYMMETRY

7 R=0,0,1,0,0,0 'SYMMETRICAL Z SUPPORT FOR STABILITY

SHELL

NM=1

1 E=6.825E7 U=23

1JQ=3,4,12,13 M=1 TH=.04 G=8,8

LOADS
31=1F=1
11 L=1F=0,-1

d
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19,14,15 LP=30  MS=2020

20,15,16 LP=2,0 MS=20,20
21,16,17 LP=2,0 MS=20,20
22,17,18 LP=3,0 MS=20,20
MASSES

19,20,1 M=3.88,3.88,0,0,0,1011. :MASSES AT MASTER JOINTS

SPEC
S$=32.2 A=30 D=0.05 :SPECTRUM DEFINED AT 30 DEGREES TO BUILDING AXE!

0 400 400 '
0.100 .581 58!
0.125 .628 .628
0.167 .787 .787
0.182 .9439 .9439
0.200 1.0056 1.0056
0.250 0.79800.7980
0.333 0.8806 0.8806
0.431 0.92120.9212
0.500 1.0466 1.0466
0.667 6418 .6418
1.000 4822 4822
1.273 2586 .2586
2.000 .1602 .1602
10.00 .0102 .0102
1000 0 .0

C
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RCPLTSHL - EXAMPLE 14 - RECTANGULAR PLATE USING SHELL ELEMENTS
C QUARTER PLATE MODELED USING 6 x 6 MESH

C THIS DATA SET MODELS CLAMPED BOUNDARY CONDITIONS
C PLATEIS2x 10

SYSTEM

L=2

JOINTS

1 X=0Y=02-0

7 X=5Y=02=0

43 X=0 Y=1 Z=0

49 X=5 Y=1 Z=0 Q=1,7,43,49,1,7

RESTRAINTS

1 49 1R=1,1,0,0,0,1 :MEMBRANE DOF RESTRAINED
1 7 1R=1,1,1,1,1,1 :CLAMPED EDGE

1 437R=1,1,1,1,1,1 :CLAMPED EDGE

7 497R=1,1,0,0,1,1 :SYMMETRY

4349 1 R=1,1,0,1,0,1 :SYMMETRY

SHELL
NM=1 Z=0,1 :UNIFORM LOAD IS LOAD CONDITION 2 APPLIED IN Z - DIRECTION

1 E=1.7472E7 U=.3 W=1
11Q=1,2,8,9 ETYPE=2 M=1 TH=.0001 G=6,6

LOADS
49 L=1 F=0,0,1E~4 :CONCENTRATED LOAD IS LOAD CONDITION 1

O
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ANALISIS MATRICIAL DE MARCdS E-DLANE)S FORMADOS POR BARRAS PRISMATICAS
DE EJE RECTO CONSIDERANDO DEFORMACIONES POR FLEXION CORTANTE Y AXIAL

T JING. FERNANDO MONROY MIRANDA.

1.1 Introduccion

Considérese la siguiente estructura formada por barras en donde sus nudos pueden
tener 3 posibilidades de desplazamiento ( en x en y y en giro alrededor de z} Fig. 1.1

Fig. 1.1 Estructura plana

Con objeto de referenciar a los nudos que forman parte de la estructura se define un
sistema global de coordenadas con origen arbitrario (sistema cartesiano) Fig. 1.2

y .
origen
e

T ———> X FITIIIIITT

Fig. 1.2 Sistema global de referencia



Las barras que componen a la estructura en general estaran dispuestas de tal manera
que su eje longitudinal tendra una cierta inclinacion con respecto al eje x global, con el fin de
referenciar a los resultados del analisis respectivamente a cada una de las barras se define un
sistema de coordenadas local para cada barra que queda definido de la siguiente manera:
Fig. 1.3

A, B nudos ‘
extremos de la barra X B
(incidencias). '

La barra se ha
orientadode A a B A

Fig. 1.3 Sistema local de referencia

El eje x' esta contenido en el eje centroidal y principal de la barra de que se trate y su
sentido quedara definido por las incidencias (nudos extremos de la barra).

El eje y' sera perpendicular al x' y su sentido sera tal que abatiendo x' sobre y' se
forme un sistema derecho, lo anterior da como resultado el sentido del eje z' , de donde se
observa gue el gje z' es paralelo al eje Z global,

Por ejemplo la estructura de la Figura 1.1, el sistema local de cada barra puede
quedar de la siguiente manera; Fig. 1.4

Fig. 1.4 Sistema local para las barras de una estructura en particular



1.2 Vectores y matrices estructurales.
1.2.1 Vector de fuerzas en las barras.

Uno de los objetivos del anaiisis estructural es la obtencién de elementos mecanicos
en las barras es decir el momento flexionante, la fuerza cortante y la fuerza axial en los

extremos de cada una de las barras esos elementos mecanicos se pueden agrupar dando
como resultado los vectores . .

{Fat v {Fg} Fig 15

Sistema local

)
A -

FX, FX g
Fay= 1 Fy, | (Fay=97 FY,
MZ'A MZ'B

FX',. FXg = Fuerza axial en los extremos A y B de la barra.
Fy's., Fy'y= Fuerza cortante en los extremos A y B de la barra.
Mz’ Mz'y = Momento flexionante en los extremos A y B de la barra.

{F'A} y {F'B} son fuerzas y momentos de nudo sobre barra,

Fig. 1.5 Elementos mecanicos en los extremos de las barras.



Las fuerzas en las barras estan referenciadas al sistema local de |a barra en cuestion.

1.2.2 Vector de desplazamientos de los exiremos de las barras.

Las fuerzas {F'A} y {F'B} de las barras producen desplazamientos de los extremos de
las mismas referenciados al igual que las fuerzas al sistema local de la barra, en general los
extremos de la barra podran desplazarse lineal y angularmente, las proyecciones de esos
. desplazaminetos sobre el eje local de |a barra se pueden agrupar dando como resultado los
vectores {d'A} y {d'B} respectivamente. Fig. 1.6.

dx'a dx
{dlA} = dy'A {d!B} = ' dy|B
(‘I)Z'A (pZ'B

Donde {d'A} y {d'B} son los vectores cuyas componenetes son los desplazamientos de
los extremos de la barra referidos al sistema local de la misma.

Fig. 1.6 Desplazamientos de los extremos de |a barra referenciados al sistema local



1.2.3 Matriz de rigidez de una barra.

Las fuerzas en los extremos de las barras estan relacionados con los desplazamientos
de esos extremos, suponiendo que la barra tiene un comportamiento elastico-lineal el cual
puede ser representado matematicamente por ia ley de Hooke se tendra:

Fad | || [Kadlj [Kas] {da}
Fey | | Keall [K'es) {d's)
{F} = [KY] {d}

donde [k'] es la matriz de rigidez de la barracon respecto a ejes locales.

o bien

Puede verse que por columnas [k'] significa las fuerzas que hay que aplicar para
producir desplazamientos unitarios de los extremos de las barras, de lo anterior se obtiene
que:

EA o 0 . _EA 0 0
L | s T |
0 . 12El , 6El . 0 . -12El | _ -BEl
L (1’“?9_)_.._ L2 “tf‘..‘?) _____________________________ 5__,_':.:.*__.(.11?4.9) L (rae)
o] | el o | |
[Keali [Kes) |~ 0 . _6El_‘4EI(1+C); O | -6El  2El(1-2c)
- i 2 SIAC) L (ArAC) L WL (rde) | L (4o
-EA 0 0 EA 0 0
L L
o _. -12El . 8El i 0 : 12El | _ -BEi
e EOHAC), TE(%40) L B(x4g) | K (1440).
0 " 12El 2El(1-2¢)) O B El | 4ElI(1+C
' [Z(1+4c) L (1+4c) ; L F (1+4c) i L (1+4c)



donde: L
E = maédulo de eiasticidad del material
A = area trasversal de la barra

L = longitud de la barra

| = momento de inercia centroidal y principal de la seccidén con respecto al eje de

flexion.
= -
r = relacion de Ppoisson del material

AcC = area de cortante

1.2.4 Matriz de transformacion de coordenadas.

Las rigideces obtenidas en el inciso anterior estan referenciadas al sistema local de
cada barra, sin embargo para la scolucién de la estructura habra de referenciar todos los

elementos (fuerzas) con respecto a un sodlo

sistema, el global, esa transformacion puede

realizarse matriciaimente con ayuda de la matriz de transformacion [T] la cual puede ser

obtenida de la siguiente manera:

b
/ Sistema local
3 i
((‘:\ p*’ <
i (-}
Fy' o / Sistema global
* X
Z 27

M

Las proyecciones de las fuerzas Fx' y Fy' sobre los ejes x e y {globales) son :

Fx=Fx'cos §-Fy'sen g
Fy=Fx'seng + Fy'cos g

M, =M,



Fx cos® -sen® O Fx'

Fy = seno cos8® 0 Fy'
M 0 0 1 M
{F}={T] {F}

donde [T] = matriz de transformacion.
O bien, si se tienen las fuerzas en el sistema global y se quieren en el local:
Fr=07 {7
Puede demostrarse que [T} es una matriz ortogonal es decir que:
(=07
Finaimente
Fr=01T ()
Aplicandola a los desplazamientos
{d} = [T] {d}
{d} =07 {d}
Ahora la matriz de rigidez de cada barra.
{F} = [K]{d}
pero:
Fr=07 {7
@ =01 (@
Sustituyendo:
[ F= k10T ()
{F}= [Tk 71 {a)
oyl
F =Mk ()
o bien: '
{F} =Tk} {d}
donde: [k] = matriz de rigidez de la barra en el sistema global

[k} = [T] [K] [T



A la matriz que interviene en la ecuaciéon anterior se le denomina matriz de rigidez
acoplada de la barra y se puede observar que relaciona vectorial y directamente a los
- desplazamientos lineales de los extremos de la barra con las fuerzas en dichos extremos, la
ecuacion 4. 2. 4 también se puede escribir como:

(FH _| 1#an] [%e] {Za}
{Fg} “enl  [“eal {7g}

Ejemplo . Obténgase la matriz de rigidez [K]de la siguiente estructura, considérese
como dato la matriz acoplada a cada barra.




Aplicando la ecuacién 4.2.5 a la barra [ 1] tenemos

Q {‘{B} = {a/]}

(R,

Para la la barra [2] tenemos

| 4y = (d
(4} = (<) @ | = @ (g} {.2}

{Fa}, = [’éAA]Q {1} + {4A8]2 {“2}

{Fs}, = [’4’%]2 (4) + [/”BBIQ {42}

M



Para [a barra

@ “ =ty (Faly =[%es], 4}

{4y} =0

Para la barra

{Fel, =[%esl, 4

T gy = )




Para la barra

{Za1=1{%}
..................... @ {FA}5_[ ] {“’/2}
\ {‘/ B} =0

Por equilibrio de fos nudos:

{Fg=1{Fgh +{F 3, + {Fg},
{F={Fgt, t{Fgl, * {Fal};

Sustituyendo a {Fa} y {Fg} por sus valores correspondientes tenemos:

{Fi} = [455]1 {'{1}+[/(’AA]2 i} ["’:.txia]2 53 ['455]3 {4}
{F 4} =[[4'BE;]1 + ['éAA]2 + [’458]3] {1} + [’éAB]z {42}
23 = [4en] 140} + [4gs], €51+ [4gsl, 4} + [, 12

F21 = Deonl, 01+ | Thool, + sl - [l | €23

y finalmente tenemos:

12



A la forma como se encuentra expresada la matriz de rigidez de la armadura, se le conoce
como expresion topolodgica, la cual es sdlo la descripcion de la disposicion de los elementos
que constituyen a la armadura, observese del ejemplo anterior que puede obtenerse una regla
para la obtencion topologica de la matriz de rigidez, conocida como regla de la suma ©
ensamble, la cual es:

® & @® @&
- N /@

4], sl

[“eal. [“eel,

donde:

l [ K] = matriz de rigidez de la estructura

_ [AAA] . ['éAB] , ... = matrices de rigidez de la barra ¢
P

numero de barras

”

numero de nudos

Obsérvese que la matriz [K] de rigidez es simétrica y ademas de que si se enumeran
adecuadamente |0s nudos de la armadura existe en la matriz de rigidez una zona a ambos
extremos de la diagonal principal que se denomina ancho de banda y todos los elementos de
la matriz [K] que se encuentran fuera de esa zona son nulos, el tamafo de ia banda depende
de como se enumeren los nudos, como puede verse en la forma topologica de la matriz [ K],

siendo este ancho de banda igual a la maxima diferencia de {os nudos extremos de las barras
que forman a la estructura mas uno.

[
b



Por lo tanto si se enumeran los nudos de manera que esa diferencia sea minima se
obtendra un ancho de banda menor que el nimero total de supercolumnas de la matriz [K]
(numero de nudos libres de la estructura), simbolicamente tenemos:

ancho de banda

—_.—-—_.——
— & —
ancho
de Supercolumnas
banda
SIMETRICA £
\_ B N

Aprovechando la simetria de la matriz [K] , podemos lograr un ahorro de memoria si
el ancho de la banda es menor que el numero de supercolumnas de [K] y si so6lo
almacenamos a la banda de dicha matriz, almacenando, en las columnas de un arreglo las
diagonales de [KI quedando de |a siguiente manera:

ancho de banda

— ' =
<
P diagonales de la matriz
— o T L.
K] en banda = P // [K] original
e 0
'; _



El numero de columnas de [K] en banda sera igual al ancho de banda multiplicado por
el numero de grados de libertad de un nudo libre de la estructura, que en el caso de
armaduras planas es de dos.

Un punto importante dentro de la solucién de estructuras por computadora es la
solucion de sistemas de ecuaciones lineales, desde el punto de vista matricial esto se logra
invirtiendo a la matriz de coeficientes del sistema y luego premultiplicarla por el vector de
terminos independientes, sin embargo la inversion de matrices por computadora requiere de
un numero considerable de operaciones, lo cual trae como consecuencia un aumento en el
tiempo requerido para resolver el problema, por lo anterior esta manera de resolver el sistema
de ecuaciones se considera ineficiente.

Existen otros metodos interactivos para resolver sistemas de ecuaciones lineales sin
embargo algunos de ellos tienen el problema de que su convergencia sea lenta necesitandose
un gran numero de operaciones para obtener |a solucidon ademas de que no es exacta ya que
depende del numero de interaciones realizadas.

Un método de solucidn rapido es el llamado método de Cholesky, el cual puede ser
aplicado a nuestro problema, sus ventajas con respecto a los otros métodos de solucidn son:
la solucion obtenida es exacta, se realiza un numero menor de operaciones aritméticas para
obtener la solucién en comparacién con el requerido por otros métodos.. Ademas en este
metodo se puede considerar el ancho de banda y sdélo trabajar con la matriz en. banda para
obtener la solucion del sistema.

Método de Cholesky

Si una matriz [K] cuadrada es simétrica, de orden 22 xs., se puede descomponer en:

T

[k =[] [i]



Donde [L] es una matriz triangular inferior con elementos no nulos en la diagonal
principal y por debajo de ella y nulos todos los que estan por encima de dicha diagenal, [ L]
es la transpuesta de [ L] siendo esta triangular superior, ambas matrices de orden 2¢x7z .

Sustituyendo 4.4.1. en 3.4.1. tenemos;

7 =[] (L] (a3

Hagamos:

T
z} =[] {4

Sustituyendo 4.4.3 en 4.4.2 se tiene:

F} =[] {2}

Obsérvese en la ecuacion 4.4.4., que como [L] es una matriz triangular inferior, los
valores del vector auxiiar {Z} se pueden obtener despejandolos de dicha ecuacion
empezando por la primera y de arriba hacia abajo y sustituyendo cada valor obtenido en las
ecuaciones siguientes, es decir se recurre a los valores previamente obtenidos para calcular el
nuevo elemento; una vez obtenido el vector {Z} se puede proceder a la obtencion del vector
{ } utilizando para ello la ecuacion 4.4.3, observese que puede obtenerse el Ultimo elemento
del vector {a./} para después obtener el penultimo y asi sucesivamente hasta el primero,
también se recurre a los valores obtenidos con anterioridad para obtener el nuevo elemento
del vector{}.

Por lo tanto para {a obtencion de los vectores {Z} y {/} es necesario conocer a las
matrices[ L ] y[ L]T las cuales pueden ser obtenidas de la siguiente manera:

De la ecuacion

.
(] = [c] [t]



_

Expresandola en forma explicita tenemos:

K11 -
Simetrica
Koy Koo -

Ky Kap Kag -
Ke1 Kz Kz Kyg -

Desarrollando la multiplicacidén tenemos:

Para la primera columna:

Kig = Iq
Kav 5
Ka1 = 3
Ka1 = 4

Para ia segunda columna;

Koo = dpy
Kig = /3
Kez  _  Za

/14 0_0 0 ‘1 ‘12 Y13 {1g
Triangular
{1 4 0 O 0 /32 /23 /24
inferior
{31 {32633 O 2 Slar/sa (34
{41 ‘a2 Y43 {44 90 0 las -
Superior
. Uperic
11 = YKy
‘T ket] ‘i
9 = Kyl ly
‘o = Kagl 4y
-
{2 ‘22 N
{22 322 -  Kag- a1 lqg
‘22
lap - {2 ‘a2~ Kap-4aq 44
Z92

——




Para la tercer columna;

{3 + Y44

=N Ky3 -3y {43 -3 /n

Koz -Ca1- /33 - lyp /3
‘33

- {44

S S

Continuando el desarrollo anterior podemos llegar a las siguientes expresiones de

Kag = fa1 dq3 + lan - oy + L3y - {33
/33
Kes = lar -l + lyg -l v lgg - da
{43
Para la cuarta columna;
Kaa = a1 - %ia + g - loa v lga -
recurrencia.

¢.1

/o'b' = .\ﬂ‘(a'c" z Zcé Jté&
f=1

R

Kepm 2 g Yy

Jo.. - 4 4=1 s
s /..
Vi




) T
Las expresiones anteriores nos permiten obtener a las matrices [L] y [L]

Expresando ahora en forma explicita a la ecuacion 4.4.4 se tiene:

[~ ™ [ ] '
F ly O o o . z, )
Fa o1 4o 0 0 Z,
Fa ‘31 Y32 {43 O Zy
F { { { V4 z
4 41 42 43 44 4
< > = < >
\_ F)?, _.J L - . . " ] \_ Z ﬂ'r_j

Efectiando la operacion:

R



‘Continuando el desarrollo anterior se puede obteber la correspondiente formula de
recurrencia.

¢ 1
>
F,- % 4.2,
7z, . L p=t 7 para ¢ 1
[ / .
ce
Z, = ;5 para ¢ = 1

Por ultimo expresando a la ecuacion 4.4.3 en forma explicita se tiene:

f' T ] (—
217 {4l o L 4y )
22 ‘m lyn lw 72
Z, lag {34 - - dy -
Z4 ‘43 4

_ Zn_J - - - & —

) Desarrollando la muitiplicacién se puede obtener la formula de recurrencia para la
obtencion de los elementos de! vector {</}, siendo:

4. = f= 4l para ¢ < n
&

‘/£ - Zo'/ /”, para (==

La cual como ya se menciond debe de ser aplicada de abajo hacia arriba.



El método de Cholesky también puede ser aplicado a matrices simétricas en banda y
se observa que las matrices {L]y [LJT también resultan en banda, ademas estas matrices
pueden ser almacenadas en la matriz [K] ylos vectores {Z} vy {d} en {F} ,lo anterior es
posible debido a la forma en que se procede a la solucion del sistema; con ello no se
incrementa la memoria necesaria para almacenar a estas matrices, resultanto adecuado para
ser utilizado en un programa que requiera sistemas de ecuaciones lineales desarroliado
principalmente para microcomputadoras.

N .
t



1) Obtener la expresién de [ K] para la siguiente estructura.

[K]

11
o] \
P
’ @
4pg1t g3t N
0
thapat Faad
4 “ana* “eBs* y y
AB 4 L . y BA B AB9
BB6 * “AAQ
y aagt
_0 AB 6 0
BB7* “M8
éBBQ*
0 éABQ 0 £ +
BB 10
'éAA11+




2). a) Cst;t—e—ner [K]
b) Obtener {}

Y
N_® (06)
T Seccion -
3]
(0,3) 3m
,\? ® (3 3)
3 2 § o
45°
/ 30T. m 3
m
4
® 4] (00) Lo
"6'{"" @ m Q @ ------------------- > X
(-2,121, 879) %V N
20 Ton. | 3m |
La matriz [K] es:
AA, * .
- ‘ téAB4
[Ki= i+ 4 Y
» ) 4881 + %pn, +
BA;  {*Apa, + g,

anl= 171" #aal IT]

cos § sen@ O
{T]= |-sen @ cos @ 0
0 0 1

w3

140
25

E = 141 000 Kg/cm?

A=0.1m’

3 4
1I=1333X10m
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- EA ¢ 12El s -BEl g
L 2 2
A2E 6 El
- B El 2 Ef
12 L

ot \ ' -
-EA & -12El &2 | -EA g +12El o | -BEl ¢
L 2 PL 12 P12
[’éAB}= -EA ¢ +12El g -EA 2 - 12El 2 6El ¢
L e i L 2 12
6El ¢ |  -BEl . 2 El
12 12 L
_ —
“EA. @ -12El 2 | -EA s +12El o | BEI
L 3 PoL 2 12
£ e E 12E
= |4 = - EA +12Fl o:-EA 2.12Fl 2 -6E
[ BA} [ AB} . sc 3 csE TS —=5-¢ 2o
_________________________________ S-S S
-6Elg | BEl ¢ 2 El
g 12 E 12 L
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0=90" : senB=1 : cos 6 =0
sen’0 =1 : cos?d =0
0.5926 0 -0.8889
[“an]_= [#a4] 3
AA = AA = 0 33.333 0 x Ex 10
EY
-0.8889 0] 1.7778
_ —J
[’éBB} =72 06=90 csen@=1 cos § =0
sen’0 = 1 : cos’@ =0
0.5926 0 0.8889
[’éBB] 0 33.333 0 Ex 10°
= . X EX
 0.8889 0 17778
— 4

33.333 0 0
Fanly = Ao 2
AA = [ TAA = 0 . .
= 0.5926 0.8889 x Ex10
o 0 0.8889 1.7778 ]



[AAB]E = 7 8=90° s =1 : 52=1
c =0 ; 02=0
" 0.5026 0 -0.8889 |
é -3
AB o = 0 - 33.333 0 x Ex 10
0.8889 0 0.8889 |
’é T
[ BA]@ = [éAB]lz]
(- 0.5926 0 0.8889 |
[4 } 0 33.333 0 Ex 10°
BA = - . xex
| - 0.8889 0 0.8889
4 } = 5
[ B8 | o
0 =45

sen 8 = cos 6 = 0.7071

sen 6 cosB = sen28 = cos2 0 =05

— a—

16.963 16.37 0.6285
& -3
BB g = 16.37 16.963 -0.6285 x Ex 10
0.6285 -0.6285 1.7778

—

Apliquemos la regla de la suma para obtener [ K |

Voed



[ 33.9259 0

0 33.9259

[ ABB] B 0.8889  0.8889
[0 7 | -05926 0

0 - 33.333
|- 0.8889 0

- 0.8889

0.8889

3.5556

0.8889

0

0.8889

El vector de fuerzas externas es:

-

(ry= ¢

.

Resolviendo el sistema formado por { F }=

(3=

-
17.321

10

-30

10.4657

1.0725

- 0.0255
0.2026

- 43047

—

(04254 )

. 0.5926 0
0 -33333
0.8889 0
514815  16.37
16.37 84.2222
06285  0.2604
, tenemos:

Ex 16°

w8

- 0.8889 R
0
0.8889

0.6285
0.2604

7.112

E en Ton!m2
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3 +V 1%+ %) Y15+ 1 (L + v 12+ B%) vV B+ W’

§ =[q(1=v?)/nE][L 1n szve 4+ B 1D
' tat ) ][- L ( B+ A) B (L +A)
: LB
+ (g/2nE) (1-v-2v°) H ang tan ——— (3.20)
_ HA :
A=vV i+ P+ (3.21)

Cuando existe un medio estratificado como el de la fig 3.12, formado
por n estratos de propiedades elasticas E y v, el asentamiento de la
superficie se puede calcular utilizando la ley de 'Hooke para cada
estrato:

€, = (1/E) (o, = v (6, +0 ) ] (3.22)

donde c, oY a’ son los esfuerzos normales vertical y horizontales
ocasionados por la carga aplicada en la superficie del medio, y € es
1a deformacion unitaria del estrato. La deformacién, en unidades de
longitud, del estrato est4 dada por

8 =¢ H _ © o (3.23)

donde H es el espesor del estrato.

La deformacién de la superfice serd la suma de las deformaciones de
cada estrato. o

3.6.2 Circulo cargado

En un circulo de radioc R sometido a carga uniforme g en su
superficie, el asentamiento bajo el centro estad dado por (Zeevaert
1973) :
m(1-v)Rg
5, = (3.24)
2 E

El desplazamiento horizontal de un circulo sometido a una carga
horizontal Q, esta dado por (Richart et al 1970)

(7 -8v) Q
8 = (3.25)
32 (1-v) G R

zx’qiro del circulo ocaslonade por un momento M vale (Richart et al
1970)

6=w[3(1-v)M]/8GPR | (3.26)
en que G=E/ 2 (1 + V) | (3.26)

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces lineal
y angular de un cimiento de planta cirocular, La rigidez 1lineal

10

}
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tres veces el ancho del cimiento, eg conveniente usar la férmula de
Fréhlich para un cimiento continuec (de lonqitud infinita) de ancho B
(Zeevaert 1973)

& = ang tan [16 (1 - vz) M/ nkE 32] (3.30)

donde M es el momento por unidad de longitud del cimiento (t.m/m).

12
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3.6 Formulas para deformaciones elasticas ‘1
Las deformaciones instantidneas en los suelos se pueden -~alcular d

manera aproximada utjilizando 1las expresiones que prey.,.oiona 1
teoria de la elasticidad.

3.6.1 Deformacién vertical de un rectangulo cargado

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinit. homogéneo
e isétropo, bajo la esguina de un rectiangulo somelli,s, » carga

uniformemente repartida q, esta dado por la  igpmula de
Schleicher (Terzaghi 1943) o
. B + v 8% 12 L+ v 5 g7
d = [gq(l-v7)/(nE)) ( L 1ln — + B 1ln )
L B
(3.19)

"donde B = ancho del rectangulo

L = longitud dal rectangulo

E = modulo de elasticidad del medio

v = relacién de Poisson del medio

Si el cimlento es cuadrado, la ec 3.19 se convierte en

2gB(1-v¥1n(1+vV2)
& = (3.19")

n E.

1.763 g B (1 = V%)

d = "
1 E . (3.19")

La figidez lineal vertical se define como el cocientae Ae la carga
vertical concentrada Qv entre el asentamiento verticail que produce

dicha carga. En un cimiento de planta cuadrada de ancho B _—
lineal vertical estd dada por : » la rigidez

0.891 EB

Kv- - v2 (3.19"7)

(En la ec 3.19"’ el asgentamiento se calcula bajo el ,. .
cuadrado, ) J centro del

Cuando el medio eldstico tiene un espesor H , el asentamin,ig bajo la

esquina de un rectangulo sometido a carga uhiforme q esta
férmula de Steinbrenner (Judrez Badillo y Rico 1980) dado por la

i - 2,
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vertical se define como la carga vertical entre el asentamieni,, que
. produce:
,
Kv=Q'/6v-2ER/‘(1 V) ' {,.27)

La rigidez lineal horizontal se define como la carga horizontal eptre
el desplazamiento horizontal que producet

Q 32 (1-v)GR ’
K =—= ' ' (1.28)
Sh 7 -8v

La rigidez angular o rigidez a 1la rotacién se define cimo el
cociente del momento entre el giro que produce:

xr-n/o-scn’)a(l-v) (3..9)

3.6.3 Giro de un rectiangulo sometido a momento
El giro de un rectangulo sujeto a un momento M (fig 3.13) Be puede
calcular determinando la carga de tipo trapecial (ecs 3.14 y 1 15) o
triangular (ecs 3.17 y 3.18) que . actia sobre el terreyg, A
continuacién se divide la carga en un numero n de cargas unl(ormes
(fig 3.9) y se determinan los esfuerzos normales ¢ , o Yy o, ton las

ecs 3.6 a 3.9, a la mitad de. .cada uno de los estratos del sul.ayelo.
La deformacion unitaria de cada estrato se obtilene aplicando 15 )aey
de Hooke (ec 3.22) y la deformacién en unidades de l.ngjtud
utilizando la ec 3.23. Esta operacién se realiza bajo los punt.g A y
B de la fig 3.9, con lo que se determina, mediante la suma . lasg
deformaciones de cada estrato, la deformacidén en la superficie, cCon
estos resultados se pueda calcular el giro del rectdngulo someijdo a

momento. En el ejemplo 6.1 se presenta una aplicacioén de agte
procedimiento, :

En forma simplificada, se puede usar el siguiente artificiy: ge
obtiene el momento de ilhercia del rectangulc I en el sentido Jue se
estd analizando, y se determina el radio equivalente a un circuio que
tenga el mismo momento de inercia del redtangulo (Normas de gjismo

1987) : »
R= (41I/1t) (3.49)

Con el radio equivalente R se emplea la ec 3.25 para determiinar al
giro de la cimentacién de planta rectangular.

El criteric anterior es vdlido cuando la longitud del cimienip es
similar al ancho del mismo. Para valores de la longitud mayormy que



INTERACCION SUELO-PILOTE
METODO SIMPLIFICADO

Agustin Deméneghi Colina
Husiraremos el método simplificado de interaccion suelo-pilote con el siguiente ejemplo:

Pilote circular de diametro =35 ¢m, L =3 m.
£ = 250 kg/em®
E = 158000 kg/cm?
1=173661.76 cm*
Carga en la cabeza del pilote 3.4 ¢ )
Rigidez de la subestructura (contratrabes) K., = 702 658.62 t.m/rad.
En el terreno de cimentacion G = 330 t/m®
En la punta del pilote Kg =8.575 t.m/rad
Ke = 298941 t/m

SOLUCION

En la fig 1 se muestra el sistema de cargas sobre el pilote, y en la fig 2 se indican los
desplazamientos que sufre el pilote.

La matniz de rigidez de! pilote y el vector de cargas de empotramienio sobre el pilote se
obtienen en forma similar a lo tratado en capitulos anteriores, considerando los tramos del
pilote como vigas continuas.

El vector de cargas concentradas esta dado por

ey

34
0
Ke 83
£c= K 64
0
K.GeJ

N

Considerando dos "estratos verticales”, el primero de espesor 0.25 m y el segundo de espesor
0.30 m, y conun M, = 0001045 m%t, se obtiene la matriz de flexibilidades del suelo

d; = 0.00056007 r, + 0.00000042478 r, + O 13 (a)
8z = 0.0000004012 ry + 0.0011201 r; + 0.00000004012 ry (b)
03 = 0r +0.00000042478 r; + 0.00056007 r3 (c)



Aplicando la ecuacion general de equilibrio

K§ +P°+P=0
y las ecs (a), (b) y (c), se obtienen los siguientes resultados

8 =-0.0013347m
62 =0.000026597 m
63 = 0.000033870 m
84 = - 0.0000029552
0s = - 0.00025682
8¢ = 0.00013503
n=-2.38304 t/m
r; = 0.024577 t/m

12 = 0.060472 t/m

(ISEPILOT)
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Interaccion estdatica suelo-estructura, considerando
efectos de torsién y acortamiento de barras

Static soil-structure interaction, consideriog torsion and compresion of bars

A Deméneghi, Profesor del Departamento de Geotecnia, Facultad de Ingenieria, UNAM

RESUMEN. Se presenta un procedimiento para et andlisis de l2 interaccion estitica suelo-estructura en tres
dimensiones, considerando ] efecto de acoriamiento de barras y de torsién, ¢! cual toma en cuenta toda la estructura y
1odos los estratos del subsuelo. Esta técnica permite ademas conocer los elementos mecanicos en cualquier nudo de la
estrucnura. incluvendo desde luepo la estructura de cimentacién. Cen el propdsito de ilustrar el empleo del métedo, se

presenta un ejemplo sencillo de aplicacién resuelio paso a paso.

1. INTRODUCCION

Se han desarrollado hasta la fecha 1écnicas de interac-
cion estatica suclo-estructura bastante Ltiles la mayoria
de ellas: sin embargo, algunos de cstos métodos estan
elaborados para aplicarse inicamente en dos dimensio-
nes, de manera que el analisis de una estructura se rea-
liza en un plano. lo cual hace que sc pierda la visua-
lizacién del fenémeno tridimiensional. S¢ puede inten-
tar hacer analisis en dos dirceciones orogonales y
superponer los efectos para representar ¢l fendmeno
tridimensional, pero ain esi el procedimiento es apro-
ximado. v ademas no es posible conocer los elementos
mecdnjcos en las vigas intermedias de la estructura de
cimentacion. Por lo tanto. es necesario desarroliar
procedimientos que tomen en cuenta el efecto idi-
mensional en la interaccién suclo-estructura

‘En este anticulo se presenta un método de interaccion
ridiumensional que toma en cuenta toda la estructura
(considerando efectos adicionales de aconamienio de
barras v de 1orsidn) y todos los estratos de suclo.

La téenica de interaccién que se propone (Deméneghi

1983) consiste en considerar fas reacciones del 1erreno
de cimentacion como cargas sobre la estructura, mane-
jandonlas como incognitas, Después se calculan los
hundimientos del sueto en funcién de las cargas sobre
¢l (estas cargas son iguales en magnutud v de sentido
contrario 2 las reacciones, por la tercera ley de
Newton). Finalmente se establece la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y suelo, lo que equivale
a igualar los desplazamientos entre ambos medios: con
esio se resuelve el problema, ya que se obtienen los
hundimientos del suelo v las reacciones sobre Ja estruc-
tura, Como previamente se realizo el andlisis estruc-
tural. es posible delerminar ademas los mros en los
nudos de ia estructura. Con estos resultados se pueden
calcular los elermentos mecanicos en 1oda la estruciura,
incluyendo desde luego a ta estructura de cimentacion.

2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Emplearemos ¢! méiodo de rigideces para llevar & cabo
¢l anédlisis estructural. En este método. la ecuacién
general de equilibrio de la estructura es:

KB+P'+P'=0 n

donde K = matriz de rigidez de la estructura
8 = vecior de desplazamientos
P* = vector de cargas de empotramiento
P = vector de cargas concentradas

La mairiz de rigidez v el vector de cargas de
empolramiento de la estructura completa se¢ obtienen
mediante la suma de las matnces de rigidez ¥ de los
vectores de cargas, respectivamente. de todas v cada
una de las barras que forman la estructura.

Hallemos la matriz de rigidez v el vector de cargas de
cmpotramicnito de una barra con apovos conlinuos.
sometida al sistema de cargas mostrade en la fig 1. Los
desplazamienios de la barra se indican en la fig 2a; los
giros se consideran positivos en sentido antihorario, los
desplazamientos verticales son positivos si van hacia
abajo y los desplazamientos horizontates son positivos
s van hacia |a izquierda {fig 2a). Los momentos son
positivos en sentido horario, las fuerzas cortantes
verticales son posilivas si van hacia arriba v los fuerzas
cortantes horizontales son positivas si van hacia la
derecha (fig 2b), Dando a la barra los desplazamientos
indicados en la fip 23, aparecen en dicha barra los
elementos mecanicos dados por la siguiente ecuacion:

Pa'=Ka'fa'+ Ba"' )

donde



\ T \

M, 8,
My Y
A &'
Po'=t V' ¢ S’ = &'
N, B’
N, 3
MI' el'
M ) o)

'La matriz de rigidez Kn' de la barra se muestra en la
wbla I. El vector de cargas de empotramiento vale

{ wLl/12 - (117192)L7 1, - (57119D)L7r,
~wL/ 12+ (5/192)L7 1, + (11/192)L2r,
-wL/2+(13/32) L1+ (332 Lr,
-wL/2+ (332} L1, +(13/32) L1,
@)= 0

0
0
0

&)

Veamos a continuacidn la determinacién de la matriz
de rigidez v del vector de cargas de empotramiento
para una esiructura tridimensional, formada por marcos
planos onogonales entre si, en los que en cada marco
pueden existir barras inclinadas.

En las barras inclinadas de las fips 3 y 4, los despla-
zamienios del sistema local estan relacionados con los
desplazamientos del sistema global mediante las si-
guientes expresiones

0,"=06,c05p-0,sen P )
0= BycosP-Oysen P (5
5'=8cosa-b.sena (6)
&'=8,cosax-8,sena )
& =8sena+8 sa 0}
&'=8sena+bicosa (9)

0,'=0,cosasenfi+0,cosacosf§ (10}
0.'= O, cosasenfl +Oycosa cos B (11)

En el sistema global
Pa = Kn 8+ Ba' (2
en que la matriz K, estd dada en ja1abla 2.

En una barra inclinada sometida a carea uniforme w en
el sistema local x-2" . el vector P en ¢l sistema
global vale
(wL¥12) cos B
- (WL¥12) cos p
(WL eosa
-(wlL/Z}ecos a
= { (wL?)sena (i3)
(wL/2)sena
- (WL¥12y sen f8
{(WwL¥12)ysen p

&

\

120 %

La mairiz K de 1a tabla 2 proporciona la matriz de
rigidez de la barra inclinada m , para el sistema
coordenado general x-»-z . La ec 13 proporciona el
vector de carpas de empotramiento de la barra
inclinada m, para el sistema coordenado general x-y-=,

La secuencia de cilculo es la siguiente: primero se
cmplean las ecs 12 ¥ |3 para hallar la matriz de rigidez
v el vector de cargas de empotramiento de cada una de
las barras en el sistema global. Como mencionamos
anies, la matriz de rigideces de Ya estnuciura completa
se halla mediante la suma de las matrices de rigidez de
10das y cada una de las barras que forman la estructura,
El vector de cargas de empotramiento de la estructura
completa es igual a la suma de los vectores de carga de
todas y cada una de las barras de la estructura.
Sustituvendo en Ja ec | se obtiene la eqacién matrictal
de equilibrio de toda la estructure. La determinacion
de los elementos mecanicos en la barra m requiere de
la previa determinacion de sus desplazamienios en el
sistema local. con el empleo de las ecs 4 a 11, A
continuacién. los elementos mecanicos en la barra mr se
hallan con la ec 2:

Po'=Ka' 8"+ Ba) (2)

donde Kx' y (Px")® estan dados enlatabla 1 yen la ec
3, respectivamenie.

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMEN-
TACION

Las cargas que transmite la estructura al terreno de
cimentacion son iguales en magnimid v de sentido
contrario a las reacciones del suelo sobre la estructura,
por la tercera lev de Newton Calculemos los
asentamientos del terreno en funcién de estas carpas:
consideremos una reaccion ry actuando en la superficie
(fig 5); la presion vertical vale redy/ & . donde dy y a¢
son la longirud v ¢} drea en las que acnia ia carpa,
respectivamente. La deformacidn del estrato de espesor
H, . debida 2 ]a carga 1, vale

su\ = (]fEm) H, Ook
Pero
Ook =Ly nedi/ &

donde Ly es el valor de influencia. el cual esta dado
por ¢l esfuerzo normal vertical en el punto §f ,
producido por una presion unitaria actuando en el drea
a (Zeevaert 1973).

Ez ¢5 el moédulo tincal de deformacidn. el cual se
define como el cociente del esfuerzo normal vertical
enire la deformacion unitana vertical que produce. En
consecuencia



Sy =(VEz) Hy Lunde/ &

La deformacién del estrato, debida a todas las carpas
vale

e
8=(VEs) B, I Lunde/a
k=1

donde n, = nimero totel de cargas r,

El asentamiento bajo el punto i vale

ne n,
5=I(1/Eg) H, L Lyndy/ 2 (14)
<1 =)

donde n, = nimero total de estratos

En la ec 14 Jos hundimientos del terreno quedan en
fimcién de las cargasry .

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

En esta etapa se establece la compatibilidad de
deformaciones entre estructura v suelo de cimentacién,
lo que equivale & oconsiderar que tanlo los
desplazamientos de la estrucrura comeo los del terreno
son jguales, es decir. que el suelo no se despega de la
estnuctura. Analiticamente esto se alcanza sustituvendo
los valores dados por 1a ec 14 en la ec 1. De esia
manera desaparecen como incdgnitas los despla-
zamientos  lineales ¥y quedan dnicamente como
incognitas los giros en los nudos ¥ las reacciones del
terreno. Es ficil ver que el nimero de ecuaciones es ¢}
mismo que el de incognitas, por: lo que s¢ pucde
resolver ¢f sistema v despejar los gros ¥y las
reacciones. Empleando 1a ec. 14 , ya conocidas las
reacciones, s¢ pueden determinar también  los

hundimientos del terreno de apoyo.

5. EJEMPLO

Presenlamos en este inciso un ejemplo  sencillo
resuzlic paso a paso, con el propdsito de que ¢t lecior
visualice Jas ctapas requeridas para ¢l analisis de
interaceion,

Se pide determinar las reacciones v los hundimicntos
del terreno, para la estructura mostrada en la fig 6,
ana cimentacién es a base de una losa corrida. Se
piden 1ambién los elementos mecanicos. La
estraligrafia y propiedades del subsuelo se muestran en
la fig 7. Despreciar efectos de acortamiento de barras,

a) Anahsis estructural
Pnmeramente numeramos las barras v los grados de
liberiad de la estriuctura, como s¢ indica en la fig 8.

12\ 3

" Como ilustracion presentamos a continuacion los de

las barras | v 7, para el sistema global:

Bara 6, 6, & § 6. 6
1 B O & B 6y On
7 8o O & b 0n  Op

A continuacion hallaremos jas matrices de rigidez y los
vectores de empotramicnto de las barras | v 7. Las
demds matrices y vectores s¢ obtienen en forma
similar. Ulilizando latabla 2 cona =0y f§ = 0 sc
obtienen las matrices K1 v K1 que se muestran en las
tablas 3 v 4, respectivamente. La matriz de rigideces
de toda la estrucrura es la suma de las mairices de
rigider de todas y cada una dec las barras de la
estructura (el rango de cada matriz se toma de 27 por
27). A manera de ¢jemplo, en la tabla 5 se presenta la
matriz de rigideces de la estructura para los primeros 5
grados de libenad.

Determinemos a continuacion los vectores de cargas de
empotramiento de las barras | ¥ 7. Aplicando 1a ec 3:

GL

1.233-1.0593r, - 0.4815 1, 10
-1.233+0.4815n+1.0593 n; 12

P v=4-1.72+ 17471, + 0.403] , 1
-1.72+ 04031+ 1.747 1y 2

0 I

0 13

GL = grado de libertad

GL

0 10

0 16

PH=4-1.72+ 1.747 1, + 0.4031 1, 1
~L72+04031n + 17471, 4
1.233-1.0593 1, -0.4815 1, 11

- 13233+ 048151, +1.0893 r, 17

Como ejemplo presentamos a cominuacion el vector de
carpas de empotramiento de la estructura para los
primeros 5 grados de libertad:

-344+3.494 5+ 04031 r;+ 0.4031 14 ‘

-6.88+0.40311+5.241rx+ 0.403 11y +0.403 114
-3.44+04031 12+ 3,494 1y +0.4031 15
Pe= {-6.88+0.4031r, +5.241r, +0.403 17 +0.403 11y
-13.76+0.403 1r1+0.403 11,+6.988r5+0.403 116
+0.4031 1
)

E! vector de cargas concentradas. para los primeros
cinco grados de libertad. esta dado por




/ ‘ GL

9.6 1

0 2

Pis -9.6 3
V% 4

0 5

\

Sustituvendo valores en la ec 1 ¥ tomando en cuenta
que por simetria

8l= 5.,:5..,:80 &:8.:&:&

n=nNn=n=n N=N=rh=n

O=0n=D=013=8u=Bpn=Dy=-0n
813 =016 =020 = Bs

sc obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que
respresenta ¢l equibilibrio de cortantes o de momentos
en ¢l grado de libertad correspondiente):

Grado de libentad 1;
773.14 5, -773.14 5:- 166224 0)p +3.494 1y
+0.8062r,-3.44-9.6=0 (a)

Grado de libertad 2
« 773,14 8; + 859.767 52 - 86.62 &5+ 1662.24 By
-186.23 0,3+ 0.8062 1) + 5.241 1; + 0.4031 1, - 6.88 =0
(®)
Grado de libertad 5
-346.48 82+ 346.4B 8s + 744928y +1.6124 1,
+6.988r:1-13.76=10 (c)

Grado de libentad 10
-831.12 8, + 831.12 §; + 2692.76 By -310.23 8
-1.05931,-0.4815r;+1.233=0 (d)

Grado de libertad 13
- 186.23 &+ 186,23 B - 620.46 01 + 1154.32 8y
-1.0593 ;- 048151+ 2465=0 (e)

b} Catculo de las deformaciones del 1erreno de
cimentacion

Haciendoi=1enlaec 14

2 9
S =L{1/Ex) H I lipndi/ & (A)
j=1 k=1

Como se indico en el inciso 3. et valor de influencia Ty
representa el esfuerzo en ¢l punio if debido a una
presion unitaria colocada en el area k . Calculemos
como ejemplo un valor de influencia. digamos ¢l Lus .
En la fig 9 se muestra la planta del drea 5 y del punto
1. Colocamos una presién unitaria en ef area 5 ¥
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calculamos cl esfuerzo bajo el punto ). 2 la mitad del
estrato 1. es decir. a unz profundidad de 1.2 m .
Aplicando 1a ecuacion de Boussinesg, se obtiene un
esfuerzo vertical de 0.002988 . Los demés valores de
influencia se hallan en forma similar. Sustituyendo

estos valores en la ec (A):

8, = 0.0154(2.4) [0.2271(4.3r)/4.6225
+0.009375(6.451;1/9.245+0.0001528(4.31;)/4.6225
+0.000375(6.45r4)/9.24 5+0.002988(8.6r5)/18.49
+0.0001625(6.4 5r6)/9.245+0.0001528(4.3r71/4.6225
+0.0001625(6.45 r4)/9.245+0.00002824(4.3r4)/4.6225}
+0.0222(2.0){0.1139(4.3r1)/4.6225
+0.04407(6.45r:1/9.245+0.002284(4.3r;)/4.6225
+0.04407(6.45r,/9.245+0.028026(8.615)/18.49
+0.002638(6.45r4)/9.245+0.0022836(4.3111/4.6225
+0.002638(6.45 r5)/9.245+0.0005157(4.3 1s)/4.6225)

Por simelria

N=nN=n=<n NTLERENh |

Sustituvendo valores ¥ haciendo operaciones

5, =0.012733n+ 0.0033854 1, + 0.00063012 1y
n

En forma aniloga se obtienen 5; y &5

8§, = 0.0036877 r, + 0.020326 1, + 0.0021424 13 (g)
8: = 0.0028714 1, + 0.010629 r; + 0.025023 15  (h)

c) Compatibilidad de deformaciones

La compatibilidad de deformaciones entre la estructura
v el terreno de cimentacidén se logra sustituyendo las
ecs (f), (8) y (h) en las ecs (a), (). (c), (D) y (¢}, ©

resolviendo el sistema de ecuaciones de la (a) a la (h):
n=32353vm r:=10817Um re= L1488 Um’
610 = 0.003760 83 = - 0.0007646
5 =0.04558m 8:=0.03638m 5,=0.04953m
Comao ilustracidn hallaremos los elementos mecinicos

en las barras 1 y 7. para lo que se aplican las ecs 2y 3,
viatabla 1.

Barra 1
Mp=-1.403t'm M'y=-1.697tm
V=481 V= 10421
My =-1.404m M'3 = 1404 tm
Barra 7
MYy =- 1403 t'm My =-1.697t'm
V’|=4.gl Vi 1121t

M= 1.404 t'm b1'1g=-].404 m
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TABLA |
MATRIZ DE RIGIDEZ K'a DE UNA BARRA (SISTEMA LOCAL)
9’1 oq- 8'| 8‘| &“o 8" a‘v Bh.
4ELL 2ELL - 6EN 6ELL? 0 0 0 0 0,
2EVL 4EIL - 6EWL? 6EIL? 0 0 0 0 0.’
-6EVL? - 6EVL? 12E1L} - 12E11} 0 0 0 0 5
6EIT°  6EM® - 12E1 12E1L° 0 0 0 0 5
0 0 0 0 AE/L - AEL 0 0 &
0 0 0 0 - AE/L AE/L 0 0 &'
0 0 0 0 0 0 GL/L -GL/L 8.’
0 0 0 0 0 0 -GL/L GL/L &'
TABLA?
MATRIZ DE RIGIDEZ K. DE UNA BARRA INCLINADA (SISTEMA GLOBAL)
Sean D =4ElL M = 6EIL’ N=12EVL’ Q=AFL F=GL/NL
SA=sena S2a=sen’ @ SB=senp S2B =sen’ B
Ca=cosa C2A=oos_=u CB=cos i C2B =cos’
8, 9, 8, 8, B, & 0. 6,
DCB (D2 C28 -MCBCA MCBCA MCBSA -MCBSA -DCBSB -(D2)CB SB 8,
+FS2B -F 828 . +FCB 5B -FSBCB
{(D2yC2B DC2B -MCBCA MCBCA MCBSA -MCBSA +{D72)CBSB -DCBSB 0,
-F52B +FS52B - -FCBSB +FCBSh
-MCACB -MCACR  NCIA «-NC2IA ~-NCASA NCASA MCASB MCASB &,
+QS2A -Q52A +Q CA SA -QCASA
MCACB MCACB -NCA NC2A NCASA -NCASA -MCASB -MCASB &,
-Q52A +Q 824 ~QCASA +QCASA '
MSACB MSACD -NCASA NCASA NS2A -NS2A -MSASDB -MSASHB 5,
+QCASA -QCASA +QC2A -QC2A '
-MSACB -MSACB NCASA -NCASA -.NS‘.’A NS2A MSASB MSASB &
-QCASA +QCASA -QC2a +QC24A
-DCBSB (DNHCBSB  MCASB -MCASB -MSASB MSA SB DszB (Dr2yS2B a,
+FCBSP -FCBSB +FCIB -FC2B
DMHCBSB -DCBSE  MCASB -MCASB -MSASB MSASB (122828 DS2B By
-FC2B

-FCBSB +FCBSB

+FCIB



MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA K. PARA LOS PRIMEROS CINCO GRADOS DE LIBERTAD.

TABLA 2
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LABARRA 1, K\

O Oy 5 5
2382.530 1191.265 - 831115 Bi1.115
1191.265 2382.530 - 831,115 g31.115

- 831113 - 831.115 IR6.565 - 386.565
831,115 811.115 - 386.565 386.565
0 (] 0 0
0 0 0 0
TABLA 4
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 7, K1
B0 014 & 84
310.08 -310.08 0 0
-310.08 310.08 o 0

0 0 3186.565 +3B6.565

0 0 - 386.565 386.565

0 0 831.115 -831.115

0 0 E31.115 -B31.115

TABLA S
SISTEMA GLOBAL

5 5, &

773.130 - 386.565 0
- 386.565 £59.750 - 3R6.565

0 - 386.565 773.130
- 386.565 0 0

0- - 86.619 .0

L
N TN TN TN N
( - L/2 " Lz
[—' —
CECYETRIA Y CARGAS

BARRA DE CIMENTACION

Bn 6
0 0 B
0 0 8
0 0 &
0 0 5
31008 -310.08 On
-310.08 310.08 O
B )
0 0 B0
0 0 LI
£31.115  831.115 8¢
~B31.115 -831.115 B4
2382530 1191.265 On
1191.265 2382.530 1Y)

(24

84 55
- 386.565 0 5
0 - 86.619 8
0 0 5;
£59.750 -86.619 84
- - 86.619 346.477 B
I
l"n o- ﬂ. v\ ./
-7 T
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EJEMPLC DE INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA
B - Agustin Deméneghi Cclina”
Determinar los desplazamientos y los elementos mecanicds en los nudos

de la estructura de la fig 1. Las propiedades son:

Estructura E

=.1,130,000, t/m®
I = 0.05163 m 2
= 0.002 m/t

Terrenc de cimentacién _ IEstrato 1 M

=

0.0018 m°/t

Estrato 2 M

Hagase la hipdtesis de que la estructura se puede considerar continua

en sus extremos, con un momento flexionante en elles que tienda a
cEro.

Selucién

a) Analisis estructural

El sistema de cargas sobre la estructura se muestra en la fig 2. La
numeraci¢n de barras y grados de libertad en la fig Z. Se desprecian

efectos de acortamiento de barras y de torsidn.

La matriz de rigidez de la barra 1 vale {(ec 2)

64 95 61 ’ 52
58341.9 29170.95 —21378.21 21878.21_ﬂ 94
= 29170.95 S8341.9 ~-21878.21 2187&.21 95
ot -21378.21 -21876.21 10039 .1 -10939.1 8,
oL 21873.2 21878.2 -10929.1 10939.1 _| 8,

lLa matfiz de rigidez de la barra 2 vale (ec 2 )

95 E‘c; 52 65
858541 .9 29170.95 -213878.21 21878.21—_ 95
Ez - 29170.95 58241.9 -21878.21 21878 .21 86
_ -21878.21 -21878.21 106839.1 -109239.1 62
L 218738.2 21878.2 ~-10939.1 10939.1 1 63

El vector de cargas de empotramientc de la barra 1 vale (ec 4)

* Profesor del Departamente de Geotecnia. Divisién de Ingenieria
Civil, Topogréfica y Gecdésica. Facultad de Ingenieria. UNAM’

{1
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L9333 - 0.91667 r.o- 0.41667 r,
L9323+ 0.41667 r,o+ 0.91667 r,

u

L4 o+ 0.375 ri + 1.625 rz
.4 4+ 1.625 ro+ 0.375 r,

[y
1

~N N

& O @ @©

El vector de cargas de empotramiente de la.barra 2 vale (ec 4)

r—

4.9323 - 0.91667 rz - 0.41667 r, 95

- 4.9332 + 0.41667 r + 0.91667 r e

Pe_ 2 :—I (3
= - 7.4 + 0,275 r + 1.625 r )
2 3 2

- 7.4 + 1.62% r, ¢+ 0.375 r, B 61

La matriz de rigidez v el vector de cargas de empotramiento de la
estructura estan dados por suma de las matrices y vectores de las
barras 1 ¥ 2, respectivamente., No se considera =21 grado de libertad 5

{€_) porque por simetria es igual a cero.
-

S5 S & & e

_ i 2 ] 4 ci_
10939.1  -10939.1 ¢ -21878.2 0 S,
-10939.1 21878.2  -10939.1 21878.2  -21878.2 | S,
K = 0 -10939.1 10939.1 0 21878.2 | S,
-21878.2 21878.2 0 58241.9 0 8,
) -21878 .2 21878.2 0 sezzu.l.c_a__| o,

-7.4 + 1.625 r1.+‘0.375 r, 61

-14.8 + 0.275 r + 3.25 r_  + 0.37% r S

o i 2 a3 2

B = -7.4 + 1.625 r  + 0.375 r_ 53

4.9333 - 0.91667 r_ - 0.41667 1, e,

~4.9333 + 0.41667 r_ + 0.91667 r_ 6

- 35 5 . )

- 50 S

e 2
P = - 35 £
- - a
0 e

.-l 4

0 o

L _ L =3




Tomando en cuenta que por simetria e, = s I = -8, , vy utili-
zando' la ecuacién matricial

c

- K 5 + Ef + P =0

se llega al siguiente tsistema de ecuaciones

10939.1 5 -10929.18, -21678.12 € 41.625 r, +0.375 r_ -7.4 -35 = 0
(3)

)

-21878.2 51 +21872. 52 +437506. 4 3‘ +0.75 r +2.25 r, -14.8 -50 = 0

2
(&)
-21878.2 61 +218738 .2 62 +587241.9 8, -0.91667 rl-O.&1667 r2+&.9333 = 0

o’
(c)

b) Hundimientos del terrenc

Se emplea la ec S

L 4 r
= & -+ L H“ zZ /&
o =2, z. . i e Tie 9 7By
J=1 L} k=1
Los wvalores de influencia 1 se obtienen aplicando presiones

L jk
unitarias y calculando los esfuerzos producidos por estas presiones
unitarias. Por ejemplo, el valoer I‘“ de determina aplicando wuna

-

rresién unitaria en £l area 1 (area de 2 por 2 mz) ¥y calculando. el
esfuerzc normal vertical «, bajo el punto 1, en el primer estrato, a

la profundidad =z = 0.8/2 = 0.4 m. Aplicando la ecuacién de Boussinesqg

se halla un c; e = 0.4878 . Los demas valores de influencia se

obtienen en forma similar. -

En la tabla 1 se presentan los valores de influencia del terreno de
cimentacién v en la tabla 2 las magnitudes de los elementos de la
matriz de flexibtilidades del suelo. Tomando en cuenta que por

simetria & = 5, » r, =r, , se obtienen los hundimientos S, en

funcién de las cargas r.
1

0.000817668 ro+ 0.0000349722 r

(n
l

2 (d)
0.0000634471 r + 0.00163403 r, (e)

Cn
1l

c) Compatibilidad de deformaciones

-

Resolviendo el sistema de ecuacicnes a a e:

W

{9



(%0

0.021759 m

Cn
]

0.020075 m 64 = 0.0010281

= 26.129 t/m o 'r 11.271 t/m

e
|

-

e) Elementos mecanicos

Como ejemplo, determinaremos los elementos mecanicos-en la barra 1.
Aplicando las ecs 6 a 9

25 t

)
ft

M. =0 M! = 9.717 t.m V' = 25t v

L]
> i 2

f} Expansiones del subsuelo

" Para estimar el efecto de una expansién deél -subsuelo, consideremos
gue los puntos 1 ¥y 3 sufren un levantamiente en campo libre de 2.5
cm, La ec d queda

61 = - 0,025 + 0.000817668 ro+ Q.0000349722 r, {(d")

Resoviendo el sistema de ecuaéiones aae (con la ec d' en lugar de
la ec d), se halla

0.0003896 . &
1 2

s X
. 35.247 t/m r,

&

0.005754 m e, = - Q.Ooozlzz

r 2.153 t/m

Hallemos los elementos mecédnicos en la barra 1, aplicando las ecs 6 a
9

M' =0 M' = 46.189 t.m v' = 35 t V' = 25 t
-+ S 1 2
Notese el incremento de la reaccién r de 26.129 a 25.247 t/m ¥ 1la
1
disminuci6n de la reaccién r de .11.271 a 2.153 t/m. También es

significativo el incremento del momento flexionante en el nudo 5, que
pasa de 9.717 a 46.189 t.m, con un aumento de 375 %

ISEE11

-



