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Estos apuntes han sido elaborados por un grupo de profesores de la
materia y representan una adaptaci6n de los anteriores de Matemfti -
cas III, conforme las modificaciones que tuvo a bien aprobar el HY
Consejo Técnico de la Facultad de Ingenierfa, para convertir la ante
rior asignatura en su afin actual, Cilculo Vectorial.

Se mantiene el enfoque inductivo que se aplic6 en los apuntes a los

que se sustituye: a través de la resolucién de algunos problemas
particulares, se llegan a establecer conceptos generales.

El tratamiento de los temas es mis extenso que lo usual en este tipo
de apuntes; debido a esa extensibn, el profesor no podri exponer to-
da la teorfa presentada ni discutir todos los ejemplos; pero el alum
no tendrd a mano donde hallar explicaciones y ejemplos que le acla -
ren el tema en estudio. El esfuerzo de su parte le permitir® nractx
car otra de las facetas del proceso ensefianza-aprendizaje: la inves

 tigaci6bn, que se complementaria, en cualquier caso, con bibliogre fa

extra.

Esta edici6n es la primera de estos apuntes; algunos profesores que

" han tenido acceso a ellos han hecho valiosas sugerencias o correccio

nes, mismas que se les agradecen, como también se apreciarfn todas
las criticas y sugerencias que se hagan a partir de ahora, que nos
permitan presentar una segunda edicién acorde con la calidad que me-
recen el cuerpo académico y el alumnado de esta materia.
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CAPITULO . UNG

pos_Escalares (Funciones Escalares de Variable Vectorial),

2lidad que nos rodea es diffcil encontrar fen6menos que «
en ser idealizados matemfiticamente como funciones de una so
- ab{e independiente, como las que estudiaste anteriormente.
Ithie son mds de una las variables que encontramos involu

~algGn proceso fisico o problema matemitico, y para ilus

-ﬂ;erior veamos un ejemplo:

Inta en cada punto de un cuarto puede establecerse de
la posici6n del punto; mis caliente cerca de las venta
aliente cerca del techo que del piso, etc. Entontes a
o corresponderi un valor de "T" o sea T=F(x,y,z) y, como
aso anterior, puede establecerse una correspondencia unf{-
1;e-cada punto y su temperatura. Entonces "T" es funcifn
J ﬁx,y,z)

'1H]emp10 hemos hablado de conceptos ffisicos, fepresentados
resiones en las que mis de uno de los pardmetros que las
T eden cambiar durante un proceso o fenfmeno determina
as expresiones, en las que la variable dependiente 1lo
e una variable independiente, se les denomina funcio-
es de varias variables independientes, o bien funcio-

es de variable vectorial. ’

4
ordenado de valores de las variables independientes

as, eneadas), para los cuales estd definida la funcién
a "dominio de la funci6n”o simplemente 'dominio". Se

tc., de nfimeros reales como "vectores" segn se ha visto
os antecedentes. De ahf el nombre de variable vectorial.




En la figura 1.1.1 se ilustran gréficamente los conceptos de fun
ci6n escalar de variable vectorial, dominio y recorrido para una
funcién F:R?2 —s R!, con regla de correspondencia FeF(x,Y)

Y
\
|
1
i F
Fixy)
P(x,¥)
RFeR'
recorrido
DF:R" dominio i

Fig. 111 Representacion esquemdtica de: F:iR— R

Ejemplo 1.1.2
Sea z= ¥ 1-x*-y° ,

iCuil es el dominio y el xrecorrido de 27
Soluci6n:

El radical /1-x2-y? , est& definido cuando 1-x2-y2>0 .

Por las propiedades de las desigualdades se concluye que:

2

12 x° o y2 ; 0 sea x2 + y2 L1 .

Los puntos que cumplen esta desigualdad constituyen el dominio
de z, ésto es,el dominio es el conjunto de puntos dentro de un -
circulo de radio uno con cen
tro en el origen, incluyendo
los puntos de la circunferen-
cia segln se muestra en la -
Ex g4, 152

El recorrido de % es el inter
valo 0 € 2 €1

lo visto anteriormente

estamos preparados ya para la siguiente:

finici6n 1.1.1
' tiene un campo escalar o funcibn real de variable vectorial -

uando a1 cada elemento de un dominio (vector) se le asocia un nf
ro real, o sea un escalar.

;FIsica se enuncia la ley de Newton acerca de la Gravitacibn
niversal en los términos siguientes: 'La magnitud de la fuerza
f‘étracci6n ejercida entre dos cuerpos en el espacio, es direc-
mente proporcional al producto de sus masas, e inversamente -
“porcional al cuadrado de la distancia que los separa'" Matemi

A 4l m m .
amente escribimos F=(C r‘z siendo G la constante de la =~

-~ks).
riores, podemos observar que a cada terna de valores
1, m2,T) corresponde s6lo un valor de la fuerza, y se puede de

De una manera similar & como lo hicimos en los ejemplos

que la fuerza F es funcibn de las ternas (mi, mz2, T).

Bl ) . 3
y un caso de campo escalar que, por su 1mportancia merece que

gamos un estudio especial de €1. Esto haremos a continuacibn.

| Superficies,

puede representarse como una altura: hacia arriba si el valor
:: itivo. (Fig.1.2.1), o hacia abajo si es negativo, con res
t }al plano del dominio. En-
ies la representacifn geométri z
de 1la funcibn es el conjunto

untos (x,y,z) en el espacio-

_”ensional, caracterizado -

L hecho de que estén relacio

S

"por la regla de correspon-

e | U,
€ 85 FC |
2. £(x,y) Y @




A este conjunto de puntos se le llama SUPERFICIE.
En forma mis general:
F(x,y,z) =0

Por supuesto x,y también pueden explicitarse:
xieufig (0,291, L y= faillix;, 2)

Definicién 1.2.1

Superficie es el lugar geométrico definido por el conjunto de --
puntos:

S="{(x,yz) / F(x,yz) =0}
donde la ecuaci6bn F(x,y,z) =0 deberd ser tal que, al despejar al
menos una de las variables, se obtenga un campo escalar.

Con la Gltima condici6n de la definicién 1.2.1 se preveen casos-
como x2+y?+22+9=0 que no definen superficies.
Un plano es una superficie: F(x,y,z) = Ax+By+Cz+D=0

1.2.1 Superficies suaves.

Sea D una regi6n en el plano E:; denotaremos los puntos en D por
P(x,y). Supongamos que "f" es una funcibn escalar continua defi
nida en D.

Z=f(P) 2
El rango de "f" vendri a ser una superficie S.

Cabe esperar que en algunos casos, se nos presente un comporta-
miento muy complicado, por lo que nos restringiremos a la consi-
deraci6bn de elementos de superficies a las que denominaremos sua

ves, que cumplen con las condiciones siguientes:

1) D es una regibn cerrada, acotada, simplemente conexa, cuya --
frontera es seccionalmente suave.

2) Para % PED .se tiene un plano tangente fnico.

Si Z=f(x,y) satisface estas condiciones, se llamari elemento -
de superficie suave.

1.4

.2 Grados de libertad.

‘elegimos arbitrariamente un punto del espacio, esa eleccibn -
'-jende de los tres nfimeros x,y,z escogidos al azar. Dado que -
fa.s tenido libertad para fijar cada uno de esos nlmeros, se di
e que un punto del espacio tiene tres grados de libertad.
d‘}ung superficie en Ey, tal como la hemos definido, para deter-
)ar un punto que le pertenez-

su eleccibn dependerf Gnica- z

"_fe de dos nGimeros arbitrarios,

5 dos de sus coordenadas, -

'Este anflisis confirma el |z
'la ecuaci6n de una superfi- /;' y
 tiene las formas: /—-i--_y
6 F(x.y,2)=0 x Fig. 122

) .

caso de una curva en E; si tratamos de elegir un punto so-
1la, solo podremos fijar - z
itrariamente una coordenada,

necer al punto a la curva. $
icamente se deben cumplir

Fig 123

 Ecuaciones de Superficies.

Pela lo visto F(x,y,z)=0 representa una superficie si las

adas de todo punto sobre la superficie satisfacen la ecua
‘ademis si todo punto cuyas coordenadas satisfacen la -

estd en la superficie. En tu curso de Algebra y Geome-
tica discutiste el plano; veremos ahora la superficie

1.5




1.2

*97142.381" La, Esfera.

La esfera es el lugar geométrico de todos los puntos del espacio
que estfin a una distancia constante (radio de la esfera) de un -
punto fijo denominado centro.

Sea la esfera de centro C(h,k,1) y radio "a". Si P(x,y,z) es un
punto cualquiera de la esfera, su distancia a C debe ser "a", vy
por lo tanto se cumpliri:

(x-h)* + (y-k¥+ (2-1) =&
luego todo punto de la esfera tiene coordenadas que satisfacen -
1.2.3.1. Por otro lado, si P(x,y,z) tiene coordenadas que satis
facen 1.2.3.1, eso significarf que su distancia a C es igual -
por lo tanto P pertenece a la esfera.

(1 421°3'51)

con "a",

Ejemplo 1.2.1

Hallar la ecuaci6bn de la esfera con centro en (1,-2,1) y radio -

igual a S.

Al sustituir los valores dados en la ecuacifn 1.2.3.1 obtenemos:
(x-1)%+ (y+2) + (2z-1)* =25

que desarrollada se convierte en:
x2+4y2422-2x44y - 22 - 19 =0

Ejemplo 1.2.2

Hallar las coordenadas del centro, y el radio de la esfera cuya

ecuacién es:
2x%+ 2y? + 222 -8x - 20y + 12z - 22=0

Soluci6n:
En primer lugar, dividiremos la ecuaci6n dada entre 2, para poder
ponerla en la forma de la ecuacibn 1.2.3.1:
x2+4y2422-4x- 10y +6z-11=0

a continuaci6n completamos los trinomios cuadrados perfectos en
X,Y,2; sin alterar la ecuacién.

(x2-4x+4)+(y2-10y+25)+(22+62+9) - 11=4+25+9
de donde obtenemos: (x-2)2+(y-5)2+(2+3)? = 49

1.6

1.2
1mente el centro tiene por coordenadas (2,5,-3), y radio =--
ap 7

3.2 MéEtodo de Generaci6bn de Superficies.

ecuaciones de las superficies, pueden tratarse, tal como vi
el caso de la esfera, dando una propiedad que deben cum-
'jtpdos los puntos. La traduccién analftica de esta propiedad
proporciona la ecuacién de la superficie; sin embargo, gene-

te, este procedimiento suele ser complicado.

‘}-?ma cartesiana, es el denominado Método de Generaci6n de Su
icies, en que se les considera como el conjunto de todas las
iciones que toma una curva que se desplaza y deforma segfin le
determinadas.

as entre sf, que parten
. extremos de la ranura .
)ne que la tela se puede
1o necesario, y que el
desplaza horizontalmen-
como se ilustra en la' -

Pig. 1.2.4
superficie que se forma?

coincidir la ranura con el eje x, como se indica en la -
.5; sean D, y D, las gufas y g,, 82.... gpn, las posi-
va tocmando el filo de la tela que denominaremos G, al
apoydndose constanterente en las gufas de ecuaciones:

1.7




/4

D {X"12 teeesss (1.2.3.3) sustituir (1.2.3.a) y (1.2.3.b) en (1.2.3.e) obtenemos:
! = 0% 50, S w1 28885 b
y ( ) 120 +8=0 ....... (1.2.3.5)
= 2k e e (1.2.3.¢) inplear Gy D;, sustituimos (1.2.3.d) en (1.2.3.e):
P o Rla d el (7203, ) _ y=8 M T TR
T ‘h ‘sustituir (1.2.3.f) y (1.2.3.h) en (1.2.3.c):
La totalidad de la:.pésiciones— :( y,r) SR8 1 g n B S (17213215
& ? ?:r i iusz 1c;e; ‘s 1? 3(12,0,12)4 L 42.3.g) y (1.2.3.i) son las ecuaciones de condicién; podemos
PFAS 1900 B BRSNS TRCIPr3e 3 ay rificar el resultado, haciendo por ejemplo:
apoyari en el punto Q; sobre- (12,0 ™ i 1
el plano xz, cuya cota la desig % L = i B=6 Resulta a= Fhr i AL 12, y la posici6bn de G,

naremos con Y (variable paramé- D
1

trica) y su abscisa serf el
ancho original de la tela:
12 dm, por lo que Q1(12,0,Y),

r Pig. 1.2.5

/9-

2(12,0,0)

]
x
Como G estari siempre sobre un plano horizontal, sus ecuaciones-
se pueden escribir como:

y=ax+g
G

g=Y
en donde "a" y "B'", serfin variables paramétricas, como 'y"

...... (1.2.8.¢e)
B TR 35

Para fijar una posici6bn de G basta dar valores a a,B,Y; pero
estos valores no pueden ser arbitrarios, pues por ejemplo, si ha

cemos g = - —}-, B=10, Y=8, obtendremos:

y=—-}-x¢10
z= y=8§

cuya posicibén se indica con L en la fig. 1.2.5, la cual no se --
apoya en las gufas.

Por lo anterior se deduce que tienen que existir algunas ecuacio
nes que condicionen los valores que se les puede dar a los paré-
metros a,B,y; esas ecuaciones reciben el nombre de '"Ecuaciones
de Condici6bn", y para establecerlas nos tenemos que apoyar en -
Las ecuaciones delas gufas pues dado que G pasa por ellas, las de
be intersectar.

1.8

eda definida por las ecuaciones:

y= --}-x + 6
2'= 112

a,”;indica con gg en la figura 1.2.5.

(1.2.3.£) en (1.2.3.1)
a--g- A T 3 T

:;i.Z.J.j) en (1.2.3.g)

' am- el (1.2.3.K)

lmente, al sustituir (1.2.3.j) y (1.2.3.k) en (1.2.3.e):

B

(x-12)z = -24y o (1a2s3.1)

onde observamos que han sido eliminados los parimetros, lo
cabfa esperar, pues se disponfa de 4 ecuaciones y 3 parfme-

cuacibn (1.2.3.1) da el conjunto de todas las posiciones de
‘Tecta generatriz; es precisamente la ecuacibn de la superfi-
> buscada, 1.9

1.2



En este caso, observamos que la recta que gener6 la superficie,-
llamada generatriz, contiene en su ecuacifén a tres paréimetros, y
que se requieren dos ecuaciones de condici6én, cada una de ellas
obtenida por medio de una recta (directrices) en la cual la gene
ratriz se apoya.

En general, podemos establecer que si en la ecuaci6én de la gene-
ratriz: una curva cualquiera, intervienen "n" parfmetros, se re
querirén "n-1" ecuaciones entre los parfimetros para que el pro--
blema quede determinado, y asf obtener una ecuacién en x,y,z que
representari a la superficie generada.

Las ecuaciones de condici6fn expresan las leyes mediante las cua-
les, la curva generatriz se desplaza y cambia de forma para en-
gendrar diferentes tipos de superficies.
leyes se obtienen obligando a la generatriz a apoyarse en curvas
fijas llamadas directrices.

Frecuentemente, esas -

De las ecuaciones de las directrices y de la generatriz, se ob-
tienen las ecuaciones de condicibn.

De acuerdo con lo anterior, en el caso de que s6lo intervenga un
parémetro
mos ecuaciones de condicifn ni, por lo tanto, directrices.

en las ecuaciones de la curva generatriz, no necesita

En resumen, si en las ecuaciones de la generatriz de una superfi
cie figuran "n" parémetros, se requiere que durante su movimien-

to, la generatriz se apoye en n-1 directrices.

Al combinar las ecuaciones de la generatriz con las ecuaciones -
de cada directriz, se obtienen '"n-1" ecuaciones de condici6n.
Entre las ecuaciones de condicibén y las de la generatriz, se eli
minan los "n" parfmetros, obteniendo asf la ecuacibn de la super
ficie.

Ejemplo 1.2.4

¢Cufll es la ecuacibn de la superficie que se forma cuando una cir
cunferencia se desplaza verticalmente, manteniendo su centro en
el eje "¢ y su plano horizontal; su radio varfa, tomando un va-
lor de - de la cota del plano sobre el cual yace?

1.10

1.8

luci6n:

acuerdo con el enunciado, t.
emos la circunferencia cuyo
entro permanece sobre el eje &,
g.1.2.6. Sus ecuaciones se-

(1.2.4.a)
z =17 (1.2.4.b)
{ basta sustituir (1.2.4.b)
(1.2.4.a):
P, 2
X+ y = o

4

? corresponde a la superficie
strada en la fig.1.2.7

1mplo 17222008

-1ener la ecuacibn de la esfe-
"de radio "a" y centro (h,k,1)

i’ucidn:

maremos como generatriz el
culo de radio variable "a"

on centro sobre la recta -

.I) )"k e

‘3e cfrculo se mantiene parale
Fl plano xy; sus ecuaciones

Nx-n)2 (y-k)2= «2(1.2,5.2)
b4 ‘p (1.2.5nb)

te circulo es variable, tanto
Fradio “a” como en altura; pe
siempre paralelo al plano xy.

1.2
2
=
X
X rig. 1.2.6
2
y
X
'1‘0 1-2v7
* Pig. 1-2.8




Estd indicando en la figura 1.2.8 como "c" Como directriz toman
do la circunferencia paralela al plano yz, como centro (h,k,1l) y
radio "a" designada como "D" en la fig. 1.2.8 sus ecuaciones son:

2

l(y—k)24(2-1)2 =a 1.2.5.c

D
1.2.5.d

TN
Tal como lo indicamos, eliminemos X,y,z de entre las ecuaciones
de G: 1.2.5 a y b y una de las ecuaciones de D; por sencilla -
empleamos la 1.2.5.d.

Al sustituir 1.2.5den 1.2.5.a:

(Y"k) 2- ‘2

20 e

Bustituimos 1.2.5.e y 1.2.5.b en 1.2.5.c, obtenemos la ecuacién

de condici6n.

2
x? v (g% a? 1.2.5.f
Ecuacibn que se cumple cuando la generatriz toca a la directriz,
A continuacifn, eliminemos los parfimetros a y 8 entre las ecua-
ciones de la generatriz y la de condicifn, lo que logramos al -
sustituir a y b en f de las ecuaciones 1.2.5

2

(x—h)2+ (y—k)2+ (5-1j2= a 13205 ¢

que es la ecuacibén buscada.

Ejemplo 1.2.6

Obtener la ecuaci6n de la superficie generada por un elipse que
se apoya en las hipérbolas.

2 2
1 e o 2
- =3  (1.2.6.
BRI a) Lz - ’2— 21 | (1.2.6.¢)
i Dl D a b
x=0 (1.2.6.b) 2 £=0 (1.2.6.4)

(ver fig. 1.2,9)

1.12

1.2

Soluci6n:

La elipse se conservari parale
la al plano xz, por lo que --
sus ecuaciones serfn:

2 2
X z
=1 wals
—1‘* + ? (1.2.6.2)
y=1 (1.2.6.1)

Fig. 1.2.9

donde a, B, Y son parfmetros; por ser tres, necesitamos dos ecua
ciones de condicifn, mismas que obtendremos al obligar a la gene
ratriz a tocar a cada una de las directrices:

Sustituyamos 1.2.6.b2en J.2.6n€:
it )

V.X (1.2.6.g)
Ahora 1.2.6.f en 1.2.6.a:

ol v (1.2.6.h)
_2__231
c b
y eliminemos "g" entre 1.2.6.g y 1.2.6.h:
2 2
é.e._.l'_é,l. (1.2.6.1)
c b

que es la primera ecuaci6bn de condici6én. Anflogamente, al traba
jar con la otra directriz obtendremos:

2 2
°"-__)‘_.1 (1.2.6.3)
T

1.2

Ahora haremos simultfneas las ecuaciones 1.2.6.e, 1.2.6.f, 1.2.6.1

y 1.2.6.j, para eliminar los parémetros y obtener la ecuacifn de
la superficie.

1.13



Despejemos B2 y a? de 1.2.6.i y 1.2.6.j, respectivamente:

2
52=c2(1+-L2) (1.2.6.K)
b
2
<2 = a0 . L) (1.2.6.1)
b
y sustituyamos en 1.2.6.e:
x2 g2
ST + rz = 1
32(1 + ¥ ) c2{1 + — )
h2 b2
Al multiplicar por 1 + __E
h2

(1.2.6.m)

‘2 _!3 s .13
RRalT T Yo v e
a & b

o bien:

Esta superficie se llama hiperboloide eliptico de un manto y se
representa en la figura 1.2.10

Pig. 1.2.10

B. Discusi6n de la Ecuacifn de una Superficie,
‘establecimos que la ecuaci6bn de una superficie tiene la forma:
t,7,2) =0 1.3.0.1

ora, conocida la ecuacibn, es conveniente que sepamos cuil es
forma de esa superficie y en que regifn del espacio existe;
o, en algunos casos, lo podemos lograr, como ocurre con la es
ra, poniendo la ecuacibn en la forma de la ecuacibn 1.2.3.1
jemplo 1.2.2), en que podemos identificar f&cilmente sus carac
risticas, es decir su centro, su radio, cufl es su dominio y

1 es su recorrido; lo mismo podremos hacer, con ese procedi-
nto, con algunas otras superficies particulares que posterior
nte estudiaremos, pero en el caso general, podremos entender
superficie que estemos estudiando, si determinamos sus carac-
risticas siguientes:

3.1 Intercepciones con los ejes.
n los puntos de intersecci6n de la superficie con los ejes -

rdenados, los denominaremos intercepciones "x'", "y" y "z'.

da la ecuaci6bn de la superficie, obtenemos la intercepcifn 'x"
ciendo y=z+0 en la ecuacifn, y resolviendo para "x". En for-
anfiloga procedemos para las intercepciones "y" y "z",

emplo 1.3.1
llar las intercepciones de la superficie

x% ”2+ hz

= 36

ucibn:

tercepcibn x: hacemos y=2=Q, de donde obtenemos x2?=36
las intercepciones "x' son:

x=%6

tercepci6n "y": hacemos x=z=8, obtenemos 3y2=36
"EM N

tercepci6én "z": hacemos x=y=0, de donde 422=36

z= 13

1.15




Ejemplo 1.3,2

Hallar las intercepciones de la superficie
2 2
.2x°= y°- 322 50

Salucién:

Intercepciones "x" : hacemos y=2=0

2x2- 50
xt:S
Intercepciones "y" :

'y2=50 » 7':/:_531

que son n@meros imaginarios; concluimos que la superficie no in
tercepta al eje "y"; anflogamente concluiremos que la superficie
tampoco intercepta al eje Z.

1.3.2 Trazas sobre planos coordenados.

Definici6n: Son las curvas de interseccifn entre la superficie -
dada y cada uno de los planos coordenados.

Para obtener la traza sobre el plano xy que tiene por ecuacifn -
2=0, sustituimos este valor en la ecuaci6bn dada.
En forma similar procedemos para hallar las trazas sobre xz y yz.

Ejemplo 1.3.3

Hallar las trazas con los planos coordenados, de la superficie -
de ecuaci6n x2+3y +4z = 36
Traza con el plano xy: hacemos Z®*0, con lo que obtenemos:
x%+37°= 36

6 2 2
curva que reconocemos como la elipse con centro en (0,0), semieje
mayor igual a 6, paralelo al eje x, y semieje menor igual a /712,
paralelo al eje y.

1.16

2

s 36 6 A

36

la elipse en el plano xz, con centro en x=0, z=0, con

e mayor igual a 6, paralelo al eje x, y semieje menor igual

paralelo al eje z.

~con el plano yz: hacemos x=(0, obtenemos:

2 2

12 * —%—- =1

las trazas de la superficie

x2+y2+zz-121 +11 =0

(x-6)2+22-25

Rain § .
s una circunferencia, con centro en x=6, z=0 y radio S.

1 plano yz; hacemos x=0
y2+z2=-11

' 3 suma de dos nGmeros positivos no puede ser negativa, con

el ano yz,
b B

e 1.17

;t;: tal curva no existe y que la superficie no tiene tra




Ipe3'.3
denados y al origen.

Se dice que dos puntos son simétricos respecto a un plano, si el
plano bisecta perpendicularmente el segmento de recta que une di
chos puntos. Una superficie es simétrica respecto a un plano,si
cada punto de la superficie tiene sobre la misma superficie un -
punto simétrico respecto al pla

no. En la fig. 1.3.1 los puntos
Py P’ son simétricos respecto -

al plano xz si y s6lo si tienen

las mismas coordenadas x y z;pe
ro la coordenada "y'" de uno de

ellos es la opuesta de la coor-

denada "y" del otro.

Corolario.- Una superficie es si
métrica con respecto al plano -
xz si y s6lo si su ecuacibn no
se altera al sustituir "y" por

). Pig. 1.3.1

En efecto, si la superficie F(x,y,z)=o0 es simétrica con respecto
al plano xz, entonces los puntos P;(x0,Y0,20) y P2(x0,-Yo0,20) de
ben estar sobre la superficie y por lo mismo:

~¥s-2)

F(xonyo.zo) = P(xo.-yo.zo) =0

Por otra parte, si se cumple que:
F(x,y,2) = P{x,-y,-2)= 0

la superficie es simétrica respecto al eje x; la superficie serd

simétrica respecto al eje Z, si y s6lo al sustituir "x" por (-x)

y "y" por (-y) en su ecuacibn, ésta no se altera.

Dos puntos son siméticos con respecto a un punto P, si Este es -
el punto medio del segmento que los une. Una superficie es simé
trica respecto a un punto, si cada punto de la superficie tiene
un punto que pertenece, simétrico respecto al primer punto.
El punto simétrico de S(x,y,z) respecto al origen, es el -
S'(-x, -y, -z) porque el punto medio de SS' es el origen (0,0,0)

1.18

Simetrfa con respecto a los planos coordenados, ejes coor

1.3

i0o.- Una superficie es simétrica respecto al origen, si-
al sustituir "x" por (-x), "y" por (-y), "g'" por (-g)
acibn de la superficie, €sta no se altera.

en

‘corolario se demuestra en forma similar a los anteriores.

8. 5

igar la simetrfa respecto al origen, planos coordenados y
coordenados, de la superficie de ecuacibn x +3y +42°=36 ,

i se sustituye '"z" por (-2£) en la ecuacibn:

] x2+3y%+4(~2) 2= 36

x2+3y2+422 36

estd diciendo que a cada ppnto, P(x,y,z) corresponde un
) Q(x, y ,-g), simétrico de P Tespecto al plano xy, que tam-
td en la superficie; luego, la superficie seri simétrica

0 al plano xy

mente: Una superficie es simé€trica con respecto a los pla
D ¥z, si su ecuacibn no se altera al sustituir "z" por --

‘X" por (-x) respectivaments.

S son simétricos respecto a una recta "1" si €sta bisec

endicularmente al segmento que une dichos puntos. Una su

'.!s simétrica respecto a ula recta, si cada punto de 1la
€ tiene un punto de la mi$ma superficie simétrico respec

recta.

) simétrico de E(x,y,z) respecto al eje "y", es el punto

t z) porque el punto medio de EE' es (0,y,0) y ademSs per
3T al eje "y".

Una superficie es sidétrica respecto al eje y, si
€400 no se altera al sustiduir "x" por (-X) y "¢" por (-s)
-Jarlo se demuestra de manera similar a como se demostr

1.19



‘.' 1.3

| ecuacién no se altera, de donde la superficie es simétrica res

1.3
Anélogamente, ei al sustituir en la ecuacién de la superficie "y cto al origen.
a superficie simétrica con respecto a dos planos coordenados,-
':seri también con respecto al eje que definen entre ambos; una
yperficie simétrica con respecto a los tres ejes coordenados,lo
erd también con respecto al origen; las recfprocas de estas ase
iraciones no son ciertas.

por (-y) y "z por (-z), éeta no ee altera, la superficie es

eimétrica respecto al eje x.

Respecto al plano xz; sustituimoe "y" por (-¥) @
2+ 3(-3)%s 42%= 36
%+ 372 4e%= 36

1a ecuacién no ee altera = la euperficie es simétrica reepecto a 3.4 Secciones por planos paralelos a los planos coordenados.

| el prop6sito de conocer la superficie en discusi6n, es muy --
XL, 1

Respecto al plano yz: sustituimos "x" por (-x)
(-x)2+ 3120 4:2- 36

i1 identificar qué curvas resultan al intersectar la superfi--
' con planos paralelos a los planos coordenados.

f secciones con planos paralelos al plano xy las obtenemos sus
2 2 2 - tuyendo z=k en la ecuacibén de la superficie.

x°+ 3y°+ 427= 30 )

a las secciones paralelas al XZ, hacemos en la ecuacibn:

se obtiene la miema ecuacién =P1la euperficie ees simétrica respec y = k

to a ye. -
para las secciones paralelas al yz hacemos:

Respecto al eje x: eustituimoe "y* por {~y), "z~ por (-z) A

2 2 ‘2
120 3(-’)20 4(-1)2= 36 4 X+ 37+ 4z = 36
=Hla euperficie ee simétrica respecto al eje x.
llar las secciones por planos paralelos a los planos coordena-

. " n - "ngn Ll
Respecto al eje y: eustituimoe "x" por (-x), "e" por (-2) en la superficie que hemos venido estudiando, que tiene por

2,) 2 2 g
(-1)2* 3!2* 4(-2)2= 36 5 X+ 3+ d27= 36 . jacibn:
la ecuacién no ee altera —=>1la superficie ee eimétrica respecto

al Q‘Q Yo

x2+3y2+4zz= 36 &

iones paralelas a xy; hacemos z = k

Respecto al eje z: sustituimoe "x" por (-x) y "y" por (-y) x243y2= 36-4K2

 es una familia de elipses con centro en x=o0, y=o, con la con

(0% 3% 4P 36 5 2Pe 3% ar®s 36

=1a superficie es eamétrica respecto al eje .

A iones paralelas a xz; hacemos y=k

| x2+3k2+422= 36
identificamos como una familia de elipses con centro en - -
z=0. (Qué restricci6n pondremos ahora a "k"?

Respecto al origen: eustituimoe "x" por (-x), "y~ por (-y),

por (-g):
(0% 302 a-n?a 36 5 2w 42®= 36

1.21
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Secciones paralelas a yz: hacemos x=K

k2*3y2~4z2= 36

fdmilia de elipses con centro en y=0, z=0.

1.3.5 Curvas de nivel

Una aplicaci6n muy importante de las secciones por planos parale
los a los coordenados, la constituyen las curvas denominadas de
nivel.

Cuando la ecuacibn de la superficie adopta la forma funcional:
z=f(x,y)

el plano paralelo a xy, que corta a la superficie a una altura -
"C", definird la curva de interseccifn:
f(x,y) =C

2§=1C

1.3.5.1

Cada una de las curvas que obtenemos al dar valores a "C", reci-
be el nombre de 'curva de nivel" porque une puntos de igual nivel

olcotali(Filp. 4l #3.2)

La Topograffa hace uso de este concepto para representar grifica
mente el relieve de una regi6n geogrédfica, al dibujar curvas co-
rrespondientes a determinadas

alturas, medidas a partir de un
plano base, generalmente el ni-
Normalmente se di
bujan como en la figura 1.3.2,

vel del mar.

interrumpiendo la lfnea para es

cribir el valor de la cota co--

rrespondiente.

Si bien el concepto es netamente
geométrico y como tal se utiliza

en la Topograffa, es posible -- X
extenderlo a cualquier funcibn Pig. 1.3.2
escalar de dos variables. Asf, por ejemplo, si T(x,y) nos asocia

la temperatura a cada punto de una placa, las curvas de ecuacibn

T(x,y)=Ci, C2 ...., se llamarin curvas de nivel de la funci6n "T"

1,22

‘i o "isotermas".De igual manera tendremos las curvas ''isoyetas'" -
(igual precipitaci6bn pluvial); "isobaras" (igual presifn atmosfé
rica); "isohalinas" (igual contenido de sal); etc.

Ejemplo 1.3.7

Una montafia obedece a la ecuaci6bn

z=—0.08(x2+y2)*2
Trazar las curvas de nivel 500,

(x,¥,2 en km)
1000 y 1500 m.

~ Solucibn:

Se trata de intersectar a la superficie con los planos z=500 m =
0.5 km, z=1 km, z=1.5 km.

JPara el primer plano: 2 2
] 0.5 = =0.08(x"+y“)+2

x2+y2 = :%%6%— = 18.75

~que corresponde a una circunferencia con centro en el origen y
radio = / 18.75
Anfilogamente, para el segundo plano:

x2+y2?=12.5 , circunferencia con centro en el

Para el tercer plano: y

£0N

1.3

origen y radio= 7.5

\sr}

1000
5?0

jemplo 1.3.8 Pig. 1.3.3

as temperaturas en una placa obedecen a la ley T--%— xy donde
l0s ejes coinciden con los bordes de la placa y "T" esté en G
Y, Trazar las isotermas 1°C, 2°C y 3°C.

1 X, estin en cm.
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Solucidns
H ? = Kk k-—l- 7 {cm)
acemos T = k: 2 Pig. 1.3.4
xy = 2k
Se trata de una familia de hipér
bolae equildteras, de las cualee 31
nos interesan: d
xy = 2 3\__‘
xy = 4 P 2\_
xy = 6 1 —
X
e#8lo nos resta trazarlas median- : . - -
1 2 3 4 (am)

te algin método para dibujar hi-
pérbolas. En la figura 1.3.4 se trazaron tabulendo puntos.

Ejemplo 1.3.9 .- La placa de la figura 1.3.5 se ha conectado &
una bateria y se han medido loe voltajes (potenciales eléctrie
coe) en varios puntoe como se indica en dicha figura. Trarzar

aproximadamente las equipotenciales 1,2,3,4 y ° centivolte.

s Ti9s Tz.79 Teoe +8
D.02 tres B Farz ..
90 ‘
-L- a *r.10 "h 99 “taes < o
(2,72 +.70 ti.02 tovas 43
)
l2et 1 8.0/ 13.00 12.99 LJ
Nota: pofenciaks en centivalts
59 4+
=
Pi‘. 1.3.5

1.24

 Solucién:

Este ee un caso que ee le presen

ta muy comunmente al ingeniero,

donde conoce los valores de una S

Y
+

funcién (en este caso el poten-

L
-

cial eléctrico) ea varios puntos

é
-
!_

. pero no conoce la definicién ang - 4 E
© 1ftica de la miema.
- En tal caso, las curvas de nivel Pig. 1.3.6

. ee trazan por interpolacién; ge-

! neralmente se interpola "a ojo"; pero puede interpolaree por mé
f,todoa grificos més precisoe ei se juzga conveniente. Las curvas
fﬂdo nivel que resuelven el presente problema pueden sex las de
la figura 1.3.6 En este caso, desde luego, la solucién no es G-
‘*pica, puees depende del "o0jo™ del que trace; eeso sf, si te pre-
f;pentan un diagrama en que por el punto "P* (Pig. 1.3.5) pase la
curva 5, puedes asegurar que tal diagraza estf mal.
rfGeneralmente, las curvas de nivel se trazan a intervalos igua-
‘lee de valoree de la funcién; en tal caso, a ese intexvalo cons
ltcnto #e le llama "equidistancia”.

' Bn la figura 1.3.2 la equidistancia es de 500 m, miema que el
;onemplo 1.3.3; en el ejemplo 1.3.7 la equidistancia es de 1%
'Y en el ejemplo 1.3.8, de 1 centivolt. Conviene aclarar, ein em
‘bargo, que no es obligatorio trazar las curvas de nivel con

. equidistancia.

irPor existir relacién funcional, dos curvas de nivel dietintas

' no pueden intereectarse, ya que eso significarfia que en el pun-
" to de interseccién hay dos valores distintos de la funciénm, lo
' que no es posible.

|

‘Do hay curvas de nivel. Al hacer u=cte. se tiene la ecuacién de
‘una superficie, a la que por extensién se le llama "superfiocie

de nivel",
1.28

" Cuando una funcién tiene tres variables independientes, u=f(x,y,s)



1.3
Cuando la funci6n tiene mis de tres variables independientes, el
concepto se vuelve meramente matemftico; a la ecuacién f(x;,X1,..Xp)

= cte, algunos autores la llaman "hipersuperficie de nivel".

1.3.6 Extensié6n.

Con este concepto se busca investigar la extensién de la superfi
cie en la direcci6én de los ejes coordenados, o de otra manera,en
qué regi6n del espacio tiene representacifén real la superficie -
en estudio.

Ejemplo 1.3.10 Analizar la extensién de la superficie

x2+3y2¢4z%=236
Solucibn;

Despejamos a "x' de la ecuaci6n dada:

x= 21 J 36-3y2-42°

"x" tendrd valores reales cuando se cumpla que el radicando.

1.3.6.a

36-3y%-4z2 2 0 1.3.6.b
en el caso critico:
2
36-3y°-42% = 0 1.3.6.c

es decir que tendri valores reales dentro de la elipse:

2 2
£ g, Vil
12 9

Por otra parte, el mayor valor de (1.3.6.a) ocurre cuando y=z=0,

=3

lo que significa que:
x=% 6

o, 10 que es lo mismo, que la superficie, en el sentido del eje
"x"" se extiende en el intervalo:

-6 €£x%6
De la misma ecuacib6n (1.3.6.c) se puede obtener que:
y2=12——§—22

por lo que el méiximo valor de "y" se tendri si z=o:

y=2/T1Z
1.26

,“?' es en el intervalo:

-1 £y 4712

-} €6

un procedimiento andlogo, a partir de la ecuacién de la su=-

srficie, se llega a que loe valorees reales de "y” ocurren den-

W
O

2 2
i w5 S
36 12

‘discusién de una superficie nos proporciona informacién para

ibujar una perepectiva de la miema.

RS2 42%. 36

olucién:

.bion. que la exteneién de la superficie, en el sentido del eje

1.3

ee manipula la ecuacién (1.3.6.c) en forma similar se llega at

odoe los elementos han gido determinados en loe ejemploe 1l.3.1,

_,.3. 1.3.5, 1.3.6 y 1.330 As{, del ejemplo 1.3.1 se definen

8 puntoe A,B,C,D de la figura 1.3.7 y del ejemplo l.3.3, las
ves c1
ejemplo 1.3.5 nos dice que la superficie es simétrica con

’ 02 y 03. de la misma figura.

esrecto al origen, ejes y planos coordenados, 1o que nos per=-
te hacernos una idea més completa de la miema.
importantes son loe resultados del ejemplo 1.3.6, que noe

dicen que todae laes secciones paraleles a los planoes coordena-

1.27

o8 son elipees. En la figura 1l.3.7 s6lo ee presenta una de estas



curvas (Cs) pues su objetivo es presentar los elementos con cla-
ridad, pero en la figura 1.3.8, se utilizan varias de ellas en -
un sombreado que contribuye a darle forma a la per spectiva,

Finalmente, los resultados del ejemplo 1.330 nos indican los 1l{i-
mites del dibujo, que en este caso los tiene en todas direcciones
pues su extensi6n esti acotada. Se trata de una superficie cerra
da. La figura 1.3.7 es Gtil para un trabajo analfitico, como los
que desarrollaremos a lo largo del curso. La figura 1.3.8 sirve -

mis bien para efectos de presentacifn.

No estf por demis decir que en muchos casos no es necesario dis-
cutir todos los puntos anteriormente indicados para obtener una
representacibn clara; tampoco seri siempre necesario hacer una -
perspectiva, pues lo mis importante es tener una representacifn-
mental clara.

Es conveniente contar con un método de sistematizacién de los -
cflculos anteriormente descritos, a fin de simplificar tanto su
desarrollo, como la interpretaci6n de sus conclusiones. La tabla
1.3.1 reGne estos requisitos, te sugerimos que la uses mientras

no encuentres algo mejor.
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DISCUSION DE LA SUPERPICIE 120 4,20 4:2- 8yz = 4

TABLA 1.3.1

1.3

Higase Ope racs/ones Resa/tado
": - §=Z=0 zf =9 xu 22
2|y | z=2:0 Yy?=4 y=t1
S 2 | 4=x+0 2 Z=2]
P Xy Z=0 x*r Jy? 4 £jpose
#y Cen O
‘l, Shuazdgzcs
zz VELZ x*r 422z 4 Elpse
'ff a2 =/ CenO
N Sewrie/es
; 2,/
O\ yx| 20 AHg*-Eyezr92%:4 | Dos rec-
‘ Xly-2) =¥ /as pa-
y-2=/; y-ax=-/ rafe/as
x | Fla-g-2) | 2960V 4C2)28(yM-7)=4 5/ hay
g | Fexy-2) | CxPt 43 4(af-8y (x)# 4 No hag
x| Ax,-q,2) | (X%ICy) e d? -8(p)xpd No hay
7| xy | Flzg-d) | 2+ 44% 1D 8y (1) 44 No hay
xz |Flx-gz) | x*+ #4Cy)s 427.8C9)2u 4 No hay
S |yz Fxy2) | Cx)Vodys42*-8yz =4 S/ Say
ﬂ' er | FCx,-y-1) | (16 4CaP-8(y)x) =4 |5/ hay

1.29




TABLA ;.z; 1 (CONTINUACION) -
Fagage Overacromes e |
s|p xy Py ] x% 4;'-8#; = J-94° Flrpses
3 x': 4(;-46; = -9 747 C(O44L)
cl. .5. 2 .@7A= / Semiejes
ot
s cl
Al %2 y=b X' p 9.8z .9-44 £lpses
P x:f Jlz-£)} =4 C(Qé,‘)
LN ¥+ (z-£)° =/ Semieses
A Lo b |
J/Al O|yz | xb Iy .;;;_ Gy);:‘z 7-4° Familia |
~Z)*=4- rectas pa-
g8 2y-z) = Mf-é;,' 2y-2)x~V4-%% |palesns
bl A ‘ lb/s 2
£ X | x«f(yx) x=22//-(y-2)° 2¢xs2
X|£ Entre fas
7 rectas
5 J - y-2=/; g2
slgly y=9z2) y;zr_z{_‘ﬂ-x‘ y—+te0
7 Z—+too
O0|s| 2 |z:hxy) eyt L /-7 Z—+too
pid ¢y —~teo
G ; '
e, BUSERIE RA  ) TSR c(0.x,x)
A ¥
; .f
I .. 'y
Cc
[ 4
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. .4 Superficies Regladas,

Son todas las superficies generadas por una recta, por lo tanto

‘es reglada la superficie estudiada en el ejemplo 1.2.3

"Ejemplo 1.4.1

iallar la ecuaci6én de la superficie que tiene por generatriz a -
la familia de rectas:

2x - 2ky -2z =0 1.4.1.a

2kx + 2y + kz =0 1.4.1.b

olucibn:
L
Dado que existe un s6lo parimetro, lo eliminamos entre las ecua-

ciones 1.4.1.a y b; despejamos k de 1.4.1.a

2x ~ 2 R L A

k 2y

stituimos 1.4.1.c en 1.4.1.b
2x - 2x - 2
2 =

2 2y X + 2y + ) (o}

inalmente:
2
oy 2= 0 124 i

e es la ecuaci6n obtenida por otro método en el ejemplo 1.2.4
ista superficie es un cono circular recto, con vértice en el ori
en y eje de simetrfa el eje z, la cual es una superficie regla-
8, generada por un haz de rectas que pasan por el vértice.

{}emplo 140 54

AT 2x - 2y =0 Tepresenta una su

vestigar si la ecuacibn 2

1.4.2.a

1, 4820.b

1.4



que son las ecuaciones de una familia de rectas paralelas.
La traza de la superficie dada sobre el plano yz es:

22 -2y =0

x=0

Ejemplo 1.4.3

Dada la ecuacién de la superficie obtenida en el ejemplo 1.2.3
(Podrfamos demostrar que se trata de una superficie reglada?

. Solucién:

En el ejemplo 1.2.3 obtuvimos como ecuacién de la superficie a:

(x - 12)z = -24y 10230y
Se ve claro en este ejemplo, que para obtener una familia de rec
tas, basta igualar uno de los factores del primer miembro, con -
un parfmetro:

X =112l = A 1.4.3. 8
de donde:
A2 = =24y 1.4.3.b
o podemos hacer
z = Az 1.4.3.¢
y por lo tanto: Az(x - 12) = =24y 1.4.3.¢

1.4

1.4.3.ay b, y 1.4.3. @y @4 son las ecuaciones de las dos familias

Paraboloide Hiperb&lico.

dos pardbolas directrices.

‘superficie queda indicada
figura 1.5.1 Veamos el

superficie que tiene por generatriz a una hipérbola que se
laza paralelamente a si misma, apoy&ndose, no simultfneamen-

en que la generatriz es -

son de la forma:

Xz-p¥2= 1 1.5.0.1

7 B

Mg, 1.5.1

z-ad 1.5.0.2

ismo signo (a’s> 0)
rectrices son pardbolas
das en los planos yz, y xz; tienen por ecuaciones:

y2a-b2s. 1.5.0.3
]
x=0 1.5.0.4
x°m a°n 1.5.0.5
D,
y=0 1.5.0.6
‘ob>0

ecuaci6n de la generatriz intervienen 3 parfmetros: a,B,Y;

como contamos con dos directrices, el problema esti definido
> las ecuaciones de Iy y G obtenemos la primera ecuaci6n de

ci6n, al sustituir 1.5.0.4 en 1.5.0.1:

len emplearse como techos. 2 1.
! - y =- 73- ' 155, O

de rectas que generan esa superficie, con lo que identificamos a
esa superficie como reglada.

En la figura 1.4.1 presentamos dos superficies regladas que sue-

-, -%..bzvg bzpl‘.].

la primera ecuaci6én de condici6n.

1.5.0.8

Pig. 1.4.1 ' 1.33

1.32



Para obtener la segunda ecuaci6én de condici6n, trabajamos con las
ecuaciones de Da y G

Sustitufmos 1.5.0.6 en S 1es %050
25 il
Xim = 1,%.0.9
Ahora sustituiros 1,5.0.,2 ¥y 9 en 1.5.0.5
1— - tzr
Y Y 1.5.0.10
Al sustituir 1.5.0.2 en 1.5.0.8 y 10, obtenemos:
1256011
bzﬁl-l » szau-l 2
3 155 02
de donde:
g- e TR R —t 1.5.0.13
bz._ ’ ag
«5.0.14
Al sustituir 1.5.0.13 y 14 en 1.5.0.1
2 2
S S YT [ 1
‘23 bzz
Finalmente:
2 2
- . » 1.5.0.15
2 2
a b

Esta superficie tiene varias aplicaciones, tanto en matemfiticas,
como veremos al estudiar los mfximos y mfnimos de funciones de
varias variables, como en la construccién de techos cuando la --
arquitectura asf lo requiere; esta superficie tiene la ventaja
de ser reglada, como veremos a continuaci6n:/

Representamos la ecuacién 1.5.0.15 en la forma siguiente:

i it

1.5.0.16

Hagamos :

1.34

1.5

B O 5 0k e

s b !

M)

> con la sustitucién X , X _ A,
a b

1.5.0.18
en una segunda familia

e rectas:

- PO S e IE5.05 9

. a b
i v,

1.5.0.20

Sup

cilindro o superficie cilfndrica se conoce a la figura geomé

ca en Ey, generada por una linea recta que se desplaza parale
ente a una recta fija, que se apoya en una curva fija, tal co
e indica en la fig. 1.6.1 Por consiguiente, un cilfndro es

.asuperficie reglada.

."ﬂ . 1
alela a un Eje Coordenado.

Cilfndros con generatriz

el caso en que la directriz
el plano xy, o sea pa-
éste, y que la genera-
paralela al eje z, fig.

5.2 se tendri para la direc-

z las ecuaciones: GENERATRIZ

(x,y) = 0 1.6.1.1 Y
Fig. 161

2=0,(6 z=k) Y6 32 s

:
nde f es funcibén de unicamente dos variables: "x" y "y"; 1.6.1.1
2 nos dicen que la curva esti sobre xy o en un plano paralelo

Hx




La ecuacibn del cilindro C es:

fix,y) =0 1.6.1.3
obtenida al eliminar de las ecuaciones de la directriz a la segun
da: 1.6.1.2, es decir permitiendo que z tome un valor arbitrario

y no solamente z=0, z=k

Supongamos que P(x,y), fig.1.6.2
satisface 1.6.1.3; Q(x,y,0) tam
bién satisface 1.6.1.1y 2, --

ecuaciones de la directriz que
pertenece a C, y obviamente sa
tisface a 1a ecuacibn 1.6.1.3
del cilindro. De otra manera,
si P(x,y,z) estf sobre C, enton
ces Q(x,y,0) el punto en el --
cual corta a xy el plano parale
1o al eje z que pasa por P, tam
bién satisface C.

La gr&fica de 1.6.1.3, vista en
E? es una curva en el plano xy,
mientras que en E? es un cilindro con generatriz paralela al eje z.

Y

Q(xy.0)

Fig. 1.6.2

Las ecuaciones de los cilindros con generatriz paralela al eje
z carecen de la variable z.
Anfilogamente,
f(%,2) = 0
es la ecuacibn de un cilfndro con generatriz paralela al eje "y"
La ecuacién del cilindro con generatriz paralela al eje x tiene

por ecuaci6én: f(y,2) =0

Ejemplo 1.6.1
Trazar la gréfica del cilfndro

2 2
YO IR
16 9

En este caso, basta con trazar
sobre zy las trazas del cilfndro
y de ah{ diferentes posiciones
de la directriz, f£ig.1.6.3

1.36

.2 Cilfindros con Generatriz Inclinada.

el cilfndro C, generado por la recta paralela a la de n@me-
s directores [a,b,c,]que se apoya en la directriz de ecuacio-

{ f(x.Y)
D

z=0

1.6.2.1

pongamos que Q(Xxo, Yo, Zo) €s un punto de C, entonces las =--
aciones de la recta paralela a la generatriz, que pasa por Q

R e ol ey o 8 T T o W465.2028
a b c

. donde, al poner xy en funcibn de z (conviene €sto Gltimo de-
0 a que se simplifican las operaciones al ser z=0, en la --
hacibn de la directriz)

I BT i
X = z-czoq»o

L+
- 2 1.6.2.3
youoley o 2505 Y,

mo Xo, Yo» 2o dependen del punto Q, podemos sustituir los tér
nos que las contienen, por variables paramétricas:

a
X e 2T «

lemee 8

1.6.2.4

donde hicimos:
a
o(--c ’01.10

b
B= -+

ecuaciones de G contienen 2 parfimetros; pero como contamos-
W las ecuaciones de'la directriz, caemos en los casos estudia
mplo 1.6.2

allar la ecuacibn del cilfndro con directriz

X2 =4y 1.6.2.a

1.6.2.b



1.7

1.6
y cuya generatriz es paralela a la recta de nGmeros directores nerficies Cénicas |
[211' 'SJ - . L
- conjunto de posiciones que toma una recta que pasa por un
Solucién: o fijo denominado vértice, y se apoya en una curva plana -
. . A Al ; como directriz, fig.1.7.1
Formamos primero las ecuaciones de la generatriz al sustituir - 5 to Po(x 5 4
los valores dados en 1.6.2.4 de donde: pun'o S0 1 Sk o
rectriz sobre el plano xy:
2
— X
oty . il 1.6.2.c ' £(x,7)=0
G 1.7.0.1
y= =z 4 1.6.2.d el -
GENERATRIZ

=3

e caso, los nGmeros direc

Al sustituir 1.6.2.b en 1, &62.c y d:
s son variables, pues la ge

ke 1.6.2.e riz G [a,b,c] cambia conti
ente de direcci6én. La for-
g #3 1.6.2.f pimétrica de las ecuaciones

8 generatriz es:
Sustituimos 1.6.2.e y f en 1. 6.2.a: 3

3 DIRECTRIZ
g - ¥=¥a =3‘cin. 1.7.0.2

0(2- 4# 1.6.2.g b Fig.12.1
onde, al expresar x,y en términos de z obtenemos:
que es la ecuacifn de condicifn. a |
X = -;—(z-zo) Gas
Ahora, entre esta Gltima ecuacién y las de la generatriz, elimi b 1.7.0.3
namos los parémetros a,8. De las ecuaciones de G: ¥ =T (z-zo) + Ya
o 2 er:
e Xt a== 2
3 1.6.2.h L :
ﬂ-y-&%z 116 2 . . b 1.7.0.4
e
al sustituir estas dos Gltimas ecuaciones en 1.6.2.g:
mos
2 2_ ) ] x =oC (z-2,) + %
X+ z -4(¥+'-3--z) 156205 o o
G 1.7.0.5

y=0 (z-2,) + ¥
que es la ecuacién buscada. ‘3 g g

otro caso de generacién de superficies en donde intervie
parimetros y una directriz.

1.38
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Ejemplo 1.7.1

Hallar la ecuacibn del cono que tiene por vértice V(2,3,-1), y
por directriz a la parfibola.

x2= 4y
» g =20

Las ecuaciones de la generatriz las obtenemos al sustituir 1los
datos en 1.7.0.5:

18750
. 7ab

x =oC(z+1) + 2 1. 7805
G

y=/4(z+1) + 3 1.7.1.d

Procedemos como en los casos anteriores; sustitufmos 1.7.1.b en
G.

X =y 2 172 lide

y=8+3 iy . I
A continuaci6n sustituimos 1.7.1.e y fen 1.7.1.a

(=+ 2% a4+ 3) 1.7.1.8

Entre esta ecuacibn de condici6bn, y las de la generatriz, elimi

namos o y B:

De 1.7.1.0y 4 o

i Y 7081 h
bIPE. 5 OF I oF (%
ﬂ z+1
A continuacifbn sustitufmos 1.7.1.h e i en 1.7.1.8g:
x=2 5 f-l.J- s
= -5 = — o Mol )
( 2+l %) 4 z+l %)

Finalmente:

x2-82%+4xz - 4yz - 4y - 12z = O

1.50

-_mplo 1A

,1iar la ecuacibn de la superficie c6bnica que tiene por vérti-
e al origen, y por directriz a la parfbola x2=5y, z=4

e 1.7.0.5 obtenemos:

x=oC % 1.7.2.a
G
=Bz 1247 " 2kb
a z=4
x=4 o€ 1.7.2.c
y=40 87

e 1.7.2.c y d despejamos ¢ Y B, y sustitufmos 1.7.2.c y d en -
199
1 ecuacibn de la directriz:

16 -(2- 2o,g 7 2ke

on lo que obtenemos la ecuaci6n de condicibn.

e las ecuaciones de G despejamos a y B y las sustitufimos en.-
7.2.e 2

y Xt Ly

16 =5 = 20 -
z

implificando:

I 2

i 4x"= 20yz 1722

uerdo con el teorema siguiente cuya demostraci6én puedes ver -
n el apéndice:

eorema.- ULna ecuacibn representa una superficie c6bnica con --

1riab1es x,y,z y es de grado no menor de dos.

Desde luego que la ecuacibn que se estudie debe, primordialmente
,'presentar una s%gerficie, pues en el caso de la ecuacién homo
énea x° + y2 +2=0 ésta representa un s6lo punto:el origen.

|
|
bservamos que obtenemos una ecuaci6én homogénea, lo que estf de
i ()]
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Ejemplo 1.7.3
Hallar la ecuacién de la superficie c6nica con vértice en V(5,0,0)

y que tiene por directriz a:

2 2
= 1.7.3.a
D y +2 9

x =0 1.7.3.b

Siguiendo con el planteamiento de las ecuaciones 1.7.0.5, aquf

nos conviene establecer a Y y Z en términos de x, la variable
que para la directriz permanece constante:
{z = o((x-xo) + 2z .
1.7.0.5
Y =|é (X—Xo) + yo
de donde:
z = o (x=5) T472.35c
y= A (x-5) 147434d
al sustituir 1.7.3.b en 1.7.3,c y d obtenemos:
2§\ et 1.7.3.e
y = _5‘3 Pzl IhL

que al ser sustituidas en 1.7.3.a, proporciona la ecuaci6n de
condici6n:

258% 254%= 9 1.7.3.8

finalmente, de 1.7.3.c y d despejamos a y B, y la sustituimos
en 1.7.3.g:

2 2
Y - —Z_ s
25(x-5) + 25 x-S) =9 07 Sl
que al simplificarla queda:
25y°%+ 252%= 9(x-5)2 ¥ 51

1. 42

1.8
- Superficies de Revolucién:

U a superficie de revolucién, es el conjunto de posiciones que
Vya una curva plana dada, al girar alrededor de un eje que ya
Por consiguiente, précticamente todas las obras

g en su plano.

i:do plano normal al eje de re-
volucién, corta a la superficie

i.“a superficie de revolucién -

" puede considerarse también,como

“generada por una circunferencia
n paralelo), que se desplaza
y deforma apoyindose en una di- Fig. 181
ectriz (la curva meridiana); es decir: si la ecuacién de la cur

{f(y.z)
c
X

'y el giro lo realiza alrededor del eje z, entonces la generatriz

'va que gira es:

i1.8.5.0M1

it

la superficie tendrd por ecuaciones:
2w.a2 2

X+ y=o
G

2= p

y la curva C, serd la directriz necesario, ya que tenemO0s a y B.

1.8.0.2

1 forma aniloga procederemos cuando el giro sea alrededor de -

Jbtener la ecuaci6n de la superficie que resulta de girar la --

ipse ST = alrededor del eje z.

_gg * g » ¥=0,
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Solucibn:

La generatriz tiene por ecuaciones:

2

2 2
] X+ g =o€ 1.8.1.a
G
z=p8 1.8.1.b
2,2, 1.8.1.c
n 16 9 . . .
y=20 1.8.1.d
Al sustituir 1.8.1.d en 1.8.1.a, obtenemos:
2 2
X = o 1.8.1.¢e
sustituimos 1.8.1.b y e en 1.8.1.c:
2 2
o 8
4 = L 1.8.1.f
16 9
que es la ecuacibn de condiciébn.
Sustituimos 1.8.1.a y b en 1.8.1f
xz+ 12 22
e T L 1.8.1.¢
Finalmente:
x2 2 32
- TR Rl G

es la ecuacibn buscada, l1a cual recibe el nombre de superficie
de revolucibn; su centro estf en (0,0,0) y tiene por semiejes a
4,4,3 paralelos a los ejes x,y,z, respectivamente.

Ejemplo 1.8.2

Hallar 1a ecuaci6n del paraboloide de revolucibén que se obtiene
al hacer girar la parfbola.

1.8.2.a
1.8.2.b

22= -3y
x=0

alrededor del eje Y.

s ecuaciones de la generatriz son:

s gomoC? Welle

¢ vy=p 1.8.2.d
1.8.2.b y ¢:

2 =of e 1.8.2.e

sustituir 1.8.2.d y e en 1.8.2.a obtenemos la ecuacién de -

ondicibn:

ot -3 1.8.2.f
eliminar ¢ y B entre 1.8.2.c, e y f:
x2+ z2= -3y
8 los ejemplos 1.8.1 y 2 observamos lo siguiente:
x2 22
Tva que gira : ooy & TpT= 1,y=0 ; Bje de giro: Eje 2;
i S ¥
30lucién: et 1t 9 - 1
a Gue gira ; 22= -3y »yx=0 ; Bje de giro: Rje ¥;

x2+ zz= -3y

ra obtener la soluci6n, basta sustituir a la variable diferen
a la del eje de giro, en la ecuacibn de la curva que gira, -
)Or mas o menos la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de
a variable y de 1a que no aparece en la ecuaci6n.

| hemos visto que podemos identificar una superficie de la cual
conoce su ecuaci6én, a través de la discusibn de €sta Gltima;
ero es muy conveniente el que las podahos reconocer, al menos
las mis usuales, por inspeccibén o anflisis de su ecuacibn.

1.45
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Consideremos la ecuacifn cufdrica
WYz

Ax2+By2+sz+ny + Byz + Pxz +Gx + Hy + Iz + J = O

general en tres variables,
1.9.0.1

Por cufdrica entenderemos a la representaci6n geométrica de -
cualquier ecuaci6én del forma 1.9.0.1 Las culdricas son la ge
neralizaci6n de las cbnicas, en tres dimensiones.

Mediante algunas apropiadas operaciones de rotaci6n y traslacibn
de ejes, la ecuaci6n 1.9.0.1 se trinsforma en una cualquiera de

las dos formas siguientes:
Kx2+Ly2+I22= N (N20)

{(r >0)

1519510,.02

Ex2+Ly2= Pz 1.9.0.3
La transformacién que mencionamos, es similar a la de Ax2+Bxy+

+Cy2+Dx+Ey=P s Que ya estudiaste en cursos antérxqrea.

Las superficies con ecuacibn tipo 1.9.0.2 tienen centro de sime
tria: el origen, por lo que se denominan Cufdricas con Centro.
Las superficies con ecuacifn tipo 1.9.0.3 no tienen centro de -
simetrfa, por 1o que se designan como Cufidricas sin Centro.

Analizaremos a continuacibn, las ecuaciones de formas 1.9.0.2 y

3%
1.9.1 Cufidricas con Centro.

De acuerdo con lo que hemos estudiado, estas superficies, cuya

ecuacibn estd dada por 1.9.0.2, ademis de tener centro de sime-
trfa, poseen tres planos de simetrfa: los planos coordenados, y
tres ejes de simetrfa: los ejes coordenados.

Este caso lo podemos reducir a dos posibilidades:
a) N=0
b) N>0O

a) N=0; aqui se nos presentan las variantes siguientes:

I) Dos de los coeficientes K,L,M son nulos, por ejemplo -

K=L=0 entonc:es:2
¥z%= 0 1.9.1.1
de donde
z=0 1.46

1.9

1.3

I) Uno de los coeficientes K,L,M es nulo, por ejemplo M=0

Ex2+Ly2= 0 1.9.1.2
cuya finica soluci6én real es:
x=0, y=0 ORI

que representa Al eje z.

nflogamente, los otros 2 casos posibles representan a los ejes
7 Y .

1) K,L,M son diferentes de cero, pero tienen el mismo signo.

2 2

Kx2+Ly +Mz"= 0 1.9.1.4

Esta ecuacifn representa al origen, pues s6lo se satisfa

ce para:
" e il b 1.9.1.5
§ [V) K,L,M diferentes de cero, pero dos de los coeficientes -
. tienen el mismo signo; por ejemplo, si K y L son positi-
vos y M negativo.

Kx2+Ly2= Mzz

1A9'CTRE
udiaremos esta superficie.

ntercepciones todas son cero,
raza xy: z=0; Kx2+Ly?=0
x=0, y=0, es el origen

aza xz: y=0; Kx2=Mz?
a solucibn es el par de rectas:

{xfi‘= Iz

y=0

1.47



Traza yz: x=0; Ly2?=Mz? \

Su soluci6én es el par de rectas.

yWi'=t W

x=0
Secciones paralelas a Xxy:
z=K
sz+LY2= Ik2

que es una familia de elipses.

Esta superficie recibe el nom-

bre de Cono Elfptico, y se mues
tra en la fig. 1.9.1

Las otras dos formas posibles -
son: i
Kx2+¥zZa Ly? A0 1.7
Ly2suz’s Rx? 1.9.1.8

que son Conos LClfpticos con eje
real sobre el eje Y y el eje x,

Fig. 191

respectivamente.

b) N>O0 En el caso general en que K,L.M son diferentes de cero,
podemos escribir la ecuacién 1.9.0.2 como:

2 2 2
EKx Ly Nz
N + N + N =1
8 + x2 + Z +Agf T 1.9.1.9
2 AT 2

a b c
esta Gltima ecuacién es la llamada forma canbnica de la ecuacifn

de las cuadréiticas con centro.
Se nos presentan los casos siguientes:

1) Dos de los coeficientes K,L,M
K=L=0, M>0
¥z = N

son nulos, por ejemplo:

entouces :

oL 1. 10

1.9

ue representa dos ‘planos paraleles al xy. Desde luego, si

no habrfa representaci6n,

se obtienen.
3 =itk ;  y=ifin

?l) Uno de los coeficientes M,L,K es nulo, por ejemplo M=0;

posibles, con lo

obtenemos:

Kx°sLy’= N 1.9.1.11
epresenta a un cilindro con generatriz paralela al eje Z,
raza elfptica si K,L > 0; de traza hiperb6lica si K,L <0 j

aza circular si K=L>0.

e luego, no es posible K,L <0 .

ogamente Kx?+Mz?aN  representa un cilindro con generatriz -
lela al eje Y, y Ly?+Mz?=aN un cilfndro con generatriz parale

eje x.

II) Si K,L,M >0, caemos en el caso del elipsoide discutido
ejemplo 1.3.10.

)s de los coeficientes son iguales y mayores que el tercero,

emplo K=L >M se tiene el elipsoide de revolucién achatado.

< M, tenemos el elipsoide de revolucién alargado.

=L=M, el elipsoide se convierte en esfera.

) Dos de los coeficientes K,L,M son positivos y el otro ne
/o, por ejemplo K,L>0, M <0, que en forma canbnica resulta

x2 2 z2
i 'ng bl 1 1.9.1.12
~otros dos casos son:
3 2 2 2
. Az__x_2+_22=1 1,980,408
[ 3 b c
3 x2 2 22
A -—2*'L2+—2=1 1.9.1.14
a b e




Discutiremos la ecuacién 1.9.1.%"; las otras dos difieren Gnica-
mente en sus posiciones con respecto a los ejes coordenados.

Las intercepciones con los ejes "x" y "y" son x=ta, y=tb respec-
tivamente.

No existen intercepciones con el eje z.

Traza xy:

2=0
xz 2

B At que es una familia de elipses.
SR

Traza xz: y=0

g
al c2
que es una hipérbola.
Traza yz: x=0 2 2
\ e o A
b c
% X
que también es una hiperbola.
Fig. 192
Secciones Paralelas al xy
z=k x2 # k2
Tl
a b c

familia de elipses, en que al aumentar |k| aumentan de tamafio --
los semiejes.

Secciones Paralelas al xz.
yi=ik
z2 k2 &

-2 -
c2 b2

familia de hipérbolas, con eje real peralelo al eje x cuando el

D-lN
NE N

segundo miembro:
k2

R
b

1.50

negativos.

el segundo miembro es nulo, se obtienen dos rectas:

ot 1oy Ry
T c
¥tk

a aniloga, las secciones paralelas al yz:
X =k
2 2 2

_15 e S H R LAy

b ez 32

a

perficie esta representada en la fig. 1.9.2 y recibe el
de Hiperboloide de una Hoja.

V) Uno de los coeficientes K,L,M es positivo y los otros

Sea por ejemplo K > 0, entonces la ecuacién

ica tiene la forma:

1.9.1.15

1.9



1.9
Las otras dos formas posibles son:
x2 2 z2
A o S ST 1.9.1.16
32 b2 c2
2 2 2
o ‘2__13,%=1 1.9.1.17
a b c
Discutiremos la ecuacifbn 1.9.1.15. Como en el caso del hiperbo-
loide de una hoja, las otras dos superficies s6lo difieren en -
sus posiciones con respecto a los ejes coordenados.
Intercepciones: x=ia
No existe intersepcién "y" y '"z" :
Traza xy: es la hipérbola: 3z=0
2 2 /
L.__%=1 / P,
2 I
a b J"/*
|
Traza xz: es la hipérbola: y=0 /A
‘\
<2 22 t
el > 4
a c /7
Traza yz: no existe
x .
Secciones paralelas a yz. X=K F'QJ'93
2 2 2
S ez ~Eu | 1
2 2 2
b c a
familia de elipses, siempre que se cumpla.
2
£ -1)o0
.2

Con estos elementos ya podemos hacer el esquema de esta superfi-
cie, tal como se muestra en la fig. 1.9.3

1.52

1.9
Cufidricas sin Centro.

ndicamos que su ecuacibn es de la forma:

D>
Ex“+Ly°= Pz ., (PD>0) 1.9.0.3

ndiendo de los valores de K y L se nos presentan varios ca--

I) X=L=0,

Pz = 0
de donde:

entonces:

19288

z =0
que representa al plano xy

L :II) Uno de los coeficientes es nulo; por ejemplo, K=0

2
Ly = Pz K T
es un cilfndro parab6lico cuyo plano de simetrfa es xz. Si

0, esta superficie se abre hacia arriba, tal como se indi-
en la fig. 1.9.4.
sde luego, si L <0, el cilin

) parab6lico se abre hacia -

I) Si X, L tienen el mismo --
0, se obtiene la superficie
recibe el nombre de Parabo-
Elfptico.

4_:_;_2 1.9.2.3
b

.Ot_ra es
2
il 1.9.2.4

. 1.53



Discutiremos la ecuacibn 1.9.2.3

Intercepciones: todas son nulas.

Traza xy: 2=0 z
2 2 IV) K,L de signo contrario; la superficie que se presenta en
Lz + -L2 =0 /—_ "g caso, es la denominada paraboloide hiperb6lico, y ya fue dis
a b

ida en 1.5

es el origen.

sos 7 Clasificacién de las Guddricas
Traza xz: y =0 e o i
e -
255 wha % 7 Con Centro : Ex’+ Ly’s Mz’= N
se obtiene una parfbola con vér y
tice en el origen y eje real so % N Coeficientes K,L,M Lugar Geométrico
bre el eje z. ?ig. 1.9.5 1} *Dos nblow Los planos coordenados
Traza yz: x =0 e 11) Uno nulo Los e jes coordenados
2 b2 III) Todos mismo signo El origen de coordenados
= b2
{ IV) Dos con mismo signo Bl cono eliptico
érti i-
PIESPRLE] S Re T o e% T\ I) Dos nulos Dos planos paralelos a
gen y eje real sobre el eje z.
Secciones Paralelas al xy: 8 BoaNdgREaRRE
X A II) Uno nulo Cilindros paralelos a
z=k ; L?. 3 _73 1y >0 los ejes coordenados.
a b III) Todos positivos. ~ El elipsoide.
familia de elipses. IV) Dos poeibdivos,.el El hAiperboloide de una
Secciones Paralelas al yz: otro negativo hoja.
i 2 V) Uno positivo, los El hiperboloide de dos
X
x=k 3 y=b(z = 5 ) ' otros dos negativos hojas.
a i
2 2
fimilia |dé payabgiae. R Sin centro: Ex + Ly = Pz, (PD>O0O)
y k.
Secciones Paralelas al xz: Coeficientes K,L Lugar Geométrico
2
y=k 3 x2= a?u, . ....1..‘.:?. ) ! I) Los dos nulos. Bl plano xy .
b II) Uno nulo Bl cilindro parabdlico
familia de parébolas. - III) Mismo signo Bl paraboloide elfptico
'IV) Signo distinto El paraboloide hiperbélico

1.54
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CAPITULO DOS B

2.1 LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES ESCALARES DE VARIABLE VEC

TORIAL.

2.1.1t Entornos y Regiones

Por lo que hemos visto en el tema anterior, una funcibén escalar-
con variable vectorial estd definida en un conjunto de puntos --
del plano o del espacio n-dimensional; asf mismo al analizar su
continuidad lo haremos en dichos espacios, por lo que es preciso
definir los siguientes conceptos:

2.1.1.1 Entornos

Definici6én 2.1.1
Un conjunto de puntos (x,y) que cumple las desigualdades

IX=Xoled, [y-YoJad” con &>0

se denomina entorno rectangular de lado "28" del punto (xo,yo).

En este entorno queda inclufda la posibilidad de que X=X, Y%V,
(Fig. 2.1.1.a)

Definicibn 2.1.2
Al conjunto de puntos (x,y) que cumple las desigualdades
0<|x-Xoled , 0<]y-Yol<d

se les denomina entorno reducido del punto (xo, yo).

Algunos autores le denominan también entorno o vecindad agujerea
da o exceptuada, ya que el propio punto (xo, yo) queda exceptua-
~ do del entorno (Fig. 2.1.1.b)

Definicibén 2.1.3
El conjunto de puntos (x,y) que cumplen la desigualdad

2 2 2
(x-Xa)"+ (y-y)< d
es un entorno circular de radio "§" del punto (xo, yo) Fig.(?.l.l.c).
un entorno circular reducido de (xo yo) serf
»

.

0< (x=XJ+ (y-yo)'e 4 2

2.1
i !

ilmente puede generalizarse este concepto a 3 dimensiones, en
ide los entornos serdn prismas o esferas, o a 'n' dimensiones-

donde el concepto se vuelve meramente Matemitico.

1} il
¢ RPIX.Y,) |
.
§ )
l 1

—8 ——8 —
ENTORNO RECTANGULAR

g
NTORNO RECTANGULAR

ENTORNO CIRCULAR

oe Px.y) reovcino o€ P(X,Y,) ve PIX,Y,)

fig 21 2.11.b 21c

efinici6n 2.1.4

'conjunto de puntos (x;, X2, ..., xn) cE! que cumplen la de

igualdad
1

| IXi-Xile d, ¥ (d50) ; (ierz, )

denomina entorno del punto Po(x?, xg,.....,xg)cﬁn.
I o
sv 0dlxi-Xx¢|<d ¥y

lentorno se dice que es reducido.

"

JV
J
>

inici6én 2.1.5

IR 3
‘conjunto de puntos (Xi, Xz, ...., xn) cE" que cumplen la de-

Pg‘lda'd ét (Xi_xto)z< J-z

AN
lenomina entorno esférico de radio & del punto Po(x?, x?,....,
B n

REE ",

N 2
o
'f- é(x'\-Xi) <J, se dice que se trata de un entorno --

i y
rico reducido.

.'.




2.1.1.2 Regiones

Recordemos el ejemplo 1.1.2 en que calculamos el dominio de la -
funci6én ¢7-x*-y? , El dominio era el conjunto de puntos que cum
plen: x?+y? < 1. Podemos describir este conjunto por comprensifn
como sigue:

D={(x,g) |X*+¥<1l ;5 x,y¢€ R}

donde R'es el conjunto de los nGmeros reales. Fig. 2.1.2. Po--
drfamos también definir un conjunto E que representard solamente
los puntos que estdn dentro del cfrculo y no en su perimetro, o

E={, 9|5 +y<t; X,4€R]

cuyo esquema mostramos en la Fig. 2.1.3 .

Definici6n 2.1.6

Un punto que pertenece a un conjunto D se denomina punto interior,
si tiene un entorno reducido cuyos puntos pertenecen todos a ese
conjunto.

Un punto que no pertenece a ese conjunto, se denomina punto exteg
IXior si tiene un entorno reducido en el cual ninguno de sus pun-
tos pertenece al conjunto.

Un punto que pertenece o no a un conjunto se denomina punte fron
lera si en todo entorno reducido que lo contiene existen puntos
que pertenecen al conjunto y puntos que no le pertenecen.

1.3

Definici6n 2.1.7

Llamamos conjuntos cerrados_a los que estin formados por puntos-
frontera e interiores (Fig. 2.1.2) y a los conjuntos que contie-
nen exclusivamente puntos interiores,los denominaremos conjuntos
abiertos (Fig. 2.1.3).

Definici6bn 2.1.8

Si dos puntos cualesquiera de un conjunto de puntos,pueden ser -
unidos mediante una linea recta, cuyos puntos pertenecen todos -
al conjunto, decimos que es un conjunto convexo o Simpleamente --
conexo (Fig. 2.1.4),

Si la uni6n de dos puntos cualesquiera,la logramos solamente me
diante un arco de longitud finita, cuyos puntos pertenecen todos

al conjunto,decimos que es un conjunto conexo (Fig. 2.1.6).

ONJUNTO CONVEXO

fig. 2.1.4

2.1

Definici6bn 2.1.9

W

conexo de puntos, abiertos

S
AR

D

o cerrados.

Regibn es un conjunto -

NN

N\

Q\\\\\\

CONJUNTO CONMEXO

fig. 215

CONJUNTD wnO COMEXQ
Ejemplo 2.1.1 tig 2.1.6

Representar grédficamente,en el plano cartesiano,el conjunto cerra
do de puntos limitado por las rectas x=a, x=b, y=c, y=d, y defi

nirlo por comprensibén. (a<b,c<d).

Solucibn:

Todo punto que pertenece a R debe tener su abscisa mayor o cuando
menos igual que x=a; escribimos:

(2.1.1.a)

x >a

Esto nos darfa todos los puntos del plano a la derecha de la rec
ta x=a (Fig. 2.1.7). Limitemos ahora el conjunto por la derecha.
Vemos que las abscisas de los puntos de R son menores o cuando -
mds iguales que x=b: Esto define el conjunto
de puntos del plano a la izquierda de x=b (Fig. 2.1.8).

1.4

escribimos x<b .



2.1

Si obtenemos la interseccién de los conjuntos:
A:{(‘x.u)/x P a} Y B:{(x,g)/xsb}¢,1.1.b)

tendremos:

ANB ={(x,y)/x2a 4 X<b) o sea

Anbs{(x,s)/asxsb} ¢.1.1.c)
4 . Y ?’%/
A 437 BY
/ 2
x=al, g 7 s x=bh

fig. 217 tig. 218
Vemos que ahora hemos limitado el plano cartesiano a una banda ~
de ancho b-a paralela al eje y (Fig. 2.1.9), %nemos entonces que
limitar superior e inferiormente para obtener la regién deseada,

El limite :nferior de las --
ordenadas :¢rd y=c y todos --
los puntos de la Tegifn tienen
ordenada.

yxc ;{0 fyac) @ard)

Asf mismo, us ¥ de la regidn-
deben ser ‘&d .

g D={0.4)/y <d)} (21.1.€)
y Al intersectar }os conjuntos C y D obter.nenos:’ L
ysd cnD (K,‘j)/(é 9 sd},a({régias')e.di?a serf la inter

seccién de los conjuntos AMMB ¥
cNB, o sex :

R=(A0E) N(cnD (24 14)

R :{(x, n/acxe b} n {(X ’3)/
/c &‘,j&D} (2119

R={(x9) /ac x<b, c <y<d}

s importante

Bl *

|

2.

(2.1.1.h)

Tepresenta la regién pedida,

Una regi6n queda definida cuan
do, dado un punto, se puede sa
ber si pertenece o no a ella;
por ejenplo,el conjunto
{(%9)/acxeb)
no define una regién. Si qui
siéramos significar que el va
lor dey" no tiene importan--
cia (es decir, queremos defi-
= nir la regibn abierta de la -
Fig, 2.1.9. debemos de todos
modos escribir:

fig. 2.1.11

R{(x,g)/gsxs b; ..ao<u<.°]

bien R{(X,y)/asXx<b ;,,E.TR}

o
esulta decidirsi una expresifn matemitica define-

almente a la regibn que nosotros queremos definir; por ejemplo,

iy

la expresibn:
{(X,H)/xw} . (&1.4.
no define la regi6n abierta -
"R'" de la (Fig.2.1.12) ya que
si bien el punto PeR cumple -
con (2.1.1.i), el punto QQ/R
Una expre

>~

y )
.

también la cumple.
si6n correcta serla:

R{(x,g)/xwa ) Y >o].

emos que una expresién define a la regién que queremos definir,
s6lo si es satisfecha por todo punto que pertenece a ella y
O por éstos.

X

' % W

fig. 2112




i 2.1
2.1 f‘tas que sustitufdas en la ecuacibn 2.1.2.a.nos proporciona la --

2.1.2 Uioites tercera ecuaci6n paramétrica de la curva ABC

Comc recordamos nuestro curso de Cflculo piferencial e Integral(C.p ; ({')_ y_ 2-* ( -1 (2 1.2 c)
los conceptos de 1imite v continuidad estin intimamente ligados: ' - o
P2der determinar la continuidad de una funcién de dos o mis varia.

bles independientes, debemos definir ahora la forma de determi-- - : 3 i
nar el lfmite de una funci6n de dos variables fndependientes. __gue es funci6n de una sola variable independiente. Calculemos -
el lfmite de ésta cuando t-#2 (para x=2, t=2; comprobacién pa

Ejemplo 2.1.2. II ra y=1, t=2)

2 2
Determinar el 1{mite de 1a funcidn F(¥ y}=¢ - X + X .34 1
§ Ty T : ) 2 e
al aproximarse el punto P(x,y) a Q(2,Y) En este caso F(x,y) - /tn! ({): ,,'m {‘l]" /(ﬂ! [*/f} +£'ll[{/’y+£r'm [%{)‘]
representa la cota de un punto que pertenece a la superficie di t_. {...2 -2 {-'2 {+2 vy

bujada en la Fig. 2.1.13.a.yY cuya proyeccifn en el plano es el - ..
punte P(x,y) . ' ecuacion (2.1. Ld).

L 20000

y calculando los limites como lo hicimos en C.D.I.

(2.1.2.0) J . 1) _ 34
. 622[’(4)~9--§-+%_.§.__’L_ 3.825 (2.1.2.¢)

Sin embargo €sta no es la Ginica manera de aproximarnos al punto Q;
podrfamos haberlo hecho desde otro punto cualquiera por otra tra
Iyectoria propuesta o bien desde el mismo punto y sobre distinta
,t‘rayectoria. Veamos dos posibilidades m&s para este problema. -
Fig. 2.1.13.b),Consideremos el punto P'(0,0) a partir del cual-
,)_\ﬁs aproximaremos al punto Q, siguiendo la recta que une Py Q
‘que tiene por ecuacibn cartesiana y=1/2x, o bien ecuaciones pg

3 3 .
x Lo que se quiere es eatonces: limF(x,y) ; ramétricas:
e y x=t y=1/2¢t @.1.2.£)
El punto P(x,y) es un punto cuvalquiera, asf que para aproximar-- i
nos al punto en cuestifn, supongamos que lo hacemos desde el pun bstituyendo las ecuaciones (1.2.2.f) en (1.2.2.a) complementa-
LY P
to P’(4.3) siguiendo la recta y=x-1 que une Q con P' en el pla )s las ecuaciones paramétricas de la curva:
no x,y. Esta trayectoria se refleja en la superficie segén la - A a2 2
curva de la figura 2.1.13.a. Las ecuaciones paramétricas de 1la /(é): 7- .%_ f%...j_. 2.1.2 )
trayectoria en el plano propuesto son: 32 ( o 1-c-8
T , (2'1'2'1’) hora tomemos el 1imite cuando t-—2
yst-
n.7 A'll. f(H: y.._‘ﬁ.f._'?-__._.l: y-L: 31_1agss (2.1.2.h)
t -2 s F 4 32 4 T
I
"
1.8
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el resultado obtenido en (2.1.2.h)es igual al de(Z.l.Z.e.). Probe-
mOs otro camino, partamos ahora del punto P"(0,0) hacia Q2518 -
siguiendo 1la parfbola x = 2y? en el Plano x,y Cuyas ecuaciones -
paramétricas son x=2t?; y=t (Z.I.Z.i)

las cuales al ser Sustituidas en (2.1.2.3) definen:
£4 2 2
S 9ERC I bl &
¢4t W Sl Al
€N este caso t -l Para x=2, y=1i

£r j )= b-F+4-L-3.05

(2.1.2.3)

(@.1.2.)

Como vimos,por los tres caminos elegidos al azar, el resultado -
obtenido fue” el mismo, lo cual nos permite suponer que el limite

de 1la funcién, cuando P(x.y)-.Q(x.y) es 31/8, o bien escribiéndo
lo algebriicamente.

P 1
- e 4L W P RTRCA P TR
(:fs’r'}-‘(z,r)w Fryr )7 a2}

La suposici6n anterior se basa en 1a condicién necesaria y sufi-
ciente para 1la existencia del 1fmite vista en C.D.I.,que reque - -
ria la igualdad de los 1fmites a derecha e izquierda para 1a exis
tencia del 1fmite, Generalizaremos esto a funciones de dos varig
bles diciendo que para que exista el 1fmite de f(x,y) cuando --
(x,y) — (a,b) es necesario y suficiente que el 1fmite sea el mis
mo sin importar el camino seguido para llegar a (a,b).

Como corolario diremos que si al tender (x,y) a (a,b) por distin
tos caminos, en algunos obtenemos un valor L, para el limite, y
€n otros un valor diferente Lz, el 1limite no existe,

mos a dos variables.

Sea f(x,y) definida en un entorno rectangular reducido de lado -
2 » de (xo, Yo)-

1.9

inicién 2.1.10
i dice que L es el lfmite de f(x,y) cuando XX5 ¥ Y—wYos 1o
1

' se escribe:

lim

X+xo f(x,y) =L 2

Y<Yo

‘para todo nGimero positivo ¢ se puede hacer corresponder un §
bién positivo (que depende de ¢ y de (x0, yo) en general)tal-
Se cumplen las desigualdades siguientes:

[F(x,y)-L)<&
fempre que: [/ x_x. /¢ of 5 /9- % )<d

”‘amos que € es la magnitud de la aproximacibn que se requiere-
al limite de 1la funcién, la cual podemos fijar de antemano, en--

/10 y)-1 /< &

circunscribe a un intervalo de amplitud 2¢ en el recorrido -
la funci6n (eje Z); esto se representa gréficamente por dos -
lcnos paralelos al plano (x,y) uno de ecuaciébn Z =L+¢ y otro
11,-: (Fig. 2.1.14)
T'vez fijado 1o anterior, existir4 el lfmite cuando sea posi--
definir la magnitud de "§" que representa la mitad del lado
Un entorno rectangular en el dominio de la funcién en el que
cumple que para todo punto interior a €1, su imagen en la su-
D incie Se encuentra entre los planos descritos,

|

T
;ﬂf;filﬂ

Z=L-E

L

fig 2114




Hemos hablado ya de la propiedad de unicidad de los lfmites de -
funciones escalares de variable vectorial, como una generaliza-
ci6én de la propiedad correspondiente a funciones escalares de va

riable escalar. Las demds propiedades son también una generali-

zacién de las que estudiaste en C.D.1. y se demuestran de manera
similar. (Ver apéndice 2.1)

Ejemplo 2.1.3

Demostrar que ﬁm
X2
It

Por definici6én debemos demostrar que el cumplimiento de:
a 2
/yﬁ_x_,,.z_-_r_,.ﬂ/
e Ty g P <g
implica necesariamente la existencia de un nGmero
fa{ gue /X—Z/‘.J’
[y-1/<d

Operemos con la expresifén 2.1.3.a; primeramente multipliquemos,-

(2‘1.3.3)

d>o0

ambos miembros por 8 para simplificar la expresi6n.
/3.2-):%27:-31-3//«4 &
[1-x*+3Ax -y2/ < e&
[1-(x2-2x +1)+ 1- 4 /< #¢

] 2 - (x-1)'- y /< PE

Multipliquemos, dentro del signo de valor absoluto, por (-1). Na
turalmente, la expresién no se altera.

/(-0 +y2-2/< P §
Ahora 2
-¢& < (x-1)*+92-2<e¢
2-¢% < (x~1) '+ y?c 2 + ¢

1.1

2.

La expresién 2.1.3.b nos defi
ne la regi6n mostrada en la -
figura 2.1.15, comprendida -
entre las circunferencias con
céntricas en (1,0) y con ra--
dios respectivamente iguales-
a vZ+8¢, /7-8¢ : es decir,
todos los puntos de esa regién
cumplen con 2,1,3.b, por con-

x siguiente, con 2.1.3.a.Note--
mos también que la circunfe--
rencia de radio /7 pasa por
el punto (2,1). Ahora, siempre
podremos trazar un circulo con

;53- 2.1.15 centro en (2.1) y tangente a

la circunferencia exterior --

distancia de la circunferencia punteada a la exterior, siem-
e serf menor que su distancia a la circunferencia interior. -
ot qué? ), Todos los puntos interiores de este cfrculo queda--
n dentro de la regién definida por 2.1.3.b y cumplirén 2.1.3.a.

uego, el cumplimiento de 2.7.3.a, garantiza el cumplimiento de:

(x-2)*+ (y-D'< (VIFre: —v)*
(z-2)'< (Vz7dg —vT)*
(y-H'< (Vazeg ~vz)?

[ x-2) < Vzzgp -V
[y-1] <Nz27s5 -V

L=ViFrg -V >0

mplo 2.1.4

- .
rminar el limite de f(x,y) = ~§7¢¥, cuando(x,y)—e (0,0), 6

(Q£.2)

. 2 .2

ienm X"~y
X=0 x24'32
Y-+ 0

2.1

|
|

|

, gue siempre exsste, :



12 2.1

‘;gales, pero su igualdad no garantiza la existencia del 1L
oble.

Podemos proceder como en el ejemplo 2.1.2 partiendo de un punto-
cualquiera (x,y) y aproximindonos a (0,0) por la recta de ecua-
ci6n y=mx que pasa por ambos puntos; substituyendo ysmx en - -

t 5 - R
o o e onclusi6én, podrfamos resaltar que para que el limite exista

W P i 4

){,(x)':"!"z—m'—f'— b S ilis | sole /“‘"’"" oe . ebe ser Gnico; la forma de determinar la existencia seré -
l .

¥ o e larlo por alguno de los métodos propuestos e incluso, en ca

duda, verificarlo haciendo uso de la definici6n.

lm f(x) 2l Xoom®xr L Xl m) _ f-m?
X—0 x+0 Xrmixt Ty 0 X2 (1#mY) T 4 m?

Como podemos observar, el 1imite depende de la recta que usemos- .
para aproximarnos al punto, asf que el 1fmite no serd Gnico en -

nzaremos por tratar de enteder el concepto de continuidad
nos sugiere el término continuo?; ese término lo usamos pa
calificar algo que no tiene cortes ni saltos, que, en pocas -

ras, tiene una secuencia ininterrumpida. En esta misma for
la usaremos para calificar a las funciones de varias variables
‘»endientes, y diremos que por ejemplo una funcibn de dos va-
bles independientes I=f(x,y) que representa una superficie,

continua en una regibn, si no presenta interrupciones en su -

este caso, por lo que decimos que no existe.

Otra manera de resolver el problema serfa calculando el limite-
de f(x,y) como si solamente fuera funci6én de "x" cuando x-0, y
después calcular el 1limite cuando y-» 0, del resultado del limite

anterior, o sea:

In [l et e b [H]:bn 2fa).

ologfa sobre esa regi6én. Fig. 2.1.16,

b)

o bien comenzando con f(x,y) como si s6lamente fuera funci6n de
“y", luego calcular el limite de ese resultado cuando x—0, que

tig. 2.1.16

resulta ser:

) TRNE s il ALY [ Wil AP -
b (e eh P e -

A el o

Como observamos, los resultadqes son distintos, lo que confirma -
que el 1limite no existe.

A esta Gltima forma de evaluar el 1imite de una funci6bn de dos -
variables independientes se le conoce con el nombre de limite --
reiterado. Es condicibn necesaria para la existencia del limite
doble 1lim f(x,y) que los limites reiterados.

“La suremricie Qles conTiNua en TANTO auk D) woip Es.
le necesitamos ahora es un criterio para definir cuando una

X -9 Xo

Y —=Yo *16n es continua o no lo es.
J‘-“ [/r'm f(x’y)] 'y d’m [A’m /(I,y amos comenzar por definir la continuidad en un punto.
P & Y- 4. Y-4" xA+x,

1.4



2.1
Recordando nuestros antecedentes sabemos que para que una funcién

de una variable independiente sea continua €n un punto, debe satis
facer 3 condiciones: .

a) La existencia del limite en el punto en cuestifn.
b) La existencia de 1a funci6n en el punto mismo.
c) La igualdad entre el valor de la funci6n y el limite.

Es fécil entonces hacer 1la generalizaci6n para obtener la defini
ci6n de continuidad.

Definicién 2.1.11.

Sea f(T) en un entorno rectangular "¢" de T,

Se dice que f(F)
es continua en T,

Si se satisfacen las siguientes condiciones:

1) lim £(T)=L, o _sea, que el 1fmite doble existe.
(x,y)—(x0,Y0)

2) Que exista f£(T,); o sea, f (To) debe estar definida.

3) Que f(To)=L; o sea, que el 1fmite y el valor de la funcién
en el punto sean iguales.

Si deja de cumplirse alguna de las condiciones anteriores la fun
cibn es discontinua en el punto.

Definici6n 2.1.12.

Una funci6n se dice continua en una regi6én R EM
en todo punto de R.

si es continua

Ejemplo 2.1.5.

Analizar si f(x,y)'—%%%— es continua en x=0, y=0.

Solucién:

f(0,0) no est4 definida =) 1a funcibn es discontinua en (0,0).
Ejemplo 2.1.6.

Investigar si f(x.y)-JS-x’-y’ €s continua en (1,2).

1t.as

£(1,2)=0; 1la funcibn existe.
Ahora veamos si existe el 1imi
te: para que exista, ya sabe-
mos, debe existir un entorno-
de lado 26 tal que, para --
cualquier punto de €1, por -
ejemplo "Q" se cumple:

' /f(Q)‘L /<€ _______ (2.1.5.2)

+ O3 + 0a +

fig. 2.1.17

'Jﬂik entonces la funci6n no existe en la parte sombr?ada del-
‘;Hno de Q; 1la relaci6n(2.l.5.a)no se cumple y el limite no --
te,=)la funcibn es discontinua en (1,2)

'Iforma de definir la continuidad es en términos de 8§ y €. En
to, consideremos la funci6én del ejemplo 2.3.2 de la cual ya

mostramos que:
Ao Plx,9) = 371 = 3/ 825
(7(: £l4)"' (;21,) :

r otra parte, f(2,1) = 3.875 =?f(x,y) es continua en (2,1).

a consideremos el punto (2.2, 1.1):

f(2.2, 1.1)=3.765; 3.875 - 3.765=0.11

punto (2.1, 1.1):

£(2.1, 1.1)=3.8225; 3.875-3.8225=0.0525<0.11

neral, podemos demostrar que la diferencia entre f(2,1) y -

-;alor de la funci6n en otro punto puede hacerse tan pequefia -
i En efec

0 se quiera, con tal de aproximar ese punto a (2,1).

¥ pongamos que queremos hacer esa diferencia menor que €:

/3.875 - f(x,y)/< €

:sdmo 3.875 = lim f(x,y):

') (x,y)-»(2,1) i
y)-3.875/=/3.875-f(x,y)/<e cuando /x-2/</7+Be -

ly-1/</T+8c = /T

1 1.6

2.



Asf, si fijamos €=0.01, ¢Z+8¢ - /7 = 0.028; 1.972<x < 2.028

0.972<y < 1.028
entonces podemos hacer x=2.02, y=0.99

£(2.02, 0.99) = 3.872; 3.875 - 3.872 = 0.003< 0.01

Como no hemos perdido generalidad en el razonamiento anterior, -
podemos afirmar que si una funci6n f(T) es continua, entonces:

lim

Tt ﬁﬁo] » f@]' Prvie S 1 Lo it i)
1si y3x/2

La funcibn f(x,y) =
2si y <x/2 (Fig. 2.1.18)

es discontinua en el punto (2,1).
existe el 1fmite. En este caso, si nos acercamos a (2.1) por la

derecha de la recta y = -é— » No importa cuanto nos acerquemos,
nunca podremos lograr que {f(2,1) - f(x,y)|< 1.

En efecto, f(2,1)=1; pero no-

2 y
y=x/2
1"-"-"" S il -~
7N\
y<x/2
y 2 ¥

b)
y=x/2 q) fig 2.1.18

Esto nos hace suponer que s6lo las funciones continuas cumplen -

con la condici6n (2.1.3.1). En efecto, si f(r) es tal que:

lim [f(r‘o) - fca]- 0

?-oro

lim (G

podemos afinmar que:
" r-.r

ro)’h%f(') =0

0 bien:

£( —1im £(7)

-
T ro

.17

- 2.2 DERIVADAS PARCIALES

1 Célculo Diferencial naci6 debido al interés de Leibnitz por -
encontrar una expresi6én general que definiese la ecuacifn de 1a
~ tangente a una curva, representaci6n geométrica de una funcifn -
. ﬁgcalar de variable escalar.

Si consideramos ahora una funci6n escalar de variable vectorial
B c E?,
_tendremos interéfs por sus tangentes; pero una superficie no tie-

cuya representacibn geométrica es una superficie, --

e tangente Gnica en un punto, sino un sinfin de ellas que, unidas
‘odas definen un Gnico plano tangente.Vamos a tratar entonces de

~encontrar la ecuacifn del plano tangente a una superficie en un-
‘”'punto.

T=2x2+y?
Queremos hallar la ecuacién del plano tangente a esa superficie
el punto. (Fig. 2.2.1)

~ Sea el paraboloide elfptico y sea el punto P(1,2,6). -

‘Para encontrar la ecuaci6n de un plano, debemos conocer el vec--

‘ or normal a €1 y un punto. El punto ya lo conocemos; al vector

i3] ornal lo podemos conocer si hacemos el producto vectorial de dos
ctores del plano, es decir, de dos vectores tangentes a la su-

ficie.

mos un sinffn de vectores tangentes, ya lo dijimos; la cues-
] n es escoger aquéﬁlos que mis fécilmente podamos conocer sus

rdenadas.

11.18
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2.2
Cada vector tangente a la su-
perficie, lo es a una curva -
que resulta de intersectar a
la superficie con un plano --
vertical que pasa por el pun-
to (Fig. 2.2.2.), Si escoge--
mos el plano intersector y=2,

tendremos dos ventajas: por -
un lado, el vector tangente a
la curva de interseccifn serd
perpendicular al eje "y" y s6

lo tendri dos componentes dis
tintas de cero; por otro la

do, las ecuaciones de dicha -
curva nos quedan (Fig. 2.2.3)
Z = 2x1+4
YRS
con lo que podremos calcular-
la direccifn del vector tangen
te como aprendimos en C.D.I.

En efecto l1a figura 2.2.S5 nos

muestra la curva de intersec-
ci6én. La pendiente del vector
tangente, definida como la --

tangente del &ngulo que forma
con la direccién positiva del
eje "x"; sera:
Ry A%y =
Como no nos interesa el m6édulc—

de ese vector, sino s6lo su -
direcci6bn, podemos decir que

sus componentes son:

(1,0,4)
Por razones anflogas, para ob
tener el otro de los vectores
tangentes, nos conviene tomar
el plano x=1, con lo que la -

ecuaci6n de la curva de inter
seccibn es:

11.19




(Figs. 2.2.4 y 2.2.6)

z = y2s+2

X =1
Yy la pendiente del vector tangente, definida ahora como la tan--
gente del &ngulo que forma con la direccién positiva del eje "y"

vale: %
.2 - zy/y_z' 4

f z por lo que las componentes del
1 | vector buscado son:

! 0, 1, 4)

Asf, el vector normal al pla-
no tangente es:

1yt (4, 4, -1)
y la ecuaci6én del plano tangen
te:
4x + 4y - z =6
PP ELMRASEIRERE R SUSIRLIRRRe s
fig. 2.2.6

Bien;hemos resuelto el problema planteado y aparentemente s6lo -
hemos utilizado conceptos ya conocidos de cursos anteriores; sin
embargo, hemos derivado dos veces, cada vez con respecto a dis--
tinta variable; pero antes de derivar, en ambos casos hicimos --
previamente constante a la otra variable. Cuando se tiene una -
funci6én real de varias variables, y se deriva con respecto a una
de ellas, manteniendo a los demfs como constantes, se dice que -
se obtiene una DERIVADA PARCIAL.

Si zef(x,y), la derivada parcial de "Z'" con respecto a AX",iTse" =
anota: P Y )

Ix ? Eﬁ% s 2y ;‘;X
Andlogamente, la parcial de "Z" con respecto a "Y'":

o2 d
i 0% 3%;23:)(’3

Asf, en nuestro problema podemos escribir:
m =2 /_
ot Ki— i ({vas‘)

92
"!;:E -_-Zi (!_,-2, ‘)
P i.21

2.2

r otra parte, aprendimos en C.D.I. que la aplicacién de la de-
ivada a la Geometrfa es muy importante; pero no es la finica apli
aci6n que le podemos dar a ese concepto matemftico. Aprendimos
ambién que una derivada valGa la rapidez de crecimiento de cual
uier funcién y que conceptos ffsicos tan importantes como la ve

ocidad, se definen a través de derivadas.

sf también, las derivadas parciales tendrin mGltiples aplicacio
es tanto en la Geometrfa, como en la Ffsica y en la Matemitica

ura; mis afin, sus aplicaciones no se limitan a un determinado-
finero de variables; por ello es conveniente definir de una mane
a formal y general este concepto:

ea una funci6n real de variable vectorial u=f(x) donde Xe¢ E" -

S un vector cuyas componentes son (Xj;, X2, «..00. 3 xn).

Si damos un incremento a una variable cualquiera "x;', mantenien
do constantes a las demis, la funci6n se incrementari como sigue:

Lt :/’ (& TN ,x.:fo;,.....,x,.)

L B Py g R # By X)) (%, X%y oy X

W
]

5£'Si se divide la ecuaci6n entre "AX."
‘ dls f(x,, o X(+Ax;,...,X,J-,ﬂ(x,,&,..., x;,....,x,‘)

4
E ax: Ax:

. Ahora tomemos 1fmites cuando Ax; — o:

i Jll A o 4‘". ;,(K-, x,,,---,YE+JX¢',....2&)—/(X',x_-,_i...,n',-—,\'q)
‘ 7 o o Y
g- i ki g S X'Y))

Definici6n 2.2.1. Si el 1imite de la expresi6én (2.2.0.1) existe,

se dice que la funci6n u=f(x) es derivable con respecto a la va-

| riable "X;"y al 1fmite se le 1lama "DERIVADA PARCIAL DE LA FUN-

CION CON RESPECTO A X"

11.22



2.2

En esta definici6n se repiten los cuatro pasos que estudiaste en
C.D.I. para la derivada ordinaria; por lo mismo, las f6rmulas de
derivacién que ya conoces son vflidas si tratas a las demfs va--
riables como constantes; si las condiciones del problema lo per
miten, puedes darles sus valores numéricos, como hicimos en el -
ejemplo que nos sirvi6é de introduccién. Un método alternativo -
P 3x 30 L 3 (4)- #x o0
x T qIx 3 x

%—E‘A = V(‘) =4

Ejemplo 2.2.1., Calcular las derivadas parciales, con respecto a
las dos variables de la funcién: w = e 2 4 X sen 7X_

S« . yle* L = X
= J + 4 cos y + sen g

3

du x ex’ e L¥ 4 X x cos X_
3y = q + + (— T:) g
Ejemplo 2.2.2. En una fébrica de bobinas*se ha recibido un pedi
do para fabricar bobinas para electroimanes que ser&n utilizadas
para construir timbres. Las bobinas deberfin tener las siguientes

especificaciones: @
T
aos w10 Wb/Am |

,'ST: 39.47% x/0"3 Aenrios

2 4y *lar

[1 £3
A~ n=10 esriras/cm
ar
/. 3 cm,
r= 4dem. INTERRUPTOR
nsa 403 upfms/em,
A~ FUENTE OF
| L ALIMENTACION ]
U
fig. 2.2.6

Una bobina es un arrollamiento de hilo conductor que recorrido -
por una corriente eléctrica, induce en el medio circundante un -
efecto magnético. En el caso de bobinas de electroimfn, el --
efecto magnético suministra una fuerza de atracci6n de aproxima-
damente de 23.6 X 10-3 Newton sobre un vistago m6vil para el ca-
S0 que estamos analizando.

11.23

.tancia en este tipo de bobinas estd dada por la fun--

[ z Oclta'. en Jnu'o.l

.En"/')tr‘ en J-ch .

.ﬁé- somos los ingenieros que vamos a controlar la ca-
as bobinas nos harfamos la siguiente pregunta:

¢as las especificaciones debemos cuidar mfs para que
, sos de fabricacibn se mantenga m&s pr6xima a los --
establecidos?

_entonces la variacién de la inductancia debido a un

salores de disefio dadas,tenemos:

_ b3 2
34 = Yaxr0* ("’1) 7((/0"

" w /0°%
4

m

T,

7 Pafa.

e Jisenol

2 (7?( x /0") (_:%;)1(3 x/o-‘) x (10°')=

= 23, 68 x/0°* Aenvjos

m
ariable que mayor variacién produce a la inductan-
10 de las bobinas, as{ que esa es la que requiere -
4. Con esto hemos resuelto el problema.

"

.24

a entre la inductancia de disefio y la obtenida median

2.2

= '5/’.'"‘0 0 ndmero ol
vuelfas por cm,
(cte. en eofe ejemp

r 7-’ e.ﬂla‘n. ea cm,

“fo esld en weders
etho

amp, —~m

Aa ra./on,g

4)

Y «r webes ahenrio—amper
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Ejemplo 2.2.3

En hidrdulica se define el"radio hidrfulico" de un conducto por-
el que circula un fluido, como el cociente R-%} en donde "A"
es el frea de la seccibn transversal que lleva fluido y "P" es -
el perfmetro de la seccibn en contacto con el fluido, llamado --
"perimetro mojado". A=bt,
P=Db+2t.

Para el canal de la fig. 1.3.2:

32 , IR )
Calcular i vy ¢ 37 cuando b=6 m, t=2 m. y decir respecto a

cual de las variables es mis sensible el radio hidréulico.

Soluci6n:
Si sustituimos A y P por sus valores en funci6én de b y t:
R = Dt
b+7t

Al derivar respecto a b, tenemos la derivada de un cociente:

3R _ (b+28)f-44(1) _ gts2¢t 4t 242
bY) (6+2t)? T o(ér2t)r T (b4 2€)%

para b=6, t=2

E-EE]// = -_éi. — _Jf_ - 0.0°¢
55 fo,0) = (ertyt = o "

Si se deriva ahora respecto a "t", manteniendo "b" constante:

AR _ (b+28) 8- 64(2) _ 82424¢-24¢ . 462
ot (6+26)* 7 (b+28)T 7 (b+24)?

IR | _ 36 - _Jé -
€ | (6P " 700 - b

La mayor derivaci6n del radio hidrfulico

se tiene al variar-
el radiante "t".

.25

2.3

Las unidades de R son metros,
lo mismo que las de b y t,por

tanto las unidades o ¢_)_1_?_ o oR
PY] FX<

son m/m,0 bien, cm/cm, mm/mm,
etc.

RN

PP g 2277777777
' b

fig.2.3.2

—

- APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA DERIVADA PARCIAL.

. Normal a wa superficie.

0 en el problema inicial, halla una f6rmula general para las
nentes de un vector normal a una superficie, de ecuacién -
,Y), en el punto (xo, yo). Cuando la hayas encontrado veri

la con el problema resuelto.

. Ecuaci6n del plano tangente.

; normal a la superficie del inciso anterior, plantea la -
i6n general del plano tangente a esa superficie, en el pun
(X5, Yo)-

fica 1a ecuaci6n del plano tangente para el problema que re-
oS .

~ Angulo entre dos superficies.

ecordaris, el Sngulo entre dos planos,es el fingulo entre -
Ctores normales. Definimos &ngulo entre dos superficies,
rto punto de su curva de intersecci6n,al fngulo entre sus
ivos planos normales, en ese punto.

11.26
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2.3

Dadas 1las superficies de ecuaciones:

= f(ng)
Z=g8(x,y)

Deduce una expresifn para determinar el &ngulo entre ellas, en -
el punto Po(xp, Yo), Y aplicalo al cllculo del &ngulo entre 1las

superficies.

--Zx"s‘ng!’x—y 42
x2_ JytregraAx-{

N
]

en P(1,1).

2.3.4 Recta tangente a la Intersecci6bn de Dos Superficies.

La recta tangente a la curva interseccibn entre dos superficies,
tiene la direccién de la perpendicular comn a las normales a -
esas superficies en el punto considerado. En el problema 2.3.3,
para hallar el &ngulo entre las dos superficies, determinaste --
las normales respectivas en el punto P(1,1). Ahora, utilizando
esos resultados, encuentra un vector tangente a la curva de inter
seccibn de esas superficies, en ese mismoc punto, y las ecuacio--
nes de la recta tangente 8 esa curva en el punto dado.

2,4 CONDICIONES DE DERIVACION.

Sea la funcién:
X+g X xy:O

/’(X,y)=
1 X Xy #0

.27

s evidente que esta funcién es discontinua en el origen; veamos

admite derivadas en ese punto

£, (010)= f L0 81,00-H00) _
Ax

Ax-’g

1 f‘y'l SN
dx-o0 Ax AX

ilogamente:

(0,0)= A LO:0#45)-£(49) _
/g' 0) 4!"0 11,» ') j{

ando estudiaste las derivadas ordinarias concluiste que la ---
istencia de la derivada implicaba necesariamente la continui--
' de la funci6n: podemos ver entonces, que cuando tenemos va
las variables no es necesario que la funcién sea continua para

e existan sus derivadas parciales,

ondici6n necesaria que podemos imponer ahora,es que la fun--
f(x, yo) sea continua en x = xg, para que exista la derivada
cial de f(x,y) con respecto a x en el punto (xg, Yo).

i§logamente, la existencia de la derivada parcial de f(x,y) con

idad de la funcién f(xg, y) en ese punto.

DERIVADAS PARCIALES SUCESIVAS Y TEOREMA DE SCHWARZ.

0 vimos en el tema anterior, una funci6n ZxF(x,y) definida y-
inua en una regién R del plano (x,y) puede tener derivadas -

ciales 9% J2
4 ax 3y
lsten ,

si los li{mites Que definen ambas derivadas

11.28

(z];u—o)—(wo):/;.”z dx _ 4

specto a y en el punto (xg, Yo), en ese punto implicari la conti

=



Ahora bien, cuando se cumple lo anterior, las derivadas parciajeg
son a su vey funciones definidas sobre la misma regi6n R, es de.

cir: i
\
c 2

< x

s 00) 5 22 5y ()

en donde Fx y Fy definen distintas funciones de x Y y. En tal .
situaci6n es factible obtener las derivadas parciales de cada --
una de ellas, a las que llamaremos segundas derivadas parciales,
La derivada con respecto a x; de la primera derivada parcial de
f(x), respecto a xj se denota por:

A‘F‘ = frex; (X,y)

J:X,,' BX‘ ) x
segunda der1vada parcial de f(x,y) con respecto a x

_E1 sfmbolo TSJL es el operador de Jacobi
x3
tras que fxlx1 (x,y) es el de Lagrange; empleindose también,

que se lee:
dos veces. , mien-

en

este caso, fii(x,y) 6 fj;. De manera similar podemos derivar -

* j a
parcialmente ;—f ahora con respecto a Xj, obteniendo i—-
AIx; dx;

derivada pa‘c;al nuxta en donde el orden de la derivaci6n la --
indicamos de:derecha a izquierda, asf el sfmbolo anterior nos di
ce que f(x,yw fue primeramente derivada con respecto a xj y des-
pués respectu a xj.

Se puede seguir derivando sucesivamente hasta que se vuelvan ce

ro las derivddas, o bien no existan.

Ejemplo Z.S.f

Obtener todas las segundas derivadas parciales de la funci6n:

We ex’y
Soluci6n:
Primero se obtienen las parciales de W respecto a x e y
2
W _ ,ngex 9y
Ax (2.5.1.3.)
dw 2, %y
SN X0 (2.5.1.0.)

1
xpresiin(2.5.1.a) puede ser derivada ahora respecto a "x" o
, Ya que es una nueva funci6n de "x" e "y" por lo tanto -

emos .as parciales:

2 2
W,, = 2w = ¥xP4re*¥ Y r2ye*
als 3 xt J / (2.5, 1)
2
= ézw -l exzy 2 3 'y
Wy = 3gox * o e g % (2.5.1.9)

erivar'ahora (2.5.1.b) respecto a’x*y’y% obtenemos:

2 2
Wyx = ). = 2xex¢'+lxay e*d (2.5.1.¢)
& dxdy
! 2
Wyy = ?5‘;{: x e~y (2.5.1.2)

ves, gle una funci6n de dos variables se obtienen cuatro se-
as deryvadas parciales, cada una de las cuales es nuevamente

s, poclemos encontrar las terceras derivadas parciales (8 en
1), y isf sucesivamente.

fcil ver que si hay "N" variables independientes, el nmero

ﬂarciafes es N', y as{ en lo que sigue.
)

: : . 2
algo iiteresante que observar también. Analicemos como son

arciales representadas en (2.5.1.d y e). Se aprecia que --
esultidos son los mismos; cabrfa la pregunta :Sucede as{ -

todas ]as parciales segundas mixtas?

)
spuesi.a estd dada por el teorema que enunciamos a continua-

|

i6n de las variables originales; si estas funciones son deri
,

)
egundas. derivadas parciales es N?, el de las terceras deriva

2.5

z.0.1

ma de Schwarz.

" es un campo escalar tal que sus derivadas
t

o £,

.« fi! es continua en (a,b)

f2 existen en una vecindad de (a,b)

ces f.,(a,b) existe y ademis:

f2: (a,b) = fi12(a,b)

.
£ X
. ‘\-..QI.‘

11.30



2.5

La demostracién de este teorema se presenta en el apéndice 2.2.
Ejemplo 2.5.2

2 2
lo. Verificar que 3 / __JE. para la funcibn f(x,y)=3x tan’xy
31)’ 33)1

-Ei 3 lla.nlxg + 3x[2, {an Zy]/s¢g Iy] (2 53218 a)
%%: 3"[:x+“nx3J[s¢c3X3]: sz({an.xg)sec’x‘cj (2'5-2~b)
al derivar (2.5-2.a) respecto a y, obtenemos:

:8 gi ): g;f -Gx({an xy) sec Xy{-éx(t'nnlj)sec Xy +

FGxisec xy +6X% 3[2 sec xy][{amxg}

3

S = /Ax fan xgsec xg +6éx ysec xg +
o ox

(2.5.2.c)

+ /2 %%y sec xg-fa.u xy

al derivar (2.5.2.b) respecto a x, obtenemos:

_b_(ﬁ) P
ax ¥y 3:33

Como podemos observar, los resultados (2.5.2.c y d) son iguales.
La funci6n y sus derivadas no cumplen con las hip6tesis del Teo-

/.Zx{'an. xy se< 154-6: 3sec’x] +
+/2x 3t‘an Igs«xé' (.5.2.4)

rema de Schwarz, en puntos en los que el producto xy es igual a

E/2, 31/2 6 difiere de estos en nl/Z; en ellos, la funci6n 1
tan Xy no toma un valor determinado, y por otro lado sec XY:EE§_§7

también es indeterminada. En dichos puntos, la funcibn y sus de
Para puntos distintos -

En los puntos en que

rivadas son igualmente indeterminadas.
siempre se cumpliri el Teorema de Schwarz.

xy = =3,

Schwarz y puede verse que, en esos casos,

la funci6n no cumple con la hip6tesis del téorema de

no es posible concluir
la igualdad de las expresiones (2.5.2.c y d) dado que no tienen
valores numéricos determininados (ambos tienden a infinito).

.3

de este teorema se extiende a derivadas parciales mixtas de cual
?guier orden finito, con cualquier nGmero finito de variables, co
™ o i
mo se demuestra por induccién matem&tica en el apéndice 2.2.

x 0¢(y)} satisface 1la ecuacifn:
DL 331 LG s,
33 A=t

3ax §odnd N

|

' ‘De (2.5.3.a) tenemos:
! T 2.423.¢ 3’1 L i
B o)) ); 7 +ﬁ(y)] (2.5.3.4)

ni
. Ahora utilicemos (2.5.3.a,
se trata de comprobar:

L g
¥ ——

b, ¢ y d) para formar la expresién que

Elne
W)
f=1 (Q&2)

FUNCIONES DIFERENCIABLES.

:-2.6

S

by ﬂaSta ahora hemos tratado con variaciones unitarias de la funcién
tespecto a sus variables independientes, considerando que de é€s-

. \Jtas una varfa y las otras permanecen constantes. Esto, por su-
:'-puesto, no representa la generalidad de formas en que una funci6n
“f@ﬁcalar de variable vectoriablc vectorial puede variar. Conside
 remos ahora en que forma se incrementa una funci6n al cambiar si
.ﬁult&neamente mis de una de las variables que la afectan y no ne
cesariamente en forma unitaria; para ilustrar esto, veamos el si

uiente.
&! 11.32
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Ejemplo 2.6.1

Se desea determinar el cambio en la hipotenusa de un trifingulo .

rectingulo, cuyos catetos miden 60 y 80 cm. (fig. 2.6.1) cuang,

sus lados se incrementan en -1.0 cm y +1.5 cm. respectivamente,

Solucién:

La relaci6n entre la hipotenusa y los catetos de un trifingulo ..

rectingulo estd dada en el teorema de Pitfgoras; llamemos "h"
la hipotenusa y sean "a" y "b" los catetos:
h?=a?+b?

" Si 1lamamcs "hg' al valor de "h" para

a=60 cm, b=80 cm.
F): t0 hd = 3600 + 6400 = 10000; ho =100 cm.
fig. 26.1
El valor de "h'" para a=59 cm, b=81.5 cm. es "h;":

hi=(59)%+(81.5)" =10123.25
h1=100.6143 cm.

El cambio en la hipotenusa es:
valor final - ialor inicial = h,-ho- 100.6143-100=0,6143 cn.

o sea, la hipotenisa crece 0.6143 cm.

El resultado obterido por este procedimiento se conoce como "inc.‘l
mento total de la funcién", puesto que todas las variables cambii

Ilustremos mejor este concepto con el siguiente.

Ejemplo 2.6.2
Se proyecto”un caral de 2 m. de ancho (plantilla) y un metro de-

profundidad (tirarte); debido a imprecisiones propias de la cons

truccién, las dimensiones quedaron de 2.02 m. para la plantillé
y de 1.03m. para el tirante. (Qué tanto vari6 el frea del canal

El Srea de la secci6n del conducto que en este caso es/ un canal
rectangular, se itcrementa seglin se muestra en la fig. 2.6.2.

11.33

Solucibn:
. h=1m

8rea inicial de la seccibn es

=2 m?

5i se considera b+Ab=2.02 y

4
+Ah=1.03, el frea ser§: ¥ 20m- }
1 = (?.02)(1.03) = 2;0806 m? Ab=0.02m
/ el incremento de drea Ah=0.03m
i =A‘-Ao-* 0. 0806 m? )
fig.2.6.2

] representaciﬁin grifica de estos incrementos se hace en la --

ig. 2.6.3, en la que se interpretan geométricamente los resulta
y Ay
RN 8 Oh  En 1a fiBura AA=A; +As + Ay

’{/ Calculemos numéricamente cada

uno de los incrementos de fdrea:

A(b+Ab, h+Ah) = (b+Ab)(h+Ah)
=bh+b Ah + hab +AbAh

l__

fig 263 | ab
i 'A(b+Ab s h+Ah‘) - A(b,h) = bh + bAh + hAb + AbAh - bh
BA = bAh +hab + absh

INGENIERIA

bah es A,
hab A

| e SIBLISTECA
AbAh es A,

10s que” tanto afecta cada una de las Sreas citadas al valor

Iincremento : % 44
. bAh='2x0.03= 0.06 79992
' . hob=-1x0.02= 002 29.219
' bAh -0.62x0.03 = 0.0006 x¥
0.0f06 .000

10 Podemos observar, el producto AbAh en este caso aporta un
al valor del incremento, por lo que podrfamos haber prescin

O de €1 para obtener una aproximaci6n del incremento y decir

¥

8A 2 bAh +hAb = 0.08 = dA
11.34
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2.6

A esta aproximacién del incremento la llamamos '"diferencial'. Las
funciones que tienen diferencial, a las que se les puede aproxi-

mar el incremento por medio de diferenciales, las llamamos "dife

renciables”

Ahora veamos como se comporta el incremento de esta misma funcién

si Ab=1m, Ah=0.8 m. Ahora:

bAh =2 x0.8=1.61=%F% de AA

hab=1x1=1.0 = 294 de AA

AbAh-1x0.8i8_'27\ de AA
AA=3.4

Ya no serfa correcto prescindir de la Gltima parte del incremento,
que nos representa casi la cuarta parte de éste. Entonces vemos
que una caracteristica de las funciones diferenciables es que su
diferencial se aproxima al incremento de la funcién cuando los -
No esti de -
més observar también que, en lo que hemos llamado diferencial, -

los coeficientes de los incrementos de las variables independien

incrementos de las variables se aproximan a cero.

tes no dependen de éstos, sino que son constantes. Todas estas
caracteristicas de las funciones diferenciables las formalizamos

en la sigdiente definicién:

Definicién 2.6.1.
| Decimos que una funcién escalar de variable vectorial f(x),
LI T P S ,» Xn ) es diferenciable (en un punto) si su incre
mento puede escribirse en la forma:
n
_Z A s Nl
bf = %, A "‘gu?ﬁ : (2.6.0.1)

en donde las A; no dependen de los incrementos, mientras que las

'”3 dependen de ellos en tal forma que n;-yo a medida que las
Adx; -0

En algunos textos te encontrarfs la siguiente definicién:

Definici6én 2.6.1"
Una funci6én escalar de variable vectorial f(Xx), x= gfl, 73, 3 D el
es diferenciable (en un punto),si su incremento puede escribirse

en la forma: '? "
J . Q|
A; =y ‘4‘ A‘: % 7 qu!; ; Y| x; =0 ¥; (2' "°'§I

.35 e %

‘;bas definiciones son equivalentes,
4 'Ii;se, que el 1fmite:

2.6

pPuesto que implican al divi

—/M

dx(- —0

/d/_,% 4(41;/

o (2.6.0.3)

~(ver demostracién en el apéndice 1.3)

'Notamos que el radical representa el m6dulo del vector incremen-

» COmo se representa grificamente en la Fig.
$0 de dos dimensiones. .

2.6.4 para el ca

y+Qy p

fig.2.6.4

Ejemplo 2.6.3

Averiguar si la funcién f(x,y,z

)=x?+2x Yy z es diferenciable.

Solucién:

1 ) ¥ - .
7Para que sea diferenciable es necesario
(escribirse en la forma:

X

‘?gﬁn la definici6n.

que su incremento pueda-

ﬂ/’= A x4+ A2 dy + 4, d; + 72 dx « Zdy,c 73 V.Fi

Calculemos el incremento:

P
:1@. Incrementamos las variables

e
-

&

i,
¥

ol
e

-

B!

/ (x+dx, y+4y,2+dz) = (x+4x)% 2(xtdx)(y+ 4y)(2+42)

= X +2x8x +8x%# 2xy2 421911: + 2Axdyz +-2xdyd?*
+2dxygz 4 24x y 8 +248x8gx +24x 4840

11.36



2.6

o Af= Pilx+dx, yrdy, 26 42)-L (% 4,%)
A/ =Z2:: Ax + A5 # Axy dx +2xdyx +2x de! #24xy x4

#+2A4xyde 4 24x 8y + 24x 4y 4:

Esfera de radio 'P"’

Px+lx, ysdy, 2+ ‘!)

Al agrupar pcr un lado a los términos que contienen a A, Ay, 6
Az, y por otfo a los que tienen productos entre estos icrementos. '

Qf= (24 ¢ 29%) Ax + (2x2) by (2xy)dz +
#(dxt2ydz+ 24yx+ 245 d2)Dx + 2 4z) by

Ax s fswl Vco.so
Ay Psen 7 sen @
= A2: Pcos 7’
4, Am. /Jf*é l;d:.-/ -/rn ff"‘?‘“’o*lxj’ ‘senPcosysea O
 Bz,d4y,41.0 Vax*+dy%ta*  P-o 4
; +2gf 3enPcospcos @ # 22f3enPsen Bcos® + 2 Plsen*PcosP sen @ cosO _
7 -
s /n PsenPeos?0 + 2x sen P cos Psend 4 2y senpcosPcos O +
T Peo

En este caso 'se reconocen:

4: 32(21*2’2) ) )Z-‘-AX*—Z’AZ-!ZAgi-I-ZJ,dﬁ

Ag:z AxE ?z: .szl ]
A3>l= 213 )?3: 0

Nétese que li agrupacién de las ni pudo haberse hecho d otras -
maneras; la sgrupacién de las "Aes es Gnica'".

Finalmente, gomo el incremento pudo expresarse de acuero a la -
definicién, se afirma que la funcién es diferenciable.
Precisamente;por la diversidad de formas de agrupar }as"},gene-
1almente es ﬁpnveniente utilizar la definicién 2.6.1 paa saber
si una funcifn es o no diferenciable. En el caso del eemplo -
2.6.3 tendrfsmos: —

2P -% A b [85 4 2x 8yhx + 3y Ixllat 2audyr el

4 22 senPsen Dcos P+ 2 Pseniy cos PsenPcos d

Puesto que 10s términos encerrados en los signos de valor absolu
to son constantes o variables acotadas.

n
‘/’." /A/- .i-o A;J,‘./ -0 : A /unu-c:l
dx, 4y, 420 \/‘_,'—'_1—2“ - es o’f;erenn'a-
o e dysite 6le en £°

Ejemplo 2.6.4 Definir si la funcién f(x,y) -v'/x y] es diferencia
ble en (0,0).

4 = Vitorax)(orag)] VO =Viixdy] =
= 0dx + 04} + V/dxd;/ ; % A dxc‘r‘ 0

/Af";é l:dx;lz V dx 4y
I/Ax‘l(- dyzﬁ lfdxzr‘d_:f?

5 E
Vot Ay'r 42 VAx*+ dyirdz*
y debemos den‘ostrar que el limite de la expresién anteror es ce
ro, cuando l¢s incrementos de las tres variables tiende simultd
neamente a cero. Para ello, utilicemos el artificio mosrado en

la figura 2.¢.5.

1:.38
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Al hacer uso de un artificio similar al mostrado anteriormente.

L WY

P V/sen O . COSG/‘

buty=0 T Y aiig

la funci6bn no es diferenciable en (0,0).

2.7 DIFERENCIAL TOTAL.

Como vimos en el inciso anterior, una diferencial es una aproxi-
maci6n del incremento de una funci6én. Es aproximacién porque,ya
lo vimos, se estd despreciando parte del incremento y se esti -
considerando finicamente la llamada parte principal, que identifi
camos en las definiciones 2.6.1 y 2.6.1' con el primer grupo de

sumandos. Esta es la definici6n formal de diferencial total:

ag
no exisf,

Definicifn 2.7.1
Si f(X) es una funcibn escalar de variable vectorial, donde - -
X (X1, X2, ...., X3), su diferencial total es:

Cﬂf’: 12'44¥.dl$

i=f

e R e §E - - ~.7.0.1)

donde Aj son constantes.

La diferencia entonces entre Af y df es:

4p-df= ‘z_‘ Y dx: - e oo (2.7.0.2)

donde : '/7‘ — 0

A, — 0

Lo anterior quiere decir que una mejor aproximaci6n del incremen
to de una funcibn se obtendri en la medida que los incrementos -
de las variables se aproximen a cero; sin embargo, a nosotros -
nos interesa una aproximacién desde el punto de vista ingenieril

1.39

como tal entenderemos la que se obtiene cuando los incrementos
e las variables son pequefios en comparacifn con los valores de-
as variables. En la mayorfa de los casos, una relacifn de 10%

entre los primeros y los segundos seri satisfactoria; algGn pro-
ylema especial podrd requerir una relaci6n menor.

el ejemplo 2.6.2 puede verse que las diferencias entre el --
incremento y la diferencial se aproxima réipidamente a cero cuan-
Una interpretacién gréfica de -
5to se muestra en la figura 2.6.3.

o los incrementos disminuyen.
]

a vez explicado el concepto de diferencial total, persiste aGn
| cuestibn de c6mo calcular las constantes "Aj". Puesto que -
n constantes, bastari con calcularlas para un caso particular

> incrementar una determinada funcifn. Sea esta funci6n dife--

enciable.

f(;) donde ;(Xl, X2, «eevy Xp)

| incremento:
A: AZ; 1"41 dlz. +.....+An.J!n 'f‘,de,'f')&sz +....+%A‘(2.7.0.3)

sto que las variables son independientes, podemos obligar aho
| que todos los Axj, con excepcibn de Axq, sean nulos; o sea:

Z’Z; =0 *K} §£ 1

6nces, la expresibn 2.7.0.3 se reduce a:

df: A Jx,f-)ZJx, o T -_-.(2.7.0.4)

dividimos ambos miembros de 2.7.0.4 entre Ax,:
i

ﬂ: A,*” f)

| x,

si tomamos limites cuando Ax:-$o , tendremos, en el primer --
mbro una derivada parcial, por definici6n; en el segundo miem
;el lfmite de una constante y el 1imite de una funcién que -
L definido en la expresi6n (2.7.0.2)

lm 4L _ 3F _ 4 +0
t’:;-OC) "’9 J X,

1.4
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.0

_.La constante'Ai, serf la derivada parcial de la funci6n con res-

e T T

pecto a "x,;'";

‘lv :l "

Ax,

anflogamente podemos calcular:

43:—3L ;....;An-_-_eﬁ
X, ax,,

Con estos resultados podemos redefinir la expresién (2.7.0.1) 2

NS
alf. = 7‘?1 3_:: Ax: e UL S8 6 (z.7.0.5)

Si recuerdas de C.D.J. que Ax=dx y si ademis tomamos en cuenta-
nuevamente que las variables son independientes, podremos asegu-

Axj =dxj )G(i

Por lo que las expresiones 2.6.0.1 y 2.7.0.5 pueden escribirse:

F Ju + %:)2 o ~nlw Aiar0,8)

rar asimismo que:

ap- o«

= 3ax;
n
3 J,(’: £ _%% dx; ik i g ST

Ejemplo 2.7.1.
Determinar los valores de df y Af para la funci6n:
f(x,y) = 2x%+ 3xy - y? y los valores:
a . 4 ‘" E N5
) X=t0 ; y=20 dx=0.{ ; dy=03

dy:J

2

b) %= 410 ;s y=20 ; 4x= &

Interpretar los resultados.

Solucién:
Incremento:

8= 2(x+8x)' 3(x+dx) (g+8y)- (34 44)*- 22~ 32y +4*

8- I+ Yxdx + 24x%+ Ixg + 3x 8y + 3y 4x + 34xdy -
“YW-2ydy -4yt -Ing +

df”;. Yx Jx +.24x2+3xd’+3341 1‘3414:—2,4#- AJ‘

1))

257
ncial
)
O/f: ._é. ox + %Ly dy: (‘/x 4—33)0’!1‘ (3! --?g)a’g

Z._ ¥ (1) (0.1) + 2(a0)*s 3(20)(0.3) +3(20)(at) +

# 3 (0.4)(03) - 2(20)(0.3) —(0.3)*=
. = Y4+0.02 +9+6 +0.09~-72~-0.09= 202
' Lo g ( vo+é0)(0.1) # (30-%0)(0.3) = 10-3 = 7.00
' dy - df- 0.02

1o que se puede aproximar la diferencial al incremento.

or relativo en § = !_]";_;/{_, x 7r00= 0.2899 %

~

¥ (10)(5) #2(5) + 3(s0)3 + 3(20)(5)+3(5)(3)-
A,{'/ . 556 - 2(20)(3)-61
A

(¥0+60)(5) ¢ (30-%0)(3) = 470
4f - Jf. s56- 930 po

que el incremento no debe ser aproximado por medio de la-

3
&Tr\

<

Tencial en este caso. El error relativo que se cometa si -

s el diferencial en lugar del incremento es:

ror relativo . Af"‘/; o 1 0./5%6 - /5.96 %
ar 55¢

' ejemplo anterior se ve claramente el error que se comete--

4 : : . . . :
‘aplicar la diferencial como una aproximaci6n del incremen
5_e1 caso de que los valores de las diferenciales de las -

bles no sean pequefios en comparacién con los de las propias

 siguientes ejemplos vamos a dar algunas aplicaciones de -
iferenciales.
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2.7

Ejemplo 2.7.2
Determinar el valor aproximado de la funcién:

v - f(a §Fra(ad)

Una primera aproximacibn del valor de rserfa calcular:

V= X<+ 2y
para los valores x=4, y=2,

V—yu 2(2)*

con lo que se obtiene:

£ ¥ 3
= V76+76 = V32 =2

y luego sumar aV su incremento al cambiar x de 432 3.8yYde
2 a 2.1 En este caso.

A Xf-Xi=z 3.8-9=-0.2
3(if'- j/¢"= ;Z l =R et O 1

y el incremento lo aproximaremos por medio d diferencial, ya

ela

que Ax y Ay son pequefios:

JX:AX

s = O dx 4 A dy ;
X dr =% A dy d ?
Ahora calculando las parc1a1es
. & =
3;:-.1.(1 +2,3) (.Zx) % %H L &= o
142 #( 6y Ly, 3
% _L(x £ 78 L5R1 4 ‘?/(n} 5 @y
0. 04

dv . 0.4 (-0.2)+ 0.3(0.4)=

Finalmente :
o v +du— 2+004 = 2.04

i cul ra:
que es una buena aproximacién del valor obtenido con calculiado

2.0118
11.43

dly

-

- Llamemos

" Por la ley de

- rado con la magnitud medida.

Error relativoen § —

. pero nuestras
. que presentan errores directos.
. expresién que

. Adenmds dela aplicacidnanteriorde la diferencial, ésta tiene una- ;.
. gran aplicacibn en teorfa de errores debido a que el error que -

se comete al realizar una cierta medicién, es muy pequefio compa-

Cabe definir los siguientes tipos
de errores:

@'grror debido a una variacién en los valores de las variables - oé[

anterior)

df
7

Con esto podremos resolver problemas como el siguiente:

Error relativo (id.

45
£
X 100

Ejemplo 2.7.3 ‘ P

A La estacién de radar 0 descu-

bre un avién A aB0 km. de dis-

tancia. La estacién B, a S0
- km. al Este de 0, descubre al

mismo avién a 60 km. de distan

cia. al
de
¢t 4 km. y el error posible al

&
60km

Si el error posible
medir la distancia 0X es

w

medir la distancia BX es de -
X ¢+ 3 km., calcular el error --

-

50 km
fig. 27.1

que se puede cometer al calcu
lar la abscisa de A con esos’

datos. Fig. 2.7.1

0K = u

()

- Evidentemente:

Xg = U COS 0

variables independientes son "u" y "v", que son las
Entonces debemos obtener una -

contenga solamente a "u'" y "v'".

los cosenos:

cos O _ wu?s50% 2

700 ¢
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Entonces %
2R P R A S LAl I ST G
100 w 100 100
2% _ &/ o 3 . M o e AT
w 50 [ = o So o
X,

RS Z (rv)-—/..Z(!'-?)
El error miximo posible ocurrir4i cuando los errores en las medi-
ciones sean de signo opuesto. ‘Esto es cuando se sumen sus efec-
tos:

max | dxo | = 1.6(4) - 1.2 (-3) =10 km.

Ahora bien, en capftulos anteriores hemos aprendido c6émo averi--
guar si una funcién es diferenciable o no; sin embargo, notamos-
que la complicacién inherente es mucho mayor que la que tenfamos
cuando investigabamos si una funcién de una variable era o no di
Y es que para este tipo de funciones (de una varia
pues toda funcib6n deriva

ferenciable.
ble) basta averiguar si son derivables,
ble es diferenciable y viceversa. (No tendremos ahora una regla
semejante que nos ayude a investigar si una funcifn escalar de -

variable vectorial es diferenciable?

la funcibn f(x,y)= /7xy]

es diferenciable en el origen; veamos si es derivable en este -

SegGn vimos en el ejemplo 2.6.4, 1nq, -

punto.
Desde 1luego que 1la funcién derivada:

ey '
’{; = 2 JT;;;\

no existe en ese punto; pero para que f(x,y) sea derivable, "basta
con que exista el limite del cociente de incrementos. Calculémos

o L (0t 8x,0) = V]ors)o] =
£ (0,0) =
A:g,p -

£L!.£l =0
ax

11.45 ‘vale O-

q; /L ;pun¢von es dvi‘lo;‘/‘ c su a@ffV'“

ente podemos ver que %A:O(también existe)

"-ues, hay funciones escalares de variable vectorial que son-
dvables mas no diferenciables. No basta pues, con comprobar

f rivabilidad de una funcién para saber si es diferenciable.
;ue si observamos es que, mientras en funciones diferenciables
gr la del ejemplo 2.6.3) las derivadas son continuas, en el ca
'fhe acabamos de analizar no lo son.

ingamos entonces la funcién f(x,y) que tenga la caracteristi-
tener derivadas parciales continuas en el punto (a,b). Con

geremos su incremento cuando pasa al punto (a+h, b+k):

af =~ f(a+h,b+k) - f(a,b)

y En este incremento podemos --
distinguir dos partes: el que
TATPREN TR
! ! sufre al pasar de P a Q y el
ﬂ’ | que experimenta al pasar de Q
7 et A

' a R. '
: : bt J/'g//'(adl)6+l)—/(a,644)]+
o [ plassd)-pla,v).... @aza

Bra, el incremento indicado en el primer paréntesis de (2.7.0.8]
idebe a la variaci6én de "x" exclusivamente{ podemos aplicar el
orema del Valor Medio del Cflculo Diferencial, ya que la conti
d de f, en (a,b) garantiza la existencia de esta derivada -
_’odos los puntos de QR:

a4, 6+l (a,6+£ A (a+04 6+A)
A e )=4/i( (O

la continuidad de f, en (a,b) permite afirmar que:

[/' (a +04, b*é) / (a.,b)]o

amo,

..... (2.7.0.10)

n: /x (aq»@:‘,bl-l) :f; ("‘;6)""?2'

81 sustituir (2.20. ) en (2.7.0. ):

'.(M‘ , 64 4) /’ (a, 6+l)=/7f, (a, b)rm A
p 7z

h=o
-0

11,46 SRR P 5



2.7
Si se procede anflogamente con el segundo paréntesis de la ecuaci6n
(2.7.0. ) que asienta el incremento debido exclusivamente a "y",
llegaremos a:

/’(a, 6&4)—/'61,6):1/; (a,b) + )3,4

)Z‘"Z---(J.lq
al sustituir (2.7.0 ) ¥ (2.7.0 ) en (2.7 0. ):

4 hh (a,8)+ A, (a,8) 4 he 4 %% e
con lo que podemos afirmar que toda funci6én cuyas derivadas par-
sean continuas en un punto, es diferenciable en ese punto,
la demostracién la hemos hecho paré dos variables, ya te

dado cuenta de que demostrarla para 'n" variables es una

ciales
Aunque
habrés
simple

reiteracién del proceso; por ello vamos a enunciar el si

guiente.

Teorema 2.7.1
Si la funcibn f(X) donde X(xi1, X2,
vadas parciales continuas en un punto, es diferenciable en ese -

. Xp) tiene todas sus deri

punto. 5

Nota, por otra parte, que ésta es una condici6én suficiente; es
decir, no estamos afirmando que s6lo las funciones con esta pro-
piedad sean diferenciables. Si en algGn caso se tiene una fun--
cibén con derivadas parciales discontinuas en un punto, para poder
saber si es diferenciable habri que proceder como qued6 explicado

en 2.6. .

2.8 DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES COMPUESTAS.

2.8.1 Funciones Compuestas.

Problema 2.8.1.

Vimos en el problema 2.2.3 que se define como radio hidrfulico-

la secci6bn de un conducto al cociente de su frea entre el perime
tro que se encuentra en contacto con el fluido, llamado perfmetro

mojado’ Matemiticamente.
R = Radio hidrfulico

;1-_%_ A = Area de la secci6n
P = Perfmetro mojado

147

| Para este caso

i} }?- d‘- = X Y
i P !-fl,

talcular el valor del radio hidrfulico podemos proceder de-
meras: una, hacer la substituci6n de las variables en la -
a expresidn.

R?C =.gd£i_ -2 _08m
ot asa) Y

0 y luego hacer el cociente.

A=2

2
R--—r—- 0.5 m.
P=2+2 X1=4

primer caso se dice que se esti haciendo una composicibén -
3‘iones; en el segundo caso, se dice que se esti calculando
s de sus variables intermedias. Esquematicamente esto lo

ps representar como se indica en la fig. 2.8.2

+



Interpretaremos lo anterior.

Ay P son dos funciones de
A(x,y) =
P(x,y) =

que en conjunto definen la
R es una transformacién de

R(A,P) = -5

finalmente la composicién de transformaciones.

b

es una transformacién o funci6n de E?—eE' que nos lleva de los-
valores x,y al de R, a través de los de A y P.

R-q(x,y)

Hay que tener presente que para que se pueda obtener la composi-
cién G:F, es condicién necesaria que el recorrido de F tenga 1la
misma dimensién que el dominio de G, de lo contrario el problema

no tiene solucién.

En el caso de una composici6én de funciones podemos distinguir --
tres tipos de variables, ejemplificadas con las que intervienen

en el problema ::.8.1

a) Las independientes: como Xx,y,
b) Las intermedias: como A y P,
c) Las.dependientes: como el caso de R.

La funci6n compuesta serd la que nos lleve directamente de las -
independientes a las dependientes sin pasar por las intermedias.

2.8.2 Derivaci6én _de Funciones Compuestas.

2.8

Problema 2.8.2
EZE' cuyas reglas son: Recordemos el problema del radio hidréulico y preguntémos lo si-
guiente:

xy
{Respecto a cull de las variables, considerando unitarias sus va

X + 2y
riaciones, se tendrd la mayor variacién del radio hidrédulico?

transformacién q(x,y)= [XY.X*ZY] o

EZE' cuya regla es: Solucién:

Se trata de un problema de derivadas parciales; en el problema -
2.2.3 habfamos encontrado:

2
(X#ly)

AR, ouxt
3y (x+2y)?
los cuales, para los nuevos valores que ahora manejamos:

Re(2e1) = —riage = -5~

4 1
o ke Sl | sagaso o

La mayor variacién del radio hidrdulico es cuando varfa el tiran
te .

20. Camino.

Este consiste en una generalizacién de un concepte visto en C.D.I.
:‘ Nuestra funcién es R=R(A,P) en donde, a su vez:

A=A(x,y) y P=P(x,y), o sea R=R [A(x,y), P(x,y))

y decimos que R es funci6n de funcién de las variables x,y. Cuan
do tenfamos este tipo de funciones calculibamos las derivadas

Como en nuestros temas anteriores, nuestro prop6sito es averiguar
como varfan las funciones compuestas al variar una o mis de sus-

variables independientes.

taria respecto a una sola variable, o sea, la derivada parcial -

respecto a esa variable.

11.49

2R
T 33_: usando la llamada '"regla de la cadena". iSeré apli
cable este concepto al problema planteado?.

Ahora-trataremos de. la vaziscifin uni " Calulemos el incremento total de R, que es una funcién diferencia

ble.
2R P 1?V i S
AR:TA. AA-,..:i 4P, (4A)%+ (4P (Z_B.Z.a)

1.so




2.8

en donde:

i?;-o (o] s 44 v AP — O

en esta expresi6ébn, AA, AP no varfan independientemente, sino que
son debidos a los incrementos de "x'" e "y", los cuales se pueden
presentar simultineamente o bien uno por uno. Consideremos que-
s6lo "x" varia y "y" permanece constante, entonces:

7J “ (zszb)

AR _3R 4A 2R 4P

Ax BAx 3P Ax

Si tomamos limite de este cociente cuando Ax —s0 tendremos por
definici6én la derivada parcial de R con respecto a X, que es una
de las que andamos buscando.

4R 44 R A 42 L f
devo A A dx-+0 A x ¥ b} J:-.o % +4x¢0 dx 0

e T R Y O Y T
Mo AX "B 4x+0 Ax ¥
aR i) P
5 TR ﬁD{L'- j %0 j

luego:

R WA =N

AdemSs, como:

d,=0 ¥ le—.o’ /3,. 40

desol
por lo que (2.8.2.c), queda:
2R _ 3R 24 _ 2R 3P . R _3
dx A x T h-}-Oﬁ‘ :%-‘-‘-5%%-&-%%%’—:-
anfilogamente:
2R _ 3R QA 2R 3P
3y T 24 3""3'5"'33’

e

(2.%.2.0)

que es la regla de la cadena para una funcién de dos variables -
independientes (x,y) a través de dos variables intermedias (A,P).

Al sustituir valores en nuestro ejemplo:

A i SR AR i Ay -2 =_1
P S¥ P P TTRUa T T
¥ ¥yl

y se concluye lo mismo que con el primer procedimiento. En este

ejemplo es mis sencillo derivar la funci6n aplicando la regla de
la cadena, pues nos evitamos derivar dos veces un cociente; en -
la generalidad de los casos también ocurre asf, sobre todo si he

mos de calcular la derivada en el punto.

Ejemplo 2.8.1
Si el fluido que circula por el canal del problema 1.8.1 es agua

y el canal es de concreto y con pendiente de 0.4 milésimas, el -
gasto que pueda circular se calcula como:

Q=1.25 A Riﬁ

Calcula la variaci6n unitaria de Q al variar "x" y la variaci6n-

unitaria de Q al variar "y"

Solucibn:
22 _ 2,25 (3Q 34 2Q 23R
x A at i Dx)
2Q _ 1.25(23Q 24 p)
0 ( 39 2, _3{

y

11.52
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2.8 nado asf una funcién compuesta, con las variables inter-
‘u, Y las variables independientes X.

Al sustituir valores:

2Q -t
-—5;-1.2.4"(2”% + % AR %%)

- 3f e L F dug ... af
120 RP (14 3 & 4)=4 125 R A RE ECUSENE T 7Y
< 2F du, 3% du
d 3 3 B, 3xa.+T; -)—’(-‘;4. ceeees g 38 Bun
22 105 mises - o.0105 2Lses ‘ : e s
x ) ” A : :
82 - %2 R 2R : ..
= !.2{(/? 3y T3 AR a,) = 2 Dy 4 3 Juay ..., ., du (2-22.4

.Dy

3%wm g IAm Uy AXAwm MW, 24
£ -p¥ . n 2lUm
1225 R (1+§-a%,i)-g;125~/?
3 - 2.40 =¥ - 0.0210 mYses.
En el problema 2.8.1 y el ejemplo 2.8.1 calculamos la variacién
de una funci6én compuesta de varias variables independientes res-
pecto a cada una de sus variables. A estas derivadas las llama-
mos derivadas parciales de funciones compuestas, y siempre podre
mos calcularlas con cualquiera de los procedimientos mencionados

derivadas parciales pueden también representarse en forma ma-
cial como sigue:

DA 3un 1T ;
F“ )_‘;:# (!}_

q  Jue ..., 34 || 3 2£2.2
=3 31‘ FY Y \ ”.3—!:, —)fa" ( )

tler e B od i NEE W - - -

D, s .., dus FY

si es que la derivada existe.
Una generalizaci6n de la regla de la cadena empleada, puede ver-

se a cotinuacibn.

%
Sea una funcién escalar de varias variables. J L Al r: a‘.j bl
en donde: !
-_-[ «, 3 U, gty « n] ‘iferencial total de funciones compuestas.
na 2.9.1

P S s canal del problema (2.8.7), calcula aproximadamente cuan

«, ) @ el radio hidr&ulico cuando la plantilla se incrementa -

ng,: u, (i) . Y el tirante en 2 cm.

Upn= Un (i) 11.54
siendo:

1.53 i’-[x':x-"»)"'."’x"'/



2.9 : . 2 W
jamos df en forma matricial:
Solucién: " K 1y
bl de dif cial total, que ya sabemos como 1

Se trata de un problema de diferen , que y e [g‘ g 3 b ; 3_f_ d;z ...... (2 £ 01)
resolver: X, F) 3%m :

dx

4R =

dR . 3R dx ® d
o ot L

,PuUesto que la matriz renglén de (2.9.0.1) es la transpues-

dR _ + 0.06 4 17 0.02 - 0.011285 m, ¥ 1a que aparece en el primer miembro (2.8.2.2)

Hasta aquf no hay dificultad, porque hemos operado czr.\flas v::ig | 3 ! 2 1r Jx‘ r
bles independientes, que es como sabemos operar una diferenc L 5 _&x)x‘ %ng' i}x;\
Ahora se nos ocurre ; (Qué resultado obtendriamos si operamos con dF = 1 ) %i_ ¥us 5 :ﬁ ] 4 " ; \
. : _' e
las variables intermedias? Veamos. 2 o )t;‘ ;?1 o 3‘;“ J.X,_\\
dA . 24 d«, aA dy = 1(0.08) + 2(0.02)=0.09 m* IR YO
== A%, Xy X w J
*» 4
dP. 2P dx 4 J’-1(005)+2(002) 0.09 m?

AX 3y

Ademis recordamds: “, ; s J“
'
2R 't 0.2;"‘-! AR g G Py JF'[QL ,.i ’--.,lf_] dll:_ .....(2.9.0.2.)
A [t T aP |4} ’ “, ua Ay, .
3 = du,
Entonces: : ' . ! 4
 es la misma expresi6én (2.9.0.1) referido a las variables ---
AR dA, 3R JP L o..l.f(o. 09}—0.125(0.09)- 0.04125 m =JR -Ibrmedias. De esto se puede concluir que la forma de la dife-
24 2P 7 A

icial total se conserva independientemente de que la funcibn-
O no compuesta. Cabe mencionar en este punto lo siguiente:
diferencial total de una funcién compuesta puede reducirse a -

0 sea que el valor de la diferencial total fue el mismo, calcula-

do a través de variables intermedias o independientes. Este impor
tante resultddo lo podemos generalizar al caso de "n" variables- ‘diferencial total en términos de las variables independientes.
intermedias y "m'" independientes, como veremos a continuaci6n:

i8S diferenciales de las variables independientes pueden tomar
S valores sin restriccibn, no asf las diferenciales de las ---
rmedias, que seridn diferenciales totales y deben su valor --
0 al de las variables independientes como a sus diferencia--
- Es decir, si "u" es una variable intermedia y "x" una inde
diente: dx = Ax; du-=Au.

Sea f(u), donde
E(u.. Uzy «oneey Dn)
siendo a su vez:
ureuy(x), uz=uz(X)s..... , Up =up(X)

donde: 11.56

X =10, X2, (XAt » Xn)

11.55




4 2.9

- cuya diferenciacién es muy laboriosa.

Ejemplo 2.9.1
Consideremos nuevamente el ejemplo 2.7.5; pero ahora preguntémo-
nos el error que se comete al calcular la ordenada de A.

sen @

si quisiéramos dejar la expresi6én en términos de "u'" y '"v" ten--

Ahora:

y .=

driamos:

2 2 2
’- «W Sen [ans (oba ‘J;ooo—r ]
v

En cambio si aplicamos la
propiedad que acabamos de ver, podemos escribir:
dy »u cos@d @+ sen B du

y desconocemos d&® la -
que,segln acabamos de ver, es la diferencial de una funcibn;para

expresién de la que conocemos u, @, du

calcularla partamos de:

cos P - s g0, 2
n 100
por lo que: !
=100 sen Od® - 2u?=(u?450*-v2) o - 2rdvr
e «
& J'Oa'—v-a'— uz Ju AR v c/lr’
T 100(sen®)u* £0(sen O
Ahora: ’01 = B
+50"—60
= = 0. 6625
cos @ ol #0000

V7-0.6625 =0.799/
)

sen m/u-n =
=
dO - - 0.0/5¢6 du + 0.0200 v

Entonces:

dy = -0.09%%du + 1.06dr= - 0.0972 (1 9)¢/.06(*)

Finalmente:

mu/o@/: ~0.0%77 (~y) +7.06(3)= 3.9908 Km

11.57

dy= yo(o.cc:u‘)(-o. 0/56 de + 0. ozooo/zr) +0. 299 d e

;,;las ecuaciones de lg recta tangente a la curva de inter
B del hiperboloide —{— -y? % = i
2=3

T s

con el plano y=1, -

punto en que x=3,

que el plano que intersecta a la superficie alabeada es -
lelo a'xz, la pendiente de la tangente estd dada por %

—

L d
» Podemos despejar "z" de la ecuacién de la superficie y
Si queremos evitarnos la labor-
esenta esto, podemos aplicar nuevamente la propiedad de-

—Jﬁ el radical que resulte.

iNencia de 1a forma de la diferencial total y escribir:

a

F(X,y)l):_%"_’z_%_[:o

"ﬁ“P“ tiene un valor constante (0); "z" es la variable depen
y "x", "y" son las variables independientes.

s % o - 24 a’y-%i dz-0

@ despejamos "dz":

di:l—i- (%a/x_.zya@)



Este es el procedimiento para derivar funciones implficitas, es -
decir funciones en las cuales no se puede o no se quiere despejar
a la variable dependiente. Una generalizacién y formalizaci6n -
al respecto, la hallarfs en el apéndice 2.4.

2.10 DERIVADA TOTAL v

En el caso particular de una funcifn compuesta con varias varia
bles intermedias y una sola variable independiente, la derivada-
respecto a esa variable serf una derivada ordinaria, a la que

llamaremos derivada total.

Sea :
§ o)
en donde
U\.:[u.,u“. -;"Lv\]
N &

W=, () ) w=w, (1), ... Ug=un(d)

De acuerdo con 1.8.2.9. y teniendo en cuenta que las variables -
independientes se reducen a una sola: t, la regla_ de la cadena -

para una funci6n compuesta de este tipo queda:

£ . 3 du + Modas ... *.éf. duq

7 7 i T T R =W} duy ot (z.10.0.1)
expresada en forma matricial:
o [26 2%, ... gﬁ]fdw
dt | 3¢, 3] Y3ayf | dE (2.10.0.2.)
duy
dt
dt

11.59

g (¢

ot u, au,," ¢ ")u.) (@ dus .

Hge "

J)@ 10.0.3.)

rimera matriz de la expresi6n 1.10.0.2.que representa lo -

au, ) au, 3 A,

3k | of
ﬂ) (2.10.0.4.)

ominaremos ''vector gradiente'. Posteriormente veremos una
erpretacién de este vector.

onemos ahora que nuestro problema se reduce a s6lo tres va
ibles intermedias (x,y,z) y que represente al tiempo
La expresién (2.10.0.1) queda:

=3 dzx . of d4 3¢ d2 _[2
*o ot t a2 u"(‘i’sty if

(i«i “,ix:a 10.0.5,)

I0Ta representamos al vector grauwiente de f como Yf, en don-

Vg jagunse ¢ W8 (2.10.0.6.)
ax Jy 3
operad t 1 dx . él éé g op
p or vectoria 3 Y a at L+ dt k como Te_, ) o
remos que:
df _yp . #
=Vp .
s § (2.10.0.7.)

utilidad en problemas de velocidades relativas, como el
© muestra a continuacién.

. 11.60

una inde

z.uﬂ



Ejemplo 2.10.1.

Un barco "A" se mueve segGn se indica en la figura 2.10.1,con una
velocidad Y = 20 km/hr. Otro barco "B" sigue la trayectoria -

mostrada también en la figura con /g5=30 km/hr.
dad se estin acercando en el instante en el que x=3 km

éCon que veloci
y=4 km?

Solucibn ;

La distancia que los separa -
b es seglGn el Teorema de Pitégo
ras.

xTi gl (2.10.1.a)

S w

La variacibn de esta distancia
respecto al tiempo es la velo
cidad pedida, asf que hay que

- T W

fig 2101 dz -drds  drdy
axdt T 3y d¢

calcular:
(z.10.1.v.)

Las parciales de r respecto a "x", "y" se calculan a partir de -
la férmula de la distancia, pero; (C6mo obtenemos —%%— y —%%—?,

aGn cuando no se nos ha dado una relacifn entre x y t, se nos di
ce que la variaci6n de x respecto a t es 20 km/hr, o sea - - -
—%%— =- 20 km/hr (el signo negativo es porque x disminuye al au

mentar t, segln se ve en la figura por el sentido de la velocidad)
de igual manera —%%—- - 30 km/hr.

Resolviendo entonces por los datos proporcionados:

o == SR S TR I (Letoi )
iy % Txirgr

%‘:- 20(-./‘,_ 5 ng=-30 (-;Ag
%:ﬁrﬁ {%j: (2.10.1.d)
L{:m‘%‘ («zo)'+ {?;E‘ 30)_— 40)+ (30)

efectos de simplificaci6n de célculos, podrfamos haber resue}l
te problema aplicando la derivada de la funci6n compuesta,--

n en el primer miembro:

e U hAE

R ge Zrﬁn + zyﬂ - 6(-20), #(-30)=- 360

Ty T
ﬂf- 262 =-3¢ Km /4

mplo 2.10.2.

uperficie de una montaﬁa tiene por ecuacibn :
1:4-L£ (x*+9?) (X, 9,2 en l(n)

A cami6bn va moviéndose sobre esa montafia y se ha determinado que
proyecci6n de su movimiento en el plano horizontal obedece a-
ley x=-9t-3, y=-12t+4 (t en horas),se quiere saber --
n qué rapidez estd ganando altura cuando se encuentra situado-
el punto (1,2).

luci6n:

que se requiere conocer es la variaci6bn de la cota respecto -

“iiempo, 0 sea _gﬁ_, en donde las coordenadas (x,y) del plano

an respecto al tiempo segGn la ley propuesta. Por Serid =i
1 x(t), ye=y(t), decimos que z es una funci6n compuesta de t, -

que calcularemos -g%— con la regla de la cadena:

g% dx d
] df'%:‘c' +§?7§'

(@.10.2.a.)

ulemos las derivadas parciales:

(2.10.2.b.)



y sustituyendo (2.10.2.b) en (2.10.2.a) :

it 1" 2 T, LS £y
RESUDEF PICOLY SRS 5

La variacién de Z respecto a t en el punto pedido es:

dz = &

¥ (2)= 2.69 &
dt [(¢4,2) ‘“'() ks MA"

-

(2) +

este resultado indica que el cami6én asciende a raz6én de 2.64 km/hr
justamente en el punto dado.

Nos podrfamos preguntar ahora que tan ripidamente varfa su altu-
ra en el mismo punto cuando en la proyeccién de su movimiento --
avanza unitariamente. Para contestar a esta pregunta serfa nece
sario dividir el resultado anterior por la magnitud de la veloci

dad horizontal, ya que segGn vimos en Cilculo Diferencial e Inte

g2 Jt _ o2 /ds
df os ~ dt [ dt

gral:
ds

en donde S es la longitud medida en la direccién de la proyeccién
i, ds . . 3 .
del movimiento y - la rapidez en dicha direccién.

Como —%%— Yy —%%— son las respectivas proyecciones de la velocidad

en x,y la magnitud de la velocidad en la direccibén pedida es:
iﬁ.- 2 dy \2
(%) +(%2)

Antes de sustituir los valores numéricos escribamos la expresifn:

elt‘ (:_‘5—+5L‘;%}) W (2.10.2.c.)

11.63 <

esentamos el primer factor de 0.10.2.c)¢omo si prnviniera
producto escalar de vectores obtendrfamos:

dz _(2: 94 sL iﬂ. /(x
s (ax 37) dt )/ d( (u
podemos escribir también como:

dx , ds
ot ot

[(Z)(2)
(-'f)"(-ff (z.to.z.d.)

amos que el segundo factor del 2o. miembro de (2.10.2.d)es
€tor unitario, en direccifén del movimiento, ya que las deri
85 del numerador son las componentes del vector velocidad.

, 21

six.z(i{ -

ds ax

bstituimos al segundo factor de (2.10.2.d) por el vector --
ector unitario en direccién de la velocidad) tendremos:

ds (%1; %)?Y

mer vector de(1 10.2.e)ya lo conocfamos, en(l 10.0, 4)le di
1 nombre de vector gradiente, hablemos entonces un poco --
ta de €1. :

acibn para representar al vector gradiente es Vz, o bien -

4

(2.10.2.¢.)

2, que se leen, indistintamente, gradiente de z, nabla z 6
2, en donde V es un operador vectorial que, para funciones
Wl dominio en R? tiene la forma

| %_; P 355,- (2.10.0.8.)

abla (V) aplicado a la funcibén z es lo que recibe el nombre
idiente de z,

H.64
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Usando el gradiente podemos escribir finalmente la expresibn:

%:. = Vaz.€ (2.10.0.9.)

que nos da la.variaci6bn pedida al subsituir los vectores corres-
pondientes.

Para la superficie de la montafia, en el punto dado:

s S 22 2

%i' B ik T T
g4
3-;— - - j— T _i
2y Ry I x=/ sy
s

Vj/_ = - _,_2_ [ fow .1. y 5 l', VPIILI un:-/qn'a

ot o 2L A
en /ﬂ- a/ritcri'o;v c/f/ ‘P"étll.nu'rnr/o' es ’

( J / - ’

3r_dil§‘*¢_fzj [l 4 344

= ‘ ' =

V g%)z“_ (5‘} Ver+ ivy

Finalmente:

dz

J s xX=/
¥

D (_éu_ﬁ_ = 22
aF T 2y’ 5 /25

que es la variaci6n de la cota por cada undiad que se avanza €n-
! ' g

la proyecci6én del movimiento. Se puede interpretar lo anterio

como que la cota aumenta, al avanzar en la direccibn d

. ) e
to, a raz6n de 0.176 km por km.; o bien aprovechaydo que el numg

ro no tiene unidades, para dar una mejor idea del fenb6meno Pode-
mos decir que-el camibn en ese punto,esti subiendo con una pen-
diente de 0.176 m por m., O inclusive, 0.176 cm. por cm.

11.65

el movimiell

‘el problema anterior analizamos como varfa una funcibn al avan
en una direcci6én determinada de su dominio. Problemas simi-
Tes al anterior se resuelven con el mismo procedimiento segui-

), al que llamaremos '"Derivada Direccional ", Formalizaremos a

Consideremos una funci6n f(x,y) y un punto P(x,y) del plano para
. cual la funcibn esti definida y es diferenciable. Una direc
-16n cualquiera a partir de P esti determinada si especificamos-
il_ﬁngulo @ que una recta cualquiera que pase por P forma con la

L rama positiva del eje x.

Con
s 1L

sideremos ahora una variable-

Q S (longitud recoyrida) que va

rie, sobre la recta en la di

2 reccibn que indica la flecha;

Px,y) el or%gen de S seri el punto
e Exige 2l Al

fig.2.11.1
'Para pasar del punto P al punto Q, ambos sobre la recta, es nece
ario dar un incremento a S, (A4S); por supuesto la funcibn expe-

#fpentaré un incremento que estari dado por:

Af - £ (x +45 cos@, gy +45 sen 0)";‘-‘(7‘/])(2,11,0,1,)

El vector unitario €, en di--
recci6én de P, estd definido-

por e=cos ®i +sen 8
(@0,

EEY)
I“ ,:::::;‘o La variaci6n de f en la direc
" ci6én de P Q recibe el nombre

de derivada direccional de f;
(se escribe D3f) en la direc-
ci6n del vector € y es, por -
definici6n:

Q(x +4s <036,
y+4s un‘)

11.66
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Fx+ 8s cos D, ¥ + ds sen®)- £ (X, 9)
as

Dg plxug)= lim -

(2.11.0.3.)

cuando el limite existe.

Para obtener la expresi6én de esta derivada se puede proceder por
medio de la regla de la cadena como en el ejemplo 2.10.2; ahora,
las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por Py Q son:

7(:7(, *Stosw

Yy: Yp S sen -0 (2.11.0.4.)

por lo que:

df dx _.f...n'L ..f-cos@+._ts
"3'?"555 ds Ty de " o= gz.n.o.s.)

De la expresi6n anterior proviene otra notaci6én de la derivada -
direccional que es precisamente —§—~ en donde S es la longitud -
que crece en la direcci6n del vector €, asi que:

Defuhn (3ere 40 (ot 0200 10

en donde:

V- 2£ ,

ax"’ﬁ"-

o

es el vector unitario en la direcci6én de 1la variaci6én buscada,

- cos@iy4 senljj

J

asi que:

Dgf’- 5,‘{’ Vf-€ (2.11.0.7-)

representa la forma vectorial de la derivada direccional.

11.67

podemos ver ficilmente

e si e=1i:
‘Z); }p = <.€§E ¢+ %E:—,j) el o= %Ef?
3 S . j
2 Fo(%ee Y e B

‘de donde se concluye que la derivada parcial es un caso particu-
lar de la derivada direcional, siendo esta Gltima la que sirve -
"_n general para analizar la variaci6n de una funci6n de varias -

arlables en su dominio de definici6n.

'il concepto de derivada direccional puede generalizarse fécilmen
" te a funciones con mis de dos variables independientes quedando-

Dz F (). 2 F 3F
i 3%, T N, fait e v S L et

.12 GRADIENTE

el subtema anterior valuamos la variaci6n de una funci6n en -
ina direcci6ébn dada de su dominio de definici6n, y vimos que esta
se determina por medio de la derivada direccional. Veamos ahora
lgunos aspectos interesantes del gradiente, para lo cual nos re
eriremos al ejemplo (2.10.2)

:"-blema 2.12.1 Consideremos otra vez la montafia y el cami6n --
del ejemplo 2.10.2.

8) JEn qué direccibn a partir de P debe moverse el camibn para -
que no suba ni baje?

11.68



b) ¢En qué direccibn a partir de P se debe mover el camibn para-
bajar por la mixima pendiente y llegar mis pronto a la base de -

la montafia?
c) iCufl es el valor numérico de la méxima pendiente en P?

d) é¢En qué direccibn a partir de P, la pendiente es 0.01?

Solucibn:

En las preguntas de este problema ya no tenemos que averiguar --
como antes, la variaci6n de la funcibn, sino que ahora lo que se
desea determinar es la direccibn en que ocurre una cierta varia-

ci6én. (De qué podemos ayudarnos?

Recordemos la representacién vectorial de la derivada direccional
e interpretémosla; la expresi6bn nos dice que:

333#55 =Vf-€

la interpretaci6n geométrica del producto escalar, vista en Alge
bra y Geometrfa Analftica nos dice que:

P}-2=1V1[€] cos &
en donde ges el dngulo que forma el gradiente con &, y como
/€ /=1
Dgfs/Vf/cosﬁ (eiz.1.1.)

ecuaci6n que nos indica que la derivada direccional es la compo-
nente del vector gradiente en la direcci6én del vector unitario -

—

e.

(2.11.0.7.)

11.69

2.12

(2.1 Direccibn de variaci6én nula.

;i ayuda de lo que acabamos de ver, se puede responder a las pre
2 <
untas del problema 2.12.1.

) Si se quiere que z sea constante

Vz.-e=0
as T

s condici6bn de perpendicularidad; de otro modo, puesto que:

|V2]cos¢=0, como IV!‘#O?co_s =0
(,2.12.1.2.)

'be la ecuacibn 2.12.1.2 obtenemos dos soluciones, una a 90° del-

~gradiente, y la otra a 2707 asf que, para evitar ambigiedades di
" remos que para que z no varie debemos movernos en una direccibn

ﬁerpendicular al gradiente.

'La cota del punto (1,2) es de 0.8 km; naturalmente para no variar
la cota, el cami6én tendrfa que moverse sobre 0.8=1-1ér (x*+y?),

0 bien x®+y2?e5 que es una circunferencia (al tomar en cuenta co

mo segunda ecuaci6bn 2z=0.8). La tangente a esta circunferencia -

‘es paralela al vector u=i --%—j , (Fig. 2.12.1); el producto -

&ectorial de éste con el gradiente nos indica que son perpendicu

ares.:

| Vade(Bi-i) (i-g4)e0

cual verifica lo dicho anteriormente, es decir, que para no -

riar su cota, el cami6n debe moverse perpendicularmente al gra
liente.
y

=]

3. |



A una curva en que la cota se conserva constante, se le llama cur
va de nivel. Como vimos en el capftulo I; una direccién de varia
ci6én nula es tangente a la curva de nivel que pasa por el punto.

2.13.3 Lfnea de Mixima Pendiente.

|4 Después de haber resuelto el inciso "a'" del problema (2.12.1), -
prosigamos con la solucifén de los siguientes incisos.

ED La solucibn de este punto requiere que la derivada direccional
sea Mixima.

De (2.12.1.1) vemos que el mayor valor absoluto que puede tomar-
la expresifn es cuando |cos,¢1 =1, lo cual nos da dos soluciones

si ¢g=0, cos ¢ =1
%;IV;I .13 .)
S. g= M , cos g= -4

fe12.1.4.)

dz _
2 -/7s)

(2.12.1.3) representa el miximo crecimiento de la funcibn, mien-
tras que (2.12.1.4) representa el miximo decrecimiento.

El miximo crecimiento se di en direccifn del vector gradiente, -
ya que, al ser cero el &ngulo formado por el gradiente y vector-
que define la direccibn, estos dos son colineales y del mismo --
sentido. El méximo decrecimiento de z se presenta en una direc-
cibn contraria al gradiente, pero colineal, ya que en este caso-
el &ngulo que forman el gradiente y el vector que define la direc
ci6n es de 180°.

Como requerimos el miximo crecimiento (bajar por la mixima pen--
diente),la direccibn en que se presenta seri la de : “V!/
P

v t-a- __L 2 1 » > kN 2 -
o o) ()
-.&E--.’-_’_ a-—-a'_'_ -

v’/,’ 25" T 35 Vfxes ar “m3r ¥

yid

1. 71

2,12

direcci6bn buscada es -Vz/p.I—J:" + ;‘l’- J

lel eje x; ver figura 2.12,3

ndiente es el valor de 1la mixipa

rivada direccional, o sea:

df

ols  masima

0.1%9

.ﬁ: 0.04
ds

que despejando cos ¢ , y de ésta ¢:
i of

4 AL
Rt P - ang cos _95

| J /v2)

'l‘. cos ﬁ___ 0.04 - 0.055
. 2V fas

-

o

. i1.72

‘forma un &ngulo de-116°34' con la direccibn positiva del eje

representada co

vector, que forma un &ngulo de 63°26' con la direccifn positi

~ree 35

Lo que ahora requerimos es determinar una direcci6n.

si’. 2.12.3

n general, tanto la direccifén como el valor de la mixima pendien
X .
- se refieren exclusivamente al punto en que se calculan.

Sabemos

aaemas : J
dend gE‘:/V:/coay

donde ¢ es el &ngulo formado entre VZ, y la direccibn buscada;

_-> ¢=:‘la?l



Debe moverse a 56°37' a partir del gradiente; hay dos direcciones
que satisfacen esta condici6n, dependiendo hacia donde se mida -

el &ngulo, estas son, referidas a la direccifn positiva del eje

x. (Fig. 2.12.4)

| . P ~//6°35' + 56°37' . - 515y’
- 116°35" - 56"37 'a-/73°12"
|
i A = 176°y 8"
v :
: fiq.2.42.9
$ 3 "
1 R R

Una conclusi6n interesante del problema es que:

a) La mixima variaci6én de una funci6én f en un punto es:

d
75'";”;“ = /VHP)/ (z.12.1.5.)

b) y &sta se presenta en la direccién de Vf(p)

Estas dos conclusiones las podemos ahora aplicar para afirmar --
que:

El gradiente de una funcién escalar es un vector, cuya magnitud-
representa la mixima variaci6én de la funcién en un punto dado de
su dominio y su direcci6én, la direccién en que tal mixima varia-
ci6n ocurre.

Ademis, como f es una funcifn escalar de punto, depende del pun-
to, pero no del sistema de referencia; asf mismo, si '"S" es la -
longitud de un arco medido sobre una curva del plano o del espa-
cio, "S" tampoco depende del sistema de referencia, asf que —%é—
es independiente de los cambios de coordenadas. Por consiguien-

te, la derivada direccional mixima, en la direccifén en que ocurre,

también seri independiente del sistema de coordenadas.

Como —%g—- V€| cos ¢, <n donde ¢ es el 4dngulo entre el gradiente
y la direcci6n, en el caso de que —g-g—-— se3 mixima —-g—f——- |V£],y
la magnitud del gradiente, asf como su direcci6én son independien

tes de las coordenadas.

11.73

la superficie 1z =25 - x2-4y?
ibujar en el plano x,y las curvas z=0, z=9, z=16

contrar el vector normal a la curva que pasa por P(2,/3) y-
ujarlo.

Para z=0
e wytaas x* 2
T

que es una elipse con centro-
en el origen y semieje (&, 5/2)
en x,y respectivamente.

Fig.2‘12.5~

9 =25-%x2 yo2 XS E Wy* wad~ 4 lb

2 2
_1_4_’_:1
‘6 L4

It#e con centro en el origen y semiejes 4 y 2 respectivamente-

16 = A5-XP- ¢y 5 x4 4yds 25-/6:9
kA

2
X 79 {

9 o

£on centro en el origen y semiejes 3 y 3/2 respectivamente.

vector normal a la curva que pasa por P(2, /3),es:

vz 2.2/. 8/ = 3 ¥
Ji x’xil + 4y yiij‘ ¢ + ?lfj‘J
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cuya grhfica se ilustra en la fig. 1.12.5,y es perpendicular a -
la curva de nivel Z=9,

Ejemplo 2.12.2
Hallar el vector tangente a la curva de intersecci6n entre la su
perficie definida por la ecuacibn :

F(x,y,28)= 3x*+29% 2-9=0
y un plano vertical que pase por el punto P(1,1,4) y forme un --
éngulo "a" con el eje x.

Solucifn:

Determinemos primero un plano tangente a la superficie; para esto
definiremos una tangente a la superficie, tal que su proyeccibn-
sobre el plano xy sea la recta que forma un &ngulo a con el eje
x. (Ver figura 2.12.6)

La proyecciénlorizontal del vector tangente caerd sobre la propia
traza del plano. Asf, Si consideramos unitaria a esta proyecci6n
la podemos representar como :

P,Q?,’ ¥ z COS el + sencdy &,

La componente vertical de ese vector tangente, serd la variacién
de 7 por unidad de longitud medida sobre su proyeccién horizon--

2

tal.

Dado gue’
&: V1.6,

g/ Jf.m'-f 20 LR eclncion
:3!‘42“-9 5 o |
Zof-3x"-24% Vl--‘x:.‘f"j

eaait ,uﬂllﬂ p(/, /, V), Vl‘l~$i'f]'
d2
ds P

= Va / €u = - 6 cos - ¥50a
/]

2.12

y cualquier valor de o nos da la pendiente del vector tan

ente el vector tangente en el punto es:

V = COSo( + sen < j- (6 Cose o-f'san(.)K
se ve en las figuras 2.12.6 y 2.12.7.
ector ¥ representa todos los vectores tangentes a la su--

icie en el punto dado, a que o puede tener cualquier valor.

£ Ahora calculemos VF/p
=

VFE = 6xi 44y 4K

VF/P = 6( + VJ' + K
fiy. 2.02.7
es:

vF/P--,}’/P . (6,; + 9’J'+/()-((o.s«£+se¢-cj (Gto:&-t"stn&)’()

9;.-/1, . y"/’ = 6 cose *+¥seao -6 cos *+ Ysens =0

que, VF/p es perpendicular a V/p para cualquier valor de «,
|

lo tanto,como VF/p es perpendicular a todas las tangentes, -
En es perpendicular a la superficie.

neral una superficie cualquiera obedece a la ecuacibn:

F(x,y1F0

) que un punto se mueva sobre una superficie, es decir, -

fiiseccidn tangente e, el valor de F debe permanecer nulo ;
,—as—-o, O sea que en este caso!

F-@ =0 lo que significa queVF es perpendicular a to
vectores tangentes, y por lo tanto a la superficie.

ir 1o mismo de una superficie definida en la forma - -
}=c: VF(xo, Yo, 20) seri perpendicular a la superficie en
O (an )'On zo)o

11,76
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Una consecuencia de esto es que si la funcién w=w(x,y,z) toma va
lores counstantes ¢, para cada valor c diremos que se tiene una -
SUPERFICIE DE NIVEL y el gradiente de w(x,y,z) seri perpendicular
a la superficie de nivel x=c en un punto dado (x,y,z) del dominio

ahora si podemos contestar el siguiente.

2.1 %.2

de w.
es la funci6én cuyo gradiente es yi +xj y cuyo valor, en el

Al mismo tiempo, las direcciones en que una funcién crece con e ¥ ’
(1,1) es 2? Esta vez no conocemos a priori la funcifn; pe

una rapidez dada en un punto, serin las de las generatrices de
un cono%ircular recto con vértice en ese punto, y eje de sime--

tria en la direcci6én del gradiente de la funcién en dicho punto. LN
adiente es perpendicular a las curvas de nivel; luego su --

>demos razonar como sigue:

iente seri reciproca y de signo contrario a la de dichas cur
, cuyu ecuacibn en general podemos escribir:

f(x,y) =¢
vendiente de m;zestro gradiente es L; asf que la pendiente -

na i ; Ry
2.13 DIFERENCIAL EXACTA Y SU INTEGRACION. curva de nivel cualquiera de f(x,y) sers: - L =3k

Comenzaremos tratando de resolver el problema siguiente:

Problema 2.13.1 _dyL-..ﬂ

X

iCudil es la funcién cuyo gradiente es -—22?— xi-— —z-é— b oy B oo

5
cuyo valor en el punto (1,2) es 0.87 Ly =-Lx+Lc

La solucién en este caso no presenta mayor problema, pues si -
L(xy)=Le 2 xy=c

usando la condicién dada para x=1, y=1
f(x.)') =Xy ¥ic
BIGT, 1) =1 %1 =27" =t ‘Thai]

vf=-~- 72—’5(— i- %j recordamos del problema 2.12.1 anterior --
que .

f-i--—zls— (x* +y*)

f(x,y) =xy+1

(1) La palabra mis correcta -
es semicono, porque s6lo nos
vF referimos a un manto del cond¥

ema 2.13.3
en el otro manto, la rapidez- S ahora si podemos determinar la funcién de la cual yi=-x;
es la misma en valor absolut® - gradiente.
e

pero con signo contrario; f
12.

mo se indica en la fig. 2-

fot shek

11.78
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integrando:

L, =dx +4de

_:_= c J pere re’«,{ﬁ- ?ue, s¢ :(1,3):%

agd

V9=-%i+dj # yi-%j

Entonces no cualquier combinacién de funciones que se nos ocurra
puede ser gradiente de una funcibén, sino que, para que lo sea de
be cumplir ciertas condiciones. En el caso anterior podiamos |
habernos dado cuenta que no era posible que yi ~ xj fuera gradien
te de una funci6n ¢ porque, para serlo, se deberfa cumplir el --
teorema de Schwarz:

Aﬁ.:y -a—-:-x

dx ) oy
¢ =4 ST G
3,3! J X 33

o sea que:

de donde se concluye que siendo (y) y (-x) funciones que cumplen
con las hip6tesis del teorema de Schwarz, no provienen de una --
misma funcién, como se proponfa.

2.13.1.Condici6én Necesaria y Suficiente ‘para que un Vector sea -
el gradiente de una Funcién Escalar.

Del problema 2.13.2 surge una condicién necesaria para que un --
vector de la forma V =P(x,y)i +Q(x,y)j sea gradiente de una fun

cién escalar ¢, y €sta es que, si suponemos que el vector dado es

el gradiente de ¢.

veg 28, 28

1 Ay (2.13.1.1.)
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tonces
P(x,y)-a: 3 Q(X,SJ'—’:—, (2.13.1.2.)
g (2.13.1.3.)
g By dx

(2.13.1.4.)

2P .- 2Q

CONDICION NECESARIA
3y X

(z.13.1.5.)

Ahora nos preguntamos si la condicién anterior garantiza la exis
tencia de una funci6n Gnica ¢ de la cual Vv es gradiente.

Supongamos que los valores de P(x,y) y Q(x,y) son tales que = -
(2.13.15) es cierta. Debemos entonces poder encontrar una fun--

4 - p (2.13.1.6.)

ax

(2.13.17)

oF _
$:q

'Si (2.13.1.6) es verdadera, podemos integrarla respecto a '"x" --
manteniendo "y" constante:

p-_-f%,!‘.dx +<P(3):J"Pd: +§Cy) (2.13.1.8.)

| la funcién f(y) nos da la parte de ¢ que depende exclusivamente
de "y" ya que, al derivar ¢ respecto a 'x" se habfan anulado estos
érminos que s6lo contienen a 'y"
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La expresi6én (2.13.1.8) debe verificar también a (2.13.1.7),asf- e 2y )
{ . ‘é-, el cumplimiento de (2.13.1.5) garantiza que exist una-

que: s s ’
i6n @nica ¢ cuyo gradiente es el vector V. Decimos entonces
g dici ] &
- ? [I'Pclx L5 3)1 (2.13.1.9') .con 1c16n'necesana y ?t_:flcxente para que un vector - -
—"3 ) i +Q(x,y)j sea un gradiente es:
3Q _ 2P
LELEN sgx' = -Sy CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE
Q,a_a-jp41+.3i (2.13.15)
J 4
de’ donde despejamos: df
4
d -a i
_djg-: Q - 7 Pdx (2.13.1.10.) 4 DIFERENCIAL EXACTA.

Recordemos que f depende solamente de 'y", y por lo tanto susderi
vada; entonces la ecuacifn (2.13.1.10) nos esti diciendo que al
manipular en el segundo miembro, nos debe quedar una expresién -
que no contenga a "x". Esto es,su derivada parcial con respec-

to a "x'" debe ser nula:

?.‘3_——%‘[—:—3 J'del::o s 1.11.)

Y ciente para que la expresifn:

P(x,y)dx +Q(x,y)dy 2.14.0.1.
0 1o que es lo mismo, de acuerdo con el teorema de Schwarz: : % ( )

%-}{%5?&:]:0 (2.13.1.12.) :
d
%_g_=p(§’g) ) 4 _Bsfzq(x,”(z.u.u.z.)
que se simplifica como sigue: L e
. ' emis, que:
2 2 [¢]-= )
3295'_ o i#lz0 ) dg=vg . (dx,dy) (2.14.0.3.)
de donde: .to que dr = (dx,dy), y por lo tanto:

dp'a-gg dx +MJH=V¢'J?. (2-14.0.4.)

3% - 2P (2.13.1.14-) P

g
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a diferencial exacta o total de una funcién ¢, ya que si lo es:



2.14.1 Diferencial Exacta y su Integracifn.

Ejemplo 2.14.1

Consideremos la expresién (2xy +y)dx + (x?+ x +y)dy en donde
P(x,y) = 2xy +y, Q(x,y) =x*® +x+y

{Es la expresi6n dada una diferencial exacta? Si lo es
funci6n proviene?

ide qué-

Solucibn:

Para que sea diferencial exacta debe cumplirse:
B Cxrex s = 2 (2xq9 +
calculando estas derivadas parciales obtenemos:
3P =dx+l = ;Lgl =aAx +!
by X
por lo que sI es diferencial exacta.

Para encontrar la funcifén de la que proviene podrfamos intentar-
el método que utilizamos para resolver el problema 2.13.2

dy - _ Rxzey
dx 7 xP+x+y

pero vemos que ahora no es sencillo separar las variables para -
integrar. Afortunadamente la demostracifbn realizada en 2.13.1

nos sugiere un método muy fécil.

Recordemos que P(x,y) -;911 , asi que, integrando P respecto a X

ax
¢-I(2:,+3)dx+$(s) )

en donde f(y) es funcibn s6lo de y.
g=xPg+xy+ly)
la que debe verificar a Q, asfi que:

20 - x"+x+§"(3)= x*+xX+Y
»y

11.83

N £(4) : 4

¢=x"g+x5+-§_}+c ;

. Para el caso en que existan 3 variables el concepto puede genera
izarse ficilmente usando el Teorema de Schwarz, la Ginica varian
te es que la funcibn aditiva deberd serlo de las variables que -

. : -\- - :
 no se hayan integrado, teniendo que verificar dicha funci6n a --
los restantes términos de la diferencial.

'Si lo es, debe verificar que, siendo:

P=3x*+2 Q=2y+2* , R=x+2ya+l

Poaf(axtea)du +§y,28) = e xa +§(4.2) 3
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e ta expresi6n debe verificar a "Q", asi que: 5 definidas en una cierta regi6n de E" cumplen el teorema de

-h arz para todas las combinaciones posibles de parejas.

= & = a 3 A ' )
%—? =0+ ;, ('j; *) = Q = 2, + 2 t _‘La, se deben cumplir —ﬁ;‘-n-'— condiciones de la forma ¢
de donde: -3%- = %:J
3 (S

sadas todas ellas en el cumplimiento del teorema de Schwarz.

{(3,;) % I(.‘lg\cz") dy + A(R) = y*+ 2y +h(2)

en donde h(z) representa todos los términos de ¢ que dependen --
s6lo de z; Q= x¥+ x!+§3fl‘,+h(!) s y esta expresién de-

be verificar a "R", asf que:
38 - x+2ay+ () =X +292+1=R

de donde:

A(2)=1 = h(2)=2+cC
finalmente, la funcién ¢ buscada es:

Q = X+ xz+yy 2ty + % +C

En capitulos posteriores veremos algunas consecuencias de la de-
finici6n de diferencial exacta, y una interpretacifn ffsica de -
la misma.

2.14.3 Generalizaci6n de la Diferencial Exacta.

Teorema 2.14.1

En general, diremos que una expresién de la forma:

P(R)de,+B (R)dny+...+ P(¥)dx, (2.14.3.1.)
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CAPITULO

-

TRES .

B2 CAMPOS VECTORIALES. -

INTRODUCCION.- Todos  los problemas que pueden solucionarse apli:
cando conceptos vectoriales, también se pueden resolver por méto
dos no vectoriales, s6lo que el anilisis vectorial nos simplifi
ca considerablemente muchos cilculos. Los vectores son herramien
tas muy Gtiles en las Matemiticas del ingeniero, ya que ayudan a
visualizar y relacionar conceptos fisicos y geométricos, que de

otro modo nos serfan diffciles de captar.

Recordemos que existen, tanto en Fisica como en Geometrfa, canti
dades que quedan completamente definidas cuando se da su
o nGmero de acuerdo a una cierta escala; a este tipo de

tamafio
cantida
des se les llama escalares, y ejemplo de ellas son la presibn,la
masa, el 4rea, la resistencia eléctrica, el calor, el volumen, -
etc. Por otro lado, existen cantidades que no podemos desc;ibir
por medio de un s6lo nGmero, ya que no quedaria completamente de
finidas o caracterizadas; a este tipo de cantidades en que hace
falta conocer su direccién, ademis de su magnitud, se les conoce
como vectores, y ejemplo de ellos los tenemos al manejar concep
tos tales como el peso de los cuerpos, las fuerzas, las velocida

des, la gravedad, ?omentos, etc.

3.1 Campos Vectoriales o Funciones Vectoriales.

Hasta ahora, en los capftulos I y II , hemos manejado los vecto
res como variables independientes; procede ver que también pode

mos manejarlos como funciones.

3.1.1 Campos Vectoriales..

Si asignamos un vector V(P) a cada punto "p" de un cierto conjun
.0 de puntos (curva, superficie o regién), entonces diremos que
en estos puntos existe un campo vectorial V(P). Como podemos --

ver en las figuras -3.1.1y 3.1.2

1.1

€ VECTORES DE VELOCIDAD
"DE UN FLUJO

Frg 3.1.2

CAMPO DE VECTORES NORMA-
LES A UNA SUPERFICIE

Fiy 3.11

t n estos casos, el vector funcién depende de las coordenadas del
] unto P, es decir, de su vector de posici6n; por elio se dice que
g}s una funci6n vectorial de variable vectorial. Puede darse el
iCaso, sin embargo, de que el vector funci6én dependa de una sola
"agnitud, como es el caso de la densidad de corriente en un con-
‘ductor delgado, la cual queda completamente definida por medio

le la distancia a la fuente de energfa. Fig. 3.1.3a

" Otro ejemplo del mismo caso es el de la fuerza tangencial sobre
un carrito en la montafia rusa, fig. 3.1.3b, que depende del reco
'} rido "s' sobre una curva en el espacio; en estos dos Gltimos ca
}sos se dice que tiene una funcién vectorial de variable escalar.
”;or‘ser éstas las mis sencillas, empezaremos con ellas nuestro

“estudio de las funciones vectoriales.

(a) Pig. 3.1.3 (b)

.2



3.1.2 Funciones Vectoriales de Variable Escalar.-

Si una partfcula se estd moviendo en el plano xy, y para seguir
su movimiento colocamos observadores en los ejes "x" y "y" segu-
ramente que el control que ellos llevarian serfa, como se indica
en la fig. 3.1.4 de tiempos y distancias en cada eje.

Como veris, se ha definido asf una funcién vectorial de la varia
ble real tiempo, que establece un mapeo de E' en E? ya que asig-
na a cada valor de "t" un s6lo valor del vector de posicibn T en
dos dimensiones. Ahora bien, para que la funcién quede definida
analItlcamente, sabemos, que habri necesidad de conocer si el mo
vimiento seguiri en la misma ley por mis tiempo, 0 si la particu
la va dando saltos o no.

y
? 2seg.
T R R I R (et .
0 0 0 :
1 2 1 3r \
2 4 4 > |
3 6 9 i % i ’
4 8 16 | seqg. ;
| y
SRl
TR . T T R X
Pig. 3.1.4

Si el movimiento es continuo podremos escribir matemiticamente

e T:R'+R2|FT= 2ti+ t?j , t>0 2.1

En esa expresi6én estamos indicando que aceptamos que el movimien
to empez6 en t=0. Si supusieramos que el movimiento habfa empe
zado previamente, quitarfamos la restriccién, pudiendo escribir
simplemente:

T(t) =2ti+ t?j B 2.2
o bien ya que Te=xi+ yj:
x=2t R “,:‘
Yi= £ (") Su1:2.3

111.3

nfue =

'_‘del movimiento de la partfcula en dos dimensiones, fig. -

E> o S
b Bl BEEge L vy e
'S

- XZ
.‘\- AR
{p=-===
Fig. 3.1.5
. =
‘ & ; b
eneral para el sistema coordenado cartesiano x,y,z, - - - -
) =x(t)i+y(t)j+ z(t)k 33 1u2

Smpre serd posible eliminar "t" y obtener las ecuaciones carte
1as en funcibn de x,y,z.

se tiene el sistema:

X=sen t : 3:fd.a
y=2 sen t 3.1.1.b
z=3 cos t < 87 TN
Y(t)=senti+ 2 sen tj+ 3 cos tk 3.1.1.d

3.1.1 a y b obtenemos:
VA2 X e SRR LS

x* = sen’t 33P0 a

—~— = sen’t Ry 7

1.4




Al sumar 3.1.1.a' y f:

2
x? + +- 2 sen?t

de donde
x?

T = sen?t 3711k
deR3Hsl. ¢

lz 2

T‘COS t 3.1.1.h
al sumar Biattdags. .y “ihs

+ %_.: + _g_zz = 3.1.1-i

que junto con 3.1.l.e nos define la curva interseccién de un elip
soide y un plano.

3.1.3 Funciones Vectoriales de Variable Vectorial.

En general, si el recorrido de una funcién vectorial esti en un
espacio "n" dimensional, necesitamos acudir a los vectores unita
rios base €,, €2, .... en, para definir cualquier vector V(x) en

"n" dimensiones.

V(X)) = v, ()8, + va(X)€2+ ..... + Wy(X)ep

Esto estd indicando la necesidad de contar con n funciones esca-

lares del vector X, para definir la funci6n vectorial Vv(X).

A su vez, el vector X estari definido por "m" variables indepen-
dientes, esto es X [xi, X2,...... xm]

En otras palabras estamos estudiando las funciones en sus térmi-
nos mis generales, tal como las estudias en Algebra Lineal, qui-
tando ahora la restricci6én a las transformaciones correspondien-
tes, de que sean lineales.

1i.s

b2/

3a

._Qmas los conocimientos sobre transformaciones, que estudia

Algebra Lineal, podemos concluir que la expresibn 3.1.3.1
recorrido en el espacio de 'n' d1mens1ones, Y un domi-
_espacio de "m" dimensiones.

gravitacdonal universal estf dado por:
Fe-gMm—I 3
Irl

*' es la fuerza de atraccibn entre las masas MR, W
y en M)

el vector de posici6n de la masa "m".

esglosa en forma cartesiana:

Fa- GMm*J—in b}
(l’!*')"‘FZZ) 2

¢

3.3

de vectores normales unitarios y exteriores de una esfe
i0 2, estd dado por la funcibn:
T

vy

€n formz cartesiana

-

1 ] g
By (xdot y 5+ L3I k)

tecedentes de cursos previos, ya sabes analizar la continui

funciones dadas en forma cartesiana
¥ ventajoso que se pudiese
. AL

» S6lo que creemos que
analizar en 1s forma dada -
) Asf nos referimos al inciso 3.1.2 X veremos qué

I si los observadores en los ejes x,y, nos reportaran que,

11.6



después de ver en el tiempo cero la particula, la perdieran de vis
ta para volverla a ver en t=1 y asf sucesivamente. En este caso
la funcién existe y se representa por la figura 3.2.1; pero de
ninguna manera es continua; por ejemplo en t=2 la funci6n ex.ste
en ese punto, pero no en sus proximidades.

1 : = Sl e L
En cambio la funcién T(t)=ti+——5—) ~ ’ a0 1
existe en las proximidades de t=2, pero no en t=2 ya que no se -
puede definir su ordenada.

En el primer caso, de los observadores, decimos que existe la -
funci6én, mas no el lfmite y en el segundo caso, existe el 1fmite
mas no la funcibn; por ello habrd que ver qué se debe entender -
por ellimite de una funcién vectorial de variable escalar.

Definici6n 3.2.1. Si dado e>o existe §>o0 tal que |IT - al <e
cuando |t - to| <6, se dice que el vector a es el limite de la --

funci6én vectorial T cuando "t'" tiende a to.

Lo anterior se escribe como:
lim T(t) =a SEUN0, 2
t+to

verewos porqué la funci6n definida en la figura 3.1.4 no tiene -

1imite cuando t +2

Si se fija € =3 y suponemos el vector Z=4i+4j, tendriamos de

acuerdo a la definicibén: |xi +yj-4i- 4j| <3 lo que significa -

que /x-O T (y-4)

<3 6 bien (x-4)2+ (y-4) <9

Esta desigualdad nos define una regi6n abierta dentro de la cir-
cunferencia con centro en (4,4) y radio 3 (Fig. 3.2.1), pero
observamos que no hay valor de "t" que nos defina un vector, cu
ya extremidad esté dentro del circulo, por lo que "é&" no puede

existir.

§11.7

Ahora analicemos la ecuacibn
3.2.0.1 y fijemos e=0.1 con

(x-2)%2+ (y-4)? <0.01 o bien

(t-z)’+(——z-:f" -4)2 <0.01

y reduciendo queda: el

(t-2)t s (£ 2824 52 0.0

3 5 6 7 8

3(t-2)? <0.01, |t-2] <l a
3.2.1 7

) general para cualquier valor de € > o puedes comprobar que --

%or lo anterior puede afirmarse que el limite existe, aunque la
_vlciﬁn no esté definida en t=2. La definicibn es v&lida para -
Cualquier nlmero de dimensiones en que se defina T. Puede verse
N la fig. 3.2.2 una interpretaci6n geométrica para tres dimen-
jlones. Todos los vectores que cumplan con [T-3a| <e, son aque-
[10s cuyas extremidades se encuentran dentro de la esfera de ra
.’o € y deben ser generados por valores de "t" que se encuentra;
Entro de un entorno alrededor de to.

Por lo anterior, para calcu-
lar el 1limite de una funcibn
vectorial, se intuye que el -
vector limite estari compues-
to por los lfmites de las com

ponentes. Si consideramos el
vector a(a,, da2,..... an ) oo
mo limite de la funci6n:
T(x,, X2, .. .xn), cuando:. =«
t+tyo esto significa que:
EE |T - @] <e cuando |t-tg] <$
y ; B4 200053
T W Pig., 3.2.2.
ty ek 3

siderando a = 2i + 4j tendremos:

3.2 4



o lo que es lo mismo: sto es, los componentes del vector 1lfmite son los lfmites de las

nciones componentes.

/?;,-al)' +(x2-22)2+ .....+(xn-an)? <¢e¢ cuando |t -to| <&, don

de Xl'X](t), Xz’Xz(t), e ens Xn’xn(t) 3.2.0.4
\ na funcién vectorial T(t) es continua en el punto to si y s6lo-
al elevar al cuadrado (3.2.0.3): s (v) P o Y4
(x3-81)% # (X2-32)* + ... * (xn-8p)? <€’  cuando 3. :gt) = T(to) 3.2.0.9

ettt < 8 s 3.2.0.5

D cual implica la existencia del 1lfmite y de la funci6ébn. La -
Pero como todos los sumandos son positivos:

(x;-2;)? <¢? la curva que la representa no tenga interrupciones ni dobles

(x2-22)2 <¢g? ectores. Por ejemplo para la funcién siguiente:

Cuando |t-to] <& 3.2.0.6
UG 2 A R
T(t) =
Carhed® X o7 tist?y , 2 <t
0 sea que: |xi-a1]<e¢ Y 4
[x2- @f<e ~ Cuando |t-to]| < $ B2.0.7

—gT - =

Qs

|Xp-an| < €

RN, G0 Aok

El hecho de que cada desigualdad cumpla con la condicién anexa
significa que:

lim x;(t) =a,
t Ao

JETR AL NS x

lim x,(t) =a2
t+>to

Pig.  3.2.3

lim x,(t)-a; 2
LA, ) 'uesto que ya se demostr6 que el lfmite de una funcién vectorial

3.2.0.8 st compuesto por los lfmites de sus componentes, podremos de-

postrar fdcilmente los siguientes teoremas, lo cual haremos con

liz x3(t) =an 1 primero dejdndote de tarea que demuestres el segundo.

t+tg

11.10
1.9



Teorema 3.2.1 Una funcibén vectorial r(t) es continua en t=tg, si
y s6lo si todas sus funciones componentes son continuas en dicho

punto.

Demostracibén: Sea ?[gl(t) ,x2(t),. .,xn(t)] para que exis-
ta se requiere que exista xj(to) para todo valor de "i", y para
que su limite sea r(to) se requiere a la vez que:

lim xi(to) =xi(to) ¥ i

t-+to

lo cual implica que xj(t) debe ser continua % i.

A la inversa, si xi(t) es continua®i eso implica que:

lim xi(t) = xj (tg)
t+1to
lo cual a su vez implica que 1lim T(t) =T(to)
t=+to

12

Teorema 3.2.2 Para que la funcién vectorial T(t) sea continua,

es necesario y suficiente que:

1im [T(to + at) -?(zo)]=o 3.2.0.10

At+ o0

pefinici6bn 3.2.3 Una funcibn vectorial T(t) es continua en un
intervalo, si y s6lo si es continua en todos y cada uno de los
puntos del intervalo.

Ejemplo 3.2.1

a) Calcular el 1Iimite de la funcibn V(t) =cos ti +2 etj cuando
t+o vy decir si es continua en ese punto.

lim v(t) = (lim cos t) i +(lim 2et)j =i+ 2j
t+o0 t+o t+o0

dado que el 1Iimite existe y la funci6n si estf definida para t=0
entonces también serf continua.

. n

jemplo 3.2.2
i T(x) =x%i-2xj+senxk encontrar cuanto vale el limite cuando

+0 y decir si es continua en ese punto.

xX+0 X+0 X+0 X0

1 1{mite para la funcibn of estd definido, entonces sf serf con

inua en x=o0.

jemplo 3.2.3
i v(t) -—%—-i+(t’-1)j; decir si 1a funcibn es continua en t=o

lim ¥(t) = (lim o) i +(1im (t*-1))]
t+0 t=+0 t+o

como el 1limite de —%— cuando t+o no estf definido, entonces dire

mos que la funcibn V(t) no es continua en t=o.

= 3.3 Arco de Curva y su Expresién Vectorial.

3.3.0 Generalidades.

Si consideramos el hecho de que todos los objetos fisicos estén-
formados por partficulas y cada particula la tratamos de forma --
independiente, verfamos que un objeto que se mueve, ge?era una -
gran cantidad de curvas, una por cada particula del objeto.

(fig. 3.3.1)

e
; J

i
.
R

Flg. 3.3.1

111.12

lim T(x) = (lim x?)i - (lim 2x)j ¢ (lin sen Xk =0i - 0j +0k=0



Sabemos que existen curvas de todo tipo pero podemos distinguir
aquellas que estin contenidas en planos y que por lo mismo son
llamadas "curvas planas", (fig.3.3.2.a) y otras que definitiva-
mente no pueden estar contenidas en planos; a este GGltimo tipos
se les denomina 'curvas alabeadas". (fig.3.3.2.b)

Curva
Plana

Curva

>N

(0 ) Pig, 3.3.2 (b)

Recordaris que si tenemos una curva en el plano xy 1la podemos -
definir matemiticamente por una ecuaci6n del tipo y=f(x), o bien
p=12(9)

La intersecci6én de dos superficies (fig.3.3.3) define una curva
en el espacio. Si estas superficies tienen por ecuaciones -
F(x,y,z)=0, G(x,y,z)=0, respectivamente la expresi6n mantem&ti-
ca de la curva de interseccifn esti dada por el sistema:

HE DAL 3.3.0.1
ey -0 . .3.0.

donde s6lo una de las variables puede fijarse arbitrariamente;

es decir, tenemos un s6lo grado de libertad, como vimos en el -
Capftulo 1I.

.13

3.3

Y

I rlg' 3.3-3

Vimos en Geometrfa Analftica, que una curva puede ser definida -
vectorialmente por:
T(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k 3.3.0.2

- que viene a ser una funci6én vectorial de variable escalar; ésta

variable, "t" en este caso, es un parimetro cualquiera. Una for
ma muy Gtil que puede asumir la funcién vectorial es:

T(s) =x(s)i+y(s)j+z(s)k 3.3.0.3

donde "s" es la longitud de arco de curva que se obtiene en E: a

- partir de: ds=/"dx’+dy? y en E, a partir de:ds=/dx’+dy’+dz?

asf la longitud de arco de la
curva y=f(x) en el intervalo
a <x <b esta dado por:

74
S._b":J;f dx® + dy?

b
:f /1o ax
a

si la integral existe se dice

que la curva es rectificable. ds
As{ mismo si: xax(t) 43
y=y(t) .
z-z(t) dx x
entonces ] Pig. 3.3.4
q( )’*( )2 + ( )z dt

111,14
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Si la curva es continua,esto esyno tiene interrupciones, brincos,
ni autointersecciones, se le llama curva regular. Fig.3.3.5

Definicién 3.3.0.1 LT O
Lioy

Dada la funcién vectorial T(t) que representa a una curva, si

T(a) =T (b) no implica necesariamente que a=b, se dice que la =
X

curva es cerrada.

Fig, 3.3.7

Asf la funcién T(t) = 2ti + t2?j, representada en la figura 3.1.5 Como una importante aplicacién del c4lculo vectorial, veremos el

es abierta porque T(a) = 2ai +a?j y T(b) =2bi+b?j, y la Gnica comportamiento de una curva en el espacio, a través del anélisis
manera en que r(a) = T(b) es que a=b, en cambio para la curva del de algunas de sus caracterfisticas geométricas, y de su aplicacién

ejemplo 3.1.1 si t=0, T(0)=3k si t=25, T(2N)=3k lo que indica a algunos problemas de la mecinica.

que es cerrada.

Asf mismo se le llamar§ curva suave o lisa (fig.3.3.5) cuando

. . 3.3.1 i :
tenga tangentes finicas que varfen en forma continua. LA R ORI DN LTS O

y y i Como recordaris de la seccién 3.3.0 el arco de una curva '"s" tam
bién puede ser usado como parimetro en lugar del tiempo "t", -

por ello s6lo afiadiremos que este parimetro revela caracter{sti-

cas intrinsecas de las curvas y por lo mismo comparables en cual

quier clase de ellas.

Como hasta ahora para referirnos a una curva vectorialmente he

= ¥

mos buscado representarla a través de un pardmetro cualquiera,

\] X

Curva regular  suave Curvo irregular
Pig. 3.3.5 Pig. 3.3.6

Una curva puede estar formada por arcos regulares staves como en

la fig. 3.3.7; en tal caso se le llama curva seccionalmente sua-

es preciso ver si al usar el arco de curva 's'" como nuevo parime

tro, existe un solo vector de posicién para cada valor de '"s'".

y Para efecto de ilustraciln,si
usamos el ejemplo de la sec-
cién 3.1.2: F(t)=2ti+t?j po
demos hacer la representacién
siguiente: Vemos en la fig.
3.3.8, que para un cierto va

veg lor de "t", le corresponde un

Todas estas caracterfsticas geométricas diffciles de visualizar
en curvas alabeadas, pueden ser analizadas a través del cilculo
diferencial de funciones vectoriales, como veremos 8 continuacién.

1e.1s

vector T(t), pero también un

arco de curva s(t), siempre y
cuando tengamos un origen pa-
ra medir el arco.

Fig. 3.3.8
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Sabemos que 1la longxtud de arco se puede calcular medlante la -

férmula: s(t) = fl’dx’*dy! as{ para t=2,s(2) -f clx +dy? como
ré

dx = 2dt; dy=2tdt, s(2) J J4dt!04t5dt! = ZJ../ 501 dt al -

integrar obtenemos s(2) * ?r [t/ tr+ 1 L(/t7 + t)] 5.91571

La solucifén general en este caso es s(t)= [t Jtiel + L(/t’Of-otﬂ

3.3.1.1.
pues de otro modo no se podré
usar "s" como parfimetro de una funci6én vectorial, es decir, no

respetando el signo que resulte,

podemos considerar las longitudes de arco siempre como positivas.

Se ve claramente en la fig.3.3.8, que si le quitamos el signo a
la longitud de arco 9.91577 le corresponderfan cos valores de t

(2 y -2)y dos vectores de posicién T=41+4j y T=-4i+4j

3.4 Derivada Ordinaria y Diferencial Ordinaria.

3.4.1 Derivada Ordinaria.

Ejemplo 3.4.1
Si consideramos nuevamente la funcién 3.1.2.2

T(2) =4i+4j

T(t) = 2ti + t?j,

ahora en t=2: y damos un incremento de 0.4 seg. a

t: T(t+At) =T(2.4) =4.8i +5.76 j

vemos que el vector cambia en magnitud y direccién y por ello su
cambio debe ser medido por otro vector:

Ar=7(2.4) -T(2)=4.8i+5.76j -4i-4j=0.81i+1.76]j

como el cambio se efectu6 en 0.4 seg. ello nos di la rapidez del
cambio, o sea la velocidad media de la partfcula:

AT

X3 2i +4.45

. . ’
Al tomar incrementos cada vez menores nos aproximamos mas a la

rapidez instantdnea de cambio, alcanzindola en el limite; para
esto utilicemos un incremento cualquiera At:

11117

(2 +At) - r(2)

o
e} )
[

=24ti + (48t +at3) 3§

%-21* (4 + 4at)]
lim AT d¥ -
=2 ==—=TI'(t) =
o i+ 4 e T'(t)

Pig. 3.4.1

Si calculamos la pendiente de la tangente a la trayectoria dada

- por las ecuaciones x=2t, y=t?,

2 te2, xe4; 3= 5

43 x=4
T

o sea y= x?
=2 que es la misma que la del vector -

t=2 ; por lo tanto este vector es tangente a la trayecto-

'ria, segln se ilustra en la fig. 3.4.1

mo la regla de los 4 pasos de la derivacién, s6lo que aplicada -

ahora a funciones vectoriales.

202 +at)is (2 +8t) 35— 4i - 4j

, tendremos, ya que pa

El procedimiento que hemos seguido, ya lo habréds identificado co

| Definici6én 3.4.1

Si u(t) es una funcifn vectorial cualquiera de variable real, vy
lip —u(t+At) - u(t)
at+0

L‘vable, y al 1fmite obtenido se le 1llama "derivada de la funcién

existe

se dice que la funcién u(t) es deri

vectorial” y se denota por «%%— 5 ﬁtt) cuando la variable t es
el tiempo se usa u

-‘La propiedad de tangencia del vector velocidad o simplemente del
. vector derivada, es general para cualquier tipo de funcién sus-

3

ceptible de ser representada por una curva en 52 oen E

11,18
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Asf en la fig.3.4.2, el valor
inicial de t, genera el vector
de posicién T(to) en el punto
A; un incremento de t: At; de
finird al punto B y al mismo
tiempoal vector KB=AT . La
divisién de este vector Ar

entre el escalar At; dari el
vector secante AT
At

Pig. 3.4.2

A otro incremento At2<A{»|, se definir4d el punto C y le correspon

r ’
derd un vector secante ﬁ%}, que obviamente es mas cercano a la
rd 2
tangente en A que :tr ; si se prosigue asf, dando incrementos
1)

cada vez mas pequefios a la variable independiente "t", se alcan-
zard a la tangente en el limite.

Por la propiedad ya demostrada de que el 1fmite de una funcién -
vectorial estd compuesto por los lfmites de las funciones compo-
nentes, se puede afirmar que la derivada de una funcién vectorial
esti compuesta por las derivadas de las funciones componentes.
Asf para la funci6én 3.1.2.2 veremos el ejemplo siguiente:

Ejemplo 3.4.2
Hallar 1a derivada de: r©(t) = 2ti + t%j

Flt) saT =2(t + At)i+ €t +4 )85 =
T2t +At)i+ (t +At)%5 - 281 -t

AT =28%i+ (268t + (A8)%)]
%:‘-;zzi* 2tj + A tj
AI:?’OAA: = Tr(t) = 21 + 2tj

(L) |, =21« 2¢5] =214 4
t=2 ¢

1119

- Hallar la derivada de:

Ejemplo 3.4.3

F(t) =41 sent -1 cos t° + ek

T'(t) = i fos t + 2t (sen t3 e

Ejemplo 3.4.4

Dado r(t) = Ln(t + e)i + tan(t)j + sec(t)k , hallar r'(0)

;.(t) ’Ti—.

g i - sac2($)j+ gec(t)tan(t)k

£ -l
7'(0) = e i-j

. Dijimos que una curva era suave si tenfa tangente Gnica y defi -

nidaen todos sus puntos; matemiticamente esto significa que la
funcién representada por esa curva debe ser derivable en todos y
cada uno de sus puntos.
Ejemplo 3.4.5
La funci6én T(t)=2ti +t?j es derivable para todo valor de t, lue
go se trata de una curva suave.

Ejemplo 3.4.6.

La funcién r(t)=(t-sent )i +(1-cos t)j

no es derivable en t=0. En -

efecto T'(t)=(1-cost)i+sent]j
ol T'(0)=01i+0j que no define -
direcci6én. Esta curva, la ci
cloide, fig.3.4.3., es seccio
nalmente suave en el interva-
1o T ef< ty< 2N.

Si hubieramos seguido la regla

de los 4 pasos, hubiéramos en

contrado vectores tangentes di
ferentes en t=0, segGn hubiéra
Pig. 3.4.3 mos derivado por la derecha o

por la izquierda.

111.20




Si T(a)=T(b) para a¥b, dijimos que se trata de una curve cerrada.

Si en tal caso se tiene T'(a)=T' (b) se trata de una cuwva cerra-
da simple.

Ejemplo 3.4.7

La funci6bn r(t) =senti+2 sentj+3costk es una curva cerrada

. sirple; en efecto, ya vimos que:

r(0) = F(27) = 3k
F'(t)=costi+2costj-3sentk
r'(o) =1 + 2J

F(2T) =i 2

Lo contrario ocurre con la curva de la fig.3.4.4 1lamada luna de

3.4 1

3.4

@(t AL -3 » T e D) - ()
' > 3 e+ At)i= ¥l8)
im Ay -y, Hee A,

J t) = ult 4 i t + t) - vt
1lim !“*AA)t (l«tlm At
At At-)
_afue) s we)] 4, &
at at dat

Fascal, que es una curva cerrada en lazo; en efecto, su ecuacifn | ﬁ(t)-?(t)] o A(tH % YTt _%_:_1 e C L)
vectorial es: e
= S Y el nily «ie3.4.103
r(t) = (Scos t + 3)cos t i « y} uxv)zuxdt+dtxv
- w - v - du - =
(5cos t + 3)sen t j {uvxw)=5-VY§%*u'%gx“'*'_{‘vx”-d""l"‘ |
En donde: - o - |
r(126.8°) = 0 = w .i) o ASE Ui
¥ £(233.2°) = 0 [(u(v)xw:'=(u v)x-d—t+(uxm x at
eee3.4.1.5
Por otra parte, derivando y A ‘
= du _ 4 5 cee3.4.1.6 :
simplificando: ; ﬁﬂ]=ﬁ it 5% u ‘
r(t) = - (5sen 2t + 3sen t)i « \
(Scos 2t + 3cos t)i 7 (2332) ma 3.4.1 Be condicién necesaris y suficlente para
' F(126.6) 4] ial T 6dulo constan-
\ r'(233.2°) = -2.4i - 3.2 una funcién vectorial r(t) seu de m
| $(126.8% = 2,41 - 3.2 que F.df ~ o
‘ Pig. 3.4.4 Jdt

Con 1o anterior es rosible deducir f6érmulas para derivar combina-
cidnes de funciones vectoriales.

ke ¥
Sean\u(t), v(t) y w(t)
escalar, entonces:

d = '] - - -
\@;[u(t) O R

funciones vectoriales y ¢(t) una funcibn

.4 181

11.21

erivadas sucesivas.

-,v‘e a considerar la funcién 3.1.2.1 T(t)=2ti=+t?j y se

0 derivada para t=1 y t=2 tendremos:
V(1) = 21 + 2j |
y vl2) = 2i + 43

11,22



Como ves, la velocidad obtenida ha respondido al cambio en el tle.
po y ha variado tanto en magnitud como en sentido, como se TEPre-

. piferencial Ordinaria.

i dos fiempos
sidera nuevamente 1a funcién 3.1.2.1 para los .

|

senta en la fig.3.4.5; la rapidez de cambio de la velocidad, mejo, seguidos, tendremos:
conocida como "aceleracién', se obtiene dividiendo el vector incre\ r(2) = 4i + 4)
mento de velocidad entre el incremento de tiempo y tomando el 1:-\ i 4.21 + 4.813
mite de dicho cociente, cuando el divisor tiende a cero. r(2.1) = 4.
5 .49  ar AT =0.2i + 0,413
v A N : ) (t) sufrieron incremen-
puedes calcular el caso expues ve que ambas componentes x{(t), Z diente "t es peque
. 3 1 ble indepen e
Y SO iR to, no el incremento de la varia aproximada por medio
1 o aquellos en forma ap
) -—-- = _ 4., se pueden calcular ad
: a= dt(21 + 2td) = 2j B 1es, ast:
i Si ahora se die.se el caso de - . Ax = dx = 24t = 2(2.1) = 9.2
@ ' que %a aceleraci6n t?mb1én -- Ay = dy = 2tdt = 2(2)(0.1) = ]
8 AL o Ay | cambiase con un cambio en el - fh = - corresponden aproximada-
3 1 tiempo, se obtendrfa una rapi- puede observarse, € estos increme o 12 el T; al vec-
' E dez de cambio de la aceleraci6n | con los componentes del incremento se le 1lama diferencial
! i esto es, una aceleracién de la mpuesto por estas dos diferenciales O . la
| g ! ' aceleraci6én; matemiticamente - gn ci6n vectorial; para que ésta exista
— et vendrfa a ser la tercera deri- & e se define comro sigue:
2 . B da de T(t) t  sea diferenciable, 10 qu
vada de r(t), esto es: 3
- & - = .x.(t) ) es dife
- da d%v a3 ién r(x.(t). Xa(t);' *Xn
: R e B ve } : ,4.2 Una funcl e 5
Rat - . L = g to si y s6lo si, su jincremento puede escribirse cO
¢ en t=to
y para el caso tratado &'s0 £ 4 cesnte
i 'y (t) D+ nbtle. + Ly (t0)B ¢ Nz B2,
Como te habrds dado cuenta, cada nueva derivada define en general 9 el cee 3.4.3.1
una nueva funcién de la variable independiente y mientras esa fun 5 M [x,‘(to)lit + M ol
cién sea derivable, serd posible encontrar la derivada de orden -

superior; asf pues las derivadas de orden superior se obtienen --

igual que para funciones escalares, esto es, calculando la deriva
da de la derivada.

= n=1
a2 (8(s)) -2 fa am] g
at dt at dt dt -———LL
LN 3‘4'2.1
.23

40 si A t—08k 1
{5

= xj(t)

, 'sabemos que la f

uncién 3.1.2.1 es diferenciable en =~

N A o
= (2(t » Ot) -2 t)x+((t4At) -t
: Ati + (2tAt + O 23
1 ?‘IA; = (20t + 0DL)L « (aQt + 0t D))
=0=0 lebt-‘o
gi At ~+0 Y eiAt=0
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Puesto que los paréntesis rectangulares de 3.4.3.1 contienen los

incrementos de las funciones componentes, se sigue inmediatamente
que una funcibén vectorial ser§ ¢iferenciable si y solo si lo son
tédos sus componentes. Por lc mismo, podemos afirmar que para -
- que una funcibn vectorial de variable real sea diferenciable es -

necesario y suficiente que sea derivable,

Lefinici6én 3.4.3 Se 1llama diferencial de una funcién vectorial
T [x,(t), x(t), .o ooxnl)] & e expresidn  OF = x' (t)it,
¢ x(E)dL8, ¢ .ou. + xplt)Ate, ' e 340302
3onde T 51 = x;(t)

5 bilen dr = [x',(t)E, 4+ x'z(t)Ez SR xa(t)?n at

AR b et

puede observarse que la expresibn entre paréntesis es la derivada

de T(t) por lo que:
dr =T’ (t)dt

que tiene la misma forma que.la diferencial de una funcibn real;
o bien, puesto que:

x'y(t)dt = alxy) , ar =[dv.,, dxg0 ot s dxn]

en la funci6bn 3.1.2.1, que ya vimos es diferenciable en t=2, su
diferencial vale

dr = (21 + 4))dt = 2dti + 4ét)

s1 At = dt = 0.1 , ar = 0.21i + 0.4}

3.4.4 Variacibn de una Funcibn Vectorial con Respecto al Arco de -

Curva. N
De la ecuacibn 3.3.1.1 pjuede verse que 's'" es funci6n de "t" Y -
puesto que .%% ol 4t2¢ 1, es obvio que también es posible la -
funcién inversa; sin embargo, el despejar a 't" es engorroso, =
excepto en el caso de vna circunferencia, como puedes ver en se-
guida:

111.25 .a

_Obeexvando 3.4.4.b podemos ver que su derivada r'{a)=-gen

> E 3 !
. lim Ar  lim lg}r] lim

y Consideramos que una partfcula
se mueve sobre la circunferen-
cia de radio igual a dos y con

ey ) una velocidad angular de 60 -

Y
2 A E » T p.mk
) P =l L hblet Tras (fhign 3 9.6 Bsie | veiTque.:
X x = 2cos (B
. y = 2cen 6
2T x 60
ademés 60 r.p.m. = =
! ) e P 60seg
FPig. 3.4.6 B= 2Tt
. 0 (arco =rtadiosfngulo)}; como 6 = g entonces:
T(t) = 2 cos 2Tti + 2cen 2Tt EIRRRY, LY TE 0PN
r(s) =2 cos si+ 2sens j Uk B4 0410
2 2

b
=" 1w
2
s

+ cos 3 jJ es perpendiculur sl vector de posicién ;, pero ademic
éc unitario com>) puede comprobvurse con eu médulo.
Si ahora generalizamos para cualquier curva encontraremos lo si-
guiente:
Asialamla s, donne |30 - 1 lnse A2 L 18EL 2
As As

si tomamos el 1{mite:

@l

Ae+0Ae " As+0 As "As=0

£l primer lifmite es el de la -
relacién cuerda/ arco y es -
igual a la unidad, y el del se

r(s+0s)

gundo es el de un vector siem-
pre unitario y alojado en AT,
que como sabemos viene a ser -
Fig, 3.4.7 ur, vector tangente a la curva,
a este vector se le acostumbra
designar por "T" (fig.3.4.7)
LA

dsq T T

111.26
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Si ahora tomamos la ecuaci6én 3.4.4.a vy derivamos con respecto al
tiempo, obtendremos el vector v, definido como velocidad.

v = %:: = —4Msen 2TMti + 4Mcos 21Tt 3 aua g

Al m6dulo de Vv se le llama rapidez y es igual en este caso a:

- By
IVI = \/1511‘39!1221“ + 1602 2Tt = 4T

o bien
FmdEL/far !, (dt v
A" g 35 ™ Tas 3.4.4.e
dt
En general v se define en términos del tiempo:
§udE _4aF.. gs ds
i e el 3.4.4.f

y ya que _T es un vector unitario, entonces el escalar —g:— serd -

, la rapidez con que una partfcu-
Entonces para este caso v=T|v| =T ds

afv
d AMGE

el mbédulo de la velocidad, o sea
. la recorre una curva dada.

sfvl= {4

ademis como Vv = ea este cuso V =

_t
Ejempl, 3.4.9

Sea la partfcula descrita en el ejemplo de este pirrafo que se. -

mueve sobre una circunferencia de radio 2 m. y velocidad angular
de 60 R.T.M.

Calcular 4T/ds, el 4ngulo que forma este vector -
con el vector tangente T y su relacién con la aceleracién de 1la
partfcula.

Solucién:

En virtud de que
o SY i Si%
T=-aen< i+ cos <= j

(Ec. 3.4.4.c)
entonces e 2 2
3.4.9.a
%%*‘%cos?i-%sen -s-j ?

* nt.27

3.4

do af con T puede observarse _&ue el producto @
ds
b 1 8 8, _1 ] 8
E’%.ezcosz(senz) 5 sen 5 (coe 3) =0
3 g—-.f yT forman un éngulo de 90‘_’ (ésto comprueba

el teorema 3.4.1)

. \?.ndo de (.4.4.a) yue v = -—41reen 2Tti + 4T cos 2(rt;|

RS & = -8T%os 27t i~ 87 o 2ftj
esto que O = 2Tt =§

eee 3.4.3.0

= —% cosPi - % cenBj
a = -Bﬂacosei - 81T§en 8;
a = 16

at B .
38 - T y

robsr si es posible generulizer estas coanclusiones a cual

all oo gty 4
d—s'l\a

'%‘=21¢2t3y‘f 2 808
h + 4?
eatonces a T = =—# 0 :
4 + 41: =
b8 no es.l a T y como ya vimos que siempre eslaf

¥ - ar
: conclu:.rse Jque a no es paralela a & esto es, no siem
es ” . 3

111,28
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Puesto que: - -
S ; S :

=—1¢tpsen —J v i v 0 wiaawe s S5.4.10.2

: p 5 ) SISant 0

b) Siguiendo el ejemplo de Este pArrafo.
T(s) =p cos

dr 5 % s

entonces T'_JE_.' sen T:o cos —p—j ANECRR T 3.4.10.0b

donde p es n&mero real positivo y representa el radio de cualquier

circunferencia.
=T LF(s) y como %L.LT e SR i e e g, 4] OfC
dT

Vemos que —y—— es paralelo a t(s) y de sentido contrario, o sea,

dirigido hacia el centro de la c1rcunferenc1n
un vector unitario "ﬂ" en la direccién —a-— y entonces de 3.4.10.c

Puede definirse™

podemos afirmar que _&_ es "k'" veces el vector N alojado en

dT

ds 3.4.10.d

- ¥

Ejemplo 3.4.11 Obtener los valores de

-g—sTh lpara las circunfe-

rencias de radios 2,
de k. ”

4, 6 y p y asociar los resultados al valor

Solucibn:

Si p es igual a 2 en la ecuacién 3.4,10.a

1
e T [ - L PR T T
- o -4 3 °os + 3860 —5— =5
Para radios 4, 6 y p comprueba que se obtendrin +, —g—, Yy %

respectivamente..

Como sabemos que todo vector dividido entre su m6dulo da un vec-

tor unitario, y ya que N es unitario, de 3.4.10.4

dT
o

Esto indica que k es el recfproco del radio e indica qué curvatu

ra se tiene en cada punto de las circunferencias.
= k= '%— o bien -:i =
8

111.29

e R
7 N =l

3.4

' l3‘. 12
ier curvatura, ' Q

"r""‘\‘
P - \

o Qs
(e A
\

\---'"/ L]
1
1
,I
4
L >
Fig. 3.4.8
d " 3
que l : =k mide 1a rapidez con que cambia la direc-

e "T'" al recorrer un arco de circunferencia. Obviamente,

va es una recta, "T" no cambia y K« 0.

] 1tud -con’ ln ,que ,pasa en la circunferencia, al reciproco
'se le-llama "radio de crvrvatura". Definido €ste en un

de la curva, sqré ponble trazar un circuito tangente a la
con ese radw. ‘A ese_circulo se le 1lama "cfrculo oscu-

\ ulo es sin6nimro de beso) y ser4 diferente, desde luego,
. ‘punto de la curva. Al plano que contiene a este cfrculo
ende, a.los. vectores T! y "N" se le.llama. 'plana pscular".
curvatura, el radioc "@" de curvatura serf menor ¥y vice
redio de curvatura de una recta no ezts definido -
‘& infinito).

a_a%idn (3.4,10.4) se le conoce como "Primers Pérmula de

7 )
Serret®,

> 344.13.~ Obtener 1a ganera de comprobar si una curva
Ta es plana ,

1. 30

Generalizar las conclusiones del ejemplo 3.4.11

3.4




Solucibn:

Del ejemplo 3.4.10 se sabe que en cada punto de una curva existen
Ty N unitarios y que TAN. por ello T x N debe ser otro vec
tor unitario normal al plano que contiene a Ty N.

Si a éste vector se le 1llama binormal (puesto que ya hay otro -
normal) =T x N =F . 3.4.13.a
en una curva alejada en un plano "&", Ty N pueden cambiar de -
direccibn pero no asf B que siempre resulta ser perpendicular al

r, T T S T e e e T

plano que contiene a T y N (plano osculador).

Por ello puede decirse que un indicador de que la curva ya né"™-
se aloja en el plano '"a" es el cambio del vector B con respecto
al arco ''s"

' afr - dlr
ds ~_  ds S
3 v aT div
=3 X K+ T x TR
]
> = xfix Fe T x -8
¥
\ ; i“ =T x gf 157394 30D
De 3.4013-.b
: aB | _af
- a8 Sy
da 'J'T Y ds L ds
Fig. 3.4.9

Del teorema 3.4.1

YRS, —%E— es perpendicular a By a T, su direcci6n debe ser para

a5 B
Brf-0 24 As

lela a K. Por ello oy puede expresarse como un coeficiente -
*&" que afecta el vector N y que indicar§ el cambio del vector
4 Bz

ne.

v

6n porque indigg el torcimien

_sufre el plano osculador, al recorrerse la curva en el sen

tido positivo de crecimiento
de "s" y al inverso de & se
le conoce como radio de tor-
si6bn & .

A las curvas alabeadas semejan
tes a la cuerda de un torni--
1lo de rosca derecha (Fig.3.4.10)
se les asigna torsibn positi-
va (sentido dextr6giro) como

‘%‘E‘" es contrario al vector N

@

debe llevar signo menos para
cumplir con la convencifn ci-

tada.

W

. 438 1 EEC

I Fig. 3. 4. 10 2
e - -

dB significa que B no sufre cambio -

t_ vale cero o iy oR=0

lguno a lo largo de 14 curva y por lo mismo se trata de una cur
‘plana.
.& . '\

v | Y
a ecuacibn 3.4.13.9'}‘ se le conoce como 2a. f6rmula de Prenet-
rret.

emplo 3.4.14.- gEncontrar el cambio del vector N con respecto
il arco de curva "s".

. conoce que 1‘3‘%’—% kN (1a. f6rmula de Frenet-Serret) y que =

: -= -ZN (2a. f6rmula de Frenet-Serret) si se utiliza la ecua

10n citada en el ejemplo 3.4.13

N:ﬁxf
difel SHBEL L5 ol & R R R
y ds_daxT+Bxds_=-8NxTokaN
afi
:-ﬂa—s— = 65 - ﬂ | 3.4.14.a
111.32




A la ecuacibén 3.4.14.a se le conoce como 3a. f6rmula de Frenet-

Serret. - 4

Ejemplo 3.4.15.- Comprobar que en un movimiento circular unifor
me s6lo existe aceleracién normal y que &ésta se dirige al centro
de 1a circunferencia.
Solucibn:

Del ejemplo 3.4.9: €=2nt

Si T=picos 2Nti + p sen 21Nt j

= —g%— = -2Wpgen 2Tt + 2¥Pcos 2% tj

<

a = -41{3,’ cos 2T ti - 47‘} gen 2V tj

Como la velocidad angular es constante no debe existir proyeccip
nes de a2 en la direccién de T, o sea,lET[= 7, 1§50

fon
Hi

&

[apl= @ -

oY
e |

L4

e (T

at
e
dt ~ ds  at
2 2gN i
at > dt
2 2 HE
= agf*_l_;,-__d__;_qujiLn 3.4.16.a
dt f’ dt }a

' concluirse de 3.4.16.a que la aceleracién esté& siempre en

- (-417} cos 2T ti-4Tp sen 2 tj)+(=2WPsen 2 T t142Tpcos-27t)

2Tp

§ a
4“}003 2%i't sen 2Tt - 411)0 gsen 2Tt cos 2Tt

= 0 (GED)

La direcci6én de ay seri la misma de a
ponentes de a, aunque diferentes en magnitud,
cién pero sentido contrario al vector de posici6‘ T

tienen igual direc

.33

y puede verse que las com

celeracién normal con magnitud -
2 =12
|2n|= = = i
8 PN
mplo 3.4.17.- A partir de las ecuaciones del ejemplo 3.4.16
lcular la curvatura de cualquier curva.

DS que - »

- ds =
Wi = dt T

2
:a(ﬂ n)

dt
T | !x(—-!r ELE 5 )

at at?
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Calcu ar para la curva r = —§— e AT t2k

en t=1 loe valores de v , &, ay ,ST ky & -

Bjemplo 3.4.18.-

~

8L L 26%4 % j + 2tk

v =

at
como ds_|_ar |- gr |, _dr q 4
at ‘| at | J at Tt T IR et

= ds RS L2
] v I= —EE— =LA NS

§ . 4F _ _dr/dt 2t + § + 2tk
T da de/dt 1 + 265
2
B st midti 2k
dt
vxas=|i J k | =24+ 4¢%5 - a1k
262 1 2t
o L s
|5 x 5] =fa + 2667+ 1662 = 2(1 « 282
. 2
5 i+ 267 - 2tk
1+ 2¢2
como = B x 260 =261 - (1 - 2%
1+2t

sabemos quoIEnls a°R
) Iiii'(“i * &).(2“—2'&;-»(1-21'.211)3 i

1 +2¢ The Toras

111.35

{1+2t2)2

2
| = 5.7 = (atie2n)- (___Li_._z" s *'gﬂ‘ )

. 1+2¢
' 2 3. 2
- LA 15 - 8t-i « 4tj + Btk
ol -5 =& -
] at l + 2%
- i ;)
- o7 - -9B/dt _ _-4vi s 4% - (4% - 2)k
ds da/dt (1 + 2t2}3
- : 2
eyl —Z«( o s s é'l.-‘?t )gﬂ)
1+ 2t .
¥
0
PR W
Be
(L + 2t°)
pueden obtenerse de la siguiente forma:
e x5 -lvx3ls
riva respecto a "t":
. .
da =5 - A o d 5 =
=——= 4 a'x 8 ‘v x a| ar ¢ B i lv x ul

55 _| AT .
at 3.4.18.a
B = a3 ds
ds o SRS it =¢! at
43 =2 .
L . -z3+l 3.4.18.b
111.36
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‘; Asf, al sustituir (3.4.18.b) en (3.4.18.2a)

R -ggll;laﬁa;'
| = - |7 x 3ll5] 8]5]
caoma: -—32—.—.41 -

dt
T 1 F4
o xa| % |9)5 1 " ~
B . da ) 1 iy

S [

. 2
63(1+2t,’1—22‘ck -4'1) 1

18427 1+ 2t%)2

4 4 2
5’, 2) 2 )= 2,2
I %2t 2(1 + 2¢7) (1% 2t5)
Ejemplo 3.4.19.- Este ejemplo te lo dejaremos como ejercicio fi
nal y consta de las siguientes reflexiones:

¢Qué pasa cuando una carretera no tiene peralte en las curvas?
¢{Cuénto vale la torsibn?

iQué causa los vuelcos o salidas de los coches en las curvas?

¢{Al entrar a una a una curva debes hacerlo frerando o acelerando?
iPor qué? :

iDebes tomar una curva a alta o a baja velocidad? (;Por qué?

¢Al ir salierdo de la curva te ayudas acelerando el coche o con-
servando la velocidad? ¢(Por qué?

Si cortas 1a curva invadiendo el otro carril, es mejor o peor que
tomar tu carril (jpor qué?

¢Qué causa el peralte cuando la torsi6n es negativa?

¢Hay curva negativa? ;Por qué?

¢El vector tangente puede cambiar en magnitud?

i irg37

ién vectorial; ademds, hemos visto c6mo obtener las ecua

"no hemos visto hasta ahora, es c6mo hallar la ecuacién
al de una curva a partir de sus ecuaciones cartesianas.

?go, hay curvas cuyas ecuaciones vectoriales asumen for
icularmente ventajosas; algunas de &stas las estudiaste
A ellas habrfa que afiadir, por ejemplo la hélice.

T=-acos@i+asen6j+bdk 3.4.5.1
diano de una esfera:
T=a senyi+b sen¢j +c cosy k 3. 4552

-
c = radio de la esfera; a2+b2=c?

-iaiano del elipscide toma la misma forma, sin las restric
. anotadas. Llas ecuaciones de este tipo hay que sabérselas
joria o ser capaz de deducirlas en forma particular para ca
(.

pretendemos en este apartado e$ un método general para ha

ecuacién vectorial de una curva, dadas sus ecuaciones -

ianas.

S por una curva en el plano xy, cuyas ecuaciones carte-

on:

F(x,y) =0 3.4.5.3
z=0 3.4.5.4

. caso omiso de la segunda, por trivial y atenderemos a la
Para empezar, advertiremos que no cualquier ecuacién
tipo nos va a definir una curva; basta ver que:

x2+4y?+ 16=0

e curva alguna, (Qué condiciones debe reunir entonces

.38

1 B - . . .
‘cartesianas de una curva a partir de su ecuacibén vectorial.



Teorema 3.4.2 Sea una ecuacibn F(x,y) = 0; si
1) Existe un punto P (x0, Yo) tal que F(xy, yo)=0

1) Las derivadas parciales Fy, Fy son continuas en un entorno
de Po

IIT) Fy (xo0, Yo) # O

Entonces existe un intervalo [xo—J, Xo 0J]donde esté definida
la funcién y = f(x) que puede ser representada por una curva sua-
ve.

Teorema 3.4,3 Sea la ecuacién F(x,y)=0; si se cumplén las hi
p6tesis (I) y (1I) del teorema (3.4.2) y ademés Px(xo, yo) #0,
entonces existe un intervalo[yo -d , yo+JJ donde esti definida

la funci6n x = g(y) que puede ser representada por una curva sua-
ve.

La demostraci6n de estos teoremas se encuentra en el apéndice
(3.1); adem&s, los podemos ampliar para el caso de la ecuacibn
F(x,y,z)=C, que, seglin vimos en‘la definicién (1.2.1) nos repre-
senta una superficie, siempre que, al despejar una de las varia-
bles, obtengamos una funci6n de las otras dos. En el capftulo
de referencia, vimos asimismo un caso en el cual, al despejar
cualquier variable, no se llegaba a funci6n; 1o que no vimos a11¢

€s como estar seguros de que F(x,y,z)=0, nos Tepresenta una super
ficie.

Teorema 3.4.4 gea la ecuacibn F(x,y,z)=0; si
1) Existe un punto Po(xo0,¥c,20) al que F(xo, Yo0,20)=0

II) Las derivadas parciales Fy, Fy, F,; son continuas en un en-
torno de Pg

[11) Fz(xo, Yo0,%20) # O

Entonces existe una regi6n en el Plano xy que contiene a (x0,Y0)»
donde esti definida la funcién z = f(x,y), que puede ser Trepresen
tada por una superficie cuyo vector normal es Gnico en cada pun-
to.

M

N 111.39

s despejar a "y":
! y = £(x)
: ‘;tacidn vectorial la formarfamos:

o

T exi+ £(x)]j 3:4,5.5

x"® serfa el parimetro.
amente, si (3.4.5.3) cumple con el teorema (3.4.3) entonces:
’

= - 1 .4.,5.6
Teg(ylisy] 5. 4%

plo 3.4.20

podemos despejar 'y':

Fy =-5#0
3x2+12

y-
= 2 3x*+12
T = X1 e
otra parte, Fy = 6x # 0 ¥ x#0; entonces:
% | 5y ~ 12

3

x = -

(12/5 &€ y<o)

1
(]

l—il—w-;]'zi+y.i

_,l_‘éz_;;.l% i+ y) (12/5 € y<eo)

e ]|
]

161 .40



 Ahora consideremos una curva en el espacio; sus ecuaciones carte
sianas serfan:
3.4.5.7

3.4.5.8

F(x,y,z) =0
G(x,y,2z) =0

consideradas simultineamente. Supondremos que ambas cumplen con
el teorema 3.4.4; gin embargo, tal no es suficiente para garanti

zar que nos representen una curva; para demostrarlo consideremos:
3x+2y-2+45=0
3x+2y-2+46=0

pero por tratarse de planos parale
qué mis es ne

En ambos casos, Fy = -1 ¥ 0;

los, no representan curva alguna. Entonces veamos

cesario:
Puesto que F, #0, despejamos "z" de(3.4.5,7)
ze@ (x,y) 3.4.5.9°
Ademss, segfin vimos en el ejemplo (2:9.2)
Y I Y RS 3.4.5.10
0y 0¥ P,
Sustituyamos (3.4.5.9) en (3.4.5.8)
6(x,y,9) =P(x,y) =0 3.4.5.11

de
De esta mane

donde 1] (x,y) indica la forma que tomarfa el primer miembro
(3.4.5.11) después de reducir términos semejantes.

ra, si logramos demostrar que %_w_ £ 0 afirmaremos que - -
¥ -

(3:4.5.11) cumple con el teorema (3.4.1) y que el sistema original
representa una curva.

Para ello, diferenciemos (3.4.5.11):
Gydx + Gydy + C,d@ =Yyxix + Wydy

Puesto que ‘nos intere¢sa derivar parcialmente con respecto a "y,
dx=0 y, al tomar en cuenta (3.4.5.10):

P
Gydy + G, (- -1;-;1—) dy = Y yay
Al despejar Wy 4 ’

Yy = Oy

F
5:dx ?Y

3.4

G F

JFa = 5%y £ O

J(_LG_) _ 24%,5)

2,y o(z,¥)

ta condicibn se cumple, "y" puede ser despejada de (3.4.5.11)':

y = f(x)

z = (b[x,f(x)] = g(x)
que la ecuacibn vectorial de 1la curva quedarfia:

T =xi+ £(x)]+ €lx)x (3.4.5.12)

erfa nuevamente el parémetro.

0 3.4.21.- Encontrar la ecuacibn vectorial de la curva:

&

BELN? 1.3

P(x,y,2) R y2+ 220 25 =0

6(x,y,2) = x°+ y2- 5y = 0 3.4.21.b

\ r

2y 2z | = —4yz + 10z # 0 4K 2£0 , Y#5/2

ey
T
< 4=
o
S
[l

(2y-5) O

1142
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Entonces, restemos (3.4.21.b) de (3.4.21.a);

2 2
2+ 5y =-25=0 =9z=25 - 5y 3.4.21.c
y al sustituir (3.4.21.c) e g3 4.21.a): x4 y2e >§\— IS }i=0
52 V25 _ 4
3= 22 S 3.4.21.d
Finalmente, sustituyamos (3.4.21.d) en (3.4.21.c)
oPe 25 . 55 1V25 - ax® 255 V25 - 4x?
2 - 2
y tendremos cuatro ecuaciones vectoriales:
AL _ﬁ*|5—4x [25'§f5-4x
;-__xi*_5+125—4x /25~5J2‘5-4x X
2 2

el
]

et 5-]‘25-4):3*/25#}{25—4):2 /)
2 ’ 2
> '_l
- J25 - 4x°. 2545 V25 - 4x°
2 o 2

i
L}

xi +

Dibuja una perspectiva de esta curva, indicando los tramos des-

critos por cada una de estas ecuaciones.

J({ﬁ})ﬁo.

se podrifa tener a "y" como parimetro y si:

Jf%ﬁﬂ;o.

Se podri tener a "z" como parémetro.

Por supuesto si:

Por consiguiente, bastar§
que uno cualquiera de los Jacobianos sea diferente de cero, para
que exista la curva.

.43

3.4
uerdas lo visto en el capftulo II, el vector tangen-
a se obtiene como el producto vectorial de los vec-
ales a las superficies que la definen; esto es:
=] i i k=u_r.u-a'l_?3_r*kara_f
2 F >F 37 Y 2z 2 x T dx oy
fax 2y 0z 26 26 26 3¢ 26 a6
26 26 G 2y 2 Z| 2% J¢2 oXx 2.¥%
- 12x 2y 2=
o 1/_P,G F,6 P,G
e _iglfR ST
=J}(yz 'J(x +J(x,¥ Y

'quivale a decir que el vector tangente debe estar defi
‘los vectores normales a las superficies no deben ser

adas Parciales de Funciones Vectoriales.

imites y continuidad.

daris de (2.1.3) una funcibén vectorial con recorrido
ilmensiones est§ dada ;or:

‘?iﬁ;};‘ + Vo (X)8+ «eur vp(X)en 5.4

b,
rector x est§ definido en "m” dimensiones ( DV & l. G 11
1o mismo, X tiene "m" componentes, que son otras tan
bles escalares independientes:

;(xl: X2y «vce2 xl‘l\) 4

'édncepto mis general de funcién y de hecho, todos los
) \de funciones que hemos estudiado hasta la fecha son
vart1cualres de éste.

. TR
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1.8

: 3.5
-
S8i queremos adentrarnos en el anilisis de éstas funciones median _;J
te el Cilculo Diferencial, tendremos que generalizar los concep- Derivadas parciales,
tos ya vistos, empezando por los conceptos de limite tinui- \ :
y s €emp P P .y ESRLA N ma forma podemos entender el concepto de derivada parcial
dad. Afortunadamente, el hecho de haber ya comprendido los con- P St
: . :i? funciones escalares en el inciso 2.2; esto es, viene
ceptos anfilogos en casos anteriores, nos permite ahora pasar ade S 3 g 1
i ; = a derivada ordinaria con respecto a una de las variables,
lante con 1a definici6n formal de tales conceptos, sin mayores - b
: las demis permanecen constantes. Asf, la derivada par
preimbulos; después de todo, las variables se comportarin como - rij
. . e (3.5.1.1) con respecto a x,:
las que vimos en el capftulo dos y las funciones, como las que - ¥ ;(x_l “Ax]_ R L ) - v(x)
vimos en los primeros incisos de este capftulo. L
0 o8
Definicién 3.5.1 I vl‘xl“Axl'xZ'."’xn)-vl(;) . + ;o '2(114‘4!1,;2...'
: : Ax A
Si dado € > o, existe § > o, tal que 1 1 Alli‘o ‘lxl
T )=v,(%) v ( %
- = ) - = o +8%,1%,000,x )=v (X)
\v-v°\<& PNy 8 Ix—x°|<¢f 2 €y + eceeneot lim b ’i"zA ' n e
se dice que el vector V, es el 1limite de la funci6bn V, cuando la Axfo 5 R
variable vectorial X tiende a Xg .
3 Y 3 v, 3 v
=2t 4 26, + + = o (3.5.2.1)
- LN ] L L] L]
Se escribe: o - A a1 i
lim V(%) =V,
X+Xg ‘
Asimismo los teoremas sobre limites se generalizan a la nueva cifp 18 misna nanera podrfamos obtener las derivadas parciales con
cunstancia y se demuestran a partir de los ya demostrados para - ’t0 a las otras variables x;, x3y, ....., X, , esto es para -
otro tipo de funciones, : X
2Y 2 Vs 27
o | g 1 — —_— n
Definici6n 3.5.2 I 5 *+3 x, €y + tien ¥ 5—;: e (3.5.2.2)
Una funci6n V(X) es continua en X=X, si y s6lo si:
lim T * ¥(%o) %as com?onentef Vi, V2, ..... v, son funciones escalares
A irlas variables independientes y RO RELE F en] consti-

‘idbase en el sistema n-dimensional. Para el espacio E,
También es f&cil demostrar el siguiente teorema.

!

Teorema 3.5.3 =3H 2 v 2%

) 4

! dz *3x 3+ 2x
Una funcibn es continua en x =xg si y s6lo si:
: Si=y_ (= LY Y 2Y
lim [V(x)-V(X ) =0 3 i 2 aldele
c d 1 X-X =0
By S R 2T, 5
o 3 2z oz 9z

P11.4S
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3.5

Conviene hacer notar que la derivada parcial obtenida también re mensxones
presenta una funcifén vectorial a la que se puede volver a deri- '
var siempre y cuando el 1limite exista o sea, se tendrfa una deri
vada parcial sucesiva de una funcién vectorial.

Ejemplo 3.5.1 .
5 _ 4 vix) = LIde+LLdy+LLdz)i+
siv=(2xy -_:4').1 + (eXY- ysen x)j + x'cos y k '

Encontraer : a) ¥ -, b) Q¥ , o 3% *(.L"de+ﬂidy+2_‘ldz s,

5 3y 573 x e oy LR
2 ]
a 2% | 2 V1 2 vy V. )
e 8 +(3x dx+ay dyfaz dz ) k 3.6.0.2
2V _ _2 PR 0L 2 xy_ i X2 ; g
SRR s el 0 Lo SECATL SR Slnex cos 1Y 2 (B2 ) (30 0 3 2y
X (o = 413)1 - (yexy_. ycos x)Jj + (2xcos ¥)k % (271 grle 2V . 23
'y 2z St ;|+alz k)dz
b) ;—;= 2x21.+ (xe*¥- sen x)j—xzseayk Di% - -
A 1 L b

n
(V]
~
8%
<
Q
. ]

3.6.0.3

IR ¥
o2¥ydx 2y

anterior podemos decir que la estructura de la diferencial
una funcién escalar es idéntica a la de una funcién es-
y puede usarse las f6rmulas de derivacién dadas en la sec-

)= 4xi + (ﬂeq-& e cos Xx)j - 2xsen y k

! !
d) 3-2;3!? = g—x(g;{ )= 4xi + (xye™+e™- cos x)j - 2xsen y Xk

3.6 Diferenciales de funciones vectoriales.

Segln lo visto en el inciso 2.6, el concepto de diferencial total
se puede definir en términos de las diferenciales totales de las
funciones escalares (componentes de las vectoriales). As{ para

la funcibn (3.5.1.1) X

"

= (2xsen y i - y k)dx + (x cos y 1-228en=.y j=2xy k)dy

V(X) = vy(¥X)e, + vz(i)ez A A, £ vn(i?en‘ + (2zcos y j)de=
av(x) = a( ve(x)e, + vz.(;)e2 T a0 TR vn(i)en)

= dv, (.J_:)e| + dvy(X)e, +.o.. + AV (X)e 3.6.0.1 :,'1 (~y2ax - 2xy dy)k

r

IR AR 111.48

= (2xsen y dx + xzcos Yy dy)i + (2zcos y 8z ~ zzsen Yy d¥)i +



1 N6tese que la ecuacién (3.6.0.2) puede escribirse en forma matricial:

r?v! A Vi a!h. Ri ;
‘ QX 2y 2z T
i = _|2va 2 va 3va
Iil ! oo o 5z || 3.6.0.4
i 2v3 D Vs 2V
[ A x 2y sz _dz_j

En la matriz asociada, los renglones son los gradientes de RRTRL "y
"vs', rTespectivamente, en tanto que las columnas son las derivadas
l parciales ¥ , 3V , 2% , respectivamente. Adenmds el determinan

3 X 2y

XyY,2

| ] 22
te de esta matriz es el jacob:ano~I EAHTAE ¢SS 1 PoT eso a esta ma-
‘ triz tambi&n se le llama "matriz jacobiana" y se anota:

ki o =il

3.7 Coordenadas Curvilfneas.- L

y fN Se estd llevando a cabo una --
i

]
3 Una lancha se coloca en un cier
-\) to punto, detona- una carga de-
explosivos y efectGa un sismo
grama; pasa en seguida a otro-
punto a realizar la misma tarea.
Naturalmente, cada sismograma-
debe quedar pefectamente ubicg
Pig, 3.7.1 . do. En este caso el ingeniero
que realiza la exploracibn coloca un emisor de ondas de radio en un -
punto fijo en tierra y se lleva en la lancha un receptor que, ademis,
mide la direccién de donde vienen las ondas (radiogoniémetro). Asf,
puede saber la distancia "p" a que se encuentra la lancha del emisor, -
i en el momento de tomar el sismograma y ademis el azimut A" de 1a 1i--
dea que los une. {ver fig. 3.7.1)

*‘ 11,49

-'ﬂ-—-_. ———— L ——
x

exploracién petrolera en el mar,

:n cuenta que:

x =Psan(5 - 180%) = -psen A

¥ = pcos(A - 180°) = -pcos A

} ra,la localizacién de los puntos en el plano es sumamente
se puede hacer grificamente (icomo?) o bien analfticamente,

(3-701.8)

(3-“.1-1”

'-i_esti en que los resultados urgen; en avién espera a que el
egrese a tierra, después de su diaria labor, para llevar lo
) a las oficinas centrales de PEMEX. Asf, el ingeniero debe -

3r los puntos en la lancha; pero ahf no puede utilizar compés,

transportador, etc. y si se aboca a calcular a bordo las -
?s cartesianas, retrasa el resto del trabajo y realiza menos

nas por dfa, lo cual tampoco es admisible. (Qué puede hacer -

Pig. 3.7.2

»

i6n no es complicada: simplemente, el ingeniero lleva a bordo
]

;gomo el mostrado en la figura 3.7.2, en el ha seflalado el pun

2 se ubica el emisor en tierra, y ha definido la direccién Nor-

te. Adem#s, ha trazado una -
ecuacién de cfrculos equidis-
tantes (100 m. por ejemplo, a
una cierta escala) y un conjun
to de rectas concurrentes, se
paradas eatre s{ por dngulos -
iguales (por ejemplo, 15°).
Entonces, si lee como distan-
cia 500 m, y en el radiogonié6-
metro 210°, no tiene dificultad
en ubicar el punto "P*. Si co
mo distancia lee 375 m y como

3 {; ubicari rapidamente el punto Q" y asf sucesivamente.

R AN k 3 . 3 :
de posici6n de cualquier punto, el espacio de dos dimensiones

‘de dos escalares para quedar definido; pero la idea involucra
""16n, es Gnica y no depende del medio que se use para descri
tras palabras las escalares NO tienen que ser forzosamente
‘ntes del vector sobre los ejes cartesianos, sino que pueden

-Eidos a otro sistema coordenado cualquiera.




El ingeniero de nuestro ejemplo invent6 su propio sistema coordenado,
que no es el cartesiano; puesto que las lineas en que la distancia -
“(primera coordenada en el nuevo sistema) es constante, son curvas, -
este nuevo sistema coordenado serd un sistema de coordenadas curvili-
A las ecuaciones

neas. 3.7.1.a y b que relacionan las nuevas coorde

nadas, se les llama '"ecuaciones de transformacién'.

Ahora bien, la muevepareja ordenada de nGmeros (p,A) define, como ya
dijimos, un vector de posici6n; de hecho define un nuevo espacio vecto

rial. Las ecuaciones 3.7.1.a y b garantizan que, a cada vector del
nuevo espacio corresponde un s6lo vector del espacio cartesiano
A (Fig. 3.7.3.) Estamos entonces
X en presencia de una funcibn
3 vectorial de variable vectorial
~ que transforma un vector q de
> ne-P Sen A . ! 4
y*-PCosA un espacio de dos.dimensiones,
) 200¢ en otro vector r, de otro espa
“ ke 180, cio de dos dimensiones.
1004
g
T E 8888 P Podemos escribir:
pul g (AL 2 2
f:—=R
Pig. 3.7.3 3

Se nos ocurre preguntarnos si
o también: Tm -}asen A1l -/JCOB Aj§ la relacidén funcional actGa -

también en sentido @uesto,esto
es, si a cada vector r se pue-
de asignar un Gnico vector q. Estamos en posibilidad de contestar a
€sto si caemos en la cuenta de que (p,A) estin expresadas implicftamen
te en.el sistema de 3.7.1.a y b, si este sistema las define como fun-
ciones implfcitas de (x, y), entonces a cada valor de T corresponder§

efectivamente un solo valor de q.
Escribamos las ecuaciones 3.6.1.a y b como ya sabemos:

P = - peen A-x=0

G=-pcos A-y=0

que -deben cumplir las condiciones de las funciones implicitas 3.405.7 v

fque como recordamos, son tres; las dos primeras se cumplen obviamente; vee

mos si se cumple la tercera:

111.5%

-gen A -PcoaA
g .- p
' |-cos A peen A

erente de cero, en general, excepto en el origen; en efecto,
ste valor no le corresponde un s6lo punto en el sistema (p,A)
o todo el eje "A", lugar geométrico de los puntos en que p=0.
 --0 se tienen casos como €ste, en que el jacobiano de trans-
.iwaci6n es, en general, diferente de cero, pero se anula en -

ntos especificos, =2 estos se denominan "puntos singulares"

general, estamos en libertad de escoger el sistema coordenado
m&s fitil nos resulte, para manejar el fen6meno que estamos -
esentando. En cualquier caso, si estamos transformando un -
io de dos dimensiones en otro de dos dimensiones, tendremos,

funci6bn vectorial.

B T = flu,v)i + glu,v)j

]
]
(]
o

flu,v) - x 3.7.1.1

]
o

3.7.1.2

3]
n

g(ulv] sy

ra que la transformacibn inversa sea posible, es necesario que
7.1y 3.7.1.2
fv sean continuas en una regién que contenga el punto, y que -

se cumplan cuando menos en un punto; que fu,fv,

£y
J(—S:%—)- £0 R
| &y Ey
‘fmos observar que:
X, = fu y“-
X, ® fv ]

b11.52



por lo que la Giltima condicién suele expresarse como:

3.7.1.4

llamada jacobiano de transformacifn.

Sobre estas bases, podemos idear un sinff{n de nuevos sistemas -
Imaginemos que el ingeniero del ejemplo anterior
en vez de llevar los aparatos de medicibn en la lancha, los hubie

coordenados.

se dejado a cargo de personal de tierra, llevfindose solamente el
emisor de ondas de radio. En tal caso, este personal reportarfa
la distancia de la lancha, y el &ngulo que forma el recorrido de
las ondas con una direcci6bn fija "x". El sistema de caordenadas
polares (Fig. 3.7.4)hubiése sido el mfs ventajoso; muy parecido
al anterior, salvo en la denominaci6én de las coordenadas angula-

res. Las ecuaciones de transformacifén ya las conoces:

r =Fcoeai + f:senej

J(3%)-p

rig. 3.7.4

Si la lancha se hubiese ubicado por medio de teodolitos colocados
en dos puntos fijos: 0, y 02, entonces el sistema coordenado mis
conveniente seria el de la fig. 3.7.5 , cuyas ecuaciones de trans

formacib6n, colocando el origen en O; y el eje x sobre 0,0;::

B a senlfcos @ y 4 2 senlPsen A
i sen (p +6) sen (¥ + &) J
111,53

o medido por el teodolito en O,.

uestra que el jacobiano de transformacién vale:

J( XY )= ezsenﬁeen&
s 39“3((; +&)

Pig. 3.7.5

ra posibilidad son las coordenadas bipolares (Fig. 3.7.6) Gti-
dos
Sus ecuaciones de transformacién,haciendo coinci-
.Lel origen un O, y el eje x con 0,02 son:

.cuando los puntos quedan ubicados por sus distancias a
os fijos.

3-7-105

P (x-a)2+ y2 3.7.1.6

de "u® es la distancia del -
nto a "'0," y "v' la distancia
mismo a “0:".
también que:

Puedes demos

3% 4 )= uv

u,v ay

Fig. 3.7.6

' otras transformaciones que tG has realizado aunque sin caer
‘1a cuenta de que eran casos particulares de coordenadas curvi
eas, Por ejemplo, el dibujo a escala : '

S

Fedui+kv i 3 U,V

111,54
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Donde el prototipo se refiere al sistema xy, y el dibujo al sis-
tema Wuv.

0 con escala distorsionada, Gtil para dibujar los perfiles de te
rreno:

- 2
Fexuiekyvy 5 J(5) -8

Las gréficas en papel logaritmico y semilogaritmico:

i

k
= k(i + k()3 5 ] (—E{—) - _%—2

X k
. x 12
qu i kz(L?)J 3 ‘]( T e AT 7

=k

Hi

La traslaci6én de ejes:
l_' = (8#11)1 + (b*V)j H ‘]'('—:Z"%-) = 1 —
L)
La rotacién de ejes:

T = {(u cose{ - v sene<)i + (u senet + v cosel)]

J(.E.:.I.- =

u,v

Aunque hemos asentado los sistemas m&s comunmente utilizsdos en-
dos dimensiones, cabe hacer énfasis en que podemos crear siempre
el que m&s nos convenga, definiendo sus ecuaciones de transforma
cién,

En tres dimensiones, también puede transformarse el sistema coor
denado. Considera por ejemplo, el caso del campo eléctrico al -
rededor de una partfcula cargada. Este campo depende fundamental
mente de la distancia, por lo que resulta ventajoso manejarlo en
coordenadas esféricas, cuyas ecuaciones de transformacibén ya co
noces:

T =})cos Seenli +fsen&t=enlfj «r)ocoetr k 3.T.1.7

y que gréficamente se representa en la fig. 3.7.7 . En cuanto -
al jacobiano de transformaci6bn, ficilmente puedes llegar a

J (ﬁ%} = P253n ly

111.55

3.7

z
LS
6os
”‘
~
7
Cd
Ky
]
-
.

F:?‘

30.

3.7

B

Flgn 3-7-?

¥ige. 3. 7.8
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(iDénde se anula este jacobiano?
lares?)

En general para cualquier sistema de coordenadas curvilineas
tres dimensiones, se tiene:

¢Cémo mapear esos puntos singy

en

;' = f(uQVn')1 + S(ulvrw)j + h(“)"")k

La funcién inversa existird si fy, fy, etc., sor contfnuas en -

una regién alrededor del punto y si:

J( X eZ

U,v,w

)£ o0

Otro sistema comUnmente usado en tres dimensiones es el de coor-
denadas cilindricas: (fig., 3.7.8)

'z-*-f:cos0i +}asen6;i + uk

- f

Desde luego podremos crear cualquier otro sistema de coordenadas
curvilineas en tres dimensiones, definiendo siempre la funcién -

e

J ! F.O.u

vectorial que lo relaciona con el cartesianc. . '

Entre &stcs, hay que mencionar el de los ejes rectangulares gira
En la {igura 3.7.9 puestra este caso. Para encontrar las
ecuscicnes de transformacién-

dos,

consideremos un vector de po-
de un punto cual---
quiera. Este vector, en la -
base iy, ks

siciér T

T=xi+yj+zk (3.7.1.8)
nientras que, en la base que

e ,e
u ’

e Ue vec-
T o L gerfan
tores Unitarios alojados en

loe ejee u,v,w, respectiva-

(2.7.1.9)

L.57

i ; e

te, €stos vectores unitarios, referidos a la base i, j,

|||,'I €, = cos 4 i+cosd,j +cos ?‘1k
! = Cos X , i *Cos'ﬂzj +cos & 2}( K/ ]

= cos o 5 i+cosB4j +cos § 3k

o
. 1 <tnl

tuir el sistema (3.7.1.10) en (3.7.1.9):

. 1 ;
h‘-1+cosr91j¢cosr 1l<)¢\r(cos~<214»cos,4szchos)‘zk)o

: 3__'i + C05ﬂ3 jrcospyk)
e agruparse:

o +VCcosa, +wWcos 0(3)i*(ucosﬂ1¢vcosﬂzowcosﬂ3]j+

1'rvcosd'2+wcosh‘3)k SR AVE AT

- A '+
ar (3.7.1.11) con (3.7.1.8) y recordar la definicién de
entre vectores:

+ o
W cos 3

y=ucos@, +vcos 8, +wcosd;

x=ucoso<1+vcosd2

z=ucos ¥ 1 +vcos ! 2 *wcos v
las ecuaciones de transformacién pedidas. Su jacobiano
ormacibn:

ol o
cosed | Cos= , COS &y (LiaE quet)

=1
cosg y cos £, cos@ 3

ces 3'1 cos?' , cosa‘3

SRS 4

las colupnas de [J] son los vectores €, € ¥ €,

111.58



o 1 W
- 3.7
¢(Para que nos sirve esta transformaci6én? Para muchas cosas, se-
gin podris constatar a medida que avances en tus estudios; pero
hay una aplicaci6én que ya te mencionamos en (1. 9): mediante un
giro de ejes, podemos eliminar los términos rectingulos (produc- [J] [J]’ = [I] [}]! - [J]’l
tos xy, xz, y yz) en la ecuaci6én de una superficie culdrica - -
de la misma manera que aprendiste a girar los ejes en el plano -
para eliminar los términos xy en la ecuacién de una c6nica.

Consideremos la cuidrica.,

{r]- [‘][l][‘]r (35751, 315%

“gs, al sustituir (3.7.1.15) en (3.7.1.13), deberemos tener
lo de que no se altere la ecuacibn, para lo cual premultipli
s por [J]Iy postmultiplicaremos por £J] :

[ ]

X0¥s® ][ Nk [‘}! {"] =G (3.7.3.16)
1] [I] e

Ax%s Bxy + Cxz + Dy’+ Byz + Pz°= G - E

y caigamos en la cuenta de que también la podemos escribir en --
forma matricial:

Et,y,z] Btz B/2 C/2 ; =[x.y,z] [ ] ]

D E/2
c/2 /2 F 2

Bl 1 3

ente al tomar en cuenta (3.7.1.12) en (3.7.1.16) obtenemos
7 1.14). Los propios conocimientos de Algebra Lineal nos di
adem&s que A', D' F', son los llamados 'valores principales"
"matriz[nl obtenidos al anular el determinante caracteristi

Nuestro problema consiste entonces en transformar esta ecuacién
en una del tipo:

[ovr] [ 0 [][][n][

0

3.7.1.14 A-A B/2 e/2

B/2 D - B/2 | = 0

En el tema V de Algebra lineal (*) se ve que, para transformar c/2 B/2. F -A
la matriz [M] en la matriz [Q] , hay que premultiplicar la
primera por una matriz [J , cuyas coluwnas sean los llamados

"vectores principales" y postmultiplicarla por [J]‘l.
B

* S5i al momento de estudiar esto no ha visto ain este tema en --
Algebra Lineal, te sugerimos que lo repases cuando veas el tema
de Algebra Lineal. Vuélvelo a repasar antes de empezar a estu--

diar M&ximos y Minimos.
111,60
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Ejemplo 3.7.1
cufdrica,

Obtener la transformacién requerida para que la -

2
Tx + 5y2+ 6z2- 4xz - 4yz w30 <l

carezca de términos rectfngulos. Escribir su ecuacién referida

al nuevo sistema.
Solucién:

Lo primero que debemos hacer es establecer la matriz [M] .

[¥)=| 7 o -
0f SR O ey 2
-2 -2 6

Ahora valuemos los valores caracteristicos de esta matriz:

T=-A 0 22 =0
0 5-A @2
-2 -2 6-A

El polinomio caracteristico es entonces:

A3- 1812 99\~ 162 = 0

cuyas rafces, obtenidas por cualquiera de los métodos que te co

noces, dan:

Az =6 ' 13 =9

y podemos asegurar que la ecuacién de la superficie en el nuevo

11-3 N

sistema es:

3u2¢ 6v2+ 9wi= 30
o bien:

2

2 2
U+ 2v+ 3w =10 (Blipsoide de tres ejes)

11,61

lemds nos estin pidiendo la transformacién, calculemos los
s principales:

=0 = cos} = 2coesx,

|
w
b
0
o
n
1
n
0
o
n
>
|

= cos 8 = 2cos«,

(]

:;3)cosp' - 2cos) =0 = cos¥i= cos 4
© szx' + 4c082a(, + itcoszat| =1 = coe‘a(, =1/9
coe )‘. = 2/3

cos«, = 1/3 ; coc B,=2/3 3

gﬁente podemos calcular el asociado a A2:(2/3, -2/3, 1/3)
sociado a As: (2/3, 1/3,-2/3)

= L /3 2/3 2/3
¥ 2/3 =2/3 1/3
z 2/3 1/3 -2/3 w
s escalarmente:
gl | 2v 2w
BT SR YL,
aguy T 2V .l
Ty 3
2u 2w

0s al problema de la exploracién petrolera en el mar. Ha-

dicho que el ingeniero resolvi6é la dificultad que se le

11§.62




l‘?- 11 3-7

La solucién consiste en encontrar los incrementos de las variableg nspuesta de €sta es:

“p" y "A", para obtener incrementos conocidos en dos funciones.
Como éstos son pequefios, podemos calcularlos aproximadamente a =250 -433
través de sus diferenciales.

-l o-
Debemos resolver entonces el sistema: 0.866 5

= x nte:
dx ='§7;' dP + i%x— dA
307-2-& i 1 -250 -433
M ) e - g 4 TS R
Df f a‘ IfP.A ] J[x.’ § & 500
-0.866 0.5
que podemos hacer por muchos métodos; escojamos el de inversién- :_#5:
matricial; puesto el sistema 3.7.2.a en forma matricial queda: f ‘
-250  -433 (X 10) ap
[ax| ¥ i gl =
dx d R
i [ ; ] b %0 | 0366 0.5] | (210 a
dy dA _

y su solucifn es: er operaciones:

o] eslle] o

Bea22. (% 10) '+ —3%30—(:10)
Ldﬁ 3y

500

4

05066 (t 1) o Q2 (% 4p)

Entonces al sustituir los valores conocidos, obtendremos: =500 500

2x. . dx 3 SR =000
3? = -gen A = 0.5 3 A = -P cos R = 433 ; > P cos A 1 i } I dP B
es = =
- psen A = -250 e dA = 0.00732 = 0.42°%= 25°
Asi:

aA = 0.02732 = 1.57% 1%34¢

3 A
J [ "A [o 866 =250

Cuya adjunta es:

p df = 3.66
dx =-10 ,dy = 10 oty
dA = -0.02732 = =1.5T =-1 34*

dP = =13.66

=250 -0.866
dx.=-10 ,dy =-10

-433 0.5

| 8x =10 ,dy-=-10 {dr g

dA = -0.00732 = -0,42°% 250

111.63 111.64



Puesto que las medidas p, A son independientes, deberemos exi-
gir:

3.66 m -

rap/

/dar/ 25

]

Concentremos nuestra atencién en la ecuacién (3.7.2.b) y recorde

mos, por otra parte que:

XY
" D x 2y dy dy
eil2.
Al igualar (3.7.2.c) con (3.7.2.b):
) ‘
0994 1 P,
J f’.A] J[x.y ] 3.7.2.4

En general, si tenemos la transformacién:

x=x(u,v,w)
y=y{u,v,w)
z2=2(u,v,w)
donde:
WyVew

J[“m"!"#l

1lt.65

g

3-’\ |: ‘
rdo con (3.6.0.3)
dx- du
i X3 ¥2 %
o |-g |22 |
dz dw
{tonsiguiente:
[ au | 0
X, Y22 |~
ol-J[32s] |
| dw dz
3.7.2.1
minos de los determinantes jacobiamos, esta ecuacién se --
J “Xa¥? J o2 1 R T 22
u,v,w Xy Y2

.1 habfamos visto que, si y=f(x) admitfe funcién inversa:

by A~ AHUNAT SRS
1 dx dy

VI1.66



En funciones vectoriales de variable vectorial la relacifn equi-
valente estfi dada por (3.7.2,2). Nétese que:

22X -a-E— #1 en general; en efecto, en el ejemplo
2u 2x
que acabamos de resolver:
3 x QP 250 . 2 x QP _ 125
Bp M08 3 3 T TBOO. K Fp Tk ;5007 |

Por lo demis, la ecuacibn (3.6.0.3) estd definiendo a la diferen
cial de una funcién vectorial como una transformacién lineal, en
los mismos términos que lo hace el tema de Algebra Lineal.

Por consiguiente, todas las propiedades de la matriz asociada (y
de su determinante) serin propiedades de los jacobianos. Entre

ellos conviene mencionar que si hay una composici6én tal que:

x=x(u,v,w) u=u(p,q)
donde

y=y(u,v,w) V:V(p,q)

w=wl pya)

(*) 31 al momanto de estudiar esto no has visto atin este tema en
Algebra Lineal, te sugerimos qQue lo repaseBs cuando veas el

tema referido en Algebra Linesal.

th.67
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6n Vectorial de una Superficie.

un cuerpo de tres dimensiones; sin embargo, cuando
ar un punto sobre su superficie, no recurrimos a las
(x,y,2) sino que lo localizamos mediante dos medidas
H&Jrazﬁn, desde luego, es la sencillez de realizar -

comparada con el problema de referir el punto a -
. coordenados.

46 se localiza mediante s6lamente dos medidas? Recuerda

tnlo I que una superficie tieme dos grados de libertad;
. s6lamente dos medidas se pueden fijar arbitrariamente;

n cuando quisiéramos referir un punto de la tierra a coor
artesianas bastaria que fij4ramos, por ejemplo, la "x"
, quedando fija la tz" mediante la ecuacibn de la super-

s el siguiente sistema cartesiano: el origen esti en el
» 1a tierra; el eje "z' coincide con el eje polar; el -

. 3.8.1) Entonces, las ecuaciones de transformacién -

3.8+0.1
400 gen |

ey <Mz ; -MeO<T

» 105 signos +, -, son sustitufdos, respectivamente,
Tas E, W, cuando se refieren a "@" (longitud) o por
N,S, cuando se refiere a "?" (latitud).

para conocer la latitud, basta observar la estrella
el dngulo que forma la visual con la horizontal.

111.68



5.8.1. Calcular las coordenadas cartesianas de la C.de
00°W,19°N), con respecto al sistema descrito anterior-

. Estamos en presencia, entonces, de una funci6én vecto-
e variable vectorial, que transforma un espacio de dos di
es en un espacio de tres dimensiones.

Cuaciones 3.8.0.1 son también las ecuaciones paramétricas o

Fig. 3.8.1

tit.69

iriales de la superficie de la tierra. Todas las superficies
¥

sceptibles de definirse en esa forma,
En efecto, la ecuaci6n general de una superfi-

F(x,.‘l,z)=0
es, si suponemos que Pz; 0 :

x=u
y=v

Z=f(u’v) 3.8‘.0-2

‘ , entonces, puesto VF# 0, para Que exista la superficie
e las otras dos parciales ser§ diferente de cero y podre

X=u o bien x=f(u,v)
2.3 y=f(u,v) 3.8.0.4 { y=u
i 2=V Z=V

1r1.70



Con las ecuaciones 3.8.0.2, 3.8.0.3, 3.8.0.4 cualquier superfi-

cie puede ser expresada en forma parimetrica o vectorial; pero
hay superficies que admiten ecuaciones mis sencillas de manejar
y vale la pena recordarlas:

.

La esfera: Las ecuaciones 3.8.U.1 pueden ser; normalmente, en

vez del parimentro {J ,4ngulo del vector de posicibn con el pla

F"?:

L8 es decir el &ngulo del --
posici6én con el eje "z''.

no ecuatorial, se usa @ =

2

vector de

a genf cos &

X
¥
z
(Ver figura 3.8.2)

= a sen@dsen 3.8.0.5

a cos @ a: radio de la esfera

El cilindro.- Si se considera
un cilindro circular recto de -
generatriz paralela al eje "z
y radio "a", sus ecuaciones pa

ramétricas:

a cos &

a sen & 3.3.0.6

u

12 Naturalmente, si se trata de un
cilindro circular recto, con ge-
neratriz paralela a otro eje,

tendremos ecuaciones muy simila-

Tes.

El elipsoide, —~Si el elipsoide -
llbll y l|cll

llxll’

tiene por semiejes "a",
alojados respectivamente en
"y" y llzll'
tricas seréan:

sus ecuaciones paramf

.

(Ver fizura 3.8. 3)

3.8 3.8
= a senPcos &
¥ = b seng sen 3.8.0.7
2 =c¢ cos &
demostracién es muy sencilla, pues basta dividir cada ecua-
por “a", "b", "c" respectivamente, elevar al cuadrado y su
para obtener la ecuacifn cartesiana del elipsoide:
x2 2 32
wer-Spfipes S Sl
a b c
La interpretaci6én geométrica -
7 de los parfmetros angulares,no
se refiere, empero, al vector-
. de posicién directamente. En
RS la figura 3.8,4 puede verse la
v interpretacién geométrica de -
, ambos pardmetros (;por qué 1la
b y elipse RPS tiene por semiejes:
a sen®, b geng?)
Q
zi
e
i \\
]
£ e \
ANy
N Ky
'l B
Q X
(8)

superficies de revolucién.

Cuando la curva F(y,z) =0 (ver

3.8.5) gira alrededor del eje z, se genera una superficie
olucibn, cuya ecuacibn cartesiana, tG lo sabes, tiene la -

F{ Jx2+ y2 )

=0
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fijar arbitrariamente x,y; x,z 6 y,z dando lugar res-
nente a los sistemas 3.8.0.9, con 3.8.0.10; 3.8.0.9., con
17 3.8.0.10 con 3.8.0.11.

i entonces que uno de esos sistemas defina a u, v como fun

Si llamamos ''u'" al radio de la seccibén circular (horizontal) que
contiene al punto 'p" y '"8" al &ngulo que forma el plano verti-
cal que pasa por ”P", con el plano X0Z, tendremos:

x =u cos 8 .unpl!c:ltas, o 1o que es lo mismo, que uno por lo menos de

z .
1 y = u sen & obianos

si®= 90° , x=0 , y=u ; si
adends P #0 z = £(y)= f(u)

Con lo que las ecuaciones para

métricas de una superficie de diferente de cero.

revoluci6n, quedan: plo 3.8.3 En una esfera de radio=a

x = u cos & =asen90059
Pig. 3.8.5 i, 2ay & = @ sen|sen &
= f{u) 3.8.0.8 = a cos ¥
Ejemplo 3.8.2 Establecer la ecuacién vectorial del paraboloide - " b a cos@cos® -a zeny send |= azseni'fcosy
de revolucién que pasa por la curva, ) J(-g; s)=
L ) a cosypsen® & senycosé
S : 22
o/ L -a gen ¢ 0 = 8 sen Y send

Solucién:

JEEE) | con
De acuerdo a lo que acabamos de ver: % 2 cosy cosé -a senp sené

1l

2 COS? sens a s=ny cos 6 azeenzq cos &

r=ucoafi+ useendj+ oK

JFF | = s
4 ' i " g8 -2 sed § Q)
al igual que en casos anteriores, nos interesa saber cuando a un .
¥4 d Los tres Jacobianos son en ge
punto de la superficie, corresponde un sélo punto en el plano de =
[ . : . (i r i R €
los parfmetros; es decir, cufindo existe la transformacién (funci6a) hetal -dfeneliie il ria T

To los tres se anulan en ¥ =0
y en | = 180° En efecto, a ca

: i da polo corresponde una infi-

nidad de puntos en el plano -

inversa. Para averiguarlo, consideremos que un punto en la supel
ficie, aunque tenga tres coordenadas s6lo dos de ellas pueden fij8l
se arbitrariamente. Entonces, si se tiene:

= x{u,v) 3.8.0.9 / ! ? como puede observarse-
= ylu,v) 3.8.0.19 — en la figura 3.8.6
= zlw,v) 3.8.0.11 e A

Pis. 3.8.6

L7 3 .74



16N
Fuera de esos dos puntos, a cada punto de 1la superficie de 1a ¢; .
fera corresponderd un s6lo punto en el plano 4, &.Cabe indica; ;ggcionee de traansformacién para la eefera, eon:
también que si uno de los parimetros se mantiene constante, se - x= 5 een$coe &
estari definiendo una curva de la superficie, puesto que tendre- ¥y= 5 eeni{feen &
mos un s6lo pardmetro. Asi por ejemplo en el cilindro. z =5 coe )
x = 3 cos 8 z Al aplicar estas ecusciones al
¥y = 3 sené cilindro:
2 = u 2ey25y=0 o 25 een’tf cos &
e s 2 2 2
¥y = 25 een & een” &
i =301,
Si hacemos & obtenemos 1la recta x2"2= 25 eenz T
x =3V3"72 q -5y=-25 eent) een&-
) » 2 2
y =132 y 1 +y -55=25 eentP(eentf-send)=0
Si, por el contrario, hacemos u=4, obtenemos la circunferencia :
ﬂ Puesto que, como ya vimoe -
x =3 cos 8
een #0 para que no se anulen
y=3sené z = b ge¢ loe tree jacobianoe, entoncee
=
% ee tiene que cusplir quet
5 senf - eend=0 ; Y=¢8
| 3
Estas curvas se representan que representa una recta en el
! en el plano u, & como se -- X
Y 5l 12 fig. 3.8.7 . plano (f, & como ee iluetra en
uestra en la fig. 3.8. Pig, 3.8.8 S 5
Mis aGn, si alguno de los Js- 1 & figuras 3.0.8.
\ ¥ cobianos de transformacién es plo 3.8.5
‘_-4 ,{: Uy en general diferente de cero. | o
ol ot ! G, cualquier curva de la superfi salcular el vector norual del elipeoide: T = eenifcosdi +
, 3 K :
4 cie podr4 ser representada e€f 2 penip eenB j + 3coelf k en el punto en que Y= 30°, 8 = 45°,
0
el plano de Los parametros,cl lucidn:
mo otra curva. .
Pilgi 3087 0 a * conocer el vector nermal debemoe conocer doe vectoree tangen
Ejemplo 3.8.4 Ehcontrar la representacién, en el plano 9,6>df "fﬁ la superficie. Hemoe dicho que ei hacemos uno de loe paré-
1a curva de interseccién de la esfera X + § +2z = 25 y el & 08 conetante, ee define una curva de la superficie; la tangen

2
lindro x + y - 5y =0 esa curva eerf Jjustamente la derivada (parcial) del vector

qeicidn »T¢ con respecto al parémetro que queda como variable.
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i

oy
LS -EE*}zﬁ.Ej_
pY) 2 27

p

B o

= -senlfsend i + 2senif cos®

i+ gj# 'y

= cosy cos 8 i + 2coe Ysen 8 j - 3seny k

pL 6 . 6
3"“"'%*%"3“'}1:

S Ty B g 2 w0t
2l 2218, .88,
p
BEntonces
e TR s x| .
Y4 28 @‘% 4

2
£z
2

[]
&I:\ o] =

0
! -

Ejemplo 3.8.6.- Para el elipsoide anterior, calcular los jacobia-

nos:
A .J(—ll—%: gt A .J(—l—;,:

en el mismo punto.

Solucibn:

-y Dl 2 5
P Sy Y ; cos |§ sen

2 2.2

%",- 36 -3senlp

22 y. 5

-~ -3sen
5|29 T8 |, '

-%%' a: cos Ip coséd

-;"’L ‘aa% cos Y cos &
C= =

2 m %g— 2cos {p sen®

C= Zsechosy = gen 2, = @
P

ne.27

c

-

2senyf cos®

-senff cend

-sen Y sen &

25env cos &

’J(cp,e

= 6sen2‘) cos & =

4 2

= 35enzy sen &

+2sentf cos | seo

NS i3

2
= 2sen Y cos Y cos 43

%y

e 1 : : ) . 3.8 Y
', ’ oy
" .l'l
, los jacobianos resultan ser equivalentes a las compo - I,
el vector normal. Te dejamos, como ejercicio, que demues
3 propxedad para cualquier superficie, r = r(u,v),
1o 3.8.7 Dada la superficie r=r(u,v); calcular el drea
ralelogramo que definen sus tangentes J r 2 =l i

" i Dy 2L I
;i x-g%- s esta cantidad la po-

Sn: E1 4rea pedida es

‘calcular de dos maneras:

3 AT _ DF ‘
sto que AN :|tb‘r =Ai + Bj + Ck

-
1]
2
=
F
=
"
Lo
—_—
=
bl
\"h-’
Q
i
Gy
T
;
s

lo en el paréntesis rectangular ‘sabes cémo calcularlo:

9 .22, 02) (32 42) &2 -(:r ) 3
xaa: ; (Fv—-g—%)( au { )
111,78



Para facilidad de escritura, hagamos:

)
T

K
| ) 2 'a:

3F . 2% (2f Y

G'av dV =(av.)

As{:

%E" -g—f—l- Be-r° =Va% 8% 2

Como'ejercicio, verifica la igualdad obtenida para el elipsoide-
del ejemplo 3.8.5 (Cudndo desaparece "F'"?

3.9 CGeneralizacién del concepto de Gradiente.

Recordemos brevemente acerca de la diferencial total de una fun-

Sy - s s
cién escalar f(r); su expresién puede escribirse:

af = V¢ - dr

o bien, &n forma matricial:
ar «[Vz] [ar]

Comparemos esta expresién con la ecunacifén (3.6.0.3): también en-
ésta tenemos en el primer miembro la diferencial de una funci6n:
funcién vectorial en este caso; en el segundo miembro, también -
Este -
premultiplicador no es ahora un vector, es decir, una matriz ren

aparece el vector dr );, premultiplic{indolo, una matriz.

glén; sino que se trata de una matriz general; pero desempefia el

mismo papel que el gradiente de una funcién escalar. Por esto,

le llamaremos 'gradiente de una funcién vectorial"

En general, si teneros la funcién vectorial:
l(nl Wy s wes sU)

1.7

3.8

'S1i hacemos

lll" \ll(ll 912 P oees sxn’
U= U (X Xy 5 e 4% )

R )
“ll sun(xl ’12 P Eea .xn}

af s(dw) ,du, , ..o ,duy)

%N on
dulna—x-ldx1+axzdx2+“.+

ax,

u"u;n:l:;

2% 24,
6“2-?1-‘1‘1*-5;2.“2*""'3 d.xn

© ¢ 0000000000000 EN00N0L00EFP0*P0000000

d Yy -2y u
dun--)—x';dxloy;;dxz-t.n‘-axn“n
tonces: . E n
2 SN B e ] o DA
d 3%, 2%, a
M5 dfta %

dx

o

]

o
o/
"

-}

1 [vi] -

2 u' ) “m new 3 um a5
_3 X 2%, 2 o1 Bl 3.9.0.1

de = de._l_zqr dx22¢ o ook dxn2

fal dividir (3.9.0.1) entre "ds" obtendremos la derivada direccig
nal de la funci6n vectorial F segln una cierta direccién matem$-
tica en el espacio de "n" dimensiones

al- B TRE SF 0 | o LR et
I x

de 311 de 2 as 4 axn ds 3.9.0.2

1t1.80
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que también puiede escribirse:

<F [vf][—:-f—]

expreeisn enteramente anfloga donde el producto escalar se ha

3.9.0.3

suptituido por un producto matricial y la matriz columma d;/ds
ep un vector unitario. Si n=3, este vector estard dado por sus
cosenos directores y definiré una direccién geométrica. Si -
n > 3, puele extrapolarse el concepto y hablar de &nguloe direc
toree con ejep matemfticos,; asl como de direccionep matemfti-

cas.

Rjemplo 3,9.1 .- Bncontrar el gradiente de r = Xi + yj + zk.

Solucidn:
- X Jdx 2
Vr = %;— >y %f—- 1 o0 o0 |=x
2
5T {}f— i}f— o | @eh 1D
28 23 Qe R e |
2x dy d¢z

EJemplo 3,9.2 .- Encontrar el gradiente del campo gravitacio-

nal univereal.

Solucién:
Supongamos Sna masa “N* y coloQuemoe ahf el origen; conaidere-/
mos otra mapa "m" en un punto definido por el vector de posi~

cién r. Entonces, de acuerdo conm la ley de Newton:

oS K
L G

donde el término entre paréntepie define la magnitud,
en tanto Que el término fuera del parénteeie define la direc-
cién; el signo define el sentido de la fuerza, hacia la masa

mAyor.

111.81
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?"._ o

sglosar ©sta expresifn en sus componentes, obtenemos:

xi + yJ + 2k
52)3/2

F = —Gin

(32+ 124»

onces calculemos -37- 3

—X = -aa; [-x(xz+ y2¢ gz)-3/2]

= -x(- %)uzqznz1“5‘/2\2!)-(:2*!2"2)’3/2

- (223%esd)” 7232225252

2 -/
=.0x +yzuz) /2(2x2-y2-¢2)

2 2-1 2. 32 "I(' _3}12*12422)- /2(2x)-3ﬂ\xz¢yzoz2)'5n
(X 7+ 29)

-z = =% (—- —3)(12+y2$22)-5/2(21)=3xz(xz+y2+z2 )'5/2

(xzo yz+ zz) 32

oncers:
2 F G Mm o902
PR 5 2J2_E2: -y -2 )i + 3xyi + 3::&]

g (x"+y +2
dlogamente:

o ¥ = 26% 2 Elryi_ + (2y2-x2-32)1 03sz]
(xX"+y"+27)

P Glm
o8 lxzﬂzuz) g

el gradiente pedido:

E}ui + 3yzi + tzzz-xz-qzjk]‘

O F= Gam 2:2.. ’2_. ,2) 3xy Ixz
(X+y +2 )a 2 2 2
3y (2y°= x" -27) yz

Ixg iyz 12’2_12_12)
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Ejemplo 3.9.3 El campo de velocidades de un flufdo estd dado por.

¥ = xyi + yej + x2k (/v/ en m/seg i x,¥,2 en m)

Calcular la rapidez de crecimiento de la velocidad en el punto
{4,2,2) y en direcci6bn que forma un 4ngulo de 60° con el
y de 45° con el eje "y".

eje iyt

Soluci6én: El gradiente de velocidad es:
AW SHORE A Lo 4 0
vv =|o0 87 ylailo 2 2
z PR 2 0
P 4

Para calcular el vector unitario recordamos que:

coszoc + coezp + coazx‘ =1 -

por 1o que: cos’ ) = 1 - cos’ X - coszp = 1-1/2)?-(V2/2)%= %

= o(1/2, Y 2/2, 1/2)

An{:
2 4 0 1/2 14242 3.83
—:—E—- 0o 2 2| |=[fza 2.41 | w/seg/nm
2 o 4|2 142 3 )

que se puede interpretar como sigue: la componente en "x'" de la

velocidad varfa, en la direcci6n dada, a razén de 3.83 m/seg/m

(6 cm/seg/cm), etc.

NOTA: E1 anélisis del gradiente de velocidades es de vital impor

“ tancia en los fen6menos de mezcla, con los que el ingeniero, cual
quiera que sea su especialidad, alguna vez tendrd que tratar.

111.83

‘en todas expresamos el vector T en términos de sus funciones

ponentes, es decir:

r = f(g,v)i+ &lu,v)i

expresi6én fue el caso de las coordenadas bipolares (fig.3.7.6)
ide nos limitaros a escribir:

u = sz+ 12
vV = v(x-a)2+ y2

l‘razén es, por supuesto, que resulta muy laborioso despejar x,y
‘lomponentes de r,3.7.1.5 ¥y 6

3.7.1.5

3.701-6

podrfamos escribir, en cambio; el

2 2

a=Yx+y

x Bl -
e, + f(x—a) + ¥ e,
nde, en vez de los vectores i,j, hemos usado los vectores ey, ey

Naturalaente, €, sefiala
"i* sefiala la direccién

12tarios y alcjados en los ejes u,v,
B . ;
direccién en que "v" es constante, cowo
' que "y" conserva su valor; anfilogamente €v sefalari la direc

eén que U se conserva constante.

tas direcciones no son constante desde luego en el sistema X,V;
'lo son, porque u=cte, v=cte, son representadas por curvas, por
unferencias, especificamente; por lo mismo, los vectores unita

Eu, E&, serdn en cada punto, los vectores tangentes unita-

111.84



rios a las circunferencias que se intersectan en este punto ---
(fig. 3.10.1) En otras palabras:

- pwy : 2

. 2T i (a-x)" _ _u y .2 )2 W
; .g.!‘_ ‘ I aL N - ’lyq-lax) <
g e -

2u v

Entonces, si queremos expresar estos vectores en el sistema xy,-

procedemos como ya sabemos: ’ ?
=X+ Y v u" -

2 ) o 2= 2(ne ) .
vi= (x-a)"+ ¥y e - -~ = T[yi + la-x) J]
2u du = 2x dx + 2y dy -~ 4

2 u=cte ! e v >3 s |
Bl -~ - =, i =-x
2v dv = 2(x-a)dx + 2y dy : | NS ¢ TR 3) ¢ x[(y J)] ny -L—[yi . ij
— . uv u u
G S, ay y
Pig. 3.10.1 j,:r je estos vectores no son necesariamente ortogonales; en

Sistema que,al resolverlo por cualquier método que quieras, da:

dx = =2 du - = av
a a

dy = 2 (a-x) du + :
i ' , hay otros sistemas de coordenadas curvilineas en los
0s vectores unitarios correspondientes, siempre son orto
2ntre si; por ejemplo, el sistema polar:

Lo que nos permite afirmar que:

M Al R
2u

n‘)v

® -!<
F
i

¥

aj1

pcos O3 + psen 83

- - coaBi + sendj = :f’
o, lo que es lo mismo:

T ; : a=-x . . T T
%Tl---%i+£-(a-xn=‘%'(1*—y- b)) __'i’ 'P38n61+})c0563 ; %'P
AT v v x = -pen &1 + cos8 8

- - —f *.-H—‘ m—(] - == j) e
v a ay a y

-50 = -genbcos O + senBcos & = 0

111.85 11,86
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En estos casos Y s6lo en &€stos, tendremos que e_/,, tangente 3 ),

. curva 8 = cte, es perpendicular a la curva p=cte., por lo que: ]
4 L . - 3
nservan constantes; por ejemplo, en la direccibn ''i",

ema cartesiano, las variables "y" y "z" se conservan

Ty - 4 i : . %
‘P |V | s y estd definida por la interseccién de las superficies
P ) y=cte, z=cte {fig. 3.10.2)
Anélogamente En la misma forma, si pensamos
en el sistema esférico, por -
<. zo ejemplo, la direccibn za,seﬁa-
o S |7’| lars hacia donde "y" y 'p" son

constantes y quedari definida
por las superficies p=cte, -
p=cte; pero ahora esas super-
ficies no son planos, sino una

En general, consideremos la transformacifn:

- s esfera un cono (fig.3.10.3)
r = £f{u,v)i + glu,v)} A ‘ W3l

cuya curva de interseccifn es
una circunferencia, tangente a
El vector unitario &, indicari la direccibn en que "v'" es cons-

tante, por lo que seri tangente a dicha curva y se podré encon-

la cual quedars & 4 , siendo -
variable por supuesto en cada

trar como: ; ; punto.
- du
— .10.1.
‘u = [ 3 I 3 1
o Anédlogamente, las figuras 3.10.
Andlogamente: Yy 3.10.5 explican graificamente
dr la direccibn de los vectores -
e -—a-!-- 3.10.1.2 unitarios ;Py EB

Para definir estos valores, re

<
o
< |+

o i X9 * g ) cordemos que si mantenemos -
Si ey*ey =0, entonces los vectores unitarios conservan su ortogo

constantes a "p" y a “lf“. por

nalidad al pasar de un sistema a otro; se dice que se trata de ) ]
ejemplo, estamos definiendo a

un mapeo "uniforme'" y en tales casos y s6lo en éstos: :
la curva de interseccibn de -

ambas superficies, cuyo paré-

; = 1&— 3.10.1'3 1WAt -
u IVul metro es "Q" y por lo mismo,
>r
- Vv - 38
8, = om— 3.10.1.4 P e, =
e Ol 6 &

35

o

111.87 _.'31'0 *
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Ahora:

-g% = - peen Seenyi *pcoe &pey 91
37 : '
I's:»"'-l =peeny

es, por consiguiente, tangente a la curva definida por -
erseccién de las superficies de nivel ww=cte, v=cte.; la
» vectorial de esta curva se obtiene directamente de - -

Por lo gque: dr
=5 T 2
ey = -een01+cosej Qi > I 3.10.1.6
Anflogamente: 2u
gamente £
;f = coe SsenYireenSeenlp ). ) -a—f—
_ = ey = X 2 3.10.1.7
+cosf k = r//p 3T l
Fig. 3.10.5 Sqa cos &coslpiteen & coe § j- 2:
i
sen{pk ol L %T
i e 3.10.1.8
Nota que, en este caso, estoe tres vectores son perpendiculeres ?: I
entre s1; en efecto: ' 8" 8y=8y° 6y = 8, 8, =0, se dice que, el mapeo es con

°p

. ;4’ scoazb een(pcos | +een28 senlp cost f— sen(pcoe (p
=een ) coe (coszo +een’s -1) =0

:u'['v_“[ 3.10.1.9
Tu

Td puedee comprobar los otros doe productoe y comprober ademés

que: A v
R b ANl 1L S O * T [wv] 3.10.1.10
.f' c,,x en } ey=eqX e’o 3 e&=ej,xeg,

= - . . 3 2'
Por lo m:l.emo,e}, eerd perpendiculer similténeamente a dos tangen e' SIVW| 3:10. 1511

tes a la eefora/) = cte y consiguientemente, ee perpendiculer

a dicha euperficie de aivel y podremos esecribir

Y
y anédlogamente

'] A
S R

Bn general, ei tenemose la transeforamacién

aja de contar con estos vectores unitarios es que hay cam
fsicos que pueden expresarse en forma muy sencilla en térmi
llos; pondremos dos ejemplos:

0 5.10.1 Sea una rueda de radio "a" que gira alrededor de
on velocidad angular "w". A cada particula de la rueda
la por su vector de posicién, le corresponde un vector velo-
] :.."tqniéndose de este modo una funcién vectorial de variable

0, 8i se prefiere, un campo de velocidades.

r = f(uv,wi + g(u,v,w)j+ blu,v,w)k 3.10.1.5

111.89
111.90
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Consideremos el origen en la
interseccifn del eje con el

<

plano de la rueda, y un punto
{x,y) cualquiera (x,y) . El desplaza
miento de esa partfcula se

&

describe por:

Fig. 3.10.6 Wi
La velecidac, teniendo en cuenta que iI +Y - permanece constante
para una particula determinada:

v = —nfx2+y2 sen wt i+uix2+y2 coB Wt j = -wy 1 + wx J

Ahora, en coordenadas polares lo escribirfiamos {(wt =&):
V = -wpsendi + wIOcosa.‘! = wj) (-sen8i + cos B j)
;‘wP;o

Ejemplo 3.10.2 Una partfcula cargada de electricidad genera un
campo eléctrico que se expresa como sigue:

kqeqr kqoqr

CERE TR

Donde el origen se encuentra en la particula de carga q.; "k ' es
la constante dieléctrica y "q" es la carga de una particula cual
Si las cargas -
q0.q >0 y la fuerza tendrd el mismo sentji

quiera que se encuentra en la extremidad de T.
tienen el mismo signo,
do que T, es decir, se repelen; lo contrario ocurre si q.q <O.

Este campo lo podemos desglosar en coordenadas cartesianas:

= i + +
g,mq_’.‘___li.._’.t.
0 l!2+ ,2+ t2)3/2

1.9

r ___&2*32 cos wt 1+sz+12 sen w |

sde luego que, para el campo gravitacional universal:

- ESH GMm

2 f .10. 1.

Cilculo del Gradiente en Coordenadas Curvilineas.

6pong£monos calcular la variacién del campo gravitacional uni-
ersal, dado por 3.!0.l.12, en el punto (P,y,di y segln la direc-
i6n e(cosol, cos @ , cosd) .

plucién:

e trata de una derivada direccional y sabemos que ésta se calcu

3.10.2.§

gradiente de F lo calculamos en el ejemplo 3.9.2 ; pero lo hi
mos en coordenadas cartesianas y ahora el punto est§ dado en

ideremos la regla de la cadena:
afF 27 4P  DF ay A JF
as 2/0 ds 2y as &
111.92
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que puesta en forma matricial:

][ e el e

Ademds, las derivadas direccionales %, g o las calcu
lamos:

(=Y

; [w][:]-l[g%][vf} B—;L][w} [%]Ea]}[:]

3.10.20 e

—-& Vf-e : %—:V‘!'E; —“Q-Vc-i‘

o bien, en forma matricial:

N : I J%
by 2 2y
—-2-:-’- = VP][- ] 3.10.2.b
Glm _B:Z
& 2 Je
4 e
e v lf][e ] 3.10.2.¢
A . e ,=cosfsenfi + sendsenly § + coeyk
48 : £
= V&][e] 3.10.2.4
ds L
derivadas buscadas, ya en forma matricial quedan:
= &
Entonces, al sustituir 3.10.2. b,c y d en 3.10.2.a teniendo en’ ¢ coef sen
cuenta a 3.10.2.1: ] - —2G¥m senf-eeny 3.10.2.¢

P 3 ; cos 9 -4

[Vf] B—-— Vf ngm B— [V& | cosBcos ]

GER send cose P 3.10.2.8
J §4 | -seny

=

- -sen®senly

I ! Gum . LY <]
11.93 | . 1 . _ Gdm | coss sen (f 3.10.2.h

J Y L. Ar0 )
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g

y ahora nos falta calcular los gradientes de f, U, 8 ; para ello,

* ot |

)9’:

X ¥q2

s

por lo que,desglosando los productos del primer renglén, obtene-
mos :

)

Vf'-a—;f =1 3.10.2.4
3 5
VP — = 3.10.2.)
Vﬁ'%— 3.10.2.X
que nos indican que VJD es simultineamente perpendicular a: _Sli: g a
-g% 1 ésto quiers decir que:

Vp = 3.10.2.1
Al sustituir (3.16.2.1) en (3.10.2.1i)
Rh. = 2%). 35 .

)‘(aq % ao) 7 ok

pero:
2f _2f |, 2r
(3}) !30) 3; ’J(f,q’&) j)aen'-f
= )\ = b~ 3.10.2.m

fzaonl!
Y al llevar (3.10.2.m) a (3.10.2.1)

Vj) .lesen\ﬁ)a_f’- " %—i;_) f

111.95

resulta:

3.10

. ;ate caso, en Que eabemos que —;'%' _L"g'g': i ¥ Que sabemos
emie que

22 _ |3E |3 a;,la;lg
\ ¥ P | F 26 PY N B
wdemoe eecribir

= loy x eg)=
j, 4 sent) | || 26 v 0) aent} |—P

=fcoaacoaq’1 o})een&coa?) -Iosen()k :'% I =

55

-%E- =-p een & sent i ofcoaé sentf ) =|‘g—- -feen(p
R;Itoncea:

VP = mﬁhee\\q {coe ann9 ,8enéd een 9 ,co8 q)

Vf = [caaG eeny ,eend eenlf ,008 (,9] (3.10.2.n)

Andlogamente:

vy = % [coe& aoe Y ,een O cos P ,—eent)] (3.20.2.0)

ve-= % [-sen&.coe&.o:l (3.10.2.p}

] hora, con(3 10.2.f,g,h,0,0
dxcadoa en (3 10. 2 e):
2coa 8 aen Y

2coe# een8 sen !’

»P), podemos efectuar loe productos

2coe & een annzl;
Zaen2¢9 aenzl,o

2eend een cos ¢

2coe ® eenyf cos

2een # een¥ coe ¢
2c0820 4
coe P een Y cory )

20080 seny con

[ —coe’ o coszt) -coe&eend coazly

&3 -oog @ sen & coszy -een20 coazq sen® senty coslf

P | cosé eenyf coe {p een® eeny coelf —aenzq _
. P-eenzﬁ L eend cos & 0 ?
et 9—.% eené cos & ~cos’ 6 0

s 0 " 0 0

. -
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Al sumar estas matrices y hacer simplificaciones:

3cos’6 senaq -1 3coe 8 eend® een29 3cos & een{p coe

% = GXn 3cos ® aené‘aenet? 3een20 eenzw -1 3eend eeny coe
i 3coe & een ¥ coel 3eenOeeny cosy 3c032qJ -l
3,10.2.9

que es el resultado buscado, pues todas las cantidades que apare
cen son dato.

Ahora pasemos nuestra atencién a la ecuaci6én (3.10.2.e) donde po
damos ver que:

1+ B2l ) [38TFs) 351

que es la expresi6én para la gradiente de cualquier campo vectorial
en coordenadas esféricas; sin embargo, si recapitulamos en ¢l prg
cedimiento seguvido para llegar a esta conclusién, caemos en la --
cuenta de que el razonamiento es general.

Entonces coneiderando el campo
f(u.v.w)
donde las ecuaciones de transformacién son:

x=f(u,v,w)
y=glu,v,w)

g=h(u,v,w)

con la condicién de que: {

J-J(Hze) s 0

111,97

decir entonces que:

[v#]- [-;—H [Vu] « %f—][w}

ismo tiempo, podemos afirmar que:

1

V“-_(av _g—w-
..?.L 2
‘71 = ‘] (:;: x 3‘1

H

L]
%
<

Vll-j;,—("g%' -a'!" ]

lo que:

111.98

-+ 3.10

¥
[al'%[v'] 3-10-2.2
3.10.2.3
3.10.2.4
3.10,2.5

to9)-3- (36055320 -39 i)

3.10.2.6



3.1 Las Invariantes de la Matriz Gradiente.

En el ejemplo (3.9.2) obtuvimos el gradiente del canpo gravitacio
nal universal, en coordenadas cartesianas:

l2x2-y2—22 ) 3xy 3xz
[V F] = %—-—2-_’ 3Ixy (2!2—12-z2} 3yz a)
(x +y +2 )/2-
3xz Iye (2255757

y en la ecuacién (3.10.2.9) obtuvimos el gradiente del mismo cam
po en coordenadas esféricas.

30092& sen2t) -1 3cos8 sen O senzq 3cos& sen () cos(p

[V f] Gitn | Jcos® gend eon""!,o 3sen219 senzty -1 3sen & sen(f cos Y
'3
300329 ~1

3cosBsenlpcosy  lsend seny cosy

si sumamos los elementos de la diagonal principal de (a) obtene-
mos cero, mismo resultados que obtenemos si sumamos los elementos

de la diagonal principal (b).

Esta coincidencia se explica porque entre la matriz (a) y (b) sé
lo ha mediado una transformacién lineal y la suma de los elemen-
tos de la diagonal principal de una matriz (traza) permanece inva

riante si €sta se somete a cualquier trausformacién lineal.

La demostracibn general de esta propiedad la puede ver en el Apén
dice; pero nos gustaria hacer hincapié en que ya te has encontra

do anteriormente con esta propiedad; por ejemplo, en Geometria -

Analftica.

I11.99
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a elipse la referimos a unos ejes u,v girados 30° con res
los anteriores, obtenemos:

SN N S
2

. puesta en forma matricial:

~ [uv]|ve e ||u] -0
| @T/s

(a)
13/4 v

emos observar que en ambas matrices, la traza vale 5.

)sotros, desde luego nos representa una gran ventaja utilizar
antidad de esta naturaleza, precisamente porque sabemos que

| a cambiar con el sistema de referencia. Entonces:

i6n 3.11.1 Dado el campo yectorial diferenciable

F = P(x,y,2)1 + Qix,¥,2)3+ B(X,¥,2)k
a DIVERGENCIA del campo vectorial F, a

div?=3_f+ﬂ_+ 2R
d x 2y EX (3.11.0,

€m0s a observar las matrices que aparecen en ias ecuacio-

'Y (b), caeremos en la cuenta de que, en ambos casos, las
> de los elementos simétricos a la diagonal principal valen
10 (cero). Ello también lo podemos observar en las matri-
las ecuaciones (c) y (d).

::ad es general para todas las matrices, la puedes consul--

La demostracién de que esta --

111.100



in
tar en el Apéndice. Como estas restas en un campo tridimensiong]
son tres, las podemos ordenar en un vector que definimos como si
gue:
Definici6n 3.11.2 Dado el campo vectorial diferenciable B
= P(x,y,2M4 + Q(x,¥7,2)3 + Rix,¥,2)
se 1lama ROTACIONAL del campo vectorial F, a
(3.11.0.2)
s (2R _ag) 2P ‘an) 2 P
o Fe (S5 -doh (B o35/ (- 35)

Notemos que en estas dos invariantes estin tomados en cuenta los
nueve elementos de la matriz gradiente.

Hay una manera muy sencilla de recordar estas definiciones, que
ademds, se presta para manipular &gilmente estos conceptos. Va
mos a verla en seguida; pero antes debemos hacer algunas conside
raciones y recordatorios sobre lo que es un operador,

A estas alturas, ya has tenido bastante contacto con operadores.
Operadores son +, -, =+, etc., que aprendiste en el ciclo elemen
tal, a los cuales habia que agregar los que conociste en los cur

d, 1%; 1 S , etc,

sos superiores:

En este curso hemos introducido fundamentalmente dos operadores:

b oy i

Lo que distingue a este filtimo operador de los dewmfs, es que tig
ne un carficter vectorial; es decir, no implica una sola operacién
obtener ordenadamente
Por ello pouemos representarlo,-

sino un conjunto ordenado de operaciones:
todas las derivadas parciales.
para el caso del espacio cartesiano:

V=(,, 3: 31_

Vi 101

-2 s
PR
iona como el producto de un escalar por un vector:

e )

E

]
=
v:;lz

L3
LY
L]
o
L
\Y]
(]
-

g

[

LY
“
Y
]

1)

conceptos que acabamos de definir, también se presta para

epresentacién compacta, utilizando su carécter vectorial;

r ejemplo, la divergeacis :

F-V.F 2 ) d B
aiv ¥ =V F = §e§ N az} (PyQoR) ax .

Parel s o x| (3290324220300
. I AR &
3x 2y 2¢=
P Q R

111.302



3.1
i

Este operador es llamado com(nmente ‘'nabla” (por su semejanza con

una letra del alfabeto hebreo), “atled" (delta al revés) o'grad". P) = | 1 J Ay L [2}19.5).- a.él!%l] &3 [&%l '2'8%1]3

Como dijimos antes, esta concepci6n también facilita su manipula ‘aLx _aLy % + lgl%)'-igL:l]k

cién.

Ejemplo 3.11.2 B AR

Ordenar V(@) donde §= ¥(x,y,z), W= @(x,y,2) .'?) .((yﬁ.,gg—g _0-3-5 gl Qai’![)“_(t’.g_:' +F g%'?% -R %‘%)J
s (g oo Aok . e, oo, O S Y LI N

podemos escribir:
n - (33 33)w (32-32) (33-33)4-

s 229029, 224 232, @ -2 i

2 ﬂ 29
vww-(q-}?—wwﬁli\*w;, +wa;‘°>:.+w——~§f’ ng‘n
Podemos agrupar:

Vige) -;p(%%:. + %%3 + 3—"1’-x)+ [P('}?L:i . f—gi +5—(%k)

2w

Vi) = 2 Vy + y VY

PlapVx F + | 1 J k
3.11.0.3
24 20 3¢
Por induccién Matemitica esta ecuacién puede generalizarse a: 2x 2y 2t
. P Q B
Vigu, .9 ) =u v, g, Ve 9,4 4 Vg0, Y 4P) yPxF+Vyx ¥ (3.11.0.6)

3.11.0.4 misma forma, ti puedes demostrar las siguientes f6rmulas:
ra c =cte, las funciones escalares@ (x,y,z) y Y (x,y,z),-

o las funciones vectoriales u(x,y,z) y v(x,y,z).

donde , , Yz - .(;ﬂ son todas funciones escalares de (x,y,z)

Siy=th,= o.. =l =i , la ecvacidn (3.11.0.4) queda

n n-1 o g) = cVp (3.11.0.7)
VY " =ny vy 3.11.0.5 Bap)=VR+Ty (3.11.0.8)
(W + V) = Peu s Vov (3.11.0.9)

Ejemplo 3.11.3 {cw) = cV-u (3.11.0.10)

Calcular Vx(yF) donde "¢ " es una funcién escalar y F es una -- u) = pVeu + uVH (3.11.0.11)
funci6én vectorial, ambas de (x,y,z). Uxv)=vlVxa)-(Vx Weu (3.11.0.,12)
(MWeV)=Vxu+Vxv (3.11.0.,13)
< x (cil) = c Vx @ (3.11.0.14)

11104
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3.12

3.12 LA DIVERGEN . .
CIA Y EL ROTACIONAL EN COORDENADAS CURVILINEA. nte S€ibtiene 1a expresi6n la otra invariante:

Regresemos nuestra atenci6n nuevamente a la ecuacibn (3.10.2 2)

o1 B2l Bl el o,

Observemos que al Primer miembro lo podemos escribir como:

[F] [ V]

y entonces, recordando que la transpuesta de una matriz producto

x’-Vux-g-E-+ V'!%‘{—‘ Vax-g—f— (3.12.0.2)

iU, YV, YW se obtienen con las ecuaciones (3.10.2. 3y, ==
2.4) y (3.10.2 5 :

el sistem cirvilfneo es ortogonal, esto es:

R O = ‘V.OW = eu';' =0

e observar de estas Gltimas ecuaciones que:

es el producto de las transpuestas en orden cambiado: _{!
L} 2r _271|= 2 r|l3r ®
F03 T 55wt T 5o Selem o0
= -- = i 7 ; ." = —a:r— ; 3- :
LVJ[i] iy [Vu][%‘_'-]+[ v][g: ],&"}[3:} 4 ot ‘%v_'- 'é% (ipor qué?)
0, lo que es lo mismo: que:
-3 ’ U= _}-n- :
VF= - 2L -l . DF ar | u
Vu So*t Vv g Vw -g-‘— (3.12.0.1} Tau
er mds f&il )13 notacién podemos hacer
Que es la ecuacibn para calcular la divergencia en cualquier tipo \
de, coordenadas, ligadas al sistema cartesiano por: i, aar
u
x = f(u,v,w) <
P Va |-2Z (3.12.0.3)
y = g(u,v,w) J ‘T( o 2w ?
z = h(u,v,w) S -
w. |2
ow )
:u
] (3.12.0.4)

111,108
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An&logamente:
e,
Vv = .T‘L 3.12.0.5
:w
Vs = 3.12.0.06

Entonces, para sistemas coordenados ortogonales y s6lo para ellos,

la ecuacién

QAR (o SRt DIRL A Wil T v -
v ,'T S SRR T AT s §.12.03

y la ecuacién 3.12.0.2):

B LI L P W U F
VxF= T S ionwt VST oY iR S ow 3.02.08

Recordemos que los sistemas cilfindrico y esférico son ortogonales
por lo que les podemos aplicar estos resultados; en el sistema -
cilindrico:

x = pcoel

y=peens

zZ=u

2L . cos®i + genb j U=1
<

-S-i—--funoi +fcoaej V=f’

%E'-k ¥=1

Si adem8s consideramos que:

F= r(f,o,u)sr + Up,6uieg + R(p, 5 we,

1r.107

Je
— ——£=0
¢
Je,
——} (4
op "
— ge—“ 0
a)o’
H -
t’5+gf e,
- 29 = 2B -
ef.-Qei,o- S5 %t 55 %

111.108



icibn: P =pgen® ; Q=ucos® ; BR=—
En cuanto al rotacional: - u

2
- i - 3 - - & P P . ;. N 2 » Bs J
V:Fnopx(-gfc,-t-g—; ,4-5—,5.“)4—%:8:(1’!04%5?;_ -gF=sen8 ,-g%--uaené ; 32-“ '(u)
& P ¥ il vt 2
Q_Pi-‘s'g:’f%-“ )+ :ux('?—i eﬁ*ﬁ'&’ﬁ%, = een 8+ ;}(f’sen 0-u25en0) -(%) = Ben@(z_%2)_ (TF)
| e = _IERE P v - 2P -
Téngase en cuanto que: IF? {TP=n Se P “u _P( g e )3" u 8"
Spx et 2 2 A . %(uzcos 6 +pcosd)s,
egx ;u-;p y 5 52
s x;p“ ;0 Paeno Pu coe® e |

. .o, coeos, -2£ 5 cosol-;— + 1);u

Vd u 6
gue los pasos que aqufi te hemos indicado y llegarfs a las si--
uientes expresiones en coordenadas esféricas.

1 2 2 1 R i 2
SQ_T—(PQ) s%(f,o) .;—2—3-)-;:}; P) +Psenlf -g-s-r-P“n" W(Qsengﬁ) 3. k2 300

Esta expresifn es muy parecida a la del tacional en coordena-- o ¢p €y s
das cartesianas; podemos llegar a una férmula igualmente amemo-- - il f)senw P
técnica si en vez de "i" se usa 1 .5 envez de "k"‘ 21 e q 3.12.0.12

7 P ,0 u ok g 2
y en vez de "Q* ..PQ: Bf 1] 38

P Q R |

onde: F = P(p,g0e + Q(f,Q,O);'( + Blp, 4, 8)¢,
x=p sen{ cos &

Vixf= % % e,
2
Jdu

2

4

53_ 5% SR12EI0G10 o y=peenyeen o
]

n(.iltimo, considérese que la ecuaci6én (3.10.2.2) puede servir-
ismo para obtener el gradiente de una funcifn escalar en --

Ejemplo 3.12.1 Sea el campo. drdenadas curvilfineas. En efecto sea f(u,v,w):
2 -
- 2 = PEL,
f-lpacnOeP+ucoe&oe+ 5 o5
calcular su divergencia y su rotacional.

[Vf] - ‘agﬁ[Vu] + aié [VvJ + 52{ [V!'J

111.109 Iit.110



En los casos en que estas coordenadas curvilineas sean mutuamen-
te ortogonales, ya vimos que Vu, Vv, Vw obedecen a las ecuacio-
nes (3.12.0.4), (3.12.0.5) y (3.12.0.6) por lo que:

- 1 32 = 1 9f~
ve=-4-283 * NSV v 3.12.0.13

para el caso de las coordenadas cilfndricas ya vimos que U=W=1;

V=p; asi:
V:-%}E},+%-§-§io+g—:?ﬂ 3.12.0.14
y en el caso de coordenadas esféricas:
Vf:igsf*%h;‘”fmﬁ s 3.12.0.15

Ejemplo 3.12,2. La temperatura de un cuerpo varfa proporcionalmen
te a la distancia al eje "z" e inversamente proporcional a su -

altura. Encontrar el gradiente de temperatura.
»
Soluci6én: La funcibn es:

T - /\E y donde "A " es la constante de proporciona-

lidad
Entonces:
254 21 s
af u L B =90 %__Af;_
- .Y
vr -%-of- ¥ °

1.m

3

adistintamente a un campo escalar o vectorial; si se aplica a - =
I.1, campo escalar, el resultado es un vector a cada punto, esto -
'S, un campo vectorial; si se aplica a un campo vectorial, el el
ultado es una matriz asociada a cada punto que, como recordaris

tu curso de Algebra, forman también un espacio vectorial.

S otros dos conceptos se aplican siempre a campos vectoriales;
divergencia da por resultado un campo escalar y el rotacional

2 por resultado otro campo vectorial. La figura 3.13.1 aclars
?anterior.

s , pues, si los resultados son nuevos campos escalares o vecto
L_qles, a &stos también podemos nuevamente aplicarles los concep
de referencia y obtener nuevamente campos escalares o vecto-
ales, a los cuales de nuevo se les podrian aplicar tales concep
5 y asi sucesivamente. A nosotros nos interesan s6lo los de -
gundo orden; asf, del campo vectorial que se obtiene con el - i
adiente de una funci6n escalar, buscaremos su divergencia y su
ptacional. Del campo escalar que resulta de la divergencia de-
campo vectorial, obtendremos su gradiente y del campo vecto--
al de rotacionales, obtendremos su divergencia y rotacional.

AT Tl

I CONCEPTO Se oplico @ Do por resultodo
Ry Compo Compo
Escotar Vectoriol
Graodiente
Compo Espocio Vectorial
Vectoriol Matrices
| BXierasnci Campo Campo
i i Vectoriol Escolar
i -
i | _’
g i Campo Compo
- | Rorocional Vectorial vegrorisl

Fig. 3.13.1
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Ahora calculemos su rotacional:

3.13.1 Divergencia de un Gradiente.

2 2 2 2
gt L ey o/ Bet r b
* 5y22 3:37”“):32';_& ) *

Sea la funcién escalar ® (x,y,z); su gradiente seri el vector

Vx(Vp) =

-
e

v,.u1+u1+uk 2 2

2 2 2 PN Vil 28 28

’ é 3 2X 2y P¥] *k()x)y’ay)x)
28 28 28

Si de este vector buscamos Su divergencia, obtendremos: 2 X 2y oz

vaon - (B2 A (32)- & (B 3H 53 52

se provechan nuevamente las propiedades del operador vectorial Yy

Por el teorema de Schwarz, podemos afirmar que el rotacional de
un gradiente siempre €s el vector nulo.
Cabrfa preguntarnos si la reciproca es cierta; esto es, si dado

se escribe: un campo vectorial con rotacional nulo, siempre es gradiente de

U s
ax2 23‘2 382 S % i1l

alguna funcibn escalar; para averiguarlo, supongamos:
FaPls+ Q)+ Rk, tal Que Ix F =0

A este concepto que acabamos de definir se le conoce como LAPLA- Como ya vimos:
CIANO del campo escalar v@" cuando un campo escalar posee la pro
piedad de que:
y UxFo@B_28), (RE 2B, (33-Fon
YRR 2z & J.xi = Y
Luego, si VxPF=0
e=x 08 28 5 3_1’. 2R . 28 SeR
TRl R i i N T
que, como recordamos del teorema 2.14.1 es la condicibn necesaria
y suficiente para T sea gradiente de una cierta funcién escalar

uau

v} zp = 0 , en todos los puntos,

se dice que ''cumple con la ECUACION DE LAPLACE" o que se trata -
de una FUNCION ARMONICA.

Esto implicaré, desde luego, que el gradiente tuviese siempre -
una divergencia nula. Los campos vectoriales con la propiedad -

de tener divergencia nula, se 1laman SOLENOIDALES. PN
x F 0 F es gradiente
FI campo es C:) de un campo
irrotacional escalar I
3.13.2 Rotacional de una gradiente.

Sea nuevamente la funcién escalar #(x,y,z), cuyo gradiente es:

- - BT |
Ve g—%ﬂ- a,if-i%-k

Ny i

Recuerda que la flecha
de doble tallo se lee
* impl'ica necesariamente’

F df
es diferencwl
exacta

te1.113 ks Jiu ll
Pig. 3.13.2
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30
Naturalmente, si &ste es el caso, .2 Puesto que ya vimos que el campo gravitacional-
flas s B Qdy + R @ es irrotacional, encontrar su funci6én potencial.
L] = X + + V4 - &
5¢ra diferencial exacta de la misma funci6n "@"
sto que este campo se expresa: PF= =Gia x.; hd 2 ’22 2
(x+ 37+ 2 )3/
Ejemplo 3.13.1 Calcular el rotacional del campo:
X dx GMm/ 1 2 2 _2,-1/2 .
- ® + fly,z) = - —( —-)(x +y +2°) +f(y,2
P = (2y+42)i + (2x+32)3 + (3y+4x)k j(xz+ y2* z2)3/2 { 2 2 E
Y, en caso de que sea nulo, averiguar de qué funci6bn es gradiente. &
Jm
e, + f(y,2)
Solucibn: L y2+ zz)yz
VxFe| 4 i kK [=(3-3)i + 4=8)j + (2-2)k = O By
= = = = b mD g G
Y 7 o =R e vz o tl32)=elz)
5 2(x +y +2 (x"+y +27)
- % ..a...a = gente, g(z) =c! por lo que:
2y+4z 2x+3z  3y+4x
Si el rotacional es nulo, entonces F debe ser el gradiente de gl G Hm e
alguna funcién escalar, que calcularemos como vimos en el ejem- (x2’y2’22)1/2
Eop? 1 2% ) 6cer las superficies equipotenciales, hacemos ¢ =c'':
P = |(2y+4z)dx + £(¥y,2) = 2xy+4xz+£(y,2) c'— ¢ = ¢ = Gin
2 iy P
(x +y +27)
p) £ 2
,;—;L =2x + 'aLy = 2x + 3z = }_% =3z = 1’-532 ay+gle) x2+12+z2 s( Gch')
= 3yz + &(2)
; potenciales son esferas concéntricas en el origen.
P =2x3 + 4xz + 3y (z) ot h 4 . . .
= s TR A A P = 2xy+4xz+3Iyz+c . '
29 :l sideremos un campo de velocidades

s 4x + 3y + g'(2) = 3y + 4x = g'(2)=0 = g(z)=cte

A los campos cuyo rotacionl es nulo en todos los puntos, se les
1lama IRROTACIONALES; a la funci6én escalar de la cual un campo
irrotacional es gradiente, se le conoce como funcién POTENCIAL
DEL CAMPO. A las superficies de nivel de esta funcién (o curvas,

10S que sea, a la vez, irrotacional y solenoidal; si es
al, entonces:

si la funci6n es solamente de dos variables) se les llama ''supel = 4 1 2
ficies (curvas) EQUIPOTENCIALES. ; oy = -l PR

1EE 115 - FIl.116



y habri una funcién "@' de la cual es gradiente:

Por ser solenoidal:

v v
K-l b Rt I SN
Vormm t> 0

pero como Vv = V9@,
a? at
779 - 7% 3520 22 oo

y "@" es una funcibn que cumple con la ecuacibébn de Laplace.

3.13.2.2

Ahora consideremos el campo:
UsVvi-vj
4 x

por la ecuacibn (3.13.2.2) este campo es irrotacional; luego exis

te una funci6n " ¥' tal que:

Vy=3a
pero por la ecuacibn (3.13.2.1)el campo U también es solenoidal y
puede entonces concluirse que:

VAEE
Adem&s, puede concluirse que a cada funcibn @#(x,y), armbnica, co
rresponde otra funci6én ¥(x,y), también armbnica, ligadads por las

expresiones:

) QY
L.t o3

29 Y
2y ax 1
que se conocen como condiciones de Cauchy-Riemann(?*)

3.13.2.3

117

i

Fig. 3.13.3

@=C4

dera dos curvas de nivel cualesquiera: @=c; Y¥=c,
iones; puesto que V@.¥¥=v.u=0, estas curvas siem
rtardn ortogonalmente. (ver figura3.13.3)

En consecuencia, V@=V tiene-
que ser tangente a la curva -
¥=c;; pero el hecho de que -
un vector velocidad sea siem
pre tangente a una curva, --
implica que esa curva es la -
trayectoria de una particula.

Entonces, también puede afir-

marse que la solucibn gré&fica

de la ecuaci6bn de Laplace.
vig =0

consiste en una trama de lineas

que se cortan ortogonalmente;-
unas serén las curvas de nivel
de "@" (equipotenciales) y las
otras, las trayectorias de las
particulas. (1fneas de flujo)

bradiente de una Divergencia.

el campo vectorial F=Pi+Qj+Rk

cuya divergencia es

'Se expresan en términos de variable compleja. La -
arriba es una forma equivalente de expresarlas,

1,118
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para obtener su gradiente:

Vw.,,_(ﬁg,ﬁ.ﬁ)i,(&,ﬁ‘ﬁ)“
2x° 2x2y 2xdz
of 8 ol 22
3:31 3:31 3 22

3.13.4 Divergencia de un rotacional.

Sea nuevamente F =Pi +Qj + Rk, cuyo rotacional es:
R : dP Q2R P
V"’('a‘a—y ‘au;)“('a'; az)i‘*(ﬁ -2E)x

la divergencia de este vector:

2 2 2 2
3 i 2P  2°m
Ve(VxH “)xdy oxds T dydz Jyox "
VaVx¥) ~o0

2 2
2%p
ﬁt‘a_sﬁ'

La divergencia de un rotacional siempre vale cero; mediante un -

razonamiento anilogo al que hicimos cuando descubrimos que el ro

tacional de un gradiente siempre es nulo, podemos concluir’que,

cuando un campo vectorial es solenoidal,se debe a que es rotacio

nal de otro cierto campo vectorial. Este nuevo campo es de -~

gran importancia en la teoria electromagnética y se llama 'POTEN
sin embargo, para calcularlo, requerimos de ¢

CIAL VECTORIAL™;
nocimientos sobre ecuaciones diferenciales, que aGn no poseemos.
Ademis, la solucién no es Onica.

3.13.5 Rotacional de un rotacional,

Consideremos nuevamente a F=Pi+Qj +Rk y a su rotacional:

v”.(g’_y 24 “(g_:-g_g)h(.alg-g;)x

.19

amos la ecuaci6r (3.13,5.1) de 1a (3,13.3.1)

3._.

_._s _0‘)j 5 '33)
Bys " )t 2x° By >

V*F)-7 x (V x F) =721 +V %3+ V%

RIAL del campo vectorial F y se escribe:

V¥ -U%: . gy e vk

11,120

, obtenemos:

b 2
”V")-Vxl(vx F) '(312 3y ;‘2)11-(-?:21-

331 3ms a2

wvector asi definido se le acostumbra llamar LAPLACIANO

37 85, 5

3.13

V x P) = i 3 X
A LA i
ox 2y p
2R 2 2F | EIRUSE - E
- Y J:z z 1 DR 2x oY 3. 1B 56 5
g %0 ¥y - »%p' " 34§ O
;V-zfln( L 18 + L % "'"-B""_g"
, 2yox dy° 3:% dedx 3153 32
2 2 2
_g 2% 22 _ 3 121 2°r 2 3 g)k
d x° 3:3: 3sz dx° 2y° Dydm



T, = Vector de posicién del punto inicial

CTASE L T 'L O C_UASRET 1O

Ff'- Vector de posicién del punto final

el presente problema también nos dan una posicibn inicial ---
‘_ 0,0) (situamos el caiibn en el origen), la velocidad esti dada
- (4.1.1.a) y At=4 seg.

i 7
4.1.1 La Integral Curvilinea. Su expresién Vectorial y Fisica
——

Problema 4.1.1

s ; diferencia es que este incremento de tiempo es mu rande -
Un cafi6n dispara vna granada con una velocidad inicial de 800 .. 7 | . 3 .}

km/hr. Si el cafi6n forma un Gngulo de 36°S2' con la horizontal
y despreciamos la resistencia del aire, (donde se encuentra la -
granada 4 seg. después del disparo?

siquiera como una primera aproximacibn podrfamos aceptar la -
aldad entre el incremento y la diferencial del vector de posi

Soluci6bn:

Escribamos la velocidad inicial como vector: ~incremento y la diferencial; se propone At=1 seg, con lo cual, -

v

o = 909 cos 36°52' (i) + 900 sen 36°52¢ (j)

ol 900(_4 )i 900(; ) : t At _r{m) V(m/seg) __dr = VAt
o 5 + 5 )= T20i + 540j Heeg) (seg) = ¥ v el dx(m dy(m)
(Hacemos coincidir el eje con la horizontal) cuyas componentes es 0 0 0 200 150
conveniente reducir a unidades de m/s: 1 200 150 0 140.2 200 150
= 720000 . 540000 3l ! 200 140.2
v = = o $1L118 . e
© = 73500 ' * T3600 9 = 2001+ 150 400  290.2 200  130.4
Ahora bien, puesto que despreciamos la resistencia del aire, la- 1 e 130.4
componente horizontal no debe variar; en cambio, la componente - 600 420.6 200 120.6
vertical debe sufrir un decremento constante de 9.8 m/seg cada - 1 200 120.6

segundo, debido a la aceleraci6n de la gravedad. Entonces, la -
velocidad en cualquier instante queda:

800 541.2

[oaprs 2.1.1] 800 541.2

Estos resultados estin repre-

acuerdo con la propiedad aso-

el ?OOi + (250 ‘=9.8¢) 3 4.1.1.a ! sentados en la fig.4.1.1 , Lo
© Ly s ey : primero que observamos es que
Cuando estudiamos los campos vectoriales de variable real (ver 3. : dado que partimos de T, (0,0),
4.3) planteamos un caso muy semejante, en el cual, dada la expr€ ———————— ) pudimos haber 1llegado al mis-
sién vectorial de una velocidad, y una posici6n iniciai, se pe-* . | mo resultado sumando directa-
dia l1a posici6n del m6vil un cierto tiempo después. Ese ejemplo - : mente las columnas de dr, de
i
I

lo resolvimos a través de la diferencial total, porque el incre-

mento de tiempo era muy pequefio; es decir, hicimos: ciativa de la suma vectorial.

Tg= Ty +OF 2 T o oF = T + VO

Iv.1




i T X I

Adewds intuimos que:

a) Puesto que la velocidad es continua, en el instante dado la -
particula tiene que ocupar una posicifén bien definida, esto es,-
no puede desaparecer, ni estar en dos puntos a la vez.

b) Si hubiésemos escogido un valor de "at" mas pequefio, hubiése-
’
mos caido mas cerca del punto verdadero.

¢) Hay varias maneras de acercarse al punto sin perder la aproxi
macién; como Yemos que Aos dos Gltimos segmentos son muy largos,
podrfamos haherlos subdividigde.

d) La aproximacibn se rige por la amplitud del mayor intervalo -

de tiempo.

e) Nadie nos obliga a valuar la velocidad al inicio del interva-
lo de tiempo; cualquier puntd, dentro del mismo, puede servirnos,
igualmente, puesto que el teorema del Valor Medio del Cédlculo
ferencial nos dice que la velocidad media en el intervalo es ---
igual a la velocidad real en algfin punto de éste.

Asf pues afin fijando la amplitud midxima de los intervalos de
tiempo, muchas personas obtendrdn muchos puntos aproximados, que
gt pedriamos imaginarlos reparti
dos dentro de un circulo, de
radio ”&"
punto verdadero, que llamare-
O mos I. (Fig.4.1.2)

y alrededor del -

Pig. 4.1.2

X

Lo irportante es que, si a las personas anteriores se les restrin
giers mis la amplitud m&xima de los intervalos de tiempo, volve-

rian a entregiérnos puntos diferentes; pero ahora todos ellos se

agrupfrian dentro de un circulo de menor radio; y si todavia re$

tringiesemos mas nuestra amplitud méxima, reduciriamos m&s atn -

el radic del circulo y asi sucesivamente.

]‘.' ' b1
Generalidades
]

pos vectoriales que tienen la caracteristica anterior se

que son integrables sobre la curva, ¢Sobre cufl curva? So
a que implicitamente nos esti definiendo 1la reduccibn del -
a un solo pardmetro.

muy importante, pues las integrales curvilineas (o de 1%
‘como su nombre lo indica, siempre habrén de referirse a --
urva. En el ejemplo anterior, desde el momento en que nos
imos a una partfcula, nos estaremos refiriendo a una sola -
rectoria; por la misma raz6n, fue posibie relacionar, tanto a
/T, a una sola variable: "t'.

neral plantearemos: sea u(T) un campo vectorial cualquiera-
ed r(t) una trayectoria rectificable a trozos (por secciones)

la cual U existe y /u/ es acotado. Sean también los pun--

iR x/ -Te) .y Q=F/, _, =Tb)

resentemos el intervalo [a,b] en, eljeje MtV I fFig.4.1.8) vy T Ha

' gamos una particién (o red de

Ey) en dicho intervalo, median
te los puntos:

Fig, 4.1.3 to=a, ty, ta,..-.ty=h,
gty P Lidkher. N

——it * . *y
a b, 0ty to-, ta#b

a subintervalo le llamaremos celda de la red y, a la ampli-
1a mayor de las celdas le llamaremos 'norma de la red" y
presentaremos por '"4A".

/
de cada celda y sin mas limitaci6n que ésta, escojamos un
que llamaremos w;, Wz, . wn, segGn la celda en que se -

v.4



En cada uno de estos puntos podremos valuar ?(wi) y despu€s, --
i(wi). Multipliquemos estos valores por los correspondientes .
escalares Atj y sumemos para obtener el vector:

= ulw, Dt
i=} : 4

existe J >0 tal que

Definicién 4.1.1 Si dado £>o0,

n
liél E("j,)ﬁti‘f ¢ £ cuando A< (2.1.2.1)

se dice que u(T) es integrable sobre la -curva T(t) y que el va--
lor T es la integral vectorial del campo u.

Se escribe:
Q b
! SSP 1-1(;) dt IS‘
c

La expresién (4.1.2.1) nos recuerda mucho la expresién del 1fmi-
te vectorial; pero téngase en cuenta, que, cuando definimos este
tipo de 1imites (ver subtema 3.2) nos referimos a funciones vec-
toriales.

HEDIE (4.1.2.2)

En el presente caso, la suma vectorial que aparece en
(4.1.2.1) NO es una funcién de "“A" pues, como ya vimos, aunque -
fijemos 1a norma de 1la red, podemos tener tantos valores de la -
suma vectorial como queramos.

De allf que no podamos trasplantar todas las propiedades de los

limites vectoriales a las integrales; por ejemplo:

cf: 1M S TR

P vir)at
Si tenemos en cuenta estas limitaciones, podremos escribir que:

50 “
u(r)at = lim { uw, At
s P A0 =5 ke i

(4.1.2.3)

V.5

s |
'La Integral Curvilfnea como Integral Ordinaria.

.1 Método Directo.
Al

0o podremos resolver una integral curvilfnea?

' posible mé&todo queddé esbozado en el inciso (4.1.1), consisten
n realizar directamente las sumatorias.

método es muy importante, pues es base de la integraciém nu
a, a través de computadora, que cada dfa es de uso mis fre-

nte.
d de ;a manera siguiente con referencia al problema (4.1.1).

Sin salirnos de este enfoque, podemos alcanzar la exac-

lesto qﬁe por razonamientos heur{sticos hemos llegado a la con-
si6n/de que el vector T existe, tenemos la libertad de esta--
cer/la red en el intervalo de t [0,4 ] de 1a manera mis con--
jeite para nosotros.

blezcamos entonces una particién de "n'" intervalos de ampli-

"h'', lo que implica nh=4.

'‘a elaboremos la tabla (4.2.1), en la misma forma que la - -
!11); pero dejando todos sus elementos en términos de "h'. La
ima que obtenemos es:

b= i-% ¥(w) Aty = 1(200mn) + j[150mh ~ 9.8n%(1e24..4n-1)]

4.2,1.1
también puede expresarse como:

5 = 1(200oh) + j[lSOuh = gland 5(:;1)-]

S = 1(200nh) + j[lso:m - 4.9 (n* - n)]
5 - 1(200oh) + 3(150nh - 4.90°K? + 4.90n% ) 4.2,1.2
e recuerda que nh = 4:

2 = 80Qi + (600 - 78.4 + 19.6h)J

inalmente, tomamos l{mites cuando h-+o:

e [8001 + (521.6 + 19.6h)j] = 8001 - 521.6j

h =0 4,257

IV.6
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k,
(o Tl A través de Antiderivadas. :

Hay otra posibilidad para ntegrar este tipo de funciones, que syr
ge cuando desglosamos la ecuacién (4.1,2.1) en sus componentes. ¥,
Hagimoslo primero para el problema (4.1.1) donde, como ya sabemos:
vx(t)i + vy(t)a y

IieDJ

x y

Xtraer rafz cuadrada en valor absoluto:

<€ cuando A< { (4.3.2.4)

-
z' ?x{"ll H=3

v
I

diremos que: ete.la integral-ordinawia de vx( t) ¥y qQue éste es Ix :

£ 2 2 2N _ b 4 |4
d[].p.l Yx(m)At - Ix] % [1.: Vylm)A ty - I < € cuando A<f SEAIRAGLE =jo 200 at = 200 t| = 800 m

4,2.2.1
logamente:
TABLA 4.2.1 A 4 4
Iy -.-3 (150-9.8t)dat = 150 t\ - -9-2~§ tz‘ = 600-78.4
tled)|tla)] T v ar = ¥\ t ° i i1
[ ¥ Vg Vg dx dy y = 521.6 m
0 0 0 200 150
h 200n| 150n 1o tanto:
h 20(h 150(h 200 150-9.8h
(n) | 150(n) ot BRYICR T = 8001 + 521.6j
h 200h| 150m<9.8h
2
2h 00( 2n) |150(2n)-9.81 |200 |150-9.8(2n) a propiedad la generalizamos por induccién para cualquier
h 2002 150h-9.5{2h3,; Gmero de dimensiones, y conclufmos que, para realizar una in-
150( 3h)=-
3hn [200( 3n) nggd+2)hl €ral vectorial, basta con integrar cada una de sus componen-—
AR ol bl k. feereeceorseedecsdecvicncevefocoasflececccns Mds aln: si suponemos que existe la integral de cada com—
(a-1)n 200 |150-9.8(n-))H ente de la funcién vectorial.
h 200h 150h-9.3(n-1)hz
nh 200(“!‘1) 150(11?1)" ’a(t} S[ (t] u (t) e ““(t),occ U (t)] nafgm (4’202'5)
|-9. 8tte2n-0) 8 ¥ i u (8], up(E)yees sty n

tonces puede escribirse para la primer componentes
que elevada al cuadrado di:

n
é 2 ‘2_ 2 :Z ug(w )& t, - I, l( C‘ cuando A < 4 (4.2.246)
1:3 VM2 4% - LT+ T v (m) Bty - Iy]2<€ (4.2.2.2) i={

-]
pero, como cada sumando es positivo, tiene que ser menor que la- al elevar 2zl cuadrado:

g 2, 2
[Z‘m(wi)Ati - I,] ¢ £ (4.2.2.7)

1=

suma, por lo que:
n

[ilvx(wl)Atl - 1{\2,( §2 cuando A < < (4.2.2.3)

Iv.8
.7
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Al sumar esta expresi6én con sus andlogas, obtenemos:

A B uj(wi)Ati *IJ] % m(z cuando A < § (4.2.2.8)

si extraemos raiz cuadrada y escribimos en expresién vectorial:

a -
5‘ E{wildti - f]({ﬁ' cuando A < 4 (4.2.2.9)
puesto que "m" es finita, esto implica que:
b -
I =ja ult)ds (4.2.2.10)

Lo que, a su vez, nos permite afirmsr que si existen las integra
les de las componentes, existe la integral vectorial, y vicever-
sa. Nos permite ademfis, reducir el problema de existencia y --
las propiedades, a términos de la integral ordinaria.

Q b b b
* u dt =SaL udt, | o uzdt,...ja u dt

Asf,podemos ahpra,yanc s6lo mediante un razonamiento heuristico,-
sino también mediante un razonamiento rigurosamente mateméitico,

(4.2.2.11)

ver que la integral del problema (4.1.1) existe, puesto que ambas

componentes de "V'" son funciones continuas.

En general, si las componentes de un campo vectorial son funcio-
nes acotadas de "t'" con un nGmero finito de puntos de disconti--
nuidad, la integral curvilfnea del campo vectorial existe, segfil
vimos para esas .funciones en C.D.I.

Iv.9

..z
L

Sea el campo ¥ = X34 + xzj + xXyk
y la trayectoria X = % ¥ = 2%, z = & 1y

Decir si existe
(12,1}
v at
Jeo0 .

aso afirmativo, calcular ésta.

2
F(t). = iw 5+ 2t'x

s las componentes somn continuas ==y Existe la integral pedi

W

20, t =0; comprobacién: si y=0, t=0; si L Al

=1, t = 1; comprobaci6n: si y=2, t=i; si z=1, t=i

A 1 1 .
: gat - iSo tz_dt + jjot at «+ 21;50 tcat
3 pa® g 4]1 gk[t.ar;

=-§i[t‘]°+zj[t0+3

-1 i 2
_31+4j+3k

0 4.2.2

campo v =xyi+y’) y la curva
coe t i + sen t .‘“ o;st/z

cos v 1+ 28en t 3 J ¥ /25t <M
("‘o) en caso afirmativo calcular
Tdt

,0) \

iguar si existe 5 Y

(]

V.10
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La trayectoria estd represen-
tada en la fig.(4.2.1) y pode
mos observar que existe una -

discontinuidad en t=-%3donde
el campo pasa bruscamente de
j a 4j; sin embargo, este pun
to de discontinuidad es finico
por lo que la integral existe,
Para calcularla, apliquemos -
una de las propiedades de 1la

= 0) i 0 D) ‘jf integral ordinaria, que ti re
-1, i —

cuerdas muy bien:

Fig. 4.2.1
¢4,9) o ] 2
5(5;3 it = %]0 vx(t) it + qfo vy[t) dt = %50 vx(tJ dt +

(3 Vi /) 7
+ ij v_(t) dt Jj (t) at + 4
S Tk it Uggre e

° % 2 P

i ]

S(r;?t =3 0 se:'t cos ¢ dt + ﬁj¥feen t coe t dt 4+ j-O senat dt «
) 7 2

& 2
- 354 sen t dt
7 - v
7 "
.3 senthgyg i senth i B J‘{i 2 }.sen 2g I/i jj2t - sen 2t
, ARy 0 7

ik :
% -i e % i (27 - M)j == % ; Ty %1Tj

La propiedad que acabamos de aplicar se generaliza para cualquier
integral curvilfnea, de la siguiente manera:

=3 B Q _
pvat =], vat. | ¥at (4.2.2.12)
c e

c

Independientemente de las posiciones relativas de P,Q,R.

. n

|

) es un vector constante.

Q

3x?dt=€xj vdt

B

Ll

sea v(Vg, Vy, Vz); entonces:

4.2

rten en propiedades de la integral curvilinea. Te vamos
una de ellas, para que t( demuestres las restantes.

(4.2.2.13)

vV = 1(e2vz - ggvy) + j(esvx = e‘vz) + k(e,vy - ezvx)

nés "C" est4 descrita por r(t) y P=r(a),Q=T(b), podemos -

_ & x vdt =

_entonces:

b
{
a

b
epv, dt - iSa e3vydt + qg

_Sb ~b
- 3), v, at ¢ yja e v at -

(4.,2.2.14)

b
il e3vxdt -

b
%gaezvxdt

na de las integrales ordinarias podemos sacar las cons-

b b b
1{9253 vzdt - e{E v dtj - 3{9353 vxﬂt m e vzd
o b
+ kle,ja vydt - ezga vxdt}

3 .gb j‘b
amando = o !
Ix vxdt g IY v_dt

a U

S‘b
Iz o vzdt

8 & avei(e,I, - &L )vile,1, - o 1 )ok(e T - el )

(4.2,2.15)

x |= i(ezlz = e31y) + j(ejlx - e,Iz) +

e
3 + k -
(e,I ezI )

1v,12

(4.2.2.16)

:



Al comparar (4.2.2.15) con (4.2.2.16) escribimos:

Q Q
SP:x\-rdt==xI-;xSP vdt (4.2.2.17)
p e

Cabe decir que esta propiedad s6lo es vélida en espacios de 2 6
3 dimensiones, toda vez que involucra un producto vectorial. Las
siguientes propiedades estin definidas en cualquier nGmero de di

mensiones :

Tl Q _ Q

p (u+ v)dt = p udt + vdt (4.2.2.18)
e c ¢

Qe Q _

P hv dt = h pY dt (4.2.2.19
c

c

- Hphi e - S’

pe-V dt = e » PV dt (4.2.2.20)
¢ e

e i N\
Si e es un vector constante Yy e.v >0 en todos los puntos de PQ,

entonces:
_ Q
e«)p¥dto

¢

(4.2.2.21)

En tres dimensiones, esta Gltima propiedad tiene una interpreta-
cibn geométrica: e-V >o indica que el vector variable ¥V nunca -
forma dngulo obtuso con una direccibn constante; si tal es el ca
so, su integral tampoco formari fngulo obtuso con esa direccibn.

fv.13

remos nuevamente el problema (4.1.1). ;Serfa posibie cal
) posicibn de la partfcula a los § seg.? Desde luego: e

5 5
;?:fo' 200dt + JJO (150 - 9.8¢t)dt = 10001 + 627.5)

R [t
) = ‘So 200dt + JSO (150 - 9.8t)dt = 200ti + (150 - 4.9t%);

desde luego:

|

-3{ = 200i + (150 - 9.8t)j = ¥

}presiones nos permitirfian responder a preguntas como:

. 1 objetivo esti en 1la horizontal, iCu4nto tiempo tarda.el
'Ictil en alcanzarlo?

sta:

> "y'" (segunda componente de T igual a cero.

. 150t - 4.9t% = 0

t =329

t(150 - 4.39t) -0 2.9 = 30.6 seg

distancia estf el objetivo del cafi6n?
Mmos "x" (primera componente de T) en t=30.6 seg.

x= 200(30.6) = 6122 @

V.14



4.2

&, :
| ) ‘4 .5 f! [ -'J':'I !

c) ¢Cuil es la mixima altura que alcanza el proyectil? NS : ]

Respuesta: =

Donde la velocidad vertical se anula. —-(u s u) =2u °* % 5 Sﬁ « du = % u 2+ c

150 ~ 9.4t = O 0 4.2.4
3 ntrar las f6rmulas de integracién por partes.
191 = 9.8 = 15.3 ese lf!lla funcibn escalar 4 y v dos funciones vectoriales.

d(gu) = #du + udg :)j‘tdﬁ

S udg
En el caso mis general, tendremos el campo vectorial ﬁ(m,uz,..,um) :
y la curva C:T(t)eE™, donde P=r(a) lu.Y) = u-av o vedu =>Su-dv Toian ‘j;‘da (4.2.3.4)

3 Ty t t t
F(r) .—.jp udt = Ia u'dt,ja u,dt, ... ,ja umdt}=

b [P| (t)a Pz(t-)s LI 1 Pm(t)i

Yooy = 150(15.3) - 4.9(15.3) = 1148 m a9 *S‘_‘d!‘ (4.2.3.2)

$u -deﬁ (4.2.3.3)

| d(u x V) =ﬁxd17+dﬁxx‘r:?jﬁxdw7=ﬁx;+j‘7xdﬁ
(4.2.3.5)

Mo 4.2.5.

rar que una condicién suficiente para que una particula des
a un movimiento plano, es que la aceleracifn sea siempre para

y por el teorema fundamental de la integral ordinaria que vimos -

en C&loulo Diferencial e Integrel. ) la trayectoria de la partfcula; sea v = at su veloci
sea @ - -g% =AT la aceleracibn siempre paralela a F,_
4§ aF ar
= . ——
dt-u‘ ’ dt'“z p vense 3 dtm-um 2'3.5)
rxdv:i’-xv.r‘g? d§=§x7+ﬁ1
Lo que significa que: a (4.2.3.3)
_dF "y l:\ es un vector constante.
X (4.2.3-1) N\
» S1 ¢ B L. s or lo que
que es como se expresa el teorema fundamental del c&lculo para ~~ B | \g =ATr y v x @v=0 R
integrales curvilfneas y puede ser usado ventajosamente cuando 18 o ‘\. A
funci6bn por integrar puede reducirse a alguna de las f6rmulas de S" xﬁ_‘l. 0 = h,y = cte, (4.2.3.b)

derivacifn vistas en el Capftulo III.

V.15 1v.16



Al igualar (4.2.3.a) y (4.2.3.b):

1
1]

pui
;x;q»ﬁ,-ﬂz o sea :Fx?:ﬁz-E'-i PP
Por otra parte, recordards (Ejem.3.4.8.11)que el producto vectorjg)
de 1a velocidad por la aceleracibn, siempre nos di un vector para

lelo al binormal:

ﬁ-d?:-ﬁh%

Vxa=VxAf=-AE ,
puesto que R es constante Y un escalar no puede hacer variar la . _'1ntegrar:

= Mm - Mm 4,233
- e dr = _G’P Vf‘ dr = -Gf_i dlp( g)
evar (4.2.3.e) ¥y (4.2.3.g8) a (4.2.3.¢c):

(4.2.3.h)

direccién de un vector, el vector binormal se conservard paralelo 1 mvz g ¥m 1

a si mismo y el movimiento serd plano. (QED) 2 iR

Ejemplo 4.2.6. g es la energfa cinftica que desarrollan los planetas.
Calcular la energfa cinética de los planetas.

Llamemos_P = ,;f ; entonces el campo gravitacional del sol, es: r jemplo 4.2.7

’:—G——,?
Y por 1la 2a. Ley de Newté6n:

X Nm =
ma = - Gf—ar (4.2.3.c)

Si multiplicamos ambos miembios escalarmente por dT:

masd¥ = - GF? redr (4.2.3.d)
2 a L max b = - G!hlzs x (rx Q!J
=Adve el dv - =il AT hk - P at
pero 8 = == ;3 edr = — T = dv = av (4.2.3.e)

dr = -

(1]

por otra parte, como

f-uxz+y2+z2
L i o s S s . s
j’ Y L X +y + 2
z

+ k i = E
g 7 RN Y s
7 ] B I ]
= Bt = dr L =T
v -I (4-2-5'f) ‘\ e f-
P £ '. xﬁé‘—Gm(-£)¢GM5(-£
\ P

V.17

lav x§ = -cmj% cdT F+ qu
X S5

nostrar la primera ley de Xepler:

4F

Los planetas describen 6rbi
‘elfpticas, uno de cuyos focos es el sol.

. (4.2.3.c) pecdemos ver que la aceleracién se conserva paralela

carF-2)

i £

integrar el segundo miembro, puede usarse la expresién = -~

4.2

; podemos concluir, por lo tanto que se trata de 6rbitas planas.



o bien:

<i

x h=cM P+ c.r
pero §
bB=rxv.E=B.h=Hh

<1

X

entonces:

h=
donde C

gm,o+;-;=(‘vl&f+/'¢'/f°°59 =f((;m+ceos€)
= /3/ y "e" serd el 4ngulo que forma el wvector de posj

a una direcci6bn constante, As{:

P.,
Como recordaris de Algebra y Geometifa Analftica, una c6bnica con

foco en el polo tiene por ecuacibn:

j? N e ¢os
donde "e" es la excentricidad de la c6nica, en este caso C/GM

ci6bn

B2/GM
l+C cosge

GM

52
GM + C cos@® F

Ahora bien, hay cuatro cénicas:
e hipérbola; pero:

No puede ser circunferencia, ya que sabemos que no siempre estamos
a la misma distancia del Sol.

circunferencia, par&bola, elipse-

No puede ser paribola ni hipérbola, porque estas son curvas abier
tas y también sabemos que damos vueltas alrededor del Sol.
Por lo tanto se trata de una elipse (QED)

4.3) La integral curvilfinea en curvas cerradas.
La integral curvilfnea, sobre una trayectoria cerraga de cual
quiera de los tipos mencionados, no presenta caracter{sticas espe

ciales. Tan solo hay que tomar en cuenta el siguiente aspecto:
Sabemos que, por definici6n, en la integral ordinaria:

a
S f(x) dx

lo que se antoja pasar a la integral curvilinea de la 51gpiente =
S

manera:

V.19

Ly |
_cierto si con ello se quiere significar NO recorrido; pe-
na curva cerrada, podria tomarse como un regreso al punto
tida, despufs de un recorrido y en tal caso, la expresi6n -
ior es falsa excepto en casos muy particulares.

;10, consideremos la curva rT=costi+sentj; y un campo --
vxi + vyj, a integrar sobre la curva ce

jal cualquiera v

i6n:
indicar que se trata de una integral curvilfnea cerrada
s el simbolo:

usa

v dt
c o
donde se estd considerando que el recorrido sobre la curva C,
1
en sentido positivo.

sentido positivo de recorrido seri aquél que mantenga a la re-
encerrada por 1la curva '""C", siempre a la izquierda, y negati

s; la mantiene a la derecha. Fig. 4.3.1 (a) ¥y (b)

Fig. 431
am
] v, (t)dt + j). v (t)dt # O, en general
de 1r, prec1samente porqué r(0) =T(2R) los lfmites de la varia
integraci6n son diferentes. Ahora la misma curva la pode-

V-t -

de "t" que hace T=i, es 1.
K

i

‘expresar como r = ti En tal caso, el finico-

Si integramos entre los lfimites
si‘obtendrfamos invariablemente cero; pero hay que tomar en

nta que en la forma expresada, T NO es una funci6n, puesto que
n valor de "t" corresponden 2 de T; en realidad tenemos dos --
r'ctorlas, por lo que la 1ntegra1 la debemos plantear

. Q Q
vV dt =\ ¥ at 053 dt = i v dt +‘§v dtJ & S; dt tJ‘v d.}
G. P _CQ_P
'0| B, i+ f1-4%
C,: T=ti- l-tj
V.20
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En geﬁeral, en una curva cerrada, o bien tenemos dos valores dife 4 Ahora consideremos el cuerpo
rentes de la variable de integracién en el mismo punto, o bien -- AU = de la figura (4.4.2) suponga
hay dos trayectorias que hacen integrandos diferentes. _ :‘ ----- : mos ?ue el cuerpo es.m‘l bloqt.le

- - | H H de hielo y la superficie hori-
4.4) La Intqg;aléf’*dr Su aplicacibn Fisica. e R el ’ B e L N mind  Nea” N

acero, es decir, podemos supo-

4.4.,1) Problemas.- Sea el cuer- Fig.4.4.2

ner que la friccién no existe.

po de la figura (4.4.1),

fuerza que debemos ‘de vencer es ahora la del resorte; pero --
es una fuerza variable.
F=2x1

‘ﬁj amiento en 5 intervalos y considerar que para desplazar el -
mer centimetro se reauiere Z kg; para deplazar el segundo,4 kg
Jasi sucesivamente, sumando luego los trabajos de esas fuerzas -
‘parciales; nos damos cuenta de que, en realidad, debemos hacer -
a integral vectorial:

Este es un problema elemental de trabajo. . (5157)

La fuerza que se opone al desplazamiento es la friccifn cuya mag- .. a =J;a(5 . ds i

nitud es de 2.5 kg. Esta fuerza seri constante, por lo que el -- i

trabajo es simplemente 2.5 X 5=12.5 kg-m

Deseamos empujarlo sobre la superficie una longitud de 5 m .
¢Qué trabajo debemos desarrollar?

Yy puesto que s = x:
' 5 5 213

Varias consideraciones habremos de hacer antes de seguir adelante; r ’j~o (2x i)-dx i = QVKO T [x lo’ 25 kgecm
en primer lugar, el trabajo es un escalar y lo hemos obtenido como
producto de un vector (la fuerza) por un escalar (la distancia).-
Entonces quiere decir que por ahf qued6 enmascarado un producto --
escalar; en efecto, lo que realmente hicimos, fue tomar la distan

cia y su direccibén (i) y eso fue lo que multiplicamos escalarmen-
te por la fuerza.

Gl [N Ahora consideremos el caso mos
- trado en la fig.(4.4.3). La -
fricci6én la suponemos también

pricticamente, por 1o que el -

En segundo lugar, al definir el campo de fuerzas, nos damos cuen- campo de fuerzas que se opone

ta que la fricci6n se opone al movimiento; luego f=- 2.5i. La ;300 al movimiento es el gravitacip
direccién del movimiento, en cambio lleva la direccibn positiva - ; : nal y hay que aplicar.
de "x'. Asi, el trabajo nos debi6 salir negativo; sin embargo,P8 10 kg Fig.4.4.3 Fe=mgj=103j

ra mover el cuerpo se realiza trabajo; luego si como es normal,de

finimos el campo de fuerzas que producen el movimiento, debemos -
cambiar el signo:

no es la fuerza completa la que se opone al movimiento, sino
\aMente su proyeccibén sobre el plano de deslizamiento o para ha
- con mas propiedad, sobre un vector paralelo ese plano, cuyas

F=251 Do o
ponentes son T = coe 30% + sen 30"3 --2£‘1 .-2|- i

V.22
1v.21

Ué hacemos ahora? Una solucibn aproximada serfa dividir el des

4.4



J,_*

(tomando la direcci6n del desplazamiento) , Esa proyeccibn es la -
que debe multiplicarse por la distancia:

Y

> J) = 25 kgen

g 1
1.3

FesT = (203)5( 3

w

N6tese que ahora el vector T sustituy6 al vector 'i"; es que aho-
ra T es el que di direccién al desplazamiento.

Con todos estos casos particulares (Podrfamos encontrar una expre

si6n general para calcular el trabajo?

Hemos visto que la fuerza puede ser variable y que debe proyectar
se sobre la direccifn del desplazamiento. Esta direcci6én podria
ser variable también, por lo que T adquiere el significado de tan
gente unitaria a la trayectoria que debe seguir el cuerpo; con to
do esto, podemos decir que:

Q
W= j‘P F-T as (4.4.1.1.)
[

Esta expresi6n tiene, sin embargo, un inconveniente; vimos en (3.5.3)
que trabajar en términos de 's' como parimetro, daba lugar a se--

rias complicaciones algebrficas; afortunadamente, recordamos que
ds
Por lo que, si sustitufmos esta expresi6n en (4.4.1.1)
qQ = Q
dr = -
w oR—_— = L o b
.jpf 3 9s J’.p ar (4.4.1.2)

Que nos permite mayor facilidad algebraica, toda vez que T puede

manejarse en términos de cualquier parfmetro.

4.4.2 Propiedades

Por su gran aplicacibn en la Mec#nica, este tipo especial de intg
gral vectorial recibe una atenci6én especial, En muchos casos, S€
le considera como finico tipo de integral curvilinea y con ese nom
bre se le conoce. Nosotros preferimos considerarla como un caso-

1v.23

r curvilinea, refiriendo este nombre genérico a toda inte
torial que puede ser reducida a una trayectoria.

rias formas, aparte de la (4.4.1.1.) y (4.4.1.2.) de expre
ste tipo de integrales. He aquif algunas:

5-d;=

4
=Pl + Qj + Rx entonces Pdx + Qdy + Rdz

B
T =JA Pdx + Qdy + Rdz (4.4.1.3)
(d

+ ] N 3 -
1 qucxr el campo vectorial a una trayectoria, r(t), se tendré&:

F(t) = F(t)i + Q(t)j + R(t)k

otra parte:

= f(t)i +g(¢)i +n(t)k

= fr(¢)dti + g'(t)atj + n'(t)atk

[f'(t)i + g'(t)3 + h'(t)k] dt

onces:

F-ar =[P(t)f'(t) + Q(r)e'(s) + R(t)h'(t)] dat
;demﬁs:

B = r(b)

A = Tla) H

o b
P af sja[P[t)f‘(thQ(t)s'(thR(t)h'(t)J gt (4.4.1.4)

adem&s indica el procedimiento de célculo.

0 que este tipo de integrales es tan importante, vale la pe-
xplicitar algunas de sus propiedades que desde luego, no se-
sino casos particulares de las propiedades generales de la =
gral vectorial, ya vistas.

v.2b
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Si la fuerza se multiplica por una constante escalar, el trabajo
quedari multiplicado por dicha constante.

B b} JB e il
\I.A h’cdr = h ' P « dr
& c

Si dos campos de fuerzas obran sobre el cuerpo, el trabajo total
serf la suma de los trabajos de los campos aislados.

B - A - B f) i B i s
\S A (F‘ + F2 )edr = A F e dr +J‘A Pz * dr

i ¢ ¢

(4.4.1.5)

(4.4.1.6)

El trabajo desarrollado para llevar un cuerpo, de A a B sobre una
cierta trayectoria, es la energfia que gana el cuerpo al ir de B a
A sobre la misma trayectoria (o viceversa)

Dl JE A i
AP vide = = | Flolar
[« c
El trabajo desarrollado para llevar un cuerpo de A a B sobre una

cierta curva, es la suma del trabajo necesario para llevarlo de -
A a D y del trabajo necesario para llevarlo de D a B sobre la mis

(4.4.1.7)

ma curva,
Lo anterior es cierto, independientemente de la posici6n que guar
de D con respecto a A y B (Fig.4.4.4)

B D B
jﬂfod;=jaf'd5+jnf-df-
¢ (d

¢

(4.4.1.8)

Si en todos los puntos de la -
trayectoria el campo de fuerzas
resultante actGa en direcci6n
del movimiento (o perpendicu-

[4 o
lar a el) para vencer la oposl
cién, el trabajo desarrollado
serf positivo, o al menos nulo:

4.4.4

Fig,

oL} ERN - -
Si P . dr) O en AB, W =j‘ #P.ar2 O {4.4.1.9)
¢

"

B

i ar < 0 (4.4.1.10)

=l
-

i I
F o« dr < 0 en AB ,waj
e

. I;ampo de fuerzas F=yi- xj, donde |F| estd en kg si X y Y
| qh metros. Calcular el trabajo necesario para llevar una -

‘ula del origen al punto (1,1)

(1 (Fig.4.4.5)
Ecuacifén vectorial de la tra--
Fig. 4.4.% yectoria: Hacemos x=g .. y=t?
c y asi:
r=tias+ tzj ; ar=(i +2tj)dt
F(t) = t%i - tj
x Feat = (82 - 2t%)at = -t2at
s t=0 ; cowprobacibn i ei y=0 , t=0
={ ; comprobacién : si y=! , t=1

1l

! 1
S 2 t
Pedr =| (-t7)dt = - 3 [ta]o Kgem

ok
0 3

avée de la recta y=x (Pig., 4.4.6)

Ahora hacemos x=t ; y=t :

(1,1) T=ti+ tj; ar=li +j)dt
F=ti-t); PedT = t - t=0
R}
c w =f F.dr = 0
(0,03
Fig 4.4.6
- %
X

V.26

a) A través de la paribola y=x? °

bk



Lo que se explica cuando cae uno en la cuenta de que en este caso
F es perpendicular a la trayectoria en todos los puntos, por lo -
que no se opone ni ayuda al movimiento de la partfcula.

Siempre que el campo vectorial F se mantenga perpendicular a la -
trayectoria, la integral curvilinea serd nula.

c) A través de la recta quebrada que va de (0,0) a (0,1) y de (0,1)
a (1,1) (Fig.4.4.7)

V‘F Puesto que la trayectoria no -

admite tangente Gnica en (0,1),
F.T no es continua en ese pun

to;pero como el punto es Gnico

la integral existe. Debemos cal
cularla segin (4.4.1.8)

(yt)

i

: o Fig.4.4.7
- De (0,0) a (0,1) : T=ti ; dr=dti ; P=-tj ; F-dr=0
- De {(0,1) a (1,1) 2 T=i + tj ; dr=dtj ; F=ti - j ; Fear=-at

W =‘S; 0 +~Sé (-dt) = - | xg.m

d) A través de la paribola y2=x (Fig.4.4.8)
YT £ Bien, es justo que te dejemos-
i resolver solo este problema;el

F (,") resultado debe ser -§~ kg-m
F Por otro lado, observamos que
el trabajo requerido fue dis--
c tinto para cada trayectoria --
) probada, como ya se esperaba.
o
Fig.4.4.8
ciemplo 4.4.2

Sea el campo de fuerzasFj= yi + xjdonde ]El est§ en kg, si x,y
e€stin en metros. Calcular el trabajo necesario para llevar una -

partficula del origen al punto (1,%)

Iv.27

a) A través de la paribola y=x2
(Fig. 4.4.9)

Toti + t2) 5 'ar=li - 2t3)at

o IR tj ; Bear = 3t%at

(t3JO'= | xg-m

R

N

hadp2
] =J0 ST At

uﬁ

Fig.4.4.9
" b) A través de la recta y=x (Fig. 4.4.10)

Y Hazlo tG solo; el resultado es

(U‘) 1 kg-m.

¢E1 mismo resultado anterior?

(C6mo? En el ejemplo (4.4.1)-

c tuvimos resultados diferentes
para cada trayectoria y ahora,
un campo que es casi igual al
anterior nos df mismos resulta

x dos para las dos trayectorias

Fig.4.4 10 diferentes.

iQué est4 pasando aquf? éQué funciones cumplen con esta propie--

. dad? Vamos a verlo en seguida.

4.5 Independencia de la Trayectoria.

A Ly b k = =2k
STy
2x 2y 2z
y -X (0]
‘:Ahora el rotacional de F,
V1§1= 1 J k =0
IO I3
3% 37 3
y x 0

iv.28
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' b

Asf pues, en los ejemplos anteriores, F se distingue de F,  en que
este Gltimo es un campo irrotacional y el primero no. éSerd por
eso que el trabajo contra F; df los mismo por dos trayectorias di
ferentes? Consideremos un campo cualquiera F=Pi + Qj + Rk tal
que ¥x F = 0.

Queremos saber qué trabajo debe realizar para llevar una particu-
la del punto A al punto B, a través de la curva C : r = £(t)i +

g(t)j + h(t)x , sabiendo Que A=r{a) ; B=r(b).

Como hemos visto de (4.4.1.4.):

)
w =j‘a [Pf'(t) + Qg'(t) + B.h'(t)] dt (4.5.0.1)
Pero si Vx F =0 DF =V4 ; es aecir %_ﬁ_x s Ps
£ . . 22 _
)y Q ’ az =R
Ademis: df€ _ Q2 g dx a.‘}l d az
at "o xat T 2y dt*?gdt
%5 = Pf'(t) + Qg'(t) + Rr'(t) (4.5.0.2)
Asf al sustituir (4.5.0.2) en (4.5.0.1):
b B
x d
"Jaafdt =‘f, ag = o(B) - #(A) (4.5.0.3)

La expresién (4.5.0.3) comprueba nuestra sospecha; en efecto, el-
trabajo de un campo irrotacional depende solamente de los puntos
extremos de la trayectoria y no de ésta. Su cilculo se puede efec
tuar entonces de dos maneras: o integrando el campo a través de -
la trayectoria que nos resulte mis simple, o calculando el poten-
cial y valuando su 'caida'" entre los puntos extremos.
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4.5

s el Gltimo procedimiento en el ejemplo (4.4.2)

%
 Fedr =y dax + x ay

s

¢ =jy dx + £(y) = xy + £(y)

%=x#f‘(¥)=sz

£ (y) =0 = f(y) = ¢

A= xy e p(0,0) = ey p(1,0) = he c g

#={+c-c=fxg-m
es, cada vez Que nos propongamos calcular el trabajo reque-
ra vencer un campo de fuerzas, deberemos averiguar si ese
€es irrotacional, pues si tal es el caso, nuestros cilculos
plificarin en gran medida.

. son los campos irrotacionales los finicos cuyo trabajo no de
de la trayectoria? Consideremos ahora un campo cualquiera

trabajo no depende de la trayectoria e integrémoslo entre-
ntos A(a,b,c) y M(x,y,z)

4
Az
l"__";"' Como de costumbre, considere--
mos:
.
A F = Pi +Qj +Rx
o | ) 3
=1 i W=JAde+Qdy+Rdz
L '
l | ¥ Ahora supongamos que queremos-
| ' i)
i x "7—rY llevar la partfcula a:
_,_'_--..-Jl'; Pty M (x +Ax, y +Ay, z +Az)
| 1 A4
S = - - P
: Fig.4.5.1

que ya quedamos en que hay independencia de la trayectoria
S por rectas paralelas a los ejes (Fig. 4.5.1): de M a ¥x,

Myydemyah‘.'.
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Entonces por (4.4.1.8)

M By
A-;+A-.~I={S\;\de+Qdy+Rdz +In Pdx + Qdy + R dz +

vy e
S Pdx +« Qdy + R dz +5 Pdax + Qdy + R az
. Ix Hy

Por lo que:

Ex Ev n*
Aw = {Sll Pdx+Qdy+Rdz +4J.ﬁ. Fdx+Qdy+Rdz +JM

Fdx+ Qdy+RdzJ
X ¥

o bien: '
Avw = (AW +A WA
la ecuaci6n de la trayectoria de M a My es:

Calculemos Axw 2

T

ti + yj + 2zk 3 AT = dt i

il

F P(t,y,2,)i + Q(t,¥,2)J + R(t,y,2)k ; Fedar = P(t,y,z)at

AdemSs, en M, t=x; en My, t=x +AX; entonces

x+Ax
Axw = Jx P(t,y,z)dt

y por el teorema del Valor Medio del Cilculo Integral:

AxW = P(&,y,2) x, (x £ G4 x+Dx)

Ahora:

K
x

Ax =P(6!y,2) ¥

(x €6 € x+4 x)
Al tomar limites cuando Ax+ o, el primer miembro tiende a g?g y
2 oM . Asi

%{ = P(x,y,2)

tiende a "x"
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L.5

Anflogamente se puede llegar a

w
g—:— = R(x,y,2) 3 _BBT = Q(x,y,2)
'y si hacemos
W=4£g;
6; = ?

lo que nos dice que s6lo los campos irrotacionales pueden inte---
grarse independientemente de la trayectoria.

Ejemplo 4.5.1

Calcular el trabajo realizado por el campo P=(2x+y)i + (2y+x)j
para llevar una partfcula sobre la recta que une los puntos (0,0)

(,n

EY F = Pi+Qj , => El campo es irrotacional y

2L L LN
AR 3 x

o importa la trayectoria que sigamos. Se recomienda seguir una-
trayectoria de linea quebrada de (0,0) a (1,0) y de (1,0) a (1,1)
ya que al variar una sola variable en cada segmento, se tiene una
sola diferencial.

En el primer segmento: T =t i ; dr = dt i

F<2ti + tj; Fear = 2t dt

I 1
w,=jo 2t dt = [t2]0= {
segundo segmento: T = tj + i § dF = dt}
F o= (24t)L + (2t+4)3 3 Fear = (2t+ {)at

n;.j; (264 1)at =[ ¢2 4 t]:. 2

W=, + W= 3

1v.32



Otro procedimiento serfa:

g -f(?x +Y )dx + £(y) = 7;2 + xy + £(y)

28 _

ay-x+f'(y)=Q=2y+x

£ (y) = 2y

f(y) = y2 + C

g = x2 + Xy + y2 +c ;3 #£(00) =c
plisl) = 3+ e
W= 3

Ejemplo 4.5.2

Calcular el trabajo requerido para darle una vuelta completa a una

particula sobre la circunferencia T=cogsti+ sent 3

y venciendo el campo

F=2x1+2y
El campo es nuevamente irrotacional. Para calcular el .rabajo de
. : ” 28t 2
terminemos su funcibn potencial: B = x"+ y°+ ¢
y ahora debemos calcular @ en el punto final y restarle el valoT
correspondiente en el punto inicial. Pero como ambos puntos coin

ciden, el trabajo va a ser nulo.

fo:'

El razonamiento es general: si

§F-d§ =0
-4

sobre cualquier trayectoria cerrada y en cualquier sentido de Te€-
corrido.

(4.5.0.4)
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jora hemos considerado diversos campos de fuerzas y el --
que hay que hacer para vencerlos. No hemos hablado del-
un campo de esta maturaleza produce en la particula.

da ley de Newton nos dice que las fuerzas producen acele
es, que pueden ser positivas o negativas (en ocasiones se
deceleraciones a éstas Gltimas).

F=ma (segunda ley de Newton)

, entonces:

LY
Fem -3¢

Feaf = m g‘t' «dF = m 4V « --—g€ = mvedv

s ahora el trabajo que hay que hacer para llevar una particu
masa "m'" del punto (1) al punto (2) y cbmo se comporta la
idad de esa partficula:

JQ) jm)
(1) 9T = m Jyy

to V X F=0 , F admite potencial y por lo tanto:

Vedv

(2)
(1) i

£, mn—ﬁu)-mﬁ-m§

(2)
= [ 2](1) . S1 hacemos ¢ = - \§:

--2.
g(1) + mJ.ﬂ(zj (4.6.0.1)

-2
irmino —EEL
la partfcula en el punto (1). El término ¢(1), se llama
pctenczal de la particula en el punto (1) y dependerd -~

Lo importante de la ecuacién (4.6.0.1) es

, tG lo conoces y sabes que es la energfa ciné

\L
mpo de fuerzas.
Bl
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o

que la energia total de una particula, sujeta a un campo irrota-
cional de fuerza, es la misma en cualquier punto.

Es decir, la particula no pierde ni gana enegia sino que la con-
serva,

Por eso a los campos irrotacionales se les llama ''conservativos"
Si recordamos todo lo que hemos dicho hasta ahora sobre los cam-
pos irrotacionales, podemos hacer el siguiente esquema, donde la
flecha con doble tallo se lee "implica necesariamente”.

61(? =0 F-= Vy F
El campo es — donde "% es ¢—> | es un cavpo
irrotacional el potencial de congervativo

Fedr Fear
es diferencial @ es independiente

exacta de la trayectoria

Por 16gica, 1a doble implicacién existe entre cualesquiera dos -
aseveraciones; por ejemplo:

F =V(f@jﬁ'd; es independiente de la trayectoria

En el esquema no se anotaron todas las flechas en obvio de su -

claridad.

Ejemplo 4.6.1

El campo gravitacional localizado F=mgk es conservativo; en efeC

to, si ¢z-mgz F-VY , ¢ e=mgz

a) ¢Qué altura alcanza un cuerpo lanzado verticalmente hacia arri
ba?

V.35

#(1)=0 ; 3‘= voE ; V2 =y

s la ecuacién (4.6.0.1), los valores son:

i g(2)=mgn ;

§s, por condicién del problema V2=0 (Ell punto 2 es donde la

4 T‘+

2

2

L2 o
wo—ngaz-r(l

= mgh (arriba, punto m4s alto)

0
0 (en el suela) ;
- 2
-V.j.k ¥ v2 =V
L sk 2
11:5}14-()-04-2“1\!f
o
2 f
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a se detiene antes de iniciar su descenso).

av
T Mol

-gtk + C
vok , entonces:

=T

v = (vo - &tk



4.6

% o JZE
g Ry

siendo cierto que:

Cuando v=0, t=tiempo de subida = tg =
Para tiempo de bajada, sigue

V=-gtk+ ¢
Pero ahora, si t=0, v=0=>c=0
' v = gtk .
Al llegar al suelo, v = - 2gh k

la: la velocidad teérica inicial, que hay que dar a un cohe
pacial para que escape de la atraccibn terrestre. (des~T

43 la fricci6n del aire y los campos gravitacionales de --
cuerpos celestes).

as suposiciones establecidad, el cohete queda sujeto solamen
€ampo gravitacional de la tierra que, como ya vimos es: e

Tiempo de bajada = ¢ = e t Pa= =G mi-) g
& il HE

Ejemplo 4.6.2

Sea una particula de masa ''m" que parte del reposo en la posici6én

(4) indicada en la figura (4.6.2)
la particula tiene en ese mo-
mento una energfa potencial -
mgh que, al llegar al punto -
(2), ya transform6 totalmente

en energfa cinética, la que 3
su vez iri transformando en -
(b3 energia potencial para alcan-
zar el punto (3). En este --
m Pig. 4,6.2 i il
g punto inicia el descenso nueva
mente y los fenémenos descri-
tos se repetirin de nuevo indefinidamente, puesto que la particu

la estd sometida al campo gravitacional, que es conservativo.

Nosotros sabemos que eso no es cierto, pues el movimiento conti-
nuo no existe.
iQué esti pasando entonces?

Aparte del campo gravitacional, la partfcula se encuentra someti

da a otro campo de fuerzas que es el de friccibn; este campo NO

conserva la energfa mecidnica, sino que la disipa en calor, Como

ya vimos que los campos conservativos s6lo pueden ser irrotaci©O-

nales, este campo admitird rotacional.

Si observamos la figura (4.6.2.b) nos damos cuenta de que la frit
ci6n hace par con la proyeccién del peso de la particula obligin

dola a rotar.
V.37

= masa de la tierra
= masa del cohete
constante de gravitacién universal

= vector que fija la posici6n del cohete en un momento-
cualquiera, con origen en el centro de 1a tierra.

<oy =
L]

acuerdo con (4.2.0.13):

B 4 s o
= Cok 777 3 ¢ Ouk rey

. para aplicar (4.6.0.1) tendremos:

g LTS G2im
inicial = " 6400 xnp

‘escapar de la atraccién de la tierra, esto es, para que --
Ise requiere que |T| crezca indefinidamente; entonces:

o GMm
y final - il’;"fi '/*r])= 0

ergia cinética inicial es lo que queremos averiguar; llame-
2

Bk = mv.

v| inicial = vo; ci > p

U€ nos importa es escapar de la atracci6bn terrestre; . una vez

#€0 esto, no nos interesa que el cohete se mweva. Entonces:

v lfinal £
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Ahora sf, apliquemos (4.6.0.1):

ks I SR
oI 2400.% TR b Y

1 2 Gb:

v = —_(6400)2

T et 6400 = 6400 g

v, @ J(z)(awo km)(0.0098 ) km/sz"n 11.2 kn/s

4.7 de V i

ampo P

Gasto _en un

Consideremos el canal de la -
figura (4.7.1) y supongamos -
que los hemos cortado virtual
El --
agua circula por €1 tiene un
campo de velocidades v =2i

!?

mente con el plano yz.

&

|¥| en m/s

Fig, 4.7.1

Queremos calcular el gasto que estf circulando por el canal.

El gasto se define como el voiumen que pasa en un tiempo unitario
formalmente. dv

Q=

En el problema planteado, el volumen que alcanza a pasar en un -
intervalo "At' de tiempo es el prisma mostrado en la figura (4.7.1)
puesto que la velocidad es la misma en todos los puntos; asi:

AV =vAt bh=2At (4)(2) =84t

1v.39

Lﬁpliquemos un poco el problema, suponiendo que el plano-

de corte virtual forma un fngu
lo de 30° con el plano yz, fi

gura (4.7.2)

Puesto que las velocidades si

guen siendo las mismas en to

dos los puntos, el volumen --

que pasard en At serd el del

paralelepipedo mostrado en la

£ 1 g SURES T

ptros sabemos calcular el volumen de un paralelepipedo como -
doble producto escalar de los vectores que lo definen:

|
%

> AV=)Q x (-¥A¢t)ehk]

(4.7.0.1)

B § = -btan 30%1 + bj = - 5%: i+ 43

[
=84t
=240t 0 0

0 0 2

L 1o que podembs ver que llegamos al mismo resultado anterior,
que quizéd ya esperabas,

mportante de este resultado es que si consideramos el vector
pormal unitario al plano de corte, “u" puede expresarse:

v

U=skxh , donde s={i|

'il':nces: U x (-Vat)= ¥At x u = 8At(¥ x (k x n))
h = 8 At{VeDk ~ Velm)

’0 ;'k =0

& x (FAt)= 8 At(Veik) (4.7.0.2)
llevar (4.7.0.2) a (4.7.0.1)
AV = shAt¥.n (4.7.0.3)
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Al comparar este caso con el anterior, nos damos cuenta de quc
vez de |¥| pusimos v.n y, en vez de "b", pusimos *s" la long

de la base del 4rea de corte.

Compliquemos otro poco el problema. Ahora supongamos que el canm
po de velocidades estd dado por v=f(y)i. E1 movimento lo pode-
mos concebir como sigue: las particulas describen un movimiento
rectilineo, paralelo a las paredes del canal; cada una de ellas
lleva velocidad uniforme. Dos particulas tienen velocidad igual
s6lo si distan los mismo de una de las paredes del canal. En
estas condiciones, el volumen que va a pasar en un tiempo "At"
es el que se esquematiza en la figura (4.7.3); como es un cilin-
droide, para determinarlo vamos a calcular simplemente el 4rea -
de su base, como aprendimos en Célculo Diferencial e Integral.

b
Area= AtS f(y)dy+tan 30"
0

b o
- 2\<30

En la integral que resta, haga

Pig. 4.7.3.a

mos cambio de variable.

Ix{=#(y)8t+ytg 30°
y=2 cos 30° sy dy=cos 30°ds
b/cos 30°

| Area= At| f(s cos 30°)cos 30%de
1
| (0]

% 1
b it

X
Pig. 4.7.3.Db
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h.)_

ivalente a la integral vectorial.

Area = A tj\'roﬁ ds

c
" es la linea de corte. F4cilmente se llega a:

AV = AtSVu‘fh ds (4.7.0.4)
) (=
.'i?blparaﬂ& con {(4.7.0.3) nos damos cuenta de que ahora te
na integral sobre la longitud "s'.

=

A
o resultado 1legamos si el corte lo hacemos siguiendo una

ualquiera x=g(y):

1 b b
4 |x|=t(y) At+ gly) Area= Atjo f(y)dytSNy-

Las ecuaciones paramétricas -

=

da la curva pueden ser:

x=3ty) x = gu)
E :y Y=

‘otra parte, u=u{s), con lo que dy = u'(s)ds = ?%31— y as{i:

Fig. 4.7.4

I- s(t) ds
s Area = Atgo f(s) e

)} L EMtuL «0 9
recordemos que: T = E_(;%ﬁrl—

i-g'(u

2= T x k = S‘(ﬁ)

- ﬂ%‘g
I s'(u)

ahora, hemos supuesto siempre que la velocidad de las par-
85 N0 cambia en su recorrido. :Qué pasa si suponemos que -
)i

1v. k2
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Puesto que ya hemos visto el-
efecto de un corte cualquiera,
asumamos que el corte lo hace
nuevamente (Fig.4.7.5) el pla
no YZ. Nuestro movimiento si
gue siendo rectilfneo, pero -
ya no es uniforme, sino que -
cada particula cambia su velo
cidad al acercarse a la regi6n
de corte. Si seguimos a una -
-y de las particulas, caemos a -

b un problema muy semejante al
‘ que vimos en (4.1.0.1) Enton-
’18. 4.705 ces:
: At _
Axi = *dt
0
o bien, puesto que s6lo tenemos componentes en ''x'’
At
Ax= f(x)dt
0
Y por el teorema del Valor Medio del C&lculo Integral:
g Ax=1(2) A% 04 E<At
Entonces:
AV = bhf(& )AL
av _
“TEfig bhf{g )
lim v
At—0 -gt_ = Q = vhf(0)

donde f(8) es la velocidad en la secciébn de corte. As{i:

Q:bhl\-r| = bhvei = bhv.n =Sw7-z_1h ds , (c=eje y)
©
resultando anilogo a los anteriores y que nos permite pasar al -

caso mis general, donde se tiene un flujo plano V=v7(x,y)i*vz(X-Y)j
y un corte cualquiera definido por la curva c¢: r=x{s)i + y(s)j
fig. (4.7.6).

.43

b

je pasa a través de la superficie cilindrica de altura

thea! -
. directriz es "c¢'" vale:

Qﬂj?-ﬁ ds (4.7.5)
¢ (-
v | "“‘ “ Hemos visto que trabajar con-
I'- . q“*“l H — "s" como parimetro da lugar a
rJ l Eﬂﬂ » problemas algebréicos muy se-
: rios, a excepcién hecha de --
T curvas muy particulares.

Pig. 4.7.6

" de hecho te habris preguntado porqué usamos este sentido.
in es que convencionalmente se considera gasto positivo al
’}"; de ahf due la proyecci6én de "V" la debemos hacer ha
fuera'. En todo caso n=-N (N es el vector que vimos en-
fo'3.4.7) y si N=BxT, .n'=TXB

hjw‘r-('r x k)ds = hS(k x v)eT ds = hS(k X V)e %u«.

w g ]

hj(k x v)edF (4.7.0.6)
(J

resi6én (4.7.0.6) es muy similar a la (4.5.1.1) donde F que
tituido por (kx¥°) y permite integrar en términos de cual-
ardmetro.

en m. Calcular el gasto que pasa.
L

avés de un segmento de cilindro circular recto, con radio=4m
de simetria en el eje z; limitado por las generatrices:

x=4m E
Y los planos 2=0; z=3n

(Pig. 4.7.7)

(TR
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Para la directriz: T = 4cos 6 1 + 4cos 6 j

dr=(-4sen 6 i + 4cos © j)de
kx vali J k
o 0
X4TE 0
k x v.dr=(16cos>

Si x=4,y=0 =0  ;
L T
Si x=0,y=4 6= —— ;

2 1 ]
ademds, h=3m
Pig. 4.T.7
4=3 16d6=24 m/e
g 2
b) A través del segmento de cilindro y = 4 - i limitado por

los planos x=0,z2=3m

las generatrices x=0 x=4m
y=4m y=0

(rig. 4.7.8)

Ahora, para la directriz:

+
v

r=ti + (4 - ——)3J

4
2 aF=(i - —==j)dt
L" ————————— A +2
= ¥ x ¥V = xJ=-yi =tje( o 4}i
N - 8o
k x vedr = (_T‘T - 4)at=

2
=_(%+4)dt

Si x=4, y=0, t=4 ;

Fig. 4.7.8 Si x=0, y=4, t=0 .

En ese orden, para respetar el sentido antihorario.

Qine 4 .2
Q==3] (== + 4)at = 35 (= + 4)dt = 64 n/seg
4 0
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84»165;en2e)de=1650

4.7

. velocidades de un flufdo est§ dado por
'

i-yi ,()5) en /s, s1 x,y en m).

gasto que pasa a través del rectingulo contenido en-

+y=¢, limitado por las rectas x=2, y=2 y x=4, y=0, y -

%e0, z=3. kx V=2x3+ yi

Nos damos cuenta de que kxV -

= es un campo irrotacional, por

of lo que su integral es indepen
diente de la traza de la sec-

B e

rsar

cién de corte y sélo va a depen
der de las verticales que 1lo

‘(-444 limiten. El potencial de kXv
r =1 0.4,0) es XY +C; entonces:
2.2,0)
rig. 45749 0 S 3&[(2)(2)4-0]- 1(4)(0)-}0‘}}:12“13/5

Yal, te sers muy f4cil probar que:

Vx(kxv)=0

V. b6



CAPITULO CINCO

Introduccién

Yara introducir la integral doble de una funcién sobre una
regién del plano, plantearemos y resolwgremos un proble&;

pero antes hagamos un ligero recuerdo Qe lo qQue es una re-
gién (ver inciso 1.2.2): conjunto de puntos del plano limi
tado por una cwsva o polfgono. Cuando Wna regién se subdivi
de en otras menores, los bordee de estas eubregiones serén
también curvas o poligonos. Posteriormente trataremos coa

més detalle este asunto.
¥roblema 5.0.1

Bstimemos el volwwen de un s6lido 8, en el cual, sobre cada
punto P de un recténgulo R de 10 cm de largo por 5 cm de en
cho, se levanta un segmento de recta cuya longitud, en cm,
es el cuadrado de la dietancia que hay de P al vértice A -
(Pig. 5.0.1) B

Los segmento de rectas verti

cales cuando se consideran P

ea el conjunto de todos los

A/——-— iocm ——
puntos de R, forman un s§li-

do S cuya forma se muestra Pig. 5.0.1

en la figura 5.0.2.

Segmento tipico
trozado desde unpun-
to Pa la superficie
CUFVO

Fodemos notar Que el punto
afs alto de S esté sobre el

vértice B opueeto a A.

Por el teoreaxa de Fitdgoras
tenemos qQue su altura es -
1024 52-—- 125 cm.

A
5.0.2

Pig.

r, podemos notar que el voluunen de S er, sin lu-
, menor que 10x5x125 = 6250 cml, porque el sélido
' olocaree dentro de una caja cuya base tenga un frea
g y cuya altura sea de 125 cuw. Si tratamos de obte-
wciones mfs exactas, dividamos la base rectangular
8 menores; por ejemplo dividédmosla en cuatro rec-

10 ;31 ,32 ,R3 ,R4 » como vemos en la fig. 5.0,3,

R, R3

R, Rq l

Ocm

timar el volumen de S, cal
o8 el volumen de la porcién

e queda sobre cada uno de

cténgulos y sumémoslos. Pa-

lo anterior elijamos un

cada uno de loe cuatro -

Pig. 5-0.3

gulos, por ejemplo el punto

B
R=115,3.78)
y+(75,1.29 e
Ll
Pig. 5.0.4
V.2
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Beto equivale a aproximar la funcién a travée de una eecalo.
nada, como viste en CDI,
Laes alturae de lae cajas que eetdn esobre &b son:
2 2
Bz (2.5)%+ (3.75) 7= 20.3125
B,s T.8125
R.: 70.3125

R,: 57.8125

Loe voldmenee correepondientee eon:

Rlz 2,5%5%20, 3125 = 253.90625
B,: 97.65625
RB: 878.90625
R4: T722.65625

1953.1249 cm®

Esto que hicimoe es 86lo una estimacién; con lu nisma parti-
ciéa de R podrfamos obteaer otras estimaciones si escogiéra-

moe otroe puntoe P para deteruinar las alturae de lae cajae.

En general, para estimar el volumen de S comenzaremoe por e-
fectuar una particién de R en con)untoe menoree Rl ,R2 ) oo
eoy Rn Y, deepués, seleccionamoes un punto Pl en Hl ,P2 en Rz.
waw .Pn en Rnu (Pig- 5-0.5)'

Fig. 5.0.5

v.3

DAy + B(BA, + «on ¢ B(RIA, 5.0.0.1

‘“Efimacién del volumen de S mediante 1@ suma de loe
ee de n elidoe, como el que se muestra en 1a fig.
ﬂjede luego eerd fécil trabajar con cilindroe de ba-
stangular {priemas), que con cilindros de base capricho

'1o suceeivo noe limitaremoe puee a hablar de priemae,

3 que ee especifique lo contrario.

.L,¢i6n del problema anterior noe permite establecer lo

L1 uitivo que el volumen de S lo podremoe obtener con ma

aproximacién, ei tomamoe un mayor ndmero de recténguloe

nor tamafio que los utilizadoe; y también ee intuitivo
1 tamafio de dichoe rectdnguloe decrezca indefinidamen-

oncee, ei el 4rea de cada rectdngulo A, estd dada -

i

.ﬁ-i - Ax]_[ﬂ'i

L ’ 1)4&&’1 + h{Pz)szﬁyz ase * h(Pn)ﬂxnﬂyn
5-1'0.1

n
= n(e)Ax Ay, 5.1.0 2

'n) no esupere a algdén otro valor h(P), donde P pertene

8 gubregidn; asimiemo afirmamoe Que habrd un punto

V.4

5.0



"f* dentro de la misma subregién, tal que h(T) no sea supera
da por algfén otro valor h(P). A los valoree h(Q) y h(T) les
llemaremos, reepectivemsnte, infimo y supremo de la subregién

y los denotaremos
h(Q) = inf h(P)
h(T) = sup h(P)

como se muestra en la fig 5.1.1.

Por otro lado, el teorema de Bolzano permite afirmar que el
valor de h(Pi) o sea el de la altura de cada punto tfpico Pi
es un vaelor intermedio entre los anteriores (Pig.5.1.l1).

inf h(P) £ h(Pi) < sup h(P)

De ssta manera, s8i escogemoe pun-
tos supremoe de h(P) parz cada =~
priema formado, podremoe escribir

n
V , = 2 sup h(Pi)l\1

5.1.0.3
mAx 1=

el escogemos puntos Infimoe tsn-
dremos

n

V. = > inf h(Pi)Ai

5.1.0.4
min® £

para una cierta particién,

Pig, 5.1.1

Como puede verse de la Pig. 5.l.l, el supremo y el Infimo -
de cada subregién siempre se encontrarfn separadas por una
diagonal para la funcién que estamoe estudiando. En una de
eeas subregiones esa diagonal serd méxima con respecto a las
de las otras subregi . P

Sy ek A a 1la medida de esa

V.5

ndo, la diferencia entre los valores supremo e infimo

funcién en esa celda de diagonal mAxima, es asi mlemo

'qemoa otra particién ex donde la diagonal mixima sea =~
]

f que en la particién anterior, la diferencia entre loe

 caso inicial, y puesto Gue nuestra funcién es continua,
n:iferenciae decrecerdn indefinidamente a medida que va-
2 haciendo particiones tales, que 1la méxima diagonal va-
}érecie:io. En el 1{mite, el volumen mAximo tenderd a -
-rndirse con el volumen minimo, es decir ambos tendrén un

1fmite que definiremos como volumen del sélido,

3 n n ) (\
1f{m 2 sup h(Pi)Ai= ;i.g Elmf h(Pi)AfJJ h(P)da

<0 1=
201 i 5.1.,0.5
sto que h(P,) = f(x,y)

... j)‘ n(P)dA -”f(x.y)u 5.1.0.6

R R
Gltima expreeién es ia integral doble de la funcién =
en la regién R,

liatamente surgen lus preguntas siguientes:

ird siempre la integral doble?

) estszbleceremos la regién R?

E evaluaremos la integral doble?

d Ii'

‘contester la Primera pregunta, suponte que queremog in-

‘ la funcién eiguiente:

V.6



53

1, ¥(x,y) / xy racional ’sobre una Regién

f(x,y) =
Os ‘f(x,y) / xy irracional eremos ahora una regién plena cerrada y finita Rp{(x.y))

muestra en la fig. 5.2.1.
En l2 regién R -{(x.y) /0€x<1l 0%ye 1}moetrada -

en la fig. 5.1.2, en donde hemos hechao una particién cualquie la el punto Pl es el

i y
ra, Sigamoe, shora, el procedimiento anterior. ‘de la regién que

, la abscisa de valor Yq"9
Bl supremo de cada celda vale, in yi Befentre todos los
variablemente, uno, en tanto Que ‘de la regién R;lla
el fnfimo vale cero invariablemen 1 s abscisa x =a
te. Evaluewos las sumas:
. - (v er) v
b sup f(x,¥) A= z (1)A =a Y
i=1 1=1 pra similar: Xo= @ Xp*b
z up [#/(x,y) € &)

u x R
Z inf r(x,y)ui. 0 1 x - d s Pig. 5.2.1
5 inf { y/(x,y) € R}

Pige 5.1.2 )
B x R
Nota que estos puntos ya no estin separados por la diagonal P {y/( Padls }

de la subregién correspondiente, sino que estén contiguos - B Ghcerrada dentro de un recténgulo comprendido entre

(desde luego que la funcién no es continua). b, c £ y £ d al cual llamaremos "Q" entonces podemos

S1 ahora escogemos otra particién cuya )\ sea menor que la de
la particién anterlor, las sumas van a seguir valiendo lo =
mismo y también eso ocurriri si hacemos decrecer esa inde-

finidamente.

Ahora jcuél es el valor de la integral doble?,;el de la suma
de lor supremos o el de la suma de los fnfimos?,;0 amboe?.
Ninguna resyzuesta ee racionalmente satisfactoria . Decimos
entonces que No exiete la integral dowle de la funcidn balo

estudio, en la regidn indicada. < Zl < X, Zjigen & X V4 xp-b

p-1

. RS Y. 2 Yo £ ese L d
Entonces surge otra pregunta, jcufndo existe la integral do- ° 1 T P LB T

ble?. Vamos a responder a ello; pero antes formalicemos Y &¢ ' ) podemos ver en la fig. 9.2.2.
neralicemos algwios de los conceptos ya vistos.

v.8
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De esta manera hemoe sub
dividido & "Q" en pq eydb

conjuntoe ¥ la regién .

s "R* ge ha subdividido en
Y, "n" eubregionee, siendo
4
n € pq
= P f -
=== pPefiniecidn-5.2.1

O feswwn

n¥

A cada una de estas sub-

regionee lags llamampg -
CELDA y decimoe que, eo-
Fig. 5.2.2 bre la regidn cerrada -

"R", hemoe eetablecido

una RED de n celdae

Yara efectos de este curso, tomaremos entoncee COIEIO einénimos

lae palabras RED y PARTICION.

Lae redee mAs fficilee son lae que ee forman trazendo rectae
paralelae a loe elee coordenados, pero también pueden formar-

se trazando curvas sobre la regién "R".

-
Definicidn 5.2.2

Se llama NCERMA de la red a la longitud de la mayor diagonal

que se puede eetablecer para todaes las celdas comprendidae
dentro de la red:

A= sup ( Ay Agr ooe 1Ay

donde " A" ee la norma. 4/_/]

v's

'
5.3

Bxietencia de la Integral Doble,

Definicién Pormal de la Integral Doble
‘la funcidn f(x,y) definida en todoe los puntos de la re-
¥ R-{(x.y)/aé x&b, céys< d}

lezcadoe una particién cualquiera en esta regién, divi-
do el intervalo [a,b] mediante loe puntoe

&-xoa xlcx2 L qoe (xp_1< xp=b

intervalo [ c,d] mediante

o n-yoz.. ¥y & ¥p & oo < ’q—l‘ yqnd

El reesultado es la red
de la fig 5.3.1 donde

convendremoe en identi-

A

ficar a las celdaes como

y ee ve en eea miema figu

ra.

Si eeguimoe el procediw

L — miento ya explicado en-
! ;‘ E :- j : .: ) teriormente, debemos es
Xy Xp, b=¥p X ccger un pmto dentro

de cada celda, sin mfie
Pig. 5.3.1

limitacién que ésta.

.'moe Pll al punto que eecogimoe en la celda (1,1) ; P12

escogimoe en la celda (1,2); Pij al que eecogimos en
a (ilj). etc.

O/ ahora la funcién en cada uno de estos puntoe, obte-

3 V.10



niendo el conjunto de valores f(Pn), f(Plz),.... f(qu)....
f(Pij)'.." f(qu)o Llamemoa AAll- (xl LK xO)(yl Nt Yo)'AxlAyl

al 4rea de la celda (1,1);

AAij’ (xi-xi-l) (yj-yj_l)s AxlA vy al &rea de 1la celda (i, ;)

etc.

Multipliquemoe cada uno de los valores de la funcién obteni-
dos anteriormente, por el #rea de la celda correspondiente y

sumemoe los productos que resulten:

P
£(Py ) A, +F(Pyy ) DAy + oon +rtrpleApl. E “an“n

P
f(}‘lz)AA12+f(P2?)AA22¢ +f(Pp2)AAP2- E. f{Pﬂ}Aﬁu

P
£(2; ) A“lq*“?zq)A“zq* P +t(qu)AA = (P, ) DA,

ol - | q 1q
q P
E‘l Elmu)mu

A una suma cono la que se acaba de obtener, se le llama SUKA
DE RIEMANN.

Habréds :.dent:.ficado a esta suwma como la que obtuvimos en la
ecuacién (5,1.0.2) y con lo que nos daba la suma de los vold

menes de lag caj)as de la figura 5.0.4.

Ahora bien, 8i con la particién ya establecida el profesor
pidiese a sus alumnos que calcularan una suma de Riemann, lo
mée probable es que obtuvieran tantos resultados diferentes
como alummos ;FPor qué? Porque cada alumno puede escoger un
punto diferente en cada celda para valuar la funcién. Con m2

V.1
75

- ';_:io, reduciendo: el valor de la norma de la red? Segura
volverfa a obtener tantos resultados como alumnos; pe-
A _zé. la diferencia entre la mayor y la menor de las su-
2 habria acortado. §i. al acortar indefinidamente el va-~
2 la norma, los resultados van pareciéndose cada vez

~ podemos decir que éstos convergen a un ndmero; este nd-

i ién 5.3.1

'éo £>0, existe 5> 0 tal que
' i £(B, )AA -1/ <€ cuando Aed

dice que la funcién f(x,y) es INTEGRABLE sobre la regién

'que el nfimero "I" ee la INTEGRAL DOBLE de f(x,y) sobre R

0 ya vimos, se escribe

I'_“I ‘jjf(x'y) dA =

J f(x,y) dx dy
R

definicién se parece mucho a la de limite; pero ten cui

$ pero ya quedamos en qQue a un valor de " /\" corres-
:"\ma infinidad de esumas de Riemenn; en otras palabras,

18 de Riemann No es funcién de " \".

v.12
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5.3
; zp_‘ )4 ” £(x,y)

lim f(P. . A.. = X,¥y} dA

A0 Z;i LT ToR T Yo

Yero no todas las propiedades de los lfwites se pueden apli-

car impunemente a la integral doble; por ejemplo
Jfﬂx.y)s(x,y) an # ij(x.y) aa Jj glx,y) aa
R R R

5.3.2) Integrabilidad de la Puncién Continua

Hemos formalizado el concepto de integral doble; pero afin no
disponemos de un medio £#g£11 para identificar a las funciones
que cumplen con esa definicién, esto es, a las funcionee in-

tegrables,

Ya hemos hablado de la suma de supremos Que ge puede estable
cer sobre una particién. Si llamamos Mij al valor supremo de
la funcién en la celda(i, j}a esta suma la podemos' represen-

tar como:

s

w . Aa
Tids AR

»
qQue le llamaremos suma superior y Que lleva f{ndice porque de

pende de la norma de la red que estamos considerando.
Andlogamente, llamaremos suma inferior a

— mE = A
en donde mi.'.i es el valor Infimo de la funcién en la celda(i it

De todo lo que hemos hablado, ya habrdg intuido que bastari
demostrar que “S™ y " j " convergen hacia el mismo ntmero -
cuando I\"’O, para estar seguros que todas las demés suma®

V.13

e la tuncién f(x,y) sea integrable sobre la regién R
asario y suficiente due dado E50 exista wna ®> 0 =

§-p«¢ cuwando X<« %

stracién la puedes encontrar en el apéndice 5.1, pero
+« 5.3.2.a ilustra el caso de una funcifn integrable,
'que la fige. 5.3.2.b ilustra el caso de la funcién
able que estudiamos en el ejemplo 5,l.l.

1 Asi pues, necesitamos que a me
T', ;* dida que la noruma de la red dg¢
crezca (a lo que se le llama
(a) "refinar la red") "S" decrezca
.‘Lﬂ y "A" crezca.
o
i el
4- 12§ Teorena 5.3.2
s=A>¢
i S, =235
g 5.3.2 y Ay <A,
cidn:

e la celda i,j; cuando hacemos el refinamiento, pue-~
eser dos cosas: o queda inalterada, o queda dividida

fmero finito de celdas menores. (Fig. 5.3.3)

5.3



’ ’ " ’
12 2'2 | 32| cién a "S" es la misma; si queda
aubdividida, su contribucién a

7 0 5 =

11 21 31| "S" va a ser:

! A
/ T :
Celda 4, § £ L AAqr

Flg. 5.3.3 Pero en cada una de las celdas me
nores se cumple forzosamente que
€ N
Bntonces: % 13

M A = wilP ]
Z qr AQr ;L‘TrllJ AAqr lijgrAAQr = .13 AAiJ

q,r

De donde se ve que la nueva contribucién a “S" nunca serd 8u

perior a la anterior, por lo ques:
Stk
)\. sz (QED)
Anélogsmente puede demostrarse que
Ay 44
A TN

Por otra parte, para que "S"” y “./4" converjan, necesitamos

Jue, en ningdn caso, 2 " wvaya a superar a “S¥,

Teorema 5.3.3

Para cualesquier valores de A 1 B ¥

Vemostracién:

Consideremos ,\3<)‘1, )\ 23 entonces, de acuerdo con el teo-

rema 5.3,2:
S| S
Kot >A>3>/J,\z (D)

V.15

Si queda inalterada, su contribu-

5.3

os iatuido que una funciba continua es intexrable;

. mo8 con el siguiente teorema :

-

x,y) continua en R ((x,y)/a £x4b;cLys d}

g una particién en esa regién, con norma ")\", como ya

isto y establezcamos también las sumas superior e in-

8= Mg Ady g

i,J

A 32 m, . A)l
Ser s ) - 55 |
1,2

gtar miembro a miembro:

s-/= %(uu-mis) Ja) Ayy 5.3.2,1
'IS El > 0 ; por la propiedad de las funciones continuas

08 encontrar § > 0, tal que:

dusndo i &® 5¢302.2

Bl -85 < €,

' 88, al tomar en cuenta (5.3.2.2) en (5¢302.1):

s-4 426,(31” = €2 Aau = £.4,
i,J i,3J

A Z 5

" es el &rea de la regltn ; puesto que £,Ag>0y finito,

E = EAg
V.16
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con lo Que:

S-=42¢ cuando A< § (QBD)

Ahora ya casi podemos contestar a la pregunta ";cudles fun-
ciones son integrables?" Si vemos que una funcién es conti

nua en una regién, no preguntemos mfs: esa funcién es inte-

grable sobre esa regifn.

¥4s afin, esto nos sugiere un método para integrar: si sabe-
208 que todas las sudmas de Riemann ha de converger, hagamos
la que nos parezca mfs fdcil y obtengemos su limtite.

Pera ilustrar esto, resolvamos el problema 5.0.1, consisten

te en calcular

2 2
ff (=% ¥) ax &y gonge R ( (x,¥)/0€x410 ; 05%5[
R

Frimero debemos establecer la red o barticidn.;Cuél serf la
més conveniente? Aquella que esté forwada .p;r cuadrados i
8uales (Fig. S.3.4). As{, ya forunmos una req de 2n x n

cuadrados, cuyas dimensiones son h x h, Naturalmente
3

nh = §

’sf | 7 E

T

——
h 10

~

Fig., 5, 3.4

v.t2

| 5.3

5.3 pmog escoger un puato deatro de cada celda; inicial
amos proPdesto al punto medio {or a4s "repreaenta-

pero ahora sabemos que esto no tiene importaacia y

: § blen debemos buscar la sencillez algebdbraica; enton-
-j'amos un vértice, por ejemplo, el superior derecho
o8 elevar al cuadrado; ea méds fAcil asnejar h2 que h2/4).

jebemos valuar la funcién en cada uno de los puntos 8
elda (1,1): £(h,h)=h+ n2=2h’; tlh.h)41n=2h2(h2)-2h4
‘celda (2,1): r(zh,u)-tmzmz-shz;:lah.n)AAa-snzthaj-sh‘
) celda (3,1): £(3h,h)=9h%+h2=10n";£( 3h,h)AA31-10h2(h2)a10

© 800000000000 00.000000000000000000°000000000000000000000c000

a celda (2n,1):f(2nh,h)=4n2h%h°={40%+1)0°;

£(20h,0)Ad, 1'-(an2+1)h2(h2)=(4n2+1)h‘
L

2n 2 4
5S> f(ih,n)) Ay, =42¢5410+. . +42°+1)h

i=1
a(1645085 + o o+ 404 20) 0"

2_ _n(ael)(2ned)

Lo que 1+4+9+.,..+40 = 6 ’

_20(2041) (4ne1)

144+9+, J.+4n2- %

3 2 3 2
4 mn._(lg -réZn +2n 2n)h4- 1én +@6 +2n+12n h‘ .

16n°+120°+14n 4
¥ 6

v.18



Analoc@amente:

2n

zlﬁih Zh)AA —(>+8+13+.. .¢4n +4)h =(1+449+...+4n +8n)h4

16n°+12n°+50n | 4
- 6 h

®Pecsseccscecssens @eCCcecccrrecsecsesreceresseseceveatrsacasas
'--.4--'o'-co-..-.-loc.ol‘ollvlvl'-lll..lll.l..‘lllol'....‘
.o-.co---noa--o-n-o.c-----o.--o.oon-o-o.o--c--..--o---.--a.

5: £(ih,nh) Aa,

i=1

.

[lm hHm )+-..+(4n +2n )]n w(1+449+, ..

+402+2002 )nd= 16n3+120° +(2+12n° _)_n n4
6

2n

z

) 2
l6n A 12n

£(ih,jn)Aa. = “[ -
] SRR T i T 6

4
{"l;— . 2n3+ %[2n*12(1+4¢9+..+n2)]}

n
8= Efuh. an) Aa, sh
J=1 i=1l

4 2 qhss 2
(B, 203 B, pp Zatdnen,

4 Al
$ a_l;'*2n3+-!L+2—+n3+-n-)

4
4 1gn +3n3+2—

Puesto que nh=5:

s = =3 625 + 3750 + & 2507
5
Ahora, al tomar 1fmites cusndo h —0; (A=hV?2 también tend e
ré a cero)
62 6250 2is =2
h{ig S l‘-‘gg +0+0= —32- a‘l]‘(x + Y ) dx dy

—

——
——————

V.19

, 14450+, . 4(2412n°)
n

ones y regionee son sencillas, como lee propuestas

sente ejemplo, podemos usar otro método mhs eimple,
o8 8 ver a continuacién.

tenderlo, comencemos por suponer que la fu cién a in=

_I'estuviese 88lo en téruinos de una de las variables,

plo, ”ynz
y) = y2, represe tada geométricamente en la fig. 5.3.%

arfa de calcular:

yzdxdy R{(X.Y)/Oéx‘IO;Oéys‘jg
L Si cortamos la superfic r en =
g cuestién con un plan:: ¥ alelo
E al "ye", eiempre obta drzmos la
g curva
]
)
' 2=y
1]
| AN N
% ay
0 y y el érea (sombreada) comprendi-

da entre dicha curva, la inter-
seccién del plano secante con el

"xy™ ¥y la recta {x.-xo , siempre
y=5

Yig. 5.3.5

veldré:

5

1entemente del valor de X, por lo mismo, la inte-
. dida tiwne un valor de

5.3



3 x;a 5.3.4 14 otra aualquiera; para fijar ideae, re-

0 [

JJ, nd,,Jmud _ 1250

n va de intereec—
Ahora regresemoe a nuestra funcién propuesta inicialmente: nde 0 € t, < h. El érea dajo la curva de interee
de acuerdo con (5.3.2.a)3

2
£(x,y) = x + yz

(¢, = 5t + —2
La figura 5.3.6 ee la miema qQue 1le 5.0.1, vista deede otro A
punto de vieta. Ahora, si cortamoe con el plano x=3 obtend,:g #cplﬂme las propiedades de la integral ordinaria,
moe la curva .d;l_alloe en CDI, podremos eecribir que:

e =94 yz
x= 3
y el 4rea baJo eeta curva vale

5 (+2 + 3% &y (5.3.2.b)
S (9+Y2) dy = 45 + 125/3 ,hl‘l)h 'y
(v} -

Bn cambio, si cortamos con el - tamos nueetra notacién ya establecida, de llamar 14

Intimo valor de la funcién en la celda (i,j) ¥ e

plano x=4, la curva ee: K
vai.or supremo de la funcién en la misma celda, ten-

z =16 + 3'2 ne. para la celda (1,1)s \
=5 L
'5 b : ' m=0£tl+y 4N, =20
I > ﬁpyl)‘/, y el 4rea bajo ella:
{ 5 s por otra propiedad de la inugrll ordinaria;
»*?’)J! (16+3°) dy = 80+ -l%i A 45+ 1—33 o
0 (tl + ;r ) dy € M ;b
.nhcalda(lz): (42« ey 4w
Pig. 5.3.6 Bn este camo, puese, ia curva de Ty -12 J Mo

intereeccién depende del plano sivamente v oiafole ienlelu'e oo u ajule SNekoll) store/e oy

de corte, as{ como el Area bajo ella; en otrae palabras, €8

+000%asevvsptannosstoaneotion

funcién de "x", Que denotaremoe:

5 5 3]s ok
2 2 2 ¥
r(x)tj(x*y)dy-x y] +[ 2 2
0 I 0 3]0 monel (8¢9 sup
P(x) = 5x2+ l%i (5.3'3';-1) - (n-1)n
e, sumando miembro &

0 =
teniendo en cuenta z “h & P(t ) & Z .
; J =1 =1
V.22 (5.3.2.¢)

Ahora establezcamos una red en nueetra regién, que podria

v.2)
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~ bde remedio que converger hacia el miemo ndmero; este
La expreeién (5.3.2.c) puede ser multiplicada por "h", la

,'”'tﬂ lo sabes bien, es la integral ordinaria de PF(x).
que, por ser constante, puede entrar y asalir libremente '

niendo en cuenta (5.3.2.a), podemoe escribair:
del eigno de sumat

Zn“h < P(t )h & Z

=1

10 10
"i, {:24 y2) dx dy = j P(x) dx = J (5x + —2) dx
' 0 0

3

Ahora escojamoe un plano de corte x:tz, de manera que -
h € t, ¢ 2h ; el procedemos anflogamente que en el caso ante
rior:

2, 52 gzj:._o =3

n 2 n 2
Z lzjh € Pltz)h % Z'?jh

J=1 =1
y podemoes seguir as{ sucesiwemente
1 i © LI AL ey g R IO x':famos dernoe por satiefechoe con eaber que toda funcién
®evesccscscoccccscsscccccacccee t:mua es integrable, pero para contestar completamente la

@60000c000c0c00r000000000000000

ann ’h *® )(tzn)hi zlan,j

=1 j=1 i

86lo lae funcionee continues lo son. Ya vimoe en el ejem-
0 5.1.1 un caso de funcién discontinua no integrable, pero

otra parte, recordemos de CDI que algunae funcionee dis-

Y sumar miembro a miembro; tinuae {acotadas ¥y con un ndémero finito de puntoe de die-

Z 2 l n® & Z ’(t )h < Z Z onee discontinuas de dos variables, que admitan integral
isl j=l i=l =1 9

Expresién en la cual tenemos tres sumas de Riemann que ya ha
bras identificedo: en el primer mismbro tenemos la que hemos

1lamado suma inferior ".J"; en el tercer wiembro, la que lla

mEMOs sUEB superior “S* y en el megWido mMi@Ebro,una suma en
una sola variable,oomo las que establecias ean CII.
4Qué pasa si la norma Ge la red tiende a cero (h—+0)? Como

la funcién es continua, sabemoe que la integral doble existe
¥ por lo miemo, "4 " y "S" deben converger al mismo ndmero, rectdngulos cuyae drems sumesen 1 micra cuadrada?

contestar esta pregunta, debemos introducir un concepto
0, pero muy eencillo. Veanos : iPodriamoe englobar a un
to dentro de un rectdngulo de 1 m2 de Area? Deesde luego
1, y desde luego que también podemos englobar does puntose
- endoe recténguloe cuyae Areas sumen 1 mmz.z,l’odr:(amoe en-

'a wn 2illén de puntoe aisladoe, dentro de un nfimero

Que es la integml doble, en cuanto al pobre segundo miembro,

que q@uedé hecho "sandwich” entre las otras sumas, no le va &

v.23 V.24

S T bl e o
0 0
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5.3
recténgulos sf ser{a infinilto, porque el aAxiamo ndmero que
necesitamos, dependiendo de la separacién de los puntos se-
ria un mllén y este nfmero, aunque es @uy grande, es fini-

to. Ahora veamos lo del é&reas

Si supondemos que todos los rectdngulos son iguales, el &-
rea de uno de ellos tendria que ser

2
1L 10-6#2 i hyl
10

Bete recténgulo es muy pequeiio; tanto, que s6lo a travée del
afs potente microscopio podria obeervarse; pero un punto ca-
be dentro de §1, pordue un punto no ocupa &rea. En resumens

ef podemoes englobar a un millén de puntoe aislados dentro de

un némero finito de rectdngulos cuyas 4reas suman un ntmero

tan pequeflo como queramos.

Ahora sea el conjunto de puntoe de la regién limitada por
ung circunferencia de 1 cm de radio. i Podriamoe englobarlos

en un nGmero finito de recténgulos cuyss éreas sumasen.3} emz?

Un solo recténgulo no basta, porque
tendria 4 cmz,'

manera de minimizar el 4rea no som-

debemos subdividir, a

breada (Pig. 5.3.7); pero por mucho

que loe perfmetrve de loe recténgulos
se aproximen a la circunferencia, sus

éreas no podrén sumar menos 'ITcmz.

De 1o anterior deducimos que hay dos

tipos de conjunto de puntos.: aqué-

lloe cuyos elementos pueden englobar-
Pig. 5.3.7

se en un ndmero finito de recténgulos:

cuyas freas sumen un nfimero arbitra~-

V.25

5> {0 eimplemente, que es un conjunto nulo) ei dado € > 0O,

é loe puntos del conjunto pueden ser englobados en un nd

_ﬁcto que un conjunto nulojno lose vayas & confundir,

mento rectilfneo de longitud “L",es nulo.

se ve en la figura 5.3.3.De esta

manera hemos snglobado todos loe

h
] __,__ puntos.La condicién exige que:
o A .
L ==t nhzl-f
pero como
L 2
Al he == , nbL < E
‘Pig. 5.3.8 n >
2 L2
—if =508 7 —
n 3

V.26

conveniente hacer hincapié en Que no es lo miemo un conjun
nplo 5.3.1) Demostrar que el conjunto de puntos de un seg-

Hagamog "n" cuadrados iguales como

5.3



Bjemplo 5.3.2) Determinar el nfmero y dimensién de loe rec-~
tdnguloe requeridos para englobar loe puntos
de un segmento rectilfneo de 10 Em,si las freas

no deben eumar mis de 1/(2 5
Solucidén :

Becojamoe loe cunadradoe iguales;entonces

n?g‘

1020

2452
m —

( 10 x 197)

-6)2 m2

(10

Penemos qQue hacer mf{s de 100 millonee de billones de cuadra-
doe,de dimeneibén:

3
n <_10_xM. - 10735, -2107° 9
1.020

Bl lado de cada cuadrado tendrfa Que eer menor Gue una millo-~

néeima de unidad Armetrong.

Teorema 5.3.5

El conjunto de puntoe de toda curva rectificable,ee Aulo

Demostracién:

Bs muy semejante a la qQue acabamos de hacer;pero no podemos
colocar loe recténguloe como en 1z
recta,porque loe cambios de dire€

% cién de la curva no garantizarias

que englobdramoe a todos loe pun-

toe;lo que podemoe hacer ee tras-

laparlos,como se ve en la figura

% o s v 5.3.9,para garantizar que todo
L' // punto de la curva qQuede dentro de,
|—_'7 cuando menoe,un recting:}.o.Bl 4rea
swoada de todoe los recténgulos
(cuadradoe en realidad) ee de
Fig. 5.3.9

V.27
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X .%)2

tidad deberé conservarse menor que un positivo pre-

de antemano:
2 2 2
b _4_152 :_-_16;5 <€ ;-Mng’é-
rt z

segundo siembro ee finito,"n"” también serd finito (QED)

oetracién de este teorema la puedes ver en el Apéndice

ro vamoe a ver en seguida un corolario que surge de in-

_Q'io del teorema 5.3.6
a funcién es acotada sobre una regién "R" y el conjun—

‘pus puntoe de diecontinuidad ee agrupsn en un némsro

BAMOS algunoe ejemploe:

0 5.3.3) Decir ei la funcién definida por

2 o1 x ¢y
l'(x,y) =
1. si x Wy

agrable eobre la regién R {(x,y)/otzdsl 3 0‘:*1}

v.28



S.4
Solucidn: oo
ehora en la circunferencia x'+ y = 1 y ésta es una

& Bata funcién ee diecontinua gobre v ificable.
2 . la regién (su representacién gegyg '
. trica la puedes obeervar en la fj- piedades de la Integral Doble
gura 5.3.10); pero eus pmtos de o
¢ . coneiderar nuevasente el ejeamplo 5.0.1 y recordemos
'}-—r--- 1-——"’ diecontinuidad se agrupan en un . / 5 Ak p i
neiones n: cm cm.
S0 segmento de la recta x=y ; ya de- » Pl rest x5
mostramos que este conjunto de pup 1pongAmog que volvemoe a medir las alturae y ottenemos:
rig. 5.3.10 tos tiene contenido nulo. Luego,

la funcién ee integrable.

RBjemplo 5.3.4) Decir ei la funcién f£(x,y) = y'l - 12_ y2 es

integrable sobre la regién R { (x,7)/-2 &« £ ¢2; 2<ye 2}
Solucién:

Ahora esta funcién es discontinua
(no existe) en toda la regién

T =R =35 B: pero el vYolumen que noe dio lo tenemqs Que expreear
.

donde S { (x.y)/xzo y2 & 1}

Pig. 5.3.11

V= j“.(!z+ 7°) ax ag = %iq P“ls'cmz
(Ver fig. 5-3-11) R

El caajunto de puntos de "T" no tiene contenido nulo. La fua ente, estas \midadee no noe permiten manejar adecua-

cién no es integrable eobre "R" (;Cémo formarfae la suma de 2 8) resultado, por lo que demandamos que éate Quede

Biemann con las celdas Qque cayeron dentro de "T"?) ido en cm3; para ello bastaré expreear "2" en co, por

Cabe aclarar, ein embargo, que la funcién

o & (zy)€E T2

?(x,¥) = 2

deberemos calcular:
p I xz— y

¥ (x,¥) € s 2 u
Vl'_ﬂz dx dy = SS 2.54(x"+ y“)dx dy -551: f(x,y)dax ay
R

8L es integrable en "R", porque sue puntos de discontinuidad B R

v.29 v.30



5.4

;Debemos realizar nuevamente todoe nuestros calculos? Veamos:

ya encontremos un némero V = 6250/3 , tal que:

q
é S (P, ) A -V‘(f\ cuando }44-
i .
iz1 j=1
y ahora se nos esté pidiendo un ndmerv Vl tal que:

1§1 glk f(P“)A A“_ - ‘Jll < g cuando A< 4

En esta Gltima expresién "k" puede salir fuera del signo de

sumd, por la ley distributiva de la multiplicacién:

< ¢ X <d

cuando

[ q
k 3 Zt{Pij)A Rij= %
10% Jj=l

M&s afin: por la misma razén, podemos poner a "k" como factor
comén de toda la expresién dentro del signo de valor absolu-

to:

-

P 1 \'1]
k |2 2R JAN - <é& cusndo A <d
im]l j=1
y ademfs podemos sacarlo del sigho de valor absoluto:
P q v
b X
Ikl S Zt(Pij) AAiJ s 4ha cusndo A < d

i=l j=1

Yy al dividir toda la expresién entre Ikl)O H (')

< Te-l cuando

(%)En este caso particular, k=2.54 > 0, por lo que podrfamos

) q Vl
Z zf(Pij)AAij*T
31=1 J=1

L

preacindir del signo de valor absoluto. Lo conservamos pa_

ra no perder generalidad.

V.31

o rkL] ) 0, la exrresisn anterior nos estf dicien

) . vl
.th(x.y)dzdyz—k-av
i R

Vy= kV = 2.54 9%29 = 5291.7 ou’

no hubo necesidad de volver a integrar, sino que

neralidad, por lo que podemos enunciar la exguicnte

para todas las integrales dovles:

5.4.0.1

! Entonces nos damos cuenta de que,

de acuerdo con el presunto nfimero

1 s
ﬂ;‘“ jl’ﬁ de excursioniatas, hay peligro de
i f{x,ﬂ) ] qQue se vicie el aire.
4y
Como de momento no disponemos de
mfs drea, decidimos aumentar la al
tura de loe puntales que van a sos
5:4.1 8
V.32
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tener la lona superior, segdn una cierta ley: Az = &lx,y),
quedando la tienda como se muestra con linea discontinua ey

la figura 5.4.1. Ahora el aire contenido va a ser:

v,- Sj[f(x.y) + z(X.y)] dx dy 5.4.0,2
. R
¢Nos serviré el primer resultado obtenido, como base para

el nuevo volumen?

Inicialmente encontramos un nimero Vl tal que

P q
s 2 1B JAA, - Yy

< £, cusndo }\dl 5.4.0,3
1=l 3=1

Definamos V., como

3

V3- SI glx,y) dax dy 5¢4.0,4
R

0, 1o que es 1o mismo

i
2 €2, )An, -V, [<E

i=l j=1

<4,
3 2  cuando ‘A 25.4.0.5

8i definimos J( %,{,5.4.0.3 Y 5:4.0.5 se cumplirén simul-

téneamente y podremos sumarlas miembro a miembro:

f(Pn)Alxu- vy

P
z
1= 1

% Mg

P q
+ | = g(Pij)AAu- V3
i=l j=1

1

cusndo A < §

Puesto qQue el valor ubsoluto de unz suma nunca es mayor que

la suma de valoree absolutos, reforzamos la dltima desigual-

dad 81 escraibimos:

P A pilig
- Sl rtl’”)m\ij— Vb K E e
i=1 j=1 i=1 j=1
cuando A < J
V.33

PAM Y,

-

[zee; 30 + g(PiJ.)] By - vy | < E 0 &,

cuando A < 4

e acuerdo con 5.4,0.2 :

Vznv1+v3

bastari con calcular la integral 5.4.0.4 y sumar

Ay);gu,yﬂ dx dy -‘Hf(x.y) dx dy 4sttx.y) dx dy

R R

<Ex"5z

<&+ &

5.4.0.6
_ Una propiedad muy importante
A
g de la integral doble es la que
7 se 1lustra en la figura 5.4.2
! l ¥ y que es evidente cuando se ve
# | "I en su interpretacién geométri-
oF: ca:
5.4.2

3 R,

5.4



Indcpendientemente de eu interpretacién geowmétrica, desde el
punto de vista de la Matem&tica pura, esta propieded Tequie~

re demostracidn. La podris ver en el Apéndice 5.3.

5.4

z Un volumen nozwmalmente ge
considera poe1tivo; sin em. SSf(x,y) dx dy > 0 5.4.0.9
bargo, si la superficie  _ R
e=f(x,y) (P1&. 5.4.3) mues.
SRS Ty tra todoe eue puntoe por a- “corolario my importante:
3 bajo de los de la regién ep |
! £{x,y) * &(x,y) en R:
T el planoc xy, la integral go {
= o
ble ealdré negativa. jj'f(x,y) dx dy * J‘IG(XJ) dx dy 5.4.9,10
R R
En efecto, eupongamoe que
Z= (<, 5) ! i
Fig. 5.4.3 ST (peetave;Ten tal oy [ puee, deberemoe tener cuidado cusndo tratemoe un caso co-
6o exietira una cierta >0 | el moetrado en la figura 5.4.4. Si noe intereea el volumen
tal que como un todo, debemoe in-
P q J tegrar por eepa8rado en 81
X A<
i2=1 J.{lﬂpijja Aij V |<V  cuando ¥ R, ¥ luego sumar los va

lores abeolutoe; pero ei

0, lo Que es lo miemo: noe intereea la diferen-

P iq
-VW{3S 3 f(»
i=l 3=1

1;i)AAij'v< V cuando A <d cia de volfimenee, con su

eigno, entoncee integrare

moa eobre

wn, U3,

Si trabaj)amos con la primera parte de la deeigualdad:

pitia {
0<Z 3 £(p, )AK,, cuando A <
izl j:l

I'i.g. S5.4.4

te filtimo eeréd el caso ei, por ejemplo, debiéremoe excavar

Beta Giltima expresifn ee un absurdo pues una euma de térmi- 30 32 para rellenar eobre Rl' Si 1la integral ee poeitiva,

noe negativoe no podré eer positiva bajo circunstancia algu- . x__cavacién ee ineuficiente para el relleno y lo que noe

na, Y hemoe demoetrado una propiedad genersl mie de la inteé” a deberemoe traerlo de otro eitio (préetamo). Si la inte

&ral doble: ee negativa, entoncee hAy eobrante en la excavacién y

deberé eer removido para que no estoroe (acarreo).

Si fi{x,y) € O en R:

‘S;gf(x.y) dx dy £ 0

N *
4.0.8 propiedad importante, anotaremos Gue las variablee de
5.4.0:8 g
agracidn eon mudae; eeto ee, Que no importa cémo llamemoe

v.35 v.36




a tales variablee, eiempre y cuando la regién ee defina con-

gruentemente. As{ ei:

Rl(x.y)/a < x&bjceys d}u Bl{(u,v)/atu.s b;

&,

5.4.0.11

cev <

JJem ax o =5jf(;.v) du av
R R,

Finalmente, snotaremos una propiedad no my utilizada:

Sglf(x,y) I ax ay 3 J‘J’f(x,y) ax dy
R R

5.4.0.12

5.5) La Integral Doble como Integral Reiterada

5.5.1) Bn Reglonee rectangularee

Ba (5.3.2) desarrollamoe un método para integrar una funcién
particular esobre una regién en términoe de integralee ordinga
rias. Trataremoe dhora de generalizar el método para toda re-

gién integ&-able sobre una reg.én rectangular.
L

Partamoe puee de una funcién cualquiera f(x,y), integrable
eobre la regién R \ (x,¥)/a € x££ b; c€£y¢< d} , sobre la -
~cual estableceremoe una red cualquiera de norma "} “. (Ver
?igpm 5 eh il

9

yrie | S " Un razomamiento anélogo sl
: E que hicimoe en la ocaeién men
E H cionada, noe permite definir
i ‘ <
,..: L1 P(x)-S £(x,y) &y 5.5.1.1
il =N A by
1 & Ty sk %
i ‘:. Podemos eetar seguroe de la
L]
exietencia de esta integrsl,
Pig. 5.35.1

v.37

] famoe diciendo que f£(x,y) ee integrable eobre "R",
: 'pnplica que, o bien es continua sobre toda la regién
toe de diecontinuidad son aisladoe y finitos, o ee
en una culva rectificable. Esto conduce a afirmar
,¥), eobre la recta x=x , o es continua, o eus puntoe

ontinuidad eon aielados § finitoe.

es, dado xoﬁtlﬁx.llz

a
- .1.2
P(v) = S £(t,0y) & 5.5
[
smoe  escribir:
1 Y2
P(tl)as f{tl.y) dy +S !’(tl,y) Ay + eost
Y L6
q
“'S f('cld'} dy
¥

q=-1

% que dentro de la celda (1,1) hay un eupremo w,7v

fimo, g de loe cualee podemoes afirmar que
|
By € f(t,y) €M, enel 1ntervalo[y°,y1]

_'l_ae. una propiedad de la integral ordinaria permite eg
B "
PR 1 ‘S £(ty,y) &y & 4,47,
Yo
nanientoe anflogoe nos permiten decir quet
: &
m, by, ¢ S £(t,,7) &y € M Ay,
Yo
2
‘12“’2 & S £(t,,5) & £ IIMMP2
7
1

evPGaav oD earsanaenseereRerrbrssana
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00000000000 00000000000c000000000000

Yq
m AV, £ J’ £(%),y) ay € M AY¥,
q—l

x-l'“A’i S f(tl.v) dy € 2 'liA’;i
o bien, de acuerdo con 5.5.1.2 :

€ P(t.)'s
2_' m A7 € B(ty) 7.‘ "nMJ
+=1
Podemos multiplicar toda esta deeigualdad por Z&xl; como " es-
ta cantidad es constante con "j", puede entrar y salir libre

mente del signo de suma; as{:

q
q
2 m AxAy € R(t)Ax = = M A% Ay
§=1 =1
(41 escoger ahora z,%t,éx, y reiterar loe razonamientos ante

riores):
Z nqu A’i £ Pt )Ax £ Z l?_’szAy
J=1 j=1
Yut auc.'i Q@ 0 9 000 90000000000 00000000 CP 00O ODLNOEPCESISIOONESEOLSITDOI,
vamente 90 00000000000000¢0000000000060000c00000000e0
q Q
= anApryj £ P(tp)A x € 5 'NA",A';
3-1 J=1

z z m Ax A13=£r(t )Ax, -z, z ¥ Bx Ay,

iml jul i=l j=1

Con lo Que nos encontramos con sumas muy semejanter a las

Que nos resultaron en el incieo (5.3.2): a la izquierda de

v.39

la suma de supremos, ambas convergiendo hacia la integral dg

ble, puesto que la funcién es integrable. Bn medio, una ex-
presién que forzosamente convergerd a donde convergen los ex

tremos; pero que a su vezr convergeri hacia
b
S P(x) dx
a
como recordarfs de CDI, Entonces podemos escribirs
b
J[2x) ax ay S P(x) ar 5.5.1.3
R a

y al auatituir STl il rLeR " 545 L5R

ij(x.y) dx dy = 5 {S £(x,y) dy} dx 5.5.1.4

Esta oxpresién nos permite calcular la integral doble s tra-
vée de integrales ordinarias. Al segundo miembro de 5.5,1.4
se le 1lama "Integral Reiterada”. Los corchetes (llaves) in-
dican el orden en que deben reelizarse les integrales; si

recuerdas que siempre debe empezarse con la integral de "a-

dentro”, puedes escribir simplemente

b rd
jj‘f(XQY) dx dy ’j‘ 5 f(x,y) dy dx 5:5.144"
R a c

Sin embargo, si hubiéramos invertido el orden de los razona-
mientos que nos llevaron a la @ltima expresién, hubiéramos

empezado por definir:

b
My) = j £(x,y) ax
a

Y finelmente hebrfamos llegado &

a|(rb a b
Sxt(x.w dx dy -5 {j f(x,y) dx {dy = j j f(x,y) dx ay
-] a (] a

R
5:541.5
v.ho




Por lo que el orden en que ee efectfie la integral reiterada
es irrelevante cuando ee trata de regiones rectangulares.

Cabe hacer hincapio’ en que la exietencia de la integral do-
ble garantiza la exietencia de la integral reiterada. La re
ciproca no es necesariamente cierta.

5.5.2) Bn regionee cualeequiera

Propongfmonoe el eiguiente problema : eea la regién

N

R[(!-Y)/O‘x¢10en;0 j‘éSc!}

donde queremoe integrar la funcién
2

2 72 ¥ (x,9)/x 2 ¥

P(x,y) = en cm. ei (x,y)

en cm,

0 ¥(x,y)/x < 2y

Lo primero que podemos decir ees que la funcién propuesta es
diecontinua en la regién; en eeguida noe damoe cuenta de que
sue puntos de diecontinuidad

ee agrupsn en la recta x-2ys=0;
dentro de la regién que noe ip
teresa, cabe un segmento de eg
ta recta, perfectamente delimi

tado entre los puntoe (0,0) y,
+10,5), de longitud finita,

por lo Que el copjunto de pun-

Pig. 5.5.2

toe de diescontinuidad tiene contenido nulo. Finalmente con-

cluimoe que P(x,y) ee integrable sobre *"R™.

Tratemos de calenmlar eeta integral, por el método que acaba-

moe de desarrollar.

N

10(r5
SSP(x.yJ dx 4y = 5 {S Px,y) dyj dx
R (4] (¢}

Celculemos primero la integral de "adentro": &l intentarlo,
noe dagos cuenta de que eiempre va a preeentar un punto de

diecontinuidad; afis afin, que la ubicacién de este punto €6
V.41

~ 5 4 2 5
F(8,y) ax-f (ﬁu:}av*j 0 ay
0 4

’ 2, , 5
r(x,wdy-j (x+y)dy¢5 0 ay
0 0

10 10 4
( i 1393 13 4] _ 13 x10
,¥) dx gy = 74 X 4x = =52 [x}o 73

0
= 1354 ca’

funcién como ee ve en la figura
%.5.3 y entoncee se noe ocurre de
cir que hemos calculado el volu-
men de la parte sombreada. Como

loe volémenes se calculan por in-

V.42
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tegral doble, se nos ocurre decir, ademie, que hemos calcula
do la integral doble de

2 2
2 =X+ Yy

x>2¥}
5.5.2.8

sobre la regién R [ (x,y)/0 € x € 10; 0 £ y £ 5;

Y en efecto, asf lo vamos a considerar, pero como no tenemos

un respaldo rigurosamente 1l8glico, 86lo intuitivo, deberemos

definir:

Definicién S 5.1

Sea la funcién f£(x,y) ¥ sea la
regién

R | (x,y)/asxeb; Y, (x)€yatf,(x)
(Pig. 5.5.4)

Se dice que "f" es integrable

sobre "R" 8i existe

b l'z(x)
5 {j £(x,y) dy} dx
a I’I(X)

Pig, 5.5.4 y al resultado de esa reiterada
integracién, se le llams X
”r(x.y) ax dy
R

Definicién 5.5.2
Sea la funcién f(x,y) ¥ sea la regién
Ri(x.y)/céyé d; W[(y) ‘x‘wz(y) PFig. B5e5sd

Se dice que "f" es integrable sobre "R™ si existe
ar(v,(y)
j { £(x,y) dx pdy
eV (y)

V.43

5.5

5.5

tado de esa reiterada integracién se le llama

ij(x.y) dx dy
R

';-I)/G‘X‘b; P, (x)eye 9’2(1)J - {(x.yi/#!‘d; v, (3)6xs Wz(r)j
5.5.2.1

= B (900 & (V)
f£{x,y) dx dy 'S {j f(x,y) ay pax ‘j { f(x,y)axfdy
| alg, 0 o

545.2,2

y hemos contestado satisfactoriamente a la pregunta so-

témo evaluar la integral doble, pero hemos dejado pendien

habrds dado cuenta de que esta pregunta complementa a
resuelta, sobre todo si se hace de la sigulente manera
'gtablaceremos una refién para 9ue podamos efectuar uma
L doble sobre ella? Porque si te fijes, la expresién
éstahlece perfectamente la regién sombreada de la fi..
.2. porque todo punto de la regién obedece a la ex-
ﬁe referencia y sélo los puntos de esa regién obede-
a; pero esa expresién NO nos sirve directamente pa-
sturar la intezral doble, porque de ella NO se obtie-
tamente los l{mites.

10 1a expresién 5.5.2.1 sf proporciona directamente
tes de integracidn, por lo que procuraremos ajuster-
8 forma cada vez que debamos establecer wuna regién

V.44



ariables los de "y". La otra la obtuYimos en forma
la primera forma se le llama "regifn en z" (Rx)

Veamos ahora el siguiente problema, en el cual también nos
va a lnteresar describir adecuadamente a "R", la cual ests

1 egurida, "regién en y" (Ry).
|

limitada por y=x2, y=0, x=2 y se repre

senta en la figura 5.6.1 amos integrar una funcién f(x,y) en R, escribirfa-

; 2 12 4 xz
E(x,y) ax dy =5 {S £(x,y) dy }dx = 5 {S f(x,y)dx}dy
W DAf2

o\-0

Si observamos la regién, podemos notar
que para los puntos (x,y) de "R", los

valores de "x" var{an de O a 2, o sea:

0<«x s 2, i i .
terior, podemos generalizar diciendo Que hay dos for
Lhora mantengamos fijo a "x" y consid e ,_'{

apxpresar algebraicamente una regién plana en coordena

Pig. 5.6.1

remos 86lo la variacidén de "y"; pode- ,
spianas, para fines de integral doble:
moa notar que para cualquier "x", la "y" correspondiente

var{a de O a 1la curva, o sea de O a xz, lo cual podemos R ll(x,y)/a £x4b;f(x) €y ¢4 fz(x)}

escribir como "-vnkzcron EN X", ©
2 : g

WS "'Ryl{(x.y)/c eycad; gly) €x< zam}

da "RRGION EN Y.

cionea fl(x), f (x) son funciones continuas en el in-

‘[a,b]. Las funciones 81(’)' gz(y) son continuas en
arvalo [c,dJ « Adends, debe cumplirse que fl(x) < fz(x)

. ] ¥ que g (y) S g,(y) en [cea).

Y entonces
R{(x,y)/o £ x£2 ;0<y5¢ x2}

Fodemos hacernmos les siguientes preguntas: ;seré ésta la
dnica forma de poder definir los lfmites de integracién?
{Si acabamos de mentener constante a "x", no podrfamos ha-

berlo hecho con"y"? .
sentacidn grifica de la regién "Rx" se muestra en la

,}6.2.' Y la de "Ry", en la figura 5.6.2.b

"

Veamos: procediendo) ahora en foras inversa, notamos Gue -

las "y" varfan entre O y 4, o sea 0 £ y € 4.

Y4

Ahora, para: una "y" cualquiera, la correspondiente varia-
cién de "x" seré de la curva a la recta x=2, o sea xzi’-x‘Z
¥ entonces

2

R{(x.y)/oéyin x éx!Z]

Y podemos notar que hay otra expresién para definir la mis
ma regién, igualmente @til para fines de integral doble.

Kt

Una la obtuvimos cusndo mentuvimos los lfuwites de "x" cong

Pig. 5.6.2
V.4S
v.k6



Veamos ahora el siguiente problema, en donde "R" es la re-
gién limitada por y=2x - 1, y=7-2x, y=0 , x=y+2. La refTesen
tacién grifica se mueetra en la figura 5.6.3.

Puesto que una de las fronteras
es y=0, entonces la regién no

deberd extenderse hacia la par-
te negativa del eje "y". Pode-
mos observar que para distintos
valoree que adopte "x", "y" va-
riard en forma diferente; por

ejemplo, B8i x=1, "y" estari en-

tre 0 y 2x-1; si x=5/2, "y" va-

riar4i entre x=y+2 y y=7-2x. Ve-

?18- 5.6-3

mos entonces que no seré posi-
ble expresar nuestra regién con una sola expresién, sino co-
mo varias subregiones, que serfen laes que se muestran en la
figura 5.6.4.

! ¥
3

L)

~
L

// Wi

Ll
™
ij

’is. 5.604 Fig. 5.6.5

-

RH{(x,y)/OéxQZ 0£y£2x-l}

R {(X.y)/z € x43;x-26&y¢ 7..2,}
2

Se deja al alumno encontrar las expresiones de “Ry", tomando

como base la figura 5.6.5.

Bn este problema, nuestra regién la tuvimos Que dividir en

dos eubregiones. A una regién que estd formada por un conjun

V.47

regiones normales, ge llama regifn regular y

pormal es aquella finita y cerrada, donde se cum-—
quier recta paralela a los ej)es coordenados in-

‘1a frontera en dos puntoe como mAximo.(Fig.

nos permite hacer la conclusién de Que no es po-
p la forma en que debe procederse en todos los ca-
el adecuado establecimiento de una regién re-+
. na habilidad que has de adquirir ejerciténdote;

pone un profundo conocimiento de la Geometria

acidn Geométrica y Fropiedades de la Integral
Ble en Regiones Cualesquiera

erpretacién Geométrica

eglones no rectangulares.

puede decirse que si tiene una regién "R®" cual-

re ella definidea una funcién £af(x,y), que puede
mtada por una superficie (Fig. 5.7.1), el Volumen
| entre esa superficie, el plano xy y el cilindro

.r.h e8 la frontera de la regién y cuya generatriz
Al eje "z", esté dado por:

V.48
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8) Regién regular b} Regién normal
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V:jjf(x.y) dx dy
B 5s7.1.1

Considera ahora un cilin
dro como el mostrado en
la figura 5.7.2. Su di-

rectriz es la frontera -

de una regifn cualquiers,

sus generatrices son pa-

Pig. 5.7.1

ralelas al ejle "z" y es-
z t4 limi tado euperiormen-

te por el plano 2=1,

De acuerdo con
v BRNE 1LY , el

B )

Pig. 5.7.2

volumen de eg

te cilindro va

le
Vs ffl ax ay
B

Pero nosotroe sabemos Gue el volumen de un cilindro como és-

te, se puede calcular como ¥

V=Anh

donde "AE" es el Area de la regifn, esto es, el Area de la
base del cilindro y "h" es la altura, constante e igual a l
en este caso.

Entonces

V= jfl ax dy = apl
R

por lo que

Ay jgdz ay 5.7. 104
R
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auf{ que en ocasiones se acostumbra amoter

dx dy = dA 5-7.1-3

3

puede resolver por integral doble, ya que se trata de un
~
men delimitado por una superficie, el plano xy y cuatro

anos verticales.

8 primero encontrar la ecuacién del plano qQue limita
olumen por la parte superior; es un plano perpéndicular

p "g" ; entonces:

' 0,222-0,327
£-0.327 =« BT ¥

2=-0,078y + 0.327
A debemos establecer la regién, de manera que nos sirva

|
!.\ma integral doble. Al observar la figura 5.7.3, nos

8 cuenta de que, sl definimos em "“x", eato es, al cor-



considerar tres subregiones, separadas POr las rectas puntea

das. Bn camnbio, si cortamos la regién con rectas paralelas
al eje "x", gblo tendremos que considerar un caso: de la rec

ta y=5x, a la recta Y=4.25-5x. As{, nos es més ventajoso de-

finir la regién en a4

Ry{ \x,5)/0 € y € 1,135; -g’— € x4 L?:{’:L}

Ahora
1.35( ( 4225=y
V;jgzdxdyxj SS 5(
-0.073y+0.327 4
j R 0 ¥/ 5 ) it i
4.25-y
5 4:25-y
(-0.078y+0.327)dx: ~0.078y [xl} 5 +
¥/5 J/5
4:25-y
i 0.327[x] 5
J/5

4.25~y

5
5 (~0.078y+0.327)ax = 0.016y2— 0.131y + 0,278

y/5
1.35 1.35
Ve jo (0.0165%40,1313+0.278)ay = -9’-3—42 [ 13] s
0
1.35
A ; 1.35
-'%E[y ] + 0,278 [y]
0 0

V= 0,269 a3 (4)
=
(#)Bate volumen es &proximadamente el volumen de agua en 1a

cdaara de aproximacién de un medidor Parshall, cuando el cau
dal es de 100 lpse. ; i
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Bjemplo 5.7.2

Calcular el Area sombreada de la figura 5.7.4.

Solucién;

Nuestro primer problema
coneiste abora en defi-
nir la reglén de manera
que la podamos usar en
integral doble.

Con la experiencia que

Pig. 5.7.4 ya tienes en definir re

giones, te habrds dado cuenta de que, si defines en "x", tie-
nes que definir dos; pero si defines sobre "y" sflo tienes

Que defin r una,

R, l(x,y)/-l €y €& 2 yz < x & y¢2}

2 y+2 2 2
Asjjdx dy =5 {S dax } d.Y;S (y+2-3") dy

Abora

e+ )

A= 9/2

2

-1

Cabe hacer hincapié en que, cuando debamos calculer un volu-
men, la que podemos hacer por integral doble es calcular el
volumen BAJO la superficie; cualquier otro volumen tendremos
que deteru narlo, si es posible, por sumss y/o diferencias

con los que se obtengan de la manera descrita.

Bjemplo 5.7.3

2 2
Calculsr el volumen comprendido entre la superficie gax +y
y los planns x7, yz, £=125, x=10, y=5 (Pig. 5.7.5)

v.52



Solucidén;

¥l volumen pedido no sge Pus Iel volumen pedido en el ejemplo (5.7.3), utiliczando

de calcular directamente i6n (5.7.1.4).

por integral doble, porgye

estd sobre y no bajo la gy. Solucién:

perficie; pero lo podemos Al observar la figura 5.7.5, nos da

calcular como la diferencig mos cuenta de que, al traszar rectas

del volumen del prisma 1iygj paralelas al eje "y", por cualquier
tado por 163 planos z=Q, |
z=125, ¥=0, ¥=5, x=0, x=10
Pig. 5.7.5 y el volumen bajo la super~

ficie y sobre la regién

punto de "S_" intersectamos a la su

perficie z=12¢ 12; 8i trasamos una
recta paralela al eje "y"* por cual-
quier punto de "82" (Pig. 5.T.6),

R 1(1.“/0 £x€10; 0€y5 < 5) intersectamos a la superficie y=5.

El primer volumen vale:

10x5x125 = 6250 cm>

1 2
El segundo volumen s8f se puede calcular por integral doble; v =Sgy azldz _:Jg z-xz 3% ids
de hecho es el problema (5.0.1) que ya resolvimos en el inci A . £
g0 (5.2.2), con un resultado de 1 1
6250/3 ca’ VZ;:SS’ dx dz = SXS dx dz
Rntonc;aa, el volumen pedido vale: s, 5,

6250 - 6250/3 = 12500/3 cm> .

"'.nefinamoe las regiones "Sl" y "52":
5y { /0 4 x

s, {(x.y)/o ¢ x

SR

I~

10; x°¢ £ & x°+25
El concepto de volumen bajo la superficie, se puede ampliar Y

a los otros dos planos coordenados; asf, el volumen pedido

N

10; x°+25 ¢ 2z ¢ 125)
en el ejemplo (5.7.3) lo podemos considerar como el Volumel

comprendido entre el plano xgz, la superficie z=12+ y2 y el

plano y=5 y limitada por el cilindro z=x2 ¥ los plenos yz ¥

2=125, BEn tal caso, diremos que 0 % .
£.7.1.4 i x“+25 . o
V({7 ax 5.1 & J- 7ot [
a 2 o
S
v.53
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3/2
= —i— (x2+25-12) = —g— 125

10

) A 2 2300

v, = S 3 125 ax = 25
0

10y 125 10
V2- g lg S dg ] dx = SS (100-:2)dx=5000- &gq
o |dx22s 0

_ 10000
2 S

Ahora

v

Entonces
2500 10000
ey —

_ 3
v 3 3 12500/3 ca

Resultado que coincide con el obtenido anteriormente. Como

ejercicio, calcula este mismo volumen, ahora utilizando la

s o o

T

ecuacidén:

S5.T.1.5

donde "T" es la regién sobre el plano yz.

Kota, en cambio, que el cédlculo de éreese por integral doble
no estéd sujeto a que Setas estén comprendidas entre uma cur
va ¥ un eje ni limitadas por rectas paralelas a un eje (reg
tricciones que sf tenemoe 8i Queremoa calcularlas por inte-
gral ordinaria). De aquf que calcular &reas por integral :19_

ble resulta ser un método general.

547.2.- Propiedades

Hemos demostrado las propiedades de la integral doble cuan-~
do ésta se halla definida sobre una regidn rectangular; las

mismas propiedadee funcionan para reglones cuslesjuieras

ng &, 77 ax 0y & ngnx.y) iz dy 5.702.1
R R
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i!)*&(x-ﬂ] ax 4y =j]£(x.y)dx dy+jj¢(x.y)dx dy
. R A

5¢Te2.2
x,¥)dx dy =sz(x.y)dx dy +J_(f(x.y)dx dy 5:T02.3
o e e
\".ngl_ UR, ; ;@ R, es un conjunto nulo
"I; 0 en R:
x,y) dx dy 2 0 5.7.2.4

f Ix.y) dx dy =J‘j‘f(u’v) du dv 5:4Te2.5

' R

5.T:2.6

(x,y) ldx ay !\ng(x.y) ax dY\
0 ;

5.7.2.7

5:742.8

.3) funcionan también para regiones cuslesquiera. Con
nientos andlogos, td demostrarfs , como ejercicio,

enés propiedades.
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Demosetracién de la propiedad (5.7.2.1)
Sea la regién de la figura 5.7.7:

44

Ultx)

Por 1la propiedad ya conocida

de la integral ordinaria:

Pig. 5.7.17 a

Aplicamos nuevamente la misma propiedad:

of (P2 (x)
”" f(x,y)dx dy = kjij
B

f(x y)dy} ax 5474249
4
Pero, por la definicién (5.5.1):
oy f2'*)
S { rt:.:m} dx
alvi(x)
Bntonces, al sustituir esta expresién en (5.7.2.9):

5._(.1 f(x,y)dx dy = k_”‘r(x,y) dx dy
R _ R

Sgﬂx.ndx dy =
R

(QRD)
La propiedad (5.7.2.3) ya la aplicamos intuitivamente, sin

demostrarla, en el ejemplo (5.,7.4). He aquf{ su demostracién:
L]

Sean las regiones de la figura
507.83

{gf(x,y)dx dy= Sb{j

02(11
f( X Y’ dy} dax
% (x)

Pig. 5.7.8

- b Uzl:l |
SIx £(x,y)dx dy =J {j XX, y)ay ke
R i ”

j‘j.k f(x.y)dx dy= kaquzui’( x,r}d.v}d:
* x

y 5.7

bpiedad ya conocida de la integral ordinaria:

(%) Py(x) g5
(x,y)dy = £(x,y)dy +j f(x,y)ay
Y (x) '}3“)

5:7.2.11

.

| by (x) )
Afix,y)ax dy=J\ { f(x,y)dy +S f(x,y)ay yax
) ’f "1(1) 03(1)

a

b %u) ¥ix)
f(x,y)dx d!’S {j f(x,y)dy ( ax +SZS fix,y)dy ) dx
: qltx) (5(:)

» f(x'y)dy dI:JIf(!pY)dx dy *J.Jf(xry)dx ay (QED)
T B

I'hos un flujo como el mostrado em la figura 5.8.1.(s),
ual todos los vectores Velocidad sobre los puntos de
isma vertical son iguales. Imaginemos un cilindro total
‘permeable que colocdramos en medio del flujo, cuya tra
Ta la ¢ rva "C* de la figura 5.8.1.(b).

7
».

IR

ol

..




Supongamos que nuestro problesa consiste en encontrar el 288
to neto a travée del cilindro; es decir, el balance entre el
gasto que entra y el que sale. Segfn vimos en e} punto (4.7)
esto lo podemos lograr realigzando la integracién:

AQ = &J;-E de =§k x Vedr

c c

5.8.1.1

donde n es el vector normal exterior a “Cv".

Fara calcvlar la integral indicada, requerimos las ecuacio-
nes paramétricae de la curva, as{ como la fumncidn vectorial
de la velocidad. Supongamos que la regién "R"™ englobada por

»C* puede definirse como
it 1 (x,5)/eey4a;¢ (y) €dxcY 2&;0} 5.8.1.2

Bn tal caso, las ecuaciones peramétricae de "C" las podemos
escribir como:
%= g \t)

’.402“') 5.8.1.3 Parte izquierda| 5.8.1.5

PYarte derecha

(de = ap ) |y=t 5.8.1.4 (ded a< ) y=t
| 5.8.1.4
Por otra parte, sea
V= v X, L+ vrtx.y)j 5.8.1.6

Abora podemos escribir:

AHQ= §k X VedT = §-dex+'xdy s - gv’dn §vxdy 9.8.,1.1°
c c [+ c
Enfoquemos nuestrm atencién a
§ v
¢
la cual, para calcularla, debemos poner los términos de la
integral en funcién de *t"; al sustituir (5.8.1.4) y (5.8.1.5)

en (5.8.1.6), obtenemos, para 1la parte izquierda de la curva:
v.59

5.8

o 5.8

T;ﬂx[tpl\t),tJ ; ademfés, de (5.8.1.4): ay=at

hrce, de (5.8.1.3) 7 (5.8.1.4), pars la parte derge

'|'| -v [L’z(t),t] e dy:dt

¥y }

..:. al en circuito la podemos empezar en cualquisr pun
‘tal de terminarla en el mismo; como tenemos dos ex-

: para la curva, deberemoe hacer dos integracxonea,

ue nos conViene empezar en """ (y=c} y terminar en

d), la primera; empezar en "3 ", la segunda y termi-

e ®, Abora, de (5.8.1.4)s

' A o a
v xdy- J:cvxdy-rL vxdy= S :

t inicién, como td sabes:

Y, %) .t:[ at+ jevx[wlm ,t] as
d

“| v [(yl(t) t] at = -dex[(ll(t),t] at
(o]
d d
",ﬁ'j A AR dt-S v [#1100,%] o
! A A

:Sd{vx[wz(t),t dt] - v [ (g(t),t]} at
c

-be'arro pensar que la cantidad entre corchetes (1laves)
tado de w2 integral con limitee variablee; en e~

5e831 5T
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goit)
J CAS (x, t)

5.8.1-6
Y8) dx

=v, [92“;,';] - v, [#(0),¢]

Entonces, llevando (5.8.1.8) a (5.8.1.7)

B v (x, ARG v_(x,t)
§;v drnj {S 33 A dx}dt j ;—"—-——- dar at
X0

Finelmente, de (5.8.1.4)

§v (x,y)dy jf N dx dy

Yor ot~a parte, siguiendo un procedimiento anédlogo al descri

5.8.1.9

to, td puedes demostrar que

aY LZ:Y)
&v (x,y)dx = 55

c

5.8.1.10

LY

() La razén del cambio de signo estd

explicada en la figura (5.8.2):
para seguir el sentido positivo

1
I ! de recorrido (antihorario), se
3 ' 4 L
E v : debe partir de " Y*" hacia " { "}
4 ‘b = pero ahora seguimos la parte in-
Pig. 5.8.2 ferior de la curva, mientras que

en el caso anterior seguiamos la psrte derecha.

Unz vez que hayse comprobado la ecuacién (5.8.1.10), puedes
unirla eon la (5.8.1.9), pars obtener:

o[22 3% 0 a2 S0

¢ c R R R

Si se tiene en cuenta la ecuacién (5.8.1.1 )} y se recuerda,

ademéds, que la expresifén entre paréntesis es la divergencia

V.61

1idad, podremos escribir que:

5.8.1.11

4 Yergenc:l.a. Bn efecto, notemos primeramente que,

gencia es idénticamente nula, no hay incremento

» 4qué significa esto? Para comprenderlo mejor,ism

e 86lo entra gasto y nada sale. Esto quiere decir

a no puede comprimirse, ni los liquidos, en gene~
"l(;uando la condicién no fuera tan severa como la pro
asta con que el gasto Que salga sea menor que el
para que dentro del cilindro se efectSe una com=-
--eato no puede suceder en un liquido. MAs afin: sei

'1 1£Qu1do. Bntre otros, se tiene el caso del golpe
“! el manejo de aceite a las altisimas presiones de
dlento. Bstos problemas loe estudiarde en su oportuni
'ser tan especificos, ee salen totalmente del alcan-
A8 notas, donde siempre consideraremos que un lfqui

Ompresible.
L V.62
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En cambio, un gas puede comprimirse o descompriinirse de acuep
do con las leyes que ya estudiaste en Termodinimica (Boyle-Mg
riotte-Gay Luseac). Por ello, la divergencia de velocidades

de un gas es, en general, diferente de cero.

Si el flujo de vn 1fquido es ademéds irrotacional, cesemos en

el caso que discutfawos en el inciso (3.10.2). Entonces el .
flujo cum;le adem&s con la ecuacién de Laplace y puede repre-
sentarse grificamente mediante unaz red de curvas Que ne cor-
ten ortogonalmente; a una red ée este tipo re le llama "red

de fiujo”, La figura 5.8.3 representa el flujo a través de wa
vertedor; la figura 5.8.4 represcata el flujo a través de una

"tablaestaca”.

Ao

rig. 5.8.4

P g o528l 3

5.8.2.- Los Teoremas de Green y Stokes en el Plano

El teorema de la divergencia en el plano es una forma de €%~
presar el llamado Teorema de Green, que nos va a ser de £ref

utilidad en el célculo de las integrales mdltiplee.

En efecto, en el teorewa de la divergencia integrsmns en CiZ

V.63

7o bde g e

-Vy(X.Y)=P(1.y) 3 v (x,3)=Q(x,y)

s hemos definido el campo

f=P(va)i + Q(X,Y)J

5.8.1 (Teorema de Green)

. .\ma regién regular cerrada, limitada por un conjunto

'as suaves 8 trozos. Si P(x,y), Q(x,y), "}"E"‘p‘a—q-;'?ﬂ_!_'l

2 X

en "R':

b P ax+q dy =SS(-}-—9— - g; )dx dy

gencia, que ya qued$ demostrado en el inciso anterior,

L por demostrar que el teorema se cumple en cualquier re

J
regular, como la mostrada en la figura 5.8.5.

Bu efecto, 8i se cumple pa-

ra une reglén normal, se

¢ cumpliri para las regiones
) . Rl, R2, R3=
s B U U Ry
? axeq ay= [ [(28 - 2E)ax
= @
LOLYET By

Fig. 5.8.5 cuyo primer miembro lo pode

cribir;

dy +5P dx+Q dy ¢5P dx+Q dy sj_f‘% - —L2 )ax ay

y

fod Wt f 5.8.2.1

V.64
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Andlogamentes

fpaxay .f P dx+q dy -ﬁ(—i 22 Tiax 4y 5.8.2.2
yse pr B,
j P dx+Q dy + | P dx+Q dy ___55(%:_ g; )ax dy 5.8¢2.3
Ep< 3 3

3
Si sumamos miembro a miembro (5.8.2.1), (5.8.2.2) y (5.8.2.3),

teniendo en cuenta Que

5? dx+Q dy = - 5 P dx+Q dy , etc. obtenemos:

Ime (84

jp dx+Q dy oJP dx+q dy t{r dx+Q dy 5]’( —-g—:)dx dy +
B ¥ LY o B

+55(

- ""‘"‘"‘)GI dy

B fis

0 sea:

§P dx+Q dy =jf(ax -—)dx ay (Qem
o‘ﬁ)‘J&;ﬂa( R

A este teorema le podemos dar una expresién vectorial si cae
mos en la cuenta de Que

29

P dx dy = F.dr 7y
+ Q dy T ¥y Que Sin

;—?:'fol

Entonces

5.&.2"

§>iod? =5va'i . k dx dy
c

A esta forma de expresar el teorema de Green, la llamsmosa
"Teorema de Stokes en el plano". A la cantidad calculada se
le llama "cireulacién del campo vectorial" y puede referirse
a una fuerza, a una velocidad, sl campo eléctrico, etc., se-

&in lo due esté representando el campo. Si Bste es de fuer—

V.65

5.8

5.8

uevamente se observa que, pera que haya trabajo en cir-
'. cerrado, el campo de fuerzas debe adaitir rotacionel. S5i
. b0 es de velocidades, la energia consumida produce una
asién aproximadamente cénica en la superficie libre del

. produciéndose un vértice.

e de su importancia fisica, estos teoremas nos relacionsn
‘conceptos matemfticos muy importentes, como son la inte-

curvilinea y la integral doble. Ademés, el teorema de

;"R" una regién regular cerramda y limitada por la curva "C?

el campo: F= xJ-yi.

'cuerdo con el tevrema de Green:

b M] dx dy = 255(17( ay = 24,

R
5.8.3.1

Iplo 5.8.1

cular el &rea de la elipse de semiej)es a,bs
.cwn:

iecuaciones paramétricaa de la elipse son:

x=a coa ©

y=b sen O

dx= ~g sen 6 d©
dy= b coa & 4@

v V.66



De acuerdo con ({5.8.3.1):

A= -%- a cos 8 b coa ¥ d¢ - b sen 8(-a sen 8) d6
o
A= J%& (sen29¢cos 9) de = Trab

(o)
Bjemplo 5.8.2

Calcular el volumen comprendido entre el paraboloide zux2+y2 7

el cilindro x2+ y2= 25

Plgo 5»8.6

Solucién:

El volumen pedido se representa, en una cuarta rarte, en la fi

gura 5.,8.6. Para calcularlo, debemos hacer:

(L/4IV =ﬁz dx dy -55(:& r2)ax ay
R )

¢

donde
R i(x,y)/O < x4 5 &y < ?25-:2J
Entonces ]
5{ 25-!
(y4)v = 5 {! 2 % ¢ )dy}
Aborsa

SJ; foo-s?

(<% yz)dy = x [yj

4 0 (4
2 3/2
= x° y25-x & —?—-(2542)
V.67
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5.8

: }._de integrar
SS(x2+ yz)dx dy
R

5.podemos suponer que

28_ .2, 2

2x
e "Q" podria ser:

,he acuerdo con el teoremu de Green:

3
= ¥ = 2
SS%M@—&QG’—&(_,' + ¥°x) ay
[+] (+]

Y, para la regién mostrada en la figura 5.8.6, es el
e de circunferencia, mis los dos eegrentos de ejes. Co
' qteresa el volumen completo, nos conviene ahora consi-
:.Uo reglién de integracién a todo el circulo englobado
' traza del cilindro, que vendréd a ser la curva sobre la

l,esraremos y cuyas ecuaciones paramétricas son:

x=9 cos 8

¥=5 sen O ; dy=5 cos 0 49

&
-§- - yzx = l§2 30530 + 125 sanzo cos @
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5.9
tntonces: .
w2as coordenadose. En eeguida vamoe a Ver cémo, ilustrando

12 2 '
?-&(“52 cos 8 + 125 sen' @ cos 8)5 cos 0 40 prameate con la regién del problema que acabamoe de resol-

¢lar
ve | (222 cos%e + 625 sen0 cos0) o -'
0 3 plo 5.9.1
am 2centar en el sistema polar la regién de la figura 5.8.6.
ve625 | (- cos'e + sen’® cos’e) 40
0

16n:

Recordemoe que 2 luego que a la regién, al igual que en coordenadas carte

een29 = 1/2(1-coe 29) 2c, la vamos a representar dibujando eus fronterase; por lo

coe’9 = 1/2(1+cos 28)
cose = 1/4(1+ 2cos 20 + coeze)

Por lo que

» debemxoe traeladar al sistema polar todos y cad'a uno de

tos frontera; naturalmente, los puntoes de la regidén se-

"

‘Los que gueden englobados por dichas fronteras.

n

F 1
VaGZSS (/4 = == cos 40 +
0

1o coa 28) d8

865, debenos Ver 4ue se cumplan las condiciones para que el

ol

sea posible; veamos, las ecuaciones de treneformacién =

i
v -9%2[9}?0 -%%z[sen 49]2119%2 sen 20 .—.9-3-"5——-0”

x:pcose

Vnggz y:fsene
e evidentemente se cumplen en todoe loe puntoe; ademés, to-

las parciales son continuas para cualesQuier valoree de
5.9) La Integral Doble en Coordenadue Curvilfneas

; finalmente

5.9.1.- Regionee en Coordenadae Curvilineas

J(J%:g)=f

ente de cero en general, excepto en el punto (0,0), que

El problema que acabamoe de plantear resultf§ ser diffcil de zg

solver por el método tradicional; afin con la ayuda del teorema

de Green, resulté§ laborioeo. la razén ee qQue la regién y su - A punto singular.

fronterq no resultan facilmente manejsbles en coordenadss car-

tesianas,

Ya vimoe ea el punto (3.6) que hay otroe eistemas coordensdos apearfn punto a punto en el sistema polar,

aparte del curtesiano y que, ei ee cumplen ciertas condiciones, efecturar el mapeo, tomemos el conjunto de puntoe fronte-

un punto puede repreesentarse gréficamente en un eietema o an 'xcluyendo el origen; este conjunto puede expresarse por

otro, indistintamentaBajo el supuesto de que se cumplen eeas f‘eneién de la siguiente manera (Pig. 5.9.1).
condicionees en todoe loe puntoes de.una regién,6 gerd poesible B
ent oncee representar a esa regién en diferentes w. By

¢
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44 )
¥ % i
4 2 4’
-] I - % T - —7_’
(a) (e)
Fig. 5.9.1
Pep, UP, U P,
P, { (xoy)/y=0 ; 0¢x 5 5}

p2 { (x.y)/xzo ¥2=25 3.X,5 > 0‘
r, | (xs3)/x=0 3

Ahora debemos expresar al conjunto "Pl" en té7 inos de f,e:

O<y ¢ 5}

¥=0= p een C}
Puesto que "P" no puede ser nulo:

en @ = 0 == 8 = 0
Adends:

0<x=Pcoco=f>=0f>0

5§x=fcoeo=f=of45

Entonces

r{Cpao = 0s 0cp <3}

5.3

Eo nos cuesta ahora trabajo identificar a este conjunto de pul

tos como el segmento del eje "p " que se muectra con linea

gruesa en 1la figura 5.9.1.(b),

Anélogamente:
2
X = chosze
2 2

y = sen O
77
Fryte pia2s = p=5i xy>0=30<8 .~
Con lo que podemos identificar este segmeirto en la figura 5.

v.71

-

9_1,{13}

7

| x=0= pcos ® ; cos 8 =0 = 03—~

N
A,

. 0<y £5 =0<f

origen. Para este punto, p =0, es decir, el eje "O",
atarse de un punto singular, el origen no mapea en este
omo un solo punto, sino como un conjunto de puntos, La
B, Ya mapeada, queda representada en la figura 5.9.2. =
‘ Yuedes observar Que esta regién es mu-~
cho ufs f4cil de manejar en el sistema

polar, ya Que
7
R{(p.0)/0O2p €5 ;068 <« =)

= es una regifén rectangular, con limites

[
Pig. 5.9.2 constantes,

eras con simbologfa de conjuntos, aunque esto ayuda mu-
8 la comprensgién del proceso; se pueden menejar simplemen

ag ecuaciones, como veremos en el siguiente ejemplo.

la regién de la figura 5.9.3 en un sistema curvilinmeo

ecuaciones de transformacién son:

x2

= Y = —

PY=x Y

2
v i

f'sx z

Solucidn:
(a:z) ¥ .
-

Las derivadas son discontinuas en los
ejes, pero estos puntos no pertenecen

‘regién. Bl jacobiano de transformacién:

V.72

e luego, no es estrictamente indispensable manejar las =
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auEoly o
T, A b 4 2
J(x,y 2 y
2D L5
x2

= 3::{](‘Et¥- 2 —l_
~2¥.
x

y el mapeo ser4 punto a punto en toda la regién,

Las fronteras eon:

* La pardbola ysxz: xz/y =
* La parédbola yzzx: yz/x =
» La pardbola 8y=12: xZ/y Y
* La recta y=a : lea. =

L4

-

bﬂ L=!
Fig. 5.9.4

Kjallplo 5.9.3.

Bncontrar una transformacién
moatrada en 1a figura $.9.5,

!ig. 5!9'5

1=2 u=}
1= v=l1l
8= u=86

recta paralela al eje "y

¥Yecta paralela al eje "y~

recta paralela al eje "v»
2

u-ga/x=yv

2 \ 4
a a
T T <t :
al
2 3
: 22U = u= _aé_ curva aeint§

v

tica a 108 ejes u,v
Al representar gréficamente todas
estas curvas, obtendremos la re-
&6n de la figura 5.9.4, que ana-~
liticamente expresamos:

’3
R'{(u,v)/léuéB;lév.'z -%}

que permita el mapeo de la regién
como regién rectangular.
Solucidn:

Sea la transformacién

T

v=xy
Sue derivadas parciales son conti-

nuas y su jacobiano de trensformé-
cién:
v.73

3 %0

Ite esta transformacién, tenemos:

1:2- ’zx 1 =9 u=1 recta paralela eje
xy = 1 —» v=1 recta paralela eje

xz- yzn 2 =9 u=2 recta paralela eje
Xy = 2 =5 v=2 recta paralela eje

Como puede verse en 1la figura 5.9.6

e wor' R‘{ (u,v)/16us2 ; 1€ve2]

o 2 5.9
u,v ) o = 2x% 2y # 0 excepto en O £ R

- nir les ecuacionee de las fronteres en el eistema original

anaformarlas al nuevo sistema y dibujarlas en é1

o3 inir loe puntoe singulares, en S caBo, J manejarlos adecus|:

inir anal{ticamente la regién mapeada

.2.- Cambio de Variable en Integral Doble

08 que 1a solucién del ejemplo (5.8.2) ee volvfa laborioss
I

6 a que tanto la regién como su frontera no se prestaban

.:'xejarse en coordenadas cartesianes. Vimos ademfs en el ejem

(5.9.1), cémo la regién de referencia se podia representar

rDa sumamente sengilla en el sistema polarT. Bntoncea inten-—

e integrar en este sistema.
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L/

S ap)en

455(:202)&: dy=4‘” fzdf de = 4-.S
R

72 445 ool 172
=45 01/3[/: ]ode-%[e‘]o'%@ﬂ"%ﬂr

El resultado obtenido no coincide con el Correcto, lo Que quie

re decir que no podemos cambiar una integral doble de un aiste
ma coordenado a otro, nada més asf como asf, Veamos la manera
de hacerlo correctamente.

y 'Vﬁi
o
/

ble

jgf(x.y)dx &)
R

c

Yy sea la transfor-

= «“ macibn

x=x(u,v)
5.9.2.1

Pis. 5.9-7
y=ylu,v)
las parciales sean continuas Y qQue el Jjacobiano

J(‘H‘))o

tal que

En tales circunstancias, sabemos que el mapeo es biunfvoco, por

lo que exiptirén

PRE ) ] 5.9.2.2

vav(x,y)
¥ la re8én "R", asf como la curva "C" de la figura 5.9.7 mapea
rén como R' y v , respectivamente,

Hegamos "Q" tal que %2 = 2(x,¥); entonces

ng(x,Y)dx Ay ﬁ .§.§ 5 dy
R R

509+2.3

Sea la integral do

aplacar el teorema de Green:

-dxd:=§QﬂJ' 5.9.2.4

§§33

c

x=g(t)
y=h(t)

IA 9.2.2), C' tendrd ecuaciones paramétricas también en téxr
I‘» ngn . que serfa la variable de integracién. Inversamen-
-'definimos las ecuaciones paramétricas de C°, quedardn de
= 148 de "C" en el mismo pardmetro, En pocas p.labras, da&
o integrar sobre "C" que sobre C' Yy s86lo habr:. que poner

. en términos de la nueva variable.

(22X 4 2y dv
dy = (54 3¢ * 3 at) 9
2y _du é! dv
éaay @Qlau = [t Sy Tt 5.942.5

a larar que esta expresifén es enteremente cierta porque he

upuesto positivo el Jjacobiano de transformacién; si esto

tomarfamos el valor absoluto,

ces, llevando {5.9.2.5) & (5.9.2.4):

dv. 2x 21
ax ay =§ Q(a X dt + 'aJvdt 2% )q¢ -53(0 Si)due(Q Sy

c’ ce 5.9.2.6

. podemos aplicar nueYamente el teorema de Green, para -
ormar nuestra Gltima integrnl en circuito, en una inte-
doble, Nota que hay una expresibén afectada por "dv"; esta

g16n debemos derivarla parcialmente con respecto a "u” y

V.76
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restarl i
rle la derivada parcial, con respecto a "v*, de la expre-

eién afectads por “du",

av 2w 2V 2V

L]
c R* Bl
0 e g |

§@2hau + @ Fhav - Sg[-a—(q 2y - 2 f—ﬁ)} a2 8

Efectuemoe las operaciones indicadas:

¥ R 2vdu 2V gu
2 2y 2
==-(q L Ll..?..ﬁ.!.x-).ﬂlx
T A EA e W i 5.9.2.8
Ahora, puesto que "Q" ee funcidn de "u" y "v" a través de lae
intermediarias "x", "y': L
29 £82x 2492y 2 2
2u 2xou'J2yu 'BLE"%J;_%‘”*‘E%
282y _292x2y 282y2
duav iSOV Syha e

Bntonces, llevando (5.9.2.9) a (5.9.2.8) y (5.8.2,7):

23 2
§ (Q 2 u)d“ +1Q a_%Jd‘F uj'['g-g J(—::%—-)du av
[ R*

Finalmente, ei llevamoe eeta expreeién a (5.9.2.3), teniendo em

cuenta (5.9.2.6):
- SS fix,y)dx dy = jjf[ x(u.\'),.‘l(u.v!] J \-i-’-!—)du dv
R Jog é

Valor.abeoluto.. Lo expreeado arriba ee correcto porque eetamos
suponiendo el jacobiano poeitiwo. V.77

5.9.2.10
(#)El orden de la resta es irrelevante, porque al final ee toma €l

Sefl

s ver por Qqué la integracién hecha al inicio de es-

5 NO dio el resultado correcto: no tomamoe en cuenta el

de transformacidn, que ee lo que permite hacer el cam
Intentemoe nuevamente,

_cosrdenadas ea una integral doble.

J‘x,e”'f’ T

A /2 ?
R | R
R 0% 9

5

=k 3 o-:—[f’4]0n

i Tye -
N = 4jI(:2+ }'3161 dy = 025[6] = 5'2%1
0

R
=1, esturemos Culculando un érea; en tal caso:

ki |
A SS ax dy =55](—-’&:£—)du av 5,9.2.12
R

i R*
i} teorema fundamental del CAlculo podemos eecribir también:

X
AL J' (_,_J:_%_) du dv 9.9.2.12

2 5.9.4
lar el Area de la regisn moetrada en la figuwre 5.9.3, 8i

H8n quedd dcreada en la figura $.9,4 ¥ el Jocobisno cal-

en ol ejemplo 5.9.2. Entonces, de acueedo con (5.9.2.11):

I W
4 ax ay =SRS'—]3=- du av = —2- S i{j } :V}du . —%—jj(rg- - lldu
e Il v e
1 v.78



Ejemplo 5.9.5.

- 2
Calcular el volumen bajo el paraboloide zsxz# Y Y sobre la

regién mostrada en la figura 5.9.5.

Solucién:

La regién mapeada en la figura 5.9.6 y el Jacobiano calcula~
do en el ejemplo 5.9.3. Entonces, apliguemos (5.9.2.10).

i du dv = ;Sj‘du dv

V=€Y (xzo yz)dx dy =Sg(x2+ y2)
3 2(x2+32) ¢

R R* R*

Va=1l/2

Ejemplo 5.9.0

Culcular el volumen comprendido entre el paraboloide a=x2+¥2-

el plano z=5 y limitado por el cilindro de generatriz parale~
la al eje “z", cuya interseccifn con el plano xy es la regifn

de 1la figure 5.9.5.
Solucién:

81 volumen pedido se representa en
la figura 5.9.8. Puesto Que se trata
de un volumen sobre la superficie,
tendremos Gue calcularlo por diferen
cia entre el volumen del cilindro y
el volumen bajo la superficie, ya =~
calculado en el ejemplo 5.9.5.

Fig. 5 9-8

El volumen del cilindro lo calculuremos como el frea de la ba

se por la altura, que es 5; detemos conocer el &rea de la ba-

N
R* 4

R

80,

du dv

Betua vez no podemos simplificar el valor del jacobiano, por

v.79

i} 5 senh'.l
A

‘jei, 81 se hacen las sustituciones, llegamos a:

0 Que tendremos que ponerlo en térzinoe de uyv.

2
U=x"- y2

v
VN g T T g

An&logamente; 2 us u2+4v

[

\ x +j =3 JL2+4V

1 -

ol du dv av

b Asjj du dv =j§ = ‘S {S du
A 2(x2*y2) ;u! - 4v! 1 14- u!-u-iw!}

‘Ahora, integrando por partes:

du = u senh- 54

£l

a
= + a senh
u

ele
+
(2]

A= - (3 genh 12 - genh” 4 + 6senh-l l - 4 genh ol =4sonll

3

A= 0.304

" Por consiguiente, el volumen del cilindro vale:

Vc =5 x0.304 = 1.52 y el volumen pedido:

V-=1,5 =0,5=1.02

v.8o
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5.9.9

Pig, Pig. 5.9,10

Ejemplo 5.9.7

July y Pedro heredan a partes iguales un terrenc :ircular de
100 m de didmetro. Juan clava una estaca en el perimetro y
con una cuerda de 55 m amarra a su vaca y la deja pastar, re
dro reclame que su vaca le ectd invadiendo; pero Juan argu-
menta Que su vaca no elcanza a comerse la mitad del pasto.

¢Suién tiene razén?
Solucién;

Juan tendré razén si el 4rea “A", sombreada en la figura
5.2.9, no es mayor 4ue la mitad del terreno; es decir ei
¢ 25007

2

A

Vazce a calculaer esa Area sombreada; aprovechando la eime-

trfa, ctlculewos el 4reu sombreada "LB" arriba del eje "x'3
tefle e
R

Como la regién es dificil de manipularse en coordenadas car-
tesisnas, la transformaremos a coordenades polares. lLas frog

terae son:

v.81

! 5.9
iy y20 = 6=0
sunferencia 25+ y2=

55° =3 (=255
erencia x24 Yy - 200x = O

x4 }'25 PZ
-100x = -100p cos ©

x2+y2-100x= Pz-lf)oto cos 6O =f (f =100cos 8)=0

- — = 100 coe O
—— f 20
ag curvas estén dibujadas en la figura 5.9.10.,

inemos 1S aunque aparentemente es mfa fécil defi-
.I gién en “F ", porQue la podemos definir con una so-
8idn, ello implicaria integrar un "ang cos". En con-
', definamos la regién en "8", para lo cual debere-
rar el puanto "P" de interseccién:
. pess

=100 cos O =3 55z100 cos © ; cos 9=0,55
8=56.63"= 0.9884 = ¥(55,0.9884)

' ‘:n'-ni U R) R} {(r 9)/0 8 £ 0.9884;0 ¢ p £ 55}
7

RS {( r.e)/0.9884s<)e ,osf 4100 coe e}

‘ T-‘“f,ﬂf,aa +Urdfae

0. 9884

R 0.9884
deaj {g pé r}de.ﬁi—x = 1495 n?
. 0 ()
/2 1 (100 cos e L7100 cos © Mo t
_S lS r F de = JP ] dé = 5000\ cos 8 48
Y0.9884 0 0,9884
Y2 '7" 2
__25005 48 + 2500\ coe 26 d8 = 412 a’
0,9884 0.9884
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Ag= 1495 + 412 = 1907 o
A= 2am 3818 0® < 3229—': - 3927 m?
=2 Juan tiene ruzén.

Abhors, como ejercicio, dinoe de qué largo debid haber esco-~

gido la cuerda Juan pera que su vaca pudiera oomer exactamen

te la mitad del pasto.
Bjemplo 5.9.8

El graficador de banda del liamfgrafo de wme estacién hidro-
métrica nos proporciona la grffica de la figura 5.9.11, du-
rante une avenida. la ecusoibn de la curva es 4x2-33x+8y-8=0
(x,y, en cm). Se sabe que el gasto base del 1fo varfo segln
la ley x-8y+8=0 (x.y. en cm). Si cada centfmetro del ejerny"
equivale a 20 m /a y cada centfmetro del eje "x" equivale a
1 hora.;Cufl fue el Zaeto en exceso escurrido durante la ave
nida?

Soluciény

N El gasto base es el caudal

a’ A

que escurre por \m rfo, inde
i pendientemente de la precipt
\ tacién directa. Rl gasto en
exceso es la diferencia en-

tre el gasto total y el gas-

to base. Ahora bien, sabemos

S

que

Fem =

Pig. 5.9.11 Q=

dv

dt
Por consiguiente, el volumen se obtieme integrando el gasto
0, 1o que es 1o mismo, obteniendo el A4rea bajo una curva que
resultarfa muy parecida a la de la figura 5.9.11; pero donde

los ejes fueran Q,t. Ademés, como noe piden el volumen en

exceso, habrfa que restar el firea bajo l@ curva del gmseto
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Eaf =

s 5.9

1
zeddndonos un érea como la mostrada en la figura

sl.-

) eferida a los ejes ya mencionados. Estamos nuevamen

n cambio de coordenadast

% 3600 0
600 (2)x 2.9,
3 J( X,y v
= 20 {’;ﬁg): g cr
= 72000 m>/cm’

i

v SS T )ax ay = 72000 §§ ax ay
i R

2
] by x
o e x e 8 s s e LY
gese +%1x+1
dy
2

,_ Ly
\ A :72000 S { j
.I : 0 +

|

32
dx = 72000 | (- 3~ « 4x)dx

NIN

coim

'V 3°072,000 o>
B

. Adrea de una Superficie Alabeada

el diccionario, al referirnos a una superficie alabeada mos
I' ‘refiriendo a una superfigie que no queda en un plane.

cordamos nuestro problema 5.0.1, supongamog que ahora
eresa obtener el Area de la superficie alabeada des-

_en ese problema y que representamos en la figura 5.10.1.

Evidentemente, el &-

rea de esa superfi-
cie seréd mayor que -
la de la base, 0 Bea,
mayor que

lohx 5= e

50 cm

e |\'/ -

Fig. 5.10.1
- V.84



Para estimarla, necesitarfumos que esa superficie fuese pla-

(»

na, lo cual no podremos lograrlo );pero s{ podemos cons-

truir un poliedro que se aproxime a la superficie. Dividamos
primeramente nuestra regién “R" en cuatro subregiones; esgco-
jamos un punto (p.ej. el punto medio) en cada eubregidn y

llevémoslo a la superficie; por ese punto construimos el pla
no tangente y obtenemos un poliedro; por ese punto construi-
mos el plano tangente y obtenemos un poliedro como el que se

muestra en la figura 5.10.2.

,,'& ;,./,4’
e
e e el s |

Ahora bien, si ob-
servamos esta figu

ra, nos damos cuen

ta de que el £rea

de cada subregién

viene a ser la pro

yeccién del £rea
del plano corres-

Pig. 5.10.2
ra calcular &sta dltime, tendriemos que conocer cu&i es la

pondiente; pero pa

inclinacién de cada superficie. Si recordamos nuestros cono-
cimientos de Geometria Analitica en el espacio, asf{ como lo
qQue vimos en el Capitulo Dos, la inclinacién de un plano la
podemos conocer si conocemos la normel al mismo. Si la super
ficie est4 expresada como z=f(x,y), el vector normal seréd

a (%o ;_;v '1)
Si aislamos uno de los prismoides, tendremos: (Pig. 5.10,3)

(% )S61lo se puede lograr si la superficie es desarrollable.
¢Has desforrado una pelota de beisbol? Hazlo y notarés

Que es imposible que las partes del forro se aplanen.

v.85

S.10

Breson de wﬁrﬁﬂ?
Consiseraaa plara
Cuya drea #s A5

Ry cuya drea
o5 A;

Pig. 5.10.3

Para obtener la proyeccién de 4 S1 en R, tenemos, si llama-

b
mos " " al éngulo que forma "n" con la vertical:
A,
i
A;=48,coe i A8 ooy

Pero adem&s sabemos que

=1

Tt

COBX = '-"_L_— - = |
l”‘l f(—f?){ (—§)z+ 1

5.10

cosd = - =
P 2
J[_B__z_) ¥ (..?_.%J ks
J2x 2y

Bntonces, con relacifn a nuestro problema, podemos formar la
siguiente tabla; recordemos Que z-x2+ y2 3 g——:- = 2x3 %—; a 2y

Punto (cm) la] A
ADOK x y 5 A B c IEI Icou)‘l _co:#

-Asi

12,5]| 2.5 | 1.25 |2.795| 5 |2.5 | -1 | 5.67 | 0.1763] 7O.
12,5 2.5 | 3.75 |4.506 | 5 |7.5 | -1 | 9.06| 0.1103] 113.
12,5 7.5 | 3.75 |8.385 |15 |15 | -1]16.80 | 0,059 | 211.

12.5 705 1025 7.60 15 205 -1 15.21 00065 1920

)

32

86

30

Stotnl = 588.

Es claro Que & medida que disminuyamos el tamafio de las Ri'
aumentaremos la precisifén:de nuestra estimacién y ésta serd
mAs precisa a medida que el &rea de las "ni" tienda a cero;
o sea, estamos nuevamente en el caso de tener que realizar
una suma de Areas cuando el Area de cada una tiende a cero

V.86
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{o la notme de cada celda tiende a cero).

En general, si s«f(x,y) es una funcién Que nos define una g,
pérficie locuizad:
sobre una regién"pn
del plsno xy, el -
érea de esa porcigp

de superficie la PO

demos obtener de 1a

siguiente formag

Dividamos "R" en -

*n" pubregiones de
A érea "A A", como
se Ve en la Figura

?ig. 5.10.4 5.10.4

Para calcular el &rea de la superficie alabeada podemos su-
mar las antiproyecciones de las "n" aubregiones en los co-
rrespondientes planos tangentes a la superficie y llamir -
"8 Si" al érea de la superficie qQue estd sobre la iésima sud
regién. Coma hay "a"™ subregiones, la suma

Z As,

i=1
es una aproximacifén a la medida “S"” de la porcién de superfi
cie bustada,

Parw calcular A Si, consideremos la figura 5.10.5. Conoce-~
mos “AAi“ y a partir de e~
ASi 11a podemos conocer "Asi":
18 fnico que necesitamos b8~
cer es antiproyeotar "AA;"
en "AS;"y lo cual logzare-
mos 8i conocemos el &ngulo -

L

AAi !'i.g- 5.10.5
v.87

forman entre s{ ambas superficies.

es la normal a A S;+ ésta estard formando wn 4ngulo
con respecto al eje "z"” o, si consideramos vectores, -

respecto a "k"; entonces:

bA= 4 5 coe g
i 5.10.0.1

ector n, ei recordamos lo vieto en el Capitulo Dos, lo
emos obtener con las derivadas parciales de la funcifn en

to, o sea

- 2z,2s
2% y"'l}

- 4 -1

‘EI ’y.a 'a—!)-l-l |

5:10.0.2

a sustituimos (5.10.0.2) en (5.10.0.1), teniendo en cuen
‘ademds, que A= A Ay,

2
As,= Y125 . (22 ;+1 bx A3,

sumar todas éstas 4&reas

5
ZAS—/L ( )¢1 Ax Ay, 5.10.0.3
i=1 e x

)enemos la suma de Riemann mostrada, Si todas las sumas de
B tipo qQue podamos formar convergen cuando la norma de la
tiende a cero, se dice que la superficie es SUAVE ¥y que

 érea vale el némero al cual convergen las sumas {5,10.0.3)

5.10.0.4

s-j_wa‘;us( )+1 dx dy

v.88
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que es la expresién Qque nos permitir4 calcular el 4rea de 1a

superficie alabeada.

Eata férmula la hacemos extensiva a regianes cualesquiera mg

diante las definiciones (5.5.1) y (5.5.2).
Ejemplo 5.,10.1.

= 16 LY
mitada por los planos x=0, x=3, y=0, y=3. (Pig&. 5.10.6).

Calcular el drea de la superficie del.cilindro x2+ z

Solucién:

Text-/6 Podemoe empezar por definir "R™

R‘tx.y)/oéxész 06y£3}

Ahoras
] R x
a5 ;16-:(

2 2
Pig. 5.10.6 L T
2 x 16-x2
2
Q2
(ay)' 0
3k 1_6_-:.
L 6 - x
2 2
2z 22 - —16
(ax)*(zy)"l_ A

s-ﬁH - @S {S ?1::}-] ay = 4 S:ang een § ay

3
S= 3.3925 dy = 10.18
1

' Areas de Superficie Alabeada en Coordenadas Curvilineas
=

, inciso 3.6.1 vimos Que una superficie siempre podria ex

e por medio de su ecuacién vectorial.

=x(u,v)i + y(u,v)j + z{u,v)k 5.11.0.1

1o que es lo mismo, mediante sue ecuaciones paramétricas:

_x=x{u,v)

y=y(u,v)

z=z(u,v)

poe ademéds que, bajo clertas condicionee, esta representa-
én implicaba un. mapeo punto a punto en el plano uv, con lo
'2- ana porcién cualquiera de la superficie, se podr4 mapear

om0 una reglén en el plano uv.

gmplo 5.11.1

i1
Dibujar, en el plano lf, 8, la porcién de superficie de la es-
era x2+ y2+ 22- 25, comprendida entre laa interseccicnes de
iicha esfera con el cilindro x2+ y2— 5y=0 y con el plano yz
I

er figura 3.6.16).

Solucién: E

La primera curva de interseccién la
representamos ye en el ejemplo 3.6.4.
Para representar la segunda, actuamos

@ de manera anédloga.

Pig. 5.11.1 Apliquemos las ecusciones de transfor

‘macién al plano ys:
x=0= 5 senlf coa €

" Pueato que senlf £ O:

208 8 = 0 =3 6 = 7T/2 recta paralela eje "q "
Noe ialta una curva para cerrar la regién; pero la frontera

V.90
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\

de la porcién de superficie analizada comprende al polo de 1g
esfera, que ya vimos (Bjemplo 3.6.3) Qque es un punto singular,
donde
g=0
Ae{ pues, la regién pedida (Fig. 5.11.1) se define analftica-

mente;

eje €

ni{w,e)/oéesﬂ/zgosqse}

Anora blen gqué utilidad tiene esto en el cslculo de 4reas de

superficies alabeadas? Respondamos encontrando el &rea de la

porcién de superficie descrita en el ejemplo 5.1l.1.
Ejemplo 5.11.2.

Calcular el é4rea de la porcién de la superficie de esfera deg

crita en el ejemplo 5.11.1.
Soluceibny

Desde luego se nota qQue si queremos emplear la ecuacién -
(5.10.0.4), tendrfamos que integrar en una regién semicircu-
lar, Que ya hemos vieto que resulta muy diffcil de manejar.
En cambio, la regién que acabamos de definir es muy sencills;
integremos entonces en ella, pero no olvidemos el jacobiano

de transformecién.

%
S= I_Y J(i—i)% (g—;)2. 1. dx dy
R

Abhora

J G = 25 senYcosy  (ver ejemplo 3.6.3)

Por otra perte z = f25 - 12- y2

V.91

B

S A
ax

2 3 8 2
ih's_x!_, ,!' 25-x =¥
2 2
T : ‘1—1) -—-—L‘—z 2
25-x" = ¥ il 29=% =¥
5 2 2
1 R 7 2
25-x" -y

2

2 2
z 2z SR
G2 5y 25-x°- 3°

esta cantidsd en términos de las variables de inte-

Tr
S§25 sencosf sclgdqde - 255 :7{5 Zsen $ dq}dﬂ
B’ 192
25 S (1-coe
0

eneral, pi depeamos calcular el 4rea de uns poroién de

superficis (5.11.0.1) Que mapea en el plano uv coso B*

o) a8 = 25(-F- - 1)

e —
——————ee

ze 5.11.2) ,baremos:

Pig. 501]--2

2 - R
X,¥ 3 2z
S= SS 3 (=S 4(3?’ i
B' V.92

du dv



Recordemoe que ya hemos denominado

JE- sk

\

podemos introducir este Jjacobiano al radical y obtener

2
2,32 2
c(——ayhc du dv

s - /g
k

Ahora

you ov
2z 2z2x 2z 2 d >z 9 2z dy. D
o 2=2 Shal VY 23Z X TR Ci
D7 % (ax%" TS ul o ()xav 2}'5_%)5%
2z _2z22y 222 Z
B A uay OV u=J(—u:\;L')=—A
Andlogamente:
32 Z,X
ESy =J oy =B
Aef
s=ng +B»02 du dv 5.11.0.2
Rl
o bien, si recordamos el ejemplo 3.6.10:
s )] o - ¥
- BG - P du dv 5.11.0.3

donde, como ee apienta en el citado ejemplo:
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2 ; o 5.1

(5.11:0,2) ¥ (5.11.0.3).

253,

el 4rea sobre la superficie de la esfera de radic
indida entre los meridianos 6=61 ,6=62 ¥ los ba-
‘“1 » l”qa'

gién de referencia mapea como se ve ea la fifura =

.g;{(q.s)/;’oleq 5(}2 ; 9f 0« 925

Ahora, al resol-
ver el ejercicio
Gue te acabamos

de indicar obtu-

1 —‘;, viste

fEG-Pz= a.aucn B

5-11-3

Pig.

%

senlp du} e= a2tcmql-cosl} 2)| aa
1" 4 9y

n;oa calculay el 4rea de la semiesfera:
=0 , Y= sz , 0,=0 , ©,=2T

resultado que ya conociamos.

1-0)(2T-0) = 2Ta®

V.94



Como ejercicio, utiliza el resltay,

de "q" como en términos de "h",

Pig. 5.11.4

Bjemplo 5.11.4.

Calcula.r el drea del cilindro x’+ 22a a’, limitada por el cj

lindro y + 22= az.

Solucién;
xa"a

presenta la octava parte

de la interseccién.

e y o
El 4rea total del cilindro

entre los planos x=a, x=-8§,

— a —

vale

TLEpp e Sl= 2T a«2a = 41Ta2

Para obtener el 4rea pedida debewos restar a "Sl" ocho veces

el drea de la porcién sombreada, que es lo que Queda fuers
de la interseccién.

El cilindro tiene por ecuacién vectorial:

rzacos®i+uj+asendk
Las fronteras son las intersecciones con las superficies

x=0

y=a
B S

las cucles mapeuan en el plano Yu como se ve a continuaciém
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obtenido para calcular el 4rea del cag
quete esférico de la \figura 5.11.4, g
niendo el resultzdo, tanto en ténu,no!

En la figura 5.11.5 ee re-

x=0= a cos O cos @ =0 o=T/2
¥=a=u

y2+zz= 32= u2+ azsenze

u2= az- azsenze = a2c0529

& =» u=a cos ©
B* { (8,u)/040% 1772 ; acos e<us a}

(Pig. 5.11.6)

3
2 -1=E

s

-a sen 0 i + a coe © k 3 -3—) = g sen °+a2°0529“2=6

. 2F
aeaO:P
7}2 a
o= EIJE ¢l -0 dude = J {J du}de
0] a cos 6
"1, |
=8a5 {a - a cos 8) anBaz(-zz'-l) -4?Ta2- ba2
0

V.96



3 5.12
£ ;
5.12 Integral triple en qoordenadas carteeianas, b

5.12.1 Introduccién.
Viete,cuando estudiaste C.D.I.,Que la integzrsl & lla reeol-
via,entre otros,el problema del érea bajo la curva;acabamos de
ver que la integral doble resuelve,entre otros,sl problema g4
volumen bajo una euperficie.iBr que nos podrd ayudar entoncee
la integreal triple?

Veemos nuestros conocimientos anteriores desde un punto de vwia-

3

ta més generali:en la integral eencilla,tomamos limite de una

suma de Areag rectiangulares;cada una de esae Areas se obtiene

multiplicando el valor de la funcién Jue representa la curva

en w1 punto,por la amplitud de un intervalo variable indepea-

punto cualquiera dentro de la

q
\ -
diente,intervalo dentro del cuel se encuentra el punto. 11\, ) \
\
(Ver figura 5.12.1) ' i abs
En la integral doble,tomamoe ¢l s o7 TR FAlia ialae ‘[s X
S 1fmite de una suma de volumenes \T--_-— —_——— -'I--- 1y 2;:
)
\ IR .
Pd’# priemAticos Y cada uno de esos A | \1\ W w
i : voldmenes ee calcula multiplican~ \\ ' {ie K 7
! e 2 7 Y
P! do el valor .de 1la funcién,en un ey '! ) I
\ .
Vo
1]
1]t
1

base del prisama,por el 4rea de

HY

VPig.5.12.l esa base.(Ver figura 5.12.2)
Entonces en forma eimiler en ls
integral triple tendremos que tomar un lfmite de productoe,cads
uno de loe cuales formadoe como eigue:el valor de una funcién,
ahore de tres variablee,tomada en un punto del eepacio,dentro
de un priema,por el volumen de eee priema,que seri el producto
de los incrementos de las tree variables.(Ver figura 5.12.3)
Ahora la funcién,por ser tree variablee,no es susceptible de

representarse geométﬁcapente;pem nosotroe sabemoe Que una
funcién de tree variables tiene dietintae interpretacionee £t~
8icas,como la que vamos a ver en el eigniente problema,
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ALY 4

A

-

:' z
5.12.2 Problema e
Bn un bdloque de roca,extrafido de una m na,la goncentracién ge (L'.L'.._- { b_.,l
b - - — n
\ =

r—-l
)

metal obedece a la ley C = 3X + 2Y + 2 donde "CX eeté en mg/qy
8i X,Y,Z estén en dm.El bloQue de roca mide 2m de largo por

-

L caig
] -

: e Tl
I LASH B /'_‘J?"t‘:}"" ax

FIGURA ©6.12.3

Wl.z:

1.5 m de ancho por 1lm de alto.;Qué cantidad de metal hay en

i
ot ] : || |
!

ese bloque?
Discusibnh.-El peso del metal que se pregunta se obtiene como
producto de la concentracién por el volumen;pero la concentrae.

cién no es constante sino que estd dada por una funcibn de tpes

variables.Como una primera aproximacién podemos dividir nues-

tro bloque de roca en prismas de 1.0x0,75x0.5m,por ejemplo y

valuar en cada uno de ellos la concentracién.Serd una aproxi-

macién,por que dentro de cada uno de estos prismas la concentra

¢ién no es conetante;as{,por ejemplo,si aislamos el primer pris 1,2,2) L2 Z{dp: & -'3'\

ma(figura 5.12.4)en cada uno de los vértices tendremos concen- ) \/ X (dm)

traciones de 0,30,45,15,5,35,50,20 mg/dms,por lo que,si escoge- (nz,2] tane o X

mos algunos de estos puntos como revresentativo del cubito,po- \'l-‘“

dremos decir que en éste,hay 0,11.25,5.625,16.875,1.875,13.125, “\1‘\ /‘9

7.5,18.75 gr de metal y cualquiera de estas cantidades seri uns by | e | o

aproximacién a la cantidad real. i

Hagamos dos tanteoe:uno,considerando como representativo de ca- iy P

da prisma al punto wés cercano al origen y otro,considerando

eomo representativo del prisma el punto mis lejano al origen.

Primer tanteo.~Para sistematigar nuestros cdlculos,valuemos Z(dm)

primero loe contenidos de metal en todos los cubitos adyacentes

al ejJe X;después pasaremos a los que estidn junto a Setos,em c:8

la base y asf{ sucesivamente hasta cubrir toda la base.Pasare-

mos entonces al segundo eetrato y asf hasta terminar.rara dis- c=35 c=80

tinguir de qué prisma hablamos,denominémosle como sigue:al cu- c=0

bo adyacente al origen le llamaremos el (1,1,1);al que le sigle

en direccién longitudinal,le llamaremos el (2,1,1) para termi- c=30 il

nar con la primera hilera de prismas longitudinal;la hilera 7 xidm)

FIGURA 6. 12

e
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adyacente estar{ formada por los cubos (152,1) v (2,2,1),
Rl segundo estrato estari formado, anélogamente por los cubos
(1,1,2),(2,1,2) ete.

Segundo tanteo.-Te dejamos que,mediante una tzbla anfloga a
la (5.12.1) compruebes el resultado de 222\5£ totales de me_
tal.Loe resultados son dis{mbolos, como ya se esperaba; tanto
@hs porque ea el primer tanteo escogimos los guntos en que lg
concentracién es menor dentro de cada prisma mientras que, en
el segundo tanteo,escogimos los puntos en que la concentracién
es mayor,dentro de cada prisma.

Pto. repre | Caldxe2y+z Peso metal
Prisna | centativo (mq/ang) (ar)
(1] .1} {o, 0, o; 0 0
24191 10,0,10 30 11250
1021 0p7:5,0 15 5,625
2,251} ] (10,7.50 45 16,875
10902 0, 0, 5 o) 1,875
2.1 1 10,0y 5 35 13,125
152,2) | (0,7.5,5 20 74500
2,2,2 10.5,5 50 18,750
75,000

Tabla 5.12.4

Supbén que en este momento el profesor le dijera el grupo:
"Muchachos,cada quién va a resolver aproximadamente el proble
ma.uedan en libertad para dividir la roca en cubos y/o prie-
mes.También tienen libertsd para escoger el punto que quieran
dentro del prisma y la Gnica restriccién que van a respetar
ee que la mayor diagonsl de un prisma,no sobrepase 13.46(=
10%+ 7,5% 5%)dm.»

Lo @Ss probable es que hubiera tantos resultados como alumnos,
pues uno,harfa waa partiecién como la Que propusimos;otro la he
rf{a a base de pripmas de7x5x). dm ¥ aquel otro Wearfa prismas
de 1x7x5.Qvién esoogerfa en cada priesma al vértice mis Cerceno

al origen y quién sgeleccionarfa al més alejado,en tento que el
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' de mis ella escogerfa, ora el mis cercano, ora el mis ale-
ra un punto interior.

Z que tuvieramos reunidos todos los resultados disfimbolos,
arfamos una cosa curiosa: ninglin resultado serfa mayor de -
y ningGn resultado serfa menor a 75 gr (Por qué? Porque
pantener la restriccién de la mayor diagonal, tuvimos necesa
nte que, o bien respetar los prismas que habfamos formado o
artirlos. Para explicar mejor lo que queremos decir, supon
que en vez del prisma que hemos llamado (1,1,1), queremos -
un prisma de 11 x 7.5 x 1 (ver fig. 5.12.4.). Esto signi-
ykhe al prisma original lo hemos partido en dos partes que --
,emos Ay B. Volumen de B=75 dm®; volumen de A =300 dm°.

ra escojamos un punto dentro de A; seleccionamos el punto = -
1) donde la funcién adquiere el menor valor dentro de A, que
‘QIT mg/dm3. Asi, A contribuye a la nueva suma con 300 mg.

Al escoger un punto en B, esco
gemos el origen, donde C adquie
re el menor valor, que es de 0,
a la nueva suma. Entre ambas-
partes, A y B, contribuyen con
300 mg, que es mayor que la -~
contribucién anterior del pris
ma (1,1,1). Este razonamiento
lo podemos hacer a la inversa,
refiriéndonos al valor mayor -
de 1a funcibn y llegar a la --
conclusién de que la nueva con
tribuci6bn es menor que la anti
gua.

rapolando el mismo razonamiento a los demfis prismas, explicar

)s el porqué de ese curioso comportamiento de resultados. Siga-

uponiendo: ahora el profesor pide que se resuelva nuevamente

RJ?Oblema en forma aproximada; deja las mismas libertades que -
tes; pero la restriccién la hace ahora mfs severa: la mayor dia
}‘ no debe exceder de 1 dm. Nuevamente se obtendrfan tantos -
Sultados como alumnos; pero ahora observarfamos que la diferen-

entre el mayor y el menor serfa inferior a 150 gr, que es 1la
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5.

diferencia que obtuvimos antes. Al
. : . a pr°-~
piedad que tienen las funciones continuas consistente en que 1
y » d
valuarlos en dos puntos diferentes, estos valores serin tantg §
nas

(A que se debe esto?

parecidos cuanto m&s cerca estén los puntos entre s{ Como )

. . . os .
puntos donde la funcibn adquiere sus valores mayor y menoT deptr
de cada prisma estin separados por su diagomed y ahora ésta s )

e ..

acorto, es natural que todos los resultados se parezcan mis

Y que pasari si la diagonal se acortara cada vez m&s? Los resul
disfmbolos se parecieran cada vyez
mas; pero al parecerse cada vez m&s, quiere decir que se estén ..

aglutinando alrededor de un nGmero.

tados, aunque siguieran siendo

. Ese nimero es justamente el
que nos describe el peso del metal en la roca.

bC6m0 encontrar ese nGmero? 4s
m
adela"te. POI ahOIa te vamos a sugerir una que surge directamen
g ) g

te de la discusi6bn anterior: divide la roca en cubos de h xh xh

Hay varias maneras, que veremos

Escoge el punto m&s cercano al origen, dentro de cada cubo; valtGa
la funcibn ahf, multiplica por h® y suma (tendris que auxi{iar de
la Induccibn Matem&tica). Esta suma te debe dar 150 000-$000 h -
(?g). Al hacer que '"h" tienda a cero, esto es, al hacer que la -
diagonal tienda a cero, obtienes 150 000 mg = 150 gr que es el nfi-
mero que resuelve exactamente el problema.

5.12.3 Definiciones.

Cuando en el problema que acabamos de resolver, decidimos dividir
la roca en prismas, realizamos 1

o que formalmente se c =
ESTABLECER UNA RED. .. .
valuar el contenido de un cierto metal en la roca y quedamos €n -
que era evidente que, la precisi6én del c4lculo s6lo podfa dependeT

Esta operacibn ha hicimos con el objeto de -

del Famano de los prismas y no de sus dimensiones relativas; por-
lo m1%mo, siempre que queramos establecer una red, no tendremos -
restricciones de ese tipo. Las reales mostradas en la figura - -
(5.12.5) son igualmente v&lidas.

A cada uno de los prismas que resultan de la operacifn anterior -
se les denomina CELDAS DE RED. De todas ellas, habri una que ten
ga la mayor diagonal; a esta diagonal la llamaremos NORMA de la j
red y la representaremos con la letra griega "A"
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J'g establecimos en la roca, que matemiticamente puede defi

mo un conjunto conexo de puntos; esto es, una regi6n. Si
onjunto, podremos definirlo como tal; en nuestro caso:
eelo}

V{(x,‘d,zj /] osxs20; 044%i5, 0=
r&s: Conjunto V de puntos definidos --

lee, como tG recorda
0,20 , etc.

x,y,z), tales que x se encuentra en el intervalo

s recapitulando en lo que hicimos para resolver nuestro pro

ue tenfamos establecida la red, escogimos un pun

una vez q
ntraci6bn.

ada celda y en cada uno de éstos valuamos la conce

vale a aproximarnos a la funci6én mediante una escalonada,

qui
&s que ahora-

‘hiciste en la integral sencilla y doble, nada m

bdemos visualizar 1la escalera.

nica restricci6bn que debemos respetar en esta operacibn es --

punto se encuentre dentro de la celda, incluyendo sus fron
3s; vimos, recuerda, que el resultado final no debfa depender-
los puntos que escotiéramos. Una vez escogido el punto en <¢c&

celda y valuada la funci6én en €1, lo multiplicamos por el volu
de la celda; ntidad de

ital en cada celda.

esto nos di6 una aproximacibn de la ca

esta suna,
del tamafio de --
depende también

puntos se eligie

siguiente paso fue sumar todos los productos; que' s

Wna aproximaci6én a la cantidad total, depende
eldas; esto es, de 1a norma de la red; pero
6mo se seleccionaron los prismas y de culles

n cada celsa; sin embargo, vimos que las diferencias inheren

'p las distintas elecciones al respecto tendian a desaparecer-
dida que la norma de la red se hacfa mis pequefia, y que Tasls
s se aglutinaban alrededor de un nfimero que, €n el caso del -

plo, result6 ser 150 gr.

se dice que son TRIPLE--

funciones que tienen esta propiedad,
En este caso, di

INTEGRABLES en la regifn correspondiente.
=3x +2y +2 es triplemente integrable en V.
ito se le denomina -
En este ca

>s que la funcibn C
nfimero que resulte del procedimiento descr
_RAL TRIPLE de la funcibn, en la regi6n definida.
, 150 gr es la integral triple de la funci6n C en la regibn V y

taremos: /507r :fﬂv cdxdgcli
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almente, diremos:

'{nicién 5412 TS T dado ¢ >0, existeS:>0.tal que

dmp

1222 oS byl - TI<E cwand> 84§
B =) 1Y) )E k

k=1 )= L - i)

_ dice que 1la funcibn f(x,y,z) es integrable en la regi6n y que-
| nGmero "I es 12 integral triple de £(x,y,z) en tal regibn,

Is.[ﬁ, fex,2) dxdydt . - - (S.12.3.2)

ue existe entre 1a expre
de ahf que suele escri

a te diste cuenta de 1la gran semejanza q
}6n (5.12.3.1) y 1la definici6n de limite;

=Jf, 4(;:.?433413-5&%
e AES [l w0 bbbl
pvott i (5.42.3.3)

‘donde (7i,kj; gk) son las coordenadas del punto elegido en cada
‘celda; pero también te habras dado cuenta de que no se trata de -

un li{mite ordinario. En efecto, en el 1imite ordinario, el valor
depende exclusivamente del valor -

en la expresién (5.12.3.1)
s obtener una infi-

del término en valor absoluto,
en cambio,

mos que puede
ljor absoluto. De ahf que -

opiedades de los limites

que se asigne a la variable;

bara un Dismo valor de Ay ARV

nidad de valores para el término en va
‘no podemos usar simplemente todas las pT
“ordinarios; por ejemplo:
/. {.(x)g(x) -\ /I'm ,(Cx) //mscx)
’ M

x 20

Ddxdyde # ﬂLhﬂ,@)hﬂJ% Jﬁ dcx,9,2)dxdad?

diferencia, puedes utilizar la €xpre-
a abreviada de definir la integral -

x—=a
‘en cambio:

| 1]1 «F(Iﬂ, I,

 Si estés consciente de esta
si6n (5.12.3.3) como una form

triple.
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5.12.4 Existencia de 1la Integral Triple.

No todas las funciones tienen 1la propiedad de ser integrables en-
una regibn; por consiguiente, conviene puntualizar cuiles tienen
esa propiedad.

Cuando analizamos la funcién "C", vimos que su continuidad impli-
caba que era integrable.
nuas? Veimoslo:

iSeréin integrables las funciones conti-

Consideremos una regi6én prismitica cualquiera:
v {(z,'j,é)/ asx<é, cﬁusd) e« 2&{}

y la funcién f(x,y,z) continua en V. Establezcamos una red cual-
quiera en V, de norma "a".

Ahora recordemos el teorema Wierstrass que viste ya en Célculo Di
ferencial e Integral y volvimos a usar cuando estudiamos la inte-
gral doble; con este teorema en la mano podemos afirmar que hay -
un valor de la funcién dentro de la celda (i,j,k) que no es supe-
rado por algln otro dentro de la misma celda Y que llamamos Mijk.
Inversamente, afirmaremos que existe, dentro de esa celda otro va

lor, mijk que no supera a algGn otro dentro de la celda en cues--
ti6n,

Entonces, dentro de las infinitas posibilidades de escoger.un pun

to dentro de la celda (i,j,k), escojamos aquél en el cual el valor
de la funcibn es justamente Mijk y procedemos en forma anfloga en

todas las celdas. Al sumar, tendremos:

£

m

S:Z%Z 2 Hc_,-,‘ Azébﬁj '3 1 SR (5.12.4.1)
=t 2 ks

¢Qué pasar§ con esta suma si disminuimos la norma? Para hacerlo-

tendremos que dividir cuando menos una de las celdas; pero como -

esto lo tenemos que hacer con un plano, en realidad tendremos que

dividir toda una "pared" de celdas. (Fig. 5.12.6). Analicemos -

una de las celdas divididas (Fig.-5:12.6)

Llamemos Mijk al valor de la funcién que no es superado por otro-

dentro de la parte A y Mijk a su andlogo en la parte B.
Evidentemente:
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4 o
Si el volumen de A es AVijk y el volumen de B es AVijk entonces -
la celda (i,j,k) contribuird a la nueva suma con:

) A 8
A A 1] b_ 4 V. f”dkAvdjk
4! > Hey bxcbyj B
€ /{"‘ik (Avéjg +Avqx.) = Agk X

De esta manera, la contribucibn de cada celda a la suma "S" dismi
nuye (o en algln caso particular permanece igual) al ser partida;
asf{, podemos afirmar que, si disminuimos la norma de la red, la -
suma "S", formada como se explic6 anteriormente, disminuiré.
(Permanecers igual si f(x,y,z) = cte)

En forma inversa, con la red original de norma "A", podrfamos -
escoger los puntos mijk y formar la suma

2 5 by, REM e 0
5:22 -2 I"(.‘J‘ AILA'jJA?:g e
ezl j=it k=i
y podremos demostrar que, Si la norma disminuye, ''S" aumenta, o -

al menos queda igual.

Pero si "s'" aumenta y "S" disminuye, cuando disminuimos la norma-
i(Cabrfa la posibilidad de que ''S" se volviese mayor que "S" ¢ No
puesto que mijk nunca podrd ser mayor que Mijk. Por la.misma ra-
26n, cualquier suma que se intente, escogiendo puntos diferentes

de los indicados se encontrari forzosamente entre los valores de

nuge y g

Ahora bien, como decfamos hace poco,en toda funcién continua, dos
valores de ella, valuados en puntos diferentes, se parecen tanto-
més cuando m&s cercanos estén los puntos. Mijk y mijk son dos va
lores de la funcién f(x,y,z) valuados en dos puntos diferentes de
la misma celda; cuando la diagonal de ésta tiende a cero, ambos -
puntos tienden a acercarse, por lo que la diferencia entre ambos

valores tiende a desvanecerse. Matemiticamente expresamos esto:

Mijk - mijk < € > 0 cuando A<4§ 30 (5a812:34 .3)

Ahora, al restar miembro a miembro (5L 12. 4. 198 yii(5-12.4.2):

A
S-S :2%'2", z (Hc}k -"’t)'k)dxi AtjjAEh
=zt )t k=t
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y, al tomar en cuenta (5.12.4.3):
amd :
S...S < E‘_Z’f-'i 'Axg Aﬂjél‘k =€ V. J&(ﬂ gion

'T?da vez que el volumen de la regibn es finito, podremos hacer 1a
diferencia S-s tan pequefia como nosotros queramos Yy sin que se -
vuelva negativa; esto quiere decir que estdn convergieade—a un ng
mer? Y, Por consiguiente, todas las sumas intermedias; entonces.—
la integral triple existe Y contestamos afirmativamente la pregun
ta que inici6 la discusidn Y esto merece establecerse en el sigu;m
te. N

Teorema 5.12.1) Toda funci6bn continua es integrable en la regibn-

€en gque es continua.

Pero no solamente las funciones continuas son integrables; para -
discutir este aserto, veamos nuevamente el concepto de contenido

nulo en un conjunto de puntos. Este concepto lo vimos en el plano;
cuando discutfamos la integral doble; ahora la trasladaremos al -

espacio de 3 dimensiones.

Definici6bn 5.12.2) Dado €>0, si todos los puntos de un conjunto-
pueden quedar encerrados en un nGmero finito de prismas, cuyos vo
lGmenes sumen una cantidad < e, se dice que el conjunto de puntos
tiene un contenido de Jordan nulo, o simplemente contenido nulo.

Ya podrés visualizar que un nGmero cualquiera de puntos aislados-
en el espacio, con tal que sea finito, tiene contenidoc nulo; tam-
bién podr4s influir que la$ curvas rectificables tienen esta pro
piedad; pero lo mis interesante es que:

Teorema 5.12.2)} El conjunto de puntos que pertenecen a una super

ficie_suave tiene contenido nulo.

Corolario 5.12.1) E1 conjunto de puntos que pertenecen a un nGme
ro finito de superficies suaves, tienen contenido nulo.

La demostraci6bn de este teorema la puedes encontrar en el anexo
ESE125)
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i bien, volvamos al punto icuiles otras funciones, aparte -

j éoﬁtinuas, son integrables? Aquéllas que son acotadas y -
. puntos de discontinuidad formen un conjunto de contenido nu

o que formalmente enunciamos en el siguiente.

5.12.3) Si una funci6n f*x,y,z) es acotada en la regi6n
y{(x,g,g)/asz.e&,; csysed ) €< 2% f}

‘puntos de discontinuidad, dentro de la misma, forman un con

de contenido nulo, la funci6n f(x,y,z) es integrable en la

V.

tendiste bien la demostracién del teorema anflogo para inte-
doble, no te serd dificil entender la demostraci6n del pre--

teorema, que se encuentra en el anexo (5.12).

aplo 5.12.1 La funci6n f(x,y,z) =x* +y® +2z? es integrable en
egi6n V{(x,t},t) Jocxss; 0c4st, 2424 4]

e es continua en todo esa regi6n.

fsz-Zze'x’ W Es2
mplo 5.12.2) La funci6bn f(x,Y,z) -’ s 272
ées integrable en: F 5

Vftlfﬂ.t)/osxf.-z; 0eyseq; 0% 2ES

: La funci6n es discontinua en V; en efecto, supongamos -

P, 5, 29 &V r

£(3,3,2) =2
y también: Q(" 5/ 2.43) £ v: (570)

(13,240 =0

.
y el incremento:

Af=-2, No tiende a cero cuando §+0"

puntos de discontinuidad se agrupan en el plano z =2, que e€s

superficie suave ==y La funcibén f(x,7,z) es integrable en V.
mplo 5.12.3) La funcién f(x,y,z) =v¥25-x°-y*-z

integrable en

Vfse)/-6<xse;~eeqy26; -2ee] 7

V.10
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La funcibn no existe y por lo mismo es discontinua, fuera de 13-

4 {x9,2)/ xt+ytei<2s f < v

regibn

Los puntos de discontinuidad forman ahora una regi6n W que podemog
definir W = Vﬂl.l'c. V Yy una regién NO tiene contenido nulo en E?*

—¢> La funcibn NO es integrable en V,

(Imaginate una red sobre la regibfn V; considera la celda que con-
tiene al punto (6,6,6); tienes que escoger un punto dentro de esa
celda, escoge al indicado; ahora tienes que valuar la funcién
écufl es ese valor?.

en
ese punto

Cabe hacer una aclaraci6bn: la funcién

Flx,92) = |125-xt-9% 2 M (9,8 ed

[e) V' (1/312-) (3 W

S{ es integrable en V, porque ahora 'F' la hemos definido y hecho
continua en W; los puntos de discontinuidad est&n ahora exclusiva
mente en la esfera

x2+y?+2z2=25
que es una superficie suave; por consiguiente, el conjunto de pun
tos de discontinuidad tien€ ahora contenido nulo.

S.13 REDES EN UNA REGION DEL ESPACIO E?.

El concepto de red en una regi6n del espacio E* creemos que ha que
dado suficientemente aclarado con las ilustraciones hechas hasta

ahora; sin embargo, es conveniente formalizar el concepto.

Sea la regién v{(x,ry,z)/asxsb; esys<d; eszsfj

eje x serf el intervalo
; en tanto que sus proyecciones sobre los ejes y,z serén,

1:fc.d], 1,[e,f]

La proyeccién de esta regibn sobre el
1, {a,n]
respectivamente:

van

cuerda que en Cidlculo Diferencial e Integral, se define -
'partici6n" sobre un intervalo cerrado. Hagamos pues uso
concepto para establecer sendas redes o particiones en los
os [a,b], [c,d] y [e,fl , quedando asf definidos los pun-

2. 5.13.1)

o< z,<x,‘<.,,<x;<.‘._<x,,_.<x,\=b (5:313.'0101)
4o < y’<?2<...<g"~<,_‘<ym-'< 3’":(] (5.13.0.2)
<2, <2:<...<2q<...¢2, <z =f (5.13.0.3)

]

0Ss que, si por cada uno de los puntos definidos en las re--

3.13.0.1) y (5.13.0.2) trazamos rectas perpendiculares al
rrespondiente, se define una red sobre la regifn:

R{tx,yV/asx<h; esysd}c €°

lora, por cada uno de los puntos definidos segGn las redes -
,0.1), (5.13.0.2), (5.13.0.3) trazamos planos perpendicula--
‘eje respectivo, es decir, los planos de ecuaciones: X=X, ,

g4, ‘J, Y2s ,,,{z:z,,z:z&,.,.‘z.-;q_‘).z.-,zn,se dice que se

ablecido una red de la regibn V.

de decir que la red sobre V es la intersecci6n de las redes
los intervalos I,, I,, Is.

ultado es que la regi6n V ha quedado dividida en subregio--
forma prism&tica rectangular a las cuales se denomina cel-
red y se identifican segln el orden que ocupa el vértice -
As{ por ejem
r figura 5.13.2) la celda que tiene por vértices (a,c,e),
), (a,%.e), (%),8), (a.c.?), (%,c,2d, (3,y.2), (x,%,%); su
e mis alejado del origen es el Gltimo; x1, ocupa ¢l primer-
en la red (5.13.0.2); z, ocupa el primer lugar en la red --
En general,la celda

ejado del origen dentro de la red en cada eje.

0.3); asi a esta celda la llamamos V.
‘vértices son (ver nuevamente fig., 5.13.2); (ZL_l, 7J-|;zk4h
>J'-l/ z&-l)) (x£~l 19 2 )s (ti., 94/ zk.:); CZ"-;, §u-rs 'zg),

-0 Zx Dy sy, 9, 20)s (X0, g, ,3.) la Hamaremos Viyx.
olomen:

VLJK = (xt, _zé-,)(il' F gj_')(zx -,zk") = Ax‘, A ’J A'zk

V.12
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- 5.13
7\
= H“ gi6n 5.13.1 Se llama diimetro de la celda prismitica Vijk a
7'\'.'\ \
e L 4V TR ﬂx--x' % e 2 . T
A\ : . Ll gJ"&f.i'lJ +(2,-2,,)
Loy by L "*Ev N s palabras, difmetro es la longitud de una diagonal del --
e 1Sy
| £ | 1 N— —
] o, OB “““*‘“‘r‘k i6n $.13.2) Se llama norma de una red establecida sobre la
i | VCE®, al mayor de los diimetros de sus celdas.

'parémetro, como ya vimos, se le denota con la letra '"A".Es

5i13.2

e que:

lim AVijk=o
A+o

Fia

4 REGION EN EL ESPACIO E*

ncepto de regién nos es también conocido desde hace tiempo, -
lmente nos lo han definido como un conjunto conexo de puntos
Sotros, para el caso de los espacios E? y E®, sabemos que eso
e decir que dos puntos cualesquiera del conjunto, son suscep
25 de unirse por medio de una 1fnea quebrada con un n@imero fi

e di e
F

1de lados, tal que todos los puntos de dicha linea pertenez--
al conjunto. Los conjuntos de puntos mostrados en la fig. -

4.1) son conexos, y por lo mismo, se denominan regiones.

ste subtema veremos en recordatorio de como se pueden descri-
naliticamente las regiones en E' y adem#s, haremos una clasi
i6n de las wismas.

lasificacién es muy similar a las de las regiones en E? ,que

nos anteriormente.

ici6n 5.14.1) Se dice que una regién V CE® es normal, si un
0 cualquiera, paralelo a algGn plano coordenado, la corta se

Fig 5.13.1

ina regi6n plana normal.

"'giones de l1a figura (5.14.2) son normales.

inici6n 5.14