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OBJETIVO

OBJETIVO

Los yacimientos naturalmente fracturados constituyen el tipo de yacimiento mas comun
en todo el mundo: por otra parte, las operaciones de fracturamiento hidraulico se
emplean comunmente, creandose la necesidad de un mejor entendimiento del flujo
cerca de los pozos en ambientes fracturados. El costo de las operaciones de
fracturamiento y el impacto que tienen los yacimientos naturalmente fracturados en el
ambito petrolero incrementan la importancia de las herramientas de diagnostico para

analizar las fracturas presentes en los pozos y en los yacimientos.

Es propdsito del presente trabajo analizar el comportamiento de un yacimiento en
régimen transitorio con un pozo penetrado parcialmente una fractura vertical dominante

de conductividad finita.

En los resultados generados aqui se espera proveer nuevas herramientas para el
analisis y evaluacion de los yacimientos naturalmente fracturados, asi como en

operaciones de fracturamiento.
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RESUMEN

RESUMEN

Se presenta un nuevo modelo para analizar datos de presion transitoria para pozos
interceptados por una fractura vertical dominante con conductividad finita. Este modelo
se basa en la teoria de flujo bilineal, la cual considera flujo lineal transitorio con aporte
matricial en la fractura y flujo lineal sin fuentes ni sumideros en la formacién, con un

dafio interporoso entre una formacion fracturada y una fractura dominante.

Se demuestra que una grafica de p,, vst"* produce una linea recta, cuya pendiente

es inversamente proporcional a hf(kdf by V4.

El nuevo modelo considera un dafio en la interfase matriz-fractura dominante y
modelo toma como base principalmente los modelos propuestos por Warren y Root
(1963) y Cinco y Samaniego (1981), para el modelado del flujo hacia pozos
hidraulicamente fracturados. El tipo de sistemas que se estudian son soluciones
particulares a las respuestas de la presién transitoria de los pozos produciendo a un
gasto constante. En el andlisis se demuestra bajo qué condiciones el modelo propuesto
converge a los modelos de Warren y Root y Cinco y Samaniego.

Ademas, se discuten técnicas basadas en los datos obtenidos de pruebas de
presion, las cuales tienen por finalidad obtener parametros como la conductividad de la
fractura, longitud media de la fractura, permeabilidad al aceite, asi como los tiempos en
los que inician y finalizan los periodos de flujo lineal en la formacién, bilineal y

pseudoradial.

En los diferentes apéndices se muestran las funciones matematicas y el desarrollo

de los modelos para el entendimiento de la presente tesis.
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INTRODUCCION

INTRODUCCION

Panorama nacional

Al inicio del afio 2009, México reportd una reserva probada de 10,404.2 millones de
barriles de crudo, que lo ubica en el décimo séptimo lugar a nivel mundial (considerando
condensados y liquidos del gas natural); de la reserva probada, 7,638.6 son reservas
probadas desarrolladas. En el mismo afio, Petréleos Mexicanos (PEMEX) a través de
su portal electrénico el dia 09 de septiembre, inform6 que su produccion, en promedio
ha sido de 2.989 millones de barriles diarios de aceite.

De acuerdo con los datos proporcionados por la paraestatal, sin considerar nuevas
incorporaciones de reservas Yy considerando Unicamente la reserva probada
desarrollada, al 09 se septiembre de 2009, México cuenta con 7,052.7 millones de
barriles de petr6leo como reserva probada desarrollada. De seguir la tendencia, y
haciendo las mismas consideraciones, el pais podria comenzar el afio 2010 con una
reserva probada desarrollada de 6,547.6 millones de barriles de aceite crudo, lo que
daria lo suficiente para seguir siendo productores durante seis afios mas
aproximadamente. Por lo anterior, es necesaria la incorporacion de reservas para

sostener la producciéon de hidrocarburos.

Definicion e impacto de las Caracterizaciones Estatica y Dindmica de Yacimientos

De acuerdo con su definicién, las reservas probadas dependen del precio de los
hidrocarburos; dependen también en gran medida de datos geoldgicos y de ingenieria.
Datos como la permeabilidad, porosidad, radios de drene, entre otros parametros,
influyen fuertemente para determinar la recuperacion de los hidrocarburos. Los
parametros anteriores pueden ser determinados a través de las caracterizaciones

estatica y dindmica de yacimientos.
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La caracterizacion estatica de yacimientos (CEY) consiste en el analisis de
informacion sismica, geoldgica, nlcleos y registros de pozo. Se le asigna el nombre de
“estatica”, porgue los resultados son independientes de los procesos generados durante

la explotacién de un determinado yacimiento.

La caracterizacion dinamica de yacimientos (CDY) tiene por objetivo el determinar y
evaluar los parametros que controlan el movimiento de los fluidos dentro del yacimiento,
con base en una caracterizacion estatica preestablecida. La fuente principal
generadora de informacion para la CDY, son los datos generados por las pruebas de
presion (incremento, decremento, interferencia, fall off, etc.), historias de produccion y
presiones estética, de aforos, de cambios de intervalos, asi como nuevos pozos de

desarrollo, etc.

Importancia de la Caracterizacion Dinamica de Yacimientos en los Yacimientos

Naturalmente Fracturados

Del total de reservas probadas desarrolladas, el 94.66 por ciento se encuentran en
Yacimientos Naturalmente Fracturados (YNF), de ahi la necesidad del estudio de este
tipo de yacimientos. Para realizar una caracterizacion de los YNF se utilizan
mayoritariamente métodos pertenecientes a la CDY, pues como se menciond
anteriormente, la CEY se basa principalmente en la obtencion de nucleos, mismos que
en YNF tienen recuperaciones menores al 30 por ciento, lo que no puede
proporcionarnos un valor representativo de caracteristicas como la permeabilidad o la

porosidad.

Por lo anterior, el desarrollo de herramientas que ayuden a la caracterizacion de un
yacimiento a través de pruebas de presion, que sirvan para la definicion de éstos y otros
parametros que coadyuven a tener un modelo, que se ajuste lo mas posible a la
realidad y de esta manera tener una simulacion numérica de yacimientos adecuada y

una mayor incorporacion de reservas.
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Importancia de la geometria de flujo bilineal

La geometria de flujo bilineal es recurrente en las fracturas, ya sean hidraulicas o las
presentes en los YNF; dicha geometria no ha sido estudiada con tanta profundidad
como deberia, debido a su relevancia en éste tipo de yacimientos que son lo que tienen
mayor presencia a nivel nacional (y mundial), asi como su utilidad para la evaluacion de

operaciones de fracturamiento hidraulico.

Esta geometria de flujo se definira y comentara con mayor detalle en el Capitulo I.

Resumen del modelo propuesto

El modelo que se presentard es una “conexion” entre los modelos de los flujos lineal y
bilineal; se presenta el impacto que tiene el dafio existente entre la formacion fracturada
y la fractura dominante en la caida de presion. Se demuestra que cuando dicho dafio es
cero el modelo se ajusta a la perfeccién al modelo de flujo bilineal y cuando tiende a ser

muy grande, el modelo converge al modelo de flujo lineal.
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CAPITULO I: CONCEPTOS BASICOS

CAPITULO |
CONCEPTOS BASICOS

Para comprender plenamente la presente tesis, se definirAn los conceptos, cuyo

conocimiento previo es conveniente para ello.

POROSIDAD:

Para definir los conceptos de porosidad que se utilizardn en esta tesis, es necesario
definir primero un volumen de roca:

10 cm

V. =100cm?

- 3
0 am V=30 cm

Figural.1. Volumen total de roca.

Volumen total de roca: Estd constituido por la suma de todos los elementos que

conforman la roca, es decir, el volumen de sdlidos (V,), mas el volumen de huecos
(volumen poroso) de la formacion fracturada (\/fb) mas el volumen poroso de la fractura
dominante (v, ):

Vie =V + Vi, +Vy .

Para la Figura .1 el volumen total de roca es:
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CAPITULO I: CONCEPTOS BASICOS

V, = LxLxL=10x10x10 =1,000[cm’] ,
por lo que el volumen de sélidos contenidos en ella es:

V, =V, —V,, —Vy =1000-100—50 =850[cm®] .

Porosidad total ¢ : es la relacion del volumen total de huecos (poros) presentes en la

roca entre el volumen total de la roca, representado en fraccion:

_volumen total de huecosen laroca 'V,

¢ = £

volumen total de roca V.

Parala Figura I.1:

_V,, +V,, (100 +50)cm?]

_ = 0.15.
“ Vv, 1,000[cm?]

La porosidad puede catalogarse en varios tipos, para efectos de esta tesis

Unicamente se consideran y definiran las porosidades primaria y secundaria.

Porosidad primaria (matricial): es la porosidad intergranular y controlada por
depositacion y litificacion. Est4 altamente interconectada y usualmente puede ser
correlacionada con la permeabilidad, pues es ampliamente dependiente de la
geometria, distribucion del tamafio, y distribucién espacial de los granos. Este tipo de
porosidad también es conocida como matricial. Para la presente tesis, se definira como

porosidad de la formacién fracturada (g, ).

La porosidad de la formacion fracturada para la Figura I.1 es:

V, 100fem*]
®V, 1000cm?]

Porosidad Secundaria (vugulos vy fracturas): estd formada por fracturas,

cabalgaduras y/o soluciones en el agua que circula, aunque puede ser modificarse por
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CAPITULO I: CONCEPTOS BASICOS

un relleno como resultado de la precipitacion. No esta altamente interconectada y por lo
regular no puede ser correlacionada con la permeabilidad. Los canales de solucién o
huecos vugulares se desarrollaron durante la erosion o sepultamiento en las bases
sedimentarias autoctonas de los carbonatos como calizas o dolomias. Las fisuras que
ocurren de manera masiva en formaciones extensas compuestas de lutitas, limolitas,
esquistos, calizas o dolomias, son generalmente verticales y puede atribuirse a fallas
durante deformaciones mecanicas (la permeabilidad asociada con este tipo de sistemas
porosos, es a menudo isétropa). Las grietas son el resultado de un proceso quimico
(dolomitizacién) y no poseen alguna orientacion recurrente. Este tipo de fracturas se
conoce también como porosidad de fractura, y para esta tesis se le dara el nombre de

porosidad de la fractura dominante (4, ).

La porosidad de la fractura dominante para la Figura I.1 es:

¢ Vo S0bom] = 0.05.
"V, 1,000[cm’]

Fractura: es toda ruptura en una roca, generando una superficie, a lo largo de la cual
hay una pérdida de cohesién, con o sin desplazamiento. Estas rupturas son causadas
por fuerzas tectOnicas (tensibn o compresién) o por cambios de temperatura por
alargamiento o por lixiviacion (proceso de lavado del suelo por filtracion de agua) en el

plano de estratificacion.
Fractura dominante: debido a que en una formacién pueden existir pequefias rupturas
y/o microfracturas, se define como fractura dominante, a una fractura de gran tamafo

que es atravesada por un pozo.

Porosidad de la zona dafiada interporosa (¢, ): considérese el esquema siguiente:
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CAPITULO I: CONCEPTOS BASICOS

Porosidad de

la fractura
Porosidad de

la formacion

fracthrada | P

dominante. @

| Porosidad dela

zona dafiada ¢@,.

Figural.2. Esquema de la zona dafiada interporosa.

La porosidad de la zona dafiada interporosa corresponde a una parte de la roca que ha
sido afectada por algun agente, el cual altera sus propiedades. El término dafio
interporoso, es causado por mineralizacion, creando una pelicula entre la formacion
fracturada y la fractura dominante. El rango de la porosidad en la zona interporosa
dafiada, considerando una disminucion en el volumen poroso en dicha zona, debera ser

menor a las porosidades de la formacion fracturada y la fractura dominante:

¢d < ¢df < ¢fb '

Permeabilidad: es la capacidad que tiene un medio poroso para permitir el flujo de
fluido a través de él. Esta propiedad puede ser determinada a partir de la ley de Darcy,
por ello sus unidades son los darcies [D] o los milidarcies [mD]:

k_q_“A_P
A AL’

Al igual que con la porosidad, existen varios tipos de permeabilidad. Las
permeabilidades que se utilizardn para esta tesis seran: permeabilidad de la fractura

dominante (k, ) y permeabilidad de la formacién fracturada (k, ).
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CAPITULO I: CONCEPTOS BASICOS

Permeabilidad de la fractura dominante k,: es la capacidad que tiene la fractura

dominante de un sistema para permitir el flujo de fluidos a través de ella.

Permeabilidad de la formacion fracturada k,: es la capacidad que tiene la

formacion fracturada para permitir el flujo de fluido a través de ella.

Permeabilidad de la zona dafiada interporosa k,: es la capacidad que tiene la zona

dafiada interporosa para permitir el flujo de fluido a través de ella, véase Figura 1.2.

Almacenamiento en el pozo: La practica ha mostrado que el volumen finito del pozo y

el fluido dentro del pozo, afectan las presiones medidas en el mismo.

Por ejemplo, si el pozo es cerrado en la superficie, el gasto en la cara de la

formacion, g, no se detiene inmediatamente y el fluido continua entrando al agujero

hasta que la presién ejercida por los fluidos almacenados sea suficientemente grande
para detener efectivamente el flujo de la formacion. Este efecto es conocido como

almacenamiento en el pozo.

El almacenamiento de pozo es referido como una post-produccion o una descarga,
ambos términos son apropiados Unicamente para especificar situaciones. La post-
produccion se refiere al flujo a través de la cara de la formacién durante las condiciones
de cierre, mientras que la descarga se refiere a una liberacion del fluido durante el

decremento.

Cuando un pozo se abre en la superficie, el gasto en la superficie, “q”, inicialmente
es debido a la descarga del pozo. Como esa descarga gradualmente disminuye a cero,
el flujo en la formacién se incrementa de cero a “q”. Por consiguiente, un gasto
constante en la superficie es la suma de dos gastos que cambian en sentidos opuestos,
esto es, la descarga del pozo que diminuye mas el flujo de la formacién que aumenta.
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CAPITULO I: CONCEPTOS BASICOS

El efecto de almacenamiento de pozo esta asociado con un gasto en la formacién

gue varia continuamente.

La constante de almacenamiento, C, esta definida por:

c_AV
Ap
de donde:

C = Constante de almacenamiento, b/psi.
AV = Cambio de volumen de fluido en el pozo, a las condiciones medias del pozo,
barriles.

Ap = Es el cambio en la presion de fondo, psi.

El almacenamiento de pozo puede originarse de varias maneras. Los ejemplos mas
comunes son la compresion del fluido y el movimiento de una interfase gas-liquido.
Estos dos efectos se veran a continuacion con cierto detalle para entender la naturaleza

fundamental de almacenamiento de pozo.

Si una parte del fluido producido en el cabezal del pozo se origina por la descarga
del mismo, el resultado de la producciéon del fluido puede ser una caida del nivel del
liquido en el espacio anular entre la tuberia de produccion y la tuberia de revestimiento.
Esta situacion ocurre se abre a produccion un pozo con bombeo mecanico sin
empacador. El volumen del fluido descargado del espacio anular por unidad de caida
de presion en la cara de la arena aproximadamente sera constante, esto es:

V

C= R (1.1)

1449,

la cual es una ecuacion vdlida para columnas de liquido, subiendo o bajando (pozo
llenandose o descargandose), de donde:

V, = Capacidad volumétrica del pozo en bls/ pie.
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p = Es la densidad del fluido en el pozo en lbm/ pie®.

g = Es la aceleracion debida al a gravedad en pie/seg?.

Ibm/ pie

g. = Es una constante de conversion e igual a 32.17 ™ 2
- Seg

C = Es la constante de almacenamiento en bls/ psi .

Si el pozo estd completamente lleno de un liquido bajosaturado o gas (fluido en una
fase), la producciéon del fluido producido del pozo por unidad de caida de presion
aproximadamente también sera constante,
c=V,c, (1.2)

donde V, es el volumen total del pozo en barriles y ¢ es la compresibilidad isotérmica

del fluido en el pozo, en psi'.

Nétese que la compresibilidad del fluido debe ser evaluada a la temperatura media
del pozo y no a la temperatura de la formacién. En las ecuaciones (1.1) y (1.2) se sefiala
gue C es una constante. Realmente esto no es asi, ya que la compresibilidad del fluido
depende de la presion; la constante de almacenamiento puede variar con la presion.
Afortunadamente, tal variacion en la constante de almacenamiento solamente es
importante en pozos de gas 0 en pozos con un nivel de liquido variable durante la

prueba.

Frecuentemente el coeficiente de almacenamiento de un pozo no es constante a lo
largo de una prueba de transmision de presion. Los cambios repentinos en el
coeficiente de almacenamiento son faciles de visualizar y ocurren con relativa
frecuencia. Cuando un pozo inyector con alta presion en la cabeza del pozo es cerrado
para una prueba “falloff” la presion en la cabeza del pozo permanece alta
inmediatamente después del cierre, sin embargo, unos minutos después, la presion de
fondo cae por debajo de la presién hidrostatica, el nivel comienza a caer y forma un

vacio; cuando esto sucede, el coeficiente de almacenamiento se incrementa de un
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coeficiente por compresién de fluido, ecuacion (I.1) a otro por caida de nivel de liquido,
ecuacion (1.2).

El cambio puede ser por un factor de 100 o mas. Una disminucion del coeficiente de
almacenamiento puede ocurrir durante una prueba de incremento de presién en un
pozo productor con bombeo mecanico. Considérese un pozo productor con una, que
puede causar una disminucion en el coeficiente de almacenamiento. Mientras el pozo
esta bombeando, el nivel del liquido es bajo inmediatamente después del cierre, pero
sube cuando la presion aumenta. Cuando el nivel del liquido alcanza al empacador (ahi
puede existir un pequefio amortiguador de gas), el coeficiente de almacenamiento cae
de un valor relativamente grande por un nivel de liquido variable a un valor

relativamente pequefio por compresion.

El almacenamiento en el pozo puede ser representarse por variables
adimensionales (las cuales son comentadas con mas detalle mas adelante en este
mismo capitulo) C,, fue definido por Van Everdingen y Hurst como sigue:

c

Cp=o
> 2mgne,r,’

donde: ¢ (pieS/psi), ¢ (fraccion), h (pie), c, (psifl) y r, (pie).

La ecuacién anterior se transforma en la siguiente cuando se utiliza C en (b/psi).

_ 5.615C
> 2mgner,?

Para considerar los efectos del almacenamiento de pozos y del factor de dafio, la
ecuacion de difusion debe resolverse modificando las condiciones de frontera
apropiadas.

El problema matematico que debe resolverse es:

0°Pp _ P
oxg oty
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con las condiciones siguientes:
condicion inicial:

pD(XD’tD = 0) =0,

condiciones de frontera interna:

CD — apWD _ % =1,
oty OXp vt

y

Puwp = l: fD - S(apD j:l )
XD Xp=1

y la condicién de frontera externa es:

lim py(x,,t)=0.

Xp —>®©

Agarwal Al-Hussainy y Ramey confirmaron matematicamente que, para tiempos muy
cortos:

t
pWD(CD’tD)=C_D’

D
0 en términos de variables reales:

_ gBAt
24C

Ap
La constante de almacenamiento, C, a partir de los datos de la prueba e

independientemente del tipo de almacenamiento.

Los valores de Ap y At son leidos de un punto sobre la linea de pendiente unitaria.
Para el caso de una prueba de incremento de presion, At corresponde al tiempo de
cierre, para el caso de una prueba de decremento, At corresponde al tiempo de

produccion.

Los datos de presion para tiempos muy cortos, los cuales forman una linea recta de

pendiente unitaria en la grafica log-log de p, contra t, estan totalmente controlados
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por el almacenamiento del pozo, ya que durante este tiempo toda la produccién es
debida a la descarga del pozo. Los datos de presion obtenidos durante este periodo de
flujo no describen el comportamiento del yacimiento, y consecuentemente, estos datos
no pueden ser analizados para evaluar las propiedades de la formacion. Después de
gue termina la linea recta de pendiente unitaria, los datos de presion caen por debajo
de la extrapolacion de la recta con pendiente unitaria. Después de un tiempo

suficientemente grande, los datos de presion interceptan una curva de C, =0 y un

valor determinado de S, (factor de dafio).

Para valores de t, menores de 1700, p, es una funcion lineal de t; y la pendiente

es unitaria. Como se discutié anteriormente, el almacenamiento de pozo es el factor

que controla los datos de presion en este intervalo de tiempo. Para valores de t,
mayores de 1700, p, se desvia por debajo de la linea recta de pendiente unitaria.
Finalmente, para un valor de t, = 9x10*, el valor de p, coincide con la curvade C, =0
y S=0. Esto significa fisicamente que para valores de t, mayores de 9x10* los

efectos de almacenamiento de pozo son despreciables y este tiempo corresponde al

comienzo de la linea recta semilog usada, en los métodos convencionales de analisis.
Los datos comprendidos en el intervalo de 1700 < t, < 9x10*, estan afectados tanto por

el almacenamiento de pozo como por el factor de dafio.

El tiempo requerido para alcanzar el comienzo de la linea recta semilog, para

pruebas de decremento de presion e inyectibilidad puede ser estimado de la ecuacion:

t, = Cp(60+3.5S), (1.3)
0 en términos de las variables reales:
t = 602.9C(60 + 3.59) | (1.4)
kh
M

donde: t (hrs), C (pie*/psi), k (md), h (pie),y u (cp). Mientras que para pruebas de
incremento de presion y “fall off”:
t, =50Ce*™*, (1.5)
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o en funcién de las variables reales:

30143Ce***®
t 2 T y (|.6)

u

donde las unidades de las variables son las mismas que las de la ecuacion (1.4).

Nétese en las ecuaciones (1.3) y (1.5), que el factor de dafio influye mucho mas en
una prueba de incremento de presion (o en pruebas “fall off’) que en una prueba de
decremento de presiéon (o0 que en una prueba de inyeccién). Estas ecuaciones son muy
utiles en el disefio de una prueba de transmision de presién para determinar el tiempo
en horas para correr una prueba antes del comienzo de la convencional linea recta
semilog. Si se desea un ciclo logaritmico de la linea recta, entonces serd necesario
correr la prueba por un periodo de tiempo igual a 10 veces el tiempo calculado por las

ecuaciones (1.4) y (1.6).

Coeficiente de difusividad hidraulica n: se define como la rapidez con la que se

transmiten los cambios de presion en un medio poroso, es directamente proporcional a
la permeabilidad e inversamente proporcional al producto de la porosidad por la
viscosidad por la compresibilidad total:

_ k.
" e,
es importante distinguir que cada medio involucrado tendra su propio coeficiente, el cual

se distinguira por el subindice.

Coeficiente de difusividad adimensional de la formacion fracturada n: se define
como:

N
Mo =
N g

donde, n, es la difusividad hidraulica de la formacion fracturada y n, es la difusividad

hidraulica de la fractura dominante. Este parametro relaciona que tan rapido ocurre la

interaccién formacion fracturada-fractura dominante. A medida de que este parametro
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incrementa, la interaccion entre la formacion fracturada y la fractura dominante ocurre a

tiempos mas cortos.

Compresibilidad: se define como el cambio de un volumen con respecto a un cambio

de presion, a temperatura constante. Las unidades que se utilizan en la industria son

[k%mz}l y [psi]™:

1(oV
c=——|—| .
(%)

Compresibilidad del aceite: La compresibilidad de los aceites bajosaturados es
maxima para aceites ligeros, por la mayor cantidad de gas disuelto que poseen,
ademas de la cantidad de gas disuelto y la presién, depende también de la temperatura.
Esta dada por la ecuacion:

1 ( oV,
Co=—— :
V, L op J;

la ecuacion previa puede ser escrita también como:

0
CO:_L(&J |
Po L 0P );

A presiones por debajo de la presién de saturacion debe agregarse un nuevo

término a la ecuacion anterior, para contar el volumen de gas involucrado:

1 [asoj [ast
C,=—— -B, :
B, L op ); op );

de la ecuacion anterior se observa que la derivada parcial de R, con respecto a la

presién es cero, por arriba de la presién de saturacion.
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Compresibilidad del gas: es importante comprender que cuando se utiliza el término
compresibilidad se hace referencia a éste, el coeficiente de compresibilidad isotérmica;
mientras que el término factor de compresibilidad se hace referencia al factor z, el cual
es el coeficiente de compresibilidad en la ecuacion de estado de los gases reales, es
importante recalcar que estos dos pardmetros, no son equivalentes. El coeficiente de
compresibilidad isotérmica del gas es:

1 9V,

c .
Vv, op

Compresibilidad de la formacion: se define como el cambio de volumen de poros por
unidad de abatimiento de presion. Dicho cambio ocurre cuando el fluido contenido por
los poros de la roca es extraido debido a la explotacién, el volumen total de roca
disminuye, asi como los poros y las particulas solidas contenidas en ella aumentas.

1 04,

¢ P

C; =

Compresibilidad del agua: al igual que la compresibilidad del aceite, depende de la
presién, cantidad de gas disuelto y la temperatura, pero en menor medida, la
compresibilidad del agua por encima de la presion de saturacion es:

1 (ov,,
Coa =—5— !
VWa ap T

la ecuacion anterior puede ser escrita también de las maneras siguientes:

. L(@P_J |
Pua \ P J;

y

1 (B,
Cha =—5 !
BWa ap T

y por debajo de dicha presién es:

1 [aswaj [astaj
Cpa =——— || —2 | —B,|—22| |.
Bwa ap T ap T
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Compresibilidad total de la formacion fracturada:

Cyp = S,Co +S +3,C, +Cy .

wa CW&

Compresibilidad de la fractura dominante:
1 dV

Co =——

Vg Op

Yacimientos Naturalmente Fracturados (YNF): son aquellos yacimientos que estan
compuestos por dos sistemas de porosidad (matriz y fractura) con redes de fractura de
alta permeabilidad. El adjetivo Fracturados hace referencia a la porosidad secundaria,
pues dicha porosidad se forma posterior a la depositacion, como el fracturamiento o la

aparicion de fallas debido al sometimiento de la roca a esfuerzos de gran magnitud.

Geometria de flujo lineal: el flujo lineal es el segundo régimen de flujo mas
comunmente observado (siendo el primero el flujo radial). Se caracteriza por un flujo
completamente paralelo en la formacion o en algun otro medio poroso y puede resultar
debido a la terminacion del pozo, geometria de la trayectoria o por las fronteras
externas del yacimiento, o bien por alguna combinacién de ellas. Este régimen de flujo
ocurre antes del régimen pseudo radial, su duracion depende de la longitud media de la
fractura, o en su caso la longitud del intervalo disparado en el pozo horizontal. Esto se
puede observar en pozos ubicados entre fallas paralelas o en arenas alargadas tales
como fluviales o canales marinos profundos. La geometria del flujo lineal es comin en
los campos de baja permeabilidad de gas, aunque puede también ocurrir en fracturas
horizontales someras o0 en estratos delgados con alta permeabilidad. La ecuacion que
modela la caida de presién en el fondo un pozo con flujo lineal es:

2quB
Apdf(rw’t):_ ,Zlkl : \/tﬂndf .
df
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Funcion error complementaria (erfc): La funcion error es la integral de la distribucion

normal, se define como:

2
erfc Tdr.

-7l

El desarrollo para obtener la funcion erfc se presenta en el apéndice A. La funciéon
erfc se presenta como parte de la solucién a la ecuacion de difusividad para flujo lineal,
proporciona el comportamiento mas probable de la presion, la construccion del modelo
y desarrollo de la solucién se muestra en el apéndice B:

)

Apy (x,t)= qu o2 Jtx ‘“”‘” —x(x—r, Jerfc) ——=2—

\/t Mgt

Geometria de flujo bilineal: este es un tipo de comportamiento de flujo que no ha sido
considerado ampliamente en la literatura. Se le llama flujo bilineal porque ocurren dos
flujos lineales de manera simultanea. Es un flujo lineal incompresible dentro de la
fractura y el otro es un flujo lineal compresible en la formacién, como se muestra en la
Figura 1.3. Existe un flujo bilineal, como se muestra en el apéndice C, siempre que la
mayor parte de los fluidos que entran a la vecindad del pozo provengan de la formacion
y los efectos de la fractura no afecten aun el comportamiento del pozo.

Pozo

i o e Aporte de la formacién
» «

e —_— fracturada, flujo lineal

Flujo lineal en la fractura

Figura |.3. Representacion del sistema matriz-fractura.
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Para el caso de los YNF, se puede definir que existe un sistema matriz-fractura, en
el cual la formacion tiene una mayor capacidad de almacenamiento, pero menor

transmisibilidad, comparado con la fractura.

Dafio: es una alteracion en la permeabilidad del sistema poroso a través del cual fluyen
los fluidos. El dafio esta ligado a varios factores como operaciones (perforacion,
terminacion, etc.) y reacciones quimicas en el medio poroso (depdsitos organicos,
minerales, etc.). La permeabilidad generalmente esta alterada en las cercanias del

pozo. Van Everdingen introdujo el parametro adimensional S, .

Factor de dafio en el pozo S,: es la forma en que se cuantificara el dafio en la

formacion. Al incluir el fractor de dafio en la ecuacién que modela la caida de presion en

el fondo de un pozo con flujo lineal, ésta queda:

2quB
Ap; (t) = APy (I’W,t)+ Aps, (t) = %\/tﬂmf +Aps, (t) , (1.7)
df
204B, [
Apdf (t):T tﬂ'T]df +28W]. (|8)
df

Para determinar el valor de S, se hace el procedimiento siguiente.

La zona con permeabilidad alterada alcanza una longitud r,, y tiene una
permeabilidad de dafio en el pozo k,,. Si a la caida de presion en la zona dafia se le

resta la caida de presion que se tendria en la misma zona con su permeabilidad original

da como resultado la caida de presion debida exclusivamente al dafio Ap,. Entonces,

utilizando la ecuacion de darcy para flujo lineal, se tiene:

B,AL quB,AL quB,| 1 1 B, | Kot —Ku
rp. = QBAL _ uB, :qu{k }[rd—rw]ﬂ“{‘” d}[rd—rw],

! de A kdf A A wd kdf A de kdf
k, —k k
Apsw — q,uBo |: df wd :|[rd _ rW]: Q,UBO |:¢ — :|[rd _ rw]_ (Ig)
Akdf kwd Akdf kwd
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Al sustituir (1.9) en (1.7) se obtiene:

2quB, quB, | K
Ap; (t)= —— ]t o 4 :
pT() ) TNy + Ak, {de }[ ]
arreglando:
B, k
Ap; (t)= %‘(df [2 t7rn j{ﬁ—l}[rd —rw]] (1.10)

Finalmente, igualando (1.8) y (1.10):

k
ZCI,UB [\/ N + 25, ] q,UB l:z t7rn 4 4{%_1}['} _rw]:l’
wd

despejando S, :

kwd

Considerando un yacimiento homogéneo, si el factor de dafio es cero no existe
alteracion alguna en la permeabilidad; si éste es negativo el medio poroso esta
estimulado (es decir increment6 su permeabilidad), y por el contrario, si es positivo, el
medio poroso esta dafiado (su permeabilidad disminuyd). En el caso de los YNF, la
mayoria de éstos tienen un factor de dafio negativo, per se. Por ello si el dafio original
de un yacimiento de este tipo es (suponiendo) -3, podriamos decir que si éste cambia a
-1, el medio poroso esta dafiado, y por el contrario, si el dafio es de -5, el medio poroso
esta estimulado.

Fracturamiento Hidraulico (FH): es un procedimiento al que son sometidos los
yacimientos de aceite o gas de baja permeabilidad, cuya finalidad es que ésta
incremente para obtener un aumento en la produccion del pozo. ElI FH consiste en
inyectar un gel a la formacién a una presién que rebase la presion de fractura de la

formacion, causando fracturas verticales en la vecindad del pozo.
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Factor de dafio interporoso S, 4 : En algunos YNF, las fracturas son parcialmente

llenadas por minerales (mineralizacion), lo que reduce la interaccién del flujo entre los
medios porosos, para esta tesis, los medios porosos seran la formacion fracturada y la
fracturada dominante. El factor de dafo se expresa como:
_ ke
fo—dfD de !

donde |, es el espesor promedio de la mineralizacion y H es la altura de la formacion

fracturada.

El efecto del dafio interporoso es retrasar la interaccion entre la formacion fracturada

y la fractura dominante. Un valor grande de S, . (restriccion severa en la interaccion

formacion fracturada-fractura dominante, el comportamiento de la presion solo puede

ser descrito por dos parametros: Ay Y @y -

Coeficiente de flujo interporoso A, : se define como:

_Our K Xgt
df k, ,
donde
X4 h
O gt vl

es el factor forma, el cual refleja la geometria de los elementos de la formacién

fracturada. Los valores de A, varian entre 10° y 10™. Un valor grande de A, indica

una interaccion rapida entre la formacion fracturada y la fractura dominante y viceversa.
Este caso se refiere al modelo de flujo pseudoestacionario, o bien, al modelo de Warren
y Root (1963).

Relacion de almacenamiento de la fractura dominante o, : este pardmetro es uno

de varios que caracterizan el comportamiento de los modelos de doble porosidad;
representa la capacidad de la expansion de la fractura dominante, se define como:
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_ ¢df Ctdf
¢df Ctdf + ¢fb thb

@ gt

En yacimientos bajosaturados, la ecuacion anterior calcula cuanto aceite es
producido de la fracturas, se expresa como una fraccion del aceite total producido. Los
valores tipicos para este parametro oscilan entre 0.001 y 0.5.

Variables adimensionales: Es la combinacién de variables para formar grupos sin
dimensiones. El uso de variables adimensionales permite eliminar la presencia de
valores geométricos del yacimiento, generalizar y facilitar la solucién, ya que el nUmero
de variables dependientes es reducido significativamente y tienen las caracteristicas
siguientes: Son directamente proporcionales a las variables reales; son definidas de tal
manera que las soluciones adimensionales no contienen variables reales; ILas variables
adimensionales que se utilizan en el andlisis de las pruebas de presion son: presion,
tiempo, longitudes, conductividades y coeficiente de difusion hidraulica adimensional;
facilidad de solucion del modelo, por ejemplo al transformar éste al espacio de Laplace
la ecuacion diferencial ordinaria resultante resulta homogénea; para graficar no es

necesario introducir valores geométricos del yacimiento.

Viscosidad: es la resistencia que presenta un fluido a ser deformado (o resistencia a

fluir), las unidades que se utilizan en la industria son los centipoises [cp]. Un centipoise

la equivale a 1 [gmasa } Al tipo de viscosidad que nos referimos es a a

100seg —cm

viscosidad dinamica, se representa por la ecuacion siguiente:

u=%,

en donde 7 es el esfuerzo de corte y d%y es la relacion de corte. Su relacion con la

(1.19)

viscosidad cinematica es la siguiente:
viscosidad dinamica u  centipoise
densidad p, g/cc

viscosidad cinematica v =
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la unidad de medida de la viscosidad cinematica son los stokes, pero son mas utilizados

los centistokes.

La viscosidad de un aceite afectada por el contenido de gas disuelto, la presion y la
temperatura a la que éste se encuentra. Estos pardmetros afectan a la viscosidad de la
manera siguiente: A medida que la cantidad de gas disuelto disminuye, la viscosidad del
aceite aumenta; un decremento en la presion causara un decremento en la viscosidad
hasta llegar a la presion de saturacion, al seguir el decremento de la presion por debajo
de ese valor, la viscosidad incrementara (ver Figura 1.4); finalmente cuando la

temperatura incrementa, la viscosidad decrece (ver figura 1.5);

Comportamiento de la viscosidad contra la presiéon a temperatura constante

presion de

saturacion
]
2
1S
@
£
©
=]
©
[2]
o
[S]
2
>

p
‘—Aceite Extrapesado = Aceite Pesado Aceite Ligero = Aceite Extraligero ‘

Figura l.4. Comportamiento de la viscosidad contra la presion a temperatura constante.
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Comportamiento de la viscosidad contra la temperatura a presién constante

Viscosidad dinamica

T

‘—Aceite Extrapesado = Aceite Pesado Aceite Ligero = Aceite Extraligero ‘

Figura I.5. Comportamiento de la viscosidad contra la temperatura a presién constante.

La viscosidad de un liquido esta directamente relacionada con el tipo y tamafio de
moléculas presentes en el fluido. La variacion de la viscosidad del liquido con respecto
a su estructura molecular no se sabe con exactitud, aunque las viscosidades de los
liquidos de los liquidos pertenecientes a una serie homdloga, se sabe que varian de
manera regular. Por ejemplo, una parafina pura muestra un incremento regular en la
viscosidad a medida que el tamafio y la complejidad de las moléculas del hidrocarburo,

aumenta.
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CAPITULO II
REVISION DE LA LITERATURA

Este capitulo corresponde a la revision del estado del arte de este tema.

La efectividad del fracturamiento hidraulico en el incremento de la produccién en
pozos dafiados o ubicados en yacimientos de baja permeabilidad ha sido reconocida

por muchos afios.

Se ha sabido por algun tiempo que los datos obtenidos de pruebas de pozos
fracturados, reflejan las caracteristicas del sistema pozo fracturado-yacimiento. De ahi
gue muchos estudios han sido tomados para proveer herramientas para el analisis de
tales datos. Con ello se ayuda a la evaluacion de lo beneficios de las operaciones de

fracturamiento.

Raghavan (1977) present6 una recopilacién excelente del desarrollo de la historia de
la teoria de las pruebas de presion para pozos fracturados. La serie de trabajos en
fracturas de conductividad finita y el trabajo previo relevante del efecto de la

conductividad se recopila en la discusion siguiente.

El efecto de la conductividad de la fractura en el comportamiento de un sistema
yacimiento-pozo fracturado ya se conocia y fue reportado en el trabajo de van Pollen y
colaboradores (1957), Dyes y colaboradores (1958), Mcguire y Sikora (1960) y Prats
(1961).

Los resultados transitorios concernientes al incremento de la productividad que un
pozo podria experimentar después del fracturamiento fueron provistos por van Poolen y
colaboradores, utilizando un modelo potenciométrico, por Maguire y Sikora, utilizando
uno analogo eléctrico, y posteriormente por Prats a través de procedimientos analiticos.
Dyes y colaboradores, se interesaron mayormente en el efecto del fracturamiento en la
entrada de agua. Su estudio fue conducido utilizando un modelo eléctrico.
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Dentro de los trabajos subsecuentes que contemplan el comportamiento transitorio
del pozo atravesando una fractura vertical, esta el realizado por Scott (1963) quien
utilizé una analogia de flujo de calor, y posteriormente Russell y Truitt (1964) utilizaron
una formulacion finita-diferencial del problema. Las fracturas totalmente penetradas de

conductividad infinita fueron consideradas en estos estudios.

Gringarten y colaboradores (1974) obtuvieron una solucion analitica al problema del
flujo transitorio de fluidos hacia los pozos fracturados. Los resultados fueron
presentados para los casos de pozos con conductividad infinita y flujo uniforme en
fracturas verticales. EI método aplicado para resolver estos problemas se basé en el
uso de las funciones de Green y Fuente cuya utilidad en la solucién de problemas
transitorios de flujo han sido previamente documentados, Gringarten y Ramey (1973).
Las curvas tipo del comportamiento de presion transitorio de pozo fracturados fueron
provistos por su utilidad en los procedimientos de ajuste de curvas tipo en los datos de
las pruebas de presion.

Inclusive fue posible un ajuste de los datos de las pruebas de presién con las
soluciones de Gringarten y colaboradores, aunque fueron encontradas grandes
inconsistencias con los datos del disefio de la fractura, en algunos casos. Resultaron
fracturas extremadamente pequefias del andlisis de los datos de presion de pozos
destinados a operaciones de fracturamiento disefiadas a proveer fracturas grandes.
Motivado por éste problema, estudios del efecto de la conductividad de la fractura en la
respuesta de presion de un pozo fracturado fueron iniciados por Barker (1977) y Mao
(1977) en la Universidad de Stanford, bajo la direccion de R.J. Ramey Jr.

Barker utilizé un modelo de elemento finito para estudiar el comportamiento de flujo
transitorio del sistema yacimiento-fractura finita, mientras que Mao, cuyos intereses se
enfocaron en el comportamiento del estado estacionario en el sistema, usaron un
modelo potenciométrico como un la formulacién de un elemento finito para resolver este

problema.

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.I. Héctor Pulido Bello 28



CAPITULO II: REVISION DE LA LITERATURA

Varios articulos han sido publicados acerca del comportamiento de las fracturas
verticales de conductividad finita.

El ajuste de curvas tipo ha sido propuesto como un método de analisis bajo estas
condiciones; de cualquier forma, algunas regiones de las curvas tipo presentan

problemas anicos en el analisis.

Barker y Ramey indicaron que el uso de las curvas tipo publicadas se hace practico

cuando se tienen disponibles datos de presion extensos.

Sawyer y colaboradores (1973) motivados por un problema diferente, simularon
previamente el flujo de gas en el régimen transitorio hacia una fractura vertical
conductiva. Se desarrollé un modelo de diferencias finitas que utilizaba alternadamente
algoritmos de una y dos dimensiones para obtener la distribucion de presiones en la
fractura y el yacimiento, respectivamente, a diferentes tiempos. Se utilizaron
caracteristicas especificas del yacimiento y la fractura, ademas se presenta un andlisis

cualitativo de los resultados.

Antes de que los estudios realizados por Barker y Mao fueran concluidos, Cinco y
colaboradores (1976) obtuvieron una soluciébn semi-analitica al problema del flujo de
fluidos transitorio hacia la fractura vertical finita-conductiva. Se consideré un pozo
atravesando una fractura vertical finita conductiva totalmente penetrada en un
yacimiento homogéneo y un yacimiento en bloque isétropo con fluido ligeramente
compresible. La fractura y el yacimiento fueron considerados como dos medios porosos
de diferentes caracteristicas. Esta aproximacion llevo a la formulacion de dos problemas
separados, los problemas del yacimiento y la fractura, ambos resueltos analiticamente
mediante los métodos de Green y funcién fuente. Las soluciones de la fractura y el
yacimiento fueron acopladas considerando condiciones de continuidad entre los dos
medios para obtener una solucion para la distribucion del flujo a lo largo de la fractura.

Esta solucion fue del tipo integral. Las distribuciones de flujo a lo largo de la fractura
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fueron determinadas numéricamente a diferentes tiempos, previo a los célculos de las
presiones en el sistema. Las curvas tipo de las presiones adimensionales contra el
tiempo adimensional para diferentes valores de conductividades de la fractura
adimensionales fueron provistas para el analisis de los datos de la prueba de presion.
Se encontré que la fractura con una conductividad adimensional mayor o igual a 1001,

se comportaban como fracturas conductivas infinitas.

Cinco y Samaniego (1977) extendieron el trabajo previo incluyendo los efectos de
almacenamiento en la vecindad de pozo y dafio en la fractura. Se encontré que el
comportamiento del pozo era afectado significativamente por el dafo a la fractura y que
informacion importante en lo que respecta a las caracteristicas de la fractura podrian

perderse como resultado de los efectos de almacenamiento.

En el mismo afio, los mismos autores, presentaron un método para obtener la
orientacion de una fractura vertical finita conductiva. El método se basé en el analisis de
datos de presion transitoria, obtenidos en el pozo activo y dos pozos de observacion.
También fueron provistas curvas tipo para lograr dicha tarea.

El comportamiento de un pozo que atraviesa una fractura vertical de conductividad
finita, al centro de un yacimiento cerrado fue estudiado por Barker y Ramey (1978)
utilizando un modelo con elemento finito. Se encontré que la longitud y conductividad de
la fractura tienen un pequefo efecto en el tiempo de desarrollo del periodo de flujo
pseudo-estacionario. Se determind también que el flujo pseudoradial que se desarrolla
después del tiempo temprano transitorio podria no desarrollarse antes de la aparicion
del flujo pseudo-estacionario, cuando la relacién entre la longitud media de la fractura y
la longitud del yacimiento sea mayor que 0.5 y la conductividad adimensional de la

fractura sea mayor que 1.

Una discusion cuidadosa del método para analizar pruebas de presion de pozos
fracturados fue provista en trabajo posterior por Cinco y Samaniego (1978). Fue

presentada una nueva solucion para el estado transitorio: comportamiento de pozos
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interceptados por fracturas de baja e intermedia conductividad a valores pequefios de
tiempo. Esta solucion contiene un periodo de flujo bilineal, en cual solo responden los
efectos transitorios de la region de yacimiento cercano a la fractura. Se describié una
técnica gréfica para analizar datos bajo las condiciones descritas. Fue presentada una
nueva correlaciéon para soluciones para fracturas finitas conductivas, las cuales
establecieron una relacion entre las diferentes soluciones para los periodos de flujo
tempranos dentro de una sola curva. Con la nueva correlacién fue posible una mejor

definicidon del caracter de las diferentes soluciones.

Agarwal y colaboradores (1979) desarrollaron soluciones ajustables para el andlisis
de datos obtenidos de pozos de gas estimulados por operaciones de Fracturamiento
Hidraulico Masivo (FHM). Para realizar este estudio, se presentd un modelo de
diferencias finitas, en él se daban fracturas con conductividad finita. Se presentd un
grupo de curvas tipo a presién constante para analizar pozos afectados por FHM, con
una discusion del ajuste de las curvas tipo. Los rango de tiempo de Cinco y
colaboradores (1976) fueron presentadas para aplicaciones en operaciones de FHM.

Guppy vy colaboradores (1980) proveyeron soluciones analiticas para un pozo que
produce a presion constante que intersecta a una fractura vertical de conductividad baja
a intermedia a valores pequefios de tiempo. Los efectos del flujo no darciano dentro de
la fractura vertical finita conductiva para la produccién a presién constante fueron
investigados también utilizando métodos semianaliticos. Se encontr6 que el flujo no
darciano en la fractura causa un comportamiento del pozo equivalente a un flujo
darciano con una conductividad de fractura que cambia continuamente con el tiempo.

Se presentaron soluciones graficas en forma de curvas tipo.

Bostic y colaboradores (1980) presentaron un método combinado entre los datos de
produccién postfracturamiento y los datos de la prueba de incremento. Este método es
particularmente util en el andlisis de pozos de gas sometidos a FHM. El método permite
el uso de datos de produccién que contienen prolongados tiempos de cierre.
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Los estudios discutidos hasta ahora han considerado un pozo interceptado por una
fractura totalmente penetrada. Raghavan y colaboradores (1978) investigaron el efecto
de una fractura parcialmente penetrada en el comportamiento de un pozo a presion
transitoria. Se supuso un flujo uniforme a través de la fractura, para dicho caso es
posible una solucién analitica. Fue encontrada una solucion aproximada para el
comportamiento de presion transitoria de un pozo que intercepta una fractura infinita
conductiva, parcialmente penetrada, evaluando la soluciéon de flujo uniforme a una
locacion equivalente de fractura, que se supuso cederia la solucion de conductividad de
la fractura infinita. Esto fue una sola extensién de las relaciones entre las soluciones de
flujo infinito y uniforme, previamente encontrado por Gringarten y colaboradores (1974)
en el caso de una fractura vertical totalmente penetrada, y por Muskat (1946, p.273)
para el caso de flujo en estado estacionario hacia el pozo parcialmente penetrado. La
solucién actual del problema de conductividad infinita podria ser requerir el uso de

procedimientos semianaliticos.
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CAPITULO Il
MODELO PROPUESTO

El modelo de flujo bilineal hacia la fractura dominante, es:

0’ pde(XD’tD) 2 apfbD(O’tD)_ 1 8pde(XD’tD)

N _ , (111.2)

8X|23 (kdf by )D Yo YRS oty
cuyas condiciones inicial y de frontera son:
condicién inicial: P (X5,0)=0,

OP 4o (O,
frontera interna, gasto constante: pde( D) = ,
aXD (kdf bdf )D
frontera externa, fractura infinita: ~ lim p;(X,tp )= 0.
Por otro lado, el flujo lineal en la formacion naturalmente fracturada es:
0 pfbD(yD’tD) OP o (yD’tD)
_ -~ , (111.2)

¥p oty
con las condiciones siguientes:
condicion inicial: Pwo(¥p,0)=0, (111.3)

frontera interna, acoplamiento:

(2n+1)* 720 p [tp 7]

0P (¥,7) AN H3
—SLI e D dT,

Paro (XD ' tD) = pfbD(yD Ip )sup +4S 4 4o j .

0

frontera externa, yacimiento infinito: ~ lim p . (y,.t,)=0.
Yp >

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion de flujo en la formacion,
ecuacion (l11.18):

d’Puo (Vo.5)

2 :SﬁfbD(yD’S)_ pfbD(yD!O)'
dyp
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Sustituyendo la ecuacioén (111.3), en la anterior, se obtiene la ecuacion siguiente:
d 2 ﬁfbD (yD ! S)
dys

cuya solucion general es:

= SﬁfbD (YD’S)’

Pwo (YD ) 5) = CleyDJg + Czeﬂ/[)\/g

Se aplica la transformada de Laplace a las condiciones de frontera en la ecuacion de
flujo en el yacimiento:
P o (0’ S) = Puo (XD ' S) '

y
y"'I‘DO P o (yD , 5) =0.

Se aplica la condicion de frontera externa en la solucién general:

Iim pfbD(yDlS):C1 Iim eyD\/E +C2 Iim e’yD\/g :0
Yo Yp >®

Yp —>®

Evaluando:
C, [valor]+C,[0]=0,
para satisfacer la condicion de frontera externa se requiere que:
C,=0.

Sustituyendo la constante C, en la solucion general:

[ ()’D15)=Czein\/g . (”I-4)

Se aplica la transformada de Laplace a la condicién de frontera interna de la

formacion fracturada (acoplamiento), y resulta la expresion:

p X, S
pfbD (yD’S)Sup = de( D )
S
1+S o ”Dt h Hp | s
" op-an? NS o [ 2 4rlfbD}
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Aplicando la condicién de frontera interna (acoplamiento), a la ecuacion (111.4), se

tiene:

Bde(XD’S)

H_ s S |
1+S. [~ 2 tanh| [ >
fb del: 'TI o { 477 D /Hé }}

por lo tanto, la constante C, es:

P o (0’ S) = Czeilo]ﬁ =

c, - P (X5 9) . (111.5)

Hos S
1+S, | —2-"tanh| [—
b del: ,_T]fbD { 477 D / Hé }}

Se sustituye la ecuacién anterior en la ecuacién (lll.4) y se obtiene la solucién del

yacimiento en el espacio de Laplace:

Bde(XD’S) —yods
1+Sq 4o HD7\/§tanh %
NS 4nwo I Hp

En la ecuaciéon de flujo en la fractura se requiere la derivada de la presién en el

P o (YD’S):

yacimiento:
dP o (YD ’ S) -5 Ede (Xp,9) g Y05
dyD 1+8S Mtanh #
fb—dfD
| NUES) 4o I Hp |

Evaluando en la interfase formacién fracturada-fractura dominante:
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dP o (0’ S) _ _\/g Ede (Xp,9)
Vo 1+Sq4 4o HD7\/gtanh %
| NS o [Hp |

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién de flujo en la fractura

(111.6)

dominante:

d? Paro (XD1S) 2 dp 4o (015) 1
= P 1 - 10 .
dX|23 + (kdf bdf )D dyD Nuo [Spde (XD 5) Paro (XD )]

Sustituyendo la condicién inicial y (l11.6) en la ecuacién anterior:

dzpde(XD,S)_ Z\E Bde(XD’S) _ S B (X S)
dxp (kdfbdf )D HD\/E S YRS e
1+S fo_din| —7— tanh —
| RS 4wy [ Hp
arreglando:
d?p,(Xs,S 2 1 |
d(;DX(z > )_ \/_ +77 Spde(XD’S):O
D H S S dfd
\/g(k b 1+S, Dtanh{ /J
df Dgt )D fo—dfD —~ 4y IH é
(nN.7)

Re escribiendo la ecuacién anterior se obtiene:

d? Pao (XD , S)

dX,ZD _Sg(s)ﬁdfo (XD’S): 0,

en donde:
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9(s)= 2 it (111.8)

H.+/s s Moo
\/g(kdf by )D +3S {\/;fj tanh( 477mD/HI§H

De acuerdo con el comportamiento de la tangente hiperbdlica, se tienen lo dos casos

siguientes:

a) para 0 < —2 1,

M p
la funcién g(s) es:
g(s)= 2 s

HSS YR
\/g(kdf bdf )D +3S o-df>
fbD
o | S

b) para 1<— <,

M p

0(9)- 2 L
< s N
S(kdf bdf )D +3S fo—dfD = w

A/ oD

La solucion general para la ecuacion de flujo en la fractura dominante:

Ede(XDvS)=CseXDm +C4ei>([)\/sgi(s)- (1.9)

Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera para la fractura

dominante:
dﬁde (O’S) __ T
dx,, (kyby ) s

X"TDO Pao (XD ' 5) =0.
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Aplicando la condicién de frontera externa:

lim ﬁde(XD:S):C lim eXDW +C lim e ~Xp+/sg(s) _ 0
Xp —>®©

Xp —>®© Xp —>®©

en la ecuacion previa puede observarse que:
0 = C,[valor]+C,[0],

por lo que se requiere que:
C,=0.

(11.10)
Sustituyendo la ecuacién anterior en (111.9):
Pupo (X5,5) = C,e 0V (I11.11)

Derivando (l11.11) con respecto a X :

Py (Xo,9)
pde D \/_jc p %o Jsg(s)

dx,

Evaluando en la condicion de frontera interna para la fractura dominante:

dpde 0 S \/—C o TONs9(s) 4l .
kdfbdf 03

Despejando la constante:

T

 lkyb )SJsg 5)

Sustituyendo la constante C, en (Ill.11), se obtiene la solucion del modelo en el

espacio de Laplace:

e*XD s9(s) )

Pan (XD , S) = (

T 1
byt ), 54/50(5)
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La solucion en el pozo:
Xp =0,

Puo (S) = Pap (0’ S) :

Por lo que:

Puo(8)= 17— L (111.12)

(kdf by )D S\/ Sg (S) .

Sustituyendo la funcion g(s):

2 1
S |s +

H \/g S YR
sik,b 1+S —L2-“tanh| | ————
ENRI R )

La solucion puede escribirse:

1
L(I11.13)
(kg by ), 2 L1 592

H \/g s Mo
\/g(kdf by )D 1+Sfbdf{\/;fjtanh( WH

La ecuacién anterior resulta muy complicada para ser invertida al espacio real
analiticamente, por lo que se utiliza el algoritmo de Stehfest (el cual se presenta en el

apéndice F) para tal fin.

Al considerar el dafio en el pozo S, la ecuacion (l11.13) queda:
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P ()= L L Sw
® (kdfbdf )D N 1 |s¥? s
H YR
x/g(kdf by )D 1+S4 aoHo > tanh| o | °
1 oD 2 \ Mo
o0 bien:
_ _ S,
Peo (8)= Puo (8)+ = (I11.14)
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CAPITULO IV
VALIDACION DEL MODELO PROPUESTO

Convergencia al modelo de flujo bilineal propuesto por Cinco-Ley y Samaniego

El modelo que se presenta en esta tesis es una extensiéon de las geometrias de flujo
lineal y bilineal, las cuales se encuentran relacionadas por el dafio que existe entre los
medios porosos (formacion fracturada y la fractura dominante). Para la validacion
considérese la ecuacion (lll.16), la cual es la condicion de frontera interna
(acoplamiento) en el espacio de Laplace, para el flujo lineal de la formacion fracturada

hacia la fractura dominante:
Do (X5, 5)

1+ S, ¢S Ltanh Ho | s
NUESS 2 \ 44

Si existiese un flujo lineal libre de la formacion hacia la fractura dominante, esto

ﬁfbD (yD ' S)sup =

quiere decir que no existe ningun dafio entre los medios porosos, es decir el dafio

St g S€ria cero. Al evaluar dicha condicion en la ecuacion anterior resulta:

_ Py Xy, S
P o (yD’S)sup = de( : ) ’
1+[0]s Ho _ ann| Mo | >
T wpS 2\ 4nup
Po (yD’S)sup = Puio (XD’S)' (IV.D)

Al transformar la condicion anterior a tiempo real, ésta coincide con la condicién de
frontera interna de la formacién fracturada para flujo bilineal con transferencia
interporosa libre, ecuacion (C.21). Por esa razon, en caso de que el dafio entre la

formacion fracturada y la fractura dominante no se presenciase (Sfb,de = 0), la solucion

del modelo propuesto converge a la solucion del modelo de flujo bilineal con
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transferencia interporosa libre, cuya solucion se muestra en el apéndice C. He aqui las
dos soluciones:
Solucion al modelo de Cinco-Ley y Samaniego en el espacio de Laplace:

(kdfbdf)D\/ 2 1 [
(

+
kdf bdf )D \/g Mo

Solucién al modelo propuesto sin considerar dafio ni almacenamiento en el pozo,

con S, 4o =0, en el espacio de Laplace:

Po(8)= 1 - :
wD (kdf bdf )D 2 . 1 33/2’
n
x/g(kdfbdf )D 1+[o]H, /itanh Ho | s "
M tob 2 \ Mo
T 1 1
Puo (8)=
D (kdf Dy )D 2 . 1 |s¥%*-
i (kdf bdf )D\/g T]de )

Por lo que se demuestra la convergencia del modelo propuesto de manera analitica
al modelo de flujo bilineal de Cinco-Ley y Samaniego, siendo idénticos bajo la

consideracion de S, 4, =0, en el modelo propuesto.

Convergencia al modelo de flujo lineal

En la seccion anterior, se demostrd la convergencia del modelo propuesto cuando no
existe dafo interporoso, en contraparte, si el dafio entre los medios porosos fuese tan
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elevado que no permitiese el aporte de la formacion fracturada a la fractura dominante,

podria hablarse de un factor de dafio, S, ,,, que tiende a infinito por lo que al evaluar

dicho limite en la ecuacién (IIV.16) se obtiene:

sfb!ifan% Pro (Y. Sy = sfb!ifrDer Hﬁde (xD,s)H | |
145, .08 \/Kzstanh[ " 4%'3}
Pro(Yo:8)yy = y Paro (XD’Sl_)I : o,
1+[oos \/Kzstanh[ 2D \/ﬁ}
Do (Yo =0.5),, =0. (IV.11)

Al transformar la ecuacion anterior al espacio real, resulta:
Pwo (yD =0,t, )sup =0,

por lo que al derivar la ecuacion previa con respecto a y,, y evaluando en y, =0, se
obtiene:
0

oy P (Yo =0.t5 ), =0. (V.111)

Al sustituir la ecuacion anterior en la ecuacion de flujo en la fractura dominante
(C.13) resulta:

82 pde (XD’tD) 2 _ 1 apde (XD’tD)
o [o]=
aXD (kdf bdf )D 4o atD

la cual se reduce a:

82 pde (XD’tD) _ 1 apde (XD’tD)

aXIZD Nap oty

Solucion al modelo de flujo lineal:

2
Pup (tD) = A TNyplp -
KDy

f /b
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Modelo propuesto sin dafo ni almacenamiento en el pozo, con S, ,, =, en el

espacio de Laplace:

T 1 1
Kbyt ), 2 1 [s¥

n
(kb )| 1+ [ ]Ho| |2 tanh| To |- "
UE) 2 \ Mo

_ [ 1
wa(S): K Z [\ Marp 337
df Qg

f /b

Puo (S) = (

al invertir la ecuacién anterior a tiempo real se obtiene:

2
Puo (tD) = mv TNgiolp -

Por lo que se demuestra que al no existir un aporte por parte de la formacién

fracturada a la fractura dominante se obtiene un flujo lineal en ésta ultima.

Convergencia al Modelo Flujo Bilineal con Transferencia Interporosa

Pseudoestacionaria

La convergencia del modelo de flujo bilineal con transferencia interporosa
pseudoestacionaria indica en qué momento, el régimen de flujo transitorio pasa a ser
pseudoestacionario. La importancia de la convergencia a este modelo radica el
momento en que deja de existir un régimen pseudoestacionario, por lo que ya no es

posible caracterizar la formacion fracturada.

El valor de dafio al cual se produce un régimen de flujo pseudoestacionario, analogo

al trabajo realizado por Cinco-Ley es:
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Despejando el parametro A :

[]'_a)df ] 1 tp

5 -
S fb—dfD H D

Ag =2

Al sustituir la ecuacion anterior en la condicion de acoplamiento del modelo de flujo
bilineal con transferencia interporosa pseudoestacionaria, en el espacio de Laplace,

ecuacion (D.32) se obtiene:

’ []'_a)df] YRS

2
S fo—dfD H D

Ede (yD ' S) !

P o (yD’S): me

2
S fo—dfD H D

[]'_a)df ]S+ 2

reescribiendo:

1 —
pMD(yD’S)’

Pwo (YD’S): sH?
1+ Sy 4o e

21 4o

La ecuaciéon anterior corresponde a la condicion de acoplamiento del modo propuesto
en el espacio de Laplace, cuando los valores el valor del argumento de la tangente

hiperbdlica oscila entre O y 1.

Ejemplo:
Considérese un pozo productor de aceite, con radio r, =0.25 [pies], gue penetra una

fractura vertical dominante, en una formacion fracturada, cuyos datos son los

siguientes:
h = 49][ft] b, = 0.5 [ft] (kyby ), = 6.283 x; =88.9 [ft]
ky =2.07 [md] 1 =0.8][cp] ¢ =0.15 ¢; =0.03

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.I. Héctor Pulido Bello 45



CAPITULO IV: VALIDACION DEL MODELO

¢, =1.76x10°[psi*]| ¢, =8x10"°[psi] S, =0 Cp =0

Empleando las soluciones analiticas de Cinco-Ley y Samaniego (1981) se obtiene la
grafica log-log de la Figura IV.1 siguiente:

Soluciones Analiticas

1.E+08

1.E+07 A

1.E+06 -

1.E+05 -

1.E+04 -

1.E+03 -

pwD

1.E+02 -

1.E+01 -

1.E+00 -

1.E-01 A

1.E-02 -

1.E-03 T T T T T T T T
1.E-08 1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08

tD

‘ e Tiempos Cortos ===Tiempos Largos ‘

Figura IV.1. Soluciones analiticas al modelo de Cinco-Ley y Samaniego.

La grafica anterior muestra el comportamiento de la presion adimensional contra el
tiempo adimensional, modelado con las soluciones de Cinco-Ley y Samaniego (1981).
De acuerdo con la validacion antes mencionada, el modelo propuesto debera ajustarse

a estas soluciones cuando el dafio entre los medios porosos, S, 4 , Seaigual a cero. La

solucion a la ecuacion (111.29) se obtuvo mediante el algoritmo de Stehfest, con un valor
N=12. El ajuste se muestra en la Figura V.2
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Ajuste del Modelo Propuesto al Modelo de Cinco-Ley y Samaniego

1.E+08

1.E+07 -

1.E+06 -

1.E+05 -

1.E+04 -

1.E+03 -

pwD

1.E+02 -

1.E+01 -

1.E+00 -

1.E-01 A

1.E-02 -

1.E-03 T T T T T T T
1.E-08 1.E-06 1.E-04 1.E-02 1tB+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08

Figura IV.2. Ajuste del modelo propuesto al modelo de Cinco-Ley y Samaniego.

Tiempos Cortos Tiempos Largos = = Modelo Propuesto, Dafio=0 ‘

Con base en la figura anterior, se demuestra que cuando no existe dafo interporoso,
el modelo propuesto converge al modelo de flujo bilineal propuesto por Cinco-Ley y

Samaniego.

La Figura IV.3 y la Figura IV.4 son un andlisis de sensibilidad del dafio interporoso

para el ejemplo anterior:
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Anélisis de sensibilidad para pwD contra tD

1.E+06

1.E+05 -

1.E+04

1.E+03 -

1.E+02

pwD

1.E+01

1.E+00 -

1.E-01 4

1.E-02 4

1.E-03 T T T T T T T T T T T T T T
1E-06 1.E-05 1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08 1.E+09
tD

‘ —Daf0=0.01 = Dafio=0.1 ——Daf0=0.2 ——Daf0=0.5 ——Dafio=1 ——Dafo=2 — Dafo=0 ‘

Figura IV.3. Andlisis de sensibilidad del dafio Sg_ , para p,p contra t;.

Anélisis de sensibilidad para dpwD/dIn(tD) contra tD

1.E+06

1.E+05 -

1.E+04 -

1.E+03

1.E+02 -

1.E+01 -

dpwD/dIn(tD)

1.E+00

1.E-01

1.E-02

1.E-03 T T T T T T T T T T T
1.E-06 1.E-05 1.E-04 1.E-03 1.E-02 1E-01 1E+00 1E+01 1.E+02 1E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06
tD

‘ —Dafio=0 —Dafi0=0.01 —Dafi0=0.1 —Dafi0=0.2 —Daf0=0.5 —Dafio=1 —Dafio=2 ‘

d
Figura IV.4. Andlisis de sensibilidad del dafio S _4 , para o contra t.

dIn(ty )
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Si a las gréficas anteriores se le afaden las soluciones analiticas, las graficas

resultan:

Ajuste del Andlisis de Sensibilidad con las soluciones de
Cinco-Ley y Samaniego para pwD contra tD

1.E+06

1.E+05 A

1.E+04 A

1.E+03

1.E+02 A

pwD

1.E+01 A
1.E+00 -

1.E-01 -
/

1.E-02 A

1.E-03 T T T T T T T T T T T T T T
1.E-06 1.E-05 1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08 1.E+09

tD

— Daf0=0.01 —— Dafio=0.1 — Daf0=0.2 — Dafi0=0.5 —— Dafio=1
—— Dafio=2 —— Dafio=0 — Tiempos Cortos Tiempos Largos

Figura IV.5. Ajuste del andlisis de sensibilidad con las soluciones de Cinco-Ley y Samaniego para

P.o contraty.

De la Figura IV.5 se observa que entre mayor sea el dafo entre los medios porosos
(fractura dominante y formacion fracturada), el tiempo que tardara en desarrollarse al

flujo bilineal, sera mayor.
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CAPITULO V
ANALISIS DE LA PRESION EN POZOS FRACTURADOS

Comportamiento Transitorio de Presion en pozos fracturados.

Considere un pozo en una fractura vertical dominante produciendo a gasto constante,

g, en un yacimiento infinito, is6tropo, homogéneo y horizontal, que contiene un fluido

ligeramente compresible, ¢, y viscosidad u .

El yacimiento tiene una permeabilidad k, , porosidad ¢,, espesor h, compresibilidad

total c,, y presion inicial p;.

El pozo es interceptado por una fractura vertical dominante, indeformable,

completamente penetrada de longitud media Xy, anchura by, permeabilidad kg ,

porosidad ¢, y compresibilidad total c, (FiguraV.1).

Las propiedades del yacimiento y la fractura son independientes de la presion y del
flujo en todo el sistema, obedecen a la ley de Darcy. Es conveniente, suponer que los
gradientes de presién son pequefios, los efectos gravitacionales son despreciables, y el

flujo que entra a la vecindad del pozo entra sélo a través de la fractura.

Con base en estas suposiciones, el flujo transitorio en el sistema puede ser descrito
por la ecuacion de difusividad. Para detalles de las condiciones de frontera y la solucion

analitica de éste problema ver en el Apéndice C de esta tesis.
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Vecindad del pozo

S—

Fractura

Fronteras verticales
impermeables

1/

Figura V.1. Pozo que atraviesa una fractura vertical de conductividad finita penetrada totalmente.

La solucion general para la presion de fondo fluyendo p,, , para aceite, esta dada por

la ecuacion:
Koh(p; = Pus )
t., ,C = V.1
wa( Dxg * 1D+ fodf ) . QB (V.1)
en donde:
k

DXy :ﬂ—szt (V2)

¢t:uctbf X

k. dc
nde — df ¢t fbt (V3)

kfb¢df Cdft
y
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b c
Cfo — df¢df dft (V4)

ﬂxdf¢tcfbt
P.o representa la caida de presion adimensional; es una funcion del tiempo

adimensional, t, , difusividad hidraulica adimensional de la fractura n4, y de la

X

capacidad de almacenamiento de la fractura dominante adimensional, C . a,, o, y S

son unidades de conversion, de acuerdo con la Tabla 1.

Parametro o ) Unidades de
variable Unidades del SI campo
k pm md
h m pies
do m>/d bpd
M Pa*s cp
m°/ m°® B@c.y/B@c.s
® fraccion fraccion
Ct Pa™ psi™
p kPa psi
horas horas
do 1.842 141.2
B 3.6x10” 1,424
Bbfo 34.97 441
Oito 0.3918 8.128
C m°/Pa pies’/psi

TablaV.1. Unidades de campo y en el Sl.

Cinco-Ley y colaboradores (1978), mostraron que para valores practicos de tiempo
adimensional, el comportamiento de la presion depende de dos parametros: el tiempo
adimensional t, , y de la conductividad adimensional de la fractura (kdfbdf )D. Lo
anterior fue definido en la ecuacién (V.2) y lo sucesivo puede ser obtenidote las
ecuaciones (V.3) y (V.4). La conductividad adimensional de la fractura es:

Ky b
(kdf bdf )D _ kdf de
fo "df

y esté relacionada con C,, y n, COMO a continuacion se presenta:
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(kdf by )D = 71C 1ot Maio

0

Figura V.2. Grafica log-log de los casos tipicos para pozos fracturados.

La Figura V.2 muestra el comportamiento general de un pozo con una fractura
vertical con conductividad finita. Alli, se muestra una grafica log-log de presion

adimensional en la vecindad del pozo, p,;, contra el tiempo adimensional, t,, . Por

simplicidad, sélo se presentan dos casos: el primer caso representa el comportamiento

de una fractura de baja conductividad (kdfbdf )D =0.1, mientra que el segundo caso
considera una fractura altamente conductiva (kdfbdf )D=500 . Estos casos fueron

seleccionados porque muestran todos los rasgos del comportamiento de presion

transitoria para un pozo fracturado.
Periodos de flujo en un pozo fracturado

Mediante un andlisis de la Figura V.2 muestra que el comportamiento transitorio de un

pozo con una fractura vertical con conductividad finita incluye varios periodos de flujo.
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Inicialmente, hay un flujo lineal en la fractura caracterizado por una recta con pendiente
1/2, después del periodo de flujo de transicion el sistema podria 0 no mostrar un
periodo de flujo bilineal, indicado por una recta con pendiente 1/4. Cuando el tiempo
incrementa, la formacién podria desarrollar un periodo de flujo lineal. Eventualmente, en

todos los casos el sistema alcanzara un periodo de flujo pseudoradial (ver Figura V.3).

Los puntos A, F, y L en la Figura V.2, representan el fin del periodo de flujo lineal en
la fractura (recta con pendiente ¥2). El periodo de flujo bilineal (recta con pendiente ¥4)
se define en los segmente BC y GH; éste comportamiento no se presenta cuando la
fractura tiene una alta capacidad de almacenamiento y una alta conductividad (la curva

de abajo en el caso 2).

El periodo de flujo lineal en la formacion se muestra por la linea recta de pendiente
%, entre los puntos | y J sbélo se muestra en fracturas con altas conductividades

(kdf Dy )D >300. Los puntos D y K muestran el inicio del periodo de flujo pseudoradial.

Pozo ‘ |
( t

|
i —mn @
Fractura f

(a) (b) Fractura
Flujo lineal en la fractura Flujo bilineal
I N
| ‘ ’/Fractura Fractura
T
i

g
/1N
() (d)

Flujo lineal en la formacién Flujo pseudoradial

Figura V.3. Periodos de flujo para un pozo fracturado verticalmente.
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Periodo de flujo lineal en la fractura

Este comportamiento ocurre a valores muy pequeiios de tiempo adimensional y se
muestra en todos los casos. Durante este periodo de flujo, la mayoria de los fluidos que
entran a la vecindad del pozo provienen de la expansion del sistema dentro de la

fractura y el flujo es esencialmente lineal, como se muestra en la Figura V.3a.

La respuesta de la presion adimensional en la vecindad del pozo esta dada por:

2
Puwp = m Moo,

de ahi que, para aceite:

o [=}
Puw = Pi — o £ t
by h | Ko e Car

en donde §,, es una constante de conversion de unidades.

Estas ecuaciones indican que una gréfica log-log de presion contra tiempo, arroja
una recta, cuyas pendientes son iguales a %. Una grafica de presién o pseudopresion
contra la raiz cuadrada del tiempo, también resultard en una recta, cuya pendiente

dependeré de las caracteristicas, excepto la longitud media de la fractura x .

El flujo lineal en la fractura dominante termina cuando:
2
0.0Ukyby )
Dxgt — 2
R
desafortunadamente, este periodo de flujo ocurre a un tiempo muy temprano para tener

uso practico.

Periodo de Flujo Bilineal

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.l. Héctor Pulido Bello 56



CAPITULO V: ANALISIS DE PRESION EN POZOS FRACTURADOS

Examinemos ahora el comportamiento en una grafica log-log de p,; vst,, ~ (Figura
V.2). En el caso 1 [(kdf (o8 )D :0.1] , el flujo bilineal existe dentro de los puntos By C

después del periodo de flujo de transicion, representado por el segmento AB. El
comportamiento de la presion para el flujo bilineal muestra una linea recta, cuya

pendiente es igual a ¥%. La duracion de estos periodos dependen de (kdf Dy )D Y Coo -

El segundo caso [(kdf (o8 )D =500] puede o no presentar el periodo de flujo bilineal
como se muestra en las curvas superiores e inferiores. La curva superior para el caso 2
corresponde a un valor bajo para C,, y muestra flujo bilineal durante un corto periodo

de tiempo (segmento GH); sin embargo, la curva inferior corresponde a un valor alto de

Cx , el cual no muestra el comportamiento del periodo de flujo bilineal, porque los

efectos de la punta de la fractura se notan antes de que éste periodo aparezca
(segmento LI).

La presiéon adimensional en la vecindad del pozo para flujo bilineal, esta dada por:
T 14 _ 2.45 1/4

pW = Xor X (VS)
° r(1.25),/2(ky by ), ° kb, SD °

esta ecuacion indica que una gréafica p,, Vs 4/tDde produce una recta cuya pendiente

. 2.4 : . . , e
sera WZST interceptando en el origen, la Figura V.4 presenta ese tipo de gréafica
df Ydf Jp

para diferentes valores de (kdf Dy )D :
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Fin de la linea
P p| "7 recta

w QSIS
- -,"' = .n
I+ 57 -
(X))
Q ] 1 1 L L 1 1 ]
0 0.2 04 0.6 o8 |

. ZD.I' df

FiguraV.4. p,p VS4/t,, ~ paraun pozo con una fracturavertical que tiene conductividad finita.

Un rasgo importante de esta grafica es que después del periodo de flujo bilineal

(porcién de la linea recta), las curvas para (kdf Dy )D <1.6 son concavas abajo y las

curvas (kdf Dy )D >1.6 son concavas arriba.

El final del periodo de flujo bilineal, depende de la conductividad de la fractura y

puede ser expresada por:

0.01
Lo = -, para (kdf Dy )D >3 (V.6)
Kt Dt b
-1.53
oy = 0.0205(ky by ) —1.5]*, para 1.6 < (ky b, ). <3 (V.7)

y
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-4

4.55

toens = -25| ,para (kdf bdf) <16 (v.8)
;;(kdf bdf jD ?

La Figura V.5, muestra una representacion grafica de estas ecuaciones.

1.E+00

1.E-01

1.E-02

tDebf

1.E-08

1.E-04

1.E-05

0.1 1 16 3 10 100
(kdf bdf)D

Figura V.5. Tiempo adimensional para el final del periodo de flujo bilineal contra la conductividad

adimensional de |la fractura dominante.
Analisis del flujo bilineal

El flujo bilineal se muestra por fracturas con conductividad finita con pequeias
capacidades de almacenamiento, C,, . Cualquier intento por analizar los datos de
presion observados en este periodo de flujo utilizando métodos convencionales
(pvs\/f o pvslogt) producira resultados equivocados. A continuacion se presenta el

método de andlisis apropiado, con base en la teoria de flujo bilineal.
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Ecuaciones y Gréficas basicas

De la ecuacion (V.5), la caida de presién para aceite, puede ser expresada como:

0., B
Ap = bfo Yt (V.9)
h(kdf By /2(¢t:uctkfb o

en donde Ap es el cambio de la presion (pseudopresion) en una prueba. ., €s una

constante de conversion de unidades, esta determinada en la Tabla 1.

La ecuacion (V.9) indica que el cambio de la presiéon es inversamente proporcional a
la raiz cuadrada de la conductividad de la fractura y directamente proporcional a la raiz

cuarta del tiempo. De acuerdo con las mismas ecuaciones, una grafica de Ap vs 4/t
produce una linea recta que pasa a traveés del origen, cuya pendiente, m, =1/4
(Figura V.6), puede ser usada como una herramienta de diagndstico para la deteccién
de flujo bilineal. Dicha pendiente est4 dada para aceite por:

Oy AB L
h(kdf by 2 (¢t HC, K g, )1/4

de ahi que el producto h(kdfbdf > pueda ser estimado, empleando las siguientes

My =

ecuaciones. Para aceite:

6 biod Bu
My (¢t MC,K g, )1/4

(kdf by =
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log AP

pendiente=1/4

logt

Figura V.6. Grafica log-log de datos de presion para flujo bilineal.

Las ecuaciones anteriores indican que los valores de las propiedades del yacimiento

deben estar disponibles para estimar el grupo h(kdf by ' Nétese que esta técnica de

andlisis tiende a reducir el efecto del error introducido, cuando se utiliza informacién

pobre de las propiedades del yacimiento (ky,, ¢, Y Cy )-

De las ecuaciones (V.5) a (V.8), si (kdfbdf )D <3, la caida de presion adimensional al

final del periodo de flujo bilineal, esta dado por:
1.38

( Puwo )ebf = m

de ahi, la conductividad adimensional de la fractura puede ser estimada utilizando la
ecuacion siguiente:

(kdf by )D = (1i

wD )ebf
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(wa)ebf puede ser calculada utilizando la ecuacion (V.1); Ap,, de la gréafica de flujo

bilineal.

Todos los comentarios acerca de la concavidad de las curvas en la Figura V.4, son

véalidos para las curvas de la Figura V.7.

T

Figura V.7. Grafica para el andlisis de la presion del flujo bilineal.

Extensiones y limitantes

La region afectada durante el flujo bilineal incluye sélo la fractura dominante y sus
alrededores, porque ocurre a tiempos tempranos, incluso en un sistema de una fractura
dominante parcialmente penetrada. Por eso, las ecuaciones y gréficas discutidas en la
seccién previa para flujo bilineal puede ser extendida para los casos en que la fractura
dominante no penetra el espesor de la formacion completamente. Esto es posible
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usando simplemente la altura de la fractura dominante, h, , en lugar del espesor de la

formacion h.

En casos en donde existe una restriccion de flujo (baja conductividad, flujo
turbulento), dentro de la fractura, en los alrededores de la vecindad del pozo, el flujo
bilineal aun ocurre y el andlisis de los datos de presion ya discutido puede ser aplicado

(ver Figura V.8). Una caida de presion extra, Ap,, es creada en este caso para que la

porcién de la recta no intercepte al origen. Estas situaciones deforman la porcion de la
recta en la gréfica log-log.

AP

AP,

T

Figura V.8. Grafica para flujo bilineal en una fractura con una restriccion de flujo cerca de la

vecindad del pozo.
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Si los efectos de almacenamiento en la vecindad del pozo afecta el sistema, el
comportamiento de la presion del flujo bilineal puede ser ocultado, como se muestra en
la Figura V.9, y los datos se hacen dificiles (o imposibles) de analizar, con los métodos

de interpretacion actuales.

AP

Comportamiento de presién con efectos de
almacenamiento

VT

Figura V.9. Efecto del almacenamiento en la grafica del flujo bilineal.
Identificacién de régimen de flujo y curvas tipo

El comportamiento de la presién de un pozo fracturado podria mostrar varios periodos
de flujo para valores practicos de tiempo: flujo bilineal, flujo lineal en la formacion y flujo

pseudoradial.
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Los datos de presién para cada periodo de flujo debe ser analizado utilizando un
método de interpretacion especifico (p,, vs&/t, p, vsvt y p, vslogt, para bilineal, lineal

y pseudoradial, respectivamente).

La gréfica log-log ha sido utilizada cominmente como herramienta de diagndéstico
para detectar diferentes regimenes de flujo en una prueba de presion transitoria. El uso
de curvas tipo en el andlisis de los datos de presidn para pozos fracturados, representa
un gran avance en esa area. La primera curva tipo para pozos fracturados fue
presentada por Gringarten y colaboradores (1975), Cinco-Ley y colaboradores (1978),
mostraron que la solucion de Gringarten y Ramey (1974), para una fractura vertical
dominante con conductividad infinita, se comporta como la solucion para una fractura

vertical dominante con conductividad finita de (kdf Dy )D > 300; ademas, mostraron que el

flujo vertical dominante uniforme, se comporta como una fractura vertical dominante con
conductividad variable. El analisis de curvas tipo ofrece una ventaja sobre los métodos
de andlisis especificos ya mencionados, porque pueden ser aplicados para interpretar
datos de una prueba de presion que corresponden a diferentes periodos de flujo.
Ademas, el analisis de curvas tipo puede indicar cuando se aplican las diferentes
técnicas graficas.

Los comportamientos de los datos nos han mostrado, que en algunos casos, la
aplicacion de las curvas tipo disponibles para fracturas verticales dominantes con
conductividad finita, no arrojan resultados Unicos. Esto es debido a la forma de la curva
del comportamiento de la presion es similar para diferentes valores de conductividad
adimensional de la fractura sobre algunas regiones de las curvas tipo. Una inspeccion
cercana de la Figura V.2, indica que un problema caracteristico podria existir si los

datos de presion por analizar ocurren en el periodo de flujo bilineal o pseudoradial.

Una presentacion conveniente de las curvas tipo fue publicada por Cinco y
colaboradores (1978), Ramey y colaboradores (1978) y Agarwal y colaboradores (1979)

es presentada en la Figura V.10. Se muestra una grafica de Iog[wa(kdfbdf )D] Vs
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Iog[tDde (kdf (o8 )ZD] . El rasgo principal de esta grafica es que para todos los valores de

(kdf Dy )D el comportamiento de los flujos bilineal (pendiente %) y lineal en la formacion

(pendiente %2) esta dado por una sola curva. Notese que hay un periodo de transicion
entre los flujos bilineal y lineal. La linea generada en esta figura indica el comienza
aproximado del periodo de flujo pseudoradial (recta semilog). También se muestra el
final del flujo bilineal y el inicio del flujo lineal en la formacién; el tiempo para el final del
flujo bilineal de la Figura V.10, concuerda con el resultado presentado en la Figura V.5.
Los grupos de variables usados en la Figura V.10, fueron derivados en el apéndice B,
de la referencia 8, en donde es mostrado, para algunos valores de conductividad de
fractura, el flujo bilineal termina cuando los efectos de la punta de la fractura se

presencian en la vecindad del pozo.

19‘ |- (kdfbdf )D =‘OJ-“ 4

=]
--;:m‘ L —_
‘-#-"' _F'endiente = Ya 1Q£!
::E 10} i

Comienzo aproximado de la
recta semi log

10‘2 i i L i i i i i b i i

2 .
1wt 16 100 10° 10 108 10

4

Drcye (ke:{f‘b df )ED

Figura V.10. Curvas tipo para pozos verticalmente fracturados.
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Aunque algunas curvas se presentan para (kdf Dy )D > 207, la forma de estas lineas

es esencialmente la misma. La unica diferencia es la duracion del flujo lineal de la
formacion (pendiente ¥%); esto es, la conductividad mayor de la fractura, el periodo de

flujo linear més largo.

El comienzo del flujo lineal en la formacion ocurre a t,; (kdf Dy )ZD ~10?, es decir:

100

t ~

El final de este periodo de flujo esta dado por:
toer ~ 0.016

De lo anterior, la conductividad de la fractura puede ser estimada por:
10

(kdf by )D ~ \/ti
Dbif

0 hien,

(kb ) ~125x1072 | V.9.1
df Pt Jp = L.69% (vV.9.1)

tblf

estas ecuaciones pueden aplicarse cuando (kdf Dy )D >100.

La Figura V.10 puede ser utilizada como curva tipo para analizar datos de presion

para un pozo fracturado. Los datos de presién en una gréfica de logApvslogt se
ajustan a una curva tipo para determinar (Ap),, , [pWD (ks by )D ]M )y [tDde (k by D]M ,

[(k by )]M (), o (o ), ¥ (t )y - A partir de esta informacion, podemos estimar lo

siguiente:

Conductividad adimensional de la fractura dominante:

[(kdf b )D ]M
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Permeabilidad de la formacion, para aceite:

_ a,qBu [p!vD (kdf by )_D ]M
° h(Ap)M l(kdf by )D JM

Longitud media de la fractura dominante:

- Bk (kb )]in . -
« @ HCy, |_th,1f (kdf by )2D JM

Conductividad de la fractura dominante:

kdf bdf = kfb X [(kdf bdf )D ]M

Fin del flujo bilineal:

(tar ),

Comienzo del flujo lineal en la formacién:

(o ),

Comienzo de la linea recta semilog:

(tbssl )M

Estos resultados pueden ser obtenidos si existen varios datos de presion
disponibles. Debe tenerse presente que el analisis especifico de las gréficas debe ser
utilizado para diferentes regimenes de flujo, para obtener una mejor estimado de los

parametros del yacimiento y la fractura.

Ahora se discutiran los casos en donde todos los datos de presién caen en una
porcion pequefia de la curva tipo y un grupo completo de informacion puede no ser
obtenida.
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Caso 1. Los datos de presion muestran una pendiente de un cuarto en una gréfica log-
log (Figura V.6). De acuerdo con lo tratado en la seccion previa, estos datos
corresponden al periodo de flujo bilineal y no se puede obtener un ajuste Unico con la
Figura V.10. El tipo de analisis del flujo bilineal es el Unico método disponible para este

caso, para obtener informacion referente a (kb ).

Un valor minimo de la longitud media de la fractura x, , puede ser estimado de las

ecuaciones (V.6) a (V.8), para el final del flujo bilineal; esto es, para (kdf by )2 3, se tiene:

Xy > ‘R/lo,g(kdf bdf)ztebj
G HC K g,

Generalmente, el efecto de almacenamiento en la vecindad del pozo afecta a la
prueba a tiempos tempranos, por eso, se espera tener datos de presion distorsionados
debido a este efecto, causando una desviacion de la recta de pendiente un cuarto, de
este periodo de flujo. La Figura V.11 puede ser aplicada para analizar los datos de
presion para este caso, inclusive cuando la duracion de la prueba no sea suficiente para
alcanzar la porcion de ¥ de pendiente de la recta. Es importante notar que el
comportamiento de la presién en la Figura V.11 para las porciones del efecto de
almacenamiento en la vecindad del pozo y de flujo bilineal, estd dado por una sola
curva que elimina por completo el problema de ajuste. Los pardmetros de correlacion

Fl(wa) y Fz(tDde) usados en esta figura, son derivados en el apéndice C y definidos en

la Figura V.11.

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.1. Héctor Pulido Bello 69



CAPITULO V: ANALISIS DE PRESION EN POZOS FRACTURADOS

0% | ' ‘ ' 1
Final del efecto de
4 | almacenamiento
B |r: 101 - §
5
.. %
o
5 1 4
oo
;h_
107! )
0™ 1 10’ 107 10° 10

Figura V.11. Curva tipo para almacenamiento bajo condiciones de flujo bilineal.

El final del efecto de almacenamiento en la vecindad del pozo en la Figura V.11,

ocurre cuando F, (tDde )z 2x10%, que arroja:

17.25 \/ c*
tews = 3 4
ﬁ (kdf bdf )Z h ¢t thbkfb

De la observacion de los resultados presentados en la Figura V.11, podemos ver
que el final de los efectos de almacenamiento ocurre tres ciclos logaritmicos después

del fin de la pendiente unitaria.

Este criterio es util para determinar si la porcion elegida de recta para el andlisis de
flujo bilineal es la adecuada (ver Figura V.9). Si la Figura V.11 se utiliza como curva

tipo, deberia obtenerse la siguiente informacion: [F,(p,, )], - [FZ (tDde )JM , (Ap), Y @)y -

Entonces se puede estimar lo siguiente:
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Constante de almacenamiento en la vecindad del pozo, para aceite:

o _ 2ma, aB(t)y [Fi(Puo )

@l [Folto ),

Conductividad de la Fractura, para aceite:

k.b —%\/ C {anB:u[Fl(wa)]M }3
df Pt =

h ? ¢t thb k b (Ap)M

Caso 2. Datos de presiéon ajustados parcialmente con la curva para el periodo de flujo

de transicion entre los flujos lineal y bilineal (Figura V.12). En este caso, la porcion que

resta de los datos podria corresponde al flujo lineal o bilineal y el ajuste con la curva tipo

es Unico porgue el periodo de transicion tiene una forma caracteristica. Este comentario

es valido para conductividades de fractura adimensionales, (kdf Dy )Dz 5.

T 1] T T - T - L] ] ¥ ]
1
104 [ (kﬂi‘" by -)D Y
P |02 -
5 Q
% koS
-~ o
=2 o
x 1 ; p= g:orlnienz;:n apm;ilmado
; e ia recta semi lo
[ /A Log t 9 U
lo-? i I i 3 1 § i 1 i 1
1wt 02 1 102 10 108 108
v
er_.ip (kdfba_’}")jg
Figura V.12. Ajuste de la curva tipo para datos de flujo bilineal y transitorio.
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Del ajuste de la curva tipo de datos de presién para este caso, en la Figura V.10,

obtenemos [p,o (kyby ), ], + o, (kubir ]+ (a1), ¥ (ap), -

Entonces, para aceite:

[kdf bdf j = anB‘u [pWD (kdf bdf )D ]M (V 10)

de h(Ap )M

Longitud de fractura media y conductividad de fractura. Para aceite:

) Z[mmmj B, 1
: Xqf G HCqK |:[ Dy (kdf by )ZD JM

y
k.b
kdf bdf = X [%j
df

Desde que la permeabilidad de la formacion es generalmente conocida por pruebas

prefactura, la conductividad adimensional de la fractura puede ser estimada utilizando
los resultados de la ecuacién (V.10). Algunos de estos resultados también pueden ser
obtenidos de métodos especificos de analisis correspondientes al periodo de flujo
mostrado por datos mas que por la region de flujo de transmisién (i.e. flujo bilineal, flujo
lineal en la formacion, como se discutio en la seccién de andlisis de flujo bilineal y en la
referencia XX, Clark 1968).

Si todos los datos de presiéon caen en el periodo de transicion de la curva, el ajuste
de la curva tipo (Figura V.10) en el Unico método de andlisis disponible.

Caso 3. Datos de presidn que muestran un linea de pendiente % en una grafica log-log.
Para este caso no hay un ajuste Unico con la Figura V.10; sin embargo, el analisis de
flujo lineal presentado por Clark (1968) puede ser aplicado para obtener la longitud
media de la fractura si la permeabilidad e la formacion es conocida. Ademas, se puede
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estimar un valor minimo de la conductividad adimensional de la fractura, (kdfbdf )D
utilizando la ecuacion (V.9.1). Nétese que t,, en la Figura V.13 representa un valor

maximo de tiempo de inicio del periodo de flujo lineal y t, representa un valor minimo

para el tiempo del final de pendiente Y.

TElt

l
|~

Log &P

f‘//él %

T

Log t

Figura V.13. Datos de presién para unarecta en una grafica log-log.

Si los efectos del almacenamiento en la vecindad del pozo se presentan a tiempo
tempranos en un prueba para este caso, el andlisis puede ser hecho utilizando la curva

tipo presentada por Ramey y Gringarten (1975).

Caso 4. Datos de presion parcialmente ajustados con la curva para periodo de flujo
pseudoradial. Si no se tiene disponible suficientes datos de presion, podria no
obtenerse un ajuste Unico utilizando la Figura V.10, porque las curvas para diferentes
valores de conductividad de fractura tienen una forma similar para el periodo de flujo
pseudoradial. Sin embargo, el comportamiento de presion transitoria mostrado en la

Figura V.10 puede ser correlacionado para analizar mejor estos casos.
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Para el periodo de flujo pseudoradial, un pozo fracturado se comporta como un pozo
no fracturado con un radio efectivo de drene como funcién de la conductividad

adimensional de fractura, (kdfbdf )D. La Figura V.14 presenta una grafica de radio de
drene efectivo, r,/x, contra conductividad adimensional de fractura (kdfbdf )D. Notese

gue para valores grandes de (kdf by )D (>300), el radio de drene adimensional efectivo es

0.5, como lo menciond Prats y colaboradores

1 i " O 438780
: -
7 \
6 3 | L
' 3| ” T
FW 4
— '_1 |
3 4 HH
]0_1 l e
i
6 TER T N 3
s ]
‘ i
= :;t:q Ll
R HHE :
10-2 i - ]
107! 1 10’ 102 103

Figura V.14. Radio de drene efectivo contra la conductividad de una fractura vertical.

Si el tiempo adimensional es definido utilizando r, en lugar de x, , una grafica de

Pub vst;Drw provee una sola curva para el periodo de flujo pseudoradial para todos los
valores de la conductividad adimensional de fractura (ver Figura V.15). Esta curva
provee una herramienta excelente para el andlisis de curvas tipo de datos de presién

gue caen parcialmente en el periodo pseudoradial, porque los datos remanentes deben

seguir una de las curvas para conductividades de fractura diferentes. La Figura V.14

debe ser usada como una curva auxiliar para determinar (kdfbdf )D cuando se utiliza la

Figura V.15.
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10° : . . : e
0 (kafbaf )D .-~ Final del fiujo bilineal

Inicio de la recta
semi log

1

1072
103 1072 107! ! 10

t
Dr*
w

10°

Figura V.15. Curva tipo para una fractura vertical con conductividad finita.

La Figura V.15 se utiliza para ajustar los datos de presion, se provee (wa )M,

(tDrw )M (Ap)y » (t)y Y [(kdf by )D]M , de ahi se obtienen las siguientes ecuaciones:

Permeabilidad de la formacién, para aceite:

B
K, = ZdBH V.11
® =h(ap), P (v.11)

Radio de efectivo de drene:
[ B (),
r, = . (V.12)
P HCy, (tDrw )M

Utilizando [(kdf Dy )D ]M en la Figura V.14, se obtiene (rv'ledf )ﬁgl4, entonces:

r

w

Xg =7
[rW/ Xt jfigl4
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Los datos de presion que caen en el periodo de flujo pseudoradial, también deben

ser analizados utilizando los método semilog, para estimar k,, y r, .

La discusion en esta seccion claramente indica (como menciond Agarwal y
colaboradores) que la precauciéon y la diligencia deben ser ejercitados para aplicar la
técnica de ajuste de curvas tipo. Para emplear el tipo de andlisis presentados en los

cuatro casos, es necesario contar con informacion de pruebas prefractura.

Debe tenerse presente que la aplicacion del analisis del método de curvas tipo, para
pruebas de incremento de presion es apropiado cuando el tiempo de produccién es

largo.
Ejemplo de aplicacién

A continuacién se muestra un ejemplo que ilustra la aplicacién de varios de os métodos

y teoria discutida previamente.
Pozo C

Después de un tiempo de flujo de 1,890 horas, se corrié una prueba de incremento de
presién en un pozo fracturado de aceite. La informacién para la prueba y el analisis de
resultados se presentan en la Tabla 4. La Figura V.20 muestra una grafica de los datos
de presion; de ésta grafica podemos ver que ninguna pendiente de % 6 Y2 se presenta
por los datos. También se muestra en la Figura V.16 que los datos de presion se

ajustan con la curva para (kdfbdf )D =2z dada en la Figura V.15, y los ultimos cinco

puntos caen en una recta semilog.

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.l. Héctor Pulido Bello 76



CAPITULO V: ANALISIS DE PRESION EN POZOS FRACTURADOS
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Figura V.16. Ajuste de la curva tipo para el pozo C.

Del ajuste de la presion obtenido en la Figura V.16 y la ecuacion (V.11), se calcula:

_141.2x220x1.2x0.8x0.34

k
fo 49x100

=2.07 md

Utilizando la informacion del ajuste del tiempo en la ecuacién (V.12):

=36.9 ft

w

\/ 2.637 x107 x 2.07 x1
0.15x0.8x17.6x107° x0.19

De la Figura V.14, r, / x, = 0.415, entonces,

-9 g9 ft

X, =
0415

El factor de dafio se estima por:

s:lnr—“,“:ln%:—4.99
r 36.9

w
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La conductividad de la fractura es:

KtDgr = (Kat gy ), KXy =277 % 2.07x88.9=1,156.2 md - ft

mz 307 psijoycle

10 10
4t lhoursl)

Figura V.17. Grafica semilog para el pozo C.

La Figura V.17 es una gréafica semilog para este ejemplo. La recta semilogaritmica
tiene una pendiente m=2307 psi/cicloy (Ap),, =-47 psi, entonces la permeabilidad de
la formacion puede ser calculada como:

 162.60Bu _ 162.6x220x1.2x0.8

k., =
fo mh 307 x 49

=2.28 md

El factor de dafo es:
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K
s=1.15 (Ap)““—log P 1+3.2275
m P HC, Ty,

s=1.152 —ﬂ—log 2:28 > |+3.2275 | =-4.8
307 0.15x0.8x17.6x107° x(0.25)

Finalmente, el radio efectivo del pozo es:
r,=r,e°* =0.25"*"=3037 ft

Los resultados provistos por los analisis usando curvas tipo y semilog concuerdan
muy bien. De estos ejemplos se demuestra que el analisis de curvas tipo, cuando se
aplica apropiadamente, provee una excelente herramienta de diagndstico y una técnica

para estimar los pardmetros del yacimiento y la fractura.

Con base en las metodologias mostradas, se puede hacer la observar que el
comportamiento de flujo transitorio de un pozo en una fractura vertical podria mostrar
cuatro periodos de flujo: (a) flujo lineal en la fractura, (b) flujo bilineal, (c) flujo lineal en

la formacion, y (d) flujo pseudoradial.
Incorporacién del Almacenamiento en el Pozo

El gasto adimensional en la cara del pozo esta dado por:
qD(tD) =e o,
donde:

_ aguc, Xy
k

y
K

puc, ng

t, =

en donde «a es el parametro determinado de presion en el pozo [1/hrs].
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A un gasto constante y considerando el dafio en el pozo, el gasto se expresa como:

Op (tp) =1-0p (t,)=1—e . (I11.15)

La presién adimensional en el pozo para un gasto variando continuamente es:

tp

Pro o) = 0 O (o) + [ 202 =7y g (11.16)

5 dr

Al evaluar t; =0 en la ecuacion (111.15), ésta queda:

p(0)=1-e" =1-1=0.

Sustituyendo g, (0) en (111.16):

tp

brolte)=[0lp o)+ [ oo =Ty ejgr = [ nllo =)y ey .7

0 0

Aplicando la transformada de Laplace a la convolucion, se genera un producto de

funciones en el espacio de Laplace:

Pup (S) = S0y (S)ESD (S) :

Al despejar G, (s) la ecuacion anterior queda:

o (s)— PulS)
U (5) Do)’ (111.18)

Si el almacenamiento es constante, el gasto es modelado como:

d t
qSD(tD):l_CDpV&+(ID)’
D

aplicando la transformada de Laplace en la ecuacién anterior, ésta queda:

T (5) = 2~ Co 3P, (5)- P O]

sustituyendo la condicion inicial, la ecuacion anterior queda:
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_ 1 _
Jsp (S) = g_ CDSwa (S)

Igualando (111.18) y la ecuacién anterior se obtiene la expresion siguiente:

1 — EWD(S)
——C,sp,pls)=— ,
s 0 D()stﬂ

arreglando se obtiene la presién en la vecindad del pozo considerando dafio y

almacenamiento en la vecindad del pozo:

Puo(s)= P (5)

5T P (S)Co +1
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Este modelo ayuda a predecir con mayor certeza el comportamiento de la presién en un
pozo fracturado, pues considera el efecto del dafio debido a la mineralizacion en las
paredes de la fractura. La convergencia con los modelos lineal y bilineal, dependiendo

del dafio, avalan al modelo que aqui se presenta.

La convergencia del modelo propuesto al modelo de fluyo en estado

pseudoestacionario define a qué valor de S, , el modelo alcanza dicho estado,

convirtiendose en un modelo pseudoestacionario. Al utilizar modelos de flujo
pseudoestacionario no es posible caracterizar el medio fracturado (formacién
fracturada), (analisis del Apéndice D), por lo que existe una omisién en el reporte del

aporte de la formacién fracturada.

En la actualidad se utilizan programas de computo comerciales para la interpretaciéon
de las pruebas de presion y caracterizacion de yacimientos, los cuales se basan en
modelos de flujo en estado pseudoestacidnario, o que propicia una disminucion en la
incorporacion de reservas. Se recomienda el uso de modelos de flujo en estado
transitorio para que la incorporacion de reservas sea mas aproximada, asi como el

desarrollo de software propio que considere estos modelos.

El flujo lineal es el mas sencillo de todas las geometrias de flujo, pero es el flujo
radial el mas estudiado en la Facultad de Ingenieria de esta Universidad, pues es el que
con mayor frecuencia se presenta en el campo; sin embargo, las demas geometrias de
flujo deben ser estudiadas con mayor profundidad de lo que actualmente se hace, para

tener una mejor y mayor capacidad de interpretacion de los modelos.
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NOMENCLATURA

NOMENCLATURA

C = constante de almacenamiento de pozo [bls/ psi]
V, = capacidad volumétrica del pozo [bls/ pie]

= i Ibm
ol denadad[ AieS}

g = constante gravitacional

lbm/ pie}

g. = constante de conversion 32.17 5
Ibf xs

¢ = compresibilidad [psi]

¢ = porosidad

h = espesor de la formacion [ pies]

r, = radio del pozo [pies]

r,' = radio efectivo del pozo [pies]

p = presion [psia]

x = longitud media, eje de referencia [ pies]

t =tiempo [hrs]

q = gasto [bpd]

B, = factor de volumen del aceite [—barrl_les a c.y}
barriles a c.s.

k = permeabilidad [md]

u = viscosidad [cp]

n = coeficiente de difusividad

S = factor de dafio

b =ancho de la fractura [pies]

I' = funciébn gamma

& = constante de conversion de unidades

F,, F, = factores de correlacion para el almacenamiento en el pozo

my = pendiente para el flujo bilineal

Subindices:

i =inicial

D = adimensional
t = total

W = pozo
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NOMENCLATURA

0 = aceite
wa = agua
g =gas

f =formacion

fb = formacidn fracturada

df = fractura dominante

tfb = total formacién fracturada
tdf = total fractura dominante
wf = fondo fluyendo

w =en el pozo

bbf = inicio del flujo bilineal
ebf = fin del flujo bilineal

bfo = flujo bilineal para aceite
blf = inicio del flujo lineal

elf =fin del flujo lineal
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APENDICE A

APENDICE A
FUNCIONES ESPECIALES:
1. Error (erf), 2. Error complementaria (erfc),
3. Gamma (I), 4. Gamma Incompleta (I'(a,x)), 5. Digamma (g),

6. Poligamma (g™), 7. Funciones Bessel

Funciones error (erf) y error complementaria (erfc)
La funcion error es la integral de la distribucion normal, la cual proporciona una fraccion
de un rango de la imagen de una funciéon cuando el argumento varia entre cero e

infinito. Surge al evaluar la integral siguiente:

Al multiplicar la ecuacién anterior por 2, elevandola al cuadrado y sacando raiz

cuadrada:
2 1/2
ZJe{sz = HZjefzdrj } )
0 0

Si se desarrolla el cuadrado de la ecuacion anterior y se escribe en forma de integral
doble se obtiene:

ZTefzdrz{{Tedex}ﬁeyzdyD =(4ﬁe(x2*yz)dxdy} . (A.1)

Transformacion a coordenadas polares

x=rcos(@); 0< x< oo, (A.2)
y=rsen(d); 0<y<oo, (A.3)
r’=x>+y*; 0<r<ow, (A.4)

O:angtan[%j; 0<6<nl2.
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Si se deriva y simplifica la ecuacién anterior queda la expresion:

dg 1 d[yj_ x? [1}_ X
dy  (vVdylx) x24vix| x2+y?
y 1+[yj y y y

X

Los valores establecidos de “x”, “y”, “r?” en la ecuacion anterior, ésta queda:

d6 _ rcos(9)
dy rr

Arreglando:

r?j—g =cos(6) .

De la ecuacioén (A.2), la derivada de “x” con respecto al radio es:

dx
—= 0).
p» cos(9)

Al igualar las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

d@ dx
dy Tdr

Arreglando:
rdédr = dxdy . (A.5)

Sustituyendo (A.4) y (A.5) en (A.1):

foor-(of

1/2
e rdrd 9} .

O ——3 8

Completando la integral:
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4 22 % 1/2
- }[ Ue“ rdr}d@} :

0

2[edr = [
0
Integrando y evaluando los limites:

ofe (zﬁﬂ ]jdej {—202[6%—6%%9}”2.

0

Cancelando signos:

ZTeTZdrz(Zﬂjzdejm 2[z12-0)"* = .

0

El resultado es:

fraccionando la integral en intervalos:

Jr

efzdr+Tefsz :T'

O Sy <

Arreglando:

“dr=1. (A.6)

2% 2
ﬁ.(l;e dT—l-ﬁ;l:e

Entonces, la funcién error se define como:

erf (x \/_.fef dr, (A.7)
y la funcion error complementaria es:
2 o
erfc T[e dr. (A.8)
73 X
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Se sustituye (A.7) y (A.8) en (A.6):
erf (x)+ erfc(x)=1. (A.9)

Gréafica Cartesiana, Funciones error (erf) y error complementaria (erfc)

1.2
1 4
0.8
E 0.6
0.4
0.2
0 :
0 0.5 1 15 2 2.5 3
X
‘ === Funcion erfc == Funcion erf ‘
Figura A.1. Grafica cartesiana de las funciones erf y erfc.
Gréfica log-log, Funciones error (erf) y error complementaria (erfc)
1.000 P
0.0T O[T — 0
gy
P \
~
0.100 / \
\
= \
S 7z \
© S \
s P \
z P \
0.010 / \
\
|
0.001 \

‘ === Funcién erfc = Funcién erf ‘

Figura A.2. Grafica log-log de las funciones erf y erfc.
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Obtencion de la funcion Gamma (I

Es una funcién no elemental definida por la integral:

Ma)=["e't""dt, a >0,

donde « > 0 es evidente al considerar:

Mlo)=[ et dt+ [ ettt

donde c es una constante positiva.

La segunda integral de la ecuacion (A.11) existe para toda « .

En cambio la primera integral:
C C
[ ettt =k | "t
0 0

de la ecuacion 3:

K[t = k{t—}
0 o

En esta solucion:

C

0

(A.10)

(A.11)

(A.12)

Si o >0, entonces t* — 0 cuando t — 0, por lo tanto la integral esta definida.

Si a <0, entonces t* — o cuando t — 0, y la integral no existe.

Para a =0, se tiene de la ecuaciéon (A.12):

C
k[t dt = K[logt]; ,

gue tiende a infinito cuando t tiende a cero.

De lo anterior se concluye que la integral de la ecuacion (A.10), so6lo esta definida

para a >0.
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De la definicion de la funcion gamma se tiene que para el argumento a +1 :

Mo +1)= [ e 'tedt.

Al integrar por partes:
u=t* dv=e’dt,
entonces:

du=q-t**dt,v=—e".

(o +1)=—e't” : +aj.e’tt“71dt :
0

F(a+l):—e*tt“:+a-F(a), o>0.

Pero:

. t¢
I|m—t=0.

Utilizando el teorema de L’Hopital:

lim-—=0,
tow e

=0,

]
0

por lo que: —e't“

asi:

F(a+l)=a-F(a), a>0. (A.13)
Si @ =n y n es un ndmero entero:
(e +1) = n[T(n)] = n[(n =) (n -1)] = n(n —1)n - 2)..(3)2)r (@),
(e +1)=nIT(2).
Por definicion:
98
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['e]

F(l)zTetdtzj—etdt,
0

r{t)=-e"| =-(0-1)=1,

por lo que
r(n+1)=n=01 2. (A.14)

Definiendo la funcion gamma cuando el argumento « es negativo, de la ecuaciéon

(A.14) se tiene:

)= 2= 2 (e D)2 (Ter))

o a\ a+l a+1) a+2

(o +n+1)

wla+) farn) 2702 (A.15)

F(a)=

El numerador de esta ecuacién se puede obtener de la definicion de la funcién

gamma para o <0, pero de tal maneraque a+n+1>0.
Asi es posible calcular F(a), para a <0, pero a #0, -1, -2,...
Ejemplo:

Aplicando la primera parte de la ecuacion (A.6):

F(—%)— F(—%+x+l)_ F(—%)

A continuacion se demostrara que F(%)z Jr:

F(%)z Tett%dt = Te“z 2u-du = ZTe“zdu ,
0 0

0 u

haciendo:

t =u?,
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u=rcoso,
vV =rsend,
dA = rdrdé,
para:

0<r>om,

0<9<%.

Entonces:

w120

[F(%)]Z =4 ! !erzrdrde - 4{%Ier2rdr} |

n=-r?,
dn=-2rdr.

00

B S

0

La funcibn gamma se relaciona con la transformada de Laplace, en la forma

siguiente:

Si:

f(t)=t*,
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Lt }= Te“t“dt,
0

definiendo:
t=2,

S
dt = X

S
sustituyendo:

K x )" dx

Lit“=|e = | —,
el fe(2)

L{t“ }z Sal+lTeXx“dx :
0

recordando que:

Ie*Xx“dx =T(r +1),
0

-2

y si “n” es un nimero entero:

Riarrard

Lis—a}= Te(“‘)t f(tht = Te(st)[e”‘t J# (t)t.

De este modelo:
L{s—a}=L{e"f(t)},
L™ f(t)}= f(s—a),
Lt (t)}= M)

(s—a) +0?
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100

Funcién Gamma (cartesiana)
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X
Figura A.3. Grafica cartesiana de la Funcion Gamma.
Funciéon Gamma (logaritmica)
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Figura A.4. Grafica log-log de la Funcién Gamma.
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Obtencion de la funcion Gamma Incompleta

Al generalizar la ecuacioén (A.10), se introduce la funcién relacionada
y(a,x)=[e't*dt, a>o, (A.16)
0

que recibe el nombre de funcibn Gamma Incompleta. Dicha funcion es muy comun en la
teoria de probabilidades, particularmente, aquellas aplicaciones involucradas en la
distribucion chi cuadrado. Es habitual también para introducir la funcién acompafada:

I(ax) = [e 't dt, a>o0, (A.17)

la cual es conocida como la funcion Gamma Incompleta Complementaria. Por ello se
tiene que:
y(a,x)+T(a,x)=T(a). (A.18)

Debido a la relacién tan estrecha entre éstas dos funciones, la decisiéon de utilizar

y(a,x) o T'(a,x) es Gnicamente cuestién de conveniencia.

Si se sustituye la representacion en serie de e en la ecuacion (A.16), se obtiene:

(o) = I{%t}dt

El paso siguiente es aplicar la integral a la ecuacion anterior, la cual queda:
(1) %

Han)=xY

Snl(n+a)’ a>0.

La ecuacioén anterior se sustituye en (A.18), con lo que se obtiene:
-1

I(a,x)=T(a)-x*>’

Snl(n+a)’
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Serie asintoética

Al integrar por partes la ecuacion (A.17) se obtiene:

I'(a, x)= Ie’tta’ldt - et 4 (a _l).l.efttafzdt |

X

I'(a,x)=e"*x*" +(a —1)Ie’tta’2dt .

Se integra por partes nuevamente:

Pla,x) = e x* + (a—1ex*? +(a—1)a—2)f e 't dt.

X

Se puede observar que la integracién se realiza sucesivamente, por ello se genera la

serie asintotica siguiente:

I'(a,x)~e™ a1[1+a—1+(a—1)(2a—2)+m] X — 0,
X X
la cual puede ser expresada como:
- 1
I'(a,x)~T(a)-e™ - x**y ———M——, 0, .
(a,x)=T(a)-e™-x ;F(a—kxk >0, X—> o

Si se establece a=n+1, (n=0,1,2,..) en la ecuacién anterior, se obtiene la

siguiente expresion:
e X
I(n+1,x)=nix"e ;Tk)
de donde, para k >n, la serie se trunca, pues se tiene la expresion: 1/T(n+1-k)=0. Al
realizar el cambio de variable j=n-k, la ecuacion anterior queda de la manera

siguiente:
n Xj
L(n+1,x)=nle™y =,
i J!

0 hien:
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I(n+1x)=nlee,, n=01,2,..,
donde e, denota los primeros n+1 términos de la serie de Maclaurin para e*. Para un
analisis similar, puede mostrarse que:

y(n+1x)=nfi—e”e, (x)] , n=0,1,2,...

Funcion Digamma

La funcién Digamma esta relacionada muy de cerca con la funcion Gamma, pues es la

derivada logaritmica de ésta. Esta definida como:
d "(x)
= —InT(x)=—~, -1,-2,.... A.
w(x) o (x) 0 x# 0 (A.19)

Para encontrar una representacion de y/(x), primero considérese el producto infinito

de Weierstrass:

Lo xe” ﬁ[1+§jex/n :
'(x) " n

El paso siguiente es aplicar el logaritmo natural en ambos lados de la ecuacion:

_In(F(x))=In x+;/x+i{ln[l+%j—i} x> 0.

n=1 n

La ecuacién anterior se multiplica por menos y se deriva con respecto a Xx:

y/(x)=%lnr(x)=—lnx—yx+i[%—Xinj. (A.20)

La ecuacion anterior puede reescribirse:

y/(x)=—7/+i[i— ! j x>0. (A.21)

=\n+l n+x
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La restriccion x >0 obedece a la ecuacion (A.19). Es digno de mencionarse el valor

especial siguiente:

v)-C8__,

r@)

Por otro lado, la expresion I'(1) esta dada por:

r'l)=-y= I:e’t Int dt .

Con base en la ecuacion (A.19) es claro que la funcion Digamma tiene el mismo
dominio que la funcion Gamma. Tiene caracteristicas un poco diferentes a las de la

funcibn Gamma, pues esta relacionada con la derivada de F(x). Por ejemplo, a
diferencia de T'(x), la funcién w(x), si cruza el eje x. De hecho contiene ceros infinitos,
correspondientes a los extremos de de I'(x), es decir, en los puntos en que T"(x)=0.
Para valores positivos el Gnico extremo de la funcion Gamma ocurre en x, =1.4616...
Debido a que x, corresponde a un minimo de I'(x), de ahi que I'(x) y w(x) sean
negativos en el intervalo 0 < x < X, Y positivos en x > X, . Para valores grandes de x, la

funcion Gamma es igual aproximadamente al Inx. Las caracteristicas generales de

y/(x) para valores positivos y negativos de x se muestra en la figura siguiente:
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-4}

Figura A.5. Gréfica de la funcion Digamma.

La funcién y/(x) satisface las relaciones analogas de alguna manera a aquellas para
I(x), las cuales pueden ser derivadas aplicando las derivadas logaritmicas de éstas.
Como ejemplo, considérese la formula:

I'(x+1)= xr(x),
al aplicar el logaritmo natural, se tiene:
In(C(x +1)) = In x+ InT(x).

El paso siguiente es derivar la ecuacion anterior:
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Sn(r(x+1) =+ S Inr(x)

X X dx
por ello:
w(x +l):y/(x)+£. (A.22)

X

De igual forma, la derivada logaritmica de:
I(x)r(1-x) =z cscax,
resulta en la identidad:

w(l-x)-w(x)=7cotnx.

Finalmente la derivada logaritmica de la formula de duplicacion de Legendre, resulta

en:

y/(x)+y/(x + %)+ 2In 2 = 2p(2x).

Si n denota un entero positivo, de la ecuacion (A.22) se obtiene:
v(2)=w(1)+1,

V) =y(2)+ S =y)+1+7,

1 11
4)=y(3)+==w()+1+—+—,
v(4)=y@)+3=yW)+1+5+3
y asi sucesivamente. De la aplicacién sucesiva de la ecuacion (A.20), puede deducirse:

w(n +1):y/(l)+l+%+%+...+%.

Debido a que y/(l) =—y, la ecuacion previa puede escribirse como:

l//(n+1)=—;/+2%, n=0,1,2,...

k=1

Funcion Poligamma
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De la ecuacion (A.20) se forma la familia de funciones Poligamma:

0 dm+1
w™(x)= I InT(x), m=123,...

De la ecuacién (A.21), se determina la ecuacién siguiente:
1

M(x)= (™St m=123...
4 () ( ) nZ(;(I,H_X)mﬂ

Es de especial interés la ecuacién previa, cuando x =1:

y™(1) = m+1m|z VeI _ m+1m|nz; g (A.23)
La ecuacién anterior puede reescribirse también, de la forma siguiente:

y ™M)= (1" mE(m+1), m=12,3,.., (A.24)

de donde:

¢(p)= ninip : p>1.

es la funcién zeta de Riemann. La evaluacién de ™ (x) para otros valores de x, lleva
también de la funcion zeta. Aunque las ecuaciones (A.20) y (A.23) son representaciones
validas para y/(x) y y/(m)(x), respectivamente, para valores de x, excepto
x=0,-1-2,..., no son las series mas convenientes para propositos de célculos,

particularmente para valores cercanos a x=1. En su lugar es preferible tener

extensiones de serie de potencia.

Para comenzar, se considera una serie de potencia de la forma:

INT(x+1)=>"c,x", (A.25)
n=0

de donde se eligi6 InT'(x+1), en lugar de InT(x), asi que se puede expandir para x =0.

Las constantes en las expansiones de Maclaurin estan definidas por:

=Inr(x+1)  =IT()=0, (A.26)
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d
c, = d—XInF(x +1), , =w@)=-7, (A.27)
yparanx2:
_1d 1
g InF(x+1)|X0_ﬁy/ (1),

la cual de la forma de (A.24), se convierte:

c, =%g(n), n=2,34,... (A.28)

De ahi que al sustituir las ecuaciones (A.26), (A.27) y (A.28) en (A.25) se obtiene:
In(C(x +1)) 7’X+Z ) ,  —1l<x<1, (A.29)

donde se muestra el intervalo de convergencia.

Al derivar con respecto a x la ecuacion anterior, se obtiene:
d
y/(x+1)_d—ln1“ (x+1)= —;/+z "E(nx",
X
o bien, al realizar un cambio en los indices:

w(x+1)= —;/+z 1) En+1x", -1<x<1.

Esta Ultima serie ya no converge en x =1 como en (A.29). Al continuar derivando la

ecuacion anterior, finalmente se obtiene la ecuacion siguiente:

w™(x+1)= m”i m+n) Em+n+1)x", ~1<x<1,

n=

la cual converge también para el intervalo -1< x <1.
Funciones Bessel

La solucion de una gran variedad de problemas fisicos (Vibracion de sartas, difusion de

calor o presiéon en cilindros, vibracibon de membranas, etc.) requieren el uso de
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funciones no elementales llamadas funciones Bessel. Estas funciones son soluciones
de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden y pueden ser representadas por

medio de series infinitas.

Por la importancia de sus aplicaciones, han sido tabuladas y pueden ser usadas
como simples funciones trigonométricas y de ahi sus propiedades son conocidas. En
este escrito se deriva la solucion general de la ecuacion de Bessel y sus propiedades

mas frecuentes necesarias en la practica.

La ecuaciéon lineal en derivadas parciales de segundo orden con coeficientes

variables:
2
Y"+EY'+(1—V—2JY =0,
X X

es llamada ecuacion de Bessel de orden v y cualquier funcidon que la satisfaga se

denomina funcién Bessel de orden v. El nimero v es limitado a valores reales.

Relacion de recurrencia para derivados de la funcion Bessel tipo J,(x)

La expresion de la serie para la funcién Bessel de primer tipo:

S X 2r+v
_ | A30
rz rr v+r+1)[2jx (A.30)

permite la derivacion de relaciones entre J (x), J,,,(x), J,,(x) y las derivadas de J(x).
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Funcion Bessel Jv(x)

0.8

Jv(x)

| =—v=1 =2

Figura A.6. Gréfica de la Funcion Bessel de primer tipo, J(x), a diferentes 6rdenes.

Diferenciando la ecuacion (A.30), término por término, se obtiene:

J', (x) = i (—1)r(2r +V). y 2r+v-1

S 2"rr(v+r+1)

desarrollando:

0 2r X2r+v -1 i V X2r+v—1
— 22r+v Nr(v+r+1) & 22r+v Ar(v+r+1)

Arreglando la ecuacion anterior se tiene:

0 2r X2r+v—1 V& —l I’X2r+v—1
ZZZI’JrV +_z ( )

r=

AC(v+r+1) x&22rr(v+r+1)

(A.31)
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La primera serie en el tercer término de esta ecuacion indica que el primer término
(r=0) debido a que se tiene una r en el numerados y r! en el denominador, y por

definicién 0!=1. Entonces, dividiendo el numerador y denominador entre 2r se tiene:

0 2r X2r+v -1 0 _1)r X2r+v -1
ZZZHV ZZZHV r 1|F(V+r+1)

rr v+r+1

Sustituyendo r por r —1+1 la sumatoria queda:

® ( 1)r*1X2(r—1)+v+l
Z::j At (e PV +r —1+2)

y sabiendo que k =r -1, se tiene:

0 k
_ 1) X 2k+v+1

Z:;‘ 2%KIT(V + K +2)

arreglando la ecuacién anterior:
® 1)k X2(r ~1)+v+l
Z:;‘ Zk*v*lkll“ V+l+k+1)

= Jv+1(X) :

Comparando la ecuacion anterior con la ecuacion (A.30) con v cambiada por v+1, la

serie de la ecuacién (A.31) se tiene:
J 'v (X) = %JV(X)_ ‘]v+l(X)' (A32)

De manera similar, afladiendo y sustrayendo v del factor (2r+v) de la expansion de la

serie de J', (x) se tiene:

- I’+V X
ZO 22r+v )

2r+v-1

ﬂFv+r+ﬂ ’

B o r+v) X2r+v -1 0 V X2r+v—1
_Z;‘ 22”VrlF V+r+1) Z:;‘Zz”vrll“ (V+r+1)
o0 r +vV X2r+v -1 X2r+v 1

= Z 2r+v ) ZZZHV )

rr(v+r+1) X & Ar(v+r+1)

Recordando que:
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=T =),
entonces:
7, (0=3,,(x)= =3, (0) (A.33)

sumando las ecuaciones (A.32) y (A.33) y dividiendo entre dos, se tiene:

3,(0)= 3, (0 + 3,300~ 3,(4)

7, (9= 313,400 3, (0] (A.39

Las ecuaciones (A.32), (A.33) y (A.34) permiten la evaluacion de J', (x) mediante las

tablas de valores de J,(x), J,.,(x), J,,(x).

Restando la ecuacién (A.32) a la (A.33) y multiplicAndola por ZL se obtiene:
-V

X

10 00-94 0= 2 £0,00- 0,000,492, .
0=2—XVPJV(X)—JV+1(x)+JVAx)]

X

Despejando a J, (x), se tiene:

3,0 = 513,00 = 3,5 ()

2v
despejando J,,(x), se tiene:

2V

3,40 =23,(0)=3,.4(x).

X
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La ecuacién anterior es una formula de recurrencia que permite la evaluacion de una

funcién Bessel de orden superior mediante tablas, de la funcién Bessel de orden menor.

Multiplicando la ecuacién (A.32) por x™":
x'J 'v (X) = Xﬁv*lv‘]v(x)_ Xﬁv‘]v+l (X) J
y pasando el término x’“vJV(x) a laizquierda, se tiene:

X3, (%)= xd, (x)=—x"J,,(x). (A.35)

Ahora como:
e, (0] = 19, (0 - 33, (),
dx
sustituyendo la ecuacién anterior en (A.35):

e b0l=x 13,00,

De manera similar, multiplicando la ecuacién (A.33) por x":
x"J 'v (X) = XV[JVI(X)_¥JV(X)} J

x'J", (x)=x"3,,(x)—x"*vd, (x).

Pasando el término —x"*vJ (x) del lado izquierdo de la ecuacion, se tiene:

x'J", (x)+x"J, (x) = x*J, 4 (x), (A.36)

y COMoO:

G hea, = x1a, 0 x4, ().

Sustituyendo la ecuacion anterior en la (A.36), se tiene:

G hea, = x1a, 0 x4, ().
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Estas ecuaciones son Utiles en la soluciéon de los valores de los limites de un

problema para establecer las propiedades de la funcién Bessel y sus derivadas.

£ K= K, (0.

116

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.l. Héctor Pulido Bello



APENDICE B

APENDICE B
CONSTRUCCION Y SOLUCION DE LA ECUACION DE DIFUSION
PARA FLUJO LINEAL EN LA FRACTURA DOMINANTE

Considere un volumen de control V, = AxAyAz, el cual simulard una fractura vertical

dominante finita con fronteras horizontales y verticales impermeables (sin aporte de

fluidos), en el cual ocurre un flujo lineal anicamente en la direccion de x, entra un flujo

masico m. = pv, en la cara AyAz; sale un gasto masico ms = pv, +A(pv), .

r;:,g 1 /'///// ?f.”s = s

_ﬂz

y £

Ax

Y

Figura B.1. Flujo lineal en el volumen de control.

Si la masa que entra es diferente a la masa que sale al transcurrir un intervalo de
tiempo, se acumula cierta cantidad de masa en el espacio disponible, la cual esta dada

por la ecuacion:

Masa,, - MaSage = Mycumylada »

ma =[ov, 1= [pv, +A(pv), 1= —A(ov),
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La cantidad de masa acumulada en funcion del espacio, se multiplica por el flujo
masico por unidad del area, ademas de multiplicarla por el intervalo de tiempo At.

m, =[-A(pv), JayAzat. (B.1)

Al realizar el andlisis dimensional se obtiene:

m.[M]= _AH%}VX [TLDAy[L]Az[L]At[T].

Por otro lado, la masa acumulada también esta en funcion del tiempo. A un tiempo
inicial t se tendra una masa:

M, = @y S, PAXAYAZ .

Después que pase algun tiempo (una At), se tendra una masa distinta, la cual habra

cambiado debido al tiempo, la cual esta dada por:
m, = l¢df Sep+ A(¢df SoP)JAXAyAZ -

Por lo tanto, la masa acumulada, en funcién del tiempo estard dada por la ecuacion:

masa acumulada = masa después del cambio del tiempo - masa al tiempo inicial ,

m, = [¢df SeP +A(¢df Sop)]AXAyAZ _[¢df Sop] AVAVAES A(¢df Sop)AXAyAZ - (B.2)

Realizando el andlisis dimensional:

m.[M]= A(% s, [1],)[%DAXMZ[LS ]

El siguiente paso en el desarrollo es igualar las ecuaciones (B.1) y (B.2):
[~ A(pv, )JayAzat = Alg, S, p JAXAYAZ .

Si dividimos la ecuacién anterior entre AXAyAzAt, se obtiene:
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A

A
_E(pvx):E(¢df Sop)'

Al hacer tender Ax y At a cero, se aplica la definicion de la derivada para ambos
miembros de la ecuacion, quedando la siguiente expresion:

_g(va): §(¢df Sop)'

Si se considera un solo fluido saturante en el volumen de control, S, =1, entonces la

ecuacion de continuidad es:

0

(o)== ap). ®3

La ecuacién de movimiento para flujo newtoniano, llamada ley de Darcy, es:

v :ﬂklapdf (X’t)
A OX

Se sustituye la ecuacion anterior en (B.3):

o | kap apdf(x’t) 0
&{TT}——E%P)-

La permeabilidad de la fractura dominante k, Yy la viscosidad u pueden

considerarse constantes, por lo que es posible sacarlas de la derivada parcial de la
presion respecto a Xx:

ki 0 Opy(xt) 0
7&{1)7}——5%1))- (B.4)

La férmula para derivar un producto:
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0
Si u=py v:% para el miembro izquierdo y u=py v=¢, para el miembro

derecho, la ecuacion (B.4) queda:

k op (X, 1 op g (Xt 0
df a_p pdf( )+p£ pdf( ) :_¢dfa_p+p ¢df . (B.5)
| ox  ox OX OX ot ot
. . op Op 0Py
Las derivadas parciales Fvile y 'y pueden ser expresada por la regla de la
X

cadena de la manera siguiente:

0
9 _Pa op (B.6)
OX  OX Opg
0
% _Pa op (B.7)
ot ot Opy
a¢df :apdf a¢df . (B8)
ot ot Opy
Se sustituyen (B.6), (B.7) y (B.8) en (B.5):
ki OP s (X,t) op | OPys (X’t)+p£ OP 4 (X’t) — 4 apdf apdf Xt a¢df
L X opy ) OX x| ox o ot opy ||
kap| 0%Par(xt) 1 dp (Gpdf ()| 5| 200 1 O [ (x1) (B.9)
M ox® P 0Py OX ! | P Py ¢df Py ot

Las compresibilidades de la fractura dominante y del aceite estan definidas mediante

las ecuaciones:

1 0¢y
Cop =——— :
Pt OPys
y
__ 19
° Po OPyr

Alex Rodrigo Valdés Pérez — M.I. Héctor Pulido Bello 120



APENDICE B

Se sustituyen las dos ecuaciones anteriores en (B.9):

K p| 0°pgy (Xt op, (%))’ op (x,t
= { df( )+Co( dfaf( ) :¢dfp[co+cdf] dfa(t )

U OX?

Hasta ahora se ha manejado la densidad p a condiciones de yacimiento. Si se

divide la ecuacion previa entre la densidad a condiciones estandar, ésta ecuacion
gueda:

kg p Fﬂodf () (apdf (x,t)ﬂ P P (X,1)

, B.10
popg| o OX Py ot (810

de donde:

Cir =Co +Cys -

El factor de volumen del aceite puede representarse con la expresion siguiente:

Sustituyendo el factor de volumen en (B.10):

1Ky {aﬂodf (xt) (apdf (x,t)ﬂ _ fuCur 0Py (1)
° OX

B, u ox’ B, ot
Si despejamos la permeabilidad de la fractura dominante k, y la viscosidad u la
ecuacion anterior, ésta queda:

0Py (X’t)+c OPgs (X’t) i _ My Crgr OPys (X’t)
ox’ L ox Ky ot

, (B.11)

La constante de difusividad hidraulica para la fractura dominante es:
— kdf
Dt Coar 1

N gt
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Por lo que al sustituir la difusividad hidraulica de la fractura en (B.11) se obtiene la

ecuacion de difusion para flujo lineal:

*py (x1) (Gpdf (X,t)T: 1 py(x.t)

ox? OX ng ot

El gradiente de presién tiende a ser muy pequefio, comparado con los demas
elementos por lo que se desprecia. Si se hace la consideracion anterior, se obtiene la
ecuacion de difusion para flujo lineal en la fractura:

%Py (X,t):iapdf (X’t)
ox? Mt ot

: (B.12)
Solucién a la ecuacion de difusion para flujo lineal, considerando el radio del

pozo (r,)

La ecuacion de difusion para flujo lineal, sin considerar fuentes ni sumideros esta dada
por la ecuacion (B.12). Para obtener su solucion se consideran las condiciones

siguientes:

Condicién inicial, distribucién uniforme de presion:

P s (X’O) =P

Condicién de frontera interna, gasto constante (ley de Darcy):

Pa(t,t) G4, 1
X Ak,

Condicién de frontera externa, yacimiento infinito:

)I(l_r)?o Par (th)z Pi-
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Figura B.2: Distribucién de presion en un yacimiento.

Solucion

v

Se requiere que la condicién inicial sea homogénea para que el espacio de Laplace la

ecuacion diferencial obtenida sea homogénea, por ello se transforma el problema en

términos de la funcién AP:
AD 4 (X’t): Pi — Py (X’t)-

Derivando la ecuacion anterior con respecto a x:

OP 4 (th) B OAp 4 (th)

OX OX

Se obtiene la segunda derivada, respecto a x:

%Py (X,t) B 0 AP 4 (X’t)

OX? Ox?

Derivando la ecuacién (B.13) respecto al tiempo:

OP 4 (th) B OAp 4 (th)

ot ot

(B.13)

(B.14)
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Sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la (B.12) y cancelando los signos, se
obtiene:

0% AP (X,t) 3 iaApdf (X7t)

: B.15
ox* Ny ot (B.13)

Las condiciones inicial y de frontera requieren ser expresadas en términos de AP. La
condicion inicial queda de la manera siguiente:

AD 4 (X,O)z Pi — P (X,0)= 0.

Para evaluar la frontera interna, se utiliza la ecuacion (B.14), evaludndose en x =0:
P ot (I’W,t) B OAD 4 (I’W,t)

ot ot

Por lo tanto la condicion de frontera interna queda:
0Mpy (r,,t)  quB,z

OX Ak

Para determinar la condicion de frontera externa en términos de Ap, se aplica el

limite al infinito a la ecuacidén (B.13) y se sustituye la condicién de frontera externa,
como se muestra a continuacion:

lim Ap, (x,t)=1im p, —lim p, (x,t)=p, - p, =0,

lim Ap ,, (x,t)=0.

La transformada de Laplace tiene la forma siguiente:
df (t)

?:Sf(S)— f(O)

Al aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion (B.15) (en ambos lados de la
ecuacion) queda:
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d? AD 4 (X 5) 1

dXZ [SApdf (X S) Apdf (X’O)]

N gt

Sustituyendo la condicion inicial en términos de Ap, en la ecuacion anterior se

obtiene una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de segundo orden:

d’Ap, (X, s B
d+2()_i'Apdf (X,S)=0.

N gt

(B.16)

La ecuacion caracteristica asociada es:

S
m2-— =0,

N gt

Cuyas raices son:

m, =\/S/ndf ,
My =—/S/ 1y

por lo tanto, la solucion general de la ecuacion (B.16) es:

Ap (x,8)= Clexﬁ + Czexﬁ

Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera:

dAPy (1,S) _ quB,m
dx Akys

Y,
lim Apy (x,5)=0.

Aplicando la condicion de frontera externa a la solucion general se tiene:

S

lim AP, (x,s)=C, lime J; +C,lime ' =C, I|me +C lim / f (B.17)
Tyt
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de donde puede observarse que:

por lo que la ecuacion (B.17) se reduce a:

CIime\/;+0=0.

X—>00

De la ecuacién anterior se observa que:

S
XF
lime '™ 20,

X—0
entonces, para satisfacer la condicidn, se requiere la condicion siguiente:
C,=0.

Al sustituir la constante C; en la solucidn general, se obtiene, la solucion acotada:

AP (x,8) = Czei J;

Para aplicar la condicién de frontera interna se deriva la solucion acotada:

dAﬁdf(X’S) c S exﬁ.

dx ’ N gt

Si x =r, entonces la ecuacion anterior queda de la manera siguiente:

dx ’ N gt

Ahora, sustituyendo el valor de la frontera interna, en términos de Ap en el espacio

de Laplace:
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despejando C,:

c, \/aq‘uBﬂ [r]\r

Ak,

La solucion al problema en el espacio de Laplace se obtiene al sustituir la constante

C, en la solucién acotada:

s Js
_ QuB, 7T\ 1o rw\/% eW
df

2 |

por lo que su transformada inversa, segun la ecuacion 29.3.85 del Manual de Formulas
Matematicas de Abramowitz es:

k2
Lt ée*kﬁ = 2‘/£e7 —k -erfc(LJ,
SA T 2\/E

se puede observar que:

Si se aplica la transformada inversa a la solucién en el espacio de Laplace, con el

valor de k ya establecido, la solucion en el espacio real queda:

B (x=ty /M) B
Apy; (x,t)= s ﬂm \/7 A ; erfc{ /\/ﬂ} ,
d df

i

-r)’

Apy; (xt) = q‘u ORE 2\/ 4“7[” -

W)erfc{ } . (B.18)

2\tng

Transformacién a variables adimensionales
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Para obtener la soluciéon a la ecuacion de difusidon en variables adimensionales se

consideraran las las siguientes variables:

Xp =—, (B.19)
Xaf
LT LI (B.20)
¢y C. X
kfbh[pi — Py (X’t)]
Pam (XD’tD): - (B.21)

qB,

El primer paso es derivar las ecuaciones (B.19), (B.20) y (B.21), con respecto a x,t y

p(x,t), respectivamente. Dichas ecuaciones quedan de la forma siguiente:

W _ 1 (B.22)
dx Xy
dy ___ K (B.23)
dt By C Xat

dp (X’t) __ quB, (B.24)

dpde (XD’tD) kdfh .

La primera derivada en espacio utilizando la regla de la cadena se define como:

Py (X1) _ dpy (X,t)  dxy 0Py (X, tp)
X dpyo (Xp,tp) dX OXp '

Sustituyendo (B.22) y (B.24) en la ecuacién anterior, queda la siguiente expresion:

Py (X,1) _|_ quB, 1 P (Xptp) __ quB, Pap (Xp,tp)
ox kg h || Xy OXp kgXgh 0% '

(B.25)

La segunda derivada en espacio:

0% Py (X,1) _ quB, 0 Py (Xp: 1) Y dx,
ox? Ky X N OX OXp dx |
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Sustituyendo (B.22) en la ecuacion anterior:

0% Py (X,) _ quB, 0% Pup (X5 tp) 1 _ quB, 0% Pup (Xp1tp) (B.26)
ox’ Ky Xy D ox2 Xy Ky hXy 2 ox2 ' '

La primera derivada con respecto al tiempo se puede expresar como:

Py (X,1) _ dt,  dpg (X,t)  OPgp (Xp.tp)
ot dt dpyp (Xp.tp) o, .

Al sustituir (B.23) y (B.24) en la ecuacion previa, se obtiene:

Py (X,1) _|_ quB, K OPgip (Xp,1p) __ quB, OPgip (Xp,1p) (B.27)
ot Ky h Pys MC.¢ X? oty Pys MC.g¢ ng h oty

Se sustituyen (B.26) y (B.27) en (B.12):

_ quB, 0" Pao (Xp1p) _ 1) quB, Pp (X5, tp)
Kgr WX ’ 8X|23 Rt Pt MC.¢ ng h oty

Al simplificar se obtiene la ecuacién de difusién para Flujo Lineal adimensional en

una fractura vertical dominante:

0% Pup Xo:to)  OPao (Xotp)
deXZD D — deatD D . (828)
D D

El siguiente paso es convertir las condiciones inicial y de fronteras a variables

adimensionales:

La condicion inicial en variables adimensionales (t=0) se determina mediante la

ecuacion:

pde[XD _ X _ K [0] j: K h[pi - p(X,O)] _ K h[pi - pi] -0

- "t =
Xt ? ¢dfﬂcdﬂX§f qoHB, qoHB,
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La conversion de la condicion de frontera interna, se obtiene al evaluar x=r, en la

ecuacion (B.25):

[v,]
Pyp| Xp = —,t
Py (I’W,t) __ QouB, de{ i Xaf i

ox Ky h Xp ’
o bien:
OPgip (rw 1y ) _ Kge D op(r,,,t)

%, GotB,  OX

Se sustituye la condicion de frontera interna en variables reales en la ecuacion
anterior, para obtener la condicion de frontera interna en variables adimensionales:

OPgip (rw1tD) _ Kyt D l:qO,UBo”:l -

OXp - o B, Ky

La condicion de frontera externa en variables adimensionales se obtiene aplicando el
limite cuando x:

t k.Alp — plxt k.h [. .
lim Py M’Udfz[] — lim =4 [p. p( )] _ M h'm p. — lim p(x,t)|,
X—>00 de de X—>00 qo:uBo qO:uBo —on X—>00
. X Mgl Ky h
lim pyo| —, = [p, - p,]=0.
o D Xar X j Qo 4B,
Solucién

El primer paso es aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion (B.28):

d’ Paip (Xp+S)

2
dxg

= [Spde (Xp+S) = Paip (Xp ,0)].

Al aplicar la condicion inicial adimensional, la ecuacion anterior se reduce a:

d” Pyin (X5, 5)

dx2 —SPyip (Xp,8) =0- (B.29)
Xp
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La ecuacion caracteristica asociada:
m?—-s=0,

cuyas raices son:

m, =+s,

Y,

m, =—s,

por lo tanto, la solucion general de la ecuacion (B.28) es:

Paio (Xp,8) = CleixDJg + CzeXDﬁ .

Para obtener la solucién en el espacio de Laplace, se transforman las condiciones

de frontera a dicho espacio:

Condicién de frontera interna adimensional en el espacio de Laplace:

r
dPyp| =S

X 7

dx, s’

condicion de frontera externa adimensional en el espacio de Laplace:

. 0
!('_'2 pde(XD,S)zgzo.

Se aplica la condicion de frontera externa adimensional en el espacio de Laplace en

la solucién general:

lim .. (x,.5) =C, lime™" +C, lime®" =C, lim——+C, lime*®" =0, (B.30)
X300 dfD D lx—)oo 2 1 2

X—>00 X—0 o Xp Vs X—>0

puede observarse que:

cllm[%ﬁ,xb}zo,

por lo que la ecuacion (B.30) se reduce a:

C,lime"** +0=0.

X—0
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De la ecuacién anterior se observa que:

limeXYs % 0,

X—>0

por lo que para satisfacer la condicién, se requiere que:

C,=0.

Se sustituye la constante C, en la solucion general, resultando la solucion acotada:

Pao (Xp,8) = Cie .

Para obtener el valor de C,, se requiere derivar la solucion acotada:

d Xy, S
pde( D ):_Clﬁe—xoﬁl
dx,

Se aplica la condicion de frontera interna adimensional en el espacio de Laplace:

r
APy Xiwis {Lw} s
df T
Ve ) el o T
dx, S

se despeja la constante C,:

Tw s
e Xdf

Se sustituye C, en la solucion acotada:

I’W\/g

p
n LN A
T X Js-x T [xdf XD]
pde (XD’S) = 53/2 € “ € ° = 53/2 e ’

por lo que su transformada inversa, segun la ecuacion 29.3.85 del Manual de Férmulas

Matematicas de Abramowitz es:

k2
Lt ée*kﬁ = 21/£e7 —k -erfc[LJ,
s n 24t

se observa que:
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Si se aplica la transformada inversa a la solucién en el espacio de Laplace, con el

valor de k ya establecido, la solucion en el espacio real queda:

2
Iy I
[*] Xp ="

- r Xt
Xp,t =2. /e #o — 7| Xp —— lerfc| ———— ,
Paio (Xp,1p) = 247ty { D dej 2@

()(7"w)2
gy X—r X—r
Poo (Xp o tp) = 24/t e 0 —7{ Wjerfc AR (B.31)

Xat 2X41 /1o

Para obtener la presion en el fondo del pozo: x=r,, por lo que la ecuacion de la

presion se reduce a:

Puo (o 1p) = 24/t - (B.32)
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APENDICE C
ECUACION DE DIFUSION PARA FLUJO BILINEAL
CON TRANSFERENCIA INTERPOROSA LIBRE

Considere un volumen de control V, = AxAyAz, el cual simulard una fractura vertical

finita con fronteras horizontales impermeables (sin aporte de fluidos):

&

27
y 4 '

Ax

y

Figura C.1. Volumen de control con fronteras horizontales impermeables (caras AXAZ).

En el volumen de control ocurre un flujo lineal en la direccion de x, entra un flujo

masico m. = pv, en la cara AyAz; sale un gasto masico ms = pv, +A(pv), . Existen dos

aportes matriciales g =qgp en la direccion “y , pues las caras AxAz, son permeables y

se considera que proporcionan el mismo aporte de fluidos en ambas:
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g
me = [ov,Jayaz ///// m. = [pv, +A(pn) Japae
Az
V%/ by |
Ax

y

Figura C.2. Flujo bilineal en el volumen de control.

Como la masa que entra no es la misma que sale, podemos hablar de cierta
cantidad de masa acumulada en funcién del espacio, la cual esta dada por la ecuacion:

masa que entra - masa que sale + aporte de la formacion fracturada = masa acumulada ,

ma =[pv, JayAz - [pv, +A(pv), JayAz + 2[gp].

Para obtener la cantidad total de masa que fluye a través de la cara AyAz del

volumen de control, ésta se multiplica por el intervalo de tiempo At, el aporte de la

formacion fracturada es multiplicado también por éste ultimo, la ecuacién queda:

m, =[-A(pv, )] AyAzAt +2qpAt . (C.1)

Si se realiza el analisis dimensional, se obtiene:
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m.[M]= —A( ,{M}vx [LDAy[L]AZ[L]At[Th zq{% p[M}At[T].

L T L

Por otro lado, la masa acumulada también est& en funcion del tiempo. A un tiempo

inicial t se tendra una masa m, = ¢, S,p . Después que pase algun tiempo (una At), se

tendra una masa distinta, la cual habra cambiado debido al tiempo, la cual esta dada

por m, = ¢, S,p +AlgyS,p). Por lo tanto, la masa acumulada, en funcién del tiempo

estara dada por la ecuacion:

masa acumulada = masa después del cambio del tiempo - masa al tiempo inicial .

Para igualar la ecuacion de la masa acumulada en funcion del espacio con la masa
acumulada en funcion del tiempo, es menester que ésta Ultima sea multiplicada por el

volumen de control V_, por lo que la ecuacion queda:

m, :[¢df SoP+A(¢df Sop)] Ve _[¢df Sop] Ve,

m, = Algy S, 0 JAXAYAZ . (C.2)
Realizando el andlisis dimensional:

m,[M]- A[mf {HS{HPW_DV ]

El siguiente paso en el desarrollo es igualar las ecuaciones (C.1) y (C.2):
[~ A(pv, )JayAzat + 2gpAt = Alg, S, p JAxAYAZ .

Al dividir la ecuacion anterior entre AXAyAzAt, obtenemos:

A gp A
= 2 = —(44:S,0).
AX (ow,)+ AXAYAZ At (#s5.p)
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Al hacer tender Ax y At a cero, podemos aplicar la definiciébn de la derivada para

ambos miembros de la ecuacién, quedando la expresion siguiente:

0 0
_&(va)"'z'?/_/: :§(¢dfsop)'

Como se considera que solo existe un fluido saturante en el volumen de control,

podemos considerar S =1:

()2l =2 (g p). ©3)

C
De la ley de Darcy, las siguientes expresiones se obtienen:

_kAdp
u oL’

0 hien:

_a_kop
A poL

Para sustituir las ecuaciones anteriores en la (C.3), se realiza una permutacion de la

L, por y y x, debido a la direccion del flujo. También debe considerarse el medio por
el que fluyen, por lo que apareceran los subindices df (fractura dominante) y fb

(formacién fracturada). Finalmente, el area por la cual fluye el aporte de la formacién
fracturada est4 determinado dado por A= AxAz, las ecuaciones quedan de la forma

siguiente:
K, AXAZ Opy,
uoooy
kdf OPf
vV, =— :
TG

Se sustituyen las dos ecuaciones anteriores en (C.3) y recordando que V, = AXAyAz,,

se obtiene la ecuacion siguiente:
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{kfbAXAZp apfbj|

Ky o O

0 | Kot P OPys Lo u oy :_ﬁ(%fp).
oX| u oX AXAYAz ot

La permeabilidad de la fractura dominante k, Vy la viscosidad u pueden

considerarse constantes, por lo que es posible sacarlas de la derivada parcial de la
presion respecto a Xx:

k 0 k 0
ii o Pa 49 P |OP g _ _g(¢df p). (C.4)
U oX OX UAy | oy ot

La férmula para derivar un producto:

0
Si u=py v:% para el miembro izquierdo y u=py v=¢, para el miembro

derecho, la ecuacion (C.4) queda:

k 0 0 k 0 0
Kar | Op P +p£ P L9 P | P — | 4, 5_p+p D . (C.5)
U | ox oOx ox\ oOx LAY | oy ot ot
. . op Op  Ody
Las derivadas parciales = ot y ' pueden ser expresadas por la regla de la

cadena de la manera siguiente:
ap _ Py Op (C.6)
X X Opy '
ap _ Py Op (C.7)
ot ot opy '
a¢df _ apdf a¢df (C 8)

ot ot opy '
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Se sustituyen (C.6), (C.7), (C.8) en (C.5):

k. (& 3 3 [ (4 ap, 0
Kt Py Op | OPys ip 2 P .y ﬁ 5_/3 ip Py Oy ,
u OX Opy | OX OX\ OX ot Opy ot Opy

Ky p| 02 Py \ I Oy |0
daf P pzdf +l ap ( pdfj :_¢dfp l ap +i ¢df Par . (Cg)
M| OX P 0Py | X | PPy Py Py | O

Las compresibilidades de la formacion y del aceite estan definidas mediante las

ecuaciones:
0
Car :_i O ; (C.10)
¢df apdf
¢, 1P (C.11)
P OPg

Se sustituyen (C.10) y (C.11) en (C.9):

K, p| 8 op, k. p]o 0
af P pzdf e, Pas Lo P |OPg _ ¢dfp[co +Cdf] Py .
u OX OX LAY | oy ot

Hasta ahora se ha manejado la densidad p a condiciones de yacimiento. Si se

divide la ecuacion previa entre la densidad a condiciones estandar, ésta ecuacion

gueda:
kiﬂ azpdf te (apdf JZ i|:kfbpj|apfb _ Put PCs OPys
pop| ot Lo )| op | mhy | oy p, ot
reescribiendo:
k. | o on. | k. 16 a
P R +c{ p‘”J +2ﬁ{ } " — gy L €12)
ps M| OX ox ) | ps|HAY] Oy ps ot
de donde:
Car =Co +Cyr -
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El factor de volumen del aceite puede representarse con la expresion siguiente:

Sustituyendo el factor de volumen en (C.12):
2
ikl 82pdf +c apdf +2i kfb apfb _ ¢dfctdf apdf
B, u| ox* °| ox B, | uAy | oy B, ot

la ecuacion anterior se reduce a:

k. | o2 o Y k. 0 0

l pzdf + CO pdf + 2 b pfb _ ¢df Ctdf pdf .
| ox OX UAY | oy ot

Si despejamos la permeabilidad de la fractura dominante k, y la viscosidad u la

ecuacion anterior queda:

2
azpzdf e, OP s 49 1 kﬁ P _ My Coar Pyt . (C.13)
OX OX kg | Ay | oy Ky ot
La constante de difusividad hidraulica para la fractura dominante es:
7] — kdf
“ Dt Coar 1

Por lo que al sustituir la difusividad hidraulica de la fractura en (C.13) se obtiene la
ecuacion de difusion para flujo bilineal:

0 P 0P i Ko, [OPg 1 OPg
+C, +2 - = :
ox? Ox keAy | oy ny, ot

Generalmente, el gradiente al cuadrado tiende a ser muy pequefio comparado con
los demas términos, por lo que se desprecia; si se hace dicha consideracién, la

ecuacion de difusion para flujo bilineal queda:
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= : C.14
ox’ Ky Ay (C.14)

azpdf 49 Ko [OPg iapdf
oy Ng Ot

Para obtener la solucion a la ecuacién anterior se utilizan las condiciones inicial y de
frontera siguientes:

condicion inicial (t = 0), distribucion uniforme de presion: p, (x,0)= p;, (C.15)

Py (X = O’t) _ quB,7

frontera interna, gasto constante (ley de Darcy): = = K, b’ (C.16)

frontera externa, fractura dominante infinita: 1|Lr010 Pyr (x,t) =p,. (C.17)
Ademas, debe considerarse el flujo lineal en la formacion fracturada:

o* pfbgy,t) _ 1 st (©.18)
oy M ot

cuyas condiciones son:

condicion inicial (t =0), distribucion uniforme de presion: p,(y,0)= p,, (C.19)

frontera interna, acoplamiento, (y = 0): P (0t)= py(xt),  (C.20)

frontera externa, yacimiento infinito: )I/m pfb(y,t)= P, . (C.21)

Transformacion a Variables Adimensionales del Modelo de Flujo Bilineal con

Transferencia Interporosa Libre

Considérese un pozo que atraviesa una fractura vertical de conductividad finita
conductiva, como el que se muestra en la Figura Ill.1. Para utilizar la ecuacién (C.14),
considerando un pozo como se muestra en dicha figura, es necesario adaptar el

volumen de control al volumen de la fractura. Para ello Gnicamente se permuta Ay por
b, . Queda la ecuacion siguiente:

0Py +2|: Ky :|apfb _iapdf

= . C.22
ox* Kgbg | Oy ng O ( )
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Para facilidad de célculos, se transforma la ecuacién anterior a variables

adimensionales, las cuales se definen a continuacion:

X, =, (C.23)
de
Yo = E , (C.24)
de
k.t
ty =P (C.25)
Xaf Py HC g X g
kfbh[pi — Py (X’t)]
Pam (XD’tD ) = , (C.26)
qB,
kfbh[pi - pfb (y’t)]
P o (yD’tD): . (C.27)
qB, 1
De acuerdo con la ecuacion (C.23), la derivada de x,, con respecto a X es:
i _ L
dx Xy
De la ecuacion (C.24), se deriva y,, con respectoa y :
Ao _ 1
dy X
Derivando t, con respecto a t, de la ecuacion (C.25), se tiene:
dtD _ kfb
dt ¢ ucy, ng
Despejando py (x,t) de la ecuacion (C.26), se tiene:
B Xq,t
Pu (X,t)=p; - B P (%o D)- (C.28)

k,h
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Derivando p, (x,t) con respecto a pyp (Xp,tp ), Se tiene:

apdf (X’t) _ qBo;u

apde(XD’tD) kfbh .

Despejando pfb(y t) de la ecuacion (C.27), se tiene:

)
quB, P o (y )
h :

Pe(y.t)=p, - 3 (C.29)
Derivando p(y,t) con respecto a p,p(Yp.tp ), Se tiene:
P (y’t) __ quB,
apfbD (yD’tD) kfbh
. . - 0py (x1)
La primera derivada con respecto al espacio, BV empleando la regla de la
cadena es:
OPys (X’t) OPyt (X t) [dx }apde(XD’tD): qB, 1 apde(XD’t )
X OPyp(Xpts )l dX g k,h g ’
de la ecuacioén anterior se deduce que:
OPg (X = O’t) __ qB, 1 apde(XD = O’tD) (C.30)

OX K Xge N OXp

La segunda derivada respecto al espacio:

ﬁ(apdf (X’t)J_ OP 4 (X’t) dx, dx, o {apde(XDatD)}
D

oxl X ) Opup(Xp.ty) dx dx X X

Sustituyendo las derivadas:

0° P (X1t) _|_ quB, i i 0’ Paro (XD 1tD)
ox? koh || Xy | X X3 ’
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0% Py (X,t) _ quB, 0% Paro (XD 1tD)
ox> k ,hx2 ox2 '

Anélogamente, la primera derivada con respecto al tiempo,

regla de la cadena es:

OP 4 (X’ t) OP 4 (X’ t) dt, OPup (XD’tD)

a P (Xp tp) dt otp

Sustituyendo las derivadas:

OP (X’t) _ __ quB, K, OPgip (XD’tD)
ot Keh | ¢ tCXg atp

0P (X’t) _|_ qB, OP o (XD’tD)
ot L h,Cy X oty .

. . 0Py (Yat)
La primera derivada con respecto al espacio, T
cadena es:
op 1, (Ya t) _ OP g (Yat) dy, 9P mo (yD’tD)
oy apfbD(yD’tD) dy o

Sustituyendo las derivadas:

apfb(y1t)_ _% i
oy - Kiph || Xy Yp

de la ecuacion anterior se tiene que:

apfb(y = O’t) _ quB, apfbD(YD = O’tD)

K o "Xt Yo

(C.31)

0 1
M, empleando la

(C.32)

, empleando la regla de la

apfbD(yD1tD) _ quB, apfbD(yD1tD)_

_ (C.33)
oy K N Xy oYp
La segunda derivada de p,(y,t) respectoa y:
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i(apfb(y’t)J: apfb(y’t) dyD dyD 0 |:apfbD(yD’tD)}
oyl oy P (Vorlp) dy dy dyp| oy ]

Sustituyendo las derivadas:

O’ Py (y,t)z[_ quB, }{i}[ 1 }azpm(ymtp)
oy’ Koh | Yo || Yar G

0% Py (Y1t) quB, 0P (YD 1tD)

- . (C.34)
oy’ K X g o

Finalmente, la primera derivada de pfb(y,t) con respecto a t, empleando la regla de

la cadena, es:

Mp(yt)  Pp(y.t) dty P (Yoits)

ot B P oo (yD’tD) dt o,

Sustituyendo las derivadas:

ps(y.t) :[_ quB, }[ K Fpm(yo,to)

ot Keh || @ kCXqs atp
op fb(y’t) _ B, P (yD’tD) (C.35)
ot N Co Xey Otp . .

Para obtener la ecuacién de difusion para flujo bilineal en variables adimensionales,
se sustituyen las ecuaciones (C.31), (C.32) y (C.33) en (C.14):

ki 3 quB, azpr(XD,tD) 49 K 3 quB, apde(O’tD) _
u Kgr hxﬁf aXIZD bt | Ko NXyq Vo

_ [¢Cdf ‘:_ qB, apde(XD’tD ):|

h ¢t Ctdf ng atD

La ecuacién anterior se reduce a:
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0 Pio (XD ’tD) 4D X4 Ko | OP o (O’tD) _ My Ct kfb apde(XD ’tD) (C.36)
aXIZD By Ko Vo Kgr HPCoy ot

La constante de difusividad hidraulica adimensional de la fractura se define como:

Nt =|: Kot :|¢tﬂctfb

Nap =
Ny Pys HC.¢ K

y la conductividad adimensional de la fractura dominante:

(kdf bdf) _ bdf kdf ’

b=
de kfb

por lo que la ecuacién (C.36) se puede reescribir:

0 Puo (X0, to) 2 puol0ty) _ 1 Puro X0 to) | (C.37)
8X,23 (kdf Dys )D Yp Ndip oty

de esta manera se obtiene la ecuacion de difusion para flujo bilineal en variables

adimensionales.

El siguiente paso es convertir las condiciones inicial y de fronteras a variables
adimensionales correspondientes a la ecuacion anterior, ecuaciones (C.15), (C.16) y
(C.17).

La transformacion de la condicién inicial (t=0), ecuacion (C.15), a variables
adimensionales se determina evaluando t =0 en la ecuacion (C.26):

X K kfbh[pi ~ P (X’t = 0)]
Pan| Xo =—1p :—2[0] =
Xt P, HCy, Xt aB, 1

sustituyendo (C.15) en la ecuacion anterior se tiene:

kfbh[pi - pi]
O)=——=0
pde(XD ) a,B, 1

La transformacion de la condicion de frontera interna (gasto constante en la fractura

dominante), se obtiene a partir de la ecuacion de Darcy, ecuacion (C.16):
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OPys (X = O’t) _ quB,7
OX Ky h

Al igualar la ecuacion anterior con (C.20) se tiene:

_ QB,u Parp (O’tD) _ 9uB,7
kfb Xt h 8XD kdf bdf h

arreglando:
Pero (O’tD) - Ko Xqr
8XD kdfbdf
De acuerdo con la definicion de la conductividad adimensional, la ecuacion previa se
reduce a:
Py (0,15 ___ T
X (kb ),

La condicion de frontera externa en variables adimensionales se obtiene aplicando el
limite cuando x tiende a infinito:

. [X] UK . kfbh[pi — Poar (X’t)] Ky D L
limp,| X, =—,t, =—-t |=1lim = |
X—>00 dfD { D D 2 X—>00 qo,UBo qO ‘LlBO

df de

im pi _)I(m pdf (X,t) )

—>»00

sustituyendo (C.17) en la ecuacién anterior se obtiene la condicion de frontera externa
en variables adimensionales:
kg h

I to)= —p]=0.
lim Pap (%o, to) G, [ - pi]

La ecuacion de flujo lineal en la formacion fracturada en variables adimensionales se

obtiene al sustituir las ecuaciones (C.34) y (C.35) en (C.18):

quB, azpfbD(yD’tD):l_ 1 l: 9B, apfbD(yD’tD)

- 2 2 - 2
K s, X Vo U N, Cyop Xt oty
la ecuacion se reduce a:

azpfbD(yD’tD): apfbD(yD’tD)

C.38
oy2 oty ( )
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La transformacién de las condiciones inicial y de frontera a variables adimensionales,
correspondientes a la ecuacion de difusion de flujo lineal en la formacion fracturada,
ecuaciones (C.19), (C.20) y (C.21) se obtiene de la manera siguiente:

La transformacion de la condicién inicial (t=0), ecuacion (C.19), a variables
adimensionales se determina evaluando t =0 en la ecuacion (C.27):

y K, kfbh[pi - pfb(y’t = 0)]
Puwo| Yo =—1p :—2[0] = ,
Xt P HC gy Xy aB, 1

sustituyendo (C.19) en la ecuacion anterior se tiene:
_ kfbh[pi B pi]

0)=— 10 T _g
Pwo(Vo,0) 1B

La condicidon de frontera interna en variables adimensionales, se obtiene al evaluar

y =0 en la ecuacién (C.29):

0
quB, pfbD{yD = )[(]atoj

df

:0’t = =
Pu(y=01t)=p, h

El paso siguiente es igualar la ecuacion anterior con la ecuacion (C.28):

0
quB, pfbD{yD :)E]’tDj

df

o aB, 4Py (XD’tD)
' Kgh

:pi—

kqh
la ecuacion anterior se reduce a:

P o (O’tD): pde(XD’tD)'

Por dltimo, la transformacién a variables adimensionales de la condicién de frontera

externa, ecuacion (C.21), se obtiene aplicando el limite cuando y tiende a infinito en la

ecuacion (C.27):
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y—oo

l ( t )—l' kfbh[pi_pfb(y’t)] _ kfbh
y'_rﬂo Pwp Yol —yl_l’ﬂo qO:uBo = qO,UBo[

sustituyendo (C.21) en la ecuacién anterior se obtiene la condicion de frontera externa

lim p; - lim pfb(y’t)}’
y—0

en variables adimensionales:
kgh
qo,UB

!('_'Q pfbD(yD’tD): [pi_pi]zo'

0
En resumen:

El flujo en la fractura dominante con aporte perpendicular esta dado por la ecuacién
(C.37):

82 pde (XD’tD) 2 apfbD (O’tD) 1 8pde (XD’tD)

2 + -
OXp (kdf by )D Yo YRS oty

con las condiciones:

condicion inicial: Pup (X5,0)=0, (C.39)
0Py (0,1
frontera interna, gasto constante: pde( D) -7 ,  (C.40)
oxo (ke D )
frontera externa, fractura dominante infinita: lim pyp(Xp,tp)=0. (C.41)

El flujo lineal en la formacién fracturada esta dado por la ecuacién (C.38):

0° pfbD(yD’tD) _ apfbD(yD’tD)
oy2 oty

cuyas condiciones son:

condicion inicial: Pap(¥p.0)=0, (C.42)

frontera interna, acoplamiento: Pup(0:tp)= Puo (Xo.tp), (C.43)

frontera externa, yacimiento infinito: lim p o (Yp.tp)=0. (C.44)
Yp 2®
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Solucion al Modelo de Flujo Bilineal con Transferencia Interporosa Libre

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion de flujo lineal en la formacién
fracturada, ecuacién (C.38):

d*puo(¥o.S)
= 2 2 =SP (YD’S)_ P o (yD’O)'
dyp

Sustituyendo la ecuacion (C.42), en la anterior:

d ? ﬁfbD (yD ! S)

dyé = SﬁfbD (YD’S)'

La soluciéon general es:

[ (YD ) 5) = CleyDJg + Czeﬂ/[)\/g .

Se aplica la transformada de Laplace a las condiciones de frontera en la ecuacion de
flujo en la formacion fracturada:

Pwo (0’ S) = Py (XD ' S) '
y"'I‘DO P o (yD , 5) =0.

Se aplica la condicion de frontera externa, ecuacion (C.44) en la solucion general:
ylljrl‘w P o (YD , S) =C, yleweyDﬁ +C, yleweinﬁ =0,
evaluando:
C, [valor]+C,[0]=0,
para satisfacer la condicion de frontera externa se requiere que:
C, =0.

Sustituyendo la constante C, en la solucion genera, se obtiene la solucion acotada:

ﬁfbD(yD7S)=CZein\/§' (C.45)
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Aplicando la condicién de frontera interna (acoplamiento):

pfbD (0’ S) = CZei[O]\/g = Ede (XD ! S) '

Por lo tanto, la constante C, es:
(C.46)

Cz = ﬁde(XD’S)-
Se sustituye la constante C, en la solucion acotada y se obtiene la solucion para la

formacion fracturada en el espacio de Laplace:

EfbD (yD ' S) = [Ede (XD ! S)kin\/g '

En la ecuacién de flujo en la fractura se requiere la derivada de la presién en el

yacimiento:

dp ,
P o (yD S) _ _\/;[ﬁde (XD,S)]efng.
dy,

Evaluando en la interfase formacién fracturada-fractura dominante:

dEEDT(O’S) = _\/g[ﬁde (XD , S)] (C.47)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién de flujo en la fractura

dominante, ecuacion (C.38):

d? Paro (XD’S) 2 dp 4o (015) 1
= P, 1 - 10 .
dX|23 + (kdf bdf )D dyD Nuo [Spde (XD 5) Paro (XD )]

Sustituyendo la condicion inicial, ecuacion (C.39), y la ecuacion (C.47), en la

ecuacioén anterior se obtiene:

dzpde(XD,S) 2\/5 — S _
dX|23 - (kdf bdf )D P (XD | 5) - E Paro (XD | 5) J
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arreglando:
d? :
Pao (ZXD S) - 2s + > Pao (XD , S) =0.
dxp (kdf by )D YRS

Re escribiendo la ecuacidon anterior:

d%po(Xs,S B
e 9 _ sy (1,5)- 0.
D

en donde:

2 N 1
K.t Do )D\/E N4

9(3):(

La solucion general para la ecuacion de flujo en la fractura dominante:

Ede (XD y S) = Csexom + C4e*XD\/sgi(s) .

(C.48)

(C.49)

(C.50)

Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera para la fractura

dominante:

condicién de frontera interna:
dﬁde (0’ S) /3

dx,, (kyby )8
condicién de frontera externa:

X"TDO Pao (XD , 5) =0.

Aplicando la condicién de frontera externa:

lim ﬁde(XD’S):CS lim e*o V) +C, lim g o Vsa(s) =0,

evaluando:

0 = C,[valor]+C,[0],
se requiere que:
C,=0.

(C.51)
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Sustituyendo el valor de la constante C, anterior en la solucion general para la

ecuacion de flujo en la fractura dominante, ecuacion (C.50), se obtiene la solucion
acotada:

P (XD15)=C497XD\/597(S)- (C.52)

Derivando (C.52) con respecto a X :

P, (X5, 8)
pde D \/_jc e —Xp+/s9(s)

dx,

Evaluando en la condicion de frontera interna para la fractura dominante:

dpde 0 S \/—C e —[o]ysa(s) T
kdf bdf S

D
despejando la constante:

T

(kdf by )DS Sg(S) .

C, =

Sustituyendo la constante C, en la solucion acotada de la fractura dominante, se

obtiene la solucion del modelo en el espacio de Laplace:

n — 4l ~Xp+/s9(s)
X5,S)= e .
pde( ’ ) (kdf by )D SRVRY (S)

La solucion en el pozo:
Xp =0,

Pup (S) = Puo (0’ S) :

Por lo que:

_ _ T
P ) (©52)

sustituyendo la funcién g(s):
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Puo (S) = i

2 1
Ky b
(df df )DS {(kdfbdf )D\/EWLT]de}

La solucion puede escribirse:

ﬁWD(S):( /8 1 i_ T v Tao 1

Ko Dt )D Vs UETH)

+1
V(b Jyvs

Invirtiendo a tiempo real se obtiene la solucion:

erfc Moo
o : \/;\/7 .[ (kdf byt )D\/tD ~tp X
" (kdf bdf ) 0 \/g o

Solucién analitica aproximada a tiempos cortos:

t, >0 S —

Aplicando el limite en (C.49):

limg(s) = lim 2 L - -
) (kdfbdf) \/_ Naio ( ) \/[_] Ur 77de

Sustituyendo el resultado anterior en (C.53) se tiene:

df

La inversién de la ecuacion anterior a tiempo real es:

(C.54)
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e 24t ] —
p“”D(tD)‘(kdfbdf | Yz | Tkyby ), Vot

En variables reales:

2 7K
Pw = Py — e - tgz'
kdf bdf h H¢df Cigr

La derivada logaritmica:

dwa(tD)_ \Iﬂnde t¥2

dint,  (kyby ) °°

D

Solucién analitica aproximada a tiempos largos:

g(s):( 2 1 1 _ 2

+ - :
Kt Dy )D\/E Moo Mao (kdf by )D\/g

Se sustituye el resultado anterior en (C.53):

(S): T - _ T V
4
(kb )DS,/WS% AlabarJo
D

Invirtiendo a tiempo real mediante tablas, la solucién a tiempo largos es:

pWD

2 kdfbdf D F(%)_ \l(kdfbdf jD .

%
— (tD)= T t5 2.54 t%

Derivando con respecto al tiempo, regresando a variables adimensionales:

dwa (tD) 254 tf%

dt, _4¢(kdfbdf)D o

su derivada logaritmica:

(C.55)
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dpuo(to) _ 06125 3
_ <8
dint, J(kdf by ),

RESUMEN:

— dp,o (t
b | P.o5) Puolts) Puolly)
D

T 1 2 NEUETS
t, >0 S — o —z N NEu tY2
b Kyby ), 87 " Kr Do D e m ?

n 254 .y 06125 1,

5
w,Z(kdf Dy )D SA ;}(kdf by jD i ;}(kdf by jD i
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APENDICE D

APENDICE D
ECUACION DE DIFUSION PARA FLUJO BILINEAL CON
TRANSFERENCIA INTERPOROSA PSEUDOESTACIONARIA

El modelo de Warren y Root considera que la transferencia de un medio poroso a otro,

ocurre en forma pseudoestacionaria.

Para desarrollar la ecuacion el modelo de Warren y Root, se considera el flujo en la

fractura dominante y un aporte matricial.

z TN S
Bloque de la N ) \S 7 ‘u‘,r‘ ]
formacion & \ /% /NN
fracturada. N \1"‘, N
N 2NN/ Flujo lineal
en la
Mineralizacion fractura

fuete ——>

» Volumen de
Fractura .

dominante

control i

V,=Ax-Ay-Az |

Lo e : Aporte de la
(—

formacion
fracturada

Mineralizacion
fuerte

Blogue de la
formacion
fracturada.

Figura D.1. Volumen de control para el desarrollo del modelo de Warren y Root.

Con base en la figura anterior, se establece que la masa acumulada en el volumen

de control, en funcién del espacio esta dada por la ecuacion:

(masa que entra - masa quesale), = masa acumulada ,

m,_s = [(pvx )_ (pvx ) + A(pv)x ]AyAZAt J
m,_. = A(pv, JAyAZAL . (D.1)
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Al realizar el andlisis dimensional, se obtiene:

m, [M]= _A( ,{%}vx [TLDAy[L]AZ[L]At[T i

La masa acumulada esté en funcion del tiempo:

m, :[¢df Sop+A(¢df Sop)] (A _[¢df Sop] (A :A(¢df Sop)‘/c- (D.2)

Realizando el andlisis dimensional:
L® L® M
ma [M ] = A[¢df |:F:|So |:F:|p[F})VC [L3 ]

El paso siguiente en el desarrollo es igualar las ecuaciones (D.1) y (D.2):

— A(pv, )AyAZAt = Algy Sop V., -

Dividiendo entre AXAyAzAt:

A A
__(PVX): E(¢dfsop)'

AX
Aplicando el limite de Ax, Ay y At, tendiendo a cero y sustituyendo S, =1, debido a

gue se esta considerando un fluido saturante al cien por ciento, resulta la ecuacién de

continuidad en una direccion:

-2 (pv) = 2 6up) 03

De la ley de Darcy se tienen las expresiones siguientes:

_ _kd_fx OPys
uoox

X

Se sustituyen las dos ecuaciones anteriores en (D.3):
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el

U Ox

ki OP g

D =§(¢dfp)-

Como las permeabilidades y la viscosidad se consideran constantes, la ecuacion

anterior se reescribe:

Ka 0
JTNG)

OP ¢
Pl 7o

D =§(¢dfp)-

Al aplicar las derivadas, con la formula de producto:

kdf

Kot a_p OPg
u | ox| ox

azpm

|+

ox>

)
]:¢df Ep"'P

Ot
T

(D.4)

Las derivadas parciales de la densidad y la porosidad con respecto al espacio y al

tiempo pueden ser expresada por la regla de la cadena, por lo que la ecuacion anterior

Se expresa.

Kar
7

|

Py Op

OP g1
+

azpm

OX 0Py

|

OX

ox>

My Op OPyr OBy
= Py ~— |\ TP Y |
ot Opy ot Opy

al factorizar la derivada parcial con respecto al tiempo:

kdf
p_
u

kdf

azpm

1 OP
pl oOx

azpm

jl

ox>

0P

ox>

+c{

OX

:

0 0
b op +p Par | OPygs ,
| Py 0Py | O
i Oy |0
b op +p Par | OPygs .
| Py Py | O

Como el gradiente cuadratico tiende a ser muy pequefio para el aceite, comparado

con los demds términos, se desprecia resultando la expresion siguiente:

kdf{
—\p
u

azpm
aXZ

|

{

0

0Py | Py

OP ¢

0
Pt +p

Py | Ot

|
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Al factorizar el miembro derecho de la ecuacién se tiene:

ki pazpdf i 1 0p +ia¢df OP 4
H ox? ! P 0Py Py OPg | OF

De esta manera, la densidad queda constante en ambos miembros de la ecuacién

3 ., 1 op 1 Oy
por lo que puede cancelarse, ademas la expresion | — +—

corresponde a la
PPy By Py

compresibilidad total de la fractura dominante, entonces la ecuacién anterior se reduce
a:

klﬁz Par _ OP ¢
u ox at Cat

Hasta el momento Unicamente se ha considerado el flujo en la fractura dominante.
Para afadir el flujo de la formacion fracturada, éste se considera una fuente y se

adiciona en el término acumulativo, por lo que a la ecuacién anterior se le afiade el

término q;,_, en el lado derecho de la ecuacion:

kdf 82 pdf apdf *
A gy —— )y D.5)
7 axz ¢df tdf 8t qu df (

El término q, , es el gasto de la formacion fracturada a la fractura dominante por

unidad de volumen de roca:

* qu
Uiogr = V. , (D.6)
en el cual se consideran los efectos de expansion:
op
U = PwCrV,y a_tfb (D.7)

De la ecuacion anterior puede observarse, que el gasto g, representa una

expansion del sistema poroso en la formacion fracturada por unidad de tiempo, mismo
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gue resulta en un aporte a la fractura dominante por parte de la formacion fracturada. Al

sustituir la ecuacion (D.7) en (D.6) se obtiene:

op Py

q:b—df P1,Cy 8'[ , (D.8)

y al sustituir ésta ultima ecuacion en (D.5) se obtiene el modelo de flujo lineal con
término fuente, adaptado por Pulido y Valdés en la presente tesis, considerando una

sola fractura dominante:

k, 0°p Py op
;f 8X u _¢df tdf ot +¢fb fb atfb . (D.9)

Las condiciones inicial y de frontera en variables reales, para la obtener la solucién

de la ecuacién anterior son las siguientes:

condicion inicial (t = 0), distribucion uniforme de presién: p, (x,0)= p;, (D.10)

py (x=0,t) _ QuB,7
OX Ky bih'

frontera interna, gasto constante (ley de Darcy): (D.11)

frontera externa, fractura dominante infinita: lim p, (x,t)= P, . (D.12)
X—00

Obtencién de la Ecuacién de Transferencia Formacién Fracturada-Fractura

Dominante en Forma Pseudoestacionaria

El gasto de la formacién fracturada a la fractura dominante debido al gradiente de
presion en la formacion fracturada es:
kfbAfd df Ap fb—df kfd deh Ap fb—df

— _ - o - D.13
0 g 1 AL 1 AL ( )

El gasto de la formacion fracturada a la fracturada dominante debido al gradiente de
presiéon por cada unidad de volumen de roca es:

s Owar  KpXgh| Py (X Y, t) = Py (X, y,t)
Aot = == : (D.14)
Vo KV, I
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El factor forma de la fractura dominante refleja la geometria de los elementos de la
formacion fracturada y esta dado por:
X4 h
Vbld .

(D.15)

Og =

Al sustituir el factor forma de la fractura dominante en la ecuacion del gasto de la
formacion fracturada a la fracturada dominante, se obtiene:

« K0 o
Qp-af =~

[P (%, V)= Py (x,y,1)]. (D.16)

Al igualar la ecuacién anterior con la ecuacion (D.8) se obtiene la ecuacién de
transferencia formacion fracturada-fractura dominante en forma pseudoestacionaria:

KO g

_T[pfb (X, Yat)_ P (X, Yat)]: ¢fbcfb A (D-17)

La ecuacion (D.17) esta sujeta a la condicion inicial (t = 0), distribucion uniforme de
presion:
Pw(y.0)=p;, (D.18)

Transformacion a Variables Adimensionales del Modelo de Flujo Bilineal con

Transferencia Interporosa Pseudoestacionaria

Se definen la variables adimensionales siguientes:

_ kdfh[pi — Py (X’t)]

1t - 3 Dlg
Puo (Xoto) B (D.19)
ket [ps = P (v1)]
pfbD(yD’tD): . - g (D.20)
qB,
Kkt

t, = : (D.21)
> (¢ Ct)tlung
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donde:

( t)t :¢df Cigt +¢fbctfb;

X, = x (D.22)
de

yo = (D.23)
de

La conductividad adimensional de la fractura dominante se define como:

b,k
(kdf by )D = de kdf (D.24)
df Ko

El tamafio de bloque adimensional se define como:

El parametro del almacenamiento de la fractura dominante, @ :

_ ¢df Crar
WDy = ,
¢df Ctdf + ¢fb thb
¢.C
1_ a)df — fo™~fb

¢df Cdf + ¢fbcfb

De acuerdo con la ecuacion (D.22), la derivada de x,, respecto a x es:
dx, 1

dx Xy

Derivando t, respecto a t, de la ecuacion (D.21), se tiene:
dt, Kyt

dt (¢Ct )t ,ung .
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Despejando p, (x,t) de la ecuacion (D.19), se tiene:

B auB, Pyrp (XD 1 )

X,t)=p; D.25
Py (X, t)= P, o (D.25)

Derivando p, (x,t) respecto de p,q (Xp,t, ), Se tiene:

apdf (X’t) - _ q;uBo
apde (XD’tD) kdfh
. . - apy (xt)

La primera derivada con respecto al espacio T empleando la regla de la
cadena es:
OP (X1t) _ 0P (X1t) [dXD } OPgip (XD 1tD) _|_ quB, i OPgip (XD 1tD)

X 8pde (XD ’tD) dx aXD kdf h Xgr 8XD ,
OPys (X’t) __ quB, OPyio (XD ’tD)

X Kghxy — Xy
de la ecuacion anterior se deduce que:
OPg (X = O’t) __ qB, i apde(XD = O’tD) . (D.26)

OX K Xge N OXp

La segunda derivada respecto al espacio:
0 OP et (X’t) _ OP et (X’t) dx, dx, & | OPup (XD’tD)
x| ox Py (Xp,tp) dx dx X X '

Sustituyendo las derivadas:
0° P (X1t) _|_ quB, i i 0’ Paro (XD 1tD)

ox? ke || Xy | X X3 ’
0° P (X1t) _ quB, 0? pde(XD1tD) . (D.27)

ox? kyhx? ox2
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Anélogamente, la primera derivada con respecto al tiempo

regla de la cadena es:

OPys (X’t) _ OP gt (X’t) dt, apde(XD’tD)
ot Py (Xp 1) dt ot '

Sustituyendo las derivadas:

OP (X’t) _ __ quB, :I Ko OPgip (XD’tD)
ot L kg D (¢Ct )t g atp ’

OP (X’t)
ot

_ Ky B, :l Pao (XD 1o )
L K h(¢ct )t Xy o,

. . | op(y,t)
La primera derivada con respecto al tiempo Q&

cadena es:

Ay
ot

_ apfb(y’t) dt, apfbD(yD’tD)
P o (Yo o) dt

o,

Despejando p,(y,t) de la ecuacion (D.20), se tiene:

B quB, P o (yD’tD)

0P (th)
ot

, empleando la

(D.28)

, empleando la regla de la

t)=p, D.29
P (y ) P k,h ( )
Derivando p,(y,t) respecto a pp (Yo, ty ), Se tiene:
P (y’t) __ quB,
apfbD (yD’tD) kdfh
Sustituyendo las derivadas:
OP g, (Yat) _|_ quB, Ko apfbD(yD’tD)
ot kg D (¢Ct )t g atp
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o 1, (Yat) _ l: Kyt QuB, :l OP o (yD’tD) (D.30)

ot - _kdfh( t)t/’lng oty

Dividiendo (D.9) entre [gbdf Cut +¢fbcﬁb] , se obtiene la igualdad:

1 Kot 0*Por 0Py Gl
— 0, =0 + [l— Wy ]— .
l¢df Ciat +¢fbctbe U OX ot ot

Sustituyendo (D.27), (D.28) y (D.30) en la ecuacion anterior:

1 kdf quB, Gk Paip (XD’tD) _ l: kdf quB, ] OPeto (XD T ) +
= Wy

l¢dfctdf +¢fbctbe HoKy hng aXIZD Kt h( t)t ,ung oty

[ ‘: kdf tuo ] apfbD (yD ’tD)
+l-w4 |-

kdf h( t )t :ung atD

Al simplificar se obtiene el modelo de flujo lineal con término fuente en la fractura

dominante:

0% Py (Xt Py (Xp OP o (Yo 1
de(zD D):a)df a0 (%o D)+[l_a)df ]M. (D.31)
ox2 oty oy

El paso siguiente es transformar las condiciones inicial y de fronteras a las que esta

sujeta la ecuacion anterior.

La transformacion de la condicién inicial (t=0), ecuacion (D.10), a variables

adimensionales se determina evaluando t =0 en la ecuacion (D.19):

X k kfbh[pi ~ P (X’t = 0)]
pde[XD =—tp = ¢[O]J =

X ¢, HCy, ng qB, u
sustituyendo (D.10) en la ecuacion anterior se tiene:

kfbh[pi - pi]
O)=——=0
pde(XD ) a,B, 1
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La transformacion de la condicion de frontera interna (gasto constante en la fractura
dominante), se obtiene a partir de la ecuacion de Darcy, ecuacion (D.11):

py (x=0,t) _ QuB,7
OX Ky h

Al igualar la ecuacion anterior con (D.25) se tiene:

_ QB,u apde(O’tD): quB,7
KeXgh  OXp ky by h

arreglando:
Perp (O’tD) - Ko Xqr
aXD kdf bdf

de acuerdo con la definicibn de la conductividad adimensional, ecuacién (D.24), la

ecuacion previa se reduce a:
apde(O’tD) 4

X (kaby )

La condicion de frontera externa en variables adimensionales se obtiene aplicando el

limite cuando x tiende a infinito:

kyh(p; — )] kyh
1mpde{XD:¥atD:n%tj=|im D [p' Pas (x )]— df [!,

df de

im p, —lim p, (x,t) |,
X—>o0 qo,UBg qo,UBg X—>0 df

—>00

sustituyendo (D.12) en la ecuacién anterior se obtiene la condicion de frontera externa
en variables adimensionales:
kg h

I to)= —p]=0.
lim Pap (%o, to) 1B [ - pi]

Al dividir la ecuacion (D.15) entre [p, C, +$4Cyy| S€ Obtiene:

KO o

¢fb c b ap fb
tdf + ¢fb thb J ot

J[pfb (X, Yat)_ Pa (X’ y’t)]: l¢dfc

|¢df Ctdf + ¢fb thb
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P+,
ot

K0y

|¢df Ctdf + ¢fb thb

JH [pfb (X, Yat)_ Par (X’ y’t)]: []'_a)df ]

Al sustituir las ecuaciones (D.25), (D.29) y (D.30), en la ecuacién anterior, se obtiene

la transferencia interporosa restringida:

op fbD(YthD)

[pfbD (yD’tD)_ Paro (XD’tD )]= [:I'_a)df ]6'[—’
D

2
O g Ky Xt

kdf
la ecuacion anterior puede ser escrita como:

]apfbD(yD’tD)

D.27
oty ( )

At [p oD (YD 1o )_ Paro (XD 1o )] = [1_ Wyt

donde:

2
_ Oy K Xt

df —
kdf

La transformacién de la condicion inicial (t =0), de la ecuacion (D.27) a variables
adimensionales se obtiene evaluando t =0 en la ecuacién (D.29):

pfbD[yD _y _ ky [O]J _ kfbh[pi ~Po(yt= 0)] |

Lt = ,
Xt P HC gy Xy aB, 1

sustituyendo (D.18) en la ecuacion anterior se tiene:

kfbh[pi_pi]
O)=——=0
P (Vo.0) 1B

En Resumen:

El flujo en la fractura dominante esta dado por la ecuacion (D.31):

0 pde(XD’tD) _ apde(XD’tD) apfbD(yD’tD)
— =0y ——————— + [1— Wyt ]—
OXp, oty oty

con las condiciones:

condicion inicial: Pup (X5,0)=0, (D.28)
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OP 4o (0, t

frontera interna, gasto constante: Pan 0.to) - (D.29)
oxo (ke D )

frontera externa, fractura dominante infinita: lim pyo(Xp,tp)=0. (D.30)

La transferencia interporosa restringida, esta dado por la ecuacion (D.27):

]apfbD(yD’tD)

At [pfbD (yD’tD)_ pde(XD’tD )]: []'_a)df o
D

cuya condicion inicial es:

() (YD’O)ZO- (D.31)

Solucion al Modelo de Flujo Bilineal con Transferencia Interporosa
Pseudoestacionaria

Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién de transferencia interporosa

pseudoestacionaria de la formacion fracturada-fractura dominante, ecuacion (D.27):

[]-_wdf ]S[EfbD (Y5:5)— Pao (Yo 10)] = Ay I:Ede (X5, S)_EfbD (Yo S)]

Se sustituye la condicion inicial de la formacion fracturada (D.31) en la ecuacion
anterior:

[1_ Wys ]56 fbD (yD ' S) = A Bde(XD , S)_ At B fbD (yD ' S)'

La solucion de la presion adimensional en la formacion fracturada es:

- _ A gt
o (yD’S)_ ll_a)df JS + Ay

Pyp (Xp.8). (D.32)

Se aplica la transformada de Laplace en la ecuacion de flujo lineal en la fractura
dominante:

d ZEde (XD’S) — —
dx 2 - [1_ Wy ][5 P oo (yD ) 5)_ P 0 (YD ,0)] = Wgy [5 Pao (XD , 5)_ P (XD 70)]-
D
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Se sustituyen las condiciones iniciales (D.28) y (D.31) en la ecuacién previa:

d° Py (X5, ) B B
%— [l_a)df ]spfbD (yD,S) = Wy SPyp (XDlS)-
D

Se sustituye (D.32) en (D.33), y factorizando queda la expresion:

dZEde(XwS)_l:l []'_a)df ]A’df
1

dXD2 — Wy Js+idf

T Oy :lsﬁde (x5,8)=0,

arreglando:

27 r 2 2 .2
d pde(XD’S) Ay S— Oy Ay S+ @y S™ — @5 S™ + Ay 0y S

_ P ,$)=0,
dXDZ i ll_a)df J5+idf :lpde(XD S)

25 B 2
d° P (XD’S) Ao = Qi Ayt + OyS— Oy S+ Ay @y

SPyp(X,,5)=0
dXDZ I ll_a)df JS+Adf :l pde( D )
de donde se puede definir la funcion de transferencia:

Ao + @y ll_wdeS .
b'_wdeS—i_Adf

f(s)=

La ecuacion (D.35) queda:

d?Pyp (X5,9)
dx?

— sf (S)ﬁde (XD ' S) =0.
La solucion general del flujo lineal en la fractura dominante es:
Pup (Xp,8) = AV E) | Be o)

Se aplica la transformada de Laplace a las condiciones de frontera:
dﬁde (0’ S) T 1

dx,, s (kb ),

X"TDO Pao (XD ' 5) =0.

(D.33)

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)
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Se aplica la condicion de frontera externa a la solucién general, por lo que se
requiere que:
A=0.

Al sustituir la constante A en la solucion general, ecuacion (D.37), se obtiene una

solucion acotada:

P (XDvS)= Be o), (D.38)

Se aplica la condicién de frontera interna a la solucién acotada:

M:_lsf(siB:_z 1

dx, s (kyby ),

al despejar B:
1 T

Sm (kdf by )D .

B =

Al sustituir la constante B en la solucién acotada, ecuacion (D.38), se obtiene la

solucién al problema en el espacio de Laplace:

4 R NE )

Bde (XD,S): (kdfbdf )S —Sf (S)

La presion en el pozo es:

Buo(9)= Pl =08)= S = T
s)= Xp =U,8)= B |
Puo Pao (Xp (kdf by )D S4/Sf (S (kdf by )D Sysf (S

Arreglando se obtiene la presion en el pozo para flujo lineal con término fuente:

Poo(8) = — T (D.39)

Solucidn Analitica Aproximada a Tiempos Adimensionales Cortos:
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t, >0, s> o

El limite de la funcidn transferencia para tiempos cortos es:

A
lJra)df []-_a)df ]_ 0+ @y [1_a)df]

B ll—a)de+0 "G

Ay + 1—
lim £ (s) = lim =4 o | wdf]s:lim

s—0 [1_ @y JS + j‘df s—0 [1_ o, ]+ ﬂ,sdf

Se sustituye la ecuacion anterior en (D.39):
T 1 1

3/2 :
kdf bdf )D S @y

Pwp (S) = (

Al aplicar la transformada inversa a la ecuacion anterior, se obtiene la solucién de la

ecuacion a tiempos cortos:

1/2
Polte)- 2 [ 27 {tJ |
(kdf by )D Jr o (kdfbdf )D o

Su derivada logaritmica:

dint,  (kyby ),

P lts) V7 (o0 )2

Solucién Analitica aproximada a Tiempos Intermedios:

La funcion transferencia es:
Ag + @y []-_a)df ] S

1o []'_a)df] S+ Ay

se resta el tiempo corto a la funcion de transferencia:

Ag + Oy [1— @ 4 ]S [1_ O g ] Ao

= |;|'_a)de5+Adf G |;|'_a)de5+Adf.
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Se sustituye la ecuacién anterior en (D.39) y queda la expresion siguiente:

_ b4 1 1 /s 1 4 |1_ Wy |S + Ags
(s)

(kdf by )D s*” [Zl.—a)df] gt B (kdf by )D s*” ,l[l—a)df] Agt |
|1—a)df |§+Adf

Caso 1: [1—a)df] S>> Ay -

p ( ) T 4/ |l_ Wyt |S _ T 1
P (kdf bdf ) ,‘l|l— a)df Izdf 33/2 (kdf bdf )D \/Idf S .

La solucion para tiempos intermedios, se obtiene al aplicar la transformada inversa a
la ecuacion anterior y resulta la ecuacion:
T 1

_ )
wa(D) (kdfbdf)D\/Z

La derivada es:

dEWD (tD) —
dinty

Caso 2: [1—a)df] S=Ag

E ( T \Mdf +Adf 3 T 24 1 _ T 2 1
O ket byr ), = g P S° ), Ji= oy Py s7 (kdfbdf)D\/[l—wdeSS’z’

La solucion para tiempos intermedios, se obtiene al aplicar la transformada inversa a

la ecuacion anterior y resulta la ecuacion:

Pus(ts) | 2\/— Jr | 8 {12
" Ker df ll a)df kdf bdf) [Zl.—a)de i
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La derivada logaritmica es:

dpo(ts) V7 LT
din tD (kdf bdf )D |;I'_ o J i

Caso 3: [1-wls << Ay .

— \/7 /4 1
Puo (5)= kdfbdf ,/|l Oy | Ay S kdf bdf) \/|l_a)df ISSI2 |

la solucion en el tiempo real, se obtiene al aplicar la transformada inversa a la ecuacion

anterior y resulta la ecuacion:
1/2
wa( \/ ll J -
Kot Dy 1,|1 a)df| Kot df @

La derivada logaritmica es:

dEWD (tD) - 1 dd t2,
din tD (kdf bdf )D |;I'_ o J i

El punto de inflexion del valle:

1 2 4

\/ﬂ_ T 1/|1—a)df |

Solucidn analitica aproximada a tiempos muy largos

s—>0,t, >

El limite para la funcion transferencia para tiempos largos es:

Aot +(0df[1_(0df]s Ag +0
I|m f(s)=Ilim = =
0 [1_ O gt ] S+ Ay 0+ Ay
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Se sustituye la ecuacién anterior en (D.39) y que la solucién para tiempos largos en

el espacio de Laplace:
1

— /s
S)= e
wa( ) (kdf by )D Sx/g

Al aplicar la transformada inversa en la ecuacion previa se tiene el comportamiento

de la presién a tiempos largos:

T t 2\/; 1/2
i, )= (_T 2.2 t
pWD ( D ) kdf bdf 5 bdf 5 ( D )

7 leby ),

Su derivada es:

dpuo (tD) _ \/; (tD )1/2.

dint,  (kyby ).

RESUMEN:
— dp,o (t
b S Pup (S) Pup (tD ) d II; iDD )
T 1 1 2N [t o Jr 12
D t
t, >0 | s—>w (kg by )D §¥2 \/a (—defbdf ) {wdf J (kb iD'( Da)df)1
gt P2 1 T 1 0
> [1— a)] (kdf Dy )D VA us (kdf Dy )D At
o = [ 2 1 Jr [ 8 NE o [ 2 e
[1_ a)] (kdf Dy )D ll_a)df J S (kdf Dy )D ll_a)df J (kdf by )D [1_5% J
2 [ 1 |
A T 1 11/2 tu/2
S< [1 _dfa)] (kdf by )D \/l]__a)df J33’2 (kdf by )D ll_a)df J i (kdf by )D ll_a)df J i
t o 550 T i 2\/; (t )1/2 \/; (t )1/2
i [kdf by jD S\/g (kdf by )D i (kdf by )D i
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APENDICE E
MODELADO DEL DANO INTERPOROSO

La restriccion al flujo de un medio poroso a otro se incorpora por medio de un dafio. La
presion de la formacion fracturada y la de la fractura dominante pueden ser
relacionadas con el analisis siguiente:

Z
*

h

/ Permeabilidad = &,

x L]
ms = pv, +A(pv),

Figura E.1. Esquema del flujo en una fractura dominante con aporte de la formacién fracturada.

Cuando existe un dafio entre los medios porosos, el flujo en esta regidn ocurre bajo
condiciones pseudoestacionarias; es decir, los cambios de presion son instantaneos y
la capacidad de almacenamiento es despreciable. Se utiliza flujo tipo Darcy, la caida de
presion en la formacion fracturada es funcion de la caida de presidén en la fractura
dominante y ésta es funcion del tiempo; el gradiente de presion también es funcion del

tiempo y estan relacionadas con la ecuacion:
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_ kd Asup ap(y!t)sup _ kd Asup pfb(y!t)sup - pdf (X’t)
Qrpar = = ; (E.1)
M oy M Iy

donde:

k, = permeabilidad de la zona dafada, md ,
|, = espesor de la zona dafada,

b, = abertura de la fractura dominante .

Al utilizar la presion de yacimiento de referencia, y dividir ambos lados de la

ecuacion entre el volumen de roca, se obtiene la ecuacidn siguiente:

Oioor Ko Ay [pi ~ P (X’t)]_[pi B pfb(y’t)sup] kg Ay | Apy (x,t)-Apy, (y’t)sup
Ve Vyu I Vyu I

(E.2)

La expresion qy,  /V, se le conoce como el gasto de transferencia de fluido por
unidad de roca, y se denota como q;, . . Por otro lado, se divide el area de la fractura

dominante entre el volumen de roca: Ay, = A, /V,, por lo que la ecuacion (E.2) se

puede reescribir de la manera siguiente:

o kgAg | Apg (X, 1) = AP (Y, 1)y,

Appar = | (E.3)
d
Si se despeja la caida de presién en la fractura dominante se obtiene:
. I
Apy (X,1) = gy k‘u—d+ AP g, (Y51 gy - (E.4)
d Adfb
Por otro lado, q;,_, Se expresa de también de la forma siguiente:
. tapfb(T)be(t_T)
= dr. E.5
Q o .(l; or v, T (E.5)
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El gasto de la formacion con flujo lineal, q,,, esta dado por la expresion:

(t): kd Adf 8pfb (y!t)sup .
H oy

fb
Sustituyendo el gasto de la formacién para flujo lineal dentro de la convolucion,
ecuacion (E.5), se obtiene:

* tapfb(y’l—)kfbAdf |:apfb(y’t T } kfb df j’apfb Y, T |:apfb(y’t_f)
0

fo—df — or y oy oy

0

:|d’L'. (E.6)

De acuerdo con lo propuesto por de Swaan y Najurieta, la derivada parcial de la
presién con respecto a y, considerando a la matriz y fracturad un estrato (flujo lineal) se
puede expresar como:

ke (¢df Craf )1 r2(2n+1)z%tp

aAp fb (y t)sup _ fi e Kip (¢1C1fb )hz

(E.7)

Al sustituir las ecuaciones (E.6) y (E.7) en (E.4), y expresandola en términos

adimensionales, se obtiene:

K.t K (¢df Ca )1 e (2n+2)7? [to —]
fb'd

ap foD y T sup k (q’)lc )h2
vl dr. E.8
o j 2 r (E.8)

Paio (XD U ) = Pwp (yD o )sup +4

La difusividad hidraulica adimensional por unidad de area de la formacion fracturada

se define como:

2

Mwo K o @er Cuat T
2 2

Ho  Ky@Cyh

(E.9)

El dafio entre la formacion fracturada y la fractura dominante en forma adimensional
Se expresa como:

I .k
S gip = :( ;:J - (E.10)
d

Con base en las dos expresiones anteriores, le ecuacion (E.8) se reescribe:
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(2n+1)* 720 p [tp 7]

( _ ? apfbD(y’T)sup S H2 d
Pao XD’tD)_ pfbD(yD’tD)sup +4Sfb—dej P Ze T. (E.11)
n=0

0 T

Aplicando la transformada de Laplace:
1

Pan(Xp,8)=P S)yy + P vS )0 4S f_aio S : E.12
pde( D ) pfbD(yD )sup pfbD(yD )up fo—dfD ;S+ (2n+1)27[2nfbD [tD —T] ( )
Hp
Factorizando la presion en la formacién naturalmente fracturada:
% 1
Pan(Xp,8)=P v )so| 1+ 4S ¢_ginS : E.13
pde( D ) pfbD(yD )up fb—dfD §S+ (2n+1)27[2nfbD[tD —7:] ( )
H3

Despejando la presion de la formacién naturalmente fracturada:
—_ Pao (X5, S
pfbD(yD’S)sup= de( > ) 1 . (E.14)

1+4S >

+ fb—desé (2n +1)27[2nfbD [tD _T]
s+ 2
Hp

De Gradshteyn

d 1 1 H, H S
== tanh| —2 | . (E.15)
nz (Zn +1)27[2nfbD [tD _T] 4 \/UfbDS [ 2\ 44 }

sy
Hp
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Comportamiento de la Tangente Hiperbdlica

1.2

tanh(x)

Figura E.2. Comportamiento de la Tangente Hiperbdlica.

De la Figura E.3., puede observarse que el comportamiento de la funcién tangente

hiperbdlica es el siguiente:

a) tanh Hp |s zHD > ; 0<h S
2 \ Mo 2 Mo 2 Mo

b) tanh| — |— |~

Al sustituir (E.15) en (E.14), ésta ultima queda:

_ Pao (X5, S
B (oS = H‘”D( D )H - €16)
S
1+S, S| —2—tanh| —2 |——
PP M wpS [ 2 4nfbD}
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APENDICE F
ALGORITMO DE STEHFEST

El algoritmo de Stehfest proporciona una aproximacion de la transformada inversa de

Laplace para un valor dado en el espacio real. Es decir, sea una funcién ﬁwD(s) en el
espacio de Laplace, el algoritmo proveera un valor en el tiempo real ﬁwD(a), para un

valor t, establecido. La aproximacion esta dada por la expresion siguiente:

InZZV (Inz J (F.1)

D i=1 D

In2. In2. . .
de donde t—l en p(t—lJ hara las veces de s, el parametro de la transformada de
D D

Laplace. El valor N es un paradmetro de convergencia, es el limite superior de la suma 'y
su valor debera corresponder a un numero par, el cual dependera del grado de

precision utilizado en el calculo numérico.

Por otro lado, el valor V; esta definido por:

gy MEN 12) kM/2(2k )
Vi =(-1) kzl (N/2—krk(k —1p(i — k¥(2k 1)

2

(F.2)

de donde el limite superior de la sumatoria, mln( i,N /2) implica que para cada caso, el

namero que deberd seleccionarse tendra que ser menor entre i y N/2; k representa el

limite inferior de la suma y se determina utilizando enteros aritméticos.

Para utilizar el algoritmo de Stehfest es necesario seleccionar una N. Como las Vi
Unicamente dependen de N, necesitan se calculadas so6lo una vez para cada valor de N
seleccionado. Entre mayor sea el valor de N, la solucidbn numérica invertida sera mas
exacta. Sin embargo, N esta limitada por errores de truncamiento. Los valores absolutos
de Vi aumentan conforme N lo hacF. Es recomendable utilizar varios valores de N para
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comprobar si se obtiene el mismo resultado en todos los casos. A continuacién se

muestran los valores de Vi para valores desde N=2, hasta N=18:

N=2 N=4 6 N=8 N=10

A 2 -2 1 -3.333333 x 107 8.333333 x 10~
Vs -2 26 -49 4.833333 x 10* -3.208333 x 10*
Vs -48 366 -9.060000 x 10° 1.279000 x 10°
Va4 24 -858 5.464666 x 10° -1.562366 x 10*
Vs 810 -1.437666 x 10* 8.424416 x 10*
Ve -270 1.873000 x 10* -2.369575 x 10°
V-, -1.194666 x 10* 3.759116 x 10°
Vs 2.986666 x 10° -3.400716 x 10°
Vo 1.640625 x 10°
V1o -3.281250 x 10*

N=12 N=14 N=16

Vi | -1.6666666 x 102 | 2.77777777777 x 10® | -3.968253968253968 x 10*
Vs 1.6016666 x 10* | -6.40277777777 x 10° | 2.133730158730159 x 10°
Vz | -1.2470000 x 10° | 9.24050000000 x 10° | -5.51016666666667 x 10°
VA 2.7554333 x 10* | -3.45979277777 x 10* | 3.350016111111111 x 10*
Vs | -2.6328083 x 10°| 5.40321111111 x10°| -8.12665111111111 x 10°
Ve 1.3241387 x 10° | -4.39834636666 x 10° | 1.007618376666667 x 10’
V; | -3.8917055x 10°| 2.10875917777 x 10" | -7.32413829777778 x 10’
Vs 7.0532863 x 10° | -6.39449130444 x 10" | 3.390596320730159 x 10°
Vo | -8.0053365 x 10° | 1.27597579550 x 10® | -1.05253953627857 x 10°
V1o 5.5528305 x 10° | -1.70137188083 x 10° | 2.259013328583333 x 10°
Vi1 | -2.1555072 x 10° | 1.50327467033 x 10°% | -3.39970198443333 x 10°
Viz 3.5925120 x 10° | -8.45921615000 x 10’ | 3.582450461700000 x 10°
Vis - | 2.74788847666 x 10’ | -2.59149408136667 x 10°
Vi - | -3.92555496666 x 10° | 1.227049828766667 x 10°
Vis - | -3.42734555428571 x 10°
Vie | 4.284181942857143 x 10’
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N=18
A 4.960317460317460 x 10™
V, | -6.095734126984128 x 10
Vs 2.745940476190476 x 10°
V., | -2.630695674603174 x 10*
Vs 9.572572013888889 x 10°
Vs | -1.735869484583333 x 10’
V5 1.824212226472222 x 10°
Vs | -1.218533288309127 x 10°
Vo 5.491680025283035 x 10°
Vio | -1.736213111520684 x 10™°
Vi1 3.945509690352738 x 10™°
Vi | -6.526651698517500 x 10™°
Vi3 7.873006832822083 x 10
Vis | -6.855644419612083 x 10™°
Vis | 4.198434347505357 x 10%°
Vis | -1.716093471183929 x 10%°
Vi7 | 4.204550039102679 x 10°
Vig | -4.671722265669643 x 10°
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