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co.ntenido. Al final de cada capítulo, se encuentra un conjunto de (1 
problemas propu.estos e~ 1 os que se desea que el estudiante aplique --
los conceptos y leyes del tema, y consolide su aprendizaje. La re 
solución ~e los problemas tiene un grado de dificultad creciente, 
pero asociada al avance del contenido de cadá capitulo. 

'. 
Cabe aclarar que estos problemas no ~o~ de susiitución ~irecta de 

1 • 
--~~~vilo-re-s~ en u-naTór·m-ufadeterminada, sinó que requieren de plante·a~ 

mientes g,enerales y la uti_lización de algunas expresiones particu
lares. ,. 

En la parte final de la obra se presentan un apéndice y las res
puestas de todos los problemas propuestos; con esto último se pre
tende que e~ estudiante verifiq~e si ha ·lo~rado el aprendizaje es
perado. Se recomienda recurrir a la respuesta después de resolver 
el problema, ya que algunas de ellas muestran parte del razonami en 
to que es deseable que el alumno realice . 

.J 

La responsabilidad de impartir esta asignitura ta~bién nós ha he
cho conscientes de que p~ra su mejor aprendizaje es conveniente 
que, además de las clases teóricas y de laboratorio, se realicen 
clases de ejercicios en las cuales un profesor con expe~iencia 
coordine las.sesiones aplicando una metodología en la re~olución 
de problemas;.para este fin, los problemas propuestos al final de 
cada capitulo resul~an ser de gran utilidad. 

• El presente trabajo, como ya se mencionó, cubre los conceptos fun 
damentales y varias de las aplicaciones de la electricidad y m~g

netismo; sin .embargo, no pretende agotar el tema. Por esta razón, 
al final del texto hemos presentado la bibliografía complementaria . . . 

que puede ser consultada para conseguir una ampliación de los con-
ceptos de esta obra, la cual ponemos a la· consideración de los lec 
to res. 

Mucho agradeceremos que los errores involuntariamente cometidos, 
así como las observaciones y criticas que motive el estudio de es
te libro, se nos hagan llegar al Departamento de Física de la Fa
cultad 'de Ingeniería. 
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personal de la Unidad de Apoyo Editorial de esta Facultad, muy e~ 

pecialmente a la Lic. Maria Cuairán Ruidíaz, actual Jefa de dicha 
Unidad, quien se encargó de la revisión de los originales y a la 
Sra. Araceli Mora Arcea quien, además de su profesionalismo y ca
lidad, supo imprimir en este trabajo un cariño que rebasa, con mu 
cho, su responsabilidad de colaboradora y compañera. 

1 

Finalmente, agradecemos a todas aquellas personas entre las que 
se cuentan ·COmpañeros, alumnos y profesores cuyos nombres sería 
muy largo mencionar, con el riesgo de omitir alguno, por su ayuda 
en la realización de esta edición, la cual esperamos tenga la mis 
ma acogida que la anterior y cumpla con el cometido educativo con 
que fue·creada en beneficio de la juventud estudiosa. 

ING. ALFONSO A. ALYARADO CASTELLANOS 

ING. GABRIEL A. JARAMILLO MORALES 

Julio de 1990 



C O N T E N 1 D O 

CAPilULO 1 CAMPO Y POTENCIAL ELECTRICO 

1 N T R O D U e e 1 O N 

1.1 CARGA ELECTRICA . 

1.2 CONDUCTORES Y DIELECTRICOS 

1.3 INDUCCION DE CARGA. 

1.4 LEY DE COULOMB 

1.5 CAMPO ELECTRICO 

1.6 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION 

1.7 DISTRIBUCIONES DE CARGA .. 

1.8 CALCULO DE CAMPOS ELECTRICOS DEBIDOS A DISTRIBUCIONES 
DE CARGA . . . . . ' . . 

1.9 ESQUEMAS DE CAMPO ELECTRICO 

1.10 FLUJO ELECTRICO Y LEY DE GAUSS 

1.11 EJEMPLOS DE APLICACION DE LA LEY DE GAUSS 

1.12 LEY DE GAUSS EN FORMA DIFERENCIAL .... 

, 

1 

1 

4 

5 

6 

9 

12 

15 

17 

28 

3D 

34 1 
42 



VIII 

1.13 CIRCULACION Y ROTACIONAL OEL CAMPO ELECTROSTATICOS 48 

1.14 POTENCIAL ELECTRICO . . . . . . . . . . . . . . . 57 

1.15 EJEMPLOS DE CALCULO DE POTENCIAL Y DIFERENCIAS DE POTEI 
CIAL DEBIDOS A DISTRIBUCIONES DE CARGA 69 

1.16 GRADIENTE DE POTENCIAL 83 

1.17 ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE 85 

1.18 CAMPO Y POTENCIAL ELECTRICO EN PRESENCIA DE CONDUCTORES 92 

1.19 METODO DE IMAGENES 99 

P R O B L E M A S . . . . 103 

CAPilULO 2 CAPACITANCIA Y DIB.ECTRICOS 

1 N T R O D U e e I O N · · . . 113 

2.1 CAPACITANCIA Y SU CALCULO 113 

2.2 EJEMPLOS DE CALCULO DE CAPACITANCIA 116 

2.3 CAPACITORES Y SU CLASIFICACION 120 

2.4 DENSIDAD DE ENERGIA ELECTRICA 123 

1 2.5 ARREGLOS DE CAPACITORES EN SERIE y PARALELO 128 

2.6 POLARIZACION DE LA MATERIA . . . . • • . . 140 



IX 

2.7 CONSTANTES DIELECTRICAS 146 

2.8 RIGIDEZ DIELECTRICA 149 

, 
2.9 VECTORES ELECTRICOS 151 

2.10 LEYES DE LA ELECTROSTATICA EN DIELECTRICOS 155 

2.11 CAPACITORES Y DIELECTRICOS 160 

P R O B L E U A S . . . . . . . . 173 

CAPilULO 3 CORRIENTE. RESISTENCIA Y FUERZA ELECTROMOTRIZ 

1 N T R O D U C C 1 O N · · · · • • • • • o • • • • • o o . 181 

3.1 MOVIMIENTO DE CARGA A TRAVES DE CONDUCTORES Y DENSIDAD 
DE CORRIENTE . . . . 181 

3.2 CORRIENTE ELECTRICA .. 184 

3.3 PRINCIPIO DE CONSERVACION DE LA CARGA 188 

3.4 LEY DE- OHM • o • • • • • • • • • • • 189 

3.5 CONDUCCION DE CARGA A TRAVES DE SOLIDOS HOMOGENEOS 193 

3.6 EFECTO DE LA YARIACION DE LA TEMPERATURA EN LA RESISTIVI 
DAD . . . 196 -t· > 

3.7 LEY DE JOULE 202 



X 

' 
3.8 RESISTENCIA Y RESISTORES • . . .. . . . . • 206 

3.9 RESISTORES CONECTADOS EN SERIE y EN PARALELO 211 

3.10 FUENTES DE FUERZA ELECTROMOTRIZ . . . . . 217 

3.11 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE LAS CELDAS QUIMICAS 221 

P R O B L E M A S . . . . . . . . . . . . . 228 

CAPITULO 4 CIRCUITOS DE CORRIENTE DIRECTA 

.I N T RO D U e e 1 O N· · · · · · · . . . . . . 233 

4.1 NOMENCLATURA BASICA EMPLEADA EN LOS CIRCUITOS ELECTRICOS. 233 
1 

4. 2 LEYES DE Kl RCHHOFF. . . . 237 

4.3 FORMA PRACTICA DE APLICAR LAS LEYES DE KIRCHHOFF 243 

. 4.4 CIRCUITOS RESISTIVOS CON CORRIENTE ALTERNA SENOIDAL . 250 

4.5 CONEXION·Y SIMBOLOGIA DE LOS INSTRUMENTOS DE MEDICION DE 
CORRIENTE. VOLTAJE Y RESISTENCIA. . . . . 260 

4.6 CIRCUITO RC CON SEÑAL DE VOLTAJE CONTINUO 264 

1 PROBLEMAS •••••••••••••.• 278 



XI 

CAPITULO 5 CAMPO MAGNETICO , 
I N T R O D U e e I O N· · · 285 

5.1 EXPERIMENTO DE OERSTED 285 

--- ----- -- ---- -- --- -~ 

5.2 -FUERZA DE ORIGEN IIAGNETICO SOB-RE CARGAS EN MOVIMIENTO 287 

5.3 DEFINICION DE CAMPO MAGNETICO 292 

5.4 LEY DE BIOT-SAYART ..... . 298 

5.5 APLICACIONES DE LA LEY DE BIOT-SAYART 301 

5. 6 LEY DE AMPER E . . • . . . . 325 

5.7 ESQUEMAS DE CAMPO MAGNETICO 329 

5.8 APLICACIONES DE LA LEY DE AMPERE 333 

5.9 FLUJO DE LA INDUCeiON MAGKETICA . 340 

5.10 FUERZA MAGNETICA SOBRE CONDUCTORES • 347 

5.11 MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO 355 

P R O B l E M A S 367 

CAPITULO 6 FUERZA ELECTROMOTRIZ INDUCIDA 

1 
I N T R O D U e e I O N· . - • • 377 

6.1 LEY DE FARAQAY 377 



' 

1 
' . 

XII 

6.2 PRINCIPIO DE LENZ . . . . . . . . . 3 81 

6.3 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE MOVIMIENTO 385 

6.4 TRANSFORMADOR CON NUCLEO DE AIRE 393 

6.5 CORRIENTES DE FOUCAULT. 400 

6.6 EL GENERADOR HOMOPOLAR 405 

6.7 GENERADOR DE CORRIENTE ALTERNA 408 

6.8 PRINCIPIO DE OPERACION DEL MOTOR DE CORRIENTE DIRECTA 411 

P R O B L E M A S . . . . . • . . • . . . . . . . . • 417 

CAPITULO 7 INDUCTANCIA 

I N T R O D U C C 1 O N 425 

7.1 INDUCTANCIA .... 425 

7.2 INDUCTANCIA PROPIA O AUTOINDUCTANCIA 427 

7.3 INDUCTANCIA MUTUA . . . . . . . . . . 430 

7.4 EJEMPLOS DE CALCULO DE INDUCTANCIA PROPIA Y MUTUA 435 

7.5 ENERGIA ALMACENADA EN UN CAMPO MAGNETICO 

7.6 INDUCTORES CONECTADOS EN SERIE Y EN PARALELO 

¿ 7.7 CIRCUITO RL CON FUENTE DE VOLTAJE CONTINUO ... , 

446 

453 

458 



XI I I 

P R O B L E U A S ••.•...••••...•.•.•..• 47'i , 

CAPilUlO 8 PROPIEDADES MAGNETICAS DE LA MATERIA 

I N T R O D U e e 1 Ó N• · · · · · · · · · · · . . . . . . 483 

8.1 EFECTOS MAGNETICOS DEBIDOS A LA PRESENCIA DE MATERIA 483 

8.2 CONTRIBUCION MAGNETICA DE LOS ATOMOS ... 487 

8.3 MAGNETIZACION DE LA MATERIA Y .VECTORES MAGNETIZACION E IN 
TENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO .............. 1. 500 

8.4 PARAMETROS USADOS PARA DESCRIBIR EL COMPORTAMIENTO MAGNE-
TICO DE LAS SUSTANCIAS ...... . 1 • 1 • • • • 509 

8.5 COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES FERROMAGNETICOS 512 

8.6 CIRCUITOS IIAGNETICOS ......•. 520 

8.7 APLICACIONES. DEL CIRCUITO MAGNETICO 536 

P R O B L E U A S • 549 

APENDICE A 557 

' 
RESPUESTAS 561 

B 1 B L 1 O 6 R A F I A 581 

INDICE \ANAliTICO • • • • 1 • • • • • • • • • • 583 



' 

-. 

1 

CAPilULO 1 CMPO Y POTENCIAL B.ECTRICOS 

I N T R O D U e e 1 Ó N 

Las primeras observaciones de fen6menos eléctricos registradas en 

la Historia fueron realizadas por los griegos. 

En el año 600 a.C. Tales de Milete observ6 que al frotar ámbar 

con piel, aquél adquiría la propiedad de atraer pequeños pedazos 

de paja, papel o tela. A pesar de este conocimiento tan antiguo, 

la comprensi6n del fen6meno se llev6 a cabo después del siglo 

XVI y la mayor parte de los experimentos y desarrollos te6ricos 

sobre el electromagnetismo fueron realizados en el siglo XIX. 

Los fen6meno.s observados por los griegos quedan contenidos en la 

parte del electromagnetismo que estudia los cuerpos cargados en 

reposo, conocida como electrostática. 

En este capitulo iniciaremos el estudio del fen6meno electromagn~ 

tico investigando el comportamiento de las partículas cargadas en 

reposo y el de cuerpos cuyo exceso de carga ha.alcanzado su equi

librio estático. 

Introduciremos los conceptos de campo y potencial eléctricos des~ 

rrollando l9s modelos matemáticos que describen el fen6meno elec

troestático. 

1.1 CARGA ELECTRICA 

Algunas de las partículas que forman los átomos, adicionalmente a 

la propiedad fundamental llamada masa, poseen.otra propiedad lla

mada carga eléctrica. 
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La carga de dichas partículas puede ser de dos tipos: una partí

cula subat6rnica puede poseer la carga que caracteriza el prot6n o 

la típica del electr6n; además existen partículas que poseen am

bos tipos de carga simultáneamente (neutr6n), en este caso deci

rnos que la partícula no posee exceso de carga. 

Analizaremos a continuaci6n un exper.irnento que nos permita darnos 

cuenta de la existencia de los dos tipos de carga mencionados y 

de algunas características del fen6rneno de atracci6n y repulsi6n 

entre cuerpos con exceso de carga. 

Tornemos una barra de vidrio y frotérnosla con un pedazo de seda; 

observaremos que después de frotada es capaz de atraer pequeños 

pedazos de papel o cualquier otro.rnaterial ligero. 

Si, por otro lado, frotamos una barra de ebonita (hule duro) con 

piel, observaremos que también adquiere la capacidad de atraer p~ 

queños pedazos de materiales ligeros. 

Con un dispositivo semejante al de la figura 1.1 podremos notar 

que las dos barras, previamente frotadas con sus respectivos ex
citadores, se atraen entre si. 

G+f;:+~::=2==~==::) vidrio 
fuerza de atracci6n 

--::~~uerza de 

ebonita 

atracci6n 

FIGURA 1.1. Dispositivo para detectar la fuerza de atracción en

tre dos barras con carga opuesta. 
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Repitiendo el experimento anterior, ahora con dos barras del mis

mo material frotadas con el mismo excitador, observaremos que se 

rechazan. 

Con base en el experimento descrito, repetido con diversos mate
riales, concluimos que existen dos tipos de carga eléctrica. A 

los materiales que adquieren un exceso de carga del mismo tipo 
que el vidrio ·frotado···con-seda··les llamaremos.materiales .con._exce 
so de carga positiva o simplemente cargados positivamente (con de 

fecto de electrones). De manera semejante, a los que adquieren 

un exceso de carga del mismo tipo que la ebonita frotada con piel 

les llamaremos materiales con exceso de carga negativa o cargados 

negativamente (con exceso de electrones). 
' 

La convenci6n mencionada fue originalmente propuesta por Benjamín 

Franklin. 

Del experimento analizado se desprende que: 

a) Cargas del mismo tipo se rechazan. 

b) Cargas de diferente tipo se atraen. 

Dado que los átomos de cualquier sustancia normalmente poseen 

igual número de partículas positivas y negativas y que además, la 

·magnitud de las cargas positiva y negativa de las partículas es 
la misma con una exactitud de una parte en 10 20 , podemos afirmar 

que la materia en condiciones normales no posee exceso de carga 

de ningGn tipo. 

Como no se ha encontrado una carga de magnitud menor que la del 

electr6n, un cuerpo cargado posee solamente una cantidad de carga 
en exceso, mGltiplo entero de dicha carga. 

, 

Se dice que ia carga eléctrica está cuantizada; entendiéndose con 

1 ello que no existen fracciones de la carga básica e del elec-
tr6n. 
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1.2 CONDUCTORES Y DIELECTRICOS 

Para poder comprender los primeros fen6menos observados es necesa 

rio que distingamos entre materiales conductores y materiales ai~ 

!antes o diel€ctricos. Por· el momento esta distinci6n no será ri 

gurosa, ya que aún no tenemos los elementos suficientes que nos 

permitan comprender adecuadamente la estructura y caracterfsticas 

de ambos tipos de materiales. 

Un material conductor es cualquier sustancia que posee gran cant! 

dad de portadores de carga libres por unidad de volumen; con ayu

da de €stos es posible transportar carga fácilmente de un lugar a 

otro a trav€s de ellos (~ 101 7 o más portadores por cm 3). 

EJEMPLOS: 

metal 

gas ionizado 

electrólito 

Llamaremos aislante o diel€ctrico a cualquier sustancia que no p~ 

see portadores de carga libres, o bien, que posee un número muy 

reducido por unidad de volumen (~ 105 o menos portadores por 

cm 3 ). 

EJEMPLOS: 

plástico 

aceite 

helio no ionizado 

Existen materiales que poseen un número de portadores de carga li 
bres del orden de 10 11 en cada cm3 a temperatura ambiente de 

300 K , que se conocen como semiconductores. Estos materiales no 

se mencionarán en el desarrollo de este tema. 
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1.3 INDUCCION DE CARGA 

Cuando un material cualquiera es colocado en la vecindad de un 

cuerpo cargado, se detecta en €1 la aparici6n de una distribuci6n 
superficial de carga; este fen6meno se conoce como inducci6n de 

carga. 

-- - - --
Sl el material-es un conductor metálico, la presencia de la carga 

inducida se debe al movimiento de electrones libres que son atra! 

dos o rechazados dejando exceso de carga positiva al desplazarse 

y aumentando la negativa donde se acumulan, como se indica en la 

figura l. 2. 

esfera metálica 

~ 
~drio 

FIGURA 1.2. Fenómeno de inducción de carga en una esfera metálica. 

En los diel€ctricos la aparici6n de carga inducida se debe a la 

orientaci6n molecular o electr6nica, que será explicada con deta

lle en el siguiente tema. 

Es conveniente enfatizar que el fen6meno de inducci6n de carga no 
\ 

altera el balance de cargas positivas y negativas de los cuerpos, 

ya que si aparece carga de un tipo en una zona del material, la 

misma cantidad de carga de distinto tipo aparecerá en otra. 
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1.4 LEY DE COULOMB 

Como resultado de los experimentos realizados por Priestley en 

1767 y repetidos por Coulomb años después, sabemos que la fuerza 

eléctrica de atracci6n o repulsi6n que actúa entre un par de pe

queñas esferas, cargadas y separadas una cierta distancia, obede 

ce a la relaci6n de proporcionalidad s.iguiente: 

F "' 

donde 

q 1 = carga de la esfera 1 

q2 = carga de la esfera 2 

r = distancia entre sus centros 

Esta fuerza actúa a lo largo de la l!nea que une los centros de 

las esferas. 

La relaci6n dada tiene la limitaci6n de cumplirse solamente para 
cuerpos pequeños cuya separaci6n sea mucho mayor que sus dimensi~ 

nes; esto es debido al efecto de inducci6n de carga, por lo ante

riormente expuesto es conveniente considerar la idealización que 
llamaremos c.a.JLga. pun.to o c.a!Lga. pun.tua.i; entenderemos por ella que 

la carga está, en esencia, concentrada en un punto. Con esto evi 

tamos el problema que presenta el tener cuerpos geométricamente 

irregulares cuyas dimensiones no permiten definir la distancia en 

tre ellos. 

~ 

Para obtener de la relaci6n de proporcionalidad una igualdad, p~ 
dr!amos seguir cualquiera de los dos caminos siguientes: 

a) Escoger la unidad de medici6n de la carga de tal manera que 

la constante de proporcionalidad sea unitaria. 
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b) Emplear el Sistema Internacional de Unidades (SI) donde la 

unidad de carga está determinada como ampere • segundo = coulomb, 

y la constante tendrá que obtenerse en forma experimental. 

A lo largo de todas las notas usaremos el SI. En dicho sistema 

la constante de proporcionalidad para el vacío se escribe c'omo 

Constante de proporcionalidad -

donde . 

E 0 = permitividad del vacio 

1 
4 11 e0 

Introducir el factor 4TT en la constante evitará que este factor 

aparezca posteriormente en otras expresiones empleadas en electro 

magnetismo. 

Experimentalmente se ha determinado que 

entonces 

!: 0 = 8. 8541878 X 10- 12 [ C
2 J 

1 N•m 2 

1 
411!: 0 

= 8.987518 X 109 [N~~ 2 J 

Con objeto de facilitar los cálculos que realizaremos es conve

niente considerar 

!: 0 "8.8S X 

1 
411!: 0 

, 

1 



' 
8 

La magnitud de la fuerza electrostática en el SI será entonces 

F 1 q¡ q2 (N] (1.1) = 4""ñ""E. r2 

donde las cargas q 1 y q 2 están medidas en coulombs {C}, la 

distancia r en metros {m}, y la fuerza se obtendrá en newtons 

{N} • 

' Vectorialmente la fuerza el~ctrica la expresamos como 

... 
F = 1 

411 E 0 

(l. 2) 

A * 6 donde r representa el vector unitario en la direcci n que ac-

túa la fuerza el~ctrica. Debemos notar que el vector unitario de 

penderá de la fuerza que se desee calcular, por lo que tomaremos ... 
una convenci6n. Llamaremos F 12 a la fuerza que actúa sobre q 1 , ... 
debido a la presencia de q 2 • Similarmente, F 21 será la fuerza 

que actúa sobre q 2 , debida a q 1 , como se indica en la figura 

l. 3. 

~ FIGURA 1.3. Convención de nomenclatura para fuerzas eléctricas. 

* El s!mbolo sobre cualquier letra denotará que se trata de 

un vector unitario. 
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Deben ser claras, entonces, las igualdades siguientes 

(l. 3) 

(l. 4) 

Con objeto de hacer énfasis en las limitaciones de aplicaci6n de 

la expresi6n analizada, me_~cic;maremos que s6lo se emplea si_ 

a) Podemos considerar los cuerpos cargados como puntuales, o 

bien, 

b) son esferas con distribuci6n uniforme de carga, es decir, no 

se considera la inducci6n. 

Además los cuerpos cargados deben estar en reposo o moverse con 

una velocidad mucho menor que la velocidad de la luz, ya que el 

fen6meno electromagnético en el vacío se propaga a esa velocidad. 

1.5 CAMPO ELECTRICO 

Una forma más conveniente de manejar los problemas relacionados 

con fuerza eléctrica es a través del concepto de campo eléctrico. 
+ 

Si definimos como vector intensidad de campo eléctrico E en un 

punto dado de .una regi6n, ·a la fuerza eléctrica por unidad de car 

ga colocada en el punto, entonces, a cada punto de la regi6n don

de existe-carga eléctrica podemos asociar un vector intensidad de 

campo eléctrico. Por ende, existe para dicha regi6n una funci6n 

vectorial de variable vectorial o campo vectorial; usualmente se 

dice que existe un campo eléctrico. 

Cuando al colocar una carga ... 
ta una fuerza eléctrica F , 

... 
E = 

q en un punto cualquiera experimen

entonces 

... 
F 
q [+ J (l. 5) 

, 
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que es. la expresi6n que permite obtener el vector intensidad de 

campo el~ctrico en el punto considerado. 

Supongamos 

lesquiera 

nar que la 

existencia 

ahora que se tienen dos cargas puntuales positivas cu~ 

q 1 y q 2 separadas una distancia r ; podemos imag~ 

fuerza eléctrica que actúa sobre q 2 es debida a la 

de un campo eléctrico en la regi6n producido por q 1 

y viceversa. 

Llamaremos .A el punto donde se encuentra ubicada la carga pun

tual qz , como se muestra en la figura 1.4 • 

... 
Fz¡ 

FXGURA 1.4. Campo eléctrico producido por la carga q¡ en el 
J 

punto A. 

El vector intensidad de campo eléctrico en el punto A será 

... 1 ql q2 A 

... F 2.1 4TTE 0 r2 rz¡ 
1 

EA = -- = = 
4TTE 0 q2 q2 

(l. 6) 

En general, la expresi6n que determina el campo el~ctrico en una 

regi6n donde existe una carga puntual Q , y considerando, para 

facilitar, que Q se encuentra en el origen de nuestro sistema 

de referencia, será 



a) En coordenadas cartesianas (x, y, z) 

... 1 Q(xi + yj + zk) 
E= 4nEo (x2 + y2 + z2¡3/2 

b) En coordenadas cilíndricas (r, e, z) 

... 
E = 1 

4TTE 0 

o<r~+zz> 
(r2 + z2) 3/2 

e) En coordenadas esf~ricas (r, e, ~) 

• ... 1 Q r 
E = 4nE 0 ? 

11 

(l. 7) 

(l. 8) 

(l. 9) 

Explicaremos brevemente c6mo se obtiene la expresi6n en coordena

das cartesianas. 

La distancia de la carga Q a un punto cualquiera P (x, y, z), 

indicado en la figura 1.5, es simplemente 

X 

1/2 
r = (x2 + y2 + z2) 

z E z 

FIGURA 1. 5. Campo eléctrico en el punto P en un sistema· de 

coordenadas cartesianas. 

, 

1 
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La magnitud del campo el~ctrico es entonces 

.. 
E (x,y,z) 1 = E (x,y,z) = 

y vectorialmente 

1 
411E 0 

Q 

? 

E (x,y,z) = E (x,y,z) (cosa i + coss j + cosy k) 

y 

X 
cos a = 

(x2 + y2 + z2)l/2 

cos S 

z 
e os y = z2)~/2 (x2 + y2 + 

finalmente 

.. 1 Q (xi + yj zk) E (x,y,z) = 411E 0 y2 z2¡3/2 + 
(x2 + + 

-
1.6 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION 

Cuando en una regi6n del espacio existen dos o más cargas puntua

les y se desea calcular la intensidad de campo el~ctrico en un 

punto, podemos-aplicar lo que se conoce como principio de superp~ 

sici6n, que nos indica que el campo total en un punto se puede 

calcular como la suma vectorial de los campos producidos por cada 

una de las cargas que existen en la regi6n. Esto implica que el 

campo el~ctrico que produce una carga no se verá afectado por la 

presencia de otras cargas. 



Cuando se tienen n cargas puntuales, 

de expresar de la forma siguiente 

i 1 = '4iiE; 
n 
t 

i=1 

13 

el campo eléctrico se pue-

(1.10) 

no olvidando, por supuesto, que se trata de una suma vectorial 

que podemos descomponer en varias sumas de componentes, según el 

sistema de referencia empleado. 

EJEIIPLO 1.1 

Se desea calcular el vector intensidad de campo eléctrico en el 

punto A ( 4, 3) , considere las acotaciones en cm. 

y (cm] Carga Posición 

8 q¡ = 5 JJC (o. o) 
$q3 
1 

q, = -3 ]JC (1, 3) 

6 \r3 q3 = 4 ]JC ( 4. 7) 

IrA 
4 . 1 3 

, rz rAz 1 
qze--~:;;JA(4, 3) 

2 // 
/ • / _., r¡ rA¡ 

[cm] q¡ X 
2 4 6 8 10 

FIGURA 1.6. campo eléctrico producido por tres cargas puntuales. 

, 

1 



1 

14 

Calculemos primero el vector intensidad de campo debido a cada car 

ga por separado. 

y 

finalmente 

1 ql 
E Al = 

~ 4TTE 0 1 

E 
90 X 10 6 

= = 
e Al S 

y 

= 9 10 9 N •m 2 S 
X """"C2 2S 

1 8 x 10 6 [~] 

• 4 
rAl = i + 

S 
3 . 
- J S 

... 106 [-Nc] EAl = (14.4 i + 10.8 j) 

De manera semejante 

9 10 9 3 X 10- 6 
30 10 6 

EA2 = X 
10- 4 = X 

9 X 

+ 
10 6 [~] EA2 = - 30 i X 

9 1 o 9 4 X 1 o- 6 
2 2. S EA3 = X 

10- 4 = X 
16 X 

X 1o- 6c 
X 10- 4 m2 

. 
rA2 = 

1 o 6 • 
rA3 

~AJ = - 22.Sj X 10
6 

. [~] 

Aplicando el principio de superposición 

~ ~ + + 

EA = EAl + EA2 + EA3 

¡;A=- (1S.6i + 11.7j) X 10 6 [~] 

- i 

= - j 
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o también 

= 19.5 X 10
6 [~] 

ex=- 143° = 217° = 3.79 rad 

1.7 DISTRIBUCIONES DE CARGA 

En general el exceso de carga en los cuerpos puede presentarse 

distribuido en un volumen, una superficie 6 una línea. 

La figura 1.7 muestra el caso de una regi6n con densidad volumé

trica de carga. 

FIGURA 1. 7. Campo eléctrico producido por una dist.ribución volu

métrica de carga. 

Para encontrar el campo total en un punto 

la contribuci6n de cada elemento de carga 

considerar como carga puntual y se integra 
decir, si 

.. 

cualquiera A, se toma 

dq , el cual se puede 

en toda la regi6n. Es 

, 

1 
dE = 1 ~ r 

4rrE 0 r (1.11) 
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entonces 

... 
E = 1 

4TTE 0 
(1.12) 

Debemos tener presente que se trata de una integral vectorial, es 

decir, se debe descomponer en las integrales de las componentes. 

Tomaremos la convenci6n de notaci6n siguiente 

A = ~ densidad lineal de carga [~] (1.13) 
di 

a = ~ densidad superficial de carga [~] (1.14) 
dA 

p = ~ densidad volumétrica de carga [~] (l. 15) 
dV 

Por ejemplo, si la carga se encuentra distribuida en un volumen, 

la expresi6n (1.12) quedará 

-+ 
E= 

1 
4TTE 0 

f f J p:~ r ' (1.16) 

donde se ha introducido el símbolo de integral triple con objeto 

de enfatizar la generalidad del procedimiento. 

Cuando se de . .Sea detectar la existencia de un campo eléctrico pro

ducido por una distribuci6n de carga y se usa una carga de prueba 

q , dicha carga afectará la distribuci6n debido al fen6meno de 

inducci6n, por lo que una definici6n más adecuada para el vector 

intensidad de campo eléctrico es 

-+ 
E = l!m 

q ... o 
... 
F 
q 

(1.17) 
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1.8 CALCULO DE CAMPOS ELECTRICOS DEBIDOS A DISTRIBUCIONES DE CAR 
GA 

a) Campo eléctrico producido por un segmento de línea cargada 

La figura 1.8 muestra un segmento de línea con distribuci6n lineal 

uniforme de carga A• y un punto cualquiera A separado una dis

tancia a del eje del segmento. 

y 
X 

.... + + + + .... +++++ -·-----

·"-dq 

X 

FIGURA 1.8. Campo eléctrico de un segmento de línea cargado. 

Por conveniencia haremos coincidir el punto A con el origen de 

nuestro sistema de referencia. Por tratarse de una distribuci6n 

lineal, de la expresi6n (1.11) obtenemos que 

+ 1 >.dx • dE = 
41TE 0 ""?"" r ( 1.18) 

como 

• X a ( 1.19) r = - - i- - j r r 

+ 1 >.dx (- X a . ) dE = 
41TE 0 ""?"" -i - r J (1.20) r 

, 

1) 
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es decir 

(l. 21) 

Integremos primero la componente en x 

= - --1-).J~ dx · 
41TEo r 

(1.22) 

como (1.23) 

sustituyendo (1.23) en (1.22), completando la diferencial e indi

cando límites tenemos 

1 ). Jx2 2xdx 
Ex = - 4nc 0 2 x2) 3/2 (a2 + xl 

x2 

E = 1 ~ [ (a2 + x2)-l/2J 
X - 4nc

0 -1/2 . 
xl 

Ex = - 4n ~ • ). [ -,-a-=2-+___:!'-:~::-)-¡r¡-rz,.. 

Para la componente en y 

1 
41TE 0 

dx 

(1.24) 

(1.25) 

(l. 26) 

(l. 27) 

expresi6n que.puede integrarse por medio de una sustituci6n trig~ 

nométrica (x =acote), esto es 

(l. 28) 



1 
- 41!E:

0 

-a" [ -.,.--x_2_....,-,;-::
(a2 + x~) l/2 
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X¡ J 
(a2 + Xf)l/2 (l. 29) 

Una forma más usual de expresar estas componentes es por medio de 

los ángulos terminales indicados en la figura 1.9. 

y 

~--------x2----~ 

FIGURA 1.9. Angulas terminales de un segmento de línea. 

Las expresiones (1.26) y (1.29) quedarán 

1 
411E: 0 

1 
- 411E: 0 

A (sen 8 2 - sen 8 1 ) 
a 

(1.30) 

(1.31) 

Estas últimas expresiones tienen la limitaci6n de no aplicarse a 

puntos sobre el eje del segmento. 

Si el punto se encuentra sobre la mediatriz del segmento, por si

metría Ex = O, lo que se comprueba fácilmente con las ecuaciones 

(1.26) o (1.30) (ya que x¡ = - x 2 o bien sen 8 2 = sen 8 1 ). 

, 
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En el caso particular en que la distancia a la linea (al , es mu

cho menor (10 veces menor o más) que la longitud (1) de ésta, y 

el punto donde querernos obtener el campo eléctrico está aproxima

damente en la regi6n media del segmento, tendremos 

y 

Resumiendo 

1 
"4'iiE; 

2). 
a 

Si 1 >> a y el punto está cerca de la zona media del segmento 

(en el tercio central de i) 

E << E 
X y 

(1.32) 

. 1 2>. 
E = 

41TE 0 
= ETotal y a 

EJEMPLO 1.2 

Calcule el vector intensidad de campo eléctrico en el punto A 

que se indica en la figura 1.9a. Analice si es posible usar la 

aproximación propuesta, y calcule el posible error. 

!Y 
1 1 JJC 
1 >.=-6 m 

~-----------1=80crn---+1 ----------~ 
E± =--- LTI __ ;sa---,a 

--- 1 2 -
a = 6cm ---- -"'""e¡ ' ;-¡" _.J. ___ X--__._ 

A¡ 
f--- 30 cm --1 

FIGURA 1.9a. Segmento de línea cargado negativamente. 



SOLUCIOR 

cálculo exacto. 

Empleando la expresión (1.30) 

1 =- --

sustituyendo valores 

A (sen e2 - sen el) 
a 

21 

0.06 ( 

0.06 

i(o.06) 2 + co.5J 2 
o. 06 ) 

- /o.o9 + o.o036 

Realizando operaciones, obtenemos la componente en la dirección x 

Similarmente, de (1 .31) 

1 =---
41fEo 

). 
(cos el -

a 
cos 

= -9 X 109 
- ]_X 10-G 

6 
0.06 ( 

o. 3 

.,1o.0936 

La componente en la dirección y será 

= 49.34 X 10 3 [~] 

Por lo que el vector intensidad de campo queda 

- o. 5 ) 
'.¡'='o=. ~2 ~5 ~3 6~ 

EA= 49.37 x 103 [~] , ex= 92.2° = 1.61 rad 

, 
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Cálculo aproximado. 

Dado que i > lOa y la distancia del punto A al extremo más cer 

cano del segmento es mayor que 1/3 de la longitud de éste, enton 

ces es válido aplicar ( 1 .32), por lo que 

y como 

E' 
A 

<< 

= 

E~ = 50 x 103 [~] 

se tiene que 

a 

e' = 
X 

90° = 

Porcentaje de error en el cálculo aproximado. 

Error en la magnitud EA = 100 [lE~ ~A EA~ 

1.57 rad 

= 100 [lso- 49.37l1o
3J 

49.37 X 103 

error en EA= 1.27\ 

error en el ángulo e = 1 o o 
X 

= 100 

\ error en e = 
X 

[le~ e-x exl] 

[
190" - 92.2•!] 

92.2° 

2.38\ 

o 
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Estos resultados justifican el empleo de (1.32) en el cálculo del 

vector intensidad de campo eléctrico propuesto. 

b) Campo eléctrico producido por un anillo circular cargado 

Obtendremos ahora la expresi6n que permite evaluar la magnitud 

del vector intensidad de campo eléctrico en puntos sobre el eje 

de un _aJ:lillo ~on distribuci6n lineal uniforme de .carga. _ 

Consideremos el anillo circular de radio a mostrado en la figu

ra 1.10, donde se ha indicado un punto_cualquiera sobre el eje 

del anillo a una distancia b del centro. 

Según nuestro procedimiento, consideraremos la contribuci6n de ca 

da elemento dq al campo eléctrico total en el punto A. 

-+- 1 
dE= 4ne: 0 

~r r 

z 

X 

FIGURA 1.10. Anillo con densidad lineal uniforme de carga. 

, 
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Observamos en la figura que por simetrfa las componentes en x y 

y se cancelan entre sf, quedando el campo total en direcci6n z 

exclusivamente. 

EA f dEZ = 1 f~ e = 411E 0 
e os 

EA 
1 cos e f dq 

1 Q = 411E 0 r2 = 411 E 0 

En funci6n del radio a y la distancia b 

1 
411 E0 

-;-,--:-"'Q~b -:-:r-1"'1" [_eN J 
(a2 + b2) 3/2 

cos e 
r 

Existen dos casos particulares que el lector debe comprobar 

l. Para el centro del anillo E = O 

2. Para un punto lejano 

E = 1 
4nE 0 

Q 
¡;T 

(1.33) 

(1.34) 

(1.35) 

e) Campo eléctrico producido por una superficie circular cargada 

Si queremos evaluar el campo eléctrico que existe en puntos aloj~ 

dos sobre el eje de una superficie circular cargada de radio ro 

con una densidad uniforme a , utilizaremos el resultado obteni

do en el inciso anterior. 



1 z 
1 
1 
1 

FIGURA 1.11. Superficie circular cargada. 
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La superficie circular de la figura 1.11 se puede considerar for

mada por un conjunto de anillos de grosor dr y radio variable r 

cuya contribuci6n diferencial al campo total será 

como 

entonces 

reduciendo 

dE = 1 
4TTE 0 

b dq 

dq = odA = a 2n rdr 

2rdr E = - 1- ba(n) fr• 
4TTE 0 0 (r2 

E = ab 
4 E 0 

2rdr 

(1.36) 

(1.37) 

( 

(1.38) 

(l. 39) 

, 
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E = [-

E= _a_ (1 -
2c 0 

]

ro 

(r2 + ~2) 1/2 
0 

(1.40) 

(r2 
o 

(1.41) 

La expresi6n (1.-41) presenta dos casos particulares de interés. 

l. La distancia b << ro y el punto donde se calcula el campo 

se encuentra cerca del centro de la superficie cargada, 

a 
E " 2c 0 [~] (1.42) 

2. La distancia b >> ro , por lo que la expresi6n se debe redu 

cir a la de una carga puntual. 

La ecuaci6n (1.41) se puede escribir 

a ((r~ + b2) 
1

/
2 

- b) 
E = 2c 0 (r2 + b2) 1/2 

o 

también 

(l. 43) 

Usando el teorema del binomio 

(1/2) (-1/2) 
2. 

+ (1/2) (-1/2) (-3/2) 
3! (

rb0 )6 + 



-

dado que 

derar 

por lo que 

Corno 

y 

1 
1 » 2 

finalmente 

27 

para b >> ro es una buena aproxirnaci6n, consi 

. 

E = a 
2E:o 

E 

• E = 

2 
a (~ :;) = 2E:o 

a = L.. 
¡¡r2 

o 

Q (~ r~ ) 
¡;z 2E 1rr 2 

o o 

E= 1 Q 
41TE 0 bZ 

(1.44) 

(1.45) 

(1.46) 

(1.47) 

, 

1 
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1.9 ESQUEMAS DE CAMPO ELECTRICO 

En general los esquemas de campo tienen la finalidad de sim

plificar la visualizaci6n de la configuraci6n de un campo 

cualquiera. 

Cuando se incrementa el número de cargas puntuales en una re 

gi6n o se consideran ciertas distribuciones ·de carga, las 
1 

ecuaciones que' determinan el campo eléctrico se hacen más 

complejas y no puede interpretarse la configuraci6n del cam

po fácilmente. 

Es por ello que se ha pensado en representaciones diagramát! 

cas que a simple vista nos indiquen, aunque sea en forma apr~ 

ximada, c6mo es el campo en una regi6n. 

Existen diversas posibilidades de representaci6n, aquf mencio 

naremos la más usual que es la que se realiza por medio de 

las llamadas lfneas de campo o lfneas de flujo eléctrico, las 

cuales poseen las caracterfsticas siguientes: 

a) La direcci6n de cualquier lfne·a coincide en cada punto 

con la direcci6n del campo eléctrico. 

b) Se dibujan de tal manera que su número es proporcional a 

la magnitud del campo eléctrico. 

Como consecuencias de las caracterfsticas mencionadas, tene

mos que las lfneas: se originan en las cargas positivas, 

terminan en las negativas y nunca se cruzan. 

En la figura 1.12 se presentan dos esquemas tfpicos de campo 

eléctrico. 
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esfera negativa dipolo ell!!ctrico 

FIGURA 1.12. Esquemas de campos eléctricos. 

Para dibujar un número de lineas que represente convenientemente 

un campo, se escoge un factor de escala, es decir, se hace corres 

pender a una intensidad de campo dado un cierto número de líneas 

por cada metro cuadrado. 

Un factor de escala típico es considerar una linea por metro cua

drado para una intensidad de 1 N/C ; para esta selecci6n el nú

mero de lineas N1 que debemos dibujar, saliendo de una carga 

puntual positiva Q , se obtiene considerando que para una esfe

ra de radio ro concéntrica con la carga, la magnitud del vector 

intensidad da campo es 

E = 1 Q [~] ~ rz o 

entonces 

N R. 
~ 1 ..Q. 

4nr2 4TTE 0 r2 o o 

, 

1' 
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~ de donde obtenemos 

1 

N, = ...2. Líneas 
~ . E o 

Comprobar que para una esfera de radio ro = 2 cm, con densidad 
nC 

superficial uniforme de carga a = 42.256 mZ se deben dibujar 

24 lineas. 

1.10 FLUJO ELECTRICO Y LEY DE GAUSS 

Existen dos características fundamentales de los campos vectoria

les que nos permitirán describir las leyes .del electromagnetismo 

de manera simple, €stas son: 

a) Flujo 

b) Circulaci6n 

... 
El flujo de cualquier campo vectorial e a trav€s de un elemento 

de superficie dA se define como 

... ... 
d4> = e dA (1.48) 

Donde d4> se obtiene como resultado de multiplicar la componente ... 
de C perpendicular a la superficie por el valor de €sta. 

Cuando se desea evaluar el flujo a través de una superficie fini

ta, la ecuaci6n (1.48) quedará 

... 
dA (l. 49) 

... 
Para superficies cerradas la direcci6n del vector dA es perpen-

dicular a la superficie y apuntando hacia fuera. 
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El concepto de flujo así definido nos es útil para describir diver 

sos fen6menos: 

rial es el que 

un caso muy conocido ocurre cuando el campo 

representa la velocidad de las partículas de 

vecto ,_ 

un 

fluido; al ,evaluar el flujo de ese campo a través de una superfi

cie se obtiene el volumen (m 3 ) del fluido que cruza cada segun

do la superficie mencionada. 

- - - -· -
Cuando se obtiene el flujo del campo eléctrico á través decual-

quier superficie cerrada que contiene una carga neta QN , el 

resultado es 

(l. 50) 

Expresi6n conocida como ley de Gauss que podemos enunciar de la 

forma siguiente: 

El flujo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada, es 

igual a la carga neta contenida en el interior, de la superf,icie 
dividida entre € 0 • 

En general, cuando se tiene carga distribuida, la carga neta QN 
se calculará integrando, es decir, la expresi6n de Gauss puede 

ser presentada como 

' (1.51) 

donde 

(1.52) 

, 
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Esta ley es una consecuencia necesaria de la ley de Coulomb y de 

nuestra definici6n de campo eléctrico. A continuaci6n probaremos 

la validez de la ecuaci6n (1,50), haciendo uso del concepto deán 

gulo s6lido que se presenta en el apéndice A. 

Consideremos una superficie cerrada cualquiera con una carga pun

tual q en su interior, como se indica en la figura 1.13. 

FIGURA 1.13. Superficie gaussiana con una carga q en su inte

rior. 

El vector intensidad de campo eléctrico, en un punto sobre la su

perficie, estará dado por la expresi6n 

.... 
E = 1 

411€ 0 

~ Evaluemos el flujo eléctrico $e 

.... 
dA= # E dA cos a (l. 53) 



33 

.. 
sustituyendo la expresi6n de E 

$e 
1 = 411E:o #;! ces a dA 

$e 
1 # dA ces a 

=_ -411-E:- 0 

q r2 . ·--. -- -----

pero t.f dA ~~s a es la integral del ángulo s6lido subtendido 

desde un punto interior, el cual sabemos es igual a 411 esterra

dianes. 

Entonces 

$ = _1_ q (411) = ~ 
e 411E:o E:o 

Aunque la demostraci6n fue realizada para una carga puntual q , 

este resultado se puede generalizar ya que existe una relaci6n 

lineal entre la carga y la magnitud del campo, por lo que podemos 

aplicar el principio de superposici6n para obtener la definici6n 

general. 

La aplicaci6n de la ley de Gauss nos permite obtener la carga co~ 

tenida en una superficie cerrada imaginaria si se conoce la fun

ci6n que describe el campo eléctrico en la regi6n; también es ú

til para calcular la funci6n de campo eléctrico de distribuciones 

de carga simétricas. En éstas, la aplicaci6n de la ley de Gauss 

nos permite obtener fácilmente el campo eléctrico. 

, 

Aunque la expresi6n (~.51) es general, su aplicaci6n está limita- ~ 
da por la dificultad que se presenta al evaluar las integrales, y 

es por ello que s6lo resulta práctico aplicarla en la obtenci6n 

del campo eléctrico para distribuciones de carga simétricas. 
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1.11 EJEMPLOS DE APLICACIOI DE LA LEY DE GAUSS 

a) Campo el~ctrico producido por una esfera con distribuci6n su

perficial (cr) uniforme de carga 

Supongamos que se· desea obtener la expresi6n que determina el ca~ 

po el~ctrico producido a una distancia r por una esfera conduc

tora cargada de radio ro < r , como se indica en la figura 1.14. 

FIGURA 1.14. Superficie gaussiana empleada en el cálculo del 

campo eléctrico que produce una esfera cargada. 

Apliquemos la ley de Gauss suponiendo la existencia de una super

ficie cerrada que contenga el punto P donde se desea obtener el 

campo eléctrico, por conveniencia supondremos una superficie esfé 

rica conc~ntrica con la esfera cargada • 

Esta superficie pose·e la ventaja de 

tud del campo es constante en ella. 

que, por 

Además, 

simetría, la 

la direcci6n 

magni

del 

vector intensidad de campo el~ctrico coincide en cada punto con 
+ + 

el vector dA , es decir, el ángulo que forma el campo E con 
.+ 

dA es cero. 
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Sabemos que 

recordando la expresi6n (1.50), pero 

# E • dA = _ # E dA cos a 

como cos a = 1 y E = cte 

dA=.E# dA 

pero 1f dA es justamente el área de la superficie gaussiana es

f€rica, quedando 

entonces 

E (4nr 2 ) 
QN 

= 
E o 

y 

E 
1 QN 

(l. 54) = 4TTE 0 r2 

Aplicando ahora la ley de Gauss para puntos interiores (r < r.), 

tenemos que como la carga está distribuida sobre la superficie de 

radio r. , la nueva superficie gaussiana empleada para obtener 

el campo el€ctrico en el interior no encierra carga, y la ecua-
, ~ 

ci6n (1.50) se satisface si E o cos a es cero, ya que dA t O • 
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Por simetría de la figura se concluye que E = O • Podemos resu

mir los resultados obtenidos en este ejemplo en las expresiones 

(1.55). 

E = o r < ro 

(l. 55) 

... 1 Q . 
E = 4TTE 0 rz r r > ro 

Comprobar que si la densidad superficial de ca'rga es de 4 11 cjm2 

en una esfera de radio de 15 cm , el campo eléctrico para un 

punto distante 20 cm del centro de la esfera será 

E =2.5447 x 1os r [~J 

b) Campo eléctrico producido por una superficie cargada infinita 

' 

La figura 1.15 muestra una porci6n de superficie infinita donde 

se ha dibujado una superficie gaussiana cilíndrica que permitirá 

obtener fácilmente la expresi6n del campo eléctrico en un punto 

P contenido en la superficie de la tapa o base del cilindro, ya 

que el campo por simetría es constante en esa zona • 

... 
E¡ 

... ... 
... dAz 

... ... 

a = cte • 

~~~-~--.. ~~--~f?~ 

... 

A¡ 

FIGURA 1.15. Porción de superficie cargada y superficie gaussiana. 
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La integral cerrada de la ecuaci6n (1.50) puede ser expresada co-

mo tres integrales abiertas correspondientes al área lateral, ba- 4IP 
se y tapa del cilindro, es decir 

#E 
En la base 

es o o, y 

quedando· 

pero 

entonces 

.... JI E1 
.... JI ~2 ... 

JI E3 
-+ 

dA = dAl + dA2 + . dA3 

y tapa, el 

en el área 

ángulo que forma el campo con 

lateral es 90° por lo que 

JI E 2dA2 ces 90 o = O 

... 
dA= 

- ---- .. 

-+ 
el vector dA 

por estar base y tapa a la misma distancia, 

... 
dA = EA1 + EA3 = 2EA 

Aplicando la ecuaci6n de Gauss 

2 EA 
Co 

(l. 56) 

-------

1 
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La carga neta QN encerrada en el cilindro será simplemente 

QN = aA , dado que se está considerando una densidad superficial 

uniforme; sustituyendo en (1.56) 

finalmente 

2 EA = a A 

a 
E = 2E 0 

(1.57) 

e) Campo eléctrico producido por una línea cargada infinita 

Obtendremos ahora la expresi6n que permite evaluar el campo que 

produce una linea infinita con densidad de carga uniforme, en un 

punto cualquiera P , para lo cual se construye una superficie 

de Gauss cilíndrica y coaxial con la linea, como se muestra en la 

figura 1.16. 

h----~ 

·A¡ ... 
E Az 

FIGURA 1.16. Superficie gaussiana empleada para obtener el cam

po producido por una línea infinita cargada. 



De manera similar al caso anterior tenemos que 

.... 
dA= 

.... 
dA¡ + 

.... 
dAz + 
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En la base y en la tapa del cilindro, ·el ángulo que forma el cam

po con el vector · dit es 90° · ~ y en la superficie lateral· o···; 
por lo que 

.... 
dA= JI EzdAz 

dado que todos los puntos de la superficie A2 se encuentran a 

la misma distancia de la línea, E 2 es constante en magnitud en 

Az Y 

Usando la ley de Gauss 

.... 
dA= E ffdAz =E (2wr h) 

E ( 2wrh) = 

Pero QN = Ah por lo que 

E = 1 
2WE 0 

E o 

-r 

·(1.58) 

(l. 59) 

La ecuación anterior se expresa de manera más conveniente como 

(1.60) 

, 



' 

1 

40 

La direcci6n del vector dependerá del sistema de referencia em

pleado, si la linea coincide con el eje z de un sistema de coor 

denadas cilíndricas (r, a, z), tendremos que 

+ 
E = 1 

4nE.; 
2A A 

r 
r 

(l. 61) 

Demuestre que la magnitud de la densidad lineal A para obtener 

E = 90 x 10 3 [~] a una distancia r = 5 [cm] es 

d) Campo eléctrico producido por un cilindro infinito cargado 

Consideremos la porci6n de cilindro con densidad uniforme a mos 

trada en la figura 1.17. 

h -------1 

FIGURA 1.17. Porción de cilindro infinito cargado y superficie 

gaussiana. 
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La diferencia que existe entre este caso y el de línea es la ob

tenci6n de QN , ya que el exceso de carga en este caso, es su

perficial 

(1.62) 

-- -- --- --
Al sustituir (1.62) en (1.58) obtenemos 

E (21lrh) = 

E = ( 1. 63) 

Para simplificar la expresi6n anterior se presenta en funci6n de 

una densidad lineal equivalente A , la cual se obtiene iguala~ 

do las cargas netas contenidas para el caso de una línea y un ci 

lindro, es decir 

>- h = a(21l r.)h 

( 1. 64) 

a = 21lr 0 

Sustituyendo esta última expresi6n en (1.63), tenemos 

1 E = 
21TE 0 

-r 

que es la misma expresi6n que la obtenida en el caso de la línea. 

, 
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Como conclusi6n de nuestro análisis tenemos que para un cilindro 

infinito cargado d~ radio re se cumple 

E = O 

E = 1 
4n E e 

2). -r 

1.12 LEY DE GAUSS EN FORMA DIFERENCIAL 

(l. 65) 

La ley de Gauss puede ser presentada en forma tal que para algu

nos problemas resulta más conveniente que la expresi6n analizada 

en la secci6n 1.10. Antes de presentar la forma diferencial de 

la ley de Gauss es necesario que revisemos brevemente la interpr~ 

taci6n fisica de la divergencia de un campo vectorial y el teore

ma de la divergencia. 

Consideraremos el caso particular de una regi6n donde existe un 

fluido en movimiento· y un campo de velocidad asociado; tomaremos 

un elemento diferencial de volumen 6V = óx óy óz contenido en _ 

la regi6n, como se indica en la figura 1.18. 

X 

FIGURA 1.18. Elemento de volumen (6V) en una región donde existe 

un campo de velocidades. 
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Evaluaremos el flujo del campo de velocidad a trav€s de nuestro 

elemento diferencial de volumen ~V ; para ello, obtendremos el 

flujo a trav€s de cada una de las caras del cubo, basándonos en 

el valor del campo en el punto (x, y, z). 

El flujo a través de la cara ~ es 

donde vx representa la componente promedio de la velocidad del 

fluido en la cara ~. 

A trav€s de la cara 2 tenemos 

~X J ~y ~z 

donde se ha aproximado el valor de la velocidad del fluido en la 

cara 2 a partir de la velocidad vx en la cara l. 

El flujo total en la direcci6n x será 

[ 
a v 

v + __ x 
x ax ~x J ~Y ~z - vx ~Y ~z 

a vx 
= --·-ax ~x ~y ~z (l. 66) 

De manera semejante se obtiene el flujo en las direcciones y 

y z respectivamente, quedando 

flujo en la direcci6n de y 

~ 
ay ~x ~Y ~z (1.67) 

, 
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~ flujo en la direcci6n de z 

a v z 
a z llx lly llz (l. 68) 

El flujo neto que sale de nuestro volumen diferencial es entonces 

la suma de las ecuaciones (1.66), (1.67) y (1.68), y queda 

[
av 
~+ ax 

av 
___;¡_ 

ay 
av J + __ z llx lly llz 
az (1.69) 

finalmente el flujo neto que sale de un volumen unitario se expr~ 

sa 

y 

av 
+ ___:¡_ 

ay 

av 
+ __ z-

az Divergencia de 

+ ... 
Divergencia de v = V 

... 
V 

Al obtener-la divergencia del campo vectorial 

... 
V 

... 
v (x, y, z) 

(l. 70) 

(l. 71) 

en un 

punto cualquiera (x, y, z) 

jo por unidad de volumen en 

del fluido, estamos evaluando el flu 

la vecindad del punto (x, y, z) 

Obviamente el. flujo de un fluido incompresible será siempre cero. 

En una explosi6n, o al expanderse un gas, obtendremos un valor p~ 

sitivo para la divergencia y un valor negativo cuando se comprime 

un gas o se rompe un recipiente al vacío. 
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Explicaremos ahora la interpretaci6n del teorema de la divergencia,41P 

que es una generalizaci6n del teorema fundamental del cálculo, E~ 

te- teorema se expresa matemáticamente para un campo vectorial cual 
+ 

quiera e como 

+ 
e d v 

_Supongamos una superficie cerrada A donde se desea evaluar el 
+ 

flujo de un campo vectorial e . Dividamos el volumen encerrado 

por la superficie A en dos volúmenes cualesquiera encerrados 

por las superficies cerradas A¡ + Ac y Az + Ac , donde Ac es 

la superficie común indicada en la figura 1.19. 

-

FIGURA 1.19~ Superficie cerrada A formada por las superficies 

A 1 Y Az • 

El flujo a través de la superficie A¡ + Ac será 1 
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' y a trav~s de A2 + Ac tenemos 

1 

h = JJ e . di2 - JJ e . 

donde el signo menos en la última expresi6n se debe a que el ve~ 
-+-

tor dAc es positivo cuando apunta hacia fuera de la superficie 

cerrada. 

Entonces el flujo total es 

JJ e dil + J J e + 
dA (l. 72) 

$T = #e . -+-
dA 

Podemos afirmar entonces que el flujo a través de cualquier supeE 

ficie cerrada se puede obtener evaluando éste a trav~s de un núme 

ro cualquiera de superficies cerradas que contengan el mismo volu 

men y sumando los resultados. 

Empleando la expresi6n (1.69), que determina el flujo a través de 

un elemento diferencial de volumen ~V , tenemos 

+ + 
~$=V e~ V (1.73) 

Si el volumen se hace tender a cero 

~V + dV y 

por lo que para obtener el flujo total a través de un volumen fi

nito debemos integrar en todo el volumen 

+ 
e dV 



47 

pero de la ecuaci6n (1.49) 

_,. 
dA 

por lo-que 

_,. 
e dV (l. 74) 

que es el teorema de la divergencia. 

Aplicaremos ahora el teorema de la divergencia para obtener la 

ley de Gauss en forma diferencial. 

Recordemos la forma integral, ecuaci6n (1.51) 

<L 7Sl 

Según el teorema de la divergencia 

-+ 
E dV (1. 76) 

Comparando (1.75) con (1.76) 

f f f V • i dV = ~~ f f f pdV 
(l. 77) 

Para que la igualdad anterior se cumpla es necesario que los inte 

grandes sean iguales por lo que 

, 

1 
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+ 
V 

+ 
E = ...E.. 

E o 
(1.78) 

Expresi6n conocida como ley de Gauss en forma diferencial, que i~ 

dica que el flujo del campo eléctrico por unidad de volumen en la 

vecindad de un punto cualquiera será igual a la densidad volumé

trica de carga p en el punto dividida entre E 0 • 

Suponiendo que en el plano xy , 

por la expresi6n 

el campo eléctrico está dado 

E= (15xi + 85yj) x 10 9 [f], compruebe que p = 0.885 [m~] para 

cada punto en dicho plano. 

1.13 CIRCULACIOI Y ROTACIONAL DEL CAMPO ELECTROSTATICO 

La propiedad de los campos vectoriales llamada circulaci6n se de 
. + -

fine para un campo vectorial cualquiera e como: la integral a 

través de cualquier trayectoria cerrada ~ de la componente de 
+ + 
e en la direcci6ri de d~ y se expresa 

+ 
d~ (l. 79) 

Este concepto y el de flujo nos permiten describir el comporta

miento de los campos vectoriales. 

En el campo de velocidad mencionado en la secci6n 1.10, podemos 

interpretar la trayectoria usada para evaluar la circulaci6n como 

un pequeño conducto por donde puede circular fluido; la circula

ci6n del campo de velocidad de las partículas será una indicaci6n 

de qué tan .rápido puede circular el liquido ·a través del conducto 
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supuesto. Si la circulaci6n es cero significa que el fluido no 

1 ci~cuta~á a través de la trayectoria escogida. 

La figura 1.20 muestra dos representaciones de campo realizadas 

por medio de lineas; en estos campos la circulaci6n e es cero 

para cualquier trayectoria cerrada que se seleccione. 

~l/ 
/t~ 

(a) (b) 

FIGURA 1.20. Campos cuya circulación es cero. 

Los campos representados en la figura 1.21 poseen un valor de cir 

culaci6n e diferente de cero para cualquier trayectoria selec

cionada. 

(a) (b) 

PXGUBA 1.21. Campos con circulación diferente de cero. 

1 
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Para aclarar la situaci6n, supongamos el campo vectorial mostrado 

en la figura 1.22 en el cual se tiene magnitud constánte y direc

ci6n variable.· 

FIGURA 1.22. Campo de magnitud constante y dirección variable. 

Al evaluar la circulaci6n c 1 en la trayectoria mostrada, la con 

tribuci6n de los segmentos 1 y 3 es cero dado que el campo es pe~ 

pendicular a ellos en cada punto; para 2 y 4 el campo es el mismo 

en magnitud y tiene direcci6n contraria. Como la contribuci6n de 

4 es mayor que la de 2, entonces. c 1 ~ O 

Evaluemos ~~ora la circulaci6n del campo eléctrico producido por 

una carga puntual para una trayectoria cerrada cualquiera. 

(1.80) 

Sustituyendo la expresi6n del campo producido por la carga tenemos 

(1.81) 



A 

pero r 
... 

dR. es la 
... 

componente de dR. 

decir, 
A + 
r • dR. = dr con lo que (1.81) 

integral que podemos·escribir como 

r' 

11m 
r' -+ r 

1 
4TT€ 0 

en la direcci6n de 

queda 

dr = 0 :t:2 

51 

. 
r , es 

(1.82) 

Resultado.que podemos generalizar para cualquier distribuci6n es

tática de carga, basados en el principio de superposici6n, dado 

que la contribuci6n de cada carga es cero. 

En general para el caso electrostático tendremos que 

... 
dR. = o (l. 83) 

Debemos detenernos una vez más en el estudio de los fen6menos 

electromagn~ticos para revisar la interpretaci6n física del con

cepto de rotacional de un campo vectorial y el teorema de Stokes. 

Demostraremos primero que la circulaci6n alrededor de cualquier 

trayectoria cerrada, es igual a la suma de las circulaciones a 

trav~s de un número cualquiera de trayectorias cerradas en que se 

subdivida el á-rea contenida por la trayectoria original. 

La figura 1.23 muestra una trayectoria cerrada R. donde se ... 
e . 

desea 

Divida evaluar la circulaci6n de un cierto campo vectorial 

mes la superficie encerrada por la trayectoria R. en dos super-

, 

1· 
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ficies encerradas por las trayectorias cerradas i1 + R. e y 

R.2 + R.c , donde R.c es la longitud común a ambas trayectorias . 

... 
di2 

PXGURA 1.23. Trayectoria cerrada R. formada por las trayectorias 

R.} y R.2 • 

La circulación a través de la trayectoria cerrada R. 1 + R.c es 

y a través de la trayectoria cerrada R. 2 + R.c 

... 
donde el signo menos de la última integral se debe a que die pa 

-' 
ra c 2 tiene dirección contraria al considerado en c 1 • 

La circulación total e es 

e = c 1 + c2 = fe+ 
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en donde 

e = dt fe+ + 

Aplicaremos el resultado anterior para la interpretaci6n física 

del rotacional y el teorema de Stokes: supongamos un pequeño p~ 

daza de corcho que flota en la superficie de un líquido conteni
do en un canal, como se indica en la figura 1.24. 

X 

FIGURA 1.24. Pedazo de corcho flotando en la superficie de un lÍ 

quido. 

+ 
~i el líquido-se desplaza con velocidad vy , en el caso ideal 

vy será uniforme en la superficie del líquido; y el corcho s6lo 

sufrirá movimiento de traslaci6n. Sin embargo, en general; el 

corcho se verá afectado adicionalmente por movimiento de rotaci6n. 

Para saber si el corcho gira teniendo como eje de rotaci6n la di
rección z podernos evaluar la circulaci6n del campo de velocidad 
alrededor de una trayectoria que coincida con la periferia del 

corcho, como se indica en la figura 1.25. 
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z 
~·~------------------~~~---------Y 

V y 

-
.... , .. . . . . 
'l' . ......... •.:,.: 
.. :· ...... '. '. :-::; 

~·~?.;. r ;. ·\~. ~-~~ -.- -- -------- ;. ----------y 

X 

FIGURA 1.25. Vista superior del corcho en la superficie de un lí 

quido. 

El 

si 

da 

corcho girará en direcci6n contraria a las manecillas del reloj 

v' > v , y la circulaci6n alrededor de la trayectoria mostra 
y y 

será diferente de cero. 

Consideremos ahora una trayectoria diferencial como la indicada 

en la figura 1.26. 

r 

T 
Ax 
j_ 

z 
~.~-----------------------y 

(x, 

X 

y)""'Vy-

vx 

-
av 

v + --...la llx y X 

V + 
X 

FJ:GURA 1.26. Trayectoria diferencial en el lÍquido. 

, 
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La circulaci6n alrededor de diéha trayectoria es 

Ac 
... 

d.t = ~ 
ax 

- (v + av X Ay) AX - V Ay x avy y 

simplificando 

Ac = (~ ax 
av ) - ~ Ax ay Ay 

Ax) Ay -

55 

(l. 84) 

La rotaci6n alrededor de la direcci6n z es proporcional a 

avy avx 
ax ay 

De manera semejante, las rotaciones alrededor de los ejes x y 
y son respectivamente proporcionales a 

~ 
az y 

Como estas rotaciones tienen carácter vectorial, la rotaci6n to
tal será proporcional al vector 

(
avz 
ay _ _:¡_ x+ ~---z y+ ---Z-~ z av ) ( av av ) ( av av ) 

az az ax ax ay 

expresi6n conocida como rotacional del campo vectorial 
... 
V ' el 
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cual tambi~n se puede expresar como 

... ... ... 
Rotacional de v - V x v 

Observando la expresi6n (1.84) vemos que la circulaci6n alrededor 

de la trayectoria--diferencial de la figura 1. 26 es igual a la -coro 
ponente del rotacional normal al área, multiplicada por el valor 

de ~sta. 

En general para una trayectoria diferencial con una orientaci6n 

cualquiera, podemos obtener la circulaci6n multiplicando el área 

por la componente del rotacional del campo vectorial normal a di

cha superficie. 

Se debe tener presente que la direcci6n positiva del vector nor

mal queda determinada por el sentido de la circulaci6n, de acuer 

do con la regla usual de la mano derecha. 

Con base en lo anteriormente expuesto la ecuaci6n (1.84) se puede 

expresar como 

... ... 
6C = (V X V)z 6A (1.85) 

Si la trayectoria se hace tender a cero 

Ac .,. de y 6A +dA 

por lo que en general podemos expresar que 

+ + + 
e = (V X V) • dA (1.86) 

' 
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y utilizando (1.79) y (1.86) para evaluar la circulaci6n de un ... 
campo vectorial cualquiera C , tenemos 

... ... ... 
e = (V x C) dA (l. 87) 

La ecuaci6n anterior se conoce como teorema de Stokes. Aplicando 

este teorema a la ecuaci6n (1.83) 

de donde obtenemos 

... ... 
V X E = 0 

.... ... 
(V X E) 

... 
dA= o 

para cualquier campo eléctrico estático. 

(1.88) 

(l. 89) 

Compruebe la validez de la expresi6n (1.89) evaluando el rotacio

nal de la ecuaci6n (1.7). 

1.14 POTENCfAl ELECTRICO 

Presentaremos ahora los conceptos de energía potencial y poten

cial eléctricos, los cuales nos ayudarán a resolver problemas que 

involucran campos eléctricos. 

Si colocamos una carga q en un punto cualquiera de una regi6n 

dicha carga exper! 
... 

donde existe un campo eléctrico E (x, y, z), 

mentará una fuerza eléctrica 
... .... 
F = q E , y en consecuencia será 

acelerada. Para que dicha carga permanezca en equilibrio debe..,. 
mos aplicar una fuerza igual y de sent~do contrario -o E 
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Si queremos desplazar la carga en contra de la fuerza ejercida 

por el campo, desde un punto A hasta un punto B , con veloci 

dad constante o bien cuasiestáticamente, el trabajo realizado por 

el agente externo se puede obtener aplicando la relaci6n siguien

te 

~ -f B 
• di = - q A 

~· 

E 
~ 

di [J] (1.90) 

La expresi6n anterior representa la integral de línea del campo 
~ 

E , evaluada a trav€s de la trayectoria que une los puntos A y 

B. 

Demostraremos que la integral de línea del campo electrostático, 

a trav€s de cualquier trayectoria entre dos puntos cualesquiera 

A y B , es independiente de ésta y queda determinada por la po 

sici6n de dichos puntos. Esto es.consecuencia de que el campo 

electrostático satisface la ecuaéi6n (1.83) para cualquier traye~ 

toria cerrada seleccionada. 

Como resultado de la aplicaci6n del teorema de Stokes a la ecua

ci6n mencionada, se satisface tambi€n la ecuaci6n (1.89) y se di

ce que el campo es conservativo. 

De (1.89) tenemos que 

~ ~ 

V x E (x, y, z) = 0 

sabemos además, del álgebra vectorial, que 

~ ~ 

V X VV'(x, y, z) = 0 
(1.91) 

para cualquier funci6n escalar de variable vectorial V' (x, y, z), 

es decir, si se cumple (1.89), siempre existe una funci6n escalar 

' 

t 
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... 
V' (x, y, z) tal que E (x, y, z) puede ser expresado como 

... ... 
E (X 1 y 1 Z) = '1 V 1 (X 1 Y 1 Z) (l. 92) 

Podemos entonces igualar las integrales siguientes 

.... ... 
('IV' ) • dR. (l. 93) 

... .... 
Como ('IV') dR. es la derivada direccional de V'(x, y, z) en ... 
la direcci6n de dR. , al integrarla obtendremos la variaci6n to 

tal de dicha funci6n desde el punto A hasta el punto B . 

Para -ilustrar lo expuesto anteriormente consideremos la curva mo~ 

trada en la figura 1.27 que une los puntos A y B : si la subdivi 

dimos en pequeños segmentos de longitud 6R.i , la variaci6n de 

la funci6n V'(x, y, z) del punto A al punto 1 es 

6V' =V'(xl, Y1 1 z1) -V'(xA, YA, ZA) 

z 

~---Y 

X 

611~ ¡_ 
A~~:....---.::3 

1 2 

(1.94) 

B 

FIGURA 1.27. curva cualquiera R. que une los puntos A y B 

en una región en que existe campo eléctrico. 
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Si los 6ii son muy pequeños, 6V' puede aproximarse usando el 

concepto,de diferencial total, por lo que 

6V' = dV' 
av• av• av•. = ¡x- dx + ay dy + az dz (1.95) 

como 

... 
di = dxi + dyj + dzk 

entonces 

... ... 
6V' = (VV') di (l. 96) 

y de (l. 94) y (l. 96) 

... 
donde (VV') 1 representa el gradiente de V' evaluado en el pun 

to l. De manera semejante la variaci6n de la funci6n del punto 1 

al 2 es 

... 
= ( vv 1) 2 

y as! sucesivamente, por lo que al sumar las contribuciones de 

los' n elementos 6ii resulta 

n ... 
l: (VV')i 

i=l 

, 

1 
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(1.97) 

Hemos demostrado que la integral de linea del campo electrostáti

co depende exclusivamente de las posiciones de los extremos de la 

trayectoria, ya que éste puede ser expresado como el gradiente de 

una funci6n escalar V'(x, y, z) • 

Sabemos también que en un campo conservativo, cuando se mueve una 

carga q de un punto A hasta un punto B , cuasiestáticamente 

o con velocidad constante, el trabajo realizado es igual a la va

riaci6n de la energia potencial eléctrica. 

Entonces la ecuaci6n (1.90) puede representarse en forma equiva

lente como una diferencia de energías potenciales eléctricas. Pa 

ra obtener la energía potencial ·eléctrica en un punto se conside

ra arbitrariamente que en una cierta regi6n dicha energia es cero; 

tal regi6n se tomará como referencia. La referencia 16gica se e~ 

cuentra a una distancia infinita de una regi6n donde existen car

gas, debido a que la influencia del campo eléctrico producido es 

inversamente proporcional-a la distancia al cuadrado, 

Definiremos por ende, energia potencial eléctrica de la carga q 

en el punto A por medio de la relaci6n siguiente 

+ 
di (l. 98) 

expresi6n que _representa el trabajo necesario para traer la carga 

q cuasiestáticamente desde el infinito hasta el punto A • 

A la energia potencial eléctrica UA por unidad de carga se le 

conoce como el potencial eléctrico del punto A y se representa 
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como VA , por lo que 

La-unidad en el SI és 

... 
dt = 

ca~~~~= [g] = [volt] =-[v] 

(1.99) 

Si un punto A se encuentra a un potencial VA , y un punto B 

a un potencial VB , se dice que existe una diferencia de poten 

cial entre los puntos A y B dada por la relaci6n 

(1.100) 

y se cumple además 

(1.101) 

Por otro- lado, combinando (1.99) y (1.100) 

... 
dt (1.102) 

como el campo"el€ctrico es conservativo, es válido _escribir 

... ... ... 
dt E • dt 

, 
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cualquiera que sea la posici6n de B , quedando (1.102) como 

(1.103) 

La ecuaci6n anterior permite evaluar directamente la diferencia 

de potencial entre los puntos A y B , que también se conoce 

como voltaje o tensi6n entre dichos puntos. 

Las ecuaciones (1.99) y (1.103) permiten obtener el potencial en 

un punto y la diferencia de potencial entre dos puntos respecti

vamente. Para ello es necesario integrar la funci6n del campo 
~ 

eléctrico E . • cuando tal·funci6n no se conoce es posible obte-

ner el potencial (y por ende la diferencia de potencial), a par

tir de la distribuci6n de carga, como se muestra a continuaci6n. 

Si obtenemos la expresi6n que permite evaluar el potencial debido 

a una carga puntual, basados en el principio de superposici6n, p~ 

dremos encontrar el potencial debido a una distribuci6n cualquie

ra de carga. 

Procederemos entonces a obtener la expresi6n de potencial en un 

punto cualquiera A , separado una distancia rA de una carga 

puntual Q • 

Como se indica en la figura 1.28, la trayectoria desde el infini

to hasta el punto A será radial por conveniencia. 

dl 
• 
r J 

~ 

PZGDRA 1.28. Carga puntual Q y trayectoria dl hacia ella. 
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Partiendo de la ecuaci6n (1.99) tenemos que 

~ 

dl. 

pero 

~ 

E -
1-- - Q- • -

..,..---- ::2 r 
'i1TEo r 

sustituyendo 

como 

1 
- 4ne 0 

#lro + A + 
r • dl. = lrl ldll cos e = 

y además dl. = -dr 

finalmente 

= 

1 
- 4ne 0 

1 
4n e 0 

dr 
r2 

dl. ya que e = 180° 

(1.104) 

Debemos notar gue la ecuaci6n anterior, para simplificar, está 
expresada en coordenadas esféricas; en coordenadas cartesianas se 
verá de la manera siguiente: 

V(x, y, z) 1 = 4ne 0 

Q . [v) ~(-xo2 __ + __ yo2~+--zo27)Tl'/"2 (1.105) 

, 
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Ecuaci6n válida en cualquier punto, excepto para aquél en donde 

está situada la carga, en este caso el origen. 

Cuando se tienen n cargas puntuales se obtiene el potencial de

bido a cada carga, y se suman los resultados, por lo que 

V= 1 
41TE 0 

n 
¡; 

i=1 
(1.106) 

Para encontrar el potencial debido a una distribuci6n de carga, 

se torna la contribuci6n de cada elemento de carga dq y se inte

gra, entonces 

v = ~fs [vJ 41TE 0 r 
(1.107) 

_Corno en el caso del campo eléctrico dq dependerá del tipo de 

distribuci6n, por ejemplo para una distribuci6n superficial 

(1.107), quedará 

V = 1 Jf ardA [v] 4nE 0 

EJEIIPLO 1 • 3 - ' 

Considere el plano xy de la figura 1.29 donde se muestran dos 

cargas puntuales y los puntos A, B y e 

Con base en las posiciones indicadas calcule: 

a) El potencial en el punto A y en el B . 

b) La diferencia de potencial VAB 
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e) La energía potencial eléctrica de q2 . 

d) El trabajo necesario para mover una carga q3 = -B~C , cua-

siestáticamente, del punto A al punto B • 

FIGURA 1.29. Posiciones de las cargas q¡ y q2 y colocación 

de los puntos para el ejemplo 1.3. 

SOLUCXO. 

a) Aplicando el principio de superposición 

pero 

VA 
1 q1 

9 1 o 9 (- 20 X 1 o- 6 ¡ 
-18 10 4 = = X = X V 

1 411'€0 rA 1 
1 

VA 
1 qz 

9 109 
( 40 X 1 o- 6 ) 

1 2 1 o4 = = X = X V 
2 4ne: 0 rA 3 

2 

, 

1) 
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~ Por lo tanto 

1 

de manera semejante 

( 
2 o x 1 o- 6 

= 9 X 1 0 9 --~~-;:5...:...::-
4 o x 1 o- 6 ) 

+ 3 

v 5 = 84 x 10 3 [v] 

b) Delaexpresión(1.100) 

VAB = VA - VB 

VAB = -60 X 10 3 - 84 X 103 = -144 X 103 [v] 

VAB = - 144 (kv] 

e) Corno el potencial de un punto representa la energía potencial 

eléctrica por unidad de carga, al multiplicarla por la carga se 

obtiene la energía potencial total. 

\ 

donde r¡2 es la distancia de la carga q 1 a la carga q 2 
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d) Comparando (1.90) con (1.103) tenemos que 

del inciso (b) sabemos que 

y 

donde el signo menos indica que el sistema de las tres cargas pie~ 

de energía. 

e) Considerando la referencia en el punto e , el potencial 

del punto A es 

como 

( 
20 X 1 0 -6 

= 9 X 109 --~~S~~-

ve = 36 x 103 [v] 

40x1o- 6 ) 
+ S 

v' 
A 

, 

1 
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~ del inciso (a) se conoce VA por lo que 

1 

V~= - 60 X 10 3 - 36 X 10 3 = - 96 X 10 3 

de manera semejante 

V~ = VBC = 84 X 10 3 - 36 x 10 3 = 48 x 103 

y la diferencia de potencial ~ sera 

V~B =V~- V~= - 96 X 10 3 - 48 X 103 = - 144 x 103 [v] 

Al comparar el resultado obtenido con el resultado del' inciso (b) 

observamos que la diferencia de potencial no depende de la referen 

cia escogida. 

Finalmente comentaremos que es posible también calcular VAB usan 

do la ecuación (1.103) directamente o bien a través del uso del 

principio de superposición, con objeto de facilitar la expresión 

del campo a integrar. 

1.15 EJEMPLOS DE CALCULO DE POTENCIAL Y DIFERENCIAS DE POTENCIAL 
DEBIDOS A DISTRIBUCIONES DE CARGA 

a) Potencial en un punto producido por una esfera con densidad 

superficial uniforme de carga 

Para obtener la expresi6n de potencial mencionada podemos usar la 

ecuación (1.99) o bien la ecuaci6n equivalente (1.107), ambas da

rán el mismo resultado aunque la dificultad de proceso puede ser 

diferente. 



' 

70 

Por conveniencia aplicaremos en este caso la 

yándonos en los resultados del subtema 1.11, 

cienes (l. 55) • 

ecuación (1.99) apo

resumidos en las ecua 

El procedimiento se inicia seleccionando una trayectoria para eva

luar la ecuación 

Deb"ido a la forma de las ecuaciones (1.55), la trayectoria conve

niente es una trayectoria radial en un sistema de coordenadas es

féricas, como se indica en la figura 1.30. 

::....------f 
trayectoria 

radial i 

FXGORA 1.30. Esfera con distribución uniforme a y trayectoria 

seleccionada para evaluar el potencial en los puntos A y B . 

De (l. 55) sabemos que 
- -" 

E = o r < ro 

.... 1 Q A 

E = 4TTE 0 r2 r r > ro 

Para un punto cualquiera A exterior a la esfera 

1 
4TTE 0 

1 
4TTE 0 

dr 
r2 (1.108) 

, 

1· 
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y 

(1.109) 

en funci6n de la densidad superficial de carga a quedará 

VA = 
&o 

a (1.110) 

ya que 

a = Q hd 

Al comparar (1.109) con (1.104) concluimos que el resultado para 

puntos exteriores es igual al obtenido con una carga puntual Q 

colocada en el centro de la esfera. 

Para un punto cualquiera B interior a la esfera, tenemos que 

+ 
di 

donde hemos dividido la trayectoria total en dos debido a que el 

campo es diferente en cada parte de la trayectoria. 

Evaluando las integrales resulta 

-J~c + + 1 -º-E di = 
41T&o 

= Potencial de la superficie 
r. 

y 

- fc8 + + 
E di = o 



72 

Es decir, el potencial en cualquier punto interior es igual al p~ 

tencial de la superficie. Resumiendo 

V = 1 
411 E 0 

V = --1-- --Q-
411E 0 r 

Compruebe que el potencial en el 

de 12 cm de radio y con 2.5 
a = 

11 

(1.111) 

centro de una esfera conductora 

[~~] es V = 10.8 [kv] 

b) Potencial en un punto producido por un segmento de línea con 

distribuci6n uniforme de carga >. 

a r 

X 

FIGURA 1.31. Segmento de línea con.distribución lineal uniforme 
). 

, 

Aplicaremos para este caso la ecuaci6n (1.107), y basándonos en 1> 
la figura 1.31 tenemos 
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donde 

r = 

y 

VA 
1 A J x2 dx 

= 4TrE 0 (x2 + a2) I/2 
X¡ 

A [in (X + r2 VA = 1 lx2 + a2) X¡ 4TrE 0 

finalmente 

1 (x
2 + lx2 + a2 ) 2 

VA = 4TrE 0 
A in 

X¡ + lx2 + a2 
1 

(1.112) 

e) Potencial en un punto sobre el eje de una superficie circular 

de radio ro , con distribuci6n uniforme de carga o 

Usaremos ahora la expresi6n (1.41) y la ecuaci6n de potencial 

(1.99). Por conveniencia, la trayectoria i coincide con el eje 

de la superficie, como se -muestra en la figura 1.32. 

z 

trayectoria .e. 

X 

FIGURA 1.32. Superficie circular cargada y trayectoria seleccio-

nada para evaluar el potencial en el punto A . 

' 
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De 12 ecuaci6n (1.99) 

... 
dt 

sustituyendo (1.41) .Y considerando b· como la variable "y" 

... 
(r2 

o 
dt 

como 

... + 
j • dt = 1 j 1 1 dt 1 éos e = - dt 

ya que e = 180° , pero además di = - dy 

y 

entonces 

VA = - _o_ f b fdy -
2c 0 co l (r~ 

por ser una integral impropia 

o = 2E 0 

o = re: 

l!m f b [ 
y 1 + "' y 1 dy -

ydy J 

(r2 
o 

ydy J 
+ y2) 1/2 

, 

1> 
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quedando 

(1.113) 

Se sugiere comprobar el resultado anterior evaluando el potencial 

a trav~s de la ecuaci6n (1.107) con un procedimiento análogo al 

usado en el subtema 1.8 inciso (e) con objeto de evitar una inte

gral doble. 

d) Diferencia de potencial entre dos puntos producida por una su 

perficie infinita 

Dado que para una placa infinita no es posible evaluar el poten

cial teniendo como referencia el infinito, aplicaremos la ecuaci6n 

(1.103) para obtener directamente la diferencia de potencial. ' 

Consideremos dos puntos cualesquiera A y B ubicados como se 

indica en la figura 1.33. Sabemos que la diferencia de potencial 

entre dos puntos no depende de la trayectoria seleccionada, por 

lo que escogeremos la trayectoria conveniente indicada en la figu . -
ra. 

z 

X 

a 

J' --+-y8--B 
.r .r 

FIGURA 1.33. Parte de superficie cargada infinita que coincide 

con el plano xz para evaluar la diferencia de potencial VAB . 
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De la ecuaci6n (1.103) tenemos 

Para nuestro ejemplo podemos escribir que 

En toda la trayectoria se cumple que 

y además 

-+-
dR.¡ = - dR.lk , 

por lo que 

-+-

-+
E = (J j 

2E 0 

d12 = dt2i y 

(J 
(J dy 

2E 0 
= - 2E

0 

quedando 

[v] (1.114) 

Observamos que la diferencia de potencial entre los puntos depen

de de la diferencia de sus distancias a la superficie ya que todos 

los planos paralelos son superficies cuyos puntos se encuentran al 

mismo potencial. 

, 
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e) Diferencia de potencial entre dos puntos producida por una lf

nea infinita cargada uniformemente 

Para una linea infinita se cumple la ecuaci6n (1.61); ya que dicha 

ecuaci6n se present6 en coordenadas cilfndricas, para simplificar, 

trabajaremos en ese sistema de referencia. 

De manera semejante_al inciso anterior y apoyándonos en la figura 

1.34, se cumple 

dt = -f B 1 E 

1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
\ 

X 

/ 
/ 

1 

z 1 
1 

¡ 

./"",. ..... 

y 

Z¡¡) 

trayectoria 

FIGURA 1.34. Porción de línea infinita y trayectoria para eva~uar 

la diferencia de potencial VAB . 

Además 

+ 
dR.z = y 
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quedando 

~ 

sustituyendo la magnitud de E 

integrando 

y se obtiene que 

1 
= - 4nEo 2A 

= - 1- 2A 41TE 0 

dr -r 

[v] (1.115) 

f) Diferencia de potencial entre dos puntos producida por dos pl~ 

cas conductoras, paralelas y con cargas iguales en magnitud y sig

no contrario 

, 

• 

Antes de iniciar el cálculo de la diferencia de potencial, es con 

veniente aclarar la diferencia entre el campo que produce una su

perficie cargada (ecuaci6n 1.41) y el campo que produce una placa., 

Esta última en realidad posee dos superficies cargadas, como se i~ ' 

dica en la figura 1,35. 
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anterior 
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FIGURA 1.35. Placa circular formada por dos superficies cargadas 

positivamente A¡ y A2 . 

Por lo anteriormente expuesto, si A es un punto cercano a la 

placa, b << ro se desprecia el efecto de los bordes, y aplican

do el principio' de superposici6n se tiene 

-+- -+- -+- C1 (] 

EA = EA¡ + EAz = 2Eo j + 2E 0 
j 

quedando 

-+- (] [~] EA = j 
E o 

(1.116) 

En el caso de dos placas con carga de la misma magnitud y signo 

contrario, al colocar las placas frente a frente se presenta el 

fen6meno de inducci6n, y en esencia todo el exceso de carga apar~ 

cerá en las dos superficies cercanas, Aplicando nuevamente el 

principio de·superposici6n, y considerando las suposiciones mencio 

nadas anteriormente, tenemos que la magnitud del campo entre las 

placas es 

E = C1 

E o [~] (1.117) 
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y el campo fuera de la zona .de 'placas será aproximadamente cero. 

Entonces, la diferencia de potencial entre dos puntos A y B 

ubicados dentro de la zona de_campo se calcula de manera análoga 

al inciso (d). 

Si los puntos son los mostrados en la figura 1.36, entonces 

VAB (1.118) 

z 

+ + + 
+ + 

+ +i d 

A 

1 1 / 
-----+------f--1-+-----Y ¡¿ ___ __ y 

X 

FXGURA 1.36. Superficies paralelas con carga contraria. 

Si e y D· son puntos sobre las placas, la diferencia de poten

cial entre éstos es la diferencia de potencial entre placas y 

v0c • E (z0 - zc> • - Ed (1.119) 

Veo = Ed (1.120) 

, 
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El uso de la expresi6n (1.120) es muy sencillo, ya que no requie

re de un sistema de referencia¡ sin embargo, debemos tener cuidado 

con el signo del resultado, como en el caso de la ecuaci6n (1.119). 

g) Ejemplos adicionales de inter€s 

Se deja _como ejercicio al lector ·demostrar que: 

La diferencia de potencial entre dos esferas conductoras concén

tricas con cargas iguales en magnitud y signo contrario es 

- 1 [1 1] VAB - 4,~. Q - - -
~ rA, rB 

[v] (1.121) 

donde rA y rB son los radios mostrados en la figura 1.37. 

FIGURA 1.37. Esferas conductoras concéntricas con carga contraria. 

~ Explique con base en la figura 1.37, por qué 

La diferencia de potencial entre dos cilindros conductores coaxia 
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les muy largos, con cargas de la misma magnitud y signo dis.tinto 

es 

VAB = 1 21. 
~ 

[v] (1.122) 

donde rA- ·y · rs -son-los -radios indicados· -en la figura 1. 38 ---Y-

FIGURA 1.38. Cilindros conductores coaxiales con carga contraria, 

Explique conbase.en la figura 1.38 por qu€ 

' 
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1.16 GRADIENTE DE POTENCIAL 

En la mayoría de los problemas electrostáticos prácticos no es p~ 
sible obtener la función que determina el vector campo eléctrico 

en 'cada punto de una región, con base en la distribución de carga, 

debido a que ésta última no es conocida. Generalmente la informa 

ción que se tiene es la diferencia de potencial que existe entre 

conductores, por ello el procedimiento usual es obtener primero 

la función de potencial, como se verá en el subtema siguiente, y 

a partir de ésta el camP.O eléctrico, con el procedimiento indica

do a continuación. 

Si se conoce la función de potencial V(x, y, z) y se considera 

la ecuación (1.95) 'tenemos 

t::.V = dV = av dx + av d + av dz 
ax ay y az (1.123) 

ecuación que podemos expresar vectorialmente de la forma siguien

te 

. ~ ~ 

t::.V dV = ('lV) di (1.124) 

recordando la ecuación (1.103) 

si A y B ·son dos puntos muy cercanos, la expresión anterior 

se puede escribir como 

~ 

t::.V = - E 
~ 

di (1.125) 
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comparando las ecuaciones (1.124) y (1.125) concluimos que 

Es decir 

E = X 
av 
ax ' 

.... .... 
E = - VV 

Ey= av 
ay y E = z 

av 
az 

(1.126) 

Por nuestros cursos ·.de matemáticas sabemos que la función escalar 
' de variable vectorial o campo escalar V(x, y, z) = V0 repre-

senta una superficie para cada valor del potencial V0 Al eva-

luar el gradiente de dicha función obtenemos un vector perpendic~ 

lar a la superficie, el cual señala en la dirección de aumento má 

ximo de la función de potencial; es por ello que aparece un signo 

negativo en la ecuación (1.126) ya que, por convención, la direc

ción del vector campo eléctrico es la contraria. 

A las superficies que se obtienen para un valor dado V0 en 

V(x, y, z) = Vo se les conoce como superficies equipotenciales. 

Podemos afirmar entonces que la dirección del vector intensidad 

de campo eléctrico en un punto, siempre es perpendicular a la su

perficie equipotencial que contiene a dicho punto. 

Sabiendo que para una carga Q positiva colocada en el origen de 

un sistema cartesiano de referencia, la función de potencial está 

dada por la expresión (1.105), evalGe el gradiente negativo de di 

cha función y obtenga la función del campo eléctrico, ecuación 

(1.7); demuestre también que las superficies equipotenciales son 
esferas concéntricas con la carga Q • 

Se bugiere como ejercicio adicional resolver el problema anterior 

en coordenadas cilíndricas y en coordenadas esféricas. 

, 
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~ Recuerde que: 

1 

El gradiente de potencial en coordenadas cilíndricas se expresa 

~ av A 1 av A av • 
vv = ar r + r ae· 6 + az z 

y en coordenadas esféricas 

~ 

vv = av r + 1 
ar r sen <1> 

1.17 ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE 

av e + 1 
ae r 

Como se indic6 en el subtema anterior, en la mayoría de los pro

blemas electrostáticos prácticos-no se conoce la funci6n de pote~ 

cial y debemos obtenerla generalmente con base en el potencial o 

la diferencia de potencial entre conductores. Presentaremos aho

ra las ecuaciones que permiten obtener la funci6n de potencial 

cuando se conocen las condiciones de frontera. 

Recordando la expresi6n de Gauss en forma diferencial (ecuaci6n 

1.78) tenemos que 

y de la ecuaci6n (1.126) 

~ ~ 

E = - VV 

combinando estas dos ecuaciones resulta 

~ 

-V • 
~. p 
vv =

€o 
( 1.127) 
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como 

+ 
V 

+ 
vv a 2v a 2v a 2v 

=a;cz+a?+azz= (1.128) 

r la ecuaci6n (1.127) queda 

(1.129) 

Esta última ecuaci6n se conoce como ecuaci6n de Poisson. En el 

caso particular de una regi6n con densidad volumétrica de carga 

p igual a cero la expresi6n (1.129) se reduce a 

v2v = o (1.130) 

que es la llamada ecuaci6n de Laplace. 

El teorema de unicidad indica que cualquier soluci6n de la ecua

ci6n de Poisson o Laplace que satisface las condiciones de front~ 

ra es única, es decir, no existe otra soluci6n. No se dará aquí 
la demostraci6n, ya que rebasa la intenci6n de este libro. 

La integraci6n directa de estas ecuaciones es posible en casos 

donde el potencial s6lo es funci6n de una variable y además se 

tiene alguna-de las siguientes condiciones: p =O o bien p 

es una funci6n integrable. 

Cuando el potencial es funci6n de más de una variable, es posible 
encontrar soluciones para ciertos casos particulares, pero la so

luci6n general del problema s6lo es factible por medio de métodos 

numéricos que requieren del uso de una computadora, con la cual 

se obtienen los puntos requeridos que satisfacen la ecuaci6n de 

Poisson o Laplace, según el caso, y que describen el comportamie~ 
to de la funci6n de potencial en la regi6n considerada. 

1 
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~ Resolveremos dos ejemplos donde el potencial es funci6n de una so 

la variable y se tienen definidas las condiciones de frontera. 

1 

a) Superficies conductoras cargadas paralelas 

Consideremos las superficies mostradas en la figura 1.39 donde 

V= O para y= O y V= V0 para y= d • 

z 

X 

1--- d----i 

1 
1 
1 
1 

V= V0 

1 ---t--:1'----+--- y 
}-------

// 
/ 

FIGOJIA 1.39. Superficies conductoras paralelas donde se conocen 

las condiciones de frontera, al despreciar el efecto de los bor

des. 

considerando que en la regi6n entre las superficies no existe car 

ga, podemos aplicar la ecuaci6n de Laplace para determinar la fun 

ci6n de potencial, siempre y cuando se conozcan las condiciones 

de frontera. 

Si despreciamos el efecto de los bordes, es decir, consideramos 

que no existe. campo el~ctrico fuera de la regi6n entre las pla

cas, conocemos entonces el valor del potencial en toda la frente 

ra de···la regi6n, y la ecuaci6n de Laplace nos llevará a una solu 

ci6n tinica: 
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De la ecuaci6n (1.130) 

Al desprecia,r_el_ ~fe_c1:;o -~~ los bordes la ecuaci6n anterior se re-

duce a 

integrando dos veces resulta 

V(y) = Ay + B 

aplicando las condiciones de frontera 

como V(O) = O 

y V(d) = v. por lo que 

finalmente la expresi6n buscada es 

v. 
vcy> =a Y 

B = O 

A= 

b) Cilindros conductores coaxiales cargados 

v. 
d 

En algunos casos la selecci6n del sistema coordenado conveniente 
simplificará los problemas y permitirá la integraci6n directa, co 
mo en el ejemplo siguiente. 

, 

1 
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Consideremos los cilindros conductores coaxiales mostrados en la 

figura 1.40, los cuales pueden representar el cátodo y el ánodo 

de una válvula de vacío. 

Despreciando el efecto de bordes se tiene un problema cuyas cond! 

cienes de frontera son conocidas: supondremos que p(r) 

donde e es una constante, y aplicaremos la ecuaci6n de 

para obtener la funci6n de potencial. 

z 

X 

e =r, 
Poisson 

FXGORA 1.40. Cilindros coaxiales conductores con densidad volumé 

trica de carga entre ellos. 

Usaremos p~~a el problema coordenadas cilíndricas; en este siste

ma se tiene que 

= ! _a [r av] + 
r ar ar 

1 
r2 

Aplicando la ecuaci6n de Poisson (1.129) 
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para el problema que deseamos resolver se reduce a 

1 d [r ddVr] = r dr 
1 -r 

y_ que_da:, al realizar _!a __ PE~e~_a __ i_~tegraci6n __ 

dV 
r dr 

despu~s de la segunda integraci6n tenemos 

V(r) = cr+Alnr+B 
E o 

Las constantes de integración A y B se evalúan con las condi

ciones 

y 

restando la penúltima expresi6n de la última expresión 

A= 
ln rA 

B e = Eo rB -

, 
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y la funci6n de potencial buscada es 

V(r) = e 
E o 

[v] 

Compruebe que la expresi6n de potencial en la regi6n entre dos es 

feras conductoras conc~ntricas de radios rB y rA y potencia

les V = O y V = VA respectivamente, está dada por la expresi6n 
en coordenadas esf~ricas 

V (r). = 

Recuerde que en coordenadas esf~ricas 

íi 2V = 1 a 
[r2 av J + 

1 a 2v 
+ 1 a [ av] o 4> 31" sen 4> 31" = r2 ar ar r2 sen 2 

4> ae 2 r2 sen 
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1.18 CAMPO Y POTENCIAL ELECTRICO EN PRESENCIA DE CONDUCTORES 

Cuando existe un campo el~ctrico en el interior de un conduc
tor, sus portadores de carga se moverán en dirección del campo 

si son positivos y en dirección contraria en caso de ser nega

tivos; este movimiento dará como resultado una acumulación de 
·-----··--carga que~ en· estado éstaJ:>re-o --erectrostát1.có, se opo-ndrá· al -

movimiento original creando un campo el~ctrico contrario al 

aplicado. 

El equilibrio estático de carga se logra entonces cuando el 

campo el~ctrico inducido cancela exactamente. el aplicado; es 

to implica que el campo electrostático dentro de cualquier 

conductor cargado o descargado, en presencia o no de otros 

cuerpos cargados cercanos, será siempre cero. 

~omo consecuencia de lo anteriormente expuesto, el exceso de 

carga y la carga inducida en un conductor, bajo condiciones 
electrostáticas residen en su superficie. Aplicando la ley 

de Gauss en una regi6n interior del conductor, como E = O , 

concluimos que no existe carga neta en esta regi6n. 

Podemos asegurar tambi€n que la dirección del campo electro~ 

tático es normal a la superficie del conductor, ya que si 

existiera una componente en la dirección tangente a la supe!_ 
ficie, esta componente ocasionaría movimiento de cargas, lo 

cual contradice nuestra suposición de que se ha alcanzado el 

equilibrio estático. 

Al aplicar la ley de Gauss a una parte de la superficie de 

un conductor cargado, construyendo una superficie gaussiana 

cilíndrica, como la mostrada en la figura 1.41, podemos de
mostrar que el campo el~ctrico depende de la densidad supe!. 
ficial local de carga. 

, 

J 
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O:>nductor E = O 

FIGURA 1.41. Superficie gaussiana que contiene una porción de 

conductor. 

De la ecuaci6n (1.50) 

E o 

Por ser la superficie gaussiana.muy pequeña, E se puede consid~ 

rar constante en toda la superficie ~A y¡perpendicular a ésta, 

por lo tanto 

E~A = cr~A 
E o 

de donde 

E = (1.131) 

Este último resultado es engañoso ya que podemos pensar que el 

campo eléctrico no depende de la existencia de carga en el resto 

de la superficie del conductor, sin embargo no olvidemos que la 

densidad superficial cr que aparece es el resultado de la ubica

ci6n est~tica del exceso de carga en toda la superficie de dicho 

conductor. 
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Con base en lo comentado y apoyándonos en la ecuaci6n del gradie~ , 

te de potencial, concluimos que el potencial en el interior del 

conductor debe ser constante ya que 

_,. _,. 
E=- VV 

pero E = O en el interior, entonces 

_,. 
vv = o 

y V = constante. 

Además, todos los puntos de la superficie deben estar al mismo p~ 

tencial, ya que si existe diferencia de potencial entre dos pun

tos de dicha superficie, las cargas se desplazarán contradiciendo 

una vez más nuestra suposici6n de equilibrio estático. Concluimos 

que un conductor bajo condiciones electrostáticas es un volumen 

equipotencial. 

Dado que la superficie del conductor es equipotencial, al evaluar 

el gradiente de potencial en la superficie obtendremos en cada 

punto un vector perpendicular a ella, como ya se hab!a indicado. 

En un cuerpo conductor cargado de forma irregular,, la densidad s~ 

perficial de carga no es constante, debido a que el exceso de car 
ga se distribuye de tal forma que la energ!a potencial sea m!nima, 

es decir, las cargas en exceso tratan de alejarse lo más posible 
unas de otras·. Como las zonas de menor radio de curvatura son 

las más lejanas y además su superficie es pequeña, la densidad su 
perficial de carga será mayor en ellas, y en consecuencia el cam

po eléctrico más intenso se localizará en los puntos cercanos a 
las puntas. 

1 
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El conocimiento de las características mencionadas nos permitirá 

simplificar la soluci6n de muchos problemas prácticos como el que 
. . 

a continuaci6n se describe: consideremos un cable típico, forma-

do por dos alambres conductores cilíndricos paralelos, en el que 

deseamos conocer el campo eléctrico que existe entre los conducto 

res cuando se les aplica una cierta diferencia de potencial. 

Aunque conocemos la forma de evaluar el campo eléctrico que prod~ 

ce un cilindro conductor cargado y la validez del principio de su 
perposici6n, no podemos aplicar directamente estos conocimientos, 

ya que por ser dos conductores cercanos, el fen6meno de inducci6n 

alterará la distribuci6n de carga de cada cilindro. 

Aunque para resolver el problema es posible aplicar la ecuaci6n 

de Laplace fijando las condiciones de frontera, usaremos un proc~ 

dimiento más simple basado en las propiedades del campo y poten-
. 

cial eléctricos en presencia de conductores. 

La figura 1.42 muestra dos segmentos de línea muy largos con dis

tribuciones lineales de carga Á y -Á , el potencial en un pun 
to cualquiera A es 

(1.132) 

z 

b 

FIGURA 1.42. Segmentos de alambres conductores con distribuciones 

lineales de_ carga constante 1 y -1 • 
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Se sugiere como ejercicio al lector comprobar la ecuaci6n (1.132),, 

integrando la ecuaci6n (1.107) o por medio de la ecuación (1.112) 

y el principio de superposición, haciendo en ambos casos tender 

x. a infinito. 

Las superficies equipotenciales que este arreglo produce son ci

lindros no coaxiales, y las intersecciones de estas superficies 

con- el plano --yz- --de-la figura -son circunferencias- no- concéntri-___ _ 

cas, como se muestra a continuación: la superficie de potencial 

v. se obtiene con la ecuación (1.132) 

v. (1.133) 

de donde 

(1.134) 

y de la figura 1.42 

quedando q11e_ _ 

z2 + (y - b/2) 2 
(1.1.35) 

z2 + (y + b/2) 2 

La ecuación anterior representa una circunferencia con centro en 

las coordenadas 

[~ 1 o] (1.136) 
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~ y su radio es 

1 

r = a b (1.137) 

La figura 1.43 muestra los conductores y algunas de las circunfe

rencias mencionadas. 

y 

FIGURA 1.43. Alambres conductores paralelos largos y superf ic.ies 

equipotenciales asociadas. 

Por ser equipotencial la superficie de cualquier conductor carga

do, podemos sustituir una de las superficies equipotenciales en

contradas por la de un conductor, sin alterar las caracteristicas 

electrostáticas· del arreglo en puntos exteriores a éste. 

Regresando a nuestro problema original observamos que los cilin

dros conductores pueden ser sustituidos por dos lineas con densi

dades superficiales/constantes y con base en la diferencia de po

tencial entre los cilindros obtendremos la posici6n de las lineas 

que los sustituyen. 

Si tenemos dos cilindros conductores de radio de secci6n transver 

sal a , separados sus centros una distancia d con una diferen 
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cia de potencial entre ellos V12 , conocemos el radio y el cen- 4IP 
tro de cada circunferencia, por lo que de las ecuaciones (1.136) 

y (1.137) tenemos que 

a = 

de donde 

o su equivalente 

finalmente 

Bb 
s2 - ~ 

y 
d b = 2 2 

d s2 + 1 - = a B 

s2 + 1 
1 - ¡¡2 

a~ 2 - dB + a = O 

B = 

Si los potenciales de cada cilindro son v 1 y v 2 , de (1.132) 

V1 = >. ln B 
21TE 0 

= ->. ln B 
21TE 0 

y como V1 = - V2 , la diferencia de potencial es 

(1.138) 
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~ Suponiendo un cable con dimensiones 

1 

a= 1 mm d = 6 mm y V¡2=120V 

compruebe que es posible sustituir los cilindros por l!neas colo

cadas en y = ± 2.83 mm con densidades lineales constantes 

). = ± l. 89 nc 
·ID 

Verifique tambi€n que la magnitud máxima del campo el€ctrico que 

.se presenta en la superficie de cualquier cilindro es 

1 
4nE 0 

2). [ 4.~3 + 0.~3 J 103 = 

1.19 METODO DE IMAGENES 

4.8 X 10 4 V 
m 

La soluci6n de muchos problemas electrostáticos puede simplifica~ 

·se reemplazando la distribuci6n original de carga por otra que 

simplifique los cálculos, y que en la regi6n de inter€s sea equi

valente. 

Ya que cualquier superficie conductora puede ser reemplazada por 

una superficie equipotencial id€ntica producida por un arreglo 

de cargas, el problema será encontrar la ubicaci6n de las cargas 

que producen tal superficie equipotencial. Una vez encontrada p~ 

demos utilizar el arreglo para cualquier cálculo, como se indica 

a continuaci6n. 

Un caso t!pico se muestra en la figura 1.44, donde se tiene una 

carga puntual Q cercana a una superficie conductora conectada 

a tierra. 



lOO 

' ' 
\ 

' /· 

Q 
d 

' ' 

FIGURA 1.44. carga puntual Q cerca de una superficie plana con

ductora muy grande y aterrizada. 

Si se desea, por ejemplo, conocer el campo eléctrico en un punto 

cualquiera de la re_gi6n entre la superficie y la carga Q , no 

podemos evaluarlo de la manera usual porque no se conoce la dis

tribuci6n de carga en la superficie conductora. 

Si suponemos la existencia de una carga -Q colocada detrás de 

la placa a una distancia d , debido a la simetría de la figura 

se obtendrá el potencial deseado en la superficie conductora, es 

decir,_ estará a un potencial cebo por estar conectado a la refe

rencia. 

Para calcular el campo eléctrico en la regi6n deseada, usaremos 

en vez de la superficie, la carga ficticia -Q , llamada carga 

imagen. Este procedimiento dará el valor correcto para el campo 

en esta regi6n, pero no es válida su aplicaci6n para puntos a la 

·izquierda de la placa, ya que en esa zona el campo eléctrico es 

cero. 

A 

""" superficie de potencial ce= 

FIGURA 1.45. Carga puntual Q y posición de su carga imagen de

trás de la superficie conductora. 

, 
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Con referencia a la figura 1.45, el potencial en un punto cualqui~ 

ra A es 

V- 1 
-~ [~- ~] 

La densidaj de carga inducida en la superficie conductora se puede 

obtener con la componente normal del campo eléctrico 

Se deja como ejercicio demostrar que 

Qd = - 2nr3 

Otro ejemplo de aplicación del método de imágenes es el caso de 

una carga puntual Q cercana a una esfera conductora conectada a 

tierra, como se muestra en la figura 1.46. 

FIGURA 1.46. Carga puntual Q cerca de una superficie esférica 

conductora. 

Es posible demostrar que la carga imagen debe ser colocada a una 

distancia a del centro de la esfera dada por la relaci6n 

r~ 
a = d 
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y su magnitud debe ser , 
Q' = r. 

ero 

Si la esfera no está conectada a tierra y posee además un exceso 

-- de-carga-,---el- problema-se resuelve- colocando dos -cargas-puntuales-;---~-~----
' la primera producirá el efecto considerado anteriormente y la se-

gunda colocada en el centro de la esfera fijará el potencial desea 

do en su super~icie. 

PXGORA 1.47. Carga negativa cercana a una placa conductora gran

de y aterrizada, carga imagen y líneas de campo eléctrico asocia-

das. 
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PROBLEMAS 

1.1 Calcule en forma vectorial la fuerza que ejerce cada carga 

puntual sobre la otra, ver la figura P1 .1. 

Y [an] q¡= -10)JC 

3 
________ _,qz (4 ,3) 

1 q2= 2.5¡¡C 
2 1 

1 

1 1 
1 
1 x [an] q¡ (0,0) 

1 2 3 4 

Figura P1.1 

1.2 Con referencia a la figura p 1 • 2. si· al colocar un electrón 

(qe = - 1 • 6 X 1 o-19 C) en el punto A • la fuerza eléctrica que 
+ ~ ~ 

se ejerce sobre él es F = -(80 X + 40 y) X 10-1s N, calcule: 

a) El vector intensidad de campo eléctrico en el punto A. 

b) La magnitud y signo d~ la carga Q , que colocada en el ori

gen produciría dicho campo. 

Y [an] 
3 

2 •A (4 ,2) 

1 

o 1 2 3 4 
x [an] 

Figura P1.2 
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1.3 

p ' 

Calcule el vector intensidad de campo eléctrico en los puntos 

Q y R de la figura P1.3, debido a la presencia de lascar-

gas puntuales ql = -8 ~e colocada en 

locada en B(O, J, O) cm y q 3 = 6 ~e 

z [~] 

B 

/ q2 
TR / 
1·/ 
1 / 
1/ _____ ..., 

·x [cm] 
Q 

Figura Pl.3 

A(O,O,O), ~e co 

1 ) cm. colocada en C(4, O, 

y [cm] 

P (0,0,1) cm 

Q C4, 3; o l -cm---
R (4,3,2) cm 

1.4 Un alambre delgado se dobla para formar un cuadrado de 6 cm 

de lado. 

z [cm] 

x [cm] 

, 

Figura Pl. 4 -1 
Considere el sistema de referencia mostrado en· la figura P1 .4, 

suponga 

). = - ..!. 
3 

que el alambre posee una densidad de carga uniforme 
~e 

m 
y calcule: 
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a) El vector intensidad de campo eléctrico en los puntos o ' A 

y B • 

b) El vector intensidad de campo eléctrico para un punto e si-

tuado sobre el lado positivo del eje y , a 90 cm del origen. 

Compare el resultado anterior con el obtenido por medio de la su

posición de que, a esa distancia, el arreglo puede ser considera

do como carga puntual, y concluya. 

1.5 Suponga un anillo circular cargado y colocado en el plano yz, 

como se muestra en la figura P1.5. si el 
+ 

po eléctrico en el punto B es E8 = 36 i 

dad lineal de carga es uniforme, calcule: 

vector 
N 
e 

intensidad de cam 

cuando la densi-

a) El radio del anillo si su carga en exceso es Q = 12.5 pe . 

b) El vector intensidad de campo eléctrico en el punto 

e ( 9 O , O , O) cm . 

Use el resultado obtenido en el inciso a y compare el resultado 

con la aproximación que resulta al considerar el anillo como una 

c·arga puntual y concluya. 

z [cm] 

B ( 4, O 1 O) 
x [cm] 

Figura Pl.S 
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1.6 Suponga una superficie circular de radio a = 20 cm , con 

una carga Q = 40 pC uniformemente distribuida en ella. Conside 

re eÍ sistema de referencia de la figura P1.6, en el cual.el eje 

y coincide con la perpendicular a la superficie que pasa por el 

centro y calcule: 

.... 
a) El vector intensidad de campo el·éctrico E en los puntos 

-- -A-(CC l' O) cm, B (O, 1 o' o) cm y 

.... 
b) El error involucrado en el cálculo de E para cada punto 

del inciso anterior, considerando la superficie muy grande y con

cluya. 

e) Lo mismo que en el inciso anterior, pero ahoia considere a la 

superficie como carga puntual. 

z [cm] 

y [cm) 

x{cm] 

Figura Pl. 6 

1.7 Se sabe que en el interior de una superficie cerrada de for-

y negativa; la magnitud de la 

Si el flujo eléctrico ~e ' a 

ma irregular existe carga positiva 

carga negativa es 0.522 x 1o- 8c . 

través de dicha superficie es 2800 N•m 2 

e calcule la magnitud de 

la carga positiva que existe en el interior de la misma. 

1.8 Una esfera dieléctrica maciza, de 10 cm de radio, posee una 

carga uniformemente distribuida en todo su volumen. 

, 

1· 



' 

1 

107 

Si p = 2.5 
1T 

calcule la magnitud del vector intensidad de 

campo para puntos que distan del centro de la esfera la cantidad 

r indicada. 

a) Centro de la esfera (r = O) 

b) Punto interior (r = O. 05 m) 

e) En la superficie de la esfera (r=10cm) 

d) Punto exterior (r = 20 cm) 

1.9 Se tienen tres cargas puntuales colocadas en el plano xy de 

la figura P1.9, calcule: 

a) El potencial en los puntos A y B . 

b) La diferencia de potencial VBA • 

e) La energía potencial eléctrica de q3 . 

d) El potencial en el punto A y en el punto B y la diferencia 

de potencial VAB , considerando el origen como punto de potencial 

cero. 

y [cm] 
Carga Posici6n 

q¡ = 10 nC (-2' 2) 

q2 = -20nC (o 1 -2) 

-+---+--B+--(2.:...., 0:..:..)_ X [cm) 
-2 . 2 

q3 = 20 nC ( 2 1 2) 

Figura Pl.9 
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1.10 Dentro de la esfera conductora hueca de la figura P1 .10 exis 

te una pequeña esfera con carga Q = 100 nC • Si la superficie e~ 

terior se conecta a tierra mediante un alambre conductor y conside 

rando las condiciones de equilibrio estático, calcule: 

a) La densidad superficial de carga a en la superficie interior 

y exterior de la esfera. 

b) Los potenciales en las superficies interior y exterior de la 

esfera y en el punto a . 

e) La diferencia de potencial entre los puntos a y e 

ra = 6 cm 

rb = 9 cm 

re = 12 cm 

Figura Pl.lO 

l.ll Obtenga la energía potencial eléctrica que posee el arreglo 

de cargas puntuales de la figura P1.ll. Indique también si fue 

necesario suministrar energía para lograr dicho arreglo. 

/~ q2 ql = 4 ¡¡C 
1 \ 

1 \ 
4 cm ¡ \ 4 cm q2 = -6 ¡¡C 

1 \ 
1 \ 

8 ¡¡C 1 \ q3 = 
1 \ 

q 1--------·q 3 
3 cm 

Figura Pl.·ll 

, 

1> 
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1.12 Calcule"el potencial en el centro del marco conductor carg~ 

do de la figura 

uniforme A = -

P1.12, suponga 

lx lo-6 e 
que posee una distribución lineal 

6 m 

; 
; 

; 

; 
; 

; 
8 cm 

)¡"~0----+--+----- y 
1 

~~ 

Figura P1.12 

) 

1 • 13 Suponga que la superficie circular de radio r 0 = 40 cm de 

la figura P1.13 posee una densidad superficial uniforme de carga 

a = 70.8 ~; Para puntos colocados sobre su eje y a las distan-
m 

cías indicadas: 

z 

a b 

X 

Figura P1.13 
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a) Calcule los potenciales Va y Vb así 

potencial Vab para los casos siguientes: 

a • 1 ) Ya = 

a. 2) Ya = 

a.3) Ya = 

o.s 

40 

25 

cm 

cm 

m 

yb = 1 cm 

yb = SO cm 

yb = 30 m 

como la diferencia de 

b) Compare los resultados de Vab de los incisos a.1 y a.3 con 

los obtenidos al considerar la placa muy grande o carga puntual 

según las distancias involucradas. 

1.14 suponga un par de cilindros conductores muy largos y coaxia 

les, con las dimensiones mostradas en la figura P1 .14; si se les 

aplica una diferencia de potencial Vab = 120 V y considerando 

como referencia el cilindro exterior obtenga: 

a) El potencial de cada cilindro. 

b) La densidad superficial de carga en las superficies interior 

y exterior de cada uno de los cilindros. 
\ 

e) El exceso de carga en 3 m de longitud del cilindro externo. 

d) El vector intensidad de campo eléctrico máximo. 

r¡ = 2 nun 

rf~G~¿~~-=~::--==-
r2 = 5 nun 

r3 = 9 nun 
--·--· 

r4 = 1.2 cm 

b 

Figura Pl.l4 

, 

1· 
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1.15 La gr&fica de la figura P1.15 representa la variaci6n del 

potencial con respecto a 1~ distancia x , a un cierto punto de 

referencia, en una zona donde existe campo eléctrico. Obtenga la 

variaci6n del campo eléctrico en la direcci6n de x y represént~ 

la en una gr&fica. 

Explique por qué el &rea total dada por la integral 

debe de ser cero. 

V (x) [v] 

6 

4 

2 x [m] 
V (x) = x2 

2 6 10 13 

Figura Pl.15 

1.16 Considere que las líneas de la figura P1 .16 son muy largas 

y calcule el potencial para los puntos A, B, e y D cuando 

las líneas poseen densidades lineales uniformes A y -A 

e 
Dr-- --:--:_--

' 1 

--<1'-----T--+---~<---B~-- y [cm J 
A ---...... 

A 
, x [cm], 

b=6cm'· 

Figura Pl.16 

A = 
A(4, 

B(O, 
C(O, 

D(O, 

1 J!C 
9 m 

o, O) cm 

6, O) cm 

O, 4) cm 

-6, 3) cm 
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1.17 Suponga un cable muy largo con las dimensiones mostradas en 

la figura P1 .17, al cual se le aplica una diferencia de potencial 

v1 2 =12ov calcule el vector intensidad de campo eléctrico en 

los puntos A, B y C 

a = 1 mm A( O, -1, O) mm 

d = 4 mm B (0, o 2) mm , 
C(O, -3, 0) mm 

-------- ------------- -

, 

-- ----------- - --------- -----~---

y 

d---l 

Figura P1.17 
: 

- -. 

1 
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CAPilULD 2 CAPACITANCIA Y DIB.ECTRICOS 

1 N T R O D U C C 1 Ó N 

Uno de los elementos eláctricos básicos que existen es el·capaci

tor. En el pre_sente tema estudiaremos la propiedad de los conduc 

tores conocida como capacitancia y realizaremos el cálculo de los 

capacitares de uso común. 

Al analizar los dieláctricos (sustancias aislantes), observaremos 

cuál es su influencia en las características del capacitar y cuá~ 

do se emplean en el espacio comprendido entre los conductores que 

lo forman. 

Para los estudios antes indicados emplearemos los conceptos y le

yes expuestos en el primer tema, haciendo énfasis en el tratamien 

to del concepto de energía potencial eléctrica, as! como en las 

propiedades eléctricas de los materiales empleados en los capaci

tares. 

2.1 CAPACITAICIA Y SU CALCULO 

Consideremos dos piezas metálicas, a las que denominaremos elec

trodos, sin exceso de carga y separados una cierta distancia, co 
locadas en el vac!o tal como se muestra en la figura 2.1 • 

\ 
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~-~--electrodo-~a ~---electrodo~- b~ 

V = O a 
V = O 

ab V = O 
b 

PIGDKA 2.1. Modelo de capacitar descargado, 

Por ser cuerpos descargados, el poten~ial eléctrico de cada uno 

de los electrodos es cero, Empleando un agente externo que se en 

cargue del ·transporte de carga, de un electrodo a otro, traslade

mos un electr6n del electrodo a al electrodo b A partir de 

este momento el electrodo a adquiere una carga neta positiva y 

en consecuencia un potencial eléctrico positivo. Por lo que res

pecta al electrodo b , éste adquiere carga neta negativa y asi

mismo un potencial eléctrico negativo. Por esta raz6n, entre las 

armaduras tendremos una diferencia de potencial que llamaremos 

Vab ; si el proceso de transporte de cargas continfia, se incre

mentará la carga neta de cada electrodo y en consecuencia, la di

ferencia de potencial · Vab , tal como se muestra en la figura 

2.2. 

electrodo electrodo 
a b 

o 
Vab > O 

FIGURA 2.2. Modelo de capacitar cargado. 

, 

1 
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Si llamamos Q a la carga que, tiene el electrodo a , el· electro 

do b deberá tener una carga igual en magnitud pero negativa (-Q) 

y se observa que la carga neta del conjunto de electrodos es cero. 

En este proceso de carga resulta que a medida que Q aumenta, t~ 

bi€n lo hace Vab , por lo que es posi?le establecer una relaci6n 

de proporcionalidad entre dichas magnitudes 

Si introducimos en la última expresi6n una constante de proporci~ 

nalidad, a la que denominaremos e , tenemos 

de donde 

Q = evab (2.1) 

e= Q 
vab 

( 2. 2) 

A la constante e se le denomina capacitancia y al dispositivo 
mostrado en las figuras 2.1 y 2.2 se le llama capacitor, siendo 

la éxpresi6n (2.2) la definici6n de esta propiedad en el caso de 

dos conductores con cargas Q y -Q • 

La unidad de e en el SI es 

coulomb = volt 
e = = F v 

A este cociente de unidades se le ha dado el nombre de farad, en 

honor al fisico Michael Faraday. 
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2.2 EJEMPLOS DE CALCULO DE CAPACITAICIA 

a) Capacitar de placas planas y paralelas 

Analicemos el dispositiv? formado por un par de electrodos metáli 

cos planos y paralelos, los cuales han sido cargados en forma se

mejante a la antes descrita; por el momento consideremos que exis 

te vacío entre dichos electrodos. 

a Q 

1+ + + + + ... ... .¡. + +1 

/ __., 

vacío -o d 

/ -
:..... r-.. 1 

A 

,- - - - - - - - - -
b -Q 

FIGURA 2.3. Capacitar de placas planas y paralelas. 

Soluci6n 

De la definici6n de capacitancia tenemos que 

e= _g_ 
vab 

además, de la Ley de Gauss, sabemos que el campo eléctrico entre 

las placas es 

E = es· decir, 

o sea 

Q = A E o E 

E = Q 
A E 0 

(2.3) 
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Por otro lado, del tema anterior, tenemos que , 
.... 

di de la cual se obtiene 

vab = Ed ( 2. 4) 

----------- --------
Sustituyendo 

da 

c2:3y-y-(2-.4)-en-la--e-xpré-si6ri de la capa-citancia-qu~-----

e = 

o sea 

A~o 
( 2. 5) e = 

Si el área de cada placa es de 2.5 m2 y la separación entre pl~ 

cas es de 1 mm , verificar que 

e = 22.125 x lo-9 F = 22.125 nF (nF = nanofarads) 

b) Capacitor esférico 

Calculemos la capacitancia de dos electrodos esféricos concéntri

cos cargados con igual cantidad de carga pero de signo diferente 

cada uno. 

superficie 
gaussiana 
esférica 

FIGURA 2.4. Capacitar esférico. 

1 
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Soluci6n 

Sabemos que 

La diferencia· de potencial V ab se puede calcular de la expre

si6n 

... 
di ( 2. 6) 

Para este tipo de capacitores, observamos que el campo eléctrico 

entre los electrodos dependerá del valor de r , es decir 

E = f(r) • 

Mediante la aplicaci6n de la ley de Gauss a la superficie gaussi~· 

na representada en la figura 2.4, obtenemos que 

E = Q 

Sustituyendo (2.7) en (2.6) tendremos 

= Q 
4TIE 0 

Sus ti tu yendo .( 2. 8) en la definici6n de capacitancia·, tenemos 

e = Q 

Q [r~- r~] 4 TI E 0 

o sea 

e = hEo [ra rb J 
r -r 

b a 

( 2. 7) 

(2.8) 

( 2. 9) 
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Si los radios de las esferas a y b fueran respectivamente de 5 

y 10 cm , verificar que 

e= 1.112 x 10- 11 F = 11.12 pF (pF = picofarads) 

e) Esfera aislada 

Obtengamos la capacitancia de un electrodo esférico aislado. En 

este caso podemos considerar que el otro electrodo es una esfera 

concéntrica de radio infinito. 

Soluci6n 

Partamos de la expresi6n (2.9) 

e = 

[r~ - r~] 

Si la esfera b es de radio infinito, se tendrá 

por lo tanto 1 ... O 
rb 

sus ti tu yendo_ ~ste ... _resul tado en la expresi6n ( 2. 9) , tendremos 

e=---

[r~] 

es decir 

(2.10) 

, 

1 
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Con la expresi6n (2.10) podemos calcular la capacitancia de una 

esfera metálica con radio de 30 cm • Comprobar que este valor 

es 

C = 3.336 X 10-11 F = 33.36 pF 

Podemos observar de los ejemplos de capacitancia calculados, que 

esta propiedad, de un conductor o conjunto de conductores, depen

de de las características del dispositivo (capacitor) tales como: 

factores geom~tricos (distancia entre placas, área de las placas, 

radios, etc.) y el medio existente entre los electrodos, que en 

los ejemplos fue el espacio libre o vacío, por lo cual aparece.en 

las expresiones obtenidas (2.5), (2.9) y (2.10), la permitividad 

Cuando la expresi6n de la capacitancia de un arreglo de conducto

res no depende de la carga Q ni de la diferencia de potencial 

aplicada Vab , se dice que dichos capacitores son lineales, ta

les como los ejemplos analizados anteriormente. 

2.3 CAPACITORES Y SU CLASIFICACION 

El capacitor es uno de los elementos pasivos de las redes eléctri 

cas; su importancia radica en que es un dispositivo que permite 

almacenar carga el~ctrica ·y, como veremos más adelante, nos permi 

te almacenar energía. Los símbolos más comúnmente empleados para 

su representaci6n son los que aparecen en la figura 2.5. 

--~1~( ---
--~+~D~----

--~+1~----

)( • 

capacitar bipolar 

} 
capacitar electrolítico 

(polarizado) 

capacitar de valor 
variable 

FIGURA 2.5. SÍmbolos del capacitar. 
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Los capacitares se pueden clasificar de diversas maneras, según 

la característica que se tome como referencia. 

al Capacitares lineales y no lineales 

Esta clasificaci6n obedece al comportamiento del capacitar cuando 

se está llevando a cabo el proceso de carga. 

Capacitar lineal es aquel cuya capacitancia permanece constante 

sin importar la magnitud de la diferencia de potencial aplicada; 

en la figura 2,6 se representan los modelos gráficos de este ti

po de capacitares. 

vab [v] vab [v] 

FIGURA 2.6. Modelos gráficos de un capacitar lineal. 

Capacitar no lineal es aquel cuya capacitancia varía en funci6n 

de la diferencia de potencial aplicada; en la figura 2.7 se re

presentan los modelos gráficos de un capacitar no lineal. 

e Q 
--- ruptura 

(F] [e] 

,ruptura 
\ 
\ 

vab [v] vab [v] 

FIGURA 2.7. Modelos gráficos del capacitar no lineal. 

, 

1) 
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~ En adelante, emplearemos exclusivamente capacitares lineales. 

1 

b) Capacitares fijos y variables 

Un capacitar puede ser diseñado de manera que los factores que i~ 

fluyen en forma más significativa en su valor de capacitancia no 

se puedan modificar y, por tanto, su valor sea aproximadamente 

constante; a este tipo de capacitares se les da el nombre de cap~ 

citores fijos. 

Cuando alguna de las características del capacitar, por .ejemplo 

la distancia entre placas, se pueda cambiar a voluntad, general

mente mediante un dispositivo mecánico acoplado, se dice que tene 

mos un capacitar variable. 

e) Clasificaci6n de los capacitares atendiendo al material em

pleado en su fabricaci6n 

De acuerdo con el material empleado entre los electrodos metáli

cos, los capacitares se pueden agrupar, por ejemplo, en capacit~ 

res de: 

Cerámica 

Policarbonato 

Poli~ster 

Electrolíticos 

Tantalio 

Aire· 

Polietileno, etc. 

d) Clasificaci6n de los capacitares en polarizados y no polariz~ 

dos 

Algunos tipos de capacitares, debido al material empleado en su 

fabricaci6n, requieren conectarse a la diferencia de potencial 

con la polaridad indicada en ellos, tales como los electrolíticos 
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y los de tantalio; estos capacitares reciben el nombre de polari

zados, a diferencia de los no polarizados, en los que no importa 

el sentido en que se aplique la diferencia de potencial en sus 

terminales, como el de aire o de polietileno. 

2.4 DENSIDAD DE ENERGIA ELECTRICA 

Por lo que hemos visto, para cargar un capacitar se requiere de 

un agente externo, esto es, una diferencia de potencial a la cual 

se puedan conectar las terminales del capacitar. Este alcanzará 

su carga máxima cuando la diferencia de potencial entre sus elec

trodos sea igual a la del agente externo. 

Al efectuar el proceso de carga, se realiza un trabajo al trasla

dar dichas cargas de un electrodo a otro. Si a las terminales 

del capacitar cargado les conect~os, por ejemplo, un conductor 

o.un foco de filamento, las cargas tendrán un camino por donde r~ 

gresar a la placa de donde fueron extraídas; en este proceso se 
J 

observará respectivamente, la aparici6n de energía en forma de e~ 

lor o luminosa. Esto significa que el capacitar cargado ha adqu! 

rido una capacidad para producir cambios, esto es, ha adquirido 
~ 

energía potencial eléctrica ya que las cargas fueron trasladadas 

a una regi6n de mayor potencial. 

Calculemos la énergía almacenada en un capacitar a través del tra 

bajo realizado en el proceso de carga. 

Recordemos que el trabajo necesario para trasladar una carga pun

tual q de un punto b hasta un punto a a través de un campo 

eléctrico es 

, 
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+q 
1+ + + + + + +J X 

d 

/Area A 

¡- - - - - -1 y 
-q 

FIGURA 2.8. carga de un capacitar . 

• 
Refiriéndonos a la figura 2.8, pensamos en que el trasladar la 

carga Q total de la placa inferior a la placa superior, se ha 

realizado trasladando pequeñas porciones de carga dq y efec

tuando para cada una de ellas un trabajo dW , esto es 

dW 
y X 

(2 .11) 

Integrando la expresi6n (2.11) obtenemos el trabajo total efectua 

do al cargar el capacitar con una carga Q , por lo tanto 

V dq xy (2.12) 

pero observamos que la diferencia de potencial Vxy es variable, 

ya que dependé de la cantidad de carga en las placas, es decir, 

Vxy = f(q) ; esta funci6n se obtiene de la definici6n de capaci

tancia y queda 

V = ~ 
xy e 

Sustituyendo esta expresi6n en la (2.12) tenemos 

S. dq e 
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la cual al integrar , 
(2.13) 

En la expresi6n (2.13), bwa representa el trabajo total efectu~ 

·-- ·- · ·--do- al- cargar el--capaci tor .- · Si- no -existen efectos disipativos-,~]:a---- -- -·--"

energía almacenada deberá ser de igual valor. De este modo, si 

denominamos a la energía almacenada con la letra U , se tendrá 

que 

(2.14) 

Combinando la última expresi6n con la definici6n de capacitancia, 

se puede obtener 

u 1 cv 2 = 2 ab (2.15) 

o también 

u 1 = 2 QVab (2 .16) 

Hagamos un análisis de unidades en la expresi6n (2.14) para veri

ficar que U está dada en unidades de energía 

donde 

y 

ya que el 2 es adimensional, por lo tanto 

cz 
= = F 

c2 
= e cv J =e e= J 

'ij 

1 
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Comprobar que un capacitar de 100 JJF , que tiene una di'ferencia 

de potencial de 40 V entre sus terminales, posee una energía al 

macenada de 0.08 J 

La energía almacenada en el capacitar se debe a la presencia de 

cargas en las placas, pero tambi~n debido a estas cargas existe 

un campo el~ctrico entre ellas. Investiguemos la relaci6n que 

tienen la energía y el campo el~ctrico en un capacitar. 

De la expresi6n (2.15) sabemos que 

u = 1 cv 2 

2 ab 

pero la diferencia de potencial, para el caso del capacitar de 

placas planas, se puede obtener de la ecuaci6n 

.... 
vab = dR. quedando 

y, de la expresi6n (2.5) tenemos' que la capacitancia está dada 

p..or 

e = 

Sustituyendo estos resultados en la ecuaci6n (2.15), tendremos 

u 1 
[ E~A J [ Ed r = 2 

o sea 

u 1 E0 AdE 2 (2.17) = 2 
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En la última ecuaci6n se observa que U= f(E) ya que E 0 , A y 

d son constantes para un capacitar dado, y al no existir campo 

eléctrico E , la energía U es cero. 

Resulta válido considerar que la energía almacenada en el capac.i

tor fue la requerida para establecer el campo eléctrico. Para el 

caso del ·capaci tor de placas planas y paralelas, el campo eléctr i 

, 

----------------------------- -- ------- ---· ------ ·-. ·-· -~------------~--
co significativo se localiza en el espacio entre las placas, exis 

tiendo un efecto de bordes que generalmente se desprecia. 

Por lo anterior, es posible definir una densidad de energía como 

u 
u = 

V 

siendo v el volumen donde existe campo 

paralelepípedo de base A y altura d • 

Sustituyendo (2.17) en (2.18), se tendrá 

Eo 2 
u=- E 

2 

(2.18) 

eléctrico, es decir, el 

(2.19) 

Aunque la expresi6n anterior se ha obtenido por medio del capaci

tar de placas planas, es de validez general. 

Verificar que 

área igual a 

potencial de 

para un capacitar de placas planas y paralelas, de 

4 m2 y separadas 0.1 mm con una diferencia de 

90 V , se tiene una densidad de energía 

J u = 3.584 3 
m 
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~ 2.5 ARREGLOS DE CAPACITORES EN ·sERIE Y PARALELO 

1 

Comercialmente s6lo se fabrican capacitares de pocos valores, e~ 

ta situaci6n nos limita cuando requerimos un capacitar de valor 

especial. Sin embargo es posible superar esta limitaci6n pues 

haciendo conexiones con los capacitares de valores comerciales se 

puede obtener un capacitar equivalente del valor deseado. 

Estudiaremos las conexiones de ·capacitares más usuales en parale

lo y en serie. 

a) Capacitares en paralelo. 

Una conexi6n de elementos eléctricos está en paralelo cuando las 

terminales de cada uno de los elementos están conectadas al mismo 
' 

par de puntos. Analicemos una conexi6n de este tipo para tres e~ 

pacitores; buscan~o obtener el capacitar equivalente a dicha cone 

xi6n. Entenderemos como capacitar equivalente aquel que tendrá 

igual cantidad de energía almacenada que el arreglo de capacito

res en su conjunto. 

Sea la conexi6n de la figura 2.9. 

a \1 ' 1 c3 
c1 .¡ c2 .¡ C¡ 

vab 
C¡ c2 vab > o 

b 

PJ:GOIIA 2.9. Capacitores conectados en paralelo. 

Si observamos con detenimiento esta figura, se puede concluir que 

J.os tres capacitares tienen la misma diferencia de potencial. 
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1 

1 
U=2QVab 
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El capacitor equivalente tendrá la misma energia almacenada que la 
' del arreglo de capacitares, siempre y cuando la cantidad de carga 

Q en ambos sea la misma, además de poseer igual diferencia de po-
----

tencüil- -entre- sus terminales. 

a 

vab le J eq 

b 

FIGURA 2.10. Capacitar equivalente al arreglo en la figura 2.9. 

Analicemos la conexi6n de capacitares en paralelo la cual, al es

tar formada por elementos de diferentes valores (e 1 , e 2 y e 3 ) 

y tener iguales diferencias de potencial, conduce a que cada cap~ 

citor tenga una carga diferente. eonclusi6n que se obtiene de la 
definici6n de capacitancia, es decir 

como e = Q v-, 
ab 

se tiene que 

y 

La carga total almacenada será igual a la suma de las cargas de 
los capacitares del arreglo, o sea 

, 
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y sustituyendo los valores de cada carga, se obtiene 

Por o·tra parte, en el capacitor equivalente se tiene que 

y de acuerdo con las condiciones que debe cumplir el capacitor 

equivalente (igual Q almacenada e igual Vab entre electrodos), 

se obtiene que 

resultado que se puede generalizar a un arreglo de n capacito

res en paralelo, .denotando el capacitor equivalente como Ceq , 
p 

tendremos 

= 

Refiriéndonos a la figura 2.9, si 

C 2 = 15 JJF .• Y C 3 = 100 JJF 

almacenada es de 5.85 x lo-3 J • 

n 
E C. 

i=l ~ 
(2.20) 

vab = 10 v , c 1 = 2 JJF , 

comprobar que la energía total 

Asimismo, verificar que la energía almacenada en el capacitor e

quivalente es igual a la suma de las energías almacenadas en los 

capacitores Ci, C2 y 

b) Capacitores en serie. 

Una conexi6n de elementos eléctricos está en serie cuando dichos 
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elementos forman una sola trayectoria entre un par de puntos, co 

mo se muestra en la figura 2.11. 

;-----1~ 
C¡ j_ 

- __ · ______ T_c2- -
H~-( --d 

c3 

FIGURA 2.11. Capacitares conectados en serie entre los puntos 

a y d • 

Al aplicar a esta conexión de capacitares una diferencia de pote~ 

cial entre los puntos a y d , suponiendo que Vad > O , el 

electrodo de la izquierda de C¡ alcanza el potencial Va debi

do a un exceso de carga positiva en dicho electrodo. De la misma 

forma el electrodo derecho de C3 adquiere un exceso de carga ne 

gativa y, por lo tanto, alcanza el potencial Vd • 

Por medio de la diferencia de potencial Vad fue posible el tras 

lado de la carga -q (negativa) desde el electrodo izquierdo ·de 

c 1 al electrodo derecho de c 3 , dejando en el primero de estos 

electrodos una carga +q (positiva). 

Ahora bien, Ia'carga q en el electrodo izquierdo de C¡ no pue 

de cruzar la separación que existe con el electrodo derecho, pero 

en ~ste se presenta el fenómeno de inducción y adquiere .una carga 

-q La carga -q que se induce en el electrodo derecho de c 1 

se trasladó desde el electrodo superior de c2 , dejando en di

cho electrodo un exceso de carga q que, a su vez, induce en el 

electrodo inferior de este capacitor (C2 ) una carga -q • La 

carga -q que aparece en el electrodo inferior de c2 se despl~ 

zó desde el electrodo izquierdo de c 3 , tarnbi~n debido al fenó

meno de inducción. 

, 
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Al finalizar el proceso antes descrito, los capacitares del arre

glo quedan como se muestra en la figura 2.12. 

~~---- .. -lb 
a¡---:¡:-] 1 1 

i q -q t 
1 1 
1 1 
1 q + e t -q- T 

2 

1 l 

i 1 e3 
1 ~--•--+ (l---•----¡d 
1 e q+ 1 -q 1 

------------~------------J 

FIGURA 2.12. Proceso de carga en una conexión de capacitares en 

serie. 

Se puede concluir que en cada capacitar de la figura 2.12 se tie-

ne igual cantidad de carga q En condiciones electrostáticas 

todos los conductores conectados a un mismo punto adquieren el 

mismo potencial el~ctrico, por ejemplo los electrodos derecho de 

e¡ y superior de e 2 y el alambre que los interconecta adquie

ren el potencial Vb , pero la diferencia de potencial es dife

rente en cada capacitar; lo que se obtiene de la definici6n de 

capacitancia, es decir 

como 

=..3. 
e 1 ' 

=..3. ez y 

1 se tiene 
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es decir 

Por _otr_a~-p~arte_, __ en __ e_l~ ca.,ªc:i.tor __ equiyalente a_ la_conexi6n _de .la------

figura 2.11, se tendrá 

a 

V 
J_ e 

ad __] 
eq 

d 

FIGURA 2.13. Capacitar equivalente al capacitar de la figura 

2 • 1 2 • 

De lo anterior-se puede concluir que 

Este resultado 

conectados en 

1 
ceq 

se puede generalizar 

serie escribiendo 

1 n 
= l: 

ceq i=1 S 

al caso de n capacitares 

1 
ci 

(2. 21) 

donde Ceq es el capacitar equivalente a los n conectados en 
S 

serie. 

, 

1) 
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Con referencia a la figura 2.11 considere que 

~2 = 4 ~F , c 3 = 6 ~F y vad = 40 v 

e 1 = 4 ~F , 

energía total almacenada en el arreglo, y 

pacitor equivalente, es de 1.2 x 10-3 J. 

EJBIIPLO 2.1 

Compruebe 

por lo tanto 

que la 

en el ca-

Para la conexión de capacitares mostrada en la figura 2.14, con

siderar que se aplica una diferencia de potencial Vad = 100 volt, 

calcular: 

a} La capacitancia entre los puntos e y b 

b} La capacitancia entre los puntos a y d 

e} La carga en el capacitar es . 
d} La diferencia de potencial ved en las términales del capa-

citor C4 . 
e} La energía total almacenada en el arreglo. 

IOLUCIOB 

al e cb = ? 

· Ct 

a~f----tb 
6~F 

Cs 

FIGURA 2.14. 

2\IF 

3\IF 

d 

Conexión de capacitares. 

Para calcular esta capacitancia se requiere analizar las conexio

nes existentes entre los puntos e y b y se observa lo siguie~ 

te: 
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i) Los capacitores 

tre los puntos e y d , 

y e 4 están conectados en paralelo e~, 

y podrían ser sustituidos por un capa-

citor equivalente eeq
1 

El capacitor e 
eql 

ii) indicado en el inciso 

contraría conectado en serie con el capacitor es 

anterior, se e~ 

entre los pun-

tos e y b , con lo que se puede.obtener un capacitor equivale~ 

te de ambos al que llamaremos 

iii) El capacitor e 2 resultaría conectado en paralelo con 

eeq
2 

entre los puntos b y e de estos capacitores se puede 

obtener un equivalente, el cual sería el ecb pedido. 

iv) El capacitor el no se considera para la obtención de la 

capacitancia entre los puntos e y b , ya que no se encuentra 

dentro de las trayectorias existentes entre dichos puntos. 

Realizando operaciones 

e eql = e3 + e4 = 2 + 4 = 6]1F 

eeql es 
= --- + o sea e = e e es eqz e +es eq2 eql eql 

6 ( 1 ) 6 ]lF e = = 
eq2 6 + 1 7 

6 
3 

27 
ecb = e + e2 = + = JlF eq2 7 7 

La capacita~cia entre los puntos e y b es 

ecb = 3.857 JlF 

b) 

Realizando un análisis semejante al efectuado para la pregunta 

a, se tiene: 
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i) Los capacitares 

tre los puntos e y 

y e 4 están conectados en paralelo en 

ii) El capacitar e eq¡ 

y pueden ser sustituidos por un e 
eq 1 

quedará conectado en serie con el 

.entre los puntos b y d, esta conexión se puede sustituir por 

iii) El capacitor queda conectado en paralelo con el 

entre los puntos b y d , puede obtenerse un equivalente de arn-

bos al que llamaremos 

iv) La capacitancia entre los puntos a y d se obtendrá al 

calcular el capacitor equivalente a la conexión serie de e 1 y 

Realizando operaciones 

e = e3 + e4 = 2 + 4 = 6,)JF 
eql 

ez e 
eq¡ 

= - + o sea e = 
e ez e eqz ez + e 

eqz eql eq¡ 

e = 
3 ( 6) 

= 2 )JF 
eqz 3 + 6 

e = e + es = 2 + 1 = 3 )JF 
eq3 eqz 

1 
e¡ eeq3 

= - + e = e ad e¡ e ad e¡ +e 
eq3 eq3 

.ead 
6 ( 3 ) 

2 )JF = = 
6 + 3 

La capacitancia entre los puntos a y d es 

e) qs = ? 
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Para el cálculo de la carga en el capacitor Cs 

siguiente: 

observamos lo41P 

i) Conociendo la diferencia de potencial aplicada Vad y la 

capacitancia entre los pun.tos a y d (Cad) podemos calcular 

la carga total qT es decir, la carga del capacitor equivalente 

al arreglo. 

ii) Como los capacitores conectados en serie poseen la misma 

cantidad de carga, la carga en C¡ y en será en cada uno, 

la misma 

iii) La 

gas qeqz 

tor es l . 

del capacitor e a-d 

carga qT del capacitor 

(del capacitor e ) 
eqz 

Efectuando operaciones tendremos 

como qT = cad V 

cad , es la 

más la carga 

ad 

qT = 2 X 1 o- 6 ( 1 00) = 2 X 

Por lo tanto q¡ = qT = 2 X 10- 4 e 

y 
qeq3 = qT = 2 X 10- 4 e 

suma de las car-

qs (del capaci-

10- 4 e 

Al conoce~ la carga q¡ 

tencial vab 

se puede calcular la diferencia de po-

ql 2 X 1o- 4 
V ab = vab = 

1 o- 6 = 33.33 V C¡ 6 X 

1 
y 

q 
1o- 4 

vbd = ~ vbci 
2 X 

= 
1 o- 6 = 66.67 V e 3 X eq 3 
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Observamos que vab + vbd = vad = 100 V 

Conociendo la diferencia de potencial Vbd y la capacitancia Cs, 

podemos calcular q 5 

La carga en el capacitar Cs es q 5 = 66.67~C . 

d) ved = ? 

Para calcu~ar esta diferencia de potencial, destacamos lo siguie~ 

te: 

i) La diferencia de potencial Vbd es la suma de las diferen

cias Vbc más Ved , es decir 

ii) es la suma de las cargas y del 

capacitar ceq2 

iii) La carga q2 del capacitar c 2 es igual a Cono-

ciendo q 2 y qeq
2 

se puede calcular Vbc 

iv) Conociendo Vbc y Vbd se puede calcular Ved , el cual 

es el voltaje entre las terminales de C4 . 

Efectuando operaciones 

q = 2 x 1o-4 - o.6667 x 10-4 eq2 . 

= 1.3333 x 1o- 4 e 



por lo tanto 

Como 

tenemos que 

= q2 = 133.33)lC 

vbc =. 44.44 v 

133,33 X 10-6 

J x 1 o-

ved = 66.67 - 44.44 

ved = 22.23 v 
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Esta energia puede ser ·calculada a partir de la capacitancia to-

tal 

. . . 

Observaci6n 

y la diferencia de potencial vad ' 

v2 
ad 

U T = 1 X 1 o- 2 J 

es decir 

, 

En los incisos e , 

solución, empleando 

dos, algunos de los 

d y e existen varios procedimientos de re·· 

razonamientos similares a los aqu! presenta-~ 
cuales pueden involucrar cálculos más simples, 

por lo que se sugiere al lector comprobar los resultados emplean

do un procedimiento distinto. 
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2.6 POLARIZACION DE LA MATERIA 

Cuando cualquier cuerpo descargado se coloca dentro de un campo 

eléctrico, se produce en él una redistribución de las particulas 

cargadas de los átomos. Si el cuerpo es de material conductor; 

sus electrones libres se trasladan de tal forma que el volumen 

del cuerpo constituye una región equipotencial; si es de material 

aislante, los_ electrones y los núcleos positivos de cada átomo o 

molécula sufren un desplazamiento, debido a la acción del campo, 

pero en este caso el cuerpo no constituye una región equipoten

cial. Los materiales que tienen este comportamiento se conocen 

con el nombre de dieléctricos. 

En los casos descritos, la carga neta del cuerpo es nula, aunque 

algunas regiones del mismo adquieren un exceso de carga positiva 

o negativa. A las cargas que aparecen en la superfiéie del cuer 

po, debido al proceso mencionado, se les denomina cargas induci

das, y, cuando ha ocurrido el desplazamiento de cargas debido a 

un campo eléctrico, se dice que la materia se ha polarizado. Con 

el objeto de aclarar estos conceptos analicemos las figuras 2.15 

y 2.16. 

r- -
+ -
+ -
+ -
+ -
+ -... 
+ E o -- -· ..... 

(a) 

bloque de material 
conductor 

~ 
r-
+---
+---< 
+- -=+ 

.¡- --=+ 
+--~ 
.¡- .,., + 

L.. 

1 

r-
¡--

1--

-
-
-
-

L.. 

... 
E o 

cargas .inducidas 

(b) 

-
;-¡--

+1-- +1--
+ ..,.,. +1-

E=O 
+ + 

+ 

(e) 

FIGURA 2.15; Comportamiento de un bloque metálico al ser introdu 

cido en un campo eléctrico: (a) campo eléctrico entre dos placas 

paralelas cargadas; (b) superposición de los campos eléctricos 

producidos por las placas cargadas y por las cargas inducidas en ... ... 
el bloque metálico, obsérvese que IE.J = IEil (e) campos elé~ 

trices resultantes en el interior y exterior del bloque metálico. 
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cargas inducidas 

r r-
-

+ -

-" r 
+r-1~~ :, '--

+ 
E, -

- r-
+1- - +r -... ... 

= E o - Ei + -, 

, 
.¡. - +r- -~-t -- .. ¡- - +i- -...... 
.¡. - + - + -
+ - +r- - -~ -v + -- +1- -
f!- - + 

' 
-:- + -

- '- '-. 1/- - ---------------E:o------- olóque-de ma ter ul 
(a) dieléctrico ( b) 

---- ---- ---- -----Eo-- ---Eo---------
( e) 

'- '-

FIGURA 2.16. Comportamiento de un bloque dieléctrico al ser in-

troducido en un campo eléctrico: (a) campo eléctrico entre dos 

placas paralelas cargadas; (b) superposición de los campos eléc 

y por las cargas indu-... ... 
trices producidos por las placas cargadas 

cidas en el bloque de dieléctrico, nótese que 1 E 0 1 > 1 E i 1 (e) 

campos eléctricos resultantes en el interior y exterior del bloque 

dieléctrico. 

En los dieléctricos, las cargas de las moléculas no pueden sufrir 

desplazamientos semejantes a los que experimentan los electrones 

de conducci6n en un bloque metálico. Por consiguiente, los des

plazamientos originados por fuerzas eléctricas debidas a campos 

eléctricos externos al di~léctrico son muy pequeños, y la magni

tud de éstos dependerá de la mayor o menor rigidez con que las 

cargas de un átomo o molécula estén unidas. 

En la figura 2.17 se muestra un ejemplo de polarizaci6n de la ma

teria sencillo y bidimensional. 

+ + + + + o o o o o 
. . . 

+ + + + + o o o o o 
(a) (b) 

e e e e e ... ::::0+ O+ O+ O+ O+ 
E::: .... 

e e e e e ::o+ O+ O+ O+ O+ 
(e) ( d) 

FIGURA 2.17. Para una muestra de dieléctrico: (a) representa 

1 
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la red de cargas positivas; (b) representa la red de cargas neg~ 

tivas; (e) superposición de retículos positivo y negativo en au

sencia de campo eléctrico externo; (d) desplazamiento originado 

en los retículos positivo y negativo debido a la influencia del ... 
campo eléctrico externo E . 

Analizaremos con mayor profundidad e¡ comportamiento de los mat~ 

riales dieléctricos. Definiremos la magnitud momento dipolar 

p como 

... ... 
p = qd (2.22) 

d 

FXGORA 2.18. Dipolo y momento dipolar eléctricos . 

... 
En la expresi6n (2.22), d es una magnitud vectorial dirigida de 

+ 
la carga negativa a la positiva; Id! es la distancia de separa-

ci6n entre las dos cargas puntuales q y -q , y q representa 

la magnitud de cualquiera de dichas cargas (ver figura 2.18). El 

sistema de dos cargas de la misma magnitud, de signo contrario y 

separadas una distancia se denomina dipolo eléctrico. 

Las moléculas que constituyen los diferentes tipos de dieléctri

cos se pueden clasificar en dos clases, atendiendo al momento di
+ 

polar p de cada una de ellas: 

a) Moléculas no polares 

Son aquellas que no poseen un momento dipolar, es decir, su cen

tro de cargas positivas coincide con el centro de cargas negati

vas. Unos ejemplos de este tipo lo constituyen las moléculas de 



oxigeno diat6mico (0 2 ) y.de bi6xido. de carbono 

gura 2.19. 
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(C02), ver fi 

de carbono 

átomo de oxígeno 

----------átomo de ox1geño -------

Molécula de 02 Molécula de e02 

FIGURA 2.19. Ejemplos de moléculas no polares. Los centros de 

carga positiva 

te. 

(e+) y negativa (e_) coinciden en el mismo pu~ 

Sin embargo, si colocamos moléculas de este tipo dentro de un ca~ 

po eléctrico, cada una de ellas se comportará como un dipolo elé~ 

trico inducido, debido a que sus partículas subat6micas sufren un 

desplazamiento originado por la acci6n de las fuerzas eléctricas. 

b) Moléculas polares 

Son aquellas en las que los centros de carga positiva y negativa 

no coinciden y su comportamiento es el de un dipolo eléctrico. 

Algunos ejemplos de este tipo de moléculas se pTesentan en la fi

gura 2.20. 

átomo de 
hidrógeno 

e+ 

átomo de 
hidrógeno 

átomo de oxígeno 

e 
átomo de f 
hidrógeno 

de cloro 

e 

molécula de agua (H20) 
molécula de cloruro de hidrógeno (Hel) 

FIGURA 2.20. Ejemplos de moléculas polares. 

, 

1 
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Al colocar un dieléctrico constituido por moléculas polares den

tro de un campo eléctrico, lo que sucede es que los dipolos de di 

chas moléculas, que tenían una orientaci6n totalmente al azar, se 

orientan en la direcci6n del campo eléctrico aplicado, y el re

sultado macrosc6pico es que en las caras del dieléctrico, perpen

diculares al campo eléctrico, se presentan cargas inducidas como 

se muestra en la figura 2.21. 

g~g 

6~8 
~g(D 
E;)@E> 

{a) 

.... 
E 

-808+ 
- E;) e<s> + 

-e~e+ 
e e\§+ 

(b) 

FIGURA 2.21. Moléculas de un dieléctrico de tipo polar: (a) sin 

campo eléctrico aplicado; (b) al aplicarle un campo eléctrico. 

Podemos observar que ya sean moléculas polares o no polares las 

que constituyen un dieléctrico, el efecto externo de aplicarle un 

campo eléctrico es el mismo; es decir, en ambos casos en las ca

ras perpendiculares al campo eléctrico se presentan cargas induc~ 

das que hacen que todo el dieléctrico se comporte como un dipolo. 

Este efecto cesa al interrumpirse el campo eléctrico aplicado. 

Consideremos el bloque dieléctrico mostrado en la figura 2.22, al 

cual se ha aplicado un campo eléctrico. Es posible cuantificar 

el momento dipolar p del bloque, considerándolo como un dipolo, 

de la mariera siguiente 

... ... 
p = q.i 

~ 

pero 

qi = a .A 
~ 

por lo tanto 

... ... 
p = a .AR. 

~ 
(2.23) 



Si dividimos la expresi6n (2.23) entre el volumen del 

dremos el momento dipolar en la unidad de volumen 

+---E __ _ 

A 

+ 

E= 
V 

1 
1 

: 'j.. 
1 ., 'l 

~-------- ------- 1 ,... 
-------------~-.:.~,'k '(i: 
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bloque, te::., 

(2.24) 

FIGURA 2.22. Bloque dieléctrico bajo la acción de un campo eléc 

trice. 

El primer miembro de la expresi6n (2.24), que representa el mamen 

to dipolar en cada unidad de volumen, se conoce como vector pola
+ 

rizaci6n P , es decir 

+ 
p = p v (2.25) 

y como el volumen del bloque es V = Ai se puede concluir que la 

magnitud del vector polarizaci6n es igual a la densidad superfi

cial de carga inducida en el bloque y, por lo tanto, sus unidades 

son id€nticas, 

(2.26) 

El momento dipolar p a nivel molecular, no es medible por méto-l 
dos macrosc6picos, sin embargo, como se observa en la expresi6n 

+ 
(2.26), el vector polarizaci6n (P) tiene una íntima relaci6n con 

la densidad superficial de carga inducida en el bloque de diel€c 

trice. 
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2.7 CONSTANTES DIELECTRICAS 

Al aplicarle a un dieléctrico, como el de la figura (2.22), dif~ 

rentes intensidades de campo eléctrico, las fuerzas eléctricas 

sobre las cargas de dicha sustancia variarán en relaci6n directa 

a las intensidades aplicadas. Esto quiere decir que se modifica 

rá, en cada caso, el momento dipolar de las moléculas y en cense 

cuencia la polarizaci6n de dicha sustancia. Además, si con una 

misma intensidad de campo eléctrico se emplean diversas sustan

cias, la polarizaci6n en cada una de,ellas será, en general, di

ferente y esto dependerá de la rigidez con que las cargas estén 

dispuestas en un átomo dado. 

Es posible definir una magnitud que cuantifique el comportamien

to descrito, que llamaremos susceptibilidad eléctrica, y repre

sentaremos por la letra griega Xe (ji), con la cual se puede 

establecer una relaci6n entre la polarizaci6n y el campo eléctri 

co que la produce 

-+- + 

p "' X E e 

Esta última expresi6n se puede convertir en una ecuaci6n si in
' traducimos una constante de proporcionalidad que, de acuerdo con 

nuestro sistema de unidades resulta ser la permitividad del va

cío; la relaci6n entre polarizaci6n y campo eléctrico se escribe 

+ 
p = (2.27) 

Realizando un análisis de unidades veremos cuáles son las corres

pondientes a la susceptibilidad eléctrica 

e 
[P] m2 u 1 = = 

[E 0 E] u cz N 
N•m2 --e 
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Es decir, la susceptibilidad es una cantidad adimensional que no~41P 
indica la forma como se comporta una sustancia al ser introducida 

en una regi6n en la que existe un campo eléctrico; y su valor se-

rá típico para cada sustancia. 

Analicemos ahora lo que sucede cuando un bloque dieléctrico se en 

cuentra entre dos placas metálicas cargadas con igual cantidad de 

--------------carga.··pero de ·signos--diferentes-,- tal-como· se--muestra en--l-a-figura---· 

2.23. 

metal 
Clg_ 

' 

dieléctric o 

-ag_ 

metal 

1 - :;--+---¡---.¡.--;--+--:¡:--;-"'"l -
1 + 
1 ¡ /1 
1 - - - -
1f-------- ---- -----------1'( 1 

p 

r-
+ + + + 

1 - - - - - - - - - 1 

superficie gaussiana 
{cara 1) 

FIGURA 2.23. Aplicación de la ley de Gauss a un caso en que se 

tienen dieléctricos presentes. 

Se puede observar que el arreglo de la figura 2.23 es realmente 

un capacitar de placas -planas y paralelas en el que se ha intro

ducido un dieléctrico entre los electrodos. En esta figura se 

han denominado a
1 

la densidad superficial de carga en los elec 

trodos, y oi la densidad superficial de carga inducida en las 

caras del dieléctrico. 

Al aplicar la ley de Gauss a la superficie gaussiana mostrada y 

recordando la expresi6n (1.51) 

tfi. ... 1 fff pdV dA = 
E o 

se obtiene 

EA 1 
(a i - oi)A = 

E o 

,, 



' 

1 

148 

y el campo el€ctrico para todos los puntos de la cara 1 de la su 

perficie gaussiana está dado por 

y recordando que 

se obtiene 

... 
1 p 1 = (] i 

E = 

y que 

E = 

Si en esta última expresi6n se despeja la magnitud del campo eléc 

trice E , se tiene 

E = 
€o(l + Xel 

(2.28) 

Definiendo una nueva constante dieléctrica Ke , que denominare

mos permitividad relativa, como 

(2.29) 

la expresi6n ·i2.28) nos queda 

E = (2.30) 

De la expresi6n (2.30), se concluye que el campo eléctrico en un 

punto como el P de la figura 2.23 se ve disminuido por el fac

tor 1/Ke al introducir en esa regi6n una sustancia dieléctrica. 

De la definici6n dada en la expresi6n (2.29) se observa que la 

permitividad relativa Ke , es tambi€n adimensional. 
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Al producto KeE• se le denomina perrnitividad del material, es 

decir 

De esta última expresi6n se destaca el porqué del nombre de 

(2.31) 

K e 
corno perrnitividad relativa, ya que su valor depende de la rela-

, 

--------- ------------------- -------------- --- ---------------------- -- -------------------
ci6n entre la perrnitividad del material y la del vacío. En fun-

ci6n de esta nueva constante, la expresi6n (2.30) se puede escri 

bir corno 

(2.32) 
E 

Podernos concluir diciendo que el comportamiento de un dieléctri

co, al estar en presencia de un campo eléctrico, es cuantificable 

por las constantes del dieléctrico en cuesti6n <xe, Ke Eo); aun 

que cabe resaltar el hecho de que dada la relaci6n existente en

tre dichas cantidades, al conocer-cualquiera de ellas es factible 

determinar las dos restantes. En la expresi6n (2.33) se resumen 

estas relaciones 

(2.33) 

En la tabla 2.1 se presentan los valores de las constantes dieléc 

tricas de algunos materiales comúnmente empleados. 

' . 

2.8 RIGIDEZ DIELECTRICA 

Hemos visto que el efecto de colocar un dieléctrico dentro de un 
.... 

campo E conlleva la aparici6n de cargas inducidas en sus. caras 

(ver figura 2.22), esto se debe a la polarizaci6n que ha experi-

mentado la sustancia. Además, de las expresiones (2.26) y (2.27), 

se puede concluir que para un material dado, a mayor intensidad 

de campo eléctrico se tendrá una mayor densidad superficial de 

carga inducida; pero este fen6rneno no puede crecer indefinidarnen-

1) 
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te, ya que la orientación que sufren las cargas de un átomo o mo

lécula expuesta a un campo eléctrico es, en esencia, debida a 

fuerzas de origen eléctrico. Si el campo eléctrico aplicado es 

de magnitud elevada, las fuerzas de origen eléctrico pueden orig~ 

nar la ionización en los átomos o moléculas. · Este desprendimien

to de electrones, por el efecto de fuerzas eléctricas, origina 

que los electrones se desplacen y el material pierda sus propied~ 

des dieléctricas y, en algunos casos, se destruya por combusti6n. 

El campo eléctrico que origina la ionización del dieléctrico se 

conoce como campo eléctrico de ruptura, y el fenómeno de ioniza

ci6n de la sustancia se denomina ruptura de la rigidez dieléctri-

ca. 

En la tabla 2.1 se indican los valores del campo de ruptura para 

diferentes sustancias. 

PROPIEDADES DE ALGUNAS SUSTANCIAS DIELECTRICAS 

~ 

Dieléctrico Susceptibilidad Permitividad Campo eléctrico 
relativa de ruptura 

X e K e [HV /m] 
. 

aire 0.00059 l. 00059 0.8 

bakelita 3.8 4. 8 12 

mica 2 a 5 3 a 6 160 

neopreno 5.9 6.9 12 

papel 2.5 3.5 14 

polietileno 1.3 2.3 50 

porcelana s.s 6.5 4 

vac1o o 1 = 

vidrio 3.5 4.5 13 

TABLA 2.1 
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2.9 VECTORES ELECTRICOS 

A través de nuestro estudio de los dieléctricos hemos utilizado 
_,. ... 

las magnitudes vectoriales campo eléctrico E y polarizaci6n P _,. 
Además de éstos resulta conveniente definir un nuevo vector D 

denominado por razones hist6ricas desplazamiento eléctrico, por 

medio de la expresi6n (2.34) 

, 

--------~---- ---- ----- ---------

_,. _,. 
D = E E (2.34) 

La expresi6n (2.34) establece la relaci6n entre el campo vecto-
_,. -+ 

rial E y el campo vectorial de desplazamiento eléctrico D , y 

s6lo es válida en materiales lineales e is6tropos, los cuales son 

empleados a lo largo del presente curso. 

_,. 
Se puede observar que en este tipo de materiales, los vectores D _,. 
y E ' para cada punto, son paralelos entre sí y sus magnitudes 

se relacionan mediante la permitividad del material en cuesti6n. 

Recordemos del tema anterior la expresi6n 

presa la forma de calcular el flujo de un _,. 

(1.49), la cual nos ex

campo vectorial cualqui~ 

ra e 

~=ffc· 
_,. 

dA (1.49) 

_,. 
Evaluemos el flujo del campo vectorial D a través de la superf~ 

cie indicada en la figura 2.24. 

1 
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superficie 
gaussiana 

A 

, -q~, 

FIGURA 2.24. Superficie gaussiana en forma de paralelepípedo res ... 
tángulo para evaluar el flujo de D . 

_,. 
Llamaremos ~d el flujo de O a través de la superficie gaussi~ 

na mostrada, por tanto 

... 
dA (2.35) 

... ... 
Ahora bien, sabemos que los vectores E y o son paralelos en ca-

-+ 
da punto del dieléctrico, por lo tanto, las líneas de o serían 

las que se representan en la figura 2.24. Al descomponer la inte 

gral de la expresión (2.35) en seis integrales, una para cada ca

ra del paralelepípedo rectángulo, se observa que las integrales ... ... 
en las caras 3, 4, 5 y 6 son nulas, ya que para ellas o y dA 

son perpendiculares. La integral en la cara 2 es nula ya que se ... 
localiza en el interior de un conductor cargado y E = O , y por ... 
ende O = O De esta forma la expresi6n (2.35) se reduce a 

... 
dA (2 .36) 

Es decir, s6lo la integral en la cara 1 es diferente de cero. 
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... ... 
En esta cara los vectores D y dA son paralelos (e = O) 

expresi6n (2.36) se puede escribir 

(2.37) 

... 
Además, dada la uniformidad del campo vectorial D se puede 

-+ 
~ ----- - -.--------concluir que -la rnagnitud-~del--desplazarniento eléctrico- D.~ ~es_ cons~- _ 

tante para todos los puntos de la cara 1, la cual tiene un área 

A . La expresi6n (2.37) quedará 

(2 .38) 

pero de la definici6n del vector desplazamiento eléctrico, tene

rnos 

es decir (2.39) 

La expresi6n (2.39) nos indica que el flujo del campo vectorial ... 
(desplazamiento eléctrico) D es igual a la cantidad de carga 1! 

bre qi (carga de la placa) encerrada por la superficie gaussiana 

empleada; por lo anterior, podernos escribir de (2.35) y (2;39), 

la expresi6n siguiente 

... 
dA= q 

i 

La expresi6n (2.40) también se podría escribir corno 

(2.40) 

(2.41)1· 

La ecuaci6n (2.40) o la (2.41) constituye una generalizaci6n de 

la ley de Gauss al caso en que esté presente un dieléctrico, de 



' 

1 

154 

ahi que en dichas expresiones se encuentre implícita la permitiv~ 

dad E del material. También se puede observar que el vector 

desplazamiento eléctrico tiene una relaci6n intima con la carga 

libre o carga de la placa y no con la carga inducida en el dieléc 

trico. 

De las expresiones (2.38) y (2.39) se puede concluir que la magn~ 

tud del vector desplazamiento eléctrico es 

-+ 
Es decir, la magnitud de D es igual a la densidad superficial 

de carga libre en la placa encerrada, de ahi que sus unidades 

sean las de C/m2 

En la figura 2.25 se han representado por medio de lineas los carn 
-+ -+ -+ 

pos vectoriales de D , E y P existentes en un dieléctrico 

que se ha introducido en medio de dos placas cargadas con igual 

magnitud de carga pero de signos diferentes. 

-+ 
LÍneas de D 

-+ 
LÍneas de E 

-+ 
LÍneas de p 

!+++++++++++++++++++++++++++++! 
•J ! ¡ !"E o¡ 1 

- - - - - - - -

lñ -+ -+ 
E p 

+ + + + + + .. + + + 

J 1 J 1 l - - ------------ -------------¡ 

-+ 
FIGUKA 2.25. Representación de los campos D , E y P en un 

dieléctrico. 

Respecto a la figura 2.25 podernos concluir lo siguiente: 
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a) El campo vectorial del desplazamiento eléctrico D se 

senta por medio de líneas que empiezan en las cargas de la 
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repr~ , 

placa 

positiva y terminan en las cargas de la placa negativa, ya que es 

te campo tiene relaci6n s6lo con las cargas libres. 

~ 

b) El campo vectorial de la polarizaci6n eléctrica P se repre-

senta mediante líneas que empiezan en las cargas inducidas negat~ 

-------vas- y--terminan -en --las cargas -inducidas- -pos-itivas --del- dieléctrico-,----

ya que el vector polárizaci6n está en funci6n de las cargas indu-

cidas. 

-+ 
e) El campo eléctrico E se representa por líneas que empiezan 

en cargas positivas y terminan en cargas negativas, sin importar 

si dichas cargas son libres o inducidas, ya que el campo eléctri

co tiene relaci6n con todo tipo de cargas. 

2.10 LEYES DE LA ELECTROSTATICA EN DIELECTRICOS 

De la definici6n del vector desplazamiento eléctrico, expresi6n 

(2.34), y de la relaci6n entre las constantes dieléctricas, expr~ 

si6n (2.33), se puede establecer una expresi6n que relacione los 

tres vectores eléctricos 

y 

por lo tanto 

o sea 

-+ -+ 
D = (1 + X e) E 0 E 

-+ -+ -+ 
D = E 0 E + X E 0 E 

e 
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pero de la expresi6n (2.27), que define al vector polarizaci6n se 

tiene que 

... ... ... 
D = E 0 E + P (2.42) 

Esta última expresi6n nos muestra la cornbinaci6n lineal existente 
... .. 

entre los vectores E y P para formar el vector desplazamiento 
1 ... 

D • 

Por otra parte, sup6ngase un material en el cual la polarizaci6n ... 
P no sea constante y uniforme en todos sus puntos, en este caso 

es de esperarse encontrarnos con una densidad volumétrica de car 

ga, ya que la carga que entrara a un pequeño volumen de dieléctri 

co seria diferente a la que saliera en el momento de la polariza

ci6n. Para cuantificar este efecto, pensemos en una superficie 

imaginaria dentro del material en el momento en que éste se pola

riza, corno se muestra en la figura 2.26. 

ppol 
J..---r=:.---- tQ. .... .......... l' ....... 

1 "t"~----'1'..,_, 
---+~...- 1- + ..----+ t- +1 -+ 

n 'J 1- 1 n .... ..__T~_: 
f

. . .,. p K 
Super 1c1e n e 

FIGURA 2.26. Densidad volumétrica de carga originada por una po
+ 

larización P no uniforme. 

La cantidad de carga que atraviesa nuestra superficie será la po-
+ .. 

·larizaci6n P por el área de la superficie, si P es normal a .. 
dicha superficie. Si P es tangencial a la superficie, no hay 

desplazamiento de cargas a través de la superficie, por lo que en 

el caso general escribiremos 

... 
a. = P 

1 

... 
n (2.43) 
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El movimiento de cargas 

densidad volumétrica de 

dentro 

carga; 

del dieléctrico puede producir una, 

la carga total desplazada al exte-

rior de cualquier volumen V , debido a la polarizaci6n, es la 
+ 

integral de la componente normal saliente de P sobre la superf~ 

cie A que limita dicho volumen. Una cantidad de carga igual p~ 

ro de signo contrario permanece en el interior. 

a esta carga se tiene 
---- ---- -- -----

. -- --------q ~-=--=-re 

~ J1 A 

... ... 
p • dA 

donde 
+ ... 

dA=ndA 

Si llamamos 

(2.44) 

También se puede atribuir al volumen V que contiene la carga q 

una densidad volumétrica de carga (pp), es decir 

q i = f f IV p p dV ( 2 • 4 5) 

Igualando las últimas dos ecuaciones, se puede escribir 

... 
dA (2.46) 

Si en la expresi6n (2.46) aplicamos el teorema de la divergencia 

visto en el tema 1, el cual recordamos 

... 
e dv 

tendremos que 

... 
P dV (2.47) 

y de las expresiones (2.46) y (2.47) se puede escribir 

... 
P dV 

1 
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o sea que 

.... .... 
p = - V 

p 
p (2.48) 

Recordando ahora la ley de Gauss en forma diferencial, expresi6n 

(l. 77) 

.... .... 
V E=_E... 

E o 

la cual se verá modificada al aplicarse en medios dieléctricos, 

ya que la densidad volumétrica de carga estará compuesta de dos 

partes: la densidad de carga libre (pi) y la densidad de carga 

de polarizaci6n (pp) , por lo tanto 

.... 
V 

y empleando (2.48) 

.... .... 
.... 
V 

.... 
E = 

P - V i 
p 

es decir 

= 

la cual se puede escribir 

+ .... pi 
V . (1 + X ) E = e E o 

o también 

+ .... 
V . E 0 (1 +X ) E = pi e 
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y por la expresi6n (2.33) se obtiene finalmente la ley de Gauss 

en forma diferencial, cuando existen presentes materiales dieléc 

trices 

+ 
V 

.... 
D = P 

i 
(2.49) 

Expresi6n en la cual aparece el vector desplazamiento. Podemos 

______ modificar_ un poco __ la __ exp_resi-º-n__(_~, .<IQ )_, __ qu_~ es __ 11na _ _go=_ne_ral_i,_z_<:~ci6n __ 

de la ley de Gauss en forma integral, y escribir 

(2.50) 

Recordemos la expresi6n (1.89), la cual nos indica que el campo 

eléctrico estático es un campo irrotacional 

-+- ... 
V X E = o 

y empleando la definici6n dada en (2.34) se tendría 

.... .... D 
V X - = o 

E 

o sea 

... .... 
V X D = o (2.51) 

La última expresi6n nos expresa que el campo vectorial del despl~ 

zamiento eléctrico, en el caso electrostático, es un campo irrota 

cional. 

Las expresiones (2.49) y (2.51) son las leyes de la electrostáti

ca, extendidas al caso de fen6menos que involucran materiales die 

léctricos. 

' 

1 
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Z.ll CAPACITORES Y DIELECTRICOS 

Calculemos nuevamente la capacitancia de un 

planas y paralelas, pero ahora consideremos 

se tiene un dieléctrico de permitividad E , 

De la definición de capacitancia, tenemos 

e = o 
vab 

capacitar de placas 

que entre las placas 

ver figura 2.3. 

y de la aplicaci6n de la ley de Gauss, en este caso, se obtiene 

que la magnitud del campo eléctrico entre las placas es, de acuer 

do con la expresi6n (2.32) 

es decir 

o sea 

E = Q 
AE 

Q = A EE 

y de la expresi6n (2.4) se sabe que 

Vab = Ed 

Sustituyendo en la definición de capacitancia, se obtiene 

es decir 

e = AE 
d (2.52) 
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La expresi6n (2.52) nos indica que al emplear un dieléctrico dif~ 

rente del vac!o, la capacitancia del dispositivo de placas planas 

depende de la permitividad del dieléctrico empleado, y esto cons

tituye un resultado general. Por esta raz6n cuando entre las pl~ 

cas existe el vac!o, la permitividad 

nes de capacitancia es la del vacío 

que aparece 

(E o) • 

en las expresio-

-------------Si .llamamos_ e • la capa_ci_tª_n_cia calculada en la expresi6n ( 2. 5) 

además, recordando que 

en la ecuaci6n (2.52), 

es decir 

E = K E 0 e 
se obtiene 

e = K 
e 

e = K 
e 

y sustituyendo este resultado 

AE 0 

~ 

c. (2.53) 

Esto es, la capacitancia de cualquier capacitar con vac!o entre 

sus electrodos se ve incrementada en un factor K , cuando el 
e 

espacio entre dichos electrodos es llenado con un dieléctrico de 
. ' 

permitividad relativa K 
e 

Compruebe que si en el capacitar indicado al final del ejemplo 

del inciso a) del subtema 2.2 se empleara un dieléctrico de perm~ 

tividad relativa K = 4.8 (bakelita), se tendría una capacitan-e 
cia de 

e = 0.1062 x 10-6 F = 0.1062 11F 

EJEMPLO 2.2 

En la figura 2.27 se muestra una sección de un cable coaxial de 

longitud muy grande; si entre el conductor central y el forro me-

1 

1 
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tálico se tiene una diferencia de potencial de 120 volts. 

V = a e 

r = a 

r¡ = 

Cale u 1 e: 

conductor 
central a 

120 V 

2 mm 

3 mm 

FJ:GURA 2.27. 

neopreno {2) Íorro metálico 
{conductor e) 

rb = 4 mm r = e 

r2 = 5 mm rd = 

Sección de un cable coaxial. 

6 mm 

7 mm 

a) Las tres constantes dieléctricas de cada dieléctrico emplea

do. 

b) La densidad superficial de carga en el conductor a 

'e) La densidad superficial de carga en el conductor e . 

d) El campo eléctrico en los puntos 1 y 2. 

e) El desplazamiento eléctrico en los puntos 1 y 2. 

f) La polarización eléctrica en los puntos 1 y 2. 

g) La capacitancia de un metro y de 100m de cable coaxial. 

h) El valor de la densidad de energia en el punto 1 y en el pu~ 

to 2. 

i) La energia almacenada en 100 m de cable coaxial. 



SOLUCJ:OB 

a) De la tabla 2.1, obtenemos 

polietileno = 1 • 3 

neopreno X = 5.9 , 
~e2 

y recordamos, de la expresión (2,33) 

K = 2.3 
e¡ 

E = K ' e~• 

por lo tanto, para el polietileno 

E:¡ = K e:. 
el 

E¡= 2.3(8.85 x 10-12¡ 

y para el neopreno 

E2 = 6,9(8.85 X 10- 12 ) = 6.1065 X 10-11 

b) De acuerdo con la expresión (1.122), se tiene 

1 rb 
= -- 2>. l.n 

41TEI r 
a 

y V = 
be 

163 

en las cuales indica la densidad lineal de carga equivalente 

a la carga de cada metro del conductor a . 

Como 1 
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se puede escribir 
2nV 

a e 
A = 

rb r 
!n !n 

e 
r rb a + 

E 1 Ez 

de la cual se obtiene 

A = -=-----....!:2.::.n~( .!.1 2:;0~)~--...,---- = 1 . 85 2 8 x 1 o-e e 
.e. n i .e. n .§. m 

2 4 
2.0355 x 1o-II + ~6-.~1~0~6~5--x~1~o~-~ITI 

Pero la carga en el conductor a realmente está distribuida so

bre la superficie exterior de dicho conductor en forma de una den 

sidad superficial, que llamaremos 

C1 2nr i 
A a a 

= 
i 

de donde se obtiene que 

A 
C1 = 

a 2n 

Corno V > O implica que 
a e va 

cual 

> V 
e 

ner carga positiva, por lo 

o sea 

a = a 
1.8528 X 10-8 

2n(2 x 10-3) 

C1 
a 

= 

r a 

por lo tanto 

2n C1 r 
a a 

y el conductor 

= 1 • 4 7 4 x 1 o- 6 e ;;;2 

o 
a 

= + 1.474 ).IC ;z 

a debe te-

e) Como el cable coaxial se comporta como un capacitar, la canti 

dad de carga en cada metro del conductor a debe ser igual a la 

carga en la misma longitud del conductor e , por lo que se pue

de escribir 
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tomamos el valor r ya que las cargas deben encontrarse en la 

1 superficie interiorcdel conductor e debido al fenómeno de indu~ 
ción, por lo tanto 

como 

V < V , V > O y 
-------- ac------- ----- -- __ e _______ a __ _ _ 

la carga en el conductor e debe ser negativa, por lo cual 

es decir 

a e 
= 

1.8528 x 1o-s 
2n(6x1Q3) 

=- 4.914 x 10- 7 e 
m2 

a 
e 

=- 0.4914 \JC ;;;z 

d) De la expresión ( 1. 65), se tiene que el campo eléctrico entre 

los conductores a y e , si existiera vacío entre ellos, sería 

En este caso, el punto 

de permitividad 

E = 

2>. 
E = 

r 

se encuentra dentro de un dieléctrico 

por lo cual la expresión anterior queda 

si 
r 

r 
a 

Esta ecuación nos permite calcular la magnitud del campo eléctril 

copara cualquier punto del dieléctrico 1, conociendo la-distan-

cia del punto al eje del cable coaxial, por lo tanto 

E¡ = 1 
41TE¡ 

2). 

r¡ 
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E 1 = 

E¡ 

2(18,528 X 10-9) 

41!(2,0355 X 10-ll) (3 X 

= 4.829 X 10~ N 
e 

= 4.829 X 10 4 N e en dirección radial. 

En forma análoga, se pue~e calcular Ez con la expresión 

Ez = si 

2(18,528 X 10-9) 

r < r < 
b 

r 
e 

Ez = 41!(6,1065 X 1Q-11)(5 X 1 o 3) 
= 9.658 X 10 3 N 

e 

= 9.658 X 10 3 N e en dirección radial. 

e) De la expresión (2.40) se tiene que 

.... 
dA = 

Separemos esta ecuación en tres integrales, una para cada cara cir 

cular de la superficie gaussiana mostrada en la figura 2.28 y otra 

para la cara lateral de dicha superficie. 

H1 
.... .... fL .... .... ft .... .... 
D¡ dA¡ + Dz dA 2 + 03 dA3 = qi 

o sea 

H1 D¡dA¡ cose 1 + ff
2 

D2dAz cos6z + ff
3 

D3dA3 cos63 = qi 

FIGURA 2.28. Superficie gaussiana para el cable coaxial. 
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_,. 
Como D es un vector paralelo al campo elictrico, e~tar& dirig~ 

do radialmente y hacia afuera de la superficie gaussiana, y se 

tendrá 

1T e 1 = 
2 ' 

cose¡ = o y 

, 

-----------por- lo -anterior--,--1-a-pr-imera--y--tercera---integra-les--son- nulas-, -de--e~-------

te modo tendremos 

Como la superficie gaussiana cilÍndrica de radio r es coaxial 

al cable, se tiene que la magnitud del desplazamiento es constan

te, por lo cual 

e integrando 

donde A 2 es el área lateral de la superficie gaussiana, es de-

e ir 

y como 

se tendrá finalmente 

D2(2nri) = qi 

D = 

= A 
i 

D = 
A 

2nr 

1 
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Aplicando esta última expresión en el punto se obtiene 

D1 
>. = 2trr 1 

18.528 X 1 o- 9 
1 o- 7 e 

D1 = 1 o- 3 ) 
= 9.829 >1 ;z 2tr(3 X 

D¡ = 0.9829 ~e y en dirección radial. 
rn2 

En forma análoga se obtiene la magnitud del desplazamiento en el 

punto 2, empleando una superficie gaussiana cilíndrica de radio 

r 

Dz = 
). 

2trr 2 

18.528 X 10-9 
2tr(5 X 10- 3 ) 

= 5.897 x '1o- 7 e 
rn2 

Dz = o. 5897 ~e 
rn2 

y en dirección radial. 

A manera de comprobación, recordarnos la expresión (2.34) 

por la cual· 

D1 = e:1E1 = 2.0355 X 

y 

Dz = e:zEz = 6. 1 06 S X 

-+ -+ 
D = e:E 

1o-11(4.829 

1 o- 1 1 e 9. 6 ss 

X 1 o 4 ) 

X 1 o 3 ) 

= 9.829 X 10- 7 

= 5.897 X 10- 7 

e 
rn2 

e 
rn2 

Ambos desplazamientos, por ser paralelos al campo eléctrico, son 

en dirección radial. 
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Se puede ... 
lol = ai 

observar que en este caso no se cumple la relación. , 

y esto es debido a que el campo vectorial del desplaz~ 

miento no es uniforme como en el caso de electrodos de placas pla

nas y paralelas. 

f) Para el cálculo de los vectores polarización en los puntos 1 

y 2 emplearemos la expresión (2.42) 

De donde, la polarización en el punto 1 será 

por lo tanto 

P¡ = 5.555 x 10- 7 e 
m2 

y en forma semejante 

en dirección radial 

P 2 = Dz- E
0

E2 = 5.897 X 10- 7 - 8.85 X 10-!Z (9.658 x 103) 

Pz = 5.042 x lo- 7 e 
m2 

en dirección radial. 

Comprobar que se obtienen los mismos resultados si· se emplea la 

expresión (2.27) 

g) Para el cálculo de la capacitancia de un metro de cable coa-

xial, emplearemos la definición de capacitancia, expresión 

e = _2_ 
V ac 

( 2 • 2 ) 

1 
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Sabernos que la carga en cada metro de los conductores 

la misma pero de signo diferente. 

La carga q en un metro del conductor a será 

q = Ai , donde R.= 1m 

q = 18.528 x 10-9 e 

y la capacitancia e¡ de un metro de cable será 

y 

e¡ = _L = 
V 

ac 

18.528 x 1o-9 
120 

e¡= 1.544 X 10-!0 = 154.4 pF 

Para cien metros de cable, la carga en el conductor a 

Q = AL , donde L=100rn 

a y e 

será 

Q = 18.528 x 1o-9 (100) = 18.528 x 1o-7 e 

y la capacitancia e de 100 m de cable será 

..JL 18.528 X 1 o- 7 
e = = 

V 1 2 o 
a e 

y 

e = 15.44 x 10-9 F = 15.44 nF 

es 

Observamos que e sería el capacitar equivalente a 100 capaci-

tares e¡ conectados en paralelo. 

h) La densidad de ener9Ía en los puntos 1 y 2 se puede calcular 

empleando la expresión · (2 .1 !J) y sustituyendo la perrnitividad del 

vacío por las permitividades de los dieléctricos en cuestión 



Por lo tanto 

2.0355 X 10-11 
2 

y de manera semejante 

u2 ; 
6.1065 X 10-11 

2 

(4.829 X 10 4 ) 2 ; 2.373 X 

~ ~-- --- --~~--- mJ~ --~- ----
u¡ ; 23'.73 3 m 

u 2 ; 
E2 

2 
2 

E2 

(9.658 X 10 3 ) 2 

U2 
mJ 

; 2.848 -
m3 

; 2.848 X 10- 3 J 
m3 
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i) Para el cálculo de la energía total, como en este caso donde 
.... 

el campo eléctrico E no es uniforme, se requiere de una inte-

gral extendida a todo el volumen en donde existe el campo eléctri 

co, por lo tanto, la expresión (2.17) toma la forma 

E u ; 
2 

calculare~o~ la energía total almacenada como la suma de la ener-

gía en el dieléctrico más la energía en el dieléctrico 

2 (U2). Además, del inciso d de este ejemplo, se tiene que el 

campo eléctrico entre los conductores está definido por 

2A 
si E¡ ; r < r < rb 41TE¡ r a 

y 

E2 ; 
1 2A 

si 
4TTE2 rb < r < r 

r e 

1 
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por lo tanto, tendremos que 

o sea 

u 1 ; 
E¡ 

2 

u 1 ; 
E 1 

2 fff EI dV 

fff(~ 2:y d·V; 
dV 

~ JJJ 
empleando coordenadas cilíndricas, el elemento de volumen se ex-

presa como 

dV ; p dp d9 dz y r ; P 

A2 Lrb J
0

2n 1
0

100 dz d9 p dp A2 [ ,, r r, ': J U¡ ; 

81l2E¡ 
; 

81!2EJ p 
a 

A2 [ '"'"' f,:· ':] A2 
(100) (2n) in 

rb 
U¡ ; 

81r2Ej 
= 

B1r 2e¡ r 
a 

25A 2 rb 
U¡ ; --in 

'ITEJ r 
a 

; 25(18,528X10-9)2 in 4; 93,025X10-G J 
U¡ 1rl2.0355X10 ll¡ 2 

y para la energía en el dieléctrico 2 tendremos 

u2 = 
p Jo

100 
dz d9 dp 

= 

u2 ; 
[ '"""' (' ': ] • -8-.. :;.'2

2

-,-
2 

(100) (21r) in :: 
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l.n 

25(18.528 .x 10- 9> 2 6 6 u2 = l.n ¡ = 18.138 x 10- J 
n(6.1065 x 10:11

) 

= 1. 1116 x 1 o- 4 J 

Este resultado se puede verificar aplicando la expresión (2.16) 

y del inciso g de este ejemplo tenemos 

u = 
18.528X10-? (120) 

2 
= 1 . 111 6 1 o- 4 J 

PROBLEMAS 

2.1 El 

aire es 

potencial de una cierta esfera conductora 

2 x 10 4 V cuando la carga que posee es 

cule la capacitancia y el radio de la esfera. 

aislada en el 

0.2 ~e . Cal-

, 

2.2 Para el arreglo de capacitares mostrado, calcule el 

tor equivalente entre los pares de puntos siguientes 
capaci-~ 

a) a y b 

b) b y f 

e) e y d 
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C¡ = C2 = 4 IJF 

C3 = C• = Cs = 2 llF 

f d 

Figura P2.2 

2.3 Se sabe que, en el arreglo de capacitores de la figura P2.3, 

el capacitor c 4 posee una carga almacenada Q4 = 43.2 11C , en 

tonces calcule: 

a} La diferencia de potencial que aparece en las terminales de 

cada capacitor. 

b} La carga almacenada en cada uno de los capacitores restantes. 

e}' La energía almacenada en .cada capacitor. 

d} La diferencia de potencial V ad 

e} La carga y la energía almacenada en el capacitor equivalente. 

a o 

l 
_l c,I C¡ = 12 IJF 

l C2 = 4 IJF 

c2 Lc'J: c4T C3 = 2 IJF 

e, = 6 IJF 

CsT Cs = 9 IJF 

de 

Figura P2.3 



175 

2.4 En un cierto dispositivo eléctrico con problemas, se ha de

tectado la necesidad de sustituir los capacitares por otros cu-

yos valores aproximados son: 

a 55 V máximo. 

8.3 ~F a 30 V máximo y 27.2 ~F 

Con base en la tabla P2.4 que c~ntiene algunos valores de capaci_ 

tores comerciales y sus costos estimados, encuentre la combina-

, 

________ e ión .. ÓP tilllª- _e.ll-.Sii_da Cil s,_.o,_,_. _ _.Para ~ _iinpl:_~!i_coar_l1_o _c()_ns ide_r_e__ ~<! __ t_o_l~ _____ _ 

rancia. 

Valores en Costo estimado según su voltaje máximo 

~F 25 V 50 V 100 V 

o. 1 $ 5.00 $ 7.00 $ 10.00 

5.00 7.00 10.00 

5 5.00 10.00 15.00 

1 o 6.00 10.00 20.00 

25 6.00 1 5 . 00 25.00 

40 6.00 15.00 25.00 

50 8.00 18.00 35.00 

100 10.00 20.00 40.00 

TABLA P2.4 

2.5 Se sabe que el aire se ioniza con una intensidad de campo 

eléctrico E -'3x1o 6 v Ra - m obtenga la carga máxima que se pu~ 

de almacenar en una esfera de 15 cm de radio y la densidad supe~ 

ficial de carga máxima. Repita el cálculo para una esfera de 

30 cm de radio y compare las d~nsidades superficiales máximas. 

2.6 Despre~ie el efecto de los bordes y calcule la diferencia 

de potencial Vxy necesaria para ionizar el aire entre un par de 

placas planas conductoras y paralelas, separadas en el primer ca

so 0.25 mm y en el segundo O.S,mm. Calcule también la densi

dad superficial de carga máxima para cada caso y compárela con la 

obtenida en el problema 2.5. 

1 
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2.7 Para una configuración de placas planas con un dieléctrico 

entre ellas, como se muestra en la figura P2.7, la permitividad 

es Ke ~ 4 y su campo eléctri-relativa o constante dieléctrica 

co de ruptura es ER ~ 8 x 10 6 ; 

cia de potencial Vab ~ '20 V , 

Si se le aplica una diferen

calcule: 

a) La densidad superficial de car~a libre a . 

b) La densidad superficial de carga inducida en el dieléctrico 

e) La permitividad E del material y la susceptibilidad eléctri 

ca Xe 

d) La energía almacenada en el arreglo y la densidad de energía 

en el dieléctrico. 

e) lHasta qué valor se puede aumentar Vab sin que se dañe el 

dieléctrico? 

A= o.sm2 

b 

Figura P2.7 

2.8 Se desean comparar las dimensiones de tres tipos de capacit~ 

res con igual capacitancia; dichos capacitares se construyen usa~ 

do el mismo dieléctrico de permitividad 

y de espesor igual a 0.2 mm. 

las dimensiones siguientes: 

Para un capacitor de 20 nF calcule 

a) El área necesaria si el capacitar se construye con un par de 

placas planas. 

b) La magnitud de los radios si el capacitor es esférico. 
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e) La magnitud de los radios si 

20 cm de longitud. 

el capacitar es cilíndrico y de 

1 
2.9 Indique a.cuál de los dieléctricos mencionados en la tabla 

P2.9 se le puede aplicar mayor diferencia de potencial, si cada 

dieléctrico se coloca separando un par de placas planas paralelas. 

_____ _.,.Con b<is_e __ ~n-~os resu~-~_ados obten!-dos_.__~~-s_e __ r_':~\li_e_re ~11-~~-el~_c:_tr_i ____ _ 

coque soporte una diferencia de potencial de 1400 V con un 20\ 

de seguridad, indique cuál escogería y explique la razón. 

Dieléctrico K e ER [kv /mm J espesor Costo su-
[mm J puesto por 

cada m2 

Papel 3 o 6 1 2 0.09 $ 15.00 

Baque lita 4.8 1 6 0.08 30.00 

Polietileno 2.3 40 0.06 20.00 

Poliestireno 2.6 20 0.07 25.00 

Mica 5o 2 50 0.05 40.00 

TABLA DE DIELECTBICOS P2.9 

2.10 Suponga que se desean aislar dos placas planas cargadas con 

densidades superficiales de carga iguales y opuestas a = ± 300 ~ 
m 

Seleccione de la tabla de dieléctricos el más adecuado si se de-

sea un margen de seguridad del 10%. Explique su selección. 

2.11 Use la tabla de dieléctricos P2.9 para diseñar los capacit~ 

res planos que se indican. Calcule además el área necesaria para 

obtener las capacitancias deseadas con el dieléctrico selecciona-1 
do. 

a) Capacitar que funcione a 1000 V máximo y tenga una capacitan

cia de 40 nF 
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b) Capacitar que funcione a 2000 V máximo y tenga una capacitan

cia de 80 nF 

2.12 Con los datos de la tabla de dieléctricos P2.9, obtenga la 

capacitancia y el ~oltaje máximo que soporta el arreglo de la. fi 

gura. 

0.3 

0.2 

1 "20 cm " 1 

polietileno 

40 cm 

a 

b 
baqueli.ta 

Figura P2.12 

2.13 Si al arreglo del problema anterior s~ le aplica una dife-

rencia de potencial Vab = -400 V , en cada dieléctrico calcule: 

a) El vector intensidad de campo eléctrico. 

b) El vector polarización. 

e) El vector desplazamiento eléctrico. 

d) La densidad de energía. 

2.14 Un cable coaxial se compone normalmente de un alambre con

ductor cubierto con un material aislante; sobre éste último se 

coloca una malla conductora que a su vez se cubre con un segundo 

aislamiento. 
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Para el cable coaxial de la figura P2.14 calcule: 

a) La capacitancia por metro de longitud. 

b) La diferencia de potencial máxima que se puede aplicar a los 

conductores. 

, 

------C-)-La-ener.gía_eléc.tr i ca_ que ª!n;ª_c_en_a __ el_c;~b l_e_, _p_o]C __ m_e_~r_o_de_ _lon-=._~------

gitud, cuando se le aplica una diferencia de potencial 

V = 120 V • 
xy 

ER1 = 1 o 

E 6 = 
R2 

Ke 2 = 2.5 

Figura P2.14 

kV-
a = 1 mm mm 

kV 
b mm = 3 mm 

2.15 Calcule la capacitancia por metro de longitud de un cable 

dÚplex, como el de la figura P2.15; considere que la permitividad 

relativa del material entre los alambres es Ke = 2.4 Aprove-

che parte de los cálculos realizados en el problema 1 .17. 

Figura P2.15 

a=lnun 

d=4nun 

1 



~ CAPITULO 3 CORRIENTE, RESISTENCIA Y FUERZA ELECTROMOTRIZ 

1 

I N r·R O D U e e IÓN 

En los dos temas anteriores se han analizado efectos electrostá

ticos, es decir, que involucran exclusivamente cargas en reposo. 

En éste iniciaremos el estudio de los fenómenos que involucran 

cargas en movimiento. 

El estudio de los efectos producidos por cargas en movimiento se 

inició cuando Alessandro Volta (1745-1827) construyó la primera 

p~ta votta~ca¡ tal dispositivo es capaz de producir movimiento 

constante de carga a través de conductores. Este hecho es el ini 

cio de una gran cantidad de descubrimientos realizados en el si

glo XIX. 

En este capítulo hablaremos del movimiento de carga a .través de 

sólidos, de la propiedad llamada resistencia y de la ley de Ohm; 

presentaremos el elemento conocido como resistor y calcularemos 

la energía eléctrica que se transforma en calor por unidad de 

tiempo mediante la ley de Joule. Dada la importancia de las ce! 

das químicas, al final del tema comentaremos brevemente los pri~ 

cipios del funcionamiento de éstas. 

3.1 MOVIMIENTO DE CARGA A TRAYES DE CONDUCTORES Y DENSIDAD DE 
CORRIENTE 

Como ya hemos mencionado, la existencia de un campo eléctrico en 

el interior de un conductor provoca el movimiento de los portado

res de carga libres de éste. En general, dichos portadores se 

pueden mover bajo la acción de un campo eléctrico no uniforme, en 

un espacio tridimensional, y la fuerza eléctrica que actúa sobre 
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cada portador se puede obtener de la relaci6n 

... ... 
F = qE e 

... 

(3 .1), 

donde q es la carga de cada portador y E es el campo eléctri-

co que actúa sobre él en la posici6n que ocupa. Al observar la 

ecuaci6n (3.1), esperarnos que tal fuerza produzca una aceleraci6n 

. ___ -ª--.la partícula; sin embargo, esto s6lo ocurre cuando la partícula 
~----- ---

se desplaza en el vacío. En las sustancfas- co-riductoras;· los~port~----

dores se ven influidos por efectos térmicos asociados con la ener-

gía interna de aquéllas, por tuerzas eléctricas debidas a las par

tículas cargadas vecinas y por la fuerza que les produce el campo 

eléctrico aplicado; este último efecto es, en la mayoría de los ca 

sos, el menos significativo. 

Aunque en realidad el movimiento de las partículas no es uniforme 

ya que chocan constantemente con la estructura de la sustancia de 

bido a la agitaci6n térmica, es posible considerar que el campo 

eléctrico aplicado las desplaza a una velocidad constante, ésta 

es un promedio de la velocidad con la cual se mueven las partícu

las cargadas en la línea de acci6n del campo eléctrico aplicado, 

y para sustancias homogéneas es directamente proporcional a di

cho campo, entonces 

( 3 • 2) 

La relaci6n anterior se puede expresar corno una igualdad, intro-· 

duciendo la constante de proporcionalidad requerida, por lo que 

( 3. 3) 

donde ~ se conoce corno movilidad de los portadores de carga li

bres y para cada sustancia torna un valor característico. 

Corno se des.cribi6 en el sub tema 1.10, el volumen por unidad de 

tiempo que cruza una superficie cual~uiera A se obtiene evalua~ 
do el flujo del campo de velocidad vp con la expres16n 

4> = 
V ff ... ... 

V • dA 
p ( 3. 4) 
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por lo que la cantidad de carga neta que cruza esa superficie por 

unidad de tiempo es: 

( 3. 5) 

donde PL es la densidad de portaqo~es de carga libres por uni

dad de volumen y se obtiene conociendo el nGrnero de portadores 

por·unidad de volumen en el material (n) y la carga de cada uno 

de ellos (q), entonces 

( 3. 6) 

... 
La velocidad promedio vp podría ser obtenida sumando vectorial-

mente la velocidad de cada portador en un instante, para un volu

men dado, y dividiendo este resultado entre el número de portado

res en dicho volumen (N) 

N 
E 

i=l 
( 3. 7) 

Más adelante analizaremos un método más práctico de obtener esta 

velocidad promedio . 

.... 
A la expresi6n pL vp se le .... conoce como densidad de corriente y 

se representa con la letra J , entonces 

... .... ... J = PL V = nqvp ( 3. B) p 

sus unidades en el SI son 

[JL e m e = ii\3" - = 
S S . m2 

pero 

e = ampere = A -
S 
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por lo que 

( 3. 9) 

Debemos observar en la ecuaci6n (3.8) 1 que la dirección del vec
+ 

tor densidad de corriente J es la direcci6n de la velocidad 

promedio 
+ 
V 

p 
cuando los portadores son positivos y es contraria 

__________ cuand~ _ s~n Jtega ti vos. 

De la ecuaci6n (1.49) 

J.J 
j <l>j = 

+ 
dA (3.10) 

+ 
Cuando evaluarnos el flujo del campo vectorial J a través de una 

superficie cualquiera A obtendremos la carga neta que cruza en 

la unidad de tiempo la superficie escogida. En general, si esta 

cantidad de carga varia en cada instante, se cumple 

Hrn 
t.t+o 

~=~ 
t.t dt (3.11) 

donde t.q es la carga qúe cruza la superficie en el intervalo t.t. 

3.2 CORRIENTE ELECTRICA 

Comparando las ecuaciones (3.10) y (3.11) obtenernos las igualda

des siguientes 

_,_ 

dA =~ 
dt (3 .12) 

Hist6ricarnente la magnitud escalar <l>j se conoce corno corriente 

eléctrica y se representa con la letra i 1 por lo que 

i = .. 
"'j (3.13) 

~uando la corriente eléctrica a través de una superficie es un 

ampelle (A) 1 se debe entender que a través de di_cha superficie cru 

, 

1 
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za un couiomb de carga neta cada segundo, sin importar si el vec _,. 
tor,densidad de corriente J es constante o no en tal superficie. 

Debemos notar también en la ecuaci6n (3.12) que el valor de la e~ 

rriente i puede ser positivo o negativo, dependiendo de las di-_,. 
recciones relativas del vector densidad de corriente J y el vec _,. 
tor diferencial de superficie dA , como se muestra en la figura 

3 .l. 

P'l:GORA 3.1. 

.z 

(a) 

_.:· 
J z 

Diversas posibilidades de movimiento de portadores a _,. 
través de la superficie dA . (a) Corriente eléctrica positiva, 

(b) corriente eléctrica negativa. 

Existen diversos criterios para clasificar la corriente eléctrica, 

el más común considera su comportamiento con respecto al tiempo. 

Con base en éste distinguiremos los tres tipos de corriente si

guientes 

Corriente eléctrica continua (ce) 

Corriente eléctrica alterna (ca) 

Corriente eléctrica directa (cd) 
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Una corriente eléctrica es continua en el intervalo O < t < t 1 , 

cuando su magnitud y signo no varían con respecto al tiempo en d~ 

cho intervalo. Gráficamente se representa como se indica en la 

figura 3.2. 

i[A] 
~ -~ ---------- ------------~---~··--~ ... L¡I-:--===---....1 

1 
1 
1 
1 
1 

~------~~t[s] 
t¡ 

FIGURA 3.2. Representación gráfica de una corriente.continua en 

el intervalo O ~ t ~ t 1 • 

A una corriente eléctricá que varía su magnitud y signo con res

pecto al tiempo, en el intervalo considerado, se le llama corrie~ 

te alterna. Las gráficas de la figura 3.3 representan algunos 

ejemplos de este tipo de corriente. 

i 
i 

T 

t 

(a) (b) 

FIGURA 3.3. Representación gráfica 

rriente alterna: (a) periódica, (b) 

i 

t t 

(e) 

de algunos ejemplos de co- 1 
aleatoria y (e) transitoria. 
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Una corriente eléctrica directa es aquella que en el intervalo de 

interés varía su magnitud pero no su signo, corno se muestra en 

las gráficas de la figura 3.4. 

i 

1""-1 
T 

(a) 

i 

t 

i 

t t 

(b) (e) 

FIGURA 3,4. Representación gráfica de algunos ejemplos de co-

rriente directa: (a) periódica, (b) aleatoria y (e) transitoria. 

Otra expresi6n para obtener la corriente eléctrica se encuentra 

sustituyendo la ecuaci6n (3.8) en la (3.12), entonces 

JI 
+ -+-

i = nqvp dA 

fi ;p • 
-+-

i = nq dA (3.14) 

.... 
en el caso particular en que vp no varía a través de la superfi 

cie considerada, la ecuaci6n (3.14) se reduce a 

i = nqv A p e os e (3.15) 

-+- .... 
donde e es el ángulo que forma vp con A 

Compruebe que la velocidad promedio de los electrones libres de 

un alambre conductor de cobre, por el cual circula 1 A es 

V = 4.45 p 
mm 

cuando el área de la secci6n transversal del al'arn 
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bre es 1 mm 2 ·, Considere un electr6n libre por cada átomo de 

Cu , por lo que 

donde 

No 
n = (1) p M 

p densidad del cobre - 8,9 g/cm3 

N0 = número de Avogadro = 6.023 x1Q23 

M= masa at6mica = 63.54 g/mol 

3.3 PRINCIPIO DE COHSERYACION DE LA CARGA 

átomos 
mol 

Se ha demostrado experimentalmente que la carga eléctrica en un 

sistema aislado se conserva, por lo que si evaluamos el flujo del 
- + 

vector densidad de corriente J a través de una superficie cerra 

da, obtenemos 

+ 
dA =~= dt 

dQ 
dt (3.16) 

donde q es la carga neta que cruza la superficie considerada h~ 

cia afuera y Q es la carga contenida en el volumen encerrado por 

tal superficie; la aparici6n del signo negativo se demuestra de 

la forma siguiente 

Q(t) = Q 0 - q(t) 

donde Oc es la carga inicial encerrada. 

Al derivar la ecuaci6n 3.17 obtenemos la relaci6n deseada 

dQ = 
dt 

~ 
dt 

(3.17) 

(3.18) 

' 

1 
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Como la carga eléctrica se conserva, si una cierta cantidad de 

carga neta cruza la superficie hacia afuera, en esa misma cantidad 

debe disminuir la carga contenida en dicha superficie. 

Como Q puede estar distribuida en el volumen considerado, enton 

ces 

Q = f f f .pdV (3.19) 

por lo que en general la ecuaci6n (3.16) se expresa 

(3 .20) 

A esta ecuaci6n se le conoce como principio de conservación de la 

carga. 

Es posible también expresar la ecuaci6n (3.20) en forma diferen

cial aplicando el. teorema de ·Gauss o de la divergencia, ecuaci6n ... 
(1.74), al campo vectorial J, entonces 

De ( 3 • 2 O) y ( 3 • 21) 

III V 
... 
JdV = 

es decir 

... 
'V 

d 
- dt 

j = ap -at 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

donde se ha introducido el simbolo de derivada parcial, dado que 

en general p es una función no sólo del tiempo sino también de 

la posición. 

3.4 LEY DE OHM 

Para simplificar limitaremos nuestro estudio del movimiento de 

carga a través de la materia a s6lidos homogéneos y valores de 
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campo eléctrico tales que se cumpla la relaci6n (3.3), ya que tal 

relaci6n no es válida para campos eléctricos intensos. 

Recordemos las ecuaciones (3.3) y (3.8) 

-+ 
= JJE 

-+ -+ 
_____________________________________ J~nq_vp--------------------

si sustituimos la primera ecuaci6n en la segunda obtenemos 

-+ -+ 
r J = nq JJ E (3.24) 

Para los materiales en estudio, la cantidad nqJJ es una constan

te llamada conductividad y· es· representada por la letra griega 

o , es decir 

sus unidades son 

corno 
e -=A 
S 

o = nqJJ 

.1_ e :=:e __ m::: 
m3 N s 

y 
N m ::.....,,.....::: = V e 

(3.25) 

sustituyendo (3.25) en (3.24) obtenernos 

-+ -+ 
J = oE (3.26) 

Ecuaci6n conocida corno expresi6n vectorial de la ley de Ohm, en 

honor del f!sico alemán Georg Simon Ohm (1789-1854). 

, 

Algunas veces se usa el reciproco de la conductividad o , al 1 
que se le conoce como resistividad y se representa con la letra 

griega p , entonces 

1 
p = -o (3.27) 
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y la expresi6n vectorial de la ley de Ohm se escribe en forma 

equivalente como 

-+- -+-
E = pJ (3.28) 

A continuaci6n analizaremos una aplicaci6n muy frecuente de esta 

ley. 

Cuando se conectan las terminales de un alambre conductor a una 

diferencia de potencial, se produce en el interior de éste un ca~ 

po eléctrico, y la existencia del ·campo provoca a su vez una co

rriente eléctrica a través de cualquier secci6n transversal del 

alambre. 

Antes de continuar debemos notar que la situación que se describe 

no es electrostática, ya que se tiene un flujo constante de carga 

de una terminal a otra, mientras se mantenga aplicada la diferen

cia de potencial Vab . La raz6n es que ésta última mantiene un 
-+- . 

campo eléctrico E en el interior del alambre conductor. En es-

te caso los portadores de carga libres son electrones que se mue

ven a lo largo del alambre de la terminal negativa hacia la termi 

nal positiva. La direcci6n del campo eléctrico (o de la densidad 

de corriente) coincide con la forma del alambre y para un segmen

to cualquiera de éste apunta hacia su parte más negativa, como se 

muestra en la figura 3.5. 

+ 

A = constante 

-+-
J 

-+-
E -+-

vab >o E 

if 

El -+-
J ectrón libre 

FXGURA 3.5. Conductor de sección transversal circular de área A 

y longitud total L al cual se le aplica una diferencia de pote~ 

cial vab . También se muestran los electrones libres moviéndose 

con una velocidad promedio vp 
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Ya que el área de la secci6n transversal del alambre es constante 

y el conductor es homogéneo, la ecuaci6n (3.12) se reduce a 

i = JA (3.29) 

y de la ecuaci6n (1.103) obtenernos 

, 

vab 
------------------~E~=-L=-----------(3.-30)----

Al combinar estas últimas-ecuaciones con la expresi6n (3.28) 

o también 

(3.31) 

Podernos simplificar la ecuaci6n (3.31) llamando al factor re 

sistencia eléctrica y representándolo con la letra R , entonces 

(3.32) 

al sustituir (3.32) en (3.31) obtenernos que 

vab = Ri (3.33) 

Aunque la ecuaci6n anterior es un caso particular de la expresi6n 

(3.26) llamada expresi6n vectorial de la ley de Ohm, hist6ricarnen 

te se obtuvo primero y se le llarn6 ley de Ohm, a lo largo de esta 

obra conservaremos esta denorninaci6n. 

De la ecuaci6n (3.33) observarnos que 

R = (3 .34) 

En el SI a la unidad de·resistencia eléctrica se le llama ohm, en

tonces 

1 
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Cuando al conectar un s6lido homogéneo a una diferencia de poten

cial de un volt circula un ampere de corriente, su resistencia 

eléctrica es de,un ohm. 

3.5 CONDUCCION DE CARGA A TRAYES DE SOLIDOS HOMOGENEOS 

Dado que los átomos de un s6lido están fijos en la estructura del 

material, el flujo de carga o conducci6n a través de ellos es de

bido a electrones libres. Es por ello que el s6lido conduce, 

siempre y cuando existan electrones libres. 

Haremos uso de algunos ~esultados de la mecánica cuántica para 

describir el comportamiento de los electrones de un s6lido. 

La energía que puede poseer un electr6n está cuantizada (toma va

lores discretos); a este conjunto de valores de energía se les de 

nomina niveles energéticos del electr6n o bandas, éstas están se

paradas debido a que existen rangos de valores de energía que el 

electr6n no puede poseer; a tales rangos se les denomina zonas 

prohibidas. 

En el esquema de la figura 3.6 se muestran las bandas mencionadas, 

separadas en dos grupos llamados bandas de conducci6n y bandas de 

valencia. 

Energía 
del 

electrón 

• 

I bandas de 
conducción 

zona prohibida 

I bandas de 
valencia 

'el -ectron 

FIGURA 3.6. Representación esquemática de las bandas de energía 

para los electrones de un átomo. 



194 

Las bandas de valencia representan los niveles de energía que po-, 

seen los electrones de los átomos o moléculas cuando el material 

no recibe energía externa. Las bandas de conducci6n representan 

los niveles energéticos que puede poseer un electr6n cuando re

cibe energía adicional. La zona prohibida central, en términos 

de energía, representa la necesária para que los electrones de la 

banda de valencia de mayor energía (exteriores), pasen a la banda 

de conducci6n de menor energjí~a~-~------~--------------------~----------------

La representaci6n de un metal, según esta teoría de bandas de 

energía, es la que se indica en la figura 3.7, en la que como 

ejemplo se ha representado el cobre (Cu) • 

Energía 
del 

electrón 

(a) 

bandas de 
conducción 

lbandas de 
valencia. 

(b) 

FIGURA 3.7. Representación esquemática de las bandas de energía 

(a) y de la estructura .cristalina para el cobre (b). 

Según se observa en la figura 3.7, las bandas están traslapadas, 

esto se debe a que el enlace metálico que existe entre los átomos 

implica la .existencia de electrones libres (electrones en las ban 

das de conducci6n) • 

Los electrones exteriores de los átomos de los metales son compaE 

tidos con los átomos vecinos, lo que da la rigidez a su estructu

ra cristalina. 

Por lo anterior,.no se requiere energía para liberar estos elec

trones de la. influencia del núcleo, pues aun la aplicaci6n de un 

campo eléctrico pequeño a estos materiales produce corrientes eléc 

tricas. 

1 
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En los materiales semiconductores, se requiere una cantidad pequ~ 

ña de energía para transferir un electr6n de la banda de valencia 

de mayor energía a la banda de conducci6n de menor energía. En 

la figura 3.8 se muestra el esquema correspondiente al silicio 

(Si) cristalizado. 

Energía 

del 
zona prohibida 

electrón 
bandas de 
valencia 

(a) 

FIGURA 3.8. Representación esquemática de las bandas de energía 

(a) y la estructura cristalina para el silicio (b). 

Como el silicio posee cuatro electrones en su última 6rbita, en 

un cristal de silicio cada átomo comparte sus cuatro electrones 

en enlaces covalentes con sus cuatro vecinos más pr6ximos. A tem 

peraturas cercanas al cero absoluto, todos los enlaces covalentes 

están completos (excepto en la superficie) y el cristal no condu

ce. A temperatura ambiente, la energía que recibe el material en 

forma de calor es suficiente para excitar algunos electrones y 

pasarlos a Íá banda de conducci6n más pr6xima, es decir, los lib~ 

ra del enlace covalente que los mantiene unidos a la estructura, 

y los convierte en electrones libres; por ello la cantidad de 

electrones libres en el cristal depende de la energía.que se le 

suministre al mismo. 

En los aislantes, la energía necesaria para que un electr6n de va 

lencia pase a la banda de conducci6n más pr6xima es grande, por 

lo que a temperatura ambiente es muy difícil la conducci6n de car 

ga a través de ellos, a menos que se rompa su rigidez dieléctrica. 
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La figura 3.9 muestra el caso del carbono (C) cristalizado (dia

mante). Aunque los cristales de carbono tienen la misma estructu 

ra que los de silicio, su diferencia fundamental estriba en el 

ancho de la zona prohibida. , 

En los aislantes cristalinos o amorfos, las impurezas (átomos de 

' 
otros elementos) contribuyen a la existencia de electrones libres; 

también en los aislantes cristalinos las imperfecciones en_~~ep~~--------

tructura afectan el número de electrones libres. 

Energ!a 
del 

electrón 
::: 7 eV 

(al 

bandas de 
conducción 

zona prohibida 

bandas de 
valencia 

( b) 

FIGURA 3.9. Representación esquemática de las bandas de energ!a 

(a) y la estructura cristalina del carbono (b). 

3.6 EFECTO DE LA YARIACION DE LA TEMPERATURA EN LA RESISTIVIDAD 

Hasta este momento sabemos que la resistividad se obtiene por me

dio de la ecuación (3.27) 

1 = p = a 
1 

nqp .[n · m] (3.35) 

En los metales, el efecto de la temperatura se refleja fundamen

talmente como un decremento en la movilidad ll de los electrones. 

1 
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La energía en forma de calor que recibe el metal se traduce, desde 

el punto de vista macrosc6pico, en un incremento de temperatura 

y,desde el microsc6pic~en un incremento de la energía cinética 

de las partículas que lo constituyen. 

El movimiento de los electrones libres en el cristal es completa

mente aleatorio, ya que chocan constantemente con la estructura 

del metal, como se indica en la figura 3.10 (a); cuando se le 

aplica un campo eléctrico, dichos electrones conservan el movi

miento aleatorio mencionado, al cual se sobrepone el efecto menos 

significativo debido al campo aplicado, como se muestra,en la fi

gura3.10 (b). 

3 

FIGURA 3.1.0. 

7 

(a) 

1 

8 

---~ 
5 

2 

1 

4\ .8 1 

\(1___,¡ 
7 

desplazarn1ento 
neto 

(b) 

(a} Movimiento de un electrón en un cristal conduc-

tor o semiconductor sin campo eléctrico aplicado, (b} con campo 

eléctrico aplicado. 

Al aumentar la temperatura, aumenta también la probabilidad de 

que los electores choquen con la estructura y se reduzca así la 

movilidad. 

Se concluye por lo expuesto que la resistividad de los metales 

aumenta al aumentar la temperatura. 

La figura 3.11 muestra la curva de variaci6n de la resistividad 

con respecto a la temperatura para el cobre. 
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4 ,.. .... 

-200 200 

; 
/ 

/ 
--~ 

,,-' "-_aproximación 
/' 

400 600 800 1000 

FIGURA 3.11. Curva de resistividad del cobre en función de la 

temperatura. 

Para diversos metales el comportamiento de la resistividad es se

mejante. Estas funciones pueden ser representadas mediante la se 

rie de potencias siguiente 

P =Po+ aT + bT 2 + cT 3 + .•. (3 .36) 

donde el nümero de términos empleados depende de la aproximaci6n 

requerida, y los valores de las constantes dependerán del metal 

seleccionado. 

Para las temperaturas de interés, en la mayoría de los problemas 

en ingeniería de -sooc a 400°C aproximadamente, la funci6n de re 

sistividad de los metales y sus aleaciones tiene un comportamien

to, aproximadamente, lineal. Por ello podemos aproximar la fun

ci6n, para el rango de temperaturas mencionado, mediante una rec

ta, reduciendo la ecuaci6n (3.36) a 

p = Po + aT 

la cual puede ser expresada como 

P = p o ( 1 +. a T) 
Po 

(3.37) 

, 

1 
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a la relaci6n a 
Po 

se le conoce corno coeficiente de variaci6n de 

la resistividad con la temperatura ~ara cero •e y se representa 

can la letra griega a 0 , entonces 

P = Po ( 1 + a 0 T) (3 .38) 

En general a una temperatura 

san: 

a 
Px 

y sus unidades 

1 
oc = 

Usualmente se conocen la resistividad y el coeficiente a de los 

materiales a temperatura ambiente, 

es necesario calcular primero a. 

por lo que para emplear (3.38) 

y Po Se deja al lector de-

mostrar que dada a 1 a una temperatura T¡ , a 0 

ner mediante la relaci6n siguiente 

1 
no = (1/a¡)- Tl 

se puede obte 

(3.39) 

Por la ecuaci6n (3.38) sabernos que las resistividades a las ternp~ 

raturas T¡ y T2 se obtienen corno 

P¡ = p.(l + a 0 T¡) 

P2 = P0 (1 + a 0 T2) (3.40) 

El cociente de las ecuaciones anteriores resulta 

p 2 1 +. a. T2 
= 

p 1 1 + a. T¡ 

finalmente 

p 1 [~ + a. 
T2] P2 = 

+ a. T¡ ( 3 • 41) 

o bien en términos de al 

P2 = p 1 [1 + a¡ (T2 - T¡ >] 
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expresi6n que se puede obtener sustituyendo el valor de a 0 , de , 

la ecuaci6n (3.39), en la ecuaci6n (3.41). 

La tabla 3.1 muestra los valores de resistividad y del coeficien

te a para algunos metales y aleaciones. 

RESISTIVIDAD DE ALGUNOS METALES Y ALEACIONES 

Metal o aleaci6n Resistividad Coeficiente cr. 
a 20° e a 20° e 

{l • m x 10- 8 oc-1 X lo- 3 

Ag Plata l. 63 3. 9 

Cu Cobre 1.72 3.9 

A u Oro 2.22 3.8 

Al Aluminio 2.83 4.1 

w Tungsteno 5.50 4.6 

Ni Nfquel 7.70 6.5 

Fe Hierro 9.80 6.3 

4% Ni, 12% Mn, 84% cu (Manganina) 47 0.01 

45% Ni, 55% Cu (Constantán) 48 0.01 

60% Ni, 15% Cr, 25% Fe (Ni=árel) 108 0.16 

TABLA 3.1 

Con ayuda de la tabla 3.1, compruebe que la resistividad del co

bre a 55°C es p = 1.95 x 1o-B n • m . 

A temperaturas cercanas al cero absoluto, la conductividad o de 

algunos metales y aleaciones se incrementa de tal manera que su 

valor tiende a infinito (p 4 0), a este fen6meno se le conoce 

como superconductividad. 

1 
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En algunos casos, como en el del cobre, la conductividad no tie~ 

de a infinito debido a imperfecciones en su estructura cristali

na. 

La tabla 3.2 muestra valores de resistividad para algunos semicon 

ductores. 

RESISTIVIDAD DE LOS SEMICONDUCTORES USUALES 

Semiconductor Resistividad a 20"C 
¡¡ . m 

e Carbono 35.7 X 10- 4 

Ge Germanio 45.4 

Si Silicio 62.5 X 10 3 

TABLA 3.2 

Al incrementar la temperatura de un semiconductor, como ya se ha 

explicado, se incrementa el número de electrones libres por uni

dad de volumen n ; tal aumento es más importante que la dismi

nuci6n de la movilidad, lo que da por resultado un decremento en 

la resistividad del semiconductor y en consecuencia a toma va

lores negativos. 

Dado que el comportamiento de la resistividad de un semiconductor, 

al variar la temperatura, es altamente no lineal, no es posible 

considerar una a constante para un rango amplio de temperaturas 

como ocurre en los metales. 

En la tabla 3.3 se presentan valores aproximados de la resistivi

dad de algunos aislantes. 
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RESISTIVIDAD APROXIMADA DE ALGUNOS AISLANTES A 20" e 

Aislante Resistividad g . m 

Agua destilada 10 4 

Parafina ±Oc7 

Baquelita 109 

Vidrio 1Q12 

Mica 1Q13 

Tef16n 1014 

Hule duro 1015 

Cuarzo 1017 

TABLA 3.3 • 

En los aislantes la conducci6n se presenta adicionalmente por un 

efecto, no tratado aquí, llamado difusi6n de iones a través de s6 

lides; sin embargo, su estudio rebasa la intenci6n de este traba

jo. 

El comportamiento típico de los aislantes es semejante al del vi

drio, el cual, al incrementar su temperatura, disminuye su resis

tividad en forma no lineal. Con objeto de dar idea de cuál puede 

ser esa variaci6n, mencionaremos el caso de una cierta muestra de 

vidrio donde p ~ 10 16 n · m a 20°C y a 700°C disminuye has 

ta p ~ 10 8 n • m • 
. -. 

3.7 LEY DE JOULE 

Los electrones libres de los s6lidos, al desplazarse por efecto 

del campo eléctrico aplicado, ganan energía cinética, que es tran! 

mitida a la estructura del material al chocar éstos con ella. Es

te intercambio de energía entre los electrones, acelerados por el 

campo eléctrico y los átomos que la reciben por choque, da por re 

' 

1 
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sultado un incremento de la temperatura del material, y como con

secuencia de éste, la resistividad del material varfa. 

El estado estable se obtiene cuando el material transfiere a su 

ambiente una cantidad de energfa en forma de calor por segundo, 

igual a la energfa eléctrica que recibe, manteniéndose asf la tem 

peratura constante. 

Obtendremos a continuaci6n la expresi6n que permite evaluar la 

energfa eléctrica transformada en calor por segundo y por unidad 

de volumen en un material de resistividad p • 

Consideremos el s6lido mostrado en la figura 3.12 al cual se le 

aplica un campo eléctrico, para simplificar,perpendicular a'una 

de sus caras, como se indica 

1----t.L --~ 
superficie @ 

v2 

FIGURA 3.12. SÓlido homogéneo con un campo eléctrico aplicado. 

De la definici6n de diferencia de potencial, tenemos que la ener

gfa que se transforma en calor (t.U) al trasladar una carga t.q 

de la cara 0 a la cara 0 del material s6lido en forma de par~ 
lelepfpedo mostrado en la figura 3.12 es 

(3.42) 

como 

V 1 2 = Et.L 
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La expresi6n (3.42) se transforma en 

AU = EALAq (3.43) 

y la energía que se transforma en calor por unidad de volumen se 

obtiene como 

, 

------------------------------------AU E~--------------------~~.-----------
AV=Au=AAAq (3.44) 

en la cual 

AV = AAAL 

donde AA = área y AL = longitud, (ver figura 3.12) por lo que 

la energía por unidad de volumen que se transforma en calor cada 

unidad de tiempo o potencia eléctrica por unidad de volumen es 

Au = E ~ 
At AA At 

en el límite, cuando At + O obtenemos 

du = ~ -ªs. = 
CIT AA dt 

como para el caso analizado 

i 
AA = J 

entonces 

du = EJ 
CIT 

E 
AA i 

usando la expresi6n vectorial de la ley de Ohm 

du 2 crr=EJ=pJ = 

(3.45) 

(3 .46) 

(3.47) 

1 
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' pero 

1 

entonces 

J 
S 

= watt = W 

En muchos casos se desea obtener la energ!a total transformada en 

calor en un s6lido de dimensiones conocidas. El procedimiento 

que se ha de seguir es integrar en todo el volumen, como se mues 

tra a continuaci6n. 

La energ!a total transformada estará dada por 

u = f f f udV (3.48) 

derivando ambos miembros de la ecuaci6n anterior con respecto al 

tiempo obtenemos 

du a = dt at f ff udV = f f f a u at dV (3.49) 

Si sustituimos la relaci6n (3.47) en la (3.49) 

dU 
dt 

Un caso muy-frecuente en ingenier!a es 

tud L y área de secci6n transversal ... 

(3 .50) 

el de un s6lido de longi-
+ 

A , en el cual p , J y 

E son constantes en todo su volumen. Si este es el caso, la 

ecuaci6n (3.50) se reduce a 

como 

dU 
dt 

V= AL 

(3.51) 

y 
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(3.52) , 

. usando la ecuaci6n (3.32) 

( 3 . 53) 

____ Es.ta_expresi6n_es-conocida-como-ley-de-Joule-en-honor-a-l-f-fs-ico----

inglés James Prescott Joule (1818-1889) y representa la energía . . 
eléctrica que se transforma en calor por segundo en un dispositi

vo de resistencia R por el cual circula una corriente i . 

En un resistor puro, toda la energía eléctrica que recibe en un 

segundo (potencia eléctrica) se transforma en calor, y podemos e~ 

presar la potencia eléctrica P utilizando las ecuaciones (3.33) 

y (3.53) de la forma siguiente 

P = dU - Ri 2 = V¡ 2Í dt - [ w] (3.54) 

Compruebe que al conectar un dispositivo de resistencia R = 240 n 

a una diferencia de potencial de 120 V durante 2 minutos se obtie 

nen 1720.02 cal. 

Recuerde que 4.186 J = 1 cal. 

3.8 RESISTENCIA Y RESISTORES 

La resistencia es una propiedad de los materiales que de acuerdo 

con su aplicaci6n particular será necesario reducir o aumentar de 

valor. 

A los dispositivos que se fabrican especialmente con el fin de e~ 

plear tal propiedad se les conoce como resistores. En la figura 

3.13 se muestran los símbolos más comúnmente empleados para resis 

tores. 

1 
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a-

b 

ta) (b) . (e) 

FIGURA 3.13. SÍmbolos usados para resistores: (a) fijo, (b) va

riable, (e) variable de dos terminales o reóstato y (d) variable 

de tres terminales o potenciómetro. 

Cuando conectamos un resistor a una diferencia de potencial, cir 

cula a través de él una corriente, 

de de la selecci6n de la direcci6n 

ra evaluar 

cuyo signo generalmente depe~ _,. 
del vector dA necesaria pa-

JJ J
_,. _,. 

i=4>·= dA . J 

Aún así, resulta más práctico considerar el signo de la corriente 

a~oc~ado con el signo de la diferencia de potencial aplicada y 

asignarle un sentido según dicho signo, como se muestra en la fi

gura 3.14. 

a Vab > O 

b 
corriente negativa 

a 

', 

b 
corriente positiva 

FIGURA 3.14. Sentidos de corriente asociados asignados a un re

sistor conectado a una diferencia de potencial Vab mayor que ce 

. ro. 

Si una corriente positiva circula a través de un resistor de la 

terminal a hacia b , entonces la terminal a es más positiva 

que la b , es decir, la corriente eléctrica positiva señala en 
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la direcci6n del movimiento de los portadores de carga positivos. , 

En esta situaci6n el producto Vabi representa la energía que 

recibe un eiemento por segundo, y somos congruentes con la conven 

ci6n que expresa que si el sistema recibe energía, esta energía 

ser§ considerada positiva y viceversa, como se muestra en la fig~ 

ra 3.15. 

En ambos casos Vab e_i_>_O __________________________ _ 

(a) (b) 

FIGURA 3.15. Uso de la corriente asoc.iada para determinar si un 

elemento recibe o cede energía. Si Vab e i > O , 

mento recibe energÍa; (b) cede energía. 

(a) el ele-

Los resistores pueden también ser clasificados como resistores li 

neales y no lineales. En los primeros la relaci6n entre la dife

rencia de potencial aplicada v y la corriente que circula i 

es lineal, es decir, R es una constante y su representaci6n 

gráfica es la mostrada en la figura 3.16. 

,,, \ 
destrucción 
del resistor 

i [A] 
destrucción 
del resis- \ 
ter ... - -

V [V] 

+ 

R V 

FIGURA 3.16. Representación gráfica de la característica de un 

resistor lineal. 
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Debemos notar que su comportamiento es el mismo para diferencias 

de potencial positivas y negativas, esto es, el resistor lineal 

no posee polaridad. Se observa también en la gráfica que existe 

un valor critico del producto vi = Ri 2 , para el cual un resis 

tor real se destruye por calentamiento excesivo. 

Los resistores lineales obedecen la relaci6n planteada por Ohm, 

ecuaci6n (3.33). 

La figura 3.17 muestra la característica de un cierto resistor no 

lineal. 

i[A] 

1 
=R' 

FIGURA 3.17. Representación gráfica del comportamiento de un cieL 

to resistor no lineal. 

Observamos que para un valor dado de la relaci6n 
VA 

iA 
no 

representa-la resistencia del dispositivo en ese punto de opera

ci6n, por lo que la resistencia debe evaluarse a través de la 

ecuaci6n 

di 
dv = 1 (3.55) 

RA 
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Existe una gran variedad de elementos o dispositivos en los cua- , 

les la relaci6n entre corriente y diferencia de potencial aplica-

dos es no lineal. Aunque muchos de ellos pueden considerarse re

sistores no lineales, tienen nombres muy diversos. En la figura 

3 .·la se muestran las características v contra i para dos ca-

sos típicos. 

--------------------~i.----------------------~--------------------------

(a) 

v [v] 
50 75 100 

(b) 

FIGURA 3.18, Representación gráfica del comportamiento de: (a) 

un foco incandescente, (b) un diodo. 

En el primer caso de la figura 3.18 se muestra el símbolo y la e~ 

racterística de un foco incandescente, el cual no posee polaridad; 

en el segundo se muestra el símbolo y la característica del disp~ 

sitivo llamado diodo, el cual, como se observa, sí posee polari

dad .. 

Cuando la terminal b es más positiva que la a (v < O), el dio 

do presenta una resistencia muy alta, por lo que la corriente a 

través de él es aproximadamente cero. 1 
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~ 3.9 RESISTORES CONECTADOS EN SERIE Y EN PARALELO 

1 

Presentaremos a continuaci6n la forma de obtener el resistor equ! 

valente de un arreglo de resistores lineales conectados en serie 

o en paralelo. 

En la figura 3.19 se muestra un arreglo de dos resi'stores, R1 y 

R 2 , conectados en serie a una diferencia de potencial Vac. 

I 

ao---~R¡ 

superficie 
,..-cerrada 

[~J ~I..R-z--c 

FIGURA 3.19. Resistores conectados en serie. 

La relaci6n que exis.te entre la diferencia de potencial aplicada 

y las diferencias de potencial en cada resistor es 

vac = vab + vbc (3.56) 

Además, cada resistor obedece la ley de Ohm, por lo cual se cum

plen las relaciones 

V ab I¡ = """Rj (3 .57) 

Iz = 
vbc 

R2 

Analizaremos con detalle la relaci6n que existe entre las corrien 

tes I¡ e I.z a través de cada resistor. 

Si construimos una superficie cerrada que contenga el punto de 

uni6n entre los resistores (punto b) y aplicamos el principio de 

conservaci6n de la carga, concluiremos que si la corriente que 

sale del resistor R¡ a través de su terminal b , es diferen-
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te de la corriente que entra al resistor R2 a través de la mis 

ma terminal b , se producirá una acumulaci6n de carga en dicho 

punto, ya que la carga no se crea ni se destruye. 

Como el campo eléctrico aplicado es uniforme a través de los ma

teriales que forman los resistores, es imposible que ocurra la 

acumulaci6n de carga descrita, por ello necesariamente 

(3.58) 

Al sustituir este último resultado en las relaciones (3.57), obte 

nemes 

(3.59) 

por lo que 

( 3. 60) 

de donde 

vac 
= -I- (3.61) 

Como la relaci6n del vo·ltaje total aplicado (entre las terminales 

a Y e) y la corriente total que circula es el valor del resis

tor equivalente, concluimos que 

(3.62) 

De manera semejante, si tenemos n resistores conectados en se

rie 

, 

(3,63) 1 
Consideremos ahora los resistores conectado"s en·paralelo entre 

los puntos a y b , mostrados en la figura 3.20. 
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I ----,.-superficie cerrada 
1 1 1 -a -Iz 

b-----0------6 

FIGURA 3_20_ Resistores conectados en paralelo. 

En esta conexi6n la diferencia de potencial en cada resistor es 

igual a la diferencia de potencial aplicada Vab • 

Entonces, las corrientes a través de cada resistor son 

; Iz = (3.64) 

Aplicando el principio de conservaci6n de la carga en el punto 

donde se unen los resistores y·considerando los sentidos de co

rrientes y la superficie cerrada indicados en la figura 3.20, se 

cumple que 

I = I ¡ + I 2 (3.65) 

sustituyendo las relaciones (3.64) en la ecuaci6n anterior y fac

torizando 

o sea 
' 

I 

vab 
= 1 1 

R¡ + Rz 

(3.66) 

(3.67) 

Como la relaci6n anterior representa el inverso del resistor equ1 

valente, se tiene 

1 
Req 

(3.68) 
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En general, cuando se conectan entre un par de puntos 

res en paralelo, se cumple 

= 
n 
E 

i=l 

1 
Ri 

n resisto 

(3.69) 

Una forma más práctica de trabajar con la ecuaci6n (3.68) se ob

tiene expresándola como 

(3.70) 

Si se desea obtener el resistor equivalente de un arreglo de n 
• 

resistores conectados en paralelo, usamos solamente la expresi6n 

(3.70), tomando los resistores de dos en dos. 

EJEIIPLO 3.1 

Para el arreglo de resistores mostrado en la figura 3.21, obtenga 
' 

el resistor equivalente entre los puntos indicados en cada inciso. 

a) a y d 

b) b y e 

a 

;... 
R¡ "" "" !:... R3 R¡ = 20 n 

' Ji 

; 1 2 
2 

b Ro = 20 n 

R3 = 5 n .. "-R.. 
R• = 8 n 

e Rs· = 6 n 
Rs "" ... Rs = 3 n 

l'6 
d 5 4 3 r 

FIGURA 3.21. Arreglo de resistores. 

, 

1 
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SOLUCXOB 

Antes de iniciar los cálculos debemos tomar en cuenta lo siguien-

te: 

. 1 
1. Consideraremos que la resistencia de los alambres conductores 

usado~ para interconectar los resistores es despreciable. 

2. Basados en la consideración anterior, los puntos 1, 2 y b re 

presentan, eléctricamente hablando, un solo punto, lo mismo ocu

rre con 3, 4,·5 y d. 

3 . Entre los puntos e y d los resistores y están 

en paralelo. 

4 • Entre los puntos b y d ' el sistema formado por y 

está en serie con el resistor R 4 

5. Rl y el sistema formado por están en 

paralelo entre los·puntos b y d 

a) El procedimiento de reducción se realiZa como se indica en la 

figura 3.22, donde se ha redibujado el circuito para facilitar la 

observación de las conexiones. 

Rl 

FIGURA 3.22. 

a y d. 

a a a 

R3 R3 R3 

b 
b a 

b 

R4-
Req 

Rz e 
Re1 R R 

e2 e3 

Rs Rs 
d 

d 
d d 

Obtención del resistor equivalente entre los puntos 
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Los valores intermedios de la figura se obtienen como sigue 

= 10 ¡¡ 

Rs x R6 
2 8 1 o R = + R4 = + = 

e2 Rs + R5 

R X R 
R 

el e2 
S ¡¡ = = 

e3 R 
el + R 

e2 

finalmente 

= 1 o ¡¡ 

R entre a y d es 
eq 

1 o ¡¡ 

b) De manera semejante, para e~te inciso, tenemos 

R entre b y e es 
eq 

R4 X R e4 
R = 

eq R4 + R 
e4 

donde 

R¡ 
= 10 + 2 = 12 ¡¡ 

R 
eq 

= 
8 ( 1 2) 

20 
= 4.8 n entre b y 

¡¡ 

e 

Debemos notar que en este caso el resistor R3 no interviene, ya 

que no existe ninguna trayectoria de b a e que lo contenga. 

, 

1 
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~ 3.10 FUENTES DE FUERZA ELECTROMOTRIZ 

1 

Definiremos fuente de fuerza electromotriz como cualquier dispos~ 

tivo capaz de transformar algún tipo de energfa en energfa eléc

trica. En la tabla 3.4 presentamos una lista de los dispositivos 

más conocidos que cumplen con los requerimientos de nuestra defi

nici6n de fuente de fuerza electromotriz. 

DISPOSITIVO 

Celda qufmica 

Celda de combustible 

Celda fotovol taica 

Celda térmica 

Generador 

Cristal piezoeléctrico 

TIPO DE EHERGIA TRANSFORMADA 
EH ENERGIA ELECTRICA 

Qufmica 

Qufmica 

Luminosa 

Calor 

Mecánica 

Mecánica 

TABLA 3.4 

La caracterfstica común de estos dispositivos es que, al recibir 

energfa en alguna de las formas mencionadas, producen una diferen 

cia de potencial, hist6ricamente conocida como fuerza electromo

triz (fem) y representada con la letra E 

Todas las fuentes de fem, debido a su estructura interna, poseen 

cierta resistencia, que se conoce como resistencia interna de la 

fuente. Por ello la representaci6n de una fuente de fuerza elec

tromotriz es ·la combinaci6n de una fuente ideal en serie con un 

resistor, como se muestra en la figura 3.23. 
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+ 
E + r 

+ 
E 

r 

1 

Fuente de~~R~e~s~~~·~s~t~o~r~----~F~u~e~n~t~e~d~e __________________________ __ 
------------------------------------f'em ideal fem real 

FIGURA 3.23. Representación de una fuente de fuerza electromotriz. 

En teoría de circuitos, a las fuentes de fuerza electromotriz se 

les conoce como fuentes de voltaje. También se emplean otras re

presentaciones simb6licas para distinguir los diversos tipos de 

fuentes. La figura 3.24 muestra algunas de ellas. 

+ 

(a) ~) 

FIGURA 3.24. Representaciones usuales para las celdas químicas 

(a) y los generadores (b). 

Una fuente de fem es capaz de suministrar energía eléctrica a 

otro dispositivo o elemento. En este subtema analizaremos lo que 

ocurre al conectar un resistor de resistencia R a una fuente de 

fem, mediante la conexi6n mostrada en la figura 3.25. 1 
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E 
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+ 

a 
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+ 
R 

FIGURA 3.25. Resistor conectado a una fuente de fuerza electromo 

triz. 

Según hemos visto, al conectar un resistor a una diferencia de p~ 

tencial circula a través de él una corriente, como se muestra en 

la figura 3.25. 

A través de la fuente, esta corriente circula de su terminal neg~ 

tiva a la positiva, dado que la fuente cede energía al resistor. 

La energía eléctrica transformada en calor por segundo, en el re

sistor R , es según la ley de Joule 

P =V i=Riz[w] tR ab (3.71) 

y en la resistencia interna r 

( 3. 7i) 

La energía que entrega la fuente ideal por segundo es 

Pe=Ei[w] (3.73) 

Basados en el principio de conservaci6n de la energía se debe cum 

plir que 

Pe = Ptr + PtR (3.74) 

es decir 

(3.75) 
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La energía que se obtiene de la fuente de fem en un segundo o po

tencia suministrada P 5 , de las ecuaciones (3.71) y (3.75), es 

[w] (3.76) 

dividiendo entre i 

val + v 1b - E- ri - Ri (3.77) 

y la corriente se puede obtener como: 

i = R + r 
E (3.78) 

En la ecuaci6n anterior se observa que la corriente i queda de

terminada por el valor de la fem de la fuente, por su resistencia 

interna y por el resistor conectado exteriormente. Para una fuen 

te de valores conocidos (E , r) , la d·iferencia de potencial que 

aparece en sus terminales (Vab> dependerá del valor del resis

tor R conectado. En una fuente ideal, como su resistencia in

terna es cero, la diferencia de potencial que aparece en sus ter

minales es igual al valor de la fem de la fuente, independiente

mente de la corriénte que circule y por ende, del valor de R • 

Cuando r existe, si r << R Vab = E y si r >> R Vab = O 

Compruebe que al conectar un resistor R = 11.5 n a una fuente 

cuya fem vale E= 6 V , con resistencia interna r = 0.5 n , 
con una conexi6n como la de la figura 3.25 se obtiene que: 

a) La corriente i es igual a 0.5 A • 

b) La diferencia de potencial v
1

b es -0.25 V • 

e) La diferencia de potencial Vba es -5.75 V • 

d) La energía suministrada por la fuente en un segundo es 

Ps = 2.875 W • 

, 

1 
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~ 3.11 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE LAS CELDAS QUIMICAS 

1 

Las celdas qufmicas pueden ser clasificadas en las dos categorfas 

siguientes: 

Celdas qufmicas primarias 

Celdas qufmicas secundarias 

Esta clasificaci6n, aunque imprecisa, es suficiente para la pre

tensi6n de este trabajo. 

Las celdas qufmicas primarias o pilas primarias son las que trans 

forman energfa qufmica en eléctrica; durante esta transformaci6n 

ocurren procesos qufmicos que no se pueden realizar en forma in

versa en la celda. 

Las celdas qufmicas secundarias ~ pilas secundarias almacenan ener 

gfa eléctrica en forma qufmica; el proceso de transformar la ener

gfa qufmica almacenada en energfa eléctrica se puede invertir en 

la celda, ya que si suministramos energfa a la celda es posible 

reenergizarla. 

Describiremos brevemente el principio de operaci6n de estas.cel

das, el cual se basa en reacciones de oxidaci6n y reducci6n. 

Cada celd~en general, consta de dos partes independientes entre 

sf, que denominaremos medias celdas o semipilas. 

A su vez, cada media celda está constituida por un conductor metá 

lico (electrodo) y un' conductor electrolftico (soluci6n). 

Los electrones que intervienen en los procesos de oxidaci6n y re

ducci6n son recibidos o suministrados por el electrodo metáli

co, por una sustancia s6lida depositada en la superficie del elec 

trodo, por un gas que burbujea y cubre la superficie del electro 

do o por el soluto de la soluci6n que está en contacto con el 

electrodo. 
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La funci6n de la soluci6n es permitir el flujo de iones de un 

electrodo a otro. 

Las semipilas, casi siempre, están unidas electrolíticamente me

diante un recipiente o tabique poroso que impide que se mezclen 

las soluciones, pero que permite el flujo de iones de un lado a 

otro (ver figura 3.26). 

electrodo 
metálico 2 "\ 

solución 2 

· media celda 

electrodo 
~ metálico 1 

poroso 

FIGURA 3. 26. Esquema de una celda .química. 

Las soluciones pueden estar separadas exclusivamente por su densi 

dad, y en el caso más simple, la divisi6n de la celda en semipi

las no es apreciable, ya que la soluci6n es la misma. 

Describiremos el funcionamiento de cada semipila con base en la teo 

ría del potencial de electrodo del físico alemán Herman Walter 

Nerst (1864-1941). 

El caso más sencillo ocurre cuando se introduce un electrodo metá 

lico en agua o en una soluci6n ácida; el metal tenderá a disolver 

se debido a la atracci6n que ejercen las moléculas de la disolu

ci6n (presi6n electrolítica de soluci6n). 

Muchos de los átomos de la superficie del electrodo metálico ven

cen las fuerzas de cohesi6n que los mantienen unidos a la estruc

tura del metal e ingresan a la soluci6n en forma de iones positi

vos, dejando el electrodo con un exceso de carga negativa que se 

, 

1 
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acumula en la superficie. Este proceso no continúa indefinidame~ 

te, ya que entre más iones positivos abandonan el metal; mayor s~ 

rá el exceso de carga negativa del electrodo ~en consecuencia, 

mayor será también la fuerza eléctrica de atracción que ejerza és 

te sobre los iones que ha perdido. 

Se establece, entonces, una doble capa eléctrica formada por los 

iones positivos atraídos por el electrodo y la capa superficial 

de electrones~ Esta doble capa eléctrica, en equilibrio, contra

rresta la tendencia del metal a disolverse. 

El electrodo metálico ha obtenido, de este modo, un potencial ne

gativo con respecto a la solución cuyo valor es característico p~ 

ra cada metal, por lo que otro metal distinto obtendrá un valor 

de potencial negativo diferente. Estos valores de potencial se 

ven afectados por la temperatura y la concentración de soluto. 

·con objeto de determinar con facilidad tal potencial, para diver

sos materiales, se ha tornado como referencia (asignándole poten

cial cero) el potencial del electrodo de hidrógeno. Este electro 

do se obtiene haciendo burbujear el gas en un electrodo inerte de 

platino. 

La tabla 3.5 muestra algunos valores de potencial obtenidos con 

este procedimiento para una concentración unitaria (un mol de so

luto por litro de solución). 

En los metales nobles (Cu, Ag, Hg, etc. ), es posible formar la 

capa eléctrica mencionada de manera contraria, con una solución 

que contenga iones del metal del electrodo, ya que éstos contribu 

yen a contrarrestar la presión electrolítica de la solución dando 

lugar a que predomine la tendencia de los iones metálicos a depo

sitarse en el metal, sobre la tendencia de los mismos a pasar ha

cia la solución, por lo que el electrodo tendrá carga positiva. 

El funcionamiento de la celda química completa implica la conexión 

externa de los electrodos metálicos de las dos semipilas a través 

de algún elemento o dispositivo por el cual circule corriente. 
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ELEMENTO ·ION POTENCIAL A 25"C [v] 

Li Li+ - 3.045 

Na Na+ - 2. 715 

Al Al+++ - l. 662 

Zn Zn++ - 0.763 

Fe Fe++ - 0.440 

Cd Cd++ - 0.402 

Co Co++ - 0.278 

Sn Sn+++ - 0.336 

Pb Pb++ - 0.120 

H H+ 0.000 

Cu Cu++ + 0.338 
+ 

0.799 Ag Ag . + 

Hg Hg++ + 0.854 

A u Au+++ . + l. 49? 

TABLA 3.5 

Al pasar electrones, del electrodo más negativo al otro, desapare

ce el equilibrio, debilitándose y fortaleciéndose la capa eléctr!_ 

ca de electrones respectivamente en los electrodos; esto permite 

que continúe el proceso inicialmente descrito en cada electrodo. 

La fem de la celda se obtiene como la diferencia de los potenci~ 

les de cada electrodo, y la resistencia interna de la fuente es 

la combinaci6n de los efectos resistivos de los electrodos, la 

soluci6n y la zona de interfase entre electrodos y soluci6n. 

Otra influencia adicional en la determinaci6n de la fem de las 

celdas químicas es la llamada diferencia de potencial de contacto, 

que se presenta cuando dos metales distintos se unen, la cual es 

debida a la difusi6n de electrones de un metal a otro. 

, 

1 



' 

1 

225 

Una celda química primaria práctica es la llamada pila de Leclan

che, de donde se deriva la conocida pila seca. En la figura 3.27 

se presenta un esquema de la construcci6n básica de la pila de Le 

clanche. 

El electrólito de la semipila que contiene al Zn es una &olu-

ci6n de cloruro de amoniaco 

nes amonio NHt y cloro el-

de los iones de zinc fomando 

ánodo de carbón 

polvo de 
e y Mno2 

(NH4Cl) , el cual se disocia en io-

El cloro se combina con algunos 

cloruro de zinc. 

"_ ~ cátodo de zinc 

recipiente 

recipiente poroso 

FIGURA 3.27. Esquema de la construcción básica de una celda de 

Leclanche. 

Los iones de amonio, cloro y zinc se difunden a través de la mem

brana porosa hacia la semipila que contiene al electrodo de carbo 

no, el cual ~stá contenido en una mezcla de carbono pulverizado y 

bi6xido de manganeso. 

Al reaccionar los iones de amonio NHt que llegan al electrodo 

de carbono, se transforman en gas amoníaco NH 3 y gas hidr6geno, 

y se forman burbujas de estos gases. 

Algunas de las burbujas se adhieren al electrodo de carbono redu

ciendo su superficie activa. Además, los iones positivos tienden 

a agruparse alrededor de las'burbujas de los gases y producen una 
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carga positiva local que repele los iones positivos (efecto de p~ 

larizaci6n de la celda) . 

El bi6xido de manganeso se combina con el gas hidr6geno para for

mar agua, y el cloruro de Zn que se ha difundido hasta el elec

trodo de carbono se combina con el gas amoníaco, eliminándose así 

las burbujas de NH 3 y H2 que se forman alrededor del el~ctro-

______ do-,-minimi zando-la-po-lar iz aci6n. 

La figura 3.28 muestra el esquema de una pila seca típica. 

varilla de carbón 
(+) 

electr6lito en pa 

de latón 

pulverizado con 

recipiente de zinc (-) 

cubierta de papel 

FIGURA 3.28. Pila seca típica. 

El acumulador de plomo ácido es un ejemplo del uso de las celdas 

químicas secundarias; los elementos básicos usados en su construc 

ci6n son: 

Acido sulfúrico diluido en agua (electr6lito) 

Placa negativa de plomo (electrodo) 

Placa positiva de per6xido de plomo (electrodo) 

El electrÓlito se separa en iones hidr6geno H+ y sulfato SO~- , 

estos últimos se combinan con el plomo esponjoso del electrodo ne 

gativo, forman sulfato de plomo PbS0 4 y dejan exceso de electro 

nes en este electrodo. 

, 

1 
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En el.electrodo positivo, el peróxido de plomo Pb0 2 se disocia 

en iones oxígeno 

con los hidrógeno 

o y b
++++ p . Los iones oxígeno se combinan 

del electrólito, forman agua y dejan 
Pb++++ un exceso de carga positiva asociada a los iones de plomo 

que permanecen en el electrodo. La actividad cesa cuando la cel

da produce una fem de aproximadamente 2.1 V • 

Al desenergizarse la celda a través de un elemento o dispositivo, 

pa~an elec~rones del electrodo negativo al positivo, lo que perm~ 

te que los iones sulfato so4- del electrólito reaccionen nueva

mente con el electrodo negativo formando mayor cantidad de PbSO,. 

Los electrones que llegan al electrodo positivo a través de la·c~ 

nexión exterior, se combinan con los iones Pb++++ y los trans

forman en Pb++ . Este ion a su vez se combina con el ion sulfa

to y se deposita sulfato de plomo en el electrodo. 

La disminución de iones 

xido de 

oxígeno 

plomo 

o 
en iones 

forma agua y se 

H2 0 en la desenergización. 

permite la disociación del 

y plomo 

peró

El oxígeno O-

sustituye el ácido sulfúrico por 

Haciendo circular corriente hacia la celda, se descompone el sul

fato de plomo depositado en las placas y se restablece la concen

tración de ácido sulfúrico en la solución. Durante este proceso 

se forma hidrógeno en el electrodo negativo y oxígeno en el posi

tivo, como resultado de la descomposición del agua producida por 

la corriente en exceso que no fue usada para transformar el sulfa 

to de las placas. 

Dado·que la concentración de la solución depende de la cantidad 

de energía almacenada en la celda, es posible usar un densímetro 

para medir indirectamente dicha energía. La densidad relativa de 

·la solución de la celda energizada es aproximadamente de 1.28, y 

desenergizada de 1.15. 

La diferencia de potencial o fem que producen las celdas químicas 

es constante o continua, por lo que al conectar un resistor lineal 

a sus terminales producen corriente continua. 
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P R O B L E M A S 

3.1 Suponga que al conectar un alambre de cobre AWG # 40 

metro nominal de 0.079 mm) a una 
) 

locidad promedio de los electrones 

diferencia de potencial, 

es vp = 0.02 mm/s El 

ro de electrones libres en cada cm 3 de cobre es 8 .. 38 x 1022 

(diá-

la ve 

núme-

Considerando el sistema de referencia mostrado en la figura P3.1, 

obtenga el vector densidad de corriente en un punto cualquiera 

dentro del conductor y la corriente que circula en el alambre, in 

dicando su sentido. 

y 

-e 
-e --e X 

Figura P3 .l. 

3.2 Un alambre de plata transporta una corriente de 16 mA . 

lCuántos electrones cruzan una sección transversal cualquiera del 

alambre en medio segundo? ¿cambiaría el resultado obtenido al cam 

biar el material y/o el diámetro del alambre? 

3.3 Una corriente de 500 mA circula a través de un alambre 

AWG # 20 (diámetro nominal= 0.813 mm). Calcule la velocidad de 

arrastre o promedio, en alambres de los siguientes materiales: co 
. ' . 

bre, aluminio y plata. Repita el cálculo para alambres AWG # 30 

( d n = O. 2 54 mm) . 

da átomo. 

En cada caso considere un electrón libre por ca 

Elemento 

e u 

Al / 

Ag 

Densidad 
g/cm 3 

8.9 

2. 7 

1 o. 5 

Masa atómica 
g/mol 

64 

27 

1 08 

' 

1 
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3.4 Por un alambre de cobre AWG # 20 de 40 m de longitud e ir 

e u la una corriente de 50 mA Calcule a 2o•c ( Pcu = 1 . 7 2 X 1 o- 8 

¡¡ m a 2o•c ) : 

a) La magnitud de la densidad de corriente en el conductor. 

b) La magnitud del campo eléctrico en el interior del conductor. 

e) La velocidad de arrastre de los portadores de carga. 

d) La movilidad de los electrones, 

e) La diferencia de potencial Vxy entre los extremos del con

ductor. 

3.5 La corriente que circula en una varilla, con las dimensiones 

mostradas en la figura P3.5, es de 1.4 A cuando la diferencia 

de potencial en sus extremos es de 70Q mV. Calcule la resisten-

cia entre los extremos de la varilla y la conductividad del mate

rial. 

80 cm 

Figura P3.5. 

3.6 Calcule la resistencia entre los extremos de un tubo cilín-

drico de aluminio a 2o•c (pAl = 2.83 x 10-8 S'l • m a 2o•c) con 

las dimensiones mostradas en la figura P3.6. 

20 m 

0.8 cm[·-----

1 
ll!lll 
T 

Figura P3. 6. 
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3.7 Calcule la resistencia, por metro de longitud, del aislamien 

to del cable coaxial de la figura P3.7. 

a= 0.5 mm 
b = 2.0 mm 

aislamiento 

p = 10 10 rl•m 

Figura P3.7. 

\ 
forro 

3.8 Obtenga la resistencia de 180 m de alambre de aluminio 

AWG # 35 (dn = 0.142 mm) a las temperaturas siguientes: 

40°C y 90°C . Considere que a 

4.1 X 10-J °C- 1 

20°C · p = 2.83 x 10- 8 
Al 

m 

y a = 
Al 

3.9 Calcule el error involucrado en el cálculo de la resistencia 

de un alambre de cobre, cuando la temperatura de éste se eleva de 

20°C· a 60°C y no se considera la dilatación térmica. Las di-

rnensiones del alambre son: 100m de longitud y dn = 2.588 mm 

(AWG # 10) a 20°C . 

cobre es 17 x 10-6 

El coeficiente de dilatación lineal para el 

tividad es 0.00393 oc-1 

' . 

y su coeficiente de variación de resis 

a 20 oc . 

3.10 Un termistor es un resistor con coeficiente negativo de va-

riación de resistividad con la temperatura. Si un termistor es 

conectado a una diferencia de potencial Vab = 12 V , como se 

muestra en la figura P3.10, calcule la temperatura para la cual 

el valor de la corriente que circula a través de él es I = 80 mA. 

Suponga que su resistividad varía proporcionalmente con la tempe-

ratura para el rango de temperaturas conside-

rado en el problema, y que su resistencia a 20°C es de 200 n. 

' 

' 
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a vab = 12 v 

Figura P3 .10. 

3. 11 Suponga que posee cuatro resistores de 1000 n cada uno. 

Obtenga todos los valores posibles de resistencia que se pueden 

obtener al combinar dos, tres o cuatro resistores a la vez. 

3.12 Para 

obtenga el 

tes: 

a) a y 

b) a y 

e) b y 

d) b y 

b 

d 

e 

e 

el arreglo de resistores mostrado en la figura P3.12, 

resistor equivalente entre los pares de puntos siguie~ 

d 

son 

e 

911 

a 

Figura P3 .12. 

3. 13 Algunos resistores comerciales son diseñados para soportar, 

sin dañarse, una potencia de 1/2 W máxima. Calcule el valor mí 
nimo de resistencia que debe poseer un resistor de 1/2 w para 

poder ser conectado a una diferencia de potencial de 120 V sin 

que se dañe. 
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3. 14 En un 

de 1 00 w , 

departamento se utilizan para la iluminación 12 focos 

los cuales operan a 120 V durante 2 horas en prome-

dio cada día. Salcule: 

a) La resistenc~a de cada foco a su temperatura de operación. 

b) El costo bimestral (61 dÍas) considerando que cada kilowatt

--------hora-cues ta-$-1--;-20. 

e) El dinero ahorrado bimestralmente si se sustituyen los focos 

por 6 de 60 W y 6 de 40 w • 

3.15 

9. 3 V 

30 ¡¡ 

Una cierta batería produce una diferencia de potencial de 

en circuito abierto. Cuando se conecta un resistor de 

a sus terminales, la diferencia de potencial que aparece en 

el resistor es de 9.0 V . Calcule: 

a) La resistencia interna de la fuente. 

b) La diferencia de potencial que aparecerá en las terminales de 

un resistor de 10 ¡¡ al ser conectado a dicha batería. 

e) El valor del resistor que conectado a la batería, obtendrá la 

máxima potencia. 

, 

1 



~ CAPITULO 4 CIRCUITOS DE CORRIENTE DIRECTA 

' 

I N T R O D U e e I Ó N 

La finalidad de este tema es presentar una introducci6n al anál~ 

sis de los circuitos eléctricos resistivos, así como analizar el 

circuito que se forma al conectar un capacitar y un resistor en 

serie a una fuente de voltaje continuo. 

Se presenta parte de la terminología usual para facilitar el pla!!_ 

teamiento de las leyes de Kirchhoff y de las ecuaciones necesa

rias para la soluci6n de los circuitos. 

Actualmente existe una extensa teoría para el análisis de circui

tos eléctricos, la cual excede los prop6sitos del presente traba

jo. 

En este tema trataremos con profundidad algunos aspectos particu

lares del fen6merio electromagnético en raz6n de la importancia 

práctica de estos conceptos. 

4.1 NOMENCLATURA BASICA EMPLEADA EN LOS CIRCUITOS ELECTRICOS 

Definiremos ·como circuito eléctrico cualquier conexi6n de elemen

tos a través de los cuales puede circular corriente en forma per

manente ·o transitoria. La definici6n anterior implica la existen 

cia de al menos una fuente de fem, o algún elemento capaz de alm~ 

cenar energía y suministrarla a otros elementos de la conexi6n. 

En la figura 4 .1 se muestran ,algunos circuitos eléctricos típicos. 
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R¡ , R¡ 

+ 

e ¡· c:~L.~~' . Rz 
r¡ 

~ capacitor 
------------------------------- ------------~--------------~c~argado~-------------------------------

(al (b) 

FIGURA 4.1. Ejemplos de circuitos eléctricos. (a) circuito de co 

rriente continu~ (b) circuito de corriente directa transitoria. 

\ 

En el circuito (a) se tendrá una corriente continua y permanen-

te. En el circuito (b) la energía almacenada en el capacitar 

se transformará en energía en forma de calor al cerrar el inte

rruptor y la corriente cesará al transformarse toda la energía a! 

macenada en el capacitar. 

A continuaci6n definiremos algunos términos útiles para el análi 

s is del comportamiento de los circuitos eléctr'icos. 

A cada elemento de dos terminales, componente de un circuito elé~ 

trice, se le llama !lama; a cada terminal del elemento componente 

de un circuito, que sirve de uni6n con otro u otros elementos se 

le llama nodo; al conjunto conectado de ramas que forman una tra

yectoria cerrada, en la cual cada nodo conecta Únicamente dos ra

mas de la trayectoria, se le denomina malta. 

Dado que nuestro interés primordial en este tema es analizar cir

cuitos resistivos, definiremos adicionalmente conceptos que au~ 

que no forman parte de la teoría general de circuitos, nos permi

tirán simplificar nuestro análisis. 

Llamaremos nodo pil¡nc¡pat el punto de uni6n de tres o más ramas; 

a la ·rama o conjunto de ramas que forma una trayectoria entre dos 

nodos principales adyacentes se le llama llama pil¡ncipat. 

Con objeto de aclarar los términos mencionados anteriormente, nos 

' 
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~ referiremos al circuito de la figura 4.2. 

' 

En este circuito, asi corno en los circuitos analizados en este te 

rna, a menos que se indique lo contrario, despreciaremos la resis

tencia de los conductores usados para realizar las conexiones de 

los elementos. 

R¡ 

E¡ 

r¡ 

(a) 

Rz 

E¡ 

2 

5 
(b) 

FIGURA 4.2. Circuito eléctrico formado por dos fuentes de fem 

con resistencia interna y cuatro resistores. En (b) se muestra 

una forma equivalente de representar el circuito de (a) y se se

ñalan con númeroslos nodos. 

En el circuito de la figura 4.2 se observa que existen ocho ra

mas, siete nodos y tres mallas, estas últimas constituidas por 

los conjuntos de ramas indicados en la figura 4.3. 

2 

E¡ E¡ 

4 

malla 1 malla 2 malla 3 

FIGURA 4.3. Mallas correspondientes al circuito de la figura 

4. 2 •. 
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Los nodos principales del circuito son el 0 y el ® Y las ra- , 

mas principales son las mostradas en la figura 4.4 

2 

5 5 5 

FIGURA 4.4. Ramas principales del circuito de la figura 4.2. 

Para el circuito de la figura 4.5 verifique que existen diez ra

mas, ocho nodos, siete mallas, cuatro nodos principales y seis 

ramas principales. 

R¡ 

E¡ 

FIGURA 4.5. Circuito eléctrico de tres fuentes de fem, dos de 

ellas con resistencia interna y cinco resistores. 

' 
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4.2 LEYES DE KIRCHHOFF 

Haremos uso de las definiciones presentadas en el subterna ante

rior para establecer las dos leyes que rigen el comportamiento 

de los circuitos eléctricos establecidas por Gustav Robert Kir

chhoff (1824-1887). 

La aplicaci6n de estas leyes perrnite'plantear las ecuaciones de 

donde se obtienen la corriente y la diferencia de potencial en 

cada elemento de un circuito eléctrico, independientemente de su 

naturaleza. 

a) Ley de corrientes de Kirchhoff (LCK) 

El enunciado de esta ley es: en cualquier instante la suma alg~ 

braica de las corrientes en un nodo es cero. 

Esta ley es el resultado de la aplica~6n del principio de con

servaci6n de la carga a cada nodo. 

Para aplicar la LCK a un nodo cualquiera debernos asignar primero 

sentidos de corriente a cada rama del circuito, considerar signo 

positivo para las corrientes que entran al nodo y negativo a las 

que salen o viceversa. 

En la figura 4.6 se muestra el nodo marcado con el número G) en 

el circuito de la figura 4.2 y una posible asignaci6n para las 

corrientes a través de los resistores R¡ , R 2 y R 3 • 

2 

i¡~ 

1 3 

7 

FIGURA 4.6. Asignación posible de corrientes a través de los re

sistores R¡ , Rz y R3 del circuito de la.figura 4.2. 
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Al aplicar la LCK se debe cumplir 

y para el nodo 0 

n 
¡; ij = o 

j=l 

, 
( 4 .1) 

--------------------i-1-+-i 2-+-i-3-=-0-----'------( 4.-2·)----

Aplicaremos ahora la LCK a los nodos 0 y ® del mismo circui

to, con la asignaci6n de corrientes indicada en la figura 4.7 

2 

E¡ 

5 

FIGURA 4.7. Asignación de corrientes de rama. 

Para el nodo 0 
i¡ + i' = o ( 4. 3) 

·-de donde 

i' = - i¡ ( 4. 4) 

para el nodo ® 
- i' - i" = o (4 .5)' 

usando la ecuaci6n (4.4) 

i 11 = i 1 ( 4. 6) 
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Como resultado de este análisis podemos concluir que por cada r~ 

ma principal circula una misma corriente, por lo que existirán 

tantas corrientes como ramas principales haya en el circuito. 

Por lo anteriormente expuesto es posible asignar una sola corrien 

te por cada rama principal, y s6lo se plantearán ecuaciones para 

los nodos principales. 

En un circuito como el de la figura 4.2 circularán tres corrien

tes distintas, y en el de la figura 4. 5 habrá seis· corrientes di 

ferentes. 

Para aplicar la LCK al nodo ® del circuito de la figura 4.2, 

conservando la asignaci6n de corrientes anterior para cada rama 

principal, tenemos la situaci6n mostrada en la figura 4.8 

fiGURA 4.8. Asignación de corriente por cada rama principal que 

conecta el nodo 0. 

De donde se obtiene que 

( 4. 7) 

Al comparar la ecuaci6n anterior con la ecuaci6n (4.2) observamos 

que es la misma ecuaci6n multiplicada por menos uno, es decir, 

son linealmente dependientes. 

En general, es posible demostrar que el número de ecuaciones inde 

i 
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pendientes de nodo que se pueden plantear para un circuito es 

igual al número de nodos principales menos uno, es decir: 

Número de ecuaciones independientes de nodo o número de nodos in

dependientes = n - 1 

donde 

n = número de nodos principales. 

b) Ley de voltajes de Kirchhoff (LVK) 

El enunciado de esta ley es: en un instante cualquiera, la suma 

algebraica de las diferencias de potencial (voltajes) de cada 

una de las ramas que forman una malla, ~s cero. 

Esta ley es consecuencia de la aplicaci6n del principio de con

servaci6n de la energía en cada malla. 

Para aplicar .la LVK a una malla cualquiera debemos asignar po

laridades a las diferencias de potencial de cada rama del circui 

· to. Como trabajaremos con sentidos asociados de corriente y vo! 

taje, la asignaci6n de uno de ellos es suficiente para la aplic~ 

ci6n de ambas leyes. 

Al seleccionar un sentido supuesto para la corriente, se está 

asignando simultáneamente polaridad a las diferencias de poten

cial que aparecen en los resistores. En las fuentes la polari

dad no depende de esta asignaci6n, ya que dicha polaridad es co

nocida. 

La figura 4.9 muestra una posible asignaci6n de corrientes para 

el circuito de la figura 4.2 y las polaridades de voltaje resul

tantes. 

, 

1 

! 

' 
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2 

.. ~ 
3 i¡ 

isl 7 l.2 

+ 

5 

FIGURA 4.9. Polaridades de voltaje en los resistores que resultó 

de la asignación de corrientes indicada. 

Para realizar la suma algebraica de voltajes, mencionada en la 

LVK , tomaremos un nodo inicial e iniciaremos un recorrido suman . 
do algebraicamente las diferencias de potencial en cada rama. 

Al movernos a través de un elemento desde un punto de mayor po

tencial a otro de menor, el signo de la diferencia de potencial 

será considerado positivo y viceversa. Esta convenci6n es con

gruente con lo establecido en el subterna 3.8. 

Con base en la figura 4.9 y la llamada malla 1 de la figura 4.3, 

aplicaremos la LVK iniciando el recorrido de la malla en el sen

tido de las manecillas del reloj. 

De la LVK tenernos que 

pero 

n 
E vi = o 

i=l 
( 4. 8) 



242 

v 56 = r 1 i 1 y V 6 ¡ = - E¡ 

finalmente 

( 4. 9) 

Para la malla 2 

es decir 

(4.10) 

Para la malla 3 

(R¡ + r¡)i¡ + (R2 + rz)i2 + E2 - E¡ = O (4.11) 

Observamos que la ecuaci6n (4.11) es la suma de las ecuaciones 

(4.9) y (4.10), por lo que el sistema formado por estas tres ecua 

cienes es linealmente dependiente. 

En general, es posible determinar que el número de ecuaciones de 

malla independientes es i~ual al número de ramas· principales me

nos el número de nodos independientes (nodos principales menos 

uno). 

Al plantear ecuaciones de malla debemos seleccionar las mallas 

que contengan el menor número de ramas, con objeto de sumar menos 

términos. 

La soluci6n del circuito se obtiene resolviendo las ecuaciones li 

neales simultáneas (4.2), (4.9) y (4.10) que a continuaci6n repe

timos 

- i 1 + i 2 + i 3 = O 

, 

' 
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si los valores de los resistores y fuentes del circuito de la fi

gura 4.9 son 

E¡ = 18 V , 

E2 = 6 V r2 = 1 ¡¡ 

R¡ = 7 ¡¡ , R3 = R~¡ = 4 ¡¡ R2 = 3 ¡¡ 

compruebe que 

i¡ 21 A i2 
6 

i3 15 A = = 16 A y = 16 16 

y 

• 

V¡s 259 V V 1'+ 
261 V V2s 

15 V = = 16 y .- 2 16 

4.3 FORMA PRACTICA OE APLICAR LAS LEYES DE KIRCHHOFF 

Es posible reducir el número de ecuaciones resultantes al aplicar 

las. leyes de Kirchhoff, si se hacen ciertas consideraciones con 

objeto de manejar implícitamente la inforrnaci6n contenida, en las 

ecuaciones de malla o de nodo. 

a) Ecuaciones de malla o m~todo de Maxwell 

Una forma alternativa de plantear las ecuaciones que resuelven un 

circuito es suponer una corriente para cada una de sus mallas in

dependientes y considerar que por las ramas comunes circula la su 

rna algebraica de las corrientes, teniendo cuidado al tornar las p~ 

laridades de los resistores de las ramas comunes, ya que en éstos 

se aplicará el principio de superposici6n para obtener la difere~ 

cia de potencial corno la suma de los efectos de cada una de las 

corrientes. 
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El circuito de la figura 4.2 puede ser resuelto considerando las 

corrientes asociadas a las mallas 1 y 2 que se muestran en la fi

gura 4.10 y cuyas ecuaciones se plantean como a continuaci6n se 

indica. 

2 

El 

5 

FIGURA 4.10. Asignación de corrientes de malla para el circuito 

de la figura 4.2. 

Para la malla 1, si se inicia el recorrido en el nodo<!) en el 

sentido de las manecillas del reloj 

y para la malla 2 

Notemos que la relaci6n que existe entre las corrientes ix y 

iy y las supuestas en el subtema anterior para el mismo circuito 

es 

y 

Si los valores de los parámetros son 

- i 
y 

, 

1 
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R¡ = 

compruebe que 

E¡ = 18 V 

E2 = 6 V 

7 ¡¡ , R3 

. = 21 A 1 x E 

b) Ecuaciones de nodo 

, 

, 

= 

r¡ = 

r2 = 

R4 = 4 

y 

1 ¡¡ 

1 ¡¡ 

¡¡ , R2 

6 =rrA 

24 5 

= 3 ¡¡ 

Otra forma de plantear las ecuaciones que resuelven un circuito 

es considerar como inc6gnitas las diferencias de potencial o vol

tajes y plantear ecuaciones para los nodos independientes. 

Como uno de los nodos principales es considerado como referencia 

(asignándole ~rbitrariamente potencial cero), habrá tantos volta

jes desconocidos como nodos independientes. 

Es conveniente suponer, al plantear las ecuaciones, que el pote~ 

cial del nodo analizado es el mayor del circuito, por lo que to

das las corrientes saldrán de dicho nodo. 

El método equivale a considerar implícitamente las ecuaciones de 

las mallas;- cada una de estas ecuaciones se plantea involucrando 

los potenciales eléctricos desconocidos (inc6gnitas) de los no

dos independientes. 

Para un circuito como el de la figura 4.2 se tiene un solo nodo 

independiente y la inc6gnita será v 25 • Si asignamos al nodo 

® potencial cero, V 2 5 será simplemente el potencial en el no 

do 0 o V 2 , como se indica en la figura 4 .11. 
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FIGURA 4.11. Asignación del potencial incógnita de· nodo y las 

corrientes correspondientes para el circuito de la figura 4.2. 

de donde 

similarmente 

La ecuaci6n del nodo será 

l:i=O, 

o sea 

y apl~cando E V = O obtenemos 

V 2 - E¡ 
R¡ + r 1 

y 
v 2 - Ez 

Rz + rz 

i+i+i=O a b e 

Vz - Ez 
R2 + r2 

= o 

De esta última ecuaci6n se obtiene el valor de v 2 y a partir de 

éste, las corrientes ia , ib y 

, 

' 
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EJEMPLO 4.1 

Para el circuito mostrado en la figura 4.12 obtenga la corriente 

en el resistor de 12 o y la diferencia de potencial vab 

a) Planteando ecuaciones de malla 

b) Planteando ecuaciones de nodo 

230 e 
so 

so 120 

3V + so 

a 

b 

• 

+ 
12V 

so 

FIGURA 4.12. Circuito para el ejemplo 4.1. 

SOLUCIOii 

a) La asignación de corrientes de malla puede ser la mostrada en 

la figura 4.13. 

+ 
2SV 

230· so e a 

b 

+ 
12V 

so 

FIGURA 4.13. Asignación de corrientes de malla. 

Las ecuaciones son 

23i 1 + B(i 1 - izl - 3 + 2i 1 - 25 = o 
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si 2 + 12Ci 2 + i 3 l + BCi 2 + i3l + 3 + B(iz - i¡l ; o 

12(i 3 + izl + B(i 3 + i 2 l + 7i 3 + si 3 - 12 ; o 

al simplificar resulta 

33i 1 - 8i 2 '; 28 

---------------------::--18-i¡ + 33i 2 + 2oi 3 ; -3 

20i 2 + 32i 3 ; 12 

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene que 

i¡ ; 0.8 A , y 

y la corriente a través del resistor de 12 n es 

i 2 + i 3 ; - 0.2 + o.s.; 0.3 A 

La diferencia de potencial V es ab. 

vab ; 20(0.3) ; 6 v 

b) La asignaci6n del nodo de referencia y voltajes de· nodo pue

de ser la mostrada en la figura 4.14. 

23n V¡ sn 

sn 12n + 
12V 

2n 3V sn sn 

~ 

FJ:GURA·4.14. Asignaci6n de voltaj.es de nodo. 

, 

1 



' 

1 

Las ecuaciones son 

V¡ - 2S V¡ + 3 V¡ - Vz 
+ + = 

2S B S 

v2 - V¡ Vz· v2 - 1 2 
+ - + = o 

5 20 1 2 

Al simplificar resulta 

73 :V¡ - 40 v2 = 1 2 S 

- 12 V¡ + 20 Vz = 60 

La solución del sistema es 

V¡ = S V y 

notemos que por lo que V ab = 6 V 

la rama principal que contiene el resistor de 

figura 4 . 1 4) , es 

i = 
X 12 + 8 

6 
20= 0.3 A 

249 

o 

y la corriente en 

12 ¡¡ ( i en la 
X 

Es posible también aplicar el principio de superposición para re

solver el circuito, si se considera por separado el efecto de ca-

da fuente y se suman los resultados. Al tomar el efecto de cada 

una de las fuentes, se considera que las demás poseen fem de sal~ 

da igual a cero, esto significa que estas fuentes se sustituyen 

exclusivamente por su resistencia interna. 
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4.4 CIRCUITOS RESISTIVOS CON CORRIENTE ALTERNA SENOIDAL 

Debido a la importancia actual de la corriente alterna, dedicare

mos este subtema a comentar las diferencias entre el análisis de 

los circuitos de corriente alterna senoidal y los de corriente 

continua. 

-------·-como en un resistor lineal la ley de Ohm se cumple para cada va

lor de voltaje aplicado, si conectamos una fuente de voltaje al

terno senoidal a las terminales de un resistor lineal, mediante 

el circuito de la figura 4.15 a, obtenemos que 

por ejemplo 

donde 

vab = v(t) , 

v(t) = Vm sen wt 

2n 
.w = 2nf = T 

w = frecuencia angular 

f = frecuencia 

T = periodo 

de la ecuaci6n de Ohm (3.33) 

entonces 

i ( t) 

. (4 .12) 

(4.13) 

, 

1 
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En la figura 4.15 (b) y 4.15 (el se muestran las gráficas de las 

señales de voltaje y corriente, respectivamente. 

V 
m 

v(t) 

a 

b 
(a) 

R 

v(t) = \In sen wt 

t 

(b) 

i(t) 
i(t) = ~ sen wt 

¡_T_J 

(e) 

t 

FIGURA 4.15. (a) Conexión de un res1stor R a una fuente de vol 

taje alterno senoidal; {b) grlflca del voltaje v{t) {e) 

grlfica de la corriente i{t) 

Ya que R puede ser el resistor equivalente de un arreglo, en 

general, los circuitos con una sola fuente de voltaje alterno se 

resuelven ~xactamente igual que si tuvieran una fuente de volta

je continuo, teniendo en mente que al obtener las corrientes, és 

tas serán de la forma 

i¡ = I sen wt , i 2 = I sen wt , etcétera. 
rn 1 m2 



252 

un caso más complejo se presenta cuando, en un circuito, se en-

cuentran conectadas varias fuentes de ca de la misma frecuen-

cia, cuyas 

muestra en 

señales pueden 

la figura 4.16 

no coincidir en el tiempo, como se 

para dos señales v 1 y 

V¡ , Vz 

-----------------------------v-- ('v1-=-Vrn¡-sen-wt 
m¡ -

V 
m2 = Vm2 sen (wt - 4>) 

wt 

Vz . 

, 

FIGURA 4.16. 

un ángulo 4> 

señales senoidales de la misma frecuencia desfasadas 
• 

A la desviaci6n, en radianes o grados, entre dos funciones senoi

dales de la misma frecuencia se le conoce como ángulo de fase y 

se representa con la letra griega 4> • 

Como la combinaci6n lineal de dos funciones senoidales de igual 

frecuencia da por resultado una funci6n senoidal de esa misma fr~ 

cuencia, podemos también aplicar nuestro procedimiento sumando, 

cuando se requiera, las fuentes de ca como se indica a con~i-

nuaci6n. 

Supongamos que se desean sumar las señales v¡ 

gura 4.16 

y 

V¡ + v 2 = V sen wt + V sen (wt - 4>) m1 m2 

Si usamos la identidad trigonom~trica 

sen (wt - <j>) = sen wt cos 4> - sen 4> cos wt 

V2 de la fi 

(4.14) 

' 
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~ La ecuaci6n 4.14 se expresa 

1 

v 1 + v 2 = (V +V cos ~)sen wt + (-V sen ~) cos wt m1 m2 m2 

tambi€n la ecuaci6n (4.15) se puede escribir como 

donde 

y 

v 1 + v 2 = A sen wt + B cos wt 

A= V + V cos ~ m1 m2 

B = - V sen ~ mz 

y estas constantes se pueden expresar como 

A = K cos ~¡ B = K sen ~ 1 

de es~a manera se cumple que 

y la ecuaci6n (4.16) es equivalente a 

V¡ + v 2 = K(cos~ 1 sen wt + sen~¡ ·cos wt) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

. (4.18) 

(4.19) 

la cual, por la identidad trigonométrica usada anteriormente, qu~ 

da 

V ¡ + V 2 = K S en ( w t + ~ ¡ ) (4.20) 

donde, de (4.18) 

(4.21) 
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y de ( 4.17 l 

B 
q, 1 = ang tan A (4.22) 

Se concluye que la suma algebraica de dos señales senoidales de 

la misma frecuencia da por resultado otra señal de amplitud dada 

por la ecuaci6n (4.21), con un ángulo de fase q, 1 entre ellas 

dado por la ecuaci6n (4.22) y de la misma frecuencia. 

Verificar que la suma de las señales senoidales 

es 

v 1 = 20 sen 120 ~t 

~ 
v 2 = 10 sen (120 ~t - 6 l 

v = 29.09 sen (120 ~t - 0.173) 

Se sugiere hacer las gráficas de v 1 , v 2 y v • 

En el caso más general, cuando las s~ñales no son de la misma fre. 

cuencia, la soluci6n del circuito se obtiene mediante la aplica

ci6n del principio de superposici6n. 

Aunque en los circuitos de ca no es posible considerar que la 

corriente tiene un sent.ido constante, es usual indicar polaridad 

en la fuente e interpretarla como se muestra en la figura 4.17. 

=- V sen wt - m 

+ + 
:=V m sen (wt±~l 

FIGURA 4.17. Interpretación de la polaridad en las fuentes de 

voltaje alterno senoidal. 

, 

1 



' 

1 

255 

Con objeto de aclarar esta idea, observemos el circuito de la fi

gura 4.18. 

a 

+ 

V¡ 

-
v2 

a 

+ 
V¡ 

R 
b 

i 1 

=V sen wt ffi¡ 

=V sen wt 
m2 

R 

V¡ =V m¡ 

.,. 
V2 =V ffi2 

+ 

(al 

b 

+ 

V ffi¡ 

V ffi¡ 

V 
ffi2 

sen wt 

sen wt 

( b l 

wt 

/'"V¡ 

FIGURA 4.18. Efecto de cambiar la polaridad de una fuente de vol 

taje alterno senoidal en un circuito. 

En el caso (a) la corriente i¡ se obtiene como 

Vm¡ - Vm2 
= ---;:,..--- sen w t 

R 

en el caso (b) la corriente i 2 es 

vab 
= = --¡¡:- = 

. (4.23) 

(4.24) 
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,, 
S6lo resta analizar la forma de obtener la potencia eléctrica 

estos circuitos. 

El cálculo de la potencia eléctrica en un resistor con corriente 

alterna, se efectúa aplicando la ecuación (3.53) 

pero en corriente alterna senoidal, tenemos 

i = I sen wt m 

por lo que 

p (t) = R I2 sen 2 wt m 
(4.25) 

además sabemos que 
• 

sen 2 wt 1 - 1 2 wt = 2 2 cos (4.26) 

sustituyendo (4.26) en (4.25) 

P(t) = 1 R ! 2 - ! R I 2 cos 2 wt 2 m 2 m 
(4.27) 

Dado que el valor promedio de cualquier señal senoidal es cero, 

la potencia eléctrica promedio es 

- '· P = ! R I 2 
2 m (4.28) 

y la ecuación anterior se puede.escribir 

(4.29) 1 
Si comparamos la ecuaci6n (4.29) con la ecuación de potencia para 

corriente continua, observamos que cuando un resistor R trans

forma la misma cantidad de energ!a eléctrica a calor por segundo 
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~ con corriente continua y alterna, se cumple 

1 

Im 
I = 12 (4.30) 

Es decir, se obtiene la misma potencia eléctrica en un resistor 

cuando se le aplica una corriente continua I 

rriente alterna i = I sen wt = I 12 sen wt. 
m 

o bien una co-

El valor I /12 se conoce como valor eficaz de la corriente al
m 

terna i = I sen wt 
m 

I 
~=valor eficaz de la corriente senoidal. 

De la misma manera 

V 
m 

12 
= valor eficaz del voltaje senoidal. 

Resulta muy conveniente trabajar con los valores eficaces de co

rri'ente y voltaje en circuitos de corriente alterna, ya que el 

procedimiento de cálculo de la corriente, el voltaje y la poten

cia, se realiza de la misma forma que en los circuitos de corrien 

te continua. 

EJEMPLO 4.2 

Para el circuito con dos fuentes de. ca de la figura 4.19 obten 

ga: 

a) La diferencia de potencial Vab 

b) La diferencia de potencial Ved 

e) La potencia eléctrica en el resistor de 200 n 
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d) La energ!a el~ctrica transformada en calor en el =esistor de 

200 n durante 2 minutos. 

lOO!l 
a 

c~--------Jir--------~----------------~ 
v,= 12012 sen "'t 
v2= 10/2 sen uJt 

, 

----------~+t_l------------~~~-2~~11--------~l~--------------------

FIGURA 4.19. 

d 

+ 
b 

-=="''"" 1 o o n 

f = 60 cps = 60 Hz 

w = 2nf 

Circuito el~ctrico con dos fuentes de ca de la 

misma frecuencia. 

SOLUCIOB 

El circuito se puede resolver sustituyendo las fuentes de ca 

por su valor eficaz o efectivo, por lo que el circuito queda como 

se muestra en la figura 4.20. 

lOOn a 
C~----~~----~-----------, 

+ 
120V 'V 

I¡ 

lOOn 

FIGURA 4.20. Circuito de la figura 4.19 donde se han sustituido 

las fuentes por sus valores eficaces. 

1 
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a) Plantearemos la ecuación del nodo 

incógnita la diferencia de potencial 

b se ha tomado como referencia. 

a y consideraremos como 

vab , o sea Va , 

La ecuación resultante es 

si despejamos V a 

V = a 

b) Como 

y 

además 

I 1 = 

Iz 

y 

V - 1 2 o V + 1 o V 
a a a o + + = 100 200 100 

V 
230 

46 = = a 5 

46/2 sen 120 1Tt = 65.05 sen 

V 
a 

= 

-

100 

V 
a 

= V 
ca + vad 

V =- 100 I1 
ca 

vad = 2'00 I 2 

120 46 - 120 
= 100 

+ 10 46 + 1 o 
= 

= 

= 200 200 

V = + 74 V 
ca 

vad = + 56 v 

V = 130 V 
cd 

- 0.74 

0.28 A 

377 t 

A 

ya que 

V 
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Otro camino más simple hubiese sido 

ved= vcb + vbd = 120 + 10 = 130 v 

finalmente, si el resultado se expresa como señal senoidal 

e) La potencia promedio se calcula como 

P = R I~'= 200(0.28) 2 = 15.68 W 

d) u = p t = 15.68(120) = 1881.6 J 

4.5 CONEXION Y SIMBOLOGIA DE LOS INSTRUMENTOS DE MEDICION DE 
CORRIENTE, VOLTAJE Y _RESISTENC~A 

Presentaremos ahora una breve descripci6n de la forma de represe~ 

tar y de conectar los instrumentos que se usan para medir diferen 

cias de potencial, corrientes y_resistencias. 

No 'describiremos el funcionamiento, ni la construcci6n, ni las 

precauciones que se deben tener en su uso, ya que estas cuestio

nes dependen de las características particulares del instrumento 

empleado. 

Los instrumentos que trataremos son: 

l. V61 tmetro 

2. llmp~rmetro 

3. Ohmetro 

' 

' 
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En muchas ocasiones los tres instrumentos se integran en uno solo 

llamado multimetro. 

Estos aparatos pueden producir un desplazamiento angular, de una 

aguja indicadora, proporcional al parámetro que se desea medir 

(instrumentos analógicos) o bien-pueden dar directamente la cifra 

que indica el valor del parámetro medido (instrumentos digitales). 

Sin embargo, todos ellos pueden ser representados como se muestra 

en la figura 4.21. 

+ + 
¡¡ 

(a) (b) (e) 

FIGURA 4.21. Representación usual de• algunos instrumentos de me 

dición; {a) vóltmetros, {b) ampérmetros y (e) Óhmetros. 

Como el v6ltmetro mide la diferencia de potencial entre un par de 

puntos, sus terminales deben ser conectadas a esos puntos. Por 

ello se dice que el v6ltmetro debe ser conectado en paralelo con 

el elemento en el cual se desea medir la diferencia de potencial. 

Con objeto de no alterar las condiciones existentes en el circui

to antes de efectuar la medición, su resistencia interna rv de

be ser muy grande. Entre menos energia se requiera para obtener 

una medición, mejor será la exactitud del aparato. 

Cuanao se desean medir diferencias de potencial continuas o dire~ 

tas, se debe respetar la polaridad del instrumento colocando su 

terminal positiva en el punto de mayor potencial. 

Como el ampérmetro es un medidor de flujo deberá conectarse en s~ 

rie con el elemento o elementos a través de los cuales se desea 

medir la corriente eléctrica; para conectarlo será necesario inte 

rrumpir el circuito e interca~arlo en la rama deseada. Con obje

to de no alterar las condiciones existentes en el circuito antes 
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de efectuar la medici6n, su resistencia interna ra debe ser muy ' 

pequeña. De manera semejante al caso del v6ltmetro, cuando se m~ 

de corriente continua o directa debemos respetar la polaridad del 

aparato. 

El 6hmetro debe ser conectado directamente a las terminales en

tre las cuales se desea medir resistencia. Para efectuar la me-

-------dici6n-de~la-resistencia-de-un-elemento-conectado-a-un-cicrcu-i-to-----

es necesario desconectar alguna de sus terminales, con el objeto 

de no incluir la resistencia de los elementos conectados en par~ 

lelo con el que se desea medir. 

Como el 6hmetro mide la propiedad denominada resistencia, es ne

cesario que internamente posea una fuente de energía para lograr 

la lectura y no es necesario considerar su resistencia interna 

porque no toma energía del elemento que se mide. 

EJEMPLO 4.3 

Se desea medir la corriente y la diferencia de potencial en el 

resistor Rz , del circuito mostrado en la figura 4.22, para e

llo se cuenta con los aparatos mostrados. 

Obtenga el error involucrado debido a la resistencia interna de 

los aparatos. 

20 ¡¡ 
a b 

Rl 

+ 

~ 12V 4 o ¡¡ 
R2 

in R3 

e 
60 ¡¡ 

(a) ( b) 

FIGURA 4.22. (a) V6ltmetro y amp€rmetro con los .cuales se desea 

medir la diferencia de potencial y la corriente en el resistor 

Rz del circuito de la figura (b). 

1 
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SOLDCIOB 

Calcularemos primero la corriente y la diferencia de potencial en 

el resistor R2 sin conectar los aparatos de medición. 

Con base en la figura 4.22 (b) tenemos que 

I = 
1 2 = 1 00 mA 

120 

y 

vbc = 40 (0.1) = 4 v 

La medición de la corriente y la diferencia de potencial se reali 

za conectando los aparatos, como se muestra en la figura 4.23. 

2on 200 
a b a 

R¡ 
+ 20 

12V R2 12V 
40n 

rv 40n 
16kn R3 

d d e 
60¡¡ 

(a) (b) 

FIGURA 4.23. (a) Conexión del vóltmetro para medir la diferencia 

de potencial vbc (b) conexión del ampérmetro para medir la ce 

rriente en el circuito. 

Al conectar el vóltmetro se forma un circuito de un nodo indepen

diente cuya ecuación es 

v' -be 
80 

1 2 v' 
be 

+ -- + 40 16,000 = o 
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simplificando , 
200V' -2400+400V' +V' =O 

be be be 

de donde 

' 2400 
__________________________________________ vbc = 6.0J __ = __ 3 __ ._9_9_3 __ v ______________________________ __ 

/ 

y el error en la medición de vbc es 

error en IV' - V 1 
V = 100 be - be = 

be vbc 
0.1 H. 

Al conectar el ampérmetro, la corriente se modifica al valor 

I' = 
1 2 2 

1 2 
= 9 8. 3 6 mA 

y 

error e~ I = 1 00 1.64\ 

4.6 CIRCUITO RC CON SEÑAL DE VOLTAJE CONTINUO 

Después de definir las propiedades capacitancia y resistencia y 

comprender la funci6n de los capacitares y resistores por separa

do, analizaremos por medio de las leyes de Kirchhoff el comporta

miento dé un capacitar cuando se conecta a una fuente de fem real, 

es decir, considerando el efecto resistivo del circuito. 

Llamaremos circuito RC a la combinaci6n en serie de un capaci

tar y un resistor. Dicho circuito puede representar cualquier e~ 

nexi6n de resistores y capacitares cuyo equivalente sea un solo 1 
resistor en serie con un capacitar. 

A continuaci6n analizaremos el comportamiento de este circuito 

cuando se conecta a una fuente de voltaje continuo, como se mues 
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~ tra en la figura 4.24. 

+ 
E ·-

FIGURA 4.24. Circuito RC con señal de voltaje continuo. 

El interruptor en el circuito de la figura 4.24 se usa para que 

iniciemos el análisis; en el momento qúe lo coloquemos en la pos! 

ci6n a consideraremos que el tiempo t es igual a cero segun

dos. 

Supondremos que la resistencia interna de la fuente, de los alam

bres usados para la conexi6n, de los contactos del interruptor o 

cualquier otra resistencia en el circuito, está contenida en R 

y algo semejante es válido para el capacitor e además se con 

siderará que el capacitor está completamente descargado antes de 

realizar la conexi6n, es decir, ve = O para t < O . 

Si consideramos las direcciones de referencia asociadas mostradas 

en la figura 4.24 para R y e y aplicamos la LVK , obtenemos 

que 

(4.31) 

1 donde 

(4.32) 

q(t) = e ve (t) (4 .33) 
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si derivamos (4.33) 

dq(t) = 
dt 

d ve (t) 

= e dt 

También se cumple, con base en la figura 4.24, que 

, 
(4.34) 

__________________ __...iR_(_tl__=_ic_( t). _________ __,(_1_._15_) ___ _ 

Si usamos las expresiones (4.32), (4.34) y (4.35) en la ecuaci6n 

(4.31), se obtiene 

R e = E (4 .36) 

Al dividir la ecuaci6n entre Re obtenemos 

E = Re (4 .37) 

Por. nuestros cursos de matemáticas sabemos que la ecuaci6n (4.37) 

es una ecuaci6n diferencial lineal de primer orden, no homogénea 

y de coeficientes constantes, cuya soluci6n c,onsta de dos partes: 

la soluci6n homogénea y la soluci6n particular. 

Obtendremos primero la soluci6n homogénea vCh , que es la solu 

ci6n de la ecuaci6n 

+.l:..v =O Re Ch (4 .38) 

dvch 1 
(4.39) = -- dt 

VCh Re 

Al integrar ambos miembros de la igualdad (4.39) 

.en v h + e1 = 1 
t (4.40) e . Re 

1 
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La constante de integraci6n C1 se puede expresar como 

Entonces la ecuaci6n (4.40) se reduce a 

t 
RC 

267 

(4.41) 

(4.42) 

Si obtenemos el antilogaritmo en ambos miembros de (4.42), se tie 

ne 

de donde 

V = K e 
Ch 

t 

RC 

t 
RC 

(4.43) 

(4.44) 

Debido a que el segundo miembro de la ecuaci6n diferencial no ho 

mogénea (4.37) es una constante, la soluci6n particular será del 

tipo 

= A (4.45) 

donde 

A = constante 

Al sustituir (4.45) en la ecuaci6n original (4.37), obtenemos 

1 E 
RC A = RC (4.46) 

de donde 

A = E = (4 .47) 

Y la soluci6n completa es 

vc(t) = v + v 
Ch Cp 

(4.48) 
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Sustituyendo las ecuaciones (4.44) y (4.47) en (4.48) se obtiene 

que 

t 

ve(t) =K e Re + E (4.49) 

Para evaluar la constante de integraci6n K usamos la condici6n 

' 
------inicial-V~e~(O)___E_O _____________________________ _ 

de donde 

Finalmente 

K = - E 

V (t) = E(l -e 

t 

"Re e ) 

también, de la ecuaci6n (4.34) resulta 

i < t) = e e 

t 
Re 

( 4. 50) 

( 4 • 51) 

( 4. 52) 

(4.53) 

un parámetro que permite caracterizar un circuito RC particu-

lar, es la llamada constante de tiempo 'e definida como 

'e=RC[s) (4.54) 

La figura 4.25 muestra las gráficas de las ecuaciones (4.52) y 

(4.53) en funci6n del tiempo y con una escala de tiempo en múlti 

plos de 'e . 

Observemos que 'e es el tiempo para el.cual el exponente de e ~ 
(base de los logaritmos naturales), vale menos uno en las ecuaci~ 

nes (4. 52) y (4. 53). 
' 
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t ve ic 

0,5Te 0.394 0.607 
E=l 

E ---------~--;_;;--,...----

Te 0.632 0.368 

2Te 0.865 0.135 

3T 0.950 0.050 e 
4Te 0.982 0.018 

5Te 0.993 0.007 

6-re 0.998 0.002 t 

.FIGURA 4.25. Gráficas del comportamiento; con respecto al tiempo, 

del voltaje ve y la corriente ie en un circuito Re con fuen 

te de volt•je continuo. 

En funci6n de las ecuaciones (4.52) y (4,53) se expresan 

(4.55) 

t 

( ) E , e 
ie t = R e (4.56) 

En las gráficas o en las ecuaciones, se observa que el capacitor, 

para cuando t ~ = , se carga y adquiere el voltaje de la fuente 

E • Para entonces ya no existe diferencia de potencial entre las 

terminales del resistor, por lo que la corriente es cero. 

Concluyendc.,. si t ~ = 

V (=) = E e 

i (=) = o e 

Afortunadamente no es necesario esperar un tiempo infinito para 

considerar que el capacitor se ha cargado, debido a que las fun

ciones se acercan asint6ticamente a sus valores para cuando 

t ~ o::l • 
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Nótese que si t = 4 'e 

Es decir, para 

nal del voltaje 

= 0.982 E 

E = 0.018 R 

t = 4 'e se ha alcan'zado el 9 8. 2% del valor fi

en el capacitar y se tiene el 1.8% de la co-

rriente inicial en el circuito; es por ello que, para fines prá~ 

tices, se considera que para t ~ 4 'e se han alcanzado las con 

diciones estables del circuito y el proceso de carga, por tanto, 

se desarrolla esencialmente en el intervalo O < t < 4 'e 

Con referencia al circuito RC de la figura 4.24: si después de 

cargado el capacitar hasta alcanzar una diferencia de potencial 

ve = V0 se cambia el interruptor a la posición b , se obtendrá 

un circuito a través del cual se puede.desenergizar el capacitar, 

transformando su energía almacenada a energía en forma de calor 

en el resistor. 

Como en el momento de pasar el interruptor a la posición b el 

capacitar posee un voltaje ve = V 0 , el capacitar tiene condicio 

nes iniciales diferentes de cero. Por lo cual dicho circuito se 

reduce al de la figura 4.26. 

- .-. 

FIGURA 4.26. 

+¡iR 
R 

Circuito RC 

en el capacitor. 

con condiciones" iniciales vc(O) =V 
0 

, 

1 
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Si aplicamos la LVK al circuito de la figura 4.26, obtenemos 

que 

VR -

pero 

VR = RiR y 

además 

ve = 

ie 

- i e 

o 

= 

(4.57) 

e 
dve 

(4.58) 
dt 

(4.59) 

Al sustituir ,(4'.58) y (4.59) en la e'cuaci6n (4.57) obtenemos 

(4.60) 

si dividimos entre RC 

(4.61) 

La soluci6n de esta última ecuaci6n se obtuvo con anterioridad y 

a continuaci6n se repite 

t 

RC 

para evaluar K usamos la condici6n inicial 

v (0) = V = K e 0 = K e o 

(4.62) 

~ finalmente 

\ 
t 

RC (4 .63) 
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y la·corriente se obtiene 

' dv e ( t) 
ie = e . dt = 

t 
Re (4.64) 

En la figura 4.27 se muestran las gráficas de las ecuaciones 

(4.63) y (4.64). 

1 V = 1 A 

T 
e 3•e 5•e t t ve ie 

0.5Te 0.607 - 0.607 

ic 'e 0.368 - 0.368 

Te 3t e 5te 2•e 0.135 - 0.135 

t 3•e 0.050 - 0.050 

4•e 0.018 - 0.018 

5Te 0.007 - 0.007 

6'e 0.002 - 0.002 

1 
FIGURA 4.27, Gráficas del comportamiento de un circuito RC sin 

fuente de fem y con condiciones iniciales ·v (O) = V 
' e o 
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EJEIIPLO 4.4 

Para el circaito de la figura 4.28 obtenga: 

a) El circuito RC equivalente 

b) V = 5.8 V 
a e 

El tiempo para el cual 

e) La diferencia de potencial vae para t = 0.8 ms 

d) La energía almacenada por los capac~tores en t = 0.8 ms 

/\: = o E 1 .. 6V, Ez = 24V, E¡ = 12 V 

t 
C¡=t al r¡ = l. so, rz = líl, r¡ = lS'l 

R¡ 
E¡ 

R¡ 45il + = 

g Rz = 70fl 
Rz R3 

+ + d R¡ .. 30fl 
E3 

R~ 32fl = 
r2 r3 CI C¡ = B¡¡F 

f Cz 
Cz - 6¡¡F 

R4 
C4 

Ca = 6¡tF 

e e~ .. J¡¡F 

FIGURA 4.28. Circuito para el ejemplo 4 • 4 . 

SOLDCIO. 

a) Ya que las expresiones obtenidas sólo sirven para un circui-

to de un capacitar, un resistor y una fuente, reduciremos el ci~ 

cuita a una sola fuente, un resistor y un capacitar equivalentes. 

Las fuente• E2 y E3 est&n en paralelo entre los puntos g 

f . Con base en la figura 4.29, donde se han desconectado las 

fuentes del circuito para obtener su equivalente, resulta que 

24 - 1 2 
2 

= 6 A 

y 
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24v+_LO 

!g 
+lE3 ~ l¡ 12V Ee1 = lBV 

E2 = = 

t -

ln r3 = 1n re1 = o.sr. r2 = 

f 
f 

FIGURA 4.29. Reducción de dos fuentes en paralelo a una sola 

fuente equivalente. 

En la misma figura 4.29 se observa que el valor de la fuente equ~ 

valente Ee 1 es 

La resistencia equivalente re
1 

es la resistencia entre los pun-

tos g y f entonces 

= o. s n 

La fuente total equivalente entre a y f se puede obtener con 

base en la figura 4.30 como 

= E - E1 = 
e1 

12 V 

= 2 ¡¡ 

a 

1 E¡ 

a 

+j_ 
Ee1 -.E¡ E = Ir, e 

g t ,, r = r + r 1 e e1 

re1 
f 

f 

FIGURA 4.30. Reducción de fuentes en serie a una sola fuente 

equivalente. 

' 

' 
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El circuito de la figura 4.28 puede ser reducido al de la figura 

4.31a, donde 

R 
.el 

= 

f 1.---...IJr---~ 

(a) 

= 21 ¡¡ 

(b) 

FIGURA 4.31. (a} Circuito de la figura 4.28 reducido a una sola 

malla; (b) circuito RC equivalente al circuito de la figura (a) 

Hasta el momento se ha obtenido un circuito de una sola malla, fi 

gura 4.31a , que fácilmente se reduce al de la figura 4.31b, dado 

que lqs resistores, en cualquier parte de la malla en que se ubi

quen, contribuyen a incrementar la resistencia total conectada a 

la fuente equivalente. 

Finalmente se obtiene el circuito RC equivalente de la figura 

4.31b, donde 

Re = R¡ + r + R4 + R = 100 ¡¡ 
e e1 

C¡ e e1 e = = 4 )IF e C¡ + ce, 

12 V 
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b) De la figura 4.31a, se tiene 

:;; vab + V 
be 

donde 

y tomando en cuenta que C¡ = ce 1 se puede escribir 

De las'ecuaciones (4,52) y (4.53), tenernos 

t 

ve ( t) = E ( 1 - e Te 
e e 

E e 
t 

ic ( t) Te = e 
e Re 

en las cuales 

Por lo que 

vac = 4s-(,~~) e-2.5 x 103t + 1; (1- e-2.5 x 103t) 

t = 
ln 3 

2,5 X 103 
= 0.439 ms 

' 

5. BV 

' 
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e) Del circuito de la figura 4.31a 

para t = 0.8 ms tenemos que 

va e = 12 - (2 + 32) 

d) Como 

para t = O. 8 ms 

y 

2 
u = 2 ce V Ce 

= 12(1 - ;-B/'+¡ 

t = 0.8 ms 

11.45 V 

10.38 V 

U 
2 

(4 x 10- 6 )(10.38)2 = 0.215 mJ 
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P R O B L E M A S 

4.1 Para la conexión de resistores de la figura P4. 1, calcule la 

corriente, la diferencia de potencial y la potencia en cada resis 

tor si vad = 120 v . 

2011 
1 , ---------------------------------,a 

R¡ 

b 

Rz- -ton 
40S1 

R .- ~6on Rs-!- R'- -14fl 

e 

¡RG 

1 • 
d 

en 

Figura P4.1 

4.2 Suponga un arreglo de resistores como el de la figura P4.2, 

y obtenga la diferencia de potencial Vab máxima que soporta el 

arreglo sin dafiarse; indique tambf&n cuál resistor se daftaría pr! 

mero por elevación exce~iva en su temperatura, en caso de exceder 

la diferencia de potencial calculada. 

a __ _,._...., 

R¡= 2000 , 1/2 w 
Rz= 1.5 kíl, 1/2 w 
Rs= 1 krl, 1/2 w 

Rz Ro= 2 kíl, 1/2 w 

Figura P4.2 

' 

' 
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4.3 Para el circuito de la figura P4.3, obtenga las diferencias 

de potencial siguientes: V13 , V49 , Vs¡ Y V32 compruebe que 

por las dos trayectorias posibles, los resultados son los mismos; 

seleccione el nodo 2 como referencia y calcule el potencial en e~ 

da uno de los nodos restantes; a partir de los potenciales obten! 

dos, calcule nuevamente las diferencias de potencial solicitadas 

con anterioridad. 

0 R, 0) R2 0 

,,l \ • 1 

l,, v Et= 24 V 

Ez== 12 V 

Es== 6 V 

CD Q) R¡= 100 

Rz= 200 
R R3 

R3= 12n 

R•= 14n 

·Rs= 16n 

+ 

Figura P4.3 

4.4 La figura P4.4 muestra un circuito en el cual se desea cono

cer la corriente y la diferencia de potencial en cada elemento. 

Resuelva el circuito por el método de mallas y verifique que al 

aplicar el método de nodos los resultados son idénticos; demues

tre también que el valor de Vxy calculado por las tres trayect~ 

rias existentes es el ~isrno. 

ar. g¡¡ 

X j A 
V 1 

+ + 
·~ -~ 2on •• 13V 6V 

' 
21l -!- -~ 1n 

~~ 3V 
+ 

' y 

Figura P4.4 
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4.5 Determine la energía por segundo que está recibiendo o sumí 

nistrando cada una de las fuentes de fuerza electromotriz del 

circuito de la figura P4.5; compruebe que la energía suministra

da por las fuentes al resto del circuito, en un segundo, es igual 

a la energía transformada en calor en los resistores sumada a la 

que se almacena en las fuentes que reciben energía en el mismo 

lapsc;>. 

40íl 25íl 

\ __ I~~-sn 
IEJ=. 1 
: 2 ·r- : 
: r2-~ : 

~~-~ 
:E 1 ·r- : 
1 1 
1 r 1-'- : 
1 r---1 

L _____ l 

1 19íl 

1 ~---, 
1 E 1 
1 +_[ 31 
1 1 

1 1 r 31 L__ 1 

7on.~ 

son.~ 

1 

'2sn 

. 
Figura P4.5 

E 1 = 120 V, r 1 = 1íl 

E2= 30 V, r2= 20 

E 3= 30 V, r 3= 2¡'l 

4.6 Se desea suministrar energía a un elemento resistivo R = 1 n 

y para ello se cuenta con las dos fuentes de fem de la figura 

P4.6 .. calcule la potencia en el resistor obtenida al conectarlo 

a cada fuente por separado y a sus conexiones en serie y en para

lelo; obtenga una fuente equivalente de la conexión en serie de 

las fuentes y otra de la conexión paralelo; verifique que al co

nectar la carga resistiva a estos equivalentes los resultados son 

los mismos que los obtenidos con anterioridad. 

E
1
j_ 6V E

2 
j_4V 

R Hl 

30 

' 

e, f 1.50 e, f 
Fuente 1 Fuente 2 Carga 

resistiva 1 
Figura P4 .6 
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4.7 Se desea medir la corriente I1 Y la diferencia de poten

cial Vxy en el circuito de la figura P4.7; para efectuar las 

mediciones mencionadas se utiliza un multÍmetro con B k>l de re-

sistencia interna como vóltmetro y 4 n de resistencia interna ca 

mo amperímetro. Calcule el error involucrado, en dichas rnedicio-

nes, debido a la resistencia de los aparatos de medición. 

l 78S'l X 

1 
I¡ 

1560~ -
+ 

• + -!... 6. 4V , 200S'l 
12V 

2 n~ ,_ 

-- Hl 

y 

Figura P4.7 

4.8 Para encender dos focos se cuenta con una batería de. 12 V , 

la cual posee una resistencia interna de Si el foco F1 es 

de 3 V , 1.2 w. y el foco F2 es de 6 V , .3.6 w , dibuje el 

diagrama del circuito con los resistores necesarios para que cada 

foco funcione al voltaje y potencia nominales. Tome en cuenta 

que si alguno de los focos se daña el otro debe permanecer encen-

dido sin que su voltaje exceda 10\ del voltaje nominal. 

Además, calcule la resistencia y la potencia de los resistores 

necesariOs-~ 

4.9 Con los elementos mostrados en la figura P4.9 se desea cons 

truir un circuito con el cual se logre el funcionamiento del mo-

tor y el foco a voltaje y potencia nominales. Considere que .el 

fusible se funde y abre el circuito cuando se excede su corriente 

especificada y debe proteger el foco y el moto~ además el foco de 

be encenderse sólo cuando el motor está funcionando y apagarse 

cuando el motor se dañe (circuito abierto o corto circuito). 
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Dibuje el diagrama del circuito eléctrico necesario y calcule los 

valores de resistencia y potencia de los resistores R¡ y R2 

lPara qué corriente debe ser el fusible? 

ELEMENTO 

FUSIBLE 

FUENTE 
12V, 1!'! 

FOCO 
JV, 1.51~ 

SIMBOLO 

.--rv-
EJ__ 

r 

... -~CFY~---· 

ELEMEN'l'O 

MOTOR 
6V, 611 

RESISTORES 

INTERRUPTOR 

Figura P4.~ 

SHIDOLO 

-o--
R¡ 

• ~ 1 

R2 

• \ • 

_/_ 

4.10 El capacitar e del circuito de la figura P4.10 está orig~ 

nalmente descargado, El interruptor 1 se cierra en t = O y se 

abre 30 s más tarde; 10 s después de abierto el interruptor 1 

se cierra el 2 y permanece cerrado 20 s , al término de los cua 

les se abre el interruptor 2. Finalmente, 10 s después de abier 

to el interruptor 2, se cierra por segunda vez el 1. Dibuje las 

gráficas Vab Ved , i¡ e i 2 contra t para 

el intervalo O < t < 90 s e indique los valores de las ordenadas 

cada 5 segundos. 

·~~ ;·1 :J_ -~~ 
E •• e 

Int 2 

/--... ·e E = 100 V 

e = 100 IJF 

R¡= 120 k!'! 

R2= 100 k SI 

A RJ= 80 kfl 

Figura P4 .10 

' 

1 
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4.11 Calcule, para t=O.ls, la diferencia de potencial V ac 
en el circuito de la 

se cierra en t = o 
E = V ab + vbc + V 

cd 

t = o 

- a 

+ 
·r-

ti f 

E 

R ,"""' ;?" 

e 

figura P4.11; considere que el interruptor 

y compruebe que para ese instante 

+ V de + V ef · 

A 

R~ 
b 

E= 120 V 
A 
V 

R2 
e¡ 

e¡= 6 IJF 
e2= 1 IJF 

el= 2 IJF 
e 

R¡= 60 k!'l 

e2 .... ;..-, 
R2= 40 k!'l 

R3= 16 k!'l 

R,= 60 k!'l 

d 

e3 

Figura P4.11 

4.12 Para el circuito de la figura P4.12, suponga que el inte-

rruptor se cierra en t = O y que Vc(O) = O ; para el interv~ 

lo 0 < t 2_ 2 S t calcule la energía almacenada en el capacitar 

la energía transformada en calor en el resistor y 

la energía suministrada por la fuente Comp~uebe tambi(n 

el principio de conservación de la energía en el circuito, es de 

t = o 
R 

r· ~ R = 10 kn 

le e = 100 IJF 

fT T E = 100 V 

Figura P4.12 
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1 N T R O D U e e 1 Ó 1 

Con el objeto de complementar nuestro estudio del fen6meno elec-
• tromagnético, en el presente tema estudiaremos los efectos produ-

cidos por cargas eléctricas m6viles, movimiento que finalmente es 

la causa esencial del magnetismo. 

Iniciaremos el estudio de esta faceta del fen6meno electromagnét~ 

co partiendo de las observaciones de Hans Christian Oersted. Por 

medio de la expresi6n de la fuerza de Lorentz, obtendremos una de 

finici6n formal de campo magnético con base en la cual relaciona

remos dicho campo con el eléctrico. 

En seguida, desarrollaremos los modelos matemáticos empleados en 

el cálculo de campos originados por corrientes eléctricas, al cir 

cular por conductores de formas comúnmente empleadas en la produ~ 

ci6n de campos magnéticos, y obtendremos dichos modelos a partir 

de las leyes de Biot-Savart y Ampere. 

Al final del tema se analizarán las fuerzas de origen magnético 

que actúan sobre conductores que transportan corrientes y que se 

encuentran localizados en una regi6n de campo magnético; inclui

mos en este análisis los conceptos de momento dipolar magnético 

y energ!a,potencial magnética, mismos que serán de utilidad en el 

tratamiento de las propiedades magnéticas de las sustancias, lo 

cual es motivo de un terna posterior. 

5.1 EXPERIMENTO DE OERSTED 

Hasta el afio de 1819, el estudio de la electricidad y el magneti~ 

mo estaba limitado a la electrostática y las fuerzas entre imanes, 

respectivamente. En este afio el físico danés Hans Christian Oers

ted (1777-1851), observó que una corriente eléctrica que fluye 
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por un conductor produce un efecto tal que una brújula colocada, 

en su cercanía modificaba su posición natural: es decir, el ex 

tremo norte de la brújula deja de apuntar hacia el Norte geográ

fico, y el efecto cesa al dejar de circular la corriente menciona 

da. 

Cabe aclarar que para esta ~poca ya se conocía el comportamiento 

cualitativo entre polos rnagn~ticos (extremos de un imán), esto es: 

-----------:::p-=o~l'o~s=--d~el mismo tipo se recnazan-y-pol-os-de-tipos-diferentes-se---

atraen. Por otra parte, el fenómeno observado por Oersted no pu-

do realizarse con anterioridad en virtud de que se desconocía la 

forma de producir corrientes el~ctricas intensas y con suficiente 

duración corno para observar sus efectos. Por ello las aportacio-

nes de Aloisio Galvani y de Alessandro Volta fueron determinantes 

en el estudio de la electricidad. 

Con ayuda de las pilas voltaicas, Oersted pudo realizar su experi 

mento, del cual reproducimos a continuación la parte esencial. 

El efecto de orientación de una brújula debida al campo magn~tico 

terrestre era un fenómeno bien conocido por los chinos desde el 

año 1000 de nuestra era, por esta razón la deflexión en una brúj~ 

la se atribuía al mencionado campo magn~tico. Oersted observ6 

una situación semejante a la mostrada en la figura 5.1. 

... - .... , ' 
/ ' 1 \ 

/ e \ 
Norte -r- ® .L5 
geográfico 1 i = 0 } 

\ 1 
\ / '.... / . ..... ~.,,. 

(a) 

Sur 
geográfico 

,.,. ............ -...... 

/ ' 1 \ 
1 \ 

* ® ~ \ i ;ol o 1 
\ 1 

' 1 ..... ," ... _ ... 
(b) 

FXGURA S.l. Experimento de Oersted: e es un conductor recto 

perpendicular a la hoja y b es una brújula. (a) Si la corrie' 

te en el conductor es nula, las brújulas se orientan en ~a direc 

ci6n Norte-sur1 (b) si la corriente en el conductor sale de la ho 

ja, las brújulas se orientan tangentes a una circunferencia con

céntrica al conductor. 
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La explicación que Oersted dio al fenómeno fue que la corriente 

eléctrica debfa producir un campo magnético, que superpuesto al 

terrestre daba por resultado la nueva orientación de las brújulas. 

Con este resultado se relacionaron dos fenómenos cuyos estudios 

se habian mantenido desligados: el eléctrico y el magnético. 

En realidad dichos fenómenos son formas particulares de uno solo:, 

el electromagnético. 

A partir del anterior descubrimiento se sucedieron en forma inin

terrumpida otros tan sorprendentes como el ya descrito; algunos 

de los cuales serán tratados posteriormente. 

Como hemos visto en temas anteriores, una corriente eléctrica no 

es otra cosa que un movimiento de cargas; de esto se puede con

cluir un resultado absolutamente general: cualquier carga eléc

trica en movimiento produce un campo magnético. Este resultado 

nos es útil también para explicar el magnetismo de los imanes na

turales, como se verá en temas posteriores. 

5.2 FUERZA DE ORIGEN MAGNETICO SOBRE CARGAS EN MOVIMIENTO 

De manera semejante a los campos gravitatorio y eléctrico, es p~ 

sible adoptar la idea de que un magneto o una carga en movimiento 

producen campo magnético en el espacio que les rodea. 

·Al colocar una carga eléctrica en reposo dentro de un campo magn~ 

tico, éstá no experimentará efecto alguno, ya que la interacción 

magnética está fntirnamente asociada al movimiento de las cargas. 

Representemos dicho campo por medio de la letra B y dejemos pa

ra más adelante una definición formal de dicho campo. 

En el primer tema se concibió la existencia de un campo eléctrico 

en un punto, cuando se colocaba una carga eléctrica en dicho pun

to y ésta experimentaba una fuerza de origen eléctrico, o sea, la 
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expresi6n (l. 5) 

' + 
E = 

Ahora bien, en el caso del campo magnético se procede de manera 

semejante, con la salvedad de que en ~ste caso se requiere como 
------------------~~----~--------------~~~----~--~--------------~--~~--+----------

carga de prueba una carga m6vil, es decir, con una velocidad v 

Si por un punto dentro de un campo magnético hacemos pasar una 
+ 

carga q con diferentes velocidades (v) y realizamos las med~ 

cienes convenientes, se puede establecer la siguiente relaci6n 

de proporcionalidad 

F "' V m 
( 5 .1) 

La cual significa que la magnitud de la fuerza magnética que exp~ 

rimenta una cierta carga es proporcional a la magnitud de su velo 

cidad. Pero además, también es factible hacer pasar por un mismo 

punto cargas de diferentes valores, e inclusive signos, pero to-
+ 

das ellas con la misma velocidad v se puede establecer, en es 

te caso, una proporcionalidad entre la magnitud de la fuerza mag

nética que experimenta cada una de las cargas y el valor de la 

misma, es decir 

( 5. 2) 

Es posible observar, experimentando en diferentes puntos donde 

existen distintos valores de campo magnético B , que sobre una 
+ 

carga con velocidad v fija actúan fuerzas diferentes, de donde 

se puede concluir que la fuerza magnética es directamente propor

cional al campo B , es decir 

F "' B 
m 

( 5. 3) 

Combinando las expresiones (5.1), (5.2) y (5.3) se puede estable 

cer que 

F "' q vB 
m 

(5.4) 

1 
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Para hacer de la expresi6n (5.4) una ecuaci6n, requerimos aún de 

algunos elementos adicionales. Es un hecho conocido que la fuer

za y la velocidad son magnitudes de tipo vectorial, mientras que 

q es de tipo escalar. Para determinar la naturaleza de la magn~ 

tud del campo magnético B , analicemos lo que sucede experimen

talmente. 

Cuando una misma carga se hace pasar por el mismo punto dentro de 

un campo magnético, manteniendo constante la magnitud de su velo

cidad, pero variando la direcci6n de ésta, se observan, sobre la 

carga, fuerzas diferentes (en magnitud y direcci6n) e inclusive 

existe una direcci6n de esta velocidad para la cual la fuerza so

bre q es cero, lo que también ocurre cuando la direcci6n de la 

velocidad es diametralmente opuesta. 

Además, la direcci6n de la fuerza es siempre perpendicular a la 

direcci6n de la velocidad, lo que significa que la magnitud B 

tiene carácter vectorial, ya que si fuese de tipo escalar, la

fuerza y la velocidad serían paralelas en cualquier punto. 

Ahora bien, si la fuerza magnética Frn 
~ 

es proporcional al produc 
~ -

to de dos magnitudes vectoriales (v y B) , dicho producto de-

berá ser vectorial para dar por resultado una fuerza 

terior se puede resumir diciendo que 

~ 

F • Lo an-

~ ~ ~ 

Frn = q v x B (5.5) 

La ecuaci6n (5.5) concuerda perfectamente con los resultados exp~ 

rimentales. En la figura 5.2 se muestra la relaci6n vectorial en 

tre las magnitudes involucradas en la ecuaci6n (5.5). 
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X 

z 

F (si q es,positiva) 
m 

.... .... .... 
FIGURA 5.2. Relación vec.torial entre F , v y B para una caE_ 

ga q situada en el origen. Los vectores velocidad v y campo 
.... .... 

magnético B están contenidos en el plano xy , y F se deter-

mina de acuerdo con la regla del producto vectorial y con el si~ 

no de la carga q . 

Por nuestros conocimientos de matemáticas sabemos que se puede es 
.... 

cribir la magnitud de la fuerza magnética Fm como 

.... .... .... 
1 F m 1 = q 1 v 1 1 B 1 sen a ( 5. 6) 

o sea 

Fm = q v B sen a (5.7) 

De la ecuaci6n (5.7) se puede despejar B para conocer en qué u

nidades se mide 

Es decir 

N = 
e m . -

S 

= J •s = 
e · m2 

= V •s 

m2 
( 5. 8) 

' 

' 
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A la última combinaci6n de unidades en el SI se le conoce como 

tesla (T), en honor del ingeniero norteamericano, nacido en Yugo~ 

lavia, Nicholas Tesla (1856-1943). El producto V •s comúnmente 

se conoce como weber (Wb) , como homenaje al físico alemán Wilhelm 

E. Weber (1804-1891). De esta forma tendremos 

[ B L = = T ( 5. 9) 

De la ecuaci6n (5.5) se pueden obtener algunas consideraciones: 

a) La relaci6n 

compleja que en 

entre fuerza magnética 

el caso eléctrico. 

y campo magnético es más 

b) La fuerza magnética es siempre perpendicular a la velocidad 
-+- -+- -+-
V y al campo B • Por la perpendicularidad con v , la fuerza 

magnética no realiza trabajo alguno sobre la partícula cargada, 

es decir, no origina cambios en la.energia de la partícula, madi-
-+-

ficando la direcci6n de v sin cambiar su magnitud. 

-+-
e) Como la magnitud B debe ser de carácter vectorial en todos 

-+-
los puntos es necesario asociar a cada uno un vector B es de 

cir, el campo magnético es un campo vectorial, también llamado 

funci6n vectorial de variable vectorial. 

-+-
d) Como la fuerza F depende de q , variará según la carga 

m 
de que se trate, sin olvidar el efecto de su signo, como se mues-

tra en la figura 5.2. 

Si consideramos una carga q m6vil en una regi6n en la que exis

tan un campo eléctrico y un campo magnético simultáneamente, la 

carga experimentará dos fuerzas, una debida al campo eléctrico y 

otra al campo magnético. Por esta raz6n es factible determinar 

la fuerza electromagnética, la cual será la resultante·de las dos 

mencionadas anteriormente; combinando las expres io.nes ( 1. 5) y 

(5.5) se obtiené 

-+- -+- -+-
F = F + F 

em e m 
(5.10) 
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o sea 

' ... 
F 

e m 

-+ -+ -+ 
= q(E + V X B) (5.11) 

La ecuaci6n (5.11) se conoce como la fuerza de Lorentz. 

5.3 DEFINICION DE CAMPO-M.\GNETICo-----------------

A ra!z de la publicaci6n de los resultados obtenidos por Oersted, 

el físico francés André Marie Ampere (1775-1836) realizó una se

rie de experimentos en los cuales se muestra que existen fuerzas 

entre conductores por los que circulan corrientes eléctricas, 

siendo dichas fuerzas función de las magnitudes de las corrientes, 

(i¡ e i 2 ), del ángulo formado por los conductores (e) y de la 

distancia existente entre éstos (r12 ), es decir 

Los resultados 

r¡z 

----

F d = f(i¡ , i 2 , s , r 12 l con s 

obtenidos por Ampere se ilustran en 

i¡ i¡ -
Fl2 

r¡z 

Fz¡ 

- -iz iz 

e = o e = 1f = 180° 

(a) (b) 

(5.12) 

la figura 5. 3. 

F'l2 

Fz¡ 

FIGURA 5.3. Resultados obtenidos por Ampere: (a) cuando los con-

ductores forman un ángulo 6 = O , se atraen y (b) cuando los 

conductores forman un ángulo e = 1r , se repelen. ' 
Ampere divulgó sus experimentos y de esta publicación extractamos 

algunas de sus conclusiones. 
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Las atracciones y repulsiones observadas difieren de las fuerzas 

que se presentan entre cuerpos eléctricos en reposo, ya que: 

a) Cesan cuando cualquiera de las corrientes o ambas se interrum 

pen. 

b) En el caso electrostático, cargas del mismo signo se repelen 

y se atraen si son de diferentes signos; en cambio, si las corrien 

tes van en la misma direcci6n se atraen y si van en direcci6n con 

traria se repelen. 

Estas observaciones son razones suficientes como para considerar 

estas fuerzas de una naturaleza diferente, y, tomando en cuenta 

los experimentos de Oersted, se opt6 por denominarlas fuerzas de 

origen magnético. 

Otro experimento que puede realizarse para conocer más sobre el 

origen y comportamiento de estas fuerzas, es el mostrado en la f~ 

gura 5.4; consiste de un tubo de rayos cat6dicos, cuyo haz es ce-

locado paralelamente a 

eléctrica. N6tese que 

un conductor por el que circula corriente 

el 

siempre formando un plano 

emisor vb 
de 

electrones 
V > O 

ab 

haz, aun al desviarse, 

con el conductor. 

I qz, - ~-

\+ 
vz 

se encuentra 

() 

FIGUJIA 5.4. Experimento para mostrar la fuerza de origen magné.t.!_ 

ce sobre cargas en movimiento, en un tubo de rayos catódicos. 
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Debido a que el haz electr6nico de la figura 5.4 es una corriente' 

el~ctrica de direcci6n contraria a la del conductor, se expl~ca, 

con base en las observaciones de Ampere, la repulsi6n observada 

sobre los electrones; además, por efecto de esta repulsi6n, des

criben una ·trayectoria curva, originándose una desviaci6n de una 

distancia d , observable en la pantalla del tubo. 

--------------Esta-distancia--d--depende-d~rectamente-de-la_corriente __ I __ y_del ______ _ 

ángulo que forman el haz electr6nico y el conductor e inversamen-

te de la separaci6n entre ~stos. 

Para analizar este fen6meno, consideremos dos cargas representat~ 

vas, pertenecientes una al haz y otra a la corriente en el conduc 
-+ 

tor: denominaremos q 1 a la carga del haz y v 1 a su velocidad, 
-+ 

q 2 a la carga perteneciente a la corriente I y v 2 a su velo-
-+ 

cidad. Además, sea E12 el campo el~ctrico en la posici6n de la .... 
carga q 1 producido por q 2 , y F 12 la fuerza no electrostáti-

ca producida sobre q 1 debida a q 2 • En la figura 5.5 se mues

tran las direcciones de las magnitudes antes citadas. 

z 

X, f G·:>-----
j y 

a =<X: 

(a) 

1 
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29 5 

... 
(v 1 

... ... 
V¡XE21= 

.. ... 
V 1 X E2 1 

~ 

i 

(b) 

PXGURA S.S. Interacción magnética entre dos cargas móviles. (a) 

Fuerza que exp.erimenta la carga q 1 ; (b) fuer.za que experimenta 

la carga q2 . 

Las observaciones realizadas experimentalmente se pueden resumir 

en la siguiente relaci6n 

+ .+ + + 
1 F 1 2 1 « 1 E¡ 2 1 1 V 2 1 S en B q 1 1 V 1 1 S en Cl (5.13) 

Introduciendo en la expresi6n (5.13) una constante de proporcion~ 

lidad que satisfaga los requerimientos experimentales, se obtiene 

1 ;z q¡ 
... ... ... 

lv¡l sen" lv 2 IIE¡ 2 1 sen B (5.14) 

en la cual; e es la velocidad de la luz. 

La expresión (5.14) se puede escribir también corno 

(5.15) 
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y en forma vectorial , 
~ -+ 
F 12 = q 1 V¡ 

1 
X-

c2 
(5.16) 

-+ 
Observamos de la figura 5.5 (a) y (b), que las fuerzas F¡z y 
~ 

F 2 ¡ no se encuentran alojadas en la misma línea de acción y por 

--------------l~tan~o-,-en-genera~,--las-interacciones-magnéticas_no_obedecen_la ______ _ 

tercera ley de Newton. 

1 -+ -+ 
Además, el término - vz X E¡z depende del valor de la carga q2 c2 _,. 
y de su velocidad; nótese que si Vz = o (si q2 estuviera está 

ti ca) , la carga ql no experimentaría la interacción magnética. 

Comparando las expresiones (5.16) y (5.5), podemos dar una defini 

ci6n formal de campo magnético, es decir 

(5.17) 

Como al desplazarse q 2 también se desplaza el campo eléctrico 

que esta carga produce, es válido afirmar que un campo eléctrico 

que se desplaza (o que varía con el tiempo) produce un campo mag

nético, y la forma en que se relacionan está dada por la defini

c i6n ( 5 . 17) • 

Cabe aclarar que la definici6n (5.17) es válida para velocidades _,. 
(vz) mucho menores que la velocidad de la luz (e). 

Realizando un análisis 
-+ 1 de las unidades de B en la expresión 

(5.17) se tiene que 

[ B L = [~ -+ 

E¡z]u 
[ 1 _,. 

_,. s)u Vz X = CT vz E¡z sen 



' 

' 

o sea 

[ B L = S • J 
m2 • e 

N = e 
m -
S 

= V • S 

m2 = Wb 
m2 
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= tesla {5.18) 

Lo cpal coincide perfectamente con lo desarrollado en la expre

sión { 5. 8) . 

Por otra parte, si colocamos en la expresión de la fuerza de Lo

rentz los subíndices convenientes, resulta 

+ ... + ... 
F12 = ql {E¡2 + V¡ X B¡2) 

-+ 
La expresión entre par€ntesis es intrigante, ya que si E12 y 
... -+ 
v 1 x B12 son magnitudes que se suman, ambas deben tener las mis-

mas dimensiones y por consecuencia unidades idénticas, veamos 

-+ ... 
Efectivamente, {v¡ x B12 ) 

ma análoga a la definición 

representa un campo eléctrico; en for 

(5.17), podemos escribir que 

... , ... ... 
E12 = v 1 x B 12 (5.19) 

La expresión {5.19) nos indica que cuando la carga q 1 se mueve 
... ... 

con velocidad v 1 dentro de un campo magnético B 12 , 

ga experimenta un efecto equivalente al producido por .... 
eléctrico E 12 ; es decir, en el punto 1 existe un 

esta car-

un campo 

campo eléc-

trice producido por un campo magnético qu~ se mueve o que, en ge-

neral, varia con el tiempo; la relación entre dichas magnitudes 

es la expresión (5.19), 



298 

5.4 LEY DE BIOT-SAVART ' Buscaremos ahora la forma de calcular el campo magnético produci

do por una corriente que fluye por un conductor. Considérese el 

conductor mostrado en la figura 5.6. 

i t 
1 
1 
1 

+ 
r 

p 

/ 
/ 

r 

FIGURA 5.6. Conductor irregular, pero coplanar, por el cual cir

cula la corriente i . 

Donde: 

+ 
dl es un vector tangente al conductor en cada punto y de igual 

sentido que la corriente i 

+ 
v es e+ yector que indica la velocidad con que se desplazan los 

·portadores de carga positivos dentro del conductor 

+ + 
r es un vector dirigido desde cada eleménto (dl) del conductor 

hacia el punto (P) en el que deseamos conocer el campo magnéti-

co 

r es un vector unitario en la dirección de 
+ 
r 

De la definición de campo magnético dada en la expresión (5.17), 

podemos obtener su expresión diferencial. 

1 



' 

' 

~ 

dB= 

~ 

1 ~ 
V X 

c2 

~ 

dE 

Ahora bien, la velocidad v , puede ser expresada como 

~ 

~ dl 
V = dt 

~ 
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(5.20) 

(5.21) 

y el campo eléctrico dE , que es producido por una dq que se 
~ 

mueve a velocidad v dentro del conductor, será 

~ 

dE = 1 
411E 0 

(5.22) 

Sustituyendo las últimas dos ecuaciones en ·la expresi6n (5.20) se 

tiene 

~ 

dB 
1 

=·~ 
1 

411E 0 
~r 
r 

Agrupando las cantidades constantes, las variables escalares y 

las vectoriales, se obtiene 

pero, por definici6n 

( 

.,. 
dB = 1 

1 

e:. oC 2 

~ 
dt 

.,. 
dl x r 

(5.23) 

- \Jo 

donde la constante \Jo representa la permeabilidad magnética del 

vacío. 

Del valor de la constante de proporcionalidad empleada en la ley 

de Coulomb, tenemos 
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1 
4nc 0 

= 9 X 109 f 

Sustituyendo en la definici6n (5.24) nos queda 

--------------------------------------~0 -

y considerando que se tiene que 

Pero es evidente que no es una cantidad adimensional, por lo cual 

obtendremos sus unidades 

1 N•s•m V·s 
--~~--~ = = c2 m2 c2 A m 
N · m2 SZ m 

S 

Finalmente se tiene 

= 4n x 10- 7 
~o A • m 

Wb 

= Wb 
A • m 

Por otro lado, vemos que en la expresi6n (5.23) aparece el térmi

no ~ qué es precisamente la corriente I , por lo que la ex

presi6n (5.23) se puede escribir 

.. 
dB = 

.. 
dl ~ 

x r 

La expresi6n (5.24) se conoce como la ley de Biot-Savart. 

(5.24) 

' 

' 



~ 5.5 APLICACIOIES DE LA LEY DE BIOT-SAYART 

1 

Ahora emplearemos la ley de Biot-Savart para cuantificar el campo 

magnético producido por una corriente eléctrica al fluir por un 

conductor dispuesto en diversas formas. 

a) Segmento de conductor recto 

Consideremos que por el conductor mostrado en la figura 5.7 circu 

la una corriente y que deseamos conocer el campo magnético produ

cido por ésta en el punto P • 

y .... 
dl I-

T. 
a 

1 
P(OIO,O) zl-- x --¡.docx,;; X 

l 

FIGURA 5.7. Campo magnético en el punto P producido por un se~ 

mento de conductor recto de longitud 1 . 

.... 
Si dividimos la longitud del conductor en pequeños segmentos .dl 

dirigidos de acuerdo al sentido de la corriente, observamos que 

cada uno de estos segmentos multiplicados por la corriente I (a 

los que llamaremos elementos de corriente) 1 produce un campo mag-
+ 

nético dB ~n el punto P 1 cuya direcci6n puede ser deducida al 

aplicar la regla de los productos vectoriales al producto indica

do en la ley de Biot-Savart. 

Por comodidad se ha elegido el sistema de referencia mostrado en 

la figura ·5.7, según éste los vectores 
.... 

dl y 
A 

r se encue~tran 



~ 

en el plano xy el vector dB 

rigido entrando a dicho plano, es 

unitario -k . Se puede observar 

correspondiente se encuentra d~ 

decir, en dirección del vector 

que para cualquier elemento de ... 
corriente (idl) del conductor mostrado, el campo magnético corre~ ... 
pendiente dB siempre estará en la dirección antes indicada y, 

por lo tanto, el campo magnético total producido por el conductor 

___________ recto se encontrará dirigido hacia la parte negativa del· eje z . 

De la ley de Biot-Savart, expresión (5.24), se observa que para 

conocer el campo total en el punto P se requiere de una inte

gral, que por lo antes dicho respecto a la colinealidad de los ... 
vectores dB , se ha convertido de una integral vectorial a una 

integral escalar, es decir 

y 

ya que 

por lo tanto 

B = B = z 

.... ~ 

B = B(-k) 

i3 = J ds = J da (-k) 

B = f 11 0 1 
dl sen a 

J 4'11 r 

JdBz 

= B (-k) 

(5.25) 

De la última integral observamos que llo y 4'11 son constantes; 

a la corriente I la supondremos constante, ya que si ésta varia 

ra .también variaría el valor del campo magnético en el punto P 

Por otra part.e, las magnitudes restantes dentro del integrando 

(dl , a y r) son variables, y por lo tanto habrá que expresar a 

dos de ellas en función de la tercera. De la figura 5.7 tenemos 

dl = dx, ~ ctg ('11 - a) = a 
r 

-ctg a Y·a = ese ('11 - a) = ese a 

' 

1 
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~ por lo que 

1 

dx = -a (-csc 2 a) da = a csc 2 ada (5 .26) 

r = a csca (5.27) 

Sustituyendo las ecuaciones (5.26) y (5.27) en la expresión (5.25) 

y tomando los limites de integración adecuados, se obtiene 

Integrando 

Finalmente 

B = 

a csc 2a sena da 
a 2 csc 2 a 

ra
2 

sena da = 
J a 1 

[- cos a J :: 

\1 0 I 
B = (cos a 1 - cos a2l 

4rra 
(5.28) 

Se concluye que el campo magnético producido por la corriente I , 

al circular por el segmento de conductor de longitud 1 , en el 

punto P situado a una distancia a del conductor, tiene una magni 

tud dada por la expresión (5.28)y está dirigido según el vector 
~ 

unitario (-k); si se elige el sistema de referencia mostrado en la 
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figura (5.7), es decir 41' 

Consideremos ahora que el punto en el cual deseamos conocer el 

campo magnético se encuentra a una distancia a mucho menor que 

la longitud del·segmento de conductor y que el punto se encuentra 

cerca de la mediatriz de dicho segmento, tal como se muestra en 

la figura 5.8. 

l--------1 
r-

""'---Lal Ja . ---~---·--- ---- --- a2 
p 1 >> a 

FIGURA 5.8. Segmento de conductor recto y punto que se ·encuentra 

muy cercano a dicho conductor. 

Si la longitud 1 del conductor es mayor, diez 

la distancia del punto al conductor, y el punto 

veces o más, que 

se encuentra den-

tro de la zona media del segmento, son válidas las siguientes 

' 
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' 

aproximaciones 

a¡ = o ' cos 

y 

a2 = 1T ' cos 

y de la expresi6n (5.28) se obtiene que 

EJEIIPLO 5. 1 

Jloi 
B = 2na 
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a¡ = 1 

a2 = -1 

(5.29) 

Calcular el campo magnético en el punto P producido por una co

rriente continua de 10 amperes; la corriente circula por un con

ductor recto de 3 m de longitud y el punto se encuentra locali

zado de acuerdo con lo mostrado en la figura 5.9. 

3m-------; 

'1 ~ ' . . . . t ~'·--' t a¡ --
. a2 '-..........._ o:.:~-----

x y p 

f--lm--r---2 m-----1 

FIGURA 5.9. Campo magnético producido por un conductor recto y 

de longitud finita, por el cual circula una corriente eléctrica. 

SOLUCl:OR 

Realizaremos el c~lculo exacto empleando para .este fin la expre

sión (5.28), en lo que refiere a la magnitud del campo magnético· 
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en el punto en cuestión, es decir 

' (ces a 1 - ces a 2 ) 

sustituyendo los valores obtenemos 

+ ( o . 3 5) 2' 
+ 

1 ( 1 ) z + 

1 

<o. 3 5 ¡ z' ] 
(411 X 1 o-7¡ (lO) 

= 411(0.35) [ 2 

Bp = 2.857 x 10-6 (0.985 +0.944) =5.511 x10-6 T 

Ahora bien, aplicando la regla de los productos vectoriales se ob 

tiene la dirección de este campo magnético; de la expresión ... 
(5.25) se concluye que BP es perpendicular al plano de la figu-

ra 5.9 y sale de la misma, es decir 

... 
BP = 5.511 i ~T 

Calculemos el mismo caso, pero empleando la expresión aproximada 

(5.29) de la cual obtenemos 

(411 X 10- 7 ) 10 = = 5.714 X 10-6 T 
211(0.35) 

Si calculamos el porcentaje de error en el cálculo aproximado, 

tendremos 

error en la magnitud BP = 100 

• 100 
5.714- 5.511 l1o-6 

5.51_1 X 10-6 

por lo tanto, % error en BP = 3.68% 

' 
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Como puede observarse el error es apreciable; esto se debe a que 

en el problema planteado no se cumple que 1 > lOa , además de 

que el punto de interés no se encuentra dentro de la zona media 

del segmento'conductor, por lo que en este caso, lo correcto es 

emplear la expresión (S. 28). 

b) Espira cuadrada 

Del análisis realizado para el segmento de conductor ·recto, se 
1 

puede observar que la dificultad del cálculo del campo magnético 

depende fundamentalmente de la ubicaci6n del punto o puntos de in 

terés. 

En·el caso de la espira cuadrada calcularemos el campo magnético 

para un punto contenido en el plano de la espira y para un punto 

fue~a de dicho plano, como se muestra en la figura 5.10. 

z z 

/f 
I 1 g_ 

1 

JI J ... 1 
B P - 1 -----"";f. 

: " .......... -J--__,---
1- h---+! 

I 
1 I 

1 t 

/,~¿ 
í 

t 

y 

X 
X 

(a) (b) 

FIGURA 5.10. Campo magnético producido por una corriente I al 

circular por una espira cuadrada; (a) en un punto en el plano de 

la espira, (b) en un punto fuera del plano de la espira. 

En los casos mostrados en la figura 5.10 será necesario aplicar 

el principio de superposici6n, para el cálculo del campo magnéti

co, en el punto P , en cada caso. 
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Consideraremos cada lado de la espira como un segmento de conduc

tor recto, cada uno de los cuales produce una componente de campo 

magnético, y la suma de dichas-componentes de carácter vectorial, 

nos dará el campo magnético buscado. 

De la Ley de Biot-Savart, expresi6n (5.24), se puede concluir que 

la direcci6n de las componentes producidas por los cuatro lados 

' 
-------dela espira-del-caso-(-a-¡-de-l.-a-f:icgura-5.-.10-,-es-la-misma_y_en_di_-___ _ 

recci6n del vector unitario (-j), por esta raz6n el campo magn~ 

tico total estará en dicha direcci6n. En lo que se refiere a su 

magnitud, ésta será la suma de las cuatro componentes producidas 

por los cuatro lados de la espira, las cuales por la simetría de 

este caso, son iguales y de valor 

lloi 
B = 4 rra (cos a1 - cos a 2 ) 

en la cual, a representa 

de la espira y los ángulos 

la espira en el plano xz , 

la distancia del punto P a cada lado 

a1 y a2 se determinan analizando 

como se muestra en la figura 5.11. 

FXGORA 5.11. Espira cuadrada y los ángulos a¡ y a 2 
cular la magni~ud del campo magnitico en el punto p • 

De la figura 5.11, se tiene que 

para cal-1 
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cos a1 = 

cos a 2 = 

y de esta forma, observando que a = (i/2), obtenernos 

Entonces el campo magnético producido por un lado de la espira 

tendrá la magnitud siguiente 

2 12 Jlol 
B = 4ni 

y el campo total 

2 12 Jl 0 I 
B = (5.30) 

ni 

Vectorialrnente, el campo magnético en el punto P de la figura 

5.10 (a), será 

+ = -212 Jlo I J~ 
B ni 

Analizando el caso (b) de la figura 5.10 se observa que cada 1~ 

do de la-espira y el punto P definen un plano; el campo rnagnét~ 

co,producido por cada lado de la espira es de direcci6n perpendi

cular al plano formado por dicho lado y el punto P , de tal for 

rna que 

A A 

B = i x a 

donde i es el vector unitario en la direcci6n del lado de la es 

pira en cuesti6n, tornando en cuenta el sentido de la ·corriente en 
A 

el conductor, y a es el vector unitario dirigido perpendicular-

mente del lado de la espira al punto P . 
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Si -llamamos 1 1 2 1 3 y 4 1 los lados de la espira 1 

en la figura 5.12 1 ·tendremos para el lado 1 

A A A 

B 1 = t 1 x a 1 

A 

como se indica , 

Como a 1 está dirigido del centro del lado 1 al punto P 1 se tie 

ne q~u~e------------------------------~--------------~--------------~--~------

y 

donde 

a = 

Además 

Por lo tanto 

A 

B¡ 

_,_ i ~ - bJ' a¡ = - 2 • 

... [2~] • b a¡ = - l. - -a 

¡;¡ = ¡ill = ( i/2) 2 

A A 

i¡ = k 

A A A [- i b = k X 
2a i - j 

a 

i A 

2a j 

j 

+ b2 

] 

·Para los lados 2 1 3 y_4 de la espira se tienen 

A A b A i 
i2 = i r2 = - j - 2a a 

A i A b A 

.!.3 = - k r3 = 2a i - j a 

A A A b A R. 
'.!. 4 = i r4 = - j + 2a a 

(5.31) 

A 

k 

1 
A 

k 
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p 

PIGURA 5.12. Numeración de los lados de la espira cuadrada y di
+ 

recciones de los vectores i1 , al Y al • 

Por lo anterior, las direcciones de las componentes de campo mag

n€tico producidas por los lados 2, 3 y 4 de la espira están dadas 

por los vectores unitarios 

i . b . 
B2 = 12 X a2 = j + - k (5.32) 

2a a 

• • b • i • 
B3 = i3 X a3 = - - i - 2a j (5.33) 

a 

i . b . 
B4 = R.4 X a4 = - 2a j k (5.34) 

a 

Por encontrarse el punto P en la perpendicular al plano de,la 

espira que-pasa por el centro de ésta, la distancia (a) del punto 

P a cada lado de la esplra es la misma, y de igual manera los án 

gulos a 1 Y. a 2 , los cuales pueden ser calculados observando 

la figura 5.13 en la que se representa el plano formado por el la 

do 1 de la espira y el punto P • 
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' 

FIGURA 5.13. Plano formado por el lado 1 de la espira y el punto 

p 

De la última figura se concluye que 

R. cos a¡ = 
2{(i/2) 2 

y 

-R. 
cos az = 

2{(i/2) 2 

por lo tanto 

(cos a¡ - cos az) = 

+ a 2' 

+ a2 

= R. 
r 

.(5.35) 

De la ecuaci6n (5.28) obtenernos la magnitud del campo magnético 

producido por cualquier lado de la espira. 

resultado de la ecuaci6n (5.35), se tiene 

B = 

Tomando en cuenta el 

(5.36) 
' 
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Al multiplicar la magnitud expresada por la última ecuaci6n, por 

cada uno de los vectores unitarios de las ecuaciones (5.31) a la 

(5.34), obtenemos las componentes vectoriales del campo magnético 

producidas por los cuatro lados de la espira en el punto P . 

Realizando la suma vectorial de dichas componentes se obtiene el 

campo magnético total, es decir 

resultando 

[
- 4i 

2a 

Finalmente 

j (5.37) 

e) Espira en forma de polígono regular 

Analicemos ahora el campo magnético producido por una corriente 

que circula por una espira conductora en foma de poLígono regu

lar, restringiendo nuestro análisis a los puntos localizados so

bre el eje de la espira, entendiendo tomo eje la línea perpendi

cular al piano de la espira que pasa por el centro de ésta. Para 

este fin utilizaremos la figura 5.14, de la cual se pueden con

cluir las siguientes relaciones. 
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z 

B B 
~ 

P Bu Y 

X 

FIGURA 5.14. Espira poligonal por la que circula una corriente 

I, la cual origina un campo magnético en el punto P . 

... 

' 

El campo magn~tico total en el punto P, (Bp), se puede obtener a ... 
partir de la expresión (5.38), en donde Bi es la componente de 

campo magnético producida por un lado de la éspira poligonal y 

representa el número de lados de la espira. 

n 
¡: 

i=l 

Con el objeto de simplificar el cálculo del campo ... 
punto P , se puede descomponer cada vector B

1 ... 

(5.38) 

magnético en el 

en su proyecci6n 

sobre el ~je de la espira, al que llamaremos B111 , y en la proye~ 

ción de B. sobre una perpendicular al eje de la espira, a la 
~ ... 

que designaremos con B. ; con base en estas proyecciones, la ex 
~.l. 

presión (5.38) se puede escribir en forma equivalente como 

... n ... 
BPII = ¡: B ill (5.39) 

i=l 

... n ... 
BP.l. = ¡: Bi.l. (5.40) 

i=l 

1 y 

... ... ... 
BP = BPII + BP.l. (5.41) 
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Es posible demostrar que la sumatoria indicada en la expresión 

(5.40), cuando se aplica a una espira en forma de poligono regu

lar, nos da un resultado nulo, es decir 

n 
I: 

i=l 

.. 
B. = O 
~.l 

(5.42) 

Considerando este último resultado se concluye que el campo magn~ 

tico en el punto P será exclusivamente en dirección-paralela al 
• 

eje de la espira, en dirección j o -j , dependiendo del senti 

do de circulación de la corriente, por lo cual 

.. 
La magnitud de BP 

11 
lados de la espira) 

(5.43) 

se obtiene multiplicando por n (número de .. 
la proyección de B. 

~ 
sobre el eje, es decir 

~oi 
= n --- (cos a¡ - cos a 2)cos y 

41Ta 
(5.44) 

De la figura 5.14, se observa que 

cos a 2 = - cos a 1 

cos a¡ = sen 6 

Sustituyendo estos resultados en la expresión (5.44), se obtiene 

.. ~o! 
BP = n --- sen 6 cos y (5.45) 

211a 

Ademl'.s, se tiene 

X = ro sen e y 8 1T = -n 
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por lo tanto 

y 

-----------------------sen-6 

también 

y 

e os y = 

X 

r 

e = a Vb 2 

1T 
x = ro sen n 

X 

1T e os 

r 0 sen 

n 

1T 
ro e os e n = 

+ e 2' vb 2 + r2 o cos 2 

1T 

n 

(1T/n) 
• 

Sustituyendo estos resultados en la expresi6n (5.45), y realizan

do las simplificaciones convenientes, se obtiene 

Finalmente 

... 

B 
Pii 

... 

= 

BP = BPII = 
n lloi 

2 

[ b' 

ro 

41T Jd + b2' 

21T l sen -n 
j (T) (5.46) 

r2 cos 2 1T 
+ -o n 

' 

Comprobar que aplicando la expresi6n (5.46) al 

se obtiene la expresi6n (5.37) y que si además 

la expresi6n (5.30). 

caso en 

b = o 
que n = 4,, 
se obtiene 
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' d) Espira en forma de circunferencia 

1 

Calculemos ahora el campo magnético producido por una corriente 

al circular por una espira en forma de circunferencia. También 

en este caso nos restringiremos a los puntos localizados sobre el 

eje de la espira, como se muestra en la figura 5.15. 

z 

_,. 
B y 

p 

FIGURA 5.15. Campo magnético producido por una corriente al cir

cular por una espira en forma de circunferencia. 

Es posible considerar que una circunferencia es un polígono regu

lar de un número infinito de lados; por esta raz6n, calcularemos 

el campo magnético en este caso a partir de la expresi6n (5.46), 

para lo cual será necesario determinar el límite de dicha expre

si6n cuando n tiende a infinito, es decir 

.... 
B = p 

lím n ll I r 2 
o o 

[ 

sen 

b2 + r~ 

2rr 
n 

cos 2 11 

n 

(5.47) 

En la ecuaci6n anterior observamos que existen varias magnitudes 

constantes, una sola variable y funciones que dependen de esta ú! 

tima, por lo"que aplicando las propiedades de los límites se pue

de escribir 

B = p 
lím . [ 

n ... ~ b2 
n sen 

211 

] 

+ r~ co: ~ (5.48) 
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Para calcular el limite expresado 

quiere aplicar las propiedades de 

pital de la siguiente forma 

en la ecuaci6n anterior se re

los límites y la regla de L'Ho-· 

[
sen (211/n)J Hm 2rr(-1/n2

) cos (211/n)J Hm 
n + = 

' 
1/n _ = ~n~+--=~~~--~(-~1~/~n~Z~)------~ = 2rr 

_______________ l!m __ fb2-+-r2-cos2-~]--------~=l~!~m~lbz-+-r~cos~~ l _____ b __ z_+ __ r_~ __________ _ 
n ~ • o nJ n + ~ [ o n J 

(5.49) 

Sustituyendo el valor encontrado para el 11rnite cuando n + = en 

la expresi6n (5.48), se obtiene la magnitud del campo magnético 

producido por la corriente al circular por la espira mostrada en 

la figura 5.15. La direcci6n de dicho campo es la del vector uni 

tario j y finalmente se puede escribir 

Jl I r 2 
o o • 

2(r2 + b2) 3/2 j 
(5.50) 

Un caso particular de la última expresi6n se presenta cuando el 

punto P es el centro de la espira (b = O) , con lo cual la 

magnitud del campo magnético en dicho punto resulta 

Jl o I 
B = 2 ro [T) (5.51) 

Comprobar que el campo magnético producido por una corriente de 

10 A , al circular por una espira de radio de 5 cm , como la 

mostrada en la figura 5.15, en un punto sobre el eje de la espira 

situado a 20 cm del centro, tiene un valor de l. 793 ) [JJT). ,. 
Además, comprobar que si el punto de interés fuera el centro de 1 
dicha espira, el campo magnético ser!a de 1.257 ·x 10-~ j [T] . 
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e) Bobina 

La bobina es un dispositivo de alto interés práctico, ya que rara 

vez se utiliza una sola espira para producir un campo magnético. 

Identificaremos como bobina aquel conjunto de espiras formadas 

por un conductor, necesariamente con un aislamiento en su superf! 

cie, cuya diferencia entre los radio~ exterior e interior (~r) y 

cuyo espesor sean mucho menores que el radio medio de la bobina, 

tal como se muestra en la figura 5.16. 

z 

r = radio medio 
m 

r = e radio exteri'or 

r. = radio interior 
+ y l. 
B 

t.r = re - ri 
X e = espesor. 

espiras 

FIGURA 5.16. Bobina que P.roduce un campo magnético en el punto P 
1 

debido a la corriente I . 

Si las condiciones expresadas se cumplen, es decir si ~r << rm y 

e << rm , entonces es posible calcular el campo magnético en el 

. punto P en' forma bastante aproximada, empleando la expresión 

(5.50) con algunas modificaciones, ya que dicha expresión es vál! 

da cuando se tiene una sola espira. Realizando las sustituciones 

convenientes, el campo magnético producido por una corriente I 

al fluir en una bobina de devanado uniforme, como la mostrada en 

la figura 5.16, se obtendr!a como 

(5.52) 
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Se puede observar que la ·ecuaci6n (5.52) equivale a decir que el ' 

campo magnético en el punto P se debe a N espiras, todas ellas 

de radio rm cuyo centro se encuentra a una distancia bm del 

punto de interés; de esta observación se puede comprender el car~c 

ter aproximado de dicha ecuaci6n. 

------------f)--So1enoide------------------------------------------------------------

El elemento más comúnmente empleado para producir un campo magné

tico, a base de una corriente eléctrica, es el solenoide, el cual 

est~ formado por conductor devanado o enrollado en forma helicoi

dal sobre un núcleo. A medida que las espiras asi formadas se en 

cuentren m~s cercanas, el campo producido en su interior, es de

cir en el núcleo, ser~ d~ mayor uniformidad. Con el objeto de 

aclarar estas ideas veamos la figura 5.17. 

z 
N espiras 

I 
p 

y 

X 

FIGURA s:11. Campo magnético producido en el punto P debido a 

la circulación de la corriente I por el solenoide. 

Calcularemos el campo magnético que produce una corriente al 

fluir por un solenoide, analizando exclusivamente los puntos so

bre su eje. Para realizar este estudio, consideremos la sección 

longitudinal de solenoide mostrada en la figura 5.18. ' 
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FIGURA 5.18. corte longitudinal de un solenoide de N espiras. 

De la ecuaci6n (5.50) se tiene la forma-de calcular el campo mag

nético producido por una espira circular en el punto P , es de

cir 

¡¡ I r 2 
o o 

B = 

Si dividimos el solenoide de longitud 1 y N espiras, en pequ~ 

ños segmentos de longitud dy que contengan un número N' de 

vueltas, se puede considerar que cada segmento de solenoide prod~ 

ce una componente de campo de valor 

N' )Jo I r 2 
o 

dB = 
y2) 3/2 

(5.53) 
2 (r2 + 

o 

donde 

N' = ~ 
1 

o sea 

N dy )Jo I r 2 
o 

dB = 
+ y2) 3/2 

(5.54) 
1 2(r 2 

o 
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Integrando la expresi6n (5.54) obtenemos la magnitud del campo 

magn~tico producido en el punto P , es decir 

2 iR. f Jlo I N r 0 

BP = dB = 2 .1. (5.55) 

De la figura 5.18, se puede escribir que 

y = ro ctg y 

dy = -ro csc2y dy 

llo I N r2 
lYl -r. csc 2y dy o 

BP = r~ ctg2y)3/2 2R. (r2 + Y2 o 

y empleandÓ algunas identidades trigonom~tricas se obtiene 

-seny dy 

e integrando 

Jl
0 

I N 
(cos y 1 - cos y 2) 

2.1. 
(5.56) 

Por medio de la expresi6n (5.56) es posible evaluar la magnitud 

del campo magnético en un punto cualquiera del eje del solenoide, 

conociendo sus dimensiones, la corriente que produce dicho campo 

y, por supuesto, la ubicaci6n del punto de inter~s. 

Cuando la lo~gitud R. de un solenoide es mucho mayor que su ra~ 

dio r 0 , (R.~ 10 r 0 ), aquél se conoce como solenoide largo. Si en 

este caso deseamos conocer el campo magn~tico en puntos interio

·res localizados en la zona media del solenoide, es posible obte

ner una aproximaci6n de la expresi6n (5.56) tomando en cuenta las 

siguientes consideraciones 

' 

1 
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Yl ... o , ces y¡ -+- 1 

y 

Y2 -+- 1T ces Y2 -+- -1 

Incluyendo estos resultados en la expresi6n (5.56), obtenemos una 

ecuaci6n aplicable a los solenoides largos 

EJEIIPLO 5. 2 

11 0 I N 

1 (5.57) 

Obtener el campo magnético para diversos puntos sobre el eje de 

un solenoide largo de longitud t = 12 r. donde ro es el ra-

dio del solenoide, e I es la corriente que circula por el mismo; 

también dibujar una gráfica que muestre la variación de la magni

tud del _campo para dichos puntos. 

SOLOCXOH 

En este cálculo emplearemos la expresión (5.56) y nos auxiliare

mos de la figura 5.19, en la que se muestran algunos puntos de in 

terés localizados sobre el eje. 

r 
o 

9' 8' 7' 6' 
1 

' 

PJ:GOR& 5.19. 

y 

456789 X 

Solenoide largo ( 1 = 12 r 
0 

). 
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Sustituyendo la expresi6n (5.57)·en la (5.56), tenemos que 

' (5.58) 

Aplicando esta ültima ecuaci6n para.los puntos mostrados en la fi 

-------gura-5 .-1.9-,-se-obtienen_los_sigu ien:t_e_s.~r~e=s=u=l'-"t ... a._.,d ... o:.-s:_:•:.__ __________ _ 

PUNTO cos Yl COS Y2 

o 0.986 -0.986 0.986 Be 
1 0.981 -0.990 0.986 B 

e 
11 0.990 -0.981 0.986 Be 
2 0.970 -0.992 0.981 Be 
21 0.992 -0.970 0.981 Be 
3 0.949 -0.994 o. 971 Be 
31. 0.994 -0.949 0.971 Be 
4 0.894 -0.995 0.945 Be 
41 0.995 -0.894 0.945 Be 
S 0.707 -0.996 0.851 Be 
51 0.996 -0.707 0.851 Be 
6· 0.000 -o.ooo 0.498 Be 
6 1 0.997 0.000 0.498 Be 
7 -0.707 -0.997 0.145 Be 
71 o. 997 0.707 0.145 Be 
8 -0.894 -0.997 0.052 Be 
81 0.997 0.894 0.052 Be 
9 -0.949 -0.998 0.025 Be 
91 0.998 0.949 0.025 Be 

1 
La gráfica pedida aparece en la figura 5.20. 
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9' 8' 7' 6' 5' 4' 3' 2' 1' o 1 2 3 4 5 7 8 9 10 

FXGORA 5.20. Variación de la magnitud del campo magnético en pu~ 

tos del eje de un solenoide largo. 

En la figura 5.20 observamos que la magnitud del campo magn~tico 

para los puntos del eje del solenoide, localizados en el tercio 

central, se mantiene pr~cticamente constante; a partir de ahí di

cha magnitud decrece en forma considerable y en los extremos (pu~ 

tos 6 y 6' de la figura), se tiene una magnitud de aproximadamente 

0.5 Be • El campo magnético para puntos exteriores al solenoide 

se hace despreciable a muy corta distancia del mismo. 

5.6 LEY DE AMPERE 

En el subtema 1.13 se mencion6 que los conceptos circulaci6n y 

flujo son aplicables a los campos vectoriales. En virtud de que 

la inducci6n magnética 

tible evaluar para éste 

... 
B 

las 

representa un campo vectorial, es fac

propiedades mencionadas. 

Consideremos un conductor recto y muy largo por el cual circula 

la corriente I • Emplearemos en este análisis las trayectorias 

i¡ y i2 mostradas en la figura 5.21. 
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FIGURA 5.21. Conductor recto y largo perpendicular al plano de 

la hoja y cuya corriente se 4irige hacia el lector. Tambi&n se 

muestran las trayectorias i¡ y i2 

... 
Evaluemos la circulaci6n de B a lo largo de la trayectoria ce-

rrada i¡ ; de la expresi6n (1.79), se tiene 

... 
di (5.59) 

Como se demostr6 en el tema 1, esta integral puede ser descompues 
-o 

ta en varias integrales, de acuerdo con la trayectoria de integr~ 

ci6n elegida, de tal forma que 

... ... 
B•di + (5.60) 

Las integr¡¡.les segunda y cuarta son nulas, ya que para todos los 

puntos de los segmentos Oc y da se tiene que la inducci6n mas: ... 
nética es perpendicular al vector di , así queda 

[ ... ... [ ... ... 
cb = B •di + B•di 

es decir 

): 1 1 1 r cb = B¡ di¡ cosa
1 + B¡ di¡ COSa¡ 
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Además, como a 1 = O , ' a¡ = n y las magnitudes B 1 y B1 ,.... 
ab 

se' 
y mantienen constantes a lo largo de los arcos concéntricos 

,.... 
cd respectivamente, se tiene que 

------------~la-cual-se-puede-escribir_como ____________ ~---------------------------------

' 1 

\ 
cb = B 1 r 1 e - B 1 r 1 e (5.61) 

Ahora bien, de la expresi6n (5.29), podemos escribir las magnitu

des de campo magnético como 

' 
\lo I 

B1 = 
' 

y B1 = 
2nr 1 2nr 1 

Sustituyendo en la expresi6n (5.61), nos resulta 

JJ I o --, r 1 e -
JJ I o r 1 e = o 

2nr 1 2nr 1 

.. 
O sea que la circulaci6n de B a lo largo de la trayectoria 1 1 

resulta nula. 

.. 
Evaluemos_ahora la circulación de B a lo largo de la trayecto-

ria . 1 2 

En la última expresi6n, 

yectoria 1 2 y a 2 = O, 
B2 permanece 

por lo cual 

constante para toda la tr~ ~ 
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Como el campo magn€tico producido por una corriente en un conduc

tor recto y largo se cuantifica con la expresi6n (5.29), podemos 

escribir 

~. I 

~ 

El último resultado significa que la circulaci6n de B a lo lar-

go de la trayectoria t 2 , resulta igual a ~. veces la corrien 

te que cruza el área limitada por la trayectoria t 2 , misma que 

de aqu! en adelante denominaremos corriente concatenada. 

Este es un resultado general, que se puede aplicar al caso de la 

trayectoria t 1 , en la cual, por no concatenar ninguna corrien

te, nos da por resultado que ·la circulaci6n sea nula. A la ecua 
~ 

ci6n que relaciona la circulaci6n de B con la corriente neta 

concatenada se le conoce como ley de Ampere en forma integral, y 

se representa 

(5.62) 
' 

donde 

Recordemos que la corriente eléctrica 'es, matemáticamente hablan

do, el flujo de la magnitud vectorial denominada densidad de co
~ 

rriente (J), entonces, de la expresi6n (3.12) se tiene 

JJS 
~J ~ 

I = ~j = dA 

~ Combinando esta última ecuaci6n con la (5.62) se obtiene que 

~ 

dA (5.63) 



Aplicando al primer miembro de la ecuación 

Stokes, ecuación (1.87), resulta 

~ 

di = 

329 

anterior el teorema de 41r 

~ 

dA (5.64) 

Igualando los primeros miembros de las expresiones (5.63) y (5.64) 

It ~ ~ 

(17 X B) 

es decir 

~ 

dA = llo 

~ ~ ~ 

17 X B = ¡¡ 0 J 

~ 

dA 

(5. 65) 

A la ecuaci6n (5.65) se le conoce como ley de Ampere en forma di

ferencial. Se observa que en el caso del campo magn€tico, en gen~ 
~ 

ral, el rotacional de B es diferente de cero, por lo que se pue-

de afirmar que el campo magnético es un campo no conservativo y no 

se puede definir un potencial magnético en el mismo sentido en el 

que se hizo para el campo electrostático. 

5.7 ESQUEMAS DE CAMPO MAGNETICO 

Como hemos visto en secciones anteriores, al aplicar la ley de 

Biot-Savart, obtenemos el campo magnético en un punto de inter€s. 

Aplicando dicha ley a un conjunto de puntos en torno al conductor 

en cuesti6n, es factible obtener una idea bastante aproximada a 

la realidad,. de c6mo varia el campo magnético en una regi6n. 

Para este tipo de representaciones se utilizan las lineas de in

ducci6n magnética, las cuales poseen las siguientes caracteristi

cas: 
' 
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a) Se inician en un polo magn~tico norte y se dirigen hacia un 

polo magn~tico sur. 

b) Son líneas continuas, de tal forma que la tangente a una lí

nea en un punto, nos da la direcci6n del campo magn~tico en ese 

punto. 

e) Las líneas se dibujan en cantidad proporcional a la magnitud 

del campo magn~tico que representan. 

A continuaci6n se muestran los esquemas de campo.magnético de con 

ductores de uso coman. 

FIGURA 5.22. Campo magnético en torno a un conductor recto y lar 

go, con corriente entrando al plano de la f~gura. 

Observando la figura 5.22 se puede concluir una regla práctica y 

sencilla para determinar la direcci6n de las líneas de inducción 

magn~tica originadas por la circulaci6n de una corriente a trav~s 

de un conductor; dicha.regla se conoce como fa ~egla de la mano 
de~eeha y se expresa como sigue: se toma el conductor con la ma

no derecha¡ con el dedo pulgar se apunta hacia donde fluye la ca-

rriente (sentido convencional) 

tes nos indica la direcci6n de 

muestra en la figura 5.23. 

y la direcci6n de los dedos restan 
~ 

las líneas de B , tal como se 
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P!GURA 5.23. Esquema que muestra la forma de aplicar la ~egta de 

ta mano d~echa en la determinación de la dirección del campo ma~ 

nético producido por I. 

+ 
B 

PXGURA 5.24. Campo magnético en el plano de corte de una espira 

circular. 

' 

' 
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---------:-------~...--..._, 

/ 
/ 

FIGURA 5.25. Camp.o magnético d·e un solenoide de espiras separa

das. 

\ 

\ 
1 

FIGURA 5.26. Campo magnético producido por un solenoide. 
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5.8 APLICACIONES DE LA LEY DE AMPERE 

' La utilidad de la ley de Ampere, expresión (5.62), estriba en su 

aplicación en el cálculo del campo magnético producido por corrien 

tes eléctricas. Aunque es una ley de validez general, para campos 

magnéticos estáticos, su aplicación a casos prácticos se restringe 

a los que por sus caracteristicas de simétria permiten elegir una 

--------------~rayectoria-de-integración_por_medio_de_la_cual_se_~~alúa con faci ____ __ 

lidad la integral correspondiente. Utilizando esta ley calculare-

mos algunos de los casos tipicos. 

a) Campo magnl!itico de un conductor recto y 1argo 

Aplicando la ley de Ampere, calcularemos el campo magnético en un 

punto interior (1) y en otro exterior (2) al conductor, cuya sec

ción se muestra en la figura 5.27. 

C¡ 

conductor 

FIGURA 5.27. Campo magnético en el interior y exterior de un co~~ 
ductor recto y largo, perpendicul~r al plano de la hoja y con una 

corriente entrando a la misma. 



' 

1 

334 

Para el cálculo del campo magn€tico en 

trayectoria de integraci6n denominada ... 
rriente J es uniforme, la corriente 

el punto 1 se utilizará la 

C1 Si la densidad de co 

I se puede obtener como 

(5.66) 

Ahora bien, la corriente neta concatenada por la trayectoria c 1 

será el producto de la densidad de corriente y el área limitada 

por c 1 , es decir 

De la ley de Ampere se tiene que 

... ... 
B•di = ~R. B¡di¡ 

(5.67) 

cosa 1 (5.68) 

De la figura 5.27 se observa 

yectoria c1 , el ángulo a¡ 

que, para todos los puntos de la tra 

vale cero y, por lo tanto 

cosa 1 = 1 

Como la t'rayectoria de integraci6n elegida es coaxial al conductor, 

la magnitud de B en toda la trayectoria es constante y la expre

si6n (5.68) se puede escribir, sustituyendo el valor de IN , como 

B¡ (5. 69) 

La integral d"e la ecuaci6n (5.69) es igual al perímetro definido 

por la trayectoria de integraci6n, es decir 

B 1 (21Tr¡)= 



y en general, 

po será 
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para cualquier punto interior, la magnitud del cam- 41' 

¡¡ I r 
o 

r < R (5.70) B = 

En la determinaci6n del campo magn~t·ico para un punto exterior al 

------------~conductor-,-como-el-punto-2-,-se-uti-lizará-la-trayectoria-de-inte---------

graci6n c2 mostrada en la figura 5.27; aplicando la ley de Amp~ 

re obtenemos 

De la figura mencionada, se puede concluir que a 2 = O y que 

B = cte para ~odos los puntos de la trayectoria de integraci6n 

C2 , por lo cual, la expresi6n anterior quedará 

es decir 

de donde 

!lo I 

Bz = 21Tr2 

y en general, para cualquier punto exterior al conductor se ten

drá 

).1 0 I 

B = 2 11r r > R 
(5. 71) ' 

La expresi6n (5.71) concuerda con el resultado obtenido por medio 

de la ley de Biot-Savart, o sea, la ecuaci6n (5.29): 
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Además, puede observarse que se tendr!a el mismo campo magnético 

en el punto exterior si la corriente I circulara en un filamento 

metálico coincidente con el eje, o si circulara por un cilindro 

hueco de pequeño espesor, en cuyo caso el campo magnético de un 

punto del interior de dicho cilindro ser!a nulo; algo semejante 

al campo eléctrico en el interior de un conductor cargado, cuando 

se aplica la ley de Gauss. 

En la figura 

al variar el 

5.28 se muestra una gráfica del comportamiento de B 

radio r , tanto interiores corno exte-

rieres al conductor cilíndrico 

para puntos 

s6lido. 

B 

B 
máx 

R 

B • max 

2 R 

-----.:o~-:_:3 3B • max 

3 R r 

FIGURA 5.28. Variación de B en función de la distancia del punto 

de interés al eje del conductor cilíndrico sólido. 

b) Solenoide largo 

En este inciso calcularemos el campo magnético proaucido por una 

corriente al circular por un solenoide largo, para este fin consi 

oeremos la secci6n de solenoide mostrada en la .figura 5.29; hemos 

elegido en este caso la trayectoria de integraci6n el mostrada 

en dicha figura, ya que desearnos conocer el valor del campo .... magn! 
tico en el punto p La direcci6n de las l!neas de B se puede . 
determinar aplicando .to. lt e.g .e.o. de. .e. o. m o. no d e.Jt e. c. ho. • 

... 
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1------'. L -----1 ' 
N vueltas 

rT--------

1 
D dÍ C i C¡ 

+ 1 
1 dR. 1 

•• o • • • • • o • • • • • • • • • • • o o • • • • • 

(1---" .---'--
X X X X 

I 

FXGUBA 5.29. Sec~ión longitudinal de un solenoide largo. 

Al aplicar la ley de Ampere, expresi6n 5.62, a la trayectoria c 1 , 

se obtiene 

J
B 

+ ... 
A B • dR. + ... + Jc~ B•dR. (5.72) 

Para facilitar la evaluaci6n de las integrales de la expresi6n an 

terior resulta conveniente establecer algunas consideraciones. 

El campo magnético en el interior del solenoide es uniforme, esto 

es, todos los puntos interiores tienen un campo magnético de igual 

direcci6n y magnitud. 

El campo magnético en el exterior del solenoide es despreciable 

en comparaci6n con el del interior. 

De acuerdo con esto, la expresi6n (5,72) se reduce a 

JB B dR. cos a 1 = · Jl o IN 
A . 

ya que las integrales en los tramos BC y DA son nulas en vir

tud de que en una parte de cada uno de estos tramos de trayecto-

' 
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-+ -+ 
ria, el campo B es perpendicular a los vectores di y en la 

otra parte, el campo es despreciable. 

' Por esta G.ltima razón, la integ:r;al en el tramo CD es desprecia-

ble en comparación con la integral en el tramo AB 

De la figura 5.29 se observa que a1. = O , por lo que cos a 1 =1, 

y la filtima expresión se puede escribir de la siguiente forma 

B J: di = B L = ll o IN (5.73) 

Ahora bien, se acostumbra designar con la letra n el cociente 

del nG.mero de vueltas (N) entre la longitud del solenoide, es 

decir 

n = T 
N 

(5.74) 

Por otra parte, el término IN nos representa la corriente neta 

concatenada por la trayectoria de integración (C 1 l , la cual se 

rá igual a N' veces la corriente I , donde N' es el nG.mero 

de vueltas enlazadas por la misma trayectoria de integración, con 

lo cual 

I = N' I = ~ L I = n L I 
N i 

(5.75) 

• 
Sustituyendo el último resultado en la expresión (5.73) y despe-

jando el campo B se obtiene 

( 5. 76) 

expresión equivalente a la que resulta de la aplicación de la ley 

·de Biot-Savart para puntos interiores localizados en la zona media 

de un solenoide largo, expresión (5.57). 

1 e) Toroide de secci.6n transversa1 rectangular 

Hasta este momento hemos visto que los resultados obtenidos con 

la aplicación de la ley de Biot-Savart y con el empleo de la ley 

de Ampere, coinciden. En este inciso calcularemos el campo mag-
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nético producido por una corriente al circular por un enrollamien41r 

to toroidal, como el que se muestra en la figura 5.30. Para este 

cálculo lo más conveniente es emplear la ley de Ampere dada la si 

metría de esta forma de enrollamiento. 

A' 

Corte M' 

T o 0 
0 

0°0 e 0 0 0 0 0 

1 0 0 G> 
0 

-+- -+-
B y di 

FIGURA 5.30. Toroide de sección transversal rectangular. En el 
-+-

corte AA 1 se muestran las lineas de inducción de B (()) 

Un toroide se puede formar si se unen cara a cara los extremos de 

~n solenoide, doblando este último hasta formar una circunferen-

cia; por esta razón resulta comprensible que el 

en el exterior del toroide sea nulo, ya que las 

ción magnética quedan confinadas en el interior. 

campo magnético 

lin~as de induc-

Para aplicar la ley de Ampere utilizamos la trayectoria de inte

gración e 1 . mostrada en la figura S. 30. Esta trayectoria en· for 

ma de circunferencia, de radio· 

roide y por esta razón se puede 
-+-

di son colineales en todos los 

r , se elige coaxial con el to
-+

observar que los vectores B y 

puntos de la trayectoria, además 

de que la magnitud del campo magnético permanece cons.tante por la 

simetría del dispositivo. 

1 
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Por todo lo anterior, al aplicar la expresi6n (5.62), se obtiene 

COS<l¡ (5.77) 

Ahora bien, la corriente neta concatenada por la trayectoria de 

integraci6n es igual a N veces I , con lo que la última expr~ 

si6n queda, despejando la magnitud del campo magnético 

B =--- (5.78) 
2 ilr 

' 
En la expresi6n (5.78) se destaca la proporcionalidad inversa 

existente entre la magnitud del campo magnético (B)· y el radio 

del toroide (r). Este hecho se representa cualitativamente en el 

corte transversal mostrado en la figura 5.30, en el que se mues-

tra una mayor densidad de líneas 

radio menor (radio interno ri ) 

Esta misma 

de campo magnético en la zona de 

que en la zona de radio mayor 

expresi6n puede ser utilizada (radio externo 

para el cálculo del campo magnético producido por un toroide de 

secci6n transversal en forma de polígono regular, cuyo apotema 

(a) sea mucho menor que el radio interior (ri) del toroide, es de 

cir, ri ~ lOa ; cabe resaltar que cuando se cumple la condici6n 

anterior se tiene un campo magnético aproximadamente uniforme en 

la secci6n del toroide. 

5.9 FLUJO DE LA INDUCCION MAGNETICA 

En diversos problemas de electromagnetismo se requiere evaluar el ... 
flujo de B a través de un área determinada. De la expresi6n 

(1.49), la cual recordamos 

~e= fL ... ... 
C•dA 
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se obtiene la forma de calcular el flujo de cual~ier campo vect~~ 
rial; por lo tanto, para la inducci6n magnética B se tiene 

~b = IL (5.79) 

-? 

Aplicaremos 'la expresi6n (5.79) en el cálculo del flujo de B en 

-------a-lgunos-casos-comunes.------------------------------

a) Flujo debi.do a un conductor recto y largo 

Consideremos las superficies mostradas en la figura 5.31; evaluar~ 

mes el flujo a través de las mismas si por el conductor circula 

una corriente constante de valor I 

1 
1 

z 

1 

S -J L 
1 1 

dr 

y 

/ 

Fl:GURA 5.31. Segmento de un conductor recto y largo, y superfi- 1 
cies para evaluar el flujo magnético. 
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En la figura 5.31 se observa que la superficie S se extiende ra 

dialmente a lo largo del conductor. Dicha superficie se ha divi

dido en dos partes, una interior al conductor S1 y otra exte

rior al mismo s 2 • Aplicando la expresi6n (5.79) se tiene 

<j>b = 

es decir 

~: -+ 
B. •dA + 

l. 

... ... 
B •dA e 

(5.80) 

De la figura 5.31 se puede concluir que los ángulos a 1 y a 2 

son iguales a cero, el elemento de área es igual a 1 dr y las 

magnitudes de los campos magnéticos Bi y Be son funciones de 

la distancia al eje del conductor (r) , las cuales se encuentran 

definidas por las expresiones (5.70) y (5.71) respectivamente; to 

mando en consideraci6n todo esto, la expresi6n (5.80) se puede es 

cribir 

ll o I t r ¡¡o I 1 dr r dr + - r 

e integrando 

¡¡o I 1 

[R: J + 
ll o I 1 R+a 

<j>b = .f.n 
2rrR 2 2TT R 

o sea 

llo I 1 
[ ~ + .f.n R;a~ [Wb] <j>b = 2TT (5.81) 

Comprobar que si la corriente que circula por un conductor recto 

de radio de 2 cm es de 10 A 1 el flujo total a través de una 

superficie como la mostrada en la figura 5.31, de longitud unita

ria y ancho de 50 cm, es de 7.516 ¡¡Wb 
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b) F1ujo en una secci6n de un so1enoide largo 

Consideremos el solenoide mostrado en la figura 5.32, en el cual 

evaluaremos el flujo magn€tico a través de la secci6n transversal 

de ~rea A, localizada en la zona central del solenoide. 

FIGURA 5.32. Flujo magnético a través de una sección transversal 

localizada en la zona central de un solenoide. 

De la última figura se puede concluir que el ángulo, entre los 

vectores campo magnético y diferencial de superficie (e), es cero 

para todos los puntos del área A, por esta raz6n al aplicar la ex 

presi6n (5.79), se obtiene 

~b = Jfs B dA cose = 

Además, el área A se encuentra en la zona central del solenoide, 

por lo cual se puede considerar que el campo magnético no varía 

ni en magnitud ni en direcci6n para los puntos que la forman, por 

lo bn~ 

Jfs dA = BA (5.82) 

Verificar que si se desea que el flujo a través de la secci6n 

transversal de un solenoide de 20 cm de largo y 1 cm de radio, 

sea de 0.395 mWb, se requiere que la corriente que circule por 

dicho solenoide sea de 20 A y que éste posea 10 4 vueltas. 

' 

' 
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~ e) F~ujo a trav~s de ~a secci6n transversal de un toroide 

Calculemos el flujo magn€tico a trav€s del área A de la figura 

5.33. En esta figura observamos que el ángulo, entre los vecto

res campo magn€tico y diferencial de superficie, es cero para to

dos los puntos de dicha secci6n; por otro lado, la magnitud del 

campo magnético es funci6n del radio. del toroide, como lo expresa 

la ecuaci6n (5.78). Con base en lo anterior, de la expresi6n 

(5.79) se obtiene 

' 

<Pb = 
Jl 0 N I 

2nr (e) dr 

FIGURA 5.33. Flujo magnético a través de una sección transversal 

de un toroide de sección rectangular. 

Integrand9 la tlltima expresi6n tenemos 

Jlo N I e 
re dr Jlo N I 

e in r J 
re 

4>b = = 
2n r 211 ri ri 

Jlo N I e r 
[Wb] 4>b = in e 

(5.83) 
2n r. 

l. 
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d) F~ujo a trav~ de una superf~cie cerrada 

En este inciso veremos lo que resulta al aplicar la ecuaci6n 

(5.79) a una superficie cerrada; por ejemplo el cilindro mostrado 

en la figura 5~34 que se encuentra en el interior y en la zona 

central de un solenoide largo . 

... B---------------=---=-----,.-c:;- -, 
/ ' \ 

FIGURA 5.34. Superficie gaussiana dentro de un campo magnético 

uniforme producido por un solenoide largo . 

. De la expresi6n (5.79), podemos escribir para este caso que 

# ... ... ff ... ... JJ2 
... ... f{ ... ... 

cf>b = S B•dA = 
1 

B1 •dA 1 + B2 • dA2 + B3•dA3 (5.84) 

En la figura 5.34 observamos que 

... ... ... ... 
Bl = B2 = B3 = B 

ya que el campo magnético en cuesti6n es uniforme. Además, la in 

tegral de superficie sobre la cara lateral del cilindro (2) ·es 

' 

nula, porque para todo punto de dicha superficie, los vectores ,. , 

campo magnético y diferencial de superficie son perpendiculares, ... ... 
Por otra parte, el ángulo formado por B y dA 1 es cero, míen-... ... . 
tras que el formado por B y dA3 es de n radianes; debido a 

esto la expresi6n (5.84) nos queda 
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'b = ff B dAt - JL B 
dAs = BA - BA = o 

1 . 

Hs 
... ... (5.85) 

es decir B•dA = o 

El resultado obtenido en la última expresi6n es completamente ge 

neral, y a dicha expresi6n se le conoce como ley de Gauss para el 

magnetismo y nos indica que el flujo neto a trav~s de una superf.!_ 

cie cerrada (gaussiana), colocada en un campo magn~tico, es cero. 

Si aplicamos a la expresi6n (5.85) el teorema de la divergencia, 

ecuaci6n (1.74), obtendremos . 

fffvv·adv=o 

o sea 

... ... 
V•B = O (5.86) 

La expresi6n (5.86) es la ley de Gauss para el magnetismo en for

ma diferencial y constituye una de las ecuaciones de Maxwell. 

El significado de la expresi6n (5.85) o su equivalente, la (5.86), 

es el de que los campos magnéticos son debidos exclusivamente a 

corrientes el~ctricas, es decir, a cargas en movimiento, y hasta 

la fecha nunca se han observado lo que podrían llamarse las ca~

ga~ magn~ticas. La existencia de las ca~ga~ magn~ticas elementa

les fue postu~ada por el científico Dirac en el año de 1931; les 

dio el nombre de monopolos magn~ticos y su importancia te6rica ra 

dica en que, de existir, su valor sería de 2h/e , es decir, 

8.271 x lo-1 5 Wb , donde h es la constante de Planck 

(h = 6.625 x 10- 34 J•s) y e es la carga el~ctrica del electr6n 

(e= 1.602 x 10-19 e). 

... 
Por lo anterior, se puede decir que el flujo de B a trav~s de 

cualquier superficie cerrada es igual a cero, mientras no se lo

gren aislar o descubrir ca~ga~ magnéticas. 
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5.10 FUERZA MAGNETICA SOBRE CONDUCTORES 

Al principio del presente tema se analiz6 el comportamiento de 

una carga q, que se mueve 

po magn€tico de inducci6n 

da por la expresi6n (5.5), 

~ 

con una velocidad v dentro de un cam 
~ ' 
B , la cual experimenta una fuerza da 

o sea 

~ ~ ~ 

' 
-------------------------------------------Fm =-q-v_x_B--------------------------------------

Ahora bien, una corriente eléctrica es un movimiento de cargas, y 

si por un conductor que es colocado dentro de un campo magnético 

circula una corriente, es 16gico suponer que el conductor experi

mentará una fuerza. Consideremos el conductor mostrado en la fi

gura 5.35 con el objeto de poder cuantificar la fuerza arriba men 

cionada. 

y 

Lx ~ 

0 0 0 ~B 0 

z I 

----~-q -~ -~ -® -ro ' l 

\A 0 

~; 
vp 

0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

FIGURA 5.35. Segmento de conductor recto colocado dentro de un 

campo magnético uniforme 
~ 

B por el cual circula una corriente I .. 

~ 

cada uno de los portadores de carga q experimenta una fuerza f ' 

expresada por la ecuaci6n (5.87), y en virtud de que la corriente 

eléctrica está formada por diversas cargas q , el conductor ex-
~ ~ 

perimenta la fuerza F , que es la suma de las fuerzas f que ac 

túan sobre todas las cargas; de manera semejante a lo mostrado en 
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la figura 5. 36. 

... 
f = (5.87) 

-+ 
y -+ B 

0 0 

z 

,_i -itt- -i , 
1 -+ tr"" I 1 1 0 vp 0 0 A 0 0 1 
1 1 
1 t 1 

1-
A 

FIGURA 5.36. Segmento de conductor en el que se muestran las di-
-+ -+ -+ -+ -+ -+ 

recciones de los vectores f , F , vp , i , A y B . 

-.. 
Como todas las fuerzas f son paralelas, la suma de todas ellas 

estará tambi€n en la misma direcci6n,, es decir, hacia la parte po 
-+ -

sitiva del eje y La magnitud de la fuerza F será N veces 
-+ 

la magnitud de f , siendo N el número de cargas q que se 

-mueven en el segmento de conductor, es decir 

o sea 

-+ -+-
F = N f 

-+ -+ -+ 
F = N q vp x B (5.88) 

Si llamamos a 
-+ 

el ángulo entre la velocidad promedio de los por
+ 

tadores v y el campo magn€tico 
p 

B , se tendría que a = n/2 

Por otra parte, el número de portadores de carga 

en el segmento de conductor será el producto del 

(N) contenidos 

número de porta'-

dores libres en cada unidad del volumen (n) y el volumen del con

ductor, es decir 

N = n A i (5.89) 



349 

Considerando lo anterior, la expresión (5.88) quedará 

~ ~ ~ 

F = n A i q vp x B 

~ 

y si definimos un vector i que tenga la misma dirección que la 
~ 

velocidad vp , se puede escribir 

~ ~ ~ 

' 
------------------------------------~F __ =~n~A~q~P~i __ x_B~----------------~(~5~·~9~0~) ____ __ 

Recordando la ecuación (3.15), la cual reescribimos 

i = n q vp A cos 6 

en la 
~ 

que 

y la 

6 es el ángulo entre la velocidad de los portadores 
~ 

(vp) normal a la secci6n considerada {A), podemos concluir, 

de la figura 5.36, que 

i = n q vp A 

Sustituyendo la última ecuación en la expresión (5.90), se obtie

ne 

F = i i X B (5.91) 

Por medio de la expresión (5.91) podemos determinar la fuerza de 

origen magnético que actúa sobre un conductor recto de 

i , que se encuentra en una región de campo magnético 

el cual circula la corriente i ; nótese que el vector 

longitud 
+ 
B y por 

+ 

i tiene 

la dirección definida por el sentido convencional de circulación 

de la corriente. 

Si estamos interesados en calcular la fuerza sobre un conductor 

en el caso general (conductor no recto, campo no uniforme ·o am

bos), se toma un elemento de longitud diferencial, ya que sobre 

éste se puede considerar que actúa un campo uniforme, y se aplicl 
la ecuación (5.91), que queda . 

~ ~ ~ 

dF = i.d~ X B (5.92) 
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~ E integrando esta última, se encontraría la fuerza buscada. 

' 

La aplicaci6n de la expresi6n (5.91) nos permitir& analizar las 

fuerzas entre conductores paralelos observadas por Ampere. En la 

figura 5.37 (a) se muestran dos conductores rectos, paralelos y 

muy largos por los cuales circulan las corrientes i 1 e i 2 mos 

tradas. 

(a) (b) 

.FIGURA 5.37. (a) Conductores rectos y paralelos con corrientes 

en sentidos opuestos; (b) campos magnéticos y fuerzas del mismo 

origen que experimentan los conductores paralelos. 

Como hemos visto, cada conductor producirá su campo magnético pr~ 

pio y cada uno de éstos afectará el otro conductor, el cual expe

rimentar& una fuerza dada por la expresi6n (5.91). En la figura 

.5.37 (b) se indican las direcciones de los campos magnéticos y de 

las fuerzas que actúan sobre los conductores. 

La magnitud del campo magnético en la regi6n ocupada por el con

ductor 1 debida a la corriente en el conductor 2 es, de acuerdo 

con la expresi6n (5.29), la siguiente 
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Y de la ecuaci6n (5.91) podemos escribir la magnitud de la 

que experimenta el conductor 1 debida al conductor 2 como 
fuerza' 

-+ -+ 
F¡ 2 = i 1 ltiiBt 2 1 sen a 

En el caso de conductores paralelos, a = n/2 radianes, por lo 

cual tendremos 

(5.93) 

De manera semejante se puede concluir que el campo magn€tico en 

la regi6n ocupada por el conductor 2 debido a la corriente en el 

conductor 1 es 

Bz¡ = 

y la fuerza que experimenta el conductor 2 será 

Fz¡=izt 
~o i¡ 

2nd 
(5.94) 

Si los conductores paralelos son de igual longitud t , la fuer

za total que experimenta un conductor es de igual magnitud pero 

de direcci6n contraria a la que actúa sobre el otro conductor, lo 

cual se puede concluir comparando las ecuaciones (5.93) y (5.94). 

N6tese que dichas fuerzas tienden a separar los conductores. 

Para ambos conductores la magnitud de la fuerza que actúa sobre 

una longitud unitaria seria la misma, es decir 

f¡z = 
F 12 

.2 ' f21 = 
Fz¡ 

.2 
y f12 = fz¡ (5 •. 95) 

Si los conductores paralelos transportan corrientes en el mismo 

sentido, como se muestra en la figura 5.38 (a), las direcciones 

de los campos magn6ticos y de las fuerzas entre los conductores 

serán las que se representan en la figura 5.38 (b). 

' 
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... 
Bz¡ 

(a) (b) 

.FXGORA 5.38. (a) Conductores paralelos con corrientes en el mis-

mo sentido; (b) campos magnéticos y fuerzas del mismo origen que 

experimentan los conductores paralelos. 

Basados en el desarrollo realizado para el caso mostrado en la 

figura 5.37, podernos concluir que en esta situación de corrientes 

en el mismo sentido, las fuerzas que actúan sobre los conductores 

son iguales entre sí en lo que se refiere a su magnitud, pero son 

de direcciones opuestas, y Üi tendencia de dichas fuerzas es jun

tar los conductores. 

EJEIIPLO 5.3 

Calcular la fuerza total sobre la espira mostrada 

5.39, por la cual circula una corriente Ie = 10 A 

por el conductor recto y largo fluye una corriente 

Ic 
!!,> e T T 

Y a 1 e r 

,Lt~<D 
X j_ 40) 

en la figura 

, sabiendo que 

Ic = 100 A . 

Ic = lOO A 

Ie = 10 A 

a = 2 cm 

b = S cm 

e .. 10 cm 

FXGURA 5.39. Espira rectangular y conductor recto y largo que se 

encuentran en un mismo plano. 
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SOLUCION 

Debido a que la espira se encuentra dentro del campo magnético 

producido por el conductor recto y largo, cada lado de ésta expe

rimentará una fuerza originada por dicho conductor, de tal forma 

que 

' 
--------------------------------------~+~----~+ + + +----------------------------------

F = F + F + F + F (a) 
esp le 2c 3c 4c 

En la figura 5.40 mostramos las direccio~es de estas fuerzas, las 

cuales han sido obtenidas aplicando la expresión (5.91). 

y 

Lx 
z 

® ® 1 ® ® ® _______ j _______ _ 
® : ® ® ® 1 ® 
~----~~-----JI e 

® F3c® 

FIGURA 5.40. Direcciones de campo magnético y fuerzas sobre cada 

lado de la espira rectangular. 

De la figura 5.40 se concluye que el ángulo a formado por el 

campo magnético, y cada lado de la espira rectangular, es de n/2 

radianes. 

De esta manera se tiene que 

para el lado 1 

(b) 

para el lado 3 

(e) 

' 



' 

' 

354 

Para el lado 2 es necesario integrar la expresión (5.92), ya que 

el campo magnético no es uniforme, por lo tanto 

F = fdF = J Ie dl. B 
2C 

donde 

B = f (r) y dl. = dr 

e's decir 

f dF Jre 

Jl. Ic Ie Jlo I [+b dr e F = = dr = 2c 211r 211 r 

o sea 

I Jlo I + b 
F e e ln a (d) = 2c 211 a 

En forma análoga para el lado 4, se tiene 

F ltc = f dF = f I ~ dl. B 

en la cual B = f(r) y dl. = dr 

de donde 

f dF -JI e dr 
Jlo I I "· I 

r+b dr e e e 
F'+c = = = 211 211 r 

y finalmente 

Ie llo I 'a + b e ln (e) F4c = 211 a 

De las expresiones (d) y (e) se concluye que las fuerzas que ac

túan sobre los lados 2 y 4 son de igual magnitud y como ambas se 

localizan sobre una misma línea de acción, los efectos de estas 

fuerzas sobre una espira rígida se cancelan mutuamente; de esta 
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_,. 
F esp 
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sustituyendo los resultados obtenidos en las expresiones (b) y 

(e) y considerando las direcciones indicadas en la figura 5.40, 

la última expresión se puede escribir 

o sea 

_,. 
F = I e j - I 

esp e 

_,. 
F esp = 

·I e ll o I e e 
21! 

A 

e e 2n(a+b) j 

De acuerdo con los valores indicados en la figura (5.39) se obten 

drá 

_,. 
F esp 

es decir 

= .:.1..:0'-'('-'1'-'o'-'x'--1.:..0::..-_2 ~) -::< .::2_x___,1..:oc...-_
7
_,l...;1:...;0:...::.0 [--1 _ _ _1_ J j 

21! 0.02 0.07 

_,. 
F 

esp 
= 7.143 X 10-4 j 

5.11 MOMENTO BIPOLAR MAGIETICO 

-' 

' 

Una aplicaci6n de gran .importancia de la fuerza de origen magn~ti' 

co sobre conductores, es el par magnético que actúa sobre una bo

bina con corriente cuando ~sta se encuentra dentro de un campo 

magn~tico externo a la bobina. Consideremos la espira mostrada 

en la figura 5.41. 
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z 

'\. 
"\...(4) 

CD -'a¡~--
--
--i! b 

Á .>- a2 --/6'\ 
y 

L a'- 02 
/ (2) 

X 

X 

FIGURA 5.41. Espira rectangular localizada dentro de un campo 

magnético uniforme. 

Cada uno de los lados de la espira experimenta una fuerza magnét_! 

ca que se puede obtener mediante la aplicaci6n de la expresi6n 

(5.91), es decir 

... ... ... 
Fl = I bl X B 

... ... ... 
F2 = I a2 X B 

(5.96) ... ... ... 
F3 = I b3 X B 

... ... ... 
F4 = I a4 X B 

Las direcciones de cada una de estas fuerzas se indican en la fi

gura 5.42. 
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FXGURA 5.42. Direcciones de las fuerzas que actúan sobre cada 

uno de los lados de una espira rectangular sujeta a un campo ma~ 

nético externo. 

Si expresamos las fuerzas indicadas en las expresiones (5.96) en 

términos de los vectores unitarios del sistema de coordenadas 

rectangulares mostrado, se tiene 

... • 1f 
Fl = I b B sena 1 i , al = 2 

... • 1f 
F2 = I a B .sena 2 k a2 = 2 - e (5.97) 

... . 1f 
F3 = I b B sena 3 (- i) a3 = 2 

... 
(-k) 

1f 
F4 = I a B sena 4 a4 = 2 + e 

De la segunda y cuarta expresiones del conjunto (5.97), se puede 

concluir que 

y dichas fuerzas no producirán efecto alguno si la espira es rí-
... ... 

gida; si fuera flexible, las fuerzas F 2 y F 4 originarían una 

deformaci6n en los lados 2 y 4 respectivamente. 

' 
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En cambio, de la primera y tercera 

(5.97), se concluye que las fuerzas 

expresiones 
~ ~ 

Fl y F3 

del conjunto 

constituyen un 

par de fuerzas que producen un momento sobre la espira. 

Si nuestra espira estuviera atada a un eje o flecha alojado so

bre la línea punteada mostrada en la figura 5.42 (a), la espira 

tendría la posibilidad de girar. 

El valor del momento magnético 

.mediante un producto vectorial, 

rigido de la línea de acci6n de 

sobre la espira se obtiene ... 
multiplicando un vector- d , di 

una de las fuerzas del par hacia 

la línea de la otra fuerza, por el vector que representa esta s~ 

gunda fuerza; entonces podemos escribir, con base en la figura 

5.42 que 

~ + + 
T = d X F3 

m 
(5.98) 

+ 
También se observa que la magnitud del vector d es funci6n del 

valor del ángulo e , es decir 

d = a sen e 

y utilizando el vector unitario en direcci6n del eje Y , ten

dremos que 

+ 
d = d 3 = a sen e j (5.99) 

+ 
Sustituyendo en la ecuaci6n (5.98) las expresiones de F 3 de la 

~ 

( 5. 9 7) y d de la ( 5. 9 9) , se obtiene 

\ .... 
~ ~ 

T =-a sen e j x I b B sena 3i 
m 

y como sen a3 = 1 , la última expresi6n se puede escribir 

~ ~ ~ 

t = I a b B sen e i x j 
m 

(5.100) 
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En la ·última expresi6n notamos que el producto ab es precisa

mente el área de la bobina, o sea 

ab = A 

además 
( 

A A A 

i X j = k 

' 
--------~y----------------------------------------------------~ 

sen e = sen (tr - 6) 

Con lo anterior, la ecuaci6n (5.100) nos queda como sigue 

~ 

~ A 

T = I A B sen (tr - 6) k 
m 

/ 

(5.101) 

en la cual IT 1 = I A B . m 
sen (tr - e) 

Ahora bien, en realidad B es una cantidad vectorial y el área 
~ 

tambi€n lo es. Definamos el vector A como aquel de magnitud 

A , de direcci6n perpendicular al área que representa colocado 

en el centro de la misma y cuya direcci6n será aquella en la que 

avance un tornillo roscado a derechas girando en el mismo senti

do en que circula la corriente en la espira. 

De la 

es el 

figura 5.43 

formado por 

de escribir que 

se puede observar que el ángulo B = (tr - 6) 
~ ~ 

los vectores A y B de tal forma que se pu~ 

~ ~ ~ 

1 T 1 = I 1 A 11 B 1 sen 6 m 

.. .. 
Como la direcci6n del vector A x B es precisamente la direc-

ci6n del vector unitario k y, 

expresi6n 

en consecuencia, la misma que la 

(5.101) se puede expresar como· del vector 
~ 

'm ' la 

T =IAxB 
m (5.102) 

Aunque la deducci6n de la última expresi6n fue realizada para 

' 
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una espira rectangular, es-aplicable a espiras de forma geométr! 

ca irregular, planas y colocadas en una regi6n de campo magnéti

co uniforme. 

z 

z i\. 
y 

' -f!\. 
::(m 

/"'<.. 1 

+ LJl"': 

Tm ' t. , 

y 

X 

X 

+ 
FIGURA 5.43. Direcciones de los vectores: área (A), campo magn! 

+ + 
tico (B) y momento magnético (Tm) 

Si en lugar de una espira se cuenta con una bobina de N espi

ras muy juntas y de espesor despreciable que se pueden conside

rar afectadas por el mismo campo magnético, el momento magnético 

total se puede aproximar de la siguiente manera 

+ + + 
T =NIAxB 

m 
(5.103) 

+ 
Resultará de utilidad posterior el definir la cantidad IA como 

+ 
el momento dipolar magnético pm de la espira en cuesti6n, o 

sea 

+ = I A (5.104) 

La definici6n anterior será utilizada cuando sean analizados los 

materiales y sus propiedades magnéticas. 
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Analicemos el principio de operación del galvanómetro 

ejemplo de aplicación del momento de origen magnético 

361 

como un 

sobre una 

bobina. En la figura 5.44 se muestra un galvanómetro en forma 

esquemática. 

~) 

(~ 

FIGURA ,5.44. Galvanómetro elemental; m es un magneto permane~ 

te, b es la bobina, e es un cilindro de hierro dulce, r es 

el resorte espiral, a es la aguja indicadora y e es la esca

la del instrumento. 

Para medir una corriente el~ctrica ~sta se hace circular por la 

bobina del galvan6metro; la bobina se encuentra dentro del campo 

magn~tico producido por un imán permanente, el cual produce un 

campo de configuraci6n radial debido al cilindro de hierro dulce 

sobre el que se encuentra devanada la bobina. Cuando circula 

una corriente por el galvan6metro, los lados de la bobina, per

pendiculares a la direcci6n del campo rnagn~tico, experimentan 

cada uno una fuerza, dando por resultado que sobre la bobina ac-

' 

' 
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tüe un par de fuerzas que le origina un giro hasta que el momen

to magn€tico se equilibra con el momento producido por la defor-

mación del resorte espiral. 

trumento ha girado un ángulo 

En esta posición, la aguja del ins

a que guarda una relaci6n con la 

corriente que circula en la bobina, cuyo valor se puede leer en 

una escala debidamente graduada, tal como se muestra en la figu

ra 5.44 (b). 

Con el objeto de encontrar la relación entre la corriente que cir 

cula por la bobina y el ángulo a , analicemos el galvanómetro 

de la figura 5.44 (b). 

Cuando la aguja del instrumento alcanza su equilibrio se pueden 

igualar los momentos que actúan sobre la bobina, esto es, el de 

origen magn€tico con el de origen mecánico debido al resorte. 

T - T mag mee (a) 

De la expresi6n (5.103) y por nuestros conocimientos de mecánica, 

podemos escribir 

N I A B sen e = K a 

Debido a que el campo magn~tico del galvanómetro es radial, el 
+ 

(b) 

ángulo e formado por el vector normal a la bobina (A), que es 

la dirección de la aguja, y el campo magn~tico que afecta la bo
~ bina es de 2 radianes, por lo tanto 

N I A B = K a (e) 

Por la ültima expresión observamos que el ángulo a resulta di

rectamente proporcional a la corriente que circula en la bobina, 

ya que la constante K del resorte espiral, el nümero de vueitas 

N , el área de la bobina y el valor del campo magn~tico tienen 

un valor determinado para un instrumento en particular. De lo an 

terior se concluye que la escala del galvanómetro será de tipo li 

neal. 
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Comprobar que para'un galvan6rnetro que consta de una bobina de 

200 vueltas, cuya área es de 1 x 10- 4 rn 2 , un campo magnético de 

6 rnT , cuyo resorte tiene una.constante de 1.2 x 10- 4 ~~~ cuan 

do circula una corriente de 0.2 A , la aguja se desplaza a un. 

ángulo de 0.2 rad ,· (11.46") 

' 
Un concepto de gran utilidad para los ternas posteriores es el de 

______ __,en_e_r:gfa_RO_tencial_del_dipolo_rnagnético.,_rnisrno-que-analizarernos-a.----

continuaci6n. 

Supongamos un campo magnético uniforme y una espira cuadrada por 

la que circula una corriente el€ctrica colocada dentro de dicha 

regi6n, tal corno se muestra en la figura 5.45. 

~ 

-~ t ,- l _....-F --o· --: --~ --..,. ... ¡ .... 
,..,..- ..... 1 A 

----o-
~ 1 ~ 

I~ ~ 
~ 

F 

FIGURA 5.45. Espira cuadrada dentro de un campo magnético unifo~ 

me. Se observa que las fuerzas de origen magnético se encuentran 

en equilibrio. 

Si la espira 

terior, esto ... 
B , se puede 

se encuentra en la posici6n mostrada en la figura an 
... -

es, su vector A paralelo a la direcci6n del campo 

considerar que posee la mínima energfa. 

En realidad podernos referirnos a la espira corno un dipolo magné

tico, ya que debido a la corriente que por ella circula, su cara 

derecha se comporta corno un norte magnético, puesto que por esa 

cara emergen líneas de campo producidas por la corriente, y de 

igual manera, la cara izquierda se comporta corno un sur magnéti
co. 

' 
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Si nos preguntamos ¿qué energia se requiri6 para trasladar el di 

polo magnético desde el infinito hasta la posici6n mostrada en 
-+ 

la figura, conservando la orientaci6n del vector A ? , la res-

puesta seria: ninguna¡ ya que si consideramos el efecto del cam

po magnético sobre el dipolo, su cara sur experimentaria una a

tracci6n hacia la izquierda, la cual se veria equilibrada con 

otra fuerza de atracci6n sobre la cara norte~ pero actuando ha

cia la derecha. En consecuencia, para realizar dicho traslado 

no seria necesaria la aplicaci6n de fuerzas externas, y al no· 

realizar trabajo sobre la espira, su energía potencial se mantie 

ne constante. 

Ahora, tratemos de girar el dipolo 

la figura 5.46 hasta que su veétor 
-+ 

con respecto a la direcci6n de B • 

F 

O- O' 

F 

desde la posici6n mostrada 
-+ n 
A forme un ángulo a = 2 

en 

FXGUBA 5.46. Vista de perfil de una espira cuadrada que ha sido 

girada un ángulo a de su posición de equilibrio; se indica el 

par de fuerzas de origen magnético que actúa sobre la espira en 

esta posición. 

De la figura anterior se puede concluir que para lograr el giro 

pretendido de manera cuasiestática será necesario aplicar un par 

de fuerzas externas que equilibre al par magnético, con una fuer 

za cuyo mome_nto con respecto al eje de rotaci6n (O - O') se opa_!! 

~ ga al momento de origen magnético. 

En el movimiento de rotaci6n descrito, se realiza un trabajo que 

origina un incremento en la energia potencial del dipolo; por 

nuestros conocimientos de mecánica, podemos escribir que 
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1T 

-- la
2 

= ~EP = EPn- EPa T da' 
ext (5.105), 

"! 

Por medio de esta expresi6n calculamos la energía potencial mag

nética del dipolo, cuando se encuentra en la posici6n mostrada 

en la figura 5.46. 

Debido a que s6lo es de interés la variaci6n de energía potencial 

del dipolo, arbitrariamente se fija la posici6n en que 

mo aquélla en la cual el dipolo magnético posee energía 

cero, es decir 

EP = O 
n 
2 

Por lo anterior, la ecuaci6n (5.105) queda 

-EP 
a 

T da' ext 

n 
a = 2 co 

potencial 

(5.106) 

También es conveniente aclarar que la magnitud del momento origi

nado por el agente externo (T t), es variable, ya que el par de ex 
origen magnético depende del valor del ángulo a 

De la expresi6n (5.102), podemos escribir 

T = I A B sena 

y utilizando la definici6n (5.104), la última ecuaci6n se con

vierte en 

T = p B sena 
m (5.107) 

Sustituyendo la ecuaci6n (5.107) en la (5.106) e integrando, ob

tenemos 

-EP 
a 

p B sena' da' 
m 

' 
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es decir 

n 

-EPa = pmB(-cosa•]! 

EP = -p B cosa 
a m 

(5.108) 

Corno en realidad el momento dipolar magn~tico y el campo magnét! 

co son magnitudes vectoriales, la última expresi6n se puede gen~ 

ralizar escribiendo 

+ 
EP = -p m 

+ 
B (5.109) 

Considerando que en la figura 5.47 se muestra una espira circular 

de radio igual a 2 cm, vista de perfil, por la cual circula una 

corriente de 100 mA y los vectores campo y momento dipolar rnagn~ 

ticos tienen las direcciones mostradas; comprobar que la energía 

potencial magnética de dicha-espira es de -6.504 x 10- 7 J y que 

el trabajo necesario 

igual a cero, es de 

bajo? 

para girarla hasta que el ángulo a sea 

-1.863 x 10- 6 J. ¿Quién realizaría este tra 

FIGURA 5.47. Espira circular en una zona de campo magnético uni

forme. 
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P R O B L E U A S 

' 5.1 Cuando un electrón ¡.q =- 1.6 x 1o-19 C) se mueve con velo 
e 

cidad constante en una zona donde el campo magnético es 

.... 
B = (O. 5 i - O • B j) T , 

---------experimenta-una-fuerza-magnét-i-ca.-------------------------

.... 
F = (-3.84~- 2.40y) x 10-17 N. 

m 

Determine la velocidad del electrón. 

5.2 Una partícula a (q· 
a 

= 3.2 X 10-l9 C) se mueve con velocidad-
.... A 

constante v = (4y + 3 ~) .X 
S 

suponga que para un cierto 

instante su posición es la mostrada en la figura P5.2 y calcu-
.... 

le el vector inducción magnética B en los puntos A ( 4 , 4 , O) mm, 

B ( O , 4 , O) mm , 

X 

C(O, O, 3)mm y 0(0, O, O)mm • 

e 

z ... 
a /v 

----------9 
¡P(0,4,3) 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
01;-------------~------y 

/B 
/ 

/ 
/ 

/ 

// 
/ 

/ ________ ...:.,¿ 
A 

Figura P5.2 

Cuando un conductor q~e transporta corriente es colocado en' 

una región donde existe un campo magnético, los portadores de ca 

ga que se desplazan son desviados por una ~uerza magnética, dando 

5.3 

por resultado la aparición de un campo eléctrico debido a la acu

mulación de carga, como se indica en la figura P5.3 (a), para una 

parte del conductor. 
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Dicha acumulación de carga cesa cuando la fuerza eléctrica (que 

actúa sobre cada portador) iguala la fuerza magnética, es decir, 

q E = q [; x B] ; a esta acumulación se le conoce como efecto 

Hall. Ahora suponga que se desea medir un campo magnético por 

medio de un arreglo como el de la f~gura P5.3 (b) y que el volta 

je Hall medido es VH = 32.8 ~V ; cuando la corriente es 

I = 1 O mA . Considere además, que el material usado es silicio y 
. 1 

la medición su relación vale que nq 
4. 1 

a la tem~eratura de 

X 10-6 ~ ¡ donde 
e n es el número de portadores de carga 

por unidad de volumen y q .es la carga de cada portador. Determi 

ne la magnitud y dirección del campo magnético B . 

+ 

(al 

,.---------eX 

z 

(b) 

Figura P5.3 

y 

a=·lmm 

b = 1 mm 

5.4 Un espectrómetro de masa es un dispositivo para separar par

tículas de la misma carga y diferente masa (isót~pos ionizados). 

Las partículas son inyectadas con una velocidad conocida 
~ 

v den-
~ 

tro de una zona de campo magnético uniforme B , como se muestra 

en la figura P5.4 . Las partículas con mayor masa chocan con la 
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pantalla fosforescente a mayor distancia del punto de entrada. 

Entonces 

a) Si las dimensiones de la pantalla son las indicadas en la fi-

gura P5.4 y B = 0.8 T , calcule las velocidades máxima y míni-

ma que permiten a un deuterón(qd = 1.6 x 

kg) chocar con la pantalla. 

-19 2 7 
10 . e y md = 2 (1.67 x 10- ) 

b) Al ingresar dos partículas X cargadas (q = 3.2 x 10-19 C) con 
X 

la misma velocidad, se observa una diferencia de 24 cm entre 

los puntos de choque. Calcule la diferencia de ma~a entre las 

dos partículas, si la más ligera chocó a 12 cm del punto de in

greso. 

zona 
de---1-L 

campo 

... A 
B=O.B x T 

z 

xLy 
_:----t+-- B=o. e ~ T 

trayectoria de 

--~~una~ partícula 

Figura P5.4 

X! = lOcrn 

X2 = 50crn 

5.5 En la figura PS.S se muestran en corte tres conductores rec

tos, paralelos y muy largos con su eje perpendicular al plano del 

dibujo. Si la corriente en cada conductor tiene la magnitud y 

sentido indicado, determine el vector inducción magnética en los 

puntos A, B, C y D . 

l¡= 200 A 

Z X 

1 

Iz 

2 m 1 m 

Figura PS.S 

' 

' 
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5.6 Para la espira cuadrada plana de la figura P5.6, haga una ... 
gráfica de la variación de la magnitud del campo magnético B 

lo largo del eje y sobre el plano de la espira, en función de 

la distancia r al centro de la misma. Considere el intervalo 

-15 < r < 15 cm y calcule valores de B cada 3 cm . 

X 

20 cm 

z 

/ 
/ 

/ 

/ 

I = lA 
/ 

/ 
/ 

/ 

Figura PS.6 

y 

a 

5.7 Considere la espira cuadrada mostrada en la figura P5.7 cuyo 

centro coincide_con el origen del sistema de referencia, y calcu.,. 
le el vector densidad de flujo magnético B para los puntos A, 

B, e y ·o • 

z 

o 

X 

'A 

A(O, 5 1 O) cm 

B (O, S, 5) cm 

C(O,S,lO) cm 

D(O, O, 15) cm 

y 

. 20 cm 

Figura P5.7 
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5.8 Obtenga el valor de la corriente I que 

bobina de la figura PS.B, la cual es coplanar 

debe circular en la' 

al plano xz y cu-
.... 

yo centro coincide con el origen, para que el campo magnético B 

en el punto 
.... 
B = -12y mT 

A 

z 

X 

Figura PS.B 

A (O, 4 , O} cm Y 

N=JO vueltas 

5.9 El arreglo conocido como bobinas de Helmholtz se obtiene con 

dos bobinas circulares iguales y paralelas, con sus centros sepa

rados una distancia igual a su radio, como se muestra en la figu-

ra P5.9. Tal. dispositivo permite obtene~ una zona de campo magn! 

tico uniforme alrededor del punto O del arreglo. Obtenga la ex 
.... 

presión que permite obtener B en puntos sobre el eje y, el 

cual pasa por los centros de las bobinas,y compruebe que 

Jl o NI 

a 
(0.8) 3/2 z 

I ¿J 
-N vueltas 

X a 

Figura P5.9 

' 
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5.10 Para el solenoide de la figura P5.10, y con base en el sis 
+ 

terna de referencia indicado, calcule el campo magnético B para 

los puntos A, B, C y D . 

1 - 12 cm 

N = 2000 

a = 1 cm 

--~·6 

3 cm 3 cm 3 cm 

Figura PS.lO 

5.11 Se desea construir un solenoide con alambre magneto cuyo 

diámetro, incluyendo el esmalte, es de 0.8611 mm (AWG # 20). Si 

las características deseadas en el solenoide son: 10 cm de len 

gitud, 0.5 cm de radio menor y S capas de embobinado. Deterrni 

ne: 

a) El número de vueltas N del solenoide. 

b) La resistencia del solenoide a 20•c, si se dejan 15 cm adi 

cionales de alambre, para conexiones, al final y al principio del 

embobinado; considere que a 20°C la resistencia del alambre es de 

33.2 n por cada km • 

e) El campo B en el centro y en el extremo del eje del solenoide, 

si la corriente en el mismo es de 1 A • 

5.12 Un tubo conductor cilÍndrico hueco y largo, con las dimen

siones mostradas en la figura P5.12, tr~nsporta una corriente I 

uniformemente distribuida en su sección transversal. Obtenga las 

expresiones que determinan la magnitud del campo magnético B en 
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función de r para los intervalos siguientes 

Considere que 

Jlcond = JJ. 

Figura P5.12 

5.13 Un toroide de 4 000 vueltas enrolladas uniformemente, po

see las dimensiones mostradas en la figura P5.13, determine: 

a} Los valores máximo y m!nimo de la inducción magnética produc! 

da por el toroide para puntos interiores del mismo. 

b} El flujo magnético que cruza la superficie S señalada en la 

misma figura. r, 

r 1= 6 cm 

8 cm 

= 1.5cm 

I = 2A 

Figura P5.13 

' 

' 
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5.14 Con base en las características del solenoide mostrado en 

la figura P5.14, calcule el flujo magnético a través de las supe~ 

ficies S¡ y S2 indicadas en la misma figura. 

I = 2 A 

a = 1 cm 

.l = 12 cm a= ~ rad 

Sz= superficie cerrada 

Figura P5.14 

5.15 Suponga dos conductores rectos y muy largos paralelos al 

eje x del sistema de referencia de la figura P5.15 y calcule el 

flujo magnético a través de la superficie sombreada. 

z 

- 2 cm I
------ ---

X 

3 cm 

/ 

2 cm 

/ 
/ 

/ 

(

Superficie S 

' / 
/ 

/ 
/ 

cm 

y 

I¡ = 20 A 

Iz = 10 A 

Figura P5.15 
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5.16 Obtenga la fuerza magnética que actúa sobre cada lado de 1~ 
bobina rectangular rígida contenida en el plano xz , mostrada en 

la figura P5.16, y que es debida al conductor recto y muy largo. 
1 

4 cm 

/ 

/-----,./~"---------------------------
/ 

N = 10 

3 cm 

X 
Figura P5.16 

" 

y 

I = 2 A B 

5.17 Suponga una bobina rígida de 30 vueltas coplanar al plano 

xz corno se indica en la figura P5.17. 

un campo magnético 
... . . 
B = (O. 3 X + 0. 4y) T , 

Si en la región existe 

calcule: 

a) El momento dipolar magnético de cada espira. 

b) El momento magnético total de la bobina. 

I = 2 A 

N = 30 vueltas 

10 cm 

X Figura P5.17 

' 
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CAPilULO 6 FUERZA EI.ECTROMOTRIZ INOOCIDA 

IIITRODUCCIÓII 

En el terna anterior estudiarnos que a raíz de las observaciones 

realizadas por Oersted, los fen6rnenos eléctrico y magnético que 

hasta esa fecha se habían considerado corno independientes, no 

eran sino presentaciones particulares de un fen6rneno más general 

y complejo: el electromagnético. 

En el presente terna se analiza el fen6rneno de inducci6n.electro

rnagnética que consiste en obtener energía eléctrica a partir de 

variaciones de flujo magnético, princ~pio bajo el cual operan la 

mayor parte de los generadores eléctricos que suministran la ener 

gía necesaria para el funcionamiento del aparato tecnol6gico del 

mundo en que vivimos. 

De esta forma, en las siguientes páginas se analizan los princi

pios de operaci6n del generador de corriente alterna (alternador), 

del generador de corriente directa, del transformador con núcleo 

de aire y del motor de corriente directa. 

6.1 LEY DE FARADAJ 

El hecho e~perimental consistente en que una corriente eléctrica 

produce un campo magnético, suscit6 inquietudes y motiv6 en algu

nos científicos, entre ellos el químico y físico inglés Michael 

Faraday (1791-1867), el razonamiento recíproco, es decir, el pen

sar que un campo magnético podría producir corrientes eléctricas. 

Durante varios años Faraday tuvo en mente este razonamiento y en 

1831, descubre y publica la ley de la inducci6n electromagnética, 

que, sintéticamente, consiste en que a partir de campos magnéti

cos variables respecto al tiempo, se pueden producir campos elé~ 

tricos y en consecuencia corrientes eléctricas. Cabe aclarar que 
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un contemporáneo de Faraday, el f1sico norteamericano Joseph 

ry, lleg6 en 1830 a la misma conclusión, pero sus resultados 
Hen. 
fue 

ron publicados posteriormente a los de Faraday, raz6n por la cual 

se le reconoce a ~ste el mérito de su descubrimiento. 

Existe una gran variedad de experimentos en los que es posible d~ 

tectar corrientes .i.ndu.c..i.da~, que a su vez son producidas por fue.E_ 

--------zas-e-lectromotr±ces-del-mismo-nombre ;-s in-emb·argo-en-es·t:os apun

tes presentaremos s6lo aquellos de carácter esencial. 

Si disponemos de un magneto de barra y una espira de alambre con

ductor en cuyas terminales se conecta un v6ltmetro, al existir mo 

vimiento relativo entre imán y espira, el v6ltmetro detecta una 

diferencia de potencial que recibe el nombre de fuerza electromo

triz inducida; con el o~jeto de aclarar estas ideas, veamos la fi 

gura 6.1. 

V 

(a) 

V 

(b) 

PXGURA 6.1. Fuerza electromotriz inducida en una espira al mover 

se un magneto respecto a dicha espira: (a) al acercarse el polo 

norte del imán a la espira; 

a la espira. 

(b) al acercarse el polo sur del imá~ 



' 

' 

379 

Si el movimien~o relativo ent~e magneto y espira es diferente al 

mostrado en la figura 6.1 (por ejemplo, alejándose el imán de la 

espira) , la fuerza electromotriz inducida puede cambiar su polar~ 

dad o inclusive su magnitud. 

Del estudio del tema anterior, podemos pensar en sustituir el ma~ 

neto por un circuito con una corriente eléctrica circulante, tal 

como se muestra en la figura 6.2, y desplazando ahora a la espira 

hacia el circuito, se inducirá en las terminales de la espira una 

fuerza electromotriz como en el caso mostrado en la figura 6.1. 

V 

(a) 

V 

(b) 

FIGURA 6.2. Fuerza electromotriz inducida en una espira al mover 

se respecto a un circuito energizado: (a) al acercarse al extre-

mo norte de la bobina; (b) al acercarse al extremo sur de la bobi 

na. 

En los dos experimentos descritos se destaca que para que exista 

una fuerza electromotriz inducida en un circuito (por ejemplo una 

espira) es necesario un movimiento relativo entre productor de 

campo y espira. Dicho experimento se muestra en la figura 6.3. 
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V 

FIGURA 6.3. Fuerza electromotriz inducida en una espira que se 

presenta sólo al variar la corriente en un circuito vecino: (a) 

al cerrar el interruptor I del circuito; (b) al abrir el inte

rruptor I del circuito. 

Aunque los tres experimentos descritos son diferentes, en todos 

' 

ellos existe una causa común que 

inducida en la espira y ésta es: 

nado o entazado po~ ta e~p~~a con 

origina la fuerza electromotriz 

ta va~.iae.i6n det 6tu.j o eoneate
~e~peeto at t~empo. En los ca-

sos en que existe movimiento relativo entre productor de campo y 

espira, el flujo enlazado por la espira aumenta o disminuye, se

gún sea que se acerquen o alejen la espira y el productor de cam

po, y, en estos casos, la fuerzas electromotrices inducidas serán 

de polaridades inversas; pero aun cuando no exista movimiento re

lativo, como en el caso de la figura 6.3, las fuerzas electromo

trices se presentan ya sea al cerrar o abrir el circuito, puesto 

que con esta acción el flujo magnético producido por el circuito 

aumenta-o.disminuye respectivamente, y en consecuencia sucede lo 

mismo con el flujo concatenado por la espira. 

Expresando matemáticamente la relación entre (la causa) la rapi

dez de cambio del flujo concatenado, que denominaremos con la le

tra griega A , y la fuerza electromotriz inducida (el efecto)' 

se obtiene la ley de la' inducción de Faraday, que anotamos a con 

tihuación. 

( 6 .1) 
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El signo en la expresi6n' anterior significa que la polaridad de 

la fuerza electromotriz inducida es opuesta a la de la variaci6n 

del flujo concatenado. Cabe hacer notar que la ecuaci6n (6.1) 

describe completamente el fen6rneno electromagnético de inducci6n, 

pero requiere definir la direcci6n para la cual el flujo y la co

rriente que lo produce son posi t'ivos; para facilitar la aplica

ci6n de esta ley nos valdremos del principio enunciado por el ff

sico alemán Heinrich Friedrich Lenz (1804-1865) que estudiaremos 

en el siguiente inciso de este terna. 

Además, cuando la fuerza electromotriz se induce en un embobinado 

de N espiras, se suele aproximar el flujo concatenado corno el 

producto de N por el flujo magnético que cruza a través de una 

de las espiras; haciendo la consideraci6n que es el mismo para t~ 

das ellas, de tal forma que la ley de Faraday se expresa cornúnrnen 

te corno 

6.2 PRIICIPIO DE LEIZ 

E, = -N 
l. 

( 6. 2) 

En el año de 1834, el ffsico alemán Lenz realiza los mismos expe

rimentos que Faraday y Henry. Su aportaci6n consiste en haber e~ 

plicado, en forma concisa, el sentido de la fuerza electromotriz 

y en consecuencia el de la corriente inducida en un circuito suj~ 

to ~ un flujo magnético variable en el tiempo. 

Para concluir este principio, analicemos lo que sucede.al acercar 

el extremo norte de un imán de barra a una espira cerrada, corno 

41"' se muestra en la figura 6.4. 



382 

PXGURA 6.4. Corriente inducida en una espira debida al acerca

miento de un magneto. lCuál es el sentido correcto? 

' 

Si suponernos que el sentido de la corriente inducida mostrado en 

la figura 6.4 (a) es el correcto, implicaría que el lado izquier

do de la espira se comportaría corno un polo sur magnético y debi

do a la atracción entre polos diferentes, esta fuerza sería capaz 

de desplazar el imán y desarrollar un trabajo. Por otra parte, 

la espira posee cierta resistencia, y al circular por ella una co 

rriente eléctrica, existiría una disipación de energía en forma 

de calor. Hás aún, si pensarnos que el experimento se realiza en 

el vacío, no habrá fricción y la fuerza magnética entre el polo 

norte del imán y la cara izquierda de la espira, aceleraría el 

imán produciendo una mayor rapidez de variación del flujo rnagnét! 

co, una mayor fuerza electromotriz y en consecuencia mayor co

rriente inducida y disipación de energía en forma de calor; todo 

esto gnatu~tamente, es decir, se obtiene un trabajo sobre el imán 

y una energía en forma de calor en la espira, sin invertir más 

allá que un ligero impulso inicial para mover el imán y propiciar 

la ocurrenc_ia del fenómeno descrito. 

Lo anterior viola el principio de conservación de la energía y la 

raíz de este absurdo estriba en haber supuesto la corriente indu

cida en el sentido mostrado en la figura 6.4 (a) 

Si en cambio suponernos que el sentido de la corriente es el de la~ 
figura 6.4 (b), no existe violación alguna, ya que al circular la 

corriente, el extremo izquierdo de la espira se comporta corno un 

polo norte y, debido a la repulsión-entre polos magnéticos del 

mismo tipo, será ~ecesario aplicar una fuerza externa que contra-
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rreste dicha repulsi6n y permita mover el imán con velocidad 

constante. Esta fuerza desarrolla trabajo sobre el imán y, en 

ausencia de efectos disipativos (fricciones) , este trabajo será 

igual a la energía disipada en forma de calor en la espira, ya 

que éstas son las únicas transformaciones de energía que ocurren 

en el fen6meno. 

El sentido de la corriente inducida se puede determinar fácilme~ 

te aplicando la regla enunciada por Lenz, que en estos apuntes se 

presenta como el P~inc~pio de Lenz, ya que como hemos visto, el 

sentido de dicha corriente tiene una íntima relaci6n con el prin

cipio de conservaci6n de la energía. El enunciado es el siguien

te: 

El sentido de una corriente inducida debe ser tal, que se oponga 

a la causa que la produce. 

La causa mencionada en el principio es única: la variaci6n del 

flujo concatenado, aunque dicha variaci6n puede ser un aumento o 

una disminuci6n. Como ejemplq, tomemos el caso de la figura 6.4: 

al acercarse el polo norte del imán a la espira, el flujo concat~ 

nado por ésta aumenta y es mayor el número de líneas. de campo ma~ 

nético que cruzan la espira hacia la derecha; de acuerdo con el 

principio de Lenz, la corriente debe oponerse a dicho aumento y 

esto se consigue con una corriente inducida que produzca flujo 

magnético en direcci6n opuesta al que proviene del polo norte del 

magneto. 

Aplicando la ~egta de ta mano de~echa, se determina que la corrien 

te inducidá debe tener el sentido mostrado en la figura 6.4 (b) • 

Para reafirmar este concepto, determine el sentido de la corrien

te inducida para el caso de la figura 6.4, si el movimiento del 

imán fuera en direcci6n contraria al mostrado en·la misma figura. 

Cuando el embobinado que experimenta una variaci6n en su flujo 

concatenado no tiene unidas sus terminales¡ esto es, que no pu~ 

de circular corriente alguna por sus espiras, s6lo se presenta 
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una fuerza electromotriz inducida en dichas terminales-y la dete~, 
minaci6n de la polaridad, de esta fem , se logra med1ante la 

aplicaci6n_del principio de Lenz imaginando que las cerminales 

son unidas externamente por un conductor; siendo la terminal de 

mayor potencial el€ctrico (terminal positiva) aquella por la cual· 

saldría la corriente para circular por el conductor imaginario, y 

la terminal de menor potencial (terminal negativa) aquella por la 

-------que-la-coi:"-r-iente-induc~da-entr-ar-ía-a-las-espir-as-del-embob-inado----

en cuesti6n. Con el objeto de ilustrar esta explicaci6n, veamos 

el caso mostrado en la figura 6.5. 

FIGURA 6.5. Fuerza electromotriz inducida en el embobinado 2 de

bida a la variación (aumento) de la corriente que circula en el 

embobinado 1. 

Durante el intervalo P ~ t ~ tl , la corriente i del circuito 

está aumentando con rapidez constante; el flujo magnético que cru

za de derecha a izquierda el embobinado 2 se incrementa en cada 

instante. Si imaginamos que con el conductor e unimos las ter

minales a y b del embobinado 2, por €ste circularía una co

rriente indúcida ii , como la mostrada en la figura 6.5, la 

cual se determina con ayuda del principio de Lenz. Di~ha corrien 

te circularía por el embobinado y saldría del mismo por la termi

nal a , la que resultaría de mayor potencial. Esta supuesta e~ 

rriente inducida circularía por el conductor imaginario y entra-

ría al embobinado por la terminal b , que ·resultaría ser la ' 

term~nal de menor potencial. Dicho de otra forma, un v6ltmetro 

conectado a estas terminales indicaría una diferencia de poten

cial (fuerza electromotriz inducida) V ab > O para todo el interva 

lo O ~ t ~ t1 • 
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Con el objeto de facilitar la determinaci6n de la magnitud y sen

tido de la fuerza electromotriz· inducida, es conveniente calcular 

la magnitud de la misma por medio de la expresi6n (6.1), omitien

do el signo y encontrando su sentido al aplicar el principio de 

Lenz. 

Verificar los signos de las polaridades de las fems inducidas en 

los casos mostrados en las figuras 6.1, 6.2 y 6.3. 

6.3 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE MOVIMIENTO 

Veamos ahora una aplicaci6n cuantitativa de la ley de Faraday al 

analizar la fuerza electromotriz que se induce en una espira que 

se mueve con velocidad constante dentro de un campo magnético, 

que para simplificar consideraremos uniforme, como se muestra en 

la figura 6 • 6. 

y 

~--- ---------l 
... )" 0 0 0 
B 1 

1 
1 
10 0 0 0 
1 

~i 

... 
V 

1 
1 
1 
1 ~======~==T---x 
10 0 0 0 L------------

1----x-..-! 

f 
R. 

! 

FIGURA 6.6. Espira conductora con velocidad paralela al eje X 

una parte da la misma se encuentra dentro de un campo magnético 

uniforme. 

J 
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Al desplazarse la espira de la figura anterior, disminuirá su fl~ 
jo concatenado y se inducirá una fem que hará circular una co~ 
rriente cuyo sentido será contrario al de las manecillas del reloj, 

lo cual se determina de la aplicaci6n del principio de Lenz. 

Para calcular la fuerza electromotriz inducida, emplearemos la 

ley de Faraday, ecuaci6n (6.1) 

d). 
E = dt 

como ' - N~ y N = 1 " - "'b 
en este caso, se tiene 

y de la ecuaci6n (5.79), se tiene que el flujo magn€tico es 

y en este caso 

pero el área· A , representa aquella por la cual cruza el flujo 

magn~tico,es decir 

A = R. X 

Sustituyendo estos resultados en la ley de Faraday, se obtiene 

E = d(B R. x) 
(6., dt 

o sea 

E = B R. 
dx ( 6. 4) 
dt 
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ya que B y i son constantes. 

Por otra parte, 
dx dt es la velocidad con que se mueve la espira, 

es decir, la magnitud de la fuerza electromotriz inducida por mo

vimiento será 

E = B i v ( 6. 5) 

La ecuaci6n (6.5) nos permite calcular la magnitud de la fuerza 

electromotriz, pero no nos indica nada respecto a su sentido y 1~ 

calizaci6n. Respecto al sentido, podernos decir que debe ser tal 

que impulse las cargas de la espira a formar una corriente en se~ 

tido antihorario, tal corno se dedujo anteriormente. La relaci6n 

entre la fem inducida y la corriente inducida, se obtiene de la 

LVK, o sea 

E = R i 

en la cual R representa la resistencia eléctrica de la espira 

conductora. 

Respecto a la determinaci6n de la localizaci6n de la fern indu

cida, realizaremos el siguiente análisis. Tornemos nuevamente la 

espira rn6vil dentro del campo magnético corno se muestra en la fi

gura 6.7. 

FIGURA 6.7. Fuerzas de origen magnético sobre diversas cargas de 

una espira conductora móvil. 
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De la última figura observarnos que las cargas eléctricas de la e111t 
pira conductora experimentan fuerzas de origen magnético dadas 

por la expresión (5.5). Dichas fuerzas sólo actúan sobre las car 

gas de la porción de espira que se encuentra dentro del campo rna~ 

nético y causan desplazamientos en los portadores de carga li

bres (en este caso electrones) . Se puede concluir que las partes 

superiores de los tramos de esta pa~te de la espira, quedarán 

--------e'l:éctr.icarnente-n-egát:ivas-ylas partes inferiores quedarán positi

vas, de manera semejante a lo mostrado en la figura 6.8. 

r~------~-------;-------;¡ 
¡-..a 
lB 

- - :---r: : - -
•' + • + • 

1 

i eEJ 
E 1 

il 
1 
1 

e e e¡ 
1 
1 
1 

- - :K - - -
1 ... + + + + + +' 

1 
1 
1 
1 b 1 

' 
d -

... 
V 

i-
e 1e e e e, _________________________ L-----------------------~-----------------------------

FIGURA 6.8. Fuerzas electromotrices inducidas en una espira con-

ductora móvil dentro de un campo magnético uniforme. 

muestra el sentido de la corriente inducida. 

De este análisis, obtenernos los siguientes resultados: 

También se 

a) En toda la porción de espira sujeta al campo magnético, se in 

ducen fuerzas electromotrices. 

b) De las fems inducidas, sólo la que se localiza en el lado 

ab de la espira impulsa las cargas que forman la corriente indu

cida; por ésta razón se suele considerar a este lado el asenta- ' 

miento de la fem inducida en la espira. 

Se puede destacar que para la determinación del sentido de la 

fem inducida, es posible utilizar o aplicar el principio de Lenz 

ya que dicha fem deberá tener el mismo sentido que el de la co-
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rriente; pero del análisis anterior se hace notar que existe una 

man.era alternativa y consistente para determinar dicho sentido, s~ 

bre todo en aquellos casos en que no es fácil detectar.una varia

ción en el flujo concatenado. Como ejemplo de esto supongamos que 

en lugar de una espira, se trata de una barra conductora que se 

mueve dentro del campo magnético uniforme, como se, muestra en la 

figura 6. 9 (a). 

: f :B + : 

:I : V : 

L-------------------J 
(a) (b) 

PJ:GURA 6.9. (a) Barra conductora móvil dentro de un campo magné-

tico uniforme; (b) fuerzas d·e origen magnéti.co sobre cargas pos.!_ 

tivas y negativas de la barra. 

Resulta obvio que en el caso de la figura 6.9 (a), no existe co

rriente inducida, pero ¿qué se puede decir respecto a la fem 

inducida? 

Si deseamos aplicar la ley de Faraday, nos encontraremos con que 

el flujo concatenado y su variación son nulos, y esto nos lleva 

a afirmar que la fem 'inducida es cero. Sin embargo, al rea-

lizar un análisis análogo al realizado para el caso de la espira, 

se observa que en realidad (debido a las fuerzas de origen magné

tico que actúan sobre las cargas de la barra) ocurre un acumula

miento de éstas en los extremos de la misma, que dan por resulta

do una diferencia de potencial entre dichos extremos, la cual no 

es otra cosa que una fem inducida. 
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La pregunta que 

moviendo dentro 

surge en este momento es:. si la barra se 

del campo magn~tico ¿qué ocurre con la 

sigue 

fem 

inducida? ¿sigue creciendo indefinidamente o se mantiene constan 

te? 

Para responder a las interrogantes planteadas, se puede observar 

que si dichas cargas se siguen mo~iendo, ya que forman parte de 

' 
________ ,l,a,__.b,..a~r,r_,_a ,~guirán ex¡:>erimentando las fuerzas de_o.rig~n_magné.tico; __ _ 

pero también habrá que considerar que sobre las cargas se ej.erce-

rá una fuerza adicional debido a su acumulaci6n en los extremos, 

que aumentará de acuerdo con la acumulaci6n mencionada. Esta 

fuerza de origen eléctrico llegará a equilibrar la fuerza magnét~ 

ca que actúa sobre cada carga, dando, en el equilibrio, una resu! 

tante nula y en consecuencia el incremento de la carga en los ex

tremos de la barra cesará. De esta manera, en la barra se obtie-

ne una fem inducida que puede ser cuantificada por medio de la 

expresi6n (6.5) y cuya polaridad se encuentra al analizar el movi 

miento de las cargas que experimentan las fuerzas magnéticas. Q 

da al final y mientras dure el movimiento de la barra una situa

ci6n·como la mostrada en la figura 6.10. 

FXGURA 6.10. Fuerza electromotriz inducida en los extremos de 

una barra conductora móvil dentro de un campo magnético uniforme. 

Resulta interesante analizar cuantitativamente, lo que ocurre so' 

bre una carga cuando se ha alcanzado el equilibrio, es decir 

.... .... 

F + F = O m e 
( 6. 6) 
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o sea que 

pero 

... ... 
F = -F m e 

... ... ... 
F = q V X B 

m 
y 

... ... 
F = qE e 
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( 6 • 7) 

sustituyendo estos resultados en la ecuaci6n (6.7), obtenemos que 

... ... ... 
V X B = -E ( 6. 8) 

El resultado obtenido en la expresi6n (6.8) no nos debe sorpren

der ya que en el tema anterior se lleg6 a la conclusi6n·cte que 
+ + 

(v x B) es un campo el~ctrico que, en este caso, apunta en dire~ 

ci6n contraria al campo eléctrico originado por el acumulamiento 

de carga en los extremos de la barra conductora. 

Determinar la fuerza electromotriz inducida en una barra metálica 
+ 

que se mueve con una velocidad v constante y paralela a un con-

ductor recto y muy largo que transporta una corriente, como se 

muestra en la figura 6.11. 

-I 

a 

b -~ 

FIGURA 6.11. Barra metálica con velocidad paralela a un conduc-

tor recto. 
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SOLUCXOB 

Primeramente, es conveniente analizar la polaridad de la fuerza 

electromotriz inducida, la cual se puede determinar estudiando 

las fuerzas que actGan sobre las cargas d~ la barra, como se mues 

tra en la siguiente figura. 

-I 

Fm + + 
81+0&(-)0 
E ;; JcvxB) 

Cil (+)0 

FXGORA 6.12. Determinación de la polaridad de la fuerza electro-

motriz en la barra móvil de la figura 6.11. 

De la figura anterior se observa que el extremo superior de la ba 

rra resulta el de menor potencial, por esta razón la fuerza elec

tromotriz apunta hacia abajo. 

Por otro lado, se sabe que el campo magnético producido por un 

conductor recto y largo es función inversa de la distancia al con 

ductor. Por esta razón, será necesario considerar elementos dife 

renciales de la barra para los cuales se pueda considerar un va
+ 

lor de B constante y después sumar todas las fuerzas electromo-

trices diferenciales, es decir, realizar una integración a lo lar 

go de la barra. 

e integrando 

pero 

d.l = dr , 

De la ecuaciÓn (6.5) se tiene que 

dE = B v d.l 

E = J B V d.l 

v = constante y B = JJoi 

2TTr 

' 

' 
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por lo que 

ll 
0 

I dr ll 
0 

I V 

= 
211r 211 

dr 
r 

Finalmente, la magnitud de la fuerza electromotriz será 

E = 
1! 0 I V a +b 

.f.n 
211 a 

-r 
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FXGURA 6.13. Fuerza electromotriz diferencial inducida en una di 

ferencial de barra. 

Compruebe que si la longitud de la barra móvil fuera de 10 cm , 

la· separación de la misma al conductor recto y largo de 5 cm , 

la corriente en el conductor de 95 A y -la velocidad de la barra 

de 5 m/s la fuerza electromotriz en los extremos sería de 104.37 

llV 

6.4 TRANSFORMADOR CON NUCLEO DE AIRE 

Consideremos ahora los dos solenoides superpuestos mostrados en 

la figura 6.14. Ambos poseen iguales longitudes y áreas de sec

ci6n transversal aunque diferente número de vueltas. 

El solenoide 1 es alimentado por una corriente que aumenta con ra 

pidez constante desde O hasta el valor I¡ en el intervalo de 

tiempo O < t < t 1 • Al alcanzar el valor I¡ , la corriente 

permanece constante para el intervalo t 1 ~ t ~ t 2 • 
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l"J:GORA 6.14. Solenoides largos {R. >> r} superpuestos. Ambos 

de iguales longitudes y áreas de sección transversal. 

Calcularemos la fuerza electromotriz inducida en el solenoide 2, 

para el intervalo O < t ~ tz • 

de Faraday, expresión (6o2), la 

ces convenientes 

Para este fin emplearemos la ley 

cual reescribimos con los subíndi 

' 

El flujo magnético $ 21 representa el flujo que concatena las 

vueltas del solenoide 2 y que es producido por el solenoide 1 o 

Dadas las características de los solenoides en cuestión (iguales 

longitudes y áreas de sección transversal), se cumple que, esen

cialmente,-todo el flujo producido por el solenoide 1 enlaza las 

espiras del solenoide 2 o De la aplicación de la ecuación (5o79), 

se tiene que 

<1>21 = ~11 = B1 A (6o9) 

Por esta razón, la ley de Faraday se puede escribir como ' 
(6ol0) 
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1 

Ahora bien, es posible calcular la inducci6n magnética B¡ por 

medio de la expresi6n (5.77), es decir 

B¡ = 

Sustituyendo la ecuaci6n (6.11) en la (6.10), se tiene 

N 2A IJ
0 

N 1 

t 

(6.11) 

(6.12) 

Por medio de la última expresi6n es posible determinar la fuerza 

electromotriz inducida en el solenoide 2 , si se conocen las ca 

racter!sticas de construcci6n de los solenoides 

N2 , A , 11
0 

, N¡ y t 

y la forma en que var!a la corriente i¡ con respecto al tiempo. 

En el caso que estamos tratando, la corriente i 1 tiene dos com

portamientos es decir 

y 

ya que 

di¡ 

dt 

di¡ 

dt 

= C¡ para o < t < t¡ 

e 1 = constan te 

= o para t 1 < t < t 2 

i¡ = I¡ = constante 

Para el primer intervalo, la magnitud de la fem inducida E2 se 

rá 

Ez = para o < t < t¡ 
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y para el segundo intervalo, E2 será 

ya que 
di¡ 

dt = o lo que significa que 

' para t¡ < t < tz 

= constante. 

-------Para-determinar-1-~-po:l:aridad-de-l:a-fem-Ez , apl-icaremos-e1-pri_!!·---

cipio de Lenz y nos auxiliaremos de la figura 6.15. 

FIGUKA 6.15. Determinación d·e la polaridad de la fuerza electro-. 

motriz inducida en el solenoide 2 

La corriente i¡ producirá un flujo magnético hacia la izquierda, 

el cual, en el intervalo 

dez constante (ésta es la 

O < t < t·1 , estará creciendo con rap~ 

causa). El solenoide 2 experimenta un 

incremento en el flujo, y de acuerdo con el principio de Lenz, la 

corriente inducida en este devanado circulará en el sentido en 

que el fluj? que produzca se oponga al aumento de ~ 2 ¡ , es de

cir, el flujo debe ser dirigido hacia la derecha. 

Si imaginamos el conductor (indicado en la figura 6.15 con línea 

interrumpida) que une las terminales a y b del solenoide 2 , 

la corrienté inducida circularía de la terminal a hacia la b 

por el conductor supuesto. Cabe recalcar que dicha corriente no 

podrá circular ya que las terminales a y b , en realidad, se 

encuentran desconectadas. Lo que sí es real, es la fuerza elec

tromotriz inducida la cual tendrá su punto de mayor potencial 

(+) en la terminal a , por la que saldría la corriente inducida. 

' 
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Esto es análogo a considerar el solenoide 2 como una fuente de 

fem . 

Por lo antes expuesto, se tendrá que 

V = -E 2 < O 
ba 

En la figura 6.16, resumimos los resultados obtenidos por medio 

de unas gráficas. 

i¡ 

I¡ 

1 

t¡ tz t 

···¡ lloN1:2AC¡ 

1 

t¡ tz t 

FIGUitA 6._1~. Gráficas de corriente, flujo y fuerza electromotriz 

inducida en el transformadór ideal con núcleo de aire mostrado en 

la figura 6.14.' 

Refiriéndonós a los solenoides de la figura 6.14, considere que 

~ = 1 m , r = 3 cm , N¡ = 100 vueltas, ~ 2 = 10 4 vueltas y que 

la corriente i 1 var!a como se muestra en la figura 6.17 (a) 

Compruebe que la diferencia de potencial inducida Vba que se o~ 

tiene en el solenoide 2, es la mostrada en la figura 6.17 (b), 

para el mismo intervalo de tiempo. 
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i
1 

[A] 

20 

1 2 

-20 

FIGURA 6.17. 

vba [mV] 

47.37 ----------, 
1 
1 

t [s] 1 2 3 4 5 6 7 t[s] 
-23.69 

1 

(a) (b) 

(a) Variación de i¡ respecto al tiempo; {b) fuer-

za electromotriz inducida (Vba) en el transformador ideal con 

el núcleo de aire mostrado en la figura 6.14. 

Un dispositivo como el mostrado en la figura 6.14, en el cual 

existan dos o más devanados acoplados magnéticamente, recibe el 

nombre de transformador. Cuando en dicho dispositivo se cumplen 

las condiciones enunciadas a continuación, se le denomina trans

formador ideal. 

a) El flujo magnético producido por la corriente que circula en 

cada devanado concatena a todas y cada una de las vueltas que lo 

constituyen. 

b) La disposición de los devanados es tal, que el flujo que uno 

de los devanados produce concatena totalmente el otro devanado. 

e). La resistencia eléctrica de cada devanado es nula, por lo 

cual, no existe disipación de energía en forma de calor debido al 

efecto ·Joule. 

' 

Como. consecuencia de las condiciones anteriores, se tiene que la' 

potencia que se le suministra al transformador ideal es la misma 

que la potencia que puede proporcionar, modificándose exclusiva

mente la magnitud del voltaje y la corriente en la salida con 

respecto a sus valores en la entrada. 
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Considerando que v 1 y v 2 son los valores de voltajes en la en 

trada y salida respectivamente de un transformador ideal, y en 

forma análoga i¡ e i 2 las corrientes correspondientes, se ten 

drá, con base en la ley de Faraday, que 

donde ~ 1 representa el flujo producido por la corriente que cir 

cula en el devanado 1 y concatenado por él mismo. 

y 

pero ~ 2 = ~¡ por la segunda condici6n enunciada, por lo cual 

Sustituyendo los valores de estas variaciones de flujo, de las 

expresiones previas, se obtiene que 

= 
N2 

6 = 
N2 

(6.13) 

De la apl~caci6n del principio de conservaci6n de la energía al 

transformador ideal, resulta que 

(6.14) 

41' Combinando las expresiones (6.13) y (6.14) se encuentra que 

= N1 (6.15) 
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6.5 CORRIENTES DE FOUCAULT 

El fen6meno de inducci6n electromagnética no s6lo se presenta en 

los alambres conductores, sino en todos los materiales que son ex 

puestos a un flujo magnético variable en el tiempo. 

En algunos casos las corrientes inducidas acarrean problemas, tal 

' 
-------es-el-caso-de-J;as-denominadas-corrientes-de-Fou·cau:rt-o-de remori ___ _:__ __ 

no que se presentan en los núcleos o partes metálicas de algunas 

máquinas eléctricas (transformadores, motores o generadores). 

Con el objeto de comprender la raz6n de ser y lo perjudicial, en 

algunos casos, de estas corrientes, analicemos la secci6n transver 

sal del núcleo metálico mostrada en la figura 6.18. Apliquemos 

una inducci6n magnética variable en el tiempo y perpendicular a es 

ta secci6n. 

Tomemos una trayectoria cerrada, por ejemplo la marcada con QD . h 

través del área limitada por esta trayectoria se observa una varia 

ci6n de flujo magnético y en consecuencia se inducen una fem y 

una corriente, esta última circulará sobre dicha trayectoria. 

;' , 
1 

1 
1 

E. t~® 
~ \ 

' ' .... .... _ 

FIGURA 6.18. Sección transversal de un núcleo metálico, sujeta 

a un campo B uniforme y creciente en el tiempo; se muestran 

también las direcciones del campo eléctricp inducido (Ei) y una 

de las trayectorias de la corriente inducida. ' 
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El sentido de la corriente ha sido determinado por medio del pri~ 

cipio de Lenz, considerando que ~b está aumentando, y la fem in 

ducida es la circulaci6n del campo eléctrico a lo largo de la tra 

yectoria de la corriente, es decir 

ce = J_ E. •dl = - d~b 't' l. dt 

Compruebe que la magnitud del campo eléctrico inducido en una tra 

yectoria circular concéntrica al núcleo de la figura 6.18, para 

un radio cualquiera r < R está dada por la expresi6n 

En la práctica de la ingenier1a existen diversos equipos que ope

ran con corrientes alternas. Si la corriente, en el embobinado 

que produce el flujo ~b de la figura, fuera alterna, tendríamos 

que las corrientes inducidas cambiarían de sentido con la misma 

frecuencia que dicha corriente alterna. 

' Las corrientes inducidas encuentran a su paso la resistencia eléc 

trica del material, que depenqe de la longitud de la trayectoria 

seguida por la corriente, de la secci6n por la cual circula y de 

la resistividad del material del núcleo. Como consecuencia de es 

to, en dicho núcleo existirá una disipaci6n de energía en forma 

de calor, producida por el efecto de Joule, y esto constituye un 

efecto indeseable en diversos equipos eléctricos, no s6lo por las 

pérdidas de energía, sino también por los daños que la elevaci6n 

de temperatura puede acarrear en el equipo. 

Una manera ~n que se acostumbra minimizar las corrientes de Fou

cault consiste.en evitar los núcleos macizos, laminando el mate

rial de que están hechos, con el objeto de aumentar la resisten

cia que encuentran a su paso estas corrientes inducidas. Además 

del laminado, se barnizan con materiales dieléctricos; en el caso 

de las bobinas de inducci6n, su núcleo se forma con alambres metá 

licos, con la misma finalidad me-ncionada para el laminado y para 

algunos equipos se llegan a formar sus núcleos por medio de hierro 

pulverizado moldeado a alta presi6n. 
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En la figura 6.19 se muestra el efecto logrado sobre 

tes de remolino, debido a la laminación del núcleo. 

las corrien' 

FIGURA 6.19. 

cleo macizo; 

~ ~ ~~- ., 
.-:::¡... 

. f(t) 

o .... 

Secciones de núcleos de transformadores: 

(b) núcleo laminado. 

V 

... ~ 
--rb, 

(a) nú-

También en la ingeniería se han encontrado aplicaciones útiles al 

fenómeno de las corrientes de Foucault; tales son los casos de 

las máquinas soldadoras que operan bajo este principio y en las 

cuales .se llegan a aplicar corrientes alternas de frecuencias del 

orden de varios cientos de.kilohertz con el objeto de lograr al

tas temperaturas en algunas zonas de los materiales y, por otro 

lado, el denominado freno magnético, en el cual las fuerzas de 

origen magnético sobre las corrientes de remolino, originan un mo 

mento contrario a la rotaci6n del cuerpo en cuesti6n, lo que re

dunda en una disminución de su velocidad angular. 

EJEMPLO 6.2 

Se dispone de un núcleo macizo de hierro como el mostrado en la 

figura 6.20 (a), que se utilizará corno núcleo de un transformadA 

Calcular en qué proporción disminuyen las pérdidas de energía de11' 
bidas a las corrientes de remolino si el núcleo se lamina en n 

partes y el transformador operara con corriente alterna. 
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a 

b 
a<<b 

resistividad P 
(a) 

1-----b -----1 

(b) 

FIGURA 6.20. (a) NÚcleo de hierro de un transformador; (b) sec-

ción transversal del núcleo que muestra una trayectoria aproximada 

(1-1 '-2'-2) de la corriente inducida del tipo remolino o de Foucault. 

SOLUCIOB 

Del tema anterior sabemos que B a i si la corriente que prod~ 

ce el campo magnético tiene la misma forma de onda; de esta mane

ra podemos expresar el campo magnético en función del tiempo como 

B = B á sen wt 
. m x 

( 1 ) 

donde w = 2nf y f es la frecuencia de la onda. 

Por otra parte, de la figura 6.20 (b), se observa que el flujo en 

cerrado por la corriente inducida mostrada es 

~b = 2 X b B 

La fuerz·a- electromotriz inducida en la trayectoria 

ta de magnitud igual a 

E = d</> = 
dt 2 x b w B , ces wt 

max 

( 2) 

1-1 '-2 '-2 resul 

( 3 ) 

y la resistencia que encuentra a su paso la corriente inducida es 

R = 2pb 
cdx ya que a<<b ( 4) 
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Para el cálculo de la energía disipada en la unidad de tiempo de-., 

bida a la corriente de remolino, conviene utilizar el valor efi-

caz de la fuerza electromotriz, el cual se define corno su valor 

máximo entre 12 es decir 

=l2xbwB. rnax 
( S l 

y una cantidad diferencial de la potencia disipada P se puede 

expresar como 

dP = = 
2(B • wb xl2 e dx 

rnax 
2pb 

integrando esta Última expresión entre los límites 

obtiene la potencia disipada en todo el núcleo 

bp [

B 2 
= máx 

3p 

o sea 

p = 
24p 

o y 

a 
2 

o 

a 
2 

( 6) 

se 

( 7) 

Ahora bie~ si dividirnos el núcleo macizo en n láminas que aisl~ 

das por barniz entre si formen el núcleo, por cada lámina tendre-

mas una potencia disipada p , 

tal resulta 

de tal forma que la potencia to-

P' = np 

pero el espesor de cada lámina será a• 

a a• = 
n 

( 8) 

donde 

( 9) 
' 
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Utilizando la ecuación (7), la potencia p será 

p = 
24p 

y aplicando la expresión (9), obtenemo~ 

B 2 • w2 b e a 3 
max 

p = ( 1 o ) 

siendo la potencia total P' la siguiente 

1 p 1 = 
n2 

( 1 1 ) 
24p 

Comparando las ecuaciones (7) y (11), podemos concluir que el 

efecto de dividir el núcleo macizo en n láminas es el de dismi 

nuir en un factor ~ las pérdidas de energía producidas por las 
n 

corrientes de remolino. 

Se puede o'bservar que es conveniente que la laminación se efectúe 

cortando el espesor o lado más angosto de la sección transversal 

del núcleo, con lo cual, la consideración hecha en el planteamie~ 

te de la ecuación (4) resulta más válido y las pérdidas de ener

gía se reducirán en el factor encontrado; además cabe resaltar 

que la laminación debe efectuarse dividiendo el área que es cruza 

da perpendicularmente por el flujo magnético. 

6.6 EL GENERADOR HDMOPOLAR 

Uno de los primeros dispositivos empleados en la generación de 

energía eléctrica es el generador homopolar, también conocido co-
' mo la dinamo de disco de Faraday. Este generador elemental está 

formado por un disco macizo de material conductor que puede girar 

sobre su eje y que está expuesto a un campo magnético uniforme p~ 
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ralelo al mismo eje, tal corno se muestra en la figura 6.21. 

' 

e y e' son escobillas 

FIGURA 6.21. Generador homopolar o d!namo de disco de Faraday. 

Refiriéndonos a la figura anterior, al girar el disco dentro del 

campo magnético uniforme B , se induce una fuerza electromotriz 

entre el borde y el eje de dicho disco; a continuación obtendre

mos el modelo matemático de esta fuerza electromotriz, auxiliándo 

nos de la figura 6.22 que muestra de frente el disco en cuesti6n. 

F 
m 

FIGURA 6.22. Disco del generador homopolar de la figura 6.22, 

visto de· frente. 

' En la figura 6.22 se muestran varios sectores del disco y algunas 

cargas en los mismos, asi corno las fuerzas de origen magnético ... 
(Fm) que_actúan sobre ellas. Del análisis de estas fuerzas se 
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puede concluir que el borde del disco giratorio quedará con un e~ 

ceso de carga negativa y por lo tanto con un potencial negativo. 

De la misma manera, el eje del disco quedará con un exceso de car 

ga positiva y, por ende, con un potencial eléctrico positivo. 

La diferencia de potencial existente entre borde y eje constituye 

la fuerza electromotriz inducida en el disco. 

En uno de los sectores de la figura anterior se indica, de manera 

objetiva, una fem inducida de tamaño diferencial (dE); de la 

ecuaci6n (6.5) se tiene que 

dE = B v d r (6.16) 

Integrando esta expresi6n obtendremos la fuerza electromotriz in

ducida entre borde y eje del disco 

E=J:Bvdr (6.17) 

pero como B = cte y v = w r , se puede escribir 

E=BwJ: rdr (6.18) 

Finalmente,se obtiene 

(6.19) 

De la expresi6n (6.19) se puede concluir que la. fuerza electromo

triz inducida en el generador homopolar depende de la magnitud 

del campo magnético aplicado, de la velocidad angular y del radio 

del disco. 

Disponiendo de un solenoide cuyo núcleo sea un magneto permanente, 

es posible construir un generador homopolar c~ya entrada de ener-
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g1a sea exclusivamente mecánica (rotaci6n dél disco) y que produ~~ 
ca energía el€ctrica en la salida, utilizable €sta para energizar 

algún circuito, tal .como se representa en la figura 6.23. 

+ 
V 

FXGURA 6.23,. Generador homopolar con un solenoide conectado en 

serie. Al conectar el generador a un circuito, la corriente que 
~ 

circule incrementará el campo B producido por el núcleo. 

6.7 GENERADOR DE CORRIENTE ALTERNA 

Analizaremos en este subtema el principio de operaci6n de la ma

yor parte de los generadores eléctricos que se emplean en la ac

tualidad. Como la corriente eléctrica que generan es del tipo a! 

terno, a este tipo de generadores también se les conoce como al

tern~dores. En su forma más simple, el generador de corriente al 

terna consta de una bobina de N vueltas que gira dentro de un 

campo magn€tico uniforme. Debido a las variaciones del flujo ma~ 

n€tico concatenado por las espiras, en las terminales del embobi-
' nado se presenta una fuerza electromotriz inducida que, por medio 

de anillos conductores y escobillas, puede ser conectada a un cir 

cuito externo, ver figura 6.24. 

' 
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FIGURA 6.24. Modelo simple del generador de corriente alterna. 

Partiendo de la Iey de Faraday, expresi6n (6.2), tendremos que la 

magnitud de la fuerza electromotriz inducida será 

Debido a que el embobinado se encuentra girando, el flujo $b a 

través de cada espira dependerá de la posici6n del embobinado. 

Ubiquemos esta posici6n por medio del ángulo e , definido como ... 
el ángulo formado por la normal al plano del embobinado (A) y ... 
la direcci6n del campo magnético (B) ; por ejemplo, en la figu-

ra 6.24, el -ángulo e es de 3 (Tr/2) rad y el flujo $b que cru-

za el embobinado en esta posici6n es nulo. De esta manera, el 

flujo magnético a través de cada espira, para una posici6n cual

quiera e del embobinado, será determinado por la expresi6n 

(5. 79), es decir 

$b = JL ... ... 
B•dA (6.20) 
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la cual, en este caso, nos da 

' ~b = B A cos e (6.21) 

Sustituyendo la última expresi6n en la ley de Faraday, obtenemos 

---------------------------------,d~·-------------------------------------

E = N dtb = N B A ~~cos e) 

es decir 

de 
E = N B A sen e dt (6.22) 

y de/dt , no es otra cosa que la velocidad angular w del embo 

binado; de esta manera se puede escribir que 

= - N B A w sen e = - V ba (6.23) 

En la siguiente figura se muestra la fuerza electromotriz induci

da que se obtiene cuando el embobinado gira a velocidad angular 

constante. 

vba 
Vá =NBAw m x 

[v] 

e [rad) 

FIGURA 6.25. Fuerza electromotriz inducida por medio de un gene

rador del tipo de la figura 6.24. 
' 
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ca de una fuente de 

y b • 

fem que será conectada a las terminales a 

Supongamos que la terminal a del embobinado se conecta al borne 

positivo de la fuente de fuerza electromotriz, esto hará que circ~ 

le una corriente como se muestra en la figura 6.27. Todos los con 

ductores que forman el embobinado experimentarán fuerzas de origen 

magnético, pero como se estudi6 en el tema anterior, s6lo las que 

actúan sobre los lados paralelos al eje de rotaci6n tendrán efecto 

sobre el movimiento del embobinado; sobre éste actuará, en conse

cuencia, un par de fuerzas que originará sobre el embobinado un mo 

mento dado por la ecuación (5.103), la cual reescribimos a conti

nuaci6n 

.. .. .. 
Tm = N I A X B 

El anillo seccionado o conmutador permite que la corriente fluya 

siempre en la direcci6n mostrada en la figura 6.27, con lo.cual 

se logra que el momento dependa de la posici6n del embobinado y 

que inclusive existan dos posiciones en las que dicho momento es 

nulo (6 =O y e=~ rad); sin embargo, para cualquier otra p~ 

sici6n habrá un par de fuerzas que impulsará el giro del embobina 

do, y producirá una rotaci6n continua del mismo. 

FIGUllA 6.27. Modelo simplificado de un motor de corriente direc-

ta. La resistencia r representa la correspondiente al embobin~ 

do; también se muestran las fuerzas de origen magnético que se pr~ 

ducen al girar el rotor. 
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Se dispone de los siguientes datos de un alternador: embobinado 

de 200 vueltas rectangulares, de largo 15 cm y ancho 10 cm , 

que gira con una velocidad angular de 60 revoluciones por segu~ 

do y se encuentra en un campo.magnético de 0.21 teslas de direc 

ci6n perpendicular al eje de giro; comprobar que la fuerza elec

tromotriz inducida es E= 238 sen (120 nt). 

Una modl-flcáci-6n en los aniilos y escooiTlas deraTternador dela 

figura 6.24 nos permite obtener un generador de corriente directa. 

El cambio consiste en eliminar uno de los anillos y seccionar en 

dos partes iguales el restante, cada secci6n debe hacer contacto 

con una escobilla, como se muestra en la figura 6.26 (a). De esta 

forma se evitan los semiciclos negativos obtenidos en el alterna

dor y la fuerza electromotriz inducida será de corriente directa 

como la indicada en la figura 6.26 (b). 

'w 
t7) 

a 

Eab [V] 

(a) 

'------b (b) 

FIGURA 6.26. (a) Generador de corriente directa; 

8 
[rad] 

(b) fuerza elec 

trornotriz_inducida que se obtendría con un generador de corriente 

directa. 

6.8 PRINCIPIO OE OPERACION DEL MOTOR DE CORRIENTE DIRECTA 

' 

Para la explicaci6n del funcionamiento de un motor simple alime~t~ 
do por corriente directa, nos será de utilidad el dispositivo re

presentado en la figura 6.26 (a). En este caso pretendemos obte

ner la energ!a mecánica (rotaci6n) a partir de la energ!a eléctri-
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En la última figura se representa en forma simbólica el efecto re-

sistivo del embobinado por medio de la resistencia r En el ins 

tan te iniciiü de la conexión del motor a ·la fuente de f e m , la 

corriente que circule s6lo se verá limitada por el valor de r 

pero cuando el embobinado comienza a girar, en sus terminales se 

presenta una fuerza electromotriz inducida que se opone en su sen

tido al de la corriente. Por esta razón representaremos a esta 

fem por medio del simbolo E(t). 

El circuito eléctrico formado por el motor, su resistencia y la 

fuente de fuerza electromotriz puede presentarse en el siguiente 

diagrama. 

r + 

i 
+ 

1 
E 

~IGURA 6.28. Diagrama eléctrico del circuito de la figura 6.27. 

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito de la figu

ra 6.28, se tiene 

E - ri - E(t) = O (6.24) 

En la última ecuación· se tiene que E y r son constantes, lo 

cual nos lleva a concluir que cuando la fuerza contra-electromo

triz fcem es máxima (motor girando en vacio) la corriente en el 

embobinado.es minima; cuando el motor no gira y la fcem es nula, 

la corriente alcanza su valor máximo. 

Desde el punto de vista energético, cuando el motor gira en el va

cio, la fuente externa le suministra la energia que se disipa en 

las pérdidas por rozamiento y por el efecto de Joule en el embobi-
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nado. Cuando el motor mueve algún mecanismo externo o arrastra ' 

una carga, su velocidad disminuye con respecto a la obtenida en e 

giro en vacfo, lo cual origina una disminuci6n en la fcem y un 

aumento en la corriente que circula por el motor, lo que permite 

al mismo tomar la energía necesaria para realizar su trabajo. 

_______ S_e_disp_one_de_un_íno_tor_elemental_cu:y:o_ro_tor_es_tá_formado_por_100• ___ _ 

espiras rectangulares de 20 cm de largo y 15 cm de ancho, dev~ 

nadas con alambre de cobre (p = 1.7 x 10-sn•m) de 4 mm' de sec-

_ci6n transversal. Se conecta a una fuente de f e m de 100 

volts. Comprobar que la corriente máxima que puede circular por 

el motor es de 336 A y que la fuerza contraelectromotriz es de 

85.1 V cuando la corriente es de 50 A . 

En la construcci6n de algunos motores de corriente'continua, se 

utilizan imanes permanentes para producir el campo magnético requ<' 

rido; sin embargo, cuando los motores no son de tamaño pequeño, r~ 

sulta necesario generar dicho campo magnético por medio de bobinas 

devanadas sobre núcleos ferromagnéticos denominados piezas polares. 

De acuerdo con la forma de conexi6n entre la bobina del rotor 

(armadura) y la bobina que pr'oduce el campo, se tienen tres tipos 

de-motores de corriente continua. 

a) Motor con excitaci6n en serie 

Es aquel que tiene conectadas en serie la bobina del rotor y las 

bobinas de campo, como se muestra en forma esquemática en la figu

ra 6.29 (a). En la misma figura se muestra el diagrama eléctrico 

correspondiente. 

' 
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r-----------------+ a 
r 

re b 
'----!,P---

(a) (b) 

FIGURA 6.29. Motor de corriente continua tipo serie: (a} corte 

esquemático; (b} diagrama eléctrico. 

b) Motor con excitación en paralelo 

Este tipo de motor es el que tiene conectadas en paralelo las bob! 

nas de campo y la de armadura, como se indica en la figura 6.30(a) 

y cuyo diagrama eléctrico aparece en la figura 6.30 (b). 

(a) 

+ 
" 

.__ __ ...~-___ b 

(b) 

PIGURA 6.30. Motor de corriente continua con excitación en peral~ 

lo: (a} corte esquemático; (b} diagrama eléctrico. 
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e) Mot:or con ezci taci6n a.puesta 

El motor con este nombre posee bobinas de campo que se encuentran 

conectadas en serie con la bobina del rotor, pero además, tiene 

otras bobinas productoras de campo magnético que están conectadas 

en paralelo con la bobina de armadura. En la figura 6.31 se mue~ 

tra un esquema de las conexiones as! como el diagrama eléctrico 

--------correspondiente. 

rcp 

b 

(a) (b) 

' 

FIGURA 6.31. Motor de corriente continua con excitación compuesta: 

(a) corte esquemático; (b) diagrama eléctrico. 

' 
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PROBlEMAS 

6.1 Un embobinado de N espiras cuadradas se encuentra dentro de 

una región de campo magnético uniforme, pero variable en el tiempo, 

segGn la relación B = 0.02 + 0.8 t , donde B y t están expr~ 

sados en teslas-y segundos respectivamente. La normal al plano 

del embobinado es colineal a la dirección del campo magnético, co

mo se indica en la figura P6.1 

Determine: 

a) El flujo clagnético a través del embobinado en el instante 

t = o o 

b) La diferencia de potencial Vab en el instante t = 10 s 

e) Si en el mismo instante (t = 10 s) se conecta el resistor 

R y el amperímetro A a las terminales a y b , determine el va 

lor de la resistencia del embobinado si ia corriente medida fue de 

1 ."85 A 

d) lEn qué sentido circula la corriente inducida al pasar por R ? 

e) lCambiaría el valor de la corriente inducida para t = 100 s ?, 

explíquelo. -------:1 
10 R.=25cm 0 
1 1 

1 (~ ~00 
1 8 1 

1 1 

1 ~ 
10--- --~1 i3 

a ~ 

r--:. 1;~ amperí~etro 
~--------- ~deal 
Figura P6.1 
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6.2 Una barra metálica se desliza sin fricción sobre un conductor' 

doblado en forma de U , corno se muestra en la figura P6.2. Si 

la diferencia de potencial medida entre los puntos e y d es 

Ved = 3 V y se sabe que la resistencia de cada metro de conductor 

es de 1.5 n ' y la de cada metro de barra es de 0.5 n 'calcule: 

a} La corriente inducida y el sentido en que circula. 

b} La diferencia de potencial inducida entre los puntos a y b 

de la barra. 

e} La velocidad de la barra en magnitud y dirección. 

d} La diferencia de potencial inducida entre los extremos e y -

f de la barra. 

barra l.Sn/m 

YL x x ejx X (x X 

z X O.Sm T a e 

X )<. X X X 
X 

B=l Wo/m2
-

---._ 
o.sn;m 

2 m 

X X ~ X X 

b d 

n.sm1 f 
4rn -• )( 

)( • X X X X 

Figura P6.2 

6.3 En 1a figura P6.3 se muestra parte de un conductor recto y 

muy largo, y una bobina de espiras cuadradas cuyas terminales se 

han unido. El conductor y la bobina se encuentran en un mismo pl~ 

no. La bobina tiene una resistencia total de 0.2 n y se mueve 
+ • m 

con una velocidad v = 10 y- corno se muestra en la figura rnen 
S 

cionada. Para la posición mostrada, calcule: 

a} El vector campo magnético en el punto A , debido al conduc- ~ 
ter recto. 

b) La fem inducida neta en la bobina, y su sentido. 
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e) La fuerza de origen magnético neta (en magnitud y dirección) 

que actúa sobre la bobina. 

d) La potencia mecánica necesaria para desplazar la bobina con la 

velocidad indicada. 

e) lQué habrÍa que hacer para invertir el sentido de la corrien

te inducida en la bobina? 

6.4 En la figura P6.4 se muestr~ en cierto instante, una bobina 

rectangular cuyo lado largo es paralelo a un conductor recto y muy 

largo. 

El conductor tiene una velocidad de 
• m 

-10 x- y la bobina se mueve 
S 

con velocidad 
• m 

8 X 
S 

de referencia mostrado. 

ambos movimientos con respecto al sistema 

El conductor, la bobina y sus movimientos 

son coplanares. De acuerdo con los datos proporcionados en la fi-

gura antes citada y considerando que en t = O rA = o y 

r 8 = 0.22 m , calcule: 

a) El flujo magnético a través de la bobina en función del tiem-

pe. 

b) El flujo magnético en la bobina para el instante mostrado en 

la figura P6.4, lcuánto vale t en este instante? 
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e) 

do 

El valor y sentido de la corriente inducida 

t = 1 S • 

en la bobina, cua~ 

+ ,. m 
V =-10 x-e S 

= 

lj 
11 
11 

Bl 

hl· 22 cm 
. ¡ )vue1 

1 
z 

t~ 100 
tas 

rA i 
X 

~-~---

1 
fl-ocm_: ~ = 50 cm 

1 
1 

L 
18 
1 

cm 

f 
1 
1 
1 
1 
' 30 cm 

1 .;., =100A 
11 e 
Ir-----~~----------~ 
11 rs 

Figura P6.4 

+ 
vb= 8 

-
rb= 0.1 

"'m xs 

6.5 Se dispone de un solenoide con las características indicadas 

en la figura P6.5 (a). si la corriente que circula por el solenoi 

de varía en función del tiempo, como se muestra en la figura P6.5 

(b), determine la diferencia de potencial inducida vxy en las 

terminales del solenoide, y dibuje su gráfica para el intervalo 

O < t < 29.2 milisegundos. 

i [,Al 

Imá.x 
.. o 

X 

t----- ~= 40cm ---- ""'i 
(a) 

Figura P6. 5 

~sen 377 t 

Irráx = 30 A 

(b) 

' 
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6.6 En el arreglo mostrado en la figura P6.6 (a) se muestra un 

toroide de 2 300 vueltas devanadas uniformemente con núcleo de 

aire. Sobre una parte del toroide, se tiene enrollada una bobina 

de 200 vueltas. Considere las dimensiones del arreglo indicad~s 

en la figura, y que la corriente en el toroide varía con el tiempo 

en la forma mostrada. 

Calcule la diferencia de potencial inducida Vxy en las termina-

les de la bobina y dibuje una gr&fica de Vxy contra el tiempo. t 

para el intervalo O < t < 35 milisegundos. 

Nr= 2300 vueltas 

) '1 
' 

/fT 

25 

Figura P6.6 

I • cos 314.2 t 
max 

t 
[ms] 

6.7 Un transformador es diseñado con dos solenoides devanados so

bre un núcleo metálico cilíndrico macizo, como el mostrado en la 

figura P6. 7 (a). Si la corriente en el devanado primario (induc-

ter) es de la forma i¡ = Imax sen wt , determine: 

a) La expresión para el c&lculo de la energía disipada en forma 

de calor, en cada unidad de tiemp~, por el núcleo en'función de 

las dimensiones y material del mismo, así como de la frecuencia 

angular w y del valor máximo de la inducción magnética Bmáx . 
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b) Calcule la disipación de energía en cada segundo para un núcl' 

de aluminio con R = 3 cm, i = 45 cm, ~Al = ~. y p = 2.8 x 10-S 

n·m 1 si el solenoide inductor tiene una corriente i¡ = 5 sen 377t. 

Considere el solenoide con longitud i y N = 10 3 vueltas. 

e) _Si el nÚcleo macizo se sustituye por 30 alambres del mismo ma

terial aislados con barniz, de igual longitud pero de radio 

--------r-=-0-;-0 O 5-m-,--como-s e-mues tra~en~l:a~f i'gura-P 6-;-7-( b-¡-,-¿-cÍlá 1-s er í•a ___ _ 

la potencia disipada por dicho núcleo en las condiciones indicadas 

en el inciso b ? lQué porcentaje representa esta potencia respe~ 

to a la calculada en el inciso anterior? 

(a) ... 

~ ~-
_...-t-},4J' J. 

r=O.OOS m 
tK" 
V 

Figura P6. 7 

(b) 

6.8. Se dispone de un disco metálico de radio R = 20 cm montado 

sobre un eje, corno se muestra en la figura P6.8. Además se cuen 

ta con un dispositivo capaz de producir una inducción magnética 

uniforme de B = 0.1 T en toda el área del disco. Si se desea ob 

tener una fuerza electromotriz inducida de 12 V(Vab = 12 V) 

las terminales de las escobilla~, determine: 

a) La dirección en que debe ser colocado el campo magnético. 
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b) La velocidad angular a que debe girar el disco, en rad/s y 

en revoluciones/s . Indique en qué sentido debe girar el disco ... 
considerando la dirección del campo B deter~inada en el inciso a . 

/ 
/ 

/ 
z/ 

.-------a 

----
.~-~r-------~ X 

Figura P6.8 

6.9 se ha diseñado un generador eléctrico elemental que está for-

mado por 100 espiras rectangulares que giran a una velocidad an-

gular w = 60 rev/s dentr~ de un campo magnético uniforme de ... 
B=0.15yT, como se indica en la figura P6.9 {a). 

do las dimensiones indicadas, calcule: 

Consideran-

a) La diferencia de potencial en función del ángulo e ( áng~ ... 
lo formado por la normal A al plano de la bobina y la direcc;::ión 

y ) , Dibuje una gráfica de VAB 

o< e.::.-%!' rad. 

contra e para el intervalo 

b) Si las terminales 1 y 2 de la bobina, para la posición mos 

trada, se conectan a un conmutador como el mostrado en la figura 

P6.9 (b), dibuje una gráfica de la diferencia de potencial VAB 

contra el angulo e para el mismo intervalo del inciso anterior. 

Exprese VAB en función de e para este caso. 
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b = 15 cm 

' 

Figura P6.9 

' 
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CAPilULO 7 IIDUCTANCIA 

1 N T R O D U e e 1 Ó N 

En este tema completaremos el análisis_del fenómeno de inducción 

electromagn€tica tratado en el tema anterior, presentando el con

cepto de inductancia y la forma en que lo podemos aplicar para re 

solver problemas que involucran el cálculo de fuerza electromotriz 

inducida. 

En muchos problemas de ingeniería la variación de flujo magnético 

involucrada en la ecuación de Faraday es producida por variacio

nes de corriente, en tales casos, es -mucho más simple resolver los 

problemas por medio del concepto de inductancia, sin aplicar la 

ley de Faraday en la forma en que se presentó en el tema anterior, 

dado que la medición directa de la corriente y la inductancia es 

más sencilla que la del flujo magnético. 

Trataremos también los dispositivos conocidos como inductores, sus 

características y la forma de calcular su inductancia; finalmente 

analizaremos el comportamiento de un inductor con resistencia co

nectado a una fuente-de voltaje continuo. 

7.1 INDUCTANCIA 

La manera más práctica de resolver una gran cantidad de problemas 

que involucran el cálculo de la fuerza electromotriz inducida, es 

por medio del concepto de inductancia, como a continuación se in

dica. 

De la expresión de Faraday sabemos que 



426 

donde 

' 
_,. 

Recordemos que ~b es el flujo del campo magnético B evalua-

do a través de la superficie limitada por la trayectoria cerrada 

en la cual se evalúa la circulación ce . 

• El flujo ~b , a través del circuito donde se desea calcular la 

fuerza electromotriz inducida, en gran cantidad de problemas prá~ 

ticos, es el resultado de la superposici6n de los flujos produci

dos por corrientes que circulan en circuitos cercanos, así como en 

el propio circuito. En el espacio libre o vacío, y en la gran ma

yoría de las sustancias, existe una relaci6n de proporcionalidad 

directa entre el flujo. ~b y la corriente i que lo produce, por 

lo que podemos escribir 

~ "' i b 
( 7. 

Cuando se tiene un circuito aislado que transporta una corriente 

i 1 
, el único flujo involucrado es el producido por el propio cir 

cuito, y la relaci6n de proporcionalidad (7.1) se puede expresar 

como una igualdad al obtener el valor de la constante de proporci~ 

nalidad del circuito particular, la cual dependerá del medio y de 

sus factores geométricos, por lo que la relaci6n (7.1) se transfor 

ma en 

1 

~b = L l.
. 1 (7.2) 

donde L se conoce como inductancia propia o autoinductancia del 

circuito. 

Cuando el flujo " ~b a través de un circuito es producido única-

mente por.una corriente i" que circula en otro circuito cercano, 

la constante de proporcionalidad se conoce como inductancia mut~ 

y se representa con la letra ~~ , por lo que la relaci6n ( 7 .1) W 
queda 

A" M l."" 't'b = (7.3) 
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Si se presentan ambos efectos simultáneos, el flujo total será la 

suma algebraica de cada flujo, es decir 

4> = Li' + Mi" 
b 

( 7. 4} 

La ventaja de obtener el flujo total de la forma descrita, es que 

la medici6n de la corriente y la inductancia es mucho más simple 

que la medici6n directa del flujo. 

7.2 INDUCTANCIA PROPIA O AUTOINDUCTANCIA 

Analicemos con más detalle la definici6n de inductancia propia y 

su aplicaci6n en la soluci6n de problemas. 

En el circuito aislado de la figura 7.1 se muestran diversas 1!

neas de flujo magnético y la forma en que éstas enlazan una, dos 

o más veces al circuito. 

i 

Fuente 
variable 

1 

,.---0. 

2 

1 

Pl:GDRA 7.1. Circuito ai~slado donde se muestran algunas líneas ·de 

flujo producidas por la corriente i que circula en el circuito 

y número ~e veces que cada línea enlaza el mismo. 
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En general, la fuerza electromotriz inducida depende del flujo e' 

lazado o concatenado por el circuito, y para enfatizar tal depen 

dencia se usa la letra griega A para representar dicho flujo, en 

tonces, la ecuación (7.2) se expresa 

A = L i ( 7. 5) 

--------En-casos-pr!cticos-s e-us an-bobinas-de-vue:ttas-rnuy-j untas-, -don-de e 1 

flujo a través de cada vuelta es esencialmente el mismo, por lo 

que el flujo total enlazado es aproximadamente N ~b , entonces 

A = N ~ 
b 

( 7. 6) 

Una pr!ctica usual es indicar las unidades de A como weber·vuel 

ta, aunque por supuesto la magnitud denominada vuelta6, no posee 

dimensiones. 

Combinando la ecuación de Faraday y la ecuación (7.5), la fuerza 

electromotriz inducida Ei se puede obtener corno 

entonces 

E. = 
l. 

dA 
- dt = d (L i) - dt 

d (L i) 
dt 

donde L queda definida por la expresión (7.5), es decir 

y sus unid~des son 

A 
,L = i 

= [weber • vuelta ] 
amper e 

( 7. 7) 

( 7. 8) 

( 7. 9) 

' 
A la unidad resultante se le conoce corno henry, en honor del cien 
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~ tífico norteamericano Joseph Henry (1797-1878), entonces 

, 

[webe~m;e~~elta] = [henry] = [H] 

Para el caso particular de un circuito cuya inductancia propia L 

no depende del tiempo, podemos simplificar la ecuaci6n (7.8), por 

lo que 

E. = _ dA=_ L di 
1 dt dt 

(7.10) 

Consideremos adicionalmente lá definici6n más general de autoin

ductancia, que se obtiene observando que 

dA dA di 
dt = di dt (7.11) 

comparando ( 7 .11) con (7.10) 

L dA = di 
\ 

(7.12) 

La interpretaci6n de esta última ecuaci6n indica que L represe~ 

ta la derivada de la funci6n A(i) con respecto a la corriente 

i , evaluada para un valor dado i 0 • 

La figura 7.2 representa una curva típica de A contra i para 

materiales que no cumplen con la ecuaci6n (7.9) y para los cuales 

es necesario aplicar la ecuaci6n (7.12) en la obtenci6n de la au

toinductancia L • 
A [Wb) 

1 
1 
1 
1 

'-+A(i) 
1 
1 

e 

= tan8= dA 
di 

i [A) 

i=i 0 

PXGURA 7.2. Variación del flujo con respecto a la corriente para 

un material que no cumple la relación lineal A= L i. 
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A los dispositivos que se fabrican con el propósito de utilizar la 

propiedad llamada inductancia se les conoce como inductores. La 

figura 7.3 muestra los símbolos más comúnmente usados para inducto 
res. 

.-_. -

inductor fijo inductor variable 

FIGURA 7.3. SÍmbolos usados para inductores. 

Dadas las características del inductor puro L 1 1 mostradas en la 

figura 7.4 1 compruebe que el voltaje inducido es Vab = -2.5 V p~ 

ra O < t ~ 10 ms 1 si la corriente i 1 varía como se indica. 

a 

0.2 1 

b 

--------'----8----iy[-A]I-------=:1=:::::=-:r¡:C===::tH-[ms]-----

' 

FXGURA 7.4. características del inductor L¡ y gráfica de su co 

rriente i¡ vs t . 

7.3 INDUCTANCIA MUTUA 

Con referencia a la figura 7.5 observamos que no todo el flujo ~ 1 
producido por la espira 1 enlaza la espira 21 y la variaci6n de 

la corriente i 1 produce una fuerza electromotriz inducida en la 

espira 2 que depende de la variaci6n del flujo enlazado por ésta. 
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Usando la convenci6n usual para los subindices, el flujo a través 

de la espira 2, debido a la corriente i1 de la espira 1, lo de

notaremos ~ 21 , similarmente ~ 12 será la parte del flujo $ 2 
que produce la espira 2 y que enlaza la espira 1. 

\espira 1 
1 

1 __ , ,/ 

.-.espira 2 
.......... 

\ 
_,...______.. $21 

' 

FIGURA 7.5. La espira 1 con corriente i1 produce un flujo $1 

la parte de e~te flujo a trav~s de la espira 2 se llama $21 

De la ecuaci6n (7.3) tenemos que 

( 7 • 13) 

Si usamos el concepto de concatenaci6n de flujo, las ecuaciones an 

teriores quedan 

(7.14) 
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de donde obtenemos que 

' A12 
M12 = i2 

(7.15) 
A21 

M21 = 
i1 

Veamos qu€ relaci6n existe entre estas inductancias mutuas. Del 

capitulo anterior sabemos que la energ1a potencial magnética EPm 

de una espira o bobina con corriente constante en una zona de cam 

po magnético es 

... 
EPm = -pm 

... .... .... 
B =-Ni A•B = -Ni(tj>)= -).i 

En un arreglo de bobinas como el de la figura 7.5 tendremos que 

la energ1a potencial magnética que adquiere la bobina 1, con co

rriente constante i 1 , al enlazar un flujo externo q, 12 con 

sus N 1 ·vueltas es 

-N1 i1 <1>12 = -).12 i1 (7.16) 

De manera semejante, la energía potencial magnética que adquiere 

la bobina 2, con corriente constante · i 2 al enlazar un flujo ex

terno 4> 2 1 con sus N2 vueltas es 

(7.17) 

Debido a que la energ1a final del sistema de dos bobinas debe ser 

la misma independientemente de cual de las bobinas se coloque pr! 

mero (ya que la primera que se coloca no adquiere energ1a poten

cial por no existir campo externo) las energías potenciales dada~ 
por las ·ecuaciones ( 7 .16) y ( 7. 17) deben ser iguales, es decir 

(7.18) 
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o también 

= (7.19) i 2 i 1 

Si comparamos esta última expresi6n con las ecuaciones (7.15), con 

cluimos que 

(7.20) 

Por ser la ecuaci6n (7.20) un resultado general, a partir de este 

momento omitiremos los subíndices y la inductancia mutua entre dos 

circuitos cualesquiera 1 y 2 será 

M= (7.21) = i¡ 

Cuando el flujo enlazado A se mide en webers y la corriente i 

en amperes, la inductancia mutua M resulta en henrys. 

Si se requiere evaluar la fuerza electromotriz inducida en un cir 

cuito 1 debido a las variaciones de corriente en otro circuito 

cercano 2, de la ley de Faraday se tiene que 

dA 12 

dt 
= ~t (M izl (7.22) 

Cuando la lnductancia mutua M no depende del tiempo, la ecuaci6n 

(7.22) se simplifica y se expresa 

di 2 
- M 

dt 
(7.23) 

Es posible también obtener una definici6n más general de inductan

cia mutua considerando que 
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y por lo tanto 

dA 12 dA12 

dt- di2 

dA12 

di 2 
dt 

dA12 

' 
M= (7.24) ___________________________________________ diz~di-1--------------------~--~------

Para cualq,uier arreglo se cumple que 

Al2 < A2 y Az¡ < Al 

Como el valor máximo de la inductancia mutua se obtiene cuando los 

flujos enlazados son máximos, entonces 

Al2 máx = A2 Y A21 máx = A¡ 

al combinar este último resultado con las ecuac~ones (7.21) y 

( 7. 9) 

en donde 

2 
M ~ 

max = 
A 1 

i¡ = L¡ L2 

M ~ = IL¡ L2 max 

para un arr~glo cualquiera de dos circuitos, se tiene 

M < IL¡ L2 

(7.25) 

' 
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Cuando se desea escribir la inductancia mutua en términos de las 

inductancias propias, se acostumbra usar un factor k que depende 

de la geometría del arreglo y cuyo valor se encuentra entre O y 1, 

dado que la inductancia mutua será considerada siempre positiva. 

En conclusi6n, la inductancia mutua se puede obtener como 

o < k < 1 (7.26) 

7.4 EJEMPLOS DE CALCULO DE INDUCTANCIA PROPIA Y MUTUA 

Aplicaremos ahora las expresiones (7.9) y (7.21) para calcular la 

inductancia en algunos casos cuya geometría permite obtener con 

facilidad el flujo magnético enlazado A • 

a) Inductancia propia de un solenoide 

Consideremos el solenoide de secci6n circular y enrollado unifor

me, de radio a , longitud t y número de vueltas N mostrado 

en la figura 7.6. 

+ + 
A B 

FXGURA 7.6. Solenoide de N vueltas uniformemente enrolladas a 

lo largo de una longitud t . 
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- ~ 

Cuando 1 >> a , la densidad de flujo magnético B se puede co~ 

siderar aproximadamente constante en cualquier secci6n transversAl' 

del solenoide e igual a la densidad de flujo magnético en el cen

tro de éste, entonces 

~ ~ 

como ces e = 1 , por ser los vectores B y dA ce lineales y 

B aproximadamente constante, se tiene 

~ = B ff dA= B A 

usando la aproximaci6n mencionada para B 

~ = A (7.27) 

y en virtud de que el flujo anterior es enlazado por todas y cada 

una de las vueltas,, obtenemos 

A = N~ = 

empleando ahora la ecuaci6n (7.9) 

resulta 

L = 

A 
L = I 

ecuaci6n correcta cuando 1 >> a . 

(7.28) 

' 
Para el caso de un solenoide corto, es necesario aplicar un fac-
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tor K de correcci6n y la expresi6n para obtener la inductancia 

propia es 

L = K (7.29) 

El factor K es funci6n de la relaci6n a/i y se puede obtener 

en forma aproximada de la gráfica de la figura 7.7, la cual se ob 

tuvo de resultados experimentales. 

K a/9.- K 

0.2 0,85 

1.0 0.4 0.74 
0.6 0.65 

0.9 0.8 o. 58 
1.0 0.53 
1.5 0.43 
2.0 0.37 
4.0 0.24 

10.0 0.12 

0.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 a/9.-

FIGURA 7.7. VariaciÓ'n del factor de corrección K para valores 

de a 
i 

entre o y 1 o 

Compruebe __ que un solenoide con secci6n circular de radio a = 6 cm, 

longitud i = 6 cm y 120 vueltas enrolladas uniformemente, po

see una inductancia L " l. 8 mH . 

b) Inductancia propia de un toroide de secci6n rectangular 

Calcularemos ahora la inductancia propia de un toroide de secci6n 

rectangular como el mostrado en la figura 7.8, sus radios interno 

y externo son r¡ y r 2 respectivamente, con N vueltas enro

lladas uniformemente. 
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r 

-----Tb 
_____ _L 

' 

PIGUHA 7.8. Toroide de sección rectangular y N vueltas enrolla

das uniformemente. 

Las expresiones que permiten evaluar la magnitud de campo magnét! 

co B producido por el toroide son 

¡¡ Ni 
o 

B = 2nr si (7.30, 

B = O para r < r 1 y r > r 2 

El flujo a través de la secci6n transversal del toroide, se obtie 

ne de 

~ = 
IJ 

+ + 
B•dA = 

JI 
+ + 

1 
1 

BdA cos e 

pero cós, e = 1 , ya que B y dA son colineales y también se 

tiene, de la figura 7.8, que 

dA = bdr (7.31) 

sustituyendo (7.24) y (7.25) en la 

I rz 
~ = 

r¡ 

ecuaci6n del flujo, obtenemos' 

¡¡
0 

Ni 

2nr bdr 
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integrando y sustituyendo limites, nos queda 

JJ Nib o 
.p = 2u .tn r¡ 

(7 .32) 

El flujo obtenido es enlazado por todas y cada una de las vueltas, 

por lo que 

A = N,P = 

y como 

se obtiene finalmente que 

L = 

2u 

A 
L = i 

211 
.tn 

.tn 
r¡ 

(7.33) 

Si las características de un toroide de secci6n rectangular son: 

r 1 = 8 cm , r 2 = 10 cm , b = 1 cm , N= 3 000 vueltas, y posee 

núcleo de aire, compruebe que la inductancia propia es 

L = 4.017 mH 

e) Inductancia mutua entre dos solenoides coaxiales 

A continuaci6n mostraremos la aplicaci6n de la expresi6n (7.21) en 

el cálculo de la inductancia mutua. 

Consideremos dos solenoides de enrollamientos uniformes colocados 

uno sobre otro, de tal manera que se puede considerar que poseen 

la misma secci6n transversal de radio a , como se indica en la fi 

gura 7.9. 
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' 1 
1 
IN : 1' 1 1 

' ' 1 

Ja '\ \ \ \ \ \ '1 ""'"'' \ \ ' ' \ 
---1 -i l 1 

\. / J J J J J J. Jf~.) J J J / 

1 í 
~ 1 

FXGURA 7.9. Solenoides coaxiales de longitudes distintas y sec

ciones transversales aproximadamente iguales. 

Supondremos además que el solenoide 1 es largo (i 1 >>a), por lo 

que el campo fuera del solenoide 1 es pequeño en comparaci6n con 

el existente en su interior, y en esencia, todo el flujo que pro, 

ce el solenoide 1 cruza cada vuelta del solenoide 2, entonces 

. 
ljl¡ 

Observemos también que .P12 i .P1 

El flujo enlazado por 2 es 

y de la ecuaci6n (7.21) 

M= 
i¡ 

= i¡ 

ya que se puede considerar corno largo el solenoide 1, se tiene qu' 

lji¡=BA= 
JJO N¡i¡ 

i¡ 
A 
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y concluimos que 

M= (7.34) 

d) Inductancia mutua entre un conductor recto l.arqo y una espira 

rectangu1ar copl.anares 

Consideremos el arreglo mostrado en la figura 7.10, donde se tiene 

un conductor recto y largo cercano a una espira rectangular. 

) 
f---a ----1 

' ·--T 
b 

~--l 
{) espira 

' conductor ro-l 

FXGUJIA 7.10. Espira rectangular cercana a un conductor recto y 

largo. 

El flujo enlazado que podemos evaluar con facilidad es el flujo 

~ec , por lo cual obtendremos la inductancia mutua con la rela

ción 

M= 

y 
• 

)J 1 b o e 
211r 

dr 
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al integrar resulta 

q,ec = 

finalmente 

~ b i o e 
2n 

ro + a 
.tn ' 

~-¡¡b--r.,-+-a-[-] 
M = --- .tn H 2n ro (7.35) 

En un arreglo de conducto~ recto y larg~y espira rectangular co

mo el de la figura 7.10, se tienen· las siguientes dimensiones: 

a = 6 cm , b = 10 cm y r 0 = 2 cm • Verifique que el coeficien 

te de inductancia mutua es M= 27.73 nH • 

EJEMPLO 7.1 

La figura 7.11 (a) muestra un par de solenoides sobrepuestos de 

tal manera que podemos considerar que esencialmente su sección 

transversal es la misma. Supongamos que a través del solenoide 1 

circula la corriente i1 y que ésta varía como se indica en la 

figura 7.11 (b). 

A 

solenoide 1 
/a 

N1= 4000 vueltas 
(a) 

F:IGD.R.A 7.11. 

~ 1 

~----~2 
1 
1 

'o2"
2
/ 

----l 

b 

1 
1 

solenoide 2 
N2= 800 vueltas 

5A 

y 
K = 5 X 106 A/s

2 

A= 4cm2 

~ 1 = 4n cm 

~2= 2n cm 

(a) Solenoidessobrepuestos con objeto de que el ár~ 
de sección transversal sea la misma para ambos; (b) variación de 

la corriente i1 con respecto al ti~mpo. 

Basados en los datos de la figura 7.11, obtener: 
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a) Las inductancias propias L1 y L2 de cada solenoide. 

b) La inductancia mutua M y el coeficiente de acoplamiento. 

e) La diferencia de potencial en las terminales de cada solenoide 

para t = 0.5 milisegundos. 

d) Repetir el inciso e considerando que se conecta un resistor 

R = 14 n a las terminales del solenoide 2. 

SOLUCXON 

a) Para calcular L1 

i1 >> a (a= 1.13 cm) 

2 

usaremos la ecuación (7.28) ya que 

por lo que 

L 1 = 
\lo Nl A 411" X 10-7 (4000) 2 4 X 10-'+ 

= = 64 mH 

Para calcular L2 usaremos la ecuación (7.29) y de la gráfica de 

la figura 7.7 obtenemos que K = 0.91 
a 

para .1.
2 

= 0.18, 

= 0.91 [
4 11" X 10- 7 (800) 2 

211"(10- ) 

b) De la ecuación (7.34) la inductancia mutua es 

y de la ecuación (7.26) 

M 
k = 
~ 

= 

= 1 2. 8 

12.8 X 10-3 = 0.74 
X 4.66 X 10-6

1 

entonces 

mH 

mH 

e) Para el solenoide 2 tenemos que la magnitud de la fuerza elec

tromotriz inducida es 
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' t = 0.5 ms 

Para O < t < 1 ms 

di¡ ·~------------------------------_____________________________________ i_¡_=-Kfz---.·.--~===--~2-Kt 

entonces 

dt 

= 2(5 x 1o 6 ¡ (o.5 x ro-3¡ 

t = 0.5 ms 

= 5000 A 
S 

Ei 2 = (12.8 x 1o-3¡ (5ooo¡ = 64 v 

y con base en la ley de Lenz 

V ab = - 64 V 

Para el solenoide 1, la magnitud de la fuerza electromotriz indu

cida es 

t = O. S ms 

Eil = 64 X 10-3(5000) = 320 V 

y con base en la ley de Lenz ' 

V = + 3 20 V 
xy 



' 

, 

445 

d) En este caso la magnitud de la fuerza electromotriz inducida 

en el solenoide 2 será como en el inciso anterior Ei 2 = M(2 Kt), p~ 

ro i 2 Y. O , y como el solenoide 2 posee resistencia la corrien-

te para O < t < 1 ms será 

= = 8 00 o t 
rs2 + R 

para el tiempo t = 0.5 ms 

i 2 = 8 000 t = 4 A 
t = 0.5 ms 

Su dirección estará dada por el principio de Lenz y circulará del 

punto b al punto a por la resistencia R 

Para el solenoide 1 tendremos que la magnitud de la fuerza electro 

motriz inducida será 

para t = O. 5 ms 

por lo que 

di¡ di2 
Eu = L¡ + M 

dt dt 

V = 422.4 V 
xy 
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7.5 EIERGIA ALMACENADA EN UN CAMPO MAGNETICO 

' Analizaremos primero la energía que se almacena en un inductor L 

en el cual, basados en la ley de Faraday, sabemos que es posible 

obtener una diferencia de potencial inducida, dada por la ecua

ci6n (7.10), entonces 

E = - L di 
i dt 

Si se desea mover una carga dq a través del campo eléctrico in

ducido, se tendrá que realizar un trabajo que llamaremos dW y 

que se expresa como 

dW 

pero 

por lo que 

~ = i 
dt 

L -ª.g_ di 
dt 

dW = L i di (7 .36) 

Para obtener la energía total U bastará con integrar la ecuaci6n 

anterior 

u = 

concluimos que 

L i' di' 

U = .!. L i2 
2 

1 L ~2 = 2 ..&. 

' (7 .37) 
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Cuando por cualquier inductor circula una corriente, existe ener

gía almacenada asociada al campo magnético, dada por la ecuación 

(7 .37). 

Es posible también expresar la energía almacenada en función del 

flujo enlazado A , ya que de la relación (7.9) L = A/i , por 

lo tanto 

(7 .38) 

De manera análoga como se obtuvo la densidad de energía asociada a 

un campo eléctrico, 

caso magnético. 

de simplificar, 

La 

podemos encontrar la densidad de energía en el 

obtención de tal expresión se hará con objeto 

para el caso particular de un solenoide largo; 

posteriormente generalizaremos el resultado. 

Recordemos primero la ecuación (7.28) que permite obtener la induc 

tancia propia de un solenoide largo 

L = 

La energía que almacena es,te solenoide cuando circula por él una 

corriente i , de la ecuación (7 .37), es 

U = 1 
L i 2 

2 = 1 
2 

Sabemos también que el campo magnético que produce es 

B = 

por lo que la ecuación (7.39) se puede escribir 

1 IJO N i 
U=- B 

2 R. 

(7 .39) 
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pero V = A R. 

magnético B , 

es el volumen 

por ende 

donde esencialmente existe el campo~ 

U= -
1

- B2 V 
2 Jl o 

(7.40) 

de donde obtenemos que la energía p.or unidad de volumen o densidad 

-------de-energ~a-u-,-asoci-ada-a·l-campo-ma·gnéti-co-es 

U B 2 
u = = V 2Jl 0 

(7.41) 

En general, cuando_ el campo no es constante en el volumen conside

rado, las ecuaciones (7.40) y (7.41) toman la forma 

u = 

u = 

J J f B2 dV 

dU 
dV = 2Jlo 

(7.42' 

(7.43) 

Cuando tenemos dos circuitos cercanos donde existe inductancia mu

tua, de (7.38), la energía almacenada en el circuito 1 es 

desarrollando 

U 1 L .2 1 , . 
1 = 2 1 .~ 1 + 2 ~ 1 2 ~ 1 (7.44) 

usando las ecuaciones (7.9) y (7.15) 

' U 1 L .2 + 1 M' . 
1 = 2 1 ~1 2 ~1 ~2 (7 .45) 
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Compruebe que para un solenoide corto 

dio a = 6 cm , longitud i = 4 cm , 

i = 600 mA la energía almacenada es 

449 

con sección circular de ra-

200 vueltas y corriente 

U=l.lmJ 

Una de las posibles aplicaciones de la ecuación de energía (7.42) 

es la obtención de inductancia propia, como se muestra enseguida. 

Al igualar las expresiones (7.37) y (7.42) obtenemos 

1 L i2 = 1 fff B
2 dV 

2 2JJo 

de donde 

L 1 I I I B2 dV (7 :46) = 
)J.. i 2 

Esta ecuación presenta otro camino para obtener la inductancia pr~ 

pia. 

Consideremos un cable coaxial-muy largo como el de la figura 7.12. 

FIGURA 7.12. Cable coaxial con corriente distribuida uniformemen

te en los conductores interior y exterio~ y ademls de longitud 

muy grande. 
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si los conductores transportan corrientes iguales y de sentidos' 

contrarios, distribuidas uniformemente, las expresiones que det _ 

minan el campo magnético, según se desarroll6 en el,capftulo 5, 

son ~'o i r 
B = 

2nr 2 
a 

llg--i 
B = -.--1 

2nr 

i 
2 

llo r 
e B = 

2nr r2 
e 

B = O, 

si 

cuando 

- r2 
para 

r2 
b 

si 

r < r 
a 

r < r 
a 

rb,2_ r 

r < r 
e 

< rb 

< r 
e 

Empleando la ecuaci6n (7.42), la energfa total almacenada se ob

tiene como 

donde 

u = 1 
211 0 

dV = (2rrr) R. dr 

La energía almacenada total U es la suma de las energías en el 

conductor interior, en el espacio entre conductores y en el con

ductor exterior; fuera del cable coaxial la energía es cero, por

que B = O en esa regi6n. 

La energía almacenada en el conductor interno es 

' 
/ 

U¡ = 21rr dr = 1 

2ii": 



' 
ul = 

En el espacio entre conductores se tiene que 

[ ~o i]
2 

R. 
2 ~r ( 2nr dr) = -2--

" ¡¡o 

Eh el conductor exterior 

U3 = 

R. 
u3 = ~ 

1 
11 0 i 

2 llo 

[ 2 2 

2n 

+ 

2 . 2 
llo ~ 

2n . 

re ¡~ r2 -r2 e 
2 r2 rb 211r r -e b 

4 
r r e 

.en 
e 

2 2) 2 (r - rb rb e 

¡¡ ~ 
o 

[ 

2 . 2 

r 211r dr 

2.2 
¡¡ ~ 

o 

211 (r2 
e 

[ 3 r~ 

2 
r 

e 
2 - r ) b 

41' Por lo que la inductancia propia L del cable coaxial es 

L = 

451 

(7.47) 

(7.48) 

+ 

(7.49) 

(7.50) 

(7 .51) 
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sustituyendo 

' 9. 11 o 9. 
4 

_ ~¡3r~ 2 ] 
llo rb llo 9. r r - r 

L = + in + e ln e 

r!) 8n 2n 2n (rz 2 )2 ra - r rb 8n (r 
e b e 

(7.52) 

En la práctica, las dimensiones del cable se seleccionan de tal m~ 

nera que la mayor parte de la energía se encuentre almacenada en

tre los conductores, por lo cual es válida la aproximación 

[H] (7.53) 

Con objeto de comparar la inductancia obtenida con la de otro ti, 

de cable, concluiremos este subtema dando la expresión que determ~ 

na la inductancia de un par·de conductores paralelos de sección 

circular de radio a , con una separación d entre sus ejes, y 

muy largos 

L = 
11 0 9. · d 

ln [H] (7.54) 
1T 

si d >> a 

11 o 9. d 
L = ln-

TT a [ H] (7 .55) 

' 
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~ 7.6 INDUCTORES CONECTADOS EN SERIE Y EN PARALELO 

, 

Presentaremos a continuaci6n la forma de obtener un inductor equi

valente de un arreglo de inductores conectados en serie o en para

lelo. 

En la figura 7.13 se muestran dos inductores cercanos conectados 

en serie y con enrollamientos en sentido opuesto. 

L¡ 

--i 

a e ' 

FIGURA 7.13. Inductores conectados en serie, cuyos devanados se 

encuentran en sentidos opuestos. 

Por estar conectados en serie, la corriente i es la misma para 

ambos inductores, y el voltaje en las terminales de cada inductor 

es 

Vab = Ll 
di di 
dt - M dt (7.56) 

(7.57) 

El signo negativo en las expresiones anteriores, aparece debido a 

que los flujos enlazados A1z y Azl tienen direcciones opuestas 

a los flujos propios Al y Az respectivamente. 

Sabemos que 

V 
a e 

di = (L 1 + Lz - 2M) dt (7.58) 



454 

di . 
Pero Vac es el voltaje total aplicado y dt es la variaci6n de 

la corriente total del circuito, por lo que un inductor equivale~ 

te debe cumplir con la relaci6n 

V ac 
di = L eq dt (7.59) 

comparando las ecuaciones (7.58) y (7.59) concluimos q~u~e~------------------

L = L¡ + L2 - 2M eq (7.60) 

Cuando los flujos enlazados poseen la misma direcci6n, se obtiene 

L = L¡ + L2 + 2M eq (7.61) 

Con objeto de simplificar la representaci6n diagramática de los i~ 

ductores acoplados magnéticamente (M t O) , es costumbre señalar, 

mediante puntos, la forma en que está enrollada una bobina con re~ 

pecto a otra; los puntos mencionados se llaman marcas de polaridad. 

La figura 7.14 muestra la colocaci6n de estos puntos para el caso 

de dos inductores conectados en serie • 

• • 
L¡ L¡ L¡ L¡ 

:)M )M 
L2 L2 

L2 L2 

• 
(a) (b) 

PIGURA 7.14. Colocación de las marcas de polaridad en el caso en 

que se tienen flujos en la misma dirección (a) y flujos en direc

ciones contrarias (b). 

-
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Las· marcas de polaridad se interpretan de la forma siguiente: si 

debido a las variaciones del flujo A¡ se induce un voltaje en 

L¡ , que hace más positiva su terminal marcada con punto, las va 

riaciones del flujo enlazado A2 ¡ , harán más positiva la termi~ 

nal de L 2 marcada también con punto. 

En el caso particular en que el coeficiente de acoplamiento es muy 

pequeño (k ... 0) 
' 

(7. 60) y (7. 61) se 

es decir l·l << L¡ y 

pueden aproximar a 

L = L¡ + L2 eq 

las ecuaciones 

(7.62) 

En general, si despreciamos todas las inductancias mutuas M de 

n inductores conectados en serie, se tiene 

L = eq 

n 
l: 

i=l 
L. 
~ 

(7.63) 

Otra posibilidad, es conectar los inductores en paralelo, como se 

muestra en la figura 7.15. 

b--------4------_.... 
FIGURA 7.15. Inductores conectados en paralelo. Observar que los 

flujos ~¡ y ~2 tienen la misma dirección en los núcleos, pero en 

el exterior se oponen. 

41' Por estar los inductores conectados en paralelo y con base en la 

figura 7.15, se tiene 





' 

, 

Al factorizar y simplificar obtenemos 

dado que Vab es el voltaje total y 

rriente total, se -cumple la {cuaci6~ 

di 
dt 

di = L eq dt 

457 

(7.70) 

es la derivada de la co 

(7.71) 

Si comparamos (7.70) con (7.71), concluimos que 

L. 
eq = (7.72) 

Cuando los flujos de los inductores tienen el mismo sentido, se 

tiene que el inductor equivalente es 

L eq = L¡ + (7.73) 

En el caso par~icular en que M << L¡ y L2 , las ecuaciones 

(7.72) y (7.73) se pueden aproximar a 

L¡ L 2 
L = eq L 1 + L 2 

(7.74) 

En general, si despreciamos todas las inductancias mutuas M de 

n inductor~s conectados en paralelo, tendremos 

1 
y;--= 

eq 

n 
¡; 

i=1 

1 
Li 

(7.75) 
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La figura 7.16 muestra la forma de representar los inductores 

nectados en paralelo, usando las marcas de polaridad. 

(a) (b) 

co-' 

FIGURA 7.16. Colocación de las marcas de polaridad en los casos 

de flujos de direcciones iguales (a) y flujos de direcciones opue~ 

tas (b). 

7.7 CIRCUITO R L COl FUERTE DE VOLTAJE CONTINUO 

Cuando construimos un solenoide, lo hacemos normalmente enrollan

do alambre de cobre, este alambre, conductor a temperatura ambie~ 

te, posee resistencia apreciable y también capacitancia; aunque 

esta última, en la mayor1a de los casos prácticos, puede ser des

preciada. 

Podemos afirmar entonces, que un solenoide real no es un inductor 

puro; lo mismo ocurre con las bobinas y, aun en un conductor rec

to y aislado, existe inductancia, resistencia y capacitancia. 

Por lo anteriormente expuesto, es necesario que analicemos el co~ 

portamiento de un elemento que posee simultáneamente inductancia 

y resistencia, como es el caso de los inductores reales. 

Ll~maremos circuito R L a la combinación de un resistor y un in,

ductor conectados en serie. 

Por el momento analizaremos el comportamiento del circuito solame~ 

te para_corriente directa, y para ello nos referiremos al circuito 
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~ mostrado en .la figura 7.17. 

, 

t=O R 

L 

FIGUBA 7.17. Circuito R L con fuente de voltaje continuo. 

El circuito puede representar la conexión de un solenoide real, 

donde R es la resistencia total que incluye la resistencia del 

solenoide y la interna de la fuente, y L es la inductancia del 

solenoide. El circuito también puede ser la representación del 

equivalente de un arreglo de inductores y resistores que puede 

ser reducido al de la figura 7.17. 

Consideremos direcciones de referencia asociadas para R y L 

al aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff a la malla del circui

to 

(7.76) 

donde 

(7.77) 

= L 
diL(t) 

(7.78) VL dt 

además 

iR (t) = iL ( t) (7.79) 
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Sustituyendo 

obtenemos 

las relaciones (7.77) a (7.79) en la ecuaci6n (7.76), ~ 

di 
L 

dt 
R E 

+ L iL = L (7.80) 

------------ecuaci6n-que-t~ene-la-misma-forrna_que_la_resuelta_en el caso de un 

circuito R e . 

Supondremos que el interruptor se cierra en t = O y además la 

condici6n inicial es: iL (O) = O , debido a que en t = O la 

fern inducida es la máxima, obteniéndose. 

R 
E = R (1 - e 

L t 
(7.81) 

y obtenemos vL(t) sustituyendo (7.81) en (7.78) 

R 

vL (t) = E e · L 
t 

[v) (7.82) 

La figura 7.18 muestra las gráficas de las ecuaciones (7.81) y 

(7.82) con una escala de tiempo en múltiplos de la constante de 

tiempo del circuito, TL = ~ [s] observemos que la definici6n 

de constante de tiempo es semejante a la del circuito R e ya 

que TL representa el tiempo para el cual el exponente de e 

(base de los logaritmos naturales) es -1 en las ecuaciones (7.81) 

o (7.82). 

' 



' 
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E 

FIGURA 7.18. Gráficas del comportamiento de la corriente iL y 

el voltaje vL en un circuito R L . 

De manera semejante al circuito R C , 

para fines prácticos, se han alcanzado 

estable del circuito si 

es posible considerar que, 

las condiciones de estado 

Entonces, e!l 
el intervalo 

fenómeno transitorio en esencia se presenta durante 

0 S t S 4 TL 

Las condiciones para estado estable se 

las ecuaciones del circuito y son: iL 

obtienen cuando 
E = R , VL = o y 

t _,. 00 

V = E R 

en 

Analizaremos a continuación la transformación de energ!a que se 

lleva a cabo en este circuito, para lo cual tomaremos el interva

lo de O a t1 

La potencia entregada por la fuente al circuito es 
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la energ!a suministrada 

O a t1 será 

por la fuente en el intervalo de. 

f:1 I:1 

R 
E2 L t 

u = E i (t) dt = (l-e ) dt 
S R 

Al integrar y sustituir limites, obtenemos 

La cual se puede escribir como 

u 
E2 

t1 - L 
E 

iLl = (7.83) 
S R R 

donde 

[ 1-e-

R 
t 1 ] 

iL1 
E L 

= ñ 

En el mismo intervalo, la energ1a transformada en calor (Ut) 

por la resistencia es 

J
t¡ 

u = 
t o 

R i~(t) dt = [
1 

dt 

Al integrar y sustituir limites, se tiene 

R 
t1] + [ 1-e-

2 R 

t1J] E2 [ 2 L [ -
- --

ut 
L L L = R t1 - ~ 1-e 2R 

que puede ser expresado como 

[ t1 -

R 
t1 ] - [ 1-2 

R 2 R 

t 1]] E2 L [ 1-e- L 
- t, - --

ut 
L L L 

= :R 2 R e +e 
R 

' 

' 
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y empleando la definici6n· de iLl de la expresi6n 7.83, ·conclui

mos que 

La energía almacenada por el inductor (Ua) es 

J
t¡ 

dt = o 

Al integrar y sustituir limites, se tiene 

u"' = 
a [ ~ L L 

R + R 

Usando la definici6n de iL 1 

U = 1 ·L. 2 
a 2 l.L1 

e 

R 
-- t 

L 

~ t 1 J] 

utilizando las ecuaciones (7.83) a (7.85) comprobamos que 

(7.84) 

dt 

(7.85) 

Al observar (7.85), concluimos que la energía almacenada en el in 

ductor, en el instante t = t 1 , depende de la corriente en di

cho instant·e. 
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Cuando no se han alcanzado las condiciones estables del circuito, 

una parte de la energía que suministra la fuente es almacenada en 

el inductor y otra parte es transformada en calor en el resistor. 

En estado estable (t -+ .. ¡ 
' toda la energía que suminist~a la 

' 
fuente es transformada en calor y la energía almace.nada en el in

-------·ductor-es-J:a-máxima-,-manteniéndose-constante.-=.-----------------

Con referencia a la figura 7.19 (a), si pudiéramos cambiar instan 

táneamente el interruptor de la posici6n a a la posici6n b y 

no existiera ionizaci6n del aire producida por la diferencia de 

potencial que aparece en los contactos debida a la fem inducida, 

obtendríamos un circuito en el cual existe la condici6n inicial 

iL(O) = I 0 • 

Es decir, la energía almacenada en el indu~tor podría ser trans

formada en calor en el resistor. 

En la práctica esto se logra conectando al circuito una fuente 

de señales como la indicada en la figura 7.19 (b) • 

.-----o a 
e 

b 

+ 
E E-

L 

+--'--'---'---t 
d 

(a) (b) 

Fl:GORA 7.19. El interruptor de la figura (a) puede ser sustitui-

do por una fuente de voltaje que genera una señal como la mostra

da en ( b) . 

' 
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Aplicando la ley·de voltajes de Kirchhoff al circuito mostrado en 

la figura 7.20, resulta 

(7.86} 

R - + -~ 
i¡,(O} = Io 

VR 

L__ i¡, 
VL 

-1 • 

FIGURA 7.20. Circuito R L con condición inicial en el inductor 

iL (O} = I o • 

Sabemos que 

y 

Sustituyendo estas últimas, la ecuación (7.86} queda 

·di 
L R 

dt + L iL = O 

y resolviendo la ecuación resulta 

iL(t} = r. e 

VL(t} = -R 1 0 e 

R t 
L 

~ t 
L 

(7.87} 

(7 .88} 

(7 .89) 

La figura 7.21 muestra las gráficas de estas ecuaciones con una es 

cala de tiempo en múltiplos de TL . 
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-Rlo 

FJ:GURA 7.21. Gráficas del comportamiento de la corriente iL y 

el voltaje vL en un circuito RL sin fuente y con condición 

inicial iL(O) = 1 0 • 

EJBKPLO 7.2 Dos solenoides de sección circular se conectan en se 

rie, corno se muestra en la figura (7.22), a una fuente de 24 V 

con 1D. de resistencia interna; sabemos que el coeficiente de aco 

plarniento es k= 0.2. Si las características de cada solenoide 

son las indicadas en la misma figura, obtenga: 

a) Una representación diagrarnática del circuito. 

b) El circuito R L equivalente. 

e) El tiempo para el cual se puede considerar estado estable. 

d) El voltaje Vab en las terminales del solenoide 1, dos mili 

segundos después de cerrar el interruptor. 

' 

e) La energía almacenada por el solenoide 2, dos milisegundos ~ 
después de cerrar el interruptor. 

f) La densidad de energía máxima en el'solenoide 1. 
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' interruptor 

a 

Solenoide: 

1 2 

N¡= 2000 N2= 800 
24 V 

1 n 2 1= 12an 22= 10 an 

a¡= 1 an az= O.San 

r¡= 6 n r2= 3 n 

e 

FXGORA 7.22. Solenoides largos conectados a una batería. 

SOLOCIOB 

a} La representación diagramática es 

t = o r¡ 

,_,4Vr· X 

• 
L¡ 

b )M 
'r=1íl 

L2 

• e y 

Por ser i¡ >> a¡ y i2 >> a2 , se cumple que 

J.lo N~ Al 4u X 10- 7 (2000} 2 1T(0.01} 2 
L¡ = = = 1 3 o 1 59 mH 

i¡ o o 1 2 

, 2 
).Jo N2 A2 4u X 1o- 7 csoo} 2 1T(0.005} 2 

L2 = = = 0.632 mH 
.tz o o 1 

= 0.577 mH 
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b) El circuito equivalente es 

' t =o R 

24V L 

donde 

L = L¡ + L2 - 2M= 12.638 rnH 

R = r + r¡ + r2 = 10 n 

e) Corno T
1 

= i = 1.264 rns y el tiempo deseado es aproximadarne~ 
te 4 TL , entonces 

t = 5. O 5 rns 

d) Para t = 2 rns la corriente i
1 

a través de la malla es 

i ( t) 

= 

t=2 rns 

y como 

24 
1 o 

V 
ab 

V 
ax 

V 
Y.b 

[ 1-e-

= V 
ax 

= r¡ 

= L¡ 

2 
1.264 

] = 1 • 91 A 

+ V 
xb 

iL = 6(1.91) = 11 • 46 V 

di
1 

di diL 
M L (L¡ M) - = -

dt dt· dt 

' 



1 Pero 

por lo que 

para t = 2 ms 

E -t/T 
= e L 

L 

·vxb = 
-t/T e L 

12.582 X 10-3 
= 12.638 x 10-3 ( 24 ) e 

= V ax 
= 16.36 V 

e) La energía almacenada en el solenoide 2 es 

Uz = 2 L 2 i~ 2 M i~ = 
1 
2 ( L 
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2 
1 . 2 64 

::;;: 4. 9 V 

- M) 

esta energía es máxima cuando iL es máxima, es decir, cuando 

E =- - = 2. 4 
R 

A 

u
2 

, = 0.066 mJ 
max 

y la densidad de energía máxima será 

u2 • max 
u2máx = v2 = 

0.066 X 10-3 
0.1 (11)(0.005)2 

= 8. 4" 
J 

m3 
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EJEIIPLO 7.3 

Suponga un transformador como el mostrado en la figura 7.23 (a) , 

del cual se sabe que los valores de inductancia y resistencia de 

los devanados primario y secundario son respectivamente, 

L¡ = 1 H , r 1 =1oon, L2=0.25H 

ciente de acoplamiento de las bobinas es 

y 

k 

r2=10n. El coefi 

= 0.8. Si al prima-

' 
-------r i:o-d e-1-tr a nsf o rmado r-s e-1-e-ap-1-i:c a-u na-s eña-1-d e-v o-1-t a_j_e_v-(T)-,-------

que varía como se indica en la figura 7.23 (b), obtenga el valor 

de i 1 v1 y v 2 para el intervalo O< t < 30-ms, y haga 

una gráfica de cada una de estas funciones en dicho intervalo. 

v(tl [vJ 
a 

•• 24- -
V¡ Vz 

L, 

b y 10 ¿ 30 40 50 t [ms] 

FIGURA 7.23. Diagrama de un transformador alimentado por una 

fuente de señales. 

SOLUCIOR 

Analizaremos primero el comportamiento de las variables para el 

intervalo O < t < 10 ms 

El comporta-mi-ento del primario del transformador será el de un 

circgito RL con una fuente de voltaje constante 

las ecuaciones (7. 80) y (7. 81) tenernos que 

i 1 = 
E 

r1 
[ 1- e 

r¡ 
t 

r1 
L¡ 

v¡ = E e L 1 = L¡ 

E = 24 V y de 

' 



' 
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Al sustituir valores, tenemos que para o < t < 1 o rns 

i¡ = 0.24 ( 1-e-JOOt) o < t < 1 o rns 

24 
-IOOt o V¡ = e < t < 1 o rns 

Para obtener v2 es necesario calcular primero la inductancia mu 

tua M , entonces de la ecuación (7.26) 

de donde 

M= o.ah (0.25) = o.4 H 

De la ecuación (7.23) y sin considerar los subíndices 

por lo que 

M 

L¡ 

r¡ 
t 

E e L¡ 

al sustituir valores, obtenernos que 

-Ioot e O < t < 10 rns 

NÓtese que la relación entre los voltajes v¡ 

expresada 

V¡ L¡ 
= = N 

v2 M 

k 
L¡ NI 

pero como < 1 < -
M N2 

y v2 puede ser 
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Existe entonces una re,lación de transformación N = 2. S que no 

indica, necesariamente, que la relación de vueltas sea 2.5. 

Un procedimiento alternativo para obtener v 2 es 

1 
vz = N V¡ = 1 

24 2.5 
-lOOt 

e = 9.6 
-lOOt 

e 

Además, se debe observar que por estar abierto el secundario, 

v 2 = v ya que i 2 es cero y, en consecuencia, el término de xy 
voltaje inducido, en el primario, debido a variaciones de la co-

rriente en el secundario es nulo, es decir 

Para el intervalo 10 ms < t < 20 ms, tendremos un circuito de d~ 

senergización en el primario, por lo que será necesario conocer 

las condiciones iniciales. El inicio de este proceso se dará 

cuando t = 10 ms y en ese instante tenemos que 

i 1 ( t) = r 01 = o.24 O. 1 52 A 

t = 1 O ms 

Para utilizar las ecuaciones (7.88) y (7.89) se considerará 

t' = O para el instante en que se inicia este proceso, por lo que 

se tiene 

i 1 = I O 1 e 

r¡ 
t' 

L¡ 

V¡ =-r 1 r 01 e 

vz 

r¡ 
t' 

L¡ 

' 

' 
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Al sustituir valores resulta que 

i¡ o. 1 52 
-100t 0 

= e 

1 O ms < 't < 2 O ms 

-15.171 
-1ooto 

V¡ = e 

( O < t 0 < 1 O ms) 

6.068 -JOOt 0 

v2 = e 

Para el intervalo 20 ms < t < 30 ms , se presenta nuevamente un 

proceso de energización en el primario del transformador, pero la 

condición inicial para i¡ no es cero ya que para t = 20 ms , 

es decir t' = 10 ms, tenemos 

i¡(t 0
) = I 02 = 0.056 A 

t 0 = 1 O ms 

La constante de integración se evalúa de la forma siguiente. 

Partimos de la solución de la ecuación diferencial (7.80), la 

cual se repite a continuación 

i¡ (t) = K e 

r¡ 
t 

L¡ E +-
r 1 

donde K es la constante de integración que deseamos evaluar. 

Si para t" = O, i¡(O) = Io2 entonces 

Io2 K e• E = + 
r¡ 

de donde 

K Io2 
E = - r¡ 
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por lo que 

i¡(t"} = 

Al sustituir valores 

E 
( 1 -e 

r¡ 

r¡ 
t" 

L¡ 
+ Ioz e 

i¡ (t"} = 0.24 (1-e-lOOt"} + 0.056 

Finalmente 

r¡ 
t" 

L¡ 

-lOOt" 
e 

NÓtese que en cada caso se ha considerado un tiempo igual a cero 

en el inicio de cada proceso. 

Las gráficas resultantes son 

i¡ [A] 

0.20 
0.172 

0.10 

10 20 30 t [ms] 

' 

' 



' 

, 

v1 [v] 
24 

20 

10 

-10 -

Vz [v] 

9.6 

-10 

6.78 

1 1 
1 1 

~5.58 
30 t [rns J 

-15.17 

____ 3.53 6.03 

¡---_.__ 2. 71 

~----:-2.23 30 t [ms] 
-4.97 
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FIGURA 7.24. Gráficas de lá corriente y voltaje en el primario, 

y del voltaje en el secundario de un transformador conectado a 

una fuente de señales. 

P R O B L f M A S 

7.1 Calcule la inductancia propia de un solenoide construido 

con alambre magneto AWG # 18, de diámetro nominal incluyendo el 

esmalte d~- f.077 mm. El embobinado se realiza con tres capas de 

alambre de 150 vueltas muy juntas por cada capa. La primera de 

ellas se embobina sobre un cilindro de plástico ( IJP ~ ¡¡o) de 

1 cm de radio, como se muestra en la figura P7.1. 

a=T!o;tJ ~-----------} ) 
'----L-----.... ~-----------/~·-------

Figura P7.1 
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7.2 Obtenga el número de vueltas necesario para que el toroide 

de la figura P7.2 tenga una inductancia Lt = 575.36 ~H. Cal-

cule además el diámetro máximo (que incluya el esmalte) del alam 

bre con el cual es posible enrollar el número de vueltas obtenido 

anteriormente en una sola capa. 

Figura P7.2 

r 1= Bcm 

rz= 6cm 

7.3 Calcule la inductancia mutua entre los dos solenoides coaxia 

les y sobrepuestos de la figura P7.3. 

R., = 20 cm 

2z = 12 cm R.¡ 
a = 1 cm 

1 
1 

2z N¡ = 1800 vueltas 1 
1 

L_: Nz = 900 vueltas 

a 

r ~úc;:leo de 
aue 

a 
b 

Figura P7.3 

' 

' 7.4 Obtenga el coeficiente de inducción mutua para el arreglo 

del toroide y el conductor recto y largo de la figura P7.4. 



, 

Figura P7.4 
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b = 2cm 

rz= 7cm 

r 1= 9cm 

Nt=1600 vueltas 

7.5 Obtenga la inductancia mutua entre dos bobinas cuadradas 

mostradas en la figura P7.5. 

lOcm 

/ 
' ' 

Nz= 40 vueltas 

-- 0} 
.... ... .... ... ' --11- II.:.::.J'-.--11,.~ -- • ----· /, ............ ~ 

1 

1 1 
1 1 

,' 1 
1 1 

1 1 

2cm 

Figura P7.5 

7.6 Calcule las inductancias propias, por metro de longitud, p~ 

ra los cables coaxial y dÚplex de la figura P7.6. 
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(a) cable coaxial 

- - _____ l 
e :--- ----r 

' 

(b) cable dúplex 

Figura P7. 6 

c=lrnn 

d= 4 rnn 

7.7 Suponga que los solenoides del problema 7.3 se conectan en 

serie uniendo la terminal b con la d . Haga una representa-

ción simbólica del arreglo. Calcule también el coeficiente de 

acoplamiento y el inductor equivalente. 

7.8 .considere dos inductores ideales (sin resistencia) 

los cuales se conectan primero en serie y posteriormente en par~ 

lelo, dando por resultado los coeficientes de acoplamiento indic~ 

dos en la figura P7.8. Si a los arreglos se les aplica una dife-

' 

rencia de potencial Vxz = 10 sen 120nt V , calcule la corriente 

y la diferencia de potencial en cada inductor. 

X L¡= 9 H 

• 
L¡ x•.-----~~--------, 

• 
• .. .. L¡ 

"'L2 y k =0.4 
• .. .. 
I • ,. z 

k=0.2 

• (b) 

z 
(a) 

Figura P7.0 
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7.9 si la corriente en el primario del transformador de la fig~ 

ra P7.9 (a) varía como se indica en la figura P7.9 (b), y es 

posible despreciar las resistencias de los embobinados, obtenga: 

a) La relación de transformación N • 

b) Los voltajes inducidos en el primario y en el secundario, p~ 

ra el intervalo O < t < 70 ms 

e) La energía máxima almacenada por el transformador. 

a----. ..-----e 

Lz 

k = 0.8 

(a) 

L¡=SmH 
Lz=2.5rnH 

2 

Figura P7.9 

i, [A] 

(b) 

t[ms] 

7.10 Un solenoide de inductancia propia Ls = 0.5 H y resiste~ 

cia Rs = 1 n se conecta a una fuente de 12 V con resistencia 

in terna r = 1 n ' como se muestra en la figura P7.10. Dibuje 

las gráficas de i , vab y vcb contra el tiempo, para el in-

tervalo O<t<1.4s. 

bles cada 0.2 segundos. 

Indique las magnitudes de las varia-

t=O 

-----.•a -i 

b 

Figura P7.10 

R =1 n 
S 
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de la figura P7 .11 (a) se le aplica una 7.11 Al circuito RL 

señal de voltaje v(t) que varía como se observa en la figura 

P7 .11 (b). 'Dibuje las gráficas del voltaje en el resistor (Vabl, 

el voltaje en el inductor (Vbcl y la corriente i en el cir

cuito contra el tiempo, para el intervalo O < t < 6 s . Calcule 

valores de voltaje y corriente cada 0.5 segundos. 

vt V ( ) [ l 

a r - V lb 20 

+ • 
V(t) • L 

-
r R= 2 ¡¡ 

e 1 2 3 4 5 6 t [s] 
L= 2 H 

(a) (b) 

Figura P7.11 

7.12 Se conecta la combinaci6n en serie de tres inductores con 

resistencia a una fuente de voltaje continuo de 100 V y con r~ 

sistencia interna de 2 n, como se muestra en la figura P7 .12. 

Si los coeficientes de acoplamiento son los indicados, calcule 

para t = SO ms : 

a) La diferencia de pot.encial Vac • 

b) La energía almacenada por L¡ 

t=O 

a e Lt 

lk2 = 0.2 Lt= 400 mH ¡-- --., 
1 + 1 L2= 600 mH 
llOOV 1 2k3 = 0.2 
1 1 

L,= 200 mH 

1 2il 1 
1k3 0.1 Rt= 2 ¡¡ 

L_ 1 = 
--- R2= 3 ¡¡ L2 

F,= 1 ¡¡ 

• 
L, e 

R, 

Figura P7.12 

' 

-
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7.13 Las características del transformador de la figura P7.13(a) 

son: rp=lOíl, 

ficiente de acoplamiento es 

Ls = 0.25 H , rs = 1 íl y el coe 

k.= 0.8. Si al primario del trans-

formador se le aplica una señal de voltaje v(t) que varía como 

se indica en la figura P7.13(b), obtenga las ecuaciones que de-

terminan los valores de 

O < t ~ 200 ms y dibuje 

ip , vp y 

una gráfica 

nes del tiempo en dicho intervalo. 

r 
a 

- • + vp=vab V(t) 

L p 

b 

{a) 

v(t). [V] 

10 

vs para el intervalo 

de cada una de estas funcio 

rs 
X 

• 
V =v 

S y;y 

L 
S 

'-------.. y 

0.04 0.00 o .12 o .16 e .LU t: [s] 

(b) 

Figura P7.13 



CAPITULO 8 PROPIEDADES MAGNETICAS DE LA MATERIA 

' 
1 N T R O D U e e 1 Ó N 

-------:oeb.tdo-a-J:a-importanci~a-de-ra presencia-dela materia en el cálcu 

lo de fen6menos electromagnéticos y en especial, por la gran apl~ 

caci6n de los materiales ferromagnéticos en la ingeniería, en es

te tema trataremos de explicar cualitativamente el origen del com 

portamiento de los materiales diamagnéticos, paramagnéticos y fe

rromagnéticos. 

Posteriormente analizaremos la forma de considerar la presencia 

de la materia en el cálculo del campo magnético para los diversos 

tipos de materiales mencionados. Para el caso particular de los 

materiales ferromagnéticos, introduciremos el concepto de circui

to magnético y analizaremos las características de algunos de es

tos circuitos, así como sus limitaciones. 

Finalmente aplicaremos lo aprendido acerca de los materiales fe

rromagnéticos en el análisis de la fuerza entre polos magnéticos, 

la inductancia en presencia de materiales ferromagnéticos y las 

relaciones para un transformador con núcleo ferromagnético. 

8.1 EFECTOS MAGNETICOS DEBIDOS A LA PRESENCIA DE MATERIA 

Describiremos inicialmente algunos experimentos que podemos reali 

zar para distinguir diversas clases de comportamiento de los mat~ 

riales en presencia de un campo magnético. Un experimento típico 

se realiza con ayuda de un campo magnético no uniforme, el 

puede obtenerse en el extremo de un solenoide o con un par 

los de un electroimán, uno de los cuales termine en punta. 

cual A. 
de po ... 
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La figura 8.1 muestra un solenoide y el esquema del campo obten~ 

do, en donde se puede observar la zona de campo no uniforme que 

existe en cualquiera de sus extremos. 

mUestra 
de 

material 

(a) 

FIGURA 8.1. Solenoide usado para obtener un campo magnético no 

uniforme. En (a) se indica la "forma de colocar las muestras para 

observar la fuerza magnética sobre ellas y en (b) se presenta el 

esquema del campo magnétic~ del solenoide. 

Otra forma de obtener un campo no uniforme es por medio de un 

electroimán, como el mostrado en la figura 8.2. 

z 

)-y 
X 

bobina 

(a) 
(b) 

FIGURA 8.2. Par de polos usado para obtener un campo magnético 

no uniforme. En (a) se indica la forma de colocar las muestras 
para observar la fuerza magnética sobre ellas y en ( b) se presen-
ta el esquema del campo magnético del electroimán. 
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Al colocar una muestra de cualquier material en la zona de campo 

no uniforme, observaremos una fuerza de origen magnético que no 

depende ni de la dirección del campo, ni de su magnitud, sino de 
~z ~Y su gradiente dz para el solenoide o dy para el electroimán, 

es decir, dicha fuerza es más intensa en una zona donde existe 

mayor variación del campo magnético con respecto a la distancia. 

Esta fuerza, además, será proporcional a la masa de la muestra. 

Si repetimos el experimento con diversos materiales, podremos di~ 

tinguir esencialmente los tres tipos de comportamiento siguien

tes: 

1. Materiales que experimentan una fuerza en la dirección en que 

el campo magnético disminuye, éstos son rechazados por el solenoi 

de o por el polo en punta. 

A estos materiales se les conoce como diamagnéticos y como ejem

fue;rza ' 

plo típico mencionaremos al agua, la 

de 2.2 x 10-4 N por cada gramo, en 

igual_ a 17 T y B = l. 8 T • m z 

cual experimenta una 
dBz 

un punto donde <fZ es 

2. Materiales que experimentan una fuerza en la dirección en que 

el campo magnético aumenta, éstos son atraídos hacia el interior 

1el solenoide o por el polo en punta. A estos materiales se les 

conoce como paramagnéticos 

que experimenta una fuerza 

y como ejemplo 

de 2 x 10- 4 N 
~z . 

punto donde dz es ~gual a 17 T 
m y B 

z 

mencionaremos el sodio, 

por cada gramo, en un 

= 1.8 T • 

3. Materiales que experimentan una fuerza varias veces mayor a 

la observada en los casos anteriores y en la dirección en que el 

campo magnético aumenta, éstos son atraídos con gran fuerza ha-

cia el solenoide o por el polo en punta. A estos materiales se 

' 

les conoce como ferromagnéticos, de los cuales el ejemplo más co 

nacido es el fierro, sobre el cual actúa una fuerza de 4 N por ' 
~z T 

-cada gramo, en un punto donde dz = 17 m y Bz = 1.8 T . 



' 
486 

Además, al reducir la variaci6n del campo magnético a· la mitad, 

la fuerza observada sobre los materiales diamagnéticos y parama2 

néticos se reducirá a la cuarta parte. En los materiales ferro

magnéticos, en cambio, la fuerza se reducirá solamente a la mi

tad. 

Otro experimento que nos permite detectar la existencia de las 

tres clases de materiales 

dio de un toroide como el 

Toroide 

mencionadas, puede ser realizado por me 

mostrado en la figura 8.3. 

medidor __; l ___ I ___ _ 
r2 r 1 

;L----.,./ 

-------~--'-~ 

b 
Corte del· Toroide 

FIGURA 8.3. Toroide de sección rectangular y devanado uniforme, 

sobre el cual se ha enrollado una bobina para medir voltaje indu 

cido. 

Sobre el toroide se devana una bobina, a cuyas terminales se co

necta un aparato de medici6n que permite obtener la lectura del 

voltaje inducido (por ejemplo un osciloscopio) cuando se varía 

la corriente en el toroide, por conveniencia en forma senoidal, 

es decir 

( 8 .1) 

Si aplicamos la ley de Faraday, obtenemos que la fuerza electro

motriz induéida en la bobina es 

di 
E - T 
b - M dt ( 8. 2) 
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donde la inductancia mutua se calcula con la expresi6n 

M= ( 8. 3) 

Este dispositivo permite comparar los valores de voltaje inducido 

cuando el núcleo del toroide se construye con diversos materiales, 

' 
con elootenrdo cuando_s_e-col:o-ca-s in~núcl:eo~en-una-zona-de~vac io-o.----~ 

Si tomamos como base el voltaje inducido sin núcleo, observaremos 

que los materiales que llamamos diamagnéticos producen un voltaje 

inducido menor, los paramagnéticos lo incrementan y los ferromag

néticos producen un gran incremento en dicho voltaje. 

En el siguiente subtema trataremos de explicar el origen de estos 

efectos y posteriormente presentaremos la forma de incluirlos en 

el cálculo de fen6menos electromagnéticos. 

8.2 CONTRIBUCION MAGNETICA DE LOS ATOMOS 

El estudio de los fen6menos cuánticos ha permitido explicar con 

éxito la estructura de los átomos y el comportamiento de las paE 

tículas que los constituyen; es por ello, que en un estudio for

mal de la contribuci6n magnética de los átomos, es necesario ap~ 

yarse en los resultados de la mecánica cuántica. Sin embargo, 

dado que no poseemos los conocimientos necesarios sobre ella, tr~ 

taremos de explicar, cuando sea posible y con sus limitaciones, 

algunos efe_ctos magnéticos, apoyados en la mecánica clásica. 

Analizaremos primero c6mo contribuyen los electrones, girando al

rededor del núcleo, al magnetismo de la materia. Supongamos, pa

ra simplificar, un electr6n (carga qe) girando en una 6rbita 
+ 

circular, con una velocidad tangencial v , como se muestra en ' 

la figura 8.4. 
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... 
V 

electrón 
0
/-· --...._") 

r qe ~ 
1 ~r \ 
1 .;¡;.. 1 
\ núcleol 1 

\ / 
................ ..__ -~ 

L 
L 

F:IGURA 8.4. Electrón girando alrededor del núcleo de un átomo, 

en una órbita circular. 

Este electr6n representa una espira de corriente eléctrica, ya 

que en cada segundo su carga p~ede pasar varias veces por un pu~ 

to cualquiera de la trayectoria circular; el valor de esta co

rriente es 

donde 

f = w 
211 = 

(8.4) 

V 

r 211 
( 8. 5) 

+ 
y la magnitud del momento dipolar magnético prn del electr6n en 

6rbita será 

I A = q f (nr2) 
e ( 8. 6) 

Por otro lado, sabemos que el momentum angular del electr6n en 

6rbita es en magnitud 

+ 
jLj = m v r 

e 
( 8. 7) 
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Al relaciona~ las ecuaciones (8.6) y (8.7), obtenemos que 

( 8. 8) 

Observemos en esta última ecuaci6n que los vectores momento dip~ 
+ + 

------------~l~a~r~m=a.gnético pm __ y momentum angular orbital L , están relacio 

nados por medio de la constante i: ; para el caso de un elec
e 

tr6n ésta será negativa, ya que qe es negativa, por lo que los 
+ + 

vectores Pm y L tendrán direcciones opuestas. 

Aunque hemos obtenido una relaci6n para el caso particular de una 

6rbita circular, es posible demostrar que tal relación es general 

y que para cualquier órbita donde el momentum angular sea constan 

te, el momento magnético permanecerá constante. Además, este re

sultado es válido desde el punto de vista cuántico. 

Adicionalmente al magnetismo producido por los electrones en ór 

bit~ existe otra contribuci6n magnética debida a la rotación de 

las partículas alrededor de su eje, llamado espín. 

Debido a que el espín es un fen6meno cuántico, su momentum angu

lar está cuantizado y su valor y símbolo son 

+ 
\S\ = momentum angular interno= (8.9) 

donde 

h = constante de Planck 

En la figura 8.5 se muestran las direcciones del momento magnét~ 

co y del momento angular, para un electrón giran~o sobre su eje. 

' 

' 



' 

, 

490 

FIGURA 
1 
men.tum 

8.5. 

!eje de rotación 

cJ) 

pml 

~~sentido de giro 
electrón~ 

l~ 
1 

Direcciones de los vectores momento magnético y mo-
7 

angular para un electrón. 

La direcci6n del momento magnético puede obtenerse considerando 

al electr6n como una esfera de carga negativa girando sobre su 

eje. 

El prot6n y el neutr6n también poseen espín, es por ello que para 

cualquiera de estas partículas podemos expresar su momento magné

tico como 

(8.10) 

donde 

y = constante giromagnética 

Los valores de la constante giromagnética y para el electr6n, 

el prot6n y el neutr6n son respectivamente 

y e = -2.002 

yp = 5.585 (8.11) 

yn = -3.860 
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Si observamos los valores de y para cada una de las partículas ' 

mencionadas, es posible obtener algunas conclusiones interesantes 

Una de ellas, basada en que Ye ~ Yp , nos indica que la estruc

tura interna del electr6n es distinta a la del prot6n y y 1 O 
n 

es una indicaci6n de la existencia de una distribuci6n de carga 

en el neutrón. 

--------------Basados-en-los-resultados_presentados_con_aQ~erioridad deberíamos 

esperar que cualquier trozo de material produjera un campo magné

tico en sus cercanías, sin embargo, existen dos sentidos posibles 

de rotación de las partículas, tanto orbital como de espín que dan. 

por resultado una cancelación de efectos entre las partículas sub-

atómicas. Si las cancelaciones no fueran totales, cada átomo o mo 

lécula poseería un momento dipolar magnético resultante; además, 

como en un trozo de materia ordinaria no existe ninguna dirección 

preferente para que se orienten dichos dipolos magnéticos, la o

rientación aleatoria impedirá que se detecte un efecto magnético 

externo. 

Investigaremos ahora qué sucede con las contribuciones magnéticas 

de las partículas que constituyen los átomos o moléculas, al, colo 

car un material en una zona donde existe un campo magnético. 

a) Diamagnetismo 

Cuando colocamos un material en una zona de campo magnético, .los 

electrones en 6rbita experimentan una fuerza adicional dada por 

la expresión 

+ + + 
F = q V X B (8.12) 

Esta fuerza altera la velocidad de los electrones, produciendo 

momentos m~gnéticos inducidos que tienden a disminuir el campo 

magnético existente en el interior del material. Ya que no es p~ 

sible demostrar el caso general, basándonos en la mecánica clási~ 

ca, nos limitaremos a analizar el caso básico de un electrón que 

gira en una órbita circular alrededor del núcleo, como el mostra

do en la figura 8.6. 
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z 
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FIGURA 8.6. Electrón girando en una Órbita circular alrededor de 

un núcleo de carga Q. 

Cuando no existe campo magnético externo, la magnitud de la fueE 

za centrípeta esta dada por la expresión de Coulomb, entonces 

F = 
e 

1 
(8.13) 

Supongamos que colocamos nuestro sistema en una región donde exis 

te un campo magnético en dirección Z y que es uniforme en toda 

la zona, según la ley de Faraday, al aumentar el campo magnético 
+ 

desde cero hasta su valor final B 1 , aparece un campo eléctrico 
+ 

inducido E concéntrico a la órbita, el cual podemos obtener 

aplicando dicha ley, entonces 

~+ + 
d<j>b 

E•di = dt 
(8.14) . 

como 

p+ + E·di = 2 11 r E (8.15) 

y 

d<j>b 
n r2" dB (8.16) dt = dt 

} 



Al combinar estas dos últimas ecuaciones, obtenernos que 

r dB 
E= 2 dt 
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(8.17) 

La direcci6n del campo el~ctrico inducido es la indicada en la 

figura 8.6 y puede ser obtenida con el principio de Lenz. Note

mos que la fuerza que ejerce este campo eléctrico, tiende a desa 

celerar al electr6n y la variaci6n de la velocidad se puede obte 

ner a partir de la ley de Newton, entonces 

pero 

por lo que 

q r 
e rna = q E = e -2-

a = dv 
dt 

qe r 
dv = 2m dB 

dB 
dt (8.18) 

(8.19) 

(8.20) 

Si el valor final del campo magnético externo es B¡ , podernos 

calcular el incremento de velocidad integrando la expresión 

(8.20) 

/lV = 
q r 

e 
2m dB (8.21) 

Debernos observar que el incremento de velocidad es el mismo, inde 

pendienternente de la rapidez con la cual aumenta el campo rnagnét~ 

co de cero a su valor final B¡ . 

Para un electr6n girando.en sentido opuesto, el efecto es un in

cremento en su velocidad, de tal manera que el cambio en el rnornen 

' 
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to magnético siempre es opuesto a la direcci6n del campo magnéti

co aplicado. De acuerdo con la expresi6n (8.6), se cumple que 

llp 
m 

q r 
e = - 2- LIV 

Al sustituir la ecuaci6n (8.21) en la (8.22), obtenemos· 

y vectorialmente 

llp 
m 

-+-
llp 

m = 

= 

4m 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

Podemos concluir que estamos obteniendo, de cada electr6n en 6rbi 

ta, un momento magnético inducido opuesto al campo magnético ex

terno. 

b) Paramagneti SWl 

Cuando los efectos magnéticos, tanto orbitales como de espín de 

un átomo o molécula no se cancelan completamente, cada átomo, mo

lécula o i6n posee un momento magnético neto. Cuando estos dipo

los magnéti~os at6micos, son colocados en una zona de campo magn! 

tico,, experimentan un par 

-+- -+- -+
T = pm x B (8.25) 

Sabemos que este par actúa tratando de alinear la direcci6n de 
-+- -+-
pm con la del campo magnético aplicado B , como se indica en 

la figura 8.7. 
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-> 
B 

""""i ro 

..,. 
FIGURA 8.7. El vector momento dipolar magnético pm , trata de ..,. 
colocarse en dirección paralela al campo magnético B , ' debido ... 
al par T 

La energia potencial magnética del dipolo en un campo magnético 

es 

·E =
p 

... 
B (3 .26) 

y la posic,ión donde esta ene;rgia. es minirna, es justamente cuando 
... + 
p y B son paralelos, sin embargo, debido a la agitación térm~ 

m 
ca, no se logra una orientación completa de los dipolos. Es por 

• 
ello que, en general, el alineamiento de los dipolos magnéticos 

que constituyen una muestra de materia es inversamente proporcio

nal a la temperatura. 

El efecto -d-iamagnético está presente siempre, pero puede ser sup~ 

rado por el paramagnetismo, dando lugar a que el material incre

mente el valor del campo magnético en su interior y la muestra se 

considerará paramagnética. 

e) Fezxauagnetismo 

En esta clase de materiales los momentos dipolares atómicos, ori

ginados principalmente por momentos magnéticos de espin no compe~ 

sados, poseen una tendencia natural a alinearse, aun sin la exis-

' 
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' tencia de un campo magn€tico externo. Debido a esta tendencia, 

se forman regiones dentro del material del orden de 10- 7 a 

10-12 m3 en las cuales todos los momentos magnéticos están ali

neados, a estas regiones se les llama dominios. 

Sin campo magn€tico aplicado, los dominios existentes en una mues 

tra de material poseen direcciones diversas y el material puede 

no presentar efectos magnéticos externos. Al aplicar un campo 
1 
magnético al material, los dominios que poseen orientación en di-

.rección del campo, crecen a expensas de los dominios vecinos que 

no están orientados favorablemente. Al incrementar el campo apl~ 

cado, se presenta tambi€n una orientación de dominios en una pos~ 

ción más favorable, como se ilustra en la figura 8.8. 

_,. 
B 

1 

FIGURA 8.8. Muestra de material ferromagnético. (a) Dominios 

magnéticos. (b) Los dominios magnéticos han crecido a expensas 

de sus vecinos cuyas direcciones no eran favorables. (e) ·Los 

dominios magnéticos se han orientado debido al incremento del cam 

po. 

El ferromagnetismo es una propiedad que depende de la temperatura. 

Para cada sustancia existe una temperatura llamada temperatura Cu

rie, para la cual el material pierde sus propiedades ferromagnéti

cas comportándose paramagnéticamente. Para temperaturas mayores 

que la temperatura Curie, la agitación térmica es tan grande, que 

supera la tendencia al alineamiento. La tabla 8.1 muestra el va-
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lor de esta temperatura para los cinco 

ferromagnéticos. 

elementos químicos que son ~ 

TEMPERATURA CUR:lE PARA LOS CINCO ELEMENTOS FERROKAGRETICOS 

ElementO rem¡>eratura-Carle 

Hierro Fe 770 oc 
Cobalto Co 1120 oc 
Níquel Ni 358 oc 
Gadolinio Gd 16 oc 

' 

Disprosio Dy -188 oc 

TABLA 8.1 

El alineamiento espontáneo está basado en efectos electrostáticos 

entre los átomos adyacentes, mismos que dependen de la distancia 

entre los átomos en la estructura cristalina del material. En 

los materiales ferromagnéticos, este efecto alínea los momentos 

magnéticos at6micos en direcci6n paralela. 

Es posible que estos efectos produzcan un alineamiento antipara!~ 

lo dando origen a los materiales llamados antiferromagnéticos, e~ 

mo ejemplo de estas sustancias tenemos: MnO, FeO, CoO y NiO. 

Cuando el alineamiento es antiparalelo, pero además, los momentos 

magnéticos at6micos son mayores en una direcci6n, se obtienen ma

teriales llamados ferrimagnéticos. A este grupo de materiales 

pertenecen las llamadas ferritas, muy usadas debido a sus propie

dades magnéticas y alta resistividad. Ejemplos de estos materia

les son: la magnetita Fe3 0 4 y la ferrita de níquel Ni Fe 2 04 . 
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FIGO.KA 8.9. Esquemas de los tipos de orientación de los momentos 

dipolares atómicos, en los materiales que presentan alineamiento 

espontáneo. 

Para terminar de justificar los fen6menos descritos en el subtema 

inicial, analizaremos la fuerza que se presenta sobre los dipolos 

magnéticos, cuando se colocan en un campo magnético no uniforme, 

como se muestra €n la figura 8.10. 

)-, 
X 

FIGURA 8.10. Espira de corriente situada en una zona conde exis

te un campo magnético no uniforme. Las líneas mostradas represe~ 

tan el campo externo, no se muestra el producido por la espira. 



499 

Sabemos que la ... 
longitud di , 

fuerza magnética que actúa sobre un conductor de 

que transporta una corriente I , en una zona ... 
donde existe un campo magnético B es 

... ... ... 
dF = I di X B (8 .27) 

La fuerza de interés es debida a la componente radial del campo 

Br_que forma siempr_e_un_ángulo-.:.de-~-rad-con-cua-lquier-e-l:ement:o 
--------... 

di que se considere, por lo que la magnitud de esta fuerza es 

Al integrar, obtenemos que la fuerza es 

F = I(2rra) B 
r 

(8.28) 

( 8. 29) 

y dirigida hacia abajo, por lo que la espira será llevada hacia 

la zona donde el campo magnético es más intenso. Si invertimos ... 
la direcci6n de la corriente, p tendrá direcci6n opuesta y la 

m 
fuerza actuará para mover la espira hacia una zona de campo mag-

nético menos intenso. 

Es posible obtener una relaci6n e~tre la fuerza magnética y la v~ 

riaci6n de la componente del campo en la 

dio de la ley de Gauss para el magnetismo 

tado es 

F = 

direcci6n z , ... ... 
(V • B = 0) 

por me

el resul-

(8.30) 

Notar que en un campo magnético uniforme, la fuerza que actúa so

bre la espira es cero. 

Hasta el momento debemos poder explicar cualitativamente la raz6n 

de los fen6menos descritos en el subtema previo. 

' 
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8.3 MAGNETIZACION DE LA MATERIA Y VECTORES 
TENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO 

MAGNETIZACION E IN-

Hemos visto que al colocar un material cualquiera en una zona de 

campo magn~tico, se orientan y/o se inducen dipolos magnéticos en 

los átomos, dando por resultado un momento dipolar magnético to

tal en el material. Se dice entonces, que en dicho material exis 

te una polarizaci6n magnética o magnetizaci6n. 

Si en un volumen AV , existen N dipolos magnéticos, entonces, 

es posible obtener el momento dipolar magnético total mediante la 

siguiente expresi6n vectorial 

N + 

E pmi 
i=l 

(8.31) 

.... 
Definiremos como vector rnagnetizaci6n M al momento dipolar mag-

nético por unidad de volumen, pero dado que el vector puede va

riar de una zona a otra del material, lo expresaremos mediante el 

límite siguiente 

.... 
M= Hm 

AV +O 
lím 

AV +O 

N 
E 

i=l 
f1V 

.... 

.... 
p . 

nn 
(8.32) 

Otra forma de definir el vector magnetizaci6n M , es considerar -_ ~-

la existencia de un momento dipolar magnético promedio por átomo .... 
Pmp y si n es el número de átomos por unidad de volumen, tene-

mos que 

t 

.... .... 
M= n p rnp 

Las unidades del vector rnagnetizaci6n son 

(8 .33) 

\ 
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magnetizaci6n ti~ ' 

causante de la 

magnetizaci6n. 

el efecto de la 

Un procedimiento conveniente para tomar en cuenta 

magnetizaci6n, es la suposici6n de que el mate-

rial magnetizado está constituido por un gran número de pequeñas 

espiras de corriente, como se indica en la figura 8.11, para una 

secci6n transversal de un toroide magnetizado en forma uniforme. 
' 

-+- .-+-
p=iA 

m 

000000 
000000 

r/oooooo 
m 000000 

(a) 

-+-
M 

FIGURA 8.11. (a) Sección transversal de un toroide con magneti-

zación uniforme; en (b) se muestran los momentos dipolares prome

dio por átomo. 

Se observa en la figura anterior que cuando la magnetizaci6n es 

uniforme, las corrientes en el interior se cancelan entre s!, peE 

mitiéndonos representar el efecto total de las espiras mediante 

una corriente neta que circula exclusivamente en la superficie 

del material. A esta corriente equivalente se le llama corriente 

superfici-al- amperiana o de magnetizaci6n, usualmente se distingue 

de la corriente a través de los conductores mediante el subíndice 

m , es decir 

I = corriente de magnetizaci6n 
m 

La magnitud del momento dipolar magnético 

puede obtener en forma equivalente como 

total de la muestra," se~ 

(8.34) 
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' donde 

A = área de la secci6n transversal del toroide 

Por ser la magnetizaci6n uniforme tenemos que 

donde 

I A 
M= m = 

A R. 

I 
m 
R. 

R. = Longitud media del toroide. 

(8.35) 

Este resultado, aunque ha sido ·obtenido para un caso particular, 

tiene validez general e indica que en un trozo de material magne

tizado la componente del vector magnetizaci6n, paralela al plano 

tangente de la superficie del cuerpo, es igual a la corriente de 

magnetizaci6n por unidad de longitud. Esta afirmaci6n puede ser 

expresada matemáticamente, mediante el concepto de circulaci6n 
+ 

del campo vectorial M que existe en el interior del material, 

entonces 

e = 
m 

I 
m 

(8.36) 

La figura 8.12 muestra la trayectoria usada para obtener la expr~ 

si6n (8.36) 

FIGURA 8.12. 

+ 
di 

¿rayectoria cerrada 
de longitud R. 

corte del toroide donde se muestra la trayectoria 

usada para obtener la circulación del campo de magnetización que 

existe en el núcleo del toroide. 
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Según la ley de Ampere, la circulaci6n del campo magnético B 

es igual a la corriente neta IN encerrada por la trayectoria, 

multiplicada por ~o , es decir 

(8.37) 

Cuando existen materiales magnetizados, la corriente neta ence

------------~rrr~ada se compone de dos términos, la corriente de magnetización 

I y la corriente usual de conducción a la que llamaremos ce
m 

rriente libre I 1 ; es por ello que para tomar en cuenta ambos 

efectos, expresaremos la ley de Ampere como 

(8.38) 

o también 

th_i_. 
j ~o 

(8.39) 

Al combinar la ecuación (8.36) con la (8.39) obtenemos que 

(8.40) 

Como la trayectoria de integración es la misma, la ecuación ante 

rior puede ser escrita como 

+ 
B (8.41) 
~o 

+ ' 

Al vector resultante de la diferencia 
B + 
--M se le conoce como 
~o + 

intensidad de campo magnético y se representa con la letra H , 

por lo que 

+ 
+ 
H = B + 

- M (8.42) 
~o 

' 
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Este campo posee la propiedad de que su circulación depende excl~ 

sivamente de la corriente de conducción. De las expresiones 

(8.41) y (8.42) obtenemos que 

JI 
+ + 
J ·dA ¡¿ (8.43) 

Si aplicamos el teorema de Stokes, la ecuación anterior se puede 

expresar como 

Demuestre que para un toroide de 

mente, la expresión que determina 

dad magnética es 

para 

[ ~ J (8.44) 

Nt vueltas devanadas uniforme

la magnitud del vector intensi-

siendo r 1 y r 2 los radios menor y mayor del toroide respectiv~ 

mente. 

Con objetÓ.de aclarar el uso de los vectores magnetización e in

tensidad de campo magnético, analizaremos el caso de un cilindro 

en el cual supondremos existe una magnetización uniforme. En un 

cilindro magnetizado práctico, se presenta un efecto en los ex

tremos que· altera la magnetización, pero puede ser despreciado 

en el caso de cilindros largos. 

De la ley de Gauss para el magnetismo, sabemos que 

(( + + 
ffB•dA = O 
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Al sustituir en esta ley la ecuaci6n (8.42), resulta 

-+ -+ -+ 
(H + M) dA= O 

o tambi€n 

Evaluaremos la integral de la derecha de la igualdad anterior, p~ 

ra la superficie cerrada que contiene un extremo del cilindro ma~ 

netizado, como se indica en la figura 8.13. 

---
~ 

' ' 

( M 1 M 1 
•A 
' 1 

(a) 

( b) 

FIGURA 8.13. (a) Cilindro magnetizado uniformemente, (b) corte 

longitudinal del cilindro y superficie gaussiana usada para eva-

luar el flujo de M en el extremo del cilindro. 

Como M es'constante y s6lo existe flujo a trav€s de la base de 

la ~uperficie cilíndrica, resulta que 

D> ... 
rrM•dA = - M A' (8.46) 

Entonces, la ecuaci6n (8.45) puede ser expresada para este caso 

como 

(8.47) 

' 
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Esta ecuac.ión indica, que existe un flujo de 
-+ 
H 

quier superficie que encierre una frontera donde 
-+ 

nente de M perpendicular a dicha frontera. 

a través de cual 

haya una compo-

En muchos casos resulta conveniente considerar la existencia de 

una carga o polo magnético ficticio (qm) definida como 

q =M A 
m [ A·m J (8 .48) 

Es decir, podemos suponer la existencia, en cada extremo del ci

lindro, de una densidad de carga o polo magnético, como origen o 
-+ 

terminación de H . 

La ecuación (8.48) puede expresarse de manera equivalente como 

D> .. rrH·dA = qm (8.49) 

En el caso particular del toroide no existen extremos y en conse
-+ 

cuencia la única fuente de H es la corriente de conducción Ii 

Debido a la semejanza de la ecuación (8.49) con la ley de Gauss, 

podemos concluir que es posible considerar la existencia de car

gas magnéticas pu.n.tu.a.l.e-6. Esta suposición permite calcular el 
.. -+ 

campo ~agnético H o B , producido por el cilindro magnetizado, 

en algún punto exterior, tomando los polos como cargas magnéticas 

puntuales, siempre y cuando la distancia del punto a los polos 

sea grande en comparación con las dimensiones de éstos. 

El resultado .. de la aplicación de la ecuación (8.49) a una carga 

puntu~ü magnética, ser§ 

-+ 1 qm • [~ J H = r2 
r 

411 
(8.50) 

.. 11• qm • (T] B = r 
411 r2 
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Para obtener el campo magnético que produce en puntos exteriores 

el cilindro analizado, consideraremos a qm como una carga posi

tiva para el polo norte, y negativa para el polo sur. 

Por medio del principio de superposici6n, obtendremos el resulta

do buscado en forma análoga al caso del dipolo eléctrico. 

Si el cilindro ... 
forme M = 200 

+ ~ A 
HB = -0.16 l. m 

_L 
O.Gan 
T 

largo 
~ A 
~ ¡¡¡ 1 

de la figura 8.14 posee una magnetizaci6n uni 

compruebe que BA = -319.9 i nT y 

... 

··l~ J. 
("=S-=-::M:=::: __ :=jj;::::_=-==--=-:=N~@~-z-. ~;:__ ~ 
r--------10cm--------~----5an----~ 

FIGURA 8.14. Cilindro magnetizado uniformemente de 10 cm de 

longitud. 

... ... 
Para obtener los vectores H y B en puntos interiores del ci-

lindro magnetizado, es conveniente pensar en funci6n de la corrien 

te equivalente o de magnetización Im • Los resultados obtenidos 

son los moStrados en la figura 8.15, donde se muestran las varia-
+ ... ... 

ciones de los vectores B , ~1 y H a lo largo del eje del cilin 

dro. 
B 

+ + 
\lo (Mo + H) 

-~ 

X 

' 
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caso 

M 

Ho 
idealrr-------------~~-----------,, 
~1 1 

1 1 
1 1 

1 :M = O 

1 
1 

caso 1 

ideal_......~ 

-n-
u 

H 

"" -u-

!:!o = 2 

.... ... ... 

X 

X 

FIGURA 8.15. Magnitud de los vectores B , M y H a lo largo 

del eje de un cilindro de longitud i con magnetización uniforme. 

Las líneas gruésas indican el caso real en el ~ual la magnetiza

ción cambia del valor M a cero en un intervalo 6i . 

En la figura 8.16 se muestran los esquemas de los campos 

en un corte longitudinal del cilindro. 

.... ... 

... 
B y 

.... 
H 

FIGURA 8.16. Esquemas de los campos B y H dentro y fuera de 

un cilindro con magnetización uniforme. 
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+ 
Debernos observar en la figura 8.16, que las líneas de B , inde-

pendienternente de la existencia de materiales magnetizados, son 

continuas y es posible demostrar que en la superficie frontera en 
+ 

tre dos materiales se cumple que la componente de B perpendicu-

lar a ella se conserva. 

-+-
En el caso·de H , las líneas no son continuas cuando existen 

-------fronteras-entre-dos-rned±os-y-es-posibl:e-derno·stra:r-que-la compone!! 
-+-

te de H tangente a la superficie frontera es la que se conserva. 

Compruebe que, para el cilindro con rnagnetizaci6n uniforme de la 
-+-

figura 8.14, el campo de inducci6n magnética B en el centro del 
-+- • A 

cilindro es B = 250:88 i ~T cuando M = 200 i - y que la cem 
rriente necesaria para obtener este campo con un solenoide de Ns 

vueltas enrolladas uniformemente es Im = N I = 20 A . 
S S 

8.4 PARAMETROS USADOS PARA DESCRIBIR EL COMPORTAMIENTO MAGNETICO 
DE LAS SUSTANCIAS 

Las relaciones entre los vectores que caracterizan el cornportarnie!! 

to magnético de la materia, pueden ser descritas convenientemente 

en funci6n de ciertos pará~etros, los cuales serán definidos a con 

tinuaci6n. 

Definiremos la susceptibilidad magnética xm , en un punto del rna 

terial ,, a través de la relaci6n siguiente 

-+- + [Am J M = Xm H (8.45) 

donde 

... 
~~ = vector rnagnetizaci6n 

-+-
H = vector intensidad magnética 

' 
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Debido a que las unidades de los vectores magnetización e intens~ 

dad magn€tica son las mismas, xrn es adimensional, y como en al

gunos casos los vectores pueden tener direcciones opuestas, xrn 
tendrá también signo positivo o negativo según corresponda. 

En la tabla 8.2 se muestran los valores de la suceptibilidad magn~ 

tica para algunas sustantancias dirumagn€ticas y paramagnéticas. 

En el caso de los ·materiales ferromagnéticos la suceptibilidad no 

puede definirse por medio de la expresión (8.4 .. 5) y se requerirá un 

estudio más detallado, el cual será presentado en el siguiente sub 

tema. 

SUSCEP~XBXLXDAD KAGNE~XCA DE ALGURAS SUS~ANCXAS A TEMPERATURA AM -
SIENTE (T = 2o•c) 

Paramagnéticas Diamagnéticas 

Sustancia X m X 10-6 Sustancia X m X 10-6 

Aire (1atm) 0.4 Nitr6geno (1atm) -0.005 

Oxígeno (1atm) 1.9 Sodio -2.4 

Magnesio 12 Agua -8.8 

Calcio 14 Cobre -9.6 

Aluminio 22 Pleno -17 

Crarro 45 Carll6n (Diamante) -22 

'fungstero 68 Plata -26 

Titanio 71 Mer=io -32 

Platino - - 290 Oro -36 

Cerio 1300 BiS!!Ulto -170 

TABLA 8.2 
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De la ecuación (8.42) sabemos que 

... ... ... [ J B = ~ 0 (H +M) T (8.46) 

si substituimos la ecuación (8.45) en la ecuación anterior y fac
+ 

torizamos H obtenemos 

(8.47) 

De manera análoga al caso de los dieléctricos, podemos definir co 

mo permeabilidad ~ del medio a 

~ = ~o (1 + X ) 
m 

(8.48) 

Y a la relación entre la permeabilidad del medio y la permeabili

dad del vacío, le llamaremos permeabilidad relativa y la.represe~ 

taremos con la letra K 
m 

, entonces 

K = _1!._ = 1 + X 
m J.1 o m 

(8.49) 

En resumen, las relaciones entre los vectores que describen el 

comportamiento magnético de la materia son 

... ... ... ... 
B = ~H = K ~ H = (1 + Xml \lo H m o 

... ... K llo ... 
B = __!!_ M = m M (8.50) 

X m X m 

... ... 
M = X m H 

' 
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8.5 COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES FERROMAGNETICOS 

En los materiales ferromagnéticos, la permeabilidad ~ definida 

como ~ = B/H , no es constante y además, depende de los antece

dentes magnéticos del material, es por ello que se requerirá un 

análisis más detallado de su comportamiento. 

Se ha mencionado que en una muestra de material ferromagnético· no 

magnetizado, existen dominios en los cuales las direccion'es de los 

momentos magnéticos at6micos que los constituyen son paralelas. 

La direcci6n de cada dominio coincide con una de las llamadas di

recciones de fácil magnetizaci6n, cuya existencia se explica si 

pensamos, por ejemplo, en el hierro puro, el cual cristaliza en 

unidades cúbicas centradas en el cuerpo, como se indica en la fig~ 

ra 8.17. 

FIGURA 8.17. Cristal de hierro donde se indican las seis direc

ciones de fácil magnetización. 

En un cristal de hierro existen seis direcciones de fácil magneti

zaci6n y, como en una muestra dada no magnetizada estas direccio

nes son distintas de dominio a dominio, el campo magnético externo 

promedio es.cero. 

La raz6n de la formaci6n de los dominios es que al incrementarse 

el número de éstos, se reduce la energía magnética almacenada en 

el campo externo. En la figura 8.18 se muestra esquemáticamente 

tal proceso. 
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_, 

FIGURA 8.18. Esquema cualitativo del efecto del aumento de domi

nios en la reducción del campo magnético externo. 

La formaci6n de dominios cesa cuando la tendencia al alineamiento 

de los dipolos magnéticos at6~icos, en las fronteras de los domi

nios, se equilibra con.la tendencia a la formaci6n de dominios más 

pequeños; determinándose así un tamaño promedio de éstos, caracte

rístico para cada material. 

Analizaremos ahora las consecuencias de los efectos anteriormente 

descritos, en la variaci6n de la permeabilidad ~ de los materia 

les ferromagnéticos. 

Si se desean obtener las características de un material ferromag

nético dadÓ, se toma una muestra del mismo y se construye una gr! 
' fica de la magnitud de la inducci6n magnética B en el material, 

H • De la grá-para diversos valores de la intensidad magnética 

fi·ca así construida, se podrán obtener los valores de la permeab:!:_ 

lidad que se desee, como el cociente B/H . 

El procedimiento usual para la obtenci6n de 

ría para dibujar la gráfica B contra H , 

la informaci6n necesa~ 
es construir un pe-

queño núcleo toroidal sobre el cual se devanan dos bobinas, como 

se muestra en la figura 8.19. 
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bobina concentrada 

ferromagnético 

FIGURA 8.19. Dispositivo usado por Rowland para obtener las rela 
-+- + 

cienes entre H y B . 

Este método, conocido corno m€todo det an¡tto de Rowtand, se basa 

en la ley de Faraday y aprovecha además el hecho de que para un de 

vanado uniforme los campos son aproximadamente constantes en toda 

la secci6n transversal del toroide. 

Por medio de la ley de Faraday es posible determinar las variacio 

nes del flujo magnético ~b , midiendo la diferencia de potencial 

inducida en las terminales x-y . 

Para una variaci6n conocida de I es posible determinar ~b , y 

como B es aproximadamente constante en toda la secci6n, su valor 

se obtiene mediante la relaci6n 

La figura 8 •. 20 muestra una curva típica obtenida con una muestra 

originalmente sin rnagnetizaci6n. A estas curvas se les llama cur 

vas iniciales de magnetizaci6n o simplemente curvas de magnetiza

ci6n. 
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B[T] 1 
Saturación 

1.2 

1.0 

B 
m 1

---cr:B 

------------- _Q_61------/ ------~máx=-H=-------------------------------
B m 

L~: :..¡...:::::_-+--:--:....,..,...---,::-1::-:-::-.--~H [;A] 
•'-Sx10 3 lOxlO 

' ' ' 1 1 1 

' ' ¡-- 1\n ---1 

FIGURA 8.20. Curva de magnetización típica para un material fe

rromagnético. 

La curva de magnetizaci6n de la figura 8.20 se inicia con un valor 

pequeño de 11 este comportamiento tiene su origen en el crecí-

miento de los dominios orientados favorablemente, a expensas de 

los que poseen la orientaci6n menos favorable. Cuando se incremen 

ta H , se presenta además el efecto de orientaci6n de dominios 

descrito en el subtema 8.2. 

Generalmente las muestras son policristalinas, y en cada cristal, 

Es por ello a pesar de su estructura regular, 

que difícilmente la direcci6n del 

existen dominios. 

campo externo coincide con una 

de las di-recciones de fácil magnetizaci6n, y la curva de magnetiz~ 

ci6n decae porque es dificil orientar los momentos magnéticos at6-

micos en dir~cciones que no son las de fácil magnetizaci6n. La 

parte plana de la curva (saturaci6n) se presenta cuando ya no se 

tienen mom~tos magnéticos at6micos de orientaci6n diferente a la 

máxima posible. 

Debemos notar en la curva de la figura (8.20), que existe un pun

to P para el cual el valor de la permeabilidad 11 es máximo y 
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que existen dos parejas de valores de B y H para una ~ dada. 

Las afirmaciones anteriores se pueden aclarar si construimos la 

gráfica de la permeabilidad ~ contra la intensidad magnética 

H , el resultado es una curva semejante a la de la figura 8.21. 

+-----1-s-o.._o_o-----::l~o-=o::-o::-o--- H [;] 

FXGUKA 8.21. Curva de permeabilidad contra intensidad magnética 

H , para un material ferromagnético. 

Si después de magnetizar una.muestra de material se reduce lenta

mente el valor de H , se observará que B no decrece sobre la 

trayectoria inicial de magnetizaci6n, de tal forma que cuando ll 

se reduce a cero prevalece un valor del campo inducci6n magnética 

B , llamado campo residual. Para reducir B a cero, es necesa

rio aplicar un valor n_egativo de H ·• A este valor que desmagne

tiza la muestra de material, se le denomina fuerza coercitiva. 

B [T] 

B /"' campo residual o -----:-:.:-=-"71· 
Br ~ . ¡ 

1 
1 

saturación ----...... ., ... 

curva de 
1 curva inicial de 

zación 

~magnetización 
1 
1 

---+---1r--"'--------l-~ -----H [;] 

fuerza/ 
0 

coercitiva He 

FXGURA 8.22. Campo residual y fuerza coercitiva para una muestra 

de material, obtenidas reduciendo B desde B
0 

hasta O . 
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En la figura 8.22 se muestra la trayectoria obtenida mediante el 

proceso mencionado. Cuando se parte de la regi6n de saturaci6n de 

la curva de magnetizaci6n, el valor del campo residual obtenido se 

denomina retentividad, y el valor de la fuerza coercitiva corres

pondiente se llama coercitividad. 

Si continuamos aplicando un campo H negativo es posible magnet~ 

zar la muestra 

Si de 

en sentido contrario hasta llegar 

ah! se reduce lentamente el valor 

a la saturaci6n. 

del campo H 

se 

a partir 

obtendrá un campo residual inverso y para desmagnetizar la 

muestra se tendrá que aplicar un campo H positivo. Una vez des 

magnetizada, es posible volver a magnetizar la muestra hasta la 

saturaci6n. A la curva cerrada resultado de .llevar la muestra de 

la saturaci6n en un sentido, a la saturaci6n en el sentido opues

to y regresar, se le conoce como ciclo principal de histéresis o 

ciclo de histéresis de saturación. 

En la figura 8.23 se muestra un ciclo de histéresis y el ciclo de 

histéresis principal para una muestra de material ferromagnético. 

B ciclo prin::ipal 
~de histéresis 

curva de magnetización 
-¡r------- inicial 

H 

--¡---- ciclo de histéresis 

FIGOJlA 8.23. Ciclo principal de his.téresis y un ciclo de histére 

sis cualquiera. 
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Segdn el tamaño del área encerrada por el ciclo principal de his

téresis, podemos distinguir dos clases de materiales ferromagnét~ 

ces: los materiales fácilmente magnetizables o magnéticamente 

~uave~ se caracterizan porque dicho ciclo encierra un área peque

ña, como se indica en la figura 8.24 (a). Y en contraste, los m~ 

teriales ferromagnéticos de dif.íc.il magnetizaci6n o magnéticamen-

te du~o~, poseen un ciclo que encierra un área grande corno se mues 

' 
------tra-en-la-figul:'a-8-.-24-(-b)-.. ------------------------

B B 

H 
¡¡ 

(a) (b) 

FIGURA 8.24. Ciclos principales de histéresis para materiales ma~ 

néticamente ~uave~ (a) y magnéticamente du~o~ (b). 

'-

Es posible demostrar que al llevar un material repetidamente a 

tro:·Jés de un ciclo de histérisis, el área encerrada por· la curva 

representa la energía por unidad de volumen transformada en calor 

en los procesos de magnetizaci6n y desmagnetizaci6n. 

En la tabla 8.3 se presentan valores característicos de las pro

piedades de algunos materiales ferromagnéticos blando~ y du~o~ . 
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' 
PROPIEDADES DE ALGUNOS MATERIALES FERROMAGNETICOS 

1. Materiales magnéticamente blandos o de baja coercitividad 

Materi.al O III>OSiciAn ap:rox. en % ll 0 M • O::le=itividad max 
[T] [A/m] 

Hierro purificado 99.95 Fe 2.15 3.98 

(bbalto 1.76 950 

Nfquel 0.62 400 

Sendust 85 Fe, 9.5 Si, 5.5 Al 1.0 4 

Hierro-Silicio 97 Fe, 3 Si 2.0 12 

Pennendur 50 Fe, 50 (b 2.45 159 

Mo-PeDmalloy 4-79 79 Ni, 16.4 Fe, 4 M::l, 0.6 Mn 0.85 4 

PeDmalloy 7 8. 5 78.5 Ni, 20.9 Fe, 0.6 Mn 1.07 3.9 

Hipenllk 50 Fe, 50 Ni 1.50 4.78 

Mumetal 20 Fe, 74 Ni, S OJ, 1 Mn 0.85 4 

SupeDmalloy 15.7 Fe, 79 Ni, 5 M::l, 0.3 Mn 0.80 0.15 

Aleaci6n de Heusler 61 OJ, 26 Mn, 13Al 0.48 560 

2. Materiales magnética•ente duros o de alta coercitividad 

Ma.teri.al Crnposici6n ap:rox. en % Retentivi.dad <he=itivi.dad 

1 
(T) [!] 

Acero al manganeso 98.1 Fe, o.9 e, 1 Mn 1.0 4000 
.1\cero al cabal to 64 Fe, 1 e, 35 eo 0.95 20700 

Acero al crrno 96 Fe, 1 e, 3 er, 0.4 Mn 0.97 5200 

Acero al tungsteno 93 Fe, 6 w, 1 e 1.0 6400 ., 
Remalloy 71 Fe, 17 Mo, 12 Co 1.05 19900 
Alniro I 63 Fe, 12 Al, 20 Ni, seo LOS 35000 
Alnico II 54.5Fe, 17Ni, 12.5Co, lOAl, 60J 0.72 43000 
Alnico V 51 Fe,. 24 eo, 14 Ni, 8 Al, 3 OJ 1.25 44000 
Alnico VII 35 Fe, 35 Co, 18 Ni, 6 Al, 8 Ti 0.58 76000 
Vectoline 30 Fez03, 44 Fe304, 26 OJ203 0.16 71000 
Pla tincrCabal to 77 Ft, 23 eo 0.59 210000 

Bismuturo de nanganeso 100 Mn Bi 0.46 290000 

TABLA 8.3 
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Antiguamente existía la creencia de que todos los materiales fe- ' 

rromagnéticos contenían hierro (de ahí su nombre) . Posteriormen-

te se descubrió el comportamiento ferromagnético de otros elemen

tos puros y, si observamos con detalle la tabla anterior, notare

mos que algunos compuestos ferromagnéticos no contienen elementos 

que sean ferromagnéticos, corno son: la aleación Heusler y el bi~ 

muturo de manganeso, los cuales están constituidos por elementos 

---,--------no-ferromagnéticos-.-Es-posib];e-también-encontrar-a-leaciones-de-~--

materiales ferromagnéticos, cuyo resultado es un material no fe

.rromagnético, como el caso de la aleación 75% Fe y 25% Ni. Estos 

resultados comprueban la influencia de la distancia interatómica 

en los compuestos, la cual puede o no, favorecer el alineamiento 

paralelo de los dipolos magnéticos atómicos. 

8.6 CIRCUITOS MAGNETICOS 

Existe un grupo particular de problemas que involucran materiales 

ferromagnéticos, muy común en ciertas áreas de la ingeniería, en 

los cuales es posible aplicar los procedimientos de análisis des~ 

rrollados para circuitos resistivos, haciendo analogías entre es

tos fenómenos y algunos que involucran materiales ferromagnéticos. 

Para justificar lo anterior, imaginemos un toroide con núcleo de 

aire y enrollamiento uniforme como el mostrado en la figura 8.25. 

a 

FIGOIIA 8.25. Toroide de sección circular de radio a y enrolla-

miento uniforme. 
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Cuando el radio medio rm es mucho mayor que el radio a de la 

secci6n transversal (r > 10 a) es posible considerar que B es m-
uniforme en el interior del toroide y, si obtenemos la circulaci6n 

-+ 
de H a través de la trayectoria de radio rm indicada en la fi-

gura 8.25, resulta 

2nr H 
m 

Por otro lado, de acuerdo con la ley de Ampere sabemos que 

tH•dt = Ie = N I 

y de las relaciones (8.50), H = B , 
\lo 

por lo que 

B A i 
\loA 

(8.51) 

(8.52) 

(8.53) 

pero BA = cj>b dado que B es aproximadamente constante en to-

da la secci6n del toroide. 

Finalmente obtenemos que para esta situaci6n 

Hi = (8.54) 

Ya que la mayor parte del flujo cj>b está confinada al interior 

del toroide, aquel es análogo a una corriente que circula en un 

anillo conductor. También, sabemos que la resistencia de un con

ductor se"puede obtener como 

R = [o] (8.55) 

Si comparamos la expresi6n anterior con el coeficiente de cj>b en 

la ecuaci6n (8.54), notaremos que son semejantes. Es por ello 
' 

que este tipo de fen6menos se pueden resolver con la analogía co-

nocida qomo circuito magnético, considerando la existencia de una 

lteó.U..tencúx. mag n€-.ti.c.a llamada reluctancia y representada con la le 
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tra g6tica 

tico es 

R ; por lo que la reluctancia de este circuito magn~ 

R = 1 (8.56) 

S6lo resta·hacer la analogía del campo eléctrico que produce la 

corriente eléctrica, con el camJ:>O intensidad_magn€tica_que_produ=----

ce el flujo. 

A la integral g;~.d; se le conoce como fuerza magnetomotriz y 

se representa con la letra g6tica F , entonces 

(8.57) 

La ecuaci6n (8.54) puede ser escrita como 

[ A•vuelta] (8.58) 

Después de lo analizado anteriormente, tenemos un procedimiento 

alternativo para calcular el flujo ~b en el toroide descrito, 

que consiste en obtener la reluctancia R por medio de la ecua

ci6n (8.56), la fuerza magnetomotriz con la (8.57) y el flujo con 

la relaci6n (8.58). 

Supongamos ahora el mismo toroide, pero con una bobina concentra

da, como se muestra en la figura 8.26. 

núcleo 

FIGURA 8.26. Toroide de sección circular y enrollamiento concen

trado. 
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Si el núcleo se construye con un material cuya permeabilidad ~=~ 0 , 
~ 

el campo B no será constante en el material y no podrá procedeE 

se-de la manera descrita. En el caso particular, en el que el n~ 

cleo es de un material ferromagnético, se cumple ~ >> ~o y el 

campo es aproximadamente constante; debido a que la magnetización 

provocada inicialmente en la zona de la bobina, se extiende a to

do el núcleo. 

Como resultado de esta magnetización, el flujo en el material es 

mucho mayor que el flujo que existe a través del aire y el proce

dimiento de análisis del circuito magnético puede ser aplicado 

tomando en cuenta, adicionalmente, que la reluctancia de una tra

yectoria de material ferromagnético no es constante, ya que depe~ 

de de la permeabilidad. Es por ello que debemos conocer la curva 

de magnetización del material para obtener la permeabilidad ~ , 
~ 

para un valor dado de la intensidad magnética H • Además, en el 

toroide con núcleo ferromagnético, entre menor sea la relación en 

tre el radio medio rrn y el radio a de la sección transversal 

del toroide, menor será el flujo que se dispersa a través del aire 

y por ende, mejor será la aproximación descrita. 
1 

En general, los circuitos magnéticos pueden no tener forma toroi

dal y frecuentemente poseen espacios de aire, llamados entrehie

rros, los cuales son imposibles de evitar debido al ensamblado de 

las piezas ferromagnéticas que los forman. 

Con objeto de tener una idea de qué tan grande puede ser la per

meabilidad de los materiales ferromagnéticos en relación con la 

del aire, ~n la tabla 8.4 se presentan valores de la permeabili

dad relativa máxima de algunos materiales ferromagnéticos. 
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· PERMEABILIDADES RELATIVAS MAXIMAS DE ALGUNOS MATE-

RIALES FERROMAGNETICOS 

Material Pezmeabilidad relativa máxima K 
m 

Cobalto 250 

Níquel 600 

"Hierro (99. 8 Fe) 5000 

Hierro-silicio 7000 

Mumetal 81000 

Hipernik 90000 

Permalloy 78.5 105000 

Sendust 120000 

Hierro (99.95 Fe) 200000 

Supermalloy 1000000 

TABLA 8.4 

En las figuras 8.27 (a) y (b) se muestran las curvas de magnetiz~ 

ci6n para algunos materiales ferromagnéticos comunes. 
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1.8 

l. 20 

l. 00 

0.40 

0.20 

FIGURA 8.27~a). Curvas de magnetización para: hierro puro (A), 

aleación níquel-hierro (B), acero silicio (C) y el hierro colado 

( D) • 



--

526] 

l. 

1000 2000 3000 
4000 H [~] 

FIGURA 8.27(b). Curvas de magnetización para: acero laminado 

en frio (E), acero colado 

ro de transformador (H). 

(F), acero eléctrico u.s.s. (G) y ace-

' 
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A continuaci6n analizaremos con más detalle algunos circuitos ma~ 

n€ticos tfpicos. 

a) Reluctancias en serie. 

Consideremos el circuito magn€tico de la figura 8.28, construido 

con un núcleo macizo de material ferromagnético que posee un esp~ 

cio de aire o entrehierro de espesor ta , en el cual se desea 

conocer el flujo magnético cuando se aplica una fuerza magnetomo

triz F 

,----....... . 
mater~al 

ferromagnético 

FIGURA 8.28. Circuito magnético con entrehierro de espesor ta . 

De la expresi6n (8.57) sabemos que 

[A · vuelta] 

Esta integral cerrada puede ser evaluada a trav€s de la trayecto

ria media indicada, la cual consta de dos partes, una en el mate

rial ferroma9nético y la otra en el entrehierro, entonces 

(8.59) 
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donde 

Hf = intensidad magnética en el material ferromagnético 

tf = longitud media a través del material ferromagnético 

H = intensidad magnética en el aire 
·a 

t = espesor del entrehierro. 
a 

Combinando la expresi6n (8.57) con la (8.59) obtenemos que 

De las relaciones (8.50) 

y H = a 

B 
a 

IJa 

(8.60) 

y al multiplicar por las longitudes medias del núcleo y del entre 

hierro, respectivamente 

H R. 
a a = 

B A R. 
a a a 
ll A a a 

= 
R. 

a 
ll A a a 

pero de la ecuaci6n (8.56), tenemos 

if 
Rf = R y 

llfAf 

además 

4>f = 4>a = 4> 

i 
a = a IJa A 

a 

1 

e 
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~ y·la ecuaci6n (8.60) puede expresarse como 

(8.61) 

Como resultado de este análisis hemos obtenido un circuito magné

tico con dos reluctancias en serie que puede resolverse mediante 

el circuito análogo de la figura 8.29. 

FIGURA 8.29. Circuito magnético equiválente al de la figura 8.28. 

En algunos problemas prácticos puede ser importante la dispersi6n 

de flujo que se presenta en el entrehierro y que se muestra en la 

figura 8.30 (a). 

b 

f 
(a) (b) 

FIGURA 8.30. (a) Dispersión de flujo en un entrehierro. (b) Di-

mensiones de importancia en un entrehierro. 
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La dispersi6n de flujo puede evitarse si colocamos la bobina so

bre el entrehierro. Si esto no es posible, su efecto puede ser 

tomado en cuenta aumentando un poco el valor del área para obte

ner la llamada área aparente. 

1 

El cálculo empírico de esta área se puede realizar, cuando las 

magnitudes a y b (ver figura 8. 3.0 (b)) son mucho mayores que 

_______ .el_espesor_.ta_(lO~veces-mayores-o-más)-,-agregando-a-cada-una-de---

las magnitudes a y b ,,el valor del espesor, es decir 

Area aparente = A ap = (a + .!. ) (b + .!. ) 
a a 

(8.62) 

La soluci6n de los circuitos magnéticos es un poco más compleja 

que la de los circuitos resistivos equivalentes, debido a que la 

reluctancia de los materiales ferromagnéticos no es constante y 

se tendrá que usar la información de las curvas de magnetización, 

adicionalmente a las ecuaciones del circuito. 

La relaci6n (8.60) puede ser escrita como 

F = N I = H .!. + R ~ 
f f a 

(8.63) 

Como los datos fueron ·F y las dimensiones del núcleo, desconoce 

mos Hf y ~ • 

Además sabemos también que 

~=BA-BA [wb] a a - f f 

de donde 

= B,.. 
a 

A 
a 

Af 
= 

(8.64) 

(8.65) 

Y de la curva de magnetización, se obtendrá la relación Bf con-~ 

tra Hf Uno de los procedimientos de solución posibles, es su-~ 
poner un valor para el flujo $ , evaluar . Bf mediante la rela-

ci6n (8.65), obtener con el valor de Bf y la curva de magnetiz~ 

ci6n el valor de Hf y verificar la estimación con la ecuación 
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(8.63). Si no se satisface se repite el procedimiento hasta lle

gar a los valores de ~ y Hf que satisfagan simultáneamente la 

curva·de magnetización y la ecuación (8.63). 

Un procedimiento gráfico alternativo, se obtiene si de la ecua

ción (8.63) despejamos Hf y la ecuación que resulta es 

(8.66) 

Con las ecuaciones (8.65) y (8.66) se obtienen los puntos necesa-

rios, sobre la gráfica Bf 

(en este caso recta ya que 

la curva de magnetización 

to magnético. 

EJEMPLO 8.1 

contra Hf , para construir la curva 

)l = Jl = cte) cuya intersección con a o • 

del material dará la solución del circui 

Suponga el circuito magnético de la figura 8.31, construído con 

dos materiales ferromagnéticos distintos, uno de ellos es una 

aleación níquel-hierro y el otro es acero-silicio, los cuales se 

colocan corno se indica en la misma figura. Con ayuda de las grá

ficas B-H de la figura 8.27, obtenga el valor del flujo, la ma~ 

nitud de la densidad de flujo magnético B y la magnitud de la 

intensidad magnética H en cada material; si la fuerza magnetom~ 

triz aplicada es 

F = N I = 42 A•vuelta 

N=420 

I=lOO mA 

PZGOBA 8.31. Circuito magnético formado por dos materiales ferro 

magnéticos. 
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SOLUC:IOR 1 
De la figura 8.31 obtenemos que 

F = 42 A•vuelta, i ¡ = 1 4 cm i 2 = 9 cm 

Según las ecuaciones (8.65) y (8.60) tenemos que 

,B¡ (A) 

H 1 = 
R.¡ 
F iz 

Hz i¡ = 300 - 0.643 Hz ( B) 

Aplicaremos el método gráfico propuesto, encontrando los puntos, 

en la curva de magnetización B¡ - H¡ que satisfacen las res 

tricciones dadas por las expresiones A y B Con objeto de f~ 

cilitar el proceso, antes de construir la gráfica llenaremos la 

tabla 8.5 como sigue: 

1. Suponemos un valor para Bz 

2. Con el valor supuesto en 1 y la curva Bz - Hz se obtiene Hz 

3. Con los valores de B 2 y Hz y las restricciones A y B 

se determina un punto sobre la gráfica B¡ - H¡ 

4. Se repite el procedimiento hasta obtener los puntos necesarios 

para trazar la curva q~e representa a las restricciones A y B 

5. El punto de intersección encontrado determina los valores de 

B¡ y H¡ 

6. Con los valores obtenidos en el paso anterior se evalúan 

Hz Y <P • 
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PUNTO 

1 0.4 61 0.6 260.6 

2 0.6 79 0.9 249.2 

3 0.8 11 o 1 . 2 229.3 

4 0.9 1 3 3 1 . 3 S 21 4. S 

S 0.81 1 1 2 1 . 2 1 226 

TABLA 8.5 

En la figura 6. 3 2 se presentan nuevamente las curvas de magnetiza-

ción de los materiales involucrados, con objeto de facilitar la ob 

tención de los valores necesarios para llenar la tabla S.S. 

o 
(a) 

B2 [T] 
1 • 2 

1 . o 

0.8 

o. 6 

0.4 1 1 1 

0.2 '! :1 

".11 ' 

FIGURA 8.32. Curvas de magnetización (a) NÍquel-hierro y (b) Ace 

ro-silicio. 
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Se observa en la figura 8.32 (a) que la solución del circuito, es' 

decir, la intersección de las curvas, se encuentra aproximadamen-

te en el punto B¡ "' 1 . 21 T y H¡ 228 A 
lo cual "' por 

m 

0.81 Hz 11 2 A 
cj>¡ 0.48 mwb Bz = T ' "' y = A¡ B¡ = Az Bz "' m 

_____________ b)--Reluctancias-en-paralelo·-----------------------------------------------

--

Consideremos ahora el circuito magnético de la figura 8.33 (a) 

construido con un solo material ferromagnético y una fuente de 

fuerza magnetomotriz F = N I [A·vueltaJ 

R¡ 

+ r-
F 

cp 21 

(a) 

a 

R2 

b 

(b) 

~ 
R, 

FIGURA 8.33. (a) Circuito magnético con reluctancias en paralelo; 

(b) representación equivalente al circuito magnético de la figura 

(a) • 

'· 

Con base e~ el circuito magnético equivalente de la figura 8.33 

(b) , se obtiene la ecuaci6n siguiente 

La ecuaci6n anterior puede ser expresada ·como 

(8.67) e 

(8.68) 
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~ y del mismo circuito obtenemos que 

h = <Pl + h (8.69) 

Estas ecuaciones y la información obtenida de la curva de magneti 

zación del material, permiten obtener la solución del circuito ya 

sea númerica o gráficamente. 

Compruebe que para el circuito magnético de la figura 8.34, se ob 

tiene que 

q, 1 = 0.118 mwb, <P2 = o .119 mWb <P3 = 0.078 mNb -· 

B1 = 0.295 T B2 = 0.497 T B3 = 0.195 T 

H¡ 650 ~ H2 = 1600 ~ H3 400 A = = -m m 

4538 x 1o-7 Wb = 306 X 10- 7 \fu 4875 X 10-7 Wb J.ll = ).12 J.l3 = A-m A·m A·m 

Utilice la curva de magnetización del hierro colado dada en la fi 

gura 8.27. 

<j>¡ 

1 2 cm 2 cm 
1 1 1 1 . 

2 cm 2 cm 2 cm 

8 cm 

2 cm 

F 1=200 A·vuelta 

Fz=l60 A·vuclta 

FIGURA 8.34. Circuito magnético con reluctancias en paralelo y 

dos fuentes de fuerza magnetornotriz. 
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8.7 APLICACIONES OEL CIRCUITO MAGNETICO 

Presentaremos a continuación algunas aplicaciones del concepto de 

circuito magn€tico en fenómenos muy comunes en electromagnetismo. 

a) Fuerza entre pol.os magn~ticos . 

1 

-------Gons-ideremos-el-caso-de-un-c:icrcuito-magnético-con-un-entrehi:erro----

como se muestra en la figura 8.35. 

Como resultado de la fuerza magnetomotriz aplicada, se produce un 

campo magnético que a su vez provoca una fuerza que tiende a ce

rrar el entrehierro debido a la formación ·de polos opuestos en las 

caras que se encuentran frente a frente en el entrehierro. 

' ' 
' ' ---i i---
g 

A 

FIGURA 8.35. Circuito magnético con un entrehierro de espesor g 

y área de sección transversal A. 

Debido a la gran aplicación de la fuerza entre polos en diversos 

dispositivos electromecánicos, analizaremos el procedimiento para 

su obtención. 

Sabemos que la energía magnética por unidad de volumen o densidad 

de energía ~lmacenada, en una región donde existe campo magnético, 

se obtiene como 

u 
m 

= 

.e 
1 
2 
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Si el espesor g del entrehierro es pequeño en comparaci6n con 

las dimensiones (radio o lados) de la superficie A de las caras 

polares, es posible considerar el campo magnético uniforme en di

cho entrehierro, por lo que la energía magnética almacenada es 

IJo 
(Ag) 

Supondremos para nuestro análisis, que el circuito magnético toroi 

dal de la figura 8.35 es perfectamente flexible, con objeto de po

der evaluar el trabajo necesario para abrir o cerrar el entrehie

rro. Si aumentamos el espesor de éste una cantidad 8g y al mis

mo tiempo aumentamos la corriente una cantidad 8I , con objeto 

de mantener constante el campo, la energía almacenada aumentará en 

un 8U dado por 
m 

y el trabajo realizado fue 

8U 
m 

W = F 8g 
m 

(8.70) 

(8.71) 

donde F es la fuerza necesaria para separar a los polos una dis 

tancia 8g . 

Al despreciar las pérdidas es posible igualar las dos últimas ecua 

cienes y resulta 
-- "'.-

(8.72) 

De la última· expresi6n obtenemos que 

F = B2A [NJ 
2JJ 0 

(8.73) 
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EJEIIPLO 8. 2 1 
Un electromagneto tipo émbolo se construye con hierro colado y 

una bobina de 1000 vueltas, como se indica en la figura 8.36. Se 

desea obtener la fuerza que actúa sobre el émbolo, cuando el esp~ 

sor del entrehierro g es de 3 mm y la corriente en la bobina 

es 2 A 

1.5cm 2cm 

bobina 

0.2 mm 
(entrehierro menor) 

3cm 2crn 1.5cm 

"'émbolo 

El ancho del 
núcleo es 3 cm 

1.5 cm 

?cm 

espesor g 

1.5 cm 

0.2 mm 
(entrehierro menor) 

móvil 

FIGURA 8.36. Corte Longitudinal de un el~ctromagneto tipo"émbolo, 

donde se observa la colocaci6n del embobinado, el cual cubre el en 

trehierro. 

SOLUCIO!i 

Calcularemos primero las reluctancias de los entrehierros menores 

despreciando el flujo disperso, ya que su espesor es muy p~ 

queño y además son iguales, por lo que 

R = R m1,2 m 

R. 
m = ---; 

0.2 x 1o-3 

411 X 
; 3 54 X 1 0 3 
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La reluctancia del entrehierro principal será 

= 2 6 53 X 1 0 3 

El circuito magnético equivalente es el mostrado en la figura 

8.37 (a), pero dado que las reluctancias de las trayectorias a 

través del hierro son muy pequeñas, en comparación con las de los 

entrehierros, es una práctica común despreciarlas y aproximar el 

circuito por medio del mostrado en la figura 8.37 (b). 

Rs 

f e 

FIGURA 8.37. (a) 

a 

d 

ja) 

h 

(b) 

R 
m 

Circuito magnético equivalente al de la figura 

8. 3 6. (b) Circuito magnético reducido al despreciar las reluctan 

cias del núcleo frente a las de los entrehierros. 

con base.en el circuito de la figura 8.37 (b), obtenemos que 

F = N I = 1000(2) = 2000 A 

R R R 11 R [ 26 53 1 o 3 1 . 
( 3 54 10 3JH-l = + = X + X 

eq g m m. 2 

R = 2830 X 1 o 3 H-1 
eq 

F 2000 
0.707 mWb 

<1> = 
Req 

= 103 = 2830 X 

.! 0.707 X 10- 3 
B = = -4 = 0.79 T 

X 1 
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De la expresión de fuerza obtenida, (8. 73), tenemos que 

(0. 79) 2 (9 x 10-4) 
2(4n x 1o-7¡ = 220.8 N 

b) Cál.culo de inductancia en presencia de mate.rial.es ferromagné

ticos. 

Debido a que la permeabilidad de un material ferromagnético no es 

constante, la inductancia de una bobina o solenoide con núcleo fe 

rromagnético variará con la corriente aplicada. 

Analizaremos primero el caso de un inductor con núcleo ferromagn~ 

tico, como el de la figura 8.38, al que se le aplica una señal de 

corriente senoidal de tipo i = I sen wt . 
m 

FIGURA 8.38. 

núcleo 
ferromagné-
tico 

1 1 1 1 
2 cm 2 cm 2 cm 

Inductor con núcleo ferromagnético. 

cm 

cm 

4 cm 

2 cm 

1 

Del capítulo anterior 

tancia propia es 

sabemos que la definici6n general de induc-~ 

d:\. L = di 
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Ya que se forma un circuito ferromagnético, es posible despreciar 

el flujo disperso y la ecuaci6n anterior puede escribirse como 

también se cumple que 

d<j> = A dB y N di = J!, dH 

Por lo que la expresi6n de inductancia propia queda 

L = 
dB 
dH 

(8. 74) 

(8.75) 

La aplicaci6n de una corriente senoidal al inductor, llevará el 

material a través de un ciclo de histéresis como el mostrado en 

la figura 8.39 y éste se repetirá durante cada ciclo de la corrien 

te. 

B 
p 

B 

B 
m 

rectadcon pendiente 
prome 10: 

\ 
dB 1 

m= dH promedio 

tangente a la 
curva en P 

con pendiente: m= dB 1 
dH 

H=H 
p 

FIGURA 8.39. Ciclo de histéresis producido en el núcleo ferroma~ 

n¡tico del· inductor, cuando se le aplica una corriente senoidal. 

Para un punto P cualquiera, dB/dH representa la pendiente de 

la recta tangente a la curva de histéresis en ese punto, como se 

indica en la figura 8.39. 
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También se puede observar que la derivada dB/dH , evaluada en 1 
el punto P , es muy distinta a la pendiente de la linea que va 

del origen al punto P y que representa la permeabilidad del ma

terial en dicho punto, es decir 

B 
)J = _E 

H 
(8.76) 

----------------------~------------P 

[;~] 
H-=-H~~--~~--------------------

P 

--

Para poder calcular con la expresi6n (8.75) un valor de inductan-

cia, se obtiene el valor promedio de dB/dH 

obtener un valor promedio de la inductancia. 

el cual, permitirá 

Por tener dB/dH unidades de permeabilidad, se le conoce como 

permeabilidad diferencial y en este caso su promedio puede ser ob 

tenido fácilmente con la pendiente de la linea que une el origen 

con el punto de máximo valor de campo en el ciclo, como se indica 

en la figura 8.39, por lo que 

!promedio 

Y la inductancia promedio 

L 
p = 

B 
= Hm para el ciclo de interés 

m 

L será 
p 

(8.77) 

(8.78) 

Utilizando la informaci6n de la curva de magnetizaci6n del acero 

colado; un núcleo como el de la figura 8.38 y una bobina de 

N= 800 vue~tas, compruebe que la inductancia promedio es: 

LP = 909 rnH si I = 0.5 sen 120 nt y el núcleo originalmente no 
posee magnetizaci6n. 

Otro caso frecuente es el de un inductor al cual se le aplica una 

corriente 1irecta forme~a por un término continuo r. y un térmi 
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no de alterna ia = Im sen wt donde I 0 >> Im como se indica en 

la figura 8.40. 

I +I 
o m 

I 
o 

I -I 
o m 

i 

I +I sen wt 
o m 

t 

FIGURA 8,40. Corriente directa i = I 0 + Im sen wt , 

Si consideramos el material originalmente desmagnetizado, la apl~ 

caci6n de la corriente continua I 0 llevará al material sobre la 

curva de magnetizaci6n hasta un valor ---
i 

y la aplicación 

de la señal senoidal hará que el material siga un ciclo menor de 

histéresis como se indica en la figura 8.41. 

- . '" . 

B[T] 

B 

I'>H _.,. 
.,.,.-

11 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 

" ' / •/ 
i 

1 
1 X 

-------~~~:ri'>B 

I'>B 
m = I'>H 

/ 1 

-t~~/--------~~~0-----------------H [~] 

FIGURA 8.41. Curva de histéresis en un material ferromagnético, 

producido por una corriente directa como la de la figura 8.40. 
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Notar otra vez, que el valor de la permeabilidad en· el punto 

' (H 0 , B 0 ) es diferente a la permeabilidad promedio, ésta última 

este caso, se calcula con la pendiente de la recta que une a los 

puntos extremos de la curva, señalados corno x y y en la figura 

8.41, entonces 

-------------------------------~ 
dH 

¡----------óB----------------~(8~.~7~9~)----

promedio = óH 

Debido a la forma en que se obtiene esta permeabilidad, se le co

noce corno permeabilidad incremental, por lo que cuando la bobina 

de la figura 8.38 se excita con una corriente directa del tipo 

descrito, será necesario obtener una permeabilidad incremental ~i 

corno 

6B 
~i = óH para el ciclo menor de histéresis de interés 

y la ecuaci6n (8.75) puede expresarse corno 

L. = 
~ 

(8.80) 

(8.81) 

En un caso más general, en el cual los circuitos magnéticos sean 

más complejos, se deberá obtener la reluctancia equivalente del 

circuito-.y-.las expresiones de inductancia propia y mutua serían 

(8.82) 

(8.83, 

Para obtener el funcionamiento adecuado de un inductor con núcleo 

ferromagnético, es necesario que los núcleos sean construidos con 
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un conjunto de láminas aisladas entre si, con objeto de reducir 

las corrientes inducidas en el núcleo producidas por las variacio 

nes de flujo a través de él. 

Estas corrientes llamadas corrientes de Foucault, producen pérdi

das en el núcleo por efecto de calentamiento y s6lo se presentan 

con corrientes variables. 

e) El transformador con núcleo ferromagnético 

Los transformadores prácticos poseen un núcleo ferromagnético la

minado que forma un circuito magnético. La figura 8.42 muestra 

un caso típico. 

FIGURA 8.42. Esquema de un transformador con núcleo ferromagnét~ 

co. 

En el capítulo seis se encontró que para el transformador ideal se· 

cumple que 

vl N¡ 
= 

N2 v2 
(8.84) 

il N2 
= 
~ i2 

(8.85) 
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/ 

La representación simbólica del transformador de la figura 8.42 

es la mostrada en la figura 8.43, donde las líneas verticales en

tre las bobinas, indican que el transformador posee núcleo ferro

magnético. 

N:l 

relación de 
+ 

N 

1 

transformación 
--------------------------¡---r-----------~~~~~~-------• • 

FIGURA 8.43. Representación simbÓlica de un transformador. 

EJEMPLO 8.3 

El transformador de la figura 8.44 posee un núcleo ferromagnético 

laminado de acero-silicio. Considere que el coeficiente de aco-

plamiento k es aproximadamente y que la resistencia de las 

bobinas es despreciable. Si la corriente en el primario es 

i1 = 0.08 sen 377 t A , obtenga: 

a) La representación simbólica. 

-- b) La ind_uctancia propia del primario. 

e) La inductancia mutua. 

d) Los voltajes inducidos Vab y Ved 
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2em 

.!.... e 

4em a 

N2 = 1200 
N1= 6000 

b d 

2em 

2em 2em 2em 

FIGURA 8.44. Transformador con núcleo laminado de acero-silicio. 

SOLUCIOH 

a) La representación simbÓlica es 

a------, 5:1 e 

• + 

• 
b-----....J '-------d 

Como la relación de transformación es igual a la rela-

ción de vueltas por lo que N = N¡/Nz = 5 , además debemos notar 

que las marcas de polaridad son opuestas al transformador de la 

figura 8.43-debido al enrollamiento relativo de los devanados. 

b) Para obtener la inductancia propia es necesario calcular pri

mero la permeabilidad promedio ~p por medio de la ecuación 

( 8. 77), entonces 
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= 
6ooo co.o8f 

o. 2 
= 2400 A 

m 

De la curva de magnetización del acero-silicio obtenernos que para 

Hrn = 2400 ~ Brn = 1.48 T por lo que 

]Jp = 1 • 48 
2400 

= 6.167 X 10-4 Wb 
A•rn 

y de la expresión (8.78) 

L = = ~'~6~0~0~0~>-2~'~4--x~1 ~0---4~J (6.167 x 10- 4)= 44.40 H 
0.2 

e) De manera s.ernejante 

M = = (6000) (1200) (4 X 10-
4

) (6.167 X 10-4)= 8.88 H 
0.2 

Notar que i no es la longitud de la bobina, sino la longitud me 

dia del circuito magnético. 

d) Los voltajes inducidos son 

di¡ 
vil= L dt = 44.4 (0.08 (377) ces 377 t)= 1339.1 ces 377 t 

-. -
y con base en la ley de Lenz 

V = + 1339.1 ces 377 t ab 

di¡ 
267.82 377 vi2 = M = ces t dt 

o también 

1 
267.82 377 vi2 = vil = ces t 

5 

1 
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y con base en la ley de Lenz, o bien basados en la posición de 

las marcas de polaridad, obtenemos 

= -267.82 ces 377 t 

P R O B L E " A S 

8.1 Considerando que la Órbita del electrón de un átomo de hidró 

geno es circular, concéntrica al núcleo, de radio r:::: 5.3 x 10- 11 m, 

y que su velocidad angular es constante; determine la magnitud del 

momento dipolar magnético producido por el electrón, debido a su 

movimiento orbital. 

8.2 El deuterio es un isótopo del hidrógeno, el cual pe-

see un neutrón dentro de su núcleo. Considerando por separado las 

partículas subatómicas que constituyen al deuterio (protón, neu

trón y electrón) determine la magnitud del momento dipolar magnét~ 

ca de cada una de ellas debido al giro sobre su propio eje. 

8.3 Suponga que el momento dipolar magnético neto de un átomo de 

fierro es 9.1 x 1 o-2 4 A•m 2 y con·sidere que en un gramo de la 

misma sustancia, existen 3 x 10 23 átomos. Para una muestra de 

fierro en forma de paralelepípedo rectángulo, de masa 50 gramos, 
-+ 

colocada dentro de un campo magnético B como se muestra en la 

figura P8.3, determine la magnetización máxima que puede ocurrir 

en el bloque. 

/ 

X 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

1 
1 

1 

;------

Volumen del bloque= 6.345 crn
3 

Figura P8.3 

.. 
B 

y 
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8.4 En la figura P8.4 se muestra un solenoide largo con núcleo ' 

ferromagnético y devanado uniforme. Al medir el valor del campo 

magnético en el extremo se obtuvo que B = 28.85 rnT , 

I = 2 A en la dirección indicada. 

cuando 

Considere la magnetización uniforme en todo el núcleo y calcule: 

---------=a} La rna_gn_e_ti zación_del_nú el e o_. ________________________ _ 

--

b} La corriente de magnetización. 

e} Los vectores intensidad de campo y densidad de flujo magnéti

cos en el centro del solenoide. 

12cm 

l. N = 1800 

lcm r·· 
núcleo ferromagnético 

Figura P8.4 

8.5 Suponga que un i.mán de barra corno el de la figura p 8. 5' po-
..¡. 

se e una magnetización uniforme M = 1 500 
A 

y y calcule los ve e-
..¡. ..¡. 

tares B y H para 

/ 
1.2cm IJ 

los puntos A, B 

lO cm 

y c. 
m 

' ' 1 
1 

~~~~=:;'<l.6om A ----T-------; . ---. --. --. T 

S cm 

1 1 
1 1 
1 1 

6cm 1 
1 
1 
1 Scm 1 

·----------------· B e 

Figura P8.5 
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8.6 Considere un arreglo de toroide de enrollamiento uniforme y 

bobina, con las dimensiones mostradas en la figura P8.6 y calcule 

la permeabilidad, la permeabilidad relativa y los vectores magne

tización, intensidad de campo e inducción magnética en el centro 

de la bobina, para los casos siguientes: 

a) 

b) 

e) 

NÚcleo de aire (X = 0.4 X 10-6) 
ml 

NÚcleo de platino 

NÚcleo de bismuto 

Calcule también para cada caso la diferencia de potencial induci-
' 

da Vxy máxima si la corriente del toroide vale it = 0.8 sen 377 t A. 

z 

~ r¡= 4 cm 
1 

y 
1 

X 
r2= 5 cm 

,---Nb 
b = 1 cm 

X N = 1600 t 

it y Nb= 60 - i = t 2 A 

Figura P8.6 

8.7 El núcleo toroidal de la figura PB.7 está construido con ace 

ro colado. Si la bobina posee 400 vueltas y la corriente a tra-

vés de ella es ~e 0.5 A , determine con ayuda de la curva de ma~ 

netización del material lo siguiente: 

... ... 
a) Las magnitudes de los vectores B y H en el núcleo. 

b) El flujo magnético a través de la sección transversal del nú

cleo. 
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e) La magnitud de la magnetización en el núcleo. 1 
d) La permeabilidad y la permeabilidad relativa del material para 

las condiciones del problema. 

e) La energía almacenada por ,el arreglo. 

r 1 = 2 cm 

r2= 4 cm 

b'= 2 cm 

Figura PB. 7 

8.8 Utilizando el concepto de área aparente para el entrehierro 

del circuito magnetice mostrado en la figura P8.8, calcule la co

rriente necesaria para obtener un flujo magnético, en dicho entre 

hierro, de 0.3 mWb . 

N= 800 

2c \ 
2c 

2an ~ 

3cm 

-

2cm 3cm 

Figura PB.B 

hierro 
colado 

1 
T~a=3mm 
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8.9 Se tiene un circuito magnético construido con dos materiales 

ferromagnéticos distintos, como el mostrado en la figura P8.9; 

utilice la información de las curvas de magnetización de cada ma

terial y obtenga el nGmero de vueltas necesario para que el fl~jo 

a través del acero colado sea <l>a = 0.4 mWb .,. .,. 
magnitudes de B y H en cada material. 

3cm 

2cm 

2cm 

2cm 

l• 2cm 1 3cm , l•2cm .-¡ 

Figura PB .9 

Calcule t•mbién las 

acero 
colado 

8.10 Suponga que en un circuito magnético como el de la figura 

P8.10, construido con acero laminado en frío, se desea calcular el 

flujo magnético, la intensidad de campo y la densidad de flujo ma~ 

nético en el entrehierro y en cada brazo del nGcleo. Utilice la 

información de la curva de magnetización del material y el concep

to de área aparente. 

2cm 2cm 3cm 2cm 2cm acero 
laminado 
en fria 

Figura PB.!O 

2cm 

4cm 

2cm 

g = 2 mm 

It= 2 A 

r, = 1 A 

N,= 1175 

N2= 2335 
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8.11 Se desea obtener ·el nGmero de vueltas necesario en la 

del electroim&n de la figura P8.11, para que iste sea capaz 

vantar un peso total de 50 kgf con una corriente de 4 A 

bobinl 
de le 

ca·ns i 

dere un nGcleo construido con acero colado y una longitud de los 

entrehierros de 3 mm . No desprecie la reluctancia del nGcleo 

frente a las de los entrehierros. 

3 cm 

lg = 3rrm 

T 
,~ I 

50 kgf ~ 
f------+-1 ----11f----t"l/3 cm 

3cm 2cm 3cm 

Figura PB.ll 

8.12 Se desea construir un inductor, utilizando el nGcleo lamina 

do de acero de transformador mostrado en la figura P8.12 La in 

ductancia promedio deseada es LP = 1.2 H cuando la corriente es 

i = 0.4 sen 120TTt A • Considere que el nGcleo originalmente no 

posee magnetización y determine el nGmero de vueltas necesario p~ 

ra la bobina. 

2cm bobina 

\ 
3cm 

2c 

acero de 
transformador 

2cm 2cm 2cm 

Figura PB .12 



1 

555 

8.13 La figura P8.13, muestra un transformador con un nGcleo la-

minado de acero-silicio. Desprecie la resistencia de las bobinas 

e indique cuánto debe valer la inductancia promedio del primario 

si se desea una corriente en el primario ip = 0.1 

cuando se conecta a una diferencia de potencial VP 

f2 sen 120 nt 

= V = 120 /2 ab 
sen 120 nt . Considere un coeficiente de acoplamiento entre las 

bobinas del primario y del secundario de k = 0.85 y determine 

cuántas vueltas se deben enrollar en cada bobina para obtener un 

voltaje en la salida Ved = 6 .r2 sen 120 nt , cuando las condicio 

nes en el primario son las enunciadas con anterioridad. 

i 2cm 
p -+a 

3cm 
V =V b p a 

2cm 

2crn 

Figura P8.13 



APENDICE A 

ÁNGULO SÓLIDO 

Como antecedente para entender el sig~ificado de un ángulo sólido, 

recordaremos la forma de evaluar el ángulo subtendido por una cuE 

1 

---c-____ v=a-=e=n'----'u"'n=--punto. c_ons ideremos_la-curva-plana~r-y-e:l-punt_o_P·------

mostrados en la figura A.l, donde a es el ángulo subtendido por 

--

la curva r en el punto P , el cual puede ser evaluado obser-

vando que la proyección de di sobre la perpendicular a r , es 

decir di sen e , es igual al arco de circunferencia rda , es 

por ello que podemos escribir que 

a = f da = 
r 

rda -- = 
r 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

sen e· 
r 

\~ 
1 r• curva r 1 curva 
1 ----------r--

~~~--~~~~a- 1 : / p 
\ ' ', ,/' ... __ .,.. 

FIGURA A.1. ~1 ángulo a es el subtendido por las curvas r y r• 
en el punto P. 

Debemos notar además que el ángulo es subtendido en B , tambi€n 

por la curva r' y por cualquier otra curva que una los puntos 

a y b • 
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Si el punto P es un punto interior a una curva cerrada cualqui~ 

ra, el ángulo será siempre de 2n radianes (rad) y si el punto 

se encuentra fuera de una curva cerrada cualquiera, el ángulo sub 

tendido será cero. 

Consideremos ahora una superficie S y un punto P , como se 

muestra en la figura A.2, en la cual se indica también un cono 

diferencial con vértice en el punto P y que tiene por base la 

proyecci6n del área dA interceptada por dicho cono, cuya magni

tud es dA cos e • 

uperficie S 

dS'l 

FIGURA A.2. Diferencial de ángulo sólido dO , subtendido por 

la superficie dA en el punto P . 

DefiniremQs_ como ángulo s6lido diferencial subtendido por la su

perficie dA en el punto P el cociente del área proyectada so 
A 

bre el plano perpendicular al vector radial r y la magnitud 

del radio r al cuadrado. 

Usualmente él ángulo s6lido es-representado con la letra omega ma 

yúscula n y se mide en esterradianes sr por lo que 

dO = dA cos e 
r2 (sr] 
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donde r es la altura del cono diferencial con vértice en P y 

base dA cos e • 

El ángulo s6lido subtendido por la superficie S , es 

¡¡ = (sr] 

Con objeto de aclarar esta idea, consideremos una superficie ce

rrada esférica de radio ro y supongamos que se desea evaluar el 

ángulo s6lido subtendido por la esfera, en un punto P que coin

cide con su centro, como se indica en la figura A.3. 

superficie 
esférica 

FIGURA A.3. Para el caso particular de una esfera concéntrica con 

el punto P , los vectores 
.... 

dA y 
~ 

r son colineales. 

.... 
Para este caso, el coseno del ángulo que forman los vectores dA y 

r es igual- a uno y el radio es constante, por lo que 

¡¡ = 1 
r2 

o fdA= 
1 

r2 
o 

(411 r 2) = 411 sr 
o 

1 

Aunque este último resultado ha sido obtenido para un caso espe- -

cial, es fácil suponer que es válido para cualquier punto interior 

a cualquier superficie cerrada. Para un punto fuera de una super

ficie cerrada el ángulo subtendido será siempre cero. 
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CAPÍTULO 1 

-+- -+- = (-1.1 F21 = -F12 
A A 

72 X - 54 y )N 

-+- A y) 10 3 N 
1.2 A) EA = (50 X + 25 e 

B) Q = 12.423 ne 

-+- x - A z) 10 6 N 
1.3 EP = (-33.75 17.08 y - 714.31 e 

-+- x + 
A z) 10 6 N 

EQ = (-11. 79 33.95 y - 17.08 e 
-+-

A N 
E = (-10.39 x + 37.4 y + 11.88 z) 10 6 

R e 
-+-

1.4 A) E o = o 

-+-
A N 

EA = -1.976 X 10 5 y e 
-+- y + z) 10 4 N 
EB = -(18.147 6.977 e 
-+-

A N 
B) E e = -886.92 y e 

-+- A N 
E e = -888.89 y e 

1.5 A) a = 3 cm 

-+- A N 
B) E- = o .13 87 X e e 

.... 
0.1389 

A N 
E e = X e 
-+-

106 A N 1.6 A) E 17.09 X y 
A e 

-+-
10 6 A N 

EB = 9.94 X y e 
-+- A N 
E e = 2.24 X 10 4 y e 



1.7 

1.8 

1.9 

1.10 

1.11 

1.12 

-- 1.13 
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B) 5.2% , 80.9% y 81 643.7% 

C) 22 740.4% , 26.22% y 0.4% 

0positiva = 0.03 llC 

A) E o B) E 1500 
N 

= e 

C) E 3000 ~ D) E 750 
N = = e 

A) VA = 9 kV , VB = 4.649 kV 

B) VBA = -4.351 kV 

C) U3 = -35.498 )JJ 

D) VA = 8.454 kV , VB = 4.103 kV y V AB = 

A) a = o 0 int = -0.982 llC 
ext , 

m2 

B) V = V = o V = V e b a a e 

C) V = 5 X 10 3 V a e 

u = -6.6 J 

v. = -10.58 kV 

A) a.1 V = 1.58 X 10 6 V , vb = 1.56 X 10 6 
a 

a.2 V = 662.7 kV , 
a vb = 561.2 kV , 

a.3 V = 12.799 kV , a 

B) b.1 vab = 20 kV 

b.2 Vab = 2,135 kV 

vb = 10.666 kV , 

1 

4.351 kV 

V , V ab = 19.625 kV 

Vab= 2.133 kV 
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1 1.14 A) V = 
a 

o vb = -120 V 

B) = o = -361.03 nC 
200.57 nC a¡ , 02 m2 

, 03 = m2 

C) . q = 34.026 nC 

-+ . kV D) E = -40.831 r 
m m 

1.15 

E 
X 

[m] 

1.16 VA = o , VB = -2.197 kV 

ve = o , VD = l. 609 kV 

-+ . kV 1.17 EA = -78.988 y m 

-+ . kV 
EB =.-22.567 y 

m 

-+ • kV 
E e = 26.326 y m 

- _,. .• 

CAPflULO 2 

2.1 e= 10 pF r " 9 cm 

2.2 a) 6)JF 

b) 6)JF 

e) 9.6)JF 
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2. 3- a) vl = v2 = 7.2 V , Vs = 9.6 V 

b) Ql = Os = Q2 + Q3 + Q4 = 86.4 Jle 

2.4 

2.5 

2.6 

2.7 

e) ul = 0.311 mJ 

d) V = 24 V ad 

e) Q = T 86.4 Jle y 

a) Dos capacitores 

b) Un arreglo como 

e2 a 25 V y 

a) 0m1 = 7.5 Jle , 

b) 0m2 = 30 Jle , 

V = 750 V , 
xyl V 

xy2 

a) o = 8.496 Jle 
m2 

b) oi = 6.372 Jle 
m2 

e) E = 35.4 X l0-12 

d) u = 0.255 mJ y 

e) V = 4 kV abm 

UT = 1.037 mJ 

convenientes 

el mostrado 

e3 a 50 V 

o ml = 2.65 

o = 2.65 m2 

= 1500 V , 

e2 
xe= 

N•m2 y 

u = 1.02 J 
mg 

a 25 V en serie 

con: e1 a lOO V , 

X 

X 

o 
m 

3 

10- S e 
m2 

lo-s e 
ii0 

= 2.65 x 10-s e 
m2 

1 
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1 2.8 a) A = 0.113 m2 

b) r¡ = 8.98 cm , r2 = 9 cm 

e) r¡ = 9.48 cm , r2 = 9.5 cm 

2.9 a) Mica 

b) Polietileno 

2.10 Papel 

2.11 a) Papel, A = o .113 m2 

b) Mica, A = 0.087 m2 

2.12 a) 17.54 nF 

b) 8 kV 

.... 
~ kV .... 

~ kV .... 
~ kV 2.13 a) Eb = 800 y E = 531.8 y E = 1202.3 y m m m p m 

.... • ¡¡e b) pb = 26.9 y-
m2 

.... • ¡¡e· 
e) Db = 33.98 y-

m2 

d) ub = 13.59 
J 

m3 

2.14 a) e = 0.152 nF 

b) V = abm 5493.1 V 

'· 

e) u =· l. 094 ¡¡J 

2.15 e = 0.0507 nF 
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CAPiTULO 3 
... 

3.1 J = 268.16 X kA 
m2 , I = 1.314 mA hacia la derecha 

3.2 a) SO x 1o1s electrones 

b)_ No 

3.3 a) 

3. 4 a) 

b) 

e) 

d) 

e) 

V = 0.072 mm 
pCu S 

kA 
J = 96.316 2 

m 

E = l. 657 mV 
m 

V 
p 

mm 
= 0 · 431 minuto 

JJ = 4.335 x 1o-3 

V = 66.28 mV xy 

V 
pAi 

mm = 0.10 -
S 

3.5 R = o.sn CI = 266.67 X 103 S 
m 

3.6 R = 0.012 ¡¡ 

3.7 R = 2206.4 Mil 

3.8 a) R.= 295.28 ¡¡ 

b) R40 = 348.03 n 

bl R90 = 413.97 n 

V = 0.103 mm 
pAg S 

3.9 a) Sin considerar dilataci6n R = 0.3784 ¡¡ 

b) Considerando dilataci6n R = 0.3781 ¡¡ 

e) Error 0.068% 

1 
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3.10 T = 27.5 •e 

3.11 R = 2501 333.31 5001 6001 1501 1333.31 15001 20001 25001 

3000 y 4000 n 

3.12 a) 33 n 

b) 50.66 n 

e) 18.06 ¡¡ 

d) 24 n 

3.13 R = mín 28.8 kn 

3.14 a) R = 144 n 

b) Costo $175.68 

e) Ahorro $87.84 

3.15 a) r. = 1 ¡¡ 
~ 

b) 8. 45 V 

e) R = r. 
~ 

4.1 vab = 60 v V = 36 V 
be Ved = 24 V 

IR
4 

= 0.6 A 1 IRS = 0.9 A 1 IR 2 = 1.5 A 

4. 2 a) V • = 32.86 V abmax 

b) R2 
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4.3 a) Vl3=7.5V, v 48 =4.5V, = -22.5 V , 

bl si v2 = o 

V1 = 2.5 V, Va= -21.5 V, V7 = -17.5 V, V6 = -23.5 V 

v5 = -20.0 v , v4 = -11.0 v y y 3 = -5.0 v. 

4.4 v = 11.8 v· 
xy 

4.5 Potencia suministrada por E1 = P51 = 111.62 W 

Potencia almacenada por E2 = p = 8.6 w 
A2 

Potencia suministrada por E3 = PS3 = 13.18 w 

4.6 a) S6lo la fuente 1, p = 5.76 w 

b) S6lo la fuente 2, p = l.OW 

e) Conexi6n serie, P=3.31W 

d) Conexi6n paralelo, P = 7.11 W 

e) Fuentes equivalentes 

±l_lOV -±Ll6 ' 

f·-~ f -,v 
Hl 

serie paralelo 

4.7 V 
medida = 7.958 V xy 

Il = 39.378 mA medida 

% de error en V = 0.52 % xy 

% de error en Il = 1.55 % 

= -5 V 1 



1 4. 8 Circuito 
Rz 

R¡ 

4.9 Cücuito_( 

r 
R¡ 

4.10 V = E - R3il ad 

i¡ = 0.5 e- o. o 5 trnA 

i¡ = o 

i¡ = 0.447 e- o. o 5 t.mA 

vbd = 100 (1 - e-0.05 t) V 

vbd = 77.687 V 

vbd = 77.687 e- o. 1 t' V 

vbd = 10.514 V 

vbd = -89.486 e- o. o 5 t" + 100 V 

Rz 

o < t < 

30 < t < 

t > 

o < t < 

30 < t < 

40 < t < 

t' = t 

10 < t < 

t > 

t" = t 
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R¡ = 20 n 

R 2 = 8.33 n 

PRI > 3.2W 

PR 2 > 3 W 

R¡ = 10 ¡¡ 

Rz = 4 ¡¡ 

PRI > 2.5 w 

PR2 > 1.0 w 

Fusible de 1 

30 S 

70 S 

70 S 

30 S 

40 S 

60 S 

- 40 

70 S 

70 S 

- 70 

A 
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4.11 V = vab + vbe = 33.207 V 1 a e 

vab = 17.468 V 

V be = 15.739 V 

4.12 u 1 e 2 = 373.82 mJ = 2 V e e 

UR = J R i2 dt = 490.84 mJ 

us = J E i dt = 864.66 mJ 

CAPiTULO 5 

~ . m 5.1 V = 300 z -
S 

~ . • zl lo-lB 5.2 BA = (-3.072 X + 3. 072 y - 4.096 T 

~ 

BB = -14.22 X 10-l B • 
X T 

~ 

lo-lB . Be = 6 X X T 

~ 

Bo = o 

5.3 • B = 0.8 T , B = X 

--
5.4 a) V -~ -- l. 916 10 6 m = X -ml.n S 

V 9.581 10 6 m = X -máx S 

b) mz -- ml = 2m 1 

~ 

5.5 BA = 23.09 x IJT 

... 
= [57. 73 A 

Y]llT BB X - 20 
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1 
.... 

=[57.73 
. 

+ 20 yl¡¡T B X 
e 

.... 
=(9.9 x- 15.24 yhT B 

D 

5.6 Valores de B en ¡¡T 

. 
5.66 z 

7.74 • z 

22.36 
. 
z 

-10.86 
. 
z 

- 4.24 
. 
z 

.... • 5.7 BA = -8.533 y ¡¡T 

.... 
=[-8.421 

. z ]¡¡T BB y - 2. 839 

.... 
=[-3.611 • z]¡¡T Be y - 6. 94 6 

.... . 
BD = 4.632 y ¡¡T 

5.8 I = 66.85 A 

.... ¡¡ 0 N I •' [ 1 1 

+ y'J'I' l y 
5.9 B = 

[Sa 2 y2] 3/2 
+ [s:z _ 2 --+ ay + ay 4 

.... 
5.10 BA = 41.32 

. 
X mT 

.... . 
BB = 40.68 X mT 

- -.... . 
Be = 20.66 X mT 

.... . 
BD = l. 02 X mT 

5.11 a) N = sao vueltas 

b) R = 0.875 ¡¡ 

e) B = 7.218 mT , B = 3.636 mT e e 
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5.12 B = o r < r1 

1 ).Jo I [ r: -r: l B = r¡ < r < rz 
2nr rz rz l 

).Jo I 
B = r > r 2 2nr 

5.13 a) . B , = 
rn~n 

20 mT , B máx = 26.67 mT 

b) <P = 
m 

6.9 ).JWb 

5.14 <P¡ " 19.74 ).JWb 

<Pz " o 

).1
0

I 1b sec el 
·5.15 <P¡ = in = 141.43 nWb 

2n sec Bz 

<Pz = 
).Joizb 

in 
r2 

109.95 nWb = 
2n r¡ 

<Ps = <P¡ + <Pz = 251 nWb 

... 
5.16 F¡ = 

A 

160 y ).JN 

... 
=[-49.2 

A ~]J.lN Fz y + 73.8 

... ... A 

F3 = :..F\ = 23.6 X ).JN 

... 
A 

5.17 prn = -32 y mA·m 2 

... 
Trn = 288 z mJ 



573 

1 CAPÍTULO 6 

6.1 a) q,b = l. 25 mWb 

b) vab =-5 V 

e) r = 1.7 ¡¡ 

' i 
d) a~b 

e) No, dB constante porque dt 
= 

6.2 a) i = 1 A en el sentido de las manecillas del reloj 

b) vab = 15 V 

... A m 
e) V = B X -

S 

d) V = 23 V 
ef 

... A 

6.3 a) BA = 10- 4 X T 

b) E = 2.67 X 10- 4 V . de a hacia d 

... 
10-e A 

e) Fbc = -3.56 X y N 

d) p = 3.56 X 10- 7 w 

e) Invertir la velocidad de la barra 

Invertir el sentido de ic 

Mover conductor y bobina de tal forma que la velocidad 

relativa sea 
... 
V = 10 y 
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6.4 a) 

b) 

e) 

6.5 V xy 

6.6 V 
xy 

6.7 a) 

b) 

e) 

6.8 a) 

b) 

.¡, = 
ll i i o e 

2n 

V t + O. 22 be in -"---;-;--;:--
Vbet 

.¡,(t) = 7.985 l!Wb 

t = 0.015 

i = 1.21 X 10- 4 A o 
= -1.12 X lO 3 e os 377 t 

= -8.79 sen 314.2 t 

(w B ) 2 1T i R 4 

[ w) p = máx 
16 p 

PR = 70.8 w 

p = l. 64 w 1 2.3 % aprox. r 

Direcciones 
A A 

X o -x 

6000 rad 
" 955 rev w = -- --

S S 

A 
A 

Si B = X si 
... ... B B 

A 

B = -x 

-G A -6 X 

6.9 a) VAB -254.5 sen wt 

1 

A 

X 
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1 -3.991 120 Tlt 3.991 (120 Tlt TI 
) mA b) iLl = ces = sen - 2 

iL2 = -7.829 ces 120 Tlt = 7.829 (120 Tlt -
TI 

) mA sen 2 

V = 10 sen 120 !Tt V 
XZ 

7.9 a) N = l. 77 

b) V = 0.5 V ab O < t < 20 ms 

V = -0.25 V ab 20 < t < 60 ms 

V = o ab 60 < t < 70 ms 

V = -0.283 V cd O < t < 20 ms 

V = 0.141 V cd 20 < t < 60 ms 

V = o cd 60 < t < 70 ms 

e) u = 5 mJ rnáx 

7.10 i (t) = 6(1 - e-4t t > o 

V = 6(1 + e-4t 
ab t > o 

V = 6(e-4t - 1) cb t > o 
- ,_ 

7.11 i = 10 (1 e-t A 0 < t < 1 S 

V = 20 (1 - e-t ) V ab 

V be = 20 e-t V 



i = 6.321 e-t1 A 

vab = 12.642 e-t¡ V 

vbc = -12.642 e-tl V 

i =(10- 7.675 e-tz)A 

V =15.35 e-tz 
be 

i = 7.176 e -t3 

vab = 14.352 e -t3 

V be = -14.352 e -t3 

V 

A 

V 

V 

vab =(20 -14.72 e-t 4)v 

i = 7.292 e -ts 

. -. -
V ab = 14.584 e -ts 

V be 

7.12 a) 

=-14 .584 e -ts 

V = 83.26 V 
a e 

b) U¡ = 2.949 J 

V 

A 

V 

V 
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1 < t < 2 S 1 
t¡ = t - 1 

0 < t¡ < 1 S 

2 < t' < 3 S 

t 2 = t - 2 

o < t 2 < 1 s 

3 < t < 4 S 

t3 = t - 3 

o < t3 < 1 S 

4 < t < 5 S 

0 < t4 < 1 S 

5 < t < 6 S 

ts = t - 5 

o < ts < 1 S 
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1 7.13 i =(1 - e-10t) A o < t < 40 ms 
p 

V = vab = 10 V 
p 

V = V = 4 e-1 ot V 
S xy 

i = 329.68 e-1 ot 1 mA 40 < t < 80 ms p 

V = vab = o V t1 = t - 40 ms p 

V = V = -1.319 e- 10 t1 
S xy V o < t1 < 40 ms 

i =(1000 
p - 779.0 e-1 ot 2) mA 80 < t < 120 ms 

V = V = 10 .v tz = t - 80 ms p ab 

V = V = 3.116 e-1 ot 2 V o < tz < 40 ms 
S xy 

i = 4 77.82 e-10t3 mA 120 < t < 160 ms p 

V = V = o V 1:3 = t - 120 ms p ab 

V = V 
S 

= xy -1.911 e-1 o t 3 V o < t3 < 40 ms 

i =(1000 - 679.0 e-1ot4) mA 
p 160 < t < 200 ms 

' 
V = vab = 10 V t .. = t - 160 ms p 

' . 
V = V = 2. 716 e-1ot 4 V o < t .. < 40 ms 

S xy 



579 

CAPÍTULO 8 

8.1 Pm = 9.27 X 10-24 A·m 2 1 
8.2 a) pmp = 1.409 X 10- 26 A•m 2 

b) pmn = -o. 974 X 10- 26 A·m 2 

e) pme -927.1 X 10 26 A•m 2 

+ MA 8.3 M = 21.513 
m 

8.4 a) M = 15.916 kA 
m 

b) I 
m 

= 1200 A•vue1ta 

e) H 30 kA 
B = 57.7 mT = , m 

+ . A 8.5 H = 2.05 y 
A m 

• 2.58 y IJT 

+ . A 
HB = .-2. 43 y 

m -3.05 y IJT 

+ . ")A He =(-0.61 y - 3.13 z -m 
+ 
Be =(-1.26 y- 2.40 i))JT 

+ • mA 8.6 M¡ = -4.527 z 
m v = 12.922 mv xyl 

+ • A 
H2 = -3.282 z 

m v = 12.925 mv xy2 

+ • A 
M3 = 1.924 z 

m vxy 3 = 12.919 mv 

8.7 a) H 1061.03 A = 
m B = 1.16 T 

b) 4> = 464 )JWb 

e) H 922 kA = 
m 
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' 
d) l. 093 10- 3 Wb K = 870 1' = X , 

A·m m 

e) u = 46.4 mJ 

8.8 I = 1.25 A 

8.9 N = 86 vueltas 

8.10 B l. 36 T oj>g 0.96 mWb H 1085.15 MA = , = , = g g m 

Brazo central 

B3 1.3 T 4>3 0.96 mWb H3 2425 
A = , = , = m 

8.11 N = 1024 vueltas 

8.12 N = 864 vueltas 

8.13 L = .3 .183 H , N = 840 vueltas, N = 42 vueltas 
p p S 

- .· 
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