‘f:v’v 7[ J

Antecedentes de

Jeometria
Yy TRIGONO
METRIA

Arnulfo Andrade Delgado

Erik Castafieda de isla Puga
Jesus E. Nolasco Martinez
Jaime Parada Avila

1do 7 fa
{)JV]CJ Oj ,[n)f?ﬂr > )

Fom - (Ve i)'NC’ }
// ‘/E gleJﬁJ/t”Jr}
//m’)rtﬁf L™ doi ¥

-Er?z'li’{‘K‘é [ 1



Catalogacion cn la fuente

‘ Antecedentes de gemmeieia ¥ lrigmwmuu-_fa. £ Jesuis

| E. Nolasco Martnez... fet al.f. - .*»_']e.\'tm 3

| Trillas : UNAM. Fuculiad de Ingenieria. 1990.
107 p. o 23 e

l Incluye hibliogratios ¢ indices

| ISBN 968-24.3547.}

i {. Geaometria 2 Triganomenia. 1. Nolasco
| Martrnez. Jesiis .Ut

b L QASS1AS D- 510241744
I P

[E—

' Sk iERM

2% ion v disposician en conginlo de - n
lifi«'g';f 2‘)1"';;1[‘."\1;8 D,[, GEOMETRIN Y TRIGON QMI; TRiA
son propiedad del editor. Ninguna parte {I(' u\-m_u!n u Ly
puiede sor reproducida o trasminda. mediante HIRRIN 3 “‘“I
o metodo, electronico o mecanic (mv/m'vu(/u» f'/ /”vlmlnl’,:m»/(z)}:mmm,
la grabacion o cualquivr sixtema de rectperacion | r{ lm( I3t
de informacion), sTH consentiniento por esceilo del cditar

Derechos reservados o
® /991 Edutorial Trillas, S. .1 oo C )0,
Ave Ri Clirebusco 385, Col. Pedro Mana nava,

C.P. 03340, AMévico. D. I

Micmnbro de la Camara Nocional de la
Indhustria Fdional Reg. mom 158

Tercera edicion, marzo 1990
{Primera publicada por Fditonagt Tnltas, S, A de C. V)

ISBN 968-24-3547-1

Impreso en Mevica

Printed in Mexico

G.. F29/24

PROLOGO

La geometria y ]a trigonometria son antecedentcs primordiales para las ca-
rreras del drea fisicomatcmética en el nivel de licenciatura. Estas importantes
ramas de las malcméticas son una base esencial para cl estudio de otras que,
como e] calculo difercncial e integral, constituyen los fundamentos tc6ricos
necesarios para el desarrollo de Jas diversas disciplinas que sc estudian en las
carreras de Ja mencionada 4rea.

El presente matcrial es un compendio de los conceptos bésicos de la
geometrfa y la trigonometria, y puede utilizarse como apoyo didéctico en los cur-
sos de matematicas que se¢ imparten en los niveles medio supcrior y supcerior.

El contenido esté cstructurado cn unidades teméticas que a su vez sc dividen
cn partes llamadas médulos. En éstos sc dosifican los temas a partir de un orden
I6gico y didactico, a fin de lograr una mcjor comprension de los mismos.

Por ofra parte, la obra cucnta con elementos didicticos quc conslituyen una
mctodologia de aprendizaje; tienen por objcto facilitar el estudio y permitir un
mayor aprovechamiento del contcnido. Por lo tanto, se recomicrnda al lector que,

. desde ¢l inicio, comprenda su funcién y los utilice adecuadamente. A
cantinuacion se describen dichos elementos.

Al principio de cada unidad aparccen:

* Objetivo general. Es una gufa para el aprendizaje dcl contenido; indica la
conducta que dcbe obtenerse al {inalizar ¢l estudio de 1a unidad.

* Introduccién. Muestra a] lector un panorama general del contenido; destaca
los temas principales y su importancia. :

Los clementos didacticos de que constan los médulos son:

* Objetivos especificos. Sc derivan det objetivo gencral dc la unidad.
Describen y delimitan ta conducta especifica que debe adquirirse en relaci6n
con un tema determinado; precisan las condiciones, ¢l nive) y el criterio dc
¢jecucion aceptable como deberd manifestarse dicha conducta.
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Cuadro sindptico. Presenta Ja sintesis del contenido en forma esquemaética.
Ejemplos. Elementos que explican o ilustran las caracteristicas de un concep-
to o de un procedimiento; facilitan la comprension y la generalizacion del
contenido.
Ejercicios. Actividades de aprendizaje, cuyo proR, .0 ¢s la aplicacién de los
elementos tedricos. A8imismo, permiten compruJar si se ha logrado la con-
ducta indicada en los objetivos especificos.

Al final se encuentran:

FExamen de autoevaluacién. Tiene como finalidad que el lector, por sf
mismo, pueda valorar objetivamente en qué medida ha alcanzado un
dominio aceptable de los conocimientos y habilidades considerados en Jos ob-
jetivos de aprendizaje.

Soluciones de los ejercicios y del examen de autoevaluacién. Permiten la
verificacion de las respuestas.

Bibliografia basica. Proporciona las fuentes de informacién a las que se
puede recurrir para aclarar alguna duda o bicn profundizar en ciertos temas.

Por dltimo, es de justicia agradecer a todas las personas que de alguna manera

colaboraron con los autorcs c¢n la elaboracion de este matcrial, muy especial-
mente a las licenciadas Irma Hinojosa F€lix y Marfa Cuairdn Ruidiaz, quienes
realizaron Ja estructuracion did4ctica.

JESUS E. NOLASCO MARTINEZ
JAIME PARADA AVILA
ARNULFO ANDRADE DELGADO
ErRIK CASTANEDA DE ISLA PUGA
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Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

Aplicara los conceptos fundamentales de dngulos, tridngulos y circunferencia
en la resolucion de problemas geométricos.

roduccion
En esta unidad se estudian los conce ptos, teoremas y principios bdsicos de la

metria plana, con el objeio de que estos fundamentos se apliquen en la
lucion de problemas geométricos.
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MODULO 1. EL ANGULO, MEDIDAS
ANGULARES
Y TIPOS DE ANGULOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este modulo, el alumno:

* Definird los conceptos de dngulo, grado sexagesimal y radidn.

» Convertird a radianes el valor de un dngulo dado en grados sexagesimales y
viceversa. .

* Defunird cudndo dos dngulos son adyacentes, complementarios o conjiugados.

Cuadro sin6ptico

| i B
Angulo es la abertura entre dos rectas que se intersecan en un punto
llamado vértice.

* Medidas de un ° Grados sexagcsimales
angulo

°

Radianes

G ivalencia * lrad = % grados —» 1 rad = 57.2958 grados

°

1grado = % radianes — 1 grado = 0.01745 rad

* Tipos de dngulos ° Adyacentes: Ticnen cl mismo vértice, un lado
comun y son cxtcriorcS uno del otro.

—
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Cuadro sin6ptico

‘ Continuacién s

~
n
* Tipos de dngulos * Rectos: Aqucl que mide 90° o 2 rad W

* Agudos: Mide mcnos de 90°
® Obtusos: Mide més de 90°

Complementarios: Cuando la suma .de dos
dngulos es igual a 90°

Suplementarios: Cuando Ja suma dc dos éngulos
¢s igual a 180°

Conjugados: Cuando ]a suma de dos dngulos es
igual a 360°

9 J

1.1. Concepto de dngulo

Considéresc que una linca recta OA, gira alrededor de su extremo O a una
posicién OB, permanecicndo en el mismo plano, como se muestra cn la figura
1.1. Con este giro se dice que se gencra un dngulo plano AOB = a.

B
& @
A
Figura 1.1
Al Jado OA, se Ic llama lado inicial dcl dngulo y al lado OB, lado terminal dc

dngulo a.
El punto O se conoce como el vértice dc] dngulo o .

1.2. Medidas de angulos

Las principales unidades para cxpresar Ja medida de un 4ngulo son ¢l grado
sexagesimal y el radidn, que también se conoce como unidad ciclica.

i 15

1.2.1. El grado sexagesimal
Esta unidad, que pertencce al sistema sexagcsimal, tiene como base el nii-
mero 60.

La circunferencia se divide en 360 partes iguales, cada una de las cuales
oorrespopde a un grado sexagesimal. El grado sexagesimal se subdivide a su vez
en 60 minutos, y cada minuto en 60 segundos. Los grados, minutos y segundos
$¢ represcntan respectivamente por a® b’ ¢”.

\ 1.2.2. El radidn

Definicién: Un radién es el angulo 12l que, si su vértice est4 colocado
en ¢l ce'mro'dc un circulo, interseca sobre la circunferencia un arco
dc longitud igual al radio del circulo.

~ Asf,si cnla figura 1.2 se toma sobre la circunferencia un arco AB de longitud
igual al radio y se trazan las rectas OA y OB, el dngulo AOB = a mide un radin.

Figura 1.2

Para medir cualquier 4ngulo 0 en radiancs, se coloca su vértice en el centro de

un cfrculo de radio r (véase la figura 1.3); si L s la longitud del arco intersecado
en ¢l circulo por el 4ngulo 0, entonces sc tiene:

El valor de 0 en radianes =€




16

()o e

Figura 1.3

1.2.3. Conversion de medidas angulares

Cuando 0 es igual a 180°, entonces el arco L, quc interseca sobre un circulo
de radio r, es una scmicircunferencia tal que L = scr, donde n es aproximada-
mente igual a 3.1416. De acucrdo con lo antcrior, si sc aplica Ja ecuacin para
obtener la medida dc un d4ngulo en radiancs, se tiene:

180° =%rad =¥rad = 7 1ad

180°= = rad
Esta Gltima igualdad se utiliza como base para convertir el valor de un dngulo
dc grados a radianes y viceversa. As{, dc esta igualdad se obticne:

T B .
1° = 180 rad, dondc 180 equivale aproximadamentc a 0.017453
asf quc: 1° = 0.017453 rad
180° 180°

y también I r1ad = , dondc equivale aproximadamecntc a 57.296°

asique: 1rad=57.296°
Ejemplo 1
Expresar cada uno de los siguientcs 4ngulos en radiancs.

a)45°

Solucién

Dado que 1° = 0.017453 rad
45° = 45 (0.017453) = 0.785 rad

El. ANGUI.O, MENIDAS ANGULARES Y TIPos 17
. . T
Expresado cn iérminos de nt; como 1° = 120 rad

T 1
45° =45 — ==
180 rad 2 ntrad

b) 385°
Solucion
Sc procede 1gual que en el ejemplo anterior:

385° = 385 (0.017453) = 6.719 rad

Expresado en téminos de

o n
385° = 385 180 rad = 2.1388 n rad

Ejemplo 2
Expresar cada uno de los siguicntes 4ngulos en grados.

a) % rad

Solucién

Dadoque 1 rad = 18

n n 180° .

s %
b) 2 rad

Solucion

L4

En forma anéloga:

)

2rad =2 %: 114.59°

1.3. Tipos de angulos

1.3.1. Angulos adyacentes

Se dice quc dos dngulos son adyacentes cuando tiencn el mismo vértice, un
0 comin y son extcriores el uno del otro.
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Definicién: Un é&ngulo obtuso es aquel que tiene una magnitud
mayor de 90° (4 rad). (Véase la figura 1.7.)

i
0 a
Figura 1.4
a>90°
1.3.2. El dngulo recto
()
Delinicién: Un &ngulo recto es aquel que mide exactamente 90°, lo que '
= en radiar%es equivale a 2rad. (Véase la figura 15) Figura 1.7

1.3.5. Angulos complementarios

Definicion: Si la suma de las medidas de dos 4ngulos es de 90°, los
&ngulos se llaman complementarios y cada uno de ellos se llama el
complemento del otro.

: e B0t s rad

En la figura 1.8, los 4ngulos @ y B son complementarios.
Figura 1.5

1.3.3. El 4ngulo agudo

Definicién: Un &ngulo agudo es aquel que ticne una magnitud menor
de 90° ("2 rad). (Véase la figura 1.6.) ‘

Figura 1.3
@<90°

Se puede observar que si dos 4ngulos son complementarios, entonces ambaos

Figura 1.6 80n agudos.
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1.3.6. Angulos suplementarios

Definicién: Si la suma de las medidas de dos 4ngulos s 180°, sc dice
que los dngulos son suplementarios y cada uno de ellos sc 1lama el
suplemento del otro.

Los dngulos a y Bde la figura 1.9, son suplementarios.

0

Figura 1.9

1.3.7. Angulos conjugados

Definicién: Si la suma de las medidas dc dos dngulos es 360°, sc
podré decir que los 4ngulos son conjugados, y que cada uno cs €]
conjugado del otro.

En la figura 1.10 los 4ngulos ¢y P son conjugados.

()

Figura 1.10
Ejemplo 3
Si 1a medida de un 4ngulo o cs dos veces la medida de su complcmento f3,
icudnto miden a y P?

21

Solucién

Del cnunciado, a = 2 3, y como a y 3 son complementarios:

a+pf=90",; 2B+f=90"; 3B=9%0°

de donde ﬁ-—-%=30°

por Jo tanto:

f=30", «="90°"-30°=60°

Ejemplo 4
Detcrminar 1a medida del suplemento del éngulo a, cuya magnitud es 135°.

Solucion

Sc ticnc: a + suplementode o = 180°
Suplemento de a=180° - a = 180° - 135° =45° -

Ejemplo 5

Si Ja medida de un 4ngulo a es cinco veces 1a medida de su conjugado B,
(Cuédnto miden a y f3?

Solucion

Del enunciado, a =5 3, y como a y 8 son conjugados:
a+ =360 S5B+f=360
6=36); P=——=060" T
por lo tanto:
B =060°, a=360°-60"=300°
ISjercicios '
Medidas angulares

Fxpresar cada uno dc los siguientes ngulos en radjancs:

~ 1.800°

2.210r
3.150°
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Expresar cada uno de los siguientes 4ngulos en grados:
2

4. ?7! rad

5.9.4 rad

T
6. - rad

Tipos de dngulos
7. Dctenninar la medida del complemento del angulo a, cuya magnitud es 23°.

8. Si l1a medida de un &ngulo a es tres veces la medida de su suplementario B, ;cudnto
midena y 8 ?

9. Si la medida de un angulo a es once veces la medida de su conjugado §, jcuénto miden
ayp?

MODULO 2. EL TRIANGULO, SUS TEOREMAS
PRINCIPALES Y SEMEJANZA
ENTRE TRIANGULOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

* Enunciard los principales teoremas sobre tridngulos.
e Aplicard la semejanza de tridngulos en la resolucién de problemas.
* Resolverd tridngulos rectdngulos aplicando el Teorema de Pitdgoras.

Cuadro sinéptico

-
Tridngulo es el espacio limitado por tres rectas que se cortan.

* Clasificacién de los ° Equildtero: Cuando sus tres lados son iguales.
tridngulos segiin sus
lados ]
° Isésceles: Cuando dos de sus lados son iguales.

°

Escaleno: Cuando sus tres lados son diferentes.
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Cuadro sindptico Fontinuacién
= - ; o= ~
e Teoremas 1. La suma de los tres 4ngulos interiorcs de todo

tridngulo es igual a 180°.

| 2. En 10do fringula isdsceles los dngulos opucstos
a los lados iguales son iguales.

3. l.a suma de dos lados cualesquicra dc un
tridngulo es mayor que cl tcrcer lado; y Ja
difcrencia, menor.

Dos tridngulos son semejantes st sus dngulos correspondientes son iguales o
sus lados correspondicntes son proporcionalcs.

» Teoremas sobre 1. Si dos tridngulos son mutuamcnte equidngulos,
tridngulos semejantes sOn semcjantcs.

2. Si dos tridgngulos ticnen un dngulo igual, com-
. prendido entre lados proporcionales, los dos
tridangujos son scmcjantcs.

3. Si los tres lados de un tridngulo son respectiva-
mente proporcionalcs @ los dc otro tridngulo,
ambos son semcjantes.

4. Dos tridngulos que ticnen sus lados respectiva-
mentc paralclos o perpendiculares, son scmejan-
tcs.

Teorema de Pitdgoras. En un tridngulo rcctingulo, cl cuadrado dc la
bipotenusa cs igual a Ja suma dc Jos cuadrados dc los catctos.

j — = S

2.1. El triangulo

Sc llama tridngulo al espacio limitado por trcs rectas que se cortan. Los pun-
1os de corte se llaman vértices, y los segmentos comprendidos entre los vErtices,
lados del tridngulo.

En la figura 2.1 sc presenta un tridngulo de vértices A, B y C y de Jados a, b
y ¢. Los trifingulos comdnmente sc designan por sus vértices.

25

Figura 2.1

Con respccto a Ja magnitud de sus lados, los trifingulos se clasifican cn:
cquilateros, isGsceles y escalenos.

2.1.1. El tridngulo equildtero

Definicion: Un tridngulo es equildtero si sus tres Jados ticnen la
misma magnitud.

El tridngulo ABC de la figura 2.2 es cquildteroyaque a=b = c.

- 5 a=b=c

A c B
Figura 2.2

2.1.2. El tridngulo isésceles

Definicion: Un tridngulo s isosceles si las magnitudces de dos de sus
lados son igualcs.
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| Los lados iguales sc llaman laterales y cl tercer lado se llama base del
: tridngulo. El tridngulo ABC dc la figura 2.3 es isGsceles, ya que sus ladosay b
| son iguales.

2.2, Principales teoremas sobre triangulos

A continuacién se enuncian algunos tcoremas importantes sobre tridngulos,
por ser de utilidad para el desarrollo de conceptos trigonométricos, asf como para
comprender algunos otros topicos matcmaéticas.

Teoresna 1. La suma de los tres dnguios interiores de todo tridnguloes igual a
180°, o bien, a & rad.

! e En la figura 2.5, se tiene que: a + 3 + y = 180° .
a=>b
b a
c
Y
A c¢ (base 8

! (base) dl B
\ | A B
] Figura 2.3
I Figura 2.5

2.1.3. El tridngulo escaleno
. Teorema 2. En todo tridngulo isGsceles los dngulos opucstos a los lados
iguales son igualcs.
En la figura 2.6, como ABC es un tridngulo is6sceles, a=»5, por lo tanto
a=p.

Definicién: Un tridngulo cs escaleno si las magnitudes de sus tres
lados son diferentes.

] El tridngulo ABC de la figura 2.4 es cscaleno, yaque a = b = c.

ambazc

Figura 2.6

Figura 2.4 Teorema 3. La suma dc dos lados cualesquicra dc un tridngulo es mayor que
¢l tercer lado; y 1a diferencia, menor.

Del tridngulo ABC de la figura 2.7, se tiene que:
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a+b>c, a+c>b, b+c>a
a-b<c, a-c<h, b-a<c
b-c<a, c-a<bh, c-b<ca

A L& B8
Figura 2.7
Ejemplo 1

Para cl tridngulo rectdngulo ABC dc Ja figura 2.8, si a=40°, detenninar Ja
magnituddc By y.

Figura 2.8

Solucion

Como ¢l tridngulo es rectdngulo, ¥ = 90°. La suma de Jos dngulos interiorcs de
un tridngulo cs 180°, cntonces:

a+B+y=180" 40°+p+90° =180
Dc donde:
=180°-90°- 4 = 50°

2.3. Triangulos semejantes

Definicidn: Dos tridngulos son scmcjantes  si sus angulas co-
rrcspondienics  son  iguales, o si sus lados correspondientcs son
proporcionales.
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En la figura 2.9 los tridngulos ABC y A’B'C’ son semejanles, ya quc:

a b ¢
ay=az;B1=B2 y vi=v2,y Pial il
©
Y1
b a
aiq B
A B

Figura 2.9

Los siguicnles teorcmas determinan Ja scmejanza cnire tridngulos:

Teorema 1. Si dos tridngulos son mutuamentc cquidngulos son scmcjantes.

De cste tcorema sc desprenden los siguientcs corolarios:

Corolario 1. Dos tridngulos son semcjantes si ambos ticnen dos angulos
respectivamentc iguales.

Corolario 2. Dos tridngulos recléngulos son scmejantes si tienen un 4ngulo
agudo igual.

Teorema 2. Si dos tridngulos tiencn un angulo igual comprendido entrc lados
proporcionalces, los dos tridngulos son semcjantes.

b
Con basc cn la figura 2.10, cstc tcorcma dice que:siay=a, y o

a,la

cn-
tonces 10s tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes.

@
- C,
b
)
y

Figura 2.10 =
Teorema 3. Si 10s tres lados de un tridngulo son respectivamente propor-

cionales a los dc otro, los dos tridngulos son scmejanlcs.
Con base en la figura 2.11, este tcorcma dice que:

entonces los tridngulos ABC y A’B'C” son scmejanitcs.
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C
b a
B
A ¢ c
b’ a’
A ¢ &

Figura 2.11

Teorema 4. Dos tridngulos que tiencn sus lados respectivamente paralelos O
perpendicularcs son semejantcs.

Ejemplo 2 . - L
Si en la figura 2.12, BC es paralelo a DE' y BC=50m,DE =25myAD =30

m ;Cuénto mide AB?

c
E
50
25
A 30 D B
Figura 2.12

Solucion
Como los lados de los tridngulos ABC y ADE son paralelos, entonces son
scmcjantes, por lo tanto:

AB_BC AB_X0
AD DE ’ 30 25
De donde:
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2.4. El teorema de Pitagoras.
Aplicaciones

El teorema de Pitdgoras, que relaciona los catetos y la hipotenusa de todo
tridngulo rectangulo, se cnuncia como siguc:

En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de 1a hipotcnusa es igual a la \
suma de los cuadrados de los catetos.

De acuerdo con el teorema, para cl tridngulo rectdngulo de la figura 2.13, se
tiene que:

a? 4p? —g*

A b c
Figura 2.13
Ejemplo 3
En un tridngulo rectdngulo ABC, c cs la longitud de la hipotenusa y a y b son
las longitudes de los catetos.

a)Sia=12 y b=16, ;cudntomidcc ?

Solucioén

Del teorema dc Pitdgoras:
c2=a2+b%-(12)%+(16)% =400
por lo tanto:

¢ 2 =Va =20
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b)Sia=24yc =25, ;cudnto mide b ?
Solucion
Dcl tcorcma dc Pitdgoras:

c- +b2;

B2 =c? —a® =(5)*-(28)?% =29
por lo tanto:

b=vd9 =7

Ejemplo 4
Una persona camina 7 kilémctros hacia cl norte, 3 kilémetros hacia el este y 3
kilémetros hacia cl sur. ; A qué distancia csta del punto de partida?

Solucidn

Sc traza una figura que represcnla las longitudces recorridas.

M7= y BD=3

Figura 2.14
De la figura 2.14 se observa que AED cs un tridngulo rectdngulo y que:
ED=BC=3,EB=CD=3,
AE=AB-EB=7-3=4

Como la longitud buscada cs AD, sc aplica cl tcorema de Pitdgoras al
ridngulo AED:

(D)% = AE) %+ ED)? =(#) +(3)2=125
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por lo tanto:

Ejercicios
Teoremas sobre tridngulos

1. Si un 4ngulo interior de un tridngulo rectdngulo mide 65°, determinar la magpitud de
sus otros ngulos in teriores.

Tridngulos semejantes

2. Sienlafigura 2.15, BC es paraleloa DEy AB = 10m, AD =3m y AC = 20 m.
{Cuénto mide AE?

C
E
A D B
Figura 2.15

Ll teorema de Pitdgoras. Aplicaciones

3. En un tridngulo ABC, c es la longitud de la hi potenusa y a y b son las longitudes de los
catetos.

a)Sia=1y b =2, ;culnto mide c?
b)Si b =18y ¢ = 20, ;cuénto mide a?

4. Una persona camina 1 milla hacia el norte, 2 millas hacia el este, 3 millas hacia el norte
y 4 millas hacia el este. ;A qué distancia esta del punto de partida?



MODULO 3. LA CIRCUNFERENCIA

.Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» Enunciard la definicion de circunferencia.
e Explicard los conceptos de cuerda, didmetro, secante y tangente de una
circunferencia.

Cuadro sinéptico

=
Sea P un punto de un plano y sea r un nimero positivo. La circunferencia con
centro Y.y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que estin a
unadistancia t del punto P.

» Elementos de la cir- ° Cuerda: Es todo scgmeato rectilineo que unc
cunferencia dos puntos de la circunferencia.

° Didmetro: Es toda cuerda que pasa por €l centro
de la circunfcrencia.

Secante: Es toda recta que corta a la circun-
ferencia en dos puntos cualesquiera.

Tangente: Es toda recta, en el mismo plano, que
ioca a la circunferencia en un solo punto,
llamado punto de tangencia.

35
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3.1. La circunferencia
Sea P un punto de un plano dado y sea r un nimero positivo.

Definicién: La circunferencia con centro P y radio r es el conjunto
de todos los puntos del plano que estén a una distancia r del punto P.
I

La figura 3.1 muestra una circunferencia.

Figura 3.1

3.2. Conceptos de: cuerda, diametro, secante
y tangente de la circunferencia

3.2.1. Cuerda

Definicién: Se llama cuerda a todo segmento rectilineo que une dos
puntos de una circunferencia y cuya magnitud es igual a la minima

distancia entre dichos puntos.

En la figura 3.2 el segmento AA” es una cucrda.

A

AJ

Figura 3.2
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3.2.2. Didmetro

Definicion: Se llama didmetro a toda cuerda que pasa por €l centro
de la circunferencia.

3.2.3. Secante

Definicién: Una secante a una circunferencia cs una recta que la
corta en dos puntos cualesquiera.

B

Figura 3.3
3.2.4. Tangente

Definicion: Una tangente a una circunferencia es una recta, en el
mismo plano, que toca a la circunferencia en un solo punto.

o

El punto anterior se llama punto de tangencia o punto de contacto, y sc dice
que larecta y la circunfercncia son tangentes en el punto de contacto.
En Ia figura 3.4, el punto A ¢s el punto de tangencia.

Figura3.4
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3.3. Teorema para trazar la tangente
a una circunferencia

i i Un tcorema importante porque se utiliza para trazar la tangente a una circun-
' ferencia es:

Toda tangentc a una circunferencia es perpendicular al radio
trazado por el punto de contacto.

UNIDAD 2. )
TRIGONOMETRIA

Objetivo general

Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

e Aplicara los conceptos fundamentales de la trigonometria plana en la
resolucién de problemas.

Introduccion
El propésito fundamental de esta unidad, es el estudio de las funciones

trigonométricas y sus propidades, asi como su aplicacién en la resolucién de
problemas trigonométricos.

39




MODULO 4. RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE ANGULOSAGUDOS

Objetivos especificos
Al terminar el estudio de este médul o,- el alumno:

* Definird las razones seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante
de un dngulo agudo.

e Calcularg, sin el uso de tablas, el valor de todas las razones trigonométricas
de los dngulos de 30°, 45° y 60".

Cuadro sinoptico

Razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45°y 60°

Angulo
30° 45° 60°
il 1 3
2 V2 2
0s Vi 1 1
2 V2 2
3 tan 1
S iy
3 3 : e
= I
cot \,3 i .E
- AL
sec 2
7 V2 2
e 2 vz %3

41
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Es convenicnte observar que la cosecante, la secante y la cotangente son
respectivamente rccfprocas del scno, coseno y tangentc. Con csta observacién se
puedcn memorizar fcilmente las 6 razoncs trigonomeétricas.

4.1. Definicion de las razones trigonométricas
de un angulo agudo

L. Consid€rese un tridngulo rectdngulo con un 4ngulo y = 90°, como se muestra

Ejemplo 1
enla figura 4.1.

Encontrar los valores de las razones trigonomeétricas para el 4ngulo agudo a,
del tridngulo ABC quc se mucstra en la figura 4.2.

8

Figura 4.1 Figura 4.2

Solucién
Datos:a=3 c¢=5
Por medio dcl teorcma de Pitdgoras se encuentra el valor del catcto adyacente b:

Se pucden estableccr 6 razones difercntes dc un Jado del triéngulo ab]otro.
Estas razoncs que SC CONOCEN ¢OmO razones trigonométricas, son aplicables a
cualquiera de los 4ngulos a gudos a o B. ! ] '

Razones trigonométricas del 4ngulo a. Con relacién a Ja figura 4.1:

- . b=Ve? -a? =V5? -3% =Vi6 =4
c es la hipotenusa dcl tridngulo

acs el catcto opuesto al dngulo a Entonces:
b es cl catcto adyacente al 4ngulo a cateto opucsto 3 hipotenusa S
- hipotenusa ~5 S cateto opuesto 3
. u
Las 6 razoncs trigonométricas para cl &ngulo a son: s
j cos o = S2teto adyacente 4 _ _ hipotenusa 5
R— catcto opuesio _ a hipotenusa 5 cateto adyacente 4
EEE hipotcnusa ¢
o cateto opuesto 3 cot o = 2t adyacente 4
cateto adyacente _ b cal€lo adyacente 4 "~ calcto opucsto 3
coseno @ ; €05 & =""yinotenusa €

Ejemplo 2
_cateto opuesto

a Encontrar Jos valores de las razones trigonométricas de un 4ngulo agudo a,
cateto adyacente b

cuyo seno es igual a 1/2.

tangente a ; tan o =

cateto adyacenie b Solucién
g

cotangente & ; 0L A = ") re10 opucsto

cateto opuesto 1
Como sc sabe: sena=——,—£——=——
hipotenusa 2

-l

cateto adyacente

S B>}

sccantc @ ; Sec @ = Sc puede representar un tridnguwu rectdnguio con un 4ngulo agudo a; cuyo

cateto opuesto sea igual a 1 y con una hipotcnusa igual a 2 (véase la figura 4.3).
El valor del cateto adyacente b se encuentra aplicando el teorema de Pitdgoras.

b=V22 _12 =y3

hipotenusa = _ ¢
Ta

cosecante & ; €€ & =110 opuesto
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b

Figura4.3

Al aplicar las férmulas de las razones trigonométricas se tiene:

1
= csca=2
sena =7
cos a /o SCCOI-i
2 V3
1
tano = — cota=v3
V3

4.2. Razones trigonométricas de los Angulos
de 30°, 45° y 60°

4.2.1. Razones trigonométricas de los dangulos
de 30° y 60°

Para determinar las razones trigonométricas de los 4ngulos de 30° y 60°, se
traza un tridngulo equilétero ABD de 2 unidades por lado, con una unidad de lon-
gitud adecuada; por ejemplo, centimetros (vedse la figura 4.4). Enscguida se
traza una perpendicular a la base AD del tridngulo desde e} vértice B.

. Como se muestra en la figura 4.4, ABC cs un tridngulo con:

|
|
30"}
|v3

|
]
A 1 c D

Figura 4.4

A
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BAC = 60°,ABC = 30°, ACB = 90°
AB=2,AC=1,

y por el teorema de Pité4goras:

BC-VAB?-AC% -V 22 -1? -v3
De la definici6n dc las razoncs trigonométricas para un 4ngulo agudo, se tiene:

3

sen 60° =g= cos 30°
cos 60° =%= sen 30°
tan60°=?= 3 = cot 30°

o b d
oot 60 =7/3° tan 30
sec 60° =—i—=2=csc30'
csc 60° —i—sec30"

S

3

4.2.2. Razones trigonométricas del dngulo de 45°

Para determinar las razones trigonométricas de un 4ngulo de 45° se construye
un tridngulo rectédngulo con ambos catetos iguales a la unidad (véase la figura
4.5), y el 4ngulo en C igual a 90°. Por lo tanto, los 4ngulos o y § son iguales a
45°,

B

Figura 4.5

Del teorema de Pitdgoras, la longitud de la hipotenusa del tridngulo es:

AB-Y AC® +TB? =V12+1? =vZ
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" De la definici6n de las razones trigonométricas para un 4ngulo agudo, se tiene: Razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45° y 60"

1 V2 Encontrar ¢l valor de 1as siguientes expresiones:
sen45° = Z-2
21an 45° — 4 cos 60°
cos 45° -L—fz— i csc 60° tan 60°
R
o "2
\an 45° =l=l '(sec45 Csc 45°)
1 tan 45° + sec 60°
il
cot45 =T. 1 5 (oot 30° tan 60° + tan 45")2
y csc 30°
scc 45° = ‘/—17* =V2
csc 45 = -‘/Ti- =V2
Ejemplo 3
Encontrar €] valor de las siguientes exprcsiones:
2 V5,
(sec 30°) (sen 60%) +1an 45" V3 2 1+1_1
% csc 30° 2 2
§ (c0t30°)2+tan45° (v3)2+1 3+1 »
) 2 cos 60° T2 1
Fjercicios

Razones trigonométricas de un dngulo agudo

1. Encontrar los valores de las razones trigonométricas para el angulo agudo B del
¥iingulo ABC que se muestra cn la figura 4.6,sta =2y b = 3.

Figura 4.6

2. Encontrar el valor de las razones trigonométricas de un angulo agudo a, cuya cotan-
gente es igual a 1/3.
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MODULO 5. RAZONES TRIGONOMETRICAS

DE UN ANGULO EN GENERAL

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, ¢l alumno:

 Calculard el valor de todas las razones trigonométricas, sin el uso de tablas,

de los dngulos de 120°, 135°, 150", 210°, 225, 240", 300°, 315"y 330°.

 Determinard, con el uso de tablas, el valor dc una razén trigonométrica de un

dngulo cualquiera dado y viceversa.

Cuadro sinéptico

=
Signos de las razones trigonométricas
Cuadrantes
Scgundo | Tercer Cuarto
icuadrante  |cuadrante |cuadrante
i seno y
R |cosccante + ‘*‘ - .
a
z
. COSeno 'y
secante + = = +
n
e
B tangentc y
cotangente + - + -
J

49
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Cuadro sindptico Continuacién
- A
150°, 210°, 330° . 30°
Razones Son iguales en
trigonométricas . . , |valor absoluto 5
de los dngulos 120°,240°, 300° 1 135 del éngulo 60
de: de:
135°,225°,315° 45°
Razones trigonoméiricas de un dngulo en general
_ ordenada _ y = abscisa  x
~ distancia d distancia d
e ordenada y ' R abscisa _ x
NBENIC = “abscisa — x COLaNgENIC = o denada ~ y
distancia d distancia d
secante =————— = — cosecante s==——=a————
abscisa x ordepada y
A v

5.1. Definicion de las razones
trigonométricas de un
angulo en general

Sea 0 un dngulo en posicién comin (véanse las figuras 5.1 a 5.4), y sea P un
punto de coordenadas rectangulares (x,y) pertencciente al lado tenninal del

éngulo 6.

Y‘r
P(x.y)
:
d Iy
6! X
@'x 'p .
Figura 5.1
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\g
P(-xy)
¥ d

._yi

P(-x -y)

Figura 5.3

o

xyY

-

a

P(x.-y)

Figura 5.4

Si en cada una de las cuatro figuras se traza una perpendicular desde el punto
P al cje X, se tendrd un trigngulo rectangulo OPP”, de lados x, y, y d como se
Mmucstra en las figuras. Si se considera que d, distancia de P al origen, es positiva

'y que los valores de x y y dependen de la posicion de P, las razones

Irigonométricas para cualquiera de los dngulos 0 se definen como sigue:
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' = ordenac?a 22 ™\
distancia d

abscisa x

= N A =
distancia d

_ Ordenada _ y

tan O ;
abscisa x

] abscisa x
coLl=e———=—
ordecnada y
distancia d
secl=—-"=—
abscisa x

distancia d

~ordcnada ~ y

T -

Estas dcfinicioncs también son aplicables para los dngulos ncgativos o
mayorcs de 360°.

Se cntiendc como 4ngulos coterminales aqucllos cuya difcrencia es igual a
360°. Asi por cjemplo, cl dngulo de 290° cs coterminal dcl dngulo de 30° y
viceversa.

De 1las definicioncs s¢ puede concluir que, para dos dngulos quc son coter-
minales, sus respectivas razones trigonométricas son idénticas. Entonces, para
cncontrar las rclaciones trigonométricas de dngulos ncgativos o mayores dc 360°,
se detcrmina su respectivo cotcrminal cntre 0° y 360° y enscguida se aplican las
definicioncs.

Lo anterior también sc pucde cxpresar de la siguiente forma: Los valorcs de
las razoncs trigonométricas de un dngulo 0 son los mismos quc para cualquicra
de los dngulos 8 = 7 360";dondc n=0, 1,2, 3, ...

Ijemplo 1

Si ¢l punto P (-6, 8) csté sobrc ¢) Jado icrminal dc) dngulo 0, cncontrar las 6
razoncs trigonom¢iricas dc 0.

Solucidn

Sc ubica cl punto P dc coordcnadas (-6, 8) cn un sistcma coordenado rectan-
gular: x = -6, y = 8 (véase la figura 5.5).

1
P(-68) .
——————— 8
|
I
; d
I
I
i
! s
-6 X
Figura 5.5

Por cl teorema dc Pitdgoras se ticnc:

d=V(6)2+82 =v36+64 = vI0O =10

d=10

Por aplicaci6n dc las dcfiniciones de las razones trigonométricas:

2 5 4
A
Sope—
0=—=—=——'
e 05
X B £
O~ e =g

Ejemplo 2,
Encontrar el valor de scn 405°

Solucién
Sc dctermina e) coterminal de 405° cnire 0° y 360°
405° - 360° = 45°
dc donde:

sen 405° = sen 45° = g
Eijemplo 3
Encontrar cl valor de tan (-300°).

cot0 =

x_6_3
RN 4
10 5
% 3
d_10 5
y 8 4

33
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Solucién

Se encuentra el coterminal de —300° entre 0" y 360°
-300° + 360° = 60°
de donde:

tan (-300°) = tan 60° = V3

5.2. Signos de las razones
trigonométricas en los
cuatro cuadrantes

Puesto que d siempre es positiva y sen 0 es igual a y/d, entonces sen 0 tiene
el mismo signo que y. Asf, sen B8 es positivo cuando B termina en €l primer o
segundo cuadrantes (y es pasitiva) y negativo cuando termina en €l tercer o cuar-
to cuadrantes (y es negativa). Haciendo consideraciones similares para las otras 5
razones, se obtienen 10s resultados que se muestran en la figura 5.6.

Y

Segundo cuadiante ﬁ Primer cuadrante

Sélo sen y csc Las seis razones

son positivas. son positivas.

—— X

Teicer cuadiante Cuarto cuadrante

Sdlo tan y cot Sblo cos y sec

son positivas. son positivas.

Figura 5.6

Ejemplo 4

Decir en qué cuadrante termina cada 4ngulo y establecer el signo de) seno,
coseno y tangente.

a) 320°

Solucién

Como 270° < 320° < 360°, 320° termina en el cuarto cuadrante.

RAZONES TRIGONOMETRICAS 55

sen 320° = '5 ; ¥ es negativa, entonces sen 320° es negativo.
°

cos 320° =

%
d ’
tan 320° = f ; y €s negativa y x positiva, entonces tan 320° es negativa.

b) 480°

como x es positiva, entonces cos 320° es positivo.

Solucién

Se encuentra su coterminal entre 0° y 360°
480° - 360° = 120° ; 480° y 120° son coterminales.
Como 90° < 120° < 180°, 120° termina en el segundo cuadrante.

sen 120° = ‘:— ; como y es positiva, entonces sen 120° es positivo.
X .
cos 120° = 4 comoxes negativa, entonces cos 120° es negativo.

tan 120° <% , y positiva y x negativa, entonces tan 120° es negativa.
x

5.3. Razones trigonométricas de los
angulos de 120°, 135°, 150°, 210°, 225°,
240°, 300°, 315°y 330°

5.3.1. Razones trigonométricas de los 4ngulos
de 150°, 210° y 330°

l.as razones trigonométricas de los dngulos de 150°, 210° y 330" son iguales
en valor absoluto a las razones trigonométricas del 4ngulo de 30%; o sea que,
cuando més, difieren cn el signo, dependiendo de la raz6n y del cuadrante donde
esté el ladp terminal de dichos 4ngulos.

En la figura 5.7, se muestra el dngulo de 150° en posicion normal. A partir de
esta figura se pueden calcular las razones trigonométricas de 150 trazando el
triéngulo recténgulo OPP’.

P(—\/3l1)

Figura 5.7
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En la figura anterior pucde verse que:

* a=180" - 150° = 30°
« ¢l tridngulo rcctdngulo OPP’ cs semejante al tridngulo ABC de la figura 4.4
dcl apartado 4.2.

En virud de lo antcrior, los valores dc Jos lados del tridngulo OPP* sc pucdcn

haccr iguales respectivamente a los valores dc 1os lados dcl tridngulo ABC dc la
figura 4.4; cs dccir:

OP'=BC=vV3,PP'=AC=1 yOP=AB=2.

Entonces, como cl punto P sc encucntra en ¢l segundo cuadrante, tcndré por
coordcnadas P (-V3, 1) y la distancia dc cste punto al origen scra: d=2.

Al aplicar la dcfinici6n de las razones trigonométricas para un &ngulo en
general se ticne:

S

S .—X=l °=—=——=_
sen 150 . cot 150 E V3
& x N3 , d 2
coslSO=d=—2 sec 150 g

S 5 1 o dil 2
50°===-—— =—===
tan 150 173 csc 150 e 2

Para calcular las razones trigonométricas del &ngulo dc 210° se procedc de
igual forma que para c] caso dec 150°, s6lo que ahora las coordenadas del punto P
son (-V3, -1) (véase Ja figura 5.8).

YIP

210°

Figura 5.8

Entonces, sc ticnc:
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sen210‘=‘%=-;-
c05210°=§=—§
tan210°=§=-_;l§—=—13—
001210°=—=:?= 3
sec210' =222
csc210'=—=:2T=—2

Entonccs sc ticnc:

Y &
330°
e
{ \ WP -
\o 1 G
2 I
P(Vv3,-1)
Figura 5.9
1
50 L - =
scn 330 r >
. x V3
3~ = - == m—
cos 330 7"
1L
an330° =¥ - —
an 33 * 3

5

Para cl caso dc las rmzones trigonoméiricas del dngulo de 330° también sc
procede dc la misma mancra, s6lo quc cn esle caso las coordenadas dcl punto P
son (V3 ,-1), (véasc 1a figura 5.9).
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3302 3
y -1
sec 330° = he2
x V3
csc 330° =£=—2-=—2
y -1 -
Ejemplo §
Calcular el valor de las siguientcs expresiones:
2) 3 csc 150° + sen 210° — cot 330° =
1 1 11
3(2)-2+\/3_=6—2+ -t 3
(tan 330°) (cot 2107) +1 W3)(V3)+1 -1+1 -0

% ¢sc 150° 2 2

5.3.2. Razones trigonométricas de
los 4ngulos de 120°, 240° y 300°
Los valores de las razones trigonométricas de los 4ngulos de 120°, 240° y
300° son iguales en valor absoluto a los del dngulo dc 60°.

En la figura 5.10, se muestra el d4ngulo de 120° en posicién normal. Al trazar
cl tridngulo rcctdngulo OPP’ en la figura, sc puedc ver quc: :

- o=180"-120" = 60°
« cl wridngulo OPP’ cs semcjante al tridngulo ABC de la figura 4.4 del apartado

42.
Y
P(-1,V3) ?

no

<L 3

& 120°
D

X

Figura 5.10
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Entonces OP’ =1, PP’ =v3 y OP = 2. En este caso el punto P tendr4 por
coordenafias a (-1, v3 )y la distancia de este punto al origen scré: d = 2.
Al aplicar las razones trigonométricas dc un 4ngulo en general se ticne:

V3
30 2 _ =
sen d 2
5% ]
cos120° === -=
os 120 ey
V3
an1200=2 -2 _ _
&5 V&3
Bx: i
cot 120° == = - —
y V3
sec 1200wl = 2. 5
x -1
@™ 2
20°=—=—"*.
ccl ¥ 3

Para calcular la razones trigonométricas del dngulo de 240° se procede en

igual forma que para el caso de 120°, s6lo quc ahora las coordenadas del punto P
son (-1, — V3 ) (véase la figura 5.11).

P(-1,-v3)

Figura 5.11

Entonces se tienc:

V3

G °=x=
stn 240 P >
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cos 240"=§=—%
nan240‘=¥=£=\/§
x -1
3 = 1
40°=—=—ﬁ=—
A B
scc240°=‘—i=i=_2
x =1
@ 2
csc240_y=_T3

Para cl caso dc las razoncs trigonométricas dcl dngulo dc 300° también se
proccde de la misma mancra, s6lo quc cn cstc caso las coordenadas dcl punto P
son (1, V3 ) (véase la figura 5.12).

Y*r
00® ——-
3 ( \1 o

|\O

Ty

|
Al |
1
[
| V3
|
|
|

](:.7- Hei2

P(1.,+3)
Figura 5.12

Por lo tanto, sc licnc:

"_x _3 °=£=——1

sen 300) . cot 300 Tt

L gl o] o

cos 300 =21=3 scc 300 -x.-l_Z

- 2

tan3m°=l=Tﬁ=_\/§ CSC300.=§=_—3
Ejemplo 6

Calcular cl valor de las siguicntcs cxpresioncs:
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a) — 4 cos 240° + sec 300° - scc 120° =

4(-3)+2-(2)= 2424226

, (120300°) (5 2407) + 1 _
) scc 120° i

3243+ 1 24
I 3

[ 4

5.3.3. Razones trigonométricas de los angulos
de 135°, 225° y 315°

Los valores dc las razones trigonométricas dc los dngulos de 135°, 225° y
3157, son igualcs cn valor absolulo a las razoncs trigonométricas dcl dngulo dc
45,

En la figura 5.13 sc mucstra cl 4ngulo dc 135° cn posicién normal. A partir dc
csta figura sc pucden calcular las razoncs trigonométricas dc 135°, trazando cl
tridngulo rectangulo OPP’.

Y|
P(-1,1)
]
|
! V2
1
i
- | 135°
L« NN "
B -1 0 X
Figura 5.13

En la figura pucdc verse que:

e a=180°"-135 =45
* cl tridngulo rcctdngulo OPP’, cs scmcjante al tridngulo ABC de la figura 4.5,
dc] apartado 4.2.

En virtud dc Jo antcrior, los valorcs de los lados dcl tridngulo OPP’ sc pucden
haccr igualcs respectivamente a los valores de los lados dcl tridngulo ABC dc la
figura 4.5 dcl apartado 4.2; cs dccir:
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OP’=AC=1, PP’'=BC=1, OP=AB=V2 Entonces se tiene:

Entonces, como el punto P se encuentra en el segundo cuadrante, tendrd por eni225® mleaw 1 f -1 =
coordenadas (-1, 1) y la distancia de este punto al origen seré: d = V2. d V2 e y -1 :
Al aplicar la definici6n de las razones trigonométricas para un &ngulo en " 1 d V2
ti 4 Cm—= - — ‘=—.— =
general se ticne cos 225 -7 sec 225 s V2
1 =
sen135°= Y. L Sy S ._d_¥YZ_
"V tan 225"~ =—-=1 csc 225 = -VZ

cos 135° = ig _1 Para el caso de las razones trigonométricas del dngulo de 315° también se

procede de la misma manera, s6lo que en este caso las coordenadas del punto P

son (1, -1), (véase figura 5.15).
tan 135° = Z= i—
x -1

cot 135" =% g "
|
d V2 )
135° === — —_ .
sec T V2 J7 : 1
|
' |
csc 135° = g - -{-2: =vV2
y 1 P(1,-1)
Para calcular Jas razones trigonométricas del dngulo de 225° se procede de Fi 5.15
igual forma que para el caso de 135°, s6lo quc ahora Jas coordenadas del punto P S —
son (-1, -1), figura 5.14. Entonces sc tienc:
| .y 1
31°===-—=
v4 sen 315 y 5
x 1
315 ===—
e a2
Ian315'=z=:-1-=_1
x 1
o315 et e
y -1
- V2
P( 1'~1) SBC3]S°=£--—=ﬁ
x 1
: ..d V2
Figuras.14 eSS =y -:T=_ﬁ




64

IEjemplo 7
Calcular e] valor dc las siguicntcs cxprcsiones:

aj4tan 135° + 2 sec 315° + 2csc 225° =

4(-1)+2(V2)+2(~V2)=-4

(csc 135%)% - co1 315°
tan 225 -

b)

V2P - (1) 2+1°

i it 3

5.4. Determinacion con el uso de tablas
del valor de una razoén trigonométrica
de un angulo agudo

Los valorcs de las razoncs trigonoméliricas dc los dngulos se pucden en-
contrar, cn fonna aproximada, mcdiantc el cmplco de tablas trigonométricas.
Estas sc presentan cn diferentes textos con 3, 4 o 5 cilras decimales.

En algunas de cstas tablas, los valorcs de las razones trigonomé€lricas se
presentan en intcrvalos dc 10°, y. cn caso de yuc el &ngulo cuya razén
trigonom€ltrica sc desca cncontrar tenga un pdmero dc Minutos que no sca
maltiplo de 10, sc utilizan las partes proporcionales. Es recomendablc, para los
cjcmplos quc a continuacion sc presentan, quc sc disponga dc un cjcmplar de
eslas tablas.

Fjemplo 8

Hallar cl valor dc cos 44° 52'.

En Ja tabla dcl coscno natural sc localiza, en la columna cuyo encabezado es
N, cl nimcro 44 y se siguc por csc mismo rengldn hasta la columna cuyo en-
cabczado cs 50°, cncontrdndose ¢l valor dc 0.7092. Se siguc por el mismo
renglén basta la columna dc partcs proporcionalcs dc encabezado 2° donde se cn-
cucntra cl némero 4, que cquivale a 0.0004. Como se cspecifica cn las columnas
dc partcs proporcionalcs quc €stas sc restan, se tendré:

0.7092 - 0.0004 = 0.7088
dc dondc:

c0s44° 52" = 0.7088
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5.4.1. Determinaci6n del 4ngulo agudo,
dada una de sus razones
trigonométricas

Considérese el mismo tipo de tablas del apartado 5.4. La determinaci6n del
éngulo, dada una de sus razones, se muestra en €l siguiente ejemplo:
Ejemplo 9

Dado sen a = 0.5040 , encontrar el 4ngulo a.

En la tabla del seno natural, se busca en las columnas el valor de 0.5040. Se
encuentra que el valor inferior més cercano al dado es 0.5025, y corresponde a:
30° 10’

Se calcula la difercncia entre el valor dado, 0.5040, y el hallado en las tablas,
0.5025. La diferencia 0.0015, que equivale a 15 partes proporcionales, se busca
en el mismo rengl6n en las columnas de partes proporcionales, y se localiza en la
columna cuyo encabezado es 6’.

Como el seno de un éngulo agudo es mayor conforme aumenta el dngulo, en-
tonces se suma 6° a 30° 10” y se tiene:

30° 10" + 6’ =30° 16’
de donde:

a=30°16"

Ejercicios
Razones-trigonométricas de un dngulo en general

1. Si el punto P (- 3, - 4) est4 sobre el lado terminal del 4ngulo 0, encontrar el valor de las
6 razones trigonométricas de 0.
”

Encontrar el valor de las siguientes expresiones:
2.csc 750° =
3.sen (-315') =
4.tan 420° =
Signos de las razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes

Decir en qué cuadrante termina cada &ngulo y establecer el signo del seno, coseno y
langente.

5. 125°
6.750°
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7.-120°
Razones trigonométricas de los dngulos de 150°, 210°y 330°
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

8.3 cot 150° + 4 sen 210° — 2 csc 330° =
9. 2sen 150° -% csc 150° -2sen 330° =

10 (csc 210°) (csc 150°) + 8
’ csc 330°

(sec 150%) (cot 210°) + csc 330°
11. 5 =

Razones trigonométricas de los dngulos de 120°, 240° y 300°

Calcular el valor de las siguientes expresiones:
12. sen 120° - cos 300° — cos 240° =

13. 3 tan 240" + 2 sec 120° - sec 300° =

14, (652120°) (tan 300°) + 1
: sec 240°

|5, Z6008 120" + (tan 207

: sec 300°

Razones trigonométricas de los dngulos de 135°, 225°y 315°
Calcular cl valor de las siguicntes expresiones:

16. cot 315° + 10 tan 225° —sen 135" =

17. — 4 tan 135° + cot 225° + tan 315° =

(sec 315°)% —tan 225°
csc 315°

18.

(tan 315°) (tan 135°) - (cos 225°) (csc 315°)
19. 3 =
sen 135

Determinacién con el uso de tablas del valor de una razon trigonométrica de un

dngulo agudo
Hallar el valor de:

20. sen 29° 20’ =

RAZONES TRIGONOMETRICAS

21. cos 60° 34’ =
22.1an 42° 09’ =
Determinacién del dngulo agudo dada una de sus razones trigonométricas

Dado e! valor de una razén trigonométrica, encontrar el 4ngulo:

. 23. sen a = 0.9407

24. cos p = 0.7671
25.tan y = 1.198
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MODULO 6. IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» Enunciard las identidades trigonométricas fundamentales.
* Reducira expresiones trigonoméiricas utilizandp las identidades trigonométricas.

Cuadro sinéptico

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

o

* Pitagéricas * sen?0+cos20=1

* l+tan26=sec?0
° l+cot20=csc?0
s Inversas * @n0 e o cscBe 1
C sen B
1 1
° 080 =—— sec B =
8 sec 6 © P s 0
1 1
i = 9=:
tan 0 p— o cot Y
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Cuadro sinéptico

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

e Por cociente

. sen 0
tan B =

cos 6

cos 6

° cot=——

sen 0

6.1. Identidades trigonométricas
fundamentales

Las identidades trigonométricas fundamentales se clasifican en tres grupos

que son:

Identidades pitagoricas:

Identidades inversas:

Identidades por cociente:

sen® 9 + cos?0 =1
1+tan?0=sec’8

1+cot?0=csc?0

sen B = 0 cscO= L
sen O
1 1
cose-seco 0 sec9=c080
tan 6 t O L
ik BOOO tan 6
cos 6
tan0=seLe cot O =
cos 6 sen 6

@
@
3

@

®)

©

™
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6.2. Aplicaciones

En la ingcnicria, frccuentemente es necesario simplificar expresiones que
conticnen razones lrigonométricas, o bien, transformarlas en una forma par-
ticular. Las identidades trigonométricas fundamentales son (tiles en tales
situaciones, como se veré en 1os siguientes ejemplos.

Ejemplo 1
Simplificar cada una dc las siguicntes cxpresiones:
a)sccO—sccOscn20=scc0(1 —sen20)

Solucién

De 1a identidad (1):
sen?0+00s20=1, 1-sen?0=cos?0
entonces:

scc 0 — sec 0sen? 0 = sec 0 cos? 0

Dc la identidad (5):

Swco:coso

cntonccs:
2 1 2
secO-secOsen“0=——cos“0=cos0
cos 0

b)tan20c0520+0012053n20

Solucién

De la identidad (7):

entonces:

2
sen“ 0
lan20= > =
cos“ 0 sen“ 0
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por lo tanto:

2
2]
mn20c0s29+001205€n23=%00323+
cos“0
2

cos“ 8
+—zscn29=sen29+coszﬂ
sen“ 0

De la identidad (1):
sen® @ +cos? 0= 1
entonces:

tanzﬁcos20+cotzesen20-1

Ejercicios

Identidades trigonométricas fundamentales
Simplificar cada una de las siguicntes expresiones:

tan 0
1.-_2___
scc”0-1

2. sen® 0(1 + cot? 0) =
3.1 0sec 0 cot O m

4.5cn?05ec?0 - sec?0 =

MODULO 7. FORMULAS DE REDUCCION

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

* Aplicard las fé6rmulas para reducir razones trigonométricas de dngulos entre
90° y 360°, a razones de dngulos agudos.

Cuadro sinéptico
- =5

Foérmulas para reducir razones trigonométricas de dngulos entre 90° y 360°

sen(90°+ 8) = cos O csc(90° + B) = secO
cos(90° + 8) = - sen 0 sce(90° + 0)= —csc @
@an(90° + 0)=—cot 0 coi{%0° + B)=-1an 0

N P

7.1. Método de reducciéon a angulos agudos

Cualquier razén trigonométrica de un 4ngulo entrc 90° y 360° se puede
reducir a una razén trigonométrica dc un 4ngulo agudo, aplicando una o varias
de las siguientes férmulas:

scn (90° + 0B) = cos 0 cos (90° + 0)=-sen 0
sec (90°+ 0)=-csc O csc(90°+ B) = secO
tan (90° + 0)=-cot 0 col(90° + B)=-1tan O
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Cuando 0 resulta ser 0°, 90°, 180° 0 270°, dos de las férmulas anteriorcs no se
aplican, ya que dos de las razones trigonométricas para cada uno de cstos
&ngulos no cstén definidas.

Cuando sc¢ van a reducir razones trigonomeétricas de dngulos mayores de 360°
0 negatives, primcro se encucntra su respectivo coterminal entre 07 y 360° y
luego se aplican las férmulas de reduccion:

Ejemplo 1

Reducir cada una de las siguientcs cxpresioncs a una razon trigopométrica de
un 4ngulo agudo positivo.

a) scn 200°

Solucion
sen 200° = sen (90° + 110°) = cos 110° = cos (90° + 20°) = -sen 20°

b) cot 930°

Solucién

Sc calcula su coterminal cntre (° y 360"
930° -360° = 57b° ; 570° - 360° = 210°
Entonces: '
cot 930° = cot 210° = cot (90° + 120°) = —tan 120° =
= —tan (90° + 30°) = cot 30°

c) scn (-100°)

Solucién

Sc calcula su coterminal entrc 0° y 360°:
-100° + 360° = 260°

Entonces:

sen (-100°) = sen 260° = scn (90° + 170°) =
=cos 170° = cos (90° + 80°) = —scn 80°

Ejercicios

Método de reduccién a Gngulos agudos

FORMULAS DE REDUCCION 75

Reducir cada una de las siguientes expresioncs a una raz.6n trigonométrica de un
&ngulo agudo pasitivo.

1. cos 160° =
2.tan 220" =
3. s5ec 2910° =
4. sen (-30°) =

5. tan (-500") =



MODULO 8. RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE
DOS ANGULOS, DEL ANGULO
DOBLE Y DEL ANGULO MITAD

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este méadulo, el alumno:

* Aplicard las f6rmulas para calcular el seno, coseno y tangente de la suma y
diferencia de dos dngulos.

» Aplicard las [6rmulas para calcular el seno, coseno y tangente del dngulo
doble y del dngulo mitad.

Cuadro sindptico

7 “ ‘ =
FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DELA SUMA'Y
DIFERENCIA DE DOS A{VGU LOS, DEL ANGULO DOBLE Y DEL
ANGULO MITAD

sen (a+fB)=senacos P +cosa sen B

cos (a+PB)=cosacos-senasenf

. tan a + tan f§
laI!(l1+ﬁ)=]—tan:.lanﬁ

e Suma de dos dngulos

°

» Diferencia de dos dngulos ° sen (a-fB)=senacos B -cosasenf -
* cos(a—-PB)=cosacosf+senascnf

- (i) tan a - tan B

1 +tan o tan B

77
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Cuadro sinéptico Continuacion

" FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA Y
DIFERENCIA DE DOS ANGULOS, DEL ANGULO DOBLE Y DEL

ANGULO MITAD /
* Angulo doble ° scn2a=2senacosa
* cos2a=00s2a-sen’a
. 2tana
tan2a=—"5—
1-tan “a
» Angulo mitad a .‘/1— S
3 ° sen5= x —"———;D -
a
. cos_=x\/I+COSa
2 2
> 8 a l-oosa
an, = 1+ cosa

8.1. Razones trigonométricas de la suma
y diferencia de dos angulos

8.1.1. Férmulas para la suma

Sin cntrar cn la dcmostracion, se presentan a continuacion las f6rmulas para

calcular sen (a0 + B), cos (o + B) y tan (o + B) :
sen (o + B)=sen a cos 3 +cos a scn 3
cos (a + )=cos a cos f — sen a scn f

tan a + tan
tan (a+ s ——m—
(G 1-tanatanf

Para las férmulas sen (ot +B) ycos (a +f), ay B pueden tencr cualquier
valor; micntras que para la férmula tan (a + ), @ o f no deben ser maitiplos

impares de 90°, ya que cn tal situacién tan o o tan B no estén definidas.

8.1.2. Férmulas para la diferencia

A partir de las férmulas para la suma se deducen facilmente las f6rmulas para

la diferencia:

11
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sen (Q-B)=senaoosﬁ~cosasen B
cos(a-ﬁ)=cosacosﬁ+senasen B

tan a - tan B

tan (o - =
2=R) I +tan atan B

También en cste cas
- O, para tan (o -~ B), @ 0 B nodeben ser maltipos impares

Ejemplo 1
Por medio de las férmulas dc su i 1
s ma
A NBEE s e Bt h o diferencia de dos angulos, calcular el
a) scn 105°

Solucion

Sea a =45°, B = 60°

sen 105°=scn(45'+60°)=sen45°cost30‘+oos45°sen60°=
=_\/zl+g_ﬁ V2 V6 VZ 4V

22 2 27 4% 43
b)tan 15°

Solucién

Sca a =60°, 3 = 45°

tan 15° = (60° — A4S°Y _ tan 60° - tan 45° tim
A - A ) e T T e = RN E e

__VY3-1 y3-1
1+(V3)(1) "1+v3 J‘ ?/‘///é

8.2 l}azones trigonométricas del
angulo doble y del angulo mitad

8.2.1. Férmulas para calcular el seno, el coseno
Y la tangente del dngulo doble

Por medio dc las férmulas

ra la suma d :
puede demostrar que: P ¢ dos dngulos y haciendo f = a, se
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scn 20 = 2 sen o cos o

cos 2a = cos? o - sen a
2tan

Lan201=—-~—2
1-tan“a

8.2.2. Fé6rmulas para calcular el seno, el coseno
y la tangente del 4ngulo mitad

A partir de la férmula para cos 2a, se pucden establecer las siguientes ex-
presiones para el 4ngulo mitad:

a
1/1—(;05(1
2
1/ +Cos O

2

1/1—cosa

scn
1

cos

tan

l+cosa

=z
=%
=

VIR miR N

Para la tangente del 4ngulo mitad sc tiencn las siguientes expresiones:

a sen o a l-cosa
tan — tan — =
2 l+cosa 2 sen o
Ejemplo 2

Calcular ¢) valor de cos 60° mediante cos 30° y sen 30° utilizando la férmula
para el coseno del 4ngulo doble.

Solucién
2 2
b el st B) ] GAmlgl
cos 60° = cos“ 30° - sen” 30 -(2) —(2) .
Ejemplo 3

Calcular el valor de sen 22.5° mediantc cos 45°.

Solucion

Como 22.5° termina en el primer cuadrante, s6lo se toma la raiz positiva de la
f6rmula para sen ¥4,

SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

sen 22.5° = senig.vl_ﬂs_“j: _ 2-v3
| 2 —
4
V2-V3
N

Ejercicios

Razones trigonométricas de la suma y diferencia de dos dngulos
Calcular el valor de fas siguientes expresiones:

L. sen 75°, haciendo o = 45° yB=~30°

2.1an 105°, haciendo a = 45* ¥y B =60°

3.cos 15°, haciendo a = 60° y 3 = 45°

i 4. sen 15°, haciendo o = 60’y B =45°
i Razones trigonoméricas del dngulo doble y del dngulo mitad
5. Calcular el valor de sen 60° mediante sen 30° y cos 30°
‘ 6. Calcular el valor de tan 240" mediante tan 120*

7. Calcular el valor de sen 105, si c0s 210° = — -—Vi
2

8. Calcular el valor de tan 22.5" mediante sen 45° y cos 45
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MODULO 9. LEY DE LOS SENOSY LEY
DE LOS COSENOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

e Aplicard la ley de los senos en laresolucién de un tridngulo.
e Aplicard la ley de los cosenos en la resolucién de un triangulo.

Cuadro sinoptico

Ley de los senos. En todo trisngulo, los lados son proporcionales a los senos h
de sus dngulos opuestos.
La Jey de los senos se puede expresar como:
a b c
sena senf  seny
En donde:
a sena p senf ¢ seny
b snP’c seny’a sena
.
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Continuacién

Cuadro sinéptico

Ley de los cosenos. En todo triéngulo, el cuadrado de un lado cualquiera eQ
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos Jados, menos el doble producto
de estos Jados por el coseno del dngulo comprendido entre ellos.

7

La ley de los cosenos se puede expresar como:

a2=b2+cz—2bcoosa

b2=a2+c2—Zacoosﬂ
2

c =a2+b2—2aboos*{

- 9.1. Ley de los senos. Aplicaciones

La ley de los scnos, que se aplica en la solucién de algunos tridngulos
oblicuéngulos, se enuncia de la siguiente manera:

Ley de los senos. En todo trisngulo los lados son proporcionales a los
senos de sus dngulos opuestos. -

Con referencia a 1a figura 9.1, 1a ley de los senos se puede expresar como:

a b ¢
senc senf  seny

de donde son inmediatas las siguientes razones:

a_sena g_senﬁ
b secnP’ ¢ seny’

Figura 9.1

Ejemplo 1

Resolver cl tridngulo ABC, dados:
a=625,0=112° 20" y y = 42° 10’ (véase la figura 9.2).

Figura 9.2

Solucién

Este problema se pucdc resolver por medio de 1a ley de los senos.
Incégnitas: B, b, c.
Como la suma de los 3 éngulos interiores de un tridngulo es 180°, se ticne:

3 =180° - (& +Y) = 180° - (112° 20" + 42° 10") = 25° 30°

Se aplica la ley de los senos para b:

a_seno  asen B
b snf’ " sena
_a s¢n B _62.5sen 25° 30° - 62.5(0.4305) -201
T sena senll2°200 09250 2
Sc aplica la ley de 10s scnos para c:
c_seny  aseny
a sena’ @ sena
= aseny 625sen42°10° 62.5 (0.6713) _454
“ sena sen112°200 09250
Por lo tanto:

B=25 30, b=291 c=454
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Ejemplo 2

Resolver el tridngulo ABC dados b =480, c =628 yy=55"10" (Véase la
figura 9.3).

A c =628 B
Iigura 9.3

Solucién

Como yes agudo y ¢ > b, el problema tiene solucién tnica. Se aplica la ley
de los senos.

Incégnitas: B, a y a.

Se aplica laley de los senocs para :

_senp= b s:n Y _ 480 582225 10 _ 480 (6%2208) - 06271
sen B =0.6271
Por lo tanto:
B =38 50°
Paraa:

o =180 - (B +Y) =180° - (38" SO’ + 55° 10°) = 86°
Abhora se aplica la ley de Jos senos para a:

sena N bsena
sen B’ sen B

g
b
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_ 480 (scn 86%) 480 (0.9976)
" sen38°50 06271

- 764

Por Jo tanto:

a=86°, Pp=38"50°, a=764

9.2. Ley de los cosenos. A plicaciones

Para la solucion de problemas de tridngulos, también se utiliza la ley de Jos
cosenos que dice:

Ley de los cosenos. En todo tridngulo, el cuadrado de un lado
cualquiera es igual a la suma de los cuadrados de Jos otros dos lados,
menos €] doble producto de cstos lados por el coseno del dngulo
comprendido entre ellos.

Con refcrencia a Ja figura 9.4, 1a Icy de los cosenos se puede expresar como:

a®=b%+c*-2bcoosa

b2=a2+c2—2accosﬁ

c2=a2+b2—20bcosy

Figura 9.4

Ejemplo 3
Resolver el tridngulo ABC, dados a = 132, b =224 y y = 28° 40".
(Véase la figura 9.5.)
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Figura 9.5

Solucién

Incégnitas: ¢, a, f.
Se aplica laley de los cosenos para c:

c* = a® +b? - 2ab cos y = (132)% + (224)% -
- 2(132) (224) cos 28° 40°
c®=15714; ¢ =125.36

Se aplica la Icy de los senos para o :

a sena ascn
= 3 sena=—cl

c seny

aseny 132sen28°40° 132 (0.4797)
S =~ 12536 - 12536 00!
scn o = 0.5051

Por lo tanto:
a=30°20 17"

Para B :

B =180" - (&t + y) = 180" - (30° 20° 17" + 28" 40°) = 120" 59’ 43"

Por lo tanto:
c=12536, a=30°20"17", B=120°59 43"

Ejemplo 4

Resolver el tridngulo ABC dados a = 25.2, b=37.8 y c = 43.4.

(Véase figura 9.6)

|
ui

A c=434 B

Figura 9.6

Solucién

Incégnitas: a , B, y.
Se aplica la ley de los cosenos para o :

2.2 2
az=b2+c2—2bccosa; c:osct=£—Li
2bc
B +ct-a® (37.8) + (43.4)% - (25.2)°

cos a = = = 0.816

2bc 2(37.8) (43.4)
cos a = 0.816
Por lo tanto:
o =35° 18’ 49™
Se aplica la ley de los cosenos para f} :

2D gl
207 . B y _ a+c-b
b*=a+c“-2accosB; cosP= S
2N 2 2 2
- 25. 4) - (37.

cosB=a +cc-b =( 2)° + (43.4)° - (37.8) — 0.4982

2ac 2(25.2) (43.9)
CcOoSs ﬁ = 0.4082

- Por lo tanto:

B =60° 07° 08~

Paray:

¥ =180° - ( + B) = 180° = (35° 18’ 49" 4 60° 07 08”) = 84° 34’ 03"
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v
]’ Por 1o tanto: 4. Resolver cl tridngulo ABC dados a = 6.34, b =7.30 y ¢ = 9.98.

a o =3518"49", B=60°07" 08", y=284"34"(03"
Ejercicios
Ley de los senos

1. Resolver el tridngulo ABC dados ¢ = 25, a = 35° y B = 68°
i
A c=998 =}

Ley de los cosenos

3. Resolver cl tridngulo ABC dados b = 120, c = 270 y a 118" 40",
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

1. Seleccione en cada uno de los casos la opcién correcta.

A4S’ = ()
A. mrad B. 2mrad C. % rad D. % rad
b)S5°48' "= ()

n 14
A.09739rad B. mrad C. 3 rad D.g rad

2. Relacione la columna de la izquierda con la respuesta correcta de la columna de la
derecha.

A. Dos 4ngulos son adyacentes cuando: ( )susumaesiguala90
B. Dos 4ngulos son complementarios si: ( )susumaesiguata180°
C. Dos 4ngulos son suplementarios si: (  )susumaesiguala270°
D. Dos 4ngulos son conjugados si: ()tienen un mismo vértice,

un lauo comtin y son exteriores
el uno del otro.

( )susumaesigual a 360°; osea,

cuandosu suma cs igual
a un perigono.
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-
3. Para cada una de las siguientes aseveraciones, indique si son falsas o verdaderas.

a) La suma de los 3 4ngulos interiores dc todo lriér:gulo es igual a scradianes.

( ) verdadero ( )falso

b) Todo tridngulo equilatero es equidngulo.

( )verdadero ( )falso

c)La suma de los angulos interiores de un tridngulo acuténgulo no es jguval a 180°

() verdadero ( )falso

d) Si los tres lados de un tringulo son respectivamente proporcionales a los del otro,
los dos triAngulos son scmejantes.

() verdadero ( )falso

¢) Dos trifngulos son semejantes si 1a suma de sus angulos es igual a 180°

( )verdadero ( )falso

/) Dos tridangulos quc tienen sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares son
scmejanics.

£ )‘verdadcro ( )falso

4. Seleccione en cada uno de los siguicntes casos la opcién correcta.

a) Considérese la figura:

10.0

Elvalorde res: ()

A 10.00 B. 14.1421 C. 7.5548 D. 8.6603
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b) Un hombre sc encuentra parado a una cierta distancia de un farol. Si 1a sombra que
proyecta el hombre sobre el suelo mide 2.40 m y la distancia lineal entre su cabeza
y el extremo de susombraes de 3.00 m, jcuanto mide el hombre? ()

A 1.60m B.180m C.1.50m D.200m

5. Seleccione {a opcidn correcta.

Una circunferenciaes: ()

A Una curva totalmente cerrada.

B. Un conjunto de puntos dcl plano.

C. Un conjunto de puntos dc! plano que equidistan de un punto fijo 1lamado centro.

D. Un conjunto de puntos del plano cuya distancia a un punto fijo llamado centro es
menor o igual a una longitud llamada radio.

. Anote en cada paréntesis la letra que corresponda a la descripcibn correcta de cada

elemento.
A. Recta que corta a 1a circunferencia en dos puntos. Radio @ )
B. Distancia cntre dos puntos de la circunferencia. Diémetro @ )
C. Recta que toca a la circunferencia en un solo punto. Cuerda ()
D. Segmento rectilineo determinado por dos puntos

de la circunferencia. Secante C )
E. Distancia dc! centro a un punto cualquiera

de 1a circunfercncia. Tangente % )

F. Segmento determinado por dos puntos de la
circunferencia, que pasa por cl centro.

. Anote la opcién correcta en cada caso.

En un Trisngulo rectdngulo se defincn las razones trigonométricas para un 4ngulo
agudo @ como sigue:

cateto opuesto
A e lORUER G sena=( )

" cateto adyacente

B hipotenusa &% ¢ )

" cateto opuesto

C cateto adyacente tanat= ()

hipotcnusa
hipotenusa il { )

" catcto adyacente

tet uest
E = ? = 2 seca= ()
hipotenusa

E calclo adyacente SEe= {1 )

" aateto opuesto
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8. Sin recurrir al uso de tablas trigonoméltricas, relacione correctamente la columna de la : 1 1 &)
i izquierda con la columna de la derecha. d) o2 A 't cos2 A -
i A ...0 sen0’= () e)1+wl2A-0302A (\!')
B....1 @andS* = ()
Ci sec30°= () /)VcsczA-ootzA-l (v )
Vi
D% s 90 = () gsenA=vVl+cs A ('r)
E..V2 oot 120 = () h)sen AcscA=1 « )
F...V3 osc135' = () 1
i)tan A = =y C )
,,;i 9. Determine en cada caso la opcién correcta. J)cos A =sen Acot A )
' . o N .
I 1. Si sen 30 ~2 sen35'= () k)lan2A+sec2A-l ¢ )
i A.032 11. Seleccione la opcién correcta en cada caso.
B.0.57 1+tan’ A
2 oy =l -
{ C.082 AR ) "ean ~C )
2.Sitan 45° =1 wn39 = ( ) 1+c0s A
2)—————a
B. 0 A )
. 0.
A.0.81 . 5 1 -secn A cos A ()
B.122 C. 1 yrehg ) TcosA T 1+scnA
C.0.3 D. sec?A csc A e o, LS S
" cosa cofa cxcQ
3.Sisena---2~—’a-60, sena=09 -+ a=( ) E ot A+sciA+ 200t A osc A
A.54° F. (o0 Aot A)?
B.118°
G. 2(1 +tan @)
C.64°
12. Indigue si'son falsas o verdaderas las siguientes expresiones.
10. /ndique si es falsa ( F ) o verdadera (V) cada una de las siguientes expresiones.
e Z a)scn (-A) = —sen A ()
a)\/scnzA+coszA-senA+oosA 5 )
. b) cos (-A) = - cos A ()
2 2 N
b)tan® A -sccA=-1 £3) c) sec (—A) = sec A € )

c)l—mszA-senzA ) ’ d)scn (90° + A) =cos A (G
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| €) cos (90° + A) = sen A ' ()
V2
r j)oosZﬁ'-._-EZ- ( )
. =2
8)3611315 .—2~ ( )
. V3
h)lan330 --§- ()
. . 1
i) sen 120 =S5 « )

13. Relacione correctamente lu columna de la izquierda con la columna dela derecha.

A.sen acos f§ +cos asen B

Dsen (a+P)= (

)
B.cosacos 8 ~scnasen 2)tan (45°+60°) = ( )
)

C.-2-v3 3)sen (757) = (

p 2 eas(arPle ()
2+V3

BT
2V2

F.T

14. Seleccione la opcién correcta:

a) La férmula para calcular sen 2 a es:

1 - 2 2
[ )—Z-scnuwsa ( )2snacosa ( )2sn"acos“a
b) La {érmula para cafcular cos 2A es:
@ 1) cos? A - sen? A ( ) cos” A +sen’A (N sen® A - cos? A

¢) La f6érmula para calcular tan 2a es:
2

( l1-tan“a 21an 2tan o
21an a 1+!an2a l-—tanzq

|
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d) El valor de scn 60° cs:

( Vs ( )3 ()2
¢) El valor de cos 120° es:

«)-3 ( )2 ¢ )3
J)E! valor de tan 30" es:

( ) F ()3

15. En lo que sigue, seleccione la opcibn correcta.

Considéresc la figura:

a)Si: A =33 B=72°30" y a=10
entonces b = ()
X 71.511
B. 17.511
C 51171

b)si: A =104 303 B=25 y b=34785
entonces C= ()
A 50°29.7

B. 29°50.7’

C. 79°25.7
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16. En lo que sigue, seleccione la opcion correcta.

Considérese I3 figura:

a@)Si: a=2500 b=3500 y c=4500
entonces B = ()
A 46°80°
B. 50°42

C. 86’ 40’

b)Si: a=00035 b=00029 y c=00038
entonces A = ()
A. 61° 15
B. 59°35

C. 1°45

SOLUCIONES

MODULO 1 (pégs. 13 - 22)
1. 13.96 rad = 4.44 xt rad

2.3.665 -% a0

3.2.617 rad -%:rr rad

4.120°

5.538582°

6.30°

7. Complemento de a = 67°
8 a =135, B =45°

9. a=330",R =30°

MODULO 2 (pégs. 23 - 33)

1.90°, 25°

2.AE =6m

3. a)2236
b)8.71

4. 7.21 millas
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MODUL.O 4 (pfigs. 41 - 47)

3 2 3 2

1. -—— - - -

sen B 77 ¢ cos B 73 tan B > cot 3
V13

sccﬂ-T. CSCB-T
2 —:l'-—ccnc::v_—l—rzmcrgé‘_’acm(xl
TG YT VIe T 3
V10 v10
scca=——=vY10, csco=—ro
1 3
3.0
4
4 -
3
5.8

MODULO § (pags. 49 - 67)

-4 3 4 3
1.scn 0 = 3 cosO-—S, hn0-3, 0010-3,
5 =5
sccO-—:—;-, cscO-T
2.2
V2
3.7
4.v3

5. Scgundo cuadrante; scn (+), cos (-), tan (-)
6. Primcr cuadrante; sen (+), cos (+), 1an (+)
7. Tercer cuadrante; sen (-), cos (=), tan (+)
8.2-3V3
9.1
10. -2
11.-2
V3

2
13.3V3 -6 = - 0.8038

4
2
3

12

14.

15.

19.0
20.0.4899
21.0.4914
22.0.9052
23.70°10°8"
24.39°54'21"
25. 50°8'51"

MODULO 6 (psgs. 69 - 72)
leot0

2.1

3.1

4.-1

MODULO 7 (pags. 73 - 75)

1.-scn 70°
2.1an 40°
3. sec 30°
4. —scn 30°
S.tan 40°~

MODULDO 8 (piigs. 77 - 81)
V6 +VZ
Ilo
4
1+v3
1-V3 e
3 V2 + V6
’ 4

4.?(\@—1)

2
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2 3 Secante (A)
2 Tangente (C)
6.vV3 7. sena = (2 )
Va3 csa=  (C)
7 2 wna= (A)
" o V2 oot o = (F)
2+V2 ot - (D)
) csc o= (B)
MODULO 9 (pags. 83 - 91) 8 sen 0 = (A)
lLa=15,b=24, y=TI" lan 45° = (B)
2.c=142, B=37°21" y =11°49 sec 30° = GlCh)
3.a=344, B=17°50", y =43°30’ ' - cos 90° = (A)
4.0 =3920"14", B =46°52'30", y=93°47"16" = cot120°= (D)
csc135°- (E)
EXAMEN DE AUTOEVALUACION (pdgs. 93 - 100) 9. a)sn35°= ( B )
1 045" =(C) byn39 = (A)
b)55°48°7" = (A) ! ' )= (C)
2. (B)susuma es igual a 90° 10.a) (F)
( C)susumacs igual a 180° b) (V)
() susuma cs igual a 270° <) (V)
( A\) tienen cl mismo vértice, un lado comin y son externos el uno del otro. d) (F)
( D) su suma cs igual a 360°, o sea, cuando su suma cs igual a un perigono. e) (V)
| 3. a) verdadero f) (V)
f b) vercladero 8 (F)
| c) falso , h) V)
d) verdadero i) (F)
' ) falso J) (V)
/) verdadero k) (F)
4. a) (D) 11.1) (D)
) (B) 2) (E)
5.(C) : 3) (B)
6. Radio (F) 4) (A)
! Dismetro () ' 12. a) (V)

j Cuerda (D) b) (F)
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<)
d
€)
f)
g)
h)
i)
13.1)
2)
3)
4)

(V)
(V)
(F)
(V)
(V)
(F)
(F)
(A)
(€)
(D)
(B)

14. @) 2 sen a co0s @

b)oosZA—scnzA

2tan a
2

V3
2

1
e)—E

Nys
15.a)b =(B)

b)C=(A)
16.(1)13:(13)

b)A=(A)

l—tanzu
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