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PRÓLOGO 
La geometria y la trigonometria son antecedentes primordiales para las ca

rreras del área fisicomatemática en el rtivel de licenciatura. Estas importantes 
ramas de las matemáticas son una base esencial para el estudio de airas que, 
como el cálculo diferencial e integr¡¡J, constituyen los fundamentos teóricos 
necesarios para el desarrollo de J¡¡s diversas disciplinas que se estudian en las 
carreras de la mencionada árell. 

El presente material es un compendio de los conceptos básicos de la 
geometrfa y la trigonometría, y puede utilizarse como apoyo didáctico en los cursos de matemáticas que se imparten en los niveles medio superior y superior. 

El contenido está estructurado en unidades temáticas que a su vc:c se dividen 
en partes Jlamadas módulos. En éstos se dosifican los temas a partir de un orden lógico y didáctico, a fin de lograr una mejor comprensión de los mismos. 

Por aira parte, la obra cuenta con elementos didácticos que constituyen una 
metodología de aprendizaje; tienen por objeto facilitar el estudio y permitir un 
mayor aprovechau¡iento del contenido. Por lo tanto, se rccomicm.la al lector que, 
llcsde el inicio, comprenda su función y los utilice adecuadamente. A 
rontinuación se describen dichos ele menta>. A1 principio de cada unidad aparecen: 

• Objetivo general. Es una gufa para el aprendizaje del contenido; indiCJ la 
conducta que debe obtenerse al finali;,r..ar el estudio de la unidad. • Introducción. Muestra al lector un panorama general del contenido; destaca klS temas principales y su importancia. 

Los dementa> didácticos de que constan los módulos son: 
• OhJctivos específicos. Se derivan del objetivo general de la unidad. 

Describen y delimitan la conducta específica que debe adquirirse en relación 
ron un tema determinado; precisan las condiciones, el nivel y el criterio de 
c:jc:cución aceptable como deberá manifestarse dicha conducta. 
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• Cuadro sinóptico. Presenta la síntesis del contenido en forma esquemática. • Ejemplos. Elementos que explican o ilustran las características de un concep

to o de un procedimiento; facilitan la comprensión y la generalización del 
contenido. 

• EJercicios. Actividades de aprendizaje, cuyo proff,,,· .o t:S la aplicación de Jos 
elementos teóricos. ;&{mismo, permiten compruvár si se ha logrado la con
ducta indicada en los objetivos específicos. 

AJ final se encuentran: 

• F...xnmen de autoevaluación. Tiene como finalidad que el lector, por sí 
mismo, pueda valorar objetivamente en qué medida ha alcanzado un 
dominio aceptable de los conocimientos y habilidades considerados en Jos ob
jetivos de aprendizaje. 

• Soluciones de los ejercicios y del examen de autoevaluación. Permiten la 
verificación de las respuestas. 

• Bibliografía básica. Proporciona las fuentes de información a las que se 
puede recurrir para aclarar alguna duda o bien profundi7..ar en ciertos temas. 

Por último, es de justicia agradecer a todas las personas que de alguna manera 
colaboraron con los autores en la elaboración de este material, muy especial
mente a las licenciadas Irma Hinojosa Hlix y Marfa Cuairán Ruidíaz, quienes 
realizaron la estructuración didáctica. 

JESúS E. NOLASCO MAR11NEZ 
JAIME PARADA Á VILA 
ARNUU:O ANORADE DELGADO 
ERIK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA 
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UNIDAD l. 
" 

GEOMETRIA 

Objetivo general 
Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno: 

• Aplicará los conceptos funtÚlmentales de ángulos, triángulos y circunferencia 
en la resolución de problemas geométricos. 

Introducción 
En esta unickzd se estudilln los conceptos, teoremas y principios básicos de la 

BCOmctría plana, con el objeto de que estos funtÚlmentos se apliquen en la 
resolución de problemas geométricos. 

11 



MÓDULO l. EL ÁNGULO, MEDIDAS 
ANGULARES 
Y TIPOS DE ÁNGULOS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Definirá Jos conceptos de ángulo, grado sexagesimal y radián. 
• Convertirá a radianes el valor de un ángulo dado en grados sexagesimales y 

vicel'ersa. 
• Defmirá cuándo dos ángulos son adyacentes, complementarios o conjugados. 

Cuadro sinóptico 

Ángulo es la abertura entre dos rectas que se inrersecan en un punto 
llamado l'értice.. 

Medidas de un 
ángulo 

• Equivalencia 

• Tipos de ángulos 

• Gratlos sexagesimalcs 

• Radianes 

180 1 ratl = - grados - 1 rad • 57 .2958 grados 1t 

• 1 grado = 1� radianes - 1 grado = 0.01745 rad 

• Adyacentes: Tienen el mismo vértice, un lado 
común y son exteriores uno del otro. -------------------

13 
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• Tipos de ángulos 

Cuadro sinóptico [Continuación 

Jt • Rectos: Aquel que mide 90" o 2 rad 

• Agudos: Mide menos de 90" 

• Obtusos: Mide más de 90• 

• Complementarias: Cuando la suma .de dos 
ángulos es igual a 90• 

Suplementarios: Cuando la suma de dos ángulos 
es igual a 180" 

• Conjugados: Cuando la suma de dos ángulos es 
igual a 360• 

1.1. Concepto de ángulo 
cbnsidérese que una línea recta OA, gira alrededor de su extremo O a una 

p::Jsición OB, permaneciendo en el mismo plano, como se muestra en la figura 
1.1. Con este giro se dice que se genera un ángulo plano AOB .. a. 

B 

Figura 1.1 
AJ lado OA, se le ]Jama /o.do inicial del ángulo y aliado OB, lado terminal del 

ángulo a. 
El punto O se conoce como el vértice del ángulo a . 

1.2. Medidas de ángulos 
Las principales unidades para expresar la medida de �n án�l

_
o son el grado 

sexagesimal y el radián, que también se conoce como unidad ctcltca. 

15 

1.2.1. El grado sexagesimal 
Esta unidad, que perten�ce al sistema sexagcsimal, tiene como base el nú

mero 60. 
La circunferencia se divide en 360 partes iguales, cada una de las cuales 

corresponde a un grado sexagesimal. El grado sexagesimal se subdivide a su vez 
en 60 minutos, y cada minuto en 60 segundos. Los grados, minutos y segundos se representan respectivamente por a· b' e''. 

1.2.2. El radián 

Definición: Un radián es el ángulo tal que, si su vértice está colocado en el centro de un círculo, intcrseca sobre la circunferencia un arco 
de longitud igual al radio del círculo. 

A<;f, si en la figura 1.2 se toma sobre la circunferencia un arco AB de longitud 
igual al radio y se"trazan las rectas OA y OB, el ángulo AOB • a mide un radián. 

Figura 1.2 
Para· medir cualquier ángulo O en radianes, se coloca su vértice en el centro de 

un c[rculo de radio r (véase la figura 1.3); siL es la longitud del arco intersecado 
en el círculo por el ángulo O, entonces se tiene: 

El valor de e en radianes == !:.. 
r 
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L 

Figura 1.3 

1.2.3. Conversión de medidas angulares 
Cltando O es igual a 180·, entonces el arco L, que interseca sobre un círculo 

de radio r, es una semicircunferencia tal que L = n r, donde n es aproximada
mente igual a 3.1416. De acuerdo con lo anterior, si se aplica la ecuación para 
obtener la medida de un ángulo en radianes, se tiene: 

L rer 
180. =- rad ""- rad ""n rad 

r r 

180·= re rad 

Esta última igualdad se utiliza como base para convertir el valor de un ángulo 
de grados a radianes y viceversa. Así, de esta igualdad se obtiene: 

1• = 
1
� rad, donde 

1
;

0 
equivale .aproximadamente a 0.017453 

así que: 1• = 0.017453 rad 

1so· 1 so· . I . d 57 296. y también 1 rad = "1f , donde qf cquJVa e aprox1ma amente a. . 

así que: 1 rad = 57.296. 

Ejemplo 1 
Expresar cada uno de los siguientes ángulos en radianes. 

a)45" 

Solución 

Dado que 1• = 0.017453 rad 
45• = 45 (0.017453) = 0.785 rad 

El. ÁNGULO, MF.J>IDJ\5 ANGULARES Y TIPOS 17 

Expresado en términos den; como r .. � rad 
180 

S• re 1 4 = 45 
180 

rad = ¡ n rad 

b)385" 

Solución 

Se procede igual que en el ejemplo anterior: 

385. = 385 (0.017453) = 6.719 rad 

Expresado en t�rmioos de re: 

385" = 385 1� rad = 2.1.388 re rad 

Ejemplo2 
Expresar cada uno de los siguientes ángulos en grados. 

Jt 
a) 2 rad 

Solución 

180. 
Dado que 1 md = --

n 
n re 180• 
- rad = - -- = 90• 
2 2 1t 

b) 2 rad 

Solución , 

En forma análoga: 

180. 
2 rad = 2 --;t = 114.59. 

1.3. Tipos de ángulos 

1.3.1. Ángulos adyacentes 

Se dice que dos ángulos son adyacente..t..c�sJ9 tienen e_l misrno vértice, un 
wclo común� son exteriores el uno del otro. -
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Por ejemplo los ángulos a y 13 de la figura 1.4, son adyacentes. 

Figura 1.4 

1.3.2. El ángulo recto 

De[rnición: Un ángulo recto es aquel que mide exa�tamente 90•, lo que 

en radianes equivale a lV2 rad. (Véase la flgura 15.) 

o 

Figum 1.5 

1.3.3. El ángulo agudo 

Definición: Un ángulo agudo es aquel que tiene uoa magnitud menor 

de 90• (o/2 rad). (Véase la figura 1.6.) 

Figura 1.6 

1.3.4. El ángulo obtuso 

Definición: Un ángulo obtuso es aquel que tiene una magnitud 
mayor de 90• ('Yí rad). (Véase la figura 1.7.) 

Figura 1.7 

1.3.5. Ángulos complementarios 

Definición: Si la suma de las medidas de dos ángulos es de 90• los 
ángulos se llaman complementarios y cada uno de ellos se nam'a el 
complemento del otro. 

En la figura 1.8, los ángulos a y f3 son complementarios. 

Figura 1.8 

Se puede observar que si dos ánguloo son complementarios, entonces ambos 
son agudos. 

19 
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1.3.6. Ángulos suplementarios 

Definición: Si la suma de las medidas de dos ángulos es 180", se dice 
que Jos ángulu; son 'suplementarios y cada uno de ellos se llama el 
suplemento del otro. 

Los ángulos a y �de la figura 1.9, son suplementarios. 

Figum 1.9 

1.3.7. ÁnguJos conjugados 

Definición: Si la suma de las mcdid?s de dos ángulos es 360· •. se 
podrá decir que los ángulos son conjugados, y que cada uno es el 
conjugado del otro. 

En la figura 1 . 10 1� ángulos u y � son conjugados. 

o 

Figum 1.10 

Ejemplo3 

Si la medida de un ángulo a es dos veces la medida de su complemento B, 
¿cuánto miden a y j3? 

J 

Solución 

Del enunciado, a = 2 f\, y como a y �son complementarios: 

a + J3 = �· ; 213 + f3 = 90' ; 3 J3 = �· 

90' de donde � = - "' 30' 
3 

por Jo tanto: 

f\"" 30', u= 90'- 30' = 60' 

E;jemplo 4 

Determinar la medida del suplemento del ángulo a, cuya magnitud es 135'. 

Solución 

Se tiene: a+ suplemento de a= 180' 
Suplemento de a .. 180"- a= 180'- 135' = 45' .. 

J;jemplo 5 

21 

Si la medida de un ángulo a es cinco veces la medida de su conjugado p, 
¿cuánto miden a y rn 

Solución 

Del enunciado, a= 5 J3, y como a y B son conjugados: 

a + [3 = 360'; 5 {3 + f) = 360' 

por Jo tanto: 

B - 60'. a = 36o· - 60' = 300' 

J<�jercicios 

Medidas a11gu/ares 
Expresar c;¡da uno de los siguientes ángulos en radianes: 

l. 800' 

2. 210' 

'l. 150' 
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22 GEOMETRíA 
Expresar cada uno de los siguientes ángulos en grados: 

2n: 
4.3rad 

5. 9.4 rad 

1t 
6. 6rad 

Tipos de ángulos 

7. Dctenninar la medida del complemento del ángulo a, cuya magnitud eS 23•. 

8. Si la medida de un ángulo a es tres veces la medida de su suplementario 13, ¿cuánto 
miden a y 13? 

9. Si la medida de un ángulo a es once veces la medida de su conjugado (3, ¿cuánto miden 
a y j3? 

1 ' 

.1 1 

1 
� ' e 

• 
MÓDULO 2. EL TRIÁNGULO, SUS TEOREMAS 

PRINCIPALES Y SEMEJANZA 
ENTRE TRIÁNGULOS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Enunciará los principales teoremas sobre triángulos. 
• Aplicará la semejanza de triángulos en la resolución de problemas. 

Resolverá triángulos rectángulos aplicando el Teorema de Pi/ágoras. 

Cuadro sinóptico 

Triángulo es el espacio limitado por tres rectas que se cortan. 

• Clasificación de los • Equilátero: Cuando sus tres lados son iguales. 
triángulos según sus 
úu:Jos 

• Isósceles: Cuando dos de sus lados son iguales. 

• Escaleno: Cuando sus tres lados son diferentes. 

23 
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• Teoremas 

Cuadro sinóptico 

l. La suma de los tres ángulos interiores de tcdo 
triángulo es igual a 180 •. 

2. En todo triángulo isósceles los ángulos opuestos 
a los lados iguales son iguales. 

3. La suma de dos lados cualesquiera de un 
triángulo es mayor que el tercer lado; y la 
diferencia, menor. 

Dos triángulos son semejantes si sus ángulos correspondientes son igualer o 
sus lados correspondientes son proporcionales. 

• Teoremas sobre 
triángulos semejantes 

1. Si dos triángulos son mutuamente equiángulos, 
son semejante�. 

2. Si dos triG.nguJos tienen un ángulo igual, com
prendido entre lados proporcionales, Jos dos 
triángulos son semejantes. 

3. Si los tres lados de un triángulo son respectiva
mente proporcionales a Jos de otro triángulo, 
ambos son semejantes. 

4. Dos triángu1os que tienen sus lados respectiva
mente paralelos o perpendiculares, son semejan
tes. 

Teorema de Püágoras. En un triángulo rectángulo, el cuadrado de la 
hipotenusa es igual a la suma de Jos cuadrados de los catetos. 

2.1. El triángulo 

Se llama triángulo al espacio limitado por tres rectas que se cortan. Los pun
tos de corte se llaman l'érlices, y los segmentos comprendidos entre los vértices, 
lados del triángulo. 

En la figura 2.1 se presenta un triángulo de vértices A, B y C y de lados a, b 
y c. Los triángulos comúnmente se designan por sus vértices. 

25 

e 

Figura 2.1 

C'.on respecto a la magnitud de sus lados, los triííngula> se clasifican en: 
equiláteros, isósceles y eS<.:alcnos. 

2.1.1. El triángulo equHátero 

Definición: l!n tnángulo es equilátero si sus tres Jad� tienen la 
mLSma magnitud. 

El triángulo ABC de la figura 2.2 es equilátero ya 4ue a= b ==c. 

e 

, 

Figura 2.2 

2.1.2. El triángulo isósceles 

Definicíón_: Un triángulo es isósceles si las magnitudes de dos de sus 
lados son 1guaJes. 
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Los lados iguales se Jlaman laterales y el tercer lado se llama base del 

triángulo. El triángulo ABC de la figura 2.3 es isósceles, ya que sus lados a y b 
son iguales. 

e 

a -b 

A e (base) B 

Figura 2.3 

2.1.3. El triángulo escaleno 

Definición: Un triángulo es escaleno si las magnitudes de sus tres 
lados son diferentes. 

El triángulo ABC de la figura 2.4 es escaleno, ya que a..-. b ..-.c. 

e 

e 

Figura 2.4 
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2.2. Principales teoremas sobre triángulos 

A continuación se enuncian algunos teoremas importantes sobre triángulos, 
por ser de utilidad para el desarrollo de conceptos trigonométricos, así como para 
mm prender algunos otros tópicos matemáticos. 

Teorema 1. La suma de los tres ángulos interiores de tooo triángulo es igual a 
180•, o bien, a Jt rad. 

En la figura 2.5, se tiene que: a +  p +y = 180 •. 

e 

A 

Figuru 2 .. 5 

Teoremu 2. En todo triángulo isósceles los ángulos opuestos a los lados 
iguales son iguales. 

En la figura 2.6, como ABC es un triángulo isósceles, a = b , por lo tanto 
a=�. 

e 

B 

Figura 2.6 

Teorema 3. La suma de dos lados cualesquiera de un triángulo es mayor que 
el tercer lado; y la diferencia, menor. 

Del triángulo ABC de la figura 2.7, se tiene que: 
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a+b>c, a+c>b, b+C>a 
a- b <e, a-e< b, b-a< e 
b-e< a, e -a< b, e- b <a 

A 
Figura 2.7 

e 

I<Jemplo 1 

Para el triángulo rectángulo ABC de la figura 2.8, si a"' 40·, detcnninar la 
magnilud de �y y. 

B 

l'ignra 2.8 

Solución· 
Como el triángulo es rectángulo, y= 90•. La suma de Jos ángulos interiores de 

un triángulo es 180·, entonces: 

o.+ �+y- 180·; 40. + � + 90. = 180. 

De donde: 

(3 = 1so·- 90 · - 40· =5o· 

2.3. Triángulos semejantes 

Definición: Dos trián�uloo son . semejantes si sus á��ulos C()
rrcspundientes son 1guales, o s1 sus lados correspond¡cntes son 
proporciona les. 
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En la figura 2.91os triángulos ABe y A 'B'C' son semejantes, ya que: 

e 

a b e 
Y Y1=Y2 , Y -;¡=-¡;;= -;; 

Figura 2.9 

e· 

b'�a · 

� 
,A: e' 8' 

Los siguientes teoremas determinan la semejanza entre triángulos: 
Teorema 1. Si dos triángulos son mutuamente equiángulos son semejantes. 
De este teorema se desprenden Jos siguientes corolarios: 
Corolario l. Dos triángulos son semejantes si ambos tienen dos ángulos 

respectivamente iguales. 
Corolario 2. Dos triángulos rect:ingulos son semejantes si tienen un ángulo 

agudo igual. 
Teorema 2. Si dos triángulos tienen un ángulo igual comprendido entre lados 

proporcionales, la; dos triángulos son semejantes. 
b e Con base en la fígura 2.10, este teorema dice

. 
que: si o. 1 = a  2 y -¡;; =-¡. en-

tonces Jos triángulosABC y A 'B'C' son semejantes. 

e 

e B A' e' 8' 

Figura 2.1 O 

Teorema 3. Si Jos tres lados de un triángulo son respectivamente propor
cionales a la; de otro, Jos dos triángulos son semejantes. 

Con base en la figura 2.11, este teorema dice que· 

. a b e 
SI - = - = -
. a' b:. e' 

�ntonccs los triángulos ABC y A 'B'C' son scmej�ntcs. 
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e 

A B e' e 

D A' e' B' 

Figura 2.11 

Teorema 4. Dos triángulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o 

perpendiculares son semejantes. 

�emplo 2 

Si en la figura 2.12, BC es paralelo a DE y BC'"' 50 m, DE = 25 m y AD • 30 

m ¿Cuánto mide AB? 
e 

50 

A 
Figura 2.1 2 

Solución 

Como los lados de los triángulos ABC y ADE son paralelos, entonces son 

Semejantes, por lo tanto: 

De donde: 

7"'1> 50 X 30 6() 
AD � .. m 25 

31 

2.4. El teorema de Pitágoras. 
Aplicaciones 

. 
El teorema de Pil.ágoras, que relaciona los catetos y la hipotenusa de todo 

tnáogulo rectángulo, se enuncia como sigue: 

En un triángulo rectángulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la 
suma de los cuadrados de la> catetos. 

. De acuerdo con el teorema, para el triángulo rectángulo de la figura 2.13, se 
nene que: 

B 

a 

Figura 2.13 

Ejemplo3 

, 
En un triángulo rectángulo ABC, e es la longitud de la hipotenusa y a y b son 

las longitudes de los catetos. 

a) Si a = 12 y b = 16 , ¿ cuánto mide e ? 
Solución 

Del teorema de Pitágoras: 

e 2 • a 2 + b 2 = (12) 2 + (16) 2 = 400 

por lo tanto: 
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b) S i a= 24 y e m 25, ¡,<.:uánto mide b? 

Solución 

Del teorema de Pitágoras: 

por lo tanto: 

l�jemplo 4 

Una persona camina 7 kilómet ros hacia el norte, 3 kilómetros hacia el este y 3 
kilómetros hacia el sur. ¿A qué distancia está del punto de partida? 

Solución 
Se traz:a un<1 figu ra que representa las longitudes rccorrid<1s. 

8 

E 
4 

A 

/ / 
/ 

/ 
/ 

/ 

e 

D 

S 

Figura 2.14 

De la figura 2.14 se observa que AED es un triángulo rectángulo y que: 

ED = BC = 3, EB = CD = 3, 

AE = AB - EJJ = 7 - 3 = 4 

C.omo la longitud buscada es AD, se apli<.:a el teorema de Pit ágoras al 
triángulo AED: 

por Jo tanto: 

E;jercicios 
Teoremas sobre triángulos 
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l. S i  u n  á ngul o  i nter ior de u n  triá ngul o re ctá ngu l o  mide 65•, deter minar l a  magn it ud de 
sus otros ángul os interi ore s. 

Triángulos semejantes 

2. S i  en l a  fi gura 2.15, BC es p ar alel o  a DE y A/J- 10 m, AD- 3 m  y AC- 20 m. 
¿Cuá nto mideAE? 

e 

Figuro 2.15 

El teorema de fitágoras. Aplicaciones 

3. En u n  t riá ngu lo ABC, e es l a  l ongi tu d de l a  hipo te nusa y a y b son las l ongit udes de l os 
ca tet os. 

a) Sí a -1 y b- 2, ¿ cuá nto mide e? 

b) Si b - 18 y e- 20, ¿ cu ánto mi de a? 

4. U na perso na c amina 1 mill a hací a e l  nor te, 2 mill as hac ia el este, 3 mill as hac ia el norte 
y 4 millas hací a el este. ¿A qué dist anc ia está del pu nt o de parti da? 



MÓDULO 3. LA CIRCUNFERENCIA 

. Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Enuncwrá la de[mición de circunferencia. 
• Explicará los conceptos de cuerda, diámetro, secante y tangente de una 

circunferencia. 

Cuadro sinóptico 

Sea P un punto de un plano y sea r un número positivo. La circunferencw con 
centro P,y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que están a 
una distanciar del punto P. 

• Elementos de la cir- • Cuerda: Es todo segmento rectilíneo que une 
cunferencia das puntos de la circunferencia. 

• Diámetro: Es toda cuerda que pasa por el centro 
de la circunferencia. 

• Secante: Es toda recta que corta a la circun
ferencia en dos pumas cualesquiera. 

• Tangente: Es toda recta, en el mismo plano, que 
toca a la circunferencia en un solo punto, 
llamado punto de tangencia. 

35 
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3.1. La circunferencia 
Sea p un punto de un plano dado y sea r un número positivo. 

Definición : La circun ferencia con centro P y �adio! es el conjunto 
de todos Jos puntos del plano que están a una dtstancta r del punto P. 

La figura 3.1 muestra una circunferencia. 

Figur.t 3.1 

3.2. Conceptos de: cuerda, diámetro, secante 
y tangente de la circunferencia 

3.2.1. Cuerda 

Definición : Se llama cuerda a todo segme":to recti�íneo que un� �os 
púntos de una circunferencia y cuya magmtud es tgual a la mtmma 
distancia entre dichos puntos. 

En la figura 3.2 el segmento AA' es una cuerda. 

A 

Figura 3.2 

3.2.2. Diámetro 

Definición : Se llama diámetro a toda cuerda que pasa por el centro 
de la circunferencia. 

3.2.3. Secante 

Definición : Una secante a una circunferencia es una recta que la 
corta en dos puntos cualesquiera. 

Figura 3.3 

3.2.4. Tangente 

Definic ión : Una tangente a una circunferencia es una recta, en el 
mismo plano, que toca a la circunferencia en un solo punto. 

37 

El punto anterior se llama punto de tangenci a o punto de c ontacto, y se dice 
que la recta y la circunferencia son tangentes en el punto de contacto. 

En la figura 3.4, el punto A es el punto de tangencia. 

+ A 

Figura 3.4 
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3.3. Teorema para trazar la tangente 
a una circunferencia 

Un teorema importante porque se utiliza para trazar la tangente a una circun
ferencia es: 

Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio 
trazado por el punto de contacto. 

UNIDAD2. 
TRIGONOMETRÍA 

Objetivo general 
Al finali zar el estudio de esta unidad, el alumno : 

• Aplicará los conc eptos fundamentales de la trigonom etría plana en la 
resolución de pro blem as. 

Introducción 

El propósiJ.o fun dam ental de esta unidad, es el estudio de las funcion es 
trigonom ltricas y sus propiedades, así como su aplicación en la resolución de 
problemas t rigonom étricos. 

39 



MÓDULO 4. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS AGUDOS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Definirá las razones seno, coseno, tange1Úe, cotangente, secante y cosecante 
de un ángulo agudo. 

• Calculará, sin el uso de tablas, el valor de todas las razones trigonométricas 
de los ángulos de Jo•, 45" y 60·. 

Cuadro sinóptico 

Razones trigonométricas de los ángulos de 30•, 45• y 60• 

;t�����:r·' !}?3;.:2 tt.:,:" Ángulo ':'·''":X' iC 30. 45� 60" 

sen 1 1 -13 -
2 -12 2 

ros -13 1 1 

2 -12 2 

� 
tan 1 

-13 -./3 1 
� 

Q::; i col V3 1 ..f3 
se e 2 

-12 1/'J 2 

ese .f2 2 2 -./3 

41 
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4.1. Definición de las razones trigonométricas 
de un ángulo agudo 

Considérese un triángulo rectángulo con un ángulo Y "' 90•, como se muestra 
en la figura 4.1. 

B 

Figura 4.1 

Se pueden esta blecer 6 razones diferentes de un lado. del triángu�� a
b
tro. 

Estas razones que se conocen como razones trigonométncas, son ap 1ca es a 

cualquiera de los ángulos agudos a o 13· 
Razones trigonométricas del ángulo a. Con relación a la figura 4.1: 

e es la hipotenusa del triángulo 
a es el cateto opuesto al ángulo a 
b es el cateto adyacente al ángulo a 

Las 6 razones trigonométricas para el ángulo a son: 

cateto opuesto � 
seno a ; sen a = hipotenusa • e 

cateto adyacente _ !!_ 
coseno u ; cos a "' hipotenusa e 

cateto cpuesto ,. E_ 
tangente a ; tan a "' cateto adyacente b 

cateto adyacente .. !!_ 
cotangente a ; cot a • cateto opuesto a 

hipotenusa _ E_ 
secante a ; sec a = cateto adyacente - b 

hipotenusa _ � 
ca>ecante a ; ese a • cateto opuesto - a 
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Es conveniente observar que la ca.ecante, la secante y la cotangente son 
respectivamente recíprocas del seno, ca.eno y tangente. Con esta o bservación se 
pueden memorizar fácilmente las 6 razones trigonométricas. 
Ejemplo 1 

Encontrar los valores de las razones trigonométricas para el ángulo agudo a, 
del triángulo ABC que se muestra en la figura 4.2. 

a =3 

Figura 4.2 
Solución 
Datos: a • 3 e ... 5 
Por medio del teorema de Pitágorasse encuentra el valor del cateto adyacente b: 

Entonces: 
cateto opuesto 3 seo a= =-hipotenusa 5 

cosa= cateto adyacente _ i 
hipotenusa 5 

cateto opuesto 3 tan a- =-catt!to adyacente 4 

F.Jemplo 2 

hipotenusa S 
csca• 

-
cateto opuesto 3 

seca= hipotenusa 5 

cateto adyacente 4 

cateto adyacente 4 cota.: =-cateto opuesto 3 

Encontrar los valores de las razones trigonométricas de un ángulo agudo a, 
cuyo seno es igual a 1!2. 

Solución 

Como se sabe·. cateto opuesto 1 sen a= =-
hipotenusa 2 

Se puede representar un triángutv rectángulo con un ángulo agudo a;- cuyo 
cateto opuesto sea igual a 1 y con una hipotenusa igual a 2 (véase la figura 4.3). 
El valor del cateto adyacente b se encuentra aplicando el teorema de Pitágoras. 
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b 

Figura 4.3 

Al aplicar las fórmulas de las razones trigonométricas se tiene: 

1 csc a = 2  sen a = 2 

..[3 2 
cos a = z- sec a = -VJ 

1 col a =  VJ tan a = -YS 

4.2. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 30°, 45° y 60° 

4.2.1. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 30° y 60° 

Para determinar las razones trigonométricas de los ángulos de 30" Y 60", se 
traza un triángulo equilátero ABD de 2 unidades por lado, con una unidad d.e lon
gitud adecuada; por ejemplo, centímetros (veáse la figura 4:4). Enscgu¡da se 
traza una perpendicular a la base AD del triángulo desde el vérttce B . 

. Como se muestra en la figura 4.4, ABC es un triángulo con: 

B 

Figura 4. 4 

• 
\ 

\ 
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BAC = 60•,ABC = 30•, ACB = 90• 

AB = 2, AC = 1, 

y por el teorema de Pitágoras: 

BC = V AB 2-AC 2 = V 22 - 12 = Y3 
De la definición de las razones trigonométricas para un ángulo agudo, se tiene: 

60• vs o· sen = - =  cos 3 
. 2 

cos 60° .. ! = sen 30° 
2 

tan 60" = YS = 
YS 

= cot 30" 
1 

cot 60" =A .. tan 30" 

sec 60" = � = 2 = ese 30" 1 

60• 2 3 o ese = YS = sec O 

4.2.2-. Razones trigonométricas del ángulo de 45° 

Para determinar las razones trigonométricas de un ángulo de 45" se construye 
un triángulo rectángulo con ambos catetos iguales a la unidad (véase la figura 
4.5), y el ángulo en C igual a 90". Por lo tanto, Jos ángulos a y 13 son iguales a 
45". 

B 

A e 
Figura 4.5 

Del teorema de Pitágoras, la longitud de la hipotenusa del triángulo es: 
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De la definición de las razones trigonométricas para un ángulo agudo, se tiene: 

I Y2  
sen 45" • V2 = 2 

• 1 V2 
cos 45 = V2 = 2  
tan 45• - .!  = 1 

1 

rot 45• = .! • 1 
1 

scc 45" = .¡z = V2 
1 

ese 45• = 
V2 � V2 

1 
EJemplo 3 

Encontrar el valor de las siguientes expresiones: 

) 
(sec 30") (sen 60"} + tan 45" 

a 
30" ese 

b ( cot 30" ) 2 + tan 45 • _ ( V3 ) 2 + 1 "' 3 + 1 _ 
) 2 ca; 60" - 2 (V2) 1 - 4 

Ejercicios 

Rozones trigonométricas de un á11gulo agudo 

l. Encontrar los valores 'de las razones trigonométricas para el ángulo agudo � del 
triánguloABC que se muestra en la figura 4.6, si a - 2 y b- 3. 

8 

b =3 

Figura 4.6 

2. Encontrar el valor de las razones trigonométricas de un ángulo agudo a, cuya cotan
gente es igual a 1/3. 

Razones trigonométricas de los ángulos de 30·, 45" y 60. 

Encontrar el valor de las siguientes expresiones: 

3. 2 tan 45. - 4 cos 60. 
ese ro· tan 60" 

4_ (.sec 45" ese 45•)2 

tan 45• + sec 60• 

5_ (col .30• tan 60• + tan 45")2 
c:sc 30" 

, 
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MÓDULO 5. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE UN ÁNGULO EN GENERAL 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, d alumno: 

• Calculará el valor de todas las razones trigonométricas, sin el uso de tablas, 
de los ángulos de J_�o·, 135", 150�, 210", 225", 240� 3oo: 315· y 330". 

• Determinará, con el uso de tablas, el valor de una razón trigonométrica de un 
ángulo cualquiera dado y viceversa. 

R 
a 
z 
o 
n 
e 
S 

Cuadro sinóptico 
Signos de ·las razones trigonométricas 

seno y 
ca>ccante + 

coseno y 
secante + 

tangente y 
cotangente + 

C u a d r a n t e s 
Segundo Tercer Cuarto 
cuadrante cuadrante cuadrante 

+ 

+ 

+ 

49 
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Cuadro sinóptico 

Razones 
trigonométricas 
de los ángulos 
de: 

150., z¡o·, 330• 1-----------1 Son iguales en 
valor absoluto 

30" 

120.' 240", 300. 60" a las del ángulo 
�-----�de: 1-------� 

135", zzs·, 315" 45" 

Razones trigonométricas de un ángulo en general 

ordenada .l seno = . . = distancta d 

ordenada l tangente .. bsc. = a tsa x 

d distancia secante = bsc. = a 1sa x 

abscisa x coseno = . . � -distaocta d 

abscisa x cotangente = ordenada = y 

distancia d ca;ecante = = -ordenada y 

5.1. Definición de las razones 
trigonométricas de un 
ángulo en general 

Sea 8 un ángulo en posición común (véanse las figuras 5.1 a 5.4), y s�a P un 
punto de coordenadas rectangulares (x, y) perteneciente al lado tcnnmal del 
ángulo 8. 

y 

P ( x, y )  

X 

Figura 5.1 

, 

y 
P (  -x, y )  

Figura 5.2 

y 

p ( -X, -y ) 

Figura 5.3 

y 

o 

o 

P (x, -Y ) 

Figura 5.4 
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9 

X 

X 

Si en cada una de las cuatro figuras se traza una perpendicular desde el punto P nJ eje X, se tendrá un triángulo rectángulo OPP', de lados x, y, y d como se muestra en las figuras. Si se considera que d, distancia de P al origen, es pooitiva y que los valores de x y y dependen de la posición de P, las razones trigonométricas para cualquiera de los ángulos a se definen como sigue: 



52 

O ordenada y_ 
sen = • 

distancia d 

cos 0 = abscisa "' ! 
distancia d 

tan e = ordcn�da .. l 
abscisa x 

. 0 abscisa x 
cot = "" -

ordenada y 

O distancia d 
sec = "" -

abscisa x 

O 
distancia d ese = .. -
ordenada y 

____ ____ _) 

Estas definiciones también son aplicables para los ángulos negativos o 
mayores de 360 •. 

Se entiende como ángulos coterminales aquellos cuya diferencia es igual a 
360·. Asf por ejemplo, el ángulo de 390" es coterminal del ángulo de 30• y 
viceversa. 

De las definiciones se puede concluir que, para dos ángulos que son coter
minales, sus respectivas razones trigonom�tricas son id6nlicas. Entonces, para 
encontrar las relaciones trigonomttricas de ángulos negativos o mayores de 360\ 
se determina su respectivo cotcrminal entre o· y 360. y enseguida se aplican las 
definiciones. 

Lo anterior también se puede expresar de la siguiente fonna: Los valores de 
las razones trigonométricas de un ángul? O son Jos mismos que para cualquiera 
de Jos ángulos O :t n 360·; donde n = O, 1, 2, 3, . . .  

I�jemplo 1 

Si el punto P (-6, 8) está sohre el lado terminal del ángulo O, encontrar las 6 
razones trigonométricas de O. 

Solución 
Se ubica el punto P de coordenadas (-6, 8) en un sistema coordenado rectan

gular: x = -6, y = 8 (véase la figura 5.5). 

y 
p ( -6, 8 )  

o 
X 

Figura 5.5 

Por el teorema de Pitágoras se tiene: 

Por aplicación de las definiciones de las razones trigonométricas: 

X -6 3 cos o = - = - = --
d 10 5 

tan O .. l = .!_ = _i 
X -6 3 

E;jemplo 2,.. 

Enco;Jtrar el valor de sen 4os· 

Solución 

Se determina el cotcrminal de 405" entre o· y 360. 

de donde: 

J.�jemplo 3 

405" - 360° "' 45" 

sen 405" .. sen 45• = ..f2 
2 

Encontrar el valor de tan (-300"). 

X -6 3 cot O - - = - = --y 8 4 

scc o - � = 
10 � -� 

X -6 3 

d 10 5 
csc O - - = - = -

Y 8 4 

53 
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Solución 
Se encuentra el coterminal de -300· entre o· y 360. 

-300. + 360" � 60" 
de donde: 

tan (-300") � tan 60" • V3 

5.2. Signos de las razones 
trigonométricas en los 
cuatro cuadrantes 

Puesto que d siempre es positiva y sen e es igual a y/d, entonces sen e tiene 
el mismo signo que y. Asf, sen 9 es positivo cuando 9 termina en el primer o 
segundo cuadrantes (y es positiva) y negativo cuando termina en el tercer o cuar
to cuadrantes (y es negatjva). Haciendo consideraciones similares para las OLras 5 
razones, se obtienen los resultados que se muestran en la figura 5.6. 

J;jemplo 4 

Segundo cuadrante 
Sólo sen y ese 

son positivas. 

y 

Primer cuadrantf] 
Las seis razones 

son positivas. 

--------------�----------�� x 
Tercer cuadrante 
Sólo tan y cot 
son positivas. 

Cuarto cuadrante 
Sólo cos y sec 

son positivas. 

Figura 5.6 

Decir en qué cuadrante termina cada ángulo y establecer el signo del seno, 
coseno y tangente. 

a) 320" 

Solución 

Como 270• < 320" < 360", 320" termina en el cuarto cuadrante. 
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sen 320" • l ; y es negativa, entonces sen 320" es negativo. 
• d 

X 
cos 320" - d ; como x es positiva, entonces cos 320" es positivo. 

tan 320" = l ; y es negativa y x positiva, entonces tan 320" es negativa. 
X 

b) 480" 

Solución 
Se encuentra su coterminal entre o· y 360" 
480" - 360" = 120" ; 480" y 120" son coterminales. 
Como 90" < 120" < 180", 120" termina en el segundo cuadrante. 

sen 120" - � ; como y es positiva, entonces sen 120" es positivo. 

ca; 12u· - � ; como x es negativa, entonces cos 120" es negativo. 

tan 120· = l , y positiva y x negativa, entonces tan 120· es negativa. 
X 

5.3. Razones trigonométricas de los 
ángulos de 120°, 135°, 150°, 210°, 225°, 
240°, 300°' 315° y 330° 

5.3.1. Razones trigonométricas de Jos ángulos 
de 150°, 210° y 330° 

las razones trigonométricas de Jos ángulos de 150", 210" y 330· son iguales 
en valor absoluto a las razones trigonométricas del ángulo de 30•; o sea que, 
cuando más, difieren en el signo, dependiendo de la razón y del cuadrante donde 
esté el lado terminal de dichos ángu}os. 

En la figura 5.7, se muestra el ángulo de 150• en posición normal. A partir de 
esta figura se pueden calcular las razones trigonométricas de 150" trazando el 
triángulo rectángulo OPP'. 

p ( -V!! ' 1 ) 

X 

l<'lgu ra 5. 7 
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En la figura anterior puede verse que: 

• a =  180" - 150• = 30· 
• el triángulo rectángulo OPP' es semejante al triángulo ABC de la figura 4.4 

del apartado 4.2. 

En virtud de Jo anterior, los valores de Jos lados del triángulo OPP' se pueden 
hacer iguales respectivamente a los valores de los lados del triángulo ABC de la 
figura 4.4; es decir: 

OP' = BC "' V3 , PP' "' AC = 1 y OP .. AB ,. 2 . 

Entonces, como el punto P se encuentra en el segundo cuadrante, tendrá por 
coordenadas P ( -VJ, 1) y la distancia de este punto al origen será: d • 2 . 

Al aplicar la definición de las razones trigonométricas para un ángulo en 
general se tiene: 

sen Iso· = l • .!. 
d 2 

X YJ 
cos 15o· , -;¡ , -2 

tan 150" = � = -� 

X -YJ 
COl 150" = - -= - = -YJ 

y 1 . 

sec 150" = � = _ _2_ 
X .fJ 

ese 150" = !"!. "" � = 2 
y 1 

Para calcular las razones trigonométricas del ángulo de 210" se procede de 
igual forma que para el caso de 150", sólo que ahora las coordenadas del punto P 
son (-v'J, -1) (véase la figura 5.8). 

y 

210. 

X 

P (  -V'J , -1 ) 

Figurn 5. 8 

Entonces, se tiene: 

' 
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sen 210" = l = _l. d 2 

cos 21 o· = !... = -v'3 
d 2 

y -1 1 tan 210· = � = _VJ = V3 

X -V'J 
cot 210" = - .. - ·  V3 

y -1 

sec 210· = !!. = _ _2_ 
X .fS 

ese 210" = � . l.. = -2 
y -1 

• 

Para el caso de las mzoncs trigonométricas tic! ángulo de 330• también se 
procede de la misma manera, sólo que en este caso !¡¡s coordenadas del punto p 
son (VJ ,-1) , (•·éasc la figura 5.9). 

y 

Entonces se tiene: 

X 

P ( V'J , -1 )  
Figura 5.9 

sen ·no· = l = _..!_ - · d 2 

cos 130• "' E = V3 -
d 2 

tan 330" = l _  -1-
x V3 
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Ejemplo S 

COl 330" = � "" V'J = -V'J y -1 

sec 330· = � .. .2_ 
X V'J 

ese 330" = E_ = 2_ = -2 y· -1 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

a) 3 ese 1so· + sen 21 o· - oot 330" = 

1 1 1 1  
3 (2) - 2 + V3 = 6 - 2 + V3 = 2 + V3 

(tan 330") (cot 210·) + 1 (-Vv'J) (VJ) + 1 -1 + 1 b) ese tso· 
= 

2 = -2
- = o 

5.3.2. Razones trigonométricas de 
los ángulos de 120°, 240° y 300° 

Los valores de las ra70ncs trigonom�tricas de los ángulos de 120·, 240· y 

300" son iguales en valor absoluto a los del ángulo de 60". 
En la figura 5.10, se muestra el ángulo de 120• en posición normal. AJ trazar 

el triángulo rectángulo OPP' en la figura, se puede ver que: 

• a .. 180" - 120. = 60. 
• el triángulo OPP' es semejante al triá'ngulo ABC de la figura 4.4 del apartado 

4.2. 

y 
P ( -1 , v'3" )  

Figura 5.10 

X 
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Entonces OP' .. 1, PP' = "! y ?P = 2. En este caso el punto P tendrá por coordena�as a (-1, V3 )  y 1� d¡stanc1a de este punto al origen será: d = 2. A1 aplicar las razones tngonométricas de un ángulo en general se tiene: 

sen 120" = l. = 
V3 

d 2 

cos 120" = � = _.!. d 2 

tan 120" == l = V'J = _ V3 X -1 

oot 120" "' � = __ ;., y v3 

sec 120· • E_= l._ = -2 X -1 

ese 120" = � = .2_ 
y ,fJ 

. Para calcular la razones trigonométricas del ángulo de 240" se procede en tgual forma que para el caso de 120", sólo que ahora las coordenadas del punto p son (-1, - V3 )  (véase la figura 5.11). 

Entonces se tiene: 

y 

p ( -1 ' -v'3" ) 

Figura 5.ll 

sen 240" = l = -V3 
d 2 

240. 
X 
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X 1 

cos 240" = - = -
d 2 

y -.f3 tan 240" "" - = - = .f3 
X -1 

• X -} 1 
col 240 = - = -- = y -.f3 V3 
sec 240" = !!_ = 1._ = -2 

X - l  

• d 2 
ese 240 .. - = -y VJ 

Para el caso de las razones trigonométricas del ángulo de 300• también se 
procede de la misma manera, sólo que en este caso las coordenadas del punto P 
son (1 , -VJ ) (1·éa�e la figura 5.12). 

y 

p ( 1 ' -v'3" ) 

Figura 5. 12 
Por lo tanto, se tiene: 

sen 3000 = � = -v; 
cos 3oo· = � = i 

y -.f3 tan 300· = :; = -1- = -VJ 
Ejemplo 6 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

X 

X 1 
cot 3oo· = - = -

Y V3 
se e 300· .. � .. i .. 2 

• d 2 
ese 300 = 

Y 
= -{3 

a) - 4 cos 240. + scc 300" - sec 120" = 

(tan 300.) (ese 240.) + 1 
b) = 

scc 120" 
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5.3.3. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 135°, 225" y 315., 

Los véllorcs de las razones trigonométricas de los ángulos de 135", 225
• y 

315", son iguales en valor absoluto a las razones trigonométricas del ángulo de 
45". 

En la figura 5 .13 se muestra el ángulo de 135• en posición normal. A p<Jrtir de 
esta figura se pueden calcular las razones trigonométricas de 135", trazando el 
triángulo rcctiíngulo OPP '. 

y 

P ( -1 , 1 )  

p' 

En In figura puede verse que: 

• a =  Iso· - us· = 45" 

-1 o 

Figuru 5.13 

1 35. 
X 

• el triángulo rectángulo OPP ', es semejante al triángulo ABC de la figura 4.5, 
del apartado 4.2. 

En virtud de lo anterior, Jos valores de Jos lados del triángulo OPP ' se pueden 
hacer iguales respectivamente a los valores de los lados del triángulo ABC de la 
figura 4.5 del apartado 4.2; es decir: 
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OP ' = AC = 1 , PP ' = BC = 1 , OP = AB = ..fi 

Entonres, como el punto P se encuentra en el segundo cuadrante, tendrá por 
coordenadas (-1, 1) y la distancia de este punto al origen será: d .. V'í. 

Al aplicar la definición de las razones trigonom�tricas para un ángulo en 
general se tiene: 

sen 135° = l • ....!._ 
d Vi 

cos 135· = ::. ... _....!._ 
d ,fi 

tan 135" ... l = -1 = -1 
X -1 

X -1 cot 135" = - .. - = -1 
y 1 

d ,fi sec 135" = - • - = -Vi 
X -1 

ese 135· = � - ..fi = Vl 
y 1 

Para calcular las razones trigonom�tricas del ángulo de 225" se procede de 
igual forma que para el caso de 135", sólo que ahora las coordenadas del punto P 
son (-1 , -1), figura 5.14. 

y 

225" 

X 

P ( -1 , -1 )  

Figura 5.14 

Entonces se tiene: 

• y 1 
sen 225 � d - - V2 
cos 22s- = s = - )2-

v -1 
tan 225° = L = - = 1 

X -1 
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X -1 
cot 225· .. - . - = 1 

y -1 

sec 225• • � • V2 � - V'í X -1 

• d ..f2 
ese 225 = - · - = - V2  

y -1 

Para el caso de las razones trigonométricas del ángulo de 315• también se 
procede de la misma manera, sólo que en este caso las coordenadas del punto P 
son (1, -1), (véase figura 5.15). 

y 

Entonces se tiene: 

P ( 1 , -1 )  

Figura 5.15 

3, s· Y 1 
sen .1. = - ,.. - -

d V2 

cos 315. = s = :z 
l -1 tan 315. = • - = -1 
X 1 

COl 315• ,. :::_ • __!_ = -1 . y -1 

sec 315" .. � .  V2 = V2  
X 1 

• d V2 .,.,. csc 315 ,. - ., - = - v.t.. 
y -1 



•' 

64 

Ejemplo 7 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

a) 4 tan 135• + 2 sec 315. + 2 ese 225" = 
4 (-1) + 2 (12 ) + 2 (-12 ) = -4 

(ese 135.)2 - col 315" 
b) 

tan 225" 

= 
(12)2 - (-1)

-
2 + 1 

= 3 
1 1 

5.4. Determinación con el uso de tablas 
del valor de una razón trigonométrica 
de un ángulo agudo 

Los valores de las razones trigonométricas de Jos ángulos se pueden en
contrar, en fonna aproximada, mediante el empleo de tabl<ts trigonométricas. 
É.o;tas se presentan en diferentes textos con 3, 4 o 5 cifras decimales. 

En algunas de estas tablas, Jos valores de las razones trigonométricas se 
presentan en intervalos de 1 O', y. en caso de que el ángulo cuya razón 
trigonométrica se desea encontrar tenga un número de minutos que no sea 
múlt iplo d� 10, se utilizan las partes proporcionales. Es recomendable, para los 
ejemplos que a continuación se presentan, que se disponga de un ejemplar de 
estas tablas. 

F;jemplo 8 
Hallar el valor de cos 44" 52'. 
En lll tabla del coseno natural se localiza, en la columna cuyo encabezado es 

N, el número 44 y se sigue por ese mismo renglón hasta la columna cuyo en
C.1bczado es 50', encontrándose el valor de 0.7092. Se sigue por el mismo 
renglón hasta la columna de partes proporcionales de encahczado 2' donde se en
cuentra el número 4, que equivale a 0.0004. Como se especifica en las columnas 
de partes proporcionélles que éstas se n;stan, se tendrá: 

0.7092 - O.IXJ04 = 0.7088 

de donde: 

cos 44. 52' = 0.7088 

5.4.1. Deternúnación del ángulo agudo, 
dada una de sus razon�s 
trigonométricas 
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Considérese el mismo tipo de tablas del apartado 5.4. La determinación del 
ángulo, dada una de sus razones, se muestra en el siguiente ejemplo: 

�emplo 9 

Dado sen a = 0.5040 , encontrar el ángulo a. 
En la tabla del seno natural, se busca en las columnas el valor de 0.5040. Se 

encuentra que el valor inferior más cercano al dado es 0.5025, y corresponde a:  
30' 10'. 

Se calcula la diferencia entre el valor dado, 0.5040, y el hallado en las tablas, 
0.5025. La diferencia 0.0015, que equivale a 15 partes proporcionales, se busca 
en el mismo renglón en las columnas de partes proporcionales, y se localiza en la 
columna cuyo encabezado es 6'. 

Como el seno de un ángulo agudo es mayor confonne aumenta el ángulo, en
tonces se suma 6' a 30• 10' y se tiene : 

30. 10' + 6' = 30" 16' 

de donde: 

a- 30• 16' 

F.Jercicios 
Raume.s-trígonométricas de Ult ángulo en general 

l.  Si el punto P (- 3, - 4) está sobre el lado tenninal del ángulo O, en�ntrar el valor de las 
6 razones trigonométricas de O . ., 
Encontrar el valor de las siguientes expresiones: 

2. ese 750' -

3. sen (-315' ) -

4. tan 420' -

Signos de las razones trigonomélricas en los cuatro cuadrtvtles 

Decir en qué cuadrante termina cada ángulo y establecer el signo del seno, coseno y 
tangente. 

5. 125' 

6. 750' 
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7.-120" 

Razones trigonométricas de los ángulos de 150� 210" y 330" 
Calcu lar e l  valor de las siguie nte s e xp re si one s: 

8. 3 cot 150" + 4 sen 210' - 2 ese 330" -

9. 2 sen 150" -� ese 150" - 2 sen 330' -

(ese 210') (ese 150') + 8 10. 
ese 330" -

(sec 150') (cot 210") + csc 330' 
1 1 .  2 -

Razones trigonométricas de los ángulos de 1 20", 240" y 300" 
Calcu lar e l  valor de las si guie nte s e xp re sione s: 

12. sen 120" - cos 300• - oos 240' -

13. 3 tan 240" + 2 sec 120' - sec 300" -
(ese 120') (tan 300') + 1 14· sec 240' -

- 6  cos 120' + (tan 240"l 
15. 

300' 
-

se e 

Razones trigonométricas de los ángulos de 135", 225" y 315" 
Calcular el valor de las siguientes e xpre sione s: 

! . 16. cot 315' + 10 tan 225" - sen 135" -

17. - 4  tan 135" + cot 225' + tan 315' -

(sec 315")2 - tan 225' lB. csc 315" 

(tan 315") (tan 135') - (cos 225") (ese 315") 
19· 

sen 135' 
-

Determinación con el uso de tablas del valor de una razón trigonométrica de un 
ángulo agudo 

Hall:�r e l  val or de : 

20. seo 29' 20' -
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21. cos 60' 34' -

22. tan 42' 09' -

Determinación del ángulo agudo daeúJ una de sus razones trigonométricas 

Dado e l  valor de u na razón trigonométri ca, e ncontrar e l  á ngulo: 

23. sen a - 0.9407 

24. cos � - 0.7671 

25. tan y - 1.198 



MÓDULO 6. IDENTIDADES 
TRIGONOMÉTRICAS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estttdio de este módulo, el alumno: 

• Enunciará las identidades trigonométricas funr.illmentales. 
Reducirá expresiones trigonométricas utilizanóo las identidades trigonométricas. 

� 
• Pitagóricas 

• Inversas 

Cuadro sinóptico 

IDENTIDADES TRIGONOMtTRJCAS 

• sen 2 e + cos 2 o - 1 
1 + tan 2 9 - sec 2 e 

l + cot 2 e - csc 2 e  

• o 1 sen = --
csc 9 

1 
o csc e  ... -

sen 9 

• 9 1 9 1 
cos ... -- o sec = --

sec e · cos 9 

• e 1 9 
1 

tan .. -- o cot = --
cot e tan e 
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Cuadro sinóptico l Continuación 

IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 

• Por cociente sen a tan e - -cos e  

• 
e 

cos e  
cot � --sen O 

6.1. Identidades trigonométricas 
fundamentales 

Las identidades trigonométricas fundamentales se clasifican en tres grupos 
que son: 

Identidlldes pitagóricas: 

Identidlldes inversas: 

Identidades por cociente: 

1 1 sen 9 = -- o csc 9 = --
csc o sen e 

1 1 cos 9 = -- o sec e .. --sec O cos O 

1 1 
tan e .. --e o cot e �  --cot tan e 

sen 9 cos a 
tan o = -- o cot a - --

cos e sen e 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(1) 
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6.2. Aplicaciones 
En la ingcnicrta, frecuentemente es necesario simplificar expresiones que 

contienen razones trigonométricas, o bien, transformarlas en una forma par
ticular. Las identidades trigonom�tricas fundamentales son útiles en tales 
situaciones, como se verá en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1 

Simplificar cada una de las siguientes expresiones: 

a) scc O - scc O scn2 O = scc O (1 - sen2 O) 

Solución 

De la identidad (1 ): 

entonces: 

scc O - sec O scn2 O = sec o cos2 O 

De la identidad (5): 

1 scc o � -cos o 

entonces: 

2 1 2 sec o - sec a sen o = -- ces e .. cos o cos o 

Solución 

De la identidad (7): 
sen e cos o tan 0 = -- , cot 9 = --cos O sen O 

cnlonces: 

2 0 sen2 O 
2 

cos2 o 
tan = -- , cot 0 = --

cos2 e sen2 e 
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por lo tanto: 

De la identidad (1 ): 

entonces: 

Ejercicios 

lde11tidades trigonométricas fundamenta le; 
S implificar cada una de las siguientes e xpresione s: 

1 
tan O 

. 
scc

2 O - 1 -

2. sen2 O (1 + oot2 O) -
3. sen o sec o oot e -

4. scn2 o s.ec-.2 e - scc2 o -

MÓDULO 7. FÓRMULAS DE REDUCCIÓN 

Objetivos específicos 
Al terminar el estrtdio de este módulo, el alumno: 

• Aplicará las fórmulas para reducir razones trigonométricas de ángulos entre 
90" y 360•, a razones de ángulos agudos. 

Cuadro sinóptico 

Fórmulas para reducir razones trigonométricas de ángulos entre 90• y 360. 

sen(90• + 9) � cos 9 csc(�XY + 9) = sec O 
cos(90• + 9) � - sen O scc(90. + O) = - ese 9 

tao(90• + 0) � - col O cot(90. + 9) - - tan e 

7.1 .  Método de reducción a ángulos agudos 
Cualquier razón trigonométrica de un ángulo entre 90" y 360. se puede 

reducir a una razón trigonométrica de un ángulo agudo, aplicando una o varias 
de las siguientes fórmulas: 

sen (90" + O) "" cos O 

sec ( oo· + O) = - ese O 

tan ( 90• + O) = - cot O 

cos ( 90• + O) = - sen O 
ese ( 90• + e ) = sec O 

COl ( 90• + 9) = - tan 9 

73 



7 4 TRIGONOMF.TR(A 

Cuando O resulta ser o·, 90", 180" o 2:70·, dos de las fórmulas anteriores no se 
aplican, ya que dos de las razones trigonométricas para cada uno de estos 
ángulos no están definidas. 

Cuando se van a reducir razones trigonométricas de ángulos mayores de 360" 
o negativos, primero se encuentra su respectivo coterminal entre o· y 360. y 
luego se aplican las fórmulas de reducción: 

Ejemplo 1 

Reducir cada una de las siguientes expresiones a una razón trigonométrica de 
un ángulo agudo positivo. 

a) sen 200· 

Solución 

sen 200. e sen (90. + no·) = cos uo· = CC6 (90. + 20.) - -sen 20° 

b) col 930• 

Solución 
Se calcula su coterminal entre o· y 360": 

930" - 36o· = s1o· ; 57o· - 360" = 210· 

Entonces: 

COl 930• • COl 21 0" ,. COl (90• + 120") = -tan ] 20• = 

= - tan (90" + 30") = cot 30· 
e) sen ( -100") 

Solución 

Se calcula su coterminal entre o· y 360•: 

-100" + 360" = 260" 

Entonces: 

sen (-too•) .. sen 260" = sen (90• + 170•) = 

= cos 170° - cos (90" + 80") = -sen so· 

�jercicios 

Método de reducció11 a á11gulos agudos 
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Reducir cada una de las siguientes expresiones a una r::�7..6n trigonométrica de uo 
ángulo agudo positivo. 

l. cos ]60. -

2. tan 220• -

3. sec 2910• -

4. sen ( -30•) -
5. tan (-soo·) -
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MÓDULO 8. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE 
DOS ÁNGULO� DEL ÁNGULO 
DOBLE Y DEL ANGULO MITAD 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Aplicará las fórmulas para calcular el seno, coseno y tangente de la suma y 
diferencia de dos ángulos. 

· 
• Aplicará las fórmulas para calcular el seno, coseno y tangente del ángulo 

doble y del ángulo mitad. 

Cuadro sinóptico 
� 

FÓRMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMtTRJCAS DE LA SUMA Y 
DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS, DEL ÁNGULO DOBLE Y DEL 

ÁNGULO MITAD 

• Suma de dos ángulos • sen ( a + p ) .. sen a cos � + cos a sen p 
• cos ( a + p ) = cos a cos � - sen a sen p 

• tan a +  tan � 
�n ( a + R ) x ------�-1' 1 - tan : . tan � 

• Diferencia de dos ángulos • sen ( a - 13 ) � sen a cos � - cos a sen P · 
• cos ( a - J3 ) - cos a cos � + sen a sen f3 

• tan a - �n 13 
tan ( a - J3 ) • 1 + tan a tan 13 
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Cuadro sinóptico 

FÓRMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LA SUMA Y 
DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS, DEL ÁNGULO DOBLE Y DEL 

ÁNGULO MITAD / • Ángulo doble • sen 2 a "' 2 sen a ros a 

• Ángulo mitad 

• cos 2 a ... cos 2 a - sen 2 a 
2 tan a 

• tan 2 a =  2 1 - tan a 
� - 4 11- cos a sen 2 - ± V 2 
� - 4 h + oos a  cos 2 - ± V 2 

• tan � - ±V 1 - cos a 
2 l + cos a  

---------------- -------------" 

8.1. Razones trigonométric'as de la suma 
y diferencia de dos ángulos 

8.1 .1 .  Fórmulas para la suma 

Sin entrar en la demostración, se presentan a continuación las fórmulas para 
:aJcular sen (a + �), cos (a + j}) y tan (a + f3) : 

sen (a + p) = sen a cos f3 + cos a sen f3 

cos (a + �) = cos a cos f3 - sen a sen 13 

tan a +  tan 13 
tan (a + R) = ------.:..,, 1 - tan a tan j} 

Para las fórmulas sen (a + j}) y cos (a + j}), a y 13 pueden tener cualquier 
valor; mientras que para la fórmula tan (a + 13), a o 13 no deben ser m últiplos 
impares de 90", ya que en tal situación tan a o tao j} no están definidas. 

8.1.2. Fórmulas para la diferencia 

A partir de las fórmulas para la suma se deducen fácilmente las fórmulas para 
la diferencia: 
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sen (o. - �) = sen a cos 13 - cos a sen 13 
cos (a - f3) = cos a cos f3 + sen a sen 13 

tan (a - 13) '"' tan a - tan 13 
1 + tan a tan 13 

También en este caso para tan (a A) n de 90". , - .... , a o ,, no deben ser múltipa¡ impares 

J;jemplo 1 

Por medio de las fórmulas de suma d"f¡ . 
valor de las siguientes expresiones: 

o 1 ercnc¡a de dos ángulos. calcular e! 

a) seo 105" 

Solución 

Sea a =  45", 13 = 60" 

sen 105" = sen (45. + «.1") = sen 45" cos ro· + cos 45" sen 60. = 
.. Y2 ..!.. V'I VJ  V2 V6 fl + V6  2 2 + 2 2 = -¡- + -¡- = 4 

b) tan 15• 
Solución 

Sea a = 60·, j3 = 45• 

tan .15" = tan (60. - 45.) .. tan w· - tan 45. 
1 + tan 60. tan 45" 

VJ - 1  v'3 - 1 = 
1 + ( V3 )  (1) .. 1 + V3 

8.2. Razones trigonométricas del 
ángulo doble y del ángulo mitad 

8.2.1. Fórmulas para calcular el seno, el coseno Y la tangente del ángulo doble 

P
d
or

d
mcdio de las fórmulas para la suma de da; ángulos y haciendo R - a se puc e cmostrar que: t' - , 
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sen 2a = 2 sen a cos a 
cos 2a = cos2 a - sen2 a 

2 tan o. tan 2a = 2 1 - tan a 

8.2.2. Fórmulas para calcular el seno, el coseno 
y la tangente del ángulo mitad 

A partir de la fórmula para cos 2o., se pueden establecer las siguientes ex
presiones para el ángulo mitad: 

� .. 11 - cos a  
sen 2 .. ± V 

2 

5: .. h- cos o. tan � ± V 
2 1 + cos o. 

Para la tangente del ángulo mitad se tienen las siguientes expresiones: 
o. sen a tan - = ----2 l + COS Cl  

Ejemplo 2 

o o. 1 - cos o. tan - .. ----2 sen a 

Calcular el valor de cos 60' mediante cos 30• y sen 30• utilizando la fórmula 
para el coseno del ángulo doble. 

Solución 

Ejemplo 3 

Calcular el valor de sen 22S mediante cos 45•. 

Solución 
Como 22S termina en el primer cuadrante, sólo se toma la raíz pa;itiva de la 

fónnula para sen �. 
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sen 22.5" "' sen 45' = y  1 - ros 45' 
. 2 2 

__ ¡-;;
c y �2 -Y� -

4 -
v2 - .f2  

2' 
�ercicios 

Razones trigonométricas de la suma y diferencia de dos ángulos 
Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

l. sen 75", h.1ciendo a .. 45• y 13 _ 30• 
2. tan 105', haciendo a _ 45• y p _ 60• 
3. cos 15', haciendo a .. 60' y 13 .. 45• 

4. sen 15', haciendo a .. 60'y � .. 45" 

Rnzones trigonométricas del ángulo doble y del ángulo mitad 
5. Calcular el valor de $en 60' mediante $en 30• y ros 30, 
6. Calcular el valor de tan 240' mediante tan 120' 
7. Calcular el valor de sen 105', si cos 210 . .. _ ..¡'J 2 
8. Calcular el valor de tan 22.5' medi3nte sen 45' y cos 45' 
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MÓDULO 9. LEY DE LOS SENOS Y LEY 
DE LOS COSENOS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de esle módulo, el alumno: 

• Aplicará la ley de los senos en la.resolución de un triángulo. • Aplicará la ley ae los cosenos en la resolución de un triángulo. 

Cuadro sinóptico 

Ley de los senos. En todo triángulo, los lados son proporcionales a los senos 
de sus ángulos opuestos. 

la ley de los senos se puede expresar como: 

En donde: 

a b e 
sen a 

.. sen !} • sen y 

83 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Ley de los cosenos. En tcx:lo triángulo, el cuadrado de un lado cualquiera es 
igual a la suma de Jos cuadrados de los otros dos lados, menos el doble prcx:lucto 
de estos lados por el coseno del ángulo comprendido entre ellos. 

La ley de Jos cosenos se puede expresar como: 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos a 

2 2 2 b = a + C  - 2ac oos �  
e 2 = a 2 + b 2 - 2ab cos y  

9.1. Ley d e  los senos. A plicaciones 
La ley de los senos, que se aplica en la solución de algunos triángulos 

oblicuángulos, se enuncia de la siguiente manera: 

Ley de los senos. En tcx:lo triángulo los lados son proporcionales a los 
senos de sus ángulos opuestos. 

Con referencia a la figura 9.1, la ley de los senos se puede expresar como: 

de donde son inmediatas las siguientes razones: 

a sen a b sen � e sen y 
b .. sen � ' -¡; ;: sen y , a = sen a 

Figura 9.1 

Ejemplo l 
Resolver el triángulo ABC, dados: 
a a: 62.5, a =  uz· 20' y y = 42. 10' (véase la figura 9.2). 

e 

Figura 9.2 

Solución 

Este problema se puede resolver por medio de la ley de los senos. 
Incógnitas: J3, h, c. 
Como la suma de los 3 ángulos interiores de un triángulo es 180", se tiene: 

13 "'  180. - (a + y) = 180• - (112" 20' + 4ZO 10') • 25" 30' 
Se aplica la ley de los senos para b: 

� .. sen a . b _ a sen J3 
b sen J3 ' - sen a 

b 
a sén 13 62.5 sen 25• 30' 62.5 (0.4305) • 
sen a = sen 112" 20' .. 

0.9250 
• 29·1 

Se aplica la ley de. la; senos para e: 

E. 
= 

sen y . a sen y 
a sen a ' 

e = sen a 

a sen y 62.5 sen 42• 10' 62.5 (0.6713) 
-e

= 
sen a = sen 112" 20' = 0.9250 

= 45.4 

Por lo tanto: 

J3 e 25" 30', b = 29.1, e =  45.4 
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E;jemplo 2 

Resolver el triángulo ABC dados b = 480, e .. 628 y y "'  55" 10' (Véase la 
figura 9.3). 

e 

e =  628 

Figura 9.3 

Solución 
Como y es agudo y e > b, el problema tiene solución única. Se aplica la ley 

de los senos. 
lncógnitas: �. a y a. 
Se aplica la ley de los senos para f3: 

� = sen p 
; sen P = b sen y 

e sen y e 

n • b sen y _ 480 sen 55" 10' _ 480 (0.8208) = 7 • sen l' e - 628 - 628 
0.62 1 

sen f3 • 0.6271 

Por lo tanto: 

p = 38" 50' 

Para a :  

a .. 180" - (13 + y) = 180" - (38" 50' + 55" 10') .. 86" 

Ahora se aplica la ley de Jos senos para a: 

a sen a b sen a - = -- · a =  b sen f3 ' sen p 
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480 (sen 86") 480 (O.W76)' 
a = 

sen 38" 50' 
= 

0.6271 
= 764 

Por Jo tanto: 

a • 86", 13 = 38" 50', a =  764 

9.2. Ley de los cosenos. A plicaciones 

Para la solución ae problemas de triángulos, también se utiliza la ley de Jos 
cosenos que dice: 

Ley de los cosenos. En todo triángulo, el cuadrado de un lado 
cualquiera es igual a la suma de los cuadrados de Jos otros dos lados, 
menos el doble producto de estos lados por el coseno del ángulo 
comprendido entre ellos. 

Con referencia a la figura 9.4, la ley de los cosenos se puede expresar como: 

a2 = b2 + c2 - 2 be cos a 

e 

Figura 9.4 

Ejemplo 3 

Resolver el triángulo ABC, dados a .. 132, b = 224 y y =  28" 40'. 
(Véase la figura 9.5.) 
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A e 

Figura 9.5 

Solución 

Incógnitas: e, a , ¡3. 
Se aplica la ley de Jos cosenos para e: 

- 2(132) (224) cos 28. 40' 

c2 = 15714; e =  125.36 

Se aplica la ley de los senos para a : 

a sen a a sen y - = -- · sen a = --
c sen y '  e 

e 

.. 
a sen y .., 132 sen 28• 40' = 132 (0.4797) = 0 505 sen a e 125.36 125.36 · 1 

sen a =  0.5051 

Por lo tanto: 
a =  30" 20' 17" 

Para 13 :  

p = 180. - (a + y) = 180. - (30• 20' 17" + 28. 40') = 120· 59' 43" 

Por lo tanto: 

e =  125.36, a =  30• 20' 17", � = 120· 59' 43" 

Ejemplo 4 

Resolver el triángulo ABC dados a = 25.2, b • 37.8 y e = 43.4. 
(Véase figura 9.6� 

e 

A e ==  43.4 

Figura 9.6 
Solución 

Incógnitas: a ,  !3, y. 
Se aplica la ley de los cosenos para a : 

b2 + c2 - a2 (37.8)2 
+ (43.4)2 - (25.2)2 

cos a =  2bc = 
2 (37.8} (43.4) 

= 0.816 

cos a =  0.816 

Por lo tanto: 

ex = 35· 18' 49" 

Se aplica la ley de los cosenos para fl : 

= a
2 + c2 - bz

-
(25.2)2 + (43.4)2 - (37.8)

2
- O 982 cos !} 

2ac - 2 (25.2) (43.4) -
.4 

cos 13 = 0.4982 

Por lo tanto: 

13 = 60" (Jl' 08" 

Para y :  
y =  180" - (a + p) = 180. - (35. 18' 49" + 60. 07' 08") - 84. 34' 03" 

89 
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Por lo tanto: 

a = 35• 18' 49", � = 6(Y ffl' 08", y .. 84• 34' 03" 
Ejercicios 
Ley de los senos 

1.  Resolver el triánguloABC dados e - 25, a - 35• y �  - 68• 

e 

2. Resolver el trilínguloABC d¡¡dos a - 525, b - 421 y o - no· 50'. 

e 

Ley de los cosenos 

3. Resolver el triánguloABC dados b - 120, e - 270 y o 118• 40'. 

e 

� b :: 1f0 ¿13 

A e =  270 8 
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4. Resolver el triánguloABC dados a �  6.34, b - 7.30 y e - 9.98. 

e 

A e =  9.98 8 
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EXAMEN DE AUTOEVALUA CIÓN 

L Seleccione en cada uno de los casos la opción correcta. 

a) 45' • ( ) 

A n rad B. bt rad 

b) 55" 48' 7" - ( ) 

A 0.9739 rad O. n rad 

" C. ¡ rad 

" C. 5 rad 

:n: 
D. 6 rad 

:n: 
O - rad " 6  

2. Relacio!Íé la columna de la izquierda con la respuesta correcta de la colum11a de la 
derecha. 

A Dos ángulos son adyacentes cuando: 

B. Dos ángulos son complementarios si: 

e_ Dos ángulos son suplementarios si: 

D. Dos ángulos son conjugados si: 

93 

( ) su suma es igual a 90' 

( ) su suma es igual a 180' 

( ) su suma es igual a 270' 

( ) tienen un mismo vértice, 
un lauu común y son exteriores 
el uno del otro. 

( ) su suma es igual a 360'; o sea, 
cuando su suma es igual 
a un perigono. 
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... 
3. Para cada una de las siguientes aseveraciones, indique si son falsas o verdaderas. 

a) La suma de los 3 ángulos interiores de todo triángulo es igual a n radianes. 

) verdadero ( ) falso 

b) Todo triángulo equilátero es equiángulo. 

) verdadero ( ) falso 

e) La suma de los ángulos interiores de un triángulo acutángulo no es igual a 180• 

( ) verdadero ( ) falso 

d) Si los tres lados de un triángulo son respectivamente proporcionales a los del otro, 
los dos triángulos son semejantes. 

) verdadero ( ) falso 

e) Dos trifingulos son semejantes sí la su m¡¡ de ::;us ángulos es igual a 180• 

( ) verdadero ( ) falso 

fJ Dos triángulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares son 
semejantes. 

) verdadero ( ) falso 

4. Seleccione en cada u11o de los siguientes casos la opción cotTecta. 

a) Considérese la figura: 

El valor de Jz es: ( ) 
A 10.00 B. 14.1421 

h 

C. 7.5548 D. 8.6603 
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b) Un hombre se encuentra parado a una cierta distancia de un farol. Si la sombra que 
proyecta el hombre sobre el suelo mide 2.40 m y la distancia lineal entre su cabeza 
y el extremo de su sombra es de 3.00 m, ¿cuánto mide el hombre? ( ) 

A 1.60m B. 1 .80 m c. 1.50 m D. 2.00 m 

5. Seleccione la opción correcta. 

Una circunferencia es: ) 

A. Una curva totalmente cerrada. 

D. Un conjunto de puntos del plano. 

C. Un conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro. 

D. Un conjunto de puntos del plano cuya distancia a un punto fijo llamado centro es 
menor o igual a una longitud llamada radio. 

6. Anote en cada paréntesis la letra que correspomfn a la descripción correcta de cada 
elemento. 

A. Recta que corta a la circunferencia en dos puntos. 
B. Distancia entre dos puntos de la circunferencia. 
C. Recta que toca a la circunferencia en un solo punto. 
D. Segmento rectilíneo determinado por dos puntos 

de la circunferencia. 
E. Distancia del centro a un punto cualquiera 

de la circunferencia. 
F. Segmento determinado por dos puntos de la 

circunferencia, que pasa por el centro. 

7. Anote la opción correcta en cada caso. 

Radio ( ) 
Diámetro ( ) 
Cuerda ( ) 
Secante ) 

Tangente ) 

En un Íriángulo rectángulo se definen las razones trigonométricas pam un ángulo 
agudo a como sigue: 

A 
cateto opuesto 

cateto adyacente 

D. hipotenusa 
cateto opuesto 

e cateto adyacente 
· hipotenusa 

0 hipotenusa 
· cateto adyacente 

E 
cateto opuesto 

· hipotenusa 

F. cateto adyacente 
cateto opuesto 

sen a • ( ) 

cos a - ) 
tan a -

cot a - ) 

sec a •  ( ) 

csc a - ) 
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8. Sin recurrir al uso de tablns trigonométricas, rclacio11c correctamente la columna de la 
izquierdo con la columna de la derecha. 

A . . . o 
B . . . .  1 

2 
c. . . .  Y3 

-1 o . . . .  VJ 
E. . . .  .fi 
F . . . .  V3 

9. Determine en ctula caso la opción correcta. 

l.  Si sen 30' • � 
A. 0.32 

B. 0.57 

c. 0.82 

2. Si tan 45' - 1 

A 0.81 

B. l.22 

c. 0.3 

3 S V3 • . . i sen a • 2 -+ a - 60 , sen a - 0.9 _..., a - ( 

A. 54' 

B. 118' 

c. 64' 

sen o· - ( ) 
tan 45' - ( ) 
sec 30• - ( 

cos 90. - ( ) 
col 120' - ( ) 
ese 135' - ( ) 

sen 35' - ( ) 

tan 39' • ( ) 

10. Indique si es falsa ( F ) o verdadera ( V ) cada una de las :siguientes expresiones. 

a) V .scn2 A -+ cos2 A - sen A -+ cos A 

2 2 b) tan A - scc A - -1 

r 

( ; ) 

1 1 tf) -- .. -- - 1  
cot2 A cos2 A 

e) 1 + cot2 A - es,} A 

/) ,¡ ese2 A - cot2 A - 1 

g) sen A - v'l + ros A 

h) sen A ese A - 1  

. A 1 
1) 1an - --ese A 

J) ros A - sen A cot A 

k) tan2 A +  sec2 A - 1 

11.  Seleccione la opción correcta en cada caso. 

A (1 + tan a)2 

B. O 

C. 1 - 2 scn A 

E. cot2 A + csc2 A + 2 cot A ese A 
, 

2 F. (ese A - oot A) 

G. 2 (1 + tan a) 
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( ) 

( \ Í) 

('{ ) 
( -r') 

) 

( ) 

) 
( ) 

) 

l + cos A  
Z) 1 - cos A  • ( ) 

3 1 - scn A cos A 
) c:os A - 1 + sen A - ( ) 

12. Indique si'son falsas o verdaderas las siguientes expresiones. 

a) seo (-A) - - sen A 

b) cos (-A) - - ms A 

e) sec (-A) • sec A 

a) sen (90' + A) - ros A 

) 
) 

) 

( ) 
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e) cos (90' + A) - sen A 

/) cos 125' - - ..¡'[ 
2 

_..¡z g) sen 315" • T 

h 30• V3 ) tao 3  • 3  

i) seo 1200 • - � 

) 

) 

( ) 

( 

13. Relacione correctamente lo columna de la iu¡uicrda con la colu�na de la derecha. 

A sen a cos � + cos a sen j3 

B. cos a cos f3 - sen a sen j3 

C. -2 - �  
V6 + Ví  

D. 4 

E 2 + -./3 
. 1 - V'J  
2 v'2  

F. -4-

14. Selecciotte la opción correcta: 

a) La fórmula p;:tra c.1lcular sen 2 a es: 
1 ) 2 sen a cos a  ) 2 sen a cos a  

b) La fórmula para calcular oos 2A es: 

e) La fórmula para calcular tan 2a es: 

( 1 - tan2 a 
2 tan a ( 

t) sen (n + ¡3) -
2) tan (45' + 6(t) -

3) sen (75') • 
4) cos (a + {3) • 

) 

) 

) 

• 
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d) El valor de sen 60' es: 

2 ( ) � 

e) El valor de cos 120' es: 

( ) _ .!  2 

/) El valor de tan 30' es: 

) � 

( ) 
� 

) 2 

) 3 

15.  En lo que sigue, seleccio11e la opción correcta. 

Considérese la figura: 

a)Si: A - 33' 

entonces b - ( 
Pe. 71.511 

B. 17.511 

c. 51.171 

b)Si: A • 104.' 30.3' 

entonccs C -

A. 50' 29.7' 

B. 29' 50.7' 

c. 79' 25.7' 

e 

B - n· 30' y a - 10 

B - 25' y b - 347.85 

( ) v'3 
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16. En lo que sigue, seleccione lo opción correcta. 

Considérese la figura: 

o) Si: a • 2.�00 b - 3500 y e - 4500 

,,, entonces B - ( ) 
1:1 

A 46. 80' 1 
:¡· 
: ¡  B. so· 42' 11' 

c. 86. 40' 

!'l 
1 

b) Si: a - 0.0035 b - 0.0029 y e - 0.0038 

entonces A - ( ) 
A 61. 15' 

B. 59. 35' 

c. l.  45' 

SOLUCIONES 

MÓDULO 1 (págs. 13 - 22) 
l .  13.96 rad - 4.44 :n: rad 

7 2. 3.665 -6 1t rad 

5 
3. 2.617 rad • 6 :n: rnd 

4. 120· 

S. 538.582• 

6. 3o· 
1. Complemento de a • 67" 

8. a - 135• , ll .. 45• 
9. a - 330• , � - 30• 

MÓDULO 2 (págs. 23 - 33) 
l .  90 .. 25. 
2.AE - 6m 
3. a) 2.236 

b) 8.71 

4. 7.21 millas 

101 
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MÓDULO 4 (págs. 41 - 47) 

3 l .  sen � .. v'IT 
v'IT scc f3 - 2 · 

2 
cos � - v'IT 

m csc j3 - -3 

ViO sec a - - - ViO ,  1 
3. 0 

4 4. 3 
5. 8 

MÓDULO S (págs. 49 - 67) 

3 tan 13 - -
2 

- 4  3 4 3 
1. sen O .. S , cas O .. - S , t."l.n O - 3 , col O - 4 , 

2. 2 
../2 3. 2 

4. 1.3 

-5 ese O - -4 

5. Segundo cuadrante; sen ( + ), cos (-), t;¡n (-) 
6. Primer cuadrante; sen ( + ), cos ( + ), tan ( +) 
7. Tercer cuadrante; sen (-), cos (-), t;•n ( +) 
8. 2 - 3  v'3 
9. 1 
10. -2 
11. -2 

-./3 ]2. 2 . 

13. 3 V3 - 6 - - 0.8038 
1 14. 2 

15. 3 

1 16. 9 - ..n 
17. 4 

1 18. - ../2 

19.0 
W. 0.4899 
21 . 0.4914 
22. 0.9052 
23. 70'10'8" 

24. 39'54'21" 

25. 50'8'5 1 "  

MÓDULO 6 (págs. 69 - 72) 

l. col O 
2. 1 
3. 1 
4.-1 

MÓDULO 7 (págs. 73 - 75) 

l . - sen 70' 
2. tan 40' 
3. sec 30' 
4. - sen 30' 
5. tan 40'" 

MÓDULO 8 (pá�s. 77 - 81) 

..f6 + Vl  l .  4 
1 + Y3  2 1 -

� 

../2 + 16  3. 4 
../2 

4. 4 (V3 - 1 ) 

SOLUCIONf� 103 
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�2 + .f3 
7. ----

2 

8 V2 . 
2 + V2  

MÓDULO 9 (págs. 83 - 91) 
l.  a - 15 , b - 24, y - 77' 
2. e .. 142 , � - 37'21 " , y • 1 1'49' 

3. a - 344 , � - 17'50' , y - 43'30' 

4. u - 39'20'14" . � - 46'52'30'' • y - 93'47'16" 

EXAMEN DE AUTOEVALUACIÓN (púgs. 93 - 100) 
l. a) 45' = (C) 

b) 55'48'7" = (A) 

2. ( n ) su suma es igual a 90' 
( C )  su suma es igu;�l a 180' 

( ) su suma es igual a 270' 

( A ) tienen el mismo vértice, un lado común y son externos el uno del otro. 

( D )  su suma es igual a 360', o sea, cuando su suma es igual a un pcrí¡;uno. 

3. a) verdadero 

b) ven.ladero 

e) falso 

d) verdadero 

e) falso 

!) verdadero 

4. a) ( D) 
b) ( B )  

5. ( C )  

6. Radio 

Diámetro 

Cuerda 

( E )  
( F )  
( D )  

SOLUCIONES 1 05 

Secante ( A )  

Tangente ( C ) 

7. sen a - ( E )  

cos a - C e ) 
tan a - ( A )  

cot a •  ( F ) 

sec a - ( D ) 

ese a - ( B ) 
8. sen o· - ( A ) 

tan 45' - ( B ) 
sec 30' - C e ) 

cos 90' - ( A )  

cot 120' - ( D ) 

ese 135' - ( E ) 
9. a) sen 35' - ( B ) 

b) !<lo 39' - ( A )  
e) a - ( e ) 

10. a) ( F )  
b) ( V )  

e) ( V )  
d) ( F ) 
e) ( V )  

f) ( V ) 

g) ( F )  , 11) . ( V ) 

i )  ( F )  
j )  ( V )  

k) ( F )  
1 1 .  1 )  ( D ) 

2) ( E ) 
3) ( B )  
4) ( A )  

12.  a) ( V ) 

b) ( F )  
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C) ( V )  
d) ( V ) 
e) e r ) 
f) ( V )  
g) ( V )  

h) ( F ) 
i ) ( F )  

13. 1 )  ( A )  
2) ( C )  
3) ( D )  
4) ( ll )  

1-t. a) 2 sen a c:os a 

b) ros2 A - scn2 A 

e) 2 tan a 
1 - tan2 a 

.../3 á) -2 

1 
e) - -

2 

1 
f) -.[3 

15. a) b - ( D )  
b) C - ( A )  

16. a) 13 = ( D ) 
b)A = ( A )  

1 
· 1 1 1 
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