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Introducci�on

Antecedentes

No es un tema desconocido que uno de los problemas actuales en nuestro planeta es la pro-

ducci�on y consumo de energ��a y todo lo que esto implica econ�omica, ambiental y socialmente.

Las plantas de generaci�on de energ��a el�ectrica a partir de quema de combustibles f�osiles, ya sean

de carb�on, ciclo combinado, etc. emiten una gran cantidad de contaminantes a la atm�osfera y al

entorno que las rodea.

Hace aproximadamente 60 a�nos se comenzaron a crear plantas de energ��a nuclear las cuales

consisten en un n�ucleo donde se encuentra material constitutido de �atomos inestables y de masa

at�omica muy alta que al �sionarse debido a la captura de un neutr�on, producen una enorme

cantidad de energ��a y calor con lo cual se genera electricidad.

Desde hace varias d�ecadas cient���cos de todo el mundo buscan la manera de lograr la Fusi�on

Nuclear controlada, a �n de tener un reactor en el cual llevarla a cabo para generar energ��a el�ectrica.

Resumen te�orico

A grandes rasgos la Fusi�on Nuclear consiste en la formaci�on, a partir de n�ucleos ligeros, de

n�ucleos con mayor masa. Por ejemplo, de un par de is�otopos de hidr�ogeno (Deuterio y Tritio)

convertidos en helio. Gracias a este fen�omeno las estrellas irradian energ��a en forma de calor, como

es el caso del Sol. Poseer un reactor de fusi�on nuclear controlada es uno de los mayores retos a

1
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lograr en algunas d�ecadas. Esto traer��a como bene�cio una fuente de energ��a el�ectrica sustentable

y m�as limpia que los reactores de �si�on. Para poder dise�nar un reactor de fusi�on es necesesario

producir y calentar un plasma, que consiste en un gas ionizado. Desde el punto de vista de la f��sica

y de la ingenier��a el desarrollo de estos aparatos a lo largo de los a�nos ha representado un gran reto:

realizaci�on de c�odigos num�ericos, ingenier��a, ciencia de materiales, instrumentaci�on electr�onica, etc.

Uno de los prototipos actuales de reactor de fusi�on nuclear es el �Tokamak�. Muchos de estos

aparatos existen en el mundo dentro de universidades o laboratorios nacionales. El mayor Tokamak

en la actualidad se encuentra en Inglaterra (Joint European Torus) y en alg�un momento lleg�o

a producir una ganancia de potencia de alrededor del 60% respecto a la suministrada para su

calentamiento por m�as de medio segundo. Actualmente se encuentra en construcci�on el Tokamak

que ser�a el mayor del planeta, ITER , el cual se ubicar�a en Francia y se planea produzca su primer

plasma entre 2020 y 2024. Para ITER, en el cual participan siete socios (China, Corea Del Sur,

Jap�on, Estados Unidos, Rusia y primordialmente la Uni�on Europea) se planea producir m�as de 10

veces la energ��a que le es suministrada por m�as de 8 minutos. Una planta de energ��a el�ectrica, por

ejemplo una planta de �si�on nuclear de las cuales hay cientos en el mundo, produce energ��a todo

el tiempo y s�olo suele ser suspendida una vez al a�no para darle mantenimiento. Tomando esto en

cuenta, es claro ver que la tecnolog��a a�un se encuentra lejos de tener un reactor de fusi�on nuclear

para suministro de energ��a el�ectrica.

Entre una de las varias razones por las que la fusi�on nuclear a�un no se consigue lograr en pulsos

de larga duraci�on dentro de estos reactores, se encuentra la naturaleza inestable de los plasmas.

Al ser contenido el plasma dentro del Tokamak este tiende a expandirse golpeando las paredes del

aparato y desapareciendo.

Actualmente existen varios Tokamaks en el mundo destinados a aplicar diferentes t�ecnicas

de control para poder supervisar y manipular la posici�on y forma de la columna de plasma en

el Tokamak a �n de tener un pulso m�as duradero y estable. Los cient���cos notaron desde hace

varios a�nos que era estrictamente necesario aplicar t�ecnicas de control realimentado al sistema

para poder contener al plasma dentro de las fronteras del Tokamak por un lapso mucho mayor a

los mencionados.

El Tokamak que se utiliz�o como modelo para este trabajo es el "Novillo",del cual se hablar�a

bastante a lo largo de los cap��tulos. Fue elegido ya que este se encuentra accesible al estar ubicado

en el Laboratorio de Plasmas del Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares (ININ) y tener

contacto directo tanto con el aparato como con algunas de las personas que desarrollaron el proyecto
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desde su inicio, hace m�as de 30 a�nos. Fue instrumentado y probado para control de posici�on hace

m�as de 15 a�nos cuando la instrumentaci�on electr�onica era muy precaria y no exist��an todos los

softwares y controladores electr�onicos para t�ecnicas avanzadas de control que existen ahora([19]).

La posibilidad de redise�nar y reconstruir este Tokamak es en parte una de las razones por las

que se decidi�o trabajar sobre los par�ametros de �este. En caso de que esto llegar�a a suceder podr��a

considerarse una instrumentaci�on electr�onica en la que fuera posible aplicar f��sicamente un control

como el aqu�� desarrollado.

Actualmente �Novillo� se encuentra semi-desmantelado y su futuro es incierto. Los primeros

intentos de control en �Novillo� fueron hechos y reportados hace aproximadamente 20 a�nos, cuando

la instrumentaci�on electr�onica en materia de microcontroladores, PLC's, DSP's, etc, era demasiado

precaria y costosa. De ser posible su recuperaci�on ser�a necesario actualizar sus sistemas de campo

magn�etico y control.

Resumen de trabajo

El trabajo realizado aqu�� s�olo es un peque�no pre�ambulo para las implementaciones que se

pueden hacer, o que ya se han hecho, sobre el control de posici�on de plasmas en Tokamaks, como

el ISSTOK en el Instituto Superior T�ecnico de Lisboa en Portugal y el TCV de la Escuela T�ecnica

Federal de Laussane, Suiza. Una gran parte del trabajo de los cient���cos es orientado al control de

posici�on. Los Tokamaks mayores, para tener un mejor control de posici�on, poseen una serie m�as

grande de bobinas de campo poloidal (PF Coils), TCV posee alrededor de 48 bobinas por ejemplo.

En esta tesis se presenta un modelo en variables de estado para un Tokamak de secci�on circular.

A trav�es de un control lineal por realimentaci�on de estados �optimo (LQR) se pretende llevar a la

posici�on de la columna de plasma al equilibrio tanto vertical como radialmente.

El objetivo es estabilizar el sistema en un tiempo menor a la duracci�on del plasma en la c�amara

del Tokamak a trav�es de los voltajes aplicados a las Bobinas de Campo Poloidal (PF Coils).

Como parte de los proyectos a futuro actualmente en CICATA (Centro de Investigaci�on en

Ciencia Aplicada y Tecnolog��a Avanzada) del IPN campus Quer�etaro, se est�a planeando la cons-
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trucci�on de un nuevo Tokamak llamado TPM1 1. El desarrollo de �este a�un est�a en sus inicios ,

y probablemente se lleve a cabo en conjunto con el Instituto de Ciencias Nucleares de la UNAM

(ICN). Uno de los elementos escenciales que deber�a incluir es el control de posici�on en el plasma.

1Constantemente personal de CICATA Quer�etaro informa las actividades y noticias relacionadas a la construcci�on
del TMP-1 a trav�es de internet, y tambi�en cuentan con una publicaci�on reciente: M. Nieto Perez , D. Hernandez
Arriaga, Design and construction status of the TPM-1U tokamak,Journal of Physics: Conference Series
370 (2012) 012062



Cap��tulo 1

Fusi�on Nuclear

1.1. Historia

En la Edad Media los alquimistas so�naban en convertir el plomo en oro. En el siglo XIX la

qu��mica demostr�o que el plomo y el oro eran diferentes elementos y que no pod��a convertirse uno

en otro a trav�es de procesos qu��micos. Sin embargo, a �nales de ese siglo, el descubrimiento de la

radioactividad llev�o a la realizaci�on de que a veces algunos elementos transmutan en otros.

A principios del siglo XX no hab��a una explicaci�on completa de la enorme cantidad de energ��a

radiada por el Sol. A pesar de que los f��sicos hab��an hecho avances en el siglo anterior y muchos

pensaban que hab��a algo de ciencia a�un por descubrir, no pod��an explicar c�omo es que el Sol

continuaba liberando energ��a, aparentemente por un tiempo inde�nido. La ley de la conservaci�on

de la energ��a requiere que haya una fuente interna de energ��a igual a la energ��a radiada por la

super�cie del Sol. Las principales fuentes de energ��a conocidas hace 100 a�nos eran los combustibles

f�osiles y la madera.

Conociendo la masa del Sol y la velocidad a la que radia energ��a, era f�acil demostrar que si el

Sol hab��a comenzado como un bulto de carb�on se hubiera terminado de quemar en menos de 2000

a�nos, esto era mucho menos tiempo que el que hab��a existido la Tierra.

5
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1.2. Reacciones de Fusi�on Nuclear

La cadena de reacciones en el Sol comienzan con la fusi�on de dos protones para formar un n�ucleo

de deuterio, un is�otopo m�as pesado que el Hidr�ogeno. Cuando dos protones se fusionan, uno de

ellos debe ser convertido en un neutr�on, esta es la etapa m�as dif��cil en la cadena de reacciones que

dan energ��a en el Sol, y es muy lenta como para ser una fuente de energ��a viable en la Tierra.

La reacci�on de fusi�on entre dos n�ucleos de deuterio trae consigo juntos dos protones y dos

neutrones que pueden reordenarse de dos maneras. Una de las disposiciones produce un n�ucleo

que tiene dos protones y un neutr�on, esta es una forma rara del Helio conocida como Helio-3, esto

produce un neutr�on sobrante. La disposici�on alternativa produce un n�ucleo con un prot�on y dos

neutrones, esta es una forma de hidr�ogeno conocida como tritio (T) 3H, la cual tiene aproximada-

mente tres veces la masa del hidr�ogeno ordinario, en este caso hay un prot�on sobrante. La reacci�on

de fusi�on entre dos mol�eculas de deuterio (D) 2H es ilustrada en la �gura 1.1 y la ocurrida entre

una mol�ecula de deuterio(D) y otra de tritio (T) se ilustra en 1.2.

Figura 1.1: Reacci�on de Fusi�on Nuclear entre dos mol�eculas de Deuterio (2H)

Se pueden tener otros tipos de reacciones de fusi�on, por ejemplo deuterio y tritio, producen un

is�otopo de Helio y un neutron, esta suele pensarse como la reacci�on de fusi�on m�as prometedora para

el futuro. A continuaci�on se enlistan las reacciones de fusi�on nuclear con sus respectivas energ��as

en (eV).

Reacciones de fusi�on nuclear:

2H + 2H− > 3H(1.01MeV ) +H(3.03MeV )

2H + 2H− > 3He(0.82MeV ) + n(2.45MeV )
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Figura 1.2: Reacci�on de Fusi�on nuclear entre un n�ucleo de deuterio y uno de tritio

2H + 3H− > 4He(3.52MeV ) + n(14.06MeV )

n+ 6Li− > 3H + 4He+ (4.8MeV )

n+ 7Li− > 3H + 4He+ n− (2.5MeV )

Las reacciones de fusi�on son inducidas a trav�es de colisiones entre part��culas. La secci�on e�caz

es un concepto que sirve para poder estimar la probabiliadad de que se lleve a cabo una reacci�on

nuclear. Esta secci�on e�caz es peque�na cuando ocurren impactos de poca energ��a debido a la

barrera de Coulomb que previene al n�ucleo de acercarse a la distancia necesaria para que haya

fusi�on.

Si el plasma es con�nado en una regi�on espec���ca adiabaticamente, la energ��a promedio no

decae por el proceso de colisiones el�asticas. Por lo tanto, si los plasmas calientes de deuterio-

Tr��tio o deuterio-deuterio est�an con�nados, los iones tienen la velocidad necesaria para superar la

repulsi�on de Coulomb mutua que hay entre ellos de tal forma que las colisiones y la fusi�on tienen

lugar.

La probabilidad de que una reacci�on nuclear ocurra es llamada cross-section o secci�on e�caz

como se mencion�o anteriormente y es denotada por σ. F��sicamente se caracteriza en t�erminos de

�area, donde una mayor �area signi�ca una mayor probabilidad de interacci�on entre los iones. La

secci�on e�caz es una funci�on de la energ��a cin�etica E del compuesto, por ejemplo la secci�on e�caz

de la reacci�on deuterio-Tr��tio en E = 100keV es de 5 × 10−24cm2. La probabilidad de fusi�on por

unidad de tiempo en el caso de que un ion de deuterio con velocidad υ colisione con iones de Tr��tio

con densidad ηT , est�a dada por ηTσυ [4].
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Figura 1.3: Ejemplos de formas comunes de los plasmas

1.3. F��sica del Plasma

1.3.1. De�nici�on de plasma

Los s�olidos pueden ser derretidos para formar l��quidos, y estos a su vez evaporados para formar

gases, y los gases pueden ser ionizados para fomar un plasma, el cual es conocido por algunos

cient���cos como el cuarto estado de la materia.

Los gases en forma ionizada se encuentran frecuentemente en situaciones cotidianas como en:

la �ama de un encendedor, las l�amparas �uorescentes, etc. Sin embargo, en estos casos s�olo una

peque�na porci�on del gas est�a ionizado. En la �gura 1.3 se pueden observar algunas de las formas

m�as comunes para nosotros en que suelen presentarse los plasmas.

En el espacio interestelar pr�acticamente toda la materia est�a en forma de plasma. Por ejemplo

las auroras boreales presenciadas en las latitudes altas del planeta son causadas por la interacci�on

entre el plasma emitido por el Sol y la atm�osfera de la Tierra. En la �gura 1.4 se ilustra de manera

simple la diferencia entre un gas y un plasma, pudiendo describir al plasma como una mezcla de

gases de iones y electrones.

El objetivo de dise�nar reactores de fusi�on nuclear es que se genere una mayor energ��a que la

empleada para producirlas, raz�on por la que el objetivo no es simplemente producir reacciones de
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Figura 1.4: Diferencia molecular entre un gas y un plasma

fusi�on nuclear,sino tambi�en estudiar los modos inestables del plasma y que �este tenga una duraci�on

m�as larga.

En el siglo XIX se introdujo la palabra "plasma"para denotar el l��quido transparente que

permanece despu�es de eliminar todo el material corpuscular de la sangre. En 1922 Irving Langmuir

propuso que los electrones e iones en un gas ionizado, de forma similar pod��an ser considerados

material corpuscular arrastrado en elg�un tipo de �uido y llam�o a este medio de arrastre plasma

tambi�en. Desde entonces es com�un que los cient���cos que trabajan con plasmas deban explicar que

su trabajo no est�a relacionado con la sangre.

1.3.2. Propiedades de los plasmas

Un plasma es un conjunto el�ectricamente neutro macrosc�opico de electrones e iones. En una

escala mucho menor el plasma no es uniforme y tampoco neutro. En principio, las propiedades de

un plasma pueden ser determinadas resolviendo simult�aneamente las ecuaciones de movimiento de

todas las part��culas en el plasma actuando bajo las fuerzas debidas a la interacci�on electromagn�etica
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con todas las otras part��culas as�� como con cualquier campo el�ectrico o magn�etico externo.

Existen tres principales par�ametros que caracterizan a los plasmas [4]:

1) La densidad de part��culas n.

2) La temperatura T de cada especie, electrones o iones (en grados Kelvin).

3) El campo magn�etico B estacionario (en Teslas).

Una variedad de propiedades pueden ser derivadas de estos tres par�ametros principales. La

din�amica del plasma est�a determinada por la interacci�on de los campos magn�eticos y el gran

n�umero de part��culas cargadas. En principio la evoluci�on de un plasma puede ser calculada como:

1) Dada la trayectoria xj(t) y la velocidad vj(t) de cada part��cula j, el campo el�ectrico

E(x, t) y el campo magn�etico B(x, t) pueden ser evaluados usando las ecuaciones de Maxwell

y simult�aneamente.

2) Dados los campos magn�eticos y el�ectricos instant�aneos E(x, t) y B(x, t), las fuerzas en cada

una de las part��culas j puede ser evaluada usando la ecuaci�on de Lorentz y despu�es ser usada para

actualizar la trayectoria xj(t) y la velocidad vj(t) de cada part��cula.

Los plasmas deben cumplir condiciones necesarias para que haya un reacci�on de fusi�on. Las

temperaturas de estos debe ser lo su�cientemente grandes a �n de proporcionar la energ��a necesaria

para que las fuerzas de repulsi�on electrost�atica entre los iones sean vencidas y los n�ucleos lleguen

a estar lo su�cientemente cerca y la fuerza nuclear sea mayor a la de repulsi�on entre los iones.

1.4. Con�namiento

Uno de los problemas para lograr la fusi�on nuclear es c�omo con�nar al plasma a una temperatura

su�ciente para que ocurran las reacciones nucleares. Debido a las altas temperaturas, el plasma no

puede estar en contacto directo con materiales s�olidos. Dado que las altas temperaturas implican

altas presiones, el plasma tiende a expandirse inmediatamente y es necesario aplicar alguna fuerza
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sobre �el que vaya en contra de la presi�on t�ermica.

1.4.1. Con�namiento gravitacional

El con�namiento gravitacional es aquel que sucede en los cuerpos celestes como las estrellas.En

el Sol por ejemplo, la combinaci�on de alta densidad y alta temperatura ejerce una alta presi�on,

alrededor de 400 mil millones de veces m�as que en la super�cie de la Tierra.

Una fuerza interior debe balancear esta gran presi�on externa para que el Sol no tienda a

expandirse. La gravedad proporciona esta fuerza en el Sol y las dem�as estrellas, y lo comprime.

Cada capa dentro de la esfera del Sol mantiene un balance entre la presi�on interna y el peso del

material. El balance entre la compresi�on debida a la gravedad y la presi�on externa es llamado

equilibrio hidrost�atico. Las reacciones de fusi�on son muy sensibles a la temperatura y la densidad

y se llevan a cabo unicamente en el n�ucleo del Sol.

1.4.2. Con�namiento inercial

En el con�namiento inercial, el combustible es comprimido y calentado tan r�apido que alcanza

las condiciones de fusi�on y se quema antes de que tenga oportunidad de escaparse.La inercia del

combustible evita que escape. Hasta los a�nos sesenta no hab��a una forma de inducir con�namiento

inercial en una forma controlada. Con el desarrollo del l�aser se sugiri�o un m�etodo de compresi�on y

calentamiento de c�apsulas de combustible en una escala de tiempo r�apida.

Las condiciones requeridas para un con�namiento inercial son determinadas por el requisito de

que la energ��a producida por la fusi�on en un pulso debe ser mayor que la energ��a requerida para

calentar el combustible a la temperatura de ignici�on[14].

1.4.3. Con�namiento magn�etico

El con�namiento magn�etico consiste en encerrar al plasma por medio de campos magn�eticos

externos aplicados a �este. El campo magn�etico, aplicado sobre alg�un dispositivo que contenga el
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Figura 1.5: Diagrama esquem�atico de un planta de fusi�on nuclear

plasma, se usa para formar una barrera entre el plasma caliente y la pared del recipiente que

contiene al plasma. La carga el�ectrica en iones y electrones evita que estos se muevan directamente

a trav�es del campo magn�etico. Cuando su movimiento trata de llevarlos a trav�es del campo, las

part��culas simplemente se mueven alrededor en c��rculos.Los iones y electrones se pueden mover

libremente a lo largo de la direcci�on del campo, lo que genera un movimiento resultante en una

forma espiral o una h�elice alrededor de la direcci�on del campo. De esta manera el campo magn�etico

puede ser usado para guiar a las part��culas y evitar que estas choquen contra las paredes s�olidas

que contienen al plasma.

En la �gura 1.5 se observa un diagrama b�asico del funcionamiento de una planta el�ectrica a

partir de con�nar magn�eticamente un plasma de deuterio y tritio. A�un se desconoce el tiempo

necesario para que se cuente con una planta generadora de energ��a a partir del producto de la

fusi�on nuclear.

En la pr�oxima secci�on se abordar�a el prototipo de aparato de con�namiento magn�etico en el

cual se ha intentado desde alrededor de 40 a�nos llevar a cabo reacciones de fusi�on nuclear y tener

plasmas duraderos. Es en este tipo de aparato en el que se desea realizar un control con el �n de
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llevar al plasma al equilibrio.

1.5. Reactor de Con�namiento de Plasma

1.5.1. Tokamak

La palabra "tokamak" es la contracci�on de las palabras rusas de corriente (ÒÎÊ) , c�amara

(ÊàÌåÐ), im�an (ÌàÃÍÈÒ) y bobina (ÊàÒóùÊà). Los tokamaks son axisim�etricos, con la corriente

de plasma dando origen al campo magn�etico poloidal esencial para el equilibrio de los plasmas

toroidales.

El concepto de un tokamak fue propuesto con la idea de tener reacciones de fusi�on nuclear

controlada, la pregunta fue como llevar la gran fuente de energ��a nuclear de los elementos ligeros

a la forma de combustible nuclear consumible en una forma controlada [12].

1.5.2. Componentes Principales de un Tokamak

Un Tokamak consiste principalmente de un conjunto de bobinas para con�nar magn�eticamente

el plasma y una c�amara de vac��o en forma toroidal para contenerlo. En la �gura 1.6 se aprecia la

con�guraci�on b�asica de un Tokamak.

1) C�amara de Vac��o

Usualmente est�a hecha de acero inoxidable delgado. De esta forma presenta su�ciente resistencia

el�ectrica en la direcci�on toroidal. Por lo tanto, el voltaje inducido por el devanado primario puede

penetrar en ella. La c�amara de vac��o de�ne las medidas del Tokamak. El Radio Mayor es aquel

que se mide del centro del toro (ag�ujero de la dona) al centro de la circunferencia de la secci�on

tranversal del aparato. El radio menor es el que posee la secci�on transversal de la c�amara.

2) Bobinas de Campo Toroidal
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Figura 1.6: Con�guraci�on b�asica del Tokamak

Las Bobinas de Campo Toroidal rodean en forma tranversal a la c�amara de vac��o a lo largo

de todo el toroide, estas tienen la funci�on de con�nar al plasma , pero la componente de campo

que generan (BT ) no es su�ciente para poder con�narlo. En la �gura 1.7 se puede apreciar un

acercamiento de la disposici�on de las bobinas de campo toroidal y las direcciones de la corriente y

campo magn�etico [22].

3) Tranformador

Dadas las propiedades del plasma, �este tiende a comportarse como un conductor con cierta

resistencia e inductancia asociados. Para generar una corriente en el plasma, se hace de este el se-

cundario de un tranformador, agregando al centro de la dona un n�ucleo de hierro y un embobinado,

el cual funge como el primario del tranformador que generar�a la corriente en el plasma.

La corriente Ip producida por el embobinado primario del transformador, calienta el plasma a

trav�es de calantamiento �ohmico, y genera a su vez un campo magn�etico en la direcci�on poloidal.

Esta componente de campo poloidal generada por la corriente del plasma no es su�ciente para

llevar al plasma al equilibrio, por lo que es necesario reforzar el campo con m�as bobinas, las cuales
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Figura 1.7: Direcci�on de la corriente y campo de las Bobinas Toroidales

se describen a continuaci�on.

4) Bobinas de Campo Poloidal (PFC)

Las Bobinas de Campo Poloidal se encuentran paralelas a la c�amara de vac��o y pueden estar en

la secci�on interna o externa de la dona. La principal funci�on de estas es refrozar el Campo Magn�etico

Poloidal en el plasma para que a trav�es de estas se pueda hacer un control en la posici�on de la

columna del plasma dentro de la c�amara. En el esquema de la �gura 1.8 es posible observar que se

cuenta con ambos conjuntos de bobinas. El campo magn�etico generado por las bobinas de campo

toroial (BT ) y la corriente de plasma (Ip) no son su�cientes para llevar al plasma al equilibrio por

lo que es necesario agregar esta serie de bobinas al tokamak.

El objetivo de este trabajo es poder llevar, en la simulaci�on, al Tokamak al equilibrio, mantener

a la columna del plasma con�nada magn�eticamente de manera satisfactoria sin que �esta cambie

de posici�on o choque contra las paredes. En esta tesis, �unicamente se estudiar�an las propiedades

geom�etricas, el�ectricas y magn�eticas de estas bobinas, ya que ellas ser�an los actuadores del control

de posici�on aplicado sobre el plasma.

La combinaci�on del campo magn�etico tororidalBT y el poloidalBP da origen a l��neas magn�eticas

con una trayectoria helicoidal alrededor del aparato.
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Figura 1.8: Bobinas de Campo Toroidal y Poloidal

1.5.3. Tokamaks experimentales actuales

Se calcula que en el mundo hay un aproximado de 180 Tokamaks convencionales; es decir, no

se consideran los esf�ericos, muchos de ellos se encuentran en institutos universitarios en todo el

mundo y algunos son proyectos gubernamentales o de cooperaci�on internacional.

Los Tokamaks existen en una amplia gama de medidas en el tama�no de sus radios mayor y

menor y en la relaci�on que estos guardan. Tambi�en es com�un que cada experimento tenga una

l��nea de investigaci�on sobre un t�opico diferente. A continuaci�on se muestra en la tabla 1.1 las

caracter��ticas f��sicas de algunos de los Tokamaks que han existido, incluyendo a los principales que

actualmente operan. Esta tabla permite ver que las caracter��sticas de los Tokamak's existentes son

muy diversas tanto en dimensiones como en valores el�ectricos y magn�eticos. 1

1Informaci�on tomada del sitio http://www.tokamak.info/
2IGNITOR es un Tokamak que a�un se encuentra proyectado para construirlo a futuro.
3ITER actualmente se halla en construcci�on, probablemente el primer plasma se genere en 2020.
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Nombre Locaci�on Radio Ma-
yor/Menor (m)

Campo To-
roidal (T)

Corriente
de Plasma
(MA)

COMPASS-D Praga, Rep�ublica
Checa

0.56/0.21 2.1 0.32

IR-T1 Ther�an, Ir�an 0.45/0.13 1.2 0.06
D III-D San Diego, Estados

Unidos
1.66/0.67 2.2 3

FTU Frascati, Italia 0.93/0.3 8 1.6
GOLEM Praga, Rep�ublica

Checa
0.4/0.09 1.5 0.025

IGNITOR2 Triniti, Rusia 1.32/0.47 13 11
ISTTOK Lisboa, Portugal 0.46/0.08 0.6 0.01
ITER3 Cadarache, Francia 6.2/2 5.3 15
JET Culham, Inglaterra 3/2.1 3.45 7
KSTAR Daejeon, Corea del

Sur
1.8/0.5 3.5 2.0

Novillo Salazar, M�exico 0.23/0.06 0.5 0.01
STORM-M Saskatoon, Canad�a 0.46/0.13 1.0 0.06
TCV Laussanne, Suiza 0.88/0.7 1.4 1.2
TFTR Princeton, Estados

Unidos
2.4/0.8 6 3

Tore Supra Cadarache, Francia 2.25/0.7 4.5 2

Tabla 1.1: Lista de Tokamaks en el mundo
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An�alisis del equilibrio MHD

(Magnetohidrodin�amico)

En el problema de control, uno de los temas m�as importantes es determinar el punto de equili-

brio del sistema a ser analizado, es por eso que se debe dedicar el espacio su�ciente al an�alisis del

equilibrio en un Tokamak. Este cap��tulo tambi�en servir�a para establecer las relaciones principales

de las cuales se podr�a obtener un balance de fuerzas, necesario para casi cualquier modelo de

sistema f��sico.

La Magnetohidrodin�amica, o por sus siglas MHD es el nombre dado a la descripci�on de un

plasma como un �uido conductor, es una forma de analizar macroscopicamente el plasma.. En el

modelo MHD predomina la din�amica de los iones y se consideran fen�omenos de frecuencia baja

en comparaci�on con las oscilaciones de electrones en el plasma. Algunas veces en los modelos de

MHD el plasma es tomado como un �uido incompresible, lo que lleva a las siguientes condiciones

en �el:dρ/dt = 0 y ∇ · ~υ = 0, donde ρ es la densidad de masa del plasma y ~υ la velocidad de �este .

Un modelo simpli�cado; generalizado a partir del modelo de MHD para un �uido establece la

din�amica del plasma mediante una ecuaci�on de transferencia de momento:

ρ(
∂~υ

∂t
+ ~υ · ∇~υ) = −∇p+~j × ~B, (2.1)

llamada tambi�en Ecuaci�on de densidad de fuerzas, donde p es la presi�on en el plasma, ~j la densidad

18
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de corriente, ~B el campo magn�etico, y como ya se hab��a mencionado ~v la velocidad y ρ la densidad

de masa .

El acoplamiento de los campos magn�eticos surge a trav�es de la fuerza ~j × ~B .En el modelo

MHD la corriente de desplazamiento en las ecuaciones de Maxwell es despreciable y la densidad

de corriente est�a dada simplemente por la ley de Ampere:

µ0
~j = ∇× ~B (2.2)

2.1. Equilibrio en Tokamaks y Ecuaci�on de Grad-Shafranov

Estudiar el equilibrio MHD tiene dos aspectos, el primero es realizar el balance de fuerzas entre

la presi�on del plasma y las fuerzas debidas a los campos magn�eticos, y el segundo, determinar y

controlar a partir de las corrientes en las bobinas de campo poloidal la posici�on y forma del plasma.

Para que se mantenga un plasma caliente, es necesario con�narlo y mantenerlo alejado de las

paredes del recipiente que lo contiene. Una condici�on de equilibrio debe ser satisfecha para el

con�namiento magn�etico del plasma.

Cuando un plasma se encuentra en estado estacionario, su velocidad es cero ( ~υ = 0) y la ecuaci�on

de MHD de equilibrio(2.1) queda reducida a:

∇p = ~j × ~B, (2.3)

en donde ~j se puede obtener de (2.2):

~j =
1

µ0

∇× ~B. (2.4)

De la ecuaci�on (2.3) se obtiene que:

~B · ∇p = 0, (2.5)

~j · ∇p = 0 (2.6)
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La ecuaci�on (2.5) indica que ~B y ∇p son ortogonales, y las super�cies de presi�on constante

coinciden con las super�cies de campo magn�etico, mientras la ecuaci�on (2.6) indica que el vector

de densidad de corriente ~j es paralelo a toda super�cie constante de presi�on.

De esta forma, el campo magn�etico en el Tokamak ~B se conforma de la superposici�on del campo

toroidal ( ~BT ) generado por las bobinas de campo toroidal y el campo poloidal ( ~BP ) generado por

la corriente del plasma y las bobinas de campo poloidal, resultando: ~B = ~BT + ~BP . Es claro que,

por la simplicidad dada la geometr��a del toroide y el uso de las coordenadas cil��ndricas, al campo

toroidal le corresponde la componente en ϕ̂ del campo ( ~BT = ~Bϕ), y al poloidal la de R y z

( ~BP = ~BR + ~Bz).

Debido a la con�guraci�on que posee el Tokamak en forma de dona, es mejor operar las ecuaciones

relacionadas con el equilibrio en coordenadas cil��ndricas (R,ϕ, z). La forma toroidal del Tokamak

agrega cierta condici�on geom�etrica simpli�cada, y es que, el cambio en ϕ es cero (∂/∂ϕ = 0) debido

a la axisimetr��a de la dona.

De la ecuaci�on de magnetoest�atica que relaciona al campo magn�etico con el potencial vectorial

de �este, la cual garantiza que la divergencia del campo magn�etico siempre sea igual a cero [21, p.

226-227], se tiene:
~BP = ~BR + ~Bz = ∇× ~AT , (2.7)

donde A es una funci�on de potencial, relacionada con el c�alculo del campo magn�etico en una

super�cie.

Las super�cies de �ujo magn�etico en un plasma dentro de un Tokamak est�an dadas por la

siguiente ecuaci�on 1 y en esta la variable ψ representa las super�cies de un campo magn�etico (a ψ

tambi�en se le suele llamar funci�on de �ujo poloidal)

~AT = ψ × ϕ =
ψ

R
ϕ̂ . (2.8)

1Ecuaci�on para una l��nea de fuerza magn�etica ver.[15], p�ags 29-31
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Sustituyendo (2.8) en (2.7) se obtiene:

~BP = ∇× ~AT =
1

R

∣∣∣∣∣∣∣
R̂ Rϕ̂ ẑ
∂
∂R

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 ψ 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

R

(
∂ψ

∂R
ẑ − ∂ψ

∂z
R̂

)
(2.9)

La relaci�on entre la funci�on de �ujo ψ y las componentes de campo magn�etico,considerando la

axisimetr��a, son:

RBR = −∂ψ/∂z (2.10)

RBz = ∂ψ/∂R (2.11)

En la ecuaci�on ~B ·∇p = 0, al ser operado el producto escalar de �esta, con las relaciones de ψ(R, z)

y las componentes del campo magn�etico antes dadas, resulta:

− ∂ψ

∂z

∂p

∂R
+
∂ψ

∂R

∂p

∂z
= 0 (2.12)

En la �gura 2.1 se puede observar la direcci�on de las l��neas de campo sobre las super�cie

constante ψ y la direcci�on de ∇ψ.

Figura 2.1: Super�cie magn�etica ψ y l��nea de campo magn�etico

Los t�erminos de la ecuaci�on (2.12) permiten ver claramente que p es funci�on de ψ(R, z), por

lo tanto: p = p(ψ) y ψ = ψ(R, z), creando as�� un v��nculo entre la presi�on y las super�cies de �ujo

magn�etico del plasma.
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Figura 2.2: Direcci�on de la funci�on I(ψ) en la geometr��a del Tokamak

La componente en ϕ del campo magn�etico(Bϕ) es una funci�on de ψ y est�a relacionada con la

corriente que �uye en la direcci�on poloidal a trav�es de la secci�on circular. Esta funci�on proporcional

a la corriente en la direcci�on poloidal se denotar�a como I(ψ) y su relaci�on con el campo magn�etico

est�a dada por:

RBϕ = I(ψ). (2.13)

En la ecuaci�on (2.13), esta funci�on de corriente poloidal se us�o como en [15]. En la �gura 2.2

se puede apreciar la direcci�on de esta funci�on y la super�cie magn�etica ψ.

Hasta este punto se expres�o la relaci�on de cada componente del campo magn�etico (BR, Bϕ, Bz)

con la funci�on de �ujo ψ, pero es conveniente expresar las componentes del campo magn�etico ~B

en funci�on de las densidades de corriente toroidal y poloidal en el Tokamak:

~B = ~BT + ~BP , (2.14)

~jT = ∇× ~BP , (2.15)

~jP = ∇× ~BT , (2.16)

~j = ~jT + ~jP = ∇× ~BT +∇× ~BP , (2.17)

~j × ~B = ~jT × ~BP + ~jP × ~BT = ∇p. (2.18)

Tomando las siguientes relaciones vectoriales b�asicas:
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1) ∇ϕ = ϕ̂/R,

2) R̂× ϕ̂ = ẑ,

3) ẑ × ϕ̂ = −R̂,

4) ∇ψ = ∂ψ
∂r
R̂ + ∂ψ

∂z
ẑ,

y, a partir de las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.2), podemos reescribir el campo magn�etico total

como:
~B = I(ψ)∇ϕ+∇ψ ×∇ϕ (2.19)

Esta ecuaci�on se puede reexpresar en la suma de la componente poloidal y toroidal en la forma:

~BT = I(ψ)∇ϕ , (2.20)

~BP = ∇ψ ×∇ϕ . (2.21)

Ahora que los campos magn�eticos est�an de�nidos, es necesario encontrar una ecuaci�on en la que

sea posible hallar la funci�on de �ujo magn�etico ψ. A partir de la forma del campo en las ecuaciones

(2.20), (2.21) y de la ecuaci�on de equilibrio MHD (2.2) junto con la Ley de Ampere (µ0
~j = ∇× ~B),

se llega a la siguiente ecuaci�on:(
R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂z2

)
ψ + µ0R

2dp(ψ)

dψ
+
dI(ψ)2

dψ
= 0. (2.22)

La ecuaci�on (2.22) recibe el nombre de ecuaci�on de Grad- Shafranov y en resolverla radica

el problema de equilibrio en MHD para dos dimensiones, como es el caso de un Tokamak.

La ecuaci�on de Grad-Shafranov (2.22) describe el equilibrio en el modelo MHD ideal; como

ya se dijo anteriormente, fue desarrollada por H. Grad y H. Rubin Vitalii en 1958 y Dmitrievich

Shafranov en 1966. Esta ecuaci�on ha sido objeto de gran estudio por la comunidad de fusi�on.

Como bien se observa, la ecuaci�on de Grad- Shafranov es una ecuaci�on en derivadas parciales

en coordenadas cil��ndricas, no lineal, multivariable.
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Existen diferentes m�etodos para encontrar soluciones aproximadas a �esta, uno de ellos es el

m�etodo de Solovev, el cual consiste en proponer a dp(ψ)/dψ e dI(ψ)2/dψ como funciones lineales

dependientes de ψ.�Esta se resuelve por el m�etodo de separaci�on de variables, volviendo al problema

del equilibrio un problema de condiciones a la frontera de la ecuaci�on diferencial, en donde lo

principal ser�a determinar el valor de los coe�cientes num�ericos que se generan debido a todas las

constantes de integraci�on.

Otra forma para obtener una soluci�on aproximada a la ec. de Grad-Shafranov, es a partir

de recrear per�les de presi�on p(ψ), los cuales son datos experimentales obtenidos en Tokamaks.

Tambi�en se han desarrollado varios c�odigos num�ericos. A continuaci�on se especi�car�a el m�etodo

usado para llegar a la soluci�on de Grad-Shafranov para el caso particular de este trabajo.

2.2. Aproximaci�on de la soluci�on a la ecuaci�on de Grad-

Shafranov

Para determinar el equilibrio MHD de este modelo, se usar�a la aproximaci�on de Solovev to-

mando como referencia el trabajo hecho en el Tokamak IR-T1 en Ir�an, cuya descripci�on completa

se encuentra en [2].

La primera aproximaci�on, ser�a reescribir parte de la ecuaci�on de Grad Shafranov, ecuaci�on

(2.22), de la siguiente forma, donde A1 es una constante:

µ0
dp(ψ)

dψ
= −A1 (2.23)

y
dI(ψ)2

dψ
= 0. (2.24)

Estas ecuaciones indican que se hace una aproximaci�on lineal para p(ψ) e I(ψ) .Estas conside-

raciones reducen la ec. de Grad- Shafranov a la forma :(
R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂z2

)
ψ = R2A1, (2.25)
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la cual ya es resoluble de forma anal��tica, por ejemplo a trav�es de separaci�on de variables.

La soluci�on no homog�enea de (2.25) es:

ψ(R, z) = ψ0 +
A1

8
R4, (2.26)

donde, ψ0 es la soluci�on de la ecuaci�on :(
R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂z2

)
ψ = 0. (2.27)

Realizando la soluci�on m�as simple de la ecuaci�on no homog�enea, tomada de [2], la funci�on total

ψ queda:

ψ = c1 + c2R
2 + c3(R4 − 4R2z2) + c4(R2ln(R)− z2) +

A1

8
R4 (2.28)

Asumiendo que el plasma se encuentra centrado verticalmente en la c�amara de vac��o; es decir

que (zeq = 0), su forma puede ser descrita por cuatro par�ametros: los puntos m�as alejados y m�as

cercanos a la c�amara en el plasma sobre R, los cuales se denotar�an como Ri y Ro respectivamente.

Las coordenadas en el punto m�as alto son (Rt, zt), el radio mayor del aparato R0 = (Ri+Ro)/2

y el radio menor a = (Ro−Ri)/2. Estos puntos se pueden observar en la �gura (2.3). El origen del

sistema de coordenadas se encuentra en el ecuador de la c�amara para z y en el eje de axisimetr��a

de la c�amara.

Figura 2.3: Diagrama de los puntos frontera del sistema toroidal
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2.2.1. Funci�on de �ujo magn�etico poloidal ψ

Resuelta la ecuaci�on diferencial es necesario determinar el valor de todos los coe�cientes, los

cuales se obtendr�an a partir de la siguiente condici�on: la presi�on al desvanecerse en la frontera,

ψ(R, z)|front = 0, permite escribir las ecuaciones de las cuales se obtendr�an los valores de los

coe�cientes de la ecuaci�on (2.28). Las condiciones en la frontera se obtienen al valuar la soluci�on

de ψ cuando (R = Ro,z = 0), (R = Ri,z = 0) y por �ultimo (R = RT ,z = zt). El resultado de

operar a la funci�on ψ con estas condiciones a la frontera resulta en:

ψ(Ri, 0) = c1 + c2R
2
i + c3(R4

i ) + c4(R2
i ln(Ri)) +

A1

8
R4
i = 0 , (2.29)

ψ(Ro, 0) = c1 + c2R
2
o + c3(R4

o) + c4(R2
oln(Ro)) +

A1

8
R4
o = 0 , (2.30)

ψ(Rt, zt) = c1 + c2R
2
t + c3(R4

t − 4R2
t z

2
t ) + c4(R2

t ln(Rt)) +
A1

8
R4
t = 0 . (2.31)

Suponiendo que el plasma se encuentra encerrado en un toroide perfecto y conductor; de sec-

ci�on circular con radio menor a, dicha suposici�on permite igualar la componente en z del campo

magn�etico a cero en la frontera (RT , zT ). Esta condici�on puede hallarse a partir de la ecuaci�on

(2.11), resultando en:
1

R

∂ψ(Rt, zt)

∂R
= 0 (2.32)

Derivando la ecuaci�on (2.31) para igualar la componente en z del campo magn�etico se obtiene:

1

R

∂ψ(Rt, zt)

∂R
= 2c2 + 4c3(R2

t − 2z2
t ) + c4(2ln(Rt) + 1) +

A1

2
R2
t = 0 (2.33)

La ecuaci�on faltante se obtiene a partir de la relaci�on de la corriente de plasma Ip(la cual

circula en direcci�on toroidal), con la densidad de corriente en la direcci�on toroidal Jϕ. Esta ecuaci�on

proviene de la de�nici�on que a�rma que la densidad de corriente es la intensidad de corriente por

unidad de �area.

Ip =

∫
JϕdRdz . (2.34)

La densidad de corriente en un Tokamak queda relacionada con Grad-Shafranov de la siguiente
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manera [15]:

jR = − 1

µ0R

∂I(ψ)

∂z
, (2.35)

jz =
1

µ0R

∂I(ψ)

∂R
, (2.36)

jϕ =
−1

µ0

(
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

1

R

∂2

∂z2

)
ψ . (2.37)

A partir de la ecuaci�on de Grad-Shafranov y la ecuaci�on (2.37) se obtiene:

jϕ = R
∂p(ψ)

∂ψ
+
dI(ψ)2

dψ
(2.38)

La expresi�on para la densidad de corriente en la direcci�on toroidal se ve reducida a la forma de

la ecuaci�on (2.39) al utilizar las aproximaciones para la soluci�on de Grad-Shafranov que est�an en

las ecuaciones (2.23) y (2.24).

jϕ =
RA1

µ0

. (2.39)

Esto permite reescribir la ecuaci�on para la corriente del plasma Ip como:

Ip =
1

µ0

∫
(RA1)dRdz. (2.40)

Con esta ecuaci�on, ya es posible determinar el valor de todos los coe�cientes para esta aproxi-

maci�on de Grad-Shafranov. Esta integral debe ser resuelta para poder obtener el coe�ciente A1, y

los l��mites de integraci�on deben ser los de una circunferencia, ya que se est�a analizando un Tokamak

de secci�on transversal circular. La integral completa para obtener el coe�ciente A1 es:

µ0Ip = A1

∫ R0+a

R0−a

∫ √a2−(R−R0)2

−
√
a2−(R−R0)2

RdRdz , (2.41)

donde R0 corresponde al radio mayor del Tokamak y a al valor del radio menor. Realizando la
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integral interna respcto de z, se obtiene:

µ0Ip = A1

∫ R0+a

R0−a
2
√
a2 − (R−R0)2RdR . (2.42)

La segunda integral se realiza num�ericamente o por medio de software de evaluaci�on ma-

tem�atica, en este caso se hace por medio de Mathematica 9. Los c�odigos de programaci�on para la

obtenci�on se anexan en la secci�on de Ap�endices.

Debido a los l��mites de integraci�on de esta ecuaci�on; los cuales dependen especi�camente de la

geometr��a del Tokamak, es necesario de�nir las medidas de la dona con base en las cuales se realiza

esta aproximaci�on de equilibrio. Como ya se mencion�o desde la Introduccci�on, el trabajo de esta

tesis versar�a sobre dise�nar un control en el Tokamak "Novillo".

En el pr�oximo cap��tulo se abordar�an m�as ampliamente los detalles de este Tokamak. Por el

momento se de�nir�a parte de su geometr��a para seguir adelante con la determinaci�on del equilibro,

las medidas geom�etricas de "Novillo"son R0 = 23(cm) y a = 6(cm).

Resolviendo la ecuaci�on (2.42) por medio de software (Ver Ap�endice A.1) se obtiene:

A1 = 385.9051µ0Ip (2.43)

Para llegar a la soluci�on completa de la aproximaci�on es necesario de�nir los valores de las

condiciones a la frontera que se establecieron con base en la geometr��a del Tokamak:

A Ri = R0 − a = 0.17(m)] , (2.44)

A Ro = R0 − a = 0.29(m) . (2.45)

A Rt = R0 = 0.23(m) , (2.46)

A zt = a = 0.06(m) . (2.47)

Resolviendo el sistema de ecuaciones contenidas entre la (2.29) y (2.33) (Ver Ap�endice A.2) se
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obtiene:

Ac1 = 0.0000950244A1 , (2.48)

Ac2 = −0.0143401A1 , (2.49)

Ac3 = −0.0391095A1 , (2.50)

Ac4 = −0.00483636A1 . (2.51)

estos coe�cientes completan la soluci�on de ψ de la siguiente forma:

ψ = µ0Ip
(
0.0366704− 5.53392R2 + 48.2381R4 − 15.0925(R4 − 4R2z2)− 1.86637(−z2 +R2ln(R))

)
(2.52)

La convergencia de esta soluci�on es tratada en el Ap�endice B.

En el ap�endice C se observan las curvas de nivel de ψ(R, z) para diferentes valores en la corriente

de plasma en el espacio geom�etrico de la secci�on transversal de Tokamak, desde el centro de la

dona hasta el l��mite de la c�amara y tambi�en s�olo en la secci�on transversal de �esta.

2.2.2. Campos magn�eticos

A partir de la aproximaci�on a la soluci�on de la ecuaci�on de Grad-Shafranov dada en (2.52) es

posible obtener las componentes del campo magn�etico en el Tokamak, al sustituir en las ecuaciones

de las componentes magn�eticas (2.10) y (2.11) el valor de ψ(R, z).

Para el estudio del problema que aborda este trabajo, s�olo es necesario obtener las componentes

del campo poloidal, es decir BR y Bz, ya que el problema de control se realiza a trav�es de la

manipulaci�on del campo poloidal.Las expresiones para dichas componentes magn�eticas son:

Bz =
Ipµ0(−11.0678R + 192.953R3 − 15.0925(4R3 − 8Rz2)− 1.86637(R + 2Rln(R)))

R
(2.53)

y

BR = −Ipµ0(3.73275z + 120.74R2z)

R
. (2.54)

Estas expresiones de campo ser�an usadas a lo largo del desarollo del problema para obtener los

coe�cientes de las ecuaciones modeladoras del sistema.
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2.2.3. Corrimiento de Shafranov ∆R

A partir del c�alculo del equilibrio hecho antes, se puede demostrar que los centros de las super-

�cies de �ujo ψ(R, z) se encuentran desplazadas del centro del Tokamak R0. Este desplazamiento

∆R puede ser obtenido a trav�es de la ecuaci�on [22]:

d

dR

(
(RBϕ0)2d∆

dR

)
=

R

R0

(
2µ0r

dp0

dR
−Bϕ0

)
, (2.55)

donde p0 es la presi�on del plasma en R = R0.

El corrimiento de Shafranov depende as�� de la presi�on en el plasma y del campo toroidal Bϕ,

la obtenci�on de este desplazamiento puede ser lograda a trav�es de otros m�etodos anal��ticos para

aproximar el valor, en este caso se har�a por medio de la ecuaci�on:

dψ(R0)

dR
= 0 . (2.56)

El procedimiento para obtener el Corrimiento de Shafranov ∆R se encuentra en el Ap�endice A.3 y

es tomado de la aproximaci�on hecha en [2].

El resultado para las caracter��sticas f��sicas del Tokamak a analizar es de: ∆R = 0.9383 (cm)

2.2.4. Densidad de corriente toroidal jϕ

La densidad de corriente toroidal , dada para esta aproximaci�on aGrad-Shafranov en la ecuaci�on

(2.39), es una indicadora tambi�en de que tan aceptable es la soluci�on propuesta, debido a la

aproximaci�on lineal hecha, la densidad de corriente toroidal depende linealmente de la posici�on R

y el per�l de �esta (jϕ), se muestra en la �gura 2.4.

Esta gr�a�ca nos indica que la densidad de corriente toroidal depende linealmente de la posici�on

en R del plasma y que �esta aumenta hacia el lado exterior de la c�amara. La funci�on de densidad

de corriente, del tipo jϕ(R) = aR donde a es un valor constante y positivo, nos indica que al ser

una funci�on lineal, la aproximaci�on hecha a Grad-Shafranov no fue muy compleja.
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Figura 2.4: Gr�a�ca de densidad de corriente toroidal para diferentes valores en la corriente del
plasma

2.2.5. Presi�on del plasma p(ψ)

Como ya se vio anteriormente, este modelo propone a la presi�on del plasma, la cual se encuentra

dada en funsi�on de las super�cies magn�eticas ψ como en la ecuaci�on (2.23). De esta ecuaci�on,

tomando condiciones iniciales igual a cero2, se tiene que :

dp(ψ) =
−A1

µ0

dψ, (2.57)

y donde al hacer la integral y sustituyendo el valor de ψ(R, z), se obtiene:

p(ψ) =
−A1

µ0

ψ, (2.58)

p(R, z) = −A1Ip
(
0.0366704− 5.53392R2 + 48.2381R4 − 15.0925(R4 − 4R2z2)− 1.86637(−z2 +R2ln(R))

)
(2.59)

Las gr�a�cas de la funci�on p(ψ) se encuentran ilustradas en las im�agenes 2.5 a 2.8, para distintos

valores de la corriente del plasma y el valor de dichas presiones est�a dado en pascales (Pa).

2En los modelos MHD suele asumirse que la presi�on se desvanece en la frontera(R = R0±a)es decir p(Rfront, z) =
0 y tomando en cuenta las condiciones a la frontera para la aproximaci�on de Grad-Shafranov, donde ψ(R0±a, z) = 0,
la integral para encontrar p(ψ) posee condiciones iniciales nulas.
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Figura 2.5: Gr�a�ca de la presi�on del plasma p(ψ(R, z)) para 1 y 3 (kA)

Figura 2.6: Gr�a�ca de la presi�on del plasma p(ψ(R, z)) para 5 y 8 (kA)

Figura 2.7: Gr�a�ca de la presi�on del plasma p(ψ(R, z)) para 10 y 12 (kA)
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Figura 2.8: Gr�a�ca de la presi�on del plasma p(ψ(R, z)) para 15 (kA)

Debido a propiedades que se abordar�an m�as adelante, es necesario obtener el promedio de la

presi�on del plamas 〈p(ψ)〉, el cual se de�ne a partir de la integral para el promedio de una funci�on
como:

〈p〉 =
1

πa2

∫ R0−a

R0+a

∫ √a2−(R−R−0)2

−
√
a2−(R−R−0)2

p(ψ(R, z))dzdR (2.60)

En el ap�endice D se encuentra el c�odigo de software y la metodolog��a para llegar a la soluci�on

de la presi�on promedio, la cual es:

〈p〉 = 4.4309× 10−6I2
p (Pa) (2.61)

2.2.6. Beta poloidal βP

La e�ciencia del con�namiento de la presi�on del plasma a trav�es del campo magn�etico se

representa por la relaci�on:

β =
p

B2
0/2µ0

, (2.62)

y en un plasma con�nado β siempre es menor a 1.

La proporci�on de la presi�on del plasma y la presi�on del campo poloidal en la frontera es llamada

beta poloidal βP , el cual ser�a necesario para c�alculos posteriores relacionados con los par�ametros
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el�ectricos del plasma, y se de�ne mediante :

βP =
〈p〉

Bϕ(front)2/2µ0

, (2.63)

de donde:

Bϕ(front) = BP (a) =
µ0Ip
2πa

, (2.64)

y a partir de la ecuaci�on 2.61:

βP =
2µ04.4309× 10−6I2

p

(µ0Ip/2πa)2
, (2.65)

de tal forma que:

βP = 3.5447× 10−5π
2a2

µ0

. (2.66)

Debido a la aproximaci�on hecha para la soluci�on de Grad-Shafranov, la ecuaci�on para la beta

poloidal depende unicamente de la geometr��a del Tokamak, por lo que al sustituir el valor del radio

menor (a = 6(cm)) resulta:

βP = 1.00225 (2.67)

2.3. Propiedades el�ectricas del plasma

2.3.1. Inductancia del Plasma

El plasma con�nado posee una inductancia propia del anillo que conforma a �este, la cual se

encuentra dividida en dos: aquella que depende de la energ��a del campo magn�etico fuera del plasma

y la asociada a la interna, la segunda es funci�on de un valor adimensional denotado como li:

li =

∫ a
0
B2
P (ρ)ρdρ

πa2BP (a)2 . (2.68)

El valor de BP (a) se encuentra expresado en la ecuaci�on (2.64); sin embargo, debido a la expresi�on

en el numerador de la integral, en (2.68) se optar�a por usar una aproximaci�on para obtener el valor

de esta funci�on de inductancia interna. Dicha aproximaci�on se determina a partir del per�l de

densidad de corriente de Bennett 3,del cual se obtiene un valor aproximado de campo poloidal,[1].

3La corriente de Bennett es un concepto usual en f��sica de plasmas que se re�ere a una corriente circulando en
el plasma a trav�es de su propio campo magn�etico generando un "pinch"de fuerzas radiales hacia adentro.
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La aproximaci�on para el par�ametro de inductancia interna es:

li =
1

2

(
ln

(
4R0

a

)
− 1

)
(2.69)

lo que sustituyendo los valores geom�etricos del Tokamak(a = 6(cm), R0 = 23.9383(cm)) nos da un

valor de : li = 0.885007

La inductacia total propia del plasma se encuentra dada por la expresi�on([22, p�ag.63-65]) :

LP = µ0R

(
ln

(
8R

a

)
+
li
2

+ 2

)
(2.70)

sustituyendo el valor de li anteriormente calculado y tomando el valor de R = R0 + ∆R y a,

se obtiene: Lp = 1.77653(µH). Este valor de inductancia es para un equilibrio propuesto en R =

23.9383(cm), pero debido a c�alculos posteriores se emplear�a la ecuaci�on (2.70) para hacer referencia

a la inductancia del plasma.

2.3.2. Resistencia del Plasma

La carga efectiva de iones en el plasma, Zeff representa el promedio de mol�eculas de gases

dentro del sistema, lo que indica qu�e tantas impurezas presenta el plasma. Las impurezas pueden

ser elementos qu��micos aislados o una variedad de compuestos provenientes de las paredes de la

c�amara de vac��o. Cabe recordar que la construcci�on de la c�amara de vaci�o de "Novillo"fue hecha a

partir de material reciclado que no estaba destinado para formar parte de un Tokamak, raz�on por

la que pueden aumentar tambi�en las impurezas.Ver [20]

Estas impurezas en el plasma est�an relacionadas con el valor de la resistencia el�ectrica en el

anillo que forma �este y tambi�en con el valor de la Zeff .

De acuerdo con las aproximaciones propuestas en [20], un plasma en el Tokamak "Novillo"posee

una resistividad de ηp = 5.3973× 10−6(Ω ·m). Tomando en cuenta que el radio mayor es 23 (cm)

y el menor 6 (cm), se puede calcular la resistencia del plasma mediante:

RP =
ηP2πR0

πa2
= 689.655× 10−6(Ω) . (2.71)
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2.4. Modelado en Variables de Estado

En el control cl�asico el modelo de ingenier��a es presentado usualmente en una funci�on de

transferencia. La funci�on de transferencia puede ser formulada para sistemas lineales e invariantes

en el tiempo. Dichos sistemas son poco comunes en el mundo real y los modelos lineales son por lo

tanto una aproximaci�on a la descripci�on del sistema real. A pesar de esto la funci�on de transferencia

es una herramienta muy �util para el an�alisis y dise�no de sistemas de control y es ampliamente usada

en distintos problemas de ingenier��a.

La mayor limitante de la funci�on de transferencia es que s�olo es adecuada para sistemas SISO

(una sola entrada, una sola salida), y esta puede volverse complicada de usar para sistemas MIMO

(m�ultiples entradas, m�ultiples salidas).Por esta raz�on, el modelado del sistema descrito para un

Tokamak ser�a resuelto usando el m�etodo de variables de estado para su modelado.

En el modelado en variables de estado, las ecuaciones modeladoras no son llevadas al dominio

de la frecuencia como es necesario al usar funci�on de transferencia(a trav�es de transformada de

Laplace), el an�alisis se lleva a cabo en el dominio del tiempo. Por otra parte el conjunto de

ecuaciones diferenciales que describen al sistema son trasladadas a un conjunto de ecuaciones

diferenciales acopladas de primer orden.

2.4.1. Espacio de estados

Usando el concepto de linealidad, cualquier sistema lineal puede ser descrito como:

y(t) =

∫ t0

t

G(t, τ)u(τ)dτ (2.72)

Esta ecuaci�on describe la relaci�on entre la entrada u y la salida y, y es la ecuaci�on de relaci�on

entrada-salida. G(t, τ) es la matriz de respuesta al impulso y τ denota el tiempo en el cual un

impulso como entrada es aplicado.

Si un sistema lineal es agrupado, entonces tambi�en puede ser escrito como:
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ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (2.73)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t) (2.74)

La primera ecuaci�on es un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden y la segunda es

un conjunto de ecuaciones algebraicas. Debido a que el vector x es llamado el estado, el conjunto

de estas dos ecuaciones es llamado espacio de estados o simplemente ecuaci�on de estados.

Si un sistema lineal, en adici�on tiene la propiedad de invariancia en el tiempo, la ecuaci�on

(2.72), a trav�es de la expresi�on de la ec. (2.74) , queda reducida a (Ver [6, Cap. 1 y 2]):

y(t) =

∫ 0

t

G(t− τ)u(τ)dτ (2.75)

y

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.76)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (2.77)

Siendo este par de ecuaciones el espacio de estados para un sistema lineal e invariente en el

tiempo.



Cap��tulo 3

Modelado F��sico de Tokamak

3.1. Bobinas de Campo Poloidal (PFC)

Como ya se mencion�o en los cap��tulos anteriores, las bobinas de campo poloidal (PFC) por sus

siglas en ingl�es, son necesarias para aplicar el control en la posici�on del plasma y �estas generan una

parte del campo poloidal en �el, superponi�endose al campo poloidal que tambi�en genera la corriente

de plasma Ip.

El campo magn�etico poloidal producido por la corriente de plasma Ip dentro del anillo de plasma

es m�as fuerte que el que se encuentra fuera de �este haciendo que el plasma tienda a expandirse. Por

lo tanto, es necesario para establecer un equilibrio en el Tokamak, agregar un campo magn�etico

vertical que reduzca el campo poloidal dentro del anillo de plasma y aumente el campo fuera de

�este como se muestra en la �gura (3.1).

3.2. Balance de Fuerzas Magn�eticas

Debido a la naturaleza del sistema que representa el Tokamak, y ya que este est�a destinado a

hacer un control sobre la posici�on del plasma, es necesario analizar el balance de fuerzas magn�eticas

presentes en el plasma, las cu�ales arrojar�an parte del modelo en variables de estado del sistema.

38
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Figura 3.1: Campo magn�etico poloidal debido a la combinaci�on de la corriente de plasma y el
campo magn�etico vertical

La fuerza de anillo o hoop force (Fh) es la fuerza por la cual la corriente en el anillo de plasma

tiende a expandirse y se expresa como:

Fh =
1

2
I2
p

∂Lp
∂R

(3.1)

donde, del cap��tulo anterior, la inductancia del plasma se de�ni�o como Lp = µ0R
(
ln
(

8R
a

+ li
2
− 2
))
,

de acuerdo con esta de�nici�on y la ecuaci�on (3.1)la hoop force resulta:

Fh =
µ0I

2
p

2

(
ln

(
8R

a

)
+
li
2
− 1

)
(3.2)

La segunda fuerza a ser considerada es la fuerza ejercida hacia el exterior debida a la presi�on

del plasma y denotada como Fp, cuya ecuaci�on es:

Fp = 〈p〉πa22π (3.3)

La fuerza ejercida hacia el interior debida a la tensi�on del campo toroidal dentro del plasma es

nombrada FB1 y se expresa como:

FB1 = −〈Bϕ
2〉

2µ0

2π2a2 (3.4)

y la fuerza externa ejercida por la presi�on del campo magn�etico FB2 se denota como:

FB2 =
Bϕ

2

2µ0

2π2a2 (3.5)
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Y por �ultimo la fuerza que act�ua debido al campo vertical externo B⊥ generado por las PFC

se puede denotar como:

FI = IpB⊥2πR (3.6)

El balance de estas fuerzas(
∑
F = 0) a partir de estas ecuaciones resulta:

µ0I
2
p

2

(
ln

(
8R

a

)
+
li
2
− 1

)
− 2π2a2

(
〈Bϕ

2〉
2µ0

+
Bϕ

2

2µ0

+ 〈p〉
)

+ 2πRIpB⊥ = 0 . (3.7)

A partir de este balance de fuerzas es necesario despejar el campo vertical B⊥. Tomando en

cuenta la ecuaci�on para βp (ver ecuaciones (2.63 y 2.64), se obtiene:

B⊥ =
−µ0Ip
4πR

(
ln

(
8R

a

)
+
li
2
− 1 + βp −

1

2

)
. (3.8)

La componente de la fuerza en z, Fz de la fuerza magn�etica aplicada al anillo de plasma se

denota como:

Fz = −2πRIpBR (3.9)

donde, a partir de la relaci�on (∂Br/∂z) = (∂Bz/∂R) se puede reescribir la ecuaci�on anterior como:

Fz = −2πRIp
∂BR

∂z
z (3.10)

La expresi�on para la componente horizontal de fuerza FR se tiene:

FR = 2πRIp(Bz −B⊥)∆R (3.11)

donde ∆R es el corriemiento de Shafranov.



Cap��tulo 3. Modelado F��sico de Tokamak 41

3.3. Modelo en Variables de Estado para Tokamak de Secci�on

Circular

Ya que una parte del modelo del Tokamak es un circuito el�ectrico, se comenzar�a por hacer

el balance de voltajes proveniente de Ley de volatjes de Kircho� en los circuitos de las PFC que

conforman las inductancias propias y mutuas tanto de bobinas con bobinas (Mc) como de bobinas

con el plasma (Mp(R, z)) y las resistencias de �estas, el cual resulta en:

Mcİc +
∂Mp

∂R
IpṘ +

∂Mp

∂z
Ipż + ΩcIc = Vc (3.12)

El t�ermino Mc comprende una matriz cuadrada que contiene en la diagonal principal las auto-

inductancias de las bobinas de campo poloidal y en los t�erminos restantes de �esta, las inductancias

mutuas entre bobinas. La matriz Ωc es la matriz de resistencias de las bobinas y la matriz rengl�on

Vc se re�ere a las entradas de voltaje de las bobinas, las cuales ser�an las entradas del sistema.

Las ecuaciones para modelar a las posiciones (R, z) en derivadas de primer orden se basan en

las expresiones encontradas en la secci�on anterior y en la aproximaci�on para la fuerza debida a las

bobinas como se presenta en la referencia [3, p.670-671]:

∂Mp

∂R
Ipİc +

(
µ0I

2
p

2

∂Γ

∂R
+ 2πIp

(
Bz0 +R0

∂B

∂z

∣∣∣∣
R0,z0

))
Ṙ = −

µ0I
2
p

2
Γ̇ (3.13)

∂Mp

∂z
İc + 2πR0

∂BR0

∂z
ż = 0 (3.14)

donde Γ = ln
(

8R
a

)
+ li

2
+ βp − 3

2
, expresi�on que proviene del campo vertical en la ecuaci�on (3.8).

Los t�erminos en la ec.(3.13) se re�eren al balance de fuerzas entre el campo poloidal de las PFC

y la din�amica propia del plasma en la coordenada cil��ndrica R.

Y el t�ermino ∂BR0

∂z
se re�ere a dicha componente del campo magn�etico calculada a trav�es de

la ecuaci�on de equilibrio de Grad-Shafranov, derivada parcialmente respecto de z y valuada en

el punto de equilibrio de la posici�on. La expresi�on ∂B
∂z

∣∣
R0,z0

se re�ere al campo magn�etico total

derivado respecto de z y valuado en el punto de equilibrio.
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Figura 3.2: Representaci�on esquem�atica del embobinado que funciona como primario de transfor-
mador a �n de generar la corriente en el plasma Ip

El t�ermino ∂Γ
∂R

se reduce 1
R
debido al valor de la derivada de la funci�on ln(R). La expresi�on

−µ0I2p
2

Γ̇ es introducida como un elemento de perturbaci�on relacionado con el cambio en el tiempo

de βP [3]. Para el caso de este modelado se tomar�a una funci�on aleatoria de valores de βp basados

en pruebas hechas en "Novillo" , tomando como l��mites los valores obtenidos experimentalmente,

algunos de los valores se pueden ver en [11].

Los t�erminos que incluyen derivadas parciales de la inductancia mutua entre bobinas y plasma

(Mp) se encuentran valuados en el equilibrio, y su valor num�erico depende de sus caracter��sticas

geom�etricas, las cuales se abordaran posteriormente.

En relaci�on con la corriente de plasma Ip, como se indic�o en el cap��tulo 2, �esta se genera en el

aparato a partir de un embobinado alrededor de la c�amara, que funciona como el primario de un

transformador y el plasma actua como el secundario. Al estar la corriente de plasma de�nida por

un elemento externo a las entradas del sistema, �esta no es una variable de estado y posee un valor

num�erico de�nido que ser�a dado m�as adelante. En la �gura (3.2) se puede observar un esquema de

est�a bobina especial para dar lugar a la corriente Ip.

Las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) representan el modelo del sistema, teniendo como variables

de estado las corrientes en las Pf coils (Ic) y la posici�on (R,z), y como entrada el voltaje en las

bobinas (Vc) los cu�ales representan las variables de control. Llevando al sistema de ecuaciones a la
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forma de ecuaci�on matricial Mẋ+ Ωx = u se tiene:
Mc

∂Mp

∂z
Ip

∂Mp

∂R
Ip

∂Mp

∂z
2πR0

∂BR0

∂z
0

∂Mp

∂R
Ip 0

µ0I2p
2R

+ 2πIp

(
Bz0 +R0

∂B
∂z

∣∣
R0,z0

)

İcż
Ṙ

+

Ωc 0 0

0 0 0

0 0 0


Icz
R

 =

 Vc

0

−µ0I2p
2

Γ̇

 .

(3.15)

3.4. Con�guraci�on del Tokamak �Novillo�

El Tokamak "Novillo" se encuentra en el Laboratorio de F��sica de Plasmas del Instituto Nacio-

nal de Investigaciones Nucleares (ININ), se localiza en Salazar, Estado de M�exico y es un organismo

dependiente de la Secretaria de Energ��a.

El desarrollo de este aparato surgi�o como un experimento de entrenamiento en la construcci�on

de Tokamaks alrededor de los a�nos 80, y su dise�no y contrucci�on fueron completamente realizadas

en el mismo instituto. Algunas de las partes, como por ejemplo la c�amara de vac��o fueron obtenidas

a trav�es de reciclaje de otra maquinaria, pero las bobinas fueron construidas en su totalidad dentro

de las instalaciones.

Actualmente "Novillo" est�a fuera de uso, pero tras casi dos d�ecadas estuvo en funcionamiento.

Debido a la cercan��a geogr�a�ca de �este y al constante trabajo compartido entre el ICN,UNAM y el

ININ, fue que se decidi�o usar al �Novillo�como modelo f��sico para este trabajo. Toda la informaci�on

t�ecnica sobre medidas geom�etricas y construcci�on de bobinas se encuentra en la referencia [5].

3.4.1. Geometr��a del Tokamak �Novillo�

�Novillo �, posee un radio mayor R0 = 23cm y un radio menor a = 6cm, es un Tokamak de

secci�on circular, con lo que cumple con la propiedad de raz�on de aspecto grande.

Ya que s�olo se desea analizar el problema de control en la posici�on de la columna del plasma,

esta secci�on se enfocar�a en las propiedades de las PFC. �Novillo�, posee 2 pares de bobinas de

campo poloidal, las cuales se encuentran acomodadas con simetr��a ecuatorial alrededor de la dona
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Figura 3.3: Fotograf��a de "Novillo" cuando �este se encontraba activo

de la c�amara. Las bobinas se contruyeron con alambre de cobre AWG 4 y se encuentran inmersas

en resina ep�oxica.

En la �gura 3.4 es posible observar una reconstrucci�on de las PFC en su con�guraci�on alrededor

de la c�amara. En la tabla 3.1 se encuentran los par�ametros de construcci�on de las PFC . A partir

de estos par�ametros son reconstruidas las bobinas, cuyos esquemas se encuentran en el Ap�endice

E.1Para una mejor percepci�on del sistema por completo, en la �gura (3.5) se encuentra el mismo

modelo 3D del Tokamak con anotaciones de corrientes y campo poloidal Bp.

Bobina PFC1 PFC2
N�umero de vueltas 15 20
Radio interior 15 cm 36 cm
Posici�on vertical ± 25 cm ± 25 cm
Alambre Cobre AWG 4 Cobre AWG 4
Construcci�on(R,z) 3 capas/5 vuel-

tas
5 capas/ 4 vuel-
tas

Tabla 3.1: Propiedades de las Bobinas de Campo Poloidal en "Novillo"

1El alambre AWG 4 (American Wire Gauge) posee un di�ametro de 5.189 mm, este es un dato importante para
conocer las dimensiones de la secci�on transversal de las bobinas.
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Figura 3.4: Con�guraci�on geom�etrica de las bobinas de campo poloidal en "Novillo"

Figura 3.5: Con�guraci�on geom�etrica de "Novillo" con se�nalamientos de corrientes y campo po-
loidal
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Figura 3.6: Secci�on transversal de las PFC [16]

Bobina Inductancia(mH) c (cm) b (cm) a (cm)
PFC 1 0.16572 1.5567 2.5945 15.7784
PFC 2 0.685441 2.5945 2.0756 37.2973

Tabla 3.2: Propiedades de las Bobinas de Campo Poloidal en "Novillo"

3.5. Propiedades El�ectricas de las PFC en �Novillo�

Para el c�alculo de las inductancias propias de las PFC, fue necesario recurrir a referencias

especiales sobre construcci�on de bobinas, esto debido a la secci�on transversal en forma rectangular

que poseen. Basicamente se aplican f�ormulas y se toman valores de tablas provenientes de las

ecuaciones para calcular inductancias a partir de integrales el��pticas. Las expresiones para el c�alculo

de las autoinductancias se encuentran en la referencia [16, p. 12-18]. En la �gura (3.6) se describe

a la conformaci�on de la secci�on tranversal de las PFC.

El valor de las autoinductancias se encuentra en la tabla 3.2. En el ap�endice E se encuentran

especi�cados los m�etodos y ecuaciones para llegar a los valores de las inductnacias. Los valores

de autoinductancias para L1 y L2 pueden consultarse de forma experimental en la referencia [5,

p.112], cuyos valores son muy aproximados a los obtenidos te�oricamente.
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Figura 3.7: Vista transversal de bobinas colineales [9]

Bobinas Inductancia(µH) a (cm) A (cm) d (cm)
M1a2a,M1b2b 42.9536 15.7784 37.2973 0
M1a2b,M1b2a 8.0976 15.7784 37.2973 50
M2b2a 46.6987 37.2973 37.2973 50
M1a1b 4.2389 15.7784 15.7784 50

Tabla 3.3: Inductancia Mutua de las Bobinas de Campo Poloidal en "Novillo"

Para el caso de las inductancias mutuas, se decidi�o nombrar al conjunto de bobinas superiores

(+ 25 cm) L1a y L2a; y a las bobinas inferiores (- 25 cm) L1b y L2b. El c�alculo de �estas procede

igualmente de aproximaciones y tablas basadas en los valores de las constantes de la soluci�on de

integrales el��tpicas completas como se encuentra en las f�ormulas originales de Maxwell. El valor de

las inductancias mutuas se obtiene del m�etodo descrito en [9].

Por �ultimo es necesario obtener una ecuaci�on que describa la inductancia mutua entre las PFC

y el plasma, al ser el plasma un elemento activo que puede cambiar de posici�on es necesario hacer

un c�alculo simb�olico para obtener estos valores, el m�etodo detallado se encuentra en el ap�endice

E.

Los siguientes valores de inductancias mutuas entre plasma y PFC son tomadas para un valor de

equilibrio de z = 0 (simetr��a ecuatorial) y R = R0 + ∆R = 23.9383(cm) (posici�on eje magn�etico).
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Mp1 = 1.64341(µH) (3.16)

Mp2 = 5.06863(µH) (3.17)

∂Mp1

∂R
= 5.30144(µH/m) (3.18)

∂Mp1

∂z
= −9.91134(µH/m) (3.19)

∂Mp2

∂R
= 30.543(µH/m) (3.20)

∂Mp2

∂z
= −16.5523(µH/m) (3.21)

3.5.1. Resistencia PFC (Ωc)

La resisitividad del cobre es de: ρ = 1.71 × 10−8(Ωm) y este ser�a el valor a ser usando para

calcular los valores de las resistencias en las PFC.

Redondeando las bobinas a un radio constante, las PFC L1a y L1b se tomar�an como de 15 (cm)

de radio y 15 vueltas y las PFC L2a y L2b como de 36 (cm) de radio y 20 vueltas. La ecuaci�on para

calcular la resistencia de las bobinas es:

R = Nρ
l

S
= Nρ

2πrPFcoil
πr2

AWG

, (3.22)

donde N es el n�umero de vueltas de las bobinas, l la longitud del alambre por cada vuelta y S el

�area de la seeci�on transversal del alambre.

�Pf coil 1 R1 = 15× 1.71× 10−8 2×0.15
((5.189/2)×10−3)2

= 11.4314(mΩ)

�Pf coil 2 R2 = 20× 1.71× 10−8 2×0.36
((5.189/2)×10−3)2

= 36.5806(mΩ)

Estos valores te�oricos son en magnitud muy similares a los reportados experimentalmente en

las medidas el�ectricas de "Novillo".
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3.5.2. Modelo en variables de estado del Tokamak '�Novillo�

Tomando en cuenta el orden en que se denotaron las PFC, asignandoles un sub��ndice depen-

diendo en el tama�no de radio y posici�on superior o inferior, las corrientes asociadas son:

Ic =


I1a

I2a

I1b

I2b

 (3.23)

y representan 4 variables de estado del sistema. En conjunto con la posici�on que es la que se desea

control (R, z).Se propone as�� el vector de estados:

x =



I1a

I2a

I1b

I2b

z

R


(3.24)

Por otro lado, la matriz de inductancias propias y mutuas de las bobinas,Mc, desglosada queda:

Mc =


L1a M1a2a M1a1b M1a2a

M1a2b L2a M1b2a M2a2b

M1a1b M1b2a L1b M1b2b

M1a2b M2a2b M1b2b L2b

 (3.25)

El t�ermino M1a2a representa la inductancia mutua entre las dos bobinas superiores, M1b2b es

la inductancia mutua entre las dos bobinas inferiores, M1a1b es la inductancia mutua entre las dos

bobinas de radio menor, M2a2b es la inductancia mutua entre las dos bobinas de radio mayor.

Por �ultimo,M1b2a es la debida a la bobina inferior de radio menor y la bobina superior de radio

mayor yM1a2b es la inductancia mutua entre la bobina superior de radio menor y la bobina inferior

de radio mayor, siendo �estas (por la con�guraci�on geom�etrica) de un valor igual.
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Para las inductancias mutuas entre plasma y bobinas (Mp), se obtienen mediante:

∂Mp

∂R
=


∂Mp1

R
∂Mp2

R
∂Mp1

R
∂Mp2

R

 (3.26)

y

∂Mp

∂z
=


∂Mp1

z
∂Mp2

z
∂Mp1

z
∂Mp2

z

 , (3.27)

al tener en el sistema un par de bobinas construidas id�enticas, se presentan algunos t�erminos

repetidos en estas matrices columna.

Posteriormente, incluyendo estas matrices t�ermino a t�ermino dentro de la forma general de la

matriz M se obtiene:

M =



L1a M1a2a M1a1b M1a2b
∂Mp1

R
Ip

∂Mp1

z
Ip

M1a2a L2a M1b2a M2a2b
∂Mp2

R
Ip

∂Mp2

z
Ip

M1a1b M1b2a L1b M1b2b
∂Mp1

R
Ip

∂Mp1

z
Ip

M1a2b M2a2b M1b2b L2b
∂Mp2

R
Ip

∂Mp2

z
Ip

∂Mp1

R
Ip

∂Mp2

R
Ip

∂Mp1

R
Ip

∂Mp2

R
Ip 2πR0

∂BR0

∂z
0

∂Mp1

z

∂Mp2

z

∂Mp1

z

∂Mp2

z
0 Υ


(3.28)

donde Υ
4
=

µ0I2p
2R

+ 2πIp

(
Bz0 +R0

∂B
∂z

∣∣
R0,z0

)
.

La matriz de resistencias de las bobinas (Ωc) se encuentra conformada por la matriz diagonal:

Ωc =


R1 0 0 0

0 R2 0 0

0 0 R1 0

0 0 0 R2

 (3.29)

Y por �ultimo la matriz de entradas y perturbaciones se encuentra dada por los cuatro voltajes
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aplicados en cada bobina m�as el cambio en la t�ermino asociado a la beta poloidal βp, esta matriz

ser�a analizada en el cap��tulo 4.

Vs =



V1a

V2a

V1b

V2b

0

−µ0I2p
2

Γ̇


(3.30)

Dado que las �unicas variables en las que se tiene control en el sistema son los voltajes en las

PFC, y el termino asociado a la beta poloidal se considera una perturbaci�on la ec.(3.30) debe

reexpresarse como:

Vs =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0




V1a

V2a

V1b

V2b

+



0

0

0

0

0

1


[
−µ0I2p

2
Γ̇
]

(3.31)

En el siguiente cap��tulo se llevara a cabo la sustituci�on num�erica de los valores en la ecuaci�on de

estados del sistema y se asignar�a un valor a la corriente de plasma Ip, as�� como todo el an�alisis

debido de factores de control y equilibrio.



Cap��tulo 4

Control de posici�on de la columna de

plasma

De acuerdo con el modelo obtenido a partir de los dos cap��tulos anteriores, el modelo en variables

de estado para Novillo, de la forma Mẋ + Ωx = u, se encuentra dado por todos los par�ametros

obtenidos, llegando a una forma lineal donde todos los elementos de las matricesM y Ω se conocen.

Para este trabajo el valor de la corriente de plasma Ip se propone con un valor de 12 (kA)

con base en las medidas tomadas en los diparos experimentales reportados del Tokamak. [11]. A

continuaci�on se expresar�a el sistema de estados con los valores num�ericos de las matrices, para los

coe�cientes relacionados con la posici�on, as�� como el c�alculo de los t�erminos Υ y −2πR0
∂BR0

∂z
.

La posici�on del sistema en equilibrio (Req y zeq) deseada; como ya se mencion�o en los cap��tulos

2 y 3, es el valor del corrimiento de Shafranov Req = ∆R +R0 = 23.8393 (cm).

Los valores obtenidos a partir de valuar los campos magn�eticos; previamente calculados en el

cap��tulo 2, y sus derivadas valuadas en el equilibrio son: Υ = −1.173276 × 10−4(Kg · m/s2) y

2πR0
∂BR0

∂z
= −1.0092276 (T ).

52
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Recordando que el modelo de la matriz M es:

M =


Mc

∂Mp

∂z
Ip

∂Mp

∂R
Ip

∂Mp

∂z
2πR0

∂BR0

∂z
0

∂Mp

∂R
Ip 0

µ0I2p
2R

+ 2πIp

(
Bz0 +R0

∂B
∂z

∣∣
R0,z0

)
 (4.1)

las matrices que forman a M son:

Mc =


165.72× 10−6 42.9536× 10−6 4.2389× 10−6 8.0976× 10−6

42.9536× 10−6 685.441× 10−6 8.0976× 10−6 46.6987× 10−6

4.2389× 10−6 8.0976× 10−6 165.72× 10−6 42.9536× 10−6

8.0976× 10−6 46.6987× 10−6 42.9536× 10−6 685.441× 10−6

 (H) (4.2)

la cual representa �unicamente los valores de inductancias propias y mutuas de las 4 bobinas,y

∂Mp

∂R
Ip =


0.0636173

0.366516

0.0636173

0.366516

 (H · A/m) , (4.3)

∂Mp

∂z
Ip =


−0.118936

−0.198628

−0.118936

−0.198628

 (H · A/m) , (4.4)

∂Mp

∂z
=


−9.91134 ∗ 10−6

−16.5523 ∗ 10−6

−9.91134 ∗ 10−6

−16.5523 ∗ 10−6

 (H/m) . (4.5)
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La matriz Ω queda:

Ω =



11.4314× 10−3 0 0 0 0 0

0 36.5806× 10−3 0 0 0 0

0 0 11.4314× 10−3 0 0 0

0 0 0 36.5806× 10−3 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


(Ω) (4.6)

teniendo as�� completos los valores num�ericos del modelo en unidades SI.

NOTA: Para tener un manejo de datos en magnitudes de orden similares, se har�a la sustituci�on

num�erica en el software tomando a las variables de estado R y z normalizadas respecto a la corriente

de plasma en el equilibrio Ip, renombr�andolas como zIp y RIp, para un mejor manejo num�erico

y dimensional , la presentaci�on de los resultados en el siguiente cap��tulo se har�a en unidades de

longitud.

4.1. An�alisis de Controlabilidad y Estabilidad del modelo

4.1.1. Controlabilidad del Sistema

Se dice que un sistema de estados es controlable si para cualquier estado se cumple que x(0) = x0

y para cualquier estado �nal x1 existe una entrada que trans�ere al sistema del estado x0 al estado

x1 en un tiempo �nito, de manera contraria el sistema es no-controlable.[6]

La matriz de controlabilidad :

C = [B AB A2B...An−mB] , (4.7)

indica que si ρ(C) = n, d�onde n es el n�umero de estados y m el n�umero de entradas del sistema,

el sistema es controlable.

Para el sistema tratado en este modelo tenemos la ecuaci�onMẋ+Ωx = u , en donde al despejar

ẋ tenemos : ẋ = −M−1Ωx+M−1u, lo que al igualarlo a la forma general de un sistema en variables
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de estado (Ax+Bu) nos da:

A = −M−1Ω (4.8)

B = M−1 (4.9)

A partir de la siguiente reexpresi�on del sistema en t�erminos generales de las matrices M y Ω

que lo describen se llevar�a a cabo un an�alisis de controlabilidad.

Las matrices −M−1 y Ω se reescriben como:

−M−1 =

[
AM BM

CM DM

]
, (4.10)

Ω =

[
Ω 0

0 02×2

]
(4.11)

De acuerdo con la ecuaci�on de estados las matrices de la eq. 4.8 y 4.9 pueden ser expresadas

como:

A =

[
AM BM

CM DM

][
Ω 0

0 0

]
=

[
AMΩ 0

CMΩ 0

]
(4.12)

B =

[
AM BM

CM DM

][
I

0

]
=

[
AM

CM

]
(4.13)

Ahora, de la eq. 4.7, la matriz de controlabilidad para este caso es : C = [B AB], as�� que reescri-

biendo se tiene:

AB =

[
AMΩ 0

CMΩ 0

][
AM

CM

]
=

[
AMΩcAM

CMΩcAM

]
, (4.14)

y sustituyendo posteriormente

C =

[
AM AMΩcAM

CM CMΩcAM

]
=
[
q1 q2

]
, (4.15)

donde q1 = B, y claramente q2 = B[ΩcAM ], mostrando que q2 es una combinaci�on lineal de q1,

lo que implica una dependencia lineal en la matriz haciendo que �esta no sea de rango completo,

por lo tanto el sistema presentado hasta ahora es no-controlable. Sim embargo,esta condici�on de

no-controlabilidad reside claramente, al hacer el an�alisis matricial, en los elementos iguales a cero

en la diagonal de la matriz Ω. Estos elementos est�an relacionados con la disipaci�on del sistema,
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la cual incluye s�olo elementos asociados a la resistividad el�ectrica de las PFC, pero posee una

disipaci�on nula en las ecuaciones de equilibrio de fuerzas para el control en las posiciones en R y

z.

La teor��a de control se�nala que cualquier sistema lineal en variables de estado peude ser des-

compuesto en su din�amica controlable y no controlable,para el caso de este sistema, hay 4 estados

controlable y 2 estados no controlables, ya que el rango de la matriz de controlabilidad es 4. Esta

descomposici�on en subsistemas es llamada Descomposici�on can�onica .

La siguiente ecuaci�on describe un sistema de estados equivalente al original pero al que se le

ha aplicado una tranformaci�on de similitud, con el �n de obtener la descomposici�on can�onica del

sistema.

ẋ = Ax+Bu , (4.16)

esta tranformaci�on se lleva a cabo a partir de una matriz T de tranformaci�on, la cual es no singular

y est�a compuesta de las columnas linealmente independientes de la matriz de controlabilidad C y

de valores linealmente independientes elegidos arbitrariamente.

La matriz A y A poseen las mismas propiedades y valores caracter��sticos, y el sistema descom-

puesto canonicamente se de�ne como:[
ẋc
˙xnc

]
=

[
Ac A12

0 Anc

][
xc

xnc

]
+

[
Bc

0

]
u (4.17)

donde,Ac es la matriz del sistema de la din�amica controlable y Anc la de la no controlable.

Para el caso del sistema aqu�� estudiado las matrices del sistema para las din�amicas controlables

y no controlables son:

Ac =


−47.11504 −0.26872 −3.32768 −3.70211

−0.36412 −57.04773 −1.80517 0.52088

−12.54058 −7.21751 −71.32686 −0.77059

−13.57053 1.98083 −0.85224 −73.03210

 (4.18)

y

Anc = 1× 10−14

[
0.24494 −0.43241

0.08658 −0.07660

]
(4.19)
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Analizando estos resultados y comparando los valores caracter��sticos del sistema original (A) y

de la descomposici�on can�onica (Ac y Anc),la din�amica controlable corresponde a las corrientes Ic

de las PFC y la no controlable a las posiciones de la columna del plasma R y z, lo que indica que

en la con�guraci�on actual del sistema en variables de estado no es posible controlar a la posici�on,

pero falta considerar un detalle usualmente empleado en modelos de �u��dos que se aborda en la

siguiente secci�on.

Disipaci�on arti�cial

En f��sica computacional es com�unmente usada una aplicaci�on de viscocidad o disipaci�on arti-

�cial en modelos de �uidos, usualmente es para convertir las oscilaciones del sistema en energ��a

t�ermica de un �uido.Ver ref. [18, p.244].

La "disipaci�on arti�cial", como se le conoce formalmente en la literatura f��sica, tambi�en suele

ser agregada a modelos para mejorar la estabilidad en la soluci�on. Principalmente es agregada para

mejorar la estabilidad num�erica de algunos modelos lineales y no lineales, pero tambi�en puede ser

agregada para dar una mayor exactitud al modelo real en el que suelan aparecer factores f��sicos

que no son considerados en el modelado.

Haciendo una analog��a para el modelo de Tokamak presentado aqu��, y siendo que �este se trata de

un modelo magnetohidrodin�amico, se ha tomado un valor de disipaci�on para el balance de fuerzas

tanto en R como en z. El valor propuesto para estas disipaciones (ΩR,Ωz) ha sido el menor posible,

esto trae como consecuencua que el software empleado para hacer la simulaci�on del sistema, tome

las aproximaciones num�ericas del sistema como si este fuera controlable.

Los valores propuestos fueron: ΩR = 6.5988× 10−7(Ω/m2) y Ωz = 5.24988× 10−7(Ω/m2)

Este almacenamiento de energ��a mec�anica adicional puede ser reescrito en la matriz total Ω

como: Ωc 0 0

0 ΩArtif.z 0

0 0 ΩArtif.R

 . (4.20)

siendo �esta la matriz Ω la que ser�a usada en el sistema para simulaciones y aplicaci�on de control,

teniendo as�� un sistema controlable.
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Figura 4.1: Equilibrio estable e inestable

4.1.2. Estabilidad del sistema

Dado que los sistemas est�an dise�nados para llevar a cabo tareas y procesar se�nales, si un

sistema no es estable por peque�no que �este sea, puede incendiarse , saturar una se�nal o simplemente

desintegrarse.El concepto de estabilidad en la teor��a de control est�a relacionado en la respuesta que

presenta un sistema. La respuesta total de un sistema se divide en la superposici�on de respuesta

libre y forzada. La respuesta libre describe la forma en que el sistema disipa o adquiere energ��a, la

forma o naturaleza de esta respuesta depende s�olo del sistema, no de la entrada aplicada a �este;

por otra parte, la forma de la respuesta forzada depende de la entrada. Para que un sistema de

control sea estable, la respuesta libre debe aproximarse a cero con el paso del tiempo dejando s�olo

a la respuesta forzada o bien, oscilar. en algunos sistemas, la respuesta libre crece sin l��mite , siendo

la respuesta libre mucho mayor a la forzada y siendo esta condici�on la inestabilidad del sistema.

Un punto x = x∗ en el espacio de estados es punto de equilibrio si tiene la propiedad de que

en cualquier momento en que el sistema se encuentre en el punto x∗ permanezca en dicho punto

para cualquier tiempo futuro. Los puntos de equilibrio de un sistema en variables de estado est�an

dados por las ra��ces de la ecuaci�on ẋ = 0 = Ax+Bu.

Para este modelo en variables de estado se analizar�a la estabilidad de los puntos de equilibrio

del sistema o bien llamada Estabilidad en el sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable

si todas las soluciones de un sistema, comenzado �este cerca del punto de equilibrio, permanecen

cerca de �este. Un punto de equilibrio inestable es aquel en el que los cambios al punto de equilibrio

por peque�nos que �estos sean, hacen que la soluci�on no converja al punto de equilibrio. Ver ref. [13,

Cap. 3]. En la �gura (4.1) se muestra una analog��a con objeto en un mont��culo, para mostrar cual

es la diferencia entre los tipos de equilibrio.

El an�alisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov tiene como idea central, no analizar direc-
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tamente la soluci�on de las ecuaciones de estado ẋ = f(x) , sino analizar el comportamiento de las

trayectorias del sistema con base en funciones dependientes de los estados que sean positivas, y

reciben el nombre de funciones candidatas de Lyapunov, y en este caso se denotar�a como V (x). Si

adem�as, ˙V (x) es una funci�on localmente negativa semide�nida, entonces V (x) es una funci�on de

Lyapunov.

El teorema de Lyapunov se�nala que dado un sistema ẋ = f(x), si existe una funci�on de Lya-

punov, entonces el origen (x=0) es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

A trav�es del m�etodo directo de Lyapunov ,la estabilidad de los puntos de equilibrio puede ser

caracterizada a trav�es del an�alisis de la locaci�on de los valores caracter��sticos de la matriz A, donde

si uno o m�as valores caracter��sticos de la matriz A tienen parte real mayor a cero (Re {λ(A)} > 0)

el sistema es inestable.

Los valores caracter��sticos del modelo del Tokamak son:

λ(A) =



−76.417139

−72.015828

−56.140079

−43.949059

0.006242

0.008098


(4.21)

para este sistema existen un par de valores caracter��sticos con parte real positiva, lo que indica

que el sistema no es estable. Estos polos inestables est�an asociados a la din�amica del sistema

correspondiente con el control de la posici�on en R y z, y en parte el valor de �estos se debe a la

disipaci�on arti�cial considerada en el modelo.

En la siguiente secci�on se presentan los m�etodos de control por realimentaci�on. La realimenta-

ci�on brinda estabilizaci�on en los sistemas, entre otras cosas, como un control acertivo en sistemas

con par�ametros que son variantes en el tiempo.
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Puntos de equilibrio

Recordando, en un sistema en variables de estado, los puntos de equilibrio de �estos son obtenidos

a partir de la ecuaci�on ẋ = 0. Para la primera parte de nuestro sistema, hemos de encontrar el

punto de equilibrio para las corrientes en las bobinas Ic, las cuales vienen de la ecuaci�on 3.12 y

que despejando el equilibrio resulta:

Iceq =
Vc
Ωc

(4.22)

Los valores propuestos para las corrientes de equilibrio en las PFC est�an basados en los valores

reportados durante los disparos en "Novillo", ver [11], y �estos fueron de −9(kA) en las bobinas

internas y de 13(kA) en las bobinas exteriores.

Las ecuaciones restantes que describen la din�amica del sistema para las posiciones R y z se

encuentran dadas en las ecuaciones (3.13) y (3.14).

Estas ecuaciones de estados presentan s�olo a las variables en su primer derivada,y esto signi�ca

que el sistema posee un subespacio de equilibrio, donde la teor��a se�nala que si x1 y x2 son puntos

de equilibrio del sistema, entonces por linelidad , cada punto en la l��nea conectando a x1 y x2 es

un punto de equilibrio del sistema.[13, Cap.3,Sec.3.3]

Esto que signi�ca las variables de estado R y z tienen un punto de equilibrio libre, el cual ser�a

elegido a trav�es del an�alisis de equilibrio MHD desarrollado en el Cap��tulo 2.

Del Cap��tulo 2, recordamos que los valores de equilibrio para un plasma en un Tokamak de

secci�on circular de las medidas y propiedades de "Novillo"son zeq = 0(cm) y Req = 23.9383(cm).

Escribiendo al vector de puntos de equilibrio de los estados tenemos:

xeq =



−9(kA)

13(kA)

−9(kA)

13(kA)

0(cm)

23.9383(cm)


. (4.23)
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4.2. Control por realimentaci�on de estados

Existen dos tipos de control, si la se�nal que act�ua u(t) depende s�olo de la se�nal de referencia y es

independiente de la salida de la planta el control es de lazo abierto. Si la se�nal que act�ua depende de

la referencia y de la salida de la planta, el control es un control realimentado o de lazo cerrado. Un

control de lazo abierto no es satisfactorio si hay variaciones en los par�ametros de la planta y/o si hay

ruido y perturbaciones alrededor del sistema. Un sistema con realimentaci�on propiamente dise�nado

puede reducir los efectos de las variaciones de par�ametros y reduce el ruido y las perturbaciones,

raz�on por la que siempre es mejor y m�as pr�actico usar un control con realimentaci�on.

Un sistema de control es un sistema din�amico dise�nado para actuar en una forma preescrita.Los

principales componentes de un sistema de control son:

1. La planta o el objetivo a controlar.

2. Los actuadores o drivers de la planta.

3. Los sensores que mediran el estado actual del sistema.

4. El controlador que lleva a la planta al punto deseado de acuerdo con lo medido por los

sensores o instrumentos de medici�on.

La caracter��stica principal de la teor��a de control de sistemas es la realimentaci�on. Esto signi�ca

el uso de mediciones de los sensores para derivar a las se�nales que son usadas para conducir a los

actuadores a cumplir las diversas tareas de control.

La forma de hacer el conrtol en un sistema modelado por variables de estado es a trav�es de la

realimentaci�on de los estados. Tomando la ecuaci�on de estados:

ẋ = Ax(t) +Bu

las mediciones en el sistema, son hechas a trav�es de los estados mismos o de una combinaci�on lineal

de estos a trav�es de la ecuaci�on:

y = Cx(t) +Du .
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Figura 4.2: Diagrama general de un sistema de control de variables de estado en lazo cerrado [8]

La implementaci�on de una ley de control sobre el sistema lineal de estados representado arriba

es implementado de la siguiente forma:

u(t) = −Kx(t) + r(t)

donde K es la matriz de ganancia o matriz de realimentai�on de dimensiones n×m; r(t) es el vector

de entradas de referencia del sistema y tiene las mismas dimensiones que el vector de entradas u(t).

Si todos los estados del sistema pueden ser medidos (el cual es el caso de nuestro modelo) el

sistema es llamado sistema de control de estados realimentado completo. Un diagrama del sistema

con control en lazo cerrado es mostrado en la �g.(4.2)

Sustituyendo una en otra las ecuaciones de estados y de control presentadas arriba, la ecuaci�on

para el sistema realimentado puede ser reescrita como:

ẋ = (A−BK)x(t) +Br(t) (4.24)

la cual es asint�oticamente estable s�olo si los valores caracter��sticos de la matriz A − BK tienen

parte real negativa.

La realimentaci�on de estados se�nala que podemos hacer una selecci�on arbitraria de polos esta-

bles a �n de cumplir las condiciones de los valores caracter��sticos de la matriz A − BK. A partir

de la siguiente ecuaci�on:

det(λI − A+BK) = (λ− P1)(λ− P2)...(λ− Pn) (4.25)
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se deben elegir un n�umero de polos estables igual a los estados del sistema y despejar a la matriz

K de la ecuaci�on, la cual nos arrojar�a una ganancia control que llevar�a al sistema al equilibrio

deseado.Ver [8, cap.4]

Este m�etodo de dise�no es llamado control por asignaci�on de polos y es un m�etodo usado

com�unmente para un dise�no inicial de un sistema.

4.3. Control �Optimo LQR

Ya que hemos presentado el m�etodo de asignaci�on de polos para un sistema de estados reali-

mentados, se abordar�a otro controlador por realimentaci�on de estados, pero en este caso el dise�no

de la matriz de gananciaK est�a basado en un m�etodo m�as complejo con el �n de obtener un control

�optimo. En el �apendice F se encuentra la comprobaci�on para llegar a las ecuaciones modeladoras

de la ganancia para este controlador. Este control �optimo suele llamarse control LQR por sus siglas

en ingl�es Lineal Quadratic Regulator.

El trabajo en un dise�no de control LQR es, m�as all�a de determinar una ganancia para la

realimentaci�on del sistema, encontrar un control que minimize una funci�on de costo dependiente

de la energ��a de estados y de entradas. El objetivo es equilibrar la rapidez de llegada de los estados

(x) a un punto de equilibrio con la energ��a empleada en las entradas (u) . Esto se logra mediante

una funci�on de costo cuadr�atica V (x, u, t), cuyo desarrollo a trav�es de una ecuaci�on algebr�aica de

Ricatti para llegar a la ganancia del sistema se encuentra descrito por completo en el Ap�endice F.

Las matrices R y Q que son las encargadas de modelar el control del sistema son las matrices

de peso que penalizan la rapidez de llegada de los estados (Q) y el costo energ�etico de las entradas

(R).

Tomando en cuenta esto, un control LQR simulado, se lleva a cabo eligiendo los valores de las

matrices diagonales Q y R.

Q es una matriz positiva semide�nida y R positiva de�nida, los elementos en su diagonal deben

de ser elegidos de tal forma que los resultados sean lo m�as satisfactorios posibles, tanto en tiempo de

llegada de los estados al equilibrio como en la energ��a consumida por las entradas. Es conveniente
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simular asignando un rango de valores distintos a estas matrices para poder encontrar el punto

�optimo del control.

Las matrices Q y R seleccionadas para el control de este sistema son:

Q = 1× 104



0.0001 0 0 0 0 0

0 0.0001 0 0 0 0

0 0 0.0001 0 0 0

0 0 0 0.0001 0 0

0 0 0 0 8.78 0

0 0 0 0 0 79


(4.26)

R =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (4.27)

El valor de la ganancia K es obtenido a trav�es de la ecuaci�on algebr�aica de Ricatti para control

�optimo descrita en el ap�endice F.

K = 1× 102


0.001325 −0.001682 −0.008463 −0.001955 −2.087473 61.558331

0.000835 0.003776 0.001897 −0.005891 0.375787 6.151056

−0.008745 −0.001479 0.001124 −0.001737 −2.138536 0.231477

0.000654 −0.005957 0.001710 0.003649 0.265895 6.238015

 (4.28)
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Resultados

En este cap��tulo se har�a el an�alisis de los resultados de control obtenidos para este modelo.

Tambi�en se mencionar�a el proceso para instrumentar la medici�on de los par�ametros en los plasmas

a �n de tener acceso a las entradas que realimentan el sistema.

En la �g. (5.1) muestra el diagrama de bloques del sistema de control implementado. La simu-

laci�on de este modelo se llevo a cabo a trav�es del software MatLab (2011) para el c�alculo de la

referencia del sistema as�� como el valor de la matriz de ganancia K y el software Simulink (MatLab

2011) para el desarrollo de los bloques de control y obtenci�on de resultados.

Las condiciones iniciales propuestas para el sistema, y agregadas en el bloque de integraci�on,

Figura 5.1: Diagrama de bloques del sistema con control y entradas

65
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Figura 5.2: Gr�a�ca de corriente en la PF Coil 1a

fueron:

x(0) =



−8.5(kA)

11.5(kA)

−8.5(kA)

11.5(kA)

0.21(cm)

24.06(cm)


. (5.1)

Para las gr�a�cas de resultados en cada una de ellas se muestra en los ejes las variables a gra�car

as�� como sus unidades.

Los resultados obtenidos para las corrientes de las cuatro PF Coils (Ic)se muestran en las �guras

(5.2) - (5.5). Tambi�en se muestran ciertos valores de las corrientes tabulados en (5.1), (5.2) , (5.3)

y (5.4).

Por �ultimo, en las �gs. (5.6) y (5.7) se muestran los resultados de simulaci�on para las posiciones

R y z que son las de mayor importancia, ya que sobre �estas reside el control de la columna de

plasma en el tokamak. Como en el caso de las corrientes se encuentran tambi�en ciertos valores de

las posiciones tabulados, en la tabla (5.5) los valores para R y en la tabla (5.6) los valores de z.
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Figura 5.3: Gr�a�ca de corriente en la PF Coil 1b

Figura 5.4: Gr�a�ca de corriente en la PF Coil 2a



Cap��tulo 5. Resultados 68

Figura 5.5: Gr�a�ca de corriente en la PF Coil 2b

Figura 5.6: Gr�a�ca de la posici�on radial de la columna del plasma R
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Tiempo (ms) Corriente (kA)
0 -8.5
0.002000 -8.454181
0.004000 -8.413592
0.006000 -8.383735
0.008000 -8.362974
0.010000 -8.348816
0.012000 -8.339212
0.014000 -8.332691
0.016000 -8.3282424
0.018000 -8.3251835
0.020000 -8.3230556
0.029395 -8.318678
0.079390 -8.312985
0.179747 -8.306418
0.381137 -8.300875
0.58143 -8.299196
0.829823 -8.298530
1.132523 -8.298167
1.430981 -8.2979902
1.732781 -8.297778
1.981519 -8.297684

Tabla 5.1: Tabulaci�on de valores en la corriente de la PF Coil Ic11

5.1. Discusi�on

En esta secci�on se discutir�an los resultados de control obtenidos a trav�es de esta simulaci�on del

sistema,centrada en la estabilizaci�on del sistema, el error respecto a los puntos de equilibrio y el

tiempo de convergencia referenciado a la duraci�on promedio de vida del plasma en un disparo en

"Novillo".

5.1.1. Corrientes en PF Coils

Las corrientes en las bobinas se estabilizan aproximadamente en 2 (ms) para las bobinas ex-

ternas Ic21 e Ic22 y en 0.8 (ms) para las bobinas internas Ic11 e Ic12. Tomando en cuenta que el

disparo en un Tokamak como Novillo tiene una duraci�on de aproximadamente 3 (ms), el tiempo

de estabilizaci�on de las bobinas est�a dentro de los l��mites de tiempo del disparo.
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Tiempo (ms) Corriente (kA)
0 -8.500000
0.00200 -8.431940
0.00400 -8.382138
0.0060 -8.34775
0.00800 -8.324533
0.012000 -8.298689
0.016000 -8.287385
0.018000 -8.284470
0.020000 -8.282601
0.079390 -8.284520
0.129686 -8.288253
0.229884 -8.292970
0.482250 -8.297237
0.581433 -8.297743
0.629772 -8.297881
0.730068 -8.298053
0.780126 -8.298098
0.880221 -8.298140
1.031859 -8.298109
1.430981 -8.297948
1.580804 -8.297880
1.732781 -8.297777
1.881456 -8.297720
1.981519 -8.297665

Tabla 5.2: Tabulaci�on de valores en la corriente de la PF Coil Ic12

El valor en el que se estabilizan las bobinas est�a alejado del equilibrio propuesto por 700 (A)

en el caso de las bobinas internas y 1.5 (kA) para las bobinas externas. Esto podr��a signi�car que

no existi�o un peso su�ciente en las matrices del control LQR, o tal vez un peque�no error en la

aproximaci�on num�erica del software empleado. Pero dado que las variables de inter�es en el sistema

no son las corrientes en las bobinas, el simple hecho de que �estas sean estables en un tiempo menor

al que dura un disparo com�unmente es su�ciente.

5.1.2. Posici�on radial y vertical

Las posiciones, de acuerdo con las gr�a�cas, llegan a estabilizarse casi exactamente en el punto

de equilibrio propuesto en aproximadamente 40 (µs), lo que signi�ca un tiempo de convergencia
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Tiempo (ms) Corriente (kA)
0 11.500000
0.002000 11.474625
0.004000 11.461095
0.0006000 11.452967
0.008000 11.447781
0.01000 11.444381
0.012000 11.442129
0.014000 11.440631
0.016000 11.439635
0.018000 11.438972
0.020000 11.438533
0.054291 11.437831
0.129686 11.438298
0.280950 11.439234
0.356391 11.439665
0.581433 11.44072
0.880221 11.441698
1.255130 11.442419
1.705620 11.442842
2.232668 11.443059
2.457018 11.443078
2.681499 11.443088
2.832671 11.443108
2.981499 11.443088

Tabla 5.3: Tabulaci�on de valores en la corriente de la PF Coil Ic21

de un poco m�as que una cent�esima del tiempo de la duraci�on del disparo.

El error en las posiciones �nales tanto en z como en R solo representa algunas micras (µm) ,

por lo que podemos concluir que en el caso del control de la posici�on,su desempe�no fue satisfactorio

tomando el cuenta el tiempo de respuesta y el �orden en la magnitud del error en la posici�on.

5.2. Diagn�osticos de plasmas

La medici�on de los par�ametros de plasmas, o como se conoce: Diagn�ostico de plasmas, est�a

basada en una amplia variedad de caracter��sticas de los fen�omenos presentes en los plasmas. Com-

prender todos estos fen�omenos permite tener t�ecnicas estandar para aplicar la instrumentaci�on y
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Tiempo (ms) Corriente (kA)
0 11.50000
0.002000 11.477648
0.004000 11.466830
0.006000 11.460696
0.008000 11.456885
0.010000 11.454411
0.012000 11.452773
0.014000 11.451680
0.016000 11.450946
0.018000 11.450452
0.020000 11.450118
0.054291 11.449263
0.129686 11.448775
0.280950 11.447807
0.505421 11.446572
0.730068 11.445653
1.031859 11.444811
1.330003 11.444249
1.705620 11.443817
2.081490 11.443557
2.532671 11.443386
2.981499 11.443240

Tabla 5.4: Tabulaci�on de valores en la corriente de la PF Coil Ic22

as�� poder interpretar correctamente los datos y tambi�en forma la base para una futura inovaci�on.

El objetivo del diagn�ostico de plasmas es deducir a trav�es de la informaci�on el estado del plasma

a partir de observaciones pr�acticas de los procesos f��sicos y sus efectos. Esto usualmente requiere

una bien elaborada cadena de deducciones basadas en la comprensi�on de los procesos f��sicos que

envuelven al plasma [10].

Dado el sistema para este modelo de Tokamak, los diagn�osticos que nos conciernen son unica-

mente la forma en que se instrumentan corrientes y la posici�on de la columna del plasma.

Un Tokamak consta de muchos m�as diagn�osticos, tantos que a veces es dif��cil distinguir al

Tokamak en s�� de entre todos los instrumentos de medici�on, pero para el caso de un sistema de

control por posici�on a grandes rasgos estas bobinas hacen que el sistema aqu�� presnetado sea

completamente observable.
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Tiempo (ms) Posici�on (cm)
0 24.058333
0.000300 24.037554
0.000600 24.020311
0.000900 24.005979
0.001200 23.994046
0.001500 23.984092
0.001800 23.975771
0.002100 23.968798
0.002400 23.962940
0.002700 23.958004
0.003000 23.953832
0.003300 23.950295
0.003600 23.947285
0.003900 23.944713
0.004349 23.941549
0.006320 23.93333
0.020720 23.924253
0.032720 23.923857
0.044720 23.923822
0.056720 23.923819
0.068720 23.923819
0.080720 23.923819
0.0927203 23.923818
0.102388 23.923818
0.120000 23.923818

Tabla 5.5: Tabulaci�on de valores en la posici�on horizontal R

5.2.1. Medici�on de Corrientes

Para el caso de las corrientes, el disposito de instrumentaci�on usado es una Bobina de Ro-

gowski,la cual es una bobina solenoidal en la cual sus extremos se unen formando un peque�no

toroide.

Est�as bobinas suelen ser usadas en ingenier��a el�ectrica para medir corrientes por cables o dis-

positivos que no pueden ser desconectados, a parte de poder arrojar los valores de corrientes en

las bobinas, es colocada una bobina de Rogowsky al rededor de la c�amara de vac��o en el Tokamak

para poder caracterizar a la corriente del plasma Ip por completo. En la �gura 5.8 se muestra la

con�guraci�on de una bobina de Rogowski para medici�on de corriente en el plasma.
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Figura 5.7: Gr�a�ca de la posici�on vertical de la columna del plasma z

Figura 5.8: Bobina de rogowski alrededor de la c�amara de vac��o
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Figura 5.9: Arreglo de bobinas de Mirnif y Rogowski en c�amara de vac��o de un Tokamak

5.2.2. Medici�on de Posici�on

Es relativamente simple medir las componentes del campo poloidal, estas mediciones se hac��an

con un tipo de bobina de Rogowski pero con una densidad en el embobinado que var��a como una

funci�on sin(θ) y cos(θ), a estas bobinas se les suele llamar bobinas seno y coseno, y Novillo incluy�o

estas bobinas como parte de su instrumentaci�on para la medici�on de posici�on. Las bobinas coseno

son para medir posici�on vertical y las seno para medir la radial. La medici�on de la posici�on en

Novillo est�a reportada en [19].

La con�guraci�on de las bobinas seno y coseno arrojan una salida directamente propocional a

componentes de Fourier que pueden ser reintepretadas para calcular la posici�on de la columna del

plasma. Actualmente debido a los muchos datos que deben ser adquiridos, el enfoque com�un es usar

un arreglo de bobinas alrededor de la c�amara de vac��o. Usando apropiedamente la suma de se�nales

de estas bobinas, aproximaciones discretas a las integrales de Fourier pueden ser sintetizadas.

Las bobinas usadas actualmente en exprimentos como Golem en Praga o TJII en Madrid, se

conocen como bobinas de Mirnov, estas bobinas son enrrolladas sobre un material no magn�etico

para detectar inestabilidades en el plasma. �Estas deben ser montadas en arreglos de por lo menos

4 bobinas para detectar por completo la variaci�on del campo magn�etico, y se colocan dentro de la

c�amara de vac��o, lo mas pegado a la pared para que el calor del plasma no las da�ne. En la �gura

(5.9) se muestra un arreglo simple de como ir��an esquem�aticamente colocadas las bobinas en la

c�amara de vac��o.
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Tiempo (ms) Posici�on (cm)
0 0.208333
0.000300 0.206889
0.000600 0.203579
0.000900 0.198863
0.001500 0.186618
0.002100 0.172312
0.002700 0.157310
0.00300 0.149825
0.003600 0.135238
0.003900 0.128228
0.004500 0.114915
0.004800 0.1086435
0.005400 0.096904
0.005700 0.091439
0.006300 0.081296
0.006600 0.076607
0.007200 0.067952
0.007800 0.060201
0.008720 0.049878
0.013520 0.018060
0.020720 0.002972
0.030320 -0.000992
0.042320 -0.001605
0.054320 -0.001660
0.0639203 -0.001665
0.073520 -0.001666
0.090320 -0.001666
0.100000 -0.001666
0.120000 -0.001666
0.124000 -0.001667
0.127000 -0.001667
0.136000 -0.001667
0.15000 -0.001667

Tabla 5.6: Tabulaci�on de valores en la posici�on vertical z
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Conclusiones

A partir del equilibrio en MHD, realizando una aproximaci�on anal��tica basada en el m�etodo de

Solovev para la ecuaci�on de Grad-Shafranov (Cap. 2), se estableci�o el equilibrio del plasma en un

Tokamak con las dimensiones y par�ametros del "Novillo".

Tomando los principios f��sicos de los circuitos inductivos y el balance de fuerzas en campos

magn�eticos, se estableci�o un modelo en variables de estado para un Tokamak de secci�on circular

con las medidas geom�etricas de c�amara de vac��o y bobinas de campo poloidal de "Novillo". (Cap.

3)

Al analizar el sistema para aplicar posteriormente una t�ecnica de control, se comprob�o que

el modelo no era completamente controlable debido a una ausencia de t�erminos en la matriz

de disipaci�on Ω en las ecuaciones que describ��an el balance de fuerzas magn�eticas y que est�an

relacionadas con la posici�on radial y vertical.

Considerando m�etodos computacionales usados en la f��sica para modelos hidrodin�amicos donde

t�erminos disipativos peque�nos son agregados para una mejor aproximaci�on del sistema, se eligieron

valores disipativos muy peque�nos para que fuese posible que el software matem�atico empleado

reconociera al sistema como controlable. (Cap. 4)

Sobre el modelo controlable,se aplic�o un control por realimentaci�on de estados �optimo( LQR),

cuya ganancia proviene de la soluci�on de una forma algebraica de la ecuaci�on de Riccatti y que posee

77
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ventajas sobre otro tipo de control, por ejemplo, asignaci�on de polos. Las variables presentadas en

los resultados fueron las corrientes en las PF Coils (Ic) y las posiciones de la columna del plasma

(z y R)(Cap. 5).

Los resultados aqu�� presentados cumplen con los objetivos establecidos a lo largo del trabajo;

llevar a la columna del plasma a una posici�on en el equilibrio en un tiempo menor a la duraci�on

promedio del disparo en �Novillo� (tdisp ≈ 5(ms)). Este modelo puede seguirse perfeccionando a

futuro y ser aplicado en �el un control m�as so�sticado, como H∞ que ya ha sido usado para modelos

en variables de estado de Tokamaks con control de posici�on en la columna del plasma.1

Para mejorar este modelo es necesario tener un c�odigo num�erico de equilibrio para la soluci�on

de la ecuaci�on de Grad-Shafranov, que permitiera una aproximaci�on mejor y tambi�en tener una

mayor �exibilidad en el tipo de escenarios.

Aunque el objetivo de este trabajo, controlar la posici�on del plasma, haya sido modelado y

simulado con resultados satisfactorios, es importane mencionar que a�un quedan resultados que

deben ser obtenidos posteriormente m�as all�a de los criterios aqu�� establecidos. Por ejemplo, realizar

un nuevo modelo y simulaci�on a partir de un Tokamak esf�erico es uno de ellos.

El control de posici�on de la columna de plasma en un tokamak ya hab��a sido modelado en un

primer intento en el art��culo: Corona Rivera, Dom�enica and Marcos A. Gonz�alez Olvera (2013).

Optimal control design for a tokamak plasma position. Memorias del Congreso Nacional

de Control Autom�atico-AMCA.

1En el art��culo: Atul S. Sharma, David J. N. Limebeer. Modeling and Control of TCV. IEEE TRANSAC-
TIONS ON CONTROL SYSTEMS TECHNOLOGY.VOL. 13, NO. 3. Mayo 2005. Es desarrollado un control
normalizado y factorizado H∞ para el Tokamak TCV.



Ap�endice A

Obtenci�on de coe�cientes

A.1. Integral coe�ciente A1 aproximaci�on Grad-Shafranov

(MatLab 2010)

Para la realizaci�on de esta integral num�erica se us�o cuadratura de Simpson.

syms R;

x=2*R*sqrt(0.06^2-(R-0.23)^2)

\[a=quad(inline(x),0.17,0.29)

Command Window:

1/a=385.9051

A.2. Coe�cientes soluci�on Grad Shafranov (Mathematica

9.0)
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In:Ri = 0.17

In:Ro = 0.29

In:Zt = 0.06

In:Rt = 0.23

(*Solucion sistema de ecuaciones*)

In:Solve[a + b*Ri^2 + c*Ri^4 + d*Ri^2*Log[Ri] + A1*Ri^4*(1/8) == 0 &&

a + b*Ro^2 + c*Ro^4 + d*Ro^2*Log[Ro] + A1*Ro^4*(1/8) == 0 &&

a + b*Rt^2 + c*(Rt^4 - 4*Rt^2*Zt^2) + d*(Rt^2*Log[Rt] - Zt^2) +

A1*Rt^4*(1/8) == 0 && 2*b + 4*c*(Rt^2 - 2*Zt^2) + d*(2*Log[Rt] + 1) + A1*Rt^2*(1/2) == 0,

\{a, b, c, d\}]

Out:{{a\to 0.0000950244 \text{A1}, b\to -0.0143401 \text{A1}, c\to -0.0391095

\text{A1}, d\to -0.00483636 \text{A1}}}

A.3. Corrimiento de Shafranov (Mathematica 9)

In: psi = Ip*m0 (0.03667 - 5.53391R^2+ 48.23813` R^4 - 15.09254(R^4 - 4 R^2 z^2)

- 1.86637(-z^2 + R^2 Log[R])))

In:f=D[psi, R]*(1/(m0*Ip))

Out-11.0678 R + 192.953 R^3 - 15.0925 (4 R^3 - 8 R z^2) - 1.86637 (R + 2 R Log[R])

In:z=0

In:f

Out:-11.0678 R + 132.582 R^3 - 1.86637 (R + 2 RLog[R])

In:Solve[f == 0, R]

\{R -> 0.0324637\},\{R -> 0.239383\}



Ap�endice B

Convergencia Aproximaci�on

Grad-Shafranov

De la ecuaci�on para la funci�on de �ujo magn�etico ψ:

ψ = −A1R4

8
+ c1 + c2R2 + c3

(
R4 − 4R2z2

)
+ c4

(
R2 log(R)− z2

)
, (B.1)

y, substituyendo en la ec. de Grad-Shafranov :

(
R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂z2

)
ψ + µ0R

2∂p(ψ)

∂ψ
+
∂I(ψ)2

∂ψ
= 0. (B.2)

en d�onde seg�un la aproximaci�on hecha:

(
R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂z2

)
ψ = R2A1, (B.3)

y valuando con los coe�cientes obtenidos para �esta, se gra�ca la sustituci�on de la soluci�on en

la ecuaci�on diferencial a �n de saber en que medida es convergente la soluci�on con la ecuaci�on.
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B.1. C�odigo Mathematica 9.0

In:m0 = 4*Pi*10^-7

Out:\frac{\pi}{2500000}

In:psi = Ip*m0*(0.0366704 - 5.53392 R^2 + 48.2381 R^4 -

15.0925 (R^4 - 4 R^2 z^2) - 1.86637 (-z^2 + R^2 Log[R]))

Out:\frac{1}{2500000} Ip\pi (0.0366704 - 5.53392 R^2 + 48.2381 R^4 -

15.0925 (R^4 - 4 R^2 z^2) - 1.86637 (-z^2 + R^2 Log[R]))

In:PsiR = D[psi, R]

Out:\frac{Ip \pi (-11.0678 R + 192.953 R^3 - 15.0925 (4 R^3 - 8 R z^2) -

1.86637 (R + 2 R Log[R]))}{2500000}

In:Psi2z = D[psi, {z, 2}]

Out:\frac{Ip\pi \left(3.73275 + 120.74 R^2\right)}{2500}

In:GS = R*D[(1/R)*PsiR, R] + Psi2z - R^2*m0*Ip*385.9051

Out:-0.000484943 Ip R^2+\frac{\pi (3.73275 + 120.74 R^2)}{2500}+

\left(\frac{Ip \pi (-11.0678 + 578.858 R^2 - 15.0925 (12 R^2 - 8 z^2) -

1.86637 (3 + 2 Log[R]))}{2500000 }\right) -

\left( \frac{Ip \pi (-11.0678 R + 192.953 R^3 -15.0925 (4 R^3 - 8 R z^2) -

1.86637 (R + 2 R Log[R]))}{2500000 R} \right)

A continuaci�on se gra�car�a la ecuaci�on de Grad-Shafranov en la regi�on transversal de �Novillo'(R0 =

23(cm), a = 6(cm)) con diferentes valores para la corriente del plasma Ip en �el, en base con

las corrientes aproximadas que se han informado, en la referencia[11] se encuentra recopilada

informaci�on de m�ultiples disparos en este tokamak.

Se realiz�a un ploteo tridimensional a �n de comprobar que tanto converge la aproximaci�on de

Grad-Shafranov a cero.



Ap�endice B. Convergencia Aproximaci�on Grad-Shafranov 83

In:Plot3D[ GS, {R, 0.17, 0.23}, {z, -0.06, 0.06}, AxesLabel -> {R, z},

LabelStyle -> Directive[Bold]]

Figura B.1: Ip = 1(KA)
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Figura B.2: Ip = 3(KA)

Figura B.3: Ip = 5(KA)
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Figura B.4: Ip = 8(KA)

Figura B.5: Ip = 10(KA)
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Figura B.6: Ip = 12(KA)

Figura B.7: Ip = 15(KA)



Ap�endice C

Curvas de Nivel ψ(R, z)

A continuaci�on se muestran las gr�a�cas para las curvas de nivel de la funci�on de �ujo magn�etica

ψ(R, z) desde el centro del aparato hasta la frontera de la c�amara de vac��o.

Figura C.1: Curvas de nivel de ψ(R, z) para diferentes valores de la corriente de plasma Ip
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Figura C.2: Curvas de nivel de ψ(R, z) para diferentes valores de la corriente de plasma Ip

Las siguientes �guras contienen las mismas curvas de nivel, s�olo que en el espacio de la secci�on

circular de la c�amara de vac��o.
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Figura C.3: Curvas de nivel de ψ(R, z) para diferentes valores de la corriente de plasma Ip
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Figura C.4: Curvas de nivel de ψ(R, z) para diferentes valores de la corriente de plasma Ip



Ap�endice D

C�alculo de la presi�on promedio del plasma

De la ecuaci�on para la presi�on del plasma se tiene que :

p(ψ) =
−A1

µ0

ψ, (D.1)

La cual se encuentra expresada en el comando (Mathematica 9.0):

In:p = -A1*(1/m0)*psi

Out:-0.000484943Ip^2 (0.0366704 - 5.53392 R^2 + 48.2381 R^4 -

15.0925 (R^4 - 4 R^2 z^2) -1.86637 (-z^2 + R^2Log[R]))

Normalizando la presi�on respecto a la corriente del plasma, es decir:

pnormalizada =
p

I2
p

,

se procede a realizar la primer integral con respecto de z:

In:S = Integrate[pnormal, {z, -sqrt[0.06^2 - (R - 0.23)^2], sqrt[0.06^2 - (R - 0.23)^2]}

Out:-0.00014118 sqrt[0.0036

- 1. (-0.23 + R)^2] + 0.0213055 R^2 sqrt[0.0036 - 1. (-0.23 + R)^2] -
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0.12761 R^4 sqrt[0.0036 - 1. (-0.23 + R)^2] +

0.0071855 R^2 Log[R] sqrt[0.0036 - 1. (-0.23 + R)^2]

-0.00239517 sqrt[0.0036 - 1. (-0.23 + R)^2]^3 -

0.0774747 R^2 sqrt[0.0036 - 1. (-0.23 + R)^2]^3

La segunda integral respecto a R se realiza num�ericamente, debido a la complejidad para

integrar est�a funci�on simb�olicamente. Se realiza por medio del m�etodo de regla cuadr�atica de

Simpson. Esta itnegral se realizo por medio del software MatLab 2010.

syms R;

S=-0.0000355661 *sqrt(0.0036- 1.*(-0.23 + R)^2)

+0.00536726*R^2*sqrt(0.0036 - 1.*(-0.23 + R)^2)

-0.0321474*R^4*sqrt(0.0036-1.*(-0.23 + R)^2)+0.00181017*R^2*log(R)*sqrt(0.0036 - 1.*(-0.23 + R)^2) -0.00060339*sqrt(0.0036

- 1.*(-0.23 + R)^2)^3 -0.0195174*R^2*sqrt(0.0036-1.*(-0.23 + R)^2)^3

P=quad(inline(S),0.17,0.29);

P=P*1/(3.14159*0.06*0.06);

Command Window:

P =

4.4309e-006



Ap�endice E

Bobinas de Campo Poloidal�Novillo�

E.1. Dise�no Bobinas de Campo Poloidal

Los planos esquem�aticos de las Bobinas de Campo poloidal fueron realizados en el software

Inventor 2014 de Autodesk y se encuentran basados en los dise�nos reportados en la referencia [5].

Las bobinas de campo poloidal de "Novillo"sufrieron cambios en el n�umero de �estas y se encuentran

inmersas en resina ep�oxica.

E.2. C�alculo Inductancias (Mathematica 9.0)

E.2.1. Inductancias propias

Para el c�alculo de inductancias propias en las bobinas de las PF coils, se usar�a la aproximaci�on:

L =
4πaN2

109

[(
1 +

3b2 + c2

96a2
ln

(
8a√
b2 + c2

− y1 +
b2

16a2
y2

))]
(H) (E.1)

basada en la f�ormula de precisi�on de Stefan para bobinas cortas, el factor 109 es para hacer el

cambio de unidades Gaussianas a sistema SI.
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Figura E.1: Con�guraci�on esquematica de la Bobina de Campo Poloidal 1
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Figura E.2: Con�guraci�on esquematica de la Bobina de Campo Poloidal 2
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Figura E.3: Con�guraci�on esquematica de la Bobina de Campo Poloidal 2
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Figura E.4: Esquem�atico "Novillo", PF Coils y plasma
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Figura E.5: Tabla de constantes para f�ormula de Stefan[16]

C�odigo Inductancias propias:

In:c2 = 0.5189*5

Out:2.5945

In:b2 = 0.5189*4

Out:2.0756

In:a2 = 36 + (2.5*0.5189)

Out:37.2973

In:b2/c2

Out:0.8

In:y12 = .84225

In:y22 = .576

In:L2 = (1/10^9)*4*Pi*a2*20*2

((1 + ((3*b2^2 + c2^2)/(96*a2^2)))*

Log[(8 a2/(Sqrt[b2^2 + c2^2]))

- y12 + b2^2*y22/16 a2^2])

Out:0.000685441

In:c1 = 0.5189*3

Out:1.5567

In:b1 = 0.5189*5

Out:2.5945

In:a1 = 15 + (1.5*0.5189)

Out:15.7784

In:b1/c1

Out:0.6

In:y11 = .81823

In:y21 = .3839

In:L1 = (1/10^9)*4*Pi*a1*15*15 ((1 +

((3*b1^2 + c1^2)/(96*a1^2)))*

Log[(8 a1/(Sqrt[b1^2 + c1^2])) -

y11 + b1^2*y21/16 a1^2])

Out:0.00016572

E.2.2. Inductancias mutuas

Para el c�alculo de la inductancia mutua entre PFC se us�o el m�etodo de Lyle's, el cual propone

tratar a las bobinas como conjuntos de dos �lamentos que se encuentran alineados vertical u
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Figura E.6: Vista transversal de bobinas colineales [9]

horizontalemnte dependiendo de la secci�on transversal de la bobina. Bas�andonos en el esquema de

la �gura E.6, Lyle propone que si la dimensi�on b1 de la secci�on transversal es mayor que c1 el radio

equivalente y el desplazamiento axial de la bobina se desprenden de:

(b1 > c1)

r1 = a

(
1 +

1

24

c2
1

a2

)
(E.2)

β2
1 =

b2
1 − c1

12
(E.3)

(b2 > c2)

r2 = a

(
1 +

1

24

c2
2

A2

)
(E.4)

β2
2 =

b2
2 − c2

12
(E.5)

Si la dimensi�on radial c2 es mayor que la dimensi�on axial b2 los radios equivalentes est�an dados

por r2 + δ y r2 − δ, d�onde las expresiones que de�nen estos par�ametros son: (c2 > b2)

r2 = A

(
1 + +

1

24

b2
2

A2

)
(E.6)

δ2
2 =

c2
2 − b2

2

12
(E.7)
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Figura E.7: Tabla inductancias mutuas [9]

(c1 > b1)

r1 = A

(
1 + +

1

24

b2
1

a2

)
(E.8)

δ2
1 =

c2
1 − b2

1

12
(E.9)

A partir de la obtenci�on de estos valores y con base en la tabla E.7 los valores de los radios

y de la distancia entre las bobinas tomar�an los que han sido calculados a partir del m�etodo de

Lyle's, la tabla E.7 s�olo posee las relaciones para el caso especial de con�guraci�on en la �gura E.6,

las dem�as relaciones son evidentes, como es el caso de la con�guraci�on de las bobinas en Novillo .

Posteriormente se procede a calcular la inductacia mutua M a partir de las ecuaciones:

M = f
√
Aa (E.10)

k2 =
(a+ A)2 − d2

(a+ A)2 + d2
(E.11)

que al igual que las inductancias propias vienen de las aproximaciones de las integrales el��pticas

para el c�alculo de las magnitudes magn�eticas. El factor f es tomado a partir de los valores de

aproximaci�on de la tabla E.8.

Por �ultimo la inductancia mutua entre un par de bobinas est�a dada por la siguiente expresi�on,

la cual viene a partir de la sumatoria de todos los c�alculos anteriores:

M = N1N2

(
M13 +M14 +M23 +M24

4

)
(E.12)

C�odigo

*Inductancia mutua entre L1a y L2a
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Figura E.8: Tabla inductancias mutuas [9]
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(*Inductancia mutua,bobina L1a y L2a*) (*Medidas geom�etricas en cm*) (*Inductancias µ H*)

In:c2=0.5189*5

Out:2.5945

In:b2=0.5189*4

Out:2.0756

In:A=36+(0.5189*2.5)

Out:37.2973

In:c1=0.5189*3

Out:1.5567

In:b1=0.5189*5

Out:2.5945

In:a=15+(0.5189*1.5)

Out:15.7784

In:d=0

In:r1=a*(1+(1/24)*(b1^2/a^2))

Out:15.7961

In:deltq=(c2^2-b2^2)/12

Out:0.201943

In:delt=Sqrt[deltq]

Out:0.449381

In:r2=A*(1+(1/24)*(c2^2/A^2))

Out:37.3048

In:betaq=(b1^2-c1^2)/12

Out:0.35901

In:beta=Sqrt[betaq]

Out:0.599174

In:N1=20

In:N2=15

(*M13*)

In:a13=r1

In:A13=r2+delt

In:d13=d+beta

Out:0.599174

In:kq13=((A13-a13)^2+d13^2)/

((A13+a13)^2+d13^2)

Out:0.168241

In:f13=0.005685

In:M13=N1*N2*f13*Sqrt[A13*a13]

Out:41.6495

(*M14*)

In:a14=r1

In:A14=r2-delt

Out:36.8554

In:d14=d+beta

Out:0.599174

In:kq14=((A14-a14)^2+d14^2)/((A14+a14)^2+

d14^2)

Out:0.160088

In:f14=0.005970

in:M14=N1*N2*f14*Sqrt[A14*a14]

Out:43.2137

(*M23*)

In:a23=r1

In:A23=r2+delt

Out:37.7542

In:d23=d-beta

Out:-0.599174

In:kq23=((A23-a23)^2+d23^2)/((A23+a23)^2

+d23^2)

Out:0.168241

In:f23=0.005970

In:M23=N1*N2*f23*Sqrt[A23*a23]

Out:43.7374

(*M24*)

In:a24=r1

In:A24=r2-delt

Out:36.8554

In:d24=d-beta
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Out:-0.599174

In:kq24=((A24-a24)^2+d24^2)/((A24+

a24)^2+d24^2)

Out:0.160088

In:f24=0.005970

In:M24=N1*N2*f24*Sqrt[A24*a24]

Out:43.2137

In:M=(M13+M14+M23+M24)/4

Out:42.9536

*Inductancia mutua entre L1a y L2b

(*Inductancia mutua,bobina L1a y L2b*) (*Medidas geom�etricas en cm*) (*Inductancias µ

H*)

In:c2=0.5189*5

Out:2.5945

In:b2=0.5189*4

Out:2.0756

In:A=36+(0.5189*2.5)

Out:37.2973

In:c1=0.5189*3

Out:1.5567

In:b1=0.5189*5

Out:2.5945

In:a=15+(0.5189*1.5)

Out:15.7784

In:d=50

In:r1=a*(1+(1/24)*(b1^2/a^2))

Out:15.7961

In:deltq=(c2^2-b2^2)/12

Out:0.201943

In:delt=Sqrt[deltq]

Out:0.449381

In:r2=A*(1+(1/24)*(c2^2/A^2))

Out:37.3048

In:betaq=(b1^2-c1^2)/12

Out:0.35901

In:beta=Sqrt[betaq]

Out:0.599174

In:N1=20

In:N2=15

(*M13*)

In:a13=r1

In:A13=r2+delt

In:d13=d+beta

Out:0.599174

In:kq13=((A13-a13)^2+d13^2)/((A13+a13)^2+d13^2)

Out:0.560516

In:f13=0.0010865

In:M13=N1*N2*f13*Sqrt[A13*a13]

Out:7.95992

(*M14*)

In:a14=r1

In:A14=r2-delt

Out:36.8554

In:d14=d+beta

Out:0.599174

In:kq14=((A14-a14)^2+d14^2)/((A14+a14)^2+d14^2)

Out:0.563299

In:f14=0.0010865

in:M14=N1*N2*f14*Sqrt[A14*a14]

Out:7.8646

(*M23*)

In:a23=r1
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In:A23=r2+delt

Out:37.7542

In:d23=d-beta

Out:49.4008

In:kq23=((A23-a23)^2+d23^2)/

((A23+a23)^2+d23^2)

Out:0.550595

In:f23=0.0011374

In:M23=N1*N2*f23*Sqrt[A23*a23]

Out:8.33282

(*M24*)

In:a24=r1

In:A24=r2-delt

Out:36.8554

In:d24=d-beta

Out:49.4008

In:kq24=((A24-a24)^2+d24^2)/

((A24+a24)^2+d24^2)

Out:0.55326

In:f24=0.0011374

In:M24=N1*N2*f24*Sqrt[A24*a24]

Out:8.23304

In:M=(M13+M14+M23+M24)/4

Out:8.0976

*Inductancia mutua entre L1b y L1a

(*Inductancia mutua,bobina L1a y L1b*) (*Medidas geom�etricas en cm*) (*Inductancias µ

H*)

In:c2=0.5189*3

Out:1.5567

In:b2=0.5189*5

Out:2.5945

In:A=15+(0.5189*1.5)

Out:15.7784

In:c1=0.5189*3

Out:1.5567

In:b1=0.5189*5

Out:2.5945

In:a=15+(0.5189*1.5)

Out:15.7784

In:d=50

In:r1=a*(1+(1/24)*(b1^2/a^2))

Out:15.7961

In:r2=A*(1+(1/24)*(c2^2/A^2))

Out:15.7847

In:betaq=(b1^2-c1^2)/12

Out:0.35901

In:beta=Sqrt[betaq]

Out:0.599174

In:N1=15

In:N2=15

(*M13*)

In:a13=r1

In:A13=r2

In:d13=d+2*beta

Out:51.1983

In:kq13=((A13-a13)^2+d13^2)/

((A13+a13)^2+d13^2)

Out:0.724384

In:f13=0.0013585

In:M13=N1*N2*f13*Sqrt[A13*a13]

Out:4.82654

(*M14*)

In:a14=r1
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In:A14=r2

In:d14=d+2beta

Out:51.1983

In:kq14=((A14-a14)^2+d14^2)/

((A14+a14)^2+d14^2)

Out:0.724384

In:f14=0.00108655

in:M14=N1*N2*f14*Sqrt[A14*a14]

Out:3.86017

(*M23*)

In:a23=r1

In:A23=r2

In:d23=d-2beta

Out:48.80178

In:kq23=((A23-a23)^2+d23^2)/

((A23+a23)^2+d23^2)

Out:0.704834

In:f23=0.00119

In:M23=N1*N2*f23*Sqrt[A23*a23]

Out:4.22789

(*M24*)

In:a24=r1

In:A24=r2

In:d24=d-2beta

Out:48.8017

In:kq24=((A24-a24)^2+d24^2)/

((A24+a24)^2+d24^2)

Out:0.704834

In:f24=0.0011374

In:M24=N1*N2*f24*Sqrt[A24*a24]

Out:4.04101

In:M=(M13+M14+M23+M24)/4

Out:4.2389

*Inductancia mutua entre L2b y L2a

(*Inductancia mutua,bobina L2a y L2b*) (*Medidas geom�etricas en cm*) (*Inductancias µ

H*)

In:c2=0.5189*5

Out:2.5945

In:b2=0.5189*4

Out:2.0756

In:A=36+(0.5189*2.5)

Out:37.2973

In:c1=0.5189*5

Out:2.5945

In:b1=0.5189*4

Out:2.0756

In:a=36+(0.5189*2.5)

Out:37.2973

In:d=50

In:r1=a*(1+(1/24)*(b1^2/a^2))

Out:37.3021

In:deltq=(c2^2-b2^2)/12

Out:0.201943

In:delt=Sqrt[deltq]

Out:0.449381

In:r2=A*(1+(1/24)*(c2^2/A^2))

Out:37.3048

In:N1=20

In:N2=20

(*M13*)

In:a13=r1+delt

Out:37.7514
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In:A13=r2+delt

Out:37.7542

In:d13=d

In:kq13=((A13-a13)^2+d13^2)/

((A13+a13)^2+d13^2)

Out:0.304837

In:f13=0.003224

In:M13=N1*N2*f13*Sqrt[A13*a13]

Out:48.686

(*M14*)

In:a14=r1-delt

Out:36.8527

In:A14=r2-delt

Out:36.8554

In:d13=d

In:kq14=((A14-a14)^2+d14^2)/

((A14+a14)^2+d14^2)

Out:0.315144

In:f14=0.003095

In:M14=N1*N2*f14*Sqrt[A14*a14]

Out:45.6253

(*M23*)

In:a23=r1+delt

Out:37.7514

In:A23=r2+delt

Out:37.7542

In:d23=d

In:kq23=((A23-a23)^2+d23^2)/

((A23+a23)^2+d23^2)

Out:0.304837

In:f23=0.003224

In:M23=N1*N2*f23*Sqrt[A23*a23]

Out:48.686

(*M24*)

In:a24=r1-delt

Out:36.8527

In:A24=r2-delt

Out:36.8554

In:d24=d

In:kq24=((A24-a24)^2+d24^2)/

((A24+a24)^2+d24^2)

Out:0.315144

In:f24=0.002971

In:M24=N1*N2*f24*Sqrt[A24*a24]

Out:43.7973

In:M=(M13+M14+M23+M24)/4

Out:8.0976

Inductancia mutua plasma-PF coils (Mp)

Para el caso de la inductancia mutua entre las bobinas de campo poloidal y el plasma, no

es posible obtener por aproximaci�on num�erica el valor de �esta, dado que la inductancia mutua

depende de la posici�on del plasma y es necesario realizar el c�alculo para las integrales el��pticas.

Ya que igualmente es necesario obtener la derivada de �estas para los c�alculos de conttrol,se debe

obtener simb�olicamente el valor de la inductancia. La ecuaci�on para obetenr el valor, junto con la

aproximaci�on de la variable k para las integrales se puede consultar en la referencia [7, p.234], y
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las ecuaciones son:

M1p = Nµ
√
ab

[(
2

k
− k
)
K(k)− 2

k
E(k)

]
(E.13)

k2 =
4ab

(a+ b)2 + d2
(E.14)

donde N es el n�umero de vueltas de la bobina, d es la distancia entre la bobina y el plasma, y a

y b son los radios de la bobina y del plasma indistintamente. Por otra parte K(k) y E(k) son las

integrales el��pticas de segundo y primer orden.

*C�odigo

In:k=Sqrt[4*a*b/((a+b)^2+d^2)]

In:mu=4*Pi*10^-7

In:M=N*mu*Sqrt[ab]*((2/k)-k)*

EllipticK[k*k]-((2/k)*EllipticE[k*k])

In:(*Derivadaparcial de Mp respecto a R*)

In:MR=D[M,a]

In:(*Derivada parcial de Mp respecto a z*)

In:Mz=D[M,d]

(*Mp1*)

In:a=0.23

In:b=0.157784

In:d=0.25

Out:M=1.64341*10^-6

In:MR=D[M,a]/.{a->0.239383,b->0.157784,d->0.25}

Out:5.30144*10^-6

In:Mz=D[M,d]/.{a->0.239383,b->0.157784,d->0.25}

Out:-9.91134*10^-6

(*Mp2*)

In:a=0.23

In:b=0.372973

In:d=0.25

Out:M=5.06863*10^-6

In:MR=D[M,a]/.{a->0.239383,b->0.157784,d->0.25}

Out:0.000030543

In:Mz=D[M,d]/.{a->0.239383,b->0.372973,d->0.25}

Out:-0.0000165523



Ap�endice F

Demostraci�on de la Ecuaci�on Algebraica de

Ricatti

En este ap�endice, la realimentaci�on �optima por medio de un problema de regulaci�on lineal

cuadr�atica (LQR) es formulado y resuelto. Las de�niciones y comprobaciones aqu�� presentadas

fueron tomadas de la referencia [17].Por facilidad de representaci�on, cualquier variable representada

por su "prima", por ejemplo x′ representas la transpuesta de dicha matriz o vector (xT = x′).

El problema del control lineal cuadr�atico tiene sus or��genes en el trabajo de Wiener sobre �ltros

"media-cuadr�aticas(mean quadratic)", para control en las armas de fuego durante la Segunda

Guerra Mundial. Wiener resolvi�o el problema dise�nando �ltros que minimizaran el criterio de error

medio cuadr�atico en la forma:

V = E
{
e2(t)

}
,

donde E(X) denota el valor esperado de la variable aleatoria X. Tomando como principio esta

ecuaci�on de medici�on de desempe�no, en 1958 Kalman y Koepcke, adicionando los modelos en

variables de estado, lo usaron para sintetizar un controlador realimentado para un sistema de

muestreo de datos, usando lo que llamamos ahora Teor��a de Control Lineal Cuadr�atico por

primera vez. El problema considerado por Kalman fue la minimizaci�on del desempe�no cuadr�atico:

V =

T∫
t

(x′Qx+ u′Ru)dτ + x′(T )Mx(T ) (F.1)

108



Ap�endice F. Demostraci�on de la Ecuaci�on Algebraica de Ricatti 109

sujeto a la din�amica lineal de variables de estado:

ẋ = Ax+Bu ,

que es conocido como el problema de regulaci�on �optima cuadr�atica lineal o problema LQR. Las

matrices A y B representan la din�amica del sistema de estados, la matriz Q tiene un signi�cado

f��sico de peso en la rapidez de los estados para converger al equilibrio, la matriz R penaliza el gasto

energ�etico de las entradas (u) y la matriz M penaliza de cercan��a de x(t) cuando se termina de

aplicar el control en t = T , es decir, penaliza el costo de llegada.

Para el caso del modelo en este trabajo el uso de un control LQR es para equilibrar la rapidez

de convergencia de los estados x(t) con la energ��a invertida en las entradas u(t) a �n de encontrar

un punto �optimo.

Este problema fue reducido a la soluci�on de una ecuaci�on diferencial matricial de Riccati en los

a�nos 60's a trav�es de numerosos estudios te�oricos. Las principales ventajas que tiene la teor��a de

control LQR son:

6Permite optimizaci�on sobre intervalos de tiempo �nito.

6Es aplicable a sistemas variantes en el tiempo.

6Trata en una manera relativamente m�as simple los sistemas multivariables.

El problema de la optimizaci�on b�asica consiste en encontrar un control con la forma u = −Kx
que minimice a la forma llamada Grammiano o funci�on de costo, que se encuentra representada

en la ec. (F.1),donde el sistema est�a dado por la ecuaci�on de estados ẋ = Ax + Bu , Q y M son

matrices semide�nidas positivas y R es positiva de�nida.

Generalizando el problema a un caso no lineal, la ecuaci�on (F.1) se reescribe como :

V =

∫ T

t

(l(x, u, τ))dτ +m[x(T )] (F.2)

donde (l(x, u, τ)) = (x′Qx+u′Ru) y m(x) = x′Mx, y la din�amica no lineal de variables en sistema

de estados est�a dada por ẋ = f(x, u, t).
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A continuaci�on, usando el principio de optimizaci�on se deriva una ecuaci�on de optimizaci�on

para el problema presentado arriba.

El principio de optimizaci�on, [17, cap. 2], se�nala que si u∗(τ) (complejo conjugado de u(τ))

es �optima sobre el intervalo [t, T ], comenzando en el estado x(t), entonces u∗(t) es necesarimente

�optima para el subintervalo [t+ ∆t, T ] para cualquier ∆t tal que T − t ≥ ∆t > 0.

Denotando a V ∗(x, t) como el valor m��nimo del desempe�no medido de V cuando el tiempo

inicial es t y el valor inicial de los estados es x(t) = x y teniendo como se�nal de control a u[t, T ]

de�nida sobre el intervalo [t, T ], a partir de la ec. (F.2) tenemos que:

V ∗(x, t) = mı́n
u(t,T )

{∫ T

t

l(x, u, τ)dτ +m[x(T )]

}
. (F.3)

De las propiedades aditivas de las integrales y de lo que se�nala el principio de optimizaci�on se

tiene:

V ∗(x, t) = mı́n
u(t,t+∆t)

{∫ T

t

l(x, u, τ)dτ + V ∗[x(t+ ∆t), t+ ∆t]

}
; (F.4)

la ecuaci�on de Hamilton-Jacobi se�nala que V ∗(x, T ) = m(x) para toda x.

Si aproximamos la ecuaci�on anterior, haciendo una expansi�on multivariable de Taylor de la

expresi�on V ∗[x(t + ∆t), t + ∆t)] sobre el punto (x(t), t), con x(t + ∆t) − x(t) aproximada por

f(x, u, t)∆t obtenemos:

V ∗(x, t) = mı́n
u(t)

{
l(x, u, t)∆t+ V ∗(x, t) +

∂V ∗

∂t
∆t+

[
∂V ∗

∂x

]′
f(x, u, t)∆t+HOT (∆t)

}
(F.5)

De la ecuaci�on anterior, ignorando los t�erminos de alto orden , tomando el l��mite ĺım
∆t−>0

= 1, al

no tener V ∗(x, t) dependencia de u y despejando a ∂V ∗

∂t
tenemos que:

−∂V ∗

∂t
= mı́n

u(t)

{
l(x, u, t) +

[
∂V ∗

∂x

]′
f(x, u, t)

}
(F.6)

Debemos recordar que el m��nimo de una funci�on se obtiene al igualar la primer derivada a cero
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y despejar, en una forma general: mı́nx =
{
x1, x2...xn|df(x)

dx
= 0
}
.

Las matrices A, B, Q, R yM constituyen la entrada al problema de soluci�on del LQR. Tomando

los t�erminos a la derecha de la ec. (F.6) se toman l(x, u, t) = x′Qx+ u′Ru y f(x, u, t) = Ax+Bu

.El primer paso para obtener esta soluci�on es minimizar con respecto de u a la expresi�on:

x′Qx+ u′Ru+

[
∂V ∗

∂x

]′
(Ax+Bu) .

Esta minimizaci�on debe ser hecha estableciendo el gradiente de esta expresi�on, la cual s�olo

consiste de los t�erminos del lado derecho de la eq.(F.6), a un vector cero, o sea ∂
∂u

(
−∂V ∗

∂t

)
= 0.

Estableciendo el gradiente igual a cero y resolviendo para u, queda:

2Ru+B′
∂V ∗

∂x
= 0 , (F.7)

y posteriormente despejando a u se tiene:

u = −1

2
R−1B′

∂V ∗

∂x
. (F.8)

Recordando que el gradiente para una f�ormula cuadr�atica del tipo a′Na+ b′a respecto de a es

igual a 2Na+ b.

Se sabe que una forma integral cuadr�atica evaluada para un sistema lineal es una forma

cuadr�atica en el sistema inicial del estado del sistema; por lo tanto es razonable asumir que :

V ∗ = x′P (t)x , (F.9)

donde P (t) es sim�etrica, y claramente el gradiente de V ∗ es 2P (t)x.

Si V ∗ se encuentra dada en la ec. (F.9) y su gradiente es sustituido en la ec.(F.6) tenemos que:

− xṖx = x′Qx+ PBR−1RR−1B′P + 2x′P (Ax−BR−1B′Px) (F.10)
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y, con un poco de �algebra matricial se obtiene:

− x′Ṗ x = x′(A′P + PA+Q− PBR−1B′P )x . (F.11)

Esto se logra a partir de las identidades matriciales:

�2x′PA = x′(A′P + PA)x ,

�∂V ∗

∂x
= 2Px ,

�∂V ∗

∂x

′
= 2x′P ,

�u = −R−1B′P ,

�u′ = −PBR−1 ,

�−∂V ∗

∂t
= −x′Ṗ x ,

las cuales estan dadas a lo largo de todo el desarollo anterior. La ec.(F.11) tiene la forma de una

ecuaci�on matricial de Ricatti y es analizada como tal, simplemente se lleva a cabo una sustituci�on

de coe�cientes y valores de matrices. Actualmente los softwares de an�alisis num�erico, ya incluyen

funciones prede�nidas que solucionan las ecuaciones matriciales de Ricatti.

El inter�es principal de esta ecuaci�on reside en despejar a la matriz sim�etrica P para sustituirla

en la ganancia del control u. Recordando la expresi�on de un control realimentado,

u = −Kx (F.12)

retomamos el valor de u calculado de la ec. (u) para �nalmente obtener:

K = −1

2
R−1B′2P = −R−1B′P , (F.13)

habiendo llegado as��, a demostrar el origen de la ecuaci�on de control LQR cuya soluci�on consiste

en la soluci�on de una ecuaci�on matricial de Ricatti, para la soluci�on de la ganancia en un control

realimentado en variables de estado.
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