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Resumen

Se estudia el problema de control saturado por retroalimentación de salida para un
reactor qúımico tubular exotérmico (posiblemente inestable a lazo abierto), el cual es
un sistema distribuido espacialmente. Se deben estabilizar los perfiles de concentración
y temperatura por medio de la manipulación de la temperatura de la camisa de en-
friamiento que recubre el reactor, con base en una medición puntual de temperatura.
Se proporciona una solución al problema desde un enfoque constructivo, y utilizan-
do un modelo de dimensión finita, del cual se aprovechan propiedades de pasividad,
observabilidad y bifurcación, obteniendo como resultado un controlador saturado por
retroalimentación de salida tipo PI con: (i) un criterio no local para la ubicación de sen-
sor, (ii) un criterio robusto para la elección de los limites de control, (iii) construcción y
sintonización sistemática, y (iv) un criterio no local de estabilidad robusta en términos
de los ĺımites y ganancias del controlador. Se evalúa el funcionamiento del controlador
para un caso de estudio representativo por medio de simulaciones numéricas
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Presentación

En la actualidad una gran cantidad de sustancias y materiales utilizados en la in-
dustria son producidos a partir de procesos qúımicos que se llevan a cabo en diferentes
tipos de reactores, los cuales suelen presentar comportamientos altamente no lineales,
algunos de los principales objetivos de operar estos sistemas son los siguientes: reducir
costos de producción, aumentar la calidad de los productos y mejorar la seguridad en
la operación del proceso. En el ámbito de control, los objetivos anteriores se traducen
en el cumplimiento de los siguientes aspectos: (i) aumentar la rapidez de convergencia
de las variables reguladas al valor prescrito, (ii) disminuir el error de regulación en
estado permanente, (iii) obtener un sistema de lazo cerrado robusto ante incertidumbre
paramétrica y entradas exógenas variantes en el tiempo, y (iv) obtener esquemas de
control que maximicen la producción. Sin embargo, en general satisfacer todos estos
objetivos es una tarea complicada ya que éstos se contraponen. Debido a lo anterior,
en los últimos años en el ámbito académico se ha realizado una importante cantidad
de investigación en el control de éstos sistemas, con la meta de establecer el mejor
compromiso entre los diferentes objetivos.

Uno de los reactores más utilizados en la industria es el reactor tubular exotérmico,
el cual consiste en un tubo ciĺındrico cubierto por una camisa de enfriamiento, en el
que es inyectado un reactante a cierta temperatura y concentración, éste es convertido
a producto a lo largo del tubo por medio de una reacción qúımica exotérmica, debido
a ésto la concentración y temperatura del reactante están distribuidos espacialmente a
lo largo del eje axial dentro del reactor. Dado que la reacción qúımica produce calor, es
necesario extraer el exceso de éste, para lo cual se inyecta un refrigerante a la camisa
de enfriamiento con el objetivo de regular su temperatura y por medio del intercambio
de calor enfriar el sistema. De acuerdo con lo anterior, el reactor tubular exotérmico
presenta fenómenos que vaŕıan tanto en el tiempo como en el espacio (longitud axial
del reactor) y, por lo tanto éste se modela con ecuaciones diferenciales en derivadas
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1. INTRODUCCIÓN

parciales.

Algunas caracteŕısticas de este tipo de reactor es que puede operar en perfiles esta-
cionarios de temperatura con punto caliente, por lo que es importante operar el sistema
con garant́ıas de seguridad, además de que presenta alta sensibilidad ante variación pa-
ramétrica, por lo que pequeños cambios en el valor nominal de la entrada del sistema
(considerado como parámetro) producen cambios considerables en el perfil de tempe-
ratura (inestabilidad estructural [6]), lo cual puede ser un riesgo en la operación del
sistema. Además, el reactor suele presentar gran variedad de comportamientos no linea-
les como multiplicidad de estados estacionarios, existencia de ciclos ĺımite y fenómenos
de bifurcación, esto es debido a que la reacción qúımica es descrita con funciones no
lineales que en general dependen tanto de la concentración, como de la temperatura
del reactante y que producen un comportamiento no lineal muy variado.

De acuerdo con lo planteado en los párrafos anteriores, el reactor tubular exotérmi-
co es un sistema altamente no lineal el cual debe operar de forma tal que se obtenga
un compromiso aceptable entre los diferentes aspectos a considerar en el desempeño
de éste, por lo tanto, el control de este sistema es un problema muy importante. Los
esquemas de control que se diseñen para estabilizar el reactor deben ser robustos ante
incertidumbre paramétrica y variación en las entradas exógenas y ser capaces de lidiar
con restricciones f́ısicas, como saturación en los actuadores, además de que en general
se requiere que el controlador funcione con una medición de temperatura en alguna
ubicación espećıfica del reactor.

En este trabajo se pondrá especial énfasis en el diseño de un esquema de control que
considere los efectos de saturación en el actuador del reactor, de forma que se eviten
los efectos perjudiciales en el desempeño del sistema en lazo cerrado.

1.2. Estado del Arte

En general, para el estudio de sistemas de dimensión infinita, existen dos enfoques
principales para el análisis y śıntesis de estrategias de control y/o estimación, la primera
consiste en trabajar con el modelo en ecuaciones diferenciales parciales, mientras que
la segunda se basa en utilizar un modelo discretizado espacialmente (el cual es de di-
mensión finita), ya sea por colocación ortogonal, diferencias finitas o algún otro método.

En cuanto al enfoque en que se utilizan modelos de dimensión infinita, en la literatu-
ra existe una gran cantidad de trabajos sobre análisis, control y estimación de sistemas
distribuidos no lineales, por ejemplo en [41] se presentan resultados sobre la controlabi-
lidad y estabilización para una clase de sistemas distribuidos (hiperbólicos) tanto para
el caso nominal como para el caso perturbado, por otro lado, en [31] se presenta un
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1.2 Estado del Arte

análisis para ubicación de sensores y actuadores puntuales en sistemas distribuidos. En
[11] se muestra el diseño de esquemas de control y estimación para la estabilización de
sistemas distribuidos lineales con base en técnicas de backstepping-forwarding, además
de la construcción de funcionales de Lyapunov para mostrar estabilidad exponencial.
En cuanto a lo referente a procesos qúımicos distribuidos, en [14] se presenta un pano-
rama general para el control de sistemas que modelan procesos en donde se presentan
fenómenos de transporte y difusión, sin embargo las mediciones se consideran distribui-
das, además de que varios de los métodos utilizados reducen el sistema en ecuaciones
en derivadas parciales a ecuaciones diferenciales ordinarias.

En la teoŕıa concerniente a ingenieŕıa de reactores qúımicos, [55], [18], [7], [40],
existen trabajos en los que se cuestiona el uso de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales para modelar reactores qúımicos tubulares, ya que una de las suposiciones
importantes para utilizar estos modelos es que dentro del rector la mezcla es cuasi ho-
mogénea, es decir, que las sustancias dentro del reactor se encuentran en una sola fase.
Sin embargo, es usual que en aplicaciones reales el reactante sea una sustancia ĺıquida
o en fase gas y además se utilicen part́ıculas de catalizador relativamente grandes (1
cm de diámetro), debido a ésto, por lo que el medio no es cuasi homogéneo, y por tanto
un modelo discreto o por etapas es suficiente. El número de nodos de discretización a
utilizar se puede acotar por debajo de tal forma que se retengan los mecanismos fun-
damentales de dispersión, y por arriba de tal forma que se evite cálculo computacional
excesivo por la suposición de que el medio es homogéneo. En concordancia con estos
argumentos, han surgido trabajos en los que se diseñan modelos de baja dimensión para
reactores tubulares con dinámica compleja [9], y otros en los que se diseñan esquemas
de control para el modelo discretizado del reactor tubular [45].

En la literatura concerniente a diseño de esquemas de control en los que se consi-
deran los efectos de saturación en actuadores hay una gran cantidad de trabajos, en
sistemas lineales existen varios enfoques, en [61] se presenta un resumen de las técni-
cas más utilizadas las cuales se basan en el uso de desigualdades matriciales lineales
y técnicas de optimización, mientras que para sistemas no lineales se han explorado
técnicas de control acotado por linealización por retroalimentación de estado basado
en observador [35], aplicaciones de control adaptable [34] y técnicas basadas en teoŕıa
de Lyapunov [23]. Sin embargo, en lo que respecta a control acotado para sistemas
distribuidos, y en espećıfico reactores tubulares existen relativamente pocos trabajos,
principalmente se encuentran aplicaciones de control predictivo [21], [15], [48], además
de control por precompensación [66], [43], en estos trabajos se utilizan aproximaciones
de dimensión finita. Mientras que en [30] se utiliza un algoritmo de búsqueda de extre-
mos adaptable para estabilizar un modelo distribuido de un reactor tubular que solo
considera fenómenos de convección y que tiene restricciones en la entrada.

Por otro lado, en la industria los reactores tubulares exotérmicos son estabilizados
por medio de controladores tipo PI, [56], [33], [57] los cuáles utilizan sólo mediciones
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1. INTRODUCCIÓN

de temperatura en posiciones espećıficas del reactor. Este tipo de controladores son
robustos ante incertidumbre paramétrica, y de implementación sencilla, sin embargo,
el diseño y operación de los mismos depende de la acumulación de experiencia por
el operador. En estos esquemas de control, para evitar los efectos de encuerdamiento
(windup) por saturación del control se utilizan esquemas sencillos tipo cálculo hacia
atrás (back calculation) o conmutación de la acción integral en control PID (clamping)
[8]

1.3. Motivación

Del estado del arte presentado se puede concluir que en el área de control de proce-
sos qúımicos en la industria se utilizan controladores relativamente sencillos tipo PI con
esquemas de anti encuerdamiento (wind-up) para minimizar los efectos de saturación
de los actuadores en el desempeño de lazo cerrado, y que este tipo de esquemas son
suficientes para el correcto funcionamiento de este tipo de sistemas. Sin embargo, el
desarrollo y mejora de estos esquemas debido a la experiencia acumulada en la opera-
ción de estos sistemas es lenta y no se tiene un perspectiva clara de cómo se pueden
diseñar y sintonizar de forma sistemática y general los controladores utilizados. Por
lo tanto resulta importante proponer soluciones al problema de control saturado de
reactores qúımicos desde una perspectiva teórica y rigurosa utilizando las herramientas
disponibles en la teoŕıa de análisis y control de sistemas no lineales, pero con el objetivo
de obtener esquemas de control sencillos, similares a los utilizados en la industria y con
reglas sistemáticas de diseño y sintonización claras, además de criterios simples de otros
aspectos relevantes para el correcto funcionamiento del sistema en lazo cerrado, como
la ubicación de sensor y algún criterio para la elección de los limites de saturación del
controlador.

1.4. Planteamiento del problema

El problema a resolver en la tesis consiste en diseñar un control saturado por re-
troalimentación de salida, que estabilice robustamente (en el sentido de estabilidad
práctica [58] y estructural [6]) los perfiles de temperatura y concentración del sistema
en los perfiles prescritos. El controlador debe ser lo más sencillo posible en términos de
no linealidad, dimensión y dependencia del modelo, además se deben establecer reglas
sencillas de sintonización de las ganancias del controlador, aśı como un criterio para
elegir los limites de saturación del control, con garant́ıa de que el efecto de la saturación
no se refleje en la aparición de puntos cŕıticos atractores indeseados en lazo cerrado, y
un criterio de ubicación de sensor.
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1.5 Contribuciones

1.5. Contribuciones

La principal contribución de este trabajo consiste en la presentación de un esquema
de control saturado por retroalimentación de salida que establece una conexión clara
entre la teoŕıa de control avanzado y el control convencional utilizado en la industria,
se mostrará una equivalencia clara entre el controlador diseñado y esquemas de control
tipo PI con anti encuerdamiento basado en observador, además se dará un criterio no
local para la ubicación del sensor, lo cual concuerda con estudios previos en control y
observación de este tipo de sistemas pero de validez local. Otra aportación importante
es la presentación de un criterio para elegir los ĺımites de saturación de tal forma que
en lazo cerrado el sistema no tenga puntos cŕıticos atractores más allá del prescrito y se
asegure estabilidad práctica robusta del estado estacionario prescrito. Finalmente, una
contribución importante es la solución del problema de forma manejable utilizando la
teoŕıa disponible para análisis de sistemas no lineales de dimensión finita, con base en
el uso de un modelo discreto que aproxima de forma adecuada el sistema distribuido y
con la ventaja de que el diseño se puede realizar de forma sistemática. El controlador
diseñado presenta las ventajas del control convencional, es decir, tiene una estructura
sencilla, es de fácil implementación y no depende de los parámetros del modelo, además
que el diseño es sistemático, al igual que las reglas de sintonización de las ganancias
del controlador.

1.6. Estructura de la tesis

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente forma: en el caṕıtulo 2 se presenta
la formulación técnica del problema de control saturado del reactor tubular, se introduce
el modelo del sistema y las consideraciones que se deben establecer para el diseño
del controlador. En el caṕıtulo 3 se introduce el modelo discreto que se utilizará, se
analizan las propiedades de lazo abierto del éste y se aprovechan para el diseño de
un controlador saturado por retroalimentación de estado que servirá como referente
teórico, y posteriormente se construye un controlador saturado por retroalimentación
de salida basado en un algoritmo de estimación; además se obtendrán los criterios para
ubicación de sensor y selección de ĺımites del control, y se presentan algunos resultados
de simulación. En el cuarto caṕıtulo se rediseñará el control obtenido en el caṕıtulo3
con el objetivo de obtener un controlador sencillo orientado a aplicación y se realizarán
algunas simulaciones para mostrar la efectividad y robustez de este controlador. En
el caṕıtulo 5 se presentan algunas consideraciones sobre la posibilidad de implementar
el controlador diseñado en sistemas de dimensión infinita y las implicaciones que esto
representa. Finalmente en el caṕıtulo 6 se darán las conclusiones finales del trabajo y
posibles ĺıneas de investigación a futuro relacionadas con lo realizado en esta tesis.
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Caṕıtulo 2

El Problema de Control

En este caṕıtulo se presenta el problema de control por retroalimentación de salida
del reactor continuo espacialmente distribuido del tipo exotérmico tubular con sistema
de enfriamiento desde una perspectiva de control industrial, posteriormente se presen-
ta la formulación técnica del problema, primero se introduce el modelo en derivadas
parciales, y su versión adimensional, posteriormente se establece la estructura del con-
trolador a diseñar, y finalmente se muestran algunas simulaciones de la dinámica de
lazo abierto del sistema.

2.1. El Reactor Tubular

Consideremos el reactor tubular homogéneo con mezclado axial no adiabático, como
el mostrado en la Figura 2.1, en el cual es introducido un reactante, a concentración
Ce, temperatura Te y flujo volumétrico q, y es convertido a producto por medio de
una reacción qúımica irreversible con tasa de reacción R(C, T ). Dentro del reactor,
el reactante se encuentra a concentración, C(S, t′) y temperatura, T (S, t′), que vaŕıan
tanto en el tiempo t′ como en el dominio espacial S del reactor. El modelo del reactor
tubular utilizado en este trabajo se basa en las siguientes suposiciones [39]:

La concentración C y la temperatura T de reactante, son funciones que sólo
dependen de la dirección axial S y del tiempo t′.

Existe difusión de masa y calor, los cuales se modelan con las leyes de Fick y
Fourier, respectivamente, se consideran coeficientes de dispersión másico DM y
térmico DH .

Se extrae calor del sistema por medio de una camisa de enfriamiento que recubre
el reactor, la cual se encuentra a una temperatura Tc en toda su longitud.

Bajo suposiciones estándar en ingenieŕıa de reactores qúımicos, los balances dinámi-
cos de materia y enerǵıa llevan al siguiente modelo en ecuaciones diferenciales en deri-

7



2. EL PROBLEMA DE CONTROL

Figura 2.1: Reactor qúımico exotérmico tubular con control PI

vadas parciales (EDP) del tipo parabólicas

∂Ct′ = DM∂
2
SC − ν∂SC −R(C, T ), 0 < S < L, t′ > 0, (2.1a)

∂Tt′ = DH∂
2
ST − ν∂ST +

(−∆H)

ρcp
R(C, T )− PU

Aρcp
(T − Tc), (2.1b)

DM∂SC = ν
[
C(0, t′)− Ce(t′)

]
, DH∂ST = ν

[
T (0, t′)− Te(t′)

]
, S = 0, (2.1c)

∂SC = 0, ∂ST = 0, S = L, (2.1d)

C(S, 0) = Cin(S), T (S, 0) = Tin(S), (2.1e)

en donde se utiliza la notación ∂p(·) = ∂(·)
∂p , (2.1c) y (2.1d) son las condiciones de fron-

tera, y (2.1e) los perfiles inicial de concentración y temperatura, además t′ es el tiempo
medido en segundos, DM y DT , son los coeficientes de dispersión másica y térmica, ν
es la velocidad del reactante a través del reactor y se asume constante.

Definiendo las siguientes variables adimensionales

c =
C

Cr
, ce =

Ce
Cr

τ =
T

Tr
, τe =

Te
Tr

τc =
Tc
Tr
, v =

ν

νr
s =

S

L
, t =

νr
L
t′,

(2.2)
en donde Cr, Tr y νr son valores de referencia de la concentración, temperatura y
velocidad de la mezcla de reacción a través del reactor, el sistema en EDP se puede
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2.1 El Reactor Tubular

reescribir como (detalles en el Apéndice A)

∂tc = dm∂
2
s c− q∂sc− r(c, τ), 0 < s < 1, t > 0, (2.3a)

∂tτ = dh∂
2
sτ − q∂sτ + βr(c, τ)− δ(τ − τc), (2.3b)

∂sc =
q

dm
[c(s, t)− ce(t)] , ∂sτ =

q

dh
[τ(s, t)− τe(t)] , s = 0, (2.3c)

∂sc = 0, ∂sτ = 0, s = 1, (2.3d)

c(s, 0) = cin(s), τ(s, 0) = τin(s), (2.3e)

en donde dm y dh son los coeficientes de dispersión másica y térmica, q es la tasa de
dilución, β es la temperatura adiabática, y δ el coeficiente de intercambio de calor.
Además se sabe que las variables del reactor toman valores en conjuntos bien definidos,

ce(t) ∈ Ce =
[
c−e , c

+
e

]
, τe(τ) ∈ Te =

[
τ−e , τ

+
e

]
, τc(t) ∈ U =

[
τ−c , τ

+
c

]
,

q(t) ∈ Q =
[
q−, q+

]
, c(t, s) ∈ C =

[
0, c+

e

]
τ(t, s) ∈ T =

[
τ−, τ+

]
,

0 ≤ r(c, τ) ≤ r+, r(0, τ) = 0, r(c,∞) = r∞(c)

Usualmente en este tipo de reactores, se desea regular la concentración c(s, t) a la
salida del reactor, por medio de un controlador que modifica la temperatura de camisa
τc el cual es accionado por la medición de la temperatura en algún punto del reactor,
τ(sm, t). El controlador debe ser robusto ante cambios en la tasa de dilución q(t) y
temperatura del flujo de entrada τe(t), que son medibles y la concentración del flujo
de entrada ce(t), no medible. De acuerdo a lo mencionado anteriormente, el modelo
distribuido (2.3) puede reescribirse en forma compacta de operadores como,

∂tXXX = OOOXXX(XXX, ddd, w, u), XXX(s, 0) = XXX0(s), (2.4a)

Y = τ(sm, t), (2.4b)

Z = c(1, t) (2.4c)

en donde XXX(s, t) = [c(s, t), τ(s, t)]> contiene los perfiles dinámicos de concentración y
temperatura, u = τc es la entrada de control, ddd = [q , τe]

> es la entrada exógena medi-
ble, w = ce es la entrada exógena no medible, Y es la salida medible y Z es la salida
regulada, además OOOX es un operador que actúa en la distribución espacial XXX y en las
entradas ddd, w y u.

Cuando las entradas exógenas y el control toman su valor nominal, ddd = d̄dd, w = w̄
u = ū, el conjunto de perfiles de estado estacionario de concentración c̄(s) y temperatura
τ̄(s), está dado por el siguiente problema de valores en la frontera,

0 = OOOXXX(XXX, ddd, w, u) (2.5a)

Ȳ = τ̄(sm) (2.5b)

Z̄ = c̄(1) (2.5c)
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2. EL PROBLEMA DE CONTROL

el cual puede tener multiplicidad de soluciones dependiendo de los parámetros del mo-
delo [64], por lo que se puede presentar multiplicidad de perfiles estacionarios, los cuales
pueden ser estables o inestables. Además, es conocido que en este tipo de sistemas cuan-
do se implementa un controlador saturado, y en el diseño no se considera alguna forma
adecuada para lidiar con la saturación, es posible que en lazo cerrado se puedan pre-
sentar puntos de equilibrio indeseados [3]. Por lo tanto en el diseño del controlador se
debe tener en cuenta la posible saturación de la señal de control.

2.2. Problema de Control Saturado

El problema a resolver consiste en diseñar un controlador dinámico saturado que
solo requiera mediciones de la salida y(t) = τ(sm, t), con sm a ser determinado, con la
siguiente estructura,

ẋxxc = fff c(cx, y), xxxc(0) = xxxc0, u = $s(xxxc, y), dim(xxxc) = nc, (2.6)

en donde

$s(xxxc, y) = sat [$(xxxc, y)] =


τ+ si $(xxxc, y) > τ+

c

$(xxxc, y) si τ−c ≤ $(xxxc) ≤ τ+
c

τ− si $(xxxc, y) < τ−c

, (2.7)

(·)s := sat (·) denota la saturación de (·), y es la salida de temperatura, cuya ubicación
sm será determinada posteriormente, xxxc es el estado del controlador, fff c y $ son en
general funciones no lineales, y τ−c , τ+

c , son los ĺımites inferior y superior del contro-
lador, los cuales serán determinados posteriormente. Accionado por la salida medida
y, el controlador (2.6) debe ajustar la temperatura de camisa τc, de tal forma que las
trayectorias xxxa(t) del correspondiente sistema de lazo cerrado,

∂tXXX = OOOXXX [XXX, ddd, w,$s(xxxx, y)] , XXX(s, 0) = XXX0(s), (2.8a)

ẋxxc = fff c(cx, y), xxxc(0) = xxxc0, (2.8b)

xxxa =
[
XXX>, xxx>c

]>
, (2.8c)

se aproxime asintóticamente a: (i) el estado estacionario aumentado prescrito x̄xxa =[
X̄XX(s)>, 000>

]>
como el único atractor robustamente estable, cuando las entradas exóge-

nas medibles y no medibles operan en su valor nominal, i.e., ddd = d̄dd, w = w̄; o (ii) un
conjunto compacto alrededor de x̄xxa, cuyo radio depende de los ĺımites de los conjuntos
en los que están definidas las entradas exógenas ddd(t) y w(t) cuando son variantes en el
tiempo.
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2.3 Caso de estudio

De forma concisa, el problema de control saturado consiste en diseñar o elegir el
conjunto S el cual determina el controlador (2.6), en donde,

S =
{
fff c, $s, τc−, τ+

c

}
,

de tal forma que el sistema en lazo cerrado (2.8a) satisfaga la propiedad de estabilidad
práctica.

El problema se abordará desde un enfoque constructivo [23], [54], el cual ha sido
utilizado en la śıntesis de controladores para sistemas qúımicos [28], y biológicos [51],
[52], [50]. EL enfoque constructivo se basa en explotar las caracteŕısticas fundamentales
del sistema (existencia de conjuntos invariantes debidos a los principios de conservación
y fenómenos de bifurcación), y propiedades como pasividad y observabilidad.

Algunos objetivos particulares del diseño del controlador son los siguientes:

Identificar las condiciones de resolubilidad del problema y darles una interpreta-
ción f́ısica.

Obtener un controlador que sea lo más sencillo posible y que dependa poco del
modelo, con el objetivo de relacionar el diseño resultante utilizando teoŕıa de
control avanzado, con las técnicas utilizadas en control convencional, es decir,
control tipo PI con anti encuerdamiento, en donde en espećıfico el conjunto S

correspondiente es de la forma

SPI =

{
1

Ti
(y − ȳ)− 1

kpTa
(us − u) , −kp (y − ȳ + xc) , u

−, u+

}
,

en donde el primer elemento correspondiente a fc es la parte dinámica del contro-
lador, que en este caso es la parte integral y un término de anti encuerdamiento
del tipo “cálculo hacia atrás” [8], mientras que el mapa de salida $s es la suma
del término proporcional y los integrales; y los ĺımites del control son u− y u+.

Establecer condiciones de estabilidad no local de lazo cerrado en términos de las
ganancias del controlador y los ĺımites de saturación (τ−c y τ+

c ), además de reglas
de sintonización sencillas.

Identificar el compromiso entre robustez, velocidad de regulación, ganancias del
controlador y esfuerzo de control.

Realizar la verificación del funcionamiento del controlador por medio de simula-
ción numérica del controlador diseñado con un caso de estudio representativo.

2.3. Caso de estudio

En esta sección se presenta el caso de estudio que se utilizará para el diseño del
controlador, y en el cual se harán las simulaciones correspondientes. Considerando el
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modelo (2.3), con los parámetro y valores nominales de las entradas mostrados en la Ta-
bla 2.1, tomados de [64], y considerando que dentro del reactor se produce una reacción
qúımica irreversible, se utiliza una tasa de reacción de primer orden en concentración
y con función tipo Arrhenius en temperatura, dada por

R(C, T ) = Ckee
− Ea
RgT ,

en donde ke es un factor preexponencial, Ea es la enerǵıa de activación y Rg es la
contante de los gases ideales. La versión adimensional de la tasa de reacción anterior
es la siguiente (ver Apéndice A),

r(c, τ) = eφ−γ/τ . (2.9)

La tasa de reacción elegida, a pesar de su simplicidad produce un comportamiento
dinámico global no lineal, pues en este sistema se pueden presentar fenómenos como
multiplicidad de estados estacionarios, existencia de ciclos ĺımites, alta sensibilidad pa-
ramétrica, y otro tipo de dinámicas no lineales reportadas en diversos trabajos sobre
este tipo de reactores, [63], [27].

Con los parámetros mencionados y la tasa de reacción (2.9) los perfiles estacionarios
del reactor están dados por el problema de valores en la frontera (2.5a), cuya solución
se obtuvo de forma numérica, y que resulta en la existencia de cinco pares de perfiles
estacionarios, los cuales se muestran en la Figura 2.2, los pares 1, 3 y 5 son estables,
mientras que los 2 y 4 son inestables [64]. Es importante mencionar que el caso de estu-
dio considerado en este trabajo representa un caso extremo (debido a la multiplicidad
y distribución de los perfiles estacionarios) por lo que si se logra estabilizar este sistema
con el controlador que se diseñará, será posible estabilizar otros sistemas similares sean
estables o inestables a lazo abierto.

En aplicaciones industriales se requiere que la concentración de salida sea pequeña
ya que esto implica alta conversión de reactante a producto, para lo cual es necesario
que el sistema opere en perfiles de temperatura alta, sin embargo esta se debe mantener
en un rango de valores seguros para evitar condiciones de riesgo, por lo tanto se elige
como perfil prescrito el par de perfiles estacionarios 4 (inestable a lazo abierto), ya
que presenta una alta conversión y además valores de temperatura seguros en todo el
dominio espacial.

Para tener una idea cualitativa de la distribución de los perfiles de estado estacio-
nario y su dinámica en el espacio de estados del reactor, en la Figura 2.3 se presentan
la proyección en dos dimensiones de las trayectorias de concentración y temperatura
a la salida del reactor, c(1, t) y τ(1, t). Se observan 5 puntos de equilibrio asociados a
la concentración y temperatura a la salida de los pares de perfiles de concentración y
temperatura, los puntos 1, 3 y 5 corresponden a los pares de perfiles estables, mientras
que los puntos 2 y 4 a los inestables. También, en la Figura 2.4 se presenta la evolución
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2.4 Resumen

Śımbolo Parámetro Valor Definición

β (−∆H)Cr
ρcpTr

0.5 Incremento de temperatura adimensional

φ ln(LR(Cr,Tr)
νrCr

eγ) 22.2 Número de Damköhler

δ U(PL)
ρcp(Aνr)

1 Coeficiente de transferencia de calor

dm
DM
νrL

0.2 Coeficiente de dispersión másica

dh
DH
νrL

0.2 Coeficiente de dispersión térmica

γ EA
RgTR

= εA
Tr

25 Enerǵıa de activación adimensional

Tabla 2.1: Parámetros del modelo en EDP

Entrada Valor Nominal Definición

q̄ 1 Tasa de dilución

c̄e 1 Concentración del flujo de entrada

τ̄e 1 Temperatura del flujo de entrada

τ̄c 1 Temperatura de la camisa de enfriamiento

Tabla 2.2: Valores nominales de las entradas adimensionales del rector tubular

temporal de la concentración y temperatura a la salida del reactor, c(1, t) y τ(1, t),
respectivamente, para diferentes perfiles iniciales, de tal forma que se tenga una idea
cualitativa de la dinámica a lazo abierto del reactor tubular, se observa que para el
par de perfiles 1, que corresponden a baja producción y baja temperatura el sistema se
establece en no más de cinco tiempos de residencia, al igual que para el par de perfiles
3 (alta producción, alta temperatura a la salida) mientras que para el par de perfiles
5 (alta producción y perfil de temperatura con punto caliente), se requieren más de 15
tiempos de residencia para que el sistema llegue al estado estacionario.

2.4. Resumen

En este caṕıtulo se realizó una descripción cualitativa del funcionamiento el reactor
tubular considerado, se introdujo el modelo en derivadas parciales y su versión adimen-
sional. Posteriormente se planteó el problema de diseño de un controlador saturado por
retroalimentación de salida para estabilizar el reactor tubular en algún par de perfiles
de concentración y temperatura prescritos. Finalmente se presentó el caso de estudio
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Figura 2.2: Perfiles estacionarios de concentración y temperatura a lazo abierto
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Figura 2.3: Plano de fase de concentración y temperatura a la salida del reactor tubular

a lazo abierto

que se utilizará para el diseño del controlador y realizar simulaciones, se mostraron los
perfiles de estado estacionario a lazo abierto, se determinó cual de éstos es el que se
estabilizará, y se presentaron algunas simulaciones de lazo abierto.
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Figura 2.4: Evolución temporal de concentración y temperatura a la salida del reactor

tubular en lazo abierto
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Caṕıtulo 3

Diseño con Control Avanzado

En este caṕıtulo se realizará el diseño del esquema de Control Saturado por Re-
troalimentación de Salida con teoŕıa de control avanzado, primero se introducirá la
discretización del modelo distribuido para obtener un modelo de dimensión finita, se
realizará una discusión sobre el por qué se prefiere trabajar con un modelo por etapas
por encima del modelo en ecuaciones diferenciales parciales. Se realizará el análisis de
las propiedades de lazo abierto del modelo discreto (estado estacionario, conjuntos in-
variantes y diagramas de bifurcación). Posteriormente, con miras a diseñar un control
pasivo por retroalimentación de estado, se analizará bajo qué condiciones esto es posi-
ble, poniendo especial atención en los criterios de ubicación de sensor, y se procederá
a diseñar el controlador y analizar los efectos de la saturación en el sistema de lazo
cerrado, para establecer un criterio de selección de los ĺımites del control y se probará
la estabilidad del lazo cerrado con base en el principio de reducción de Seibert.

Una vez que se tenga diseñado el controlador pasivo, se procederá a implementar un
observador que junto con el controlador pasivo conformarán un controlador saturado
por retroalimentación de salida basado en observador, y se analizarán las ventajas y
desventajas de este controlador en perspectiva con el tipo de controladores utilizados
en la industria para resolver el problema de control saturado para reactores qúımicos.

3.1. Enfoque de modelo por etapas

El uso de modelos por etapas (también denominado de celdas o discreto) para siste-
mas distribuidos en el modelado de sistemas reactivos fue una alternativa sumamente
utilizada cuando la capacidad de cómputo disponible era limitada y muchas veces era
necesario realizar algunas suposiciones sobre los modelos para ahorrar esfuerzo compu-
tacional en la caracterización de este tipo de sistemas, [7], [18], [55]. Sin embargo este
enfoque se volvió útil en el estudio de los fenómenos de dispersión en reactores tubulares
[40], y en la literatura disponible los modelos distribuidos y discretizados se utilizan por
igual, incluso se dice que un reactor tubular real es mejor aproximado por un modelo de
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3. DISEÑO CON CONTROL AVANZADO

celdas con un número mı́nimo de celdas determinado por el coeficiente de dispersión, y
un máximo dado por la relación entre el diámetro del reactor y el diámetro de part́ıcula.

De acuerdo con este enfoque, el reactor tubular puede ser modelado por una dis-
cretización por diferencias finitas del modelo en EDP (2.3) con una malla del dominio
espacial con un número interno de nodos en el siguiente intervalo,

PeT /2 ≈ N− ≤ N ≤ N+ ≈ L/dp,

en donde PeT = 1
dh

es el número de Peclet térmico, L es la longitud del reactor y dp es

el diámetro de part́ıcula. El número mı́nimo de etapas N− es necesario para asegurar
que el aporte fundamental de los mecanismos de dispersión y convección térmicos son
capturado [55], mientras que el número máximo de etapas N+ reduce la excesiva carga
computacional por la suposición de pseudo homogeneidad del fluido de reactante, la
cual es importante para que el modelo en EDP sea válido [17]. Para el caso de es-
tudio que se abordará en este trabajo se tiene que N− = 3, y en [46] se mostró que
efectivamente con 3 nodos de discretización se retiene el comportamiento cualitativo
fundamental (multiplicidad y estabilidad).

Por otro lado la teoŕıa sobre análisis y control de sistemas no lineales en EDP [14] es
limitada en comparación con la teoŕıa existente para sistemas de dimensión finita [36],
[38], [54]; es por esto que a continuación se introduce un modelo discreto del reactor
tubular, sobre el cual será diseñado el esquema de control saturado.

3.2. Modelo discreto

De acuerdo con lo mencionado anteriormente, se realizó la discretización por dife-
rencias finitas con una malla interna de N nodos sobre el dominio espacial del modelo
distribuido (2.3), para el operador ∂ss se utilizaron diferencias centradas, mientras que
para ∂s se utilizaron diferencias hacia atrás y para las condición de frontera, en s = 0
se utilizaron diferencias hacia adelante y en s = 1 hacia atrás, con lo cual se obtuvo el
siguiente modelo de dimensión finita n = 2N ,

ċi = ϑm∆2ci − θ∆−ci − r(ci, τi) := fci(ci−1, ci, ci+1, τi, θ, ϑm), 1 ≤ i ≤ N, (3.1a)

τ̇i = ϑh∆2τi − θ∆−τi − δ(τi − τc) + βr(ci, τi) := fτi(ci, τi−1, τi, τi+1, θ, ϑm), (3.1b)

∆+ci =
θ

ϑm
(ci − ce), ∆+τi =

θ

ϑh
(τi − τe), i = 0 (3.1c)

∆−ci = 0, ∆−τi = 0, i = N + 1 (3.1d)

ci(0) = ci0, τi(0) = τi0, (3.1e)

z = cN , y = τm, 1 ≤ m ≤ N, u = τc, ddd = [τe, θ]
>, w = ce, (3.1f)
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en donde θ = Nq, ϑm = N2dm y ϑh = N2dh y los operadores en diferencias se definen
como,

∆+(·)i = (·)i+1 − (·)i, ∆−(·)i = (·)i − (·)i−1, ∆2(·)i = (·)i+1 − 2(·)i + (·)i−1.

Incorporando las condiciones de frontera (3.1c) y (3.1d), al par de concentraciones
y temperaturas para i = 1 e i = N , respectivamente, se obtiene lo siguiente

ẋxx1 = fff1(xxx1,xxx2, ddd, w, u), xxx1(0) = xxx10

ẋxxi = fff i(xxxi−1,xxxi,xxxi+1, ddd, u), xxxi(0) = xxxi0, 1 < i < N

ẋxxN = fffN (xxxN−1,xxxN , ddd, u), xxxN (0) = xxxN0

y = cccymxxxm, 1 ≤ m ≤ N
z = ccczNxxxN

en donde,

xxx =
[
xxx>1 , . . . , xxx

>
N

]>
, xxxi = [ci, τi]

>

fff =
[
fff>i , . . . , fff

>
N

]>
, fff i = [fci, fτi]

para i = 1, . . . , N , las definiciones de las funciones fff i se encuentran en el Apéndice A.
Finalmente en forma compacta el modelo discreto se puede reescribir como,

ẋxx = fff(xxx,ddd, w, u), xxx(0) = xxx0 (3.2a)

y = cycycyxxx = τm (3.2b)

z = czczczxxx = cN , (3.2c)

u = τc, ddd = [τe, q]
>, w = ce (3.2d)

En adelante, para el análisis de la dinámica del modelo discreto (3.1) se utilizarán
N nodos de discretización, por lo que la dimensión correspondiente es n = 2N . Para
realizar las simulaciones y construir algunos diagramas útiles basados en el modelo dis-
creto se usará un número finito de nodos. El criterio que se utilizará para determinar el
número de nodos será el de comparar el error paramétrico del modelo (2.3) (los paráme-
tros presentados en Tabla 2.1 son nominales), con el error que se obtiene al aproximar
el sistema con aproximaciones de dimensión finita. De acuerdo con lo anterior, conside-
rando las cotas mayor y menor de error en los parámetros a los que el modelo es más
sensible, se determinaron los perfiles estacionarios de interés del sistema distribuido,
con lo cual se obtiene una banda de incertidumbre, si los pares de secuencias estaciona-
rias del modelo discreto (3.1) obtenidos con cierto número de nodos están contenidos
dentro de la banda de incertidumbre, entonces el error de aproximación es compara-
ble con el error paramétrico, y por lo tanto se tiene una aproximación suficientemente
buena. Este criterio ha sido utilizado en otros trabajos en los que se busca aproximar
modelos de dimensión infinita por medio de modelos en diferencias finitas en donde el
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Figura 3.1: Banda de incertidumbre y perfil aproximado con N = 30 nodos de discreti-

zación

mallado es no homogéneo, [12].

En la Figura 3.1 se muestran los perfiles estacionarios del sistema distribuido (2.3)
con los valores extremos en los parámetros a los que el modelo es más sensible (±10 %
de los números de dispersión, β±5 %, δ±5 %, y γ±0.01 %) con los cuales se conforma
la banda de incertidumbre, a su vez se presentan los perfiles de concentración y tempe-
ratura nominales, que se determinaron utilizando el Toolbox de Matlab para resolver
ecuaciones diferenciales parciales, y también se muestran los perfiles interpolados obte-
nidos del modelo discreto (3.1) con 30 nodos de discretización, i.e., N = 30. Se observa
que la aproximación discretizada y con parámetros nominales está contenida en la ban-
da de incertidumbre, por lo que el error de aproximación por utilizar diferencias finitas
es suficientemente pequeño en comparación con el error obtenido por la incertidumbre
paramétrica. Por lo tanto, en adelante para construir algunos diagramas importantes,
y realizar simulaciones se utilizará el modelo discreto con 30 nodos.

3.3. Dinámica a lazo abierto

En esta sección presenta el análisis de las propiedades de lazo abierto del mode-
lo (3.2), se caracteriza la multiplicidad de estados estacionarios y su estabilidad local
mediante la combinación de un método de eliminación de ecuaciones algebraicas y un
método gráfico conocido como diagrama de Van Heerden, además se muestra que las
trayectorias del reactor están contenidas en un conjunto invariante de concentraciones
y temperaturas, también se caracteriza la dependencia de la multiplicidad de estados
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estacionarios con respecto al valor nominal del control y finalmente se muestran algunas
propiedades útiles del modelo para el posterior diseño del controlador y la ubicación
del sensor de temperatura (grado relativo y dinámica cero).

Se toma como partida el modelo (3.2) en forma expĺıcita (ver Apéndice A),

ċ1 = − [θ + ϑm + α(τ1)] c1 + ϑmc2 + θce, c1(0) = c10, i = 1, (3.3a)

τ̇1 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δτc, τ1(0) = τ10, (3.3b)

ċi = (θ + ϑm)ci−1 − [θ + 2ϑm + α(τi)] ci + ϑmci+1, ci(0) = c10, 1 < i < N, (3.3c)

τ̇i = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δτc, τi(0) = τi0, (3.3d)

ċN = (θ + ϑm)cN−1 − [θ + ϑm + α(τN )] cN , cN (0) = cN0, i = N, (3.3e)

τ̇N = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δτc, τN (0) = τN0, (3.3f)

a partir del sistema de dimensión finita anterior se realizará el análisis de la dinámica
de lazo abierto y se caracterizarán algunas propiedades de importancia para el diseño
del esquema de control saturado.

3.3.1. Multiplicidad y estabilidad de puntos de equilibrio

Considerando el modelo (3.3), los estados estacionarios correspondientes son la so-
lución del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas no lineales,

0 = − [θ + ϑm + α(τ1)] c1 + ϑmc2 + θce, i = 1,

0 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δτc,

0 = (θ + ϑm)ci−1 − [θ + 2ϑm + α(τi)] ci + ϑmci+1, 1 < i < N,

0 = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δτc,

0 = (θ + ϑm)cN−1 − [θ + ϑm + α(τN )] cN , i = N,

0 = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δτc,

resolver el problema algebraico no lineal anterior requiere un esfuerzo de cómputo con-
siderable, por lo tanto a continuación se introduce un método eficiente para convertir
el problema anterior de alta dimensión a la solución de un par de ecuaciones algebrai-
cas no lineales. El método es conocido como ’desgarre’ y surgió del estudio de estado
estacionario en columnas de destilación por etapas [19], [60], [49] y ha sido extendido
al estudio del tipo de reactor estudiado en este trabajo ( ver [46]). La idea básica con-
siste en aprovechar la estructura recursiva del sistema algebraico anterior: cada par de
ecuaciones (concentración y temperatura de cada nodo) depende de las variables del
nodo actual, del anterior y del siguiente, por lo que es posible reescribir cada incógnita
en términos de las variables de sus vecinos anteriores, de tal forma que todo se puede
poner en términos de la concentración y temperatura de la primera etapa, y para re-
solver este sistema se utilizan los balances totales de materia y enerǵıa, una vez que
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3. DISEÑO CON CONTROL AVANZADO

se conocen los valores de c̄1 y τ̄1 la secuencia estacionaria se puede determinar con las
formulas recursivas obtenidas en el paso anterior. A continuación se presenta a detalle
el método aplicado al modelo discreto.

Por la estructura del sistema de ecuaciones algebraicas, asumiendo que τe, ce, θ y
τc están fijos en sus valores nominales, es posible reescribir las variables de cada etapa
en términos de las variables siguientes y aśı de forma sucesiva, de tal forma que todas
las incógnitas se puede expresar en términos de la concentración c1 y temperatura τ1

de la primera etapa, de acuerdo con las siguientes expresiones.

c2 =
[θ + ϑm + α(τ1)] c1 − θce

ϑm
:= σc1(c1, τ1, θ, ce), (3.4a)

τ2 =
(θ + ϑh + δ) τ1 − βα(τ1)c1 − θτe − δτc

ϑh
:= στ1 (c1, τ1, θ, τe, τc), (3.4b)

ci+1 =
− (θ + ϑm) ci−1 + [θ + 2ϑm + α(τi)] ci

ϑm
:= σci (c1, τ1, θ, ce, τe, τc), 2 ≤ i ≤ N − 1,

(3.4c)

τi+1 =
(θ + ϑh) τi−1 − (θ + 2ϑm + δ) τi − βα(τi)ci − δτc

ϑh
:= στi (c1, τ1, θ, ce, τe, τc),

(3.4d)

luego para determinar c1 y τ1 se pueden utilizar las ecuaciones correspondientes al
último nodo, sin embargo dado que a la salida del reactor la concentración es pequeña,
esto puede causar problemas por mal condicionamiento, por lo que es preferible utilizar
los balances totales,

θ(ce − cN )−
N∑
i=1

α(τi)ci := M(c1, τ1, θ, ce, τe, τc), (3.5a)

θ(τe − τN ) + β

N∑
i=1

α(τi)ci − δ
N∑
i=1

(τi − τc) : H(c1, τ1, θ, ce, τe, τc), (3.5b)

y resolver para c̄1 y τ̄1, posteriormente para determinar la secuencia estacionaria co-
rrespondiente se utilizan las fórmulas recursivas dadas por (3.4).

Con el método de desgarre es posible determinar los estados estacionarios, sin em-
bargo dado que el problema tiene múltiples soluciones, para determinar de forma sis-
temática todas las éstas se utiliza una extensión del conocido diagrama de Van Heerden
[62] para reactores continuos exotérmicos el cual permite conocer los estados estaciona-
rios de este tipo de sistemas con un método gráfico, el cual se basa en la construcción de
dos curvas que caracterizan el estado estacionario del sistema, la primera representa el
calor generado por la reacción qúımica que se lleva a cabo en el reactor, mientras que la
segunda es el calor neto extráıdo del reactor por los flujos de entrada y salida y el inter-
cambio con la camisa de enfriamiento. Ambas curvas son funciones de la temperatura,
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y las intersecciones de éstas corresponden a los estados estacionarios de temperatura,
el valor correspondiente de concentración puede ser determinado mediante las ecuacio-
nes de estado estacionario. En la Figura 3.2 se muestran el diagrama de Van Heerden
correspondiente para el caso de N = 30, el cual se basa en la descomposición de la
ecuación del balance de enerǵıa en estado estacionario (3.5b) en dos términos: el calor
extráıdo Q̇e y el calor generado Q̇g,

Q̇e = −θ(τe − τN ) + δ
N∑
i=1

(τi − τc), (3.6a)

Q̇g = β
N∑
i=1

α(τi)ci, (3.6b)

estas curvas se presentan como funciones de la temperatura de la primera etapa en la
Figura 3.2, dado que en estado estacionario el calor generado y el extráıdo son idénticos,
los valores de τ1 en los que las dos curvas de cortan corresponden al valor de estado
estacionario, para determinar la concentración c1 de estado estacionario se utiliza la
curva de temperatura contra concentración de la primera etapa. Una vez que se conocen
c1 y τ1 se utilizan las fórmulas recursivas (3.4) para calcular el resto de las variables
estacionarias.

Además, el diagrama de Van Heerden permite conocer de forma cualitativa la esta-
bilidad local de cada punto de equilibrio, por ejemplo, en el cuarto estado estacionario
(de izquierda a derecha) de la Figura 3.2 se estudia el comportamiento de la temperatu-
ra evaluando el tamaño de las curvas de calor generado y calor extráıdo: si estando en el
estado estacionario en cuestión, la temperatura se desv́ıa un poco hacia abajo, el calor
extráıdo es mayor que el calor generado, i.e., Q̇e > Q̇g, lo cual implica que en el sistema
dinámico la temperatura decrecerá hasta llegar al estado estacionario anterior donde
Q̇g = Q̇g, si la temperatura siguiera decreciendo, entonces Q̇e < Q̇g y la temperatura
regresa al tercer estado estacionario. Por otro lado, si la temperatura se encuentra en el
cuarto estado estacionario, y se produce un pequeño aumento de temperatura, entonces
el valor extráıdo es menor que el calor generado, i.e., Q̇e < Q̇g, lo cual se ve reflejado
en que la temperatura aumenta hasta que se establece en el quinto estado estacionario,
si la temperatura siguiera aumentando, entonces Q̇e > Q̇g y la temperatura regresa el
quinto estado estacionario. De esta forma se concluye que el cuarto estado estacionario
es inestable, como ya se sab́ıa.

Aplicando el método al caso de estudio con N = 30 se confirma la existencia de
cinco estados estacionarios, de los cuales, los 1, 3 y 5 son estables, mientras que los 2 y
4 son inestables. Con los datos obtenidos para el estado estacionario 4 se construyeron
los perfiles mostrados en la Figura 3.1. En el Apéndice A, se muestra detalladamente
como construir el diagrama de la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Diagrama de Van Heerden generalizado para el modelo discreto con N = 30.

Se muestran el calor generado Q̇g y el calor extráıdo neto Q̇e, las intersecciones entre las

curvas determinan el valor de estado estacionario de τ1 y de la segunda gráfica se obtiene

el valor de estado estacionario de c1

3.3.2. Conjuntos invariantes

En [3] y [4], se mostró que, fundamentado en los principios de conservación de
materia y enerǵıa, las trayectorias del modelo de un reactor continuo de tipo tanque
agitado (que coincide con (3.1) con N = 1) están contenidas en un conjunto compacto
en el espacio concentración-temperatura. De acuerdo con lo anterior, a continuación
se mostrará que para el caso de las trayectorias del modelo discreto (3.1) también se
tiene esta propiedad, i.e., éstas están contenidas en un subconjunto del hiperespacio
2N dimensional.

Por los principios de conservación de materia, las concentraciones de cada nodo de
discretización cumplen la siguiente condición,

ce(t) ≥ c1(t) ≥ . . . ≥ ci(t) ≥ . . . ≥ cN (t) ≥ 0,

la restricción anterior es acorde con la naturaleza isótona de los perfiles de concentra-
ción, y la razón f́ısica, es que mientras se lleva a cabo la reacción qúımica a lo largo del
reactor, el reactante es convertido a producto y por lo tanto su concentración disminu-
ye conforme éste se desplaza. La restricción anterior indica que las concentraciones del
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modelo discreto están contenidas en un subespacio de concentraciones cuya frontera
está dada por las hipercaras siguientes,

c1 = 0, c1 = ce, . . . ci = 0, ci = ci−1, . . . cN = 0, cN = cN−1

ahora se evalúa el campo vectorial de la concentración de cada etapa en la frontera
correspondiente,

c1 = 0 ⇒ ċ1 = ϑmc2 + θce > 0, i = 1,

c1 = ce ⇒ ċ1 = −α(τ1)ce − ϑm(ce − c2) < 0,

...

ci = 0 ⇒ ċi = (θ + ϑm)ci−1 + ϑmci+1 > 0, 1 < i < N,

ci = ci−1 ⇒ ċi = − [ϑm + α(τi)] ci−1 + ϑmci+1 < 0,

...

cN = 0 ⇒ ċN = (θ + ϑm)cN−1 > 0, i = N,

cN = cN−1 ⇒ ċN = −α(τN )cN < 0,

de las desigualdades anteriores, se puede concluir que en la frontera del conjunto en
que están contenidas las N concentraciones el campo vectorial correspondiente apunta
hacia el interior de este conjunto, lo cual indica la existencia de un invariante de con-
centraciones XC ∈ RN .

Para mostrar la existencia de un subconjunto invariante de temperaturas se intro-
duce la entalṕıa del sistema,

h = β
N∑
i=1

ci +
N∑
i=1

τi

cuya dinámica está dada por,

ḣ = β
N∑
i=1

ċi +
N∑
i=1

τ̇i

ḣ = βθ(ce − cN ) + θ(τe − τN )− δ
N∑
i=1

(τi − τc)

ḣ = βθ(ce − cN ) + θ(τe − τN )− δ
N∑
i=1

τi +Nδτc

ḣ = −

[
δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN

]
+ βθ(ce − cN ) + θτe +Nδτc,

en estado estacionario,

0 = −

[
δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN

]
+ βθ(ce − cN ) + θτe +Nδτc,
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considerando las entradas exógenas en sus valores nominales, la ecuación anterior re-
presenta una hipersuperficie de dimensión N + 1 y la cual contiene todos los estados
estacionarios del modelo discreto (3.1). Esta hipersuperficie está contenida en el espacio
T1 × Ti × TN × CN , y puede reescribir como,

δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN = βθ(ce − cN ) + θτe +Nδτc,

Considerando las siguientes definiciones,

T−L = θτe +Nδτc, sm = βθ, T+
L = T−L + smce,

se tiene que los estados estacionarios del modelo por etapas están contenidos en la
hipersuperficie

δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN = T+
L − smcN .

Con la hipersuperficie anterior se pueden generar, a partir de restricciones f́ısicas,
otras hipersuperficies que conforman la frontera del espacio en el que están contenidas
las temperaturas del modelo por etapas, las cuales se muestran a continuación,

δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN = T−L ,

δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN = T+(cN ),

en donde T+(cN ) = T+
L + sm(ce − cN ) es una superficie que acota que acota el espacio

de temperaturas para valores de concentración cercanos a la unidad. Los hiperplanos
anteriores son la frontera del subconjunto en el cual están contenidas las temperaturas
del reactor. Ahora se evaluará la dinámica de la entalṕıa en estos hiperplanos para
mostrar que en la frontera, el campo vectorial correspondiente apunta al interior de
este subconjunto,

δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN = T−L ⇒ ḣ = βθ(ce − cN ) > 0,

δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN = T+
L (cN ) ⇒ ḣ = −smce < 0,

el resultado anterior, indica que en la frontera del subespacio de entalṕıa factible, el
campo vectorial correspondiente apunta hacia adentro, lo cual implica que las tempe-
raturas tienen un comportamiento topológico similar, y define un conjunto invariante
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de temperatura XT ∈ RN . De acuerdo con lo anterior, se define el conjunto invariante
X = XC ×XT ⊂ R2N , de acuerdo con la siguiente expresión,

X =

{
xxx ∈ R2N | 0 ≤ c1 ≤ c2, ci−1 ≤ ci ≤ ci+1, i = 2, . . . , N ;

T− ≤ δ
N−1∑
i=1

τi + (θ + δ)τN ≤ T+(cN )

}
⊂ R2N ,

el conjunto anterior es un invariante para las trayectorias del modelo discreto, lo cual
implica que cualquier trayectoria xxx(t) que comienza en X se mantienen en este conjunto
para todo tiempo futuro.

En sistemas de alta dimensión, los conjuntos atractores no se restringen a puntos
de equilibrio y ciclos ĺımite como en el caso en R2, sino que puede haber atractores muy
variados, como los llamados atractores extraños, curvas de alta dimensión que no son
cerradas pero que se mantienen orbitando en el espacio de estados, ejemplos de éstos
son los atractores de Lorenz o de Rossler, [1]. Sin embargo no existen técnicas generales
para asegurar o desechar la existencia de este tipo de atractores. Además, en la literatu-
ra existente en el análisis dinámico de sistemas distribuidos utilizando discretizaciones
no han sido reportados fenómenos de este tipo, en cambio, existen trabajos como [44]
y las referencias mencionadas ah́ı, en los que tanto de forma teórica como experimental
en reactores distribuidos se han encontrado comportamientos de oscilaciones sosteni-
das que forman ciclos ĺımite, aunque en general estos fenómenos son raros y se deben
a modificaciones en la estructura del sistema, en el caso de [44] el reactor considerado
tiene un recirculamiento de temperatura mediante un intercambiador de calor, lo cual
produce una realimentación positiva de temperatura.

De acuerdo con lo anterior se sabe que las trayectorias en el conjunto X convergen
asintóticamente (con tiempo caracteŕıstico tx) a un estado estacionario x̄xx, o a una órbita
x̄(t) que puede ser cerrada [3], o no, i.e.,

xxx0 ∈ X ⇒ xxx(t) ∈ X, xxx(t)
tx−→ x̄xx o x̄xx(t).

Algunas simulaciones para el sistema distribuido (2.3) como las mostradas en la
Figura 2.3 y otras adicionales que se realizaron pero no se muestran en el documento,
considerando que esto no es una demostración formal pero si de idea del comporta-
miento dinámica del sistema, sugieren que el modelo distribuido no tiene ciclos ĺımites
u otro tipo de atractores más allá de los perfiles estacionarios. También se realizaron
algunas simulaciones del modelo discreto (3.2) con N = 30, y no se registró ningún
comportamiento de oscilaciones sostenidas.

La existencia del conjunto invariante X, es importante ya que restringe las trayecto-
rias del reactor a un subespacio de R2N , en el que éstas tienen sentido f́ısico, además de
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que este conjunto será utilizado posteriormente para probar estabilidad de lazo cerrado
mediante el Principio de Reducción de Seibert. Es importante mencionar que cuando
la entrada de control y las variables exógenas no están en sus valores nominales, los
desarrollos anteriores se mantienen topológicamente iguales, aunque los hiperplanos que
acotas la entalṕıa crezcan o disminuyan en tamaño.

3.3.3. Dependencia de la dinámica global de lazo abierto de la tem-

peratura de enfriamiento

La caracterización de los estados estacionarios del modelo (3.1) depende, entre otras
variables, del valor nominal de la temperatura de la camisa de enfriamiento τc. Para po-
der identificar como se ve afectada la multiplicidad de estados estacionarios con respecto
al valor nominal de la señal de control u, se utiliza una variante del método de desgarre,
se utilizan los balances en estado estacionario de materia y enerǵıa parametrizados en
términos de c1, τ1 (3.5) pero en este caso u se maneja como una variable adicional. De
esta forma se tienen dos restricciones algebraicas en un espacio de tres dimensiones,
cada balance en estado estacionario representa una superficie de tres dimensiones, y la
intersección de estas dos superficies que es una curva en el espacio de tres dimensiones
contiene los estados estacionarios para cada valor de u, la cual se puede representar
como una parametrización del control en términos de c1 y τ1, es decir,

µo(xxx1, d̄dd) =
{

(xxx1, u) |M(xxx1, d̄dd, u) = H(xxx1, d̄dd, u) = 0
}

(3.7)

en donde xxx1 = [c1 τ1]>, y M y H están definidos en (3.5). En la Figura 3.3a se muestra
la curva (3.7) para N = 30, la cual contiene todos los estados estacionarios para cada
u nominal, en la intersección de la curva µ0(xxx1, d̄dd) y el plano u = ū se encuentran los
estados estacionarios de lazo abierto, en la Figura 3.3b, se observan cinco cortes con
el plano u = ū (en amarillo), por lo que se tienen cinco estados estacionarios, lo cual
coincide con los resultados previos. Para facilitar la visualización, en la Figura 3.4 se
presentan las proyecciones de la curva (3.7) de lazo abierto y su intersección con el
plano u = ū en los planos u − c1, u − τ1, de esta forma en los planos u − c1 y u − τ1

los cortes entre la ĺınea recta u = ū y las proyecciones correspondientes determinan los
estados estacionarios. Con el uso de estos diagramas se tienen la ventaja de que nue-
vamente se reduce el problema de alta dimensión a un problema en tres dimensiones o
sus proyecciones en los planos correspondientes, con los cuales se puede determinar el
número de estados estacionarios para el valor nominal del control.

La curva µ0(xxx1, d̄dd) también puede interpretarse como un diagrama de bifurcación,
en el que se caracteriza la dependencia de los estados estacionarios del sistema (3.2)
con respecto al valor nominal del control. Matemáticamente, el conjunto de puntos
de bifurcación con respecto al control, proyectado en las variables de concentración y
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Figura 3.4: Diagramas de bifurcación de lazo abierto

temperatura de la primera etapa es,

B =
{
ppp = (xxx1, u)> ∈ X1 × U |fff(xxx, d̄dd, u) = 0, det∂xxxfff(xxx, d̄dd, u) = 0

}
,

B = {ppp∗, ppp∗} , ppp∗ = (c∗, τ∗, u∗) , ppp∗ = (c∗, τ∗, u∗) ,

en donde ns es el número de estados estacionarios, u−− (o u++) es el valor extremo
mı́nimo (o máximo) del control, u∗ (o u∗) es el valor de bifurcación mı́nimo (o máximo)
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absoluto del control, y u∗∗ (o u∗∗) es el valor de bifurcación mı́nimo (o máximo) relativo
con respecto al control, i.e.,

u∗ = mı́n
xxx1∈X1

µo(xxx1, d̄dd), u∗ = máx
xxx1∈X1

µo(xxx1, d̄dd),

u∗ < ū < u∗, c∗ < c̄ < c∗, τ∗ < τ̄ < τ∗,

y además
u = µo(xxx1, d̄dd), u ∈ Us = [u∗, u

∗] , xxx1 ∈ X1 = C1 × T1,

u∗ (o u∗) es el valor de bifurcación inferior (o superior) del control para el que el sistema
pasa de tener un solo estado estacionario a más de uno (o viceversa). De acuerdo con
lo anterior, la caracterización de los estados estacionarios utilizando los diagramas de
bifurcación de la Figura 3.4 se presentan a continuación, la estabilidad de cada estado
estacionario se determinó mediante el método indirecto de Lyapunov, [36] (para detalles
de la construcción de los diagramas de bifurcación véase el Apéndice A),

ū ∈
[
u−−, u∗ ) : ns = 1 (Un EE GAS fŕıo)

ū = u∗ : ns = 2 (NE fŕıo y bifurcación SN)

ū ∈ (u∗, u∗∗) : ns = 3 (3 EE, un NE fŕıo, uno caliente y una S en medio)

ū = u∗∗ : ns = 4 (3 EE, un NE fŕıo, uno caliente y S en medio, y bifurcación SN)

ū ∈ (u∗∗, u
∗∗) : ns = 5 (3 NE con dos S enmedio)

ū = u∗∗ : ns = 4 (3 EE, un NE fŕıo, un caliente, una S en medio, y bifurcación SN)

ū ∈ (u∗∗, u∗) : ns = 3 (3 EE, un nodo NE fŕıo, uno caliente, y una S enmedio)

ū = u∗ : ns = 2 (NE caliente y bifurcación SN)

ū ∈ ( u∗, u++ ] : ns = 1 (Un EE GAS caliente)

EE: estadio estacionario; GAS: global y asintoticamente estable

NE: nodo estable; S: silla; SN: silla-nodo

En la Figura 3.3b se puede observar que la curva u = µo(xxx1, d̄dd) solo corta en un
punto a los planos en los que ū ∈ [u−−, u∗ ) (en azul) o ū ∈ ( u∗, u++ ] (en rojo). Lo
cual además, indica que cuando el esfuerzo de control se satura en un valor por deba-
jo (o por encima) de u∗ (o de u∗), sólo existe un estado estacionario de temperatura
baja (o alta). De este análisis, se puede concluir que cualquier controlador saturado,
diseñado con la metodoloǵıa particular que sea, debe satisfacer que los ĺımites de satu-
ración sean mayor (o menor) que los valores de bifurcación del control u∗ (o u∗) para
que el único punto cŕıtico en lazo cerrado sea el estado estacionario prescrito x̄xx. Este
resultado se presentó previamente en [3] como un teorema, para un reactor continuo
de tanque agitado, que coincide como el modelo (3.1) con N = 1, la idea de la prueba,
que también funciona para el caso de N etapas bajo la suposición de que los únicos
atractores son puntos de equilibrio, se basa en la separación del conjunto X en tres
zonas (para N = 1, X = C1 × T1), X−, X+ y X0. En la zona X− (o X+) el control
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se satura a su valor mı́nimo τ−c (o máximo τ+
c ), mientras que en X0, el control no

se satura. Cuando las trayectorias del reactor se encuentran en la zona X− (o X+) y
el control se satura en τ−c (o τ+

c ) el estado estacionario correspondiente se encuentra
en la zona contraria de saturación X+ (o X−), por lo que las trayectorias se mueven
hacia esta zona, sin embargo para poder llegar al estado estacionario correspondiente
tienen que pasar por la zona X0 en donde el controlador deja de saturarse y lleva las
trayectorias al estado estacionario prescrito.

3.3.4. Pasividad

Un sistema es pasivo por retroalimentación de estado si satisface las siguientes
condiciones [36],

El grado relativo entre la entrada u y la salida y debe ser igual a uno, denotado
como, gr(u, y) = 1,

La dinámica cero asociada debe tener un único punto de equilibrio al menos
estable,

para el modelo (3.2) la condición de grado relativo establece que la dinámica de la tem-
peratura de medición τ̇m depende de u, mientras que la propiedad de que la dinámica
cero asociada sea estable, significa que cuando se aplica el control que regula la salida
medida a su valor nominal, a la dinámica restante, considerando que y = ȳ, tiene un
único punto de equilibrio al menos estable. Las condiciones anteriores están sumamente
relacionadas con la etapa de medición que se elija.

La primera condición se satisface para cualquier salida elegida y = τm, esto es
debido a que la dinámica de temperatura en cualquier etapa siempre depende de la
entrada de control u, i.e.,

τ̇1 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δτc, i = 1, (3.8a)

τ̇i = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δτc, 1 < i < N, (3.8b)

τ̇N = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δτc, i = N, (3.8c)

de las ecuaciones anteriores se observa que todas las dinámicas de temperatura depen-
den linealmente del control τc, cuyo coeficiente es el parámetro de transferencia de calor
δ, por lo tanto, para que el grado relativo sea uno y esté bien definido se debe cumplir
que siempre haya intercambio de calor desde el interior del reactor hacia la camisa de
enfriamiento, i.e., δ > 0, lo cual siempre se satisface puesto que el reactor está diseñado
para operar con extracción de calor en todo momento.

La condición de que la dinámica cero asociada a la salida medida y y la entrada u
tengo un punto de equilibrio al menos estable, depende de la salida elegida para medir,
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y esta condición se tomará como criterio de ubicación de sensor. La dinámica cero del
sistema se caracteriza de acuerdo con la siguiente expresión,

Z∗ = {x ∈ X | y = ȳ} ⊂ X,

por lo tanto se tiene que cuando la salida toma su valor nominal ȳ, las trayectorias
del sistema están en el conjunto Z∗, y de la dinámica de la salida en esta variedad
es posible determinar la entrada requerida que se debe aplicar para que el sistema se
encuentre en Z∗, i.e.,

y(t) ≡ ȳ ⇒ x(t) ∈ Z∗ ⇒ u(t) = u∗(x) := µz(xxx, d̄dd)|xxx∈Z∗ ,

por tanto, la dinámica restringida del sistema (3.1) se describe como,

ẋxx =
{
fff
[
xxx, d̄dd, µz(xxx, d̄dd)

]}
|x∈Z∗ := fff∗(xxx,ddd),

en forma expĺıcita, la dinámica restringida del sistema es,

ċ1 = − [θ + ϑm + α(τ1)] c1 + ϑmc2 + θce, i = 1,

τ̇1 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δu,

ċi = (θ + ϑm)ci−1 − [θ + 2ϑm + α(τi)] ci + ϑmci+1, 1 < i < N, i 6= m,

τ̇i = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δu,

ċm = (θ + ϑm)cm−1 − [θ + 2ϑm + α(τ̄m)] cm + ϑmcm+1 i = m,

ċN = (θ + ϑm)cN−1 − [θ + ϑm + α(τN )] cN , i = N,

τ̇N = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δu,

u = µz(xxx, d̄dd),

y en estado estacionario se tiene lo siguiente,

0 = − [θ + ϑm + α(τ1)] c1 + ϑmc2 + θce, i = 1,

0 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δu,

0 = (θ + ϑm)ci−1 − [θ + 2ϑm + α(τi)] ci + ϑmci+1, 1 < i < N, i 6= m,

0 = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δu,

0 = (θ + ϑm)cm−1 − [θ + 2ϑm + α(τ̄m)] cm + ϑmcm+1 i = m,

0 = (θ + ϑm)cN−1 − [θ + ϑm + α(τN )] cN , i = N,

0 = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δu,

u = µz(x̄xx, d̄dd),

aplicando el método de desgarre en su versión modificada para construir diagramas de
bifurcación al sistema anterior (detalles en el Apéndice A) y con la restricción adicional
de la dinámica cero y = ȳ es posible construir diagramas de bifurcación en los que
los cortes con el valor nominal del control representan los estados estacionarios de la
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dinámica cero, mediante los cuales se puede caracterizar la dependencia de la multiplici-
dad de la dinámica cero con respecto a la posición del sensor, y determinar un conjunto
de salidas factibles Y de tal forma que la dinámica cero asociada tengo un solo punto
de equilibrio al menos estable. En [23] se menciona que en la literatura concerniente a
control de procesos qúımicos, sistemas como el reactor continuo de tanque agitado no
presentan fenómenos de fase no mı́nima (dinámica cero con puntos de equilibrio inesta-
bles), y se dan algunas otras referencias donde se presentan otros sistemas en procesos
qúımicos que no presentan fase no mı́nima [22], [14]. De acuerdo a los razonamientos
anteriores y considerando que en [46] se mostró que el modelo (3.2) es equivalente al de
una interconexión de tanques continuos de tanque agitado con retromezclado, en este
trabajo se asume que cuando la dinámica cero de (3.2) tiene un solo punto de equilibrio,
ésta es de fase mı́nima y además se asume que es entrada a estado estable, algo usual
en la literatura relacionada al tema, [23].

Con lo anterior se asegura que la dinámica cero tengo un solo estado estacionario,
sin embargo como ya se ha mencionado anteriormente, en sistemas de alta dimensión
pueden presentarse otro tipo de atractores, como ciclos ĺımite o curvas no cerradas que
orbitan en el espacio de estados. La posibilidad de que existan atractores extraños es
baja, incluso la posibilidad de que existan ciclos ĺımite también lo es. Sin embargo, dado
que hay algunos trabajos donde se ha reportado la existencia de ciclos ĺımite en reac-
tores distribuidos [44], a continuación se analizan algunos posibles casos que podŕıan
darse en el caso de que existieran ciclos ĺımite, el análisis será solo cualitativo y se parte
de casos simples en el plano y luego se discute de forma breve lo que podŕıa pasar en
altas dimensiones.

En el caso del plano, puede darse el caso de que el único atractor sea un punto, el
cual puede ser un nodo o un foco estable, por otro lado, en este caso estos son global
y asintóticamente estable. Otra posibilidad es que se tenga un punto de equilibrio es-
table, ya sea un foco o un nodo rodeado por un ciclo ĺımite semi estable, en el que las
trayectorias que comienzan en la región del plano interna al ciclo ĺımite convergen al
foco o nodo, mientras que las trayectorias que comienzan en la región exterior al ciclo
ĺımite convergen hacia éste, en este caso el punto de equilibrio es local y asintóticamente
estable y la cuenca de atracción es el interior del ciclo ĺımite. En el caso de sistemas
de tres dimensiones existen tres tipos de, el primero de estos es una órbita cerrada en
el espacio de tres dimensiones, la cual está contenida en un plano; el segundo casi es
un ciclo ĺımite toroidal, mientras que el tercero es un ciclo ĺımite que forma una esfera.
Para el ciclo ĺımite conformado por una orbita cerrada planar, podŕıa darse el caso de
que esta rodee un punto de equilibrio asintóticamente estable, y que el ciclo sea del
tipo semi estable en este caso de nueva cuenta la estabilidad del punto de equilibrio es
solo local. Si existe un ciclo ĺımite que forma un toro, entonces el punto de equilibrio es
inestable. En el último caso, en el que se presenta un ciclo ĺımite que forma una esfera, si
este es semi estable, entonces puede contener en su interior un punto de equilibrio local
y asintóticamente estable [1]. Este último caso puede extenderse a altas dimensiones,
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y entonces la estabilidad del punto de equilibrio de interés seŕıa local. Sin embargo, la
posibilidad de que se presenten este tipo de atractores en el caso de estudio considerado
es baja, pero no se tiene una demostración formal para asegurar esto. En la literatu-
ra correspondiente no se han presentado resultados sobre esto. Además se realizaron
algunas simulaciones de la dinámica cero y no se observó la existencia de oscilaciones
sostenidas. De acuerdo con el análisis anterior, a pesar de que no se tiene una prueba
formal para desechar otro tipo de atractores diferentes a puntos de equilibrio, se asume
que éstos son los únicos atractores del caso de estudio.

Por otro lado, también es importante mencionar que en presencia de entradas va-
riantes en el tiempo, como ce(t), θ(t), τe(t), las trayectorias de la dinámica restringida
en Z∗ convergen asintóticamente a una bola alrededor de x̄xx, cuyo radio depende de la
amplitud de las señales de entrada variantes en el tiempo. Por otro lado, cuando la
señal de control aplicada al sistema es saturada, de nueva cuenta se considera que el
espacio de estado se divide en tres zonas, las de saturación X+ y X− en donde no hay
retroalimentación, y la zona X0 donde si está activa la retroalimentación. El conjunto
de la dinámica cero Z∗ está contenido en X cuando no hay saturación, sin embargo,
en las zonas de saturación, dado que se abre el lazo, la dinámica cero en estas zonas
se desvanece, con o cual la dinámica cero cuando hay saturación Z∗0 sólo existe en el
conjunto X0. Sin embargo esto no modifica la estabilidad de la dinámica cero, debido
al razonamiento explicado cuando se utiliza cualquier controlador saturado y se eligen
adecuadamente los ĺımites de saturación, de tal manera que las estados estacionarios
correspondientes cuando el controlador opera en saturación, esté contenidos en las zo-
nas de saturación opuestas.

De acuerdo con los resultados anteriores, la condición de que el sistema sea pa-
sivo por retroalimentación de estado es que la dinámica cero asociada a la etapa de
medición adecuada tenga un único punto de equilibrio asintóticamente estable. Dado
que los estados estacionarios correspondientes se determinan utilizando diagramas de
bifurcación, la salida se debe elegir de tal forma que el estado estacionario esté lejos
de zonas de bifurcación, ya que si se considera la incertidumbre paramétrica podŕıa ser
que lo dinámica cero tenga multiplicidad de estados estacionarios. Entonces, la salida
elegida debe tener un estado estacionario único (global) asintóticamente estable además
de que también debe ser estructuralmente (en el sentido de que se encuentre alejado
de zonas de bifurcación). El resultado anterior se presenta a continuación en forma de
proposición.

Proposición 1. El modelo (3.3) es pasivo por retroalimentación de estado si la salida

medida y ∈ Y , donde

Y = {τi ∈ XT | ẋxx = fff∗(xxx,ddd) tenga un único EE robustamente estable} .

En el enunciado de la proposición anterior, el término robustamente estable se
refiere a que el estado estacionario es asintóticamente estable y además de que este

34



3.4 Control Saturado por Retroalimentación de Estado

es estructuralmente estable, es decir, para pequeños cambios en los parámetros no
producen cambios cualitativos en la geometŕıa de la dinámica correspondiente, esto
es, el estado estacionario se mantiene como único punto de equilibrio asintóticamente
estable [6].

Demostración. Si la salida y pertenece al conjunto Y , entonces por construcción su

dinámica cero tiene un único punto de equilibrio (global) asintóticamente estable (bajo

la suposición de que los atractores considerados son puntos de equilibrio), además de

que su grado relativo es uno (ver (3.8)) ya que δ > 0, con esto se cumplen las condiciones

requeridas para que el sistema sea pasivo por retroalimentación de estado.

La Proposición 1 se utilizará como criterio de ubicación de sensor, puesto que si
la salida medida se elige de acuerdo con lo establecido en la proposición, se asegura
que con el control a diseñar será posible estabilizar el sistema. Además, es importante
mencionar que este criterio de ubicación de sensor es válido de forma no local, ya que al
elegir la salida de forma adecuada se puede asegurar que el sistema tendrá como único
estado estacionario el prescrito x̄̄x̄x.

3.4. Control Saturado por Retroalimentación de Estado

En esta sección se presenta el diseño del controlador saturado robusto pasivo por
retroalimentación de estado y las condiciones de resolubilidad del problema, las cuales
están relacionadas con la propiedad de pasividad por retroalimentación de estados del
sistema y la caracterización de la curva de control de lazo cerrado.

El objetivo de control consiste en regular la concentración de salida z = cN al valor
nominal prescrito z̄, sin embargo el control se hará de forma indirecta regulando la
salida y = τm a su valor nominal ȳ, lo cual implica que la salida regulada converge
asintóticamente a su valor nominal. En el caṕıtulo anterior se eligió el estado estaciona-
rio inestable con punto caliente dado que éste tiene mayor producción a valores seguros
de temperatura.

3.4.1. Diseño del controlador

Dado que en la sección anterior se mostró que el sistema (3.2) es pasivo por retro-
alimentación de estado, a continuación se diseña la ley de control correspondiente. El
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controlador debe ajustar la entrada u para estabilizar y en su valor nominal, para esto
se elige la dinámica prescrita lineal y estable,

ẏ = −k(y − ȳ), k > 0, (3.9)

en donde k es una ganancia de diseño. La imposición de esta dinámica en el modelo dis-
creto (3.1), seguido de resolver la restricción algebraica resultante para u, proporciona
el Controlador por Retroalimentación de Estado,

u = µ(xxx,ddd, y), (3.10)

en donde µ es la única solución para u de la siguiente ecuación algebraica

f τm(xxx,ddd, u) = −k(y − ȳ), f τm(xxx,ddd, u) = τ̇m, (3.11)

m denota la etapa de medición que debe satisfacer la condición presentada en la Pro-
posición 1.

Una vez que se ha elegido la etapa de medición, y = τm, y calculado el controlador
por retroalimentación de estado correspondiente (3.10), se aplica la saturación para
obtener el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado,

u = µs(xxx,ddd, y) =


τ+
c si µ(xxx,ddd, y) ≥ τ+

c

µ(xxx,ddd, y) si τ−c < µ(xxx,ddd, y) < τ+
c

τ−c si µ(xxx,ddd, y) ≤ τ−c

, (3.12)

la dinámica de la salida, al aplicar el controlador (3.10) al sistema (3.1) es la siguiente

fms(xxx,ddd) = fm [xxx,ddd, µs(xxx,ddd, y)] =


fm(xxx,ddd, u+) si µ(xxx,ddd, y) ≥ τ+

c

−k(y − ȳ) si τ−c < µ(xxx,ddd, y) < τ+
c

fm(xxx,ddd, u−) si µ(xxx,ddd, y) ≤ τ−c

,

y el sistema completo de lazo cerrado es,

ẋxx = fffs(xxx,ddd), xxx(0) = xxx0, (3.13)

en donde,

fffs(xxx,ddd) = fff s [xxx,ddd, µs(xxx,ddd, y)] =


fff(xxx,ddd, u+) si x ∈ X+

−k(y − ȳ) si x ∈ X0

fff(xxx,ddd, u−) si x ∈ X−
,

y,

X = X− ∪X0 ∪X+,

X+ =
{
x ∈ X |µ(xxx,ddd, y) > u+

}
,

X0 =
{
x ∈ X |u− ≤ µ(xxx,ddd, y) ≤ u+

}
,

X− =
{
x ∈ X |µ(xxx,ddd, y) < u−

}
,

además Z∗0 ⊂ X0.
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3.4.2. Estabilidad de lazo cerrado

La estabilidad del sistema en lazo cerrado (3.13) se mostrará utilizando el princi-
pio de reducción de Seibert [53] [24]. Se toma como base la existencia del conjunto
invariante de conservación de materia y enerǵıa X. Además de que por construcción
el controlador saturado (3.13) fuerza a las trayectorias del sistema (3.1) a converger a
la variedad Z∗, que corresponde con el sistema de orden reducido de la dinámica cero.
El principio de reducción de Seibert establece condiciones de estabilidad de conjuntos
en espacios métricos. El principio particular que se usará establece que para las con-
juntos M ⊂ Y ⊂ W , si las trayectorias de un sistema operan en el conjunto compacto
W , además de que Y es asintóticamente estable con respecto a W , y M es estable y
atractivo con respecto a Y , entonces M es asintóticamente estable en W .

El hecho de que las trayectorias estén contenidas en un conjunto compacto W impli-
ca que estas son acotadas, por otro lado el conjunto Y es invariante, por lo que cuando
las trayectorias entran a Y , se quedarán en este conjunto para todo tiempo futuro y
finalmente, dado que M es asintóticamente estable con respecto a Y , las trayectorias
en Y convergen el conjunto M .

Al aplicar el principio de reducción de Seibert, al sistema en lazo cerrado (3.13), se
elige a W como el conjunto invariante caracterizado por los principios de conservación
de materia y enerǵıa X, por otro lado el conjunto atractor Y es (por construcción) el
conjunto conformado por las trayectorias de (3.13) confinadas a la dinámica cero Z∗0

del sistema, cuando el controlador tiene saturación, y finalmente, se requiere que M sea
el estado estacionario prescrito de lazo cerrado x̄xx, y que este sea único, lo cual se cumple
si la etapa de medición se eligió de acuerdo con la Proposición 1 y no hay saturación.
De acuerdo con lo anterior, lo que resta para concluir estabilidad asintótica no local
de x̄xx es elegir la etapa de medición adecuada y posteriormente asegurar que cuando se
aplica el controlador saturado (3.12), el estado estacionario x̄xx se mantiene como único
punto atractor, es decir, se deben establecer las condiciones necesarias, en términos de
la ganancia y los ĺımites del control para que el sistema en lazo cerrado tenga un único
punto de equilibrio.

El estado estacionario del sistema en lazo cerrado (3.13) está determinado por el
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siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas,

0 = − [θ + ϑm + α(τ1)] c1 + ϑmc2 + θce, i = 1, (3.14a)

0 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δτc, (3.14b)

0 = (θ + ϑm)ci−1 − [θ + 2ϑm + α(τi)] ci + ϑmci+1, 1 < i < N, i 6= m, (3.14c)

0 = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δτc, (3.14d)

0 = (θ + ϑm)cN−1 − [θ + ϑm + α(τN )] cN , i = N, (3.14e)

0 = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δτc, (3.14f)

0 = (θ + ϑm)cm−1 − [θ + 2ϑm + α(τm)] cm + ϑmcm+1, i = m, (3.14g)

0 = −k(y − ȳ), (3.14h)

τc = µs(xxx,ddd, y), (3.14i)

de forma similar a como se construyó el diagrama de bifurcación de lazo abierto, uti-
lizando el método de desgarre es posible reescribir todas las variables en términos de
la concentración y temperatura de la primera etapa y luego utilizando los balances
globales de materia y enerǵıa, parametrizar la entrada de control u de lazo cerrado en
función de c1 y τ1, para esto es necesario sustituir la ley de control de forma impĺıcita en
la etapa de medición, y con esto los balances totales de materia y enerǵıa se modifican
(detalles en el Apéndice A), de esta forma el procedimiento para construir la curva de
lazo cerrado es idéntico al de lazo abierto. De acuerdo con lo anterior, se definen las
curvas de control parametrizadas con respecto a c1 y τ1 de lazo abierto O y de lazo
cerrado C,

O =
{

(xxx1, u) |u = µo(xxx1, d̄dd)
}
, C(k, u−, u+) =

{
(xxx1, u) |u = µs(xxx1, d̄dd)

}
,

en donde,
µs(xxx1, d̄dd) =

{
(xxx1, u) |M(xxx1, d̄dd, u) = H(xxx1, d̄dd, u) = 0

}
(3.15)

en este caso M(xxx1, d̄dd) y H(xxx1, d̄dd) son los balances globales de materia y enerǵıa del
sistema en lazo cerrado. En el espacio τ1 − c1 − u, O es la curva de bifurcación de lazo
abierto, y C(k, u−, u+) es la curva de control saturado, la cual se puede interpretar
como una parametrización del control de lazo cerrado u, en términos de c1 y τ1. Bajo
la suposición de que los únicos atractores posibles son puntos de equilibrio, entonces
el estado estacionario x̄xx es el único punto atractor del sistema en lazo cerrado (3.13)
con el controlador saturado (3.12) si y sólo si las curvas O y C(k, u−, u+) se cortan solo
en (c̄1, τ̄1) (valores de concentración y temperatura estacionarios de la primera etapa
correspondientes a x̄xx). La única diferencia entre las dos curvas es la dinámica prescrita
lineal de lazo cerrado −k(y − ȳ) inyectada en la etapa de medición por lo que en el
espacio correspondientes τm − cm − u estas curvas sólo se cortan en c̄m, ū, y τm, ū, y
debido a la estructura recursiva del sistema esto automáticamente determina el resto
de los valores de estado estacionario de concentraciones y temperaturas, lo cual asegura
que las curvas de lazo abierto y de lazo cerrado en el espacio τ1 − c1 − u, O solo se
cortan una vez. Con el razonamiento anterior y el principio de reducción de Seibert es
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posible concluir estabilidad asintótica no local del estado estacionario prescrito x̄xx para
el sistema en lazo cerrado. Esta condición de estabilidad siempre puede ser satisfecha si
se eligen adecuadamente la ganancia del controlador k > 0 y los ĺımites de saturación
τ−c y τ+

c , de tal forma que u− > u∗, y u+ > u∗, es decir, el ĺımite de saturación inferior
(o superior) debe ser menor (o mayor) que el mı́nimo (o máximo) absoluto de las curvas
de control de lazo cerrado C(k, u,u+).

Sin embargo, dado que las curvas de control de lazo cerrado y lazo abierto se constru-
yen utilizando los valores nominales de los parámetros del modelo, y además se realizan
con N = 30 nodos, para evitar que los ĺımites de saturación no se elijan adecuadamente
por ignorar los errores paramétricos y de aproximación, el criterio de elección de la ga-
nancia y los ĺımites de saturación se deben elegir de forma conservadora suficientemente
alejados de los valores de bifurcación. Este resultado se presenta a continuación como
una proposición.

Proposición 2. Sean u∗ y u∗ los valores de bifurcación de la entrada de control u

(temperatura de camisa) y εk, ε∗, ε
∗ > 0 números positivos. El sistema en lazo cerrado

(3.1) con el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado (3.12) tiene al es-

tado estacionario prescrito x̄xx como único punto atractor robusto de lazo cerrado en X

si y sólo si la ganancia de control k y los ĺımites del control τ−c y τ+
c se eligen de tal

forma que satisfagan las siguientes condiciones,

(i) k > εk, (ii) τ−c < τc∗ − ε∗, (iii) τ+
c > τ∗c + ε∗. (3.16)

Demostración. Suficiencia. Esto se cumple directamente, puesto que si se eligen las

ganancias como se establece en la condición entonces se asegura que las curvas O y

C(k, u−, u+) se cortan solo en el estado estacionario x̄xx. Necesidad. Se asume que las

curvas O y C(k, u−, u+) se cortan en el estado estacionario prescrito x̄xx. Cuando k = 0

las curvas tienen un número infinito de intersecciones, lo cual contradice la suposición.

Esto prueba la necesidad de las condición (3.16i). Asumiendo que la condición (3.16ii)

[o (3.16ii)] es violada con u = τc∗ (o u = τ∗c ), del diagrama de bifurcación a lazo abierto

(Figura 3.4), se sabe que cuando u = τ−c (o u = τ+
c ) las curvas O y C(k, u−, u+) se

cortan más de una vez, lo cual contradice la suposición, por lo que la condición (3.16ii)

[o (3.16iii)] es necesaria.
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Figura 3.5: Intersección de las curvas de control de lazo abierto y lazo cerrado, cuando

se satisfaces las condiciones de la Proposición 2 con para k = 2, τ−c = 0.988 y τ+c = 1.05

En la Figura 3.5, y en se puede observar el caso en que se satisfacen las condiciones
del Lema 2 y dado que la tripleta (k, τ−c , τ

+
c ) se elige adecuadamente, las curvas O y

C tienen una sola intersección en (τ̄1, ū), lo cual se confirma mediante las proyecciones
en los planos correspondientes, mostradas en la Figura 3.6. Por otro lado, en la Figura
3.7 las curvas O y C tienen tres intersecciones debido a que τc∗ > u+ viola la condición
(3.16iii), lo cual se confirma mediante las proyecciones correspondientes mostradas en
la Figura 3.8.

3.5. Aplicación para el caso de estudio y simulaciones

En esta sección se aplica el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado
al sistema (3.2) con N = 30 nodos y los parámetros y valores nominales mostrados
en las Tablas 2.1 y 2.2. Se ejemplificará cómo utilizar el criterio de selección se sen-
sor propuesto, aśı como el de la elección de la ganancia y los ĺımites del control. Se
utiliza el modelo discreto debido a que como ya se mostró anteriormente los perfiles
estacionarios obtenidos con una cantidad suficiente de nodos están dentro de las bandas
de incertidumbre posibles y por lo tanto en las simulaciones se obtendrán resultados
suficientemente buenos.

El primer paso para implementar el Controlador Saturado por Retroalimentación
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Figura 3.6: Curvas O y O(k, u−, u+), para k = 2, τ−c = 0.988 y τ+c = 1.05, se satisfacen

la condición de la Proposición 2

de Estado (3.12) es la elección de la etapa de medición, la cual se debe elegir de tal
forma se satisfaga la Proposición 1, es decir, que la dinámica cero asociada tenga un
punto de equilibrio estable, y esto se verifica por medio de diagramas de bifurcación de
la dinámica cero con respecto al control nominal. Sin embargo, con fines de comparar
el criterio que se formuló en este trabajo, también se utilizarán otros dos criterios de
ubicación de sensor, el primero se basa en la distribución espacial de los eigenvectores
de temperatura asociados a la linealización, mientras que el segundo método está re-
lacionado con la concavidad del perfil de temperatura, y se utilizará su versión para
perfiles continuos y discretos.

3.5.1. Ubicación del sensor

En la literatura concerniente a aplicaciones de control de reactores tubulares exotérmi-
cos existen criterios para ubicación de sensores con objetivos de control, en general estos
métodos coinciden en que para perfiles con punto caliente el sensor debe ser ubicado an-
tes de éste. A continuación se describen tres criterios y su aplicación al caso de estudio,
para comparar con el criterio no local que se estableció en este trabajo.

3.5.1.1. Criterio modal espectral

Este criterio es local y se encuentra reportado en [31]. Considerando los eigenvalores
λi y los eigenvectores vvvi de la linealización del modelo discreto (3.1) alrededor del estado
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Figura 3.7: Intersección de las curvas de control de lazo abierto y lazo cerrado cuando se

violan las condiciones de la Proposición 2 con para k = 2, τ−c = 0.997 y τ+c = 1.03

estacionario prescrito xxx,

AAAvvvi = λivvvi, i = 1, . . . , n, |λi|< |λi+1|, AAA = ∂xxxfff(x̄xx, d̄, ū),

y denotando a λs = λ1 (o λu > 0) como el eigenvalor más pequeño (o inestable) de AAA,
y a vvvs (o vvvu) los correspondientes eigenvectores . Entonces el sensor debe ser colocado
de acuerdo con las siguientes reglas:

Si hay un eigenvalor inestable λi > 0, para asegurar estabilidad la etapa de
medición m debe ser elegida como el nodo m−, en donde la entrada N +m de vvvu
alcanza su máximo valor absoluto.

Si no existe eigenvalor negativo, para alcanzar la respuesta máxima de lazo ce-
rrado, la medición debe ser ubicada en la etapa m+, en donde la entrada N +m
de vvv1 alcanza su valor máximo.

de acuerdo con lo anterior,

m− = máx
1≤j≤N

|vuτj |, m+ = máx
1≤j≤N

|vsτj |

en donde,

(vσc1 , . . . cσcN ) = vvvcσ, (vστ1 , . . . cστN ) = vvvτσ,
(
vvvc>σ vvvτ>σ

)
= vvvσ
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Figura 3.8: Curvas O y O(k, u−, u+), cuando se violan las condiciones de la Proposición

2 con k = 2, τ−c = 0.988 y τ+c = 1.03

con σ = s, u. De acuerdo con lo anterior la etapa de medición debe ser elegida en
m ∈ [m−, m+] = M .

Al aplicar este método al caso de estudio resulta que la linealización tiene un ei-
genvalor inestable, que coincide con el eigenvalor más lento, i.e., λs = λu = λm, lo cual
implica que m = m− = m+, de acuerdo con el criterio, el sensor debe ser colocado
en la etapa que coincide con el número N +m que indica le entrada máxima en valor
absoluto del eigenvector de temperatura asociado al eigenvalor λm. En la Figura 3.9
se presenta el perfil discreto con N = 30 etapas (en barras azules) y el eigenvector de
temperatura distribuido (en rojo), se observa que en la entrada máxima de éste coincide
con la etapa 8, por lo que de acuerdo a este criterio, para poder estabilizar el sistema el
sensor debe ubicarse en la octava etapa. Esto equivale especialmente a que la posición
del sensor sea sm ≈ 0.25.

3.5.1.2. Criterio de la concavidad

Este segundo criterio se encuentra reportado en [10] y también es de validez local.
El criterio consiste en colocar el sensor en la zona de donde el gradiente ∂sτ del perfil de
temperatura τ(s) es máximo, lo cual se puede saber con la condición de la concavidad,
i.e., ∂2τ = 0. En la Figura 3.10a se presenta el perfil distribuido (en rojo) y por etapas
(barras azules) de temperatura y su gradiente, se observa que el máximo de éste está
en una posición entre la etapa 7 y 8; en la Figura 3.10b se presenta también el perfil
distribuido, el discreto y la curva de concavidad, se observa el punto donde ésta se hace
cero, lo cual confirma la posición del máximo del gradiente de temperatura entre las
etapas 7 y 8. Por estar en una posición más cercana a la etapa 8, se elige esta como la
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Figura 3.9: Criterio de ubicación de sensor por eigenvector

etapa de medición, lo cual coincide con el criterio anterior.

3.5.1.3. Criterio de la concavidad para sistemas por etapas

Este criterio es la versión discreta del anterior y ha sido utilizado para elegir la etapa
de ubicación de sensor para la estimación de composiciones en columnas de destilación
[47], que naturalmente es un sistema por etapas. El criterio establece que el sensor debe
ser ubicado en el máximo del gradiente de temperatura discreto ∆τi, lo cual se puede
confirmar con la condición de concavidad ∆2τi ≈ 0. En la Figura 3.11a se observa el
perfil discreto de temperatura τi (en barras azules), y su respectivo gradiente (en verde),
mientras que en Figura 3.11b se observa el perfil de temperatura y la segunda derivada;
de acuerdo con el criterio se confirma que la etapa de medición debe ser colocada en la
etapa número 8.

3.5.1.4. Criterio de la dinámica cero

El criterio propuesto en este trabajo establece que la etapa de medición debe ser
elegida en donde la dinámica cero asociada tenga un sólo punto de equilibrio estruc-
turalmente estable, i.e., lejos de zonas de posible bifurcación, es decir, que y ∈ Y , en
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Figura 3.10: Perfil continuo de temperatura, gradiente y concavidad

donde,

Y = {τi ∈ XT | ẋxx = fff∗(xxx,ddd) tenga un único EE estructuralmente estable} .

En la Figura 3.12 se presenta la dependencia de la multiplicidad de estados estaciona-
rios de la dinámica cero con respecto a la posición en que se mide. Para las primeras
11 etapas, el diagrama de bifurcación correspondiente proyectado en las variables de la
primera etapa (en verde, arriba concentración, abajo temperatura), se observa que en
este caso solo existe un corte de la curva de bifurcación con respecto al valor nominal
del control, lo cual indica que sólo hay un estado estacionario, el cual es asintóticamen-
te estable [15]. Por otro lado, para las etapas 12, 13 y 14, el diagrama de bifurcación
correspondiente (en amarillo, concentración arriba, temperatura abajo) solo corta una
vez la recta del valor nominal del control, sin embargo el corte se encuentra cerca de
zonas de bifurcación, por lo que los estados estacionarios correspondientes no son es-
tructuralmente estables, es decir, pequeños cambios en los parámetros y otros errores
de aproximación, podŕıan hacer que aparezcan estados estacionarios adicionales. Final-
mente, para las etapas restantes, desde la 15 hasta la 30, el diagrama de bifurcación (en
rojo, concentración arriba, temperatura abajo) corta más de una vez la recta del valor
nominal del control por lo que en esta zona la dinámica cero tiene más de un estado
estacionario.

De acuerdo con la descripción anterior, la zona en que la dinámica cero tiene un
solo punto de equilibrio estructuralmente estable es desde la etapa 1 hasta la 11, por
lo que el sensor puede ser colocado en cualquier etapa dentro de esta zona, es decir,

Y = {τm ∈ XT |m ∈ [1, 11]}

el resultado obtenido con el criterio de la dinámica cero es acorde con los resultados
previos, y la noción de que cuando se tratan perfiles de temperatura con punto caliente
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Figura 3.11: Perfil discreto de temperatura, gradiente y concavidad discretos

la medición se debe hacer antes de éste. Por lo tanto la etapa de medición elegida será
y = τ8, en lo que coinciden todos los criterios utilizados.

3.5.2. Cálculo del controlador

Una vez determinada la etapa de medición, el controlador puede ser calculado de
acuerdo con la expresión (3.11), forzando la dinámica lineal de la salida en la dinámica
de la temperatura de la octava etapa, con lo cual se obtiene el siguiente controlador,

µ(xxx,ddd, y) :=
−k(y − ȳ)− (θ + ϑ) τ7 + (θ + 2ϑ+ δ) y − βα(y)c8 − ϑτ9

δ
, (3.17)

aplicando la saturación a la ley de control anterior, se obtiene el Controlador Saturado
por Retroalimentación de Estado,

u = µs(xxx,ddd, y) =


τ+
c si µ(xxx,ddd, y) > τ+

c

µ(xxx,ddd, y) si τ−c ≤ µ(xxx,ddd, y) ≤ τ+
c

τ−c si µ(xxx,ddd, y) < τ−c

, (3.18)

esta ley de control requiere información de la salida medida y, de la tasa de dilución θ,
de los parámetros ϑm, ϑh y δ, aśı como de la tasa de reacción βα(y)c8, lo cual involucra
la información la concentración de la octava etapa, además de las temperaturas de las
etapas anterior y siguiente.
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Figura 3.12: Dependencia de la multiplicidad de la dinámica cero con respecto a la

ubicación del sensor

3.5.3. Selección de la ganancia y los ĺımites del control

La ganancia k del Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado (3.12)
debe elegirse mayor que cero, pero mientras mayor sea ésta, la salida y converge más
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Figura 3.13: Perfil estacionarios cuando se viola la Proposición 2 con τ−c = 0.988 <

τc∗, τ
+
c = 1.03 < τ∗c

rápido a su valor nominal, sin embargo es suficiente elegir la ganancia dos veces mayor
que el tiempo de residencia del reactante dentro del reactor, por lo tanto se elige k = 2.

De la Figura 3.4 se obtienen los valores de bifurcación inferiores y superiores si-
guientes,

τc∗ = 0.993, τc∗∗ = 0.9956, τ∗c = 1.042, τ∗∗c = 1.051

Ahora se procede a aplicar el criterio propuesto en este trabajo para la elección
adecuada de los ĺımites del controlador saturado (3.12) para que en lazo cerrado x̄xx sea
el único punto atractor a pesar de la saturación. De acuerdo con la Proposición 2, el
ĺımite inferior (o superior) del control u− (o u+) debe ser elegido menor (o mayor)
que el mı́nimo (o máximo) absoluto de la curva O de tal forma que esta curva corte a
C(k, u−, u+) sólo en x̄xx, por lo tanto se eligen los ĺımites de saturación como,

τ−c = 0.988 < τc∗, τ+
c = 1.05 > τ∗c ,

en las Figuras 3.5 y 3.6 se presentan las curvas correspondientes y se confirma que solo
se cortan en x̄xx.

Para ejemplificar lo que sucede cuando los ĺımites de saturación no se elijen adecua-
damente, se escogen dos pares de valores del tal forma que no se satisface la Proposición
2, el primer par es

τ−c = 0.988 < τc∗, τ+
c = 1.03 < τ∗c , (3.19)

en las Figuras 3.5 y 3.6 se observan las curvas correspondientes y se puede apreciar que
éstas se cortan tres veces, en donde el estado prescrito x̄xx sigue siendo estable, además
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3.5 Aplicación para el caso de estudio y simulaciones

de que el punto de temperatura menor y concentración más alta también es estable
y entre estos dos aparece un estado estacionario inestable. Con los valores del punto
atractor estable no deseado para la concentración y temperatura de la primera etapa y
utilizando las fórmulas recursivas (3.4) se pueden predecir los perfiles estacionarios de
concentración y temperatura en los que se estabilizará el sistema cuando no se eligen
bien los ĺımites de saturación, éstos se muestran en la Figura 3.13, se observa estos
corresponden a baja producción (alta concentración de reactante y baja temperatura),
lo que implica que a la salida la concentración de reactante es alta y por lo tanto no se
cumple el objetivo de tener alta producción.

El segundo par de valores de los ĺımites del control que no satisfacen las condiciones
de la Proposición 2 son

τ−c = 0.997 < τc∗, τ+
c = 1.05 < τ∗c , (3.20)

en este caso se eligió erróneamente la condición del valor mı́nimo de control, por lo que
las curvas de control de lazo abierto O y de lazo cerrado C(k, u−, u+) en este caso se
cortan tres veces, como se muestra en las Figura 3.14 y 3.15, por lo que se presentan tres
estados estacionarios, x̄xx se mantiene como estado estacionario estable, mientras que hay
otro estable de baja concentración y alta temperatura y otro inestable entre estos dos.
De las intersecciones entre las curvas se pueden obtener los valores estacionarios para
c1 y τ1 y utilizando las fórmulas recursivas (3.4) se puede predecir el perfil estacionario
no deseado, el cual se muestra en la Figura 3.16.

3.5.4. Funcionamiento del controlador

A continuación se presentan algunas simulaciones con el propósito de mostrar la
efectividad del controlador saturado por retroalimentación de estado cuando éste es
implementado en condiciones ideales, es decir, se asume que se conocen los parámetros
y que las entradas exógenas están fijas en sus valores nominales. Mediante las simu-
laciones se verifica cómo al saturar bien el controlador se logra estabilizar el sistema
en el par de perfiles estacionarios prescritos, y cómo sucede lo contrario cuando no se
satura adecuadamente. Estas simulaciones demás, establecen el desempeño alcanzable
con cualquier controlador por retroalimentación de salida.

Se realizaron cuatro simulaciones, la primera tiene como condición inicial un par de
perfiles de temperatura y concentración cercanos a los del estado estacionario prescrito,
el objetivo de esta primera simulación es mostrar el funcionamiento del controlador
localmente cuando se eligen adecuadamente los ĺımites del control. En la Figura 3.17
se presentan los perfiles iniciales de la simulación (en negro), también se presentan (en
azul claro) los perfiles continuos de referencia (con N = 30), y finalmente, los perfiles en
los que el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado estabiliza el reactor
(en azul). Por otro lado, en la Figura 3.18 se muestra el comportamiento de lazo cerrado
de las concentraciones y temperaturas de la etapa inicial, de la etapa de medición y
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se violan las condiciones de la Proposición 2 con para k = 2, τ−c = 0.997 y τ+c = 1.05
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Figura 3.15: Curvas O y O(k, u−, u+), , cuando se violan las condiciones de la Proposición

2 con para k = 2, τ−c = 0.997 y τ+c = 1.05

de la etapa de salida, además del esfuerzo de control. Se observa que las variables se
estabilizan en el valor prescrito en no más de dos tiempos de residencia, con transitorios
razonables. El controlador primero satura en su valor máximo, para establecerse en el
valor nominal de forma suave.
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Figura 3.16: Perfil estacionarios cuando se viola la Proposición 2 con τ−c = 0.997 <

τc∗, τ
+
c = 1.05 < τ∗c

La segunda simulación también es funcionamiento local, pero en este caso no se
cumplieron las condiciones de la Proposición 2, y los valores de los ĺımites del control
se eligieron como se muestra en (3.20), en la Figura 3.19 se observan los perfiles iniciales
(en negro), los perfiles prescritos (en azul claro) y los perfiles en los que se estabiliza
el sistema (en azul). Por otro lado, en la Figura 3.20 se presenta la evolución temporal
de las concentraciones y temperaturas de las etapas primera, de medición y final. En
esta simulación, dado que se violaron las condiciones de la Proposición 2, el sistema
se estabiliza en un estado estacionario no deseado a pesar de que los perfiles iniciales
están cercanos a los prescritos. Con los resultados de esta simulación se nota que es
importante satisfacer las condiciones de los ĺımites del control.

En la tercera simulación los perfiles iniciales corresponden a una condición de baja
producción (alta concentración de reactante y baja temperatura) éstos se eligen aśı con
el objetivo de mostrar el comportamiento del sistema de lazo cerrado cuando el contro-
lador requiere mayor esfuerzo para llevar los perfiles a los prescritos. En la Figura 3.22
se presentan los perfiles iniciales de la simulación (en negro), también se presentan (en
azul claro) los perfiles continuos de referencia (con N = 30), y finalmente, los perfiles en
los que el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado estabiliza el reactor
(en azul), se observa que el controlador es capaz de estabilizar el reactor en los perfiles
prescritos. En la Figura 3.22 se muestra el comportamiento de lazo cerrado de las con-
centraciones y temperaturas de la etapa inicial, de la etapa de medición y de la etapa
de salida, además del esfuerzo de control. Se observa que las variables se estabilizan
en 5 tiempos de residencia, en este caso los transitorios son más abruptos debido a la
saturación del controlador, el cual primero satura en su valor máximo, luego satura
en su valor mı́nimo para finalmente establecerse en el valor nominal, claramente los
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3. DISEÑO CON CONTROL AVANZADO

tiempos de saturación son mayores en comparación con la simulación anterior puesto
que los perfiles estacionarios están más alejados de los prescritos. Con las simulacio-
nes anteriores se ejemplifica que tanto para el funcionamiento local, como no local es
importante satisfacer las condiciones de la Proposición 2, para evitar que aparezcan
puntos de equilibrio indeseados en lazo cerrado.

Finalmente, se realizó una cuarta simulación con el mismo perfil inicial que la an-
terior, pero eligiendo los ĺımites de saturación erróneamente, de acuerdo con (3.19).
En la Figura 3.23 se muestran los perfiles iniciales (en negro), prescritos continuos (en
azul claro) y en los que el controlador estabiliza el reactor (azul). En la Figura 3.24
se presentan las concentraciones y temperaturas de la etapa inicial, de medición y de
salida. Los resultados de esta simulación muestran cómo el controlador se satura en
su valor máximo y, dado que éste no se eligió adecuadamente, surge un punto estado
estacionario adicional e indeseado de lazo cerrado, el cual se hab́ıa predicho (ver Fi-
gura 3.13) de acuerdo con el corte entre las curvas O y C(k, u−, u+). De esta forma se
verifica la validez del criterio de elección de los ĺımites de saturación y la ganancia del
controlador.
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Figura 3.17: Perfiles de concentración y temperatura iniciales y de estado estacionario

del reactor en lazo cerrado con el controlador saturado por retroalimentación de estado,

funcionamiento local

0.7

0.8

0.9

c
1

1.06

1.08

τ
1

0.4

0.5

c
8

1.18

1.2

1.22

τ
8

0.005

0.01

0.015

c
3
0

1.22

1.24

1.26

1.28

τ
3
0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0.98

1

1.02

1.04

1.06

t

u

Figura 3.18: Concentraciones y temperaturas en las etapas inicial, de medición y de

salida; y esfuerzo de control del reactor en lazo cerrado con el control por saturado por

retroalimentación de estado, funcionamiento local

53
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Figura 3.19: Perfiles de concentración y temperatura iniciales y de estado estacionario

del reactor en lazo cerrado con el controlador saturado por retroalimentación de estado

violando las condiciones de la Proposición 2, funcionamiento local
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del reactor en lazo cerrado con el controlador saturado por retroalimentación de estado,
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Figura 3.23: Perfiles de concentración y temperatura iniciales y de estado estacionario

del reactor en lazo cerrado con el controlador saturado por retroalimentación de estado y

violando las condiciones de la Proposición 2
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3.6 Control saturado por retroalimentación de salida basado en el modelo detallado

3.6. Control saturado por retroalimentación de salida ba-

sado en el modelo detallado

El Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado (3.12) para ser imple-
mentado requiere mediciones de la salida medida y = τm, donde el sub́ındice m indica
la etapa de medición, además de la concentración cm y las temperaturas de las etapas
anterior τm−1 y posterior τm+1, lo cual representa un problema, dado que en las especi-
ficaciones de diseño se requiere que sólo se mida la temperatura y, debido a lo anterior
es necesario implementar algún algoritmo de estimación para reconstruir los estados
que requiere el controlador. Para esto se elige utilizar un observador geométrico con
una estructura espećıfica para estimación en procesos por etapas, el cual es propuesto
en [26] en donde se muestra su funcionamiento en el problema de estimación de estado
en columnas de destilación.

En [45] se presentan las condiciones de solubilidad para que este observador pueda
ser implementado en reactores tubulares con tasa de reacción tipo Arrhenius, que coin-
cide con el caso de estudio que se utiliza en este trabajo: la condición de detectabilidad
necesaria es que la función de Arrhenius multiplicada por el parámetro de temperatura
adiabática nunca se anule, i.e., βα(τ) 6= 0, lo cual siempre es satisfecho debido a que
α(τ) es isótona con respecto a τ , y acotada por debajo por un número positivo. La
combinación del Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado con el obser-
vador geométrico producen el Controlador Saturado por Retroalimentación de Salida
basado en el Observador Geométrico,

˙̂xxx = fff(x̂xx,ddd, u) + gggy(x̂, u)(y − cccyx̂xx) + gggι(x̂xx, u)ι̂, x̂xx(0) = x̂xx0 (3.21a)

˙̂ι = ω3
y(y − cccyx̂xx), ι̂(0) = ι̂0 (3.21b)

u = µs(x̂xx,ddd, y) (3.21c)

en donde,

gggi(xxx,ddd, u) =
[
000>,

[
OOO−1(xxx,ddd, u)

]−1
kkki, 000>

]>
, i = y, ι

OOO(xxx,ddd, u) = ∂xψψψ(xxx,ddd, u), ψψψ(xxx,ddd, u) = [τm, f
τ
m(xxx,ddd, u)]>

kkky = (2ζy + 1)
[
ωy ω

2
y

]>
, kkkι = [0 1]> , ζy ∈ [1, 3] , ωy ∈ [5, 10]λy

ggg (o gggι) es una ganancia proporcional (o integral) no lineal, ζy (u ωy) es el factor de
amortiguamiento (o frecuencia caracteŕıstica) de la dinámica prescrita de la salida, y
λy es el tiempo de residencia de la etapa de medición.

El observador geométrico (3.21a),(3.21b) tiene la propiedad de que el error de esti-
mación converge robustamente a cero de forma asintótica [26], sin embargo el contro-
lador anterior tiene las siguientes desventajas:
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3. DISEÑO CON CONTROL AVANZADO

El observador está construido con una copia del modelo discreto (3.1), por lo que
cuenta con mucho acoplamiento dinámico,

Tiene alta dimensionalidad, i.e., dim(x̂xx, ι̂) = n+ 2, con n = 2N = 60, por lo que
este controlador tiene dimensión 62.

Debido a la estructura del observador, el controlador es no lineal

y de acuerdo con los requerimientos de diseño establecidos en el planteamiento del pro-
blema (simplicidad, baja dimensión, linealidad) el controlador (3.21) no es adecuado
para una aplicación en algún reactor real, puesto que en estos casos se busca que los
controladores sean sencillos. En el siguiente caṕıtulo se construirá un controlador sa-
turado por retroalimentación de salida con base en las propiedades bajo las cuales el
problema de control saturado se resolvió: pasividad y detectabilidad; y la construcción
de diagramas de las curvas de control de lazo abierto y lazo cerrado.

Resumen

En este Caṕıtulo de presentó la solución del problema de control saturado con teoŕıa
de control avanzada, el diseño del controlador se basa en las propiedades de pasividad
del modelo discreto. Se establecieron las condiciones de resolubilidad del problema en
términos de la dependencia de la estabilidad de la dinámica cero con respecto a la
posición en que se toma la medición de temperatura. Además se estableció un criterio
para elegir los ĺımites del control. Como resultado se obtuvo el Controlador Saturado
por Retroalimentación de Estado, se estableció la prueba de estabilidad correspondiente
y posteriormente se aplicó la metodoloǵıa al caso de estudio y se presentaron resultados
de simulación del reactor en lazo cerrado con este controlador. Posteriormente con base
en un observador geométrico se obtuvo el Controlador Saturado por Retroalimentación
de Salida basado en el Observador Geométrico, sin embargo dada su complejidad se
desechó la posibilidad de implementar este controlador.
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Caṕıtulo 4

Rediseño del controlador avanzado por

retroalimentación de salida

En esta sección se realizará el diseño de un controlador saturado por retroalimen-
tación de salida que reconstruya las propiedades del Control Saturado por Retroali-
mentación de Estado (3.12). Se parte del problema de control saturado resuelto en el
caṕıtulo anterior con teoŕıa de control avanzado, el cual se solucionó con base en las
propiedades de pasividad y observabilidad del modelo (3.1). La metodoloǵıa a seguir
consiste en utilizar un modelo simplificado de la etapa de medición que herede las pro-
piedades de pasividad y observabilidad del modelo completo, para el cual se diseñará un
controlador saturado por retroalimentación de salida basado en un observador de orden
reducido, el controlador obtenido logra reconstruir las propiedades del Controlador Sa-
turado por Retroalimentación de Estado diseñado anteriormente siempre que el error
de estimación converja a cero. Se mostrará que este controlador sin saturación, puede
implementarse como un controlador tipo PI de temperatura. Finalmente se presentan
algunas simulaciones numéricas para mostrar la efectividad del controlador propuesto.

4.1. Rediseño del modelo para fines de control

De acuerdo con el enfoque constructivo [54] aplicado en estudios recientes a reac-
tores qúımicos de polimerización [28], exotérmicos de flujo continuo [20], tubulares
exotérmicos [45], y biorreactores [51], [52], [50], en esta sección se confecciona un mo-
delo simplificado para control por retroalimentación de salida, este modelo conserva
las propiedades de pasividad y observabilidad requeridas para resolver el problema de
control saturado.
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4. REDISEÑO DEL CONTROLADOR AVANZADO POR
RETROALIMENTACIÓN DE SALIDA

Considerando la dinámica de la etapa de medición y,

ċm = (θ + ϑm) cm−1 − [θ + 2ϑm + α(τm)] cm + ϑmcm+1 (4.1a)

τ̇m = (θ + ϑh) τm−1 − (θ + 2ϑh + δ)τm + βα(τm)cm + ϑτm+1 + δu (4.1b)

y = τm (4.1c)

el modelo anterior puede ser reescrito de la siguiente forma,

ċm = (θ + ϑm) cm−1 − [θ + 2ϑm + α(τm)] cm + ϑmcm+1

τ̇m = bm + au

y = τm

en donde a ≈ δ̄ es una aproximación del parámetro del coeficiente de intercambio de
calor que se conoce a priori, y bm es una entrada de la dinámica lineal de la temperatura
de medición, que es generada por el mapa no lineal bm = ς(xxx, θ), con

ς(xxx, θ) = (θ + ϑh) τm−1 − (θ + 2ϑh + δ)τm + βα(τm)cm + ϑτm+1 + (δ − a)u (4.2)

eliminando la dinámica de concentración cm, aśı como la componente estática ς(xxx, θ)
del modelo (4.1), y asumiendo que la entrada bm vaŕıa lentamente con respecto a la tasa
de convergencia ω de un observador lineal (a ser diseñado), de acuerdo con la siguiente
expresión,

|ḃm|
|bm|

� ω

se obtiene el siguiente modelo lineal para el diseño del controlador por retroalimentación
de salida,

τ̇m = au+ bm, ḃm ≈ 0, y = τm (4.3)

este modelo simplificado tiene las siguientes propiedades,

(i) grado relativo un con respecto a los pares entrada-salida (u, y) y (bm, y), i.e.,
gr(u, y) = gr(bm, y) = 1,

(ii) es pasivo con respecto a los pares (u, y) y (bm, y),

(iii) satisface la condición de acoplamiento entre la entrada no medida bm y la entrada
de control u.

Derivando la salida y del modelo simplificado (4.1), y sustituyendo la dinámica de
la temperatura de medición, se puede expresar la entrada no medible bm de la siguiente
forma,

bm = ẏ − au (4.4)

por lo tanto bm está uńıvocamente determinada por el par de variables conocidas (u, y),
y esto implica que es bm es observable [29] y es posible reconstruirla robustamente a

60



4.2 Construcción del controlador

partir del modelo (4.3) y las señales (u, y). Para esto es posible construir un observa-
dor lineal robusto [59]. Las propiedades de pasividad, observabilidad, y el acoplamiento
entre la entrada desconocida bm y la entrada de control u aseguran la posibilidad de
reconstruir el comportamiento del Controlador Saturado por Retroalimentación de Es-
tado (3.12) por medio de un controlador lineal por retroalimentación de salida.

4.2. Construcción del controlador

Para diseñar el controlador, por el momento se asume que se conoce la entrada
desconocida bm, forzando la dinámica lineal (3.9) en el modelo simplificado (4.3), se
obtiene la siguiente ley de control por retroalimentación de salida,

u =
−k(y − ȳ)− bm

a
, k > 0 (4.5)

en donde ȳ es el valor de estado estacionario prescrito de la temperatura de la etapa de
medición. Si en este controlador se sustituye bm por el mapa ς(xxx, θ) definido en (4.2), se
obtiene la ley de control por retroalimentación de estado (3.10). Para estimar la entrada
desconocida bm se utiliza un observador de orden reducido, para lo cual se propone la
siguiente dinámica de estimación

˙̂
bm = ω

[
ẏ − (au+ b̂m)

]
, ω > 0,

la ecuación anterior se puede reescribir como,

˙̂
bm − ωẏ = −ωb̂m − ωau,

sumando y restando el término ω2y en el lado izquierdo de la ecuación anterior y
agrupando términos se obtiene,

˙̂
bm − ωẏ = −ω

(
b̂m − ωy

)
− ω (au+ ωy) ,

y considerando el siguiente cambio de coordenadas,

χ̂ = b̂m − ωy,

se obtiene el observador de orden reducido,

˙̂χ = −ωχ̂− ω (au+ ωy) , χ̂(0) = χ̂0, (4.6a)

b̂m = χ+ ωy, (4.6b)
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reemplazando el estimado de bm en la ley de control (4.5) y aplicando la función de
saturación se obtiene el Controlador Saturado por Retroalimentación de Salida,

˙̂χ = −ωχ̂− ω (au+ ωy) , χ̂(0) = χ̂0, (4.7a)

u = $s(y, χ̂) =


τ+
c si $(y, χ̂) > τ+

c

$(y, χ̂) si τ−c ≤ $(y, χ̂) ≤ τ+
c

τ−c si $(y, χ̂) < τ−c

, (4.7b)

en donde,

$ (y, χ̂) =
−k (y − ȳ)− χ̂− ωy

a
.

La ley de control anterior sin saturación es lineal y tiene una componente que se en-
carga de compensar los efectos de los errores de modelado y los términos no lineales de
la dinámica de salida, además de un término lineal estabilizante. Sin embargo debido a
la saturación este controlador es no lineal. El controlador anterior se puede interpretar
como un controlador con un mecanismo de anti encuerdamiento basado en observador,
esto es debido a que dado que éste contiene un término de la entrada real que se aplica
al reactor, y por lo tanto el observador puede estimar la entrada exógena bm que afecta
la dinámica de medición considerando los efectos de la saturación en el controlador,
lo cual permite que cuando el sistema comienza a operar sin saturación después de
que el controlador haya estado saturado durante cierto tiempo, el observador estima el
estado real en el que se encontraba el sistema, es decir, el observador sigue funcionan-
do a pesar de que cuando el controlador se satura se rompe el lazo de retroalimentación.

La dinámica del error de observación χ̃ = χ̂−χ, está dada por la siguiente ecuación
(detalles en Apéndice B),

˙̃χ = −ωχ̃+ f̃χ (xxx, χ̃,ddd) , χ̃(0) = χ̃0, χ̃ ∈ Ξ, (4.8)

en donde la función f̃χ (xxx, χ̃,ddd) contiene términos en desviación de la dinámica no li-
neal de la etapa de medición. Si la ganancia ω es elegida adecuadamente, el error de
estimación converge de forma exponencial a cero, lo cual implica que en lazo cerra-
do, el estimado χ̂ converge exponencialmente al valor real χ = bm − ωy, y la tasa
de decrecimiento del error de estimación está dada por ωcl ≈ ω. De forma similar, el
comportamiento del control dinámico basado en observador (4.7) converge al compor-
tamiento de su versión no lineal por retroalimentación de estado (3.12) basado en el
modelo detallado, es decir,

χ̂ −→ χ ⇒ u = $s(y, χ̂) −→ µs(xxx,ddd, y),

este hecho juega un papel fundamental en la prueba de estabilidad de lazo cerrado con
el Controlador Saturado por Retroalimentación de Salida diseñado.
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4.3. Estabilidad de lazo cerrado

A continuación se presenta la prueba de estabilidad del sistema (3.1) con el Con-
trolador Saturado por Retroalimentación de Salida (4.7), se darán condiciones para
estabilidad práctica robusta en términos de las ganancias del controlador. El desarrollo
presentado a continuación se ha realizado en reactores qúımicos de polimerización [28]
y en reactores biológicos [51], [52], [50].

La definición de estabilidad práctica y algunos teoremas importantes se presentan
en seguida, éstos serán de utilidad en la prueba de estabilidad.

Sea el sistema en variables de desviación siguiente,

˙̃xxx = fff(x̃xx+ x̄xx, d̃dd+ d̄dd, ũuu+ ūuu, p̃pp+ p̄pp) := f̃ff [x̃xx, ṽvv(t)] , x̃xx(0) = x̃xx0, f̃ff (000,000) = 000, (4.9)

en donde,

x̃xx = xxx− x̄xx, ṽvv = vvv − v̄vv, vvv(t) =
[
ddd>, uuu>(t), ppp>

]>
,

‖x̃xx0‖≤ δ0, ‖ṽvv‖= sup
t
|ṽvv(t)| ≤ δ, ‖x̃xx(t)‖≤ ε,

xxx es el vector de estado, ddd es un vector de perturbaciones, uuu es el vector de entradas de
control, ppp es un vector de parámetros, además vvv(t) es el vector aumentado de entradas,
δ0 o δ es el radio de la bola de estados iniciales perturbados (o de entrada perturbada),
y ε es el radio de la bola que contiene las trayectorias perturbadas.

Definición 1. El estado estacionario x̃xx = 0 es entrada-estado exponencialmente estable

si existen constantes positivas a, λ y γxxxvvv , de tal forma que las trayectorias están acotadas

de la siguiente forma, [32],[58]

‖x̃xx(t)‖< ae−λt‖x̃xx0‖+γxxxvvv ‖ṽvv‖. (4.10)

En un contexto local la noción de estabilidad entrada estado es válida para pe-
queñas desviaciones en la condición inicial (de tamaño δ0), mientras que en el contexto
de estabilidad práctica no local la propiedad de estabilidad entrada-estado es válida
para desviaciones en el estado inicial, en los parámetros, en las entradas y en el estado,
con desviaciones especificadas o a determinar (δ0, δ y ε).

Definición 2. Si la desigualdad (4.10) se mantiene para desviaciones del estado inicial

(‖x̃xx0‖< δ0), de la entrada (‖ṽvv‖< δ0), y del estado (‖x̃xxt‖< ε), i.e.,

‖x̃xx0‖< δ0, ‖ṽvv‖< δ ⇒ ‖x̃xx(t)‖< ae−λt‖x̃xx0‖+γxxxvvv ‖ṽvv‖< ε = aδ0 + γxxxvvv δ, a, λ, γxxxvvv > 0
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4. REDISEÑO DEL CONTROLADOR AVANZADO POR
RETROALIMENTACIÓN DE SALIDA

entonces el sistema es prácticamente estable de forma no local.

Ahora se presentan algunos teoremas y lemas de utilidad para la prueba de estabi-
lidad.

Lema 1 ([2]). Sea el sistema ẋxx = fff(xxx) exponencialmente estable, i.e., ‖xxx(t)‖≤ axe−λxt‖xxx0‖.

El sistema perturbado,

ẋxx = fff(xxx) + ppp(xxx,vvv), ‖ppp(xxx,vvv)‖< Lvvvxxx(ε, δ)‖xxx‖+Lpppvvv(ε, δ)‖vvv‖, ‖xxx‖< ε, ‖vvv‖≤ δ

es entrada a estado estable si ax
λx
Lp
pp
xxx(ε, δ) < 1. La tasa de convergencia está dada por

λx−axLpppxxx(ε, δ), y Lp
pp
xxx(ε, δ) es la constante de Lipschitz (no local) de ppp(xxx,vvv) con respecto

a xxx, i.e., Lp
pp
xxx(ε, δ) = máxxxx,vvv

‖fff(x̂̂x̂x,vvv)‖
‖x̂xx−xxx‖ .

Teorema 1 (Pequeñas ganancias [32]). Sea el sistema (4.11a) (o (4.11b)) entrada a

estado estable con ganancia γxxxyyy (o γy
yy
xxx) con respecto a yyy (o xxx),

ẋxx = fff(xxx,yyy,vvv), fff(000,000,000) = 000 (4.11a)

ẋxx = ggg(xxx,yyy,vvv), ggg(000,000,000) = 000 (4.11b)

la interconexión de los dos sistemas (4.11) es entrada a estado estable si γxxxyyyγ
xxx
yyy < 1.

Corolario 1. La interconexión en cascada [ (4.11a) con γxxxyyy = 0 ] de dos sistemas

entrada a estado estables, también es entrada a estado estable.

La combinación del Lema 2 con el con el Teorema 2 producen el siguiente lema.
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Lema 2 ([2], [5]). La siguiente interconexión de dos sistemas,

ẋxx = fff(xxx) + ppp(xxx,yyy,vvv), ‖ppp(xxx,yyy,vvv)‖≤ Lpppxxx(εxxx, εyyy, δ)‖xxx‖+Lpppyyy(εxxx, εyyy, δ)‖yyy‖+Lpppvvv(εxxx, εyyy, δ)‖vvv‖,

‖xxx‖≤ εxxx

ẏyy = ggg(yyy) + qqq(xxx,yyy,vvv), ‖qqq(xxx,yyy,vvv)‖≤ Lqqqxxx(εxxx, εyyy, δ)‖xxx‖+Lqqqyyy(εxxx, εyyy, δ)‖yyy‖+Lqqqvvv(εxxx, εyyy, δ)‖vvv‖,

‖yyy‖≤ εyyy, ‖vvv‖≤ δ

es entrada a estado estable si,

ẋxx = fff(xxx) es entrada-estado exponencialmente estable con parámetros axxx, λxxx,

ẏyy = ggg(yyy) es exponencialmente estable con parámetros ayyy, λyyy,

γxxxxxx(λxxx, εxxx, εyyy, δ) < 1,

γy
yy
yyy (λyyy, εxxx, εyyy, δ) < 1,

γxxxyyy (λxxx, εxxx, εyyy, δ)

1− γxxxxxx(λxxx, εxxx, εyyy, δ)

γy
yy
xxx(λyyy, εxxx, εyyy, δ)

1− γyyyyyy (λyyy, εxxx, εyyy, δ)
< 1,

en donde,

γcccααα(λxxx, εxxx, εyyy, δ) =
axxx
λxxx
Lpppααα(εxxx, εyyy, δ)

γyyyααα(λyyy, εxxx, εyyy, δ) =
ayyy
λyyy
Lqqqααα(εxxx, εyyy, δ)

con ααα = xxx,yyy.

Ahora se procede a realizar la prueba de estabilidad práctica no local del sistema
(3.2) en lazo cerrado con el controlador (4.7), el cual se puede escribir como,

ẋxx = fff [xxx,ddd,$s (y, χ̂)] , xxx(0) = xxx0,

˙̂χ = −ωχ̂− ω (au+ ωy) , χ̂(0) = χ̂0,

cambiando la segunda ecuación por la dinámica del error de estimación χ̃, se obtiene

ẋxx = fffs (xxx,ddd) + f̃ff
(
xxx, χ̃,ddd, d̃dd

)
, xxx(0) = xxx0, x ∈ X, (4.13a)

˙̃χ = −ωχ̃− f̃χ (xxx, χ̃,ddd) , χ̃(0) = χ̃0, χ̃ ∈ Ξ, (4.13b)
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con estado aumentado,

xxxa =
(
xxx>, χ̃

)>
∈ Xa = X × Ξ, Ξ = [−δχ, δχ] , x̄xxa =

(
x̄xx>, 0

)>
, (4.14)

xa0 ∈ Xa0 × Ξ0, Ξ0 = [−δ0, δ0] ⊆ Ξ, δχ ≥ δ0,

y los campos vectoriales satisfacen las siguientes expresiones,

fffs
(
x̄xx, d̄
)

= 000, f̃ff
(
xxx, 0, d̄dd, 0

)
= 000, f̃χ

(
x̄xx, 0, d̄dd

)
= 0

la deducción de f̃ff y f̃ffχ se presenta en el Apéndice B, y δ0 (o δχ) es el tamaño del espacio
de estado Ξ0 (o Ξ). El sistema (4.13) se puede interpretar como la interconexión de
dos sistemas no lineales. Cuando el error de estimación es cero, χ̃ = 0, la dinámica
del sistema en lazo cerrado coincide con el sistema (3.1) en lazo con el controlador
saturado por retroalimentación de estado (3.12), que ya se demostró previamente que
es asintóticamente estable.

Para mostrar estabilidad práctica no local del origen de (4.13) se utilizan conceptos
de perturbaciones singulares y estabilidad entrada-estado, [16]. Por lo tanto primero se
obtendrán condiciones para estabilidad práctica del sistema de orden reducido (4.13)
con χ̃ = 0, y posteriormente se añadirán condiciones para considerar los efectos de la
interconexión con la dinámica del error de estimación.

Considerando que en (4.11) χ̃ = 0, se obtiene el siguiente sistema de orden reducido,

ẋxx = fffs(xxx,ddd), xxx(0) = xxx0

el cual coincide con (3.13), y de acuerdo con la Proposición 2, existen una constante
positiva λxxx, tal que la dinámica de orden reducido satisface la siguiente desigualdad de
forma local,

‖xxx(t)‖≤ axe−λxxxt‖xxx0‖. (4.15)

Por otro lado, para la dinámica del error de estimación sin el término de perturba-
ción es un sistema lineal, dado por la siguiente expresión,

˙̃χ = −ωχ̃, χ̃(0) = χ̃0

dado que ω > 0, la estabilidad de este sistema es exponencial, y por lo tanto,

|χ̃0|⇒ |χ̃(t)|≤ e−ωt|χ̃0| (4.16)

de acuerdo con el Lemma 2, las condiciones necesarias para probar estabilidad entrada
a estado, o estabilidad práctica de la interconexión 4.13, se requiere que el origen de los
dos sistemas sin los términos de perturbación sean exponencialmente estables, lo cual
se satisface de acuerdo con las expresiones (4.15) y (4.16). Las condiciones restantes
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del Lemma 2, se pueden reescribir, en términos de las constantes de Lipschitz de las
funciones f̃ff y f̃χ y la ganancia del observador de orden reducido como,

λx > axL
f̃ff
x, (4.17a)

ω > L
f̃χ
χ , (4.17b)

ω >

(
axL

f̃ff
χ

λx − axLf̃ffx

)
L
f̃χ
x + L

f̃χ
χ (4.17c)

la condición (4.17a) se satisface si se elige k > 0 suficientemente grande. Por otro lado,
si la condición (4.17c) es satisfecha, (4.17b) también se satisface, por lo que la ganancia
del observador se debe elegir de tal forma que satisfaga (4.17c), de la cual, tomando el
caso ĺımite de la igualdad, se puede obtener una restricción para ω,

ω = ωsd + ωIs := ωd(k, ω, u
−, u+, Xa), (4.18)

en donde,

ωsd = L
f̃χ
χ , ωIs =

(
axL

f̃ff
χ

λx − axLf̃ffx

)
L
f̃χ
x ,

ωd permite medir los efectos de los términos desestabilizantes debidos a la propia
dinámica del error de estimación (4.13a), y los efectos de la interconexión entre la
dinámica del estado xxx y la del error de estimación χ̃. La restricción (4.18) depende de
la ganancia k de forma lineal, mientras que la dependencia en ω es cuadrática, por lo
que las dos soluciones para ω están dadas por,

ωL = ω−(k, u−, u+, Xa), ωH = ω+(k, u−, u+, Xa), 0 < ωL < ωH . (4.19)

De acuerdo con lo anterior cuando el término potencialmente desestablizante ωd
es dominado por la ganancia del observador, es decir, ω > ωd, las trayectorias que
comienzan en Xa0 evolucionan en Xa y se establecen de forma asintótica en x̄xxa, es
decir,

xxxa0 ∈ Xa0 ⇒ xxxa(t) ∈ Xa, xxxa(t) → x̄xxa,

en donde los conjuntos Ξ0 y Ξ se definen en términos de los siguientes valores,

δχ = δ0 +
L
f̃χ
x

ω − Lf̃χχ
mxxx, mxxx = sup

x∈X
‖xxx− x̄xx‖, (4.20)

lo anterior se presenta a continuación en forma de proposición.

Proposición 3. Sean τc∗ y τ∗c el mı́nimo y máximo de bifurcación de la entrada de

control τc, ω
− y ω+ el par de soluciones (4.19) de la ecuación que delimita el valor de la
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ganancia ω (4.18), y εk, ε∗, ε
∗ > 0 constantes. Entonces el estado estacionario prescrito

x̄xxa del sistema en lazo cerrado (4.13) con el Controlador Saturado por Retroalimentación

de Salida (4.7) tiene como dominio de atracción Xa0, si las ganancias del controlador

k y ω y los ĺımites u− y u+ satisfacen las siguientes condiciones:

(i) k > εk, u− < τc∗ − ε∗, u+ > τ∗c + ε∗,

(ii) ω−(k, u−, u+, Xa) < ω < ω+(k, u−, u+, Xa).

Demostración. Suponiendo que las condiciones de la Proposición 3 se satisfacen, con-

sideremos la dinámica del error de estimación,

˙̃χ = −ωχ̃− f̃χ (xxx, χ̃,ddd) , χ̃(0) = χ̃0,

cuya solución está dada por,

χ̃(t) = χ̃0 − ω
t∫

0

χ̃(s)ds−
t∫

0

f̃χ(xxx, s,ddd)ds

tomando normas de ambos lados de la ecuación anterior se obtiene

‖χ̃(t)‖≤ ‖χ̃0‖−ω
t∫

0

‖χ̃(s)‖ds−
t∫

0

‖f̃χ(xxx, s,ddd)‖ds,

considerando que es posible la función f̃χ(xxx, χ̃,ddd) está acotada de la siguiente forma,

‖f̃χ(xxx, χ̃,ddd)‖≤ Lf̃χχ ‖χ̃(t)‖+Lf̃χx ‖xxx(t)− x̄xx‖,

por lo tanto

‖χ̃(t)‖ ≤ ‖χ̃0‖−ω
t∫

0

‖χ̃(s)‖ds−
t∫

0

[
L
f̃χ
χ ‖χ̃(s)‖+Lf̃χx ‖xxx(s)− x̄xx‖

]
ds,

≤ ‖χ̃0‖−
(
ω + L

f̃χ
χ

) t∫
0

‖χ̃(s)‖ds− Lf̃χx
t∫

0

‖xxx(s)− x̄xx‖ds,

y aplicando el Lema Generalizado de Gronwall [65], se obtiene lo siguiente

‖χ̃0‖≤ δ0 ⇒ ‖χ̃(t)‖≤ e−λωt‖χ̃0‖+
L
f̃χ
x

λω
δx, λω = ω − ωsd, δχ(X) = sup

x∈X
‖xxx(t)− x̄xx‖,
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por lo tanto eligiendo los tamaños del dominio de atracción para δ0 y δχ como (4.20)

implica lo siguiente

‖χ̃‖≤ δ0 ⇒ ‖χ̃(t)‖≤ δχ,

esto implica que las trayectorias xxx(t) que comienzan en Xa0 evolucionan en el conjunto

compacto Xa, i.e.,

Xa0 = {xxxa ∈ Xa | ‖χ‖≤ δ0} , Xa = {xxx ∈ Xa | ‖χ‖≤ δχ > δ0} ,

finalmente, debido a que las condiciones de la Proposición 3 se satisfacen, y por la

propiedad de invariancia de X, entonces las trayectorias xxxa(t) que comienzan en Xa0

evolucionan dentro de Xa y convergen de forma asintótica a x̄xxa.

El resultado anterior asegura estabilidad práctica no local con respecto a los con-
juntos acotados Xa0 de condiciones iniciales y Xa en el que evolucionan las trayectorias
del sistema en lazo cerrado, y estabilidad estructural con respecto a desviaciones en las
entradas exógenas y en en términos de las ganancias del controlador y los ĺımites de
saturación.

La condición (i) de la Proposición 3 evita que en lazo cerrado se tengan puntos de
equilibrio indeseados, es decir, x̄xx es el único estado estacionario de lazo cerrado, mien-
tras que la condición (ii) asegura que la ganancia del observador ω domina el término
desestabilizante ωd. De acuerdo con estas condiciones se observa que existe un relación
entre las ganancias k y ω del controlador (4.7) y los ĺımites del control u− y u+ en
términos de las valores de bifurcación τc∗ y τ∗c de lazo abierto, y el dominio de atrac-
ción Xa0 del estado aumentado x̄xxa. Por lo tanto, para un conjunto dado de desviación
Xa y los ĺımites del control u− y u+ que satisfacen la condición (i) de la Proposición 3,
es posible ajustar el dominio de atracción Xa0 eligiendo la ganancia k suficientemente
pequeña y la ganancia del observador ω > k dentro de los ĺımites ω− y ω+.

Es importante mencionar que los efectos de saturación de la señal de control benefi-
cian el funcionamiento de lazo cerrado del Controlador Saturado por Retroalimentación
de Salida debido a que el término desestabilizante de la interconexión (4.13) se anula
pues χ̃ = 0. Esta propiedad se ha mostrado en varios trabajos relacionados al diseño
de control por retroalimentación de salida basado en observadores, por ejemplo [23] y
los trabajos sobre observadores de alta ganancia, en [37] se presenta una explicación
detallada.

El Controlador Saturado por Retroalimentación de Salida diseñado (4.7) en este
caṕıtulo en comparación con el controlador saturado por retroalimentación de salida
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basado en observador (3.1a) es mucho más sencillo en términos de no linealidad y de-
pendencia del modelo, mientras que el controlador (3.1a) es de dimensión 63 y se basa
en una copia del modelo (3.2), el cual depende de los parámetros del sistema y tiene
términos no lineales, por otro lado, el controlador (4.7) es de dimensión uno y tiene
una estructura (sin saturación) lineal, y sólo requiere una aproximación del parámetro
de intercambio de calor, por lo que es más robusto a incertidumbre paramétrica. En
este controlador, los errores de modelado y aproximación solo se verán reflejados en el
cálculo del valor de la señal de referencia ȳ, y de los ĺımites del control u− y u+, lo cual
se vera reflejado en elegir márgenes más conservadores de los ĺımites de saturación, ε∗,
ε∗. Estos efectos, existentes en cualquier diseño del controlador, pueden ser compensa-
dos con base en mediciones ocasionales de concentración para evaluación de calidad y
del funcionamiento del proceso.

4.4. Sintonización del controlador

Debido a la dinámica lineal asignada al sistema de lazo cerrado, y de acuerdo con la
prueba de estabilidad de la sección anterior dada por la Proposición 3, se pueden aplicar
las siguientes reglas de sintonización para las ganancias del controlador de acuerdo con
[28],

(1) Añadir a la variable medida error tipo de medición, ya sea con una señal de ruido
aleatorio o sinusoidal.

(2) Fijar los ĺımites del control de acuerdo con el criterio (3.16).

(3) Fijar las ganancias k del controlador y ω del observador de forma conservadora
en los siguientes valores

k ≈ 1 a 2 y ω ≈ 3 a 5.

(4) Incrementar el valor de ω hasta que la respuesta de vuelva oscilatoria en el valor
ω0, y entonces fijar ω en,

ω = (1/3 a 1/2)ω0.

(5) Incrementar el valor de k hasta que la respuesta se vuelva oscilatorio en el valor
k0, y entonces fijar k en,

k = (1/3 a 1/2) k0.

(6) De ser necesario ajustar los valores de τ−c , τ+
c , y k y ω repitiendo los pasos 3 y 4

para mejorar el desempeño del sistema.
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4.5. Conexión con control convencional

4.5.1. Relación con control PI

En trabajos anteriores se ha reportado que el tipo de controlador diseñado se puede
reescribir con la estructura clásica de un control PI de temperatura, en [28] y [20] se
muestra esto para el control de reactores continuos de tanque agitado, en [45] para un
reactor tubular, y en [51], [52], [50] para biorreactores. Considerando el controlador
saturado por retroalimentación de salida (4.7) sin saturación,

u =
−k(y − ȳ)− χ̂− ωy

a
, ˙̂χ = −ωχ̂− ω(au+ ωy), χ̂(0) = χ̂0, (4.21)

y sustituyendo la parte estática en la dinámica del controlador se tiene que,

˙̂χ = −ωχ̂− ω [−k(y − ȳ)− χ̂− ωy + ωy]

= −ωχ̂+ ωk(y − ȳ) + ωχ̂

= ωk(y − ȳ),

dado que la condición inicial correspondiente se asume nula, entonces la variable esti-
mada ˙̂χ se puede reescribir en forma integral como,

χ̂ = ωk

t∫
0

(y − ȳ)ds,

sustituyendo la ecuación anterior en la componente estática del controlador (4.21) y
considerando las siguientes variables en desviación,

ũ = u− ū, ψ = y − ȳ,

se tiene que,

ũ+ ū = −k
a
ψ − kω

a

∫ t

0
ψ(s) ds+

ω

a
y,

en estado estacionario, ψ =
t∫

0

ψ(s) ds = 0, y ũ = 0, por lo tanto,

ū =
ω

a
ȳ

sustituyendo en la ecuación del control en desviación y agrupando términos se obtiene,

ũ = −k + ω

a
ψ − kω

a

∫ t

0
ψ(s) ds,
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realizando las siguientes manipulaciones algebraicas,

ũ = −k + ω

a

[
ψ +

kω

k + ω

∫ t

0
ψ(s) ds

]
y definiendo los siguientes parámetros del controlador,

kp =
k + ω

a
, Ti =

k + ω

kω
=

k

kω
+

ω

kω
= k−1 + ω−1, (4.22)

el controlador se puede reescribir como,

ũ = −kp

ψ +
1

Ti

t∫
0

ψ(s) ds

 , (4.23)

en donde kp es la ganancia proporcional y Ti el tiempo integral. Por lo tanto se puede
concluir que el controlador diseñado resulta en un control tipo PI, como los utilizados
en la industria, con garant́ıa de estabilidad robusta práctica y criterio de ubicación de
sensor, además de diseño y sintonización sistemáticos.

4.5.2. Relación con control PI con anti encuerdamiento

Los esquemas usuales en control lineal tipo PI, para evitar los efectos de anti en-
cuerdamiento debidos a la acumulación excesiva en la acción integral del controlador,
utilizan esquemas sencillos en los que se añade un término integral adicional que integra
la diferencia entre la señal de control saturada y antes de la saturación con el objetivo
de reiniciar el valor acumulado en el término integral [8], esta técnica es conocida como
cálculo hacia atrás (back calculation en inglés). El controlador correspondiente tiene la
siguiente estructura,

u = sat

−kp
ψ +

1

T1

t∫
0

ψ(s) ds

+
1

Ta

t∫
0

es(s) ds

 , (4.24)

en donde ψ = y − ȳ, es = sat(u) − u, y kp es la ganancia proporcional, Ti el tiempo
integral y Ta el tiempo de anti encuerdamiento. Al comparar la ley de control (4.24) con
(4.7), se observa que mientras que el controlador propuesto solo tiene dos ganancias,
i.e., k y ω, el controlador PI con anti encuerdamiento tiene tres ganancias, kp, Ti y Ta,
por lo que en principio resultará más fácil sintonizar el controlador (4.7) ya que tiene
menos ganancias, además de que en este trabajo se presentaron las reglas de sintoni-
zación adecuadas. Mientras que para la ley (4.24) existen algunas recomendaciones de
cómo sintonizar este controlador poniendo especial énfasis en la ganancia Ta.
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4.5.3. Discusión

Desde el punto de vista de teoŕıa de control avanzado el controlador saturado por
retroalimentación de salida (4.7) tiene las siguientes caracteŕısticas (i) es construido con
base en propiedades de observabilidad y pasividad, (ii) recupera el comportamiento (su-
jeto a la convergencia del algoritmo de estimación) de su versión por retroalimentación
de estado (3.12) basada en el modelo detallado, (iii) cuenta con criterios para ubicación
de sensor y elección de ĺımites del control, (iv) también cuenta con un criterio de es-
tabilidad práctica robusta, y (v) en su versión sin saturación puede ser implementado
como un controlador PI.

La condiciones de solubilidad del problema se basaron, en primer lugar, en la propie-
dad de pasividad por retroalimentación de estado, la cual está sumamente relacionada
con la selección adecuada de la etapa de medición de tal forma que se asegure que la
dinámica cero tengo un solo punto de equilibrio al menos estable, en segundo término
la utilización de las curvas parametrizadas de control a lazo abierto y lazo cerrado, me-
diante las cuales se presentó el criterio para elegir los ĺımites del control, y finalmente
en la propiedad de observabilidad del modelo simplificado.

Por otro lado, desde la perspectiva de control convencional, el controlador saturado
por retroalimentación de salida (4.7) sin la función de saturación, es un controlador PI
pero con mejoras importantes, las cuales consisten en: (i) una construcción y sintoni-
zación sistemática, (ii) garant́ıa de estabilidad robusta de lazo cerrado, (iii) un criterio
de ubicación de sensor, (iv) un criterio para selección de los ĺımites del control, y (v)
un esquema de anti encuerdamiento (antiwind-up) basado en el observador de orden
reducido.

De acuerdo con los razonamientos anteriores el controlador propuesto en este trabajo
establece una conexión formal entre la teoŕıa de control no lineal (basado en pasivi-
dad, propiedades de observabilidad, diagramas de bifurcación) y esquemas de control
convencional (PI, y esquemas anti wind-up), además de que se formalizó un criterio de
ubicación de sensor con validez no local, también basado en teoŕıa de control no lineal,
en contra parte con los criterios previos basados en linealizaciones de modelos de di-
mensión finita, con validez local. Finalmente, es importante mencionar que el diseño del
controlador (4.7) desde el enfoque de control convencional no parece una tarea sencilla.

4.6. Aplicación al caso de estudio y simulaciones

Ahora se procederá a aplicar el controlador saturado por retroalimentación de salida
(4.7) al caso de estudio, el reactor 3.1 con los parámetros y valores nominales de las
Tablas 2.1 y 2.2 y con N = 30, y se realizará una comparación entre el desempeño del
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Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado (3.12). Las simulaciones tienen
por objetivo ilustrar las ventajas del controlador diseñado en este Caṕıtulo en cuando
a dependencia del modelo y robustez.

4.6.1. Ubicación del sensor

Para ubicar la etapa de medición el criterio en este caso es el mismo, la salida elegida
debe ser tal que la dinámica cero asociada tenga un punto de equilibrio al menos estable,
por lo tanto el resultado obtenido para el Controlador Saturado por Retroalimentación
de Estado se mantiene intacto en este caso, por lo tanto se tiene que m = 8, es decir se
medirá la temperatura de la octava etapa,

y = τ8.

4.6.2. Cálculo del controlador

En este caso independientemente de la etapa de medición, el Controlador Saturado
por Retroalimentación de Salida mantiene la misma estructura,

˙̂χ = −ωχ̂− ω (au+ ωy) , χ̂(0) = χ̂0,

u = $s(y, χ̂) =


τ+
c si $(y, χ̂) > τ+

c

$(y, χ̂) si τ−c ≤ $(y, χ̂) ≤ τ+
c

τ−c si $(y, χ̂) < τ−c

,

en donde,

$s (y, χ̂) =
−k (y − ȳ)− χ̂− ωy

a
.

lo único particular dependiendo de la etapa de medición es el valor nominal de la salida,
en este caso se tiene que,

ȳ = τ̄8.

4.6.3. Selección de las ganancias y los ĺımites del control

Para seleccionar los ĺımites del control se utiliza el criterio de la Proposición 3, los
valores τ−c y τ+

c deben ser tales que las curvas O y C(k, u−, u+) se corten solo en xxx,
por lo tanto se pueden utilizar los mismos valores elegidos en el caso del control por
retroalimentación de estado,

τ−c = 0.988 < τc∗, τ+
c = 1.05 > τ∗c .

Para elegir la ganancia del controlador se utilizaron las reglas de sintonización pro-
puestas, y obtuvieron los siguientes valores,

k = 2, ω = 25.
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4.6.4. Funcionamiento de lazo cerrado

A continuación se evaluará y comparará el desempeño nominal y robusto del con-
trolador diseñado. Desempeño nominal se refiere el funcionamiento del sistema en lazo
cerrado cuando se cuenta con el conocimiento exacto de los parámetros del modelo de
la planta para el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado, valor exacto
de la referencia ȳ y los ĺımites del control, mediciones sin ruido y las entradas exógenas
fijas en sus valores nominales, además de que se conoce el estado. El objetivo de esta
simulación es el de mostrar el desempeño que se puede alcanzar bajo condiciones ideales
con el control por retroalimentación de estado, e ilustrar la capacidad del Controlador
Saturado por Retroalimentación de Salida basado en el modelo simplificado de recupe-
rar el desempeño de su contraparte basada en el modelo detallado y con mediciones del
estado. Por otro lado, funcionamiento robusto se refiere al desempeño de lazo cerrado
cuando el controlador por retroalimentación de salida es implementado con parámetros
aproximados, mediciones con ruido y entradas exógenas variantes en el tiempo.

4.6.4.1. Funcionamiento nominal

En la Figura 4.1 se presentan los perfiles iniciales de la simulación (en negro), los
perfiles de referencia (linea continua en azul claro) y los perfiles estacionarios con el
controlador saturado por retroalimentación de estado (azul) y por retroalimentación
de salida (en rojo). Por otro lado, en la Figura 4.2 se observan la evolución tempo-
ral de las concentraciones y temperaturas de la primera etapa, la etapa de medición
y la etapa de salida, aśı como el esfuerzo de control. Se muestra la respuesta con el
controlador por retroalimentación de estado (en azul) y la contraparte de retroalimen-
tación de salida (en rojo). En esta simulación se aprecia que el Controlador Saturado
por Retroalimentación de Salida logra reconstruir el funcionamiento del Controlador
Saturado por Retroalimentación de Estado basado en el modelo detallado, una vez que
el error de estimación converge a cero. La señal de control primero se satura en su
valor máximo, para reducir la extracción de calor y que por tanto la temperatura incre-
mente, posteriormente, en el caso de retroalimentación de estado (ĺınea azul) la señal
se establece de forma suave en su valor nominal estabilizando los estados del sistema,
mientras que en el caso de retroalimentación de salida la señal de control se satura en
su valor mı́nimo para extraer el exceso de calor debido al sobrepaso y finalmente se
establece en su valor nominal, a la vez que los estados se establecen en los valores pres-
critos. Para los perfiles iniciales que se eligieron, los estados del sistema se estabilizan
en dos tiempos de residencia. La salida medida y y sobre la cual actúa el controlador se
estabiliza con un sobrepaso pequeño, y al forzar esta temperatura a su valor prescrito
las demás variables de estado tienden de forma asintótica a los valores prescritos. La
salida regulada z presenta una respuesta rápida (también de dos tiempos de residencia)
pero con un sobrepaso grande, para reducir esto se pueden ajustar las ganancias del
controlador con base en mediciones ocasionales de la concentración.
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Se realizó una segunda simulación en donde el par de perfiles iniciales exigen que
el controlador realice un esfuerzo mayor para estabilizar el sistema en los perfiles pres-
critos, esta simulación tiene el propósito de verificar que el Controlador Saturado por
Retroalimentación de Salida reconstruye adecuadamente el comportamiento de su ver-
sión por retroalimentación de estado, y mostrar los efectos de la saturación cuando el
reactor opera lejos de los perfiles prescritos. En la Figura 4.3 se muestran los perfiles
iniciales (en negro), los perfiles prescritos (azul claro) y los perfiles de estado estaciona-
rio con el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado (en azul) y de Salida
(en rojo), y en la Figura 4.4 se muestra la evolución temporal de las temperaturas y
concentraciones de la primera etapa, la etapa de medición y la etapa de salida, además
del esfuerzo de control. En este caso el controlador estabilizó el sistema en aproximada-
mente 5 tiempos de residencia, la acción de control primero satura a su valor máximo,
de tal forma que la extracción de calor sea mı́nima y por lo tanto la temperatura del
sistema crece, posteriormente el control se satura en su valor mı́nimo, con esto la ex-
tracción es máxima y se extrae el calor excesivo debido al sobrepaso, finalmente el
controlador se encarga de estabilizar la temperatura de medición en el valor nominal
y con esto los perfiles completos se estabilizan en los prescritos, la salida regulada z
tiene un sobrepaso importante pero posteriormente se estabiliza en el valor prescrito
rápidamente. Se observa que el Controlador Saturado por Retroalimentación de Salida
reconstruye adecuadamente el comportamiento de la versión por retroalimentación de
estado, y que el desempeño del estimador mejora debido a los efectos de la saturación
del control, [23].

4.6.4.2. Funcionamiento robusto

Se realizaron dos simulaciones del funcionamiento robusto del reactor con el Contro-
lador Saturado por Retroalimentación de Salida (4.7), en ambas simulaciones se añadió
ruido blanco con desviación estándar de 5 % a la salida medida y, además de que tam-
bién se añadió una señal sinusoidal de perturbación con amplitud de 1 % con periodo
la décima parte del tiempo de residencia en la la temperatura de entrada τe, mientras
que a la concentración de entrada ce también se le añadió una señal senoidal de per-
turbación a la misa frecuencia y de 2 % de amplitud, además de un cambio escalón de
5 % de amplitud en t=5, también en el flujo de entrada q presenta un cambio escalón
de 5 % de amplitud en t=7. Además el controlador (4.7) se implementó con un valor
aproximado del parámetro de intercambio de calor δ̂ = 1.1 (error de 10 %).

La primera simulación tiene como propósito evaluar el funcionamiento robusto en
la localidad del valor estacionario x̄xx. En la Figura 4.5, se muestran los perfiles iniciales
(en negro) lo cuales son cercanos a los perfiles prescritos (en azul claro) y los perfiles
estacionarios correspondientes (en rojo), se observa que en este caso los perfiles estacio-
narios con el controlador por retroalimentación de salida (4.7) estabilizan los perfiles
con una desviación aceptable con respecto a los prescritos. En la Figura 4.6 se presenta
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la evolución temporal de las concentraciones y temperaturas de las etapas primera, de
medición y de salida, además del esfuerzo de control. En esta simulación se observa
que la salida medida y es regulada a su valor nominal, a pesar de los efectos de las
perturbaciones y el ruido de medición.
La salida medida y y la regulada z se estabilizan alrededor de los valores nominales en
aproximadamente dos tiempos de residencia, cuando se presentan las perturbaciones
escalón en t = 5 para la concentración de entrada y t = 7 en el flujo, el controlador
compensa sus efectos en la salida medida y, y esto se traduce en desviaciones del valor
prescrito en la variable regulada z, sin embargo está dentro de una región suficien-
temente cercana al valor prescrito, además de que esto es una limitante de cualquier
controlador por retroalimentación de salida.

Se realizó una segunda simulación del funcionamiento robusto del reactor con las
mismas condiciones de ruido y perturbaciones de la simulación anterior, con la diferen-
cia de que los perfiles iniciales de concentración y temperatura están más alejados de los
prescritos, corresponden a una condición de baja temperatura y alta concentración de
reactante. En la Figura 4.7 se muestran estos perfiles, iniciales (en negro), prescritos (en
azul claro) y de estado estacionario con el controlador saturado por retroalimentación
de salida (en rojo), se observa que en este caso también el controlador estabiliza los per-
files de concentración y temperatura en regiones alrededor de los nominales. Además en
la Figura 4.8 se presenta la evolución temporal de las concentraciones y temperaturas
de las etapas inicial, de medición y de salida, además del esfuerzo de control. En este
caso nuevamente se observa que la salida y es regulada a su valor prescrito a pesar de
las perturbaciones, mientras que la salida regulada z se mantiene en una región acotada
alrededor de z̄, lo cual va de acuerdo con la prueba de estabilidad correspondiente. Dado
que por los perfiles iniciales se requiere un esfuerzo de control mayor, en comparación
con la simulación anterior, para llevar los estados a los valores prescritos, por lo tanto
el esfuerzo de control se satura en sus valores máximo y mı́nimo por tiempos largos.

De acuerdo con aplicaciones en control de procesos qúımicos en la industria [42],
el rechazo a perturbaciones por largos periodos de tiempo es el objetivo primordial
en el diseño de esquemas de control para este tipo de sistemas. Por tanto el compor-
tamiento de lazo cerrado con el controlador (4.7) debe ser juzgado en mayor medida
por su desempeño en estado estacionario en presencia de perturbaciones t́ıpicas en las
entradas exógenas y errores de medición. Desde esta perspectiva el controlador por re-
troalimentación presenta un desempeño aceptable ya que la desviación con respecto a
los valores prescritos de la salida regulada z se mantiene en una región cercana a pesar
de las perturbaciones escalón en la concentración y flujo de entrada, y sinusoidales en
concentración y temperatura de entrada, además de que el controlador es considera-
blemente más sencillo que la versión por retroalimentación de estado y la versión por
retroalimentación de salida basada en el modelo detallado.
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Figura 4.5: Perfiles de concentración y temperatura iniciales y de estado estacionario

del reactor en lazo cerrado con el controlador saturado por retroalimentación de salida,

funcionamiento robusto y local
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del reactor en lazo cerrado con el controlador saturado por retroalimentación de salida,
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4.6.4.3. Comparación con esquemas convencionales

En esta sección se presenta una comparación por medio de simulaciones del fun-
cionamiento del reactor (3.2) con el controlador propuesto (4.7) y un controlador PI
con anti encuerdamiento (4.24). La comparación tiene por objetivo mostrar las venta-
jas del controlador (4.7) con respecto a los esquemas usuales utilizados en la industria
para control saturado. Además de que los criterios para ubicación de sensor y selección
de los limites de saturación son útiles en otros esquemas de control. La simulación se
realizó en condiciones nominales, es decir, las entradas exógenas están en sus valores
nominales y se considera que no hay ruido en las mediciones. El controlador propuesto
se implementa con las siguientes ganancias obtenidas al aplicar las reglas de sintoni-
zación presentadas en este caṕıtulo, y el criterio de selección de los ĺımites del control
propuesto en este trabajo, además al aplicar el criterio para selección de la etapa de
medición se considera que se mide en la etapa 8,

y = τ8, k = 2, ω = 25, u− = 0.988, u+ = 1.05,

por otro lado, el controlador (4.24) se implementó utilizando los criterios propuestos
para la selección de los ĺımites del control y la etapa de medición, por otro lado, las
ganancias se eligieron de acuerdo a las reglas presentadas en [8], con lo cual se obtienen
los siguientes parámetros,

y = τ8, kp = 20, Ti = 0.4, Ta = 0.03, u− = 0.988, u+ = 1.05,

en la Figura 4.9 se muestran los resultados de simulación, se observa que el contro-
lador propuesto estabiliza la temperatura de salida y = τ8 con un sobrepaso menor
en comparación con el controlador (4.24), ya que la acción de control satura durante
menos tiempo, en cuanto a la salida regulada z = c30, las respuestas son similares con
ambos controladores, ya que ambas respuestas son oscilatorias y se establecen casi al
mismo tiempo. Las respuestas obtenidas con cada controlador son bastante similares,
sin embargo en cuanto el esfuerzo de control, se puede decir que el controlador (4.7)
produce un esfuerzo de control que requiere gastar menos ya que la acción de control
correspondiente se satura durante menos tiempo. Estos resultados se obtuvieron consi-
derando las reglas de sintonización propuestas en [8] que están diseñadas para ajustar
las tres ganancias del controlador, y es posible con otra sintonización se puedan mejorar
los resultados obtenidos. Para verificar esto, se considera la relación que existe entre el
controlador (4.7) sin saturación, con controladores tipo PI, y se reajustan las ganancias
del controlador (4.24) considerando (4.22), de esta forma ya están fijas las ganancias
de la acción proporcional y la derivativa, y solo se requiere ajustar la ganancia del
anti encuerdamiento, la cual se puede ajustar haciéndola más pequeña, con lo cual se
obtienen las siguientes ganancias,

y = τ8, kp = 25, Ti = 0.54, Ta = 0.01, u− = 0.988, u+ = 1.05,

en la Figura 4.10 se presenta otra simulación comparando las respuestas del sistema
con los controladores (4.7) y (4.24), este último con las ganancias reajustadas. En esta
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Figura 4.9: Comparación entre el controlador propuesto, y un controlador PI con anti

encuerdamiento

simulación se observa que las respuestas obtenidas con ambos controladores son muy
similares, además de que en este caso los esfuerzos de control también son muy simi-
lares. Por lo tanto se puede concluir que el controlador propuesto es un esquema para
lidiar con los efectos negativos de la saturación en actuadores muy similar a los es-
quemas utilizados en la industria para evitar fenómenos de encuerdamiento, pero tiene
la ventaja de que tiene una ganancia menos y con reglas de sintonización sencillas y
claras, las cuales pueden ser utilizadas incluso para lograr mejores sintonizaciones en
los esquemas usuales en la industria tipo PI con anti encuerdamiento. Por otro lado,
los criterios para la ubicación de sensor y elección de los ĺımites del control también
sirven para implementar otros controladores.
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Figura 4.10: Comparación entre el controlador propuesto, y un controlador PI con anti

encuerdamiento con ganancias ajustadas

Resumen

En este caṕıtulo se presentó el rediseño del controlador saturado por retroalimenta-
ción de salida basado en el observador geométrico diseñado en el caṕıtulo anterior. El
controlador rediseñado se basa en la simplificación del modelo de la etapa de medición
y la estimación de los términos no lineales y los errores paramétricos y de modelado por
medio de un observador lineal de orden reducido. El controlador conserva los criterios
de ubicación de sensor y selección de los ĺımites del control de su versión basada en el
modelo detallado, además de que reconstruye el comportamiento de éste. Se presentó
la prueba de estabilidad correspondiente y se dieron condiciones en términos de las
ganancias del controlador y los ĺımites de saturación para asegurar estabilidad práctica
no local robusta. Finalmente se presentaron algunas simulaciones para mostrar el fun-
cionamiento del controlador, su capacidad de reconstruir el desempeño del control por
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retroalimentación de estado y su funcionamiento robusto ante ruido en la medición y
perturbaciones en las entradas exógenas. El controlador mostró un desempeño bastante
bueno con la ventaja de poder ser implementado mediante una realización simple, tener
una estructura sencilla en cuanto a no linealidad, dimensión y dependencia del modelo.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

En este trabajo se estudió el problema de estabilización por retroalimentación de
salida de un reactor qúımico exotérmico tubular considerando los efectos de saturación
en actuadores para el diseño del controlador. El enfoque utilizado se basó en el uso de un
modelo discreto del reactor con base en el cual se diseñó un Controlador Saturado por
Retroalimentación de Salida, junto con un criterio de ubicación de sensor (relacionado
con la dinámica cero correspondiente), y un criterio para elegir los ĺımites del control
con garant́ıa de que el estado estacionario prescrito es el único punto de equilibrio de
lazo cerrado. El controlador garantiza de estabilidad robusta en el sentido de estabili-
dad práctica, y estabilidad robusta estructural en el sentido de que pequeños cambios
en los parámetros del sistema y desviaciones en las entradas exógenas no modifican la
geometŕıa de la dinámica en lazo cerrado.

Como parte del desarrollo metodológico del trabajo, se introdujo un modelo discreto
que aproxima, mediante la elección de un número suficiente de nodos de discretización,
adecuadamente el comportamiento del sistema distribuido, con base en este modelo se
diseño un controlador saturado por retroalimentación de estado con base en la pro-
piedad de pasividad por retroalimentación de estado, de donde surge el criterio de
ubicación de sensor presentado en este trabajo. Además, de que utilizando un método
de eliminación de ecuaciones se utilizaron diagramas de bifurcación en el plano para de-
terminar los ĺımites del control con garant́ıa de estabilidad estructural. Posteriormente
con base en las propiedad de observabilidad del modelo estudiada en la literatura se
añadió un estimador geométrico al diseño para obtener un controlador saturado por
retroalimentación de salida basado en observador. El controlador diseñado hasta este
punto sirvió como referente teórico para establecer una solución para el problema de
control saturado por retroalimentación de salida, sin embargo dada la complejidad del
controlador en términos de no linealidad, dimensión (nc = 63) y dependencia del mo-
delo y los requerimientos de obtener una solución sencilla, se procedió a rediseñar el
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controlador. Esto se realizó con base en la confección de un modelo simplificado para
la dinámica de la etapa de medición, el cual hereda las propiedades de pasividad y
observabilidad del modelo detallado, para este sistema se diseñó un controlador por
retroalimenteación de salida, basado en un observador lineal de orden reducido, el cual
reconstruye el comportamiento de su versión por retroalimentación de estado basado
en el modelo detallado y es más simple que la versión por retroalimentación de salida
basada en el estimador geométrico, puesto que el controlador rediseñado es casi lineal
(quitando la saturación), está conformado por una sola ecuación diferencial y sólo re-
quiere la aproximación de un parámetro del modelo, y además los criterios de ubicación
de sensor y selección de los ĺımites de saturación siguen siendo válidos. Por otro lado,
se mostró que el controlador diseñado sin saturación se puede realizar en forma de
un controlador PI clásico. Mediante simulaciones realistas se mostró el funcionamiento
adecuado del controlador saturado por retroalimentación de salida bajo condiciones ex-
tremas en cuanto a ruido de medición, perturbaciones en las entradas exógenas y error
paramétrico.

El controlador diseñado además establece una conexión formal entre las técnicas
de control avanzado y esquemas de control convencional, que resultan en el controla-
dor saturado por retroalimentación de salida y los criterios de ubicación de sensor y
selección de ĺımites del control, con las herramientas utilizadas en control convencional
como control PI, criterios de ubicación de sensor con base en experiencia en la opera-
ción del sistema en cuestión y criterios basados en teoŕıa espectral y esquemas de anti
encuerdamiento (windup, en inglés). Por otro lado, se mostró por medio de simulación
que el controlador propuesto puede funcionar mejor que los esquemas usuales de con-
trol PI con anti encuerdamiento, con una estructura sencilla y un parámetro menos de
diseño, además de que los criterios de ubicación de sensor, selección de los ĺımites del
control y reglas de sintonización son útiles no solo para el controlador propuesto sino
también para los esquemas de control utilizados en la industria facilitando su diseño y
sintonización.

5.2. Trabajo futuro

El sistema considerado en este trabajo es un modelo representativo, que a pesar de
ser sencillo contiene los elementos de complejidad suficientes (fenómenos de dispersión,
convección y reacción) para que con base en la metodoloǵıa desarrollada para éste
se pueda explorar la posibilidad de extender los resultados a otros tipos de reactores
distribuidos, por ejemplo a sistemas con tasas de reacción R(C, T ) diferentes, reacciones
reversibles, reacciones con inhibición o tipo Langmuir-Hinshelwood. Por ejemplo, en
este último caso, la tasa de reacción (adimensional) está dada por [13], [25],

r(c, τ) =
c

(1 + σc)2
e−

Ea
RT ,
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en donde σ es el factor de inhibición, Ea es la enerǵıa de activación y R la constante
general de los gases.

Por otro lado se pueden considerar reactores en fase gas, en los cuales los efectos de
dispersión en la concentración son despreciables, y la dinámica de concentración está
en estado cuasi estacionario, el modelo correspondiente (en variables adimensionales)
es el siguiente,

0 = −q∂sc− r(c, τ), 0 < s < 1, t > 0,

∂tτ = dh∂
2
sτ − q∂sτ + βr(c, τ)− δ(τ − τc),

c = ce(t), ∂sτ =
q

dh
[τ(s, t)− τe(t)] , s = 0,

∂sc = 0, ∂sτ = 0, s = 1,

τ(s, 0) = τin(s),

matemáticamente este modelo tiene la ventaja de que aplicar el enfoque presentado en
este trabajo es más sencillo debido a que la dinámica de concentración es estacionario
con respecto al tiempo, y por tanto la discretización por diferencias finitas correspon-
diente tiene dimensión N , por otro lado, este tipo de reactores son los más utilizados
en la industria.

Otro posible ĺınea en la que se puede trabajar el problema de control saturado es
el de añadir esquemas de precompensación para las entradas exógenas como la con-
centración y temperatura de entrada, en la industria normalmente los efectos de las
perturbaciones se atenúan modificando la señal de referencia de temperatura y luego
el control PI se encarga de seguir esta referencia actuando por medio de la camisa de
enfriamiento, sin embargo el ajuste de la señal de referencia lo realiza un operador que
ha ganado experiencia en el funcionamiento del sistema, por lo que el diseño de un
esquema automático de ajuste de la señal de referencia seŕıa una mejora importante.
En el caso de la temperatura de entrada en [45] se diseñó un esquema de este tipo, pero
no se consideraron los efectos de saturación en el actuador, mientras que en cuanto a la
concentración primero se requiere el diseño de un algoritmo de estimación para luego
implementar el esquema de precompensación.

Finalmente, en este trabajo se presenta una solución para el problema de control
saturado de un sistema distribuido, pero se considera que una aproximación de dimen-
sión finita, con un número de nodos de discretización adecuado, es suficiente para el
diseño presentado y el problema planteado se considera resuelto para una aplicación
real. Sin embargo, con fines teóricos, se puede estudiar qué sucede cuando en el sistema
en lazo cerrado (3.13) con el Controlador Saturado por Retroalimentación de Estado
(3.12) se considera que el número de nodos de discretización tiende a infinito, en este
caso, el modelo en dimensión infinita se recupera, y por tanto la restricción dinámica
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en la salida medida y(t, sm) está dada por,

∂tτ = dh∂
2
sτ − q∂τ + βr(c, τ)− δ(τ − τc) = −k(y − ȳ)|s= sm,

de la ecuación anterior se puede determinar la ley de control correspondiente, la cual
requiere información de la primera y segunda derivadas parciales de concentración con
respecto a la posición evaluadas en s = sm. El sistema en lazo cerrado con esta ley
de control se puede interpretar como el modelo distribuido (2.3) con una condición de
frontera dinámica en sm de la siguiente forma,

∂tτ = −k(y − ȳ)

y por lo tanto se puede considerar que el sistema distribuido es seccionado en dos
partes en su dominio espacial, la primera en donde s ∈ [0, sm], mientras que la segunda
parte es la correspondiente a s ∈ [sm, 1], ambos con la condición de frontera anterior.
Estudiar las propiedades de este sistema y los condiciones para asegurar estabilidad
mediante el uso de teoŕıa de ecuaciones diferenciales parciales representa una posible
ĺınea de investigación a futuro.
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Apéndice A

Detalles sobre el modelo y los métodos

gráficos utilizados

A.1. Detalles del modelo

A.1.1. Obtención del modelo adimensional

Considerando el modelo en EDP (2.1a), e introduciendo las variables adimensionales
(2.2), se tiene, para 0 < S < L,

νrCr
L

∂c

∂t
=
DMCr
L2

∂2c

∂s2
− νCr

L

∂c

∂s
−R(Crc, Trτ)

νrTr
L

∂τ

∂t
=
DHTr
L2

∂2τ

∂s2
− νTr

L

∂τ

∂s
+

(−∆H)

ρcp
R(Crc, Trτ)− PUTr

Aρcp
(τ − τc)

de donde,

∂c

∂t
=
DM

νrL

∂2c

∂s2
− ν

νr

∂c

∂s
− L

νrCr
R(Crc, Trτ)

∂τ

∂t
=
DH

νrL

∂2τ

∂s2
− ν

νr

∂τ

∂s
+

(−∆H)Cr
ρcpTr

L

νrCr
R(Crc, Trτ)− PUL

Aνrρcp
(τ − τc)

considerando que la velocidad del reactante dentro del reactor está dada por, ν = qe
L ,

entonces se tiene que,
ν

νr
=
qe/L

qr/L
=
qe
qr

:= q
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en donde qe es el flujo de reactante, y qr es un valor de referencia, por lo tanto,

∂c

∂t
=
DM

νrL

∂2c

∂s2
− q ∂c

∂s
− L

νrCr
R(Crc, Trτ)

∂τ

∂t
=
DH

νrL

∂2τ

∂s2
− q∂τ

∂s
+

(−∆H)Cr
ρcpTr

L

νrCr
R(Crc, Trτ)− PUL

Aνrρcp
(τ − τc)

y definiendo los siguientes parámetros y tasa de reacción

dm =
Dm

νrL
, dh =

Dh

νrL
, β =

(−∆H)Cr
ρcpTr

, δ =
PUL

Aνrρcp

r(c, τ) =
L

νrCr
R(Crc, Trτ).

Para el caso espećıfico de la tasa de reacción (2.3),

R(C, T ) = Ckee
− Ea
RgT ,

la versión adimensional toma la siguiente forma,

r(c, τ) =
L

νrCr
keCrce

− Ea
RgTrτ

=
L

νrCr
keCrce

− Ea
RgTr

+ Ea
RgTr

− Ea
RgTr

=
L

νrCr
keCre

− Ea
RgTr ce

Ea
RgTr

− Ea
RgTr

1
τ

=
L

νrCr
keR(Cr, Tr)ce

Ea
RgTr e

− Ea
RgTr

1
τ

definiendo a = L
νrCr

keR(Cr, Tr) y γ = Ea
RgTr

,

r(c, τ) = aeγe−
γ
τ

y finalmente, considerando φ = ln(aeγ), la expresión adimensional para la tasa de
reacción es,

r(c, τ) = eφ−
γ
τ

y se obtiene el modelo distribuido adimensional,

∂c

∂t
= dm

∂2c

∂s2
− q ∂c

∂s
− r(c, τ)

∂τ

∂t
= dh

∂2τ

∂s2
− q∂τ

∂s
+ βr(c, τ)− δ(τ − τc)
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Para las condiciones de frontera mediante un procedimiento similar y considerando
que q = ν/νr, se obtiene,

Cr
DM

L

∂c

∂s
= qνr [Crc(s, t)− Crce(t)]

∂c

∂s
= q

νrL

Dm
[c(0, t)− c(t)]

finalmente, considerando dm = νrL
Dm

, se obtiene la condición de frontera adimensional
para s = 0,

∂c

∂s
=

q

dm
[c(0, t)− ce(t)] .

Para la condición de frontera de temperatura en s = 0, mediante un procedimiento
similar se obtiene (2.1c). Mientras que las condiciones de frontera en s = 1 son triviales
de obtener al igual que los perfiles iniciales, con lo cual se obtiene el modelo adimen-
sional (2.3).

A.1.2. Modelo en forma compacta de condiciones de frontera en el

modelo discreto

De forma expĺıcita, el modelo (3.1) es

ċi = ϑm (ci+1 − 2ci + ci−1)− θ (ci − ci−1)− r(ci, τi), 1 ≤ i ≤ N,
τ̇i = ϑm (τi+1 − 2τi + τi+1)− θ (τi − τi−1) + βr(ci, τi)− δ(τi − τc),

c0 =
ϑm

θ + ϑm
c1 +

θ

θ + ϑm
ce, τ0 =

ϑh
θ + ϑh

τ1 +
θ

θ + ϑh
τe, i = 0,

cN+1 = cN , τN+1 = τN , i = N + 1

ci(0) = ci0, τi(0) = τi0

incorporando las condiciones de frontera en i = 0 e i = N + 1 en los nodos i = 1 e
i = N , respectivamente, y agrupando términos se obtiene lo siguiente,

ċ1 = − [θ + ϑm + α(τ1)] c1 + ϑmc2 + θce := fc1(c1, c2, θ, ce), i = 1

τ̇1 = −(θ + ϑh + δ)τ1 + βα(τ1)c1 + ϑhτ2 + θτe + δτc := fτ1(τ1, τ2, θ, τe, u),

ċi = (θ + ϑm)ci−1 − [θ + 2ϑm + α(τi)] ci + ϑmci+1 := fci(ci−1, ci, ci+1, θ), 1 < i < N

τ̇i = (θ + ϑh)τi−1 − (θ + 2ϑh + δ)τi + βα(τi)ci + ϑhτi+1 + δτc := fτi(τi−1, τi, τi+1, θ, u)

ċN = (θ + ϑm)cN−1 − [θ + ϑm + α(τN )] cN := fcN (cN−1, cN , θ), i = N

τ̇N = (θ + ϑh)τN−1 − (θ + ϑh + δ)τN + βα(τN )cN + δτc := fτN (τN−1, τN , θ, u)

con condiciones iniciales ci(0) = ci0 y τi(0) = τi0, para 1 ≤ i ≤ N .
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A.2. Diagrama de Van Heerden para el modelo discreto

Para construir el diagrama de Van Heerden mostrado en la Figura 3.2, se utilizan
las fórmulas recursivas (3.4), de tal forma que todas las incógnitas quedan en términos
de c1 y τ1, posteriormente sustituyendo éstas en los balances totales (3.5), se tienen dos
ecuaciones para dos incógnitas, y se puede resolver para c1 y τ1, (con algún método
numérico) y determinar el resto de las variables con las formulas recursivas (3.4). Sin
embargo de esta forma, dado que al método numérico utilizado se le tiene dar un par de
valores iniciales cercanos a alguna solución, y dado que el problema tiene multiplicidad
de soluciones, esto se puede volver engorroso. Para encontrar todas las soluciones de
forma sistemática, se utiliza el diagrama de Van Heerden, a continuación se presentan
los pasos para su construcción y determinación de los perfiles estacionarios.

1. Fijar un valor de τ̄1.

2. Mediante un método numérico resolver el balance de materia (3.5a), para obtener
c1 (se necesita un estimado inicial de c1).

3. Variar τ1 en un intervalo razonable (valores factibles para τ1 por la f́ısica del
problema) y repetir el paso 2, de esta forma se obtendrá un conjunto de soluciones.

4. A partir del conjunto de soluciones, construir las curvas de calor generado Q̇e y
calor extráıdo Q̇g, dadas por (3.6a) y (3.6b), respectivamente.

5. En un mismo marco de referencia graficar las curvas τ1 vs Q̇e y τ1 vs Q̇g, los
puntos donde se corten ambas curvas corresponden a los estados estacionario del
reactor y se puede obtener τ̄1.

6. Para obtener los valores correspondientes de c̄1, construir la curva τ1 vs c1 con
los datos obtenidos en el paso 3, y determinar el valor correspondiente de c̄1 con
el valor de concentración que le corresponde a τ̄1 en la curva construida.

7. Finalmente con los valores obtenidos de c̄1 y τ̄1 y las fórmulas recursivas (3.4) se
pueden calcular el valor estacionario del resto de las variables y reconstruir los
perfiles estacionarios interpolando los datos.

Aplicando los pasos anteriores al caso de estudio utilizado en este trabajo se obtuvo
la Figura 3.2 y los perfiles interpolados mostrados en la Figura 3.1.

A.3. Diagrama de bifurcación con respecto a ū en lazo

abierto

Para a construcción de este diagrama también se utiliza el método de desgarre, por lo
tanto el problema de determinar cómo vaŕıan los estados estacionarios con respecto a un
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parámetro, en este caso el valor nominal del control, se disminuye desde dimensión 2N+
1 a dimensión 3, ya que los gráficos construidos relacionan las variables de la primera
etapa o nodo de discretización, c1 y τ1 con ū. En este caso, en las fórmulas recursivas
(3.4), el control se considera como una incógnita adicional, por lo tanto, al generar los
balances de materia y enerǵıa (3.5), se tienen dos ecuaciones con tres incógnitas, c1, τ1

y u, sin embargo haciendo un barrido similar en τ1 y mediante un método numérico
resolviendo los balances de materia y enerǵıa, se obtiene un conjunto de soluciones para
cada τ1. A continuación se describen los pasos para generar el diagrama.

1. Generar las fórmulas recursivas (3.4) solo con valores nominales de ce, τe y θ, en
este caso u = τc se deja como incógnita.

2. Fijar un valor de τ̄1.

3. Mediante un método numérico resolver los balances de materia (3.5), para obtener
c1 y u (se necesita un estimado inicial de c1 y u).

4. Variar τ1 en un intervalo razonable (valores factibles para τ1 por la f́ısica del
problema) y repetir el paso 2, de esta forma se obtendrá un conjunto de soluciones.

5. A partir del conjunto de soluciones, presentar en gráficos separados las curvas u
vs c1 y u vs τ1 y en ambos trazar una recta en el valor nominal del control.

6. Los valores de estado estacionario de c̄1 y τ̄1 están determinados por los cortes
con la recta u = ū

7. Finalmente con los valores obtenidos de c̄1 y τ̄1 y las fórmulas recursivas (3.4) se
pueden calcular el valor estacionario del resto de las variables y reconstruir los
perfiles estacionarios interpolando los datos.

A.4. Diagrama de bifurcación de la dinámica cero

En este caso el diagrama de bifurcación de la dinámica cero se realiza utilizando el
método de desgarre considerando como incógnitas las variables de la primera etapa c1

y τ1, además del control u, pero se añade una restricción adicional: la temperatura en
la etapa de medición está fija en su valor nominal, i.e.,

τm − τ̄m = 0 (A.1)

por lo tanto, para generar los diagramas correspondientes se intercambia uno de los
balances por la ecuación (A.1). A continuación se presentan los pasos para construir el
diagrama correspondiente.

1. Generar las fórmulas recursivas (3.4) solo con valores nominales de ce, τe y θ, en
este caso u = τc se deja como incógnita.
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2. Fijar un valor de τ̄1.

3. Mediante un método numérico resolver el balance de materia (3.5b) y la ecuación
(A.1), para obtener c1 y u (se necesita un estimado inicial de c1 y u).

4. Variar τ1 en un intervalo razonable (valores factibles para τ1 por la f́ısica del
problema) y repetir el paso 2, de esta forma se obtendrá un conjunto de soluciones.

5. A partir del conjunto de soluciones, presentar en gráficos separados las curvas u
vs c1 y u vs τ1 y en ambos trazar una recta en el valor nominal del control.

6. Los valores de estado estacionario de c̄1 y τ̄1 están determinados por los cortes
con la recta u = ū

A.5. Curva de control de lazo cerrado

La curva de control de lazo cerrado O(k, u−, u+) también se construye casi de forma
idéntica a la curva de lazo abierto O, la cual es la curva de bifurcación de lazo abierto
rotada. La curva de lazo cerrado se realiza incorporando la ley de control (3.10) en las
ecuaciones recursivas (3.4) y en los balances (3.5) de forma impĺıcita, posteriormente
se siguen los pasos mencionados en la sección de este apéndice donde se indica cómo
construir la curva de bifurcación de lazo abierto. La dinámica de temperatura en la
etapa de medición en lazo cerrado expresada en forma impĺıcita es

τ̇m = (θ + ϑh)τm−1 − (θ + 2ϑh + δ)τm + βα(τm)cm + ϑhτm+1 + δτc = −k(y − ȳ)

por lo que en estado estacionario,

0 = (θ + ϑh)τm−1 − (θ + 2ϑh + δ)τm + βα(τm)cm + ϑhτm+1 + δτc + k(y − ȳ)

cambiando esta ecuación en (3.14) por las últimas dos ecuaciones y luego realizando los
balances totales de materia y enerǵıa se obtienen los balances de lazo cerrado M(xxx1, ddd)
y M(xxx1,hhh), resolviendo estos balances para valores dados de la temperatura τ1 en un
intervalo adecuado (ver los pasos de la sección anterior) se obtiene la curva de control
de lazo cerrado O(k, u+, u−).
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Apéndice B

Deducción de las funciones f̃ff y f̃ffχ

B.1. Deducción de la función f̃ff

Recordando la ley de control (4.5),

$(y, χ̂) =
−k(y − ȳ)− χ̂− ωy

a

del error de observación se puede escribir el estado estimado como χ̂ = χ+ χ̃, sustitu-
yendo en la ecuación anterior se obtiene,

$(y, χ̂) =
−k(y − ȳ)− χ− χ̃− ωy

a

del cambio de coordenadas χ = bm − ωy, se tiene que bm = χ+ ωy, y sustituyendo,

$c(y, χ̂) =
−k(y − ȳ)− bm − χ̃

a
=
−k(y − ȳ)− bm

a
− χ̃

a
:= µ (xxx,ddd, χ̃) .

De acuerdo con lo anterior, la ley de control (3.10) se puede escribir en términos de
desviación en la variable de estimación χ̃ de la siguiente forma,

µ̃(xxx,ddd, χ̃) = µ(xxx,ddd, χ̃)− µ(xxx,ddd)

y la versión saturada es la siguiente,

µ̃s(xxx,ddd, χ̃) = µs(xxx,ddd, χ̃)− µs(xxx,ddd)

en donde,

µs(xxx,ddd, χ̃) = sat

[
−k(y − ȳ)− bm

a
− χ̃

a

]
(B.1)

µs(xxx,ddd) = sat

[
−k(y − ȳ)− bm

a

]
(B.2)
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en la segunda ecuación µs coincide con (3.12) cuando bm = ς(xxx,ddd). Considerando lo
anterior, el sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (4.7) es el siguiente,

ẋxx = fff [xxx,ddd, µs (xxx, χ̃)]

escribiendo el campo vectorial en sus argumentos,

ẋxx = fff [xxx,ddd, µs(xxx,ddd)] + f̃ff
(
xxx, χ̃,ddd, d̃dd

)
el primer término del lado derecho de la ecuación anterior coincide con el sistema en
lazo cerrado con el controlador (3.12), es decir,

fff [xxx,ddd, µs(xxx,ddd)] = fffs(xxx,ddd)

el cual ya se demostró que es asintóticamente estable. Por otro lado, el campo vectorial
en desviación es,

f̃ff(x̃xx, χ̃,ddd, d̃dd) = fff
[
xxx, d̃dd, µs(xxx, d̃̃d̃d, χ̃)

]
− fff

[
xxx, d̄̄d̄d, µs(xxx, d̄̄d̄d)

]
considerando la ecuación (B.1), y sustituyendo en la anterior se tiene,

f̃ff(x̃xx, χ̃,ddd, d̃dd) = fff
[
xxx, d̃dd, µs(xxx,ddd) + µ̃s(x̃xx,ddd, χ̃), χ̃

]
− fff

[
xxx, d̄̄d̄d, µs(xxx, d̄̄d̄d)

]
esta última expresión es la que se queŕıa llegar.

B.2. Deducción de la función f̃ffχ

Del diseño del observador lineal de orden reducido (4.6a), se tiene que,

χ̂ = b̂m − ωy

y el error de observación se define como, χ̃ = χ̂− χ, por lo tanto,

χ̃ = χ̂− (bm − ωy)

recordando que bm está definida por el mapa estático (4.2), el error de estimación se
puede escribir de la siguiente forma,

χ̃ = χ̂− [ς(xxx, θ)− ωy]

y considerando que χ = bm + ωy, la dinámica del error de estimación está dada por,

χ̃ = ˙̂χ− χ̇

= −ωχ̂− ω(au+ ωy)−
(
ḃm − ωẏ

)
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ahora, tomando en cuenta que ḃm = ς̇(xxx, θ), y del modelo simplificado (4.3) se tiene
que ẏ = bm + au, sustituyendo en la ecuación anterior,

˙̃χ = −ωχ̂− ω(au+ ωy)− ς̇(xxx, θ) + ω(bm + au)

= −ωχ̂− ωau− ω2y − ς̇(xxx, θ) + ωbm + ωau

= −ωχ̂− ω(bm − ωy)− ς̇(xxx, θ)
= −ωχ̂− ωχ− ς̇(xxx, θ)
= −ωχ̃− ς̇(xxx, θ)

el mapa ς(xxx, θ) depende de la etapa de medición, y la expresión general de lazo cerrado
para éste es la siguiente,

ς(xxx, θ) = (θ + ϑh) τm−1 − (θ + 2ϑh + δ)τm + βα(τm)cm + ϑτm+1 + (δ − a)$s(y, χ̃).

A continuación se define la siguiente variable en donde se considera que $s(y, ˆchi) =
µs(xxx,ddd, χ̃),

γ(xxx,ddd, u, u̇) := ς̇(xxx, θ)

γ(xxx,ddd, u, u̇) = (θ + ϑh) τ̇m−1 − (θ + 2ϑh + δ) τ̇m + βα′(τm)τ̇mcm + βα(τm)ċm + ϑhτ̇m+1

− (δ − a)µ̇s(xxx,ddd, χ̃)

= (θ + ϑh) τ̇m−1 −
[
θ + 2ϑh + δ − βα′(τm)cm

]
τ̇m + βα(τm)ċm + ϑhτ̇m+1

− (δ − a)µ̇s(xxx,ddd, χ̃)

= (θ + ϑh) [(θ + ϑh) τm−2 − (θ + 2ϑh + δ) τm−1 + βα(τm−1)cm−1 + ϑhτm

+δµs(xxx,ddd, χ̃)]−
[
θ + 2ϑh + δ − βα′(τm)cm

]
[(θ + ϑh)τm−1 − (θ + 2ϑh + δ) τm

+βα(τm)cm + ϑhτm+1 + δµs(xxx,ddd, χ̃)] + βα(τm) [(θ + ϑm) cm−1

− [θ + 2ϑm + α(τm)] cm + ϑmcm+1] + ϑh [(θ + ϑh) τm − (θ + 2ϑh + δ) τm+1

βα(τm+1)cm+1 + ϑhτm+1 + δµs(xxx,ddd, χ̃)]

finalmente, la función f̃ffχ se define como,

f̃ffχ(xxx,ddd, χ̃) = γ [xxx,ddd, µs(xxx,ddd, χ̃), µ̇s(xxx,ddd, χ̃)] = γ [xxx,ddd, µs(xxx,ddd) + µ̃s(xxx,ddd, χ̃), νs(xxx,ddd, χ̃)]

en donde,

νs(xxx,ddd, χ̃) =

{
0 si µs(xxx,ddd) + χ̃

a > u+µ(xxx,ddd) + χ̃
a < u−

ν(xxx,ddd, χ̃) si u− ≤ µs(xxx,ddd) + χ̃
a ≤ u

+

con ν(xxx,ddd, χ̃) una función acotada en sus argumentos.
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