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Elijamos como origen de nuestro eis&ema de referencia -

al punto de partida del proyectil. 

Nuestro problema est! esq�ematizado en l a  figura ).1 

donde s e  observa que la velocidad v0 est� formada por una 

proyección horizontal v0x y una vertical voy' cuyas comr.one� 
tes son: 

lOO m/seg (1) 

lOO m/seg ('2) 

Considerando un 'Punto P(x,y) sobre 1a. trayectoria, ob-­

servamos que eJ. desplaz;¡miento horizontal ''x'' corresponde al 

de un movimiento rectilíneo uniforme cuyo modelo mateo�tico­

es: 

para n�estro caso: 

V = lvox 1 = 

Sustituyendo 

S 

S 

lOO 

vt + s0 

X • ' 

rn/eeg 

B ., 
o X o 

(4) y (5) en (3) : 
X lOO t 

(3) 

= o (4) 

(de (1)} (5) 

(6) 

Ooe�rvese que la eoorden�da x de cualquier punto de la 
trayectoria es una función do t (tiem'PO transcurrido desrie -

que se disparó el proyectil). Esto es: x � f(t). 

Por otro lado, el desplazamiento vertical ''Y" del p!'o-­

yectil , se v� �fect�do por ln aceleración de la gravedad (G= 
:9,81 m/seg

2
), por lo cual se tiene un movi1üento llniforme-­

mente acelerado cuyo modelo matem5tico es: 

. 
------------------� ·�----------�----------��---------------------- ---------



�a nuestro caso: 

S = y 

vo = voy 
a = -g 

so 
= Yo .. O 

lOO m)seg (de (2)) 

-9 .81 m/seg2 

Sustituyendo f.c (8) a ,(10) en (7): 

y � 100 t - 9·81 t? 2 

(7) 

(8) 

1 (9) 
(lO) 

(11) 

Nuevamente, "PUede verse q,ue la coordena-:la ''y" de cuaL 
c¡u:l. -•· punto de la trswectoria es una t'unci6n de t: es-

• o es: y = g( t). 

Las ex-presiones ( 6) y ( 11) nos ..i'ln las rep;las de e� 
rresponJcncia mediante las cuales se puede determinar cu� 

quier punto de la trayectoria con solo dar valores a -
"t", o sea que un �unto cualquiera vendrá dado por: 

P (lOOt, 100t - � 9.81 t�) 

Las expresiones (6) y (11) definen las coordenad'ls­
del proyectil como funciones del tiempo t, esto es, en -
tfirminos generales se pueden expreear co�o: 

X = f(t) " lOOt 
Y = g(t) lOOt - � 9.81 t2 

(6) 

A esta pareja de ecuaciones que definen para cada -
valor de "t" a todos los puntos de la tray�ctoria, se 
les llama ecuaciones paramétricas �e 12 trayectoria en 
E2 y a "t" se le llama variable intermedia 6 parámetro. 

Analicemos ahor� la trayectoria de otra part!cula,­

cuya proyecc16� 30bre el plano XY describe una circunfe­
rencia y cuyn ootR ee prnporcion3l al tie�po. 

2 

Considerando, como se' muestra en la fieura·· 3·2� nuestro 
origen del sistema, coincidiendo con el c�ntr� de 1 1� circ�n­
ferencia, tenemos �ue PP.ra un punto P(�,y,z) JObr� la tra­
yectoria '!'rOpllesta en el párrafo anterior, su proyección· P'­
sobre el plano XY corresponde a un movimiento circular uni-­
forme por lo que los desplazamientos en las direcciones de -
los ejes "X" y "Y" son: 

:X r' coa wt 

y r' sen wt 
(12) 
(13) 

donde w es la rapidez angular y r' el radio de la circunfe-­
rencia. 

En cuanto al movimiento perpendicular al plano XY, se -
tienen deoplazamientos iguales en tiempos iguale� por lo que 
corresponde a un movimiento rectilíneo uniforme dado por: 

z ct (14) 

donde e B8 una constante de proporcionalidad. 

y 

\ 

\ 
\ 

' 



Puede observarse que lae ex�resiones (12), (13) y -
(14) definen las coordenadas de un punto P cualquiera de 
la trayectoria en E3, que en este caso es una espiral. -
Así: P (r'cos wt , r'sen wt, ct). 

De loe ejemplos anteriores, ee tienen las siguien-­
tes definiciones : 

DEFINICION ).1. Al conjunto de re7las fle corresovn 
dencia que relacionan las coordenadas de un yunto 

P (x,y,z) que deeor1be una curva en E3, dadas por: 

X �  f(t) , y �  g(t) , Z = h(t) 

con una variable intermedia "t" llamada pará.luetro, se le 
denominan C:CUACIO�l'ES PAR.VlETRICAS,.DE LA (:tffiVA. 

Obsérvese que l)ara E2 solacen te necesitamos dos e-­
cuaciones param6tricas. 

\ Si recordatnos del ce:pítulo 1 oue a cada PUnto del -
��pacio Cartesiano le corresponde un vector de posición, 
entonces el vector de posición de cada punto de la tra-­
yectoria de nuestro e1emplo anterior veudr� dado por el­

vector r :  

r r'coewt i + r'senwt j + ct k 

DEFI1liCI011 ). ?.. A una ecuaci6n vectorial de la va­
riable escalar "t" ( parámE:tro), dada. por: 

� f(t) i + �(t) j + h(t) k 
donde f(t), g(t) y h(t) son las ecuac iones param�tricae­

de un� curva, se le ll�ma la ecuación vectorial de dicha 
curva. 
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z 

X 

t=to 
t=t1 

t=t2 

Figura 3.3 

t=t¡ 

/ , 
/ 

/ 
/ / 

y 
/ , 

r.omo se muestra en la figura 3.3, n caña valor de t 
corresoonde un vector de nosici6n de un uunto de la cur­

va por lo cual ésta se irá definiendo coníor�e le demos­
valores a t. 

En el sip.uiente tema de este capítulo veremos al�­
nos ejemplos de esta definición. 

Eatudiemoe ahora las condiciones que deben cumplir­

se para �ue una trayectoria dada por una ecuación oar��! 
trica también se pueda representar por su ecuac16n cart� 
eiana, ambas, modelos matemáticos de la mi�ma trayecto-­

ria. 

TECIR!'.11'1\ ).l. 

funciones inversas 

r-1(x) o g-1(x) 

Si :x = f(t), JI"" g(t) y tienen '¡lor ­
(ver canitulo l de ·.:atemáticas !), a 

entonces e'll:iste! 



y = P(x) 

a) 1 = g [r-1cx] 

b) :s:. � f[g-1(x� 

DEMOS�ACIO!I: 

dada por: 

?(x) 6 

= G(y) 

Observemos la figura 3,4, la cual ilustra e1 caso 

Figura :u 
s1 t0€ Dfnn8, y y0, tal �.?.Ue: 

x0 = f(t0) 

quedando asi definida una pareja P0, donde 

51 f tiene inversa, entonces 

y euati tuyendo en y 0, u os el á :  

Yo = g [!-
l

(xo] 

todo el conjunto de VAlorea as! obtenidos, nos definen -
la !unc16n: 

P( X) 
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Esto -prueba la parte·(a) d e l  Teorema 

�te se deja como ejercicio al lector. 
la segunda -

Además, se �uede demostrar que dos parejas de ecu«­
oiones peram6tricaa di�erentee representan la misma cur­
va, si y sólo si, la ecuación cartesiana obtenida con -

cualquier �eje es la misma y además, si el dominio y -

rango correspondientes son iguales. 

Aplicando el Teorema visto anteriormente, �odeoos,­
a partir de nue stras ecuaciones �ramétricas (6) y (11), 
calcular la ecuación cartesiana equival.ente: por lo vil! 
to en N:ate�áticas I, la función x = lOO t tiene cono -
función inversa t = x/100, entonces al sustituir en - -
(11) se obtiene: 

y = 

dmplificando : 

100 ( X ) 9.61 ( X )2 IOo - 2 IDO 

y = x - 2ÓO�� x2 = F(x} (15) 
que e s  la ecuación cartesiana de la trayectoria. La �­
gura 3.5 muestra la representación esquem�tica mediente­

d1agralll'\S de •renn de este �rrt1,le�1e. 

�lgura 3.5 



La forma de la ecuaoi6n (15) indica qu� la represeE 

taoi6n gr!fica de la trayectoria es una par'bola. �con 

tremas la �arma can6nica de esta ecuación: factoricemos 
., el coeficiente de x • 

Y " - 26óg� [x2 - 2�g� lt + (l��gf)� + 2tg?§�) 
reagrupando t�rminoa : 

10000 ) (y - 2(9.81) 

que �s 1� ecuaoi6n can6nica cartesiana de una parábola -
con v�rtice en 

V (10000 _10000 ) 9."8!' • 2 '{'9.1IT'J' ' 

eje focal naralelo al eje y, y ,se abre hncia la parte n� 
gativa del mismo, como indica la figura ).6: 

1000Jy 

2(9.81) 

---�---------�1o�o=o�o-,�-s-,---�------__. x 
Otrn forma de 

la trayectoria del 

Figura 3.6 
obt�ner 1� re�esentae16n gr&fica de-
móvil, es aplicando direct��ente las-

ecuaciones Param�tricas 

X � lOO t 

y = lOO t 

En eate caso, sustituyendo un mismo valor del ��r'­
metro •tn en ambas ecuaciones se encuentran las coorden� 

das de un punto de la curva, repitiendo este proceso pa-
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ra distintos valores de �. podemos construir la siguien­

te tabla: 
t lt y 

o o o 
1 lOO lOO- 1/2 g 

2 200 200 - 2g 

3 )00 )00 - 9/2 g 

4 400 400- 9g 

5 500 500 - 25/2 g 
6 600 600 - 18g 

7 700 700 - 49/2 g 
8 800 aoo - )2g 

9 900 900 - 81/2 g 

10 1000 1000 - SOg 

ll 1100 1100- 121/2 g 

12 1200 1:?00 - 72g 

13 1300 1300 - 169/2 g 
14 1400 1400- 98g 

15 1500 1500 - 225/2 g 

16 1600 1600 - 128g 

17 1700 1700 - 289/2 g 

18 1800 1800 - 162g 

19 1900 1900 - 361/2 g 

20 2000 2000 - 200g 

200 20000 o �:'BI 9":1!I 

TABLA ).1 



Gra!icando las coordenadas (x,y) obtenidas para ce­

da valor de t, se observa que la gr;f'ica correa�onde a -

la de la figura 3.6. 

Para el diaeffo del peral te de una curva en una ca­

retera es necesario conocer su geometria, la cual gene­

·almente depende de la topografie <'lel terreno. Si se S.'! 
>e que una cu-:-va se asP.neja a 1� tr ... yectorla dada por: 

r = coso& i + sen-e .i o �t} � Tr /2 ; en radianes 

Calcular la ecuaci6n cartesiana de dicha curva. 

SOLUCION': 

Si x = coa tT 
y sen-& 

c'lespejando de x 

sustituyendo en Y• 

-6 E�f C't 

"{}E.' ,;: c.:-! 

cos6' 

t} = e.ng COS X 

� 
R 

g 

y een ( ang coa x) 

Otra forma de encontrar 1-.. sc:t!lci6n cartesiana co--

rrespondiente 

·�2:} 
X Fioura 3.6 

De la f'igurf'! ).s::; o�ten�:nos, 

cos "{} 

een t} 
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que son las compon entes de la ecuaci6n vectorial de la -

trayectoria. 

Aplicando el Teore�.de Fitágoras se encuentra un�­

re1aci6n mas sencilla que y sen (ang cos x): 

1 

Obsmese que el re,·ul tado es el r,ismo ya que en :a 
ecuaci6n vectorial e os -9 a x y sen -9 = y, por lo cue.l 

sustituyendo en la irlcntidpd, 

een2 '6 + cos2 t} .. 1 obtener.os 

Este proble�a nos hace ver que cuando en las ecua-­
ciones param6tric�s aparecen funcion es tri�onom�tricqs -

resulta conveniente utili�r identidades rlc este tipo, � 
�in de obtener la ecuao16n cartesiana de una oaoera me:­
ptoáctica. 

Algunas veces es fácil despejar "t" de una de las -

funciones y obtener la ecuaci6n c�esiana de la c�va � 
partir de las ecuaciones parAm�tricas, sin embargo, es:a 

eliminac16n de "t" no es ese�CiRl y no siernnre es posi-­
ble o conveniente, por lo cual a veces convendrá tre'oa-­

jar con las ecuaciones p«rao6tr1cRs. 

a). 'Determinar la ecuaci6n cJU<tesiana de una cur:a 

cuyas ecuaciones param6trioas son: 

X t 

1/t t � o 

b). Determinar la ecuRci6n cartesiar.a de la curve­

cuya ecuaci6n vectorial es: 



a) 

r coet 1 + sect j 

y 
e). Comparar las soluciones obtenidas en loe 1nc1sos­

b). ¿Se trata de la mdsma curva? 

SOLUCION 1 

a). Si X = 't 

y >= 1/t 

Sustituyendo 

t;io 

t X 

y= 1/x 6 

en y 

1 y = F(x) 

que es la ecuaci6n cartesiana, donde xe R , X� 0 

, 
b). Si r = coat 1 + eect j , entonces: 

X cost 

y = eect 

(-ao,-1) U 

[ -1,1] 
t.l].+ 2n-\l ( ) r 2 _ 

nal,211 • •  

[l,CC ) 
sustituyendo cost • x en y = 1/oost ! 

y =  l/x 6 xy : l, pero X� [-1,1] 
e). Las dos ecuaciones cartesianas son iguales, pero la 

primera est� definida para toda x con x 1 o, mient�as que -
la segunda queda restringida al intervalo x �[-1,1] ¡ xiO 
�or lo tanto, es la misma curva, pero definida en diferentes­
dominios. 

Las gr�ficas correspondientes se presentan en la f�gura 
).7. 

1 

y 

(a) 

ó x=t 
Y:1/t 

Figura 3.7 

y 

r- �' 1 1 ' 1 o � 1 ........ , 
, 1 1 X 

', : :xy:1 ""\:- ---<xE f:-1,1] x-tO 
\ ó 

r:tOS tj+Sen� 
( b) 

Un proyectil describe la tr�yectori� dPda �or 
las ecuaciones param�tri�as: 

X -& - sen-& 

1 - cos-& 

el lector puede comprobar que la ecuaci6n cartesiana co­
rrespondie�te es 

e.ng cos (1-y) - J 2y 

Oba&rvese que éste es uno de los casos en �ue las ecuq­
oiones p�ram&tric�s son mas sencillas, nor lo que su re­
presentaci&n gr�fica ee obtiene a partir de éstas. 

En los ejemplos anteriores hemos visto.la transfor­
me.e16n de ecu-cionee vectoriales o pa.ram�tricae a carte­
sianas. Estudi�aoe ahora el problema inverso, e�to es,­
la determin�ci6n de la ecuaci6n vectorial o de ecua­
cianea �aram�tr1cas de alguna curva plana a partir de su 
ecuac16o cartesiana. 

Podemos plantear el problema en estos términos: 



"Dada una curva I'U:Va ecuación cartesiana es: 
f(x;y) : O, encontr-unos RJ.gón psu- de ecuaciones -p..raml!tri 

cae. 
:X 

y 

o una ecuación vectorial 

x(t) 

y(t) 

x(t)i + y(t)j 

que representen a la misma curva". 

Resolvamos el problema planteado basados en el si-­
guiente: 

&J'E:I.IPLO 3. 4 
Encontrar un par de ecuacione� param�tricas y la e­

cuación vectorial correspondiente de la curra cuya ecua-­
c16n cartesiana es: 

l) 25 

SOLUCIO!I: 

Demos a x el valor de t: 

2} 

despejando y de 1) y sustituyendo 

X :.  t } 

en 2): 

3). y .. .¡ 25 t
2 

Si ahora damos a y el valor­
de t: 

4). y= t 

despejando x de 1) y sust. en 4): 

5 ). X ., h5 - t
¿ 

de aqui: 
r= ti + � j 

de ac,ui: 

r = .[25::tl" i + t.1 
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si ahora damos a x el valor: 

6). x • S cost 

despejando "Y'' de 1) y suatit� 

yendo 6). 

y2 25 25coa2t 

y2 25(1 - cos
2t) 

7). y .. 5 aent 

De a�ui: 

:Mas aán, si X = t) ee tendrá y - 1 25-t3. 
de: 

r t3i + ·hs- t3 j 

de don_ 

De este ejemplo, puede concluirse que para una ecua­
ción cartesiana dada que representa a una curva, se '!l\led e !l 
obtener una infinidad de ecuaciones vectorlR.les, aei co::�o le! 
parejas de ecuaciones paramétricas correspondientes. 

En las tres soluciones particulares anotadas, �ode-­
�oe verificar nuestras respuestas a �artir de las ecuP-ci2 

nes param�tricas, mediante 1� elim1naci6n del par!metro t 
con lo �ue debe obtenersela ecuaci6n cartesiana de ,arti­
da. Esta comprobación se deja a cargo al lector. (Para­
el tercer ceso se s�giere utili2ar la identidad tri¡ono�! 

trica een2t + cos2t 1 ). 

3. 2 O!ITE!ICION DE LA GlU'F!CA DE LA  BCUA.CION C.r:�TE--
SIANA t. PARTIR DE LAS GR.H"ICAS DE LAS ECUACIONES PA!':,t'{E-­
TRit:AS. 

Otro tipo de problemas que ee Fresentan, eon acue- -
lloe en loe que dis�oniendo solamente de dos gráficas cu­

yas ecuaciones no se conocen, se desea determinar ur.� n�e 
va gráfica que nos represente la relaci6n entre dos vari� 



blee que aparecen en cada una de las gráfic�s originales, 

relacionadas por una v�iable comdn (parácetro), como se­

muestra en el siguiente ejemplo: 

EJE:t.PLO 3. 5 

En una f�brica de �otores se est� estudiando un nue­
vo tipo de má�uina y se han llevado a cabo mediciones so­

bre sus características. con lo que se han podido elabo-­
rar las erát'i.cas most�•hs en la fi:-.u-a �.'l. 

T Temp, del ace¡te(°C) 

30 

20 

10 

o 1000 2000 
tal 

p 

100 

Figura3.8 

Potencia <HP> 

, 

Se desea conocer 1� relación que hay entre las vari� 
bles "potencia� y "temperatur:l del aceite". 

SOLUCIOil: 

Si no dispusihamos de las p;ráficaa R.P.!�. va Tem­

peratura y R.P.�. vs Potencia, el dnico camino uar�­

resolver el problema se�ia efectuar unn serie de medicio­

nes de las variables Temperatura y Potencia, al estar fu� 
oionando el motor, y gr�ricar los valoree obtenidos; pe­

ro pueden e�i�tir dificultades para llevar a cabo estas -

pruebas (costo, tiempo, etc). 
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ObaerveJiloe que en ambas gráficas aparec'en las !!,?,J.!. 
Podríamos tratar de.ll�gar a la relación buscada (Poten-­

cia va Tempe:atura), utilizando cOQO variable inter=e-­

dia a las R.P.M •• En otras palabras, conocecos las r�la­

ciones : 

T !1 (R.P.!.!.) 

P • t2 (R.P.�.) 

y en este caso el �roblena consiste en encontrar u�� �el� 

c16n del tipo: 

T 'F (P) 

entre las variables T y P, a trav�s dAl pe.r&letro P..P.�'.; 
en donde P es la vsriable independiente y T la dependien­

te. 

De las gr�fic�s sP. ,ueden obtener valores d e  �e��er� 

tura y Potencia n:,.ra ló'.� corrcsnor..·Jientes de R. P.r.:., co::�o 
se indic:. en lP.. tabl .... si�iente: 

R.P. M. T p Q (P,T) 
500 T1 p1 01tP1,T1) 

1000 T2 p2 02(P2,T2) 
1500 TJ p3 03(P3.T3) 
2000 T4 & 04 ( p4 ;r4) 
2500 Ts Ps 05 ( P5,T5) 

o o o 

o o o 



Graflcando las dos �ltimaa co�umnaa de �a tabla ant� 
rior se resuelv� el proble�na. (figura 3.9) 

T 

p 
Figura 3.9 

Lo o_ue se hizo, fu� eliminar el p!'rámetro �.P.��. T)a­
ra llegar a la relación entre las variables P y T. Bn 

for� semei�nte se �odrfa tratar otros �•oblemas que re�­
uen características análogas a las de �ate ejecplo. 

:3.3 ZCllACIO:':;;S VECTORI'\.L Y F.\.R�'.:�TRICAS DE LAS CO:�l 

CAS Y r.:">lfl.',:> Ct;i'lVAS CICJ,Ol":JH,';:3. 

Para el caso del proyectil, planteado al principio -
de :ate capitulo, se obtuvieron las ecuaciones �r�nétri­
cas, cartesiana y vectorial de su trayectoria, donde se -
nota que ésta es una parábola; sin embargo existen otras­
caracteristicas de esta curva que a�n no se han estujiP-dO 
Además debe hacerse notar que existen otras curvas cue 
también reouieren de un tr�.tamiento coco el hecho h?.sta -
ahora para la p�r�bola. 

A continuación estudie.re•uos ·las ecuaciones vectorial 
y par�métricas de las c6nic�s y algunas curvas cicloida-­
les, por lo que se dan las si��ientes definiciones: 

( 
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CONO CIROULf.R HECTO. Uo.a recta mÓvil G, que �orta a una 
recta fija A en un punto P, formando con ella uc �ngulo -
constante & , s;l.endo O <'6<�2, genera una superficie en 
el espacio E3, llamada: Coco circular recto, figura -
].lO(a). La recta G es la generatriz del cono, A es el � 
je y P el vértice. 

COUICAS: 

Se tienen dos porciones del cono unicas en el vérti-
ce. Ambas porciones se llaman hojas del cono. Las curvas 
que se obtienen por la intersección del cono con un plano 
que no pase por el vértice se llaman secciones cónicas Ó­
simplemente cónicas. Si e� plano secante es paralelo a -
algunq posición de la generatriz del cono, la c6n1ca es -
par�bola (figura 3.10 b). En cualquier otro casÓ, la in­
tersección se llama elipse 6 hipérbola, ""':Ún que el nla­
no corte un? ho.1a del cono o las dos (fi�a 3.10 by e). 

z. 

ca) [b) (C) 

Figura 3.10 



La hi��rbola consta de dos ramee, una en cada hoja -
del cono. Cuando el plano es perpendicular al eje del e� 
no ae tiene el caso particular de una circunferencia. 

Otra forma de definir geom�tricaoente a las c6n1�as­

es como sigue: 

LA CIRCln!'FERcNCIA. Es el luear ceo:n�trico de los 

puntos de un plano que equidistan de un punto fijo llame­
do foco o centro, a le distancia se le llama radio de 1�­

circunferencia. 

LA :ELIPSE. r.s el lu�ar geo!TIHrico de los nuntoe cu-

ya sum� de distancias d1 y rl< a dos puntos fijos F1 Y??, 
llamados focos, ea constante . 'Si loa focos coinciden, 1� 

elipse se reouce a una circunferencia. 

LA HtPZP.eOLA. Ss el lu�ar r.eon�tri co rle los ?Untos­

del plano p3ra los cuales el v�lor ?bsoluto de �a difere� 
cia de las distancias d1 y d� a dos puntos fi�oe F1 y?�, 
llamados focos, ee const�nte. 

LA PARABOLA. �s el luga� �eom�t�ico de los puntos -

del plano que �u1d1etan de un punto fijo F (foco) y de -

una recta
'

L (directriz). 

La figura ).11 ilustra las definiciones de l�s c6ni-

ce.s. 

Otra caract�rística de lae c6nic�� es la Excentric1-
' 

dad, la cual se define como el cociente entre la distan--

cia entre un punto de la cónica a su foco y la del nis�o­

punto 1\ Ull!l recta fijo. (directriz). �ra una cónica d'l<h 

eete cociente ee una constante par3 cualquier punto de la 

curva. 

Eeta será elipse, parábola �hip�rbola, segón la ex­

centricidad esté com�endida entre cero y uno, igual a u­

no o sea mayor que la unidad, respectivamente. 

L• Parábola ' Hipérbola 1 1 

Figura 3.11 

). ) .1 (;COA.C!ONES PXlt.t:.-gT!HCAS DE LA CIRCtmFE:IIE':CIA. 

Dad� una circunferencia con centro en el punto 

e (h,k) y rnd1o a (fiRUra }.11), podemos determinar sus� 
cuaciones parem�tricas de la si�uiente manera: 

Trac�mos la recta L que ��� por el centro de le cir 

cunferencia y forl!la un ánp,ulo -fr con el e;je x, la cual 
corta a la circunferencia en el punto F�(x,y) y forma el­

tri&ngulo rectán�lo CP� como se muestra en 1� fig. 3.12 en 
donde observarnos que: 



y 

D B X 
PIGORA. ).12 

IBA! =. JO§I-IOSI X - h 

JiPI • lilFI-13AI y - k 

ir-= ¡e¡¡ X - h X a oos-6-+ h . ( 1 ) coa � 
e. a 

sen i} "' l.AP! y- k � y a sen�. k ,..,, . ... 
a a 

Las ecuaciones (1) y (2) inñi.,(tn nue x e y son !un­
ciones de la varitlble interoedia & y por tanto dete=ainzr. 

un par de ecuaciones �r�m�tric�s par� unn oircunferenci� 

de radio a y centro c(h,k). 

�alculemoe la ecuac16n cartesiana de la circunfcren­
oia :·uet1tuycr¡1o (1) y (2) en la identi:!ad tri&ono.:�trice 

een?�+ coa
" -6 • 1, reaul11!-ndo: 

(x:hr· (y:k f 
1 

12 

(:x - b)2 + (y - k}� ? 
a· • • •  (3) 

Se deja como ejercicio al lector, determinar los e-­
cuaciones param�tricas de la circ�erencia con centro en 
c(O,O),  as! como la transfor�ci5n correspondiente a ec� 

ci6n cartesiana. 

Cualquier punto P(x,y) de la circunferencia puede ez 
presarse en func16n de las ecuaciones �r�étricas de le­

misma coco: 

P (a coa�+ h, a sen�+ k) 

cuyo vector de poe1c16n es: 
p=(a cos-Eh h, a sen·Eh k) 

ol cual, exprcasdo en forma trin6�1ca nos d� la ecuaci6n­

vector1al de la circunferl�cia, esto es: 

r (acoe'fr+h) 1 + (asen-e-+k) j 

Un carrete cilÍn<!rico de radio r = {"""! se 'corta ':lor 

un plano perpendiculAr a su eje, definiendo una circunfa­

rencia cuyo centro Be localiza en c(l ,l). Determinar au­
ecuaci6n vectorial. 

SOLUCIO:r: 
Si c(l,l), e ntoncoo hul, k=l y a=ff. rle donde las e­

cuaciones param�tr1.�c" u6n : 

x "'V':' cog'fr+ 1 
y .. ff sen-&+ 1 

Por lo cual la ecuación vectori-.\ es: 

(V'Tcoa-e-+ 1) i + (.rroen&� 1) j 



). ). 2. ECUACIO!;Es PA.l�AJ.'3TRICAS DE LA ELIPSE. 

K1�6tesist Un punto P(x,y) "e la elinse con centro en 
0' ( h, k) (!Ueda def'inido de il\ siguiente manerP-: 

Consid.l!rese dos circunferencias concf::ttricas de r'<dios 

a y b centro en O' (h,k}, siendo a>b. '!'r�ceee una rect� -­

cualqui�rn L �ue nasa por O'(h,k} forc�ndo un ángulo B con­

una rectl\ y:k paralela al eje de las x, �ue nase �or o•. 

La recta L corta a las dos c1rcunferenc1�s en los oun­
toa A. y '3, "'l�jeee desqe A una per"flendicul>"..r al e5e :::, d� 
finiendo los 'PUntos r. y e•, trácese �o!':! unq p'!re.l.� 

la aJ. eje X, nue corta s. la recta de .:,. a C en el pu.'lto 
P(x,y) buscado. � 

Demostración: A continuación se denostr:u-á. que el pu!!. 
to P es un punto <'.e la eli'Pse con centro en (ll,k), seClieje­
horizonta:L a y �emicje vertical b 

y 

P' 

K' 

o h' D e X 
FIGURA 3.13 
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De la fisura se deduce 

X "" 1 ocr l 
1 Oh' l 
,�, 

11ue: 

I<Sh·l ·lriT5l 
h 

1 07AI coa e 

Sustituyendo (�) y ( 3} en (1): 

y 

:X h � a coa i1 

" loP'I 
1m: '1 
IKTP•I,. 

1 or.•l + IITF•I 
k 

l � l sen e 

sustituyendo (?) y (6) en (4): 

y k + b sen e 

a cos e 

b sen e 

(1) 

( 2) 

( 3) 

.I 

(4) 

( '5) 
( 5) 

• • •  II 

Las ecuaciones I y II son un �r de ecuaci on�s narn�é-­
tricns de ln eli�se. 

Por otra rorte, todo "!)unto de ln elipse P(x,y) se ;:>•:e­
de expreoar en funci6n de sus ecuaciones p"'rnmétricas cono: 

P (ácos9+h,bsen&+k) 

cu;yo vector de '!l0�ici6n es: 

el ounl e.l ser e:qlresado en su forrna trinóclica rlá la ecuP..- -
c16n vectorial de la elipse= 

r (acos9+h)i + (bsen�+k)j 

Eliminando el �rá:etro de las ecuaciones I y II se 11� 

ga a la ecu�ci6n 

+ 1 

1 

.. 



Que es precisa�ente la ecu�ci6n carteeí�na de la eli�se 

con centro en O' (h,k), seoi-ejs m..'\,Yor horl..,.ontnl "a" y semi 
eje oenor vertical ''b". 

Obtener 1�� ecuaciones �ram&tric�s y vectorial �� 1� � 
li!J!Ie cuyo centro está en (l,l),rnrlio n3yor es ¡:¡ :¡ re.'l.o ­

menor es 1. Su eje focal es p�ralelo al eje x. 

SOLUCION: 

Si c(l,l) entonces: 

Semi-eje !:lRyor 

Semi-eje menor 1 

Sus ectL."l.cioncs p'-lr�!c�tric�s son: 

x F cos& + 1 

y sen& + 1 

Y su e0U'l.Ci6n vectorial, 

ji xi + yj 

k .. 1 

1 4  

). 3. ). ECUACIONES PARA!o'E'rRICAS DE LA H!PER'BOLA.. 

Consideremos dos circunferencias concéntricas, con ce� 

tro O' ( h,k) tl e radios a y b, siendo "> b, tracémos un" re.s_ 

ta cualnuiera !' oue nase por el punto O' y que forme un án­

gulo e con unn recte. y:k 'J)aralela al eje X. Sea C el 911!!. 
to de intersección tle dicha recta con la circunferencia 1e­
radio roayor y pasemos por C la tangente al circulo que cor­
te a la recta y=k en el 'J)Unto D. !'<>r el punto "9 trac�:�:>s 

una p2rs.lel3 '.11 e;\ e '!, que corta a la rec,ta " en el ;>unto -
E. PRse�os por D una 'J)aralela el eje Y y por E una p2Xale­

la al eje X, rectna que se cortan en el punto P, que pe:-tc­

nece a le hipérbola. 

y 

o h' D' 

l>IGURA ).14 

X 



De la figura podemos observar que: 

X Ion•( = IOii•l +lh'D•f 
IOh'l = h 

Y del triánculo rect�nculo O'CD: 

1 h'ñ•( • ¡(i>!) 1 = l ()'C 1 sf!Ctr 
eust1tuyendo (n)  y (b) en (1): 

x h + a sece 

y ., fntPI f"5'1il+lñPI 
¡o•n¡ k 

Y �el -t.ri:�ngulo rec t1.n¡¡u1o 0'3E: 

a sece 

IDP'I:: l:.J 1 � l � lt�nh = 'O  tnn� 

sustitu:rendo (e) y (el) en (?): 

y k + b tan.:. 

(:.) 
('\) 

( :? } 

(:::) 

( : ) 

• -:r 

I.as ecu�_cione� I �r II son un 1''\T de ecu::�ciones -.._r .. ::'e-­

tricr.s de
_ 

l'l hi p6rooh . • 

Todo punto de la hi�6�boln P(x,y) se puef.e ex���s�' s�­
funci 6n de sus ecuaciones O'lrnrc�tric,.,s co-no: 

cuyo vector de -posición es: 

el cual al ser c�,resado en su form.._ trin6mica dá 1� e�u.._- -

c16n vectori:ü de l'l hi '()llroola: 

Eliminando el �rÁnetro �e lns ecu.._ciones I y Il, lle-� 
mon n la ccn"c i 6n ' 

1 5  

1 

Que es la ecuaci6n cartesiana de l'l hi�llroola con ce�-­

tro en O'(h,k), seoi-e.1e mayor horizontal "a" y se:i-e.1e ::! 
nor vertic'll "b". 

�e deja como ejercicio p�ra el alumno ñeter�in�r las e­

cuaciones ��rao{¡tric;s, vectorial y cartesiana pnra la hi-�� 

boln con centro en C(O,O). 

Obtener la ecuación c�rte�i�na de 1� hip�rbole cuyo �en 
tro está en (:?,-3) con se�i-eie mayor horizontal = 4 
mi-eje �enor vertical = 2. 

SOI.UCIO!:: 

e (2,-3) h :: 2 

4 a 

sus ec=ciones "Paramétricas son: 

2 + 4 eect-

y -3 + 2 tane 

k -3 
O a 2 

t.•ediante 1" identid'id t-rigono>nétricn 

1 

y 8� 

po�emos elininar fic1l�ente el ?a��ctro e, para obtener !�­
ecuaci6n r"ct-..ngular: 

Si: 

finalmente: 

, 

seca 
:x-2 -4-

(:x-2)� 

16 1 

Y+) 
-2-



3. ).4 :ECOACI011ES PARA!.�F.TRIC.'.S DE LA P!P.A!lOLA. 

r.onsideremos un& �r�bola con vértice en V(h,k), eje f� 

cal paralelo al eje de las ahacisas, como se muestra en la -

figura 3. cuya ecuación es tl.e la forma.: 

(y-k)2 = 4p( x-h ) 

Pasemos une recta L que corte a la parábola en el �unto 
P(x,y) y qne forme un án-:ulo €o con el eje focal: !)Oc! e!:!os ob­

servar oue: 

X 

FIGURA 3.15 

y-k 
tan e des '(le 1 er�os a nx" 

x-h 
y-k 

cotE" (y-k) X + h X r + h • • • ( l) 
tan e 

Sus ti ttl.V cnd o lJ\ ecu'lci 6n ( 1 ) en ln de la parábola 

(y-k)'.? 

Sim!'l1Cicando y des)'>e,j<onrlo n "Y'' 

y 4p cot� + k • . I 

16 

51 volve:nos a sustituir la ecuaci6n I en la ecueci6n de 

la l)Arll. bola. : 

(4p cot� + k - k)
2 4p (x-h) 

S1arpli:f1cando y deo;pejando a "><" 

X 4p cot:?& + h • . li 

'!.!ls ecnaciones I y II no� r<:!:"1"esentP.n un '(l>\r de e�U'lCi.Q 

nes PP.raaétric�c fe 1� pnr6bola. 

Todo punto el e l:!. w.r�bolc. F( x ,y) se "''l"d e exp!"es:?.!" en -
funci6n de sus ecunc1�n·7S pP.rnnétric�s e o ::o : 

P (4� cot�� + h, 4� cot� + �) 
el cu�l nl ser ex�es�do en su forn� trin��i�� d& lq e'u�- -
c16n vec':orial de l:!. �rábola: 

r (4p cot�& + h)i + (4-p cotE- + k)j 

Si el1c1nano� el Jl"'rl!.-n�tro iie 1-.s ecu,.,r.ionea I .'f -I, 

lleeamos a lA. ecu¡:¡c16n r: e l'l mr:'ibol:� , lo 'cu'\l coop::-uP.·,� 

nueetro desarrollo. 

Se dej� como ejercicio p�rr- el �lunno ó·termin�r l•s c­
cuacioneo '(lnrBm�tricR�, vectori�l y cP.r�esi1n� de una �r�b� 
la con vértice en el ori�en y eje focal sobre el eje r.� l�s-
abscis,.s. 

3 • .3'. 5 CillVAS CICLOIUkLES 

�n un l!lecanismo de nñquina he::--,.Arnient"'- se necesi t•. oue­
un en¡::r,.ne aue rueit" sobre un" cre"l:lllera lleve unit!o ·:n "�.!!. 
tago ;.• que ai'Jer:t.(s sea coloco:tdo entre dos pl:-c:-.s corno �� nue.!! 
tra on la fieura. 3 .16 



cre!!!.,llera 

FIGURA 3.1G 

Como el vée-taco v�. ':\ trnv·��·g_r l:o �lac"'. lt':lteral, �s ne\':� 
serio hec�rle o. ént� un ::ort(; so:,re le linea t"Unterc�. t!c· r;-­
má!; se ret"!uiere oue el �nch.o de es� corte s�"l solo j.lsto T> ... -
ra C!UC ClUe!l� t:l v�.sta:::;o. '�ooo 2e vnn :=l. con$truir mu�=-·�s f.!.� 
zas, entonces se rec •.• ier� r"�idc3 y presici6n J:!.'.ra r.--�er 1-:":o 

cortes. 

El fabriC'!nte (lispone de un:-. cort:".dO!'". especiol �ne co� 
aiste en un sor.l ete cont.rol· .. r!o el<•ctr6nic:-.aente, el ='t'll n-.�� 
Ce efcctu!\r el corte e�1 1� for1ta indic2.�:�. si recib� �� tr�-­

yectoria en :for.:!?. t.e ecuación �:l.r?.tl�tri.:n.. 

Ahora bien, si dispone:oos r!c est�. c::'.Quina, toco el !'rc­

bletnll consiste en éeterr:dnar l.(s �c·.2aciones par::v:tC:tric�� C'.­

ln tr:tycctoria. 

Por comreni encia, d P.ter,�ino.rel:los l:J s ecuRciones de la -
trayP.ctoria con sir! ero.n<!o a l:sta cor.lo i.lr,.-. line:¡, (el !Hld•O l.;; 

dará el ;:;ruesp ce 1?. fl:u!la clel soplete). Gonaitler:u-�:tos 

que el vástago va colocado ,ju::to en el borde de!. en�ane, '::.!!, 
m�mdo cot.to oric;en el inicio de la trn;¡ectorin y un rP.�io ":,·· 

del encr�ne �o�o indica 1� f1eura 3.17. 
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y 

PIGURA 3·17 

Se observa que! 

X = JOBI = IOÑI-IBNI • • • • (1) 

Pero 

(longitud del arco �) • •  (2) 

y además del tri�ngulo PCM 

a aenJ! 

sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos cue : 

x e.�- a aenp " a(� - senp ) 

por otra parte 

y .. IWI IT.ml = I'CHI-1-rn:!l 
Pero 

• • • •  (3) 

• • • • ( 4) 

• • • • ( 5) 

JcNI 
y !cM! 

a es el rnd1o de la circunferencia (6) 

(7) a cos� (Ver triángulo PC!!.) 

Sustituyendo (6) y (7) en (5) 



a - e.cos p = a(l - ooe p) • •  (8) 

finalmente las ecuaciones pare.m�tricas noe �uedan : 

X a.( -p - sen p )  
y a.(l - cos p )  

• • • • ( 9 )  

Las ecuaci ones ( 9 )  son un par d e  ecu�ciones p����tri 
cae (donde p es el paránetro) de la trayectoria que reci­

be el nombr e de cicloid e ,  con las cuales ouecaria resu�lto 

el probleoa para proceder a recortar las Placas y nde,.�s -

podemos establ ecer la si511iente : 

L� cicloi d e es el lucar geon�trico descrito �or u� 
punto fijo de una circunferencia 0ue rued� oin resb�F: s� 

bre una rectP. fi j a. 

Por otra !)arte,  cu<>.nrlo el f'lec�niF.r-.o :>. construir r •�ui� 
re que en lugar de cren,.,llera se tuviese otro enrrrqne �irc'.l 

lar fijo, entonce2 el lu;nr geon�trico rlescrito !>Or ur. �un­

to fijo del engrrme o6vil cl eE cri'biría ana curva oue s e  11�­
rna epicicloide y oue se est':lbl ece en 1'1 c;l.:·tti cnte : 

DE"i'Incro:: J . 4  

E'picicloid e e s  el lue�r ¡:;eo"'ttrico ñ eocri to l'Or u�. '>U.!!. 

to fijo de un"' circunferencia oue rued "' ::;in resbRlar sobre el 
exterior de un� circunfercnci� fij�. 

Si ton;:¡no� a lJl circunfercnci:t fij� con r�dio ''!'l 11 ;: 

con centro en el oriP:t!m y ln. circunfcrcnci.._ • :6vil con :--dio 

"b" y tomqndo como pnr�mP.tro " p ( nua ec el �nrrul o for:· �do­

por lrt rect" 00 que une lo!l c entros de las •'oo circunf• r·m­

cins con la P'ITte ]'!Ositiv�>. del ej e X) ,  y siendo � el ñ:-:•;ulo 

entre las rectns OC y CP, se tiene que : 

18 

La ecURci6n d e  la �picicloirlc s e  �e�e d esarrollAr a -
partir d e  la siguiente fieura donñe se observa que :  

y 

X 

" · '"'  

Arco JCI Arco In' 6 }{)1 ¡¡p • • • {l)  

donr.e lA longi tuc! rl e  los nrcos viene de.cl� nor el yro.;ucto _ 

del r�dio �or el ánculo en raciP.nes, esto es : 

" 
NP 

Por lo tanto : 

y 

a p 
b �  

b e  

(a/l>) P 
o s"a nne e es función d �  p , ni'en�s ol1s6rvese <¡!Ae : 

( 2 )  
( 3 )  

( t. )  



X = !'!m( l:lSI:I + llr.l 
Pero del triángulo CBP, se ti ene que , 

IBPt ICPI sen o<. 

Por lo tanto x = IOLI + ICPI sen o<. 

� = e - ( ií;2 - ¡5 )  e ... p - íí /2 

• • • ( 5) 

. . . . ·  ( 6' 

• • • ( 7) 

Suatitu;rendo ( 4 )  en (7) y c:üculando el seno{, se tiene : 

s eno< = ( él ..{ .J li ) sen b ,_ + >" - 2 
y por iden�idades trigonom�t�icas 

sen Cl(. a+b coa ( - ¡5 ) 
b 

sen( a�b ¿ - � ) 

, 
• • • • ( SJ )  

sustituyendo ( 8 )  en (6)  y ( 6 )  en ( 5 ) ,  se obtiene fin�lmente ­
que : 

][ 

ad el!l6.s 

por lo tanto 

X = 

por otro lado 

I OL (  - (éP icos ( a ... b p) 
b 

1 01. 1 
! eP I  b 

( a+b ) cos p - b coa ( a+b p) 
b 

y = J !f.P ( I LD (  ltc l - ICB 1 

pero dc.l triáns;ul o OLC 

l tc l  (a+b) sen p 
'icB 1 (CP ( coso{ bcos(tl+p - !! ) 

2 
de ( 1 )  y utili z::tndo la identidad e os( A - ii/2 )  sen( A ) 

1 9  

:finalmente 

b sen ( e  + P. ) b sen(�¡!!' + p ) 

b sen( a�b ) ¡5 

y = {a+b )  senp - b sen(�p )  

A si, las ecuaciones paramf!tricas d e  la epicicloide r es•.:! t:;: 
ser 1 

X 

y 

( a+b )coa ¡5 - 'bcos( a�b ¡5 ) 

(a+b -' ( a+b)senp - bsen b "' ) 

De una manera análoga a lo que se ha viato s e  puede de�i 
nir la hipocicloide cooo : 

DEFilfiCION 3. 5 
Hipocicloide es el lugar geon�trico descrito por un ���­

to fijo de una circunferencia nue rueda si� resbalar dentro -
de otra circunferencia fija. 

y 

arco kH arco }:;' 
b ¿ 2. � 

-e � a p 

•. 

P(x,y) 

o K 

FIGURA ) . 19 



Si tomamos a la circunferencia fija con redio "b" y con­
centro en el origen y l a  circunferencia m6vil 'de radio "a.", -
utilizn.odo como ps.rál!letro a p que es el hngulo formado 'POr -
la recta OC 11ue une los c entros d e  las dos circunferenciA¡¡ -
con la pArte positiva del ej e X y siendo e el ángul.o o_ue se ­
va generando entre las rectas OC y CP, segdn se muestrr1 en la 
figuro. 3.19 donde puede observarse o.UP. : 

X ,. 

y .. 

1�1 
1 n1\ 

\ OL\ + I'L': I 
j CL\ - ¡e-� 1 

donde se tiene, d e  los tri!mgulos OLC y C'".3P que : 

1 otl 
1m1 

\"1m \e os P 
lñPI 

( \G:i 1 - l :;c ! l eos p 
I"GP \ s cn (ií-(;. + li;2 - .01) 
\ l:!P i sen (íi/':? - e +  p )  

( b-a)cos p 

utili�ando la identidad sen( ii /�+.4.) co;; A 

a cos (-e • p) 
a coa <- � P• �o a 

IÜ::I a cos ( R-h p) 
� 

Del triP.nGUlo OLC : 
I "CLI lúcl !len ,; (b-a) sen p 

'ii /2 - e- +  p) I "C3 1  ! Cr ! co!l 

utiliz�n�o la i� entid�d coa ( TI /?.+A) -senA 

-a sen (-& + p) ( r>-b -e: sen 7 J1) 
por lo tnnto, las ecuaciones ¡><>..r:'!!"lh:ricns son ! 

X (b-a) coa p + n coa (''·-b p) 
B 

y ( b-n) sen p + a sen cB p) a 

20 

Como dato curioso, obs�rvese que si : 

b = 2a 
man en : 

X 

y .. 

Las ecuaciones d e  le hipocicloide se trenefor-

( 2a-a) coa � +  acoa ( A-�a p) 
acos � + aco s( -p) 
2a cos p 

a cos p + a cos p 

( 2a-a) sen p + a sen (P·-2"- p )  
a 

a een p + a sen (-p) 
o 

a sen p e sen(+P) 

Por lo tanto, l�s eCUAciones 'Par��tric�s que s e  obti e--
nen son : 

X e 2a COS P 
y o 

donde se concluye oue ''x'' �ede tonar cun.l,ui "?r vRlor y y:O, 
�ata es la ecuaci6n d e  unP. recta �ue coinci7 e  con el e�a X, -

la cual se puede re�resent�r por la ecuaci6� 

y "' o 

Cual es son lns ecd'aciones p<o.ram.étricas C. e la hipocicloi­
de donde la circunferencia fij� tiene como rqdio b=4a y el­
radio d e  la circunferencia m6vil es a=4. 

50LUC10jf : 
Con esta condición, las ecuRciones param�tricas se redu-

cen a :  



X ( 4a.-a)cos 1 + a coa(� p) a 

3a. coa ' + a cos(-3,Ó) 

3a e o s  .ó + a coa 3,6 

y 3a. sen ,6 + a sen(-J¡Í) 

3a sen .ó a. sen 3P 

O sea s1 4a = 16 6 a 4 

X. 12cos.ó + 4cos3.t! 

y 12sen,S 4 senJ.d 

Que son las ecuaciones p�.r>1.lll€!tricas de una hipocicloide­
de 4 picos, tambi�n llamnda Astroi�e. 

En genernl se puede establecer aue la hipocicloide ?Uede 
tener o no un ndmero entero de r�as, se�n r.ue la relaci6n -
entre los r�dios sea o no un n6mero entero :  en el c�so d� oue 
estas curvas tengan un n6mero entero de rp�ns reciben el nom­
bre de Astroides. 

FIGURA ) , 20 
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Como ejemplo, obsllrvese que el perímetro 'ti e la circunfe­
rencia de radio b es recorrido por cu?.trO vueltas de l a  cir-­
cunferencia de radio a, como se ve en la figura J.20, por lo­
tanto : 

4( 2 Ti a) 6 !! = 4 a 
(Obsérvese �ue el cociente ea un n�ero entero) 

En termines generales si a b/a le ll�amos n, ten�re-­
mos para radios a y b cualquiera, que se debe verificar: 

2íi b n ( 2 U  a ) ,  esto ea b/a .. n 

Lo mismo ocurriría para la epicicloide, o sea, que la 
curva generada al recorrer una sola vez la circunferencie fi­
ja puede quedar cerrada si y s6lo si n es entero, en caso con 
trario �uerlar!a abierta y no habr!a un número entero � e  r�- -
mas . 

Zn t�rninos generales cuando en lu��r de 1� circun!�rcn­

cia fija se tiene una curv<>. e cunlr.uiern, !JU�de eetab:!.ec�r:::e­
lo que es curva cicloidal en la si�iente: 

DE?r'ICIO�: 3. 6 

Una curva cicloidal es el lur�r beo�átrico descrito �or­
·�n :n•mto fi.1o de unn. circunferencia <JUB rued" sin reebl'll'!r s_2 
bre unn curva fija C cualn.uiera. 

Sin embnreo, sus ecuacione¡¡ nued en re�ul t?.r muy com.,licl:; 
das cuando la curva fija e, sea cu3loui era, lo nue oriein" 
que queden fuerA. de los intereses rlel curso. 



3.4 BCUACIONE� DE CUBVA.<;¡ ::m COORDENADAS POLARES. 

3 . 4 .1 INTRODUCCIO!I. El obj etivo d e  este tema es est� 

diar las curvas planas en el sistema de coordenadae polares, 

como una ¡;enerslizaci6n del estudio -de l. a  locolización d e  

puntos, que s e  11 evó a cabo en el 'lema l .  

sup6ngase o_u e  ñesd e un observatorio se est& sigui en do -

la tra,yectoria il e  un cuerpo. SI r egistro que ee ll eva ,  con­
siste de un �_n¡�ulo de elevación y una distancia, coco se - -
muestra en la figUra 3. 21 

'legistro d e  Observnc:.. o�.�s 

án3Ulo d e  t!i stan�ia 
elevación 

�1 rl 

�2 r2 

�3 r3 

�4 r4 
FIGURA ) . 21 

Se puede apreciar oue exi ot e cierta rel eoión entre el -
!ngulo y le l onci 'tUd, es d ecir : para un ftng-.1lo de el evA.ci6n 
dado se tiene una. di st:mcia. Puede d ecirse entonces oue h1:.y 
una rel�ción binaria entre � y r .  

).4 . 2  ECUACI O!I POLAR Dr: lJT!A CUi\VA. 
En el caso en que la r el�ci6n es de uno a uno, s� esta­

blece una función entre � y r, la oue s e  rer.resenta corno : 

r :f(�} ' 

expresión c¡ue define a r co"'o función d e  �-

La reprr.s�nt�c16n crhfi ca d e  ella es una curva, lo cuql 
ll eva a 1� sic:u i ento : 
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DEFI!!IGIO!I 3· 7 
Se lla,sna form� gén eral de la ecuación polar dt una cur­

va, a la función r = f(�). continua en un intorvlllo ctorr·•-
do r�l.a-2} 

Existen rlJ.versos ¡;¡étorlos J:lP.ra rl et errninar lP. r<>r"l'i 11c ::� 
rresponnencia. entre lo.s variables r y �. tnles mf.tot'loa rt)n -
objeto ll e  estudio en cursos como : ;:�todos ::umf!ricos J. :;c-u:�.-­
ciones f\iferencinl es. 

Lo oue se h:arli enseeuidR, ser� (!U" er¡ los e;! eonrl o �  :><> -
presenten �l.5UnOs ti�os rl e  curvas y se �n�licen sUS c • rn r t �  
ri sti cas destle el JlUnto ñ e  vist!l ceo,.,¡,trl co ; en los C'lcos <':1 
que sea fP.ctible encontrAr la ecuP.ción, se proced er� ' cu C 3  
tenci6n. 

AnJl isis de vari o s  ej e."l.plos. 

S ea la curva r = a ( funci6n constant e) , conce r no �� 
·pende de �. Al tabular est<> funci6n se ti ene :  

TAllLÁ } .  3 

G- ( l'r�rlos) ,, �- :.o (: o 
., ! .'�u l r:o!') ?, ., .,.,.'lo Jl r �  .. ... ...... 

l ¡¡  .._ ¡¡ ' ií ií "' ¡¡  � - 'T - � -¡¡ ("(radianes) () (. 2 ;, ? ti :: "  

r n "· o, � " " � P; 

La Tabla ).) inñica aue se trata el e  una función conc-­
tAnte, la representación r-r!lfica se :túectrc en ln fiotre 
3· 2�, oue cor-respona e a unA circunferencia con c entro en el­
origen y radio a.  



( a , ÍV2 l 

( a ,  íi )  

-"l GURA 3. 22 

'En efecto, t.r:\nn f'ornanñ o C$t"'\ curvR. r:t coord en�J1as cr.rt_2 
si�n:'l.s, se obtiene : 

r = �=�., sustituyendo r !)or su ecmiv:-.l ente : 

- r-;:;-;; V x'·+y'-- = a al al ev�r al cuadrado ouedn : 

oue es la ecu:'lci<'ln ca:rtcsi�n:'l el e una circun f�rencia con c en­

tro en el ori::�n. 

;_<:6mo . !JUe•:e 1u�tifi carse e� te ¡>'ISO d e  coorden'l.d"-S 90lo­
res 1\ cartesia-nas? 

V�'lse que la fUnc16n dada r = a es el lugqr F.eo��tri­
co de todos loq -puntos c\l.Ya rlist,..ncia al !'Ola vale a; ?.si 
aue puede transform,rse a coor.cl en··<�l\s cart esinnae, u s,.r.do 
las ecaaciones 1\e tr<�ns form�.ci6n •l".aas Jl'll'<\ lo s puntos del 
plano, vistas en el TemA 1, o bien, puct!e obtenerse la ecu_!?: 
ci6n en coordenadas cartesi�n'ls dircct� cnt c , ya que el lu-­
CRr P.eo,nf!trico c\e los ;luntos cu:va dlstP..nCi'\ n1 orirren v'\l e a 
es : 

Vx2 + y?. 

pue::¡ se recor�r.rá <1Ue V x'? +y2 

a 

es la d i s tancia de un punto-
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(x,y)1 al origen : en este caso (x,y) es un p�nto de la curva, 
y elevando al ctladrado queda : 

1 x2 + Y? a21 
que es la ecuaci6n obtenida ante�. utilizando las ecuaciones � e  
tr>\nsf'ormaci6n. 

La just1fic�ci6n del paso a coordenadas cartesianas 6 �o­
lares s�rá visto posterior�ente. 

La curva r � a tiene simetría res�ecto al polo, ya aue­
para todo punto (�, r )  d e  la curva, ae cunl'ple que r 

r(�) � a , r(�+ÍÍ 
y se tienen los dos puntos P1 (a,� ) .  P2(e,ilTíi ) que, d e  P.cue:;: 

do con lo visto en el Tema 1, son simétricos respecto al polo.  

Puede concluirse que una funci6n r(�) es s1cétrica re�-
pecto al polo si r(�) � r(ilTii ) para todo valor de �. Este 
concepto �er� for�alizado m6.s adelante. 

Trunbi(m existe simetría res-pecto al ej e polar, 1� cue 
r(�) = e y r( 2ii -�) � a, es decir, los puntos Pl(,.,�) • 

P2{a , 2ii -�) !)ertenecen a la curva y son simétricos respecto -
al ej·e -polar parE< teda valor d e �. 

Puede afirmaree aue una curva es sim�trica respecto 'll 
eje �oh. r  si r(�) = r(2Ü -�) para toco valor d e  G, lo cual­
será justificado taobi én m�s adelnnte. 

Por último se tiene la simetría respecto al ej e copol�,­
dado aue : 

r(&} r(ÍI -�} 

o sea, loa puntos P1 (a,�} y P2(a ,ií -�) pertenecientes R la 
curva son sim�tricos respecto al ej e capolar, segdn se vi6 en­
el TemP. l .  

• 1 1 



La fundenentaci6n de la siguiente conclua16n se hace 

más adelante: Una curva r(�) es siaétrioa respecto al e j e  

copolar si : 

r(�) = r(ÍI -9), para todo valor de �. 

J>or otro lado, en la f1¡;ura se :puerto observar que la Cll!: 

va es cerrada, y �or lo tanto : 

Una curv� es cerrada si la función ti ene un valor :1n1�o 

para todo v�lor de �. 

tl an&l1sie consiste en conocer los �ntos en que r to�� 
valorea máximos 6 I!Únimos . Pare este análisis puede us-,.rse -

el Cálculo Diferencial. En est e  c•¡ao se ve nue :  
I.im r a 
�- �0 

por ello se concluye que ln curva es cerrarla, ya que r e� =i­
túto. 

El an&lisis oue acaha de h�cerse reclh e el nombr e ( �  

"discuc16n rl e  una curva" ,  que se:-á fo:our,l.l<.::tdo adelante. 

Encontrar la ecu>J.c16n d e  l.'l. rcct:\ n•)e 1''"11>11 ,.,or ( t , r'1°)­
Y que es perpendicular "1 eje pol<�r, cono se ve en 1 .. fi "\U''< 

3 . 2). 

o r 

l"IGURA ) . 23 
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SOLUCIO:l : 

La co�ponente de 1� �istancie entre el polo y cualouicr 

punto d e  le recta sobre el ej e -polar es une const�:1t e, y V!!.­

le "a" . 

. .. r cooé a 

A p'\rtir cl el dato del punto ( 4 , 60° ) ,  se llega a obtener 

el valor de "c." : 

a, entonces :l = 2 

'Jon tocio ello , se concluye 11Ue e�tP. recte. es el 1:.�:·-,r -
geonf!trico tl tl  los puntos =u:rn cor.1ponente sobre el ej e !'Oh.r­

es 2, lo cual e.,ulVRl e <\ la eauaci f,n :  

1 r co� . = ?.1 ( ecur>.cl6n pol•'r ee  l e.  ret:t�.) 

Puerl e verificr.rse estP.. ecuc.ci.6n, �i "' '·' tr".nsformn .., 

coord en,.,dots cartN;innos t'el si,:Uiente mo<l o : 

r coa� 
ci6n, ouecla : 

2, susti tu,ycndo rcos9 :-o:- su trensfor, .. ,, __ 

X 2 ( ecuaci6n c � Le�iana de le roct�) 

En cuanto P. cu GiJ:etrin., pueden utiliz�rse las rer-lns -
d��a.s en el C'l.SO smtcrior, l o  nu� co:tduc- e e. lo ei¡;ui ente : 

Simetria. re�;pecto a:'1 rolo : Se d el1c cnr.1rlir 0ue : 

r(fo)  r({4ÍI ) 
:;n nuestro c .. so : 

r cos(e...ii )  r (-cos�) -r co!le 

Como : r(�) -r (e. íi ) 

no e�i�te �imctri� ro:pccto nl polo.  



1 
1 
J 
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R ecul.rdeae que : 

coa� 

y sen� 

coa(� ii ) 

- sen(� ií )  

Para la simetría res?ecto al e j e  polar se debe veri�i-­

car que : 

r(�) r( 2íi -�) y en esta recta se' ti ene que : 

r cos ( 2ÍJ -e) � r ( cose) 

lo cual l!errni te co'l.cluir, c>tle sí e::iste �i.1etría resl!ecto al 

e j e  poler ( c omo puede verse en la figura ) , 2). 
Sabiendo oue : 

cos� 

sen� 

,. 

cos(2ÍÍ -b-) 
-sen ( 21i -�) 

Para la simetr.ía respecto al e :j e  co:;ol"tr, debe cw.:;llir­

s e  que : 

r(�) r (ii -o) , y en este c"'so 

r cos(ii -6-) r(-con�) -r con& 

r(e) -r (ii -G) 

es Cecir : 

que indica que no hay simetría respecto a dicho e j e .  

Debe considerarse q!.le : 

cose 

e en� 
- coc(íi -G) 

s e-n (íi -6-o) 

Para conocer su extensi6n y decioir si es abierta ( l o ­

cual en este caso es evidente),  ;:Jodrá i1ac erse uso d El G:Ucu­

lo Diferencial, en lo ref�rente al estudio d e  los máxinos y­
dnimos • 
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Para la recta de este caso, se tiene : 

r co� = a, o eea r 
a 

cos� 
a seCG 

la cual tiene la form� r = r ( e) , rara obtener sus náxi�os-
y sus mininos, se cebe d·erivar respecto "� la variable i:J.il e-­

pendien t e :  

r a sece 

dr 
a s ece tan� 

y por la condici6n necesaria c e  punto extremo , 

da : 
a secG tanG O 

ñr QG � o, nue 

ecuaci6n gue se verifica para e "' 0° , v-alor en que r � ?.­
Y corresr>onde al valor d e  la curva r,!�s cerc:tno al TJO!o .  De­
bido a que se obtuvo el rninimo y no h�y �1áximo, se desr:-�n� e 

que la curva es abierta. Se r. ej� Bl lecto::- 1" verific'!,: i .S: : .  

Por otro lAdo, L'Uede verse que Lin � - 00 ,  o-.íy'::> c o sG 

que se vuelve a c oncluir que la cur�m es abierta. 

'L. 
Discutir la curva r 2 cose. 

SOJ,UCIO!f : 

lo 

S errón se vi6 en un caso anterior, ea c o  eniente d�bu-­
jnr estt'l c•J::-V"!.1 r>3ra. lo cu3l se h"�e la si.?'lliomte t?.bul�c i6n : 

e o }00 �-50 60° 
90° 

r ., l .  74 1 . 4 ;>  1 (l 

� 240° ?70° )00° 

r -1 o 1 

120° 1)5° 15�)0 

-1 -1. 4 "  - 1 .  �,. 

)15 ° . BOa )60° 

1. 4 2  1 .74 2 

l'l0° ;:>l(J" 
. 

-::> -1. 7t. 

. .,�o 

, · �  
- ·• . .. 



; 

in asta tab�laci6n se observa �ue los v�lores s� r e�i-­

ten en �n cierto orrlen. Por otro lP..do, s �  tienen valores :-.� 
gativos rl e  r para los ángulos cue corresponden a los cul\d::''.;:!. 

tes ee�ndo y tercero. !:n cener:ü, es preferible tr().baj�r -

con val oree positivos de r ,  aun�ue puc1en tomars e  en cuent'­

sin_ ninr.�n proble�a los valores ne�ativos, ya que fu€ estu-­
diada su trans fornqc�6n a foran posi tivo . 

La :::rñfica d e  los ""!m tos obtenidos en l:¡_ tabulaci6n e - • 

90° 

�o 
180°----------------�'�--------------����----

� 3-:-J'.> r 

FIGI.J'RA 3. 2l 

:En la er6.fic::\ se he.n reprc�ent.-,ao 'll :--unos puntos, !'':.r�.­
mostr�r r6mo la lm�;:;en nee;' tivo., c¡ue (le obtiene en lo� .�n:;-..:.­
los d e  lon cu:v�r')ntets seC"Undo y tercero, co:-rezyoncic :?. i:.5..·� 

nes pos1 ti vAs � e  los �nculos en lo� cwH1:·nntes :>rir::e!'o y - -
cunrto. 

:\ajo estn si tunc16n , p�c�e afiroars e 0u e : 
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L 

En generAl, las funcion�s en coorJenauas polare s  r=r(e) 
no son biun:ívoca.s, si existen en su regla rlo correspondencia 

funciones triconométricns del ár.¡;ulo &, ye. '1:.te te.les funcio­
nes eon reri6dic:es y ha.hrá, por lo rnenos ,  un vnlor k ii , tal 
<¡ue r(-G) = r(-G+l: TI )  'J .  P1 (1J.,-G) coincide con P2(r2' e-..:.c ii  ) ,  

Rn cunnto a las si1ae trías, s e  tiene : 

Sü1etría respecto a.l '!>Olo : 

r{-G) 

r(e... li' )  

2 cos-G 

� cos(-G+'ii ) -2 cose 

es el eci::-, r(-G) = -r( � ii  ) ,  �1or lo tanto no h,:¡y sinet::-ía 

Sil.1etría res !lec to al cj e !>Oler, : 

asf , que 

2 eosé 
2 cos( 2ií -�) ? cosQ. 

r(-G) = r ( 2ÍI -fr), o\le indica que sf ia\y simetl'h. 

Sirnetrb. res"Pecto al eje  copol:.r : 

r (G) 

r(íi --G) 
2 cosQ. 

2 cos( ÍI -G) = -2 cos-G 

Por lo anterior : �(&) = -r( ÍÍ -€-), entonces no hQ-J' -
simetría. 

Pera analizar su extensl6n, se utili z�r� el estu¿io de­
m�imos y mínimos : 

La funci4n es r � 2 co�G, d erive.ndo e icualand o  � ce­
ro, s"? obtienen los puntos cr{ticos : 

dr 
-2 aené o 

ecuaci6n válida para & e O y O = ii  



r�r� d efin�r su natural eza, puede em�le�se el criterio 
•'- lit rec¡und,., d erivada : 

-2 cos� 

Fecuerdese oue : 

:•:1 cri t ;ri o tl e  1� s egunda ri erivadP. perr.tite anFüiz�r lq­
Pollt"''\Vitl�(l r: e un., curva, llc.:;:-\nGosP r\ :  

,,,�xiJao, 
minir.1o ,  

s::. y' '  

Par11 � 

o1ñ.ximo. 

= 

si 

si 

o, 

o, 

Par!!. é = ¡¡ .  
111Ínimo. 

y' ' <  o 
Y ' ' ')  O 

el crit erio 

s e  ti en e "! U  e 

e e tiene r.ue 

:·e : l. u .  , 
d �r, 
ce2 �o 

-2 < 0 �3 un d2rl 
cG? � ¡¡  

Dado oue el interV?.lO ci e V<üorP.s c e  r e!' : 

r(ii ) o 

r( O ) 2 

ee concluye oue 19. curva es c errad � .  

Sol o fal tn. en con trnr su ecu'lci 6n c-..rtesi ?.n:\, ir.ici -..1roc.!! 
t e  se tien e :  

r = 2 CO!;� cuya trpnr,forn ..... c 1 6n es : 

� 
por /x2+y? , 

X 

;> ¡;::-;:- ' 
queó'\ : 

.,ul ti �iC::!.nd o '"\J!\bos .·,i e· :\)ros 
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2x, 

Para eim?lificar la exprea16n, se escriben todos l o s  t�� 
minos en el primer mi embro : 

o 

El th•mino en x2 hace penser en un binolli o ,  ae:i �.u e  c o::�­

pletando cu'l.drados : 

l ,  ea decir, 

S e  trnta ile una circunferenci'l. J c  radio 1 :r centr o e:-, -

(1,0).  :=:s import'lnt c  recnlc�r nue 11. :!'ir:ura puede servir -}. 
rn verifi cP.r los !l.spectos oue s e  v�n obteni endo en el "n�l:.­

ois,  pero de nin¿:ún modo 1'1 fi�;ur:'\ e& concluyente pa::-:1 ur1 e� 
tudio d e  1� n�turRl e?.� d e  la curva. 

EJ¡::>,;PLO 
Discutir 1" curva r 5cos3G. 

SOLUCIOt� : 
Tabulando 1n curv� s e tiene : 

� ., l "  , ,., A 'j ... , ... .... �. ,,., ! "')<;; 1 ""�'1 1 �5 l r �  1 � - 1 � 
x· 'i 1 . :-..e 1) - , .  � 1 _r; - , .  '!;fo. ") } . 5� 3 . 5� r. - 1 .  :.. - 1 -:. 
e 1 t�,:::; "'), !') ') -:¡ ("'  '>.� . ) ., .. ) "70 ., ·o . • )  ') 1 :'! 315 ' '  1 .. - 1 
r - } .  'l � n � • e,). c; � - � �p n ¡.� . � ·' _ ,  - � - � á o > .. • 1 • • 'J·v 

Gr�t!icando linicnm�nte los vr>lorc:; poci ti vos de r ,  !'U �z-­

ya se vi6 en el cac.o anterior que los nc.::;�tivos corre� ron' ":n 

a otros ·rüores angulares cu:ra imácen PS positiva , se ten:!r� 
la 1'1gura 3. 25. 



A eet!l curva se l e  c onoc e como roso. d e  tres pet�.los. 

_. aracteristicas geor: �-
A continuaci 6n se estuc!iar6n sus c. 

tricas .  

Simetría respecto al polo : 

r(�) = 5 cos3� 

r(�íi ) 5 cos3(�+¡¡ } 5 cos( 3�3Ü ) 

pero Jii es eouival ente a ii 

trigonométricas, por l o  que 

• 

... tos d e  las fuooion€:::-
para e ... ec 

r(G+ii) 5 cos( 3�+ÍÍ -5 cos� 

Concluyendo ! 

- r(�ÍI ) no h�Y aie�etríe respect�-

al pol o .  
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como 

Simetria respecto el ej e polRr : 

r(�) 5 cos3� 
r(�) 5 cosJ(-�) 5 cos(-36) 5 cos36 

r(6) r(-6), por lo tanto si hay simetría. 

Simetría respecto al o.1 e co �olp.r : 

r{6) 5 cos �e 
r {  ii -6) 5 coa)( ii -é) 5 coa( )ÍÍ -36) 

y por lo dicho en ln simetría re�pecto al nol o : 

r ( ii -é) 5 cos(ii -3e) -5 cos36 

r(G) - r( li -e),  así aue no es sinl!trica re��ecto 

al eje copolar. 

Ahora se verá su extensión : 

r 5 cos3� 

dr 

d� 
-5 een36 ( 3) = -15 sen)& "' o, ecuación •ti 

Para 36 :: o s e  tl,ene �.ue e "  o 
en 36 = 130° se tlene 6 = 60° 
en 36 � 360° se ti ene 6 ::  120° 

en 36 = 5.t0° se tiene e .. 180° 

puecl e observarse nue corresronr. �n � los VP.lores de � p-•r:t 

los cuales r vale 5 6 -5 en la t�bul�ci6n. Para conocer 

su n11turale�a, se us,.rá d criterio r e  1� se¡:;unda d eriv� da : 



dr 

d& 

en 9:0; 

-15 sen)e 

-45 cos)(O) 

-45 cos)6 

-45 cos(O) " -45< O 

s e  trata ne un m�xi�o. 

-4'5 cos)(60) 

e e  trnt� de u n  ��n�1o. 

¡:;n foriO'I si::�ilnr !'U•><l e concluirse nue : 

n .... do que t"nto el :��xir.�o c :Jito el ni:'!i;z.o son fini �o�, � ':!  -

conclu;:;e nue la cur'la e!l cerr�<'<> . • 

su tr".n!lfor..,.,ci6:1 'l e o m· A �"" r::1s c"lrt<:!"b . .,Rs requl'lr e el -

uso <1 e una. 1:'enticlp.'' trironn ��t�ic-.. Tl�:'"l cli :.i.nar ':!l ¡;,:;ulo 

trinle ( 36) . La iéi f:'nti<'.:o•i tri,�ono:1Stric:•. r '"''e obt'l��r::c o" e -
un 1111\nual n e  f6rnut-..::. :-l '!s : 

cos)G 
'> 

cos� - 4 sen & co�� 

1::ntonc e� la func16n es : 

transfor·�-'r s e  tiene : 

r = 5 ( cos� - �sen��cos� ) .  ?.1-

X 
5 ( 

..¡x�+Y? 
Al eliMin:;�r lo� d enominn<lores se tiene : 

[e ( X 4y2 7. )1 { x  .,+'J '! )� - J ..¡X ::J-. - -(-;<-::,.,;;._+_:J"::?-) {.: �+Y ' 1 . ./ 
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(x2+y2
)2 

(x2+y2)2 

sin.'!"lificando : 

5 (x3+xy2-4xy:2) ;¡ fimümente, queda : 

l(x2+y2 )? 5x) -,15xy2 1 

Ecuaci6n cRrtesiana de la rosa d e  tres ?étalos . 

En este cRsO es notorio (lUe la expresi6n cartesiana es . -

más com�lic��� �ue la polar. �n muchas oc�ciones se tienen e� 
sos cono �ste, con ello se quiere oostrar n u e  las coorden�d•a­

polnres T>Ue<len servir -¡>1\ra facilitar un '[lroble:na, que e� coor­

d en·· ·�� s cartesiP..n"l.s se r>uecl e nr esentar COI�,.,lic<tdo. 

'En to<los lo� C'"\sos :-ore�ent�<los hast?- -.hora, se h•"- 'l:t'll.!:_ 
zP.flo lPs f'!"'�':'::t.'=t�ri!'!tip"'c ceor��t=-ir.o:t.s (]e u"ln curva en �oord-sr

...:. 
<i:>.s ;>ol �res, a tr;>ves rl e la ecunci6n ele 1,-, curva r ,.,  :-(�). :: 
dic?lo est•tñio O!'rlenado se l e  conoce cor1o "�ie-cus16n �e un" 

curv-." '!' cono ya los autores in•1ic?..ron anteriormente, com.,-e!); 
d e : 

l . - �eter;:in-.ci6n d e  1 '1 8  i n � P.rrecciones de la curv". �o� lo�­

ejes �ol�r y copolar. 

2.- Estu�io <' e  las !lim etr!ns ele l2 curv'l, respecto ".l �J e �.2. 
lar, al ej e co:>olar :¡ al polo. 

) . - Estucl i o  d e  la exten!l16n �e lt! curva.. 

4 . - C4lculo ele lns coorden�,·�s de un número su�icien-:� � l  
punto s ,  �-.ra �oder trazar la cr�fic"- d e  1:>. c�rva. 

5.- 'l'razndo d e  lo. curvP. 6 re:>rescntaci6n ,:.ráfica. 

6.- 'l'rans!"or!:laci6n de l A.  ecu,.ci6n pol nr l'e la curv?- r=r(�) , -

a una en coor•'enn<lns cartcsi.-,nas � el tipo y( :X ) .  



S� recomienda al lector el reconocimi�:lto y la rev1si6.l­
de cad� uno r. e  estos pasos, en los ejemplos que se han reali­
zado h9.Sta .ahora. 

k c ontinu�ci6n se generalizRrá el �receso d e  n1e�usi6n -
d e  un1. curva. 

1 .- �eter�in1.ci6n re lqs intersecciones co� el e j e  pol�r y el 
eje co:>olar. 

LRe inter:;ecciones con el e,je 'lOler ee obtienen c'l'•n¡lC' .:::.. 
tomA. valores e� e o y Tt : .�' 
do 'f tor.1a v::�lores de ñ/2 

con el eje co'¡lol�::- s e  tienCJn cn.-;7:­
y 3 'ii/2, lo �ue noc\e...,os e;;,re z • :· : 

Intersecciones con e.je ;>alar, ;.�.ra r(IJ)  y r (  il).  
Inten�eccioaes con ej e co -ol.:.r, _:>".r-.. r(ii/2) y ::-( � ÍI. " ) .  

2 . - Sinetria . 

D.:..n::rcro:r 3.'3 

l'n!'. curv:t r = r(�) es .sio�trica r"�:-ecto al ?"lo, ::i 
r(�) = r(P.+ Í!), �.._r.'?. todo v,lor de �. 

Dl efecto, d"do un v:.lor �l , en �ue r1 = :r('\ ) �u� �.2 
fine Rl punto, P1 ( r1 ,"1 ) ;  el .,unto P5(-:-1 ,�t + íi )  e: :'i::-':t:·: 
e o e o respecto �l :>o lo se-15-n e�::ou�ieron 1 o� '?.utores e� el e· ­

!'!t11lo l .  Si el ;>unto P8 pert.-,nece a 1:>. curva, entor\�P.a r.�.-­
tisf?.ce 1<!. e�•)"\Ci6n de lP.. curv?. , es cecir : 

entoncsn lf!. curv::� tiene un punto ,;e siMetrÍ!:. d enomin?.�O Fs 
ree!'ecto � P1 • Si este. ic•t:¡lr?.d se verific·'. ['"IT\l. todo v�.lo::-­
"l '  entonces 1". curv'1. e� sirn�trir-a respecto f.ll polo, o 5er : 

r(G) = r{�íi ) , lJ. � ( :: ,  G en rP.�i:\nea 

(Gondici6n d� si�ctric r���ecto �l pol o ) .  
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Una curvR. r = r(4) es siral!trica ::-es?eCto al eje '!lOlro-, 
si r(G) = r( �jj -�), p"Ira todo VP.lor d e �. 

Tomenco en cuenta al punto P1 (r1 ,G1 ) ,  su simh::-ico ree­
pecto el eje �oler es P0 ( r1 , ?.1i-� ) .  Si t�nto P1 co�o Ps 
per"tenecen a la curva r = r('f) , ·ento.,..,ces l'\ curva tiene u:: -

punto � e  sinetria res ner.to R.:!. eje ... olt>r. Si esta si:::etr!c: 
ocurre �..,.r" toCo vt�lor •!e Q'l• entonce� 1� curvq eo s!.:.,étric�­
::-es..,ecto <al e.1 e !"l)l:•.r, e.� rl er.ir : 

(-::ondic16n el e  !lir.letr!a rco::>ecto :>.1 a j e  pol = ) .  

-:):;-,'r::rcro:: 3 . 1 0  

•:n-:-. curv .. r = r(EI) e!l si::!étrir.'?.. r es!'>'Cto "1 ej�  CO!'o:: · :­
si r(&) = r ( ií  -.¡+) ,  Jl"'.T'.! torlo '\"a!or � e "· 

r:n rl\zon�-¡iento :;ir.il..,r 9 los �nteriores per!tn7-: expl!�a:­

esta def1nici6n, se in<i t,. 'll lector o. r·:-.�izar did:o r·:zo:-.'.-­
r.ti ente. 

, 
) . - Extensi6n � e  1". curv-.. 

Este conr.e;>to per1 .i te/éE:: ter:.'lin�r si u·:.� cu.rva e� �.'�i e:·:� 
o c err.,r!2., nde�:.·b el� obtener lo>J i<t�xi.;·,as y ;:rínioos, :• 1 ·< r: ::. s­
tanci� .. 1 polo. 

La defin1ci6n r1e curv11 abi ert.a. o c"rro.d,., e e  <1:< en coc:.:·­
den<tdns r>•<r;m� tr: c�s en for�n:o n" turrJ.l , ;r:.. e u e d�;�das ! ·.(J ''"'-"'.­
ciones x "' x ( t ) ,  ;¡ = y( "),  1 "  curv:.. e s  c err<adn s i  :< ,y ":a­
man sie"'"re v�ll)reo finito>J J'>-�r<t todo v"lor r.,a1 de !, co:;o -
Y'l. se vi6 en 1:> ;>�rte de ecuaciones :"'.rvn�tricsts, t".�·1•i6n ,· ..!­
gste tema. 



De iguPl manera en coord enadas cartesianqs, la curv� ee­
cerradn si la dist�ncin al polo rl e  cualnuier r.u�to de ella, 
es "finit:�. : dicho d e  Otr'! manera, en coordenn.das pol�<ree si -
el rndio 6 e16dulo es finito J'lara to<lo valor el e  G, la cur•1a es 

cerr"d.-, l'a que r es 1" dist ... ncia del polo t>. cualquier �-�nto­

d e  la curva. 

D;;;..,r::rcrw 3 .u 
Tina curva en coorrl en,.<h!O !'Ol-..re� es c err:-.da, si su� 1.16x.!_ 

" � S  � i :; t-..nci:;te �1 nolo eon �·initns, !'�'ra cu,..louier valo!" f.el­

•lo:nir.io r: e b. 1"uncl6n, d " d o  ror : 

D f 4 J o � A(có, 
Pnr:1 1'1 ñ ete:-roin .... ci6n c". e los \"· :lores , • .  �:.ciiJOO y rnin:. ... or.,­

pu�r; e �e.:;•lirse el .,..ro,eso ec.tudi,f!o en el curso de ::at.;:.�ti­
C:J.c !, utili::'lnc1o el cri teri o  ''e 1� ,-e:;uné, r: eriv,.da, o '·.i .,n­

puef.e Us·<rS'l 1"1 rlet'inici6n1 'nusr.'l.n::o los 'S1'.1ores de G :J: ::-­
los cu-..les r = r(e) se hace a•�.xirta. 

!::n t,enern1 1 no h!' . .'í proceso est?.ulecício, !)ero ea ;:-. r. c se!l­

cillo el f<n�lisis usando el ::ilculo Dii'erer.cinl, corr.o y" s e ­

ha visto en los ejerlplos rese1el 'tos ant erior�;cnte. 

4 .- Tabu1Rci6n d e  algunos puntos de la curv::!.. 

En est� ceso se trata de cRlcular un n�ero suficiente -

d d  puntos !>"rn trazar �osterionie:l":e l"\ curv Q .  :io hay r�.:.:l::!.s 
eenerele,¡ r.�.ra re"\li zar esta tebulnci6n, pero puede deci:·:;e ­

q_ue con si ste en d'l.r diversos valores e �  y obtener nu ic.�.;:;en, 

Si 1'1 CU!'V?. e-. CP.rrqda, b�st�r�n los '!">lores o el il'': .�rv:, 

lo [0, <ii] �·'\.!'"\ �oclerl?- oibujer, ":1 t>aso con":;rario sEr� 111-

posibl e  d ibuj<>rla co•�plete.. 
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Pueden us:l.Tse Vülores de G esraciados 15� erados uno de­

otro, ' e pendiendo ile l<t claridad oue se des ea en el tr<:�zo, o­

del cono�iniento previo que se te��� f.e la curva. =a paso l .  

d e  la niscusi6n rl c  1 �  curvn, n.ue conduce -: iletermin�r :!_,..:; in­

terseccion�s con los ejes pol'\.r y co�ol�r, �ro¿orcion� V"\la-­
rea r¡ue pue•len incluirse en est� t?.bUl:!ci6n. 

5 .- tr�zndo d e  l<t curv'l . 

� este pRso, ee llev�n los v�lores o�7. •!1idos en 1� tnc� 
l�ci6n � un� CT�fiCP.1 l az"\liznndo 1� �osic�6n de C?.�� cUnto -
11e ;>..cuer<Jo con lo estu<li,<lo en el capitulo 1 ,  !'e::�';lecto a re-­

!'l'esent�ci6n <!e �untos en coorcler.� •.:t'ls r.>ol� :::-e � .  Un�. ve� hcc�.o 
esto, se !lt"Oce�e � unir con una curve conti�'.J� de for!:.� �n�:ve 

todos los �untos �ncontr�clos.  

Haciendo Uf>O �e  1��  ecu"ciones d� tr?�s"fo!"r.t?�Ci6� e:1trc 
1".9 coor•'en:d:>.s nol"r"" y 1:ts c"-rtesi-n<ts ¿n ·:.2, se deterJLin-:. 

la ecuecí6n en forr.�q, cnrtesienc en E<. ..n �1�-uno::� ca!: os 1r.. -

s1m�lific�ci6n es eificil y no �er�ite íde�tíficer el ti�o ¿e 
curva de que s e  tr.., ta . � otros c�sos, le t7�nsfor�ac�6n co� 
duce a un� ecuaci6n cartesiana scncil1'1 :¡ ��c.<.lment e  i" '!ntii!_ 
cable .  

l-a trnnsforr.J'!.c:i6n <l e  cooroenadas '!ler':> u!",-, curv�. :;- e  b:>s<t.­
en la d efinic16n de l� función CO�?Uest�, �, c��l s e  6 � fíne -

d e  la sib'Uiente :r.anera : 

DE?"rliCIO�i 3 . 12 

Se;'l.n b.o funciones f : A -o :-1  y g :3 - C. Sea fl � ) € ·.! 
la iná¡:en d e  e. € A y e ( f(a) } "- r.  13. in{!:' en d e  :f( a )  E :. .  L". 
func16n rl e  A en e �ue asicnc. e todo a E :. el elemento .:;( f h ) )  
€. e s e  11>-una func16n co:tnuesta � e  f y s, :¡ s e  represent::t e•f, 

es decir , 

(g•f)a e(f(a)) 



g o f  

A B e 

¡n � c�so de lP- trnnsform�ci6� de la ecu�c16n d e  la cu� 
va en coorclenPdas �olares � cooroen�das CR��esian�s , E �  ti�n� 

que : 

r " c(G), puede escribirse d el si,:��ie \te mof.o : 

c;(r,�) = O y entonces : 

:D"!:..,I::rcro:: 4 .13 

'D.�.dn 
sici6n : 

f(r,4) = O r = r(x,y), G = �(x,y), 

r:(r,�) f(r ( x , y } ,f)(x , y ) )  :> 
M. nor resultado le funci ón : f(x,y) 

Y Rnilo.:; ... mente, d?.da .f(x,y)  y 
1?. función com:-ueet'l : 

X 

f( x , y ) 

es g(r,4;\) 

Para este caso : 
x • x(r,4) = r cos& 

y a y(r,4) = r sen9 

g x(r,�) ,y(r,e) 

o 

r = r(x,y) 
e = e(x,y) 

o 

x(r,e) , y = :(r,G) 

Vx2+y'-
llna tan � 
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Se recomienda al lector el reconociniento y la revisi�n -
d e  cada uno de estos puntos en los ej emplos �ue se han realiz� 
do h�sta ahora. 

Por otro lado, ae ha.r& lln ejemplo n6.s, para verificu c�­
da uno rl e  los ?�sos d e  lR discusión d e  una curva. 

niscutir la ecunci6n polPr de la curva 

1.- Intersecciones. 
• 

'}on el eje polt.�r, ]lal'a G:O 

r 

s1 e:1 �o· : r 

te decir, solo corta al. e:j s nol.ar el ( ? , .  •) . 

� 

�on el e j e  co�olar, para e = 90 y 

o seo., 19 c11rva corts. al e j e  copolar en ( 4 ,ii/2) y (4, 3 ií, � )  .. 
2.- Simetrí!l. 

Respecto al e.j e polar, �;e de be C\IJn!llir 
. , 2 ÍI -� ( .a ] 2 r( :?ÍI--4) ., :?sec · (-:?-. - ) = '? Bec (ii - i) 

Ya que sec(ii - d.. ) - sec o( 

Concluye"ndose nue tiene simetría respecto al eje pohr. 

�es!)ecto nl ej e copol .. r ,  se debe c11m�lir t:Ue r 

r( ií � )  r(�). 



r ( ji  -G) 

::n este caso 

2 seo� 

2(¡¡ -4) cos --
2 �) 1 2 

en este caso ln diferencia y� no es d e  siena, sino ta�bién dc­
vRlor nu�firico. Se dej� �1 lector a��liznrl�. 

A si que : r(U -4) , ,.-

Si!ll<ltri:'l. res-ecto al !JOl o ,  

S e i nv es ti,"-:trá si : r(fl) 

r 

r(G) 

rior. r 

::n conclusi6n, 1�. curv';!. solo ti ane 13i..�r.: +:'�"'.::res ... �e..�;.,  .. 1 -
ele polar . 

Deriv�ndo 1� fu�ci6n e�de : r 

dr 
IW "' 

.1) � ?.(2sec 2) ( sec 2 

t.l igualar a cero : d r  
d" 

tan �) ( � 
? ? -9 .. sec 2 

o :JeB : G l sen 2 2( 2 >\ .. .. e os e os 2 2 
lo cunl G 

• .360° P"r" o ' 

!lfl.ra d eterminP.r la naturaleza ñ e  los '"':ttos crític os , s;,¡ rroc� 
d e  ahora c•m el criteri o de l2 se�un:ia d eri·,,.,,,. : 

dr 
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si G = o � 
y es =yor 

a2r 
� ,. 

�u e cero. 

2 4 )sen �-

2 o 
coa 2 + 

cos
4 

3sen2 

o 
2 

se ti ene un nínino. 

o 
7 

360" se llr�s ent.� el mi!:l�o c'tso, 

Por lo tP.nto, .. 1 no lt�.ber valor n�xi�.o finito, se: conc l· :­
ye aue ltt curv� es ��1derta. ::n efecto, ·.�u.e!�.a ve::""se o·..;,e : 

r es in� eternin'?.<''l [''lr'< -

los valores el e  -9 en cue el é! enoain·vlor s �  ��·lle, esto el: : 

o ' 

es decir : 

? 4  
lirt 2sec - '? 4-..... l ·'lcf 

::> � lirn • 2sec · � -G - 54 0  

entonces 

y 

:'l;lr.do :>or C0!'1Clusi5n '" " '!  -
la CllrV:i qg abi ertR., CO·�O 
Y'l se f.e"!o;;tr6 ='or ::§.x i" •O:; • 

•�inicos .  

4 .- C�lculo de l;\S coor•1 enlldes d e  :llr;u:\os ��tos • 
La t,f;'blR que a conti�u:¡ci6n se presentP. nuestra c:-:�r1o se -

obti enen 1" !:: p:1rej:!s orrl en!\!1as (r ,.q) ' 

-G 4/2 l/cos2 � r ,. ? 4 �sec- ? (r,.q' 

o· o 1 . 000 2.000 ( ?,O)  
30. 15 1 . 07? �.144 ( 2 .14' íi 1" ) 
60. 30 1 . 333 2.667 ( 2.67, T1 ,'3l 



go• 45 :?.000 4 .000 (4 ,  Ü/2) 
120. 60 4 .0()0 a.ooo (8, 2Ü/3 ) 
150. 75 14 . 928 29 .856 (29 . )6,5 11/6) 
180* 90 00 00 

270. 135 2.000 4 .ooo ( 4 ,3ÍÍ/�' 
360. 180 1 .000 2.000 ( 2 , 2Ít)  

5,- ne�es�ntaci 6n gr&fiCR de la curva r 
2 �  

2sec "l 

Dicha re�escntRc16n s e  obtendrá a p�rtir d e  la ta�ul�- -

ci6n cnterior. 

6 . - Tr0\ns!'ormaci6n rle la· ecuaci6n a coo:::-denadna rect,n.:-u­
lares. 

2 
r 

al utiliz;r la identidnd 1 1 
2 + 2 co� , ee .. lleC"! a :  
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r ., 

simplificando :  

2 4 
l + co� 

r + reo� 4 

que se transforna en : 

/x� + y2  + X 4 t o taobi!l,n !�? 
elevando el cuadraCi o  nmbos r¡ienbros, c onduce 

X� + y2 16 - 8x + 
? 

7--

final•nente : 

y2 16 - Sx 6 y2 -il 

? 
+ y - .t - :t 

a :  

(x - 2 )  

Que e s  l a  ecu�c16n el e  una p!'!r�bola c on v�rtice e n  ( � ,  1 )  -

y concav1dcd hacia la i�ouierda. 

3,5 !:CUACIO:: POLi..� Dt: LA RZCTA 'f DE LAS co:a::As 

Las ecuaciones d e  1� recta y rl e  les c6nicas te�bi�n � �  
pueden referir a un sistenn c e  coordenerl�s ?oler e s ,  a ccr.�inuq 
ci6n se obtendrán sus e�;resiones matemáticas en for� go��r?.l. 

).5.1 C:CUACIO:I POLA..� m; LA :R3CTA, 
, 

Sea una recta L <1Ue oo pa ea por el polo y un punto c•;'\1-­

quiera de ella P(r,G). Pera encontr:J.r su 3cuaci6n s'i! bu:c�.-r�. 
alguna particularidad nue la identifi�ue plena�ente. 

Por ejemplo, una cnracteristica es su O.istancia al pelo. 

El punto !!(p, <J. )  está d ei"ini�o por l>!. 1ntersecci6n ñe 1: "C!, 
pendicular e la recta que pnsa por el polo y ésta, según ! !  

observa en le ficarn 3. 26 . 
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coa(� - o( ) o · o 

?IGURA ) . 26 
,. 

ii/2 il;2 � (· O bi.en : � - o(  9 � el. + 
?� .... �f 

L rJ 
Para deterninar el lutar eeo�étrico dq 1? recta ea neces� 

rio encontrar alr;una relaci6n entre el punto !! y el "!JUnto P, -
por ej enplo ,  clel trit.ngulo OB se tleduce ln si €Uiente relP.ci6n , 

O sea : 
r 

cos(é - ei )  

p 

p 
r 

coa(é - d. )  

La anterior expres16n es 1�. ecu�16n :;.c:-¡�rl!.l d e  h :>:''!Ct:=­

en coor�en�e�s polares .  

Eeta expresi6n que relacion!t e. <9 y a � ,  conocidos P �rd. , 

se conoce cono ecuaci6n �olar rl e  la recta. 

En efecto, Pi s e  transforme R coortlen•Ha,. carteai:' """ • �!? 
tiene : p 

r r coa(� - d. ) P ,  
coa(� - d. } 

pero cos(4 - o( } sené seno( + cosA coeo( , o sea , 
r sené a en o( + r coa6 e os o< 

e cartesianae : 

y séno( + x coso( 

y sen o( 

y 

que corres�on�e a la forma 

p 
-x 

P, y a su vez, n:>s'i.nrlo 

c o s o(  + p 

e o sol --- x p + ---sen o( seno( 

y mx + b 

Si la recta pasa por el polo, entonces P # O y qued� la 
ecuac16n : 

si se da a o(. + Íl/2 el no:nbre K , queda : 

� K 

Ecuaci6n poh.r <l e la recta aue p:lsa por el polo. 

�J::.:PLO 

Determinar l� ecuqoi6n d e  la recta �r�lela al eje �alar, 
oue �sR !'Or el -punto T.l(-3,- ií";6) 

SOL:JCIO:r : 

p 

FIGGRA 3 . 27 

�e la figura se deruce que p 3 sen ii /6 

ad emás ol "' ¡¡ /2 

Sustituyendo en la ecuac16n general d e  la reata : 

3/2 3/2 
r 

cos(.o - 11/'-) cosOcos 11/2 + s'en-dsen ÍÍ/2 

3 
r 

2 eené 

L 

3 ( 1/2) a ..1 2 

3/2 

r; en� 



neterm1nnr le ecuec16n f.e la recta L que pasa por el punto 
C('l, 3 11;14) ,  si OC es ¿erpendiculo.r 13 L 

3ÍÍ/4 

':'IG\!;¡.A ). 28 

·�-,::.o se obser'"�'::-. e:1 lP- fiC..lra, s·� ti ene que : 

e.l ,.usti tuir en la ceu:lci6n .::;ene--
1'<11 r.<; �o recta, our;oh. : 

8 8 
r 

co�cos) Ti /4 + sen�sen) U/4 

8 

16 

16 

{2 eenG - {2 coeG 

r 
aene - coeG 
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11 ..3 
r 

s ene - cosG 

se present�n al�nos c�sos �rticulares rl e  rectas, en Fri 
!'l�r l�.:ar : 

:oor 

res 

�IG1.lRA 3·29 

'-:n la fit-u:-e. se observa que : 

.,( = ÍÍ/2 

ser r,e:-penc!iculer al eje roll\r : e. si 

en le 

r 

rero 

ecuaci ón ¿;enere.l 

r 

!l "' 

cos(e-o( ) 

003(-e-. Íl/2 ) 
r1sene1 

e ene 

il e  1� rectg, 

r1aene1 
cos(� 11/2) 

sene 

es decir : 

r 

ti tuyend o val o-

e :  

rsen-9 

b).• LR ecuac16n rl e  1� recte peralela e.l eje copolar y �ue pe­
s<"\ por el !JUnto (r1 ,e1) . 

� este C!ieo : y o 



o p / r 

:\si que eueti tuyendo valores en la ecue.ci6n general de la 

!"ectc.. : 
p 

r 
cos({}..O) 

O sea: r co� 

Se?. una circunferencia d o  radio a, con centro en el punto 

� ( e ,� ) y P(r,�) un �nto cualouiern � e  dicha circunferencia, 

• .. -;_ Cl'l:o' se ::tuest'ra en la fi,-;>=a 3 . 30 

?!GURA 3•30 

o 

Se � �ter�na�l alguna relaci6n entre el punto P, el cen-­
t�o r.e 1� circunferencia y el �olo.  Por ej emplo, al ��ioar -
1� ley f.e los cosenos al tri�orrulo POC, se tien e :  

2 
e. r2 + c 2 - 2cr cos({}..o( ) 
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Expresión �ue relaciona todos los datos y per�ite obtener 

r en fUnción d e �. A es� expresión se le conoce como ecua- -

ci6n polar d e  la circunferencia • 

.;.r;::·PLo 
-·eterminar 1:>. ecuación polar d e  la circunferencia con ce.n. 

tro en ( 5 ,  Ü/4)  y recio 1ts-ual a 2.  
SCLUCIOll : 

�.1 sustituir los catos en la ecuación ¡:;ener:il se tiene i 

22 r2 + 5� - 2 ( 5 )  r coa ({}- 11/4) 
.!. r

2 
+ 25 lOr( co� e os Ti /4 + sen� 8011 Íl/4 ) 

t. r2 + ,-_ .)  Dr(cos-'?( v'V2) + s et8( V'2;2}) 

4 , 25 - l.)( 1!2/2 ) r (co� + sen�} r ·  + 

'in .. lmente se llega a. :  

r2 - ;; ,(2 r (cose + sen-a) + 21 o 

·.::.:.-unos c"sos �':lrtical�res ocurren si 1:>. circunferencia ­

.....- '"' -nr ol pol.:> o tie:>e su centro .. n 61. 

- .�·¡� c16n e" a 1� circunferencia con centro en el polo y de­
radio :o.. 

En este c�so C(O,O) y al sustituir los v�lores en le ecu� 

cilin ,:e"lera.l de 1:-. circunferencia., queda. : 

r
2 

+ o2 - 2(0)  r cos(� - O) 
r2 

r a 

Ecuación ;,olP.r de la circunferencia con centro en el polo. 

• '!ircunferenoia que !JI!.Sa por el polo y su c entro est:!: en el 
e j e  polar, 



.• n este caso, rlaclo que !'P.Ba por el polo, si au radio es a 

�1 � �ntro est� en c(�,o) como ae ve en la ficura ) , Jl  

o r 

FIGURA ) . )1 

:,1 sustituir en 1� ecu0.ci6n general se tiene : 

o ? 
r- - 2a:r cose • o sea : 

f i·IF i enclo entre r ,  t-ueda : 
r 2a cos9 

�cuaci6n pol�r de la circunferencia de radio a, oue pasa 

�or el �olo y tiene su centro sobre el ej e polar. 

3i el centro está en (-a , O ) ,  entonces 1� ecuaci6n ea : 

' 

r -2a cose 

- �  .. � . \ 
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) ,5 . )  ECUACION POLAR DE LAS CONICAS 

En este caso, las c6nicaa se id entificar�n en fune16n d e  

su característica general que es la e�centricidad, Recu�rde­

ee aue l:a e�centricidad "�" es el cociente entre las di stan-­

cias de un punto rl e  la c6nica a su foco y de �ste a una recta 

fij a  llamada directriz. 

La curva e e una elipse si O <  E ( l ;  una parábola a! 
e 1 ;  y una hipérbola si e ')l . 

se buscará d i cha relac16n entre esos puntos en la figura 

N 
A 

se tiene que t 

o 
(foco) 

Q 

Pistancia del foco a un p;nto de la c6nica 

?!GURA ) . )2 

�istancia de un punto de la c6nica a le directriz 

I OP I  
/NI ( l )  

A tal relaci6n s e  l e  denomina. excentricidad � �� ,  y s e  '!'U.!;. 
rl e  escribir a 

!0151 = E ll'll l 
Por otra parte , de la lJiisma figura ee obtiene : 

IM'l r y JNI p + roosQ 

sustituyendo en la ecuaci6n (1 ) ,  ee tiene : 



r - ( p + rcoee) 
que el sl.!npli ficar, queda r 

r = tP + ErcosG 
r - f:rcosG "' EP 

r(l - EcosG) EP 

f: p  . r . . 
1 - EcosG 

p 
con directriz r 

coa Q 

Para verificar que se trata de 1� ecuación d e  una se- -­

cci6n cónica, se harA su transformación a la forma cartesiana ! 

r e 
E P  

1 - E cosG 

r - r EcosG "' E P 

/ x2 + Y2 

/ x'2 + Y
2 

y el elevar áJ. cuadrado : 

x2 + y2 

que PUede sir.�pli ficarse : 

o bien ! 

y tren a formando : 

E P  

<i_ ( x -t p) 

2 2 2 2 x - E x + y - 2 E px - o ' 
quecando ! 

o 

correspondiendo con la ecuación d e  una c6nioa, que será hip�� 

bola, parábola o elipse, d e  acuerdo con los valorea aue ten-­
gan A, B, e y D, loe cuAles a su vez dependen del valor de -

f .  
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Si la recta fija estA a la derecna del polo, la expre- -

si6n ce.mbin, • pues : 

r 

Jp;,• J roosG - p , quedando : 

€. p 

1 + Ecoee 
con directriz r p 

coa é 

�uendo la direc tri z  e s  n�ralela al eje polar, la c6nica­
auede: 

p + ----r "' 
l + sen Q 

con directri r 
sen 6 

( �iendo el + ¿ eoendiente de la posición de la recta fija,­
erriñ� 6 abajo del ej e polar).  

Cuando la directriz ti�ne una posición cu&:Lo_uiera, l a  -

.;c�· ci6:'l se coro!Jlice un -poco. La figura ). 33 i:!.ustra un ca-
80 : 

P(r,G) 

?!GURA ) . ) )  

n e  la figura 1�1 = r 1 � 1  = JPITI + 1 � 1  
siendo 1 n�.: 1 füAI "' 'P oor tratarse de rectas "Paralelas 
y : 

r aen(G + q( - Íl/2) 



IETI  = r r- cos{�o( > ] 
La cónica queda definida �or 

ms r 

'Pll p + rc os(G+ o( ) 

r f p - E reos(� ) 

s1r..¡:lificando : 

r + E rcos(�o( ) E ll 

r 
1 + E. cos{.a.tll( ) 

p 
co:l �ir e ctri z : r 
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� \ _, ,  

lJ 
� �  - �  

v '  
"" 
� , -. 

SCLUCION r 

Lo. directriz 3 
es une recta perpendicu-coeQ 

lex- el eje polar, a tres unidades a la izouierda i!el polo, 

"?Or lo cue pUede ñecirse que p :  3 por lo que eustituyen­

�o en le ecuaci6n general : 

f. p  r "' 
l - �cose 

se obtiene : 

r 
� ( 3 )  3 

l - 2 coeQ 1 - cose 

Asi qua la ecuación pedida e s :  

3 

7 r 
2 - co se 

�u�ienco verificarse que es una elipse si se transforma a 
coa (� 1:1{ )  , ... 

"\., 1� ���oorden�des cartesianas. 
�� igual ���o �uecen obtenerse otres ecuaciones de c6ni­

c�s con directriz en cual�u1er posición. 

Los casos ll�.rticulares cono ya se babia comentado, se -

tic:ta� pere lor ";J03ibles valores de l>�a e:xcentrici·r!.ades si- -

¡:;.uieotes : 

L:�. par�bola cuando : E = l 

La elipse ( y  la circunferencia como caso particular ) ,  

cu:l.ndo r 
o <  E < 1  

La bip6rbola ocurres cuando �  

Zocontrar la ecuación ce la elipse con foco en el origen, 
excentricidad � = 1/2 y cuya directriz es la recta r 
rcos6 .. -3 

':'a:! a la cónica : r 
7 

4 - 5cosG 

a).- :::ncontrer l a  .11xcentricidad . 

b : .- Encont=-ar la ecuec16n de la directriz. 

e ) .- ·Identificar . l a curva. 

SCLUOIO!i : 

a).­

forme : 

Debe trensforcarse la ecuaci6n en la aiguient� 

T " 
1 :  € cose 

?Or io �ue se divicir� numerador y d enominador por 4 



r 
7/4 

'5 ..h 1 - ¡ co ...... 

con esto, se tiene en la !oroa general y se observa �ue : 

-é. = 5/4 ( excentricidad) 

b ) .- Por otra parte, 

' 

en'tonce e : 
p 

7/4 
5/4 

E p 7/4 
7 
5 

( nu.'llerador) 

ne acuerdo con el signo nue a�arece en el d enominador, -

la dire�triz se encuentra a le i zouierda del nolo y co�o no -
ha:' ningt\n �ngulo en el arg�·nento de oeoeG, le. itirectriz es 

�er�eniticular al ele polar. entonces la recta es del tipo : 

r = 

p 

cosG 

suE�i�yeudo valores en est3 ecuaci6n, queda : 

o sea : 

7/5 
r � - ----

r "' 

cos � 

7 
5 cosG 

oue es la ecueci�n d e  la directriz. 

e).- Por dltimo, co�o 

hi n�rbola. 

:;:.T;i;'.IPLO 

'5 ¡ /' 1 ' se trata de una -

3 
!lada la c6nica : r � 

ó - 4 sen(a - íi' /4) 

a ) .- Encontrar la excentricidad. 

b) .- Encontrar la ecuaci6n de la directriz. 

e ) .- I dentificar la curva. 
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SOLUCION : 

a),­
: el tino : 

Pera transformarla en forma general a una ecuac16n 

r .. E. p 

1 .., € cos( G+CI( ) 

se �ue'e hacer dividiendo nuoerador y denominador entre 6 r  

r "' 

e� tone es 

b ) .-
ce. . C?ue la 

l/2 
1 - j seo(� il/4 ) 

�3 ( excentricidad ) ,  

TI t6rnino e- ii/4 como ar�'llento d e  
ci1rectriz no so paralela a ning,ln ej e • 

1 1/2 3 p 2 p "' ---
2/3 4 

:: 2.  cirectri:z; tiene por ecuaci6n : r = 'P 

seno, 1nd1-
adem�e : 

cos(G+� ) 

!'".lSti tuyendo- valorea, queda : 

3/4 
r 

cos (� - Íl/4 ) 
e ) , - !:::o m o entonces se trata de una el1pee. 

3. 6 APLICACIOt! D:S LA 'l'RASLACIO:� Y ROTACION DZ EJES PA-

:=: A S!''J'LI l"I!:AR ctr.'l'l AS • 

3.6.1 TRASLACION nE EJES. 

� el Tema l, se v16 cooo encontrar las coord enadas de un 
;unto cuando se trasladaban loe ejes paralelsmente a s! mis.mos 
al nuevo centro (h,k ) ,  encontrando que las nuevas coordenadas­
(u,v) se puecen relacionar con (x,y) del sistema inicial por -
=.edio· de las siguientes ecuacioneM 



u • X - h ( 1 )  
V .. y - k ( 2) 

Por l.o tanto : 

F (u,v) ( x-h, y-k) 

les ecuaciones (1)  y ( 2) se lleoan d e  traslac16n. 

Zn erecto, el punto P1(X¡,y1 )  ti ene por coordenadas con 
respecto al nuevo sistema: 

De l a  mi eme :::anera, el Pllnto P2( x2, y2) tendr6. : 

P2Cx2-h, y2-k ) 

Si ahora oon�i<' eramoe la curva y =  f( x ) ,  entonces e1-
P5(x9, y8.,f( x 8 ) )  pertenece a l a  curva y se quiere referir al 

nuevo sistema u,v con centro en ( n , k ) ,  sus coordenadas ee-­
rbn : 

y de esta manera todo punto de 1� curva quedar� trasladado. 

DE?Ir.ICION ).14 

Una curva puede ser trasladada o referirse a un nuevo 
sisteme 11,v si en cualquier punto ( x, y )  se ut111.za las 

ecuaciones de traslaci6n : 

(u,v) ( x-h, y-k) 

EJ�MPLO 

Tresl.adar la curva (x-3) 2 + (y-5) 2 4 a un nuevo-

sistema d e  e:Jes paralelo el ori.gi.nal con ori.gen en 0 ' ( 314 ) .  
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SO!..UCION 1 

Les ecuaciones r'i e  transformación son : 

Jt-3 "" u 3 b X U+3 
donde :  

y-4 = V k .. 4 y =< V+4 

�ustituvendo esta9 ecuaciones en la de la circunferencia, ee­
� ene : 

:-·le es le ecuaci6n con respecto al nuevo sistema cuyo ortgen­

""tá en ( 3 , 4 )  con respecto al si-stema x,y. 

3.6. 2 ROTACIOil D:<: EJES. 

ao�o se v16 en el Terna I, las coordenadas d e  un punto 

�on res�acto a un si stema x,y y las coordenad�s del mi smo -

c on res� scto a un sistema u , v  girado, est¿n relacionar-as 

-or l e <  sigu:ien'tes ecuaciones rte trsnsformaci6n : 

ucoso{ - vsen o( 
( 1 )  

y usanCI( + vcos o( 

: ·;e e e rBpreeenta r::�tricial:Jente como r 

[J - Selll(l [U ] 
co � v 

= =  r'l ecir : 

i T u rlonde 

�í ahora estas ecu�cíones de tranaro�eci6n se las aplicaooe­

:, un punto cualquiera P(x,y) de una curva y =  f(x) , en-­

"':onces ee tendrá : 

(usen<( + ve o s  o( ) f( ucos o( - vsen el( )  

�ue equivale a sustituir las ecuaciones d e  transformaci6n en-



�� la curva, con lo cual se encontr�r�n sus ecuaciones con 

:-�!!!'CCto a un sistema e;irado. Otra manera de ul.!.cerlo es re-­
-:-resent!:r la ecuec16n en forma u.atricial y aplicar las ecua­
c�ones de transfo�onc16n tacbién en forma matricial. 

Pesemo s c!.horr, a una de l e s  princi ,eles apli caciones de -
l e.  rotecJ.6n ce ejes, que es la ele sil!lplificar ecuaciones eli­

=íuando los términos rectangulares. 

Sea la siguiente ecuac16n : 

Ax2 + oxy + Cy2 
+ Dx + Ey + P o ( l )  

. • cual represente a una �urva e n  E 2 ; este tipo de ecuacio-­
=--"s es �ifi cil de 1•1entif1car y estu�ar cuando contiene tér­
�inos s� �xy", por lo oue a continuación e stablecere�os un m! 
�odo pe�a que mediante una transformaci6n lineal dada por una 

:-:Jt?.ci6n de e j es, re firP.>;�os l:!. :ni sma ecuación a un sistema d e  
:-s!'ercn�ia u , v  e :-¡  el que eliminér.los el t��tino "xy" y po­

. '-'"JO s  i f �nt1í"icsr :��s :é.cilmente le curva en estudio. 

.An:!licem.os de la ecuación r�e ln curva (1 ) , el trinomi o : 

_ _  cual se PUede arreglar en fQrma matricial coso el productr 
-: s l R s  siguientes n:<trtoes : 

[� • • • • • ( 2) 

::.o que se demuestra a continuac16n : 

[ ¡,,,.. •: ) ( :x 
• Cy) J [:]= [Ax' • � yx • �xp e?] 

[ u2 + Bxy + Cy2 J 
L.Q.Q.D. 
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:Pero a<l erné.a, se¡:;:(in se vi6 anteriormente, las coordenadas 

t e  un pu�to con res�ecto a dos sistemas de referencia están -

r elacionaCos por las sicuientes ecuaci ones de trensformaci6ns 

X u coso( vseno( 
y usenQ( + vcos Q( 

o sea : 

(: l t·· · 
sen � _,,,.] cos<>( [: l 

es deoir: 
i T ii 6 

[x ' Y ] [u 
[coa� 

v] -seno< 

sen � ] 
coa el 

¡>astitu.vendo ( 3 )  en ( 2 ) ,  queda : [coSQ( 

v] -senc< 

seno<] cos..C 

:?:l/2] 
IJ 
[coso( 

canQ( 

-senol ] [u J coso( v 

( 3 )  

( 3' ) 

�l nrobleoa consi ste en seleccionar una trensformcc 16o lineal 
-:-P� que el t�rcino en "xy" 6 el tércino rectlln,.ular ñ esapa­

�ezca, lo cual se puede interpretar como . �ue el �roducto : [ co.;oot sen.,c ] [ A 
-se� · cos oot 3/2 

[cosd 

sen ol 
-sen oC] 

coaol 

�esulte i&Ual. e una mat-riz diagonal d e  la forma : 

[:' �:l 
J"a qu_e : [:1 Á:] [:] [u v] ).lu2 

+ A2v2 

( 4 )  



::s: dec:l.r : 

r cos..c l:-sr•n..l 
se�"'] [:.. ::;2 ] 

coSo( ":./2 ;; 

[:coso( 

seno( 

-seno(] 
cose( 

= 
[)..1 o ] 

o �2 

i·.-cieM� oper:?.ciones lleg;u-eno� a la c ondici6n necesaria para­

e�i. :ir.� e.l téroJ.oo en "xy'' • [(. :..� o s .¿  + �enc.i ) (�CO&g( + ::,en.,( '] lcosoi 

(-.ñ.s enc( + �oso( ) ( - �seno( + Ccooo( ) seno( 

-s en .,t] .. [).1 O ]  
coso( O ).2 

e :e c tu:?.ndo el procucto anterior e igu�lanao los t6roinos d e  

l ::¡¡ .. ;etrices s e  obti ene �ue : 

1 ;?o( [G - A ]  ll 2 .,(  o 2 sen + - e os 
2 

ll 
tan '?o( - ---C-A 

o e ea t ll 
t«n ?o( 1.-C 

e ;;  rlecir : si a e tiene la ecuaci6n : 

Ax2 + �xy + �y2 + I;x + 3y + p o 

:: s e  e! e sea elir:�ine.r el tér!!lino rectangular en ••xy" , se deben -
e::.:-er los e .1 e s  uc. �n�l o  co{ dado por 1" formulo.. 

tan 2o( :S 
A-C 

O sea : 

eX 1 B 2 ang tan A-C 

e:�ed�ndo la ecuaci6n ( 1 )  referid� a un sisteaa {u,v) d e  la si­

e-.oiente -anerl!l r 

A'u2 + c•v2 + D'u + E'v + ?' O 
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en�lizandolo en forsa &eneral 

Sea [: J u 

T 
[coso( 

seno( 

ento:'lces la aatriz inversa es : 

T-1 [ cos� 

-seno(. [A B/2 ) 
A ,. 

B/2 e y llao.ando a 

-seno( ] 
e os oi 

sen o(] 
e o s ol  

ento:'!ces l a  expresi6n (4 ) c¡ueda de l a  sisuiente 'nanera : 

pre��;ü ti ;>lique;oos ln e:x-pres16n a!1terior por T, queda :  

O sea 

T A 
I rnlitriz identidad o unitaria ,  y: 

y A T 

I ( A  T) 

- T� O 

T (A - A  ) o 

A T 

( 6 )  

(7)  

la ecuaci6n m�tr1c1al ( 7 )  renresenta un sisteQa d e  ecuaciones­

•·ué tiene soluci.Sn �istinte. <le le. trivial, si y solo si : el V.!!, 
l or "·:1 deter:::inante obtenido de la matriz 1 A-� 1  es igual a -

cero, es decir : 

o B/2 1 e-}. 
!)ero 



al resolver la ecuación queda r 
B2 

(A - A )  (e - � )  - 4 o 

AC - ( J.  + e)), � � 2 - B2 -- = 
4 

es decir : 

).. 2 - (A+::= >).. + 112 
(AC - -) 

4 

o 

o (8) 

La. Eoluo16n c\e esta ecuación, �� los valores de A que r.J!. 
�uiere la matriz diaóonel y �ue re�resent2n la ecuac16n carao­
terietica, seg�n se estudia en el curs o d e  Algebra Avanzada. 

A cc:tti.nuaci6n �g <��n algunos ej el!lplos. 

Tr�sformar la e:uaci6n 2r. 2 + 3 xy + y2= 0 • • !1)  giran­

d o  los e�ee coortlena�os un én�tulo o< = 30° 

SOLrCION : 
Les ecuaciones ée transfor�eci6n son : 

X u coe o( - V  e en o< u(...l) 2 - V (1) 2 
y u seno( + V  cos(l( u (1) 2 + V (...l ) 2 

13 1 X .. -- u  - 2 v  2 
1 u o/3 y + -- v  2 2 

y sus ti tu,¡end olas en !e eouaci6n ( l ) ,  queda 1 

�(4 u - �v}2 + 3{�-:1 - �v) (-�u + qv) + (�u + "Jv)2 :: 1 

de sarrollando y simplificando, queda: 

� (fu� - t¡.uv + lv2) + 3 (�u2+fuv-tuv-4v2 )  + (tu'?�v+iv2) ., 1 
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r ond e ee ve c;ue se elirninan los térninos 

6 
u2 

2/5 
v2 

+ --
2 

2 

1 

uv, quedand o 1 

( 2) 

c-·te es la ecuación de una elipse con centro en c (O , O )  y aem1_ 
e 1 e s : 

a = b = 2 

C'tra forma <l e  resolver el proble"le es : 

3<: tendr:ía �ue e:n:resRr la f·.m ci6n en for:aa matricüü, es 
·· -= � ir : 

<::- !"or-:a L1'ltr1cial cueda : 

1 ( ) }  

:. '!" -:: ccu?-c iones mat::-iciales de transforuac16n son : 

[:] . ['''"' sen )0° _..,,.] cos30° [:] r�· 1/2 

-1/�l 
/3/?. [: ] 

[;] 1 u -:] I: J 2 ( 4 )  

[;] t . .  [x y] = [u v ] Tt 

[x y] (u v] �r�l :] ( '5 )  
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Por lo tanto ?.Ustituyendo ( 4 )  y ( 5 )  en la ecuación matri­
ci"l ( 5 )  de le. curva. queéln : 

Í [u v] 

l] [ 2 131'?] l � f3/2 l � 

[ ?J)¿/3 X' ] r, -2� - '4- .. [3 l ;,] 
i [ u  

-.- ] [ �� 5 l �? r �] 
i: ]  l 

l: l 1 

l 

f [u v }  [ loO "l2 ] l u
v] l 2 ? )  .. 4 (lOu + z,r - = 1 

r�ue es la. n:isrJ:. ecuación obtenica anteri or:nente. 

1 



2.1 IllTROliUl.CION. lJado un problema, se de3arrt.llan 

una serie de temas relati7os a la recta y nl plano cuyos CO!! 
ceptos se generalizan haciendo uso de lemas, teoremas, demo� 
trnciones, etc. ; con el objeto <le c.u" sean aplicables a cun!, 
qtder caso en el que ee utilicen estos conocimi entos. 

Anterio:xmente , ya se habían en con trndo algune.s caracte­
ríotico.c ó.e la pi rámide rectangular mostrad;¡, en la f:t¡;ura- -
2.1 , se desea detarminar otras características geométricas -
partiendo d� los siguientes datos: ' 

2 
E 

V Las eoordenacns 

•rérti ceo son: 
da loa 

A ( 3 ,1 ,0) 

e B .  ( 5 , 3,0) 

e (3 ,5,0) 
PlílURA 2.1 

ll (1 , 3  ,O) 

3 (3 ,; ,6)  

2.2 Et'UACIOHES l•.E I.A :;;:;<;TJ., Otra col·actcr1s!.:i.ca .;�e:..� 
t:rlca de le. �:!. ráru.dc :;>UilCC !;C�: l� fi.L"lCiÓn •l'-'C UC'\..:l:::".!Ü.!'l:!. la -, 
poeicio.o: dr> todos los ptunof! c,ue f.:�man a1c>ma de lns "rl�--
tae ¡ por ejer.�.,1o 13 q:.;e va dt: ..\ s. B, 6 de e a ¡, .  

' 
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Si se observan las arietas, puede notarse que se trat� 
de lineas rectas , y que éstas son una sucesion de puntos -

con una dirección definida, pero r : 

d (;0!.10 SE liE?INE 'ESTA lJIRE<.CION ? 
Una forma de hacerlo es pOl' medio da un vector parale­

lo a di �ha sucesion de puntos, ver figu · ! 2.2  , tambion se­
puede observar, que las .. ·ectaa pasan por·1os puntee A ,  B, -
e, 6 :u. 

Los puntos de la .. ·ecta AB, se pueden obtener a partir­

del vector de posición P, conocidos un punto po� donde pasa 
:r;o y un vector ü paralelo a la recta IL como se muestra en -
la fi¡;ura 2.1' 

lle la figura 

T que 
ea decir 

' 
PIGURA 2.1 

se pued.e obse .. var 

AF = tii 
p ; !lo+ ri! 
e =- :;o +  tu 

que 

Con lo cual se llega � le sieuiento definic16n: 



DE.E'IIUCIOII 2.1 �TA: ea un conjunto L de puntos en -
E 3_ donde hay un punto P0 t;: ¡) y un vector no nulo Ü E: V�, -
tal que :  { �l L = Po :+ tU 1 t � Rr 

PIGURA 2.2 

p 

L 

Ahora, se puede ennLizar con mayor detalle el caso mos­

trado en la figura 2.2. Sea Po un punto cualquiera de la re� 
ta, de coordenadas (x0,y0 , z0 ) ,  y eean (a,b,c)  las componen-­
tes del vector paralelo a la recta; un punto cu�quiera P de 
coordenadas (x,y,z) que se encuentra en la recta se obtiene-

, 
de la siguiente 1118nera: Consideres e los v-:tctores de posi--
cion P y P0 de los puntos P y P0, como los mostrados en la -

f'igura 2. 2. 

·El vector P-P0 está alojado en la recta, y se puede a-­
!irmar que ea paral�lo a u por lo que : 

{?-�0 ) = tü 

es decir P -: P0 + tü 
l./ t � R  (2.1) 

(2.2) 

48 

Cotoo P es el vector de posiciÓn de w, punto cualouiera­

P(x1y1z) alojado sobre la recta L ,  entonces la ecuación 
(2.2) ea la ecuación vectorial de la recta que pesa por Po y 

es paralela a ü. Para cada valor del par'dl!letro t, existirá­
un punto P, cuyo vector de poai.ción P, satisfaga la ecuación 
( 2. 2) ! 

Si se sustituyen ahora las componentes áe los vectorcs­
p, Po y ü en la ecuación ( 2.1) se tiene: 

[<x,y, z) - (x.,y. , z. >] = t(a, b;c) 

es decir, (X-XooY-y0 , Z-Z0 ) : ( ta,tb,tc) 

qUO por la COndici6n de igualdad de vectores , QUeda ComO! 

x-x0 = ta X =  Xo + ta 

y-Yo : tb y : Y o + tb . (2.}) 

2-20 : te z ::: z0 -t te 

QUe son las ecuaciones paramétr.icas de la :recta L, Obsérvese 
que para cada variable ee ,t.iE<ne una ecuación paramétr.ica. 

Si en las ecuaciones ( 2 . � )  ae �espeja el parácetro, y -
se igualan, obtenemos :  

X - X0 Y - Yo Z - Zo 
( 2.4) 

b e 



que son las llamadas ecuaciones escalares do la recta en -

!oX'Dle. simétrica. 

Otra forma de definir a la recta conociendo dos pun-­

tos por donde pasa, es ).a siguiente : 

J;O:.?INICIOll 2. 2. 
Hec ta.- E� un conjunt� L de puntos en E3, que pasa 

por loo puntos Po y Fl •  no coincidentes en �3, tal que : 

L = { Po + t( P;_ -ro ) 1 t .. a r 

Como en el caso anterior, se puede hacer un fl.Ilál.isis­

cuidadoso, a partir de la figura 2.3, en la cual ee tiene­

una recta L deteL�nada por dos puntos conocidos Po y P1 y 

un punto P cual qui era sobre L .  

Los vectores d e  posición d e  estos �res puntos son : 

�0 , Pi y �. Los vectores di!erenc! a: �-Po y P1-f>0 son 

paral elos, por lo cual deben cumplir lo siguiente: 

( 2. 5) 
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que es la ecuación vectorial de la recta que pasa por loa­

puntos P0 y P1 • Sh se susti tuyen en la ecuación (2 .5 )  las 

componentes de los vectores P, P0 y P1, se obtiene : 

[ <x,y, z) - (x0,y0 , z0)1 •· t �xl 'y1,Z¡) - (x0 ,y0 , z0�  

que al desarrollarse queda como: 

que por la condición de igualdad de vectores, se puede es­

cribir como : 

x-Xo t (x1-Xo) 

Y-Y0 ° 
t (y1-y0 ) 

z-z0 ,. t ( z1-Zo) 
(2.6) 

que son las ecuacione s paramétricas de l a  recta que pasa -

por dos puntos .  

Si de las ecuaciones ( 2, 6 )  s e  ae8peja el parámetro t ,  

y se igualan queda: 

x-xo Y-Yo 
xl-xO Yl-YO 

éstae son las ecuacionea escalares de l a  recta que pasa -­

por dos puntos ,  en forma sim�trica. 

Ahora se puede obtener la función que dete1'1111na la p� 
sici6n de todos los punt:oe que forman la arista IX:', dicho­

en otra forma, la ecuación de la recta que contiene al ees 
mento m;, 

Puesto que se conocen las coordenadas de loa puntos 

C ( } , 5 ,0)  y �  (11 3 10 ) ,  ver figur� 2 . 1 ,  se tiene que : 

};(; = �-Ci = ( 2 ,2 ,0) 



donde e y i1 ao:. vectores de posición de los puntos e y lJ ,  -
:respectivament�. 

Si se supone un punto P (x,y,�) de la recta se tendrá 
entonces: 

Cp = ii-c = (x-3,y-5, z-O) 

puesto que Iiü y <:P están sobre la recta se puede escribi r : 

Cp = '\{.IJ(;) 

(x-3 ,y-5,z) t(2, 2,0) 

(x-31y-5,z) = ( 2t1 2t,O) • (1) 

(1) es la ecueci6n vectorial de la recta 11, que con-­

tiene a �. También se pueden obtene_ las ecuaciones para­
aílte.r.icas: 

x-3 = 2t lt = 2t + 3 
y-5 = 2t y 

z = o z = o 
y despejando el parámetro t, obtenemos las ecuaciones esca­

lares en .roma niroét:d.ca: 

x.-3 y-5 -- = 
2 2 

V8 aquí se sabe que el vector paralelo a L1 ea 

ül .. ( 2 , 2 , 0 ) .  

Proce<liendo d e  la misma toma para l a  recta L 2  que con 
tiene a BE. 

Ecuac:'.6n vectorial :  

(x-3 ,y-3 , z-6) = ( 2t,0,-6t) 
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Ecuaciones Paramé tti cas : 

x-3 : 2t X "' 2t+ ., 
y-3 = o Y •  3 
z-6 = -6t z = -6t + 6 

Ecuaciones escalares en .forma eimétrica: 

x-3 

2 

z-6 

-6 

Vector ü2 paralelo a L2: 

ü2 = (2,0,-6 ) .  

Y= 3 

Se deja como ejercicio al alumno , obtener las ecuacio­
nes d� las re ctas que contienen a los segmentos: �. IV, -
n. !rr, tl; y jj!:!, 

Se han resuelto dos problemas particulares :  Obtener ­
lae ecueciones de las rectae que contienen a loa segmentoo­
gg y Cli. Sin emb3rgo , nodc ga�tiza que las ecUAciones e� 
pleadae sean generales, para aemostrar que si tienen esta -
caracter, se hará uoo ael eiguiente : 

TEXlRruA 2 .1 . 

Para cnda par ae puntos distintos en E3 , hay una y só­
lo una recta que p�sa por.-elloe. 

�E40SThA�ION.- Sean P1 y P2 un par de p��tos aistiri-­

toe en E 3 y � ·  ¡;2 loa vectores de posición correspondien-­

tes, entonces : 

L = {i\ + t(P2-i\l 1 t � R } 
es el conjunto de puntos P de una recta que pesa por --

3uponionáo <¡Ue : 

L '  .. { Po + oü 1 s € a} , donde 



también es una recta oue pasa por P1 y P2• Se demostrará -
• oue L':L. Como P1 y P2 son puntos conteni�os en L 1 exis-

ten nl1w10 roe reales ctis tinto e s1 y e2 � R, tales oue: 

s1 1' � L, entonces, para algó.n t '"  R: 

p ,., P¡ + t( ji2-¡i1 ) = p0 + s1ü + t(s2-e1)ü 

p0 + [s1 + t(s2-s1 � ü = ji0 + sü • 

por lo tanto , P E: L ' , y: L c L ' ,  

Redproca.mente, si s e  supone qu e P E  L ' ,  entonces, para 
algún e f> R, 

p " j)0 + sü 

como1 

ü 

entonces: 

Luego 

y 

1 

P2-pl = (e2-el)ü 
P2-Pl 
82-81 

Colllo L ' c L  y L c L ' ,  se debe cumpli r que 1 

L '  = L 

L.Q,Q.lt. 

Reswu.• endo, ex!sten di s tintas maneras � e  11etinir o. una. 
recta: 
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A.).- Cono Ciendo un punto de ella y un vector paralelo a la-­
mema. 

B).- Conociendo dos puntos no coincidentes de la recta: 

C).- Por dos planos que ee cortan. (Este caso se analizará -
en el Tema: Inte:r:eecci6n 11e planos ) .  

EJEMPLO 

Un cuerpo con movimiento rectilíneo pasa por el punto 
Po ( 4 1 3 , -1 ) ,  con di re<:J:i6n parnl.ela al vector u -:: ( 2,-1 , 0 ) .  

!! e  terminar las ecuaciones vectoiial, pe.rwiu�tri cas, y ai.mótri­
ca de su trayectoria. 

SOLUCIOll .- lie la .Cigura 2, 4 integrada. con los datos cJel 
problema, se tiene que : 

(x,y, z) - ( 4 1 3 ,-1 )  es decir, 

(x-4,y-}, ul) y como L y ü son paralelos 

(x-4 ,y-3,z+l) = t(2,-l,O) 

que ee 1a ecuación vectorial <:e la recta L QUe repre�Sent� la­
trayectoria ael cuerpo móvil .  

z 

X FIGURA 2.4 

!1 



eon : 

Las ecuaciones paramé�ricae aon: 

x-4 = 2t 

y--:> = -t 
z+l "' O 

es decir, 

X t: 4 + 2t 

y "'  3-t 
z .. -1 

Pin�lmente , lee ecuaciones escalares en forma eimétrice--

&Jll!'PLO 

x-4 y-3 

2 -1 
Z .¡.} a O 

Yara el trazo de una linea de conducción de agua, ae re-­
quiere conocer lo ecuación de eu trayectoria oue coincide con­
una recta oue pasa por los puntos A (3 ,0,-4) y B ( 21 1 , �1 )  
obter.er las ecuaciones e:;¡calarc o en forma simétrica. 

SOLUCI Oll . - JJe la .figura 2. 5 ee t1 ene que : 

z 

y 

FIGURA 2.5  
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( 2-3,1-0,-1- ( - 4 )1 
(x-2,y-1 , z+l ) 

(-1 , 1 , 3 )  

Dado que AB y � están sobre L y son coincidentes, aa 

cumple que : :ill' t(AB) o bien, 

(x-2,y-l, z+l ) t (-1 , 1 , 3 )  

(:x-2,y-11 Z+l ) (-t, t , )t )  

Aprovechando l a  identidad entre vectores y des�ejando 
el parámetro t, se obtienen las ecuaciones escalares de la 

recta·L en forma sim6trica, quedando : 

"SJ�PLO 

Una recta 
y b:(-5 ,1,0) 
sus ecuaciones 

S('IJ 1TCION : 

x-2 

-1 

y-1 

1 

Z+l 

3 

ea perpendicular a loe vectores 

y paso por el punto P0( 2, ?., 2). 
escalares en forma sim�trica. 

i=( 0,-2, 3 )  

Encontrar-

S) � recta ee p�rpendicular a loa vectores a y h, -

entone� ¡¡er� paralela al vector ix'b, como este vecto!" es 
f�cil d e  calcular Rplicn�do el producto vectorial y s : o­
noce adem&s un punto de  la recta, se yueden obtener 1�� e-
cuacionea en 
c16n : 

forma eimbtrica. como se mue�tra a continua---

i j � /  ixb o -2  -31 - l 5 j  + lO'k 
-5 l 

entonces, Ü : ( - 3,-15 , 1 0 ) ,  sustituyendo Ü y P0 en laa e­
cuaciones c..3calares de la recta quedH : 

y-2 z-2 

-3 -15 _.lo 



2.} A.NGULO l:liT.KE lJOS RECTAS, 

S1gase obteniendo otras caracter.!aticaa geométricas de 
la pirámide , por ejemplo, el ángulo Que forman las aristas -
IiC y ID! de la p1rám1de mostrada en la figura 2.1. Para ello 
se harán las sieuientes consideraciones que lleven a obtener 
una expresión Que pernli te. dicho cálculo ¡  

Ya conociaas las ecuaciones de la recta, se estudiarin­
lae relaciones QUe existen entre ellas. Como se verá mao a­
delante , las relaciones entre rectas , se obtienen a partir -
de las relaciones entre loe vectores que las definen, por e­
jemplo , el ángulo 9 que forman las rectas L1 y L2 ea igual -

al ángulo entre sus reapectivoe vectores pnralel9s u1 y ü2 ,­
como se muestra an la figura. 2 .6 .  La áemostración puede ver 
se en el capítuLo l os óetoe apuntes .  

z 

y 

PIGURA. 2.6 

Para calcular el Talar del ángulo e , entre las rectao­
L1 y L2 ea necesario apliCRr las ecuaciones desarrollndas en 
el capítulo 1 para �etern�nar el ángulo entre dos vec tores­

y la expresión para hacerlo estaba dada por: 

e :;  ang cos Ü¡·Ü2 { 2.8) 
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o bien: 

e "' &ng sen 

donde: 

( ii1m2 l 
1 ÜlJ iii2 J (2. 9) 

ü1 y ü2 son vectores paralelos a L1 y L2 respectivamen-
te, 

Cabe hacer notar, que se habl&.r� ..ltl �gulo entre <1os 
rectas adn cuando no se 1ntersecten. 

A continuación se calculará el ángulo entre las rectas­
L1 y L2 Que contienen a los se��entos � y  EE respectivamen­
te, de la pirámide ae la figurn 2.1 corno yn se vi6, el vec-­
tor paralelo a L1 está c.ado por el seg11umta re y en este ca­
so se representa por U¡ eo decir: 

iil -;::. ( 2, 2 ,0) 

análo&amente , el vector para;elo a L2 está d�do por � y es: 

¡¡2 = (2,0 ,-6) f 'ü.J=..J22+ o2+ (-6)2 =J40 

sustituyendo los valorea en la ecuación ( 2.8) , cueaa: 

Ül•Ü2 {2, 2,0) · (2,0,-6) B =  ang coa .[8 {40--(iill lü21 

4 
e ,. ang coa {6(40 e =- n· 4' 44 ' .  

Se sugiere al alumna encuentro loe ánt;ulos I!AlJ, BA.E, 

.e.ru:, .EB(; , :SC.E, ECJJ, C:lJA. y (;JJE. 



EJEMPLO 

Se han obtenido las ecuaciones de las lineas rectas que 
contienen a los ejes de dos tdneles1 y se desea conocer ·el ­
á.ng¡llo entn: ellos. 

Ecuaciones del eje del t�el 1 :  

x-1 y 
2 ' 

= z + 5  

Ecuaciones del eje del t�el 2 

MLUt:.'ION: 

X +  5 = 2t 

·:� y .. 4t 

Z + l = 0 

he las ecuaciones del tdnel l s  

iil = ( 2 , 3 ,1 )  

l)e las ecuaciones del t11ne1 2 ¡ 

¡¡2"' ( 2 ,4,0) 

y aplicando la ecuactón ( 2 , 8 ) : 

e .. ans coa 

Q = ang cos 

. 
. . 

iil • ii 2 

l üll l ¡¡2 1 
( 2 , 3 , 1 ) • ( 2, 4 , 0 )  

1 ( 2 ' '  , 1  Jll( 2 .  4 ,o) 1 

e 11• 1 ' 25 ' '  

16 
ang coa .¡2oo 
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2.4 PARALELISMO Y COINCI.timiCIA.. Otra relación impor-­
tante entre las arl.sta.s <1e la pirám:i<1e del problema -orOPile! 
to, es el parRlelismo 6 coincidencta entre las JXdsJDas, por­
ejemplo, puede cuestionarse: ¿ son paralelas las art staa Aii 
y liC"?. Para contestar a la pregunta anterio r  es necesario­
conocer las aigiÚ.entos camcterlsticae C!e la ecuación de 
una recta. 

Las rectas L1 y L2 eon paralelas si las comnonentes de 
loa vectores qu.e determinan Bl.l cti rección ii1 y ü2 respecti­
vamente, son iguales o proporcionale s .  

L a  connición ante;ior s e  pl.lede expresar como sigue: 

Si para 11 au vector paralelo es u1 .. ( a¡ . b¡ . c1 ) y paro­
L2 . e e ü2a(a2 , b2, c2) ,  entonces para oue L¡ sea paralela a 12 
debe existir alg11n escala.r k que verifiQue las siguientes -
ecuaciones: 

(2.10) 

he otra manera, es condi ción necesaria y sufi ciente P! 
ra aue dos rectas 11 y L2 sean paralelas, que el proaucto -
vectorial de loa vectores paralelos a L1 y L2 no nulo s ,  s�a 
igual a ce:ro , ea deci r :  ' 

(2.11 ) 

Por otra :;¡arte, s1 además de cucpli r las condi p:l.ones -
anteriores, existe un punto cual auiera cuyas coorQcnadas e� 
ti. sfagan s11�ul t6.ne amen te 1 as e cuaci. oncs de a.raba.s rectas, e!! 
toncee dichas rectas son coincidentes. 

Ahora podemo s invee ti¡;ar si los segmentos IIi y l'ilr son­
·pnralelos. 



Un vector ü1 paralelo a la rec.ta �ue contiene a ¡¡¡ e s :  

ü1 = m  = �-a ,. ( - 2 , 2 , 0 )  

y u n  vector ü2 paralelo a l a  recta aue contiene a �  e s :  

Aplicando la ecuación (2.11) 

L1 // 12, se tiene: 

1 k 
Ül X Ú2 '" -2 2 0 � (0-0)i+ (0-0)j + (-4+4 ) k  

- 2  2 o ... 
Ül X Ü2 � 0 1  entonces A]j Y l'lJ SOD. paralelos • 

Sa deja al alumno ttemostrar como eJercicio, aue loe se& 
mentoe Al! y lZ eon paralelos y Q.UC d; y I2r no lo son. 

EJ:Fl!PLO 
!¡1 las trnyectoiias de dos pa�·t.! culae en movimiento re_!l 

ti�neo son paralela� y oue ecuaciones son: 

leliemo 

x-1 y +2  z+l 
,. __ ., __ 

2 3 4 

x-3 y-1 z-5 

14.6 21.9 e 

Cuánto debo valer e ·parn cwnplir la condic:l.6n de pa:rn 

SOLU�ION. Para oue sean paralelas las tr�yectorias de­
be cuoplirse aue :  ü1 x ii2 =0, siendo ü1 y ü2 vectores para­
lelos a las rectas t1 y L2, entonces . 
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i j k 

ül X ü2 2 3 4 tr 
14. 6  21.9 e 

3ci - 87.61 - 2cj + 58.4j = "(5 
(3c - 87.6)1 + (58.4 - 2c)j • Oi+ Oj 

Resolvi endo la ecuación, se tiene que: 

e .. 29.2 

Ahora se establecerán formalmente dichas relaciones. 

liEFINIC..IOll 

.!Jo e re ctas 

son paralelas si 

2.3. 

t1 = { p1 + sü a ' R} y L2 = [ ¡¡2 + tv ( tE: R} 
loe vec.tores ü y v son paralelos. 

Las rectas pueden ser paralelas y coincidentes, lo aue­
se distinguirá con los siguientes lemas. 

I.FJU 2.1.  
pare. todo punto P1€r.3 y toéa recta L =[ p0 + aü 1 s f: R} 

hay. una y sólo una recta que pasa por P1 para�ela a L .  

l.l:a.IOSTHA�ION. L1 = { ii1 + tu 1 t �:: li.} es una ;recta oue P.!! 
ea por P1 y es paralela a L. Sea 12 ={ ¡¡2 + c¡v 1 q� k }otra­
recta aue pasa por P1 y es pamJ.c,la a L. 

Como P¡EL2, existe un m1mero rea.l. q, tal que: 

P¡ = P2 HlV 

Además, L2 parel.ela a L implica aue ü � rv parn alg11n­
r�R. .l!e <1on<1e : 



Y �+Ü � r.1nL2• -':omo 'P1 y P¡+ü son puntos die-­
tintos de L1�L?' de acuerdo con el teorema 2.1 1¡�12 . 

LEMA 2.2.  
Si Ll = { 'P¡ +BÜ 1 e � R} 

rectas paral elas, entonces 

D:EMOSTRACION .- Suponiendo que LllL2 ,i � 1 que 1'0-
ee un punto d e  L1nL2¡ existen ndmeroe reales e0 y t0 1 
tales que 

Adem&e, como 11 1 L2 son paralelas Ü 
g(ln NR, ds dond e :  

p0 + ü P¡ + { so + 1 ) ü p2 + ( to + r )  v 
y iio + ii� t1nt2• Como ii0 y �o + ü son puntos die-
tintos en 1¡ y en 12 segdn el Teorema 2 . 1 : Ll = L2. 

Por lo que la �nica posibilidad que queda es que : 

2.5 PERPENDICULARIDAD. 

Se puede analizar ahora, si on la pirámide del pr� 
blema planteado que s e  muestra en la figura 2 . 1  los seg 
mantos � y �. son perpendiculares, 

Es condici6n necesaria y suficiente para que dos -
rectas ��an perpendiculares, que sus vectores paral e-­
los tambi6n lo s ean, esto es : 

, 
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' 

Si para 11 su vector paralelo es ü1= C a1 , b1 , c1 ) y­
para 12 , ü2=Ca2 ,b2, c2) ,  entonces, para que t1 sea per­
pendicular a L21 l! e  debe cumplir que el producto escalar 
de ü1 y ü2 !lea igual a cero, es decir : 

V6al!e la d �ostrac16n de perpendicularidad entre -
vectores en el Capitulo l .  

Volviendo al caso d e  los segmentos DC y CE, s e  ti� 
ne que loe vectores ü1 y ü2 son paralelos a L1 y 12, 
rectas que contienen a Dc y CE respectivamente, y son : 

ü2 - CE "'  e-e 
( 2, 2, 0 }  

( O, - 2,6}  
aueti tuyendo en l a  ecu11ci6n 2.12 queda : 

por. los tanto, lo!! lados DC y CE no aon perpendioula- -
res. 

El alumno debe demostrar que los l!esmentos AB y BG 

son perpend iculares y que BE y AE no lo son. 

EJEMPLO 

Por cond1ci6n geom�trica el diámetro d e  una oircun 
terencia y la tangente en un punto en com�n son perpen­
diculares. Para lao condiciones dadas en la figura 2 . 7  
encuentre las ecuaciones d e  las rectas que contienen al 
radio r y a la tangente t .  

\ 



\ 

FIGURA 2. 7 

SOLUCION. , 
La ecuaci6n de r pue�e obtenerse de la siguiente -

manera : 

Las coordenlldas ( x , y )  del punto P serán 1 

por lo tanto, P "' ( 2 {2, 2,fi') y un vector paralelo a r, 
es el vector de posici6n : 

entonoee la ecuac16n de la recta L1 que contiene a r 
es r 

Un punto de la recta o_ue contiene a la tangente -
es tambi �n : P = ( 2/i, 2./il, y el vector paralelo ü2 a­
la mi8111a manera s e  obtiehe haciendo ii1 • ii2 • O 
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( 2/2, 2/2) • (a,b) = O  O, 

como a .. -b • entonces un vector ü2 puede ser 

ü2 = ( 1 , -1 )  

finalmente :  
X - ?.{2 y - 2/2 

L2 :  1 -1 

2.6 .  INT:ffiSECCION DE DOS RECTAS .  

Aun�ue en la pirámide mostrada en la figura 2.1 ,  -

puede notarse fácilmente qu� arietas se intersectan, &� 
to no se tan obvio en todos loe casos, por lo tanto y a 
manera de ej emplo se tratará de d eeostrar analiticamen­
te que las rectas que contienen a los segmentos DC y EC 
ee intersectan. 

De la de�inic16n 2 .3  y loe lemas 2.1 y 2 . 2  ee tie­
ne el siguiente :  

COROLARIO 2.1 . 

Si las rectas L1 = { 1i1 +tü1 1 t G R � y L2= ( li2+rü2 
1 r� F.l no son paralelas, L¡f)L2 es vacio o consiste d e  un 

solo punto. Esto �timo implica la intersección de las 
rectas. 

Analizando con más detalle, se tiene que si 
ü1� ü2 � O, ü1 y ü2 son linealmente independientes, y­
entonces pueden darse dos casos : que las rectas se cru­
cen y no se intersecten (L1nt2=�) ,  o que exista un �un­
to Po d e  intersección. Para determinar si hay inters� 
oci6n en el punto P1, considérense las ecuaciones d e  
las d o s  rectas en forma vectorial e iguál ense : 



es decir, 

Si las rectas se intersectan, el segmento p2-'P1 d� 
pende linealmente de u1 y ü2, como se  v16 en la ecuación 

anterior y s e  debe cumplir que : 

(p2-p1)  • Ül X ü2 "' tfur•(Ü¡xu2J - r(u2 • ( Ü¡xÜ2 �1 
como ü1xü2 es un vector perpendicular a ü1 y ü2, ento� 
ces : 

o 
por lo que : 

o ( 2.13) 

Para la pirámid e  de la figura 2.1 se demuestra ah� 
ra que las rectas que contienen a los segmentos DC y EO 

ee intersectan. 

• Las ecuaciones de la recta que contiene al segmen­

to 1iC son : 

:�t-3 � y-5 -- .. 
2 2 

z = o 

Las ecuaciones d e  la recta que contiene a EC eon t 

y-5 z -- .. 
-2 6 

:X 
= 

3 

Estas ecuaciones expresadas en forma vectorial ti� 

nen la forma : 
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Ll "' { ( 3, 5, 0 )  + t( 2, 2,o)} 
L2 

= 

{o. 5,o> + r{0,-2,6)} 
Aplicando la ec11aci6n (2 .13) : 

<ii2 - P¡ > • ül.xü2 o 
Donde r 

( 3, 5 ,0) ( 3,5,0)  (O, O,  O) 

( 2,2,0) ü2 .. ( 0,-2, 6 )  

o O ·  � '  ( p2-� } ül :xü2 ., 2 2 "' o 
o -2 

Por lo tanto se cortan. 

Para encontrar el punto de  intersecc16n, consid6-­
re se las ecuaciones : 

X - 3 y - 5 
Ll : z "'  o 

2 2 
y - 5 z 

"L2 : X 3 -2 6 , 
Las ecuaciones escalares seránr 

2X - 6 'ly - 10 

2x - 2:1 e -4 • • • •  ( 1 )  
z "' o . . . .  ( 2 }  

6y - 30 -2z 
6y ... 2z 30 • • :. ( 3 )  

X - =  3 . . . .  ( 4 ) 

y el sistema de  ecuaciones quedará : 

1 
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2x - 2y 

6y + 2z 

f: o 
X 3 

-4 

30 

Si existe un punto común, debe ea e!acer el eiet� 
ma' de ecuaciones I .  

6 - 2Y 

Y' 
-4 
5 

Y el punto será F=( J, 5·, O) 
.. 

Teniendo finalmente el punto de intersección 

P0•( ) , 5 , 0 ) ,  que coincide con el punto e, como puede ve!: 
se en la �gura 2 . 1 .  

S e  deja como ejercicio a l  lector d emostrar oue las 
rectas �ue contienen a los segmentos AE, BE, Ci y DE s e  
intersectan en el punto E. 

EJELIPLO 
Dos lineas de conducción el�ctrica tienen como e-­

ouaoionee respectivamente : 

X + 20 :r + 30 z + 3 
( 1 )  

10 -20 1 

X + 20 y + JO z + 3 
( 2 )  

-40 10 -1 

S e  asegura que s e  cortan, revise si dicha asevera­
ci6n en cierta y de�ermine dicho punto de intersecc16n : 

SOLUCION. A continuación s e  determinarán las ca-­
racterísticas de cada recta. 

59 

De Ll : pl (-20,-30,-3) Ül:(l0,-20 , 1 )  

De L2 � p2 (-20,-30,-3) Ü2c (  -40,10,-1 ) 

Entonces, p2 - pl = (0,0,0)  

Aplicando la ecuac16n 2.13,  en la que se sustitu-­
yen valores queda : 

o o 
10 -20 

-40 10 

o 
l 

-1 

o 

Por lo tanto,  se concluye que si se cortan, ahora­
encontraremos el punto de  intereccci6n : 

De t1 : -20(x+20) 

(x+20) 

Simpl11'1cand o ,  

20x+l0y 

x-lOz 

De t2 : l0(Jt+20) 

-l(X+20) 

Sia;plificando, 

10x+40y 

-x+40z 

lO(y+)O) 

10( Z+ 3 )  

-700 

1 0  

-40(y+30) 

-40( Z+) ) 

-1400 

-lOO 

(1 ) 

( 2 )  

( 3 )  

( 4 )  

Haciendo simultáneas las ecuaciones ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 )­
y ( 4 )  se obtiene : 

p � (-20,-30,-3) .  



2 . 7  DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA . 

6e desea ahora conocer la distancia del punto E! a 
la recta que contiene al segmento DC. 

DEFINICION 2. 4 .  La distancia entre una recta y un 
punto es la longitud del s egmento dirigido que va desde 
el punto a la r ecta, perpendicular a �ata dlt1ma, 

Así por ej empl o ,  en la figura 2.8, le distancia e� 
tre la recta L y el punto P1, seré la magnitud del seg­
mento dirigido P1M, siendo M el pie de la perpendicular 
a la recta L trazada por P1 • Nótese que la recta L es­
tá dada por un punto P0 y un vector ü .  

�--------------------· y 

FIGURA 2 . 8  
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Para calcular el valor de esta distancie, conviene 
utilizar un diagrama como el de la figura 2 . 9  en donde­
s e  tiene la recta L, dada por el punto P0 y el vector -
paralelo ü, un punto P1 que no pertenece a L, los vect2 
res d e  posición de Po y P¡ y el vector diferencia 
P¡-p0 • De la figura 2.9 s e  tiene : 

d 
sen e 

es decir : 

d 

en donde a es el ángulo entre L y ( P¡-Po l '  que ea igual 
al ángulo entre Ü y ('P1-Pol •  

Por otro lado, d el capítulo 1 ,  recordamos que : 

z 

FIGURA 2.9  

, -

ü 

y 
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Sustituyendo esta ecuaci6n en la expreai6n 

se tendra : 

.d ¡ ¡;1 - Po i sen e 

• d 

Simpl-Uicando queda : 

d 
1 C i\ -p0 }  .x ii 1 

[ ü  1 ( 2.14 ) 

Esta ecuaci6n �ermite calcular la di stanci� d e  un-
punto a una recta. ,. 

V/ 1 La distancia entre un punto y una rect� tambLén 
pu�de calcularse conociendo la componente de� vector 

p1-p0 sobre el vector ü, y el vector p1-p0, y aplicando 
el teorema de Pitágoras al triángulo P0P1Y.. � Existirá­
otra :forma de calcular la distancia entre un �nto y u­
na recta? . 

Volviendo al problema d e  la pirámide, se puede cal 
cular la distancia del punto � e la recta que contiene­
al s egmento DC. Partiendo de la ecuación ( 2 . 14 ) :  

( (pl-po ) X Ü 1 
d 

[ ü l  

se tiene : 

P¡ ( 3, 3, 6 )  Po = ( 3,5,0)  

P¡ - Po " ( 0,-2,6)  
ü ( 2 , 2 ,0) J ii l  = {S 
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I (0,-2 ,6 )  X ( 2, 2,0)  1 
d 

.[8 

(�-Po) X Ü = ' � 
( i51-i50 ) x ü -12i 

Y l < �-li0) x ü l 

d 

j k 
-2 6 

2 o 
+ 12j + 4k 

¡;o¡, 
.¡;o; 
.[8 

( 0-12)i+(l2+0}j+( 0+4 )k 

de donde, 

6.16 u.  

El lector deberá calcular la distancia del punto A 
a lea rectas que contienen a loe segmentos BE, CE, DE,­
DC y Fe. 

EJEMPLO 

Calcule la distancia más c orta entre una moj onera­
situada en un punto P1 ( 0 , 3 ,� ) ,  (lee unidades son ki-
16m�tros } ,  y un tramo recto de carretera, cuyo eje tie­
ne por ecuac16n : 

x-3 

2 
.. y z 

-3 

SOLOCION. Para aplicar l a  ecuaci6n 2.14, eon ne­
cea:arios los alguien tes da tos : 

d = 

Un punto d� la recta : P0 ( ), O ,  O )  

Un vector paralelo a la recta : u =  ( 2, 1 , - 3 )  

Las coordenadas del �unto P1 (0, 3, 5 ) .  

Entonc es : 

1 Cii1-li0l x ü 1 
1 ü 1 

1 ( 0-3, )-0,5-0) X ( 2 , 1 , -3 ) 1 
[22+1�+( -3 ) 2  J 1/2 



1 -141 + j - 9k 1 
d 114 

¡;;s 
4 .456 Km .  d -----

& 
2,8  DISTANCIA ENTRE DOS R ECTAS. Para el problema­

de la pirámid e ,  calc�lese la distancio más corta entre­
las rectas que contienen a loa s egmentos DC y BE. 

DEFI!!ICION 2 . 5 .  S e  llama distanoi� entre dos  rec­
tas a la �inima longitud entre ambas , medida sobre su -
perpendicularid�d com�n . 

En el espacio de tre3 dimensiones dos re�tas cua-­
lesquiera a e  cortan, s e  cruzan, o son paralelas. S� se 
cortan, la distancia entre ambas será igual a cero, si­
las dos rectas son paralelas, la distancia entre ellas­
puede obtenerse fácilmente tomando un punto d e  una de -• 

las rectas y calculando su distancia a la o�ra como se­
estudi6 en el inciso 2 .7.  Si las r ectas se cruzan ,  
la distancia entre ambas puede determinarse como s e  ex­
plica a continuación : 

, 

Sean L1 y L2 dos rectas que s e  cruzan, c omo se muer 
tre en la figura 2.10.  

La minirna distancia entre L1 y L? estará determin� 
da en la direcc16n de  un vector ü �erpendicular a ü1 Y 
e ü2, que a su v�z d efinen las direcciones d e  L1 Y L2, ­
res?ec tivanente .  
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El vector �erpendicular a ul y u2 estará dado por­
Ülxü2' si conocemos ad emás los puntos �l y P2 pertenec! 
entes a L¡ y 12 res�ectivamente, la minima" distancia eg 

•tre las rectas e�tR.rá deter�:�inada por la componente del 
1 -- - - . s egmento dir;gido P1P2 sobre el vector u1�2• 

Es decir, 

d � • (u1xü2) 
¡ii1xü21 

( 2 .15 ) 

Ahora s e  puede conocer otra caracteristica eeorn6-­
trica d e  la pirámid e  �ue es la distancia entre las rec­
tas que contienen a los segmentos ñC y � cuyas ecuaci2 
nes Ll y 1'2' respectivamente son : 

x-3 y-5 / 
Ll :  i. o 

2 2 

x-3 z-6 
12 : y 3 

2 -6 

(� . 1 1 -:,.. "" 
') , 

' �) ·- � , ,  1 

·? o 
o 



Utilizando la ecuaci6n ( 2 .15 ) ,  s e  tiene": 

d 

� 
ül 

1 j 
ü1xü2 2 2 

2 ó 

EJm.!PLO 

�l p?. • ( Ül x
Ü2 ) 

lülxü2 l 3 0 

( 3-3. 3-5,6�0) ( 0 , -2 , 6 )  

{ 2 , 2 , 0 )  u2 ( 2, 0,-6 ) 

k 
o (-12+0)1 - (-l2+0)j + ( 0-4)k 

-6 

-l2i + l2j - 4k , 

( 0, -?. , 6 ) · ( -12,12,-4 ) -24 -t4 = -48 

d p 1�:� 1 = 2.752 u .  

" 

Los aviones siguen rutas de vuelo llamada; aerovías 

Las normas d e  seguridad indican· que la distancia m!nima­• 
entre aerovías para un determinad o  tipo d e  avi6n ea d e  -

0.6 Km, si laM ecuaciones de un tramo de dos rutas a�re�a 

son 1 

x-1 y 

3 

{ .. ; ·:� y =· 4 
z+l , ' o  

( 

Z+5 

( unidades en km . )  
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• • ¡,. Revise si la distancia entre t:J.ero•d:as es aceptable .  

SOLUCION : 

Para obtener la distancia m!nima se usará la ecuaci6n 

2.15 :  

as. 

d 

En est"e caso : 

P1 ( l , 0,-5 ) 

p2 ( - 5 , 0 , - l )  

( 2, 3 , 1 )  

Haciendo operacion es : 

(-4 , ?., �) lülxü2] = f24 
( - 5 , 0 , - 1 )  - ( 1 , 0, - 5 )  ( -6 , 0 , 4 )  

• (ÜlXÜ2 ) = (-6 , 0, 4 ) · ( -4 , 2, 2) 24 + 8 
32 

Susti tuyP.ndo en ln ecu .. cí6n 2.15 : 

d 
32 

m 
6 . 5 3 ?  Km. 

Por lo tanto, son aceptables las rutas de lna aeroví-

2.9 F/Jo�ILIAS DS fl::::CTAS. Por 'liltirno , se dará otra C!J: 
ractr.r!Rtic'l rl e  lila rect�>.s nue e!> 111 sii!Uiente : 

D.:PINI CIO!l 2.6.  
Se ll pJaa f�:nília tl e  rectas e.l coniunto d e  rectns { LJ , 

q u e sati Pf\lcen al,"Una q,ondici6n. �eomlitrica; corno puede -

ser, por ej ern:ol o ,  c;ue ae"'n ·n�r?.lelaa a una direcci6n <l�.d e ,  / 
que l)_,,¡en nor un Plmto dado, etc. __j 
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A continunción se ilustran Rl�nos casos particulares. 
I·as ecuaciones d e  la fe.milia de rectas paralelas al ej e 
"Y" son : 

X Xo 

y - Yo = t 

LP.e ec\,ctcionea d e  la familia d e  rect'ls que for101\n &n­

gulos igul\leo con los tres ej eo coordenados, son : 

x - "'o = 

Las ecuaciones de la f�ilia de rectas que posan por­

el: origen son : 

X 
a 

y 
b 

L!\a ecuaciones d e la familia ele rectas qt;e -posan :por­
el punto ( 3, 1 , 0 )  son : 

x-3 y-1 

b 
2 
e 

¿ Cual ea ser{m las CCU!lCiones rle la familia de rectas­

de la pirM!ide (!Ue pacan por el f>Unto E( 3 , ) , 6 )  7 • 

?..10 E.:UACICl�TSS :nEL PI.>\:;o, Ya se estudió el .,robl e­
m� de encontrar unq función que det er�inara la posición de 
los puntos de un� Rrista de la pirhmide y se obtuvo la e-­
cuación d e  la rect� nue contiene a dichos puntoo, ad e�ás,­
se estudiaron algunas propi�darle� geo�[tricas d o  ln misma. 

Ahora i':"ltcr es" encontr'li' una función '!.lle detcr�inc lP. 

posición de torios loo p�ntos que forman algunas d e  la caras 

·de la pir�midc, por ej empl a r 1& !lEC. 
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CoMo datos se conocen las coordenadas de los puntos -

B ,  E y e, y a pRrtir de ellos se conocerán las coord enadas­

de los <l emas puntos que t·orman al plano.  ¿Como plantear ­
el probl ema para que eso suceda ? 

Se sabe que por dos puntos aolo pasa una recta, se�n 
ee vió en el T�orema 2.1 .  

S e  pued e concluir, que l a  ori entación d e  un plano es­
t!

.
dct enninada por la direcc16� de un vector perpendi cular 

a �1, llamado Vector :qorma.L del Plano, ver figura 2.11. 

Fcro cooo puede observarse en la fi�ra �.12 existe -
un n�ero finito d e  planos perpendicul ares a una dirección 
dada, por lo que p:'lra definir un pJ.ano en parti�ar , se -

reQuiere una condici6� m�s, y es quo s€ conozc� al�n �un­

to del plano, co·1:- se hizo anteriormente. con la rectQ.. z 

p 

r-�------------------------� v 

X 
F I GU RA 2.11 



z 

X 

' 
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N 
La rorma d e  representar eráficamente la condic16n ( 1 ) 

se ilustra en la rigura 2.11.  

Como se coment6 anteriorm�nte, el p1 P.no BEC est4 'for­

mado por dos rectas que se cortan en el �unto B y que son­
las el e  las aristas 3E y l>C, se!)Ún se v�  en la figura 2.1 3 :  

En el CRso rlel plano B!C, la ecuaci6n de  la recta de­

la ari sta BE est� definida por un vector que se llamará ü1 
paralelo a ella; y parP. la r�cta. de la arista 3C, por un -

vector denominado Ü� paralelo a �sta, y un punto P0 común-

)-----------+---------. y a ambas aristas. 

X FlC,URA 2.12 
Por los punt�\ � y C pasa la recta t1 y por B y C la­

recta L2 ; por otro lado, oe sabe que las rectas quedan d� 
finidas por un punto y un vector paralelo a ln mi�ma, en -
este caso por l o s  segmentos �irigidos RC y � respectiva-­

mente. 

CUalquier punto P ( x , y , z )  del plano rormar� con- uno 
conocido, un segmento �� rigido, p0r ej emplo : BP, � 6 CP, 
dicho segmen+,o ai�pre será perpendicular al vector �xEC­
que llemarer.1os Ñ,' por l o  que s e  puede decir que : 

Ñ .  � = o, o 6 

En general, o ( 1 )  

L a  ecv�ci6n vectorial ( 1 )  representa l a  condici6n �ue 
d eben reunir todos los puntos P conteni,jos en el plano, 
ma� adelante se formalizar� tal proros1c16n. 

junto 
estén 

El plano 3EC, 
d e  todos los 
dados por la 

Pero 

Además 

denornin�do 11 a_ueda definido 
puntos {< F�·\ ':'"..lYOS vectores 
aiguiente ecuaci6n : 

O'P .. � + 'PaP 
OJ.5 � y OI>-;; . " 

P0P = rü1 + sü2 V 

Sustituyendo en ( 2) aueda : 

s , r E:  P 1 

por el con-
de posición 

( 2} 

Po 

s,r€ R 

( 2.16 )  
Que e s  la ecuaci6n vectorial paramétrica del plano. 

Si u1=- ( � , b1 , c1 ) y- ü2 .. ( a2, b 2, c�) y utili zando la 1- ­

gualda<:'. de vectores, l a  ecuaci6n ( 2.16 ) o_ueda : 

y ( 2.17 ) 

Conocidas como las ecuaciones p�rarn�tricas ñel plano. 
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Como ya se indic6, el vector u1xü2 es un vector n ormal 
al plano Tf y cualquier otro vector norr.�al a1T, es paralelo a 

ii¡_ xü2. 

AhQra se pue� en obtener las ecuaciones param6trices d el 
plano BE'{:�/cuerdo a la ecuaci6n 2.16 : 

P = P0 + ru1 + su2 

Siendo : 

Po OB 

ül E - B 

ü 2 e - B 

Entonces : 

( 5 ,  3,0)  ' 

( 3 , 3, 6 )  

ver figura 2.13 
( 5 , ), 0} (-2,0, 6 )  

( 3 , 5 , 0 )  - ( 5 ,  ), O) = (-?., 2, 0} 

ll = ( 5 , 3 , 0 )  + r{-2, 0 , 6 )  + s(-"?,2,0) 
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Como 1:'1 = ¡n; 

(Jt-O,y-0, z-0) (Jt,y, z) 

Sustituyendo en la ecuaci6n anterior : 

(x,y,z)  ( 5 , 3,0)  + r(-2,0,6) + s(-2, 2 , 0 )  

Por igual�ad d e  vectores, se tiene : 

x = 5 - 2r - 2s 
Y 3 + 2s 

z = 6r 

( 1 )  

( 2) 
( 3) 

6stas son Ías ecuaciones param�tricas, aún más, se elim1nar�n 
los, parametros r y s para obtener la ecuac16n escalar del­
plano. 

De ( 3 )  r z/6 ( 4) 

sustituyendo ( 4 )  e:l (1 ) queda 

::X .. 5 z 2s ( 5 )  - 1 -
De (2) se tien e :  

S .. 
y-3 

( 6 )  
2 

Sustituyendo ( 6 )  en ( � )  : 
:X .. 5 - � - ( y  .;3) 

3 

3x + )y + z - 6 .. o 

Esta óltima es la ecuaci6n escalar en fo�a general -
del plano . 

\ 



Aunque el problema d� encontrar la ecuaci6n del plano 
BEC se ha resuelto, no se ha demostrado que las expresio-­
nes empleadas son general es, por lo que a continuaci6n se­
formalizarán los .conceptos vistos anteriormente. 

, .  
TEORE.�A 2 .  2 .  

Si TI ( A 1 B , C )  e s  un vector normal al· plano lT y 
P0 (:x0,y0, z.) es un punto del plano, entonces uña ecuaci6n 
del plane lT es : 

• 
o 

DE'•10STRA.CIO!f, 

(x-x0), ( y-y0 ) ,  ( z-z0 ) son las componentes del seemen 
to dirigido P�P donde P ( x , y , z )  e s  Ún punto cualquiera -
d el plano, si PiP0 todo segmento P0P pe;teneciente al 
plano lf es perpendicular al vector N, y por la condic16n­
d e  pero�ndicularidadJd e  .dqs vectores, se cumple CIUe : 

, a  r4 "' < ... , 1 r ;t � 7 (J 1. • -- -

es decir : 

P0P • N O 

haciendo operaciones, queda : 

Recíprocamente, si : 

o 

o 
L . Q . Q .TJ, 

o 

Y '!l' es perpendicular al' plano lr y P0 está contenido eo lf 
entonces � es perpen•Ucular a Ñ ( A ,B, C ) , y por tant o , -­
� pertenece al plano lf 
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Por inspección P0(:x0 , y0, z0 ) .  satisface la ecuaci6n,­
de modo que :  

{c :x,y, z) 

Nótese que la ecuaci6n : 

puede escribirse trunbi�n : 

O sea : 

Ax + By + Cz + D O 

o 

o 

denomin�de. Ecuaci6n escalar en forma general del plano 

1i 

Y a la ecuaci6n vectorial : "P"""P • Ñ _ o  o se l e  
llama ecuación vectorial del plano 1\ • 

TEORD�A 2. ) 

J;a ecua.ci6n Ax + lly + Cz +"D = O  ( Donde A, E, e son no 
todos cero ) ,  representa un plano - con vector normal N �  
( A ,  n,_c:: ) .  

DD.:OSTR�_CION : 
Suponiendo que A �  O ,  entonces : 

A:x + By + Cz + D A(:x-(- �) ) + B(y-0) + C( z-0) A o 

()U e por el Teorema. 2. ?. ea la ecuación de un plano oue pasa 
por el punto ( -D/A , O , O )  y con vector normal lr=( A , ll , C ) .  

L o s  teoremas �. 2 y � .  3 mueatrR.n aue una ecuP-ci6n li-­
n eal general de tres variabl es, es un plano y que un plano 
ti ene 1 a ecu,.ci6n de esa fC'-rma. 



LDI�A 2. 3 

Si iT ea un vector norrn:U al plano 11 1 d e  ecuaci6n : 

y P1 y P2 son puntos de \i ,  entonces ;1 ce pcrpendicul�r­
e. P2-l'1 , donde ti1 y i>2 son loe vectort·s d e  posici6n d e  -
l o s  puntos P1 Y P2• 

D:r::;;tOS1'RACIOll : 
Si P1, P2 E; 11 , entonces debe cUI!lplirse que : 

y 

Por lo tanto : 

Efcetdese con la ecuaci6n anterior, el producto esca­
lar con ii, queda : 

ff • (p2-ii1 )  ( r2-r1 )  if,ii1 + ( s2-s1 )  N'· ii2 
puesto que Ñ es un vector normal al ]llano\i y por l o  tanto 
normal a u1 y u 2 a.ue están contenido s en TI , s e  cumple -

que : 

Ñ iil Ñ • ii 2 
Ñ • fp2-iil )  

o 
o 

y en consecuencia, '!!l' resulta -per-pendicular R 1i2-i\. 

LE'.;A. � . 4 .  Si N es un vector perpenñi cular nl pleno -
\i ,  de ecuaci6n: il = 'P0+ril1+sii2 r y s €  P. :  yr 'j)-p� ea 
perpendicular a Ñ, entonces el punto P, cuyo vector de po­
sici6n es ¡;, pert enec e  al !'1:>.no íi . 
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D:E"·'OS�,\CIOI< 

Dedo aue ff es proporcional a -u1 xu2, si 'il -'P 0 es llel'-­
pendicular a �. se tendr' que :  

o 
o bien, ya oue esta exnresi6n es un trinl e producto eec'l-­
lar, s e  puede anotnr co:no tm det<rrr.linante c-uyos ele'l1entos­
son las com)loncntes de l o s  vectores, o sea : 

o 

Como el determinnnte es igual a cero, esto significa que 
cuan d o  m enos dos d e  eus renzlone� son iguale� o �roporcio­
nales y, consecuentorncnte, oue los vectores son line'.llmen­
te d ependi entes. Esto -pP-rmi te oue se pueda expres�r uno ­

de ellos en �unción de los otros dos, como sip.ue :  

donde r y s son esclilares cualquiera, siendo cu'\11dO menos­
uno de ellos no nulo. 

Si en la ecuaci6n anterior se despeja el vector P, se 
tien e :  

P ,"" P 0 + ru1 + su2 
que es le ecuaci6n del plF!.no TT y por lo tanto, el punto P 

pertenece a dicho plano, -pues :• satisfP..c e  lA. ccunc16n. 

Si 1l' es un vector norr-!11 al plnno TT, cuya ecuaci ón -
vectorial ¡:,ara�r.6trice es : P l' 0 + rü1 + sü2 en--
tonces 1;�. e �Ul\Ci 6n ve::tori:ll d e  1T es.:  

íf · (P -P .. ) o 
.. 



.. 

\ 

y 1T es el úni co plano c;ue '!)asando por el punto 

P0( x0,y01 z0) ti en e corno vector norm<ll a N .  

DEII'OS'l.'TIA.CI 011 
Sea un plano TT1 distinto d e  TI cuya ecuación vecto- -

rial es : 
o 

Se desea d ��l'lstrar, primcr_,¡:tcnte que TI �TT' según c�. 
1 ema 2.  3 si P t: TI entonces P-P 0 es Jl''!' ' ;n,licular a i1 y 
lf ·  (11 -Y ) i ,  ..,or lo que si l'-ETiimplica aue P E TT' 
y, por � tanto, TT-ETT' • 

Rec:i. !lroc�unente, si P -E  TI1 im!'liC'' oue 11-"!50 es perpc)l 
dicv1..,r fl Ñ y segón el l c:!!a '� . t.  P -E- TI  y, con,.ecuentemente 

TI 1,¡:: TI, ñe d ond e : JT = TI' ' 

Se debe d emo strar, ad em(ls , que lT es el único "Plano -
oue p�sP. nor P0 con vector normal IT, para lo cual eup6nga-

l "' .,. •  - -se que lT ,  d e  ecuaci6n r � r0 + r'ui + s ' u2, es otro 
plano �ue pasa por P0 y tiene a �  como normal ,  entonces íj1 
tendrá. como eCU'\Ción vectorial Ñ · (P -'P0) O 

Como Po >E rr', se si�e que N· (J:o-Pb) - o 1 l.o oue ea­
igual ,  Ñ·P0 = :;.¡;Ó , de dond e :  �· {P-1?0 ) = !I• (P-'P0) y -
por l.o tanto, la ecu9.ción Ñ• ( P-P0 ) E O represen�a un 
�lano �nico, d e  esta manera queda formal�ente d emnstrado -
el TcorCl�<\. 

La ecuaci6n v ectorial el el pleno, Ñ • <'-P0 ) 
tambi �n anotarse como : 

Ñ • P - N .  P0 o 

O puede 

y ya que el t�r�ino n • P0 de la ecuación es una constante­

esca1�r formada por t�rminos d�dos, se pueda e�r.ri�ir eet� 
ecuación como : Ñ•P + D = O de dond e :  

D como 
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'il' " ( A, B , C )  1 F ( x,y, z) y 

P=(x,y,z)  y P0�(x0,y0 , z0 )  , sustituyendo 
de ff, P, 'P0 en la ecuación IT·P - IT·P0 .= O 

entonces, ei : 
las component es 
se tien e :  

(A,  -s, e )  • < x, :v .  z) o 

efectuando las operaciones 

Ax + .lly + C z  a 

Pero 

- ( Ax0 + By0 + Cz0) D 

si euati tuimos esta 1gua1d�d en la ecuac16n anterior se 
tendr� : 

Ax + lly + Cz + D O 

Esta "�'tación es la ecuaci6n escl'll !'.r en forma eeneral 
d el  plano TI .  

Si se tiene ahora un p1ano TI d ct crminndo por tres 
puntos no colineales P0, P1 y F2, la normal a dicho pleno 

quedar� deterMinada por 

donde �0• �l Y P2 son los vectores d e  f0$1Ci6n de los 

puntos P0, P1 Y P2 resp�ctiv?.mente, '!)Or otrn Tl'l.rte, si P­

es un punt� cualouier;o '!"ert�neci.imte sl plano , s e  d eber� -
tener que :  

(P - P0) • ll O 

Sustit:.�yendo el valor d e  "'i de 1'1. ecu,_ci6n anterior , -
se obtiene : 



(,.._.,., 0 ) • "<"'r- _-¡; ' �  r;. -l" \1 1.. � 1 o ·  .. · ., !1� = 1) ( :? . 1 8 )  

que e s  la eCU:.'\C16n ·.rectorial del :plann �ue paea p(!r tres -

puntos. 

Ahora, si : P = (x, y, z),  110 

y dado que la ecuaci6n es un producto oixto, se �uede re-­

presentar a di cha ecuaci6n �or me�io d e  un determinnnte, -
cuyo a elemen tos eon las com:!Jonent.es d e  l tl s  vectores C ii-'1•0 )  ('P]_-P0 ) ,  (p2-p0 ) ,  e s  d ecir : 

-

r-· (P-'Po l . Qii1-i50 l  :t C P .,-Po� � xl-x: 
"2-xo 

Y-Yo �� Y¡-Yo zl-zo o 
Y-z-Y0 z2-zo 

Desarrolando eote d ctcrmin�nte, se obti ene la ecunci&n 

escalar del Pl?no en forma generAl , que como se v16, es 

d el tipo : 

Ax + Dy + Cz + D � O 

S e  puede tamhi�n ahora obtener la ecunci6n �eneral 
d el plano DEC 'POr otro proce1ir.liento •. 

ros 
m; = 

'§e 

(x-5,y-3, z-0 )  

( 3-5 • 3- 3, 6-0 ) 

( .3-5 , 5- 3, 0-0) 

x-5 

-2 
y-3 

o 
2 

a. 
( - 2,0, 6 )  o 
(-2, ?,O) e 

z-0 

6 -1 2( x-5 )-1 '?(y- 3)-4( z-C· ) 

o 
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o 

-l2x -12y -4z +60 +36 

-1 2x -12y -4z +96 

1 2x  +12y +4Z -96 

Divi.d i en d o  entre 4 :  

o 
o 
o 

1.1:< + .):: + z - :?4 o 1 
ecuaci6n d el plano J.rs::: obten id a anteriormente. 

Encontrar la ecu'l.ci6n � e  lFL cara AEB de la pir�mide. 

SOLUCIO�l : 
Las coordena<'Rs d e  l o s  punto!" son !\ ( ) , 1 , 0) ,  

1l ( 5 , 3 , 0 )  y 'S ( 3, 3, 6 ) ,  d e  dond e : 
=. (O,  2, 6 )  

( 2, 2, 0 )  

(x-3,y-l , z) 
o 
2 

2 

2 

6 

o 
x-3 y-1 z 

, 

-2z( 2) + ( 2Y- 2-2x+6)6 

- 4 z + ( 2y - 2.T. + 4 )6 o 

o 

La eouqc16o d el plano que contiene a la cera AE"l de -
la pirrunH.e es : 

1 2x - l 2y + 4 z - 24 O 
que dividiendo entre cu�tro, nued<�. ! 

¡..1.;.;.3·_�_-_3:...v_+_z_-_s __ iJ 

• 



BJ::3f.PLO 
Un ple.no TT ( yp,¡· r�gura 2.14)se Pncuentrn. SOMe tido a­

le. presión del aeua, que act6a per"!>en<liculn.rmente al plano 

y eo represent?.d'l por el vector Ñ = -2i + )j - k. Si' el­
punto P <\ e  apli cnci 6n e s  P ( 2,-3,-5 ) .  Encuentre lo. ecuA.­
c16n del 11lru1o. 

z 

·'".· 

���----------------� v .. 

Fl úURA 2.14 

SOLUCIO:r : 
r.a ecuaci6n

' 
v�g_!;orial del.�A.TH>'\ : 

Ñ · (il - '!i0> = o 
susti tuyenuo valor eé,  "\leda : 

(-21 3,-1 ) Q x , y , z )  - { ?. ,-3 , -5] 
(-2, ),-l ) ( x - 2, y +  ], z + 5 )  
-2{ x - 2 )  + ) { y  + 3 )  - { z  + 5 )  

-2x + 3Y - z + 4 + 9 - 5 O 
2x - 3Y + z - 8  o 

o 

o 
o 

Es fhci1 encontrar en un C?.!II"!JO e1�ctrico 9'"n ndmero-
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de puntos con el mismo potencip�. A una sup�rficie tal 
que todos sus puntos tien en igu:ti 1>otencial se 1 e 11'>ma S):! 

perficic Eouipotencial. Se ha locRliz'lda unn nuner"N.cie -
plm�a d e  este tipo, oue conti en e a lon puntos P0 { 2, 1', 3 ) ,  
P1 (-l,O, 2) Y P �  ( 4 , -.!, 1 ) . Encuentre su ecuaci6n. 

sor.ucro;.� : 
P-iio = ( Jt- � , y-1, z.-. 3) 

( -1-�' 0-l ' '>- 3 )  
( 4-2, -2-1 , 1-3)  

(-3,-1 , - 1 )  

( ", -_3 , - 2 )  

Jt + 8y - l l z  + 2 �  o 

x-2 y-1 z.-.3 

-.3 
2 

-1 

- 3  

-1 

-2 

2.1 � DISTA:'C!A DIRIGID., DE U"i PLANO A. U:l P!J!:TO. 

o 

�na preGUnta interesAnte en el problema d e  la pir�i­
-de, es conocer lA di s·:�ncia mínima ouc hay del orígen al -
plano ·nue contiene a l o ?  puntos ��( ver figura 2.15. ) 

z 

X 
FIGURA 2. 1 5  



( F\úURA 2.16 

S e  pueden hacer las sigui entes consid eracionel! a P=­
tir el� la f'igure �.16, sea el pl ano ÍÍ ,  cuya norm� es � ­
qu� p?.sa por el pun to P0, y sea P1 ( x1 , y1 , Z¡ J  el punto 
desda el cual se quiere cal culf.IZ' la diatnncia r:dnirna al 
plano. 

Si Q es el punto i! e  inten;ecci6� con el plano TT i! cl ­

eegmento dirigid o ]'lerpenr.icul'll" al nis::�o y q•¡e ]lasr. por P1 
la di stancia d el punto al plano es " d "  

vas : 

cir : 

Para el cálculo de "d " ,  se ti enen varias alt ernati- -
a ) . - Calcular l a  compon ente d e  i'¡-ji0 · sobre N ,  e s  de-

'En el capitulo 1 s e  vi6 que :  
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el ( 2.Hl) 

Esta ecuaci6n permite cP�culnr la di stancia de un plJ!: 

no a un punto. 

b ) . - Utili z�do rel�ciones triF.onon�tri cas, cou el trihn � 
lo �0QP1 que es rectán¿:ulo en Q ,  por l o  one se ti en e :  

�en e �-

Pero : 

cos(90 -e' = sen -e =  

Luego 

d 
(P:¡-P0 )  • if 

1 !1 1 
e).- Conoci endo l a s  coo�--- en'i�es c1 el pur. to P1 y el vector ·¡ 
s e  determina la (·�ua::i6n ·' e l a  recta que p�r.a -por P1 y es­
perpendi cular a TI .  •:alc-ó1 a.'l do las coor!!-enarlaa d e  Q ,  el -
punto d e  inter:.ecci6n rl.e la recte. y el -plano, se cleterrni-
na j P1G J  = d . 

Thlpl e,..ndo cualr.ui era 1:1 e las tres P� t ern!ltiv"s ahora -
se cal cul::..rá la distenci"< oi el origen al !>l�:lo "3EC d e  lP.. p.!_ 
rW!licl e :  

DATOS : 

P1 ,., ( o, o , o )  B J>0 = ( '5 , 3 , 0 )  

"El Y:!ctor :i será : • = '!lE x l;'J, :así 
� (-12.-1�, - 4 )  

• 



' 
1 ii 1 ,. .¡ (1 �) :? + (12) 2 + ( 4 ) 2 V304 .. 24 . 66 

sustituy endo en la ecuación ( 2·. 19) : 

(pl-pO) • N ( - 5 , - 3, 0 )  (-12,-12 .-4� -
d "' --¡Ñ ·,- .¡ )04 

60 + }tí 96 
d 3 •. 9 �)04 � 

J,a po sición d e  un 1 ctrero pu�lici tario está represen­

tado por la ecuo.ci6n del pl ano , 
2x - )y + 4z - 6 o 

Para estudiar lou efectos de l�tnocid�G se nec esit�­
• 

conocer 1::1 dist,.r¡cia mfnina a la '�UJl se encuentr!l. un r e- -

flector ubicado en el punto ( 2, 3 , 5 ) .  

SOLUCIO�: :  

Utili?.nndo la ecuación ( 2.19 ) ,  quoda t 

d 
(�-po) • lí 

1 :f 1 
sustituyendo ·r�lores y el ecarrollando, C!uerl<l , 

'iil . ( ", J, 5 )  Ñ = ( ?., - 3 , 4 )  

pl • Ñ = ?( 2 )  + 3(- 3 )  ... 5 ( 4 )  15 
-i>., • ¡¡ D -6 

l ii  1 = h� + ( - 3 ) � + 4 �  �4 .. 9 + 16 
15 - 6 

d 
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EJw.PLO 

Encontrar la distancia del plano cuya ecuación es : 

4x - Jy + 2z - 16 O 

al punto A ( 2, -1,-3) • 

SOLUCION : 

Elltoncee : 

Ñ ( 4,-3, 2)  

D -16 

R • a ( 4 ,-3 ,2 )  • ( 2,-1 ,-3) 

5 

y ¡li¡ J16 + 9 ... 4 
Vi9 

5 - 16 
d 

ll 
d 
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2.13 Rl'1 At:I0!i:E;; E!1TiiE PI...W03. Se puede calculnr el .Sngulo entre Ag y �E�, empl c:\n-

� . 1 ) . 1 . - ANGULO Er1'nE TJOS PT,A'iOS . - Sigui endo con la­
obtención de las características r.eonétri�as de la pir.�mi­
de, una CPXacteristica �ás, es el cñlculo del �nr.�ulo que -
for,·:an entre !:'{ ilos caras, ;>or ej e-11pl o la .\:::!! con la '!'E·': . 

Cor.1o se vi6 ar.teriorcente, se puei!e c•llc\ll..r un vec-­
tor normal 3 cada una d e  l.;�s c�r�.s �1 y Y.?, el �-nRUlo en­
tre l o s  planos eo el ánt:ulo entre los vcc�ore:; normal es, 

co:no se muestra r,r:. •ic!lJOente en lr1 fi¡:¡u)'•¡ ?,  1.7 .  

z 

0�----------------------� v 

FIGURA 2.17 

X 

Y recordando oal capítulo 1 , que el ángulo entre de-s 

vectores está dado por : 

Coa f) 

do la ecu�ci6n ( 2 . �0),  

La normal al plano A E9  puede calcularse cono sicúo : 

1 'J( A� ( 3- 3 . 3-1,6-0) ( 0 , 2 , 6 )  

( 2, 2, 0 )  \;A'B ( 5- 3 , 3-1 , 0-0) 

1 k 

AE x AB o 2 6 ( 0-12)i - ( 0-12).1 + ( 0-4 )k 

?. 2 o 
- 121 + 12j - 4k 

. . Ñ¡ (-12, 12,-4 ) 

Prococtiendo d e  la nisma manera, se obtiene la normal­

a la cara :BEC : 

»2 = (-1�.-1 2 , - 4 )  

Sustituyendo en la ecuaci6n ( 2.20) : 

Coa 6 � 

(-12)(-12)+( 1�)(-1?.)+(-4)(-�) 

144 - H4, + 16 

304 

6 => Ane coa ( 16/304 ) 

16 

304 

Calcul�.r el áncollo cmtre los ol�.nos : 

1 

\ 



1 

son : 

SOLUCI Oll : 
1 

?.x - Zy - 2z + 8 

-x + )y - z - 1 

Los vector es nor�al es a 1 1 1 y 

o 
o 

- o '  
1 1  o respectiVe.llente, " o  

Ñ1 7 ( 2, -?., -?.) 'fl2 "' (-1 , ),-1 ) 

Aplicnndo 11\ ecunci 6n ( 2. �) : 

Cos G =-

Ñl ·'li� 

lr;11 W21 
Coe e -1> 

-v;; ¡:;; 
e 

(2Ú-1 )  + ( - 2 H 3 )  + < - �H-1 ) 

-6 

� 
-6 

Ane coa ----
,¡-;;:;-

2,l)o  2. PJ..RAL:::LIS::o Y COHCID:o�!CH. 

Si doo pl ano� son p'i.Tel elos, sus vectores norl'lnl ss 

tp�Oi �n lo eon y por le> te.nto 1 -
ff

1 
X ji?. 

y ffl 

o \ 

Dos plano� U 1 y 11 ?  son coinci<'cntes, si ndau�s de ­

ser 'D'lr"l.lclos tic!lcn un punto en co'"6:1 , se pueoe der1ostrar 

�tu e la condición anterior se cun:T>l e cuando : 
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2.14 FAUU.V.S o;:; l'L4.1TO S .  

A cootinu�c16n s e  ver!n otro ti�o d e  relacione� cntr�­
'Planos : 

Si dos planos se cortan definen unn rectq en su intcro­

secc16n, si son paral el os, la distnncia entre elloo ouede -

calcul�rse tonando un punto de ellos y calculando la d i st'\� 

cie dirir,idn rle un plano s un punto, vists P.nteriormcnte. 

Se ha visto que un 'll:!nimo de <los co:-�rliciones rl•rfin'ln q, 
un plano, por eje:�plo, un vector norll'o:ü TI y un punt<J P0 "rJ:l�Ci 
do del pl�tno, !Ji se cur.1ple con •lna sola ele ellas, se or,! 

ginn l o  �ue se llnma ?�i lia d e  Ftaoo3. 

Planos Perpendicular�3 a un� dirección TI 

/ 
/ 

1 
J 1 1 / / , / 

/ 

/ 
/ 

Planos �ue pa�?.n nor un �nto F0• 

" 



?ICtmA 2.19 

Las fami lias d e  planos t!lmb i �n puc.� en e>. r•resarse an<>,.i 
ticamente. A continuación se d�n alcunos ej em�los : 

EcUP.Cion d e  la fa�ilia de planos que pRs�n por el o�!-

een : 

Ax + By + Gz o 

Ecuación de lo3 plano:;: qtle contienen al e j e  Z :  

A=< + By o 

EcuAción i!e ln fami l i 'l d e  pl:\r.Os p'!r¡:end ic;,:lcres a ln-
recta. ..L::.L 

= _.ti_ � 
2 4 -3 

2x + 4y - )z + d O 

Si loe plano!; cuy:'\:; ccu .. cioncs ··on : �x+)Y+Z-1 = O y 
4X+BY+':z-11 = O son ;>r-.r3.1. clvs ;, ��'lles son los v!'!lores d e  

� Y  e ? .  
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SOLUCIOr! : 

Ñl k ¡¡2 
( 2 , 3 , 1 )  

2 4 k 

Entonces : 

k (4,B,C) 
k 

3 
l. 

(1/2) � 
(1/2) e 

EJE'.l'J,O 

B 

e 

d e  dond e :  
1/2 

6 

2 

Si los planos cuyas ecuaciooes son : 2x+3Y+Z-l � O y 
x-4Y+Cz-20 = O, son pcr!lend iculares, encontrar el valos c!e­
c • .  

SOLUCIOJl : 

iil • Ñ2 o 
( 2, 3 , 1 )  (l,-4,C)  

ETI'.:l'LO 

e 

o 2 - 12 + :J o 

10 / 
Hallar la ecuación ·lcl plano (!Ue �sa t¡or el origen y 

es perpendi cular a le intersección de l o s  plenos cuyas ecu� 

cienes son : 

SOLUCIO?f : 

2:x + 4y - 6z + 7 

X - 2Y + 5 z  - 3 

o 

o 

La recte d e  i n_:erse_:ción <l e  los phnos 11 1 y 112, se­

rá pernenélicular a ;r1 y 112 ya que dichs recta !)ertenece a ­

anbos plnnos ; en consec�e�cia, para encontrar la dirección 

de la recta se debe efectuar el producto �l x::2 : 



\. .,."-."""- � 

'\ 
\ 

1 k 

N1 xff? 2 4 _(, Bi - 16j - 3k <B,-16,-�n 
1 - 2  5 

como el pl�no pas!!. por el orieen, se tiene Clue :  

Bx - 16y - Bz o 

eo ln ecu!\ción del plnno perpenr11 cular a jj 1 y 11 2• 

Encontrar l'ls ecunciones de la recta d e  intersección­
entre loe plRnos li 1 y if 2 del e.1 enrplo anterior. 

, 
SOLUCION : 

R esolviendo el sisterJa d e  ecuaciones de Tr 1 Y 11 2 da­
do en el ejemplo ant ori or,-;;-obtiene rA. = rB = 2 , es ­
compatible indeteruin:\l'lo. Esco¡riendo dos ccunc:!.ones y ha­
ciendo z.=O en las dos ecuaciones, se ll e�a al sie;ui entc­
e1atema cam'Oatible dct er:ninado : 

.... 
2x + 4Y -7 

J( - ?:y 3 

R esolviendo el sistema : 

y ll 
8 

X • 

Un punto de l a.  recta será: 

P0 ( -1/4,-1 )/8 , 0 )  

1 - ¡ 

Con las coordenañas de un punto y la direcci6n obten� 
da en el ej emplo anterior, la ecuación de la recta es : 

X + l/4 
8 

y ... 1 3/8 
16 -8 
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Como se vió en el ej �Mplo anterior, si dos �lPnos se­
cortnn, el lugar r,eom�t�ico � e  la intcr�ecci6n es una .rec­
ta.. 

A continuaciór. se obtendrá la expresión general . Sean 
dos ulRnOs :  

A1 x + n1 y .. c1 z .. D¡ 
A;? + 'R2'y + 02 z + D2 

sus norn�les �or. re��ectiv���nte : 

o 
o 

La recta internccción L esth cont•mi-i'l. en Ti 1 y 11 ?. -
por l o  �ue es perpend icul�r a :11 y l!?, entoncet� el vector 
u que 1\efine l"l tiiret'ción el e L e3tÁ. d;do !->Or : 

i k 

ü 'ir ·'1 l( ñ2 -�¡ 111 el 
A:! n .,  e ,  

ü 

l'a.ra d<"ter;.linar a 1" recto. L, se r�uiE-rc a•l w.{on d el 
vector ü, un punto P0, •licho !"Unto d �'!lc est"l.r cont�nido e"l 

i\1 y TI., <>or lo CJ'le se hacen si:"ul t�.ncas 1"!: ecue.cion'es ­
como se inclicR a continu':lc16n : 

( 1 )  

par� d eter�inar si el si�tcma tiene sotuci6n se obti enen -
los ro.ngos é'e la:� matrices A y E :  



A, ] , 
'2 

como los nl'!.nos se cortan y no con parn.lcloa ;¡l'i''klf2 y los 
ranros de la� ��trices A y �  son ieu�les A r.os; lo aue in­
dica c¡ue el siBtcm:. rl e  ecuaciones ( 1 )  es com:';);<tible inde-­
ter�inRdO d e  dos ecURCiones con tres inc6�nitas. Para re-­
solver el si stema ( 1 } se le d .. rá a une. d e  1 !3.s inc6p:nit"ts ­
un valor nrbi tr .. rio,  por e.1 emplo ! z:.O y se obtendrá el -
siguiente oistema ! 

A2x + B2y -n2 
resolvi endo el sistema queda : 

X o 
-D1Jl2 + n23

1 

�B2 - BlA2 

Yo 
-AlD2 + A?.Dl 
AlB2 - '81A2 

zo o 

Conocidos P0lx0 , y0, z0 ) y Ü se obtiene la ecuaci6n­

de la recta como si�e : 

X -
-nln?. + D2B1 y - -�D2 + A2Dl 
AlB2 - BlA2 AlB2 - illA2 z 

BlC2 - Cl B2 A2Cl - Al C2 Al:S2-'31A2 
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Encontrar la distancia entre los planos paral elo� cu-­
yas ecu�ciones san : 

x + 2y - z + 8  o 

?.x .. 4y 2z + 4 

SOJ,UCIO:; ! 
La distancia entre loe planos , �uede calculorse d e  un-

punto de Ü ?.  
a c.1 igualar 

a Ji 1 ,  par'2. obtener un !'Unto d e  T¡ ?  se pue-­
x e y a cero ; como se muestra. a c oritinuaci6n ! 

X y o 
. . . z 2 

pl ( 0, 0, 2) f.. 11 2  Entonces : 

Ñ . �1 + D (1 , 2,-1 ) ( 0 , 0 , :? )  + 8 
d ,/6 IR'I 

6 ,jG d 

(6 
2 .15 RELACI O!:r>s :;::�E l'Ii-� Y !li':CTAS. 

Sic,uiendo con el pr�lema d e  encontrar caracteristio�� 
�<JomC:tricas de ln pirárlide de la fi¡;ura 2.1 , a continu�ci6n 
se plante�n otras preguntas interesantes corno con ! 

i Que áneul o forman la arista q_ue une B y � :r el pl�.no 
que foraa su base ? .  

1 La recta que contiene a los y>mto!i A :1 ;;: e s  !l!-!r�lela­
al plano que contiene a los puntos � .  ! y �  ? .  



1 . 
� La recta que paf.la por A y n es perpendicular nl plano 

formado por l o s  puntos n, E y C ? .  

� Cual es el punto d e  intersección entre la recta o_ue -

pasa por los puntos A y TI y el plano que contiene a los 

puntos B, E y C ? .  

Para poner responncr, s e  ulantea�� los siguientes mo­

delos matem�ticos que dan luenr a los co� eptos que a conti 

nuaci6n se plant ean. 

DEI?HIICIOIT .- Se ll�l!la ángulo entre una recta y un pl:l 

np el forrnad o por un vector alojado en la recta, con su pr_Q 

yecci6n sobre el plano. 

FI GURA "2 . 20 

En la figura 2. 20 s e  tiene : En el plano TI :¡ la rect'l 

L, ff es lq no!"mal al pleno TI y Ü el vector P>!ralelo "' la -

recta ; e!'l 1� misma fic;•�rn se o�serva que el {m,:>;ulo lf :for­

mado por el ?lana 11 y la rect,. I , ,  es c-1 únr,ulo com�lement:1 

rio del que existe entre las ve�tores 1 y ü, así se tiene -

que : 
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Por lo tanto : 

N'·Ü 

Hfl lül 

I Ñ i t ü l  
--

pero e os( 90° - 'fl )  

N' -�--� 
ang sen --- ) IITI I ü l  

Ahora. s e  puede responder a la primEra pregunta : 

( 2 . ?1 )  

Qu� ángulo fo::-:aa. la eriota cpe une B y E con el plP..no 

que contiene a los puntos A�CD ? 

A1l' (5-3, 3-l,0-0) ( 2, 2 , 0 )  

AD (1-3,3-1 , 0-0 ( - 2 , 2 , 0 )  

i k 

AB x AD 2 2 o ( 0-0)i - ( 0-0)j + ( 4+4 )!t 
-2 2 o 

8 k 

( 0 , 0 , 8 )  

L a  ecuación d e l  plano que contiene a l o s  puntos A ,  n,­
C y D es : 

8 ( z-O) o z o 
( 3-5 , 3-3,6-0) (-2, 0 , 6 )  

por l o  aue l a  ecuación de la recta en forr.�a sir.t�trice. e s  : 

x-5 z 

-2 6 
3 

/ 



f 
1 

1 se 

\ 1 

pued e decir entonces q�-�j: ( 
l Ñ 

•. 

( O , O , l )  (Yector normal al plano 

ü (-2,0,6) (V'l<:tor aloi�do en la recta L) 

Sustituyendo en la ecuaci6n 2 . 21 ,  queda : 

lf - ü  
ang sen 11il l Ü l  

(0)(-2) + ( 0)(0)  + ( 1 }(6 )  

(o + o + 1 V2'?. + o "" 62 
__§__ 
«o 

6 
ang sen ---{40 

2.14 . 2  PAn.U,:F:LISl-�0 c;:¡rn::; U11 PLA!IO Y IDTA RErJ�A.- L�­
recta L es parnl el a al "!llano Ü , si y sol o si, el vector 

ü � ( a ,b , e ) € 1.  es pernendicular al vector normal , Ñ = (A,ll, C ) I: ÍÍ , es decir : 

Ñ · Ü  o 
Aá + Db + Ce O 

o bién, 

La segunda pregunta puede resolverse ahora : 

La ecuaci6n del plano EEC se dedujo antcrior�ente, y -

3x + 3Y + z - 24 O 

La ecuaei6n d e  la recta que contiene a AS os: 
y-1 z 

2 6 X = 3 

Pera que la recta y el plano S( 1n -;'laralelos debe cu:n-­

plirse q_ue Ñ · ü = O, entonc es : 

u ( 0 , 2 , 6 )  
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}j. ü ( � . 3. 1 }  • ( 0 , 2 , 6 )  6 + G 12 1 o 

Por lo tanto, no son r�r�l elos. 

2 . 14- , J  P:Si11'i:.:DICUHRIDAD Z:IT�E tm P!.AllO Y U:'!A n;;;r:T.;,­
Una recta es perT)cndicul('.r " un ]'l::�no, sí y solo f'i es pa­
ralel?. �1 vector nornal al plano, esto es, si s e  tiene un -
plano Tí :1 e ecu�ci 6n : 

Ax + iy + Cz + !l o 

y una recta L d e  ecuaciones : 

L 
x-x1 Y-Y1 

= 
z-z1 

a b e 

L es perpendicular a \1 .  DÍ y solo si : 

A k a • 'B k b e k e 

L.'l t ercera prc[:Unta t..r.�bién pu.C':! e resolverse :  

La ccuaci6n ilel pleno es lA �r.isma d el caso P..nterior : 

Jr. + )y + z 7 24 o 

y la cet;2.ci6n d e  la rect�. a. u e contiene P.. los puntos A-
y 'B es : ., 

x-3 y-1 
z o 2 2 

Entonces debe cun�lir;;e que :  

A " k a 1l k b e k e 

Si : 

( 3 , 3 , 1 )  ü 



S e  pue�e ver que no existe proporc1on�lidad entre N y­

u, por lo t�nto, no son perpcnñiculares. 

Una recta y un ;.lnno no ¡¡::u-nl elos se 1ntcrsectan en un 
punto. 

Sea P- el punto d e  intersección d e  la r�cta L con el -

plano íi , este punto debe satisfacer tanto e la ecu3ci6n 

del l)lano 

(P" - Po ) • IT 

como n la ecuec16n d e  la recta L 

pi¡ - p o 

o • • • • •  ( 1 ) 

• • • • •  ( 2 )  

haciendo simultáneas estas ecuaciones obtendr��oa el par!m� 

tro t que al sustituirlo en ( 2 } ,  nos dá las coordenada� de­
P*. 

�inalmente, la EOluci6n a la cuarta pregunta es : 

Ecuao16n del plano 'DEO : 

3x + Jy + z - 24 o 

Ecuac16n de la recta que con�iene a A� : 

x-3 

2 

En forma Ycctorial 

L : p 
Y la d el plano : 4 

/ 
p . 

y-1 

2 
z o 

la ecuac16n de la recta 

( 3 , 1 , 0 )  + t ( 2 , 2 , 0) 

( 3, ) , 1 ) 24 

es : 
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. " 

Para que un punto d e  la recta eat6 en el plano debe -

cumplirs e : 

[u , 1 , o >  + c 2 , 2 , o )  t] . ( 3 , 3, 1 >  

Haciendo operaciones : 

( )  + 2t,l + 2t , O) • ( 3 ,  3 , 1 )  

9 + 6t + 3 + 6 t  = 24 

t 1 

24 

24 
12 t 

Sustituyendo en la ecuación de la rect� : 

( 3 , 1 , 0) + ( 1 ) ( 2 , ?. , 0) 

p ( 5 , 3, 0} 

12 

Por lo tento, P = ( 5 , 3 , 0 )  es el punto c e  intersección 

o sea 1 
p ::-. 1! 

Un proyectil tiene una trayectoria d erinida ror la o­
cuaci6'n : 

x-2 z+l 
2 4 2 

choca contra un plano d e  ecuación : 

6x + 2y - 3z + 11 o 

�elcule el �n&ulo que rorman la tr�yectoria y el �le-
no. 

SOLlTCI0:1 : 

De l�s ecunciones se tiene : 

( 6 , 2,-3) ( 2 , 4 '  ?.) 

<P - ," , 

•. 
� '  ' 



1 

Aplicando la ccu"ci6n 2 . �1 :  

e =  ang ecn --- = an� sen 

IRIIü l 
1 2  + 8 - 6 

e =  ang sen 

( 6 , :>, -) ) • ( 2, 4 , ? )  

0.409 

� 
24 . 09 ' 

'En un tramo recto del tren nl"tropolite.no lA. ecuaci6n­

d el plano es : 

y = o 

La vía del tren debe ser paral ela �1 mi soo , y conuer­

varse a una distanci� d e  J m .  �Cual es la ecunci6n d e l  E 
3 e  d e  la vía si ésta �ide 2 m. de ancho ? 

lle las condicione!: rl t"l  nro'blcmn y con el 'lU:xilio d e  -

lf\ fiaura 2. ?.1 se tiene que : 

1 

1 

1 
1 

z 

/ y 

y o 

?!GURA 2. 21 
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ii 

( 0 , 1 , 0 )  

(1 ,0,0)  

( 0, 4 , 0) 

La ecua�1 6n d e  la recta seré entonces : 

y 4 

Comprobaci6n : 

( 0 , 1 , 0 )  • ( 1 , 0 , 0 )  o 

EJJr.f.PLO 

L.Q ,Q ,D.  

Un punto material tiene unA. trayectoria rectilínea 
�ue debe ser perpendicular al campo magn�tico dado por el­
plano : 

2x + y + )z + 2 O 

Si el punto material pasa por el criben y una de las­

coordenac'!a!: d o  otro punto A por donde pasa es x :: 4 ,  Cu ál 

será su ecu�ci6n ? 

SO!.UCI 0�1 : 

Para que el punto material y el campo magn�tico sean­

perpendiculares debe ctmnlirse que : 
.. 

k a: 

Ñ ( 2 , 1 , 3 )  

pero : 

Y \ie:T, es el segmento OA, por lo tanto : 

:Entonces : 

2 k 4 

ü ( 4 , b , c )  

R k a  
1 k b 3 k e 



es : 

De 1� primera ecuación : 

b 2 y 

ü 

k 

e 

( 4 , 2, 6 )  

1 
2 

6 

� f . :. 

d e  dond e : 

La ecuación de la recta L que d escr�he la trayectoria 

X 

4 
y 

2 6 

Un conducto d e  gac sieue una dirección rectilinea cu-

ya ecuación ea : .. 
X+2 

1 

Y+3 

2 

Z+l 

3 

se introdu�e en un muro plano cuya ecuaci6n es : 

JX + 2Y + z + l 0 
t Cu6.1 eB el punto de intersección ? 

S0Lii�I0:1 : 

J,g ecugci6n d e  la rect" en forma vectorial es : 

p (-2,-3,-1 ) + t ( 1 , 2, 3 )  

p .  x -1 

y la del plano : 

sustituyendo la ecuación 1e la recta en la del plano : 

[<-2,-3,-1.) + t ( 1 ,  2, 3 )1 . ( 3 ,  2 , 1 )  

{�\ -3+�t. -1+3t) • ( 3 , 2, 1 )  

- 6 + 3t - 6 + 4t - 1 + 3t -1 

-1 

-1 
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10 t 

t 

1 2 
12 
10 

6 
5 

Su:�tituyc-ndo en la ccuaci6:1 ñe la :rcp.ta : 

p ( - 2 , -3 ,-l ) 

c-=i -J 
5 5 

6 
+ -5- ( 1 , � , 3 )  

�) 5 

, , 

p (-4/5,-3/5 , 1 �. '') )  es el p11nto <1e intcrcccc.i6n. 

t 1 

l 





l 
ECUACIONES PARA<·'ST!!ICA.S ! POLAR.:S 

).1 ECUACIONES PARA��ICAS Y V�CTORIAL DE UNA C0E 
VA. Como �os en el Capitulo 1, la pos1ci6n de un pun­
to en un Espaci o  Cartesiano queda definido si conocemos­
�ue coordenadas o las proyecciones de su vector de poei­
oi6n ¡ sin ecbargo, comdnmenta nos interesa determinar ­
la posic16n d e  una curva, pero dar una lista de las pro­
yecciones de los vectores de poeic16n ¿ de las coordena­

das de los puntos de ella ea una tarea interminable que­
ea puede simplificar si obton�oa una o varias reglas d e  
oorreepondencia mediante las cuaJ.•s se logre determinar­
oualctuier punto. 

Iniciemos nuentro estudio determinando la curva rf ­
trayectoria aue describe un nrovectil l�nzado hacia arri 
ba con una ranidez inicial de v0 = � m/se� y que -
forma un �ngulo de 45° con la horizontat ( d espreciemos el 
efecto del aire ) ,  

y 

Figura 3.1 
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1.1 SISTEliAS DE REí'ül.EHCIA Y REPREStRTACIOn GEO!.íE'i'RICA 

DE ID! PUNTO. 

El estudio que se hace en el curso de Matema�1cas Il, 

tanto en lo que respecta a Geometría Analítica co�o a C&lculo 

Integral, tiene como marco de referencia al Espacio Euclidia­

no. Eate concepto se irá for�ando a lo .largo del presente e� 
pitulo. Pera ll ecar a �1 se estudiarán los conceptos de Pun­

to, Vector, suo operaciones y propiedades que tienen. Con ob­

j eto de ej amplificar loa sistemt\s ñ e  referencia, considerer:�os 

el problema de ubicar loe aeropuertos de Torre6n y Chihuahua­

con respecto al Aeropuerto d e  la Ciuded de J.lbico D.F. 

La figura 1.1,  represent� los canales 6 rutas de vuelo : 

FIGURA 1.1 

Como pue�e observarse, los A eropuertos s e  han ideali23�o 
como puntos, adecás se designará al nernnuerto do la Ciuñr.d -
de l:bico con la letra o ( orieen de los vuelos),  al de To-- -
rre6n con la letra T y al de Chihuahua con la letra CH. 



La primera Corma de localizar loa pUDtoa T y Cb, a partir de O, ea aux111ándo­

noe de una recta q�e une a loa puntos y =1d1endo la diataueia oatre O y T y �s 
tr a T y Cb, llamada• d' y d�, reepectivamente, como a e  mueotra en la fi�a 1.2 

FIGUIU. 1,2 

Con loe elumentoa do este !i�ra, se define una línea 6 eje eobre e l  que s e  m! 
den laa dietanoiaa entre loa puntos elegidos, ua�ndo una UQidad de longitud -­

determinada , 

Como ee había establecido, debido e que el Aeropuerto Internaciooal de la Cd, 

de N'xico ee toma coao orieen de los vuelca, en el caao i�eali�ado de la fi� 

ra 2, tambi'n ee le llamar' origaa o, a eate punto, deede el c�al ee nedir4 la 

d1etanc1a d 1 o  ,. Torre.Sn (T), :r d a  Chihu ... hua (Ch), eiendo �, T 4, doe n.¡,.eroe 
real ea .. 

DEFINICIOll 1,1 

Se llama Eje n\IJ!1ér1co real 6 eje real a la línea recta con la propied.•d de que 

a un punto de ella eorreeponde uno y e6lo un número reQl y reciprocamente, pa­

ra cada número real extate uno y e6lo un punto de ella. 

Para trazar un eJe real, ae dibuja una reoJ:a ( en general horizontal ) , y ee 

define arbitrariamente en ella un punto, llamado origen, a �ertir del cual han 

de ubicaree loe dem'e puntoe ,  En general el orieen ea el o, por facili�ad como 

ee mueatra en la fi��a 1 . 3  

·U' • 2  •J •O. � 1 
1 
o 

X I  

P(XI) 

FlGUIU. 1,3 
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Aaimiamo, ee toma arbitrarieaente un sentido da medio18n sobre al aja para 

localisar loa valoras poeitivoe y al contrario para loa valoree na�tivoa . 
En general •• toma el positivo a la derecha del origen indicando esto con 

la punta da la flecha. 

Un punto P, queda definido por eu distancia (x1 ) ,  al origen y el signo, lla­

mada coordenada P (x1 ) .  

Entoncee una manera de reaolver el problema ee determin9ndo laa coordena­

d•e de loe Aeropuertos de Torre6n y Chihu�ua, como se mueotra en la fi­

gura 1.4 

O(O) T(790) 

FIGUIU. 1.4 
En el ajo raal ee cumplen las ei�ientes propiedades: 

DEFIH!CIOJI 1,2 

d ( km) 

Ctl(ll80) 

Loa puntos P (x1 ; y Q (x 2 ) , representen el mismo punto en la recta numéri- 1 
ca aí ;y e6lo si x 1 • x2 , ,. .. decir: doa puntos son i�alea aí y e6lo s1 s"a 1 ooorJenadee lo son. 

�--------------------- J  
llt:FIH!CIO!I 1.3 l Lea coordenada• de doe puntee pueden sumarse y dAD por resultado la de otro 

L-pu_n_t_o_. __ s_1_m_b_6_li_e_a_m_e_n_t_e_: __ P�( a�1_)�+--Q�(-P-�2�}--__ R�(�a�1_+_n�2_J�·�-------------------
!lF.FlliiCION l. 4 
Le coordenad� de un punto puede multiplicarse por un escalar y el reault,�o oo 
la coordan•da de otro ¡.unt o ,  <:e ,iecir: k P (a)- P ' (k a ¡ ,  

Ejemplo 1,- Se� e l  punto P ( 3 ) ,  a i  au coordenada a e  multiplica por e l  e2c l�r 1 
oe tiene el punto P' (12) ,  como se muestra en la r1b�a 1 . �  

r· 3 ·¡ P'l l 2 )  0 '�------------------------�' 
4 P(3) • P'(IZ) 

FIGt/IU. 1.11 



DEI'UIICION 1.5 

Doa punto a P .<x 1 ) 7 Q (x 2 ) , aon eim&tricos respecto ><1 origen lli 1 x 1 • -x 2 • 

�. decir, ai aua coordenadas aon da ai¡no contrario, pero da igual Vftlor abso­
luto. 

En la figura 1.6 ee ¡>uede ver qua el punto P (x 1 ) ea simétrico 
que, j x 1 1 - lx a l , asi tambión Q (x 2 )  lo ea de P (x1  ) .  

o(Xz 1 1• l x 2 1 , j• l x  1! l PIX 1 1 
o 

de Q (x 2 } ya 

FIWRA 1.8 
.. 

En este caao la distancia entra P (x 1 ) y �  (x 2 ) ,vale la suma da las diatan-
cia• al orí zen: 

Diahncia entre P (x 1 ) y �  (x 2 )- Ir ( x 1 ) Q (x 2 )l • l x 1  l• lx 21 - z lx, l, lo cual 
pueda hacerse equiv.,lonte a: P (x 1 ) q (x2 ) • x 2 - x 1 · IC-x 1 )-x1 l +z x .J=.2x, 

ó bUn: l r  (x1 ) � (x 2 � lx 1  - x 2 1 - x 1 - (-x 1 1· 12 x 11 • 2 x 1  r:ua na­
va al aibUiente Teorena: 

TEOREflA 1.1 

Se!lll P (x1 ) y Q (x 2 ) doa punteo con coordenod�a x 1 y x2 , la distancia entra 
•�boa puntoa l r ( x1 • � (x2 , ¡ est' üoda por: 

P <x,) Q ( x2 ) :  lx , - x 2  = IX2 - x, 
"J" -

real. Pero ¿queda un!vccamenta definido el Aeropuerto de Torreón ó el de Chinu� 

hu!!l? 

Supóng,.ae que se eli:;e otro ori¡;en de vuelos, por ejemplo Monterrey, no nec.,aa­
riamente hpbr' ln m1ama distancia entre Y.onterrey y Torreón que entre la Cd. da 
México y la de Torreón, ya que, �onterrey y Torreón definen UD eje real dietin­
to al de la Cd. de México y Torreón. 

Entonces, la forMa que ea empleó haeta ahora para localizar loa Aeropuertos no 
ea del todo aatiafactoria, ea decir que no basta un eJe real para definir loa 
puntea de un plano en forma unívoca, como ea al caao del plano de rutas de la -
figura l. 
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Da aeta aituación ae plantea la siguiente conoluaión a partir da la defini­
ción da aja reals 

DEI'INICIOif 1.6 

Loa puntos que pertenecen a un eje real forman UD conjunto de dimensior. 
a l. 

1 . 1  SISTDI.f. COOROENADO CARTESIANO EN B L  PUNO (E2) 
Con referencia a nuestro problema puada decirse ;ue, el Aeropuerto da Torreón 
ae encuentra a 790 Km. de la Cd. da México,D.P. 7 el de Chihuahua a 1,180 Km .  
de distancia del mismo, y que laa ooordenedaa de loa Aeropuerto• de Torreón y 
Chihuahua con respecto a un aja real que conten¡;a a loa trae y que au ori�n 
sea el del Aeropuerto Internacional de la Cd. de M6xioo son: O (o) ,  T (790), 

Cb (1,180). 

Adem'• puede c�lcu1arae la diatancia entre loa Aarofuertoa de Torreón y Chihua­
hua como ai¡ue1 

lcb (1,16o) T (790�� 1 ,16o)-( 190�390 � • .  

Sin embftrgo, como s e  ha vieto, no e a  suficiente y podría preoiearee un poco -
m'e ai loa Aeropuertos ae ub1can emple�ndo como rafarenoia loa eJe• cardinalaa 
como ee mueetra en la figura 1 . 7  N 

CH (CHIHUAHUA) 

w 

S 

E 

FIGURA 1 . 7  



Eata oaao lleva a laa ooordanada8 cartoaianaa estudiadas previamente, que pe:­

=Uen localicar un punto del plano por 10edio de doe coordenadaas la ••bsciaa, -

que por convenci6n ea representa sobre al aJa horizontal X y la ordenada aot� 

el aje Vftrtioal Y.  

Ae!, para que un ¡>unto quede definido en el pl&no, b,,eta con eatablecor una ;a­
reja da nú:neroe reales: uno p:>ra la abacioa X y otro para la ordenada !;  el ;·� 
to ao denota entonces oomp:'P (X, Y). 

"lf:FI!ilClO!I 1.7 

La pareja ordenada de nú:,eroa rel'lee (Xo, Yo), corresponde a uno ;¡ aólo un �-:e­

to del plano, qua oe localiza en la intersección de la recta que pasa por X : ,  -

par .. lela al ejP. Y con la r"cta ca� paaa oor Yo .�r!>lela .. 1 e�e X .  Po t�ura 1 . �  
y 

Yo f----------; P(Xo;rol 1 1 
o X o X 

FIQJRJ. 1.8 
Con el auxilio do l o o  conceptoe anteriores, la ubicacicSn d e  loa Aero.vu•rtoa . <  
la Cd. de V.l:z:i e o, Torréón y Chibuallua, qued&n de la siguiente e�anera. (N. e. 1.  1. 

y CH 

X 

FJQJRA 1 . 9  
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1 

Entoncaa las coordenadas de loa Aeropuertos aer&n: 

�l&xioo,n.F. O (010) 
Torreón T (XT,TT) �T(-449,650) 

Chihuahua Cb (XCb' ICb) • Cb (-b791965) 

Debido a que en e�te aiatama �e reforenci� loa a jes ea intereootan a 90°1 el 

eiatem� reciba�l nombre de cartesiano orto�onal . 

Eje�plo,- Localizar loa siguientes puntea: P (-5,3), P (4,-7) , P (1,4,, P (l,Oj 
y 

SolucicSn: r--------
1 1 

-{'1,4 ) 
1 1 1 1 P(I,O) 

1 
1 
1 

1 1 1 
_____ _. P(41' 6 )  

X 

FlGUR.l 1.10 

Ea claro entonces,  que loa puntos eobre el eje X tie nen �anoda Cero l non de 

la forma P (Xo,O) y loe del eje T serán de la formq P (o,Yo). 

'lEFI!IICION 1.8  
Loe puntea del  plano forman u n  conjunto de dimensión dos. La expliceci6n es -

eenoilla, reaord�ndo que en 1a recta real se tiene una dimenei�n ya �ua , c�da 

punto P (x) , qued�ba definido con una aola coordenad�. en el caao del plQ�O •e 

tienen dos ejea reales y Jlor lo tanto dos coordenadaa paro: de1'inir un runto ;¡ 
aa requiero definir la.s uni¿ades en el eje de las l'bscisa.a y en el e�e ele lu 

orden•d�a, por lo cual son doa coordenadae inde�endicntes. 



IJt!'INlCIOll 1.9 
•• llama plano real, al plano definido por la interaeoo16a de doe ejes raaloa, 

�� tal �odo que a cada pareja ordenada de números realea (Xo,Yo), corraPponda 

uno y a61o un punto del plano, y a cada punto del plBJlo corraapoude una y e6lo 

•Jn" p;1re J"' da números real e•. 

Lae def�cionee dadae p�ra el aje renl ae senaralizan f'ci�ente :  

O�:FINICIOII 1.10 
1.�. parej&A r(X1 , r, ) y r,(lz , T2 ) r<!pre�ent"n al mi� ... o punto oiel pbno ai y -
ecSlo ei: X1 • � ;  T1 • T2 o sea : P(.X, ,Y, ) ··�(Xz ,Y2) .X, �� ;  Y, ·Tz 

I�I IIICIOIU , U  

Lae coordenadas da doa puntea d e  un plano pueden �ue�ree y d?n por •esu1tado ­
lu de otro runtó del pl,.no, Es ctecir: P(X, , '!1 )+:".(X3 T¡z} �-�('I, ·l:z T1 Y2 l 

D�INICIOII 1.12 

L•• coordenadas de un punto del plano pueden multi�lionrae por un número real 

·l�ndo como reaul te do la.a coorc\anadatJ d.e otro punto .tal p1aao: 

Eje11ploe: 

P(3,4)+P(51-3)-P(3+514-3)•P(6,1) 
5P(-2,-6)•P(5(-2 ) , 5(-6) ).P(-l0,-30) 

\ 

Al definir las urucl�dee 1& loa doe ajea :reales (no necesariamente lae roi<unas), 

que pueden lla,o.:rs• f e  y f 0  { unid�<ci de las abeoisae y UDid&ci do lo.e ordeoadaa 

r•epeotiv�ente), entonoea puede d.efiniree cualquier punto del plano en tun­
ci6n da dlaa. 

SuP4n9a�f' q\Jf' t�nt• f'� e omo •o vil tn 1 

Entonces el punto (Xo,Yo) , se encuentra midiend.o Xo veces la unidad de abocisac 

1 To veces la un1d-d de lae or.:¡enad"a .  Fig. ·1 . 1 1  

------,IX..,Yol 1 1 1 
1 1 e. 

_¡ X FlWJU, 1.11  
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TEOREKA l. 2 
Dadoa Pa(l ,O) , Po(01 1 ) 1  al punto P(Xo1To) , wa encuentra con la expreei6n1 

P (Xo,To) Xo Pa + To Po. 

Deaoatraci6n 1.2 
Partiendo da la exp:reai6n P(Xo,Yo)•Xo Pa+Ta Po y sustituyendo Pa y Po con ­
aua coordenad•a: P(Io,To) •XoPa(l,O)+To Po (0,1) 

T po:r la -o.rinioi.Sn ele multiplic&ción por real y owoa de coordenadas ca tia:.•• 
P(Xo,Ya) . Pa ( l '  . .:o, C ' :to) + h(O'Yo, l 'Ya) 
P(Xo,Yo) • P8 (7.o, O) + Po (O,lo) 

P(Xo,To) • q(xo + O  , O +  To} y fin41menta por ieuald.ad do p� 
toa: P (Xo1Yo) • P�Xo ,To) 

L,q,q.d. 

Un taoreaa mh ¡scneral ee ver' en el inc1ao 1.9, pero, haeta .ahora debe <¡u<!•:'.:' 
claro que definiendo l�>s. uni<iAdes de abacioa y ordenada se clerine un!vor.a:'ler.· • ., 

un punto del plano, 

e.ttaten Alf:'U""" propiedadae geoouStricas entre puntos del plano qua ae .,.,r,(n ' 

cont inuacicSn : '( 

P(3,4) 

Q 

X 

f'JGIJRA 1 . 1 2  



En la Fig. L2 se �uer.tr�n los puntou P' , P ' ' ,  P.' ' '  1 P .  
Se ve que P '  y P tienen las e�ra�ter!etic�a de estar aquidietant�del eje X y 

que la recta qua los une ee perpendicular al eje X ,  

A eu vez P ' '  y P tienen earacterietic�a eimilarea reopeoto al eje Y. 

Fin�lmente, el ee�ento de recta entra P' ' '  y P tiene como punto medio �1 ori­
csn del sietena de roferenci�. 

De eet�a cona1deracione& •�len lee aisuientee derinicionee: 

ilEFIIIIr.IOll 1.13 
a) El punto P (Xo,Yo) e e eimétrico da Q (X, , t, . , respecto al eje X aí :t sólo 

ai Xo=� , Yo•-Yt . 
b) El punto P(Xo, Yo¡ es eioétrico de � (x1 ,11 ; ,  r�specto al OJ& Y sí :t sólo e i  

Xo�-X1 , Y'=" ... y1 
e) El punto P(Xo,Yo) ea simétrico de :¡ (X, .Y1 , !"PO;>ecto al oricen a! j e6lo s1 

Xo•-X1 , '!n ... -T1 ��------------------------------------� En la rt��� 1 3 · &e rrese�ton estoe �r�� c�sos: 
y y 

A X r _....._ __ -+-__ __�. __ X 
B 

y 

X 

e 
FICUIU. 1 . 13 
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Por último, la diatancia entre dos puntoa puode ogt oneroa �áoilmente conside­
rAndo el proble�a de obtener la diet�ncia entre P\ y P� (�d") ,  de la fig. 1.14 

y 

riCURA 1,14 

Apliel'lndu el Teorer:1" da Pitá¡¡oros el triáneulo P1 P7 P3 : 
(1 ) . . .  d• a2+b2 

X 

Obaérveao que ·•a� es la diotanc1a entre lae abac1eaa de amgo� puntoo, ml entras 
que "b" ee la diatf\ncia entre aus ordenad.a&. 
neo como oe vi6 en el caso del eje real: 

o - lxa - � 1 
b - IT2 l1 1 

Sustituyendo e�toa v�loreo en ( l ) a  

Eatas distanciaa a y b se obt1e-

d··· V�-x,¡>·:·qr.;¡ -t1 j)2. 
en la que pueden eli�1naroe l�a Sl�noe de v · lor abaoluto puea eetán elev �os 
al cuaclratlo, quedando; 

d -
que e• la diutancir entre dos punto3 del plano. 

Pl (Xl ,Yl ) y P2(X2 , Y2) 
i:Jemplo Sa puede e lcul "r "hor., , la dietanci• �ntre los Aeropuertos .le r:.ézl• 
co a Torre6n, a los �:oehia y de Torre6n a Chihui\hua cuyas coor.lenad·.s "on: 

�&xioo,O.F,r O (o,o) 

Torre6n: T (-449,650) 

Chihuahua: Ch (-679,9l>5) 

Loa Mochia: M (-971,670.4) 



Por t&Dt.ot 

L• dbt&Dd• eot.re loa Aeropuerto• ll'teruaci onal de 1• Ciudad de 111!'­

zico y el de Torre6o esa 

790 Ka. 

La diot...,c i a  entre lo• .le ro¡mertoa Iotern .. cion&l de la Chsdad de 111 
xico y el de Cbihu&hu• e e 1  

1180 ""'· 

La d i atanc\a eutre l o a  Aer<>ruertoe Jotensacional de l a  Ciu dad de ll<!'­
�ieo 1 Loa Mochia e a a  

l lSO
,

Km. 

Y la dht...,c i a  entre loo Aeropuertoe de Torre6n y Chih�o.bua e e a  

- 1<'96'5.-6�0)2 .. ( 679.1 - 449 )2 

/G922� + 52964.01 

390 Jea. 

¿Ex1ate algua� fo�a de yerificar l o •  resul tado•? ¿Cuál? 

P.JfliPl O 

Encontrar la abscisa del punto P(x0,3) que ae encuen tra A 1 2  unida­

de• de di staocia del puoto P(S,-2). 

liOLUCION 1 

EleTando al cuadrado 1 aimrl ifi candoa 
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( z  -s)2 -• 110 

" -8 : Fe  o 

o ..... 

" o 8 :F 
S i  ooo de loa pontoa e s  el ori�en1 l a  e rpresi6n ( 1 )  a e  redu c e ,  que-­

d...,doa 

1 
Se deja al l•c�or la d��oatraci6u de eata �xpresioc. 

E• fácil comprobar que do• puntoa localizadoa a la •iema difttan e i � ­

del orige� no •on neceaariadente coiacid�nte41 

!'JIJ.IPLO 

Eneontrar la diatAncia da P(314) y d� �(4,3) al ori�u. 

SOUICJONa 

d
l 

- /( 3 )2 + (..¡)2 

j( 4 )2 + (3)2 

- Fo - _5_ 
ju . 9 -· F - _.§_ 

Eato exrl ic• coca.o una c:oord�nada cart�•ia.oa orto!onal o o defioi6 a.l Aer� 
puerto de Chihuahu� ae�a ae preseota en la rt�r� 1 . 1 �. 



E 
.fiGURA. 1.111 

En c•mbio lee doa coordenadA& permiten locftlizarlo. 

En nu�e�o problema las coor1on&dae de loe Aeropuertos de Cbihuahu� y Loa ��� 
chis eon: 

Cb (-679,965) y •· {-971,670) respectiv•JI\cnte, nedid• a •n un m•·va turíe-

Dos coordenadoo ortogonales no aon la Ún1ca forma üe Ue�inir � punt o Jel PlG­
no, Obsérvese la 1'i¡;.1,1 & donde ee trazax-on las c�.;.rdenada!l ortogonales y loa 
di stancias del orieen a loa < eropuertoo de Chihuahua y Loe Y.ochia. Aun�ue 
�b�s dietftnciaa son laft m1smas, se arreclA que los ánculoe que forman las 
rectas que �en al or�Gen con loe puntos M � Ch, y el eje E no eoo lOe nia�oa. 
E8 decir, cc�o se ve en la flC• 1 , 1 6  

FIGURA ¡ . 1 8  

E 
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El Aex-opuerto Ch está locftli�odo a 1180 Kme. del origen y con un ánculo e1 , 

rupooto al eje E ¡ con ac�boa d"tos tllmpoco hay duda ree¡oecto al punto en cueo• 

ti6n, 

En la tie;.1l& se vé que la tane;snte de e1 :t 92 son diatint.• e .  

Obtenaamoa los v .. loree de 

Tan. �\ • Tan. (180°- ,IS
l

) 

�l • acg • Tan. 1 . 42 

mientr•• que: 

�2 • ang. tan. 0.69 

B1 y 92 psra loe Aeropuertos 

- -Tan. y, �  l .: 679 - -l·42 

�1 - 54. 87
° 

�2 - 34.62" 

Cb y 1�. 

En resumen, el Aeropu�rto de Chihuahua que�� looali�odo ain duda al��na a 1 
1180 J<me. del ori¡¡en (>!éxico) y 125.13° respecto al este, Eatoa valores se 
conocen como Coordenad�s FolareR. 

:>E!-'llliCi �!" 1.14 , 
El Sistema de Coordenad 3a Pole.r"e consiste de una distancia l lamad:. r••iio 6 
'"�dulo, medid" o. 1 art1r ce un punto fijo llamsdo polo, y un áneulo 6 are"'"'"" 
to, mediño en eentido contrario � l�e manecilleo del reloj cuando oe cons>dr. 
ra pooitivo, a r�rtir de un eeQi. eje real que parte del polo ll�•ado OJO pol • t  



1 W·:Yl NICIOII 1.15 
A la eomi-reata perpendicular al 

•J• t;opolRr. 

eje polar que paaa por el Polo ee llama ---

EJE COPOUI R 

(r,e> 

EJE POLAII 
o 

FJ Gt.J'RA l. 17 
Aei , a cada paroja de realea ( r 1 9 ) , con a en erados O radianes, COr4e8-
poode uno y s6lo un punto del plano, pera el reciproco no se c1.,nple1 ya que .. 
p�ra1 un punto, corresponde un3 inf�nidad de parejas orden�d�� Eata hecho -
oe debe a que los �neuloa e ;¡  8+ 211 , P"ra toda n E. ti(enteroe) ,  tienen la rni.! 
m& repreeentaci6n. �e decir: 

P r, 9 ) • P ( r, e + 2nÜj 

De aquí lleeamoe a lo siguiente: 

Tl<:F'I l!ICIO!l 1.15 
Doa p3rej38 ordenadao P( r,, 9, ) y P( �� 9L ) represent�a el micmo punto Jol 
plano pol�r, oi y s61o ei ri - r� ;¡ e1 e2+2nñ , donde n es un entero. 

Ejemplo: i�epreaentar loo puntoe P1 ( 5 , 30°) , P2(lo,-f-) , P3(3,f) , p}2,225°) 
y P5(4, )00°) 

FlGUfl4 1 . 18 
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Por comodidad ee usan doa valoree del radio y del ln�o ooo si�o positivo 

ain ombarsa puede darse el caso en que uno u otro tonean signos ne�ativoa,­

•n el caeo de áneuloa oocativoe eatoa eerln medidoa en aent ido horario (al­
do laa manecillas del reloj). 
En el caso de radios no�ativos, conei deremoa que P (r, 9) y Q (-r, e) aon­

aimétricoa con respecto al Polo, por lo tanto una forma do localizar un -­

punto con radio negativo ea hallando pri�ero el correspondiente punto eoa­
r positivo y lueeo prolongar la line� que une e�te punto eon el polo una 
distancia ieu�l, quedando en el extremo do esta ultina el punto buscado, 

Puede verso con esto �ue loe punto• dados en la figur� 1J9 pueden tener va­
lorea diferente• y a pesar de ello representan el miamo punto , 

P{I0,45°l = P(I0,405°) = P ( 10,-315•) 
P(+IO, -315°)•P(·I0,225") 

r ( E it Polct) 

FIGURA l. 19 

Si •• tienen ñnguloe ne,JaUvoe, se pueden tr.'\nsfonnar a J>O&itivoa con la op!_ 
raci6n mostrada en la ficura ai euionto: 



r t Eje Fb1ar ) 
�--��---------

t r¡e)=(r ,zti -al 

FIGURA 1 . 20 

Eje�plo: Transformar loa puntos P( 51-315°) y P (-20 - �) a forma posi­

u .. a: 
Soluoi6n: 

P (5,-315°) - p (5,360°-315°) - p (5,45°) :pes B. )  
" , � ..2 '4 - -p (-2, - �) - p (-2,211- �) - p (-2, f¡) - p (2,  23�- u )  -

( 2 - 3 
p 2, 3 11 ) 

El plano polar también cumpla alcunaa propied�des aemejantea a lee del Pla­
no cnrteaiano ortogonal. 

Desda lue8Q, tanbiin es un plano de dimensi6n 2 ,  ya �ue tiene doa eoordena­
�·• independientes: un rrdio y un ángulo, ambea neceoariae para definir un 
punto del plano. 

DefinidAS l�o unidades ,  ror eje�plo � - (l,O) y e . - (o, l ) ,  cu�lquier ­

punto puede oaoribirae en func16n de ellas: 
P (r,8) • r e  r + 8 e D , como pue�e verifican e fác1lm�nte. 

Naturalaente la ouma de coordenadas ;¡ la multiplicl\c16n por un real son í:¡..:.­
mellte v&lidae Y ee realizan del mismo modo <¡ue con loo coordenadas carteei�:·.<3. 
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/ / / 
/' 

/ / 

EJE COPOLAR 

/ / / / 

�-----------------------

Ptr ,el 

p'"(r,etii) \.: P' ( r,-9) 

'FIGURA 1.21 

En 1� fi&• L21 "e dibuj�ron loe puntoa P (r,e) y tre s puntoe si�étrieos a él 
en diCerentee condiciones. 
ei el arcumento vale menoe 

�éase c6mo 1� ei�etrís con el eje polar •• lo�7a 
9 ¡ �sí P (r,e) es siPétrico con P' (r,-3). 1 

A<leml[s se tiene la eondiciÓMdo &imetría con el eje oopola.r, el módulo ee �l 

miamo, pero el arcumento vale 1T - e, aBÍ r- (r,e) es si�étrico con P' ' (r,Ü -9) 
;¡ por últir.�o o e Uone el c"ao <ie simetría respecto al polo, don•le el ar�.,.en­
to v�le 9 + ÍÍ ,  así P (r1G) es aim&tric:o con P' • • (r,s + ii ) .  

De lo anterior ce concluye lo siguiente: 

DEFIIliCION l. 1 7 
a) Loa puntos P1(r1

, e1) y P2(r2 , e2) son eimétricoo reepocto al ojo polar, 
ai r1-r2 y e1--e2) . 



b) Loa puntoa P1(r11 91) y P2(r2, 92) son eim�tricos reupacto al eje copo­
lar e1 rl-r2 Y el. ii-e2 

o )  Los pu:tos P1(r1 , 91) y P2{r2, &2) son simétricos respecto al polo, ei ­
rl:rz Y el-e2 + " 

Obalrvefte que las condicionaa de simetrí& aon euficientea aéa no necesariae 
(n dooir, no ae usó " ai y sólo a1 " ), ya que debe reoordaroe que, a un ­
punto del plano polar corresponden infinitas varejaa de realee. 

Si u considera que loe argumentos eetñn detinidos entre O y z íi  (0°.:r )(;0° } ,  
entbnceu las condici ones dadas en la de�inici6n además de ser suficientes ea 
vuilven necee��iae. 

Ejemplo• Encontrax- loo puntos Id métrico o de P (4,+ ií )  
a) Siaetría x-eapecto al eje polar: P'• P'(4,2ÍÍ - ¡ ñ )  P'•l''(4, � ÍÍ )  

l� 1 -b) Siroetría renpecto lll eje capolar: P' '•P'' (4, ii - 4 11 ) •  P ' '  (4, ¡ U  ) 

a) Si.,etría respecto al polo: P' ' '•P' ' ' (4, �ÍÍ + ÍI )•P' ' ' (41  ¡ ÍÍ ) .  
Loe resultados están srAficadoe en la fi&• 1.22 

{ Eje Polar) 

FIGURA. 1.22 
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Ejemplo, Encontrar la aimetría da loa puntos P1(-2 ,225°) 7 P2(2,-45°) 
Si ea trAnsforman a eua coordanadaa positivas aa tienet 

(2 , ÍÍ/4) 

Ahox-A , partiendo de la definic16n de eimetr!a se vé que r1-r2 • 2 

� que: &1- 45° • )60°- 315°• 2 ii - 92 

Por lo que ae concluye que ambos puntos son •1�étricoe respecto al e J e  
polar. 

Para rinali:ar eeta parte ,  ee verá la relac16n entre el siete� coor�e­
nado cartesi�no y el sistema polar. 

y 

f'(x,y) .. P ( r,e} 

FIGURA. l .  23 

Y.o l a  rig. 1,23 se hicieron coincidir el oriGen �el plano cartesiano (o) coc 
el polo (p) del plano polar y l a  parte poa1tiv� del eje (x) con el eje ;:­

lar, ea dibuj& un punto .· p (x1y) co:rreopondi•nte con P (r,a) 



J 2 21 
Aplicando el Teorema de Pitl�ras: r• 1 x  + y  Adem�e 9 ae obtiene do A 
relaei6n entre catetoa x,y uaando la taegento del 'neulo• teA � • � y 

X,.) 
despejando e - ane. tan. � • obteniendo entoncee laa ecuacionee de tranafor-

maei6n de ooordonadae cartesianas a volnres. 

e - ang. tnn¡t. ; 
Si ae relacionan loa c�tetoa con la hipotenus�, usando al eeoo y el ooaeno 

del ánsulo e, ae t i ene que: eos. e • � , de don�e x• r ooa.e y sen 9 • ; , de 

donde y• r een.9 • Obteniéndose las ecuacioneu do traneformaci6n da coordcna­
dae polares a c�rteaianaa. 

x • r co•. e 

y - r een. 9 

E&to quiera decir que h,.y una relllci6n entre laa coorf!anAdae carteaun!'a y 
pol�re•, como ee muestra en el �iagrama sieuionte: 

- - - - - -
Tl tr.el- t�.yl 
l para o �e � 2ii l 

1 1 

FIGURA. 1 .  2-4 
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1.4 SISTE!ol.\ CARTESIANO ORTOr.ONU. EN ll. ESPACIO r.3• 

Ceo lo aatudiado baata ahora ae bAO podido ubicar loa Aeropue� 

toa de Torre6o Chihuahua y Loe Wochia con reapecto al da Wlsica n.­
F.9 aiR emb•r�o, todo ae ba becbo bajo el aupue•�• de que •• eocue� 
traD ubiea4oa eo uo ais•o plano. 

Eato no e• correcto pu••t lo• �eropuer�o• de Torr�óo , Cblhua-­

bua. y Loa \loehia ae encueDtrao & menoa eleYadliD sobr• el niTel del 

m&r que el Aeropuerto de Ylxico D.F. 

� adelante eoosideraremoa co•o pl�oo de ref�reDcia o de cota­

cero al oiTel del mar. 

A coutinuacióo ae deo la• ele•acíooea aobre el oiTel del aar -

de cada uoa de Jo• �roruertoaa 

J.lls1ea D.F. 2231 •• aobre el niTel del ••r 

1130 •· aobre el oiTel del aar 

Cbihuahua 1360 •· aobre e l  niTel del aar 

Loa Mocbla a. eobr� el oi••l d e l  mar 

Bajo eata oueTa conalderaciüo, ae hace oecae&rlo iotrod� ci r  

una t�reera coordeoada que .e laei ooe l a •  al turas & cotea, e•to e a ,  

traDaportar el probl�•a al e•r$cio de tre• dimenaionea. 



/ 

X 

FIGUIU. l. 25 

Como puede obserYarae eo 1� fi�ra 1 . 2 5  Torreón y Chihuahu a ­

•• ubican eo plADoa d i s t iotos. 

Se puede simrl i f i e�r el rrobJema para pl �ntear al�noB conc�r­

toa básic o • ,  máa Larde se abordar� oue��eate �ate probl�m�1 para ­

a l t o  ae bar' uso de la f igura 1 . 2 6 ,  doode se ba ublcado uo punto P. 
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Un aiotema cartesiano ortoconal en al eopacio de trea dimenaioneo requ>er� 

la axietencta de trea ejea reales perpendiculares untra aí �e tal modo, 

que un ¡1unto de e�te espacio se localiza por medio de tree coorden:'\.Jae, 
doe para definir el plano de referencia y una tercera �ara la cota 5 eleve­

ci.Sn. 

LM coorden .. rt:>a reciben ol nomvre do abocis,•r. ( :z: ) ,  ordenadas (y) y cot"s ( : 
Lae Abscioaa y or�enadas ee encuentran en el plano horizontal llamado pla"-: 
XY,. Y se cuenta con cloG planos vertic'<les, el plano donds se encuentr n la• 
�bscis-•o y 1�" cota� ( plano xz) y el pl.,no donde ae encuentr"n las orden"­

dae y las cotaa (pl�no yz). Los pleno& q�e aca�an de mancionaroe r�c1 o�n 

nombre d� planos tartesianoa . 

Un punto queda definido por una terna or•loMdll: P  (X0, Y0,Z0), que correc;,or.­
de ¡;aométric-rosnte a 1"' intersección .ie tres planos .,araltl"" a los ¡•l·· n>s 

carteail\no8 QOmo !'\ft tiene en l� fig. 1 . 20 
z 

'( 

l'IG, 1 . 26 

Véaea la �n�loeín oon la loc�lización de unpunto en el plano (� ) .  �uo se •t 
tenia intersect,.ndo dos rect"a ;•arnlelao " loe ejes c�rtesianos, 



DEFUIICION 1 . 1 8  

La terna ordenada d e  númeToe reales (X0,Y0,Z0) corTeapondo a uno Y a6lo un 

punto del eepacio , que se localiza en la inter�ecci6n del plan� que pasa -
por x0, paTalelo al plano o�rteaiano YZ, el plano que paoa por Y0, porale­

lo al plano c"rtesiono XZ y ol plano que J'&Sit. por Z0, paTalelo al planO -

cartesiano XY. 

El aiatema recibo el nombre de orto&onal cartesiano , porque los planos car­
tesiano• oe interoect�n a 90° y la interaecci6n de doa Je elloa definen los 

ejes 11'oncionadoa P.nteriorm•nte. 

ED las rtcuras hech-.a h,�t• �hora, solo se pre�enta una parte d e l  eev•cio, 

correspondi<onte a lao cooriler.aLI•s poaitiws, 

En re�lidnd , loa tres plenos carte&ianoa dividen al ecr�cio en ocho P"rtea, 

llam�dos octnntes nuner�dos coDo se muest�� en la f1�. 1 . 27 

z 

y 

Figura 1.27 

98 

Lea puotoa qoe •• eocoeotrao ea el plano XY tieoea por coordeoadao 
P(X,Y,O ) ,  lo• del pl&Do XZ, P (X,O ,Z), y finalmeate lo• punto• aloja-­
do• en el plano YZ, P ( o ,Y,Z). Por otra parte, Joe pun�o• que ••t&D -

en el eje X tienen por coordenada• P (x,o,o), Jo• del eje Y; P ( O ,Y,O) 
7 le• del eje z P (o,o,z). 

Debido a que uo punto queda datereinado por tree coordenada• dietio 
ta•, d• rioid4S p o r  l oa �re• ej•• teale•, •r ti�o• la •iguiente derioi-­
ollnl 

llEF'I'III Cl ON l , lQ 

l•• punteo del espacio E3 detioen uo conjunto de dimeoaióo trea. 

Se .-ecomieoda al lector' la diecueión de eota definición tom...,do -
••o cuent& l o  Ti•to •o el eje real y en el plauo E

2
• 

Aai•iame ee tiene una analo�!a coo laa definiciones dadae para e1 � 
je real y par� el plano E2 

DEFINICION 1.20 
Se ll�a eapacio reol de tr�• dtmeo•iooea, al eepacio definido por­

la intersección de tr�• pl anoa reales, de t�l modo que a c&da tern� or1� 

Dad& de n�e roa r•alea (x0,y0 ,z0 ) ,  corr&spoude uoo y aólo un puoto d•l -

e•p�cio y a cada punto del eapacio correaponde unA y sólo una terna grd� 
uada de cúmt ros r�al�•. 

DEFI);IClO� l. 21 

Laa terna• P ( �1 ,�1,�1 ) y P ( �2 , y2 , z2 ) ,  representan el mlMmo pu� 

to del eapac.io •í y •Ólo •i•  �1 • s2 , ::r1 • :r2 y z1 .. 'Z.2 ; e• de- -. 
cir, • i  7 •Ólo ai 1u1 coordeoadaa respec�iTaa •oo igualee 

1 



DI!PitllClON 1.22 

!.u coorden�d•u• de doa pw.toe puedan sunuaae y cl;>.n por roault,.do lre Je otrc 
punto �el enp�e1o. 

!)f;PIIJICIOII l .  23 

L·•• coorden:>Jao cie un punto puedan .,ultipliearaa por un número real dondo ce>­
•o ree�ltado los coo�en�dra de otro punto del espacio. 

La localiz�c16n da un ¡:.unto, co10o )·a fu& dicho, Ge �btione a partir iie lae -
unidadea do abaciaaa y ordenndae y cotaa co�o se ind>oa en la f1b. l.2R 

'I'!On::n 1.3 

z 

' 
' \ ' )Pilf.0,Y0 .1, ) 

1 1 1 
���--�y·��=-0-------;-�·� y 

Fi¡;ura 1 . 28 

D"dae P8 ( l , O , O ) ,  P0 (0, 1 ,0) , P0 ( o , O , l ) .  el punto P (X0 , Y0 1 Z0 ) 1  "" enc11ent.,.� 
con la oxpreoi6n: P ( X0 , Y0,Z0) • X0P8+Y0P0+Z0P0 
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Su demoatr�c16n semejante al caoo �al plano ae deja al laotor. 

Lae condioionea da oimotr{a de los puntos ae vuodan ver en la fig, 1.2g 

z 

f'lGUlU. 1 • 2g 

Se observ�n clAramen�e las condio�onea de ai�etría de puotoa en dich� fiL�ra 
d�ndo lae aituientea definiciones: 

Dl'.:FINICIO!I l. 24 
a) El punto P (X0 , T0 ,Z0) es eimétrico a P (x1 ,r1,z1) ,  respecto � 1  pl· no XY, 

ai y a6lo ai x1- X0 , Y1- Y0 , Z1- -Z0 • 

b) El punto P (X0,Y0 , Z0 ) ea eimétrico a P (X1 , Y1, z1 ) ,  reepooto al pl"no XZ, 
ai i nólo ei x1- X0 1 T1- -T0, z1- Z0 • 

o) El punto P (X0, T0 1Z0) ee ei�étrico a P (x1 ,T1,z1) ,  respecto al pl·no YZ , 
ei y aólo ei x1• -X0 ,  Y1- Y0 , Z1• Z0• 



d) El punto P (X0,Y0,Z0) •• eimétrlco a P (X¡tT1,z1) ,  reepeoto al eJe X ,  
•1 y e6lo •1 xl • xo, Tl • -Yo , zl - -Z . o 

o) E l  punto P (X0,Y0 ,Z0) ea eimétrlco a p (Xl ,Yl ,zl) ,  r�epecto al eje T ,  
al y a6lo ei x1 - -X0, Y1 : Y0 , z1 - -Z o 

!) El punto P (X ,Y ,z ) es si�étrico a P (X1 , Y1 ,z1) o o o , ree�octo al eJe Z ,  
a t  y e&lo o i  x 1  - -X0, Y1 ; -T0 , z 1  • Z0 

g) El punto P (X0,Y0 , Z0) ea eimetrico a P (x1 , Y1, z1) ,  respecto al ori���. 
Di y e6lo si xl - -Xo , Y¡ - -Yo • zl • -Zo . 

Por lo tanto, rarn un p�to cualquiera en E3 hay s i ete poaib1lid��eo de ai�­
tr!a con reapccto a 1 aiatenoa do referencia. 

�je�plo. Jbtenor lns coordenadas del punto aimétr1co a P ( 3 , 7 ,1 , 
a) Respecto al e je X 
B) Respoct� ol plano yz 
o) Rea�ecto al origen 

Soluc16n: 
a) Por la condioi6n de aimetria re5pecto al eje X; x1-x0, T1• -Y0, z1--z0, 

110 conclu.ya que el punto aimótrico es P s s(3 ,-7 ,-1) 

b) La condic16n da eimetría respecto Al plano YZ ea: 
X¡• -Xo' yl.yo ' zl-zo Por lo que el plano oimdtrico ea; 
P0 �.7, 1) 

'p. 
o) P�ra tener oimetrí& reapecto al origen, se tiene quo: 

Xl• -X0, Y1- -T0, z1• -Z0 , ontonceo: P0 (-),-7,-1) 
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Calculesoe la di11tancia entro doo puntee P
1 

� P2 de i? o partir de la �1& • 1 . 10 

z 

y 

nGURA 1 . 30 

Pr110er=en�e defiov.�oo la distancia entro un punto y ua "Plano a la dist.�n­
ci" mínima entre loe c1oe, e:;to e a ,  la ..tiet,.noia roedida �erpendiculu-, .. ,,t, 
del plano al punto. 

Eh b�ee a lo anterior obsérvese que: 
e )  La dietaaci� de P1 (X�Y1,Z1) al plano Xl v'>la j z1J 
b) Lo d1etanoia de P1 (X1 , Y1 , z1) al plano 'YZ vale ¡x1¡ 
o) LA �iet�ocia de P1 (x1 , Y1 ,z1 ) al plano xz valc¡Y1 1 
CILBOB ac(lo�oa ee tienen para el punto P2(x2,Y2,z2) 

... __ 



A continuación c:.lculemoa la diataneia del ori�en a P1• 

Pued" obeerv•rae an la tigur" que, por al teorema de I'U&.gorua: 

+ 'b 2 
l (1) 

Ademñ� e.1 ee la diotancia del origon a la ¡.royecoi.Sn P 1 ' de P1 en el. pla­
no XY, entoncee: 

-- (2J 

Suat:l.tuyendo (2) en (1) y observando que: b1 -lz11 e� tiene: • 

dl - � d X� .. � .  )2 • z2 
1 

y f1nal.,ente: 

� 2 2 2 

el¡ - xl • Tl + zl distancia d e l  origen ol pun�� rl 

llótese �a analo¡;ia p<>ra el cae o de la di,.tancia al ori.;en de un punto en E 2 
Finalmente c�lculemoe la distancia entre P1 y P2 indie"da como d2 en la ti&· 
1.30. 

Aplicando nuevamente el Teorema de Pitá¿oraa: 

(3) 

Pero a2 es la di�t�ncia entre loe puntos P1' y r2' del plano ,ua, ea�� Ja ae 

vtó valea 

__ (4) 

__ 
(5) 

101 

Ea declrl 
\ 

< •2 - "1 )2 • (y2 - "1)2 • <"2 - "1)2 

Oba�rT••� �ua el aueYo or!gen del eia�ema de rerereoc ia •� encuen­
tra local iz�do �1 ut�el del aar eobre uo� �e rtlcal que pala por el A�r� 

puerto de la Ciudad d• MExico D.F. 

Dado que laa coordeuada• qa� defiuea l a  poaicióu de loa Aeropuer­

to. de loCé:�tico D.F. , Torreó�>, Cbibu,.huo. y Loa \(ocbia y aoa co010 aigue• 

o (0,0 ,2.237) 

T (�449,6S01l.l30) 
CH (-679 ,965,1. 36) 

u (-911 ,610.4 , 

ObelrYeee qu• �1 DUeTo orígen del •i•�•• de refereaci& •e encueD­

tra localizado al aiYel del 010.r aobr• una Tertical que paao. por el aero­
puerto de la ciud"d d� "E:.ico D.F. 

Coa l o a  datoa ent�riorea calcul••oa lo ei �i�ote • 

a).- Diotancia eatre loa Aeropuerto• de loCExico n.F. 7 To rreóaa 

d (\1-T) 790.0013 J(,.. 

b).- Diatucia ent.re loa aeroruertoa de l.!é:dco y Cbihua.hva• 

.d ()1-CK) 



390.032 K ... 

¿Ca,lea aerán la• dla�anciaa eo�re loa aerop�ertoa de Loa Wochia Y 
Cblbuah•u •• Loa \locbh y Torreón, l!h:lco y Loa l.lochie ? 

Sl ad•a&a �rectúan laa oper&c iooe•• 

d (�1-CM) d ("-T) • d (T-CK) 

¿Qo& puedea concluir eo forma apro�i�ada reapecto a la ubicaci6o -

de eetoa Aeropuer�oa ? 

1 . �  SlSTEWA DE COORDENADAS CILI�ORlCAS. 

Ya te ha Tiato l a  rorm& de local i�ar UD punto eo el eapacio de 

tr•• dioenaion••• u�ando �OoTd�n�daa carte•i aoa• ortocooal eaJ c onTi ene 

deteaerae • eooeide r�r l a  rocibi l idad de 9 mple ar lo eatudiado en coorde­

aeda• rola.,..• ,  para loco.li.-a�r punt.oe en E3• Era la tic;"'ra l. :ll ae ihu-
tra eate eoeo9 para l a  ubicación de lo• Aeropuerto•. 

z 

y 

X 
FIGUIU. l. 31 
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Coa el objeto de plaotear alguooa concepto• ele,.eotalea, puede ai� 
pliflcarae la gráfica co•o ae aueatra eo la figura 1.32 , donde ae ha ub! 

cado u o pua i.o. 

r 

Eo la figura 1 .�0 ae ban dibojad• trea eje•• el eje polar, el eje-

polar y el eje z. 6 eje de cot••· Como podrá apreci&rae , el �•o de 
-eata• coordeaada• ea m4� simrle si •• eoDoceo laa coordenada• rol�res 

y el aiet•ma d� �ete �encl� c�rte•iano or�oeon •l , ya que la c oord�n a�a Z­
oo ae al tera y a6Jo At tr&D aforman la• co ordeoadf\s del plano XY, CUTo• !. 
eu ac ione a  de tronsro�m-eióo ya tue rou dada• en el ioci•o de coorden�d�•­

-polor�e. Aaí •e t.iene el di allrama. de J a fi c;u ra 1 .')3 que r11praeento. ,.,_ " 
eeta �r&Datormaci6o• 

FICIIIU. 1.33 

1 



Eot. oiateaa re�ibe el ao•bre do cilíndrico, porqao ol pauto 

P (r,& , z )  ae ea�eatra localizado ea l a  iateraeecl&a do aa cil iadro cir­

�lar recto de radio r, un pl&Do YOrtlcal q�e paaa por al orígea qua ae­
-ba girado ua LDsulo o, reapeeto al •je X y aa plano horlzoatal z, co•.­

ao .ueatra ea l a  fi�ra 1.34 

z 

.. 
reet.o de radio a 

FIGURA 1.34 

coa al tura z o 

Plaao TOrtical que paaa �r el oria:oa con &- • k 

1 
Jhora oe dar' la defiaicióa del a1atema de coordenada& cil ladricas. 

DEFINlCIOH 1 . 25.- Se ll&ma e i at.e•a de coordenndea cil indrieae al 

aiote•a de referenc i a  que define a ua coujuato de puatoo del eapacio de­

�ree diaenaioaea, dado por laa �ruaa P ( r
0

,&
0

, z
0

) qae •• localiz� •o­
bro na cil indro de radio r. 
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� igaal qao coa laa eoordeaad&a polaroo, el recíproco ao e a  •'li 

do, oo decir, a cada poato del • •racio ao correoroade una y o4Jo aaa 

teraa ordeu&dal recve rd••• co•o QD •i ••o p•ato t.ieue ia!iuitaa �·r•J•• 

oa ol aiate•a polar y lato hecho oe traillada íatep:r...,ato al eopaeio E� 

Ea clara la aaalog!a do l a  r ..... do definir UD puato ea •l alote•• 

-cartra i&ao ortogonal , reopecto al o i atema de coordeaadaa c l l {ndrlcae¡­

la ditereucia eatriba eo �ue parA • 1  •ietema cartesiano orto�oual ae d� 

flDe el pu.Dt.o al tott:raect.a.r•e t.ree pliU'\oa pa.ra.l �tlve a lo• c:ar·"te•ift.nnr�­
y ahora •• tioneo doo plaaoe y ua cil indro. 

:&.r:OtPLO 
loc&l{cenoo loa rontoel 

r 

pl ( 3 ,  lT /4,2) 
P2(s, lT/2,-1 ) 
p3(2 ,ll' ,4). 

(2, ¡¡ , 4 )  

FIGUIU. l .  3:1 



Apoyándoooa �D laa propiedad•• del Si•�••• de Coordeuadaa �olare.­

•• detioea la• propiedad•• para el oiate•a de �oordenada• cil {ndricao. 

JGU.UnA.D DE l'IIMtOS. 

DEFJNICION 1 .26 Laa ternao ordeoadao P
1 ( r1 ,e

1 ,z1
) Y 

P2 (r2,e2,�2), correepood�a al •io•o punto, oi y o&le otl 

ObalrTeae que 1 � delinici&n anterior aolo ·� cumpl e p�ra Tal�rea ­
pooitiToa de r. En el caoo de que eo l a  tern� ordenada P (r,D,z) • •  -
tenga 'lu• r(.O, aediante la aiguieot.e t.ra.n•tormeción •e rued& conY�r-­
tir • uue. terna. con r>O, como •• •oea'Lra "' cnnt.i.noacióne 

(-lrl , 8 , z )  ( lri ,B :lT , z )  

Y ahora a i  ae �uede a�licar l a  defiaici6n anterior d e  igualdad de -

punto•. 

SIMETRJA UE ruNTOS. 

DEYINlClON .1 .21 A..El po.1nto P1 ( ':1 ,e1 ,z1
) eo • im,trico al runto 

P
2

( r2 ,&2,z2) reo�ecto al rlano r-9 , ai y a6lo s i l  

B .  E l  punto P1( r1 ,o1 ,z1 ) ee eim&trico al ruoto P3(r3,e3 ,z3) , reare� 

�o &1 •j• polar, ai � aólo sil 

81 - 2klT 

Laa defioic¡onea anteriorea •� ilue tran �rÁfieamen� en la ft�ra -
t .  311 
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t', 1 ', 1 , r3 • r 
'"a 1 ' 

_ _  1 --� -&:! ,rl 
1....::-:. _ _ _  ' _ _ _ _ _ _  \ ' 1 

' "  1 
' , : 111 

" ' � 
Eje Polar 

z 

FIGURA 1.36 

Eje Capolar 

Eje Corol ar 



SI baee•o• uua aoalo!Í& efttTe loe aiat�maa de eoordeuada• carte•ia­
oaa 7 eilíndricaa, entoocea el eapacio co•�readido en loa oct��e•, �•t& 
detioido por loa aigui�ntea conjuotoal 

A¡ ·  � (r,e,z} { o �  .. �.., ' O f tl  tf. '1'92, O � z t. o:>) 

"2 • { ( r,B,z) 1 O !,  r <.oo , 11: <-e� 1r 
2 '  ' 0 .!; "<<2) 1 

A.3 • \< r ,e,z)  j O � r <..oo ,  iTf 9 � �1r ,  O .$ z � "'  l 
Etc. 

¿Cuál aer& l a  ropreseotacióo de lo• demia oct&ntea ? 

, 
Resu�ieado l a• ecuacionea de tr�naformaci&n• 

D.lTOS l!ICOG!HTAS 

Pri1Der Oc t""te 

Sec¡uod<> Oc tan te 

Tercer Octante 

9 o.og to.u( ::r/x) 

e _ .J7l2 . ::r2 

P (f ,&,z) 
7 
" -

Hag�oa alguooa ejercicio& de arli co.ci6n. 

Determinar laa coordenada� cilíndricas de 
deuadaa earte5i anaa 

• Lllg t&D 1/1 

. ¡{2  
p (.¡2, lf/4,1)  

f'coa  e 
r seo .e 

A ( 1 , 1 , 1 )  dado eo coor-
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n.ter.mtuar la• �oord•aadaa earteaiana• de 
coordenada• c i l Íadricaa. 

:� -ll (4,¡¡ 11 ,  :! )  dad .. ha -

4 coa {5/61T) 

4 un (5/6if) 

-4{ J3 ) 2 

B (-2V:i,2,3) 

2 1 

Puedeu ahora obteuerae laa coordeoadaa cilíodric&• de lo• Aero�uer­
toa d• J.tlxico, Torreón, Lo• "oehie y Chibuahu"' tomando co•a orí¡;:ea del­
•i•teca de re rer•nci a  el que ae Q&Ó para la Ciudad de Mfxíco en coordeo� 
dae cart�aionas �b E3• 

Si lae coordenedaa potare• de lo• aeroruertoa aoo1 

Torre eSa 

Chihuahua 

(790, 125. 13° )  

(1180, 12:1. 1 3" )  
Y la• eleTaciocea sobre e l  aiTel del m�r sooa 

1130 y 1360 r••peeti•ameate t �utoacea las coordeoadae cil Cndric•• ­
de d i ebo• ..\.eropu•rtoa a�rc.Crl• 

1 . 6  

Torreón 

Cbil>.uahu& 

(790, 125.13°, 1130) 

( 1 180' 125.13� ,1360) 

SISTEMA DE COORD�ADAS ESFERICAS 

El •iatewa de coordeoada• � i l fndrieae no e• el único, di•tiu�o d�l­
carteaiano, que puede rropouer•e. E�iate eotr• otroa , oa aistema que u­

tiliza doa �gu1oo 7 una diat� cí & para locali%ar ua pua�o ea t3, 

Se llama Siott•a de Coordenada• Eofiricao 7 ae iluatra grÁficameote 

& cout.iuun.ció.o. 



X 
FIGUIU. 1 .37 

Do11de1 

.tu ¡u lo eot.re 1 a parte poai t.iYa del eje Z '1 OP. 
r 

e Angulo  eot.re la parte pooitiY& del eje X '1 OP! 

Oba6rYeae que la linea P'P ea perpeo�icular al plaoo XY 

Todoa loe ruoto• r •e encueatrau sobre una eetera de r&d�o r. 

DEFINICION ) . 28 Se llama Sistema de Coordenada• E•flrieaa al oist� 
•a de referencia que define a uu cocjun�o d� �ntoa d�l e&p�cio dt tr�a­
dimeooiooea dado por las teroaa P (r,S , 'f )  (J.ue ee loeal hao sobro una ­
eafera de ro.dio r. 

A eoo�iou�et6u •e estableeeu las ecuatioaes de tr�•for�aeión entre 
lo• eietema• de coordenada• cartesi&naa y esflriea•. 

Para transformar laa ·coordeuadaa eGrteai&Da• a earlrica• 

r diatancia entre O y P 

r • • •  ( 1 }  
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f .... ,. eotre l a  pe.rte roai1.iTa del eje Z 7 Ol' 

" coa t/r aD.Il eoa -a/ �,.2.,.2+7. 2 ( 2) . . ... , . . .  

1 ang "otre. l o.  po.rte poaiti�a del eje X .,. 'OP• 

e ... , tan y/x . . • ( 3) 
Ea deciro r 1 ,.2 2 + .,. .. '" 2 

e ao.g tan .,.¡% 
, . &Dg coa z/ J ,.2+::l+z2 

Si ahoro. cooocemoa ( r , e ,  � )  '1 deoeamoe obtener (x,,.,z) entone•• oa� 
remoa 1&• •iguieote• ec�acionea& 

pero X • r ••o 'f coe 8 

Plaoteaodo•• l a  eiguiente definición• 

DEFIWICION 1 . 29 El a i a tem� coord•oado eafir•eo tieoe por ecuacio-­
Dta de tranaformacióna 

" . r a en 'f coa : 1  
, 

.,. • r aen '1' aen ( o.) 
z • r eoa .p 

r • 1/ 2 2 2 s: +y +z 

e • aog tao y/x 
f • ang coa -../ V ."_2 -+72 +z 2 

denadas eaférica• a eartesi�a•• 

(b)  
Ecuacionea de traoaformaci6o de 

coordenadas carteeiana• a. esflri-
-ca•• 

Ea i�poTtaate obaervar que las coorden�daa e•ffricaa requierec de -
trea ejea ortogoo&le• como refer•nciat ya que UD puD�O ��eda determioado 
•idieodo uoo. diat�cia deade el orf�ea¡ uu ángulo en el plaoo XY, reape� 



to al rje X 1 un ángu l o  reepeeto al eje t. 

I:.JU4PLO 

P (2,\t , iijc) 

P( 2;i ,ÍI/4) 

T y 

, 

r 

X 

FIGURA 1.38 

El aiateaa de coordenad�• eaflricaa al igual �ue e l  cilíndr ico , uo pe� 

ait• •firmar que a eada punta correa�onde uaa J •&lo una terna ordeu&da, d� 

bido a que el puuto P (r,�, 'll l ee ídEutico al P ( r,&.2k"'ii • tf )  k E. 7.  

En geo�ral ae aco•�umbra utj ) i1ar Únicamente T&lorea po&itiYOS de) ra­

d i o  r, y Yalorea .. e &- entre O 1 2ÍI y de 'f entre O ;rl\. 

ObalrYeae que el conjunte• 

.A. • { ( r ,&-, � )  
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Taablla podeaoa calcular laa coordenAda• eaC,rlcaa de loa Aeropuer­

to& da 1orre6n y Cbibuahua, al conoce•o• aua coordenada& cartealauaa en­

z3. 

Torre6o p (-449,650,1.13) 
Cbibuahua P (-6790965,1.36) 

.A.plicaudo l a a  ecuaciooea d e  tranafo�ac i�n, quedas 

r 

• 

'P -

Para 

r 

8 

'f • 

&Dg t&D y/s 

ang coa z/r 

Torre�n 

Chihuahua, queda a 

&Dg tau 

aag coa 

790.12 x •• 
( 965)/( -679) 125· 13· 

1.13/790 89.9. 

( 790,125. 13. ,89.9° ) 

v(-879)2 • (96s)2 + (1.36)2 uso Ka. 

&D!f tan y/x ILllg tao (965)/(-679) 125.13. 

&D� coa (1.13)/( 1180) 89.1f 

Chihuahua ( 1 1 80,125.13• ,89.9° ) 

Si •• obaerYan l a •  coordenada• e&t4rieaa de Torre&o y ChihuAhua 
¿Qul •• podría �onc l ft i r  7 

Coeo •e hi�o en lo• demÁ• �i•t•maa de coordenad&•, a coutinuacló" 

ae do.rú laa definic•onea de h;ualdad y aime tría ele puat.ou 

1.30 DEF'lliiClO� OE IGU.U.DAll. Laa t.ernu P1 ( r1 ,e 1 , 'f 1 ) y P2( r2,e2 ,o¡2) 
repreeeotaa el cisao punto del eapacio eo coord�nada• eerlricaa al y s&­
lo • i •  



1 .  31 D&FINlClON DE SI!a:TRI..I.t 

.. ).- Ua p1lDt.o P1 ( r1 ,e1 , �1) ea ai•lt.rico do P1(r2,e1, '!' )  reapect.o­
• al pl&Do Y%, al y a&lo ah 

b).- Uo pW>to P1(r1 ,e1 , �j�1) ea ai•ltrico do P2(r2,e2, f2) rnpotct.o 
•l plano XT, al y a61o a t a  

e).- U 11  punto P1( r1 ,e1 , 'f'1 ) ea aimlt.rico de P2
( r2,e2, 'ft) napec:to 

•1 pl&DO xz, ai y a6lo a t a  

el.).- Uo puoto P1(r1 ,e1 ,'f1 ) ea aimltrico de J>2( r2,o2, 'f'2) re&Jlec:t.­
al or!¡oa ai y a6l o ata 

N&t.ae que eo laa �lti••• detiaic:iooea ae coooider6 qua1 

Si 110 ea aa!, ae deja al lector que eat.ucHe la.a reatan toa. 

:&.JEliPLOI Cal cul ar le.a coordooadaa eafédeaa clel paato ( 1 , 1 01 ) .  

SOLUCIONa 

r • 1}, .. 2 + l' ·  '& 2 v •2 + 12 + 12 Va 
6 • .... , tan y/x ang to.n l/1 4:S" 

'f - ... g coa "&/r ug coa 1/Va - :s.c.7• - 0.�8 racl • 

Por lo tanto "1 punto e a  ( .[3, 11"/•, 0.98) 
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Calcular 1•• coordeoadaa cart.edot.Da& d e l  p=to .A.(4, 1T /303Tr /4). 

s • r aell'f coa 

'1' • r •• ., -paea 

s • r eo• f 

e • • ••a �iT • 

9 - • 3 &eD ¡lf 

r coa (! 1i )  • 

1 coa 31f • 

1 aea 3lT • 

<t( ..ff)( ! ) 2 2 

•< �H ra, 2 2 

4 (- ,¡¡) - - 2 J2 2 
Por lo tacto, .,¡ JlUOto buacaclo ••• 

(- .[2, -16,-2,['2) 

Gr,ricameot.e queda.l 

J2 
J"i 

l. 7 SISTEMA DE COORDENAD.lS EH EL ESPACIO REAL DE DI�SIOt< :S. 

Ha•ta �� momeDto ae b& deaerrol l ad9 uoa teoría de a ietemaa coord�D� 

doa que tieoeo repre•eo�acióo �eom�trie� baata eo E3• A coDtiouación ·� 
tudiare�o• el espacio de dimeoai Oo n ,  l l aa�do Eu. 

La id�• d� repre aen tar un ruoto por uo par de número• roal e• ea t2, 
7 po� uua terua de oú�e roa ���lee en E3 �orre�pondi6 a Reo' D�•cartea, -

JIO.!Iteriormeot.e A. Cayley y u. G. Gro&ID&D exteodicron dieha id•n. a la 1 o­
c a l i zaeión de runto• r.D e) espacio de D dimens ionea de la &i�ieot• man� 

ra• 

DEFINICION 1 . :12 Uo puato en el esr .. eio n dimenu onal ea un conjun­

to ordenado de o cúmeroa reale•� aiende loa número• realea l aa eoor�ana-
da.a d" 1 run to • 

De eata mancr&, ae di�e que el eeraeio n d i•eosional ea aquel �u� -
eat.' forwe.do per el c-onjunto tt� todoa loe run toa de(10ido• C'D �� rárrl\fO 

aote,-ior. 



c .. •i••• acl arar �u• a cada pao�o le corrcapoode ao coojuo�o ordco� 

de de • o& .. roa real••· 

Ahora •• pla»te&D al¡uoaa propiedad•• de loa puotoa d•l eapaclo d� 
diaeoaiGo o. 

l.33 DEF1HlCION DE IGUALDAD 

Lo• puoto o P1(x1�2, • • •  , x0 )  y P2(y1,y2, • • •  ,y0 ) repreaentan e l  mi•­
•o punte �n el eapacio real de dimenai�n n ,  &i y s&lo ait 

ED lo que •i•ne a continu �ción, el conjunto (�1,  • • ,xD ) ea equiT� 

l eote a, P(r1 , ,x11 ) . 

1.34 DEFli'IClOI< DE �lA. !F. COORDn.AD.lS 

La• coordtnadaa d• doa run�oa del •spacio real de di•enaión o ,  al -
aumarse daD como r••ult�do leA coordenada• de otro runto del •iamo •�ra-

cto. 

Dadou ( x1 ,  

lo36 {)l!:FlNlClOI\ liE IJ\JL1'1PllCACION l'OR 1m ESCAU!l. 

Laa �oordea•dft.a de un puDtG dlll!'l e!lpe.c io r,.e.J d• tUN..,naión n ,  al nm!_ 

�ipllcar•• por uo oúwero real , dan laa coor�eoedaa de otro punto d�l mia 

•o eapacio. Ea alaboloaa 

y k E: R  

E•t.•• d�fil»icioora generan a au •e s , la..s proriedadea Que ee en•Jn­
ciao �n aeruida& 
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! 

a).- Para. la •n•a ••�no 1•• coer.S•na.Saa de loa P"Dtoa dado& 
P1(s1 , •• • ,s0) , P1(Y¡ •• •• •7a), P3(a1 , • • •  ,a.J � E". 

a.l).- P1( :cJ '  •• , x.) + [P2(y1 , .. ,7.l + P
3( z1 ,  • • ,s.)J 

• [E1(x1 , •• ,s.) + P2( y1 , • •  ,711� + P3( :ol , • •  ,aa ) 
( Pro�íedad A.sociatÍTa) 

a. 2).- Pl( zl , • • ,rD) + P2( yl , • •  ,ya) 

( Propi edad Coomut.atiY&) 

•• 3).-

• ��(sl , • •  ,sD) POE: ED 
(En qua P0 ea el e l e•ento idlntico para la •a•a.) • 

.. .. ).- ... P1{-z1 , • •  ,-x0) + P1(x1 , • •  ,z0) 

P0(o, •• ,o)  

b).- J-e.ra e l  rrtrducto J'Or u n  flu:sr.ero rf-al , da.dol!!l a.de""Dáa 1c1 y k2€. R •e 
�mple q,uea 

b.l ).-

(Propiedad DiatrlbutiYa del producto por uo eacal ar acbre le au­

ca de laa coord�o�daa de doa puotoa). 

(Propiedad Dto trlbutiTa del rroduc� de laa coordenada& de UD -

puoto aobu l a  aullo. de doa esc&lare a ) .  

b.3).- (k1k2) P1(s1 , . , s0) k1 [k2 P1( :o:l ' " '"'a'1 
(Propiedad AaociatiTa). 

(r1 , . ,s11) ( doode 1 f. R  e l emento idlntíeo del 

p�oducto de Joa oúm�roa re&lea). 



E•tae ocbo propied&de• puedeo drmoatrarae f'cilmente , eo•egut da ee­

de•oatrar' al�oa 1 se d�ja al lector la de•oetraci6a de laa re• l&Dtet. 

Dt•oetraci6o de l a  propiedad a. l .  

Sea a 

( s} ' ' 'Sa) + (1¡+�¡t . .  t1D+:tll) 

�� + (1l+zl ) , • • • •  , xo + (ya+zn)� 

pero dado que 

�o ea 

• • • •  ( l ) 

·pl + ( P2+P3) 

é'1 + (P2 + p3J] • . )  

l.li,.¡¡.D. 
Pudieodo apre o u  . .-ae que ( 1 )  =:(a) c¡uedo.ndo d .. u>•trada la propiedad. 

Usando laa rro�i�dade• aot�rtorea pu�de d•�oatrar•• tl ai�t•ote 
Teorem .. , 

TEOREUA. l. <l 

Do.do• loa punto• ( l ,O , o ,  • •  , o ) ,  (o,I ,O, • .  , o ) ,  ( O , O ,l , O ,  • •  ,O),  . • . • . • .  
( O,o, • . •  ,l)¡  • 1  puoto P (s1 ,:o:2,s3, • • •  ,x,) pUede repreeentaru comoa 

( x1 ,:o:2,:o:3, • •  ,:o:0) • x1( I ,o ,  • • •  o) + x2( o ,l , • .  o )  + x3( o ,O , l ,  • •  o) + . . . . . .. 

+ s0(o,o, . . .  ,1 ) 

1 1 0  

lltliOSTR.tC:lONI 
Sead lo• puotoea ( l ,o,o, • •  ,o), (o,l ,O, • •  , o ) ,  • • • • • •  , (o,o,o, . •  ,l) 1 

1 o e eaca.le.rear :z:1 ,s:2,...c3, • • . ,�D 'é.. R, eotooceel 

x1( l  ,o,o, •• ,o)  

s2( o  ,1  ,o, • •  ,o)  

x3(o,o,J  , • •  ,o)  

x.,( o,o,o,  . . , 1 )  

S i  h�cemo• l a  auma, Quedal 

(s1 ,o,o, • • ,o) 
( o ,x2,o,  . •  ,o) 

(o,o,x3, .. ,o) 

x1( t ,o,o,  •• ,o) ... x2( o , l , o ,  •• o )  .. x3( o,o,I , •• ,o) + • • • • •  • "'n(o,o,o,  . . , l )  

l .• !!.Q. D. 

Eate Teorema ��tablece que en un eapacio real de dimeaaióu n ,  e• ·� 
ficleDte eonoc�r laa coordenada• d• n puotoa independiente& para rnder -

e•eribir cualqu i e r  o�ro ea funcióo de elloa. 

Debido a que geogétricamente o o  �iene reFr•aentacióo el �•racio de­

dimensión �a�or �ue treat DO •e tratAD l A e  BimetrÍas de runtoa. 

L• dietencia en tre do• puato• a• geoe ral iza de acuerdo a 1 &  �igu�•� 
te defio lcioa• 

D.EFINICIOf\ 1 .36 La distaocia eotre l oa puntoo P1( :.:1 ,x2, . . ,x0 )  Y 
P2(y1,y2, • •  ,y0) del eopacio real de dimensión o eot� dada por la exrr•­
aiÓal 

d (y -x ¡2 
O D 

Cu ando &4! trate. de calcular l a  distftneia d• •Jn f'CIGt.o al orf'2'en, l a  

•xpre•ión a e  reduce al 

d + • • • • ... 2 D 



Cal cular la diatancia del oríg�a al runto P1 (5,2,1,8),  1 d� éote -
a P2(3,-1,7 ,��). 

SOLUCIO!h 

Vcs>a • (2)a + ( 1 )2 + <a>2 

V9.i 9,69 

Dht...,c i a  de P1
( �,2,1 ,8) a P2( 3 ,- l , t,-4) 

d - Ve 3-sl2 + (-1-2)2 + ( 7-1 )2 
+ (4-8)2 

J c-d 
; 

+ (-3)2 + ( 6)2 + (-4)2 

r-;; 8.06 

&JEJ.IPLO 

Calcular l a  diat.a.oci& eatre lo• puot.oe1 

1 

SOlUCIONo 

d • �1 + 1 + IDO + 196 + 4 

d - ,¡;;;;-
d - 17,38 

1 1 1  

En eete cureo nos limitaremos al caso particular del estu­
dio de vectores d erinidos como cantidad es que poseen magn1 

tud y direcci6n y que en ingeniería es muy uaual de encon­
trarse, como ejemplo se citan la fuerza, velocidad, acel e­

raciones, desplazamientos, eto. 

El tratami ento de estas cantidad es vectoriales e e  hará ge� 
metrica y enal!ticamente. 

1.8. VECTOR EN UN ESPACIO DE TRES 

DillE.�SIONES, CA.RACTLRISTICAS. SEGr;;�TOS 

DIRIGIDOS. 

Existen tr es formas de introducir el concepto de vec­
tor que son : Geom6trica, Analíti ca y Axiomáticamente. 

Geom6tricamente loe vectores se representan mediante­
s egmentos dirigidos con los �ue pueden efectuarse operaci� 
nes de suma , resta y multiplicación Por un escalar: da�a$­
las restricciones geom6tricas se�án tratados en una, dos y 
tres dimensiones. 

Analíticanente, s e  estudian las o�eraciones menciona -
daa con anter:l.ori<!ad introduc i endo o.demó.s nuevos conce'Ptoa 
como son. los �reductos entre v ectores que s erán ex�resarlos 
en fuoci6n d e  o�erac iones entre escalares, para que aurov� 
chand o las propiedades d e  est os últimos se deduzcan las de 

las o�erac i on es vectoriales, algunas d e  estas operacior.es­

se generRlizerán al espacio de n d imension es aunque en t�� 
minos eenerales s6lo se tr�bajarán hasta el espaci o E3 • 

A:xiow{ticnoente, como as vl! en el curso d e  Algebra exi� 
ten ent es �ateoáticos que s e  d efinen como vecto�es , ej em-­

plo de estos son los polinomios, las matrices , las funci?­
nes, las ternas ord en�d<t e ,  etc. y se d efi ne una estructur·: 

algebrUc'l.. 



DEFIIHCION 1 .  37 s:::;:.;:s.�TO DIRIGIDO.- 'La re-preeentac:1.6n-

geom�trica de u u •toctor a e d efine mediante un segmento d e  

recta entre dos puntos A y B ,  considerando a un '¡)Unto A e� 
mo punto inicial y al punto E como punto final. 

Al ae��ento diri�ido de A a B ae le representa con el 

simbolo AE di� · �ndolo con un� fl�ch� que empi ezP- en k y -
termina en B co.:to se muestra en la fir.ura 1 . 39 

P>mto fin�l 

Punto inici�l 
,' 

FIGURo\ 1 . 39 

Es fácil v&r que los !le.:n entos diril':idos -poseen 1·'" -

C!!.racteristic!ts de un vector, a sat•er : 

-:'·irecci6n.- Da.:''!. "Cir lP.. rect'! y nor el senticlo rJ �1 . 
corrido i�dicarlo con 13 flecha de A a D. 

tos. 

Si s e  1 � tro-7>� r. e  "!1 sillt(·ne. coor•1enedo d e  ditoens� !>-. :­
no, sobre 1.?. rectll. L co'lll or:!.·:�n O y consideramos 1:<.:' ;:�>•·:.: 
denanas ñ e  los Ntntos A ( < )  y "3 ( 7 )  S '!  obtent!rá e l  "�· .,, .. ,._ 
to rlirigiQo 6 vc-�tor A.., e!l ·?1 es-;> ,cio d e  dimensión uno, r. ·· 

mo se ::m � e tra en le fi •:Jlr:· 1 . 4 0 .  

1 1 2  

o FIGURA 1 . 40 

El ser?��nto rHri�i•io .>.3 tiene un'!. �ir�cc16n � e  A. 11�-­
cia 'J y su I:l:'!C"i "t\lrl que es la. d i s ten�i!l entre 1os !lunto,; ·. 

y "'l daile !JOr : 

Anal !tic�.mente '!1 vector d e  A"r se r�':'T':o: enta CO'.lO : 
B ( +5 ) ,  don -l e  la r.'\_•;nitn·' es 5 y ' "  itir\:('ci6n vi en.c i·:­

dic'!<l'i TlOr el !:icno c1 e  "':".1 r:�o<lo que I3 = (+5) e s  un •rc�­
"tor en el e � p � c i o  <l e c'imensi6!1 uno cuyas carao:: teri::;ti-� · c· -
�on : �1recci6n positiva y magnitud 5 .  

Consiit�rese ahora o u e  el vector � QUeda referirlo �:­
sisterla coor�'lnado ele rl imensi6n doo; r.1ostrado en la f'1g. 1 .4 1  
donde el �unto inicial es A ( 1 , 1 )  y el punto final es 

D ( 4, 5 ) .  

y 

o 

1 
1 
1 

B( 4 1 5 )  

: 4 
1 

AB : 
3 

1 

: -;e;:;:;-- : e 

FIGURA 1 . 41 

X 



El se�ento dirigido cigue ten��ndo mA&nitud igu�l a-
5 y d1recci6n � e  A a � .  Si ahorR trazamos rectas parale-­

las a l o s  ejes coord enados que pasen por los �untos A y � .  

s e  formará e l  triáneulo reet"ingul.o .>.!3C mostrado e n  la· �ir�. 
ra 1 .41, dond e el cateto AC �i de tres unicades y el �ú �1-
de cuatro uni�ades. 

Obsbrvese que si las c oordena��s d el 
� {4 ,5)  le �P.stPmos las d 9l punto i�icial 
mos la r.sreje o�denpda ( 3 , 4 ) ,  esto es : 

n - A ( �-1,5-1) 

punto final 
A (1,  1. ) ,  obt�:�� 

( 3,  4 )  

que oon 1• 3 valores d e  lo:: c;�.tetos d el triáni)Ul.o d e  l a  fi­
gura 1 . 41 ·  

, 
Obs �rvese que la diferencia entre las abscisas dá !n­

longitud del cateto �sralelo al ej e X y la diferencia en-­
tre tas ordenadas dá la longitud d el cateto paralelo el 9-
j e  Y. 

Si ahora el segmento dirigido va d e B a  A, quedar! : 

A - 11 ( -3,-4) 
Siempre q u e  e n  la pareja ordenada s e  tengan nw�eroe -

negativos se cun�lirá �ue : 

::s d ecir, lB abecisl'. il el punto fin:ü e3tl'i a lx"?-:-:l\ -
unirledes a la izoui erda d e  ta f\bsci.;a del !JUnto inici•.I, :r 
la orden..,da � el punto final est:i P. 1 y'2-:v11 unidades ,.• . ·­

jo <l e  1'1 o:-denr!.d'l. riel punto ini�i�l . 

1 1 3  

S i  l<\ !'�rej!l or<l en::tña ( a , b )  t'uera r<:>::�itiva, enton-: · ·.: : 

• 
• 

• x2 ) xl 
• • . . y2 > Y¡ 

se sugi ere �nalizar atrae alternativas. 

Llam:?.r�lllos componentes del st•")11ento olirieido A'ii a lo� 
elementos d e  la �reja ordenada ( 3 , 4 ) .  

Siemnre 1'1 primere co��o�ente ser� le !'�r3lela �1 

X y la s ezur.ja paral�l� �1 e j e  Y. 

A la pareja ori! enac\e. ( SJ. , b )  t!'.mbi�n s e  le llam�. \"e;:tn!" 
en E�. 

Consi<� �re 'l e  ahor�. el ve�tor t,� rt?f,,ri rl o  :a un si,� e.- , _  
:o:3 donde el pu:�to inicial es A ( 1 , 1 ,$) y el punto �1-­
n�l es TI ( 3 , 4 , ' � '  

? - A ( ) , 4 , �� - ( 1 , 1 ,{1?) 

( '? , 3 , � l.?) 
En este ceso l<!. re»re�>e:'ltP.ci6n �e!l!��t,-ic!\ 6 el "e' 

to diri.<-ino A'l quec'l\ rc!'resent!'.i!O en 1"" fi':"l'� 1 .42 
z 

y 

X FIGURA 1 . 4 2  
'londE' 1··::; c•· .· !·On•mto::s ·'el v�ctor f.. .' :::on lo!: c1c •. ·•·r.·  

� "  1·, 1:f''C'r:� .. , .. , ,.-¡�o� ( ?, ) ,  .rr:». 



DEFITIICION 1 • 38 

Un vector � cuyo punto inicial ee A ( a1 , a2,a3 ) Y ­

el punto final es � ( b 1 ,  b2, b 3 ) ,  es aquH cuyas e o::� ponen-­
tes son l o s  elenentos de la t erna or� enada ( c1 , c2 , c3 ) ,  -

dond e :  

e �  

e s  decir, 

Por conve:lc i/¡n, 1:-.s conpon<?n"tf';.; ·� P. u;t vector s-< 1 .: . .  -
c:,r�n con letr.-.s a:in6sc•l1!?.<' :r el -,•.,.c:tor con le corr� : ·  
•Her.te ;:inhscuta t�sta•1 ,. ,  '1.!-:f S" t"ndré : 

aunque eY.isten otrQ s notociones �1le se >ls'lr�n n�s � i.' el� -­
te. 

LP-s comlJonentes d el "\·ector e <;e 11ustran en la fi.-•1r� 
1-43: 

, 

z 

, , , , 

(- - - -

1 1 1 1 ' 
1 1 1 
1 

- - - - ---- -----:>1 ,' • 
c 3=b3-a 3  , '  : --�----- - - I J'll i 

- - - - -¡ 1 1 
A 1 1 1 

--- • 1 
• C <"\=b ... -q 

"FIGURA. 1.43 

y 

1 1 4  

En un espacio d e  n dimensiones s e  d efine un vector, -

aunque no tiene representoci6n ceom�tr1c2, se tiene : 

D!::"I:!ICim1 l .  39 

Un vector e en el ee"!)l'Cio n <'limen si on�l es el con.1n , _  

to ordenariO C "'  ( c1 , c ? ,  . . . . , cn ) r'loncl e C"?ria Uno il e  los P• 
lenentos c1 ( i=l , • • .  n )  s e  ll�m� co�non�ntc r'lel ve�t�r � 

AUn<!ne se h-. tl �!inido vector en n •1 i·lensiones, �n �--­
te curso sólo e: �  trqba:hr� luctP. l� cli"!e:lüón ], y nl e ····­
.1unto d e  to� os e:;tos vector�s se le ll"·"'�r� V 3 "  

A-pl1CJttéOJos los conc .. •pto:o p:-Jteriores :'1 1  s1.':U1'!11t·' 
hlel'l!t : 

';onsi<l�r'?se le. nir·bitle cuyos: ·;o�rti�es son : .4.(?,t.O� 
n( 5 , J ,O ) ,  -; ( J ,§,O), � ( l , ] , D )  y :(), ' .� ) .  

z 
E 

X 
B FIGURA 1 .44 

Se de!� e!l.n o'•tcn�r lAs cor:,,...on�ntes ·1e lo� VC'c t orf!::! , . .  , ... 

unen los vf..rtit:: c� A y -:-., A y "'"l, "'l y e y nor t\ltimo 1 y  C,. 



SOLUCIO:l : 

Para determinar las componentes se obtendrln los vec­
tores que unen a los v�rticea. Los vectores buscados se -
denominarán AB ,  Añ, � y ñC ,  y seBdn la def1nici6n l .  
se tendr� � 

a: AB B - A ( 5-3, 3-1 ,0-0) ( 2, 2 , 0) 

b Al) D - A ( 1-3, 3-1 , 0-0) (-2, 2 , 0 ) _  

e 13C e - B ( 3-5,5-3, 0-0) (-2, 2 , 0 )  

d 'OC e - n ( 3-1 ,5-3, 0-0) ( 2 , 2 , 0 )  

l S erá la 11nica soluci6n ? 
; 

1 . 9  IGUALDAD, SU:•'A, DIF�ENCIA DE VECTORES. r.IULTIPLIC4 -

cror: FOR ffil ESCALAR . I!lT!:RPR"ETACIOil Gt:O!ñ"ETRICA. 

IGUALD�n :::: VECTORES .- ::n el ej emplo anterior se -n'.l_! 
d e  obs ervar oue existen vectores en lugares diferentes � e­
la pirámide y con igual es componentes, esto es : 

AB y DC tienen componentes ( 2 , 2, 0 )  y trumbi�n AD y­
lre t i  en en col:lponentes ( -2, 2, O ) .  

En est�s c1rcunstanc1Rs s e  tiene que A �  y De sor. i ­
gual es. 

A continuac16n s e  establec erá la derio1ci6n n e  igual­
dad de vectores en n dimensiones, aunque solo será usade -
en este curso hasta la dioensión tres. 

JlE?INICION l .  40 

Dados los vec tores r = (r1,r2, • • • rn ) y p 
( pl ' p2, • • • nn ) se d i c e  que r Y P son iRUAles si y "'6lo s i , ­
sus componentes corres pond ientes son iguales, e s  decir : 

1 1 5  

{ d onde 
Por lo tanto en la oirámi d e ,  los segmentos � Y � 

son iguales, asi como AD y �. teniendo por consiguiente 
trunl direcci6n y magnitud como se muestra en la figura 
1.45 

X 

z 

o -¿----------_.., '[ 
A�DC 

AJf� C 
:S 'W 

FIGURA 1.45 

Para la pirámide d e l  ejercicio anterior, determin�r -
que otros vectores son igual es si solo s e  toman aquellos -
vectores que unen l o s  v�tices. 

SOLUC!ON : 

Se tiene ctue : 

AB ( 2, �, 0 )  ' "A:D 
'OC ( 2, 2, 0 ) .  

Calculando otros 

;m e - A 

1m n - B 

EA A - E 

(-2, 2 , 0 )  ' 

tenemos : 

{ 3-3,5-1,0-0) 

{ 1-'5 , 3- � . 0-0) 

( 3-3,1-3, 0-6) 

Bc (-2,2, 0 )  

( 0, 4 , 0) 

( -4 , 0,0)  

( o,-2,-6 )  

y 



B 

e 
D 

E 

E 

E 

('5-3, 3-3, 0-6) 

(3-3,'5-) , 0-6) 

(1-3, 3-3,0-6) 

( 2,0,-6) 

( 0,2,-6 )  

(-2,0,-6) 

Como s e  v � ,  no existen otras parejas d e  vectores id énti­

cos a .loe del ej emplo anterior, se concluye que un vector no­
cambia si s e  tr�slRds paral elamente a si cismo; por est3 r�-­

z6n a estos vectores se l e s  llamará libres. 

Conviene aclarar que existen también vectores d eslizan-­

tea o sea aquellos que solo tienen libertad d e  deslizar a lo­

largo de su linea de ac ci6n conservand o su cagnitud y dire- -

cc16n. Ta�bién existen otros llamados fijos, que son aque- -

llos que ade�s de tener cagnitud y d1recci6n, están ligados­

a un punto de apl1caci6n 

En este curso se tratará �nicamente con vectores libres. 

sm.IA DE VEC'l'Om::s . - Si o e consid era la base de la piro{ni 
d e  del ej enplo anterior se !'lle(! e  ver que los puntos J.. ,ll y e -
forman un triángulo dond e : 

JJ! ( 0 , 4 , o )  Al!" ( '2 , 2 , 0) :1m ( -2, 2 , 0 )  

S i  ahora s e  suman las co�ponentes correspondientes de A3 
y 1m, s e  tendrá : 

( 2, 2 , 0 )  + (-2,2,0)  

que son las componentes d e  A C .  

Si ahora se verifica p;¡.ra 

A.D (-2, :? , 0 )  ñC 

Añ + Dc  ( 0 , 4 , 0 )  TI! 
blecer ln si�iente : 

AD 

( 2-2, 2+2, 0+0) 

( 0 , 4 , 0 )  

+ W  dond e 

( 2 , 2,0) tenemos 

se puede con esto 

que : 

ec t:-t-

1 1 6 '  

D�nncron n ::  stn:A D S  V::;!';TORES . l .  41 . - Para sumar los 
vectores r � ( rl , r2 ,r), • • •  , rn) y p = ( � , p2, p), • • • •  �n )­
sdmense sus componentes correspon�ientes, ea d ecir : 

�1 rl + � 
q �  r:? + P::> 

ento�ces : 

Obs�rvese �ue al d efinir " e  Asta manera la operac1t�­

t'e suma, se obtien<, otro el P.r.�ento '' el con�o¡nto <le l<>s . .., .-,_ 
tores .  

r.eo:-.�trir.�:v,ntP., r.�:>n el uso rl " sef.r1e:-�1:os i!iriP.id•v 
r!l s•tm3r r y r, uno r. ,.  1 os vP.ctores ele¡;i� o "'rbi trRri; 

te se et,?coje co.-.o 1nir.1?.1 y el otro se tr·· s1ana �rale"_··-­
rnente de t�l mo•1o '!ue s•1 mlr-to inic i:ü c oincida con el 
to final d el primero, el vector re!'!nltante P.s el segme;:"":-,­
diri_:.ido tp .1e vi � �1 p•.1nto inicia l  <1 el );Jl"imero, 1'\l punto �.!. 
nal del sesu:-.d 'l ,  este s e  il'..l::!tra para E2 y -:::3 en las fi-":!t­

ras l .  Y l .  

y z 

¿j· V r X o 
E2 

l'IGURA l .  46 PIGOIU. 1.47 



MULTIPLICA.CI07l POR UN ESCALAR 

DEFINICIOn 1 . 42 El producto d e  un vector r 
(rl'r2,r3, • • •  rn) por un escalar l � P. ,  se representa por -

l.r, y es aquel. cuyas comllonentes son : Árl ' Ar2, • • •  , l rn :  
es decir ! 

S e  dice que si p =tr el vector p tiene una longitud 
oue es A Veces la longitud d e  r y cuya interpretación geo­
m�trica en E) aparece en la figura l. 

-ld .. ( o .\ < -1 

FIGURA 1 . 48 

Dos vectores que son �ralelos c��plen con lo si�uierr 
te : 

D<:?HliCIOJl l .  43 Los vectores r = (rl ,r
2

, • • •  ,rn) V 

y q = ( a1 ,q�, . . . , qn )  tienen l a  lllisma direcc i. 6n si ñ2 ). r  
¡¡ara ). ") O  y d i  recci6n onuesta vara A. <  O ,  o sea, son Pa­
ralelos si p = Ar, �ra tona � 1 o. 

Para la pir�mid e � el ei empl o anterior d eterminar �t -

los vectores ñ �  la ��se son �rn J �los. 

( 2 , 2 , 0 ) ,  :¡m (-?., �,o),  � = ( 2, � , o> y DA ( - " , " , 0 )  

1 17  

S e  debe cumplir que ¡:; " ).r , 
AB = Dé y ñC = AD , es d�cir . 

��ro ye vimos que 
).:s l .  

Por l o  tanto, los vectores ad emás d e  ser paralelos 
tienen la misma d1recci6n, puesto que X =  1 ') O. 

Obs�rvese que �st�s so� las �nicas �roj�P 1 e  v�ctn-­
rea que cur.�plen la condición d e  T'"·raleliamo. 

A cont1nuaci6n se � cfinir! el in�erso aditivo co�� , 
{ -1 } ji - p 

es decir, todo vector tiene au inverso �flitivo. 

( !.'l t �· .... . . .. .. 
y s�. 1nv�rFo �ditivo 

La rl i� �ro;nci'l 

� ( pl , r�· · · • Pn) 
obtiene al S".L..'"Iar a 

r - P 

�.,t!"'e los V'e�"torcs r :: ( rl ,r�, . '  . � . � ,  
d enotaca como r-p es el VP.ctor " ' � e>  -
r d inver!lO 2di ti•ro :'ce p1 es d eci:- : 

.. 

r • <-'P) 

(rl ,r2,r3) + ( -pl,-p�,-p3 ) 

( rl-pl,r2-p2 , r3-p3) 

te. 1nterpretac16n ¡;eor.t�t-:-1cP. de 1'1 '1 i:ferencie. � ,  '' <·­
torea se ilustra �ara E? y �) en l�s fi�ras 1.49 y 1 . 50 .  



z 

FIGURA 1 . 49 :FIGURA l. 50 

m!:·no 
Pe.ra la pir�r.�i<l e tl t>l e.1 enplo ... nterior celcular �-T.-:-

30LUC10!! : 

( ?, 0,-6) ; !A =  � - E  

El inverso aditivo d e  >A es (n, 2 , 6 )  y "DOr l o  t. .• ,., �  ... • 

( �,!l,-6) ... ( 0  .. ?,6) "' ( ?  "1 - \  . . .  

Otra l!lanere n e  int.er:¡>retar la rliferencia <1 e vect?•--·�­

se muestra en le. :f'i¿:ura 1 51 , en ñonde, como se v � ,  lo� 
vectores r y !i se dibujan con orí�en común y 1� dif•,r':�c:".-c. 

r-p 83 el Vector que va tlel extremo d e  p al extrer.IO f� l' r .  

Se observa C: U i!  el vector r-p ouerh tr::?.nslP.�aclo co•; 

respecto al c:le 1>'. figur11 1 .49 de -:2 y est.o se expl ica !)?:'­

tratarse d e  vectores lihrea 

FIGURA l .  51 

1 1 8  

1.10 VECTOR DE POSICION D E  IDf Pffi�TO. A continuac16n 1¡bic!. 
remos la poaic16n de loe v&rticea de la pir!mide, usando -
vectores. 

Para lo cual , definiremos al vector como aquel segmon 

·te dirieido que rerte siempre d el orí&en del siste�a coor­

denado y lleg� a cada uno d e  los v�rtices , es decir, lo 

que se pide son los vectores : O�, o� , OC, OD y OS: tlon� � ,  

o 
A 

1l 

Se�n lo 

DA 
1m 

• � 
1r5 

OE 

( O ,  O ,  O) 

( 3 , 1 , 0) 

( 5 ,  3 , 0 )  
vi ato : 

A-0 

1!-0 
C-0 

D-0 

<:-o 

e ( 3 , 5 , 0 )  

D ( 1 , 3 , 0 )  

:E = ( 3, 3 , 6 ) 

( 3-0,1-0, 0-0) 
( 5-0,)-0,�IJ) 

( 3-0, 5-0,0-0) 

( 1-0, )-0,0-0) 
( 3-0, }-0, 1':-0) 

( 3, 1 , 0) 

( 5 , ) , 0) 

( 3 , 5 , 0) 

( 1 , 3 ,0) 

( 3, 3 , 6 )  

Obs&rvese que los vecto�es que van del orir:en �. e: ;­
uno t:l e  los v&rt1ces, tienen sus co,�nor¡entes iguales !!. 1��­
coordena(�as de los puntos finP.les.  P�ra. un punto cu�l�· ;i_: 
ra P (x,y, z ) ,  s e  tiene que : 

P-0 (x-O,y-O,z-0) (x,y,z)  

Y por lo t�nto, se c��l e ��r� t o � o  punto hasta d e  1� 
el hecho d e  que sus coord enai!e.s son 1Vla.les a las co..,non·�.'l 

tes del vector �ue va n el origen al punto en cuestión, nl­
cual se le define como vector de posición, y se represent� 
con una l e tra igu1ü al "!'unto 1'lnl'l.1 , pero mim1scula, con '\­
nR raya enoill\8.. 



Lo anterior se puede represent�r eeo��tricamente � e  -

ls siguiente manera : 

z 

p ( :x , y , z )  

y 

o 
X 

.. 

FIGURA 1 . 5 2  

S e  e!';"t""..hlecc n"l� rel·�ci6n uno 2 uno ··�tre loe ...,, .. : •  

clel e:;pgcio or-to¿;onal oartesiP.no h?.l!ta <l� 33 y el con.1:· �-·· 

de vectores rl e  -posic16n, con la :ni o;O;:! di•1<>nei6n. "Estn -··, 

a cetlq punto P en 33, 1 e corresponde uno y s6lo un ve'..,_._._ 
d e  posición p en el r-".,.,.,o es'Jlacio y viceversa, cor.'lo :! ""  .. � ,  
serva en la :figura. 1 . 5 3  

FIGURA 1.'33 

1 1 9  

Procediendo del mismo IDodo ee OUIIIple qllll en el. eepa­

cio 7!" hay una relad.6n uno a uno entre loa puntos del e &­

pacio cartea:iano ortogonal. Jfl, ¡ l.oa vectores d e  poa:ic1.6n­

de estos puntos en el. mismo espacio. 

Por medio de dos vectores de poaicicSn se determina el. 
vector que une dos puntos cual.eequiera, como ee indica en 

la. figura 1.. 54 

z p 

R 

X donde Pll -"" r-p : .a-P 

PIGU!U. 1 .• 54 

tn este caso P es el p�nto inicial y R el. punto :finol 
l..l.l PROlJtiC'OO ES�;ALAR l>E lOS VECTO!ú:S. l.l01.1ULO JJE UN VEC­

TOR. Hasta el momento ee ha considerado el. aspecto geOID! 
tlico de loa vectores, a continuación se definirán otrns­

operaciones entre vectores y sus propiedades correspon- -

dientes, ea decir, se ba.rá el tratnmientQ anal.:!ti.co de -

loa vectores ; el. p:dnc1pal. interés es aplicar laa opera­

ciones entre vectores a la Geometr!e. Anal..!ti.ca. 



l.ll.l F.'":O'!>UCTO E'iCAJ.AR D::: DOS VEf:TORES. 

l>EPINICION l .  45 

Sean p = (P¡,p2,p3 ,  . . . ,p11) 7 �: (r1,r2,T3, • • • , r11l 
dos Tectores da J!!l. 

Entonces el producto punto 6 producto escalar de p y -
r, denotado p.r (16aee p punto �)1 se deCine como: 

ll ji.r = P1 rl + p2r2 + p}r3 + • • • + Pnrn : .r;:l 
pkrlt 

Obsérvese que para calcular al producto escalar, mul � 
plicamoa las componentes correspondientes y luego se suman­
los producto e ,  obteniendo como consecuend.a un escalar (m1-
me1'0 real ) ,  y nunca un vector. 

Efe ctuar los productos AB•Ali, AB·Eii. EB·AC, Xll·Ilcr, 
- y IB·BE. Para. los puntos A ,  B. C y ll; que son loa- -
- vértices de la pir�de� 

DI -::: ( 2, 2,0) , 

:ra -= co,4,o ) ,  

¡¡¡ ::. (-2,2,0) . 

Entonces, 

:B<r -:. (-2, 2,0) . 

BD = (-4,0,0 ) ,  

m: :=. {-2,0, 6 ) .  

IB·Ali ... { 2 , 2,0) ·(-2,2,0) =- 2C-2) + 2(2)+ o(O) = -4+ 4 .. o 
• 

• . I:S·ID .:o o 

D·lm =- (2, 2,0) ·(-2,0,6) = 2(-2) + 2(0) + 0{6) = -4 + 0 ::. -4 

• • • Al3·BE ::  -4 

D·M = (2,2,0 ) • (-2,2,0) = 2(-2) + 2(2) + 0{0) .: -4 -t- 4 =  o 
. . . IB·:OO = o  
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ni·lm : ( 2,2,0) • C-4,o,o) = 2{-4l + 2(ol + 0 (0) • -e -.. o .::. -e 

iJI·Atl' :. ( 2, 2,0) . (0,4,0) : 2(0\ + 2(4'-\-0(0l = 2 + 6 .:. 8 
. . . All· Al! = 8 

T:as propiedades del producto escalar se establecen -
en el siguiente teorema. 

Para todos los vectores p ; (P¡,p2 ,p3, • • •  pn) ,  

9 : ( ql' q2, q3 ' ' ' "<1n' · r ::. ( rl ' r2, r3, • • •  rn) en Jfl y los 

escalares :>. e¡  IR ee cum�en las siguientes propiedades :  

1.- P .  r -=- r · P 

2.- (p+r> · <i = p · q  + i' · ii  
'·- e ).  p) • r "' .h q; • r) 

4.- r .  r ') o para todo r -j. o 

l'llOlJIEIJA.l.l COm.IUTATIVA 

lllSTRl:WTIVA 
• ASOCIATIVA �) 

5 . - r•r o si y solo $1 r = � 
A continuac:i<ln se aemost:re.r� algunas de las propie­

dades en FY 
Ro t�xminos de las componentes y considerando los -­

vectores en z3, tenemo� 

Como toaoa los sumanaoe son el pro�ucto entre eacal� 
res. Re puede aplicar conmutat1Vidad entre ellos, es de­
cirr 



Por la de�1nic16n de producto escalar, tenemos a 

Ea decir, 

Ahora para probar la distr1butiV1dad1 consideremos : 

<P+r ) · q  = [< pl ' p2, p3 )  + (rl'r2,r3 l} • ( ql'q2,q3) 
Efectuando la suma entre p y r, ee tiene : 

(P+r ) ·q = (P¡+rl, �2+r2, p3+r�) • ( ql ,q2,q3} 
Y por la de�in1ci6n de producto escalar : 

,. 

<P+r)•q = hl+rl )ql + < �2+r2lq2 + ( p3+r3 )q3 
Por la propiedad distributiva para escolares 

Reagrupando obtene�os : 

( plql+p2q2+P3Cl3 )  + (rlq1+r2q2+r3q3 ) 

Y por la definici6n de producto escalar, tenemos : 

ii·ii + r-q 
Las otras propiedades s e  dejan al alumno como ejercicio. 

EJEMPLO 
Cal.cula:r, 

JOLUCION : 

Por la distributividad del producto punto, 

Pero : por lo tanto 

( e+b) • ( a-b ) ¡.¡¡: - '5·'5 
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Calcular : 

SOLUCION : 
Aplicando la d istributividad obtenemos : 

Por conmutat1v1dad a•D .b.ii' y ae! 

(a+b ) ·(�+b ) • a•a + a•D + a.ñ + ñ.o o ¡.; + 2(a.o) + o.o 

1 . 11 .  2 MODULO, NORl.tA O LONGITUD DE UN VECTOR. 

Supongas& Bhora, que ee desea calcular la longitud de -
las aristas de la �irámide, por ej emplo, �a de la arista �ue­
une loe puntos A y E. 

Se sabe que la distancia entre dos -¡mntoe viene c'!Rr'a '!'O� : 

dAE ,. /(xE-xA) 2 + ( yE-yA.)2 + ( zE-zA)
2 

por lo qup la l ongitud da la ariete ser' : 

du: "' /o-
'

3 >2 + < J-1 )
2 

+ (6-o1
2 

.. ¡;::;;: =¡-;; 
Analícese si en el caso de dos vectores , se puede lleg�� 

a determinar la longitud de la arist� en eetud1o. 

El vector AE est!t de:f'inido por : 

AE = OE - OA = [<xE-xA} ,  (yE-y1) ,  ( zE-zA.)] 
, . 

es dec:l.r, AE "' [< 3-3 ) ,  ( 3-1), (6-0)] = {0, 2, 6 )  

hágase el producto escalar AE•AE, y queda : 



como se puede observar, comparando 1 y 2 vemos que :  

u.Af � d� 
es <1eo1r, 

con lo que ae llega a la siguiente : 

DXPINICIOR l .  46 

El mbdul o ,  norma o longitud de un vector rs(rl,r2,r3 ) 
denotado por lrt se de:fine como : 

1 r 1 .. j r • r 
Dicha d ef1c1ci6n, se puede generalizar al espacio En. 

Eu tuno16n d e  sus componentes se e�presa como r 

es decir, 

obsérvese que : 1 rl 2 
J 

1T!1rt = r·r 

1 

" 

,./' f---
1 1 
1 
1 1 _,"' 1 , 
' 1 ,,' _,-' 

- - - - �-� � 
-----��-r.�'� - 2- l/r1+r2 TIC11R4 l.:S:S 
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y 

La8 propiedades del móáulo de un vector, se establecen-­

en el siguiente1 

Sea r :;  {rl,r2,r}) Y >.ca 1\! '  entonces , 

l.- ¡ra ) O  ai r t- o  
2.- li'l = O  si r :: O  

,._ .. t>.r e "'  ,\tri 
A continuaCión se demostrará una parte del Teorema. 

Sea el vector r : ( r1 , r2 ,r3) y ).e � ,  entonces1 

)¡: = ).(r1,r2,r3) 
Apli cando el proóucto de un escalar por un vector, ee o� 

tiene: 

>. :r ,. c>.r1,lr2,h3> 
Calculando el módulo del vector anterior, ee tiene 

I Ar l :. �().r1)2 + (.h2>2 +Ch3)2  ( l )  
&J:ectuando operaciones entre los escalares ). ,  r1, r2 y r3, se 

obtiene : 

1>. r 1 = � ;>.2rf _.. .>-2r�+ ir5 
tactorizando l se obtiener 

pero 

p,¡: 1 ::.  • • • ( 2 ) 

� rf .f. r� + r� ::. 1 r 1 • • • ( 3 ) 

sustituyendo ( 3 ) en ( 2 ) queda: 

¡ ),i' 1 = A li 1 L,Q,Q,]). 

Obsérvese que si lrl=l , entonces t>.r 1 = ). . 



J 

Otro teorema importante, ea el eiguiente1 

� = _!:,_ ¡:  
1r, •r 1 

un vector, queda: 

y como 

es decir, 

y aplicando el producto de un escalar por-

aplicando fa os!inición de m6dulo 

por lo tanto 

L.Q.Q.II. 

Considerando el vector hasta z3, obsérvese que 1/ r es ­
un escalar, y por lo tanto i'/l r l  oue es igual. a(l/lrl) r, es ­
el producto de un escalar por un vector y por lo consiguiente­

r es paralelo a i'/li'l t con la mi.s�:�a dirección y de m6dulo �­

como ya ee demostró, lo que se ilustra en la rigura 1.56, a tt! 
cho vector se le acostumbra llamar el unitaxio de r 

.PIG. I .  56 
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a e r 

a).-

b ) .-

e}.-

EJEM'PLO 

Sean loe vectores 8:( ), 0 , 5 )  y D=( ?.,-1,-3) .  Celcul� 

a).- lal 
b ) . - ()e:f 
e).- 1- , - , B. + � b 
d ).- lo/l'bfl 

, - - , e ) . -
a+b 
la+ol 

SOLUCION : 

¡ 9+0+25 
Calculando el vector 3a queda : 

3ii .. 3(3,0,5) ( 9 , 0,15) 
Y su módulo seri : 

13a l z /<g)2+< o >2+<ls >s 
l 3al .. 3 134 

Calculando primero 
- 1 -a+ ;; b ae tiene : 

- 1 ..,.  a+ 2 "  .... ( 1, 0 , 5 )  + � ( 2 ,-1,-3 ) 
(4 ,-1/2,7/2) 

�2 + ( -1/2)� + (7/2)2 

( 3 ,0,5) + (1, �·-i) 

= J'16 + 1/4 + 49/4 ¡ 114/4 = (1/?)¡;:;; 



d).- Calculando pr�mero 'b/l'bl , se tiene s 

(2,-1,-3) ( 2,-l,-3) 

/4+1+9 
l "' - ( 2,-1,-3) 

.¡-;¡ 
(2/Jl4,-l//í4,-3/Jí4) 

Y su módulo ser& : "' j4/l4 + 1/14 + 9/H 

Obs&-vese que se cumple lo siguiente : l b/l'ii l l= 1 

e) .- EfectU8D�O operaciones entre vectores queda : 

= 

( ), 0, 5 )  + ( 2,-1 ,-3) 
la+'ii l 

1 

( 5 ,-1 , 2) 

( 5 ,-1 , 2 )  

/< 51./30)2 + {-1./.,130)2 + ( 2/1)'0) 2  

�25/30 + 1/30 + 4/30 

./30ho 1 

Obs�rvese que los vectores divididos entre su módulo, 

siempre resultan d e  módulo um ter� o. 
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1.11.3 DISUNCU ENTRE lJOS PU!iTOS EN x3 
Como ya se vió, para calcular la dietand.a entre los 

puntos P(pl'p2,p3) y R.(r1,r2, r3) ,  es establece el voctor 

IDI 6 Jñi, y el módulo del m1 611lo será la dietand.a entre los­

puntos como se ve en la figura 1 . 57 

Sean p y r, los vectores 

da pos!. ci6n de P y R respect.!_ 
vamente, entonces � 

Y por lo tanto, 

Y en fund. ón de sus com­

ponentes : 

EJ l:ll PLO 27 

'P!GURA 1 . 57 

)Jeten:únar la longitud de las diagonales de la base de 

la pirámide de la t'ig¡.tra 1..44. 

R 

SOLUCION.- Estas ven de A(} , l , O) n C( 3,5,0),  y de - ­

B(5,},0) a �(1,} ,0) 6 viceversa. Entonces, 

d!lr =l�l:· \c-a l .= I (3,5 ,0l-(3,l,o)(  ... f (0,4,o)1 -= 1/o2..., 42+ o2 
• • •  IArrl= 4 

y lml= 1a-o 1=  J(l,3,0)-(5,3,o>l = J(-4,o,on = V<-4)2-+ o2+o2 
• • • IIml .::. 4 



1.12 PERPF.NlJIWLA.IIIDA.lJ. 
Eaata ahom conocemos que la pirámide con la. qua se e� 

t4 trabajando tiene algunaa caractarleti.caa mu.y gartl. cula­
rea, como son que loe puntoe A,B,C 1 D de la ba.ee se en- -
cuentran en el plano ri por tener todoe su tercera. coorden! 
da igual a cero , deepuás se v16 que sus lados opuestos son­
paralelos y ahora ae ha determinado que su.s di88onales mi­
dan lo mismo. Todas ésta.e condiCiones , geométr.Lca.mente in­
cü.csn �ua se trata. e1a un paralelogramo , mas exactamente , un 
rectángulo, como se mueatra a continuaCión: 

e 0,5,0 

A (,,1 ,0) 

FIGURA 1 . 5 8  

Obsérvese que :  

¡¡; = (2, 2,0) 

re = ( 2, 2,o) 

¡e ::: (0,4,0) 

.. 

B (5,3,0) 

m -=  <-2,2,0) 

1[j = (-4.4,0) 

iii = (-2,2,0) 

E!ect11ese el proe1ucto escelar entre los vectores e.nte­
zioresf se obtendrá: 
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" .) 

Obsérveee que el producto punto dá cero, solo en el e� 
so de que los vectores son perpendi culares, pues los lados­

J.B 1 A1l son perpend.iculares, as! como ta.mbién J.B 7 AC, lo -
qua se puede ve:d..t'i.car mecliante al siguientat 

L'FW. 1.1 

Sea. r -::.{r1,r2,r,} '1 p ... (P:l_0p2,p3) , si r y p son pe! 
pendiculares, entonces se debe CUIIIplir: 

��OSTaLCIOH.- Si r es perpendicular a p, entonces se 
lee puede conside�r ubicados en los lados ael rectángulo -

PIG. 1 . 5 9 ·  

TID 'ROlo1A l. 8 

de la. rigura 1 . 59. Aprovech� 
do las propiedades de éste se­
tiene que las diagonales deben 

ser iguales, y col!lo los vecto­

res �+P y r-p coinciden con e! 
da di88onal, por lo tanto sus­
módulos deberán eer iguales, o 
sea: 

l r -t  i>a -=- 1r-pl 
L . Q . Q  • .l.l. 

�enn los ve ctores r (r1, r2, r,l y p (P¡•P2 •P3) 

r y p son pezpenái.culares oi '1 solo Id ,  
r · p -= o 

lf�!OSTRACION .- Por el Lema ante:z::lor, si r y p son pe!: 
pendiculares, entonces 



Elevando Al. cuadrado • ae tiene : 

r r + ii f = 1 r-i5 J2 
"Pasando todo al primer miembro, se tiene: 

1- - ¡2 ¡- -¡2 o r ot p  - r-p = .  
'T COCIO 

"Pero, -por definición: 

. . . 

.11 - - • 
� rkpk = r•p · � ·  

(PRO�UCTO ZSCALAR) 

ClllllllCIOll lJE PERPElllJICULARUIAll 
ZliTRE VbCTORZS. 

Es decir, paza aue los vectores no nulos r y p sean -
perpendiculares, ee re quiere aue su producto escelar sea i­
guel e cero. 
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1.�3 INT!mPR�TACION CE01.1-r::TRICA DIDJ PRODUCTO ESCALAR . Pi'!OY]; 

CCION ORTOCONAL. COMPONENTES. ANGULO EUTRE DOS VECToa=:s. 

1.13.1 PROYECCION ORTOGONAL. COllPOrlEliTES.- Ver�oe ahora el 
concepto de co�ponente d e  un modo mas general , ref1r16ndo­

la no solo a los ejes coordenados, sino a otro vector cu�1 
QUiera. 

Sean dos vectores cualesquiera a y o en E3. Pásese ­
por el punto in�cial de a,  una re�ta paralela a b, y t�,c� 
se una perpendicular a dichsi recta desttP. !!l extremo fi:-.1\1-
d e  i, tal como ee muestra en la figura 1 . 60 

., A 

FIGt1ti.A 1 . 60 

El vector a �orma la hipoteous� d el tri�ngulo rectán­
gulo OAB. El s egmento dirigido OB, puede expresarse como : 

M .. k o kER 



.Ahora bien, li y � son perpendicuJ.a.res, por lo ta.nto1 

t;.� .. o (1) 

:Ue la figura se observa que: 

Ae! que sustituyendo este resultado en (1) , se llega. a: 

Y aplicando la. ley distributivas 

Al aplicar asociatividad; 

,. 

Por lo tanto 1 

como o-5 y a•a son escalares ,  se obtiene el valor de k, ez 

decir: 

( 2) 

� vector ko, aloj ado en el cateto OB del tr.lán��­
rectángulo de la figura 1.72 se ll�a "PToyección ortog2 
nal de a sobre o", y se denota por Proy a• con el valor­

li • 
de k1 dado, en ( 2) ,  ae puede escribir: 

Pro y a = k'6 :. ¡¡:. 0 1i 
1i � 
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Que también se puede expresar como1 

Pro 
- � a· o t; Y o a -""""ii! "i'Ei 

'Ei pero por lo visto en el Teorema 1. 7-- es un vector-
- ¡¡ ltil u.ni tario en la dirección de '6 y ....!!!..._� un escalar que mu1, 
llil  

-

o 
ti plica a dicho vector uni tario, por lo tanto ..!.!-- noe llil 
representa la longitud dirigida del vector proyección a., '5 

Com'O i, -
· e  

se llallla 

es decir: 

"C:omponente de a sobre c"y se denota 

Comp a 
'6 

= a·"'i 
1 '5 1  

lle manera análogas 

Comp _'6 � 8• '6 
a 1 ii l 

Se denomina longitud dirigida, pues si la Comp a es 
'6 

positiva, se medirá en la dirección del vector '6, en cam-

bio, si es negativa, ser� de sentido contrario. 

�e aqui se tiene que si s  

a:. ti = 1 '6 1 Comp a 
ti 

Entonces el producto puntO entre ñ y 1i se puede ex-­

presar como el módulo de uno de ellos , multiplicaao por -

la componente del otro, sobre el primero. 

¡· 



1�13.2 ANGULO EI-ITRE DOS VECTORES. En la figura l .  61 se ver! 
f'ica que : 

Co11& = 

Pero r 

a·i 

''O'!Jt lk'Dt 
·�· • Jm:J 

lkot .. -- Y IDA! = ra1 l '5' 
Por l o  t:1nto : 

a·'b 
Coa 9 = 

13 
( OBI = Jkbt .. Co� a 

FIGURA l .  6l 

Eeta ex�resion �ermite c�lcular el coseno del án�lo­
que forman los vectores a y 'b. De acuerdo con esta ecue-­
ci6n, otra msanera de indicar el produc-:.o escalar, es ; 

Se deja al lector como e j ercicio, verificar que s e  o� 
tienen los miemos resultados para : 

Para la pirám1ee de la fig. 1.44. calcular : 

a ) , - Los �ngulos que forman los lados ilel trién,o:ale>­
ABE. 

b ) . - La Com�"'(:BE y la Proyü'CllE. Ver figura l. 62 

SOLU�IO•: : 

n &neulo formado por el tri�n.-:;nlo ATS en el v.�rt i � c­
A, e3 el qu� for��n los vectores ATI y AIT. 
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E( 3 , 3 , 6 )  

FIO'JRA 1 . 62 
Por lo t!lllto : 

a) ll! = ( 2, 2,0) ; Ai .. (0,2,6)  

{2, 2,0)  • ( O ,  2, 6) 
Cos .( A : --¡:=::;:===::===:::=-r=�:=======----=­

�(2) 2 +{2) 2 -+ (0) 2 �(0) 2+ ( 2) 2 + ( 6 ) 2 

( 2) (0)�(2) ( 2)+(0)(6) 
coa .( A =  -:;:::=:::;::::::;::-:;¡:;:==.=::=:=:-­\j 4 + 4 + o �o + 4 + 3b 

4 4 
Coa � A = '{8 \j40 - \[320 

4 



. . . 

. . . 

]!¡o'Jm 
Coa ¡: B :.  1 U!X:IIID'! 

coa f. (-2,-2,0) • (-2,0,6) 
E �����==�s=�==��� � (-2) 2•(-2)2+(01 2 �(-2)2-t-{0)2+(6)2 

(-2)(-2)+(-2)(0)�0){6) 
Coa '�So B :: --:;:::::;:::;::::;=:::;:::-:;::;=:::::;:;=�;=---­� 4 + 4 -r O  �4 +0 +3€> 

4 4 
Coa f. B : f8 {40 - \.[320 

-( A :. '\B :. 77. 079° 

l'A·'Irn 
Coe (. E :: --­lEAl J¡j}t 

(0,-2,-6) • ( 2,0,-6) 
Coe � :;;: : -¡::=::===:::==�r====::==::===::=­�(0) 2-.(-2) 2.,.(-6) 2 � ( 2) 2+ {0) 2t-{-6)2 

(0){2)+(-2)(0)+(-6)(-6) 
Coa J: E =--:r?==�=-:�r.4=+=�::;6:::;---'J 0 +  4 + 36 J 

Coa 
36 9 

� E : - = --
40 �o 

b) m: ::. ( -2,0,6) 

. . . 

lm·lilr (-2,0,6) • (-2,2,0) -2(-2}+0(2)+6(0) .t 
Comp l!Z = --- :: = ===-

Ni l lllJI �(-2) 2+ C 2) �Co) 2 \14 + 4 -rO \t) 
· m c-2,2,0) · pro y ml ::. Comp m: " -- ::� -----=�--

136 Ji¡; NI 2 .(2 -::. (-1,1,0) 
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1.14 VECTORES UNIU.HIOS i , j ,k. POI&A TRINOIUCJ. liE UN -
V.ISCTOR. 

Se ha v.t.ato, que al div.t.dir Wl vector r entre su m6 
dulo1 se obtiene un vector en la mi8111a dirección de r y ;: 
de módulo uni tatio, representado por li'l; ae entre todos-

loa vectores de mcSdul.o u.ni tarto, son de pi:lmordial 1nte­
r6a1 aquellos que llevan la mi8111a dirección que lae par­

tea positivas de loa ejes coo-denadoa, y a los cuales, se 

denotarlt co1110 vectores unitarios i , j ,k; y se ooservan en 
la figura 1.63. 

k 

o�_.....,..... ___ _. y 

?IGURA. 1 . 63 

A cont:LnuacicSn, ee obtendrá WlO de los vectores uni­
tarios. 

Sea p =(P:J..1010) , un vector en la dirección posit!.va 

del eje x. S1 ehora se naos un1 ta.rio, se tendrá: 

l- l ( O O) - l .
( O O) - - vc >2 < >2 c >2' PJ..· ·  - v ¿· PJ.. · · l P l  P¡ ... O + O PJ. 



Simpli!1cando t 

l. esto vector se le llBIIla 1 = (1,0,0) . 

Los vectorea j ::.  (011,0) , le =  (0,011), as encuentran 
de manera aemejante. 

l.demits se debe verificar que por llevar las d1recd.2 
nes de loa ejes ortogonales, son perpendicularea entre sí ,  
por l o  tanto, sus productos punto den cero, como s e  indi­

ca a continuaeiónz 

1•j  = {1,0,0) · (0,1,0) ::. 1(0} + 0(1) + 0(0)= o 

i • k ::.  (10010) •(01001) = 1(0) + 0(0) +0(1) = O  

j ·Ir.= (('1,1,0) . (0,0,1);: O( O)+ 1(0) + 0(1) ::: o 

Por lo tanto, se vezi�ica quet 

:i .1. l. l.  k 

Una de las prillleras utilidades de loe vectores - - -
1 0  j , k; es la de poder e::tpresnr cualqui er vector en tér ... 

lllinos de ellosf segdn se ven!ica en el siguiente teore111a. 

n'.OBEM.l 1 .  9 

Cada vector r = ( r1 ,r2,r3) , puede ser expresado en ­

la .t'ormat 

r =  rli + r2j + r3k 

Llamada , forma tr1n6m:ica del vector r. 
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Por 1aa propiedades T.lstas, el vecto:t' r puede eer­

expwsado como t 

TalRWA. 1.10 

S� ltE VEC1'0RES. 

�EPINICION DE PRO�UCTO 
:rc>R UN ESCALAR. 

l'OB. l.IEP'INICIOD liE VEC­
TOR UNITARIO. 

L.Q.Q.J.J. 

Loa vectores unitarios i 1 j ,k¡ son linealmente inoe­

penoientes. su ��aontr�c16n se �ej� co�o e 1 ��c1cio. 

Ademáe , ee concluye que ,  como 1 , j 1 k ¡  son linealmen­

te inoependientes y pueden generar cualquier vector ce E3, 
enton ces :Corman una base en E3, ·que es la que lllás comun­
¡aente se usará. 

1.15 ANOULOS Y COSENOS l!IREC1'0RZS. 

l!E.?INICIOU 1.47 
, 1 sea un vector cuaJ.quiera r = ( rl , r 2 , r3) . ... los ántm 

los que forma el vector r con la parte positiva de cada 

uno de los ejes coordenados ::t,y, z;  se lee llama, ánGulos 
directores del vector, y se lee denota por ..e , \!1 y � 

respectivBIDente y a los cosenos de dicho.e ángulos, se -

les llama, cosenos directores del vector, donde ..t , � y � 

están cOJJ.t�n1doe en el intervalo l O,lr]. 



A 

, , , , , , ,' f-----
1 1 1 1 1 
1 
1 
1 1 
1 

y. 

1 

, 

PIGURA. l .  64 

Obsérvese de la figura 1. 641 que en el tnángulo OJ..R 
está. « .  

� 

o �  t. A 
En el tnángul.o OBR está � . 

R 

o�� 

En el OCR está t- . 

o 

1 3 1  

Como s e  observa, el ángulo que t'orma el vector r,  -
con la parte positiva de los ejes �.�,z: es el mismo que 
el !armado entre r y los vectores unitazioe 1 1 j 1k. Pa­
ra calcularlos, se emplea: 

r.t 
Cos.c = --­lrllil 

.Análoga.men te : 

r 
CosA::--2-

\ a:r1  
r 

Ce e Y' = ___::¿_ ' lrl 

TIDREMA. l . U  

___ ( r
�1�

·
-

r
�2

-
, r
�3�)

_
(
_
l
_
,o_,_o

_
) __ _  � 

1 rl  l' rl (1) 

( 2) 

( 3) 

Ri í' = ( r1 , r2, r3) y e{ , � , "' i son sus ángulos di re� 
torea, entonces u : (COSo( , COS ('! ,coa � ) ,  es el vector uni­
tario de r. 
Demostración : 
Como el vector unitario de r eaz 

Y aprovechando las expresiones ( 1 ) ,  (2) y (,) , se tiene: 

li'l : ( coa e< , co e �  , co s 't )  

Que representa un vector de mddulo 1 con la misma dire� 
c16n que r: 



T"OOBWl 1..12 
51 11( • p • t son loa ángulos di :rectores de r, entonces a 

lfWOST.RACION: 

Elevando al cuadrado las expresioneo (1) , ( 2) y (3) ,  ea 
tiene z 

2 

coa2.( :�, lrl " 

Agrupando términos: 

Por lo que �  

'r:fX>EWü. l. .1) 
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d , (l , � son l.oe ltnguloe directores de li=(P¡,p2,p3) ,  ento!l 2 2 2 - - � 1 16 cea, el !nguJ.o � entre r 7 p, esta dado 'POr a e:xpree n t 

se deja la demostrac16n al alumno. 
EJ:DIPLO 

� Dado el vector r=(6,-2,1), encontrar aue cosenos direct� 
res. 

SOLUCIOI'I : 6 6 6 r1 coa � = J 62+(-2 ) 2+12 1 J 36+4+1 .r;; J 2 2 2 r1+r2+r3 
r2 -2 -2 2 COB � a - -.¡ 2 2 2 J62+(-2) 2+12 J36+4+1 ¡;:;-r1+r2+�3 
r3 1 1 1 coa t :2 

J36+4+1 = ¡-;; Jr2+r2+r2 1 62+(-2 )2+12 1 2 3 
EJ'F!.n'LO 

Dos de loe cosenos directores de un vector son: coso( -=2/3 
coe� =-1/). Hallar el valor de cos 't .  

, 
SOLUCION: 

008� + cos2(:J + cos2 t .. l 
( 2/3)2 + (-1/3) 2  + cos2� • l 
cos2� = l - ( 4/9 + 1/9 ) .. 1 - 5/9 

4/9 
. . . 

2 coa lA .. + 
1) - 3 



' 

Hallar los cosenos directores de un vector que forma �n­

gulos iguales con los ejes coord enados. 

o( = (J = � 
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SOT..UCION r 

3 coa2..t. 1 coa o( = + _!.... =:: + {3 
- .¡r- 3 

coa � .. col! � 

l.Í6 PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. APLICACIONES. 

Hasta ahora, se vi6 el producto do los vectores que dd -
como resultado un escalar, a continuación, se definirá el pr� 
dueto entre vectores que d� como resultado otro vector, y �ue 
es de mucha apliceo16n en el tratamiento, de moQentos, veloci­
dades angulares, etc • •  

DEFINICIO?I l .  48 

Sean P=Cpt , p2, p3 ) y r=(r1,r2,r3) ,  entonces el pro�uc­

to vectorial 6 cruz de p Y r, que se denota : p X r, se defi­
ne como r 

Una repreaentacibn más fácil de recordar del producto -
Vectorial p X r es por medio de un determinante de tercer -
orden, en la forma aif,Uiente : 

i j k 

Oba6rvese que en el llt"imer renglón est� siempre los ve� 
torea uni tarioa, lae COr:I'!'IOnentes de ii en el segundo rent;l6n :: 
las de r en el renglón final. 

Las propiedades del producto·veoto�el se establecen ­
en el siguiente s 

TEORn!J. 1.14 

Sean pdpt oP�oP;¡ ) ,  qc( q1, q2,q;¡) y r ( r1 ,r2,r3) ve� 
torea de v3 7 sea ¡iH R, entoncea s  
l.- p x r � -(r x p) • •  EL PRODUCTO V'?;CT. 

ES NO �Oh�'U�TIVO. 
2.- "(p X r): ().p) X i.' :: p X {Ai.') PROP. ASOCIATIVA. 

PROP. lJIST. lJEL PRO­
.IJUCTO SOBRE LA S'lfJA.. 

l.JEI!OSTRA.CIOlf. (l.-) Aprovechando que el prod.uoto 
cruz se puede representar por medio �e UD determinante, se­
"tj_ene que :  

1. j k 

al intercambiar el segundo con el tercer renglón se obtie-­
nes 

1. j k 

ji x  r = - rl r2 r3 

P¡ p2 p3 
este determinante representa el proaucto r x p  

P .x r = -<r x ii> 
Las demás propiedades se dejan como ejercicio al lec--

tor. 



, 

�Rfl&A 1.15 

Si ·p.(P]_•Pz•P,) -r r::(lJ_ ,r2 ,r,),  entonces: 
IP x r12 = tPI 2 trs2 - <ii . r)2 
Llamada "Identidad de La.grange". 

:U:WOS�RA.CIOR. 

Si IP x i=l2 -:: (p2r3-p3r2) 2 + (p3rl-Plr3) 2-+ (P:l.r
2-p2rl)2 

- 2 - 2 
(- -) 2 ( 2 2 ¿) ( 2 2 2) ( ) 2 IPI lrl - P• r = pt+ Pz+P3 rl + r

2
+r3 - P:l. rl+p2rz'"p3r3 

Jeearroll.a.ne1o e. igualando se obtiene una identidad, con lo que -
se demuestra el. teorema. 

A partl.r ae la. j.dentidad de La.gre.nge, se cal.cul.a el :J6dulo­
del. producto vectorial, de la s1gu1ente manera: 

:omo ¡; • r = ¡ii\li'l cos e 

Sustituyendo (2) en (l.) ae obtiene: 

I P  x i'L2 = JPI 2 Jrl 2 - l ii 1 2 J rt 2cos2e 

!actoriza.ndo : 

I P  X r ¡ 2  -: I P\ 2 trJ 2 (1 - cos" 8 )  

utilizando l a  identidad aen2e .. cos2e .:ol 

t ii ::r. rl2 : ¡iit 2 1r1 2 een2e 

finalmente, sacando ra:!z cuadrada 

1 ¡; ::r. r ' = 1 p\ 1 rt sen e 

L.Q.Q.lJ. 

(l) 

( 2) 
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Como el producto p x r d& .por resultado un vector,­
noe interesa saber hacia donde va dirieido y Para esto con 
aideramos el eieuient e :  

T"EORC:.!A 1.16 

Si P g ( Fl , p2, p3) y r = (rl ,r2,r3 ) 

p X r es per�endicular a p y a r. 

DE!I:OSTRA CIO!f 

entonces : 

( i ) Si p X r es perpendicular a p, se tendrá que : 
<'P x r> • 'P • o 

Sustituyendo sus componentes correspondientes queda s 

(P,:r ) • p  .. ( p2r3-p3r2, p3rl-plr 3 ' P:l.r�-p2rl )  ( PJ_ , 1)2, p3) 

{p:xr) • p "' Fl (p2r3-p3r2) + p2( p3r1-P:I.r3) + p3 ( l�J.r2-p2rl) 

Desarrollando y simpli�icando : 

(�xr)•p = ,P¡P2r3-P¡P3r2+P2P3r1-P2P¡r3+P3P1r2-P3Pzr1 = 0 

(11) "La demostraci6n d e  que (pxr) es perpendicular a r s e  
deja como e j ercici o . 

Para tener totalnente d efinido el producto vectorial­
solo falta mencionar que su sentido es tal que si ee ll eva 
el vector p hacia el vector T, girando el menor &ngulo­
posibl e, este gir� s e  v� desde pxr en sentido contrario­
del giro de las manecillas del reloj, como se ilustra en ­
la ngura 1 . 65 



¡; x r 

PIGURA 1 . 65 

Una aplicación del producto cruz es la del cálculo de � 
reae. Considérese a continuación un paralelogramo que alo­
j a  en dos de sus lados concurrentes a loe vectores p y r, 
tal como ee vá en l a  figura l .  6.S. 

- - - --- -----� 
1 1 

1 1 
l h= l r l sen Q / 
1 / 

1!GORA l. 66 

1 , , , 

, 
La altura del paralelo-­

gramo est� dada por: 

t rt sen e 
. .  

en tantO que su base ea igual 
a 1 p 1 por lo tanto, el aren 
A e s :  

como : 

( P X r l : l!it lrl sen 9 

Es decir, el area del paralelogramo cuyos lados estén -
definidos por los vectores r y ji está. dada por la magnitud -
del producto vectorial. 

ces; 

TEO'Rn4A 1.17 

S1 P"<P1 ,p2, p3) Y r ::( r1 ,r2, r3) son paralelos, en ton 
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l.ú}lOS'l'RACION 

1 j 
ji x r  : 

Este determinante solo puede ser cero si dos líneas son 
igualee o proporcionales. 

Para que se cumpla el paralelismo ee vió que: 

P:t 'C ).. rl 
P2 = ).. r2 

P3 = ).r3 

Susti t'..tyenc:o estos valoree en el eh; terminante an\enor, 
queda: 

1 1 k 1 

¡; ix r :: Ar1 .>.r2 .l.r3 = ,l. r1 

3 k 

ji x r -=. o  

EJK>IPLO 

= o 

L,Q.Q,]J. 

En la pirácice del inciso 1 . 10 calcdl.ese el area de la 
base Abe� y ae la cara AEB. 

SOLO(;IOl! . 

Si la base es un paralelogramo, entonces su área se pu� 
de calcular por medio cíe 'la magni. tud del producto cruz ae 
los vectores que lo to�an, esto ea : 



A 

.A.S 
¡¡¡ 

. . . 

A(3,l,O) l 1 >(1,3,0) 

B ( 5 , 3 , 0 )  "'--------_.- C ( 3 , 5,0)  

!'IGUl!.A. l.  67 

:: } A!i x A.iJ I 
� ( 2, 2,0) 
= (-2,2,0)  

All X A.IJ = 

1 

2 

-2 

j 
2 

2 

k 

O ::: 1 (0-0)-j (O-O)+k(H4) 

o 

La cara AEB es un triángulo 

/\

( 3 , 3 , 6 )  

A(3,l,O)  � >( 5 , 3 , 0) 

1 \.,....., - t Y por lo tanto, AA.AF.i3 - 2. A.:. x �D 

.L"' GUHA l. 68 

M1 :: ( 0 , 2 , 6 )  � = ( 2,0,-6) 

j 
2 

k 
6 ,. i (-12 ) - j ( -1 2 ) +  k(-4) = -l2i:t·l2j-4k 

2 o -6 
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E.Hl�PLO 

� �(-12} 2+ (12)2+ ( -4 ) 2 = ; \1144+144+16 

A'= t [304 -:: 2 .(19 u2• 

Por rnedio del producto cruz encontrar un vector perpcn­

di culnr a loa ve�torc o :  1 y j ,  j y k y k e 1 .  

SOLU(;IOU : 

Por defini Ción de producto cruz, se tiene: 

i 

i x j :. l 
o 

o 

l 

k 

o = i (0-0)-j (0-0)-t k(l-0) ::. k 
o 

:1. x j = k .  Por lo tanto , i. x j : l� ea perpend.icular 

a 1 y a j .  (Esto o� ev1aente debido a que 1 1  j y k están a­
lojados en ejes or�ocon�es) . 

i j k 

j X k -:. o l o ::. i (1-0)-j(O-O ) �  k(0-0) = 1 

o o l 

j X k = 1 y j X k ; 1 es perpendicular a j -
, 

y a k.  

1 k 
k X 1 :: o o 1 = i (0-0)-j (0-1) + k(0-0) = 

l o o 

k x i  .... y k X i = es perpendicular & k 
y a 1 .  



1 . 11 PliO.IJUC�O UIXTO. APLICJ.ClONES. 

A cont1nuaC16n combinaremos las operaciones entre vect2 
res vistas anteriormente, como se ilustra a continuac�6n. 

Se pretende calcular el vol�nen de un parale?fpedo usan 

do las operaciones entre vectores. 
Consieáreoe un peralepipedo cualquiera coco el castrado 

en la figura l .  69· 
lJ 

z 

B 

FIGURA l .  69 
X 

Si se tienen definidos todos sus vértices, entonces 11� 

mese ii al vector OA. y b al vector 03, el vollirlen viene dado­

por la expresión: 

V -:; (Are a base ) x {altura) 

donde el área de la base OAGB esti daaa por: 

AREA. !lE LA :!lASE -=. 1 OA x OB 1 = \ e x b \ 

Ahora bien, que se le ll=ará h ,  se debe medir Jlerpenq 
cularmente a 1� base de tal moao que el vol�en es: 
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V l a x o \ ( h )  

La :fi¡::nra anterior se  trl\nsforma en : 

D 

FIGURA l. 70 

Obs�rvese en la figura 1 . 10, que por ser h perpendic� 

lar a la ca�a OAGB, debe ser paralela a a x D y por lo -

tanto : 

as!, 

h = lWI cos B l c l  cos 9 

V t a X Ó l 1 C ( COB 9 

que por definici6n, es el producto punto entre e. x D y -
el vector e, esto es : 

el cual tiene como reeultado un esee.lar , obs�rvese que el­
producto a x b es el que se debe efectuar primero, eon _ 
lo oue s e  llee:a a. la si,c:uicnte d efinición : 

DE?WICIC�T l .  49 Al producto ( a  x b) e se l e  lla­
:na "Producto �·1xto,  y ilá por resulteilo un e-;calqr. 



EJEiSPLO 
CalcuJ.e.r el vollimen de la piré:uiae de la fig. 1 . 44 

SOLU(,lotl: 

Escogiendo los vectores· �. AV y X2, se tiene que 

v :::; .2:.... TIS x AV  • AE 
3 

Recuércese, que el vollimen de una pi r�ide es la t�rcera 

parte del volú.':len de un pa.ralcp:!pec.o 1 e.nte.rioro�ente se ha caJ,_ 

culada All x AJ.J :  

All x AlJ c. 81': por lo tanto : 

Aii X AJJ '= (O ,o ,tl) . 
1 - -, -. V ::. 3 (AB X AJ) • AL � 

V :: 1:. (0·0+ 0 • 2 +8·6)  ::: 3 

1 
3 (0,0,8) • ( 0 , 2 , 6) 

48 u3 . 6 3 3 : 1 u .  

Ahora bien, el producto a X b • C se puede expresar en 
!unci�n de sus componente s  co�o 

agru,ando tár;;dnos y conoci cndo el arrcc:lo de un determinante 

de se¡;undo oreen se ti ene: 

a2 a3 a3 a¡ 

+ 

l al a21 <a x ¡¡ ¡ . ¡;  = el 
+ 

c2 c3 
b2 b3 b3 bl bl b2 

l o · antcL�or, ea el � csarrollo por menores y cofactores del si 

gui ente deterninante de tercer orden: 

e 1 c2 c3 
ii x o · e :: ¡¡.1 a.2 2.3 = e a x 'b Por la conmu � 

bl b2 b_ tividad del J>l'O-
:> dueto punto. 
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Las pro�e�ad�s del ¿reducto mixto se pueden desarrollar 

a.provet:hondo le.s propiecades !le los aeterudna.ntes, como son: 
Que un c!etemi!lante no se altera, si el núbcro de interoaa- -
bies en lineas paralelas es par , así teneoos que: 

eegdn se vi ó ,  el se&undo y tercer renglones corresponden al -

�. oducto cruz, as! . 

¡;: x o .  e = 'b · c x ii.  

el a2 a3 
se cumpl e que ii.xo • c  o•cxa a •oxc 

lo cual también se interpreta, como que en el producto ttdxto­
se pu�den intercembiar el punto y la cruz e1n que se altere -
el resultado o como que se pueden in�e rcambiar �clicamente -

los vectores, siguiendo el orden dado por la operación, cono­
lo ilustra la figura 1.83 

�e ecta manera, es comdn usar para el producto mixto la­
notación: 

[a b e] para indicar el prorlucto en e3e orden con el -

punto primero, o sea: 



(a b e] 

e b 
-----

1.18 lJOHLE :!'iiO.IilJCTO VLCTOP.IAL. 

Se ha visto que el producto ñ x '6 ee un vector, por -
lo tanto , si al vector resultante ael producto a x e se 

multiplica vectorialmente ,or otr� vector �. se tendrá un -
uuevo producto vectorial cuyo resultado' es a su vez, un vec­

tor y se establece· la siguiente : 

DE?INILioN· 1 . 50 .. 

Al producto (a X li) % e se le llama "JJoble producto -
vectorial", y dá co�ao resultado un vector. 

Obsérvese que el doble producto vectorial 
indica que primero debe efectuarse el produ�to 

<a x 'ii) x c­

a X D y de!! 
puás el produc to con e ,  además se tiene otra posibilidad con 

lOS mi smos vectores que e s :  a X (D X e) y están eu el mis• 
mo orden los vectores . 

En este punto surge le. pregunta, ser.;n 1gualee 
{a X O) X e Y e X (D X C) ? 1  la respuesta 88 !undarnenta -
con el sigui ente : 

TEORDIA 1.18 

�ados los vectores a�(al ,a2 , a3 ) '  b�(bl , b2, b3) y - ­

e:(cl , c2, c3) de v3' se tiene que : 

a x (o x e> # <a: x ii) x e 

ll:<l�05rRACION Una menerá part1cuh.r de justificar 
lo, es to�:�ando: a : i ,  b ;:; j ,  c =j ,  as:! : 
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a X o ::. (i X j )  =. k  D X C  ( j  X j )  :. � 
i j k 

y (a X b) X e : k  X j ::. o o 1 ::: -1(1) = -1 
o 1 o 

i j k 
a x (b x e) = 1 X 0 := 1 o o 

o o o 

. . . <a x 'li) x e � a x ('6 x e) 

n:QRZ:lA 1 . 19 
�ados a=(al ,a2, a3 ) ,  'li:(h¡ ,b2,b3)

� 
y c=(cl , c2,c3) '  el 

producto doble a x (b x e) se puede expresar como: 

¡ x (o x e) = (a • e) o - <a • o) e 

Se deja como ej�rcicio al lector la demostraei6n. 

EJillPLO. 

Si ñ:(2, 1 , 3 ) ,  'li:(l , 0 , -2) y c:(}, 211) . C�cular: 

a x (ti x e) y (a X D) X C. 

SOLUCI011 : 

a x (o x e) = ( ii  • el 'ii ca: • 'ii) e 
a .  e ;;:  ( 2,1,3) . (}, 2,1) :: 2(3) + 1 ( 2) +3(1) - 11 

(a . e) '6 = n(l ,o ,-2) =· cu,o,-22) 

a • '6 = (2�1,3)  • (1,o ,-2> = 2(1) +l(o) + 3 < -2> -4 

(ii • ti) e :: -40,2,1) = (-12,-S,-4) 

• • • a: x ('6 x e) = (n,o ,-22) - (-1 2 , -8,-4) 

(ll+ l 2 , 0 + 6 , -22 f4) = (23, 8 , -18) .  



(a x 'D) e -- (a • e) ii 

(a e) 'D = (n,o,-22) 

(ii • e) a 

(ii e) = (l,0,-2) • (3, 2,1) = 1(})+ 0 ( 2) -2(1) = 1 
ca x o) e = c u , o , -22) - 1 ( 2, 1 , }) = <n-2 ,0-1,-22-3) 

• • (ii x "6) e = (9,-1 ;2• ) 

Se justifica también que: 

<a x o) e � a x ('D x e) 

1 . 19 ESPACIO l:."'UCLilJIANO. 

IHTROUUCCION.- �on los conocimientos del tratamiento � 
nal!tico de vectores, así como los del curso de Algebra, a -
continuación se puede tratar el LSpacio Euclidiano Ge una � 

nera más formal , como se ve a continuación .  

lJEFHII<.IOJ-j l.  51 

So llama Espacio Euclidiano de dicensión n ,  al. espacio­

vectorial en el c¡_ue estan de.finidas las operaciones de ei.UDa­
de vectores y multiplicación de un vector por un escalar, y­
en donae se aefine el procucto escalar entre vectores. 

Es decir, el conjunto En es un Espacio Euclidiano de � 

mens:Íón n, si y sólo si ,  para V1 , v2, v3 eEo y �t¡ ,k2 E R,­
se tiene que :  

debe aclararse, que vl ' v2 y v3 son los vectores de posi­

ción, que como ya se vió, representan a los puntos ce sn. 

Al definir de esta manera el Espacio Eucliciano se pre . 
. oentan le.s e:i.¡;uientes propieaaaes : 
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1 .- v1 + <v2+v3 > =:.. cv1+v2) rv:3 
(PllOnEJJAll ASOCIATIVA) 

2.- v1-!- v2 = .v2 ..,.v1 
(l'P.Ol'I:ElJA.lJ wm.:UTATlVA) 

3.- v1 +n = 1 H-v1 = v1 , 
(EXIST'.amCIA l!:r.:L LLilJUil'O NEUTRO A.lJITIVO) 

(EXISTE!WlA lJEL INVERSO AlJITIVO ) 

s.- k¡(v1+v2) = k1v1+�v2 
(PIQP. lJIST. liE Ull ÉSCALAR SOBilli LA Su1JA .lJE VE�;TORl.'S) 

6.- v1<�t¡+k2) = k1v1 +k2v1 
(POO:P. lJIST. lJ:::: Ull Ym;TQR SOBR?: LA StnJA lJ}:; l:.'SCALAP.ES) 

7 · - (kl k2) vl ::: � (k2vl > 
(PllOPIXUA� ASOCIATIVA) 

lE R 

Tambión se de!ine el producto escalar do vectores:  

y las propieéades correspondientes se  definieron enteriorce� 

te. 

La definición ae :C:s'?acio Euclióieno, al.t>UDOS autores la 

hacen en .función áe la distancia entre ctos puntos, lo cual -
eo equivalente a la de.finición dada aq_ui , oi se recuerda que 

dadoo dos puntos :  



La distenc1 a: d : I Plh l 
Está dada por: li = (P1P2•Pl.P2 )1/2 

Es importante subrayar, que no todos los conjuntos que­
cumplen la definición de espacio vectorial CUJ:lplen necesa:d.,!! 
mente con la de espacio Euclidiano. 

En el curso de Algebra se estudian los es�acios vector1� 
�es, y se vé que no en todos está de!inido el producto ese'ª 

lar entre dos vectores. LS nece sario sabor que el espacio -
en que se trabaja ea L'uclidiano, porque loo principios de ge� 

metr!a analítica que serán desarrollados en este curso, pa! 
ten de la premi sa de que los puntos se encuentran en un esp� 
cio Euclidiano . La geometría para e spa�i oe no Euclidianos -

es tema de e studio de otros cursos de matelláti cas. 

l .  20 SISTi:J.IAS l.Jl: C.OOilli:llA.IJJ,S GuiERALES. 

Cuando se trabaja en un sistema �artesiano Ortogonal , -
deben plantearse ecuaciones ce transformación entre el sist� 
ma c:l, tado y otro creado como s e  hizo en el. caso de los s1st� 
mas de coo-·denadas Polare s ,  (.;1.l.ínar1.cas y Zs!ér:l.cas. 

A continuación se definirá un sistema de coordenadas 
u , v ,  • • •  , w  de � de una manera más fo.r:nal. i:n primer lugar­
se definirá le base al cual estará referido �1 sistc�a ce 
coordenadas co�o: 

lJJ::.?IiliCIOH l . 5 2 Se llama :2ase de un espacio ;¡;uclidia.­
no ffl, al conjunto : B :(v1 ,  v2 , • • •  , vn) con - - - - - - ­
:¡;1 (xl. , x2 , • • •  xn) ,  v2 (yl,y2,  • • •  yn) ,  vn < zt • 22 • · · · zn) ; 
tal que :  

>.1v1+A2v2+ . . . .  +>.nvn - o 

Si y sólo si ,  ).1 - o 

1 4 1  

Entonces cualquier otro vector v e:  h.n puede expresarse 

como: 

v ::. 41( 1i1+c(2v2+· · ·  · t �  é'n 

si algW\ .,( 1 F O .  

EJE!lPLO 

lJemostrar que loe vectore s :  1 1  j ,  k representan una-
bese. 

SOLUCION : 

Se sabe que :  1 = (1 , 0 , 0) 1 j :(0,110 ) ,  k c.(O,O,l ) ,  e,g 
tonces :  

�11 +).2j .,.).,k =- o  

51 y sólo e.1 ,  A1=�2=X3·= o 
Por otro lado, se Vió anteriormente que cue.lqui er vec-­

tor de posición se puede poner en la forma trinó�ca siguien 
te : 

L . Q,l.l.l.J. 

l.JZ:PDIICI011 l .  53 Se l.lama Base Canónica del espacio 
vectorial. de punto s del J:f, al conjunto de n vectores: 

Bn = {(l,o , . . •  ,o) , (0,1, • • •  ,0) , • • • • • • .  , (o,o,  . . •  , l )} 
Este conjunto genera a todo el espacio de dimensión n , ­

e s  decir, cualqui e r  punto de dicbo espacio puede escribirse­
como una combinación de ellos y, por otra parte , puede de�og 
trarse f�cilmente que son indepenói entes, sigui endo el ?roe� 
so realizado en el caso de E2• 



l.IEE'IrlllilOH 1 .  54 Se llSJ!la base ortogonal del espacio -
vectorial (le puntos del espncl.O i::uclicli.ono de dit:Jen!dón n, -
a1 conjunto de n vectores v = { v1, v2, . . .  , vn} tal que: 

Como conclución, se tiene que n vectores ortoconales d� 
.,1"1nen una base del e�;:;>a.cio de dimenc;ión n .  

l.IEEil:II..IOll l .  5 5  S e  llarna Bnse Ortonormal del espacio­
vectorial óe puntos del es:pacio Euclidiano del di1nensión n, .a 
la base orto�Onal V ::  {vl ' v2, • • • t Vn) tal que :  

1 = 1 , 2 ,  • • • • , n  

Como pueóe observ3rse, toda base canóni ca es ortonoroel 
aunque , evidentemente, existen bases ortonormales q_ue no són 
canóni cas, cono la siguiente de E2: 

B· ={ (4.Jn . ( -'; . v;n 
El estudio formal de los cambios de base se lleva a ca­

bo en loa cursos de Algcbra, en e l  tema de Transfornaciones­

Lineales. Zl paso a coordenadas polares ,  cilfndricas o esfá 
ricas se vió anteriormente . 

·EJ::rl�PLO: 

Proponer la base canónica del espacio de puntos de di-­
mensión cuatro. 

SOLUCIOll : 

Los puntos son del tipo (X¡,x2,x3,x4) .  ve acuerdo con 
la defini ción, la base canónica debe tener lo� cuatro vcct.n­
ree ortonomalea. 

JI = {<1 ,0,0,0 ) .  (0,1,0,0) . (0,0,1,0) . (0,0,0,1)} 
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EJ:tUPLO; 

l.lemostrar que la base del ej emplo anterior es ortonor--

mal. 

SOLUéiOI:: 
Se debe verificar primero que los vectores dados son OI 

togonal e s .  Cooo : 

entonces' se debe vcr:í.f� c:ar que : vi •V j= o i,j € N J,f 

vl . v2 '\ . ;¡3 
;;;l

. v4 
y tambi én: 

:: ( l • O ) + (O • l )  -+O +o 

:: ( l • O ) + O  +(O • l ) +O 

:: (l · O ) +o +O +(O•l) 

v2 • v3 - o 

v2 • v4 :; 0 

v-3 • v-4 ::: o 

':: o 

: O  

..: 0  

veriticando la primera propiecad. Por otro lado, se debe v� 
rtfi car que i :l ,  2, 3, 4. 

Y el lector pueee comprobar que : 
� 

dand0 por verdadera la secunda propiedad, con lo que queda -
dem�atrado que ea una base ortonoroal. 

EJi;:;pLO· 

Sea v1('; , �) , proponer otro vector de posic16n de 

tal .for.!la que CJ.Uede definida una base ortonormal en 1::2• 



SOLUCIOU: 

Sea v2 (x,y) el ve ctor pedi do . 
be ser ortogonal a v1, por lo tanto : 

En prtmer lugar v2 de-

- - (Y5.. 1 )  v1 • v2 : o  y entonces, 
2

, 2 · 
realiz;mdo el proc!ucto: 

vr x -+ 1- y = o '::J> 
2 2 

(x,y) 0 1 

• • •  (1) 
A.demá.s se debe tener �ue v1 · v1 :1 y v2·v

2 :: 1 ,  veri­
f'i chldolos : 
v1· v1 ::(fi, ..!_\{'\ l:.) ::.l3.fi+!_·..!_ -.2+!. :: 4 1 

2 2/ 2 2 2 2 2 2 - 4 4 4 
:1 ;¡2. ;¡2 = (:;�,y) • {x,y) :: x2 +y

2 
::: 1 

Susti tuyendo (1 )  en ( 2) : 

4x2 :1 
x2 +h2 :::: 1 

.,_ 1  
x:o_ 2 

y finalocnte, para 
1 

y para x = - 2, 
X =i• Y = -tÓ (�) 
y : -fi' { - �) 

existiendo por lo tanto c!oo soluciones: 

y (-� �) 
Así es posible dar dos bases or1:onormal e s :  

� ::  {(� . �) 1 ( � , J�) ) 
B2 : {( � , � ) , {-�' ";) } 

y 

• • • ( 2) 
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1,21 TRASLACION Y ROTACION DE EJES 

En muchas ocaciones e s  conveniente simplificar mas 
el modelo mat�!tico, para lo cual se usan entre otros­
los conceptos de traslación y rotación d e  loe ejes coo� 
denados, como se ver! a continuación. 

Supóngase que en la pirámid e  del inciso 1.10 se d� 
sea obt ener las nuevas coordenadas d e  los v�rtices cuan· 
do el origen se traelad6 al punto A y los ejes se movi� 
ron paralelamente a los iniciales como se ilustra en la 
figura 1 .71 con los nuevos ej ee : U, V y w. 

z 
E( 3 , 3 , 6 )  

y 

V 

Sistema Trasladado 

FIGURA 1.71 

El pu�to A serA e l  nuevo or!gen, por l o  tanto, sus 
coordenadas con re�pecto al nuev� sistema serán ( 0 , 0 , 0 )  

La posi � i 6n ñel punto B, s e  puede d e t ermin�r c o n  respe� 
to al , ··tema UV'N por medio del vector D, donde ! 



Alí =  lrn - ;_;¡; = '!) - i = ( 5 , 3,0) - ( 3 ,1,0)  = ( 2, 2,0) 

por lo ti!Jlto 1 las cooroenadas de B respecto al si stema 
de coorcenaeas u,v.w son: (2,2,0).  

Las cooreen�cas cel punto E con respecto Al sistema 
u,v.w vienen oaocs por el vector ce �osición ¡¡, oontte: 

A.<: = � - OA =- e - i: = ( 3 , 3 , 6) - ( 3 , 1 , 0 )  = (0,2 ,6)  

Las cooL·ttcnr.cas oe lo¡¡ c.cl:lc.s puntos respecto al siste­

l!la u,v,-11 se ttejan obt�ner como ejercicio. 

En términos generales, un punto P en el e::¡9acio :;::3 ti� 
ne por cooraenaoas (x,y , z) con respecto al sistema inicial, 

y (u,v,w) con re:;�ecto al sistema •rasla<lr.do , Car.lo se ilus­
tro en la rigura 1.72 

Sistema inicial 
X,Y1 Z 

:F!Gu'RA l .  7 2 

Sistema trasladado 

u,v,w 

En general , si en un nuevo &istema de referencia s3 s� 

be que los e j e s  son pe.r:llelos t. los iniciales y ncer.�ás se -

conocen las cooroenaoas c.el nuevo o�1cen 0 '  ( h , k , l ) , ver­
!"igura l .  7 3 
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z ,. P( x ,y1 z) 
P' (u,v,w) 

V 
... 

•. " 
... 

y 

X 
FIGURA 1.73 

El vector a e posición o el nuevo orígen con respecto al 
e:i.oteoa inic.ial es r :(h,k, l } .  

�omo se observa e n  l a  figura 1 . 73 , �· re,resenta e l  -

vector a e pOsición a el punto p, referloo ,;.l sistema U, V , ,; Y 

éete pueae ser celculaao en función oe p y r como eo inoica 
en la siguiente expresión. 

¡;• = P - r • • •  (l) 

y en función ce sus componentes �ueaa: 

(u1v,w) - (x, y , z) - ( h , k , l )  
� 

(u,v , w) = (x-h,y-k , z-1) 

y por i¡;ualeaa de ve ctores 

• • • ( 2) 

: : : � :} w ;:: z - 1  

Las ecuaciones (2) se llnman K�cuaci onee de Traslación 
de cooráenac::.s y áescrlben un corrimiento oel sistema ce 

coordeneó�e ae referencia oe O a O '  conserv�co los nuevos-



ejes paralelos a loo originales. 

EJ:.MPLO 

�ete rminar las coorrtenada� oe los vértices de la �irá­
lllide de la fi¡;ura 1. 74 cu:u1oo oc traslaqa-·:.el orí¡;en al vér-

tice :r:. Z W 

X 
SOLUC.ION. 

C!3,5,0> 

FIGURA 1 . 74 

El vector r = OZ  vcl.e ( 3 , 3 , 6 ) ,  por lo tanto , aplic=do 

la ecua��ón vectorial de traslación (1) , se tieno que las ­
coordenadas de A r�specto al nuevo sistema, vienen daaas 

por: 

� = Ii-r =- u:\-r = O , l , o )  - ( 3 , 3 , 6) = <o,-?,-6) 

Por lo tanto, el vértice A reGpecto al nuevo siste!Da -

tiene de coorden�one A�( 0 , -21-6 ) .  

En forma andloga : 
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� = � - -r = cs,3.o> - c , , ,,6> == (2,0,-6> 

Entonces , laG coordcnaaas de B eon ( 2 ,0,-6 ) .  

(5"T{; = � - r ::::: ( 3 ,  s ,  o> - o ,  3,  6 > = <o,  2 ,  -6 > 

Entonces, lno ��ordenacas de C. �on ( 0 , 2 , -6) .  

[iTjj = Oli - r = ( l , ,, o >  - o , 3 , 6 l  = c-2,o,-6l 

Y las cooraenacas ce � son (-2, 0 , -6) . 

co�o se vé, exiote una corre sponacnc1a biunívo ca entre 

el conjunto ae puntos en el siste�a XYZ y el conjunto ae 

los mi smoo puntos en el sistema uvw. 

x v z  lJ V W  

FIG. l .  75 
Ahora bien, �ui� las cooreenaoa5 ee los vértices óe -

la pir�ide resulten m&s simples si aaemás ae t�aslacar el­
orte;en , se gi r-. n lo9 e j e s  coordenados. 

�r ejemplo, trnsl�dese el ortscn al punt.:J A -y gírense 

los cjeo ae tal fo�u que el e j e  X coincida con el leao AB­

y el e j e  Y coincida con el lado Av, a este proceso de gi rar 

los e j e s  se le llama ltotación de ejes y �1 �gulo giraco 
se le conoce como ángulo de rotación. 



. .  ... 

Obsérvese que el eje W por el monento se ha nantenido pg 

ralelo el eje z, por lo que con un solo ónGulO se puede aete! 

miner el giro �el eje X y del eje Y ,  a�tc rw�narernos ahora ­
las nuevas cooraenados de toaos los puntos contenioos en la -

base de la pi r(.o.!Ji d e .  .IJe mollento e e trab¡¡ .1.;1:'1\ en -.:.2• 

A continuación se traslecarén loe ejes ol punto A :  
y 

Y' 

- - - -- - - C  

_ _  Q _ _ _  - - - - - - - - - B 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

PIGURA 1.76 

- - �---- -l:-----:------x� 
1 (4 ��--��----�---------. x 

En el sistema XY las coordenadas son: 

A (},1)  B ( 5 , 3 )  

e ( 3 , 5 )  » (1 ,3) 
En el sistema X'Y' son: 

A (0,0) B (2, 2) 

e (0,4) JJ (-2,2) 

Y ahora, se girarán lo� ejes de tal !orca que coincidan­

con las aristas � y  AB como se observa en la fiGUra 1.77 
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y 
Y' 

V 
e <0,4 > 

u 

(R eferidas al sistema X'Y ' ) 

0�--------------------_. x 
FIGURA l .  77 

Como loe puntos considerados A ,  E, � y lJ son casos par­

ticulares para establecer el modelo matemático, consi derare­

moa el caso �e un ptmto cual quiere. de C;Oord<mactas (.x ,y) con­

respecto al sistema XY y de coordcnac� (u,v)  con rcspeC;to -

al oiateroa gi rado un án¡,'lllo O:: couo se muestra en la fi¡;uro -

1 . 78. 

y 
V 

1 
y 

1 
FIGURA 1 . 78 

Obsérvese que las coordenaClsS x e y se pueden l"ela<:1Q 

nar con las u-v por ce�o Clel ánculo 0: según lllUss tran las 

&1L�1entes ecuaciones: 



X : U COZCI(' - V senQ: 

y u sencx + v coocx: 

Coll los avUtccs y ventajas del !U.¡:;ebrn es conv! 
niente poder expresar las ecuaciones ante riores en !or�a ma­

tricial COI'IO ; 

.[ :J = 
ro s cx: 

�e no: 

-n�r' O::l [u] 
CO!;Q:J V 

Y en forma oiroplifi<.:ada: 

donde 1' es la !!In tri z de trans!onnación .que relG.ciona los dos 
&iotcr.as de coordenadas. 

Es conveniente en este :;¡unto analizar algunas propied:::.­

dcs de la catri z T. 

I . - �1 detc�r.ante de la matriz T,  siempre es iflUal a 
ln uni C:ad. 

JJeroos tracit:l . -

-senO: 1 
::: cos :O: + uen b; = 

CO!:;Q:' 

Se concluye que la matri z T es Ortonor.nal 

II . - L11. inversa de 'r es i dénticc. a su matriz adjunta. 

.1Jemostraci6n.-

Como ¡r¡ = 1 
gu::Ueo, pero : 

'l'llf 

la mntrtz im·croa y la adjunta &on i--
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T� 
z 1 cose:{ 

-seno( 

Por lo tanto, 

y aai : 

SCI'lo(l COQ( 

I 

Es decir, que la matriz T por au tró'\nspu esta nos d� la 

identidad. 

Esto simplifica la ro tación, puen se usará la trans- -

P'' esta que es mucho ml\s fllc11 de ce.l cular. 

Ahora, volviendo al ej empl o ,  se tiene que calcular el­
'ngulo o( que viene dado por la siguiente expresi6n en E

2
• 

0 ' :9 · i  ( 2, 2)  (l , O) 2 12 
cose( 

lo' BI Iil  /22 + 2/2 22 ( 1 )  2 

o(. K ang c o s  ( fi/2) 45° 

La ml\trh: d e  transforQaci6n ser! : 

.¡;¡- 1 -1 
T 2 2 

sen 45" 12 ./2 2 1 1 

2 2 

Si �( 21 2) referido al sistena X ' Y' entonces las cooL 
d enadas dd mi smo punto referido al sistema UV se pueden ex­

presar d e  l a  sigui ente manera : 

[:] {2 [: -�] [: 1 2 

Al pre:nul ti pl i car por T-1 = Tt, se despeja ü :  

u Tt i • • . • • ( l )  

.; 



:J [:J �-:- �:::]=-: �J = L�J = ['� 
O see: [:] = L:J u =  2Y7 

V "' 0 
.. :. :· . 

Y B' ::: ( ;:ff, O) (Referldo el e:..atemn UV) 

Procedieneo en foxmn semejnnte para los ¿untos A(O,O) , -
C ( 0 , 4 )  y �(-2 ,2) y aprove�h&nao (1 ) ,  se tiene : 

ru�= 12 ¡1 � ío] lvJ 2 tl � Lo 

Para el punto � ( 0 , 4 )  

A'=(O,O) 

C '• ( 2  off, 2 V2) 

Pnra el punto �(-2 ,2) 
ruJJl = fl Í1 1} r-2] = 

LvJ 2 l:1 � L 2 
:!!. f2+ :r¡ 

2 L2 + � 
�·=(O, 2 ,¡'¿) 

La correspondencia bi.univoca con la transforcoaci�n reali 

zeda se repreeenta de la si&ui ente oanera: 
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Sistema de 

refert-ncia XY' 

PIGURA l .  79 

Sistema de 

referencia U V  

Como puede observarse, se enula� alGunas de las coorden� 1 
das ce lo� :>untos y para este caso reeul tr;>..n ::>éa sd.o> r>lifi �ll- -
dos. 

Hemos visto ya la manera en que se trRnsforn�n las eco� 

·donadas de un punto de un sistem:1. a otro que ha sido gl_ 

rndo y/o tra�ladado cn'e1 esp�cio E2 • �n ca�o m�s general 

se tendrfn cuando un rnnto d e  coor1enaclas P( x , y , z )  se oui,! 
r e referir a un sistcrna eirRdO con respecto al original en 
E3 , en cuyo ceoo, las nuevns coordenadas serán ( u , v , w ) . 

Para obtener el :nod clc mg.tcm3tico, consid�rsse la ai­

guiente 1ic,urn donde ce ob3ervan al ?Unto P y a los d o s  

sistemas d e  referencia. 



z 

X FIGURA l. 80 

El eje U �orma con loe ej es X, Y y Z los ángulos di-­

rectore& � 1 ,  �l '  ·�\ , los ánt.ulos directores d e  V s6n e<,, 
� 2, �2, y los de ·.� son o(3,  �3 y �3, estos seis 'liltimos 
no aparecen dibujados por zimplificar la figura 1.90. 

Sea cual fuere ,el siste!:la de referencia, el vector O? 

es un invariante y lo oue cambiará, serán !lllll componen-­

tes, dependiendo d el siste:na de referencia establ ecido. 

Con respecto al sistema X, Y, Z se tiene : 

OP (1) 

y con respecto al sistc:na U, V, ·,v : 

1 49 

( ?) 
donde ü0, v0 y w0 son los vectores d e  pocici6n que ll �v&n 

• la direcc16n positiva de los ejes U, V, \f y sus mo.enttudoo 
son u 0 ,  v0, w0, respectivamente, es decir : 

Para relacionar las coordenadas d e  uno y otro sistema 

refi�rase cada uno de los vectores ü0,v0 y w0 al sistema­

X, Y, z .  Ob s �rvese que los ángulos direc tores d el vector­
u0 con respecto a los ejes X , Y , Z  son a: 1 ,  � 1, b'1 , por lo 

qu� el vector ü0 s e  puede expresar como : 

como se v� en la siguiente figura : 

u 
FIGURA 1 , 81 



Anil.ogl\o:'lente, 

{v0co��. v0co�p:• v0cor.�2) 

{w0CO!"q:3, w0CO!:�)' w0coc �3) 

Sustituy endo ( 3 ) ,  ( 4 ) Y ( 5 )  en ( 2) , qu ena : 

QlS 

'OP 

( uo, vo ,vto) 

(u0CO!;Q:. + 

\t0COS(}� .. 

ü o .. v + w o o 

(u0co,-�, u0co�(3� , 

{v 0cO�<X�, 

( vt 0cosa:3 , 

v cor p-.• o . 

w0cos�3 , 

V 0COCQ(;> + w0cos�.' 

v �o:;.�.., o . + 110co��J ' 

u0coe(l!1 + V 0co<'"t? + 
wocos;;t3 ) 

u0cos�1 ) 

v 0cor�2 ) 
w0coe�3 ) 

( 4 )  

( 5 )  

+ 

+ 

( 6 )  

S i  ahora ir,uP-l�mos { 1 )  y ( 6 )  se tiene por la d efl 
n1ci6n d e  icualdad d e  vectores �ue : 

X o u0co,-cx1 

Yo u0co��l 
zo 

u0co��l 

qu� son las ecuaciones 
to en E3, atl cnás estas 

-+ v0cn: � + w0CO:J"1 

+ v 0co-c@.., 
-+ v c o ,- ¡J ,  o . -

+ w0co�,3 
+ w0cosl3 

de transfor��ci6n p�r� Rirar 
f>CURCiones de tra nsform ... c16n 

den escribir en forca matricial como ' 

[:] �··� 

e os� 

···:] [:j 

= co=-�l cosp-:. C0$:�1 

corS1 e os'/, coc3•3 

(7 )  

un !JU!!. 

s e  'P'..l� 
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O sea 1 

X T u 

donde T es la matriz de transfor�ac16n. 

Las proriedades de l a  matriz d e  traneformac16n T, 
son las mismas que las d::tdas p;u.a E2• 

EJEJ,:PLO 
Encont�ar las coordenadas d el punto P ( 2, -1 , 1 )  con­

reláci6n a un nuevo sistema girado con respecto al XY Z .  

to al 
Loe &ngulos directores de los eje e D,V, W  con respe� 

sistema XYZ son : 

Para u, C(l ,. 70°321 
� 1 = 48°111 � l  48°11° 

Para v, 0(2 "' 48°111 (3 2  131° 491  lh. 70°321 

Pare w ,  cr3 48°111 
(33 

70°321 � 3  1 31° 49' 

De donde los cosenos directores son : 

COl::<Xl 
co �p1 "' 

co s�\ 

La matriz 

T 

1/3 

2/3 
2/3 

e os� 

cor:@� 
cor:lf? 

<1 • 

2/3 

-?/3 

-tl/3 

de tron ::fo:r;nnci6n es : �/3 

2/3 

?/3 

2/3 
-2/3 

1/3 

2/� 1/3 

-2/:. 

CO!i� 2/3 

COlCP3 1/3 

COt·8'J -:?/3 

La relación entre l o s  ilos siste1'!'!." viene �ada por lP.-

expre::i6n : x :: T ü , esto es , 



� 
1 

tJ �/3 

?/3 

?/3 

Pe::rpej ando ';J ,  se 

ü T-l i Tt 

�3 

Tt 
/3 

2/3, 

.Por l o  tznto : 

[j �/3 

?/3 

?/3 

r3 - /3 

/3 

Concluyendo : 

u 2/3 

p ( 2, -1, 1 )  

F-J:rJ.:PLO 

2/3 

-2/3 

1/3 

ti en e '  

i 

2/3 
-2/3 

1/3 

2/3 

- 2/3 

1/3 

- 2/3 
+ �/3 

- 1/3 

V 

1!'1 

�] [:] 1/3 

-2/"l. 

dond e :  

·� l/3 

-2/,3 

'j �l 1/3 t:J -z.h . vj ['j + 1/3 7/3 

- 2/3 l/3 

7/3 w l/3 

p ( ?./3,7/3,1/3) 

De sp·J.�s d e  ('irar l o s e j e s  los cli snos áng-.1los oue en -

el ejercicio ?.nt erior s e  encontró otro p11nto cuyas coor1c­
nade.s nu evas son : ( 1 ,  3 , - ? ) .  'Hallar las coordcn?.das oue -
tenia con respecto a l os e.1 es inicie! es. 

SOLUCION : 

La matriz T e:,¡ la misma, por l o  tn.nto, se busc:1n x, 
y, z, QU(' vi e:-aen darlos por la e:r.:;>resi 6n : 

• 
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