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PACKLTAD DE (NAEBIENIS

Elijamos comoorigen de nuestro eiscema de referencia —
al punto de partida del proyectil.

Nuestro problemas estd esquematizade en la figura 3.1 =~
donde se obzerva qus la velocidad 50 estd formada por una -
proyeccidn horigzontal Vox ¥ una vertical Go » cuyas comgponen

y
tes son:
s 2002 _
|v°x| = v,cosd = e 100 m/seg (1)
= . . 20Y% 4 g 2
Ivoy' = vosenc( E = n/seg (2)

Considerando un vpunto ?(x.y) sobre la trayectoria, ob—-
servamos que ei desplazamiento horizontal "x" corresponde al
de un movimiento rectilfneo uniforme cuyo modelo matendtico-

es:
8 = Vvt «+ 8, (3)
para nuestro caso:
s = x; s; =x,=0 (4)
v = ivoxl = 100 n/eeg (de (1)) (5)
Sustituyendo (4) y (5) en (3):
x = 100 t (6)

Obeérvese que la coordenzda x de cualouier punto de la
trayectoria es una funcién de t (tiempo transcurrido desde ~
que se disparé el proyectil)., Esta es: x = £(t).

Por otro lado, el desplazamiento vertical *"y" del pro--
yectil, se vé afectado vor la aceleracién de la gravedad (g=
=9.81 m/segz), por lo cual se tiene un movimiento uniforme--
mente acelerado cuyo modelo matemitico es:



. 8 = s + vVt % at? (7
para nuestro caso:

Bey : syj=y,=0 ,(8)

Vo = Voy = 100 m/seg (de (2}) ! (9)

a = -g =-9.81 m/segz (10)

Sustituyendo dc (8) a (10) en (7):

y;«lOOt—s—’-g—lt? (11)

Ruevamente, puede Verse gue la coordenada "y" de cual
qui.r punto de la trayectoria es una funcibn de t: es-
.0es: y = g(t).

Las expresiones (6) y (11) nos .an las reglas de cg
rresponicncia mediante lae cuales se puede determinar cua?
quier punto de la trayectoria con solo dar valores a ~

nt%, o ses que un ovunto euzalquiera vendréd dado por:

P (100%, 100t - % 9.81 %)

Las expresiones (6) y (11) definen las coordenadas-
del: proyectil como funciones del tiemvo t, esto es, en -
términos generales se pueden exPresar COMO :

x = £(t) = 100t

i (8)
v = a(t) = 100t - 5 9,81 2

A esta parela de ecuaciones que definen para cada ~
valor de "t" & todos los puntos de la trayectoria, se =
les llama ecuaciones paramétricas de lz trayectoria en —
-3 y a “t” ae le llama variable intermedia 6 varédmetro.

Analicemos ahora la trayectoria de otra particula,~
euya proyeccidén zobre el plano XY descridbe una circunfe-
rencia y cuys odta es proporcionsl al tiempo.

origen del slstema, coincidiendo con el centro de'l gircun~
ferencia, tenemos que para un punto P(x,¥,z) iobré la tfa-
yectoria nroouesta en el pirrafo anterior, su proyeccién P’—

aobre el plano XY corresponde a un movimiento circuler uni--

Considerando, como se muestra en la figuran3.2E nuestro

forme por lo gque los desplazamientos en las direcciones de -
los efes "X" y "Y" son:
X = r' cos wt (12)
y = 1’ sen wt (13)

donde w es la rapidez angular y r’ el radio de la circunfe--
rencie.

En cuanto al movimiento perpendiculer al plano LY, se -
tienen desplazamientos iguales en tiempos iguales, por 1o aue
eorresponde a un movimiento rectilineo uniforme dada vor :

g oot (14)
donde ¢ es una constante de proporcionslided.
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Puede observarse que lae expresiones (12), (13) y -
(14) definen las caordenadas de un punto P cualquiera de
la trayectoria en E3, que en este caso es una espiral. -
Asf{: P (rcos wt, r’sen wt, ct).

De los ejemplos anteriores, se tienen las siguien--
tes definiciones:

DEFINICION 3.1. Al conjunto de re?las de correswven
dencia que relacionan las coordenalas de un punto - =
P (x,y,2) que desoribe una curva en E, dadas por :

x'= f£(t) , y=g(t) ¢ 2 =n(t)

con una variable intermedia "t" llamada parimetro, se le
denominan E£CUACIONES PARA¥ETRICAS-DE LA CURVA,

Qbsérvese que pars Ezsolamente necesitamos dos e--
cuaciornes paramétricsas.

\ Si recordamos del capftulo 1 oue a cada vunto del -
Eapacio Cartesiann le corresponde un vector de posiciéq,
entonces el vector de posici6n de cada punto de la tra—-
yectoria de nuestro ejemplo anterior verdr4d dado por el-
vector T

T = r'coswt i + rfsenwt § + ct k

DEFINICION 3.2, A una ecuacién vectorial de la va-
riable escalar "t® (psrdmetro), dada por:

T = f(t) 1 + a(t) 3 + h(t) x

donde f(t), g(t) ¥ h(t) son las ecuaciones parambtricas-
de una curva, se le llama la ecuacién vectorial de dicha
curva.
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lomo se muestra en la figura 3,3, a cada valor de t
corresoonde un vector de posicién de un opunto de la cur~
va por lo cual &sta se ird definiendo conforme le demos~—
valores a t.

En el gifulente tema de este capftulo veremos algfu-
nos ejemdlos de esta defimicibn.

Eatudiemos ahora las condiclones gue deben cumplir-
se para aque una trayectoria dada por una ecuacibn varamg
trica también se pueda vepresentar por su ecuacibn carte
glana, ambas, modelos matemdticos de la misma trayecto;~
ria.

TEORZ¥A 3.1, Si x = £{t), ¥ = g{t)y tienen vor ~
funciones inversas (ver cavftulo 1 de Yatemfticas I, a
lx) o & Xax) eutonces existe:



; Yy = P(x) dada por:
a) ¥ = 8§ [?-l(ﬁﬂ = P(x) 6
W) i SR [ﬁ-l(xﬂ = G(y)

DEMOSTRACION :

Observemos la figura 3,4, 1la cual ilustra el caso

Bgrlp
Figura 3.4
L)
s1t. e folbg. entonces eiisten X, y Yo, tal oue:
Xo = £t) & ¥p = oglt,)
quedando as{ definida una pareja P,, donde
PCI = (xoﬂl"o)
S1 £ tiene inversa, entonces
-1
tO = ‘i (xo_)
¥ sustituyendo en y,, nos F- )

Jo = 8 E—I(xo]

F(xo)

todo el conjunto de valores as{ obtenidos, nos definen -

la funcibn:
P(x)

y =g [THx)

Esto Trueba la parte (a) del Teorema la peguonda -
parte se dela como ejercicio al lector,

Ademds, se puede demostrar gque dos parelas de ecug—
clones varamétricas diferentes rerresentan la misma cur-
va, 81 y 8blo si, la ecuacibén cartesiana obtenida con -
cualouier parela es la misma y ademfs, si el dominio y -
ranfo correspondientes son iguales.

Aplicando el Teorema visto anteriormente, podemos,-
a partir de nuestras ecuaciones paramétricas (6) ¥y (11),
calcular la ecuacién cartesiana equivalente: por lo vis
to en Matemdticas I, la fuocién x = 100 ¢t tiene cozmo -
funcién inversea t = x/100, entonces al sustituir en - -
(11) se obtiene:
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pimplificando :

3 = PR 5 'g% x? &= P(X) (15)
que es la ecuacibén cartesiana de la trayectoria. la fi-
gura 3.5 muestra la representacidén esquemética mediente-
diagramas de Venn de este nrnllems.

|
tt)=100t 9(t)=100t--gt?

Figura 3.5




La forma de la ecuaoién (15) indica que la represen
tacién gréfica de la trayectoria es uma parddbola. Zucon
tremos la forma candnica de esta ecuacifn: factoricemos
el coeficiente de x?

9.81 20000 10000 10000
i 20000[ a7 ﬁ]

reagrupando términos:

10000 )

9.81 1000042
(¥ - 3(9.817 = (x - =57g1)

que és 1z ecuacién canbnica cartesiana de una parfbols -

con vértice en

’

v (10000 10000

ele focal naralelo al eje ¥, Y.9e abre kacia la parte ns
gativa del mismo, como indica la figura 3.6:

JY
1080

|
i

X

1
] 10000/9,81
Figura 3.6

Otra forma de oYWtaner 1la represeatacifn gréfica de-
la trayectoria del mévil, es aplicando directamente las-
ecuaciones baramétricas

x = 100t
¥ = 100t - 1g:?

En este caso, sustituyendo un mismo valor del rvard-
metro "t” ea ambas ecuaciones se encuentran las coordenz
dag de un punto de la curva, repitiendo este proceso pa-

ra distintos valores de t, podemos counstruir la siguien-
te tabdla:

t x ¥
0 0 = 0

o 100 100 - 1/2 g
2 200 200 - 2g
3 300 300 - 9/2 &
4 400 400 ~ 8g
g 509 500 - 25/2 ¢
6 600 600 - 18g
1 700 700 - 49/2 g
8 800 800 - 32g
9 900 900 - 81/2 g
10 1000 1000 - 50g
11 1100 1100 - 121/2 g
12 1200 1200 ~ 728
13 1300 1300 - 169/2 g
14 1400 1400 - 98g
15 1500 1500 - 225/2 g
3 1600 1600 - 128g
17 1700 1700 ~ 289/2 g
18 1800 1800 - 162¢g
19 1900 1900 - 361/2 g
20 2000 2000 - 200g

TABLA 3.1




Graficando las coordenadas (x,y) obtenidas para ce-
Vs
da valor de t, se observa gue la grafica correeponde a -
la de la figure 3.6.

EJEMPLO

Para el diseflo del peralte de una curva em una ca—
retera es necesario conocer su geometrfa, la cual gene-
‘almente depende de 1s topograffe del terreno. Si se =3
)¢ gue una curva se aserieja a 12 trayectoris dada por:

T = cosBi + seni 0sB < T/2 ; en radianes

Calculer la ecuacién certesiana de dicha curva.

SOLUCIOK
si =x=cos® Ber Ry = Dp = [,
Yy = sen'e ﬁi'gCT‘: Rg = RP = [‘3,1:]

degpejando de x = cos@

8= eng cos x
sugtituyendo en y-

¥y = sen (ang cos x)

Otra forma de encontrar 1la scuacién cartesiana co--
rrespondiente es como sijue:

€

Fi?ura 3.6
De 1la figurn 3.A odten2:o0s:

cos ﬁ
sen ¥

x

¥

que son las componentes de la ecuacidn vectorisl de ia -
trayectoria.

Aplicandb el Teorema.de Fitdgoras se encuentra uns-
relacién mas sencilla que ¥ = sen (ang cos x):

2 2 1
Obsérvese gque el re~uvltado es el rismo ya que en 'a
ecuacién vectorial cos® =x y sen® =y, por lo cvsl
sustituyendo en la identided :

een® P 4+ cos’ B o 1 obtener:os

3’2412 =
Yste prodblema nos hace ver que cuando en las ecue--
cliones paramétricas ‘aparecen funciones trigonométricas -
resulta conveniente utilizar identidades dc este tivpo, 3
fin de obtener la ecuacibn cartesienz 32 unz manera mei-
préctica.

Algunas veces es f4cil despejar "t"” de una de las -
funciones y obtener la ecuacibn cartesiana de la curva 3
partir de las ecuaciones paramétricas, sin embergo, esza
eliminacién de "t" no es esencial y no siemvre es posi--
ble o conveniente, por lo cual a veces convendrd trzoa--
jar con las ecuaciones paramétricas.

EJEMPLO

a). TDeterminar la ecuacidn cartesiana de una curva
cuyas ecuaciones paramétricas son:

=
L 72 W A

b). Determinar la ecumcién cartesiaca de la curve-
cuya ecuacidn vectorial es:



r = cogtl1 + sect §

c). Comparar las soluciones obtenidas en los incisos-
a) § b). Se trata de la misma curva?

SOLUCION ¢
a)e S x==7% tE& D= R Ry = DR
= . (= =
¥y =1/t : t£0 - DgCR RK Bpc R
Sugtituyendo T =3 en y =1/t

¥y =1/ [} x¥=1 ,". 3 =Fix)

que es la ecuscibn cartesiana, donde x€R , x££ 0

-

b). Si T = cost i +« sect § , entonces;

x = cost  tED,R Re = Dp = [-1,1]
¥y = sect = 1/cogt, t€ DgCR-' t £ %j 20\ (n=1,2,4+¢)
0 - (-c,-l] U [1,@)
sustituyendo cost =x en ¥y =11/cost :

y=1/x & xy = 1, pero x € —1.1]

¢). Las dos ecuaclones cartesianas son iguales, pero la
primera est4 definida para toda x con x ¥ O, mientras que -
la segunda queda restringida al intervalo x ¢[-1,1] 7 x40
por lo tanto, es la misma curva, pero definida en diferentes-
dominios.

Las grificas correspondientes se presentan en la figura
3.7.

Y Yh
r-‘“"“l\\
1 [} v
»X Sy 181 =4
i
xy=1¥x;x20 xeF1,1] x20
o xt g
y=1t r=cos ti-sen-
a :
A Figura 3.7 ®
EJEVPIO

Un proyectil
las ecuaciones paramétriras

X -.-'ﬁ’-aenﬁ’
¥y = 1-cos®

describe la trayectorie dada nor

el lector puede comprobar que la ecuacibn cartesiana co-
rrespondiente es

x = ong cos (1-y) - 2y — ¥°
Obsérvese que &ste es uno de los casos en que las ecus—
oiones paramétricas son mas sencillas, nor lo que su re-
presentacibén gr&fica se obtiene a partir de &stas.

En los ejemplos anteriores hemos visto.la transfor-
maclén de ecu-ciones vectoriales o paramétricas a carte-
simnas. Estudienos ahora el problema inverso, esto es,-
la deternminacién de la ecuacién vectorial o de ecua-
ciones paramétricas de alguna curva plana a partir de su
ecuacibn carfesiana:

Podemos plantear el problema en estos t&rminos:



»Dada una curva fuya ecuacibén cartesiana es: sl ahora damos a x el valor: O
f(x,y) = O, encontramos algdn par de ecuaciones un:ramétr‘z 6). 4 39 &t
cas.
() despejando "y* de 1} ¥ sustitu
LA R yendo 6). iAo 8
= t ==
¥ ¥t Y2 = 25 - 253082t ? 5 =[5t:uat)i + (‘jsent)1
o una ecuacibu vectorial yz = 25(1 - coszﬂ
T = x(t) + y(t)] 32 = 25 aait
gque remresenten a la misma curva®”,
T} ¥y =5 sent 1
Resolvamos el problema Planteado basados en el si--
guiente : Mas afin, si x = £3 se tendrd y = Vv 25—1:3, de don
de:
& S
EJEMPLO 3.4 F o= t31 4 Vo5 - 83 3

Encontrar un par de ecuacioneg paramétricas y la e-
cuacién vectorial corresvondiente dela curva cuye ecua--

De este ejemplo, puede concluirse que para upa ecuz-
cibn cartesiana dada aue representa a una curva, se vueden

tes 5 X
cibn carteciana es obtener una infinidad de ecuaciones vectorimles, asf com¢ la:

2
1) =2 4 ¥ = 25 Mx,y 20 pParejas de ecuaciones paramétricas correspondientes.

SOLUCTON ¢ En las tres soluciones particulares anoteadas, vode-—

Deuios a x el valor de t: mos8 verifilcar nuestras respuestas a partir de las ecumcip

nes paramétricas, mediante la eliminacién del parédmetro t

2) x=t de agut : con lo que deve Obtenersela ecuacibn cartesiana de tarti-
despejando y de 1) y sustituyendo o= tE s (25T da. Esta comprobacién se deja a cargo al lector. (Fara-
& a2y el tercer ceso se sfdgiere utilizar la identidad trironomf

3 J—zs—t—z— trica sent + cos?t = 1 ).
« ¥= =

3.2 OBTEZNCION DE LA GRAFICA DE LA BCUACIOR CARTE--

Si ahora damos a ¥ el valor-
SIANA . PARTIR DE LAS GRAPICAS DE LAS ECUACIONES PARAYE-—

de t:
TRICAS.
4)., y=1t de aqui :
F " B ) ) Otro tipo de problemas gue se Presentan, son scue- -
espelando x de 1) y sust. en 4): T 5=t~ 1 +. t§ 1lloa en los Que disvoniendo solemente de dos gréficas cu-
5) x =2 V25 - t* yas ecuaciones no se conocen, se desea determinar ura nue

va grfifica que nos represente la relacién entre dos varia



bles que aParecen en cada una de las gréficas originales,
relacionadas por una variable comdn (pardmetro), como se-
muestra en el siguiente ejemplo:

EJEZPLO 3.5

En una ffbrica de Mmotores se estd estudiando un nue-—
vo tipo de mdguina y se ban llevado a cabo mediciones so-
bre sus caracterf{sticas, con lo que se han podido elabo-—
rar las eréTicas mostrudas en a fiars 2.3,

Pl Potencia (HP)
1 |Temp, del aceite(°C) 2
30Ff 50¢
20¢ 100
10} 5ol
.. SRS REM. . . REM,
0 1000 2000 3000 D 1000 2000 3000
(a) (b)
Figurai.s

Se desea conocer lg relacién que hay entre las veria
bles “potencia* y “températura del aceite.

SOLUCION ¢

Si no dispusiéramos de las &rdficas R.P.YM. vs Tem-
peratura y R.P.M. vs8 Potencia, el dnico camino vara-
resolver el problemz serfa efectuar una serie ds medicio-
nes de las variables TemPeratura ¥ Potencla, al estar fun
clonando el motor, y greXicar los valoree obtenidos; pe-
ro pueden exietir dificultades para llevar a cabo estas =
pruebas (coeto, tiempo, etc).

Observamos que en ambas grédficas aparecen las R.F.i.
Podrfamos tratar de llegar a la relacién buscada (Foten--
cia vs Tempeyatura), utilizando como veriable interze--
die a las R.P.M.. Eun otras pelabras, conscemos las r=la-
ciones:

T = £ (R.P.M.)

P = f, (R.P.I)
y en este caso el problena consiste en euncontrar una rels
cibn del tipo:

T = P [P)

entre las variables T y P, a través dal parénetro ®.P.Y.:
en donde P es la veriable independiente y T la dependien-
te.

De 1las grificas se Pueden obtener valores de “emvera
tura y Potencia nara lias corresnoniientes de R.P.li., cozao
se indica en le %abl~w siTuiente:

ReP. M. T P Q(P,T)
500 N Py QllPl 2Ty )

1000 T2 | Py | QfRTp)
1500 i P3 03(P33'3)
2000 T ) Q, (P, Ty
2500 Tg B Qg (PgT,)

a Q (<]

o ° ]

TANLA 2.2



Craficando las dos Altimas columnas de la tabla ante
rior se resuelve el problema. (figura 3.9)

Tl
Ty
To
T

Figura 38
Lo gue se hizo, fué eliminar el pardmetro R.P.X. na—
ra llegar a la relacidén entre las variadbles Py T. En -

forna semejante se podrfa tratar otros nroblemas que ref-
gen caracterf{sticas anflogas a las de €ste ejemvlo.

3.3 ZGUACIONEZS VECTORIAL Y PARAMETRICAS DE LAS CONI
CAS Y AISUYA3 CURVAS CICTOINALTS,

Para el caso del proyectil, planteado al prineipio -~
de éste capitulo, se obtuvieron las ecuaciones parcnétri-
cas, cartesiana y vectorial de su trayectoria, donde se -
nota que ésta es una vardbola; sin embargo existen otras-
caracteristicas de esta curva que atin no se han estuiirdo
Adem4is debe hacerse notar que existen otras curvas cue =
también reouieren de un tratamiento como el hecho hasta -
ahora para la parébola.

A continuacién estudisreaos las ecuaciones vectorial
¥ paramétricas de las cénicms y algunas curvas cicloida--

1es, por lo que se dan las siguientes definiclones:

10

CONO CIROULAR RECTO. Una recta movil G, que gorta a una -
recta fija A en un punto P, formando con ella unm 4ngulo -
constante 8, silendo 0<ﬁ<v/2, genera una superficieé en
el espacio E3, llamada: Cono circular recto, figura - -
3.10(a). Ta recta G es la generatriz del cono, A es el e
Je y P el vértice.

CONICAS :
Se tienen dos porciones del cono unidas en el vérti-
ce. Ambas porciones se llaman hojas del como. Las curvas
que se obtienen por la interseccibén del cono con un plano

que no pase por el vértice se llaman secciones cénicas o-

simplemente cdnicas.,

Si el plano secante es paralelo a -
alguna posicién de la generatriz del cono, la cénieca es -
parébola (figura 3.10 b).
terseccibn se 1llama elipse 6 hipérbola, se3ia que el nla-

En cualguier otro casd, la in-

no corte unr hoja del cono o las dos (firura 3,10 b ¥ c).

2

Figura 310



Ia hipérbola consta de dos ramasg, una en cada hoja -
del cono. Cuando el plano es verpeandicular al eje del co
no se tiene el caso particular de una circunferencia.

Otra forma de definir geométricamente a las cénicas-
es como sifue:

1A CIRCUNTEIRENCIA. Es el lugar geométrico de los -
puntos de un vlano gque equidistan de un punto fijo llame-
do foco o centro, a lz distancia se le llama radio de la-
circunferencia.

LA ELIPSE.
Ya suma de distancias d1
1lamedos focos, es constante. “Si los focos coinciden, 1~

s el lugar geométrico de los nuntos cu-
y 4, a dos duntos fijos By o

elipse se reduce a una circunferencia.
LA RIPTZRZOLA.

del plano Dvara los cuales el v=lor zhsoluto de la diveren
cla de las distancias d1 y d, a dos puntos filjos Fl Y %o

2s el lusar geonéirico de los puntos-

llamados focos, es constante.

LA PARABOLA.
del plano que enuldictan de un punto fijo # {foco) y de -
una recta L {directriz).

Zs el lugar ceométrico de los puntos -

La figura 3.11 ilustra las definiciomes de las céni-
cas.

Otra caracterf{stica de las cbnicas es la Excentrici-
dad, la cual ge define como el cociente entre la distan--~
cia entre un punto de la cénica a su foco y la del mismo-
punto a una recta fija {directriz). Para una cbnice dada
este cociente es una constante para cualquier punto de la
curva.

11

¢

Esta serd elipse, pardbola o hipérbola, sesgfin la ex-
centricidad esté comorendida entre cero y uno, igual a u-~
no o sea mayor gue la unidad, reshectivamente.

Circunferencia
EUpse

[
%
F1 F2

dyrdp=const.
d1=d2
L: Pardbola
Hipérbola ! 2
1
d i ; d
do E 2
F Fz

(
d1=d2

Figura 3.1
3.3.1 CZCUACIONES PARANETRICAS DE Li CIRCUNPERENCIA.
Dada unza circunferencia con centro en el punto -

¢ (h,k) ¥y redio a (figura 3.11), podemos determinar sus &
cuaciones paremétricas de la siguiente manera:

Tracémos la recta L que Pz por el centro de la cir
cunferencia y forma un 4nfulo B con el eje x; la cual -
corta a la c¢ircunferencia en el puato P=(x,y) ¥ forma el-
tridngulo rect4ngulo CPA como se muestra en la fig. 3.12 en
donde observamos que: b



YA :
|
i
lP(xy)
i
i
L. "
Clhk) (A
]
1
i
i
i
1
|
|
| .
D B X
PIGORA 13.12
|5Zl =.168)-15%) = x-n
RP| = 1BRI-BAl = ¥y - % )
cos @ = iox| L s = x = acosfBsn (1)
e a
sen § = 1AF| . T = ¥ = ésenﬁ.k.('_"
a a

Las ecuaciones (1) y (2) indican oue x e y son fun-
ciones de la variable intermedia 'y vor tanto determin=n
un par de ecuaciones paramétricas para una circunferenciz
de radio a y centro cl(h,k).

Calculemos la ecuacidn cartesiana de la circunferen-
oda ruetituyendo (1) ¥y (Z) en la identifad trigonozétrice
n
non’ﬂ'o cos O = 1, resultrndo:

-

\ e

12

2

e (x-10)2 4y ~x)? = a? T3y

Se deja como efercicio al lector, determinar las e--
cuaciones paramétricas de la circurferencia con centro en
c(0,0), aef como la transformaci®n correspondiente a ecua
cibn cartesiana. ' A

Cualquier punto P(x,y) de la circunferencia puede ex
yresarse en funcidn de las ecuaciones Paramétricas de la—
wisma como:

P (a cos®+ h, a sen®s k)

cuyo vector de posicibn es:

r=(a cos®+ h, a senG+ k)

el cual, expresedo en forma trinfmica nos d4 la ecuacién-

vectorial de la circunfer:ncia, esto es: ¥

F = (acoe@+h) i + (asen®+k)

EJEPLO

Un carrete cilinirico de radio r = V7 se corta vor
un plano perpendicular a su eje, definiendo una circunfe-
rencia cuyo centro se localiza en c{1,1).
ecnaciban vectorial.

Deterninar su-

SOLUCIOf » x -
si c(1,1), entonces hxl, k=1 y a=y?, de donde las e-
cuaciones paramétricen 86n:
X =VT cosE+ 1
§ 7= V2 gen®s 1

Por lo cual la ecvacibn vectori-1 es:

T = (WVecos®+1)i + (VT sen©:+ 1) )



3. 3.2. ECUACIONES PARAI'ZTRICAS DE LA ELIPSE.

Hipbtesis: Un punto P(x,y) de la elinse con centro en
0’(h,k) aueda definido de 1a siguiente maners:

Considérese dos circunferencias concéatricas de radios
ay b centro en 0’(h,k), siendo =)b. Tricese una recta —
cualouiera L aue vase por 0’(h,k) formendo un 4ngule & con~
una recta y=k parezlela sl eje de las x, oue nase Jor 0'.

La recta I corta a las dos circunferenciss en los vun-
tos A ¥ 3. M4jeee desde A una pernendiculer al eie 7, de
finiendo los puntos 7 y2’, tricese pPor 3 una parsle
la al eje X, aue corta s la recta de A a C en el puanto -
P(x,y) buscado. -

Demostracidn: A continuacibn se demostrari que el pun
to P es un punto de 1la elipse con centro en (u,k), semieje-
horizontal a y semicje vertical b

é ’ 1,
I
{
g ! A
= | = - 7 .":.-_Y)
I
1 / 6\
iy 1
‘? o i .\y,___k
””" Tlivse
////r
<
0 c X
PIGURA 3.13

De la figura se deduce nue:

x = |53 ] = o] +[73] (1)
|oR!| = n (2)
IETEI = |57:1003 & = acos @ (3)
Sustituyendo (2} ¥ (3) en (1):
x = h % acos 6 R
y = 09| = [o%] + [T (4)
for'| = x (s)
|KTf'[= 157§lsen © = b sen ® (&)

Sustituyendo (5) y (6) en (4):

y k + b gen ©

Las ecuaciones I y II son un par de ecuaciones naramé--
tricas de 1la elivse.

Por otra narte, todo nunto de 1la elivse P(x,y) se 2:e-
de expresar en funcidén de sus ecuaciones paramétricas comno:

P (acos®+h,bsenéa+k)
cuyo vector de vosicidn es:
P = (scosfih,bsend+lc)

el cual gl ser exbresado en su forma trinépica A4 la ecus— ~
cién vectorial de la elipse:

T = (acos®+h)i + (bsene+k)]

Eliminando el parf{metro de las ecuaciones I y II se 1llg
ga a la ecuacibn :

(x-h)? (y-k)2

+
a? b?




Que es precisamente la ecuzcibn cartecigna de la elipse
con centro en 0’(h,k), seai-eis mayor horizontzl "a" y semi
eje menor vertical “v“.

ETENMPLO

Obtener las ecuaciones peramétricas y vectorial i< 11 e
linge cuyo centro estd en (1,1) radio mayor es J?— 7 reflo -
menor es 1. Su eje focal es varalelo al eje x.

SOLUCIOR ¢

84 ¢(1,1) entonces:

;

Semni-eje mayor

Semi-eje menor = 1

Sus ecunciones pararétrices son:

\/2— cos& 5 1

¥ = serd® + 1

X

it

Y su eCuacifn vectorial :

P = xi+ ¥y
P = (‘ff’__ccs(-‘+1)i + (senesl)i
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3. 3.3. ECUACIONES PARAVETRICAS DE LA HIPERBOLA.

Consideremos dos circunferenciss concéntrices, con ten
tro 0'{h,k) de radios a ¥ b, siendo a>b, tracémos una r:ég
ta cualauiera ' oue psse por el puato 8' y que forme un 4n-
gulo & con una recte y<k paralela al eje X. Sea C el oun
to de interseccién de dicha recta con la circunferencie je-
radio mayor y Pasemos por C la tangente al circulo que cor-
te a la recta Y=k en el punto D. Por el punto B traciios
una parealela a2l eje Y, que corta a la recta " en el Munto -
E. Pasemos nor D una paralela 21 efe ¥ ¥y por & una parale-
la al eje X, rectas que se cortan en el punto P, que perte-

nece a lg hipérbola.

=
te]

o = F(xlfv)

PIGURA 3.14

| {

R



De 1la figura vodemos observar gue:

x = |opf = |Bh'| +107D*| (G
Iﬁ'l: h (a)
Y del tridngulo recténguloc O’CD:
|570¢| = [T°D] = [G7Clseced = a secé® (2)
sustituyendo (a) ¥ () en (1):
x = h + a sec8é Bl
y = [P = [97D]+ 7P| (2)
lD’Dl . g (=)
Y del *rifngulo rect4ngulo 0'3E: i
ITP| = IE3) = |73 |trne = 70 tane {3
sustituvendo {(c) y (a) en (2):
¥y = k + %o tan*  owow e EE

las ecu=ciones I ¥ II son un par de ecuaciones -2ran%—-—
tricas de la hipérbola,

Todo sunto de la nivérbolan Plx,y) se pueie exmresar =n—
funcién de sus ecuaciones vararftricas como:

P (asece+h, btanfsk)
cuya vector de posicién es:
P = (agec@+h, brand+l)

el cual el ser exrresads en su forar trinémica di 1= ecun- -
clén vectorial de 1la hivérbdola s

T = (asece+h)i + (btant+ili

Flininando el verédmetro ‘e las ecuaciones I y II, 1lle-a
mos a la ecuacién:
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(x-h)2 (y-x)?
= s b

Que es la ecuacidn cartesisna de 1la hivérbola con cen—-

tro en 0'(h,x), semi-eje mayer horizontal "a" ¥ sermi-eie ze

nor vertical "hHF,

Se deja como ejercicio pera el alumno determinsr las e-
cuaciones vrramétricas, vectorial y cartesiana para la hi-~4r
Yolr coun centro en €(0,0).

EJEMPLO

Obtener la ecuacién cartesinna de la hipérbole cuyo c=n
tro estd en (2,-3) con semi-eie mayor horizontal =4 y s
mi-eje menor vertical = 2.

SOLUCION
c (2o—3) h=2 ; k==3

a=4;
spus ecuaciones paramétricas son:

x 2 + 4 nect

u

~3 + 2 tan®

¥edtente la identidad trigonométrica

2

secza - tan"@ = 1

podemos eliminar ficilmente el pardmetro €, para obtener la-
ecuvacibn rectangular :

Syt secd = 1;2 H tang = Lz}—
finalmente :
(x-2)? (y+3)”
16 = 4 -




3.3.4 ECUACIOMES PARALETRICAS DE LA PARABOIA.

Consideremos une varfbola con vértice en V(h,k), eje fon
cal paralelo 8l eje de las ahscisag, como se muestra en la -

figura 3. cuya ecuacién es de 1la forma:

(}'-k)2 = 4P(X—h)
Pasemos ung recte L gque corte a la paribola en el npunto

P{x,¥)} ¥ gue forze un dn-ulo & con el eje focal; nodenos ob-
servar oue:

Y
- }--———————
|
]
® 1
__________ i
v(h,k) | ;
y H i
] 1
k | T
| I
: |
i L ; ¥
FIGURA 3.15
Y-k
tan® = despelemos a "x*
x=h
y-k
x = +h ; =x =coté (y-k) + 1 o el

tangé

Sustituyendo la ecuncién (1) en la de la pardbola

(y-k)? = 4p|fy-%)coté + h — h]
Simnlificando y despejando a "y

y = 4pcoté + ¥k R
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Si volvenos a sustituir la ecuacibén I en la

la pardbola:

ecuacibn de

(4p cote + & - ¥)2 = 4p (x-n)

Simmlificando y deszpejando a “x*

x 4p cot?e + h A e

Las ecuaciones I y II nos renresentan un par de ezuncio
nes meramétricas ¢e la pardbola.

Todo punto de la mardbole F(x,y) se -nade expreszr en -
. [ 4 :
funcibén de sus ecuacionis paramétricas coro:

2
P (41 cot’® + h, 4o cote + k)

el cual nl ser exwmresado en su forns trinfaics A4 la ecus- -

cibn vectorial de 1z pardbola:
T =

(47 cot?e + h)i + (4D coté + k)j

Sl eliminamor el parénatro de las ecu~ciones I v "I, -
llefssmos a la ecuaciébn ce 1z nar4dbola, lo cusl comvruesn -
nueetro desarrollo.

Se deja como e¢jercicio pars el alumno d-terminer l-s c-
cwaciones yaramétricas, vectorinl ¥ cariesiana de una -2rdbo
la con vértice en ¢l orifen y eje focal sodra el eje ¢2 las-
abscisas. - -

3.3.5 CURVAS CICLOIDALES

%n un mecaznismo de ngquina herramienta se necesii~n oune-
un enfrane oue rueda sobre unn crenzllera lleve unido in v4s
tage ¥ que adenfs sea colocado entre dos pl-ocns como s2 nues
tra en la figurs 3.16



Z
it fe e LT
£ - —————— e . e g
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2
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\\ “
\l N
vistago cren~llera

PIGURA 3,16

Como el vdsrago v~ 2 traverar 1l» nlaca lateral, =s nNGSg
sario n2cerle a éata un sorte sonre le linea puntesdz, a¢r——
wAs se renuiere oue el ancho #2 ese corie sez Solo jasto Po—
ra ocue ocuedha €l véstazo. Tono se van a coastruir musing 6I

entonces se rea.iere ravidez ¥y pPresicibén para nzzer loz

g

228y
cortes.

El fabricante daispone de un~ cort-derz especial ~uz c¢oun
saplete econtrol.dn eluctrénicnriente, el cual vz
tro——

siste en un
ce efectunr
yectoria en foras de ecuzcibn warzaftrica,

el cerie en 1la foriia indica” 2 si recibe 12

Ahora bien, si disnPoneaos de esta mAguina, todo el mre-
i 4 . : e
blema consiste en determinar 1las ecuaciones paranbtrices ¢o-
la trayectoria.
Por conveniencia, deterninorenos las ecuaciones de la -
trayectoria consideczndo a ésta como un= linea (el anchio ls

dard el gruesp de lg flama del sovlete). Considerarziios -—-

que el vdstago va colecado justo en el borde éde! engTane, o

mando couo origzen el inicio de la trayectoria y un redio "o
del engrzne com0 indica la fifura 3.17.
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PIGURA 3.17

Se obgerva que:

x = [0B] = (oF]- [BH| =
Pero
|oF| = |§§[ = ag (longitud del arco =)
vy ademés del tri&ngulo PCM
|BRl = [Pl = a seng &
sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos oue:
a( g - sengd ) o A

x = 8f-a seng =

por otra parte

¥y = IPBl = |¥RI| = |CR|-|TE| -
Pero
IGFl = a es el radio de la circunferencia

a cosgd (Ver tridngulo PC:) i e

D

gl

S
n

Sustituyendo (6) y {7} en (5}

)

. (2)

. (8)

- (5}

- (6)
- (T)




¥ = a-acosg = all - cos g) L G

finalmente las ecuaciones paramétricas nos auedan:

X =

alg - sengd)

o et £9Y)
a(l - cos g)

y =

Las ecuaciones (9) son un par de ecuaciones parazétri
cas (donde @ es el pardmetro) de la trayectoria que repi-
be el nombre de cicloide, con las cuales cuedarfa resuzlto
el problema para proceder a recortar las vlacas y adenfs -
podemos establccer la siguiente:

DEPINICION 3.3

La cicloide es el lugar geombtrico descrito por un =
punto fijo de una circunferencia que rueda sin resbalsr so
bre una rectes fija.

Por otra harte, cuandn el mecmnisro a coastruir ra2~nio
re que en lugar de crenallers se tuviese otro enarane circa
lar fijo, entoncez el lufar geonétrico descrito mor ur sun-
to fijo del engrane mbvil deseribirla wna curva que se lla-
ma epicicloide ¥ nue se establece en la raruiente:

DEPINICION 3.4

Epicicloide es el lusar geom&trico descrito Por um wun

to fijo de unn circunferencia aue ruedn sin resbalar sobre el

exterior de una circunferencia fij=.

|

Si tonmamos a la circunferencia fij= con rsdio "a" » -
con centro en el orifen y la circunf-reneia ::6vil con :~dio
b" y tomundo como Porémetro a g (nue es el 4nAulo forr=do-
por la recta Q2 que une los centros de las dos circunf:ran-
cias con la parte nosgitiva del eje X), y siendo € el A=mulo

entre las rectas 0C y CP, se tienec que:
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Le ecuacibn de la Epicicloide se puede desarrollar a -
partiyr de la siguiente figura donde se observa que:

Y
1
1
|
C A
e
3 F[):'.'f)
N )
of |
k# I[ x
3
0 LIk =
FIGUR, 3,18
-~ e
Arco X = arco NP & Kn = np s )

donde 1a longitud de los arcos viene dzds mor el wosucto -

del radio vor el 4ngulo en racisnes, esto es:
-

~
Bt =

5 ag . g (2
NP = b8e + .. (3)
Por lo tanto:
ag = b o
y & = (a/bP) g ey

© sea nue € es funcién dz g , aemAs obsbrvese que:
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x = |l = I3T] + | o oo (8) 1B b sen (@ +4£) b sen(%p’ﬂﬁ)

Pero del tridngulo C3P, se fiene que : b EEH(E—;B) 8

]E-l = [BPt = |CPlsenx . op FA(6) finalmente
Por lo tanto x = |OL| + [CPlsen« y = (a+b) seng - b aen(%—bﬁ)
< = € - (T'/? -g) = 6+4 - N/2 T Asi, las ecuaciones paramétricas de la epicicloide reswlt=:
ser 1

Suatituyendo (4) en (7) y calculando el sen¥, se tiene:

2 @ 'E y o ( oh 4 w x = (a+b)cosg - 'bcos(i;-—b- g)
sen = sen(g g+ g~ 2 = sen( == 5
¥ = (a+b)seng - bsen(% g)
¥y por ldentidades trigonométricas
S iR a+b %) - 5 T De una manera anfloga a lo que se ha visto se puede defi
b nir la hipocicloide como:
ity 8 bti finalx =
sustituyendo (8) en (6) y (6) en (5), se obtiene finalmente DEFINICION 1.5 ‘
que:
- I'O‘L'I 188 lcos ( ;+b ﬁ) Hivocicloide es el lugar geométrico descrito por un van-
= 3 b to fiJo de una circunferencia aue rueda sin resbalar dentro - '
ademA s de otra cireunferencia fija.
IoT.] = (aib) coss i s
ITB] = v /_ arco W! = zrea %
b =
por lo tanto 8 i
b
b s @
x = (a+b)cosﬁ5-bcos(-a-;—ﬂ) b
por otro 1amdo ) B n
0 I o) = c -
y = |FBl = ITBl = Iicl - T3] o
pero del tridnsulo OLC 5 90-4 B / P(x,y)
|L_G'| = (a+b) sen g .. 0 WM K
[cBl = ICPlcos = bcos(8+g - U
2
FICURA 3.19

de (7) y utilizando la identidad cos(a - I'/2) = sen(4 )



S8i tomamos a la circunferencia fija con redio ‘“b" y con-
centro en el origen ¥y la circunferencia mévil ‘de radio "ag", -
utilizando como pardmetro a £ que es el &ngulo formado por -
la recta OC aue une los centros de las dos circunferencias -
con la parte positiva del eje X y sisndo € el 4ngulo cue se -
ve generando entre las rectas OC y CP, segfin se Mmuestrs en le
figurae 3.19 donde puede observarse que:

|oT) + I}
Iez| - 159 )

x =

103
17l

¥y
donde se tiene,

(o%] =
Tl =

de los trifngulos OLZ y C3P gue:
|5Clcos 6 = (|TT] - |TC])cos 6 =
3% = |CPlsen [.I-I—-(a- + W2 - p'}]
= |CPlsen (V/2 - e+ 4 )

(b-a)cos ¢

utilizando la identidad  sen( W/2+4)

i
a
[=}
£7]
>

(-8 + &)
b
- 26 )

( 22 g)

= & CO0s
= 8a cos

.
- =

Iﬁl = a ecos

Del tridasulo OLC :
A
Ic3)

p’ = (b—a) sen ﬂ
(/2 - e+ 8)

l—&:l sen
|CPlcos

cos (T/244) =

+ 8) =

utilizendo la identidad

3

-sena

8)

por lo tnnto, las ecuaciones maranétricas son:

|ﬁl = -2 sen (-& ~n sen (f—;—‘g

x = (b-a) cos g + a cos (P';ab g)
¥y = (b-p) sen d + a sen (:‘;—b £)
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Como dato curioso, obsérvese gue si:

b = 28 Las ecuaciones de la hipoecicloide se tresnsfor-
man en:
)
x = (2a2-a) coa g + acoa (a—?‘% )
= acos § + acos(~-g) = acos g + a cosg
= 2acos g
y = (2-a) sen § + a sen (9‘%.2—% £)
= asen B + asen (-g) = a send - e sen(+d)
= O 0
Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas gue se obtie~—
nen son :
X = 2a cos g
y = O

donde se concluye aue
&ata es la ecuacifn de un~ recta sue coinci?e con el ejz X, -

“x* puede tonmar cumleuier valor y y=0,

la cuel se puede rerresentar por la ecuacién

s

Yy = 0

EJE/PLO

Curles son las ecfaciones paracétricas ce la hipocicloi-
de donde la circunferencia fija tiene como radio b=4a ¥y el-
redio de la circunferencia mévil es a-4.

SOLUCION :

Con esta condicibn, las ecuaciones paramétricas se redu-~
cen a:




x = (4a-a)cos f + a cos(a'ia #)
= 3acos g + a cos(-3§)
= 3acos@d + a cos 34
vy = 3asen g + a sen(-38)
= 3asengd - a sen 3¢
0 sea sl 4a = 16 [} a=4
x = 12cosg + 4cos3gd
y = 1l2sengd - 4senig

Que son las ecuaciones paramétricas de una hipocicloide-
de 4 picos, también llsmada Astroife.

En genersl se puede establecer aue la hipocicloicde duede
tener o no un nfimero entero de ramas, semin cue la relzcifn -
entre los r2dios sea o no un ndmero entero; en el caso de aue
estas curvas tengan un némero entero de resmas reciben el nom—

bre de Astroides.

o
A\

FIGURA 3.20
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Como ejemplo, obsérvese que 21 perfumetro e la circunfe-
rencia de radio b es retorrido por cuatro vueltas de la cir--
cunferencia de radio a, como se ve en la figura 3.20, por lo-
tanto:

b

4(2Ta) 6 == 4
a

oMb =

(Obsérvese que el cociente ea un ndmero entero)

En terminos generales si a b/a le llamamos n, tendre—-
mos para radlios a ¥ b cualguiera, que ge debe verificar:

2T b = n(2Wa), esto es bvla=n

Lo mismo ocurrirfia rara la evicicloide, o sea, que la -
curva generada al recorrer una sola vez la circunferencie fi-
ja puede quedar cerrada si y sélo si n es entero, en caso con
trario quedarfia =bierta ¥y no habrfa un nfimero entero de ra- -

mas.

Zn términos generales c¢uando en lujar de 1= circunferen-
cia fija se tiene unaz eurva € cualnuiera, nu~de establecerse-

lo que es curva cicloidal en la siguiente:

DETINICIOY 3.6

Una curva cicloidal es el lugar geonftrico descrito »or-
un runto fijo de unz circunferenciz aue rueda sin resbalar so
bre una curva fija C cualauiera.

Sin embargo, sus ecuaciones nueden resultar'ﬁuy com~licp
das cuando la curva fija C, sea cualnuiera, lo nue origina -
que gueden fuera de los intereses del curso.
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3.4 ECUACIONBS DE CURVAS zN COORDENADAS POLARES.

3.4.1 INTRODUCCION. EI objetivo de este tema es estu
diar 1las curvas Planas en el sistema de coordenadas polaTes,
como una generslizacibén del estudio ‘de la locolizacifn de =
puntos, que se llevé a cabo en el Tema 1.

Supbngase gue desde un observatorio se estl siguiendo -
la trayectoria de un cuerpo. =21 registro gue se lleva, con-
giste de un &ngulo de elevazcibén y una distsncia, como se - ~

nuestra en la figura 3. 21

Negistro de Observacloras
dngulo de fistancia
elevacidn

Ll 2l

e o

= T3

e g
| 4 4

FIGURA 3.21 |

Se puede apreciar oue existe ciertm releoién entre el -
dngulo y le longitud, para un fAngilo de elevacibn
dado se tiene una distancia. Puede decirse entonces cue hay
una relacibn binaria entre & ¥ r.

3.4.2 ECUACION POLAR D= UTA CURVA,

En el caso en pue la relacibén es de uno a uno, se esta-
blece una funcidén entre & y r, la nue se renresenta como :

(o) ,

es decir:

b A - ;

expresibn que define a r como funcibn de &.

La repriosentacibdn crifica de ella es unz curva, lo cual
lleva a la sifguiente:

DEFINICION 3.7

Se 1lama forma géneral de la ecuacibén polar de unm cur-
va, a la funcibén T = £(@), continuz en un intervalo cerr -

do [91,92].

Existen diversos m&todos nera deterninar le récls e o
rrespondencia entre las variables r y &, tales mftodes eon -
objeto fde estudio en cursos como : Né&todos lunbricos , leuz—-
ciones Tiferenciales.

Lo oue se haré ensesuida, serd cue en los efjemplos sr» -
presenten algsunos tivos de curvag y se anzlicen sug corrcte
risticas desde el vunto de vistn reométrico; en los casos en
que sea factidble enccntrar la ecuscifn, se proceders 21 su ¢a
teneiébn.

Anéliais de varios ejeaplos.

EJ E°PLO

Sea la curva r = 3 (funcibn constante), conée » no <

I

‘pende de ©. Al tabular est= funcibdn se tiene:
] TABLA 1. 3
e (rrados)| o | 4s®f o -i 1389 1227 [ 22 2| | e e
¢é(radianes)| D -}—'ﬁ ;'ﬁ _3 T i ;-Tl' -%T{ :_‘ I
T afln = a a 5 “ 4

La Table 3.3 1ndica cque se trata de una funcibn coune-~
tente, la representacién :rifica se imjectra en la figura - —
3. 22,
arigen y radio a.

oue corrvesponde & una circunferencia con centro en el-
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(a,1/2)

Ay 3TV4 ) (ar“/’4 3

(a, W) (2,0)

SIGURA 3,22

In efecto, transformando estn curva n coordenndas carte

sinnag, se obtiene: i

r = A, sustituyendo r vor su eactivalente:

‘/ 2
x2+y" = a al elever al cuedrado sueda:

. o

que es la ecuacién cartesiana de una circunfa2rencia con cen=-

tro en el origien,

;C6mo . nuele fustificarse est2 paso de coordenadas vole-

Tes A cartesiannas?

Véase que la funcién dada r = a es el lugar geombtri-
co de todos los puntos cuya distancia gl nolo vale a; asf =~
aue puede transformarse a coordensilng cartesinnasg, ussrdo =~
las ecuaciones de transformacibn ¢indas para los puntos del -
plano, vistas en el Tema 1, o bien, puede obtenerse la ecup
cibén en coordenadas cartesiznas dircctamente, ya que el lu--
grr Feowdtrico de los duntos cuva distencia al origen vale a
es:

pues se recorderi que x?+y es la distancia de un vunto-

(x,¥), al origen: en este caso (x,y) es un punto de la curva,
¥y elevando al cuadrado gueda:

sz e E 82]

que es la ecuacién obtenids antes,utilizando las ecuaciones ce

transformacién.

La justificacibén de) paso a coordenadas cartesiznas 6 po-
lares serd visto nosteriormente.

La curva T = a tiene simetrfa respecto al polo, ya aue-
para todo punto (©,r) de la curva, se cumple Gue:

r(®) = a , (6 ) = a

y se tienen los dos muntos Pl(a,e). P2(a.e+ﬂ ) aque, de acuexr

do con lo visto en el Tema 1, son simétricos respecto al paelo.

Puede concluirse que una funcibn r(e) es sirétrica res-
pecto al polo si r(®) = r(6+1 ) rara todo valor de &. Este
concepto zerd formalizado mfs adelante.

Tamblén existe simetrfia respecto al eje polar, yz cue -
r(8) =e 3y r(2-8)-= g, es decir, los puntos Pl(a.e) T
Pz(a,Eﬁn-Q) pertenecen a la curva y son simétricos respecto -
al ele volar para todo ¥alor de &,

Puede afirmarse que una curva es simftrica respecto al —-
eje volar si r(®) = r(21W-8) pare todo valor de &, lo cual-
serd Justificando tanmbién mAs adelante.

Por Gltimo se tiene la simetrfa respecto al eje coRrolzr,-

dado cue:
r(@) = r(li -9)

o sea, los puntos P;(a,8) ¥ Pz(a.ﬁ'-e) pertenecientes a la
curva son simétricos respecto al eje codolar, segfin se vid en-
el Teme 1.
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Ta fundementecibén de la siguiente conclusién se hace -
més adelante: Una curva r(8) es simétrica respecto al eje
copolax si:

r(®) = r(1 -8), para todo valor de &.

Por otro lado, en la figura se muede observar que la cur
va es cerrada, ¥ vor lo tanto:

Una curvsa es cerrada ei la funcién tiene un valor Zinito
para todo valor de &,

Tl andlisie consiste en conocer loe Tuntos en que r tome
valores miximos 6 minimos.
el CAlculo Biferencial.

Para este andlisis puede uszrse -
En este cra80 s€ ve aue:

¥ 8,

Ifm r = a
8- eo

por ello se concluye qgue la curva es cerrada, ye gque r eg i
nito.

El andlisis gue acaba de
"discucibén de una curva”, gue

hacerse recibe el nombre (e -
ser4d forazlizado adelanta.

EJEIPLO

Encontrar la ecuacibn de 1a rests nae passm rTor (¢,779)-
Y que es perpendicular al eje

3.23.

volar, cono sc ve en la fiura

(4,60°)

/ recta

0 (polo) r

FIGURA 3.23

SOLUCIOH

La componente de la distancie entre el pplo y cuslouier
punto de 12 recta sodbTe el eje Polar es unz coustaate, y ve-
le "a".

.
* =

T cos® = a

A partir del dato del punto (4,60°), se llege a obtener

el valor de “"a":

4 cos60® = a, entonces a=2

Zon todo ello, se concluye nue estie. recte es el luwr -
geonétrico de log puntos suya conponente sobre el eje molsr—

es 2, lo cual ecuavele a la ecnacifin.;

T cos® . (ecunciébn polnr de le rermta)
Puede verificerse ecta ecupcibn, =i s transforma » -
coordenndas cartesianas rfel sijuiente modo:

r co3® = 2, sustituyendo rcose Tor su transforr.a--

cibén, nueda:

X = 2 ({ecuacidn carieziana de lz recta)

Ea cuanio 2 su siizetria, pucden utilizarse las reflss —
dadas en el caso anterior, lo nue conduce 2 lo siguiente:

Simetris. resvecto #1 polo: Se debic cumrlir que:

r(&) = r{&W)
Zn nuestro caso:
r cos(@sM) = r (-cos®) = -r cos®
Como ; r{8) = -r (e W)

no eriste simetria recmpeeto 2l polo.



Recuérdese que;

cos® = - cos(8+M)
y sen® = - sen(8+M )

Para la simetr{a respecto al eje polar se debe verifi--
car que:
r(8) = r(2W -9) y en esta recta se tiene que:

r cos(2N-8) = r (cos®)

lo cual uwermite concluir, ecue sf e:iste sinetrfa resunecto al
eje poler {(como puw«de verse en la Iigura 3.23.

td

Sabiendo oue:
cos® = cos(20 -&)
sen® = -sen(2W-&)

Pare la simetrfa respecto al eje conolar, debe curidlir-
se que:

r(e) ‘(1 -e) ,

Y en este c=so
r cos(l1 -6) = r(-cos8) = -r cosé , es cecir:

r(8) -r (T -0)

que indica que no hay simetrfa resrecto a dichko eje.

Debe considerarse que:

cos® = - cos(l -0)
eend® = sen(N —g)

Para conocer su extensibn y decidir si es abierta (lo -
cual en este caso es evidente), podréd nacerse uso del Cilcu-
lo Diferencial, en lo ref=renie al estudio de los méxinmos y—
nfnimes. '
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Para la recta de este caso, se tiene:

a
T = a setg

cosée

T cogd = a, o0 gea

la cual tiene la forma r = r(8), Para obtener sus mAximos-
y sus mfninos, se debe derivar respecto a la variable inde--
Pendiente:

r = a Sec®

dr

— = 4a secbé tané
aa

y por la condicién necesaria de punto extremo : g% = 0, onue
da :
a sec® tan® = O

) 3 [
ecuacibn que se verifica para € = 0,

valor en que I = 2=
¥ corresdtonde al valor de la curva nAs cercaino al polo. DNe-
bldo a que se obtuvo ¢l minimo y no Bay MAximo, se destrehde

que la curva es abdbierta. Se deja al lector la verificazis:;.

Por otro lado, puede verse gue Lin

i -+ 00, - lo
Q=)o cose

que se vuelve a concluir que la curva es abierta,

EJEINFLO .

Discutir la curva r = 2 cos@.

SOLUEION ¢

eniente dibu--
jar esta curva, nara lo eu2l se hnee la sizuiente tabul-cibn:

Seglin se vib en un caso zaterior, es co

8|0 130°[25° [60°] 9¢®| 120°| 135°| 159° |230°| =147 | :05°

ool [ Lata] a2 X 0 -1 =1.472 | =1.74] -2 |-1.74 | 1.

6| 240°| »70° | 300° | 315° | 330° | 360°




tn esta tabuwlacibn se observa que los valores se reni—-
ten en un cierto orden. Por otro l=do, s= tienen valores -.e
gativos de r para los 4ngulos gue correspbonden a los cuadrsn
tes segundo y tercero. En gZeneral, es preferible travajer —
con valores Positivos de r, aun~ue Pucden *omarse en cuenti-
sin ningdn provlema los valores nelativos, ya que fuf estu--

dlada su transformacibén a forma positiva.

Ia grfAfica fe los ~untos obienidos en la tzpulacibn e: :

90°
220° 60°
35° -
A0
L4] = w
150 SE S e e
» 217
180° 2
353
gath 74,152%)
2559/ ° =(1.74,2: 07
240°

270°
FIGURA 3.2¢

Ev la gréfica se han reprc=ent-.do al~unos pantos, WIrc.—~
mostrer cbmo la imzgen neg-tiva, que se obtiene en los Anga-
los de los cuadrantes sagundo y tercero, corresponde 2 ind."2
nes positivas de los 4ngulos en log cuadrantes wrictero y - —

cuarto,

Rajo estn situncibn, puere afirmarse que:
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En general, las funciones en coormdenadas Polares r=r(8)
no son biunfivocas, si existen en su regla rie correspondencia
funciones trigonométricas del &rgulo 8, ya aue tales funeio-

nes gon peribdiess y hahrd, por lo menos, un valor xT , tal

gue r(@) = r(&4kW) V. Pl(xj‘,e) coincide con Pz(r29+x'l'l).
An cuanto a las simetrfas, se tiene:
Simetrie respecto al v0lo:
r(®¢) = 2 cos®
r(e&:T) = 2 cos(®+0 ) = -2 cosg
L es deciz, r(e) = —r(e*ﬁ ) mor lo tanto no hay simetyia
Sinetria resvecto al cje voler :
r(e) = 2 cosé
r{2T-6) = 2 eos(2-6) = 2 coso
asl que r(6) = r(2W-€), oue indica que sf hay simetrfa.
Simetriz resvecto =zl eje copol=r:
r(e) = 2 cosé
r{% 8) = 2cos{ti-8) = -2 cos®
Por lo anterior: ¥(8) = -r(il-&), entonces no hay -
simetria.

Pera analizar su extensibn, se utilizeri el estudio de-~
méximos ¥y minimos:

La funcifn es r = 2 cos®, derivando e igualando 2 ce-
TO, se obtienen los puntos criticos:

ae

dr
= ~2 sen® = O

ecuacibén vdlida para € =0 y @&=T7



Para definir su naturaleza, puede em‘_‘lleq’;‘se el criterio
da la gegunda derivada:

(=7}
n
H

~2 coso

&

Recuerdese due;

¥l critirio de 12 segunda derivada perinite analiz=r 13-
cntcaviind fe unn curva, lleldnéose a:

y,v<0
y'?' 70

1nAximo, si

minino, si

Si  y'? = 0F e} 2uiterio ¥gEla.
”

2
a‘r
. Para 8 = 0, se tiene tue —5 = =24 C 5 un
nfiximo, o &-0
2
m dar
Para @ =11, sce tisne cue 5 = 27%7°C & an
miniao. o &=
Dado aue el intervale de valores de r &s:
= T =
Dot r{t) 0 ‘
, B r(o) = 2

e org[e,2]

se concluye cue 1la curva es cerrade,

Solo faltia encontrar su ecuacidén ¢ rtesiana, inici-laen
te se tiene:

L}
n

2 coso , cuya trensfornzcibn es:

(2 oF X

P Sl =

quedn :

multinlicando ambosg :xenbros

27

=
xzﬂr‘ 12"’.‘.’2 = 2x,

es C-ec':lr: Xy
Para gimplificar la expresibn, se eseriben todos les tér
minos en el primer miembro:

x2—2x+3r2 = 0

El término en x?

pletando cuadrados :

hace pensar en un binonio, asi sue comn-

2

xP-2x4l + y° = 1, es deoir, [(x-1)% 4" = 1

Se trata de una circunferencia Je redio 1 y cen*ro e -
(1,0)-
ra verificex los aspectos gue se van obteniendo en el anili-

2s importante reca2lear aue la firfura puede servir -2

sls, pero de ningin modo la figurn es concluyente para un eg
tudio de 1a naturaleza de la curva.

EJ 2PLO

Discutir la curva T = 5co0s38.

SOLUCION :

Tabulando 1a curva se tiene:

gialar e |as | me el ieee PandBias DipelStes (=
A 5| .84 O 2. S|t | oAl 3 IER] = |3.58 0 B | P
8] 168 2 e o 24..) o 155 270 2395 Dbt 315 1:“ e

o IO o o T e R 1 = g (e

Graficande dnicam=nte los vnlores rogsitivos de v, nue:z

ya se vié en el caco anterior que los nc;jatives correspon<
a otros “ralores angulares cuya imdgen es positiva, se ten:iri
la figura 3.25.




FISURA 3.25

210° 330

300°

270°

tres pe*alos.
A esta curva se le comoce como ros® de P

; sticzs geonr $-
A continuacibn se estudiarédn sus caracterd X

tricas.

Simetrf{a respecto al polo:

r{8) = 5 cos3is

sles T = 6 posdleyT ) = 5 cos(36+31)

las funciones—
pero 3T es eouivzlente a T , para efectos de
trigonométricase, por lo que

-5 ¢co83@

r(0«T) = 5 cos(3e+N ) =

Concluyendo :

no hay simetrfia respects-

r(8) = - r(e+T)

gl polo.
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Simetria respecto al eje Dolar:

r(8) = 5 cos3e
r(-®) = 5 cos3(-8) = 5 cos{-38) = 5 cosle
como r(8) = r(-8), por lo tanto si hay simetria.

Simetr{a respecto al eje conolar:

r{8) = 5 cos 28
r(W-8) = 5 cosl(N-8) = 5 cos(3W-36)

¥y por lo dicho en lan simetrda respecto al nolo:

r{fi -0) = 5 cos(li-3¢) = -5 cos3i6
r(8) = - r(li-8), asf cue no es sinbtrica recnecto
al eJe copolar. -

Abora se verd su extensibn:

r = 5 cos3e
ar
— = -5 gen3d (3) = =15 send® = O, ecuaciba vX
a6
lida para sen3® = 0, entonces 3@ = 0°,l-‘30°,360°,et—c.
Para 38 = 0 se f}ene que & = 0
en 36 = 180° ge tiene & = 60°
en 30 = 360° se tiene @ = 120°
en 30 = 540° se tiene & = 180°

puede ohgervarse nue correspontien » los vzlores de & p°ra -
los cuales r vale S § -5
su naturaleza,

en la tabulacibn. Para conocer -

se usard ¢l criterio fe 12 segunda deriveda:



fs
dr 62£
— = =15 senl® ; —5 = =45 cos3®
de ag
alp '
en 8=0; —5 = -45 cos3(0} = -45 cos{0o} = -45<0
de
.+ se trata de un miximo.
2
s gt 2
en 8260°; —5 = -45 c0s3(60) = -45 cosl?0” = 4370
de
.*. 8e trata de un minino.
Bn ferma similar nuxle concluirse aue:
Hay mdximo en @=0°,l?0°.°40° ¥ 36QF, frunl a5

tiay minimo en ©=602,130% y 1320%, curo walor es -5,
Nado sue tsuto el mAximo eato el minizo son finizsos, =2 -

coucluye aue la curva es cerr=éa,

Su %rsusformocib a coorten-rins cartesimnas requiere el -
uso ¢e une, ii’entide” trifone :8%riga werm elitinar ¢l 425ulo -
trinle (36). La ideatifiad tri,onomstric: riade obtensrsc fe -

un manual de férrulas i es: ~ Y
2 .
cos838 = cos@® - 4 sen & coub

2
Entonces la funcibn es: r = 5(cosd — dsen Hoose), 21~
transforin se tiene:

2

e o ¥ x
Xy = RESN( — —r b
2 2 bl = 2
v/x +3 {t +y2) X o+y
Al elinin2r los dencminariores se tiene:
4y2 b 4

) >
(xq¢y') TR

(x2sr W +y” (Jx°+g?) = [

S - )
f;?+§; (35431) J;‘+y;

5 [x(x?+y2) - ¢x32] , - simmnlificando :
2

2
(x%+y2) =

2
(x2ey?) = 5 (x3exy2axy?) v finalmente, gueda :

2
(x%+y%) 5x3 - 15xy?

Ecuacibn cartesiana de la rosa de tres pétalos.

En este caso e8 notorio cue la expresidn cartesiana es ., -
mis complicada nque la polar. En muchas ocaciones se tienen c¢g
sos cono &ste, con ello se quiere mostrar aue las coordenadag-
polares pueden servir para facilitar un vrohlema, que en coorw
den+2s cartesiznas se bhuede nresentar connlicado.

RISCUSTIOT D=

3.4.3 TTA CURYA E! COORNMEIATAS POLARES

Zn torles los cnsos hrecentados hastz ahora, se her. anali
zrdo les ravanteristicac Seoriéiricas de una curva efi e2gaxtens
das nolaves, a traves de la ecuacién de ln curva r = {8}, =
dichc estudio ordenadso se le coroca como “Biscusibn de un~ -
curva’ ¥y como Ye los autores insiicaron anieriormente, comnven
de:

l.- DNeternin:acibn de 1lag interrecciones de la curve. 2or loz-
ejes nolar ¥y copolar.

2,- Estudio de las simetrfas de 1= curva, respecto =1 =je rg
lar, al eje conolar ¥ al Polo.

3.- Estudio de la extengifn de 1z curva.

4,- CAlculo rle las ¢coordenpszs de un nimero suticients 42 -

puntos, dara noder trazar la -réfica de la curva.
$.- Trazado de la curva 6 renresentacibén créifica.

Transfornacién de 1la ecuacién polar fe la curva r=r(3),-
= y(x).

6e—
a una en coor<enartag cartesisnas fel tipo



Sp recomienda al lector el reconocimisnto ¥ la revisiba-
de cada uno de estos pPasos, en los ejemplos aque se hzn resli-
zado hasta ahora.

A continuacibén se generalizari el nroceso de dissusibn -
de una curva.

1.- Determinacifn fe las interzecciones con el eje polar y =21
ele comolar.

Las intersecciones con el eje vnoler se obtienen caeniic =

tomr. valores de O y-lT . v con el eje covoler ee tienen cus:i-

do & toma valeres de N/2 ¥ S'l-l/Z. lo nue nodenos eipres-:

Intersecciones con eje polar, 22ra r(d) y r(T[-).

Intersecciones con eje co-olzr, n»ra r{11,/2) y (27, -},

2= Simetria.

DLFINICIC! 3.3
Ung, curva 1 = 1{8) es simétrica raesvecto g). valo, ci

r(8) = r(Q: tt), a2wr2 todo valor e 3.

Bn efecto, d=do un valor &,, en nue T, = (8 ) nua dz
fine al punto, Pl(rl,ol); 2zl -unto Pe(T]_-al*ﬁ) er srirftned

co ¢o resbecto =1 nolo se~\in exT"usieron los zutores ex el c-- -

nftulo 1. 3i el »unto Pg pertenece a la curva, entonees mo—-
tisfece la esuacidn de la curve, es decir:

Ty = r(&+11 }, =mor tento T, =Ty

8

entonces le curva tiene un punto rle simetriz denominndo Fsg -
recmecto e Pl. Si este. iguale=d se verifich, pira todo vslox-
91, entonces la rurva es gimétrica respecto al polo, o ses:

r(®) = rlas 0 ), '\l 9€=, © en redinnes

{Condicibén de simetrfz respecto al polo).
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DEFINUICION 3.9

Una curva r = r(9) es siwétrica zesvecto al eje volar,
si r{e) = r(27l.-9), para todo valor de S.

Tomanéo en cuenta al punto Pl(rl.el). su gimétrico res~
pecto 2l eje nolar es Ps(rl.z'lT_Ql). 5i tento P, colo Py -
pertenecen a la curve r = r(8), entonces la curva tiene un -
minto de simetrfa resnecto al eje rolar. Si esta sizetr{n -
ocurre ®~ra todo vnalor e Ol, entonces 1le curva es sinétricw-
resmecto a4l eje Milar, es deeir:

r(8) = r(2li-6), ¥ ee:—

(Condicibén de ginmetrfa respecto =1 aje polar).

DEIUICION  3.10
na. curve r = r(@) es simétrics resmscto =1 ejs copol
si r{&) = r(-3), pars tode valor de &.

I'n razonatiiento siriil-r 3 los snteriores Permit: explicer
esta definicifn, se invits al lector = r-alizar dicho razon -
miento.

-
3.- BExtensibn Ae 1la. curva.

Bste concento veriite,feteridnar si w.s curva ec nuierts
0 cerr.da, ndeifs tle obtener los itiximos y afnimos, » 14 flg-

tancia al polo.

La definicifn sle curve abierta o cerr«da, se &% en coci=
denadng par-métr.cas en forima natursl, 72 rue dadas 1:% RGUs=
ciones x = x(t), ¥ = y(3), 1= curva es cerrada si x,y *o-
man siemnre valores finitos »=ra todo v=lor rezl de %, co:i0 -
Ya se vif en 1z parte de ecuaciones ~arzmétricag, t-nhifn o=
agte tema.



De iguesl manera en coordensdas cartesiangs, la curva es-
cerrada si la distancia al polo de cualauier zunto de ella, =
es finita: dicho de otr= manera, en coordena.das polares si -
el radio 6 téculo es finito mara todo velor de 8, la curva es
cerrada, ya que T es la disisneia del ®olo 2 cualguier -unto-

de la curva.

D.FIVICION  3.11

Una curva en coorrlen~cine nol-res es cerrwda, si sus 118xi
mas Aistanciae ol nolo son Zinitas, vsra cuzlouier valor cel-
dorainio e la funcién, dado pnor:

D o= {9|059<m, aca}

L d

’

Par:a la deteriiinacibn ce los \-:lores i:%icitaos ¥y mini..osi,~
puerie sefultrse el Troceso estudisdo en el curso de Naterébti-
cac I, utilizando el criterio rie 1= rezuné= derivada, o “ien—
mede usuwrse la detinicibn, duseanio los valores de & o~ =
los cuztes r = r{(8) se hace mfzirfia.

In ¢eneral, no hay proceso estnblecido, nhero es mAc sen-—
cillo el #n4lisis usando el Z&lculo Diferencial, como ys se -

ha visto en los sjenplos res:elios anterior:ente.

4.~ Tabulacibn de algunos vuntas de la curve.

Bn ests ceso se trata de calcular un ninero suficiente -
de puntes pura trazar 2osteriorriente 1la curva. lio hay ra:los
generzle¢ Nexra realizer esta tabulacibn, pero puede decilse -

que consiste en dar diversos valores a 9 y obtener su ir.f Zen.

Si la curvn es cerrada, b-ast~ridn los wslores del intarva
1o [0,27?]
posidle didujarla coipleta.

aar2 ~oderla dibujar, en czso consrario serf in-
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Pueden usarse valores de 8 estaciados 15  grados uno de-
otro, “ependiendo de la claridad oue se decez en el trazo, o-
Z1 paso 1.
de la 3iscusibn dc la curva, aque conduce = determiner leg in-

del connciniento Previo aque se tenia fe la curva.

terseccionss con los ejes Polar y covolar, mroporcions valo--
res que pueden incluirse en estz tzbulacién,

5.- Trazado de la curva.

™ este paso, ge llevin los velores o>%ienidos en ln tatn
lacién » unz rr4fic¢s, lozalizando la nosicibn de ca“z2 nunto -
de acuerdo con lo estudiacio en el cadaftulo 1, respecto 2 re--
rresentzcibén de »untos en coordenzdas poleres. Una, vez hecho
esto, se wrocede 2 unir con una curve continua de for:i= =unve

todos los nuntos =ncontr2dos.

6.—- Trancformaceibn de la ecuscidre nolzr = cartesianz.

Haclendo uso de l=s ecuzciones de trzngfarmecidu entre -
l-.3 coordenzdas rolares ¥ las cartesi-nas =zn :2. ge defteriinz
la ecuzcibn en forma cartesiznz en Sz. A 21.unos ¢as9s 1la —
simnlificnecibn es 2ificil ¥ no mermite ide-tificar el %iro 2e¢
curva de que se trota. .m otros casos, le trensformzcién con
duce a un= ecuacifn cartesiana sencilla y SAcilmente ifentizi

cable.

la transforn=¢ibn de coordenadas vers up= curvs. se basa—
en 1la definicibn de 1n funcibén conmduesta, 1= cuzl se define —
de la siguiente :anera:

DEFITIICION 3.12

Sean las funciones f:A—3 y g:3—C. Sea ©fa)€2
la indcen de a€a y ¢ [f(a)]€C 1la infren de f(a)€. In
funcibn de A en C cue asifnz 2 todo 2€ . el elemento z(f(a))
€C se 1lama funcibén coswnuesta e £ y g, i se represeita gef,

es decir;

(gefla = g(f(a))



gof

A B c

En ¢} caso de la transformaciba de la ecuzclén de lz cur
va en coordenedas polares a coordenrdas cariesianas, ez tienz

que :
r = gle), puede egcribirse del sisuierte modo:
6(r,8) = 0 y entonces : ’
DEPINICTON 4.13
Dada flr,®) =0 ¥y r =rlx.7) & = 3(x,¥), 1z znuno-
sicibn ¢

flr(x,y),2(x,5)) = 2

fx,7)

e(r,9) =

d4 nor resultado lz funcibn: 0

Y anflozamente, dada L{x,») ¥ x = x(r,8), v = :(r,d)

la funcibn comiuecta :
f(x,y) = & =x(r,9),7(r,9)

es g(r,@8) = 0

Para este caso:

.

x = x(ry3) = r cosé r = rix,y) = ‘/xr'“’wg'
y = y{r,8) = r sen3 @ = 8(x,y) = ang tan ;
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Se recomienda al lector el reconocinmfento y la revisisn -
de cada uno de estos puntos en los ejemplos cue se hen realiza
do hasta ghora. 5

Por otro 1280, se haré vn ejemplo nméds, para verificar ca-
da uno de los Dasos de la discusién de una curve.

LBIEZPLO

2

Piscutir la ecuacibén volsr de la curva r = 2 sgec

w

SCTLUGIOM ¢

l.~ Intersecciones.

fon el ede molar, vara 8=0  8=130
51 40": ¢ r=2sec?” = 201)%=2 .. 1,(2,0)

§1 82130°: r = 2sec(180¥2) = 2(1/c0s28d) = 2(1/0)—> O

(2,:).

Es decir, s010 corta al ej2 nolar el

£

Jon el eje corolar, para & =92 ¥ & = 270

5 =

si #=90" :  r = 2sec2(90/2) = 2(1/c0s%S) = 2(2) = &

31 e=270%: »r = 2scco(2707/2) = 22) = 4

o sea, 15 curva corts al ede copolar en (4,%/2) y (4,211, 7}
L d

2.- Simetrie.

Respecto al eie polar, se debe cwanlir nue =(8) = r("W-3)

—~
AN-8

5 )= 2 [sec(Tl = g)] 5 = 2(-sec-g)2 = 2csc

r(21-3) = 2sec?"(

Ya que sec(ll =k) = - sec &

Concluye'ndose rue tiene simetr{s respecto 2l eje pol:r.

Resnecto al eje copolar, se debe cumnlir cuate

r(ﬁ-»"- = r{8).




= 2 T o
r(-6) = 2 sec” (£=2) = 2 (1/e0s( 22
™ este caso COSZ(H) = co.=32(L =3y P cos> 2
2 2 2 2

en este caso la diferencia ya no es de sizZno, sino texbién dc—

valor numérico. Se deje al lector analizarla.

Asi que’t r(ﬁ-é) £ r(8)

Simetria res-scto al Dolo.

o

Se investiyard si: r(a) = {0 ea)

L

wie

g. T B
r = 2 sec“('“—%p') £ 3 sec () semajante al cwey Pa
rior. Pl

o

Tn conclusibn, la curva solo tiane si.letrisirestecin nl —
ele poler.

.= xteregibn.

Derivando 1z furcibn éade: r = 2 sec? (g}, g8 Tiatier
-g% = 2(2sec —g) (sec% tan 3) (3)
41l igualar a cerao: gé = 2seczg te_n% D
0 sea: e
5 sen 5 ¥ 3
Z(Goszﬁ) (ccns:"’):-;J M ey 2
3 3
para lo cual 8 = 0., 360°

para determinar la naturaleza de los pintos erfticos, se neace
de ahora con el criterio de lz serunia ceri-suga:

dr 2 sen %
el 4
a8 c:u::s3 ‘5“
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2 249 g
4%y A cos” %5 + 3sen” 5 p
dez a::v:)s4 %
62 cos2 -g- + ‘}sen2 %
8i @=-0 = ___21‘ = =10
a6 i cos )

¥ €s maYyor gue cero.

se tidne un ninimo.

on g = 36-’J° se nrasenta el misiro ceiso.

L
Por lo tanto, =1 no haber valor méxino {inite, sc¢ conecl::

ye aque la curva es ahierta. In efecto, "nhedz2 verse aie:

2
T 5 2 seczg B == es indeterminasa nara
. 2 cos” 35
los vslores de 9 en cue el denominandar se »n2le, esto & :
co:;q% = 0, entonces % = a0 & 270°

es decir: & = 193 7 92 = 543°, econducen = 13-
siguientes linites:

)

lim 2sec % — oG Danido nor conclusifin ~us
P B ‘ la curva as abierta, co:12
PRy Ya se ¢emostré por —£xivioz

9__13245 CT s e L 1aIninos.

4.- Chlculo de las coorlenndes de algunos juntos.

La tpbla que a continuacibn se oresents. muestra coro se
obtienen laxz pareins ordenacas (r,3):

e

& 8/2 l/cos2 = r = 2sec’ ‘—3 (r,3)
o” 0 1.000 2.000 (2,0}
30" 15 1.072 2.144 (2.14, u/A)
60" 30 1.333 2.667 (2.67, 1,2}

=




90°* 45 2.000 4.000 (4, U/2)
120® 60 4.000 8.000 (8, 21/3)
150° 75 14,928 29.856 {29.36,5 1,6)
180° a0 o oo -

270° 135 2.030 4.000 (4,3 10/2)
360° 180 1.000 2.000 (2,27T)

S5S.~ Remres:ntacibn gréfica de la curva r = 2sec2

P

Dicha renresentacibn se obtendré a partir de la tatula- -
cibn enterior.

6.- TransSormacibén de la” ecuacidn a coordenadas Tectan u-—
lares.

2
r - zsec2g —

al utilizar la identidad cos? % = % + % cos® , se-llecr a:
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2 4
r = =
% + % cosd 1 + coed
simplificandos
r + rcosd = 'y

que se transforna en:
VaZsey? +ox = 2, otamdpitn x4 y? = & -x

elevando 21 cuadrado amhos niemdbros, conduce a;

2 2

x° +y 16 - 9x + 22

fineluente :

2

y = 16 - 8x 6 yz = -3 (X - 2)

Gue es 1s ecuacidn de una p=rébola con vsrtice ea (2,7) -
y concavided hzela 1le izoulerda.

3.5 CCUACICY POLAR DE LA RZCTA T DE LAS CONICAS

las ecuaciones ¢e la recta y de les cbnicas tzmbién 2 -
pueden referir a un sistema ée coordenzdes polares, a centinua
cilén se obtencérén sus exrresiones metemfticas en forme ge-srizl.

3.5.1 ECUACION POLA® DE LA R3CTA.
L4

Sea una recta L que Do pzea Por el polo y un tunto cunlw--
guiera de ella P(r,®). Para encontrar su 2cuacibén se buzcaré
alguna particularided nue la identificue plenamente.

Por eJemnlo, una caracteristica es su distancia al nrelo.
El punto (P, &) est4 definido por la interseccién de 1: mer
Pendicular @ la recta que Ppass Dor el polo y ésta, segin €@ ~
observa en le figura 3.26.
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cos(® «{) = O o

1

ld - —
PIGURA 3.26 C ,. Ovien: e~ =1/2 =h & = &+ N/2
. &!p}ﬁ ‘jf
& S o{\ si sedaa o + (/2 el mombre K, queda:
b N\ol L i B g
Para deternminar el lugar geonétrico 42 1» recta es necesz 5
rio encontrar alfunz relacién entre el punto ™ y el vunto P, - Ecuacién volar de la recta que pasa por el polo.
por ejemplo, (lel triZngulo OFT se rleduce 12 sicuiente relecibn -
cos(® -«) = % EJEPLO
e % Deterninar la ecu20ibn de la recta marzlela al eje »olar,
¥ re —m — 7 cue wsa por el punto B(=3,- T/6)
coa(® - o)
SOLTCIO ¢
La anterior expresifn es lo. ecuapibn zZeoneral de l: recots—
en coordenz@rs polares.
Esta expresibn gue relscionz = 8 y a v, conocidos P 7<£ ,
ge conoce conro ecuacibn nolar de la recta. B(-3,-1/6) L
En efecto, =i se transformas a coordennias certesiinar, se 3 P
tiene: P n/6 0\0(
r = —_——m r cos(l@ -o) = P, =
coa(® - ) ° e
5 o2
pero cos(® =) = send senod + cosB cosd , 0 sea: PR AR
T send seno{ + r cosP cos = P, y a su vez, nzssnrlo De la figura se deduce que P = 3 sen 01,6 = 3(1/2) = %
e cartesianae: c 5
. ademés A = n /2
¢ = P
7SNty wevol Sustituyendo en la ecuscibén general de la recta:
y seng{ = -x cose{ + P
] 3/2 3/2 3/2
_ _ cos P 3 = = = = =
y = =, L cos(0 - 11/2) cosdcos 1,2 + sen3sen N/2 send
3
que corresTonde a la forma Yy = ax + b r =
2 een®

Si 1a recta pasa por el polos entonces P = O y queda 1a
ecuacibn ;
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EIZFLO 11.3
.. r T———
Teterminar le ecuecién de la recta L que pasa por el punto B y sen® - cosS

2(3,3 .6,14)| si 0T es zerpendicular s L

Se presentan aljunos casos Tarticulares de rectas, en ITi

5e1CTON ¢ = ner luzer:

3(6,3—1l-/4) . 2).- Ia Tecta parelsla al eje polar, nue pasa por (rl,ol)

—— (r1'91’
3/4
0\ w ¥ 2
£
2I5URA 3.28 it »
L
0 r
’a0 se obserw: en la figuara, s2 tiene que: FIGURA 3.29
FT=3 o= 3-;;/-‘. - £l sustituir eu la couzcién Zene— % le Tigers e obserdn Ml
real dc le recta, oumia:
. L, Bo= Xy sen&l
T = —— = g e = —
cos(® - 3 W) cosAcos3 i /4 + sendsenl /4 &« = /2
8 mor ser nerpendéiculer al eje polar; esl cue sugtituyendo valo-
= T v res en le ecuacidn zenerzl de la recta, se tiede:
~ —5— cos9 + o send -
2 n rlaenel
T = =
16 cos{®-ot ) cos(e- 1/2) ¥
\/? send - V2 cosd =
nero cos(e-1,/2) = send
Ve 16 T,send; [
oty r = —— es declr: - rsen® = r.8end
\72 {2 sens - 4 2' co8d aena ! 1 1
. 3y 2 b).~ Ia ecuacién de 1la rectz paralela 2l eje copolar y que pe-
el ) sa por el munto (r),6,).

“r este ca9o* P= rlc“gl y =0
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Expresibn oue relaciona todos los datos y pernite obtener
‘(r]_'el, r en funcibn de 8. A esta expresibn se le conoce como ecua-~ -
cién polar de la circunferencia.

/ STE"PLO
—

r “eterminar le. ecuscibn polar de la circunferencia con cen
tro en (5, B/4) y redio igual a 2.

isi gque eustituyendo velores en la ecuaciln general de la o
CLUCION ¢

w

racts

P ry 60591 r1¢0991 21 sustituir los céates en la ecuacidn general se tiene:
r = = =

a-90 {8 -0 [ =

cos(4-9) eos ) i 22 o r? 452 2 2(5) r cos(e- W/4)
Prdéns it 1"1"‘“91 £ = 1%+ 25 - 10r(coed cosM/4 + send sen W/4)
- £ = 1?4 25 - 10r(cos2(V2/2) + send(V2/2))
i = rla 25 = 1 V2/2) r (cosd + send)

3.5.2 ECUACIQN POLAR DI L4 CIRCUNTEREICIA.

- - ‘inelmente se 1lesa a:
3ez una circunferencia 8o radio a, con centro en el punto

?(cyX ) ¥ P(r,8) un sunto cualguiern ée dicha circunferencis, 2 3|/2 r (cos® + send) + 21
-1 coia0 se muestra en la fijpara 3.30

= O

“lrunos crsos Tarticulsres ocurren si 1l-. circunferencia -
n~ax —0» el Pola o tienme su centro en 1.

e ~ugeibn (@ Lo circunferencia con centro en el pvolo y de-
*IGURA 3.30 radio 2,

In este czso C{9,0) y al sustituir los vzlores en le ecuz
cifn feneral de l». circunierencia, queda:

» 4% e paii RO 2(0) r cos(d® - 0)

Se desterzinarf alguna relacibn entre el punto P, el cen-- SRRt = e

tro e 1= circunferencia y ¢l rolo. Por ejemplo, al anlicar —

Ecumcibn Toler de la circunferencia con centro en el polo.
1= ley ée los cosenos al tridanzulo POC, se tiene:

a2 = r2 4 c2 - 2¢r cos(6-Ak) « Zircunferenoia que vesa por el Dolo y su centro estd en el
eje polar.




.n este caso, dado gque Pe.sa por el polo, si su radio es a
« el rantro estd en C(a,0) como se ve en la figura 3.3)

<~ 1o s

ek o
0 ¢{o,0) p o)

PFIGURA 3.31

1 gugtituir en la ecuscibn general se tiene:

o 2
g = 1T° 3 32 - 2ar cos(#-0)
2
= r° - 2ar cosd® , o sea:
r? = 2gT copad

fivi“iendo entre r, oueda:
T = 2a cos®

_cuacibn volar de la circunferencia de radio a, ogue pasa

nor el nole y tiene su ceatro sokre el eje polar,

3i el centro estd en {-a,0), entonces 1z ecuacibén es:

r = =2a cos®
Ae—,
’
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3,5,3 ECUACIOR POLAR DE LAS CONICAS

Sn este caso, las cénicas se identificarfin en funcibn de
su csracter{stica general qgue es la excentricidad, Recuérde-
se aue la excentricidad "¢"” es el cociente entre las distan--
cias de un punto de la cbnica a su foco y de €ste a una recta
fijs llemada directriz.

1a curva es una elipse si una paribola al -
¥ una hipérbola si € H1.

O0<CECL:
e=1;

Se buscarf dicha relacibn entre esos puntos en la figura

3e3p

4

% P{r,8)
]
r PIGURA 3.32
—— T o
—p>
n 0 Q
y (foco)
Se tiene gue:

Tistancia del foco a un punto de la cdnica 138) ()
Distancia de un Punto de la cbnica a le directriz |31

A tel relacién se le denomina excentricldad "¢", ¥ se pue
de escribir:

|GB| = €IFml
Por otra parte, de la misma figura se obtiens:
|5P) = r v || = p + roocse

sustituyendo €n la ecuacibén (1), se tiense:



T (p + rcosd)
que el simplificar, queda:

T = €P + £rcosd :
r - grcosd = §gp
r(l - gcosd) = §gp

% E1p
- = T —
1 - €cosb
P
con directriz T = = —
cos &

Para verificzr que se trata de 13 ecuacién de una se- -~
ccibén cbnica, ge haré su trznsformacién a 1z forma certesisna:

Ep

—_— o bien:
1l - £ coso

r-rg€cos® = €1 , y transformando :

PLIN y2 =g€% = g£p
x° + y2 L = gf(x+9p)
y 2l elever al cuadrado:
2492 = gz(xaf 2px+p2)

que puede simplificarse:

2

22 oau  £82 .o

quelaando :
1\12+By2+cx+'ﬂ = 0

correspondiendo con la ecuacibén de una cébnica, gue serd hivér
bola, paréibola o elipse, de zcuerdo con los valores que ten--
gan A, B, C y D, los cufles a su vez dependen del valor de -

E.

Si la recta fija estd a la derecha del polo, la expre- -
sién cenbis,’ pueg:

|{PF] = rcos® - p, quedando:
€ P P
B R S o con directriz Tr = ——
1 + Ecosd coald

“uzndo la directriz es nzralela al eje polar, la cénice-~

gueda:s
P y + P
i = ve « con directri r = —
1 _ sen & T sgen @
(siendo el : devendiente de la Posicibn de la recta fija,-

zrrinz 6 abajo 4el eje polar).

Cuande la dircectriz tic¢me una pogicibn cualouiera, la -
cea-cibn se coranlice ua Poco. La figura 3. 33 ilustra un ca-
80

P(er)

PIGURA 3.33

a(Pr-d )

De la figura Ib'rl ==, IBFl-= |?P7) + |WR)

siendo J8%] = |®
y:

| = P gor tratarse de rectas varalelas

|PN] = rsenf = r oeen(d+ & - W/2)
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SCLUCIOR ;
JFT) = «r [— coa(&.()] 3
La directriz e = ——— es une recta perpendicu~
cog9
Ya cbénice gueda definida vpor

lar el ele polar, a tres unidades a la izouierda del polo, o

OP r vor lo cue puede decirse que D = 3 ; 7por lo gue eustituyen—
= =
P P+ voaztes ™ ) E. Ao en le ecuacifn genersal ;
€p
= e —
r = Ep - Ercos(o+x ) e -

se obtiene:
sirslificando

3 (3) 3
ol r = e e — = ———
T+ Ercos(rdd) = Ep 1--]50039 1 - cos®
5 Asi que le ecuacibn vedida es:
s ™ ‘
T = * q N\ T
1 + gcos(s+el) =S & 1 r = —
_ ' 2 -~ coped
> — <_ = S * %
con directriz: r = —o——— v / ‘ 2 ;J' wufienco verificzrse gue es una elipse si se transforma a -
. = P
cos (&+&) AF ok i 4y #scoordenczdes cartesianas.
e igusl =040 Dueden obtenerse otres ecuaciones de cbni-
A .
chs con directriz en cuslguier posicién. NIENELO 7
2eda la cénice: r =
los casos psrticulares como ya se habia comentado, se - 4 - 5cos8
tienan para los vosibles valores de las excentricicdades gi- = e Encontre R Lale e cat Rt e
fuientes ¢
b}.— Encontrar la ecuecibn de la directriz.
Lz parfbole cuando: €=1 c).- Jdentificar.la curva.
la elipse (y la circunferencia como caso perticular), -
cuzndo ¢ SCLUCION ¢
0<EC1
a)e= Debve trensfornarse la ecuacibrn en la siguiente -
Le hipérbvola ocurres cuando: £21 forme: [
Er
r =
LTEVPLO 1} €cos®
Encontrar 1a ecuacién e la elipse con foco en el origen, 207 io que se divicir& numerador y gdenominador por 4

excentricided € =1/2 y cuya airectriz es la recta:
rcos® = -3



7/4

T
1-20080

con esto, se tiene en la forna Seneral y se observa gue:

c = 5/4 (excentricidad)
v).- Por otra parte, €pr-= T/4 (numerador)
entonces /4

7
5/4 5
Ve acuerdo con el signo oue aparece en el denominador, -
1a 3ireztriz se encuentra a le izguierda del wolo Yy como no -
ha ningfin éngulo en el argunento de ®o0eB, la directriz es =
ner-eadicular al eje nolar. 32ntonces la recta es del tipos
P

cosé®

r =

suetituyendo valores en ests ecuacibn, gqueda:

1/5
r = -
cos &
o sea: 7
r = =
5 cos@

oue es la ecuacién de la directriz.

c¢).- Por dltimo, como E = %71 , sSe trata de una -
hinfrbola.
SIDELO
r 3
Tada la clnica: r =
6 - 4sen(® - T /4)
a).- Encontrar la excentricidad.
b).~ Encontrar la ecuacién de 1a directriz.

¢).- Identificar la curva.

4

SOLUCION :

a).-
el tivo:

Para transformarla en forma general a una ecuacléu

[
1 * gcos(e+at)

se nue‘e hacer dividiendo numerador y denominador entre 6:

1/2
r = 0]
1 - 3 sen(e- 1/4)
entonces = 2/3 (excentricided).
b).- =1 térnine 6—Tl-/4 como argumento de seno, indl-
ce oue la directriz no es paralela a ninglin eje , ademis:
1 1/2 3
P = = P = = ——
2 2/3 4
Iz @irectriz tiene vor ecuszcibn: r = s
cos(8+of )

sastiteyendo~ valores, queds:

3/4
cos (& -T/4)

c).- Como g = -% , entonces se trata de una elipee.
3.6 APLICAZCIO!N DR LA TRASLACIOX Y ROTACIOR DE EJES Pi-
=4 SIVFLIPIZAR CURYAS.

3.6.1 TRASLACION NE EJES.

Zn el Tema 1, se vid como cncontrar las coordenadas de un
Tunto cuando se trasladaban los ejes paralelamente a s{ mismos
=1 nuevo centro (n,k), encontrando gque las nuevas coordenadasg-
{u,v) se pueéen relecionar con (x,y) del sisteme inicial Ppor -

=edio-de 1as siguientes ecuaciones:




u = X-h (1)

v = -k (2)
Por 1o tanto:

F (uyv) = (x-h, Y'k)

les ecuaciones (1) y (2) se 1llanan de traslacibn.

Zn efecto, el punto Pl(xl'yl) tiene por coordensdas con
respecto 8l nuevo sistena:

Pi( xl—hi '.Yl“'k )

Pe la misms Zanera, el Punto P2(12,y2) tendré :

P’a(12'h! y?-k )

51 ahora conticeramos la curva y = f(x), entonces gi~
Ps(za, ys=f(xs)) Pertenece a la curva y se quiere referir el
nuevo sistema u,v con ceatro en (n,k), sus coordenadas ee=-—

rfo:
Ps(u,v) = (xs—h. ¥gx)

y de esta manera todo punto de 1% curva quedard trasladado.

DZ?IRICIOR 3,14

Una curva puede ser trasladada o referirse a un nuevo -

sisteme a,v si en cualouier punte (x,y) se utiliza las --
ecuaciones de traslacibn:
(wsv) = (x~n, y-k)

EJZMPLO

(x-3)2 + (y=5)2 = 4 =& un nuevo~
sistema de ejes paralelo 21 original con origen en 0'(3,4).

Tresladar la curva
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SOLUCION »

Les ecuaciones rie transformecibn soum:

x-3=1u =3 X = usd

donde : o4

4=V k=4 Y = V44

custituvendo estas ecuaciones en la de la circunferencia, se-
+iene:

~e es le ecuacibn con respecto &1 nuevo sistema cuyo origen-
=¢t& en (3,4) con respecto al sistema x,y.

3.6.2 ROTACIO¥ D3 EJES.

Soro se vib en el Tema I, las coordenadas de un Punto -
con resteécto a un sistema x,y y las coordenadas del mismo -
c¢on restscto a un eistemz u,v girado, estén relacionadas -
-or lzc signientes etuaciones de transformacibn:

x

]

uceseX ~ vsenof

(1)

v usene + vcos o

Tue §se rapresentz nztricisliiente comot
X cosof ~seny u
=
-
N senasf co v

X = Tu donde
si eghore estas ecuzciones de transformzcidn se las aplicanmos-
% un punte cuslguiera P(x,y) de una curve VA £(x) ’

~onces se tenéré:

en~~

(usen + vcosad) = f(ucosef - vsengl)

zue equivele a sustituir las ecuaciones ée trensformscibn en-



con lo cual se encontrarfn sus ecuaciones con -
Otra manera de ua:2cerlo s re--

za la curva,
r2epecto a un sistema girado.
cresent2r la ecuscibén en forma matricial y aplicer las ecua—
ciones de tramsformacibn tanbién en forwa matricial,

Pesemos <¢hore & una de las princirales eplicaciones de -
1z rotecibn de ejes, oue es la de simplificar ecueciones eli-
—inando los términos rectanguleres.

Sea la siguisnte ecuacibn:

Ax2+3xy¢Cy2+Dx+Ey+P- ¢] (1)

Z< cuzl represent2 a una curva en Ez; este tipo de ecuacio--
nzs es Jificil de identificar y estugqiar cuando contiene tér-
—inog ea "Xy", por lo cue a continuacifn estabvleceremocs un mé
-od0 perz que mediante una transformacibn lineal dada por una
-*3tacibn de ejes, refiremos lz misma ecuzcibdn a un sistema de
"yt
J6cilmente la curva en estudio.

=2fercencia u,v en el gue eliminéros el téruino ¥ vo-

“z10s if:ntdificer .8s
inzlicemos de 1a ecuacibén fe la curva (1), el trinomio:
ax? Bxy + Cyz

31 cual se puede erreglar en fgrma metricisl como el producte
72 las siguientes nctrices:

il § ] = [Ax 2+'ﬂxy+0y2]

[x :.r] S L 5 o e e e iR

2o gue se deamuestra & continuacibn:

B
Y)(BJ:

2 2

x
[(Ax+ + Cy)] [Ax2+%yx+%xy¢c'y2]
y

[Ax2 + Bxy + Cyz]

. L.Q.Q.D.
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Pero adem#s, seflin se vib anteriormente, las coordenadas
Ze un Tunto con resPecto a dos sistemas de referencia estén -

relacionados por las sipuientes ecuaciones de transTormacibén:

x = ucosp{ -~ vsend
y = usened + vcosg
O sea:
x cos ol ~gene u
b sen & cose( v
es deoir:
X = 11 6
cosel senof
[x ev] = [u ) (3)
-senk cosl

sustiturendo (3) en (2), quedag;

cosk  senol A 3/2
% v
[ ] -sen cosed B/2 G

21 nroblema consiste en seleccionar unz transformecibn lineal
—r) gue el término en

cosogl -—sengl u
: ] (31)

sengl cosol v

"xy" 6 el término rectangular desape-

rezca, lo cual se rnede interpretar como.gue el nroducto:
cosel sengl A 2/2 cose! ~senol (8)
—send cosd || 2/2 g senol  cosd

wesulte iguel e unz matriz disgonal de la forma:

A °
- S

Fa que: e

i RN
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sext | Ao /2| |cos«

/2

—senaof Al 0

b,

izcienfo overaciones llegzrertos a le condicibn necesaria para-
eli incr ¢l término en "xy'.

V]

senal cosef [s]

i
(az054 + Ssendl ) (5c0s + tzenot )| |cosot -senst

) S
oAz

=
(—sseadl + -gcosd) = !;send + Ccosel ) | |sen  cosaf
elactuando el prcducto enterior e igualando les términos de -

l:s etrices se obtiene que:

L seq S B -
Zs_n.o( [u A]+2c0529(_0
B
tean 24 = -
C-4
0 gea: B
ten 2 =
A-C
es decir: si se tieme la ecuacién:
Lx2+3xy+f:y + Dx +Z2y+PF = 0O

v g2 cdegea elijninzr el término rectangular en “"x¥", se deben -~

gzrzy los ejes un &n7ulo o4 dado por la formula.

3
A-C

tan 2 =

0 gea:

Ir

=

1
= ang tan
2 9 A-C °

c:12dando 1la ecuacibn (1) referidg a un sistema tu,v) de la si-
~ziente -anera:

22 s CcvZ s Du s+ BV 4+ T = O

=nnrlizandolo en forma general

S

[cos«t -sens
T -

seno cos of

entonces la nmatriz inversa es:

'l"‘l ~c:osn.v( sen of
—sengd cosol
A B/2 8]
A = Y llamando a = " = ).
B/2 C SRR s

entonces la expresibén (4) cueda de la sigulente manera :

iy = X
areatlitinliguesnos la expresibén anterlor por T, quede:
T[T‘lk ] = PX (6)
Pero T T"'l = I matriz identidad o unitaria, ¥:
7 2734 1) T (ATIEE—SSANT
-
¥ AT -1\ = 0
0 sea T@A-A) = 0 (1)

la ecuacibén mztricle) (7) revresenta un sistema de ecnaciones-
rue tiene solucifn distinte de la trivial, si y solo esi: el va
lor “:1 deterzinante obtenido de la matriz |A-H s iguel a -

decir:
es decir lA-kl:O

T VIR s

cero,

B/2

-

nero
B/2




al resolver la ecuacidn queda:

2
-\ te - - —f— = 0

B2

805 B+ 83X +A 2 - ;

]
o

es decir:

4
Xz-()w':)x +(AC--BT) = 0 (8)
La goluoibn de esta ecuacibn, 44 los valores de A que re
nuiere l= mztriz disfonzl y cue revresenten la ecuacidn carac-
ter{stice, =egén se estudia en el curso de Algebra Avanzada.

A centinuacién €2 dan algunos ejemplos.

-

Trapsformar la ecuzcibn  2x2 + 3 xy + y2= 0..{1) giran~
do los ejes coordenatos un &agulo ¢ = 30°

SOLTCICON @

Yas ecuaciones e transformzeibn son:

x = ucosel — Veengk = u(f)—v(%)
¥ = usen =+ V cosd = u(%)+v(-23-)

x = {%: n = % v
¥y = % u o+ zél v

¥ sustituzendolas en lz2 ecuacibén (1), quedas

?(—q u - %V)z + S(L;‘-z - '/-231')2

Jé—v) (l:_,u +f%v) + (%u + =1

desarrollzndo y simplificando, queda:

7_(1}112 - g\xv + %vz) + S(Qu'g%uv-—}-wi%v?) + (%-ugq—[}xv*%vz) =

%1.12 ~Fur + -!',évz + %uz +guv-%v2 + %ug +J—;Euv +%V2 = 1
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fonde se ve que ge eliminan los térainogs uv, quedandos

% u + 5 v = 1
5 w2 ¢+ ve = 2 (2)
2 N
5 R
2/5 2

c1e eg la ecuaciln de una elipse con ceatro en c(0,0) y zemi

e el

Ctra forma de resolver el prodleme es:

35z tendrfa cue exwtresar la funcibn en for:a matricial, es

s - L9,

2:4')+ /3_::5'+y2 @ 1

£ Zorzz eatricial cueda:

- [« »
x ¥ ==l 3
[ ] sl o | ¥
1 -= gcuacionesg matriciales de transforiiacibébn son:
c0832% -gen20°| [w] /3/2 -1/2 u
v| 7 een30®  coszo®||v] T |2 B |v
x % 3 - u]
= (4)
[3] 2 [1 3 v
<] *
o [x = = [u v] pt
¥
3 gt
1
= u V| = (5)
[x v] [ ] 2[_1 3]
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Por lo tento sustituyendo (¢) y (5) en la ccuacifn matri-

cial (5) de 1z curva, queda:

| AR A o

]

Al

1 7J'+- 4n

7w v] 2 -

4 2’% ]_/; r J 1

% (| %JE % = I
-3 e

3 A la'i+_:5 5_2/:"

2 [u ’] {E' 1 [ ] = dL
oo e '5*

U
—
=4
—
™)
(o)
[~}
N
+
[N
—
L}
=

a2

> )
Sume ¥ s 2

Kue es la misaz ecuacibén olttenida anteriormente.




CARLIUZO 2
LA RECIA Y EBEL PLANKO

2,1 INTROLULCION, UVado un problema, se desarxvllan -
una serie de temas relativos a la recta y &l plano cuyos con
ceptos se gemeralizan haciendo uso de lemas, teorexas, demog
traciones, etc.; con el objeto #c gue sean aplicables a cual
quler caso en el que se utilicen estos conocimientos.

Anteriormente, ya se habfan encontrado algunss caracte—
rfaticoe de la pirémide rectangular mostrada en la figura- -
2.1, se desca determinar otras caracteristicas geométricas ~
partiendo dg los siguientes datos:”

"

lhz
E
Yy Las coordenadas da 1ln8
N $ vértices sen:
Mo
o & (3,1,0)
5 ¢ B. (5,3,0)
B Y (3:5,0)
PIGURA 2.1 y 1,30
B (343,6)

2.2 ZECUACICHES BE L& XCTA. Otra casscterisiica geemd
trica de le oirfmide pucde cex 1a funsidn g:ie deiornina la -
poeicio‘:: de todos 1os puntoy que formen alguna de lasz srig-—
tag; por ejemplo la que vade A 2.8, é de T a b,

LS
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54 se observan las aristas, puede notarse que se tratz
de 1lineas rectas, y que éstas son una sucesion de puntos -
con una direcc¢idn definida, pexroy :

¢ CONO SE DEFINE ESTA LIRECCION 2

Una formna de hacerlo es por medio de un vector parale-
lo a dicha sucesion de puntos, ver figu-: 2.2 , tambien se-
puede observar, que las rectas pasan por'los puntos A, B, -
C; 6 .

Los puntos de la recta AB, se pueden obtensr a partir-
del vector de posicién P, conocidos un punto po= donde pasa
Po y un vector {i parslelo a la recta\lL como se muestra en -
la figuca 2.1 2

<

PIGURA 2.1

Ve la figura se puede obse.var que
AP =t
¥ que F =Fot 7

es declr T =T+ ta

Con lo cual se llega = la sigulente definicidn:




DEPINICION 2,1 RECTA: e5 un conjunto L de puntos en -
E3, donde bey un punto Pg & % y un vector no nwlo U €vs, ~

tal que:
L=qF, At |t ef}
\n.z
-
u
B b
* > e:\
o S > :q
&
Pos %
a\’-fc P
L
4 PIGURA 2.2

Abora, se puede enalizar con mayor detalle el caso mos-
trado en la figura 2.2. Sea Pp un punto cualquiera de la Tec
ta, de coordenadas (xq4y¥0125)s ¥ sean (a,b,c) las componen—-
tes del vector paralelo a la recta; un punto cualquiera P de
coordenadas (x,y,z) que se encue'ntra en la recta se obtiene-
de la siguiente manera: Considerese los vectores de posi—-~

elon By P, de los puntos P y Py, como los mostrados en la -

figura 2.2.

"El vectoxr B-B, cstéd alojado en la recta, ¥y se puede a—
firmar que es paralelo a u por lo que:

(3-F,) =tl YteRr (2.1)

es declr FsP,+ {2.2)
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Como B es el vector de posicion de un punto cuslouierxa-
P(x,Yy,z) 2lojado sobre la recta 1, entonces la ecuacién - -
{2.2) eB 1a ecuacidén vectorial de la recta que p=sa por P, ¥
es paralela a u. Para cada valor del parfmeiro t, existiri~
un punto P, cuyo vector de posicién P, satisfaga la ecuacidn
(2.2)! i

Si se sustituyen ahora las componentes de los vectores-

5 B, y 1 en la ecuacién (2.1) se tiene:
[(X,y,z) - (xev}'oyza)] = t(ﬂvb"c)
(X=X 0rY-Yo12-2o) = (ta,tb,tc)

es decir,

que por la condicidén de igualdad de vectores, queda como:

X-X, = ta § X = Xo 4 ta

Y=Jo=tb  ; Yy =Yo-4 tb N (052D

2-2,=tc | & = za+ te

que son las ecuaciones paramétricas de la recta L, Obsérvese
que para cada variable se tiene una ecuacién paramétrica.

81 en las ecuaciones (2.3) se despeja el pardmetro, y -
se igualan, obtenewos:

X - Xo ¥ = Yo 2= 20

(2.4)

i
1
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que son las llamadas ecuaciones escalares de¢ la recta en -
forxwa simétrica.

Otra forma de definir a la recta conociendo dos pun--
tos por donde pasa, es la siguiente:

LERINICION 2. 2.

Hecta.~- B3 un conjunto L de puntos en EB, que pasa -
| por los puntos Po y Py, no coincidentes en £°, tal que:

L ={i>‘o+t(i='1_5o) [ ua}

'S 7

—» 1

FIGURA 2.3

Como en el caso anterior, se puede hacer un anélisis-
cuidadoso, a partir de la figura 2.3, en la cual =e tiene-
una recta I determinada por dos puntes conocicos Po ¥ By y
un punto P cualquiera sobre L.

Los vectores de posicidén de estos tres puntos son: -
B,, F) vy P. Los vectores diferencia: D-Fo ¥ Fl-ﬁo son
paralelos, por lo cual deben cumplir lo siguiente:

T-B = oF -P) Nter (2.5)

que es la ecuz2cidén vectorial de la recta que pasa pox los-
puntos Po y Pj. Si. se sustituyen en la ecuacidn (2.5) las
componentes de los vectores By By vy Py, se obtiene:

[(x,y,z) . (xo-¥o'zo)1 o t[(xl,yl,zl) = (xo’l’o:zoﬂ
que al desarrollarse queda como:
(x=Xg41¥~Yor2-29) = t (x]_“xorl")_"Yorzl"zo)

que por la condicidén de igualdad de vectores, se puede es-
cribir como:

X-Xg = t (xl-xo)
y'Yo L (YI-yo) ’ (2.6)
z=z4 = t (zl-zo)

que son las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa -
por dos puntos.

S1 de las ecuaciones (2.6) se despeja el parimetro t,
y se igualan queda:

x-Xo  ¥¥5  ®-Zg

x)—%g ™ ¥1-Yo = 2 ~%p (2.7)

éstas son las ecuacionea escalares de la recta gue pasa —~-
por dos puntos, en forwa simétrica.

Ahora se puede obtener la funcién que determina la po
sicidn de todos los puntos que forman la arista IT, diclwo-
en otra forma, la ecuacién de la recta que contiene al seg
wento LT,

' Puesto que se conocen las coordenadas de los puntos -
¢ (3,%0) yu (1,3,0), ver figura 2.1, se tiene que:

IC= tT-d= (2,2,0)



50

donde T y d mo:. vectores de posicién de los puntos C y L, -
tespectivamenty,

S84 se supone un punto P (X,y,z) de la recta se tendré

entonces:
P = p-¢ = (x-3,y-5,2-0)

puesto gue IC y TP estdn sobre la recta se puede escribir:

P = t(ZC)
(x-3,y-5-2) = t(2,2|0)
(x-3,y—5.z) = (2t,2%,0) PO (1)

(1) es la ecuecidn vectorial de la recta Ll’ que con--—

tiene a L., También se pueden obtene. les ecuaciones para-
nétexricas: .
x-3 =2t : x=2t+3
y=6 = 2t ; Yy =2t+5
2=0 H z= 0

§y despejsndo el pardmetro t, obtencmos las ecuaciones esta-
leres en foxma mimétrica:

x-3 y=5 5 5
— T — £=
2 g !
Le aqul se sabe que el vector paralelo a L, es - -

‘-'1= (‘2,870

Procediendo de la misma foDpa pura la recta L, que con
tlens a EE.

Ecuactén vectorial:

(x-3,y-3,2-6) = (2t,0,-6%)

Ecuaciones Paramétricas:

x=3 =2t § X =0+ 3
y-3 =0 i ¥=3
z=b = -6t 3 2 = -6t +6

Ecuaciones escalares en foms simétrica:
x=3 z-6

3 y=3
2 -6 .

Vector 62 paralelo a Lyt
62 = (2505~67

Se dela com¢ ejercicio al alumno, obtener las ecuacio-

nee d¢ las rectas que contienen a los segmentos: AS, AD, -
AB, EC. TE y IW.
4
Se han resuelto dos problepas particularcs: Obtener -
las ecueciones de las rectas que contienen a los segmentos-

BE y TL. Sin embargo, nade garcntiza cue las ecunciones op
pleadas sean generales, para demostrar gue si tienen esta -
caracter, se hard uso cel siguiente:

TEORRSEA 2.1.

Para cada par ce puantos distintos en E3, hay una y sdé-
lo una recta qQue pusa por-ellos.

DBJOSTMQION.- Sean Py ¥ P, un par de puatos distin—
tos en E y pl, 92 los vectores de posicién correspondien—
tes, entonces:

T = {51”(7’2“1-’1) | ter }

eg el conjunto de puntos P de una recta que pesa por —

I’l y Pz. 3uponiendo oue:

1 - - - —
I s {po+au | séﬂ}, donde g B,-F.

r
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también es una recta que pasa por Py ¥ P,. Se demostrard -
que L'=L. Como P, ¥ P, son puntos conteniaos en L', exis-
ten niueros reales distintoe s y ez € R, tales que:

51 =2 ﬁo +31E ¥ 1-)2 = 50 +32ﬁ
al P& L, entonces, para algén te&RB:
P =Py +t(pypy) = B, + 8 U+ tle,-e))d
= po "'[61 +t(62-81)] u = po +8ld
por lo tanto, PE€L’', ¥: Loy

Recfprocamente, 8i se supone que P€ L', entonces, para
algdn 8 6 R.

-
P = py+BU = py-3,1 +sll = Py +(8-9) )0

.comot [
Bl-slﬁ = 52—325 ¥y 52—51 = (82"31)&
Po-P1
sl & 2
82-8)
entonces;
a - B=8)] . _ —
Pin S (pp-5y) = By + #By-5y)
AT

Luego pek ¥y L'elL,

Como L?’cl y LcL’, se debe cumplir que?

L'=1
L.Q.Q.V.

Resun?endo, exfsten cistintas maneras ae definir a una
recta:

A).- Conociendo un punto de ella y un vector paralelo a la--
miema.

B}.~ Conociendo dos puntos no coincidentes de la recta.

C).- Por doe planos gue ee cortan. {Este caso se analizari -
en el Tema: Intereeccién g¢e planos).

BJEWPLO

Un cuerpo con moviwmiento rectilfneo pasa por el punto =~
Po (443.-1), con dixeggién paralela al vector u#=(2,-1,0).
Veterminar las ecuaciones vectorial, paramétricas, y simétii-
ca de su trayectoria.

SOLUCION.- Ve la figura 2.4 integrada con los datos ael
problema, se tiens que:

P~Py = (z4y,2) = (4,3)-1) | es decir,
B-B, = (x-4,y-3,2+1) y como L y @ son paralelos

(1—4 :3’—3'2"'1) = t(?y"l?o) —"

que es la ecuacién vectorial d¢e la recta L sue representa la—

trayectoria ael cuerpo amdvil. =

Z
&

=1
Lo}

X FPIGURA 2.4




Las ecuaciones paramétricas son:

x=-4 = 2t X = 442t
V3= =% eg decir, y= 3-t
¢¥l=0 2 =<1

Mnpalmente, lee ecuuzciones escalares en forma simétrice--
eon

X=4 y-3

2 -1

’ z+l =0

EJEMPLO

Para el trazo de una linea de conduccién de agua, se re--
quiere conocer la ecuacién de eu trayectoria oue coincide con-
una recla que pasa por los puntos A (3,0,-4) y B (2,1,-1)
obterier las ecuaciones escalarcs en forma simétrica.

SOLUGION.- Ve la figura 2.5 ee tiene que:

Z
&

P-B Y

v

=

B-2

PIGURA 2.5
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A8 = b2 = [2—3,1—0,—1—(—4)] = (-1.1,3) l
BP =70 = (x-2,y-1,241)

Dado gque AB ¥ BPF estén sobre L ¥ son coincidentes, se
cumple que: BF = t(AB) o bien,

(x-2,¥-1,2+1) = ¢ (-1,1,3)

(x=2,¥-2y2+41) = (-t,t,3t)

Aprovechando la identidad entre vectores y despejande
el parfmetro t, se obtienen las ecuaciones escalares de la
recta‘lL en forma simétrica, gquedando:

X=2 y-1 z41

-1 1 3

EJEMPLO

Dna recta es Perpendicular a los vectores a={(0,-2,3)
¥y 9=(-5,1,0} y pasa por el punto P°(2,2, 2). Encontrar-
sus ecuaciones escalares en forma simétrica.

SOTICTON ¢

Si 2 recta es perpendicular a los vectores ayn, -
entonce. seré paralela al vector axb, como este vector es
fécil de calcular anlicarfdo el producto vectorisl y s co-
noce ademis un puhto de la recta, 5 pueden obtener lan e~
cuaciones en forma eimétrica como se mue:itra a continug—~-

cibn :
i 3 X
axb = | 0 .2 3] = -31 -15§ + 10x
-5 s 0

entonces, u = (-3,-15,10), sustituvendo U y P, en las e-
cuaciones escalares de 1la recta guelmn:

xX=2 y-2 z-2

-3 -1 ~10




2.3 ANGULO &NTRE D0S RECTAS.

-

Sigase obteniendo otras caracteristicas geométricas de
la pirémide, poxr ejemplo, el Sngulo que forman las aristas
IC y B% de 1a pirfmide mostrada en la figura 2.1. Para ello
ge harén las siguientes consideraciones que lleven a obiener
una expresién que permida dicho cédlculo:

Ya conocidas las ecuaciones de la recta, se estudiarin.
las relaciones que existen entre ellas. Uomo se verd mas a-
delante, las relaciones entre rectas, se obtienen a partir -
de las relaciones entre los vectores que las definen, por e-
jemple, el engulo © que formen las rectas I‘l Yy I.2 es igual -
al &ngulo entre sus respectivoc vectores paralelgs El ¥ iy,-
como se muestra en la figura 2.6. La demostracidn puede ver
se en el capitulo 1 as éetos apuntes.

Z

3

PIGURA 2.6
X

Para cslcular el valor del éngulo © , entre las rectas-
I‘l Yy Ia2 a8 necesario aplicar las ecuaclones desarrolladas en
el capftulo 1 psra detersunar el éngulo entre dos vectores-
¥ la expresién para hacerlo estaba dada por:

b -8,
{g 1)

8 s ang cos

(2.8)
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o bien:

{3y, |

© = sngsen —— (2.9)

[yl sl

donde:

El y 62 son vectores paralelos a L, ¥y L, respectivemen-

te.

Cabe hacer notar, que se habluarf ge e:ngnlo entre ces =

rectas adn cuando no se intersecten.

A continuacién se cslculard el éngulo entre las rectas-
L, y L, que contienen a los segmentos IC y I respectivamen—
te, de 1la pirfiaide de la figura 2.1 como ya se vié, el vec--
tor paralelo a L; estd cado por el segmento IC y en este ca-

80 se representa por ﬁ1 es decir:

15,0 V2%s 22402 =8

617‘-(212|0) H

andlogamente, el vector paralelo a L, estd dado por EE y es:

G, = (2,0,-6)

T 2P 2 .
(i % o =0

sustituyendo los valores en la ecuacién (2.8), cueaa:

E iy, (2,2,0)+(2,0:-6)
= ang cos i ==
(T463,1 J8 40
4

€ = ang cos 8 = TTo 4° 34

— — i
V8 /40

Se suglere al alumno encuentre los dngulos BAL, BAE,
ABE, BBC, BCE, ECU, CLVA y CUE.




EJEMPLO

Se han obtenido las ecuaciones ae las lfneas rectas que
contienen a los ejes de dos t¥neles, y se desea conocer-el -
dngulo entr:: ellos.

Ecuaciones del eje del tdnel 1:

Xl

2

y
& =245
3

Ecuaciones del eje del tdnel 2

x+ 5 =2t
N ¥ =4t
z+1 =0

SOLUCION:
Ve las ecuaciones del tdnel 1:

U = (2,3,1)

Ve las ecuaciones del tfinel 2;
52= (2,400)
y aplicendo la ecuacién (2.8):

u), « i,
= &ang cos =
F%al (2]
(2,3,1)+(2,4,0) 16
© = ang cos = ang cos
1(2,3,1)11(2,4,0)] /280
B = I7esl’ 25°°
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2.4 PARALELISMO Y COINCILRIGIA., Otra relacién impoX--
tante entre las aristas de la piridmide del problema ovropues
4o, es el parrlelismo 6 coincidencia entre las mismas, por-
ejemplo, puede cuestionarse: & son peralelas las aristas 3y
y BC?. Para contestar a la pregunta anterior es necesario-
conocer las eiguientes caracteristicae te la ecuacidén de -~
una recta.

Las rectas Ll Y L2 son paralelas si las comvonentes de¢
loa vectores que determinan su direccién 4, y U, respecti-
vamente, son iguales o proporcionales.

La condicién ante¥lor se puede expresar como sigue:

8t para L, au vector paralelo es ﬁ1=(al'b1'°1) ¥ para-
L,.ee qu(az,bz,cz), entonces para oue L, sea puralela a L,
debe exdstir algin escalar k que verifique las siguientes -
ecuaciones:

o S
hl = kh2 {2.10)

e = kc2

Ve otra manera, es condicidén necesaria y suficiente pa
ra que dos rectas Ll 3 L2 sean paralelas, gue el procucto -
vectorial de los vectores paralelos a Ly ¥ L, no nulos, sca
igual a cero, ea decir:

i) x U, =0 L /7D, (2.11)

Por otra parte, si ademés de cumplir las condipiones -
anteriores, existe un punto cualouiera cuyas cooracnadas 22
tisfagen sinulténeamente las ecuacioncs de snbas rectas, en
toncee dichas rectas son coincidentes.

x

Ahora podemos investigar si los segmentos AD y BC son-

-perslelos.




Un vector u, paralelo a la recta gue conticne a XU es:
4,=0 = -3 =(-2,2,0)
y un vectoxr 62 paralelo a la recta aue contiene a K es:

i, =IC = ¢-F = (-2,2,0)

Aplicando la ecuacién (2.11)

i xd,=0 = L H L,, se tlene:
7

U) xd,= | -2 2 0 |=(0-0)i+ (0-0)J + (-4+4)k
£ =0

L
i, x i, =0, entonces N y & eon paralelos.

Se deja el alumno demostirar como ejercicio, aue los seg
mentos AB ¥ LT son pamlelos y gue & y IT no lo son.

EJ BMPLO

8L las trayectorias de dos particulas en movimiento reg
tid{neo son peralelas y sus ecuaciones song

%x~1 ¥+ z+l

I' : = =
& 2 3 1
x=3 y=-1 z=5
Il2= =5 =
14.6 21.9 c

Cuénto debo valer ¢ para cumplir la condicién de paTn
leligmo

SOLUCION. Para cue sean paralelas las troyectorias de-
be cuaplirse que: v.'xl 5= 62 =0, siendo ‘-‘1 y 32 vectores para-
lelos a las rectas I’l y 1'.2, entonces.
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i 3 k
iy xi, =| 2 3 4 = 0
14.6 21.9 ¢

Jci ~ 87.61 - 2c3 + 58.4) = T
(3c ~ 87.6)1 +(58.4 - 2¢c)J = 01+ Of

Resolviendo la ecuacién, se tiene que:

]

c= 29,2

Ahora se establecerin formalmente dichas relaciones.

VEPINICION 2.3.
Yos rectas L;= 9P, +8U sﬁx} y Ly ={§2+ﬁ' {te R}

son paralelas sl los vectores u y V son paralelos.

Las rectas pueden ser paralelas y coincidentes, lg que-
ge distinguird con los siguientes lemas,

LEW 2.1.

Para todo punto Pl€213 y toca recta L ={§o+ el [ee R}.
hay una y s6lo una recta que pasa por Pl paralels a L.

DEMOSTBACION. L, = {31 +td | te h} es una recta oue pa
ea por Py y es paralela a L. Sea L, =qB,+av | q€ & potra-
recta aue pasa por P, y es pamlela a L.

Como PleLg, exigte un nimero real q, tal que:
31 = 52 +Cll‘_f

Adends, L, parelela a L implica que U =2V para algin-
TeER, bLe donde:

By Pa o 52 49,7+ 0 = 52 +ql\7+r'§"




51 + E=52+(ql + 1)V
Y -§l+a€rlln102. Zomo El y 314\'1 son puntos die——
tintos de L1 0L, de acuerdo con el teorema 2.1 LIFLZ.
LEMA 2.2.
si L1={i\1+sﬁl aeR} ¥ sz{'ﬁaq-t?, teﬁ} 80N~
rectas paralelas, entonces Ll & 'L2 [ 1.101.2 =@
DENOSTRACION.~ Suponiendo que Lf1L2 £ 9 ¥y que Pg-

es un punto de LlnI.zg existen ndmeros reales e, ¥y t, l
tales que

5o=§1+soﬁ = .']32+t°ii-'
Adenmés, como I; ¥ L2 son paralelas U = rv para al
gn re¢R, ds donde:
5045 = §1+(s°+l)ﬁ = 32+(to+r)\7
Y Po+ UeLNL,. Como D, ¥y T, + i eon puntos dis—
tintos en I’.I. y en L2 segfin el Teorema 2.1 : Ll = L2.

Por 1o gque la finica posibilidad que queda es gue:

LNL, = ¢

2.5 PERPERDICULARIDAD.

Se puede analizar ehora, si on la pirdmide del pro
blema planteado que se muestra en la figura 2.1 los seg
mentos DC y TE, son perpendiculares,

Es condicidn necesaria y suficiente para que dos -
rectae scan perpendiculares, que sus vectores parale--
10s tambifn lo sean, esto es:
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Si para 1, su vector paralelo es ﬁl=(al.bl,cl) y-
para Lz, 52'-'(32"’2"’2)' entonces, para gue I’l sea per-
pendicular a Lajse dedbe cumplir que el producto escalar
de ﬁl y 52 sea igual a cero, es decir:

Hye8, = ajm, 4 Byby 4 0y, = 0PI UL, (2.12)

Véase la demostracién de perpendicularidad entre -
vectores en el Capitulo 1.

Volviendo al caso de los segmentos DC y (_ﬁ, se tie
ne que los vectores ﬁl y ﬁa son peralelos a I‘l Vi L2. -
rectas que contienen a DC y CE respectivamente, y son;:

W =0 =388 = (2,20)
1, = CE = 8- = (0,- 2,6)

sustituyendo en la ecuacién 2.12 gueda:
51-62 = (2,2.0)-{0,-2,5) = 0850 = -4 £ D

por.los tante, los lados DC y CE no son rerpendicula- -
res.

El alumno debe demostrar que los segmentos AB y B%

son perpendiculares y que BE y AE no lo son.
-

EJENPLO

Por condicibn geométrica el didmetro de una circun
ferencia y la ftangente en un punto en com@in son perpen-
diculares. Para las condiciones dadas en la figura 2.7
encuentre las ecuaciones de las rectas que contienen al
radio r y a la tangente t.
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P
v

J—
'

v

FIGURA 2,7

L d

SOLUGICH.
La ecuacién de r puede obtenerse de la siguiente -

manera ;

Las coordenadas (x,y) del punto P serén:

x =4cosdS’ = W2/ 2 = 2T
¥y = doosd5’ = 202

por 1o tanto, P = (2y3, 2\5-) ¥ un vector paralelo a T,
es el vector de posiciébn:

Fe(2fi-0, 2{2 - 0) = (22,28) = §

entonoes la ecuacién de la recta Ll que contiene a r -
es 1t

x-e,['z- y"‘2y/2-
D, = i S
4 2z of2
Un punto de la recte cue contiene a la tangente -

es también: P = (245. 2VE). y el vector paralelo ﬁz a-
la misma manera se obtieune haciendo ﬁl . 62 a2 O

-—

(2d2,202) - (a,b) =0 ; 2/Fa+2/2b = o,
como a = ~b , entonces un vector 62 puede ser
b, = (1,-1)

finalmente
x-?ﬁ y-2f2.

Los =
2 1 =i

2.6. INTERSECCION DB DOS RECTAS.

Aungue en la pirédmide mostrada en la figura 2.1, -
puede notarse fécilmente qué aristas se intersectan, és
to no es tan obvio en todos los casos, por lo tanto y a
manera de ejemplo se tratard de demostrar analiticamen-
te que las rectas que contienen a los segmentos DC y EC
ge intersectan.

De la definiciédn 2.3 y los lemas 2.1 y 2.2 g tie-
ue el siguiente:

COROLARIO 2.1.
Si las rectas I,= {iln:ﬁl[ tGR‘ ¥ L2= (izorﬁz
rG‘EB no s8on paralelas, Lf\Lz es vacio o consiste de un

solo punto. Esto Aitimo implica la interseccién de las
rectas.

Analizando con més detalle, se tiene que si - =
ﬁlff ﬁz Z 0, ﬁl y 62 son linealmente independientes, y-
entonces pueden garse dos casos: que las rectas se cru-
cen y no se intersecten (Lf1L2=¢). o que exista un pun-
1o Po de interseccién. Para determinar si hay interse
ccién en el punto Pl, considérense las ecuaciones de -
las dos rectas en forma vectorial e iguAlense:




ﬁl * tﬁl = ﬁz + rﬁz
es decir, '132 =B = t\'il - rﬁz
Si las rectas se intersectan, el segmento iz-il de

pende linealmente de ﬁl y 32, como se vié en la ecuacidn
anterior Yy se debe cumplir gue:

P L i TR T T RS s
(pz—pl) u x 9, = t[ul. (ul’mzil r[u2 (ulxuz,]
como Elxﬁz es un vector perpendicular a ﬁl v ﬁz, enton
ces:

i e (ulxuz) = W, - (ulxuz) = 0
por lo gue:
(B, - By) » §yxu, = O (2.13)
Para 1la pirdmide de la figura 2.1 se demuestra ahg

ra que las rectas que contienen a los segmentos C y EC
8¢ intersectan.

* Las ecuaciones de la recta que contiene al segmen-
to BC son:

x~3 y=5

L. =

Las ecuaciones de la recta gue contiene a EC eon:

y-5 z
B —— » x=3

2° -2 6

Estas ecuaciones exPresadas en forma vectorial tie
nen la forma :
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I'l - {(315'0) + t(z,epo)}

Ty = {03500 4 rt0,-2,6)

Aplicando la ecuacién (2.13):
(P2 =P - Upxi, = 0
Donde 1

B, - B = (3,5,0) - (3,50)

El (= (2!2:0) H 62 =
o 8- o

(Pp-By) - Oyxli, = |2 2 0O
0 -2 &

Por 1o tanto se cortan.

Para encontrar el punto de interseccibn, coneidé--

rese las ecuaciones:

X 3 -5
ng = 2
2 2
3 y-=5 "2
e =7 = P ]

Las ecuaclones escalares serén:
2x -6 = 2y - 10
2x - 2y = -4

2 (o]

6y -~ 30
6y + 2z = 20

]
!
N
5]

X -= 3

Yy el sistema de ecuaciones quedari:

= (Opooo)

(0,-2,6)

e 61
e l2)

<ab-d39)
- ipiolarlTRY)

i



) 2x -2y = -4
6y + 2z = 30 1
. z = Y
x = 3

Si existe un punto comiin, debe ea =sfacer el siete
ma de ecuaciones I.

6 - 2y -4

e X 5
Y el punto serd P=(3,5,0)

rd
Teniendo finalmente el punto de interseccidn -

Po=(3,5.0), que coincide con el punto c, como Puede ver
8e en la figura 2.1l.

Se deja como ejercicio al lectoxr demostrar oue las
rectas que contienen a los segmentos AE, BE, GE y DR se
intersectan en el punto E.

EJBPLO

Dos lineas de conduccifn eléctrica tienen como e--—
cuaoiones respectivamente:

x + 20 ¥ + 30 z + 3

= = (1)
10 -20 1
x + 20 y + 30 z + 3
= = (2)
-40 10 -1

Se asegura Que se cortan, revise si dicha asevera-
cibn es clerta y determine dicho punto de interseccisn:

SOLUCION. A continuacién se determinarén las ca—-
racter{sticas de cada recta.
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De Iy : Py (-20,-30,-3) 4,=(10,-20,1)

De L P, (-20,-30,-3) : 62=(—40,10,~1)

e
Entonces, 52 - 31 = {0,0,0)

Aplicando la ecuacibn 2.13, en la que se sustitu-—
Yen valores queda :

s 0 0 0
(52-51 ) -ﬁlxﬁz = 10 -20 1 = 0
40 mas

Por lo tanto, se concluye que s{ se cortan, ahora-
encontraremos el punto de intereeccibn:

De L, : =20(x+20) = 10(y+30)
(x+20) = 10(z+3)
Simplificando,
20x+10y = =700 (1)
x~10z = 10 (2)
De L,: 10(x+20) = =-40(y+30)
-1(x+20) = -40{2+3)
Simplificando,
10x+40y = -1400 (3)
-x+40z = -100 (4)

Hacicndo simulténeas las ecuaciones (1), (2), (3)-
y (4) se obtiene-

P = (~20,-30,-3).




2.7 DISTANCIA DR UN PUNTO A UNA RECTA.

8e desea abora conocer la distancia del punto E, a
la recta que contiene al segmente BC.

DEFINICION 2.4. Le distancia entre una recta y un
punto es la longitud del segmento dirigido que va desde
el punto a la recta, perpendicular a é&sta Qltima,

Aef por ejemplo, en la figura 2.8, ls distancia en
tre la recta I y el punto Py serd la magnitud del seg-
mento dirigido ?Iﬁ. siendo M el ple de la peryendicular
a la recta L trazada por Pl' N6tese que la recta L es~
t4 dada por un punto Py y un vector .

FIGURA 2.8
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/50
Y

Para calcular el valor de esta distancia, conviene
utilizar un diagrama como el de la figura 2.9 en donde-
se tiene la recta L, dada por el punto P, y el vector -
paralelo ¥, un punto P1 que no rertenece a L, los vecto
res de posicién de po ¥ il ¥ el vector diferencia - -

P;-Po- De la figura 2.9 se tiene:
IR d
sen 8 = =
; |P1'5°| |p1‘5o|
es decir:
d = [|p=Bylsen @

en donde B es el Angulo entre L ¥y (51-50), que es igual
al dngulo entre U y (B,-Po).

Por otro lado, del capitﬁlo 1, recordamos que:

| (3y-Fp) x T |

senO= =
l p]_—pollul P]_
Z a -
= da=|P.M
B,-3, 1P M|
i i
L

Pa B

FIGURA 2.9




Sustituyendo esta ecuacin en la expresidn

4 = |;':1 ~ Pol sen ©
se tendrid :
o ‘El_ao‘ l(pl"nc) x 'Ill

[ p1-Folf 1}
SimpXficando queda :

[(5,-Bo) x Gl
(al

(2.14)

Esta ecuacibn permite calcular la distaucia de un-
punto a una recta. L

ek la distancia entre un punto y una recta también -
puede calcularse conociendo la componente del vector -~
'ﬁl-io sobre el vector u, y el vector ﬁl—io, y‘ aplicando
el teorema de Pitdgoras al tridngulo PPy M. 5 Pxistird-
otra forma de calcular la distancia entre un punto y u-
na recta?.

Volviendo al provlema de la pirdmide, se puede cal
cular la distancia del punto % a la recta que contiene-
al segmento DC. Partiendo de la ecuacibn (2.14):

“51'50) x E'
12l
se tieme:
51 = (35}16) H 30 = (3'510)

51 = .ﬁo =) (0,—2.5)
ie(22,0 ; Y ER
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I(O'-2'6) X (2: 2.0)'

a4 =
V8
- S .
(3)-Po) x4 = [0 =2 6| = (0-12)i+(12+40)4+(0+4)x
2 e D
(By=Dp) x @ = -124 + 12§ + 4k

Yooe,
V501
&

y '(31—'130) x il =

de donde,

= 6.16 u.

El lector deberd calcular la distancia del punto A
e las rectas gue contienen a los eegmentos BE, CE, DE,-

IC y BC.

EJENPLO

Calcule la distancia mds corta entre una mojonera—
situada en un punto P, (0;3,'*5), (1es unidades son ki-
1émetros), y un tramo recto de carretera, cuyo eje tie-~
ne por ecuacién:

x-3 z

2 -3

SOLUCION. Para aplicar 1a ecuacién 2.14, eon ne-
cesarios los siguientes datos :
(3,0,0)
u=(2,1,-3)
(0,3,5).

Un punto de la recta: Py
Un vector paralelo a la recta:

Las coordenadss dsl punto Pl

Entonces :

| (3,-3,) x 51 | (c-3,3-0,5-0) x (2,1,-3)1
| ¥ {22+12+(-3)2J Ak




[-141 + 3 - ok |

i

(R e e BT R

2.8 DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS. Para el problema-
de la pirdmide, calcfilese la distancis més corta entre-
las rectas que contienen a los segmentos B¢ y BE.

DEFINICION 2.5. Se 1llama distanéia entre dos rec-
tas a la minima longitud entre ambas, medida sobre su ~
perpendicularidad comin.

En el espacio de tre3 diménsiones dos rectas cua--
lesquiera se c¢ortan, se cruzan, o s¢gn paralelas. Si =ze
cortan, la distancia entre ambas serd igual a cero, si-
las dos rectas son peralelas, la distancia entre ellas-
puede obtemerse fécilmente tomando un punto de una de -
las rectas y calculando su distancia a la owvra cowmo se-
estudib en el inciso 2.7. Si 1lag rectas se cruzan, =
la distanclia entre ambas puede determinarse como se ex-
plica a ¢continuacién:

Sean Ll y L2 dos rectas gque se cruzan, Como Se pues
tra en la figura 2.10.

La minima distancia entre L, y L, estard determina
da en la direccibn de un vector U perpendicular a El y
e 62, que a su vgz definen las direcciones de Ll Yy L2,—
resbec tivanente.

)

FIGURA 2.10

E1 vector perbvendicular a ﬁl ¥ 32 estard dado por-
ﬁlxﬁz. si conocemos ademds los puntos Pl y P2 perteneci
entes a Ll y L2 resvectivamente, 1la mfnima” distancia en
itre las rectas ebtizé_deterninada Por 13 cgmponente del
segmento diﬁ}gido P1P2 sobre el vector “1’“2'

Es decir,

]

- T?; - (alx‘-—l?)

TR 1

e (2.15)
|u1xu2|

Ahora se puede conocer otra caracteristica geomé--
trica de la pirédmide cue es la distancia entre las rec-
tas que contienen a los segmentos DC y BE cuyas ecuacig
nes L1 Yy L2, respectivamente son:

x=3 y-5 ; 5 7
L = =
& 2 2 '
x=3 z-6
L?' 2 2 e ) y = 13




‘
Utilizando la ecuacibén (2.15), se tiene's \

PP, - (9)xu,)

J 12 65
- |5y x5, | R -
Plrz = (3-3|3‘506~0) = (00‘296)
ﬁl = (2,2,0) 3 ‘-12 = (2,0,-6)
d
ﬁlxﬁ2 =2 2 0| = (-12+40)1 - (-1240)] + (0-4)k
6 -6
Gyx, = 121 + 12§ - 4&
ﬁlxﬁz = Vo4
t
P, (ixi,) = (0y~2,6)(-12,12,-4) = -24 -74 = -48
v 2.75
d — | = 2.752 u.
= 304
s
EJEMPLO

Los aviones siguen rutas de vuelo llamadas aerovias
Las normas de segﬁfidad indican gue la distencia mfnima-
entre aerovias pars un determinado tipo de aviédu es de -
0.6 Emy, si lasy ecuaciones de un tramo de Gos rutas alresas

son 1
x-1 y
Ry 3 = —;— = _5;5
x+5 =;6h '
R,1 4 =R4
z+1l = 0 (unidades en Jm,)

Revise si la distancia entre aerovias es aceptable.

SOLUCION :

Para obtener la distancia minima se usari la ecuacién
2015 ¢

PP, - (U u,)

d =
[alx52|
En este caso:
P, (1,0,-5) 4, = (2,3,1)
P, (-5,0,-1) ﬁz = (24440)

Haciendo overaciones:

- U, = (-4,2,2) : |ilxﬁzl = V21

!112 i (-590'—1) - (1101"5) = (-6'0'4‘)
PP, ¢ (;xd,) = (-6,0,4)"(~4,2,2) = 24 + 8 =
= 32

Sustituyendo en la ecuacién 2.15:

32
= = 6.532 Kn.

var

Por lo tanto, son aceptables las rutas de las aerovi-
as. .

2.9 FAMILIAS D% RCTAS. Por dltimo, se dard otra ca
racteristica de lasgs rectes nue es la sizuiente:

DEFINICION 2.6.

Se llama familia de rectas =1 coniunto de rectas {L\,
q ue satlefacen ali~una gondicibn geométrica; como puede -
ser, por 2jemdlo, cue sean -nar2lelas a una direccidén d-de,
quc wzsen vor un punto dado, ete.




A continuncibén se ilustran algunos casos particularnes
I.as ecuaciones de la femilis de rectas paralelas al eje -
"Y" son:
X = Xp
y—yozt

zZ = zo

Les eclaciones de la familia de rectas que forman én-
gulos iguales con los tres eleo coordenados, son:

K- Ry = Opeid, e @iz

Las ecuacionez de la familia de rectas que pasan por-
el' orfzen son:

—

a

&, we B
b

c

Lag ecuaciones de la familia de rectas que pasan por-
el punto (3,1,0) son:

x-3 y=-1 = z
a b c

- Cuales serén las ecuaciones de la familia de rectas-
de la pirfmide cue pasan por el punto E(3,3,6) 7 .

. 2.10 ECUACIOIES MEL PLENO. Ye se estudié el »roble-
ma—ae encontrar una funcibn que determinara la vosicibn de
los puntos de une arigta de la pirAmide y se obtuvo la e--
cuacién de la recta aue contiene a dichos puntos, adends,~
se estudiarcn algunas propi-~dadag gennitricas d¢ la misma,

Ahora interesa encontrnY una funcibn aue detcrminc la

posicibén de todoc los puntos que forman algunas de la caras

‘de la pirdmide, por ejemplo: lg BEC.
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Como datos se conocen las coordenadas de 1los puntos -
B, Ey C, y a partir de ellos se conocerdn las coordenadas-
de los demas puntos que forman al plano. ;Como plantear -
el problema psra que eso suceda ?

Se sabe que por dos puntos 3olo pasa una recta, segin
se vié en el Teorama 2.1.
L)
Se puede concluir, que la orientecién de un plano es-
t& determinada por la direccibén de un vector vervendicular
a €1, llamado Vector Normar del Plano, ver figura 2.11l.

Pero cono puede observarse en la fignra 2.12 existe -
un nimero finito de planos perpendiculares a una direccién
dada, por lo que para definir un plano en particular, se -
resuiere una condicibn mAs, y es ouc se conozca alsin pun-
to del plano, cow; se hizo anteriormente. con la rectg,

Fe

FIGURA 211
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P=(XoYo,Z0) |

X . FIGURA 2.12
Por los punt&% L ¥y C pasa la recta Ll ¥y ror 3y C la-

recta ng por otro lado, se sabe aue las rectas guedan de
finidas por un punto y un vector paralelo a 1la misma, en —
este caso por los segnentos dirigidos BC y BE respectiva——
mente.

Cualquier punto P (x,y,z) del plano formarf con.uno
conocido, un sezmento 44rigido, por ejemplo: BP, TP & TP,
dicho segmanto sieapre seri verpendicular al vector BOxTC-
que llemaremos ?,'por 1o que se puede decir que:

N-BF = O, H+EF = O 6 T.TF =0
Eo general, N -?;? = 0 (1)

La ecvicibn vectorial (1) representa 1a condicién ue
deben reunir todos los puntos P contenijos en el pilano, -
mas adelante se formalizarhd tal provosicién.

La forma de representar gréficamente la condicién (1)
gse ilustra en la figura 2.11.

Como se comentb anteriormente, el plano BEC estd for-
mado por dos rectas que se cortan en el punto B y que son-
las de las aristas D& y 5C, segfin se v& en la figura 2.13:

En el caso del plano BEC, la ecuacibn de la recta de-
la srista DPE estf definida por un vector que se llamars Uy
paralelo a ella; y pare. la recta de la arista 3C, por un -
vector denominado 62 paralelo a ésta, y un punto P, comin-

a ambas aristas.

El plano BEC, denominedo M gueda definido por el con-
junto de todos los puntos {(P?\ cuvos vectores de posicién
estdn Bados por la giguiente ecuacibn:

OGP = 0P, + PP {2)
Pero 0P = 7 y oF, e box
Adenfs P P= 1y +si, ¥ s, r€R

Sustituyendo en (2) aueda:

? = -ﬁo +* I‘El + Saz v S.I‘e'ﬂ (2.16)

Que es la ecuacién vectorial varamétrica del plano.

Si Uy=(a),by009) ¥ \-l?=(52,b2,c2) ¥y utilizando la i- -
gualdad de vectores, la ecuacibn (2.16) cueda:

x = I°+I‘a.1+332

¥y = ¥, 4 Thy + by (1. 1%9

= Zo + r01 + qc?

Conocidas como las ecuaciones paramétricas del plano.
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FIGURA 2.13

Como ye se indicé, el vector Elrﬁ, es un vector normal

28l plano J] y cualquier otro vector normal aTl, es paralelo =

Ly

Ahora se pueden obtener las ecuaciones paramétrices gel

plano BE ,\de acuerdo a la ecuacibén 2.16:

A R A
Siendo :
T’o = OB = (5,3,0), ver figura 2.13
i, = E-B = (3,3,6) - (5,3,0) = (-2,0,6)
i, = €-B = (3,50) - (53,0 = (-2,20)
Entonces:

P = (5,3,0} + r{~2,0,6} + s(-2,2,0} ¥ 1r,s&R

Como P = ©F

F = (x-0,y-0,2-0) = (x,y,2)
SustituYendo en la ecuacidn snterior: \
(x,¥,2) = (5,3,0) + r(-2,0,6) + s(-2,2,0)

Por igualdad de vectores, se tiene:

X = 5« 2r - 28 (1)
Yy = 3+ 28 (2)
z = 6r ! (3)

&stas son las ecuaciones paramétricas, alin mias, se eliminardn

los parametros r y s para obtener la ecuacibn escalsr del-
pléno.

De (3) ' r = z/6 (4}
sustituyendo (4) ex (1) queda
x = g % - 2s (5)
De (2) se tiene:

-3
o (6)

Sustituyendo (6) en (5):
2 °
x = 5-—3—(y-‘3)

I x4+ 3y +2-6 &« O

Esta #ltima es la ecuacibén esczlar en forma general -
del plano.
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Aunque el probdlema dg encontrar la ecua:ién del plano
BEC se ha resuelto, no se ha demostrado gue las expresio--
nes empleadas son generales, por lo que a continuacién se-
formalizarédn los .conceptos vistos anteriormente.

Vt

TEORE,A 2.2.

5
S1 W (A,B,C) esun vector normal al plano T y - -
Po (xo,yo,z_.,) es un punto del plano, entonces una ecuacién

del plane 1| es:
]

Alx—x ).+ B{y-y,} + Clz-2,) = O

DEOSTRA CION.

(x-x%0)s (¥-¥,), (z-2,) son las componentes del segmen
to dirigido TGF donde P (x,y,z) es‘ﬁn punto cualquiera -
del plano, si P;!Po todo segmento T’? perteneciente al -
plano I es perpendicular al vector N, ¥ .por la condicién-
de pervendicularidad,de 49s vectores, se cumple que:
PPW = 0

2
es decir:
Ex—xo). (¥-7,)s (z—zozl 'E\.".B,(El = 0

haciendo operaciones, queda:
Alx=xg5) + B(y-§,) + Clz~2,) = O
L.0.Q.m,
Reci{procemente, si:
Alx=x,) + Bly-y,) + Clz=z,) = O

YW es perpendicular al plano Il y Po estd contenido en m
entonces P ? es perpeniicular a ¥ (4,B,C). y por tanto,--
© pertenece al plano T
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Por inspeccién Po(xo.yo.zo)A satisface 1a ecuacibn,-
de modo que:
{(x.y.z) l Mx-x ) + Bly-y,) + C(z—zo) = 0\ = I
Nétese que la ecuscibn:
A(x—xo) + B(y—yo) + C(z—zo) = 0
puede escribirse también:
Ax + By + Cz - Ax, - Byo - Czb = 0
0 sea:

Ax + By + 62 + P = 0O

denominade. Ecuacién escalar en forma general del plano .

Y a la ecuacién vectorial : POP - N = 0 ge le
1lsma ecuacibn vectorial del plano {{ .

TEORZMA 2.3

Ta ecuscién Ax + BY + Cz +D=0 (Donde A,R,C son no
todos cero), representa un plano-con vector normal N = -
(4,7, c).

DEMOSTRAGION »
Suponiendo que A # 0 , entonces:

Ax + By #+ €2 + D = A(x-(- %)) 4+ B(y-0) + ¢(2~0) = O

nue por el Teorema 2.2 ea la ecuacién de un plano aue pasa
vor el punto (-D/A,0,0) ¥y con vwector normal T=(4,B,C).

Los teoreaas 2.2 y 2.3 muestran que una ecupcibén li--
neal general de tres variables, es un plauo y que un plano
tiene la ecuacibén de csa forma.




LE2vA 2.3

Si ¥ es un vector normal al plano if , de ecuacibn:

P = P, + T + s,

N Pl y P, son puntos de'ﬁ ,» entonces ¥ es perpendicular-
??-fl, donde '51 y 52 son los vectores de posicidn de =

a
los puntos Py P2.

DEAOSTRACTON ¢

Si Pl, Pze—\-\' , entontes debe cumplirse que:

B = B % iy inieyds ¥

]:.\2 = po + rzul i azuz

donde Ty ,8; +T5 48, ER

Por lo tanto:

By By = brpgihy 4 tagre Wy

Efcctfiese con la ecuacidn anterior, el producto esca-
lar con If, queda:

We(ByBy) = (rpry) Wil + (a,-8) Wi,
puesto que T es un vector normsl al planoTr y vor lo tanto

normal a ﬁl N G2 aue estén contenidos en'|l , se cumple -
que

W = N - u, =

% N . (‘pz—pl) = 0

y en consecuencia, W resulta Derpendicular s Dy-T-

LBiA 2.4. Si I es un vector perpendicular al plano -
ﬁ, de ecuacién: p= ﬁouﬁlmﬁg rys€Rr: y 3—1’1—0 es -
perpendicular a H, entonces el punto P, cuyo vector de po-~
siciébn es P, pertenece al nlano |j .
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DE#QSTRACION

Dedo aue ¥ es proporcional a Glxﬁ si P -?o es Per--

2'
pendicular e %, se tendré que:

(3-F,) « (§y,) = 0
o bien, ya oue esta exoresién es un trinle producto esca--

lar, se puede anotar como un deteormiwnsnte cuyvs elementos—
gson las comwonentes de loz vectores, o sea:

X=Xq ¥=¥5 z—2Z,
(P—ﬁo) . (ulxu 2) = a.l bl 01 = 0
2a L Ry

Como €1 determinante es igual a cero, esto significa que
cugndo menos dos de gus renflones son iguales o proporcio-
nales y, consecuentemente, oue los vectores son linezlmen-
te dependientes, Esto vermite cue se pueda expresar uno -
de ellos en funcifn de los otros dos, como sigfue:

(?—Po) = THy + si,
donde r y s son escalares cualguiera, siendo cuando menos—
uno de ellos no nulo.

Si en la ecuacién anterior se despeja el vector P, se
tiene:

P =

& ?o + Y + si,

que es le -ecuaci6n del plano m y por lo tanto, el punto P

pertencce a dicho plano, pues ' satisface 1la ecuncibn.

TEOREYA 2. 4

Si W es un vector normal al plano II, cuya ecuacién -
vectorial paramétrica es: F = ‘Po + rﬁ.l + sﬁz , en-=

tonces la ¢:uacibn vectorial de T es:

ﬁ'(?-’?}:O

a
— —
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~
- K&
y T es el Gnico plano que Ddasando por el nunto
P (xg1¥o012,) tiene como vector normal a N.

DEMOSTRACION

Sea un plano T distinto de Tl cuya ecuacibn vecto- —
rial es: = e
n e (P _.‘PD) = 0

! ) =

Sa desea d2mrstrar, princrazente que T =TI’ segfin ¢
lema 2.3 sl P<¢Tlentonces P~B, es per-:maicular a W v -
Rl GBI ) = -or 1o que si T€T[implica oue P€TI’
¥, por > %anto, €T’ .

7

Reci.nrocanente, si P<€ T imtlice
dicutlsr a ¥ ¥ seagén el lerxa 2.2 PE&T] y, consecuentemente

T’ T, de donde: e T -

aue P-P, es perocn

Se debe demostrar, ademfs, que T[] es el fnico plano -
gue pe=se nor Py con vector normal N, para lo cual supbénge-
(54 - -
Py + r'ui + 5’\1’2,
plano que pasa Dor P, y tiene a ¥ como normal, entonces l|'

tendri como ecuncibn vectorial F-(P-P3) = 0

se gue T, de ecuacién P = es otro -

Como Py € T, se sigue que ¥-(Fo-Py) = O , lo aue eo-
igual, W-B, = By , de donde: To(P-F,) = M- (P-By) ¥ -
por 1o tanto, la ecuacibn E-(P-P,) = 0
Plane finico, de esta manera gueda formalmente demostrado -

represents un -

el Teorena.

La ecuacibn vectorial del pleno,
también anotarse como :

N.(P-P,) = O puede

NP - N.P, = 0

¥y va que el término W-P, de la ecuacibén es una constante-

escalar formada ror términos dados, se puede esecrihir esta

ecuacidn como: HP + D = 0 de donde:

D= =W-Py , como

Na(aB,C); P (x,5,2) ¥y P (x0:170s 20)

o
entonces, si: P=(x,y,z) ¥ :;?O—_-(xo,yo,zo) , sustituyendo
las componentes de W, P, P, en la ecuacién H-P - T!'-?o.z 0
se tiene:

1}
o

(Av3vc) (x,5.2) - (A,Bsc} = (zovyr 503
efectuando las operaciones

Ax +.By + Cz - (Axg + By, + Geod) e 0

Pero

= (AXO + ‘Byo + Czo) = - ﬁ '-fo = D

si euatitufmos esta igusldad en la ecuacibédn anterior se -
tenadrh ¢

Ax + BY + C2+D = O

Esta e2unacién es la ecuacién escalar en forma general
del plano T1T.

81 se tiene ahora un plano Tl dcterminedo por tres -
puntos no colineales P, Pl y F?. la normal a dicho plano
quedari determinada vor

o= (Pl-l’o) x (Pz—?o)
donde P, Pl ¥ F? son laos vectores de posicibén de los -

Puntos Pgo, P, y ?2 respectivamente, por otra narte, si P-

es un puntd cualauiera vertznecziesnte sl plano, se debveri -

tener que-
(BF-P)+W = o

Sustituyendo el valor de 7T de 12 ecuacién snterior, -
se obtirne:
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(F_jqo) E ]:(T:\l_'}‘?n) . (‘F"_f.n_ﬂ - 0 (2.18) =12x =12y ~4z +60 +36 =

. ~12x =12y ~4z +96 =
que es la ecuacibn vectorizl de? Plana que paga por tres -
puntos.

12x 412y +4z =96 = ¢

Dividiendo entre 4:
Ahora, si: P = (x,¥,2)y P, = (%o¥" %, 20)s

3 ¢+ v+ 2- 24 = 9

Pl = (Iliyll 21) Y Pg - (12!3’2122)
; ecuacidén del plano 3ZC obtenida anteriormente.
y dado guc la ecuzcibn es un producto mixto, se duede re--

presentar a dicha ecuacién por medio de un determinnnte, — EIEPLe
cuyos elementos son las componentes de lns vectores (p-1,)

(pl'ﬁo)’ (52_50)' e T . Encontrar la ecuzcidn Ae 1a cara AEB de la virémide.

SOLUCIOM :
X=X

(3-5 ~ = =3 N Las coordenalas de los puntos son 4 {3,1,0)},
i) I:[?"‘l'%) X(%_p"] 1 & B (5,3,0) ¥y % (3,3,6), de donde:
*2 %o TE = 3 = (0,2,6)

a
. B = b = (2,2,0)
Desarrolando este determinante, se obiiene la ecuacidn

escalar del Plsno en forma general, que como sge vi§, es AP = T = (x-3,y-1.2}
del tipo: ; 0 > 6
e CRL IR BBxe =| 2 2 O0f= -22(2) + (2y-22x46)6 = O
x=3 ¥Y-1 =z

Je puede tamhién anorea odtener la ecuacidén general -

del plano BEC vor otro procedinmiento. 0 d Aoy (é; ol s ek = 'O
BF = (x-5,y-3,2-0) = & La ecumcibn del plano que contiene a la cera AEB de ~
TE = (3-5,3-3,6-0) = (-2,0,6) = §© la pirhmice es:
BE = (3-5,5-3,0-0) = (-2,2,0) = @ 12x - 12y + 4z - 24 = O
x=5 y-3 2-0 que dividiendo exntre cuatro, nuveds:
abxt = &2 0 6 | = -12(x-5)-12(y-3)-4(2-C) = O

Jaz -~ +2e-% = 0_]

o 2 0



EJZ¥PLO

Un pleno TT ( ver figura ?.14)3e encuentra sometido a-
la presidn del agua, que actfa perdendicularmente al plano

Y ea rePresentazda por el vector N = -2i + 3j - k. Si el-
punto P de aplicacibn es P (2,~3,-5). Encuentre ls ecus—
cibn del plano.

S

Zi

FIGURA 2.14

SOLUCLCH ¢

-

Ta ecuacibdn vectorial del_glsmoﬁ:

F-(p-7,) = 0

sustituyYenuo valores, ~uecda:

(=2,3,-1) + [Ix,y.2) - (2,-3,-5)] = ©

(~243)-1) « (x -2, y+ 3, 2+5) = O

“2(x -2) + My +3)-(z+5) = O

-2x + 3y -z2+4+9-5 = 0

2x=-3y+2-8 = O

ETEFLO

Bs fAcil eacontrar en un camwo eléctrico Tran admero—
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de puntos con el mismo potencizl. A una superficle tal -
que todos sus puntos tienen igual notencial se le llama Su
perficie Eauipotencial, Se ha localizsda una suverticie -
plana de este tipo, oue contiene a los puntss P, {FRNA),

Py €-1,0,2) ¥ P, (4,~2,1). Icuentre su ecuacién.

SQLUCIOM :

- = (x-2,y-1,2-3)
B-Fo = (~1-2,0-1,2-3) = (-3,-1,-1)
P, = (4-2,-2-1,1-3) = (7,-3,-2)
x=2 y-1 2--3
(5-30) « [R-Fo) x (BpBe)] =| -3 -1 |- 0
2 -3 -2
x+ 8 -11z+22 = O

2.12 DISTATCIA DIRILIDA DT UM PLANO 4 W7 PURTO.

Bna preunta interesante en el problema de la pirimi-

de, es conocer la dis“ancia mfnima oue hay del origen al -

plano ‘eue contiene a lax puntos ?2(:( ver figura 2.15. )

Z

X B
FIGURA 2.15
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| Se puedenr hacer las sigulentes consideraeciones a Par-
tir de la figura 2.16, sea el Plano M, cuys normal es 7 -
oue pasa por el tunto P,, ¥y sea P, (xl.yl,zl) el munto -
desda el cuzl se cuiere calcular la distancia ninima al -
plano.

FIGURA 2.16

Si Q es el punto de interseccién con el plano T del-
gegmento dirigido merpendicular al nisme y que Pasr. por Pl
la distancia del punto el plano es "a"

Para el cdlculo de "d", se tienen varias alternati- -
vas:

a),~ Celcular la componente de B;-P, sobre W, es da-
cir:

En el capitulo 1 se vi§ que:
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(Py=7p) » &
LRSS L 2 | (2.10)

Gorp 3 (B,-Pp) = = ‘
Il - 4

Esta ecuscibén permite caleular la distancia de un vla
no a un punto.

b).- Utilizando releciones trigonomftricas, con el trifngu
1o POQPl que es rectingulo en Q, por lo ane se tiene:

.

sen © = —ls—j_i;—]— ) 4 = l ﬁi-f)o'sen 8
71" Fo
Pero:
= = w
cos{90 ~-®' = sen 9= —-{H—;
{ra-ro | [
Luego .
[By-7 | (-5} - F (p3-Po) - ¥

|r:

F’l_‘ﬁo I I_l

e¢).- Conociendo las coox” enades del punto Pl ¥y el vector
se determina la c¢ruazién e 13 recta que Da2sa vor ?1 Yy es-
el -
se deterini-

Talc#? ando las coordenarlss de Q,
¥y el plano,

pervendicular a JI .

punto de interseccibdn e 1la recta
il o -

na lquI = d.

Emplesndo cualcuiera de 1lrs tres slteranntivas shora -
se calcular$ la distancia del orizen &) »l=no 3Z7 de la ni

rémicde:
DATOS
Pl o (0'0’0) H B = PO = (5)3;0)
R vector I seré: T =9E» ¥, aef

(i =

(-12,-12,-4)



N
[ | -

VanZ+ 122 + (4)° = V305 - 24.66

Sustituyendo en la ecuacibén (2 19):

(p-2,) - § (-5,-3,0) + (-12,-12,-4} -
d = — =
i V304
60 + 136 96
ai= = = 3.9
‘ V304 304
ETRFLO

T.a posicién de un letrero pudlicitarie estd represen-

tado por la ecuacién del plano
”

2X ~ 3y + 42 -6 = O

Para estudiar los c-fCCt(')s de luminocidad se necesita-
conocer la distancia minima a la que se encuentira un re- -
flector ubicade cn el punto (2,3,5).

SOLUCION ;

Utilizando la ecuacibn {2,19), quedas

51.1'1_ Po* ¥

(By-3o) * ¥
|#

15|

sustituyendo v2lores y desarrollando, queda:

il LJ (°1395) | ﬁ: (2;-3,4)
PoF = 2(2) + 3(-3) 4+ 5(4) = 15
'in'ﬁ = D = =6
il = V2P+ (-332442 <= Va+34+16 = Vm
s 15 - 6 9
Tt 2 ——— = ——— = 1.67
Vg Vag
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al pa

EJEFPLO

Encontrar la distancia del plano cuys ecuacibén es:

4x - 3y + 22 - 16 = 0O
nto A (27‘11-3)-
SOLUCICOYN
ﬁ ™ (49-37 2)
D = -16
Entonces:
Fea = (4,-3,2) ¢ (2,-1,-3)
= B L 3 — 5
= 95
y ];‘ = V16 + 9 + 4
= V29
5 - 16
o d = _
V' 29
11
d - —-—




2.13 PRFTACIONES ENTHRE PLANOS.

2.13.1.- ANGULO ENTRE DOS PIANOS.-

obtencibn de las caracterfisticas feonétricas de la vir&mi-

de, una caracteristica mis, es el c&lculo d4el %nzulo que -

Como se vid anteriormente,

forrman enire ¢{ dos caras, npor ejeavlo l2 AZR con la REZ,

tor normal 3 cada una de las carz.s

se puede cplcular un vec—-
N Py
tre los nlanos es el 4ngZulo entre los vectores normales, -

1y ¥
como sc muestra griicamente en 1lr figura 2,17,

FIGURA 2.17

Y recordando del cavitulo 1,
vectores esté dado por:

que el &ngulo entre des
Cos 6

"l [ 72l

(2.2}

Siguiendo con la-

el &éngulo en-
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Se puede calculer el 4ngulo entre AYE y BEZ, emplenn-
do la ecuecibn (2.20).

Jprs

La normal 2l Plano AE3 puede calcularse como sifgue:
(3-3.3-1,6-0)
Ji/iﬁ

it

(0,2,6)
(5"3’3‘1v0‘0) = (2'270)
& j &
T TEs T = |0 e e (0-12)i - (0-12)i + (0-4)k
ol ) .
AR
S

(E02,02,=14)

Proccdiendo de la nisma
a la cara BEC:s

manera, se obtiene la normal-

n, = (-~12,-12,-4)

Sustituvendo en la ecuncibn {2.20):
N, = B (-22)(-12)+(12)(-22)+(-4)(-4)
Cos O = 1 =
EYNEA S04 i
144 ~ 124, 4 16 16
= =
304 304
© = Ang cos (16/304) = 86,98°

EIEPLO ¢

Calcular ¢l 4egnlo entre los

vlanos :




X —~ - 8 = 0
Wy = 2x ~ 2y - 2z +
]_l 5 1 -x + 3y -2z-1 = 0
SQLUCION
’ — —
Los vectores normales a |l; ¥ |l .Trespectivenente,

gon z
ﬁl = (23-25—2) ¥ wz = (‘lu 3,—1)
Aplicando la ecuacién (2. 20):

N, -0

i (2)(-1) + (=2)(3) + (<2)(=1)
Cos O = - =

1) 1%, J2+=2%=2)7 | (<) %a%()”

Coc® = e~ . =
Vi 22y 13 V132

A . .

. e @ = ang cos = 121 30
132

2.13.2. PARALZLIS:G Y GOINCIDINICIS.

Si dos planos son parelelos, sus vectores normnles -
tembién lo =on y por lo tanto:

= \
ﬁl x ﬁz = 0
N ﬁl = k “?

Dos Planos {] ; ¥ ‘{, son coincidentes, si mdemas de -
ser paralclos tienen un punto en coxén, se puede demostrar
que la condicida anterior se cumpl e cuando :

= k ﬁa o = k2,

fiy.

75

2.14 FAKILIAS DE PLANNOS.

A continuzcibén se verdn otro tipo de relaciones entre-
Pplanos:

Si dos planos se cortan definen una recta en su inter-
seccibn, si son Parzalelos, la distancia entrs ellos ouede —
calcularse tomando un ounto de ellos ¥y cslculando la distan
cie dirigida de un plano 2 un punto, vista anteriormcnte.

Se ha visto oue un minimo de dos coudiciones (lefinsn a

un planag, por ejeamplo, un vector normal T y un nunto PO canaci

do del plano, 34 se cumple con una sola de ellas, se ori
ginn lo aue se llama Familia de Planns.

Planos Perpendiculares a uaa direccidn I

P

Plamos cue paszn nor un punto Fg.

PIGURA 2.18

T e A ——l



Las familina de planos también pueden e niresarse ans1{

ticamente. A continuacién se dzn algunog ejemnlos:

Ecuecion de la familia de planos que Passn por el orf-

el :
AX + By + Bz = O
Ecuacibén de los planos e contienen al eje 2:
AX + By = O
Ecuacibn de la familia Ade planes garpendicuilares a la-
rects yele | REN. . 248 )
2 4 ~3
2x + 4y - 32 +d = O

EJELPLO

Si las planos cuy-:iz ecuscioncs
Ax+B¥+52-8 = 0
ByC~2.

won: 2x+3y+z2-1 = 9 ¥

;2 Cusles son los valores de

son waralelus
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SOLUCI1CI! ¢

o= xW,

(2,3,1) = k (4,B,¢) de donde:
2 e 4% ; k = 1/2
Entonces:

3 = (/2= B = 6

1 = (/2Yc c = 2
EJEP1O0

Si los planos cuyas ecuaciowes son: 2x+3¥y+z~1 = 0 ¥
x-4y+Cz-20 = 0O, son pervendiculares, encontrar el valos de-
C.

SOLUCION ¢

"1 ERTA

(2,3,1) (11"4’C) = 0 3

=

= 0

EJELFLO

Hallar la ecuacibén ‘lel Dplano cue T2sa vor el origen ¥
es perpendicular a le intersececién de los plenos cuyas ecuz
ciones son: L

—

I8
2

: 2% + 4y - 62 + 7

1
Ih ' X -2y + 52 - 3

SOLUCIO!H ;

La recta de intersecciédn de los planos Til y 1?7, se-
i

rd pervendicular a '1 Y ﬁz ya gque dicha recta pertenece & ~

anbos plenos; en consecueacia, para encontrar la direcciédn

de la recta se deue efectuar el producto ﬁlez .




v

s

I ]
i X
9 %
FxW, = |2 4 -6]| = B1 - 165 - % = (8,-16,-3)
1 -2 5

como el plano pas2 Por el origen, se tiene que:

D=0, . 8x - 16y - 82 = 0

eo la ecuacibén del plano perpenciicular a Til y Ti?

EJEPLO
Encontrar las ecuaciones de la recta de interseccibn-
entre los plrnoz | 1Y i, dcl ejemplo anterior,

-

SOGLUCTION ¢

Resolviendo el aiSte?E_ﬁE ecuaciones de 171 y 1:2 da~
do en el ejemvlo anterior, se obtiene r,=Tp=2, es -
compativle indeteruinado. Escoffiendo dos ccuaclones y ha-
ciendo 2=0 en las dos ecuaciones, se lleza al siguientec-

eistema comvatible determinado :
-

2xX + 4y = =T
x=-2y = 3

Resolviendo el sistema:

L
L}
I
w
ksl
1
|
N

Un punto de la recta seré:

P, (-1/4,-13/8,0)

Con las coordenadas de un punto y la direccibn obteni
da en el ejemplo anterior, la ecuacién de la recta es:

1/4 13/8
’Ef‘-x+/ _ T+l m
: 8 16 -8

2.14.1 RECTA, INTIMEHICION NE DCS FLANCS.

Como se vib en el ejemplo anterior, si &os planos se-~
cortan, el lugar ¢reombtrico de la interceccifn es una rec-~
ta.

A continuacibr se obtendré la exbresibén genersl. Sean
dos wvlanos:

1} 1 ¢ AMx o+ By + Clz + Iy
172 s AZX + Rzy + sz + D2

il ]
o Q

sus naormnles son respectiveasmente:

H = (Al,al,cl) ¥ ﬂz = (Az.nz.cz)

La recta interseccion L esthd contenildx en Til y TT, =

5

por lo oue es perpendicular a dy Y ﬁg, entonceg el vector
u aue define la direccién de L estA dado por:

i k
e el = |4 B 0
f 3, ®, ¢,
e B o= (RO TN x (A,0-3,00 + (407 Yk

Para deteriinar a 1= recta L, se recuiere aiends del
vector ﬁ, un runto Po, ticho vunto do%ec estar contenido en
iil ¥ 5 vor lo que se hacen sirultfneas las ecuzciones -~
como se inclica a continuacifn:

Ayx + Byy + .2 = =D
1 1 31 1 (1)

Azx + Bgy + ng = -7,

para desterminar si el sistema tiene solucién se obtienen ~
los rangos Jde la3 matrices A ¥y B:



Ay B = "
y Ba g =g

como los rlenos e cortan y no son paralelos T 7K, y los
ransos de lac matrices A y B son ifiales a dos; lo aue in-
diea que el sistema Ae ecvaciones (1) es compatible inde--
terminado de dos eecvrciones con ires incdgaitas. Para re—-
solver el sistema (1) se le dard a une. e las incépnitas -
un velor arbitrurio, por ejemnlo: 2=0 y se obtendrd el -

siguiente oistema:

=D,

Alx + Ely
-n

Azx + Bzy

resolviendo el sistema queda:

-D1H2 + Dz‘,!l
Xy =
Al - Byt
v " 'A1Dé + A291
o
Ale - 81&2
zo = 0

Conocidos Polxo.yo.zo) ¥ u se obtiene la ecunacibn-

de la recta como sigue:

= -D1B2 + D2B1 e —Ang + A2D1
A132 - B1A2 A132 - BIAZ z
Blc2 - Cle A201 - A102 A132~31A2
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EJELPLO

Eneontrar la distancia entre los planos paralelos cu--
yas ecuaclones son:
x+2y-2+8 = 0O

5 2x + 4y — 22 + 4 = )

SOLUCTION ;

La distancia entre los vlanos, nuede calcularse de un-
punto de ii? a 1?1, pare obtener un vunto de TT, se pue--

dea igualar X ey a cerop como se muestra a continuacién ;
x = ¥y = 0
g iz vz A
P, = (0,0,2) g,sz 5 Entonces :
N.% +0D (1,2,-1) + (0,0,2) + 8

ol = s
{F] Ve

2.15 RELACIONES EJTRE ROS Y RuCTAS.

Siguiendo con el proBlema de encontrar caracteristicas
zeométricze de la pirdnide de la fifura 2.1, a continuacién
se plantean otras vrefuntas interesantes como son:

2 Que 4ngulo forman la arista que une B y & ¥ el plano
que fornma su base ?.

2La recta gue contiene a los Tiuntos A ¥ T es nuralela-

al plano que contiene a los puntos Ry E y 2 2.




2 La recta que pasa por A y B es verpendicular al plano
formado por los puntos B, Ey C 2.

2Cual es el punto de interseccibn entre la recta que -
pasa por los puntos A y B Yy el plano que contiene a los -
puntos B, Ey C ?.

Para poder respondcr, se nlantea;aﬂ\:os siguientes mo-
delos matemfdticos que dan lugar a los congaptos ague a conti
nuacién se plantean.

2.14.1 ANGULO THTRE UilA R7°STA Y UN PLANO.~

DEVINICION.- Se 1llama 4nzulo entre una recta y un pla
no el formado por un vector alojado en la recta, con su pro
yeccibn sobre el plano.

FIGURA 2.20

En la figura 2.20 se tiene: ©n el plano Ti o ITa vecin
L, U es la norual al pleno I y u el vector paralelo a la -
recta; ea l=a mismi_fiaurn se ohserva que el Angulo LF for-
mado por el 3lano || y la recta I, es el dngulo complementa
rio del que existe entre los vectores 7 y U, asf s¢ tigne -

que :
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N.u
Cos(90° -9 ) = pero co0s(90 -w) = sen
? I 14l ¥ sen iy
sen @ = E ‘B
Il
Por lo tamba: = " .-:;;\
w.E ‘”\) (
= @ang sen —— pleraly)
kP \ﬁllﬁl_ e

Ahora se puede respoader a la primera pregunta:

Qué sngulo forma la grista®€ une B y E
que contiene a2 los puntos ABCD ?

con el plrsno

AB = (5-3,3-1,0-0) = (2,2,0)
A = (1-3,3-1,0-0 } = (-2,2,0)

i ¥ %
ABxAD =| 2 2 O0f = (0-01 - (0-0)3 + (4+4)¢

-2 2 (¢]

= 8k By
G FORET IS
¥ = (0,0,8)

La ecuzecibn del plano que contiene a los puntos A, 3,~-
CyD es:

8(2—-0) = 0 g 2 = 0
W = BE = (3~5,3-3,6-0) = (-2,0,6)

por 1o que la ecuacibn de la recta en formz simétrice es:

x-~5 2

—2 6

FESELTAD o LT



N
J Se puede decir entonces qg;z (’
jﬁ = (o0,0,1) (Yector normal al plano )
" = (-2,6,6) (Vaztor aloiado en la recta 1)
Sustituyendo en la ecuacibn 2.21, queda:

(0){-2) + (0)(2) + (1)(&)

Vosos1 Y224 04 6

? = ang sen =

¢

——— .
1

bl 124

O

10}

®

=]
[ep)

ang

q =

2.14.2 PARALFLISI’O BNTRE Uii PLANO Y U4 RESTA.- La -
- =
recta L es parazlela al plano !} , &i ¥y solo si, el vector -~

2 = (a,b,e)EL es permnendicular al vector normal, =
¥ = (4,B.C)el) , es decir:
F.@a = 0 o bién,
Aa + Bb + Cec = 0

Ia segunda pregunta puedée resolverse ahora:
La ecuacibn del plano BEC se dedujo anteriormente, y -
fub,
3+ 3y +2-24 = 0

Lla ecuacibn de la recta gque contiene a A% es:
¥l z
2 6

]
U
w

Para que la recta y el plano se in maralelos debe cum~-

plirse que N.B = O, entonces:

%= [3,3:1) . u = (0,2,6)

80

Wel = (3dY o« (0,0,6) &# 66 = 12 # @

Por lo tanto, no son par=lelos.

2.14.3 PIRTLUIDICULARIDAD ZHTRE UN PLANO Y UMA R2GTA,-
Una reccta es vervendiculér a un plano, sf y solo rf es pa-
ralela ~l vector normzl al plano, si se tiene un -

plano TN e couacién:

esto es,

£ dx + 3y + Cz + D = O
y una recta L de ecuaciones:

AT ole sl

a b .

L es perpendicular a TT, gf ¥y solo si:

ka B = kb ke

La tercera pregunta tembién puede rosolverse s
La ecuacibn del pleno es la micma del caso snterior:

3x +3y+2-24 = O

Y la ecuacidn de la rects que contiene = los puntos A~
¥ B es: -

x~3 y-1
= oz = D
2 2
Entonces debe cumrlirce que:
kK = ka B = kb C = ke
Si:
ﬂ = (3v3|1) E = (QC?!O)




Se puede ver que no existe proporcionzlided entre E Yo
u, por lo tanto, no son perpcndiculares.

2.14.4 TUTTRSECCION TITRE UNA RECTA Y UR PLAYO.-

Una recta y un 2lano no par2lelos se intcrsectan en un
punto.

sea P* el runto de interseccifn de la rects L con el -
plano |} , este punto debe satisfacer tanto & la ecuacibén -

del plano
FY ~ 2} - = O R . .

como n la ecuecibn de le recta L

PPop = T ik uGa)

haciendo simulténeas estas ecuaciones obtendréxvos el parimg
tro t que al sustituirlo em (2), nos d4 las coordenadag de-
P*,

Pinalmente, le solucién a la cuarta pregunta es:
Ecuacifn del plano BEC ; p%
3x + 3y + 2~ 2§ = 0

Ecuacién de la recta que con%iene a AB:

x=3 y-1
2 2

z=0

En forma vectorial la ecuacibén de la rectz as:

L : 5 = (3.].'0) + t(2|2|0)
Y la del plaho:. -
- T,
Ps (3,3,1) = 24 %
<

Para que un punto de la recta esté en el plano debe -
cumplirse:

[-(3.1.0) + (2,2,0) t]- (3,3,1} = 24
Haciendo operaciones:

(3 + 240 + 2t, 0) " Eapan])
g +6t+3+6t = 24 : 12 t = 12
t = l

I
n>
-

Sustituyendo en la ecuacibén de 1lmr recta:

P = (3'1'0) + (1)(29?.00)
P = (5,3,0)

Por lo tento, P = (5,3,0) es el punto de interseccibn

o sea:
P = B
EJEIPLO
Un proyectil tiene una trayectoria definida 7or la e-
cuacién:
x=2 ¥+l z+1
= =
2 4 2

choce contre un plano de ecuacién:
6x + 2y - 3z +11 = O

walcule el dngulo que forman la trayectoria ¥ el nle-
no.

SCLIUCIOY ¢

De 1l=s ecuaciones se tiene:

= (6,2,-3) , a = (2,4.2)

IN



Aplicando la ecuscibén 2,21:

ﬁ'l—l (61’1"3)'(2_14-9)
© = ang ccn = ang sen =

[Tl V364449 V441644

12 + 8 - 6
@- ang sen — = 0.408
T V?4
o
= 24.09 (Y

EJENPLO
En un tramo recto del tren metropolitano la ecuacibn-~
del mlano es:

y=0

La vie dcl tren debe ser paralela =l aismo, Y conger-
1 m.
je de 1a via si ésta mice 2 m.

varse a una distancie de ;Cual es 1la ecuacibn cel ¢

de ancho 7

SOLUCION ¢

Iie las condiciones Acl nroblema y con el auxilio de -
la figura 2.21 se tiene oue:

2
] ele via
' 4
#) 4 vin
/]) w
——
\ .’f 3 Pn *

=1

X FIGURA 2.21
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w = (011)0)
u = (1,0,0)
o = (0,4,0)

La ecuznidn de 1la recte seréd entonces:

y = &
Comprobacidn :
E.@ = (0,1,0) - (1,0,0) = ©
L.Q.Q.D.
EJ E¥.PLO

Un punto material tiene una trayectoria rectilines -
que debe ser perpendicular al campo magnético ds=do por el~
plano :

2X + Yy + 3z +2 = O

Si el punto material pasa por el oriGen y una de las-

coordenadas de otro punto A por donde pasa es x = 4, Cuél

serd su ecuacibdn ?

SOLUCIOXN ¢

Para que el punto material y el campo mag&nético sean~

perpendiculares debe cumnlirse que:
P
H = ka

¥ =

pero:
(2,1,3)
Y uel, es ¢l segmento OK, por lo tanto :

T (4,v,c)

Entonces :

2 3 Mé& 1 = kb 3 = ke




1
De la primera ecuacibn: E = —5— , de donde:

b = 2 y cr & 1B

o i = (4,2,6)

e

:

La ecuacibn de la recta L que describe la trayectoria

es:
X y z
& T
ETEXPLO
Un conducto de gac sigue una direccibn rectilinea cu-
ya ecuacibn es: C
x+2 Y+3 2+l
al 2 B

se introduce en un muro plano cuya ecuacibn es:
X +2y +2+1 = 0

200l es el punto de interseccibn 7

.

SCLICSION ¢
Ta ecuzcibn ¢e la rectz en forma vectorial es:
P (o= AnEIsE + T 6d,253) ¥y 1la del plano:
PN = -1
sustituyendo la ecuacibn de la recta en la del plano:
[(—2.-3.-1) + t (1.2,3)} © (3,2,2) = -1
(C5:\; ~3+42%, -1+3t) ¢ (3,2,1) = -1

-6+ 3t~6+4t-14+3t = -1

83

10 t =Rl
% 12 6
= e = e—
10 5

Sustituyendo en la ecuacibn de la recta:

P:

(-2,-3,-1) 4 —2- (1,2,3)

¥
(__“4 ] = » 13)
5 5 5

P = (-4/51‘3/5:13,’5)
t

Yo LY
N ;

es ¢l punto de interseceibn,

- /

(a Y
A
(N
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CAPIZULO 3

ECUACIONES PARAVSTRICAS Y POLARES

3.1 ECUACIONES PARAMETRICAS Y VECTORIAL DE UNA CUR
VA. Como vimos en el Capitulo 1, la posicién de un pun-
to en un Espacio Cartesiano gueda definido si conocemose
aus coordenadss o las proyecciones de su vector de posi-
cibén; sin embargo, comfinmente nos interesa determinar -
la posicibén de une curva, pero dar una lista de las pro-
yecciones de los vectores de posieién a’ de las coordens-
das de los puntos de ella es una tarea interminable gue-.
ese puede simplificar sl obtenemos una o varias reglas de
correspondencia mediante las cusles se logre determinar-
oualquier punto.

Iniciemos nuertro estudio determinando la curva o’-
trayectoria aue descridbe un vroyvectil lanzado hacia arri

N
ba con una ravidez inicial de vg = S m/sek ¥y que -

forma un Angulo de 45° con la horizontal (despreciemos el

efecto del aire).

Y i
Voy l\_io trayectoria
o
1 7 P(XY)
(\fw -
/ R
) -
Vo | s
! = Liah d ; X
Figura 3.
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1.1 SISTEMAS DE REFERENCIA Y RTEPRESERTACION GEOLETRICA
DB UX PUNTO.

El estudio que se hace en el curso ds Matemavicas II, -
tanto en lo que respecta a Geometria Analftica como a Célculo
Integral, tiene como marco de referencia al Espacio Puclidia-
no. Bste concepto se irid formando a lo .largo del presente ca
pitulo., Para llegar a &l se estudierin los conceptos de Pun-
to, Vector, sus operaciones y propiedades gue tienen. Con ob-
jeto de elJemplificar los sistemas de referencia, consideremos
el problema de ubicar los aeropuertogs de Torrebn y Chihushua-
con respecto 8l Aerovuerto de la Ciluded de M&xico D.F,

La figura 1.1, representa los canales 6 rutas de vuelo:

FIGURA 1.1

Como pnaede observarse, l1os Aerovuertos se han idealizado
como puntos, adenfs se designaréd al aeranuerto de la Ciuand -~
de lifxico con la letra O (origen de los vuelos), al de To~-~ -
rreén con la letra T y al de Chihuehua con la letra CdH.



La primera forma de localizar los puntos T y Cb, a partir de 0, es aurilidndo-
nos de una recta §ue une a los puntos Yy mwidiendo la distapcia eatre 0 y 7T y en

tre T ¥y Ch, llamadas dy y dz, Tespectivamente, como se muestrs en 1la figura 1.2

&

FIGURA 1.2

Con los elesmentos de esta figura, es define una 1fnea & eje eobre el que se mi
den las diestanciae entre loe puntos elegidos, us~ndo una unidad de longitud —

determinada.

Como se habia @stablecido, debido a que el Aeropuerto Internacional de la Cd.
de México ee toma cono origen de los wvuslce, en el caso idealizado de la figu-
ra 2, tembién ee le llemars origsa O, a este punto, desde el cual ee mediri la
diotancia dy, a Torredn {T), y 2 a Chihuabua {Ch), sicndo &4 y &, do® ndmeroce

reales.

DEFPINICION 1.1
Se 1lema Eje nunérico real § eje real a la 1fnea recta con la propied-d de gue
a un punto de ella correeponde uno y eSlo un niimero resl y reciprocamente, pa-

ra cada numero real existe uno y s6lo un punto de ella.

Para trazar un eje real, se dibuja una recta ( en general horisontal ), y ee
define arbitrariamente en ella unm punto, llamado origen, a pertir del cual han
de ubicarse loe demée puntoe. En general el origen es el O, por facilidad come
ee muestra en la fizura 1.3
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Aaimismo, se toma arbitrariemente un sentido ds medioién sobre el eje para
localisar los valores positivoe y el contrario para los valoree negntivos.
En general se toma e}l poeitivo a la derecha del origen indicando esto con

la punta de la flecha.

Un punto P, queda definido por su distencia (xl). al origen y el eigno,lla-
mada coordenada P (x;).

Entoncee una manera de resolver el problema es determinando lae coordena=
dse de 1loe Aeropuertoe de Torredn y Chihuahua, como se muestra ea la f{i-

gura 1.4

dlwm)

o) T(79Q) cH{Nan)

FIGURA 1.4

En el eje raal ee cumplen las eiguientes propiedades:

DEFINICION 1.2

Los puntos P (x4 ; ¥ @ (x 2 ), representsn el rpiemo punto en la TeGta numéri-

ca af ye6loei x4y a X, , as decir: des puntos seon iguales ef y edlo ei sus

goordenadas lo eon,

LEFINICION 1.3
Les coordenadas de doe puntoe pueden sumarse y dan por resultado la de otro
punto, SimbSlicamente: P (ag ) + Q(mg ) = R (a; +a, ).

— -

JEFINICIOR 1.4

Le coordenada de un pu to puede multiplicarse por un escalar y el resultado on
1a coordensda de otro junto. ®Be decir: k P (a)= P'(k aj.

Ejemplo 1.— Sea el punto P (3), 8i su coordenada se multiplica por el esc lar {
ee tiene el punto P' (12), como se muestra en la figura 1.5

4>z

4 Pi3}) = P12)
FIGURA 1.5



DEPINICION 1.5
Dos puntos P (x4 ) ¥ Q (x3), son eimftricoe respecto xl orfgen sit x, = -x 5.
Zs decir, si sus coordenadae son de eigno contrario, pero de igual valor abeo-

luto.

En la figure ) g 66 puede ver que el punto P (11 ) es eimétrico de Q (xz ) ya
quo,lx.‘ ['|12| , asi tambidn Q (x ,) lo es de P (x, ).
atxz) ) | LT3 TSR £ | o Pix)

]

FIGURA 1.6
L4
En eete caso la dietancia entre P (x,) y Q (x, ),vale la euma de las distan-

cias al origen:

Distancia entre P (x,) y & (x.‘. )-IP (xq) Q(x, )|-|x.I l' |le - 2|x1'. lo cual
puede hacerse equivalcnte a: P (x4 ) Q (x; ) = X, =X, -|(-x.l )-x4 I 2 z}=2x1

é bién:]l‘ (xy } G (x, )}-'x‘ - x,l- X4 = (-!1 )-'2 x,' =2x, tue 1le-
va al siguiente Teorena:

TEORETAA 1.1
Sean P (x; ) y Q (x3 ) dos puntos con coordenad=s x; y X, , la distancia entre
ambos puntoa'P (xy . & (xz )lasté dada por:

P(xq) Q(xz): ‘X1—X7l: {x,- X‘L

En resumen, un punfto queda univoc:mente deliniud por su cOOrdenAd- en el e¢je =
real. Pero ;queda un{vccamente definido el ieropuerto de Torreén & el de Chitma

hua?

Supéngaae que ee elige otro origen de vueloe, por ejemplo Monterrey, no necesa-
riamente hebr{ la misma distancia entre Monterrey y Torreén que entre la (d. de
México y la de Torredn, ya gue, Monterrey y Torreén definen un eje real dietin-
to al de la Cd. de México y Torredén.

Entonces, la forma que ee empleé hasta ahora para localizar loes Aeropuertos no
es del todo satisfactoria, ea decir que no basta un eje real para definir los
puntce de un plano en forma unfvoca, como es el caeo del plano de rutae de la ~

figura 1.
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De eets eitueciSn se plantea la eiguiente conclusién a partir de la defini-
o0ién de eje real:

DEFINICION 1.6
Los puntoe que pertenecen a un eje real forman un conjunto de dimeneion
al.,

igual

2
lo2 SISTEMA COORDENADO CARTESIANO EN EL pLANO (ET)

Con referencia a nuestro problema puede decirse jue, el Aeropuerto de Torredn
se encuentra a 790 Km. de la Cd. de México,D.F. y el de Chihuahua a 1,180 Km.
de dfetancia del miemo, y que las ooordenadas de los Aeropuertos de Torreén ¥y
Chihuahua con reepecto a un eje real que contenga a los tres y que eu origen -
sea el del Aeropuerto Internacional de la Cd. de Méxioo son: O (), T (790),
ck (1,180).

Ademds puede calcularse la distancia entre los Aeropuertos de Torreén y Chihua~

hua como sigue:

fer (1,280) T (790H(1,180)-( (90)'-390 Kme.

Sin embargo, como ee ha vieto, no es suficiente y podria preoiearee un poco —

mde si loe Aeropuertos ee ubican empleando cumo referencia loe ejes cardinalee

como ee muestra en la figura 1.7 N
CH{ CHIHUAHUA)
T( TORREON
W - 5 E
{ MEXICO )
s FIGURA 1.7
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Este caseo lleva a las coordenadas carteeianas estudiadas previamente, que pe-~
miten localizar un punto del plano por medio de dos coordenadas: la ubscisa, =
que por convencién se representa sobre sl eje borizontal X y la ordenada sot=
el eje vertioal Y.

Aef, para que un punto quede definido en el plano, b:sta con establecer une j;a=
reja de mimeros reales: uno para la abecisa X y otro para la ordenada Y; el ;.

.

to so denota entonces comp:P (X,Y).

YEFINICION 1.7
La pareja ordenada de nineroa realee (Xo, Yo), corresponde a uno y eélo un pr=~

to del plano, qua Ge loceliza en la intermeccidn de la recta que pasa por X:, -

aranlela al eje Y, con la recta cue pasa vor Yo, .2rz2lela al eje X.entigura 1,8
Yo ey PixXaYa)
[}
)
i
1
1
1
o Xo X

FIGURA 1.8

Con el aurilic de los conceptos anteriores, la ubicacién de los Aeropuertos .:

la Cd. de Rérico, Torrédn y Chihvabua, quedan €e la siguiente mznera.{Fig. ).

Y
cH

T___.-.-_ —_—

| f

} Yeu

| g

:

I Xz g [MEXICO ) X

xch

FIGURA 1.9

Entoncea lag coordenades de los Aeropusrtos seréin:

Méxi00,3.F. 0 (0,0)
T (XquTq) ~T(-449,650)
Chlhuahua Ch (xCh,xch) = Ch (-679,965)

Torredn

Debido a que aa este sistoma de referencie los e jes ee interseotan a 900, el

sistema recibegl nombre de cartesiano ortogonal.

Ejemplo.— Locelizar los siguientes ;;untoa: P (-5,3), P (4,-7), P {1.4,. P (0,5)
]
L. Pl,4)
1

-

Solucién: i

)
)
)
I
1 P{L 03

FIQURR 1.10

T
e e — |

Le————— Pl4;6)

Ee claro entonces, que los puntos sobre el eje X tienen ozdenada Cero 7 aon de
la forma P (X0,0) y los del eje Y serdn de la formg P {G,Yo).

DEFINICION 1.8 .
Les puntos del plano forman un conjunto de dimensién dos. La aexplicasecidn es -
eenoilla, recordando que en “la rectas real se tiene una dimensién ya fue, cada
punto P (1), quedsba definido con una sola coordenads, en el caso del plauo se
tienen dos ejes reales y yor lo tanto doe coordenadias par: definir un punto

a6 requiere definir las unidades en el eje de las abscisas y en el eje de las

|ordenadae, yor lo cual son dos coordenadae independientes.
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[IJ'F‘INICION 1.9 . . . TEOADMA 1.2
%S¢ llama plano real, al plano definido por la interseacidn de dos ejes raales, Dados Pa(1,0), Po(0,1), el punto P(Xo,Yo), se encuentra con la expresidn:
dn tal nodo gue a cada pareja ordenada de nimeros realee (Xo,Yo), corresponde P (Xo0,Yo) = Xo Pa + Yo Po
4 % g
uno y s6lo un punto del plano, y 8 cada punto del plano corresponde una y 8élo
‘.'m:,pu"]‘ de numeroreales. 4 o Demostracidn 1.2

Partiendo de la expresiém P(Xo,Yo)=Xo Pa+Yo Po y auetituyendo Pa y Po con =

Las definiciones dadas para el eje real se gensralizan féciloente: sue coordenad-s: P(Xo,Yo) =XoPa(1,0)+Yo Po (O,1)

DEFINICION 1.10
lae parejas F(Xy,Ty) ¥ (X2, T2) reprecentan el mismo punto el plono 8i y —
o6lo ai: Xy =Xy ; T4 = T, o sea : P(X,,Yy)=(X2,T;) I %, T)-Y,;

T por la TUefinioién de multiplicacién por real y euma de coordenadas se tie:.:;
P(Xo,Ya) « Pa ( 1°i0, C'Xo) + Pa(0'Yo, 1°Ya)
P(Xo,Yo) = Pa (Yo, 0) + Po (0,Y0)

= — P(Xo0,Y0) = @{Xo + 0 , O + Yo) ¥y finalmente por igualdad da puc

"
JEFINICION1.11 .

3 tos: P (Xo,Yo) = P{Xo,Yo) - A

Lae coordenadas da dos puntoe de un plano puedsn duraree y d-n por yesultado - ) +q.9.d.

las de otro punts del pleno. Es decir: P(Xy Y )*""(XI Tz}='i(11 Z2 ¥y %) Un teorema m£s general se verd{ en el inciso 1.9, pero, hamta ahora dede que«:=

e —

claro que definiendo las uniiades de sbaciaa y ordenada se define unfvocemen-e

DEFINICION 1.12 = un punto del plamo.
L+s coordenadas de un punto del plano pueden multipliosrse por un nlmero real | Exieten algunas propiedades geométricas entre punios del plano que 8e “erin :
Jdando como resultado las coordenadas de otro punto sl plano: | conmtinuacién : i
1 K P(Xy, Yy )= (KX, K% ) \ I "
Ejemplos: P-3,4) " . pis,4)
P(3i4)4‘P(50'3)"P(3+5|4-3)-P(8.1)
5P(-2,-6)=F(5(-2),5(-6))=~P(-10,~30) il
Al definir las unid~des 4o loe dos ejea reales (no necesariamente las mismas), 1 5
que pueden llamarse ¢, y ¢, (unidid de las abgoisas y unidad de lma ordenadaa ’- Q
respectivamente), entonoee puede definirse cualquier punto del plano en fun— i i ;
cién de ellas. ; + f— + 2
SuPangase que tanta egcomo e, vaten 1 X
Entonces el punto (Xo,‘!o). se encuentra midiendo Xo veces la unidad de abscisas T
y Yo veces la unid~d de lae or;lanadn.. Fig. 1.1 I o
c
B = e e 1[&»#-]
s T
i FIGURA 1.12
Yola I
, b i P (334) Pidas)
] ]
0 = X FIGURA 1.1%
_—
ne




En la Fig. L2 se wmuestran les puntos P!, P'' PR'*' y P.
Se ve que P' y P tienen las csracterfetic:s de estar equidistantesdel eje X y
que la recte que los une es perpendicular al eje X.

A Bu vez P'' y P tienen caracterieticas eimilarea reopecto al eje Y.

Pinalmente, el segmento de recta entre P''' y P tieme como puuvto medio a4l ori-

gen del sisteme de referencic.

De e@tas consideraciocnes s:xlen las siguientes definicionee:

DEPINICICH 1.13

a) El punto P (Xo,Yo) es eimétrico de @ (% .Y ., zespecto al eje X af y edlo
8i Xo=Xy , Yoe-¥y .

b) El punto P(Xo,Yo; es eimdtrico de Q (X1.Yy., respecto al sje Y e y sdélo si
Xo=x=Xq, YooTq

El puato P(Xo,Yo) es simétrico de ? (X4 .Y; , reorecto al origen sf , sélo 81

~

¢
Xom-Xq, Yor-Ty

Er la figura 13- se rresentan estees irus cases: Y
Y
(x, ¥ (=% (x )
A X g
B8
X
(’(l. Yll l
(x) v}
Tox
[-xl:-Y‘} c
FIGURA 1,13

Por Wltime, la distancia entre dos puntos puode obtenerss fdcilmente conside-
rando el problema de obteser la distancia entre ¥y y B, (7d"), de la fig. 1-34

T
e Fl%,.9
YZ d b
P{x ¥) o
+—+t Py
Y
i X |~ ! X
FIGURX 1.14 1 Xz H
Aplicandu el Teorema de Pitdgorrs al trisdngulo Py P: P3:
(1ie o7 da  afemt

Obveérvese que "a"” o6 la distencia entre lap abscisas de ambos puntos, mientras
que "b" ee la distancia entre sus ordenadas. Lstas disancias a y b sec obtie~
nen como se vid en el caso del eje real:

8 = |x, - Xy l

D= l’z -

Suetituyendo e=tos valores en (1):

£ 2
o= la-m) gg-nD
en 1a que pueden eliminarse lgn 61,no8 de v-lor absoluto pures eetdn elev Jos
81 cuadradd, quedando;
2 2
a- Vi) (1)
que es la distanci~ entre dos puntes del glano.
P (XT) ¥ Py(Xp0 %)

Ejemplo Se puede ¢ lcular abora, la distancia entre los Aeropuertos .I¢ leéxis
¢o a Torreén, a loes Mochis y de Torredn a Chikuahua cuyas coordenad-® =on:
México,d.F.: 0 (0,0)

Torreén: T (-449,650)

Chihuahua: Ch (-~679,905)

Los Bochie: ¥ (-971,670.4)



Por tantot

Le distancia ectre los Aeropuertos Internacionsl de la Ciudad de Mé-

xice y el de Torreéo ess

4 o - f(e50)% + (449)2 = 790 Ka.

la distancia entre loa Aeropuertoe Initernacional de la Cindad de Mé

xico y el de Chihuahua est

4 o = J965)° + (679)° . 1180 Ku.

Ls distancis entre loe Aeropuertos Ioternacional de la Ciudad de $é-

xico y Loa Mochia ess

LT -j(-an 1P s (870.4)° = 1180 _Kme

Y le distaocia entre los Aeropuertos de Torreén y Chihuahua esi

d = J(865-650)2 + (679.1 — 449)?

T-Ch
= /99225 + 52964.01

= 390 Km.

(Existe alguna forwa de verificar los resultados? ;Codl?

BJEWP10

Encontrar la abscisa del punto P(xn,.')) que 3¢ encueatra a 12 umida-

des de diastancia del puote P(8,-2).

SOLUCION:

La distancin esa
12 = \/(:0-3)2 + (3—(—2))2 - \/(xn—ﬂ)g + (5}2

Elevando al cuadrado y aimplificandor

91

144

(;o-a}z + 328

2
(xo-B) = 19
O acel
119

Si uoo de los puntos em el origen, la expresifn (1) se reduce, que—

dandot

Distancis del punto P(‘:l,yl) al origen.
Se deja al lector la demostracibn de esta expresién.

Ea fdcil comprobar duve dos puntos localizadoa a la misma dintancia -

del origen no son neceasariamente coiacidentes:

EYEMPLO

Encontrar la distancia de P{3,4) y de ¢{<,3) al orizea.

SOLUCION:

d, = /t3)2»(4)27 - ‘/9+|B
4 = J(4)2+(3)2 - ‘/1s+9

Eato explica c¢omo wna coordenads cartesiana ortogconal po defioié sl Aero-

poerto de Chihuahvua seg;m se presenta zn ka figura 1.15.
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M e

= 6 It

FIGURA 1.13

En crmbio las dos coordenadas permiten localizarlo.

En nu=efzo probvlema lzs coordensdae de los Aeropuertos de Chibuahma y Los e
chis eon:

ch (-679,965) y % (-971,670) respectivamente, medid:s en un m:pa turis-
tiecc.

1.3 SIST=XA POLAR EN EL FLAKO (E?)

Dos coordenadss ortogonales no son la dnica forma de definir un punto Jel Pla-
no. Obeérvese la fi;.416 donde ee trazaron las cocrdenadas ortogonsles y las

distancias del origen a los :ieropuertcs de Chihuahua y Los Mochis. Aunque —
ambae distancias son las mismas, 8e arrecia que 1os dnguloe que forman las —
rectas que unen al oriren con los punios M y Ch, y el eje E no son 1lde nianmos,

Es decir, como se ve en la fig.1-16

FIGURA 1.18

Bl Aeropuerto Ch estd localizado a 1180 Kme. del origen y com un éngulo 61,
respeoto al eje E ; con ambos datos tampoco hay duda resjecto al punto en cuese
tién,

En 1a £3£.138 se vé que la tangente de 61 ¥ 92 son distint-s.

Obtengamoa los veloree de Bl Yy 92 para loa Aeropuertos Ch y M.

Tan. @, = Tan. (180°- ‘¢1) = —Tan. ¢1 - 2% - -1.,42

¢1 = ang. Tan. 1.42 ¢1 - 54.87°

o

6, = 180° — g, = 180° - 54.87° @, - 125.13

1 1

mientres que:

Tan. 8, = Tan. (180° - §,) = ~Tan. §, - S10:4 _ ouy
971
¢2 = ang. tan. 0.69 ¢2 - 34.62°

entonces: 6, = 180° - ﬂz = 180" = 34.62" 8, - 145.38°
En resumen, el Aeropusrto de Chihushua queda localizado ain duda alguna a =
1180 Kmé. del origen (réxico) y 125.130 respecto al este, Estos valores se

conocen como Coordenadze Folares,

SEFINICIZY 118 =

El Sietema de Coordenadas Polaree consiste de una distancia llamads radio &

Il
nré2ulo, medida a ; artir ¢e un punto fijo llamado polo, y un dngulo § argumen |
|

1
"
[

to, medido en eentido contrario a las manecilles del reloj cuando @e conside-

I
ra poaitivo, a partir de un sewi- e)e real que parte del polo llamado eje pelsr
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UIFINICION 118
# la eemi-recta perpendicular al eje polar que pasa por el Polo ge llama ——

eje Copolsar.

EJE coroual R
{r,0)
r
e £4E POLAR
o
FIGURR 1.17

Asi, a cada pareja de reales { r , € ), con @ en grados o radianes, corres—
posde uno ¥ s6lo un punto del planc, pera el reciproce mno se cumple, ya fue
para,un punto, corresponde una infinidad de parej;a ordenadas. Fats hecho -
oo xa'ba a que los &ngulos © y @+ 20 | para toda n€&ifenterce), tienen la mis
ma repreeentacién. Ee decir:

P(r,8)=P(r,0+2nl) , n= 30, +I, 2, eeu.n.

De aqui llegamoe a lo siguiente:

NFPINICION 1.16
Dos parejas ordenadas P( =z, 8,) y P( %, 68,) representan el micmo punto Jdel —

plano poluzr, si y s6lo ei rp =T, ¥ QI - 62¢2nr|' » donde n es un entero.

Ejemplo: lepresentar los puntoe PI(5,30°) ! Pz(lﬂ,q’e‘—) . PJ(_‘s.f) 3 P4(2.225°)
y Pgl4, 360%)

P2 (10,30%
P,(5,30°)
P(3.180°) e
3 ¥ 3
E.(z,zzs? péa.soo"l

FIGURA 1.18

Por comodided se usan dog valores del radio y del £ngulo oon sigmo positivo
sin embargo puede darse el camo en gue uno u otro tengan signos pegativoa,-
en el caec de dnguloa pegativoe estos eecdn medidoa en sentido borario (el-
de las manecillas del relo}).

En el caso de radios negativos, coneideremos que P (r, 8) y Q (-r, 8) son-
8imétricos con reapecto al Polo, por lo tanto una forma de localizar un —
punto con radio nezativo es hallande primerc el correspondiente punto col-
* positivo y luego prolongar la linea que une este punto con el polo una -

distancia iguzl, quedando en el extremo de esta altima el punto buscado,

Puede verse con esto gue loe puntos dados en 13 figuraz pig pueden tener va-

lores diferentes y a pesar de ello representan el miemo punto,

P(i0,45°=P{10.405%)= P {10,~3I5°)
P(*10,-315°)=P(-10,225%)

r ( Eje Palar)

FISURE RS ¢ P(l0,-135°)= P(ID,225%= P (~1D,45%=F (-0, 405°)

P(-10,-315°%)
Si ge tienen Anguloe negativoe, Be pueden transformar a positives con la ope

racién mostrada en la figura siguiente:



r (Eje Poiar)

{ri@)=(r 20l -8)

FIGURA 1.20

Ejemplo: Transformaer loe puntos P( 5,-315°) y P (=2, = g) a forma pogi-
tive:
Soluoién:

P (5,-315°) = P (5,360°-315%) = P (5,45°) =P(5,£—)

P2, -3) =P (220 - 7 (-2, 2i) - P (2, 3'-0) -
P (20 "3'" )

El plano polar también cumple alfunas propiedades semejantes a las del Pla-
no Cartesiano ortogonal,

Deede luego, también es un plano de dimensidn 2, ya gue tiene dos coordena-—
d~s independientes; un rcdio y un sngulo, ambse necesarias para definir un
punto del plano.

Definidas lae unidades, por ejemplo ©r « (1,0) ¥y € u (g,1), cuzlquier -
punto puede esoribiree en funcién de ellas:

P(r,8) =r € r + 826 , como puede verificarse ficilmente.

Naturaleente la suma de coordenadas ¥y la multiplicacids por um real son isiel-

mente vélidae ¥ ee realizan del misme modo Gue con las coordenadas cartesia:.:is.

EJE OOPOLAR

P“{l‘.ﬁ'e’ Pir te)
-9
' r (Eje Polor)
: =
e i
7/
r'd
V4
/
7
Vd
4
,/
P™(r, & +il) ( Plr,-6)
FIGORA 1.21

En 1a 7iz.}1.2] #e didujaron loe puntos P {z,8) y tres puntos simétricos a é1
en diferentes condiciones. Vvéase c¢6mo 1z simetria con el eje polar ge losra
o1 el argumento vale menos © ; aei P (r,0) es siméirico con P'(r,~3). /

Ademés se tiene la condiciénsde simetrfa con el eje oopolar, el médulo es el
miemo, pero el argumento valei — 8, asi I (r,8) es simétrico con P"(r,!T ~8)
y por \dltimo se tiene el caso de eimetrfa respecto al polo, domle el argumen—

to vale B +ii , esi P (r,@) es simétrico con P*'* (r,8 +0 ).
De lo anterior e concluye lo siguiente:
DEPINICION 1.17

a) Los puntos Pl(rl. 61) ¥y P2(r2' 62) eon simétricos reapecto al eje polar,
el 1'1-1'2 Y el"‘ez)‘




b) Los puntoa Pl(rl, 81) ¥ PZ(rZ' 82) son simétricos respecto al ejs copo—
lar e T)=Ty ¥ 01- 5—82

o) Lose puatos Pz(rl, 93) y Pz(rz, 92) son simétricos respecto al polo, ai -
T oT, ¥ 6,-8, + «

Obsérvene que las condiciones de simetria eon euficientes mZs no necesarias

(es deoir, no se uad " st ¥ edlo aji “ )e ya que debe recordarse que, a un ~

punto del planc polar correspenden infinitas parejas de reales.

84 ge considera que los argumentos estdn definidos emtre O y 21 (0°: 360°).

entpnces las condiciones dadas en la definicién ademds de mer suficientes as

vuglven neceerrviae.

Ejemplo: Encontrar los puntos simétricom de P (‘,—}—ﬁ)
s) Simetrfa respecto al eje polar: P'= P*(4,211 - %ﬁ) Prml'*(4, %ﬁ)

b) Simetrfa rempecto al eje copolar: P''=Pie(4, 11— %ﬁ )=Prr (g, %r‘ )

¢) Simetrfa respecto al pola: P'''aP’'*1(4, %ﬁ{-ﬁ)-!’"'(l{. -}ﬁ).

Los resultados estdn graficados en la fig. l.22
7sil
Pu AT Pl rm

2501

{Eje Polar)

= N
p‘u,%‘lﬁ P'M,—:-'ﬂl "

FIGURR 1.22

a5

EBjewplo. Encontrar la simetrfs de les pu tos Pl(—2,225°) 4 Pz(.".,-45°}
84 se tranaforman a sus coordanadas positivas as tienet

¥ (=2,225°) = P (2,225°-180°) = P (2,457) = (2,11/4)
P, (2,-45°) = Pz(2.360°-45°) - B,(2,315%) = (2,711/4)

Abhora, partiendo de la definicién de eimetrfa se vé que TymT, = 2
7 que: 8= 45° = 360°- 315°- 27 - @,

Por lo que ae concluye que smbos puntos aon Eimétricos respecto al eje

polar.

Para finalizar esta parte, se verd la rolacién entre el sietema coorde-

nado cartesiano ¥y el sistema polar.

X
Plx,y) = P{r,0)

e e ——

FIGURA 1.23

-
-~

¥=r{Eje Polar)

Fa 1a fig. 1.23 se hicieron coingidir el origen del plano cartesiano (0} cox

el polo (p) del plano polar y la parte positiva del eje (x} con el eje r:-
lar, es dibujé un punto “P (xyy) correspondiente con P (r,8)
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Aplicando el Teorema de Pitfsoras: r= =2 + yz Ademfs © se obtiene de ® 1.4 SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL EN EL ESPACIO EJ,

relacién entre catetoa x,y ueando la targente del #ngulo: tan 6 = i)y
X 5 .

despejando @ = ang. tan. T, obteniendc entonces las ecuacionee de tranafor-— Csn lo estudiado hasta ahors se han podido ubicar loa Aeropuer

meciéa de coordanadas cartesianas & yolares. tos de Torreén Chihwabea y Los Mochis con reapecto sl de Wéxico V.-

\,—2—2 F., siz eabargo, todoe me ba hecho bajo el supuests de que se encuen
- L tren ubicados en vn mismo plano.

6 = ang. tang. L
- Esto no es correcto puea, los Aeropuertos de Torredn, Chibhus—

X bua y Les Mochis se encuentron a mencs elevaciin sobre el nivel del
S84 ee relacionsn los catetos con la hipotenuse, usando el eene y el coseno ~—

el Aeropuerto de Méxi D.F.
del &ngule ©, ee ticne que: cos. 6 --:-_ s de donde x= r ¢08.0 y sen 8 = ¥ , de SREATES ERRR/EFERTES S

donde y= » wen.® . Obteniéndose las ecuaciones de traneformacidn de coordecna-—

das polares a carteaisnae. En adelonte consideraremos como placo de refereacia o de cola-

cerco al nivel del mar.
X = r coa., ©
A continuacién se den las elevaciones sobre el nivel del mar -

de cada unoc de loa Aeropuertoss
Y =T een. 8

Fsto quiera decir que hay una relacidn enire las coorden-1das cartesrsnas y — uéxico D.F. SEETRNS ¢ ¢ fes S1NELY, SER SLEHY;
polares, como ee muestra en el diagrams siguientes Paira b 50wy solire €] Tivel delidhr
Cbiduahua 13€0 m. ascbre el nivel del =ar
Los Mochis m. eobrd el wivel del mar
T:x,y)={r,8)
n
\
r.e) \ Bajo esta nueva conaideracida, se hace necasario jotroducir -
; ,I una tercera coordenada que eelaciooe las alturas & cotes, esto es, -
WL | oo fppaae 1/’ tranasportar el problema al espacio de tres dimensiones.
i —
2 T:r,8)— (x,y) E 2
E {para 08 <211)

FIGURA 1.24




97

- Un eiatema cartesiano ortogonal en el espacio de tres dimenaiones requiers

1le exietaencia de tres ejes reales perpendiculares untre si de tal modo, —
que un punto de este espacio se localiza por medio de tres coordenadae, —

doe para definir el plano de referencia y una tewvcera para la cota § eleve-

=L cién.
e
-
i ,J"::‘—"I Las coordenadas reciben el nomure de abscis»s (x), ordenadas (y) y cotas (:
/ = ,"', L e T Lae absclgas y ordenadas ee encuentran en el plano horizontal llamado pla=:
0 (México) 27 7 I -~ /]'— Y X3, ¥ se cuenta con dos planos vertic::les, el plano donde se ¢ncuentr n las
;/ i | abscis.»e y las cotas (plano x%) ¥y el plano donde se encuentran las oriena—
,//I :_/’_—_ = das y las cotas (plano yz). Los planos que acaban de mencionasse reciben
Jr’ ‘-[(',rgn-:gll;) nombre de planos cartesianos,
I g .
s +Ch(Chihpafiun) Un punto gueda definido por una terna ordenada:P (XO,IO,ZO), gue CorrTesyor-~
= de gaowmétric-mente a la interseccidn de tres planos paraleluvs a los pl-nds
= ” cartesianos ocomo =@ tiene en la fig. 1.20
Z
b
.
FIGURX 1.2%
L]
(%a1¥o 1Ze)
/4 Yo Y
. 0
Como puede observarse en la ficwra 1.25 Torredén y Chihuahoa - 3
se ubican eu planos diatimtos. /
FIG. 1.826
Se puede simplificar el problema para plantear algunos concep~ %
tos bisicos, mds tarde se abordard nuevamente este problema, pera ~ Véase la analogia con 1la locAlizacién de unpunto en el plano (Ez), que sg ek

ello se hard uso de la figura 1.26, doode se ba ubicade un panto P. tenfs intersoctando dos rectas paralelas a los ejee crrtesianos.




DEFINICION 1.18

La terna ordenada de nimeroe reales (xo,rq,zo) correaponde a una ¥ s§lo un
punto del espacio, que se localiza en la interseccién del pland que pase -
por xo, psralelo 21 plano qartesiano YZ, el planc Que paga por ’o’ parale=
1o 21 plano cartesiasno XZ Y el plano gue pass. por 29, peralelo sl plano -

cartesiano X7.

El sistema recibo el nombye de ortogonal cartesiano, porque los Planos ¢ar-
tesianos e intereectan & 90° y la interseccién de dos Je ellos definen los

ejes mencionades anteriorwente.

En las figuras hechzs hnste ahora, solo se presenta una parte del espacio,

correspendiente a las coorieradas positives,

En realidnd, loe tres planos cartesianos dividen al ecp«¢io en ocho partes,

1lamados octantes numersdos comc e muestrz en lz fig. 1.27

zd
I
m
o I
rd N
i
L l
X R Pigure 1.27
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Les puntos Que se encoentran en el plano XY tiepem por coordenadas
P{X,Y,0), los del pleno XZ, P (X,0,2), y finalwente los puntos aloja—
dos en el plano Y2, P (0,Y,2).
eu sl efe X tienen por coordenadas P (X,8,0), los del ege Y, P (0,Y,0)
7 lea del eje z P (0,0,2). ‘

Por otra parte, los puntoa que estép -

Debido a Que un punto queda deterwinado por tres coordenadsa diatip
tas, definidas por los tres ejes reales, ae tiene la siguiente defini--

ci1ém

PEFINICION 1.18

Les puntes del espacio 2 definen uo conjunto de dimeasién tres.

Se recomienda al lector la discuaién de esta definicién tomando ~

epn cuenta 1o visto ea el eje real Yy en el plano Ee.

Asimiswe se tiene uma asalogfa con las definiciones dadas para el e

Ja real y para el plano E‘.2.

DEFINICION 1.20

Sa 1lama espacio reasl de trees dimensiones, &l espacio definido por—
Ju interseccidn de tres plenos reales, de¢ tal wodo Que a cada terna oris
nada de nimeros reales (xo,yu,zo), correspende uno y sSlo un punto del -
espacio y a cada punto del espacio corresponde una y 86lo una terna orde

nada de nimeros realea.

DEFIKICIOXN 1.21 >

Las ternas P (xl,_vl,zl) y P (12,y2,12), representan el mismo pun
to del espacio ai y sdlo ais x) e T,
¢ir, si y aélo 8i 8sus coordenadas respectivas sos iguales

- 72 y Z) = 2,7 e de- -

Plxrez)) = Plx,,,,2,)




DIFINICION 1.22
{ae coordensdas de dos puntos puedsn sumayae y dan por resultade l-s de otrc

punto del esprcio.

Simholicmcn‘:a:_rfxl.‘!l,zl) + P (Xy,T5,%,) = P (xrxz,rluz,zf«zz)

PEFINICION 1.23

Lie coordenadas de un punto pueden multiplicarse por un niimero real dando co—
»o repdltado los coordencdra ds otro punto del espacio.

SimbSlicomente: kP (xl,rl,zlj - P (kxl.krl,le)

La localizacién de un punto, como B fué dicho, se @btiene a partir de lae -~
i

unidedes de abscisas y ordenndae y cotae como se indioca en la fi;. 1.28

Ze

|
|
|
1
|
|
1
|
i

f——
\

Figura 1.28

Conducierndo pl siguiente Teorema similar al caso del plaro:

T20821a 1.3

D~das P, (1,0,0), 3% (0,1,0), P (o 0,1), el punto P (xo.r 2z ). se oncuentx:
con la expreoxdn- P (t Y Z ) = X_P +Y P +2 P
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Su demostracidn semejante al caco del plano se 2eja al lastor.

Lae condicionen de simetria do los puntos se pueden ver en la fig, 1.29

z

i L g xeozo)
-
// ik e

od

o, 20)

[
[
|
i
2

A e}mvn-b)

% FIGURA 1.20

Se obsepvan claramente las condiciones de simetria de puntos en dicha fipura

dando lae siguientes definicionas:

DERINICION 1.24
a) E1 punto P (xo,ro,zo) es simétrico a P (xl'Yl'zl)' respecto al pl-no XY,

el ¥ 96lo 8l X. = xo' LAl Yo, Zl- -Zo.

1 1

b) El1 punto P (XQ,YO,ZO) es simétrico a P (xl‘Yl‘zl)' reapecto al plrno X2,

sl y 8élo si Xl- Xo Y-—'{o, 2.4 2 .

i & o

) EL punto P (X, Y ,2) ee eimétrico a P (X,,7,,2,), respocto al pl-no YZ,
sl y wdlo si Xl- Xo Y- Yo z’.- zo_




d) F1 punto P (Xn.Yo.Zo) es eimétrico a P (xl,rl,zl), reepeoto al eje X,

81 y 8dlo »i 11 - Xo, Y, = _Yo, Z = .zo.

1 1

8) E1 punmto P (xo,ro,zb) es eimétrico a P (Xl,‘ll,zl), respecto al

84 y #8lo i X=X Yo' Z, =2

eje Y,

f) El1 punto P (xo,vo,zo) es simétrico a P (xl,yl,zl)'
o4 y s6losi Xy = X, Y Y. Zy = 2

respecto Al eje Z,

1=

g) El punto P (XD,YO, 20) es simétrico a P (Xl,

8i y ¢élo &l Xy = X Ty = _Yo, zl --Z.

Y Zl), reapecto al orige:-,

Por lo tanto, rara uva pusnto cualquiera en Ea hay siete posibilidrdes de si=-

tria con respecto al sistems de referencia.

Tjemplo. Jbtenor lns coordenadss del punto simétricc a P (3,7.1;

a) Respecto al eje X

B) Respecto al plano Y2

6) Respecto al origen

Solucién:

a) Por la condioidn de simetria respecto al eje X; xl-xb, Ylu -Yo, Zl=-Z°,
sa concluya que el punto simétrico es Psx(3,-7,..1)

b) La condicién de eimetria respecto al plano YZ es:
11- "xo' rl-ro' zl-zo Por lo que el plano simétrico es:
P‘ &,7,1)

b3

o) Para tener simetrfa recpecto al origen, se tiene que:

SRS SR AUIE AR A ~2,+ entonces: P (-3,-7,-1)
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Calculexos la distancia entre dos puntos Pl y l>2 de E" a partir de le fig, 1.

z

2)
Pl (:l,'l‘)
L
YL—;
el S
—Y, B
/ ,—-—J._ v e B} (507,40)
L I (B
‘l'/
x |
g

:]
T PET0%)  Frouma 1030

Primeramenic defipamos la distancia entre un punto y um plane ala dist.an-
cin mfnima entre los doe, esto es, la :distancie medida perpendicularmernt.
del plano al punto.

En base a lo anterior obsérvese que:

a) La distancin de Py (X4Y,02,) 81 plano XY vale |z1|

b) Ls dietancia de Py (Xl,Yl,Zl) al plano YZ vale [x1|

o) La ¢ietancia de P (X,,Y,,Z,) al plano Xz valelYll

Casos andlogos we tienen paTa el punto Pz(xa,Yz,ZZ)

LY
3

0




A continuacién calculemos la distancia del ori_en & Pl'

Puede observsroe en la figura que, por el teorems de Pitigorua:

dl - \! 512 + \112

ee la distancia del origen a la Lroyeccién Pl' de Pl en el pla-

—

Ademés 8y

no XY, entonces:

=22

Sustituyendo (2) en (1) y observando que: LY .lzll

o (2273

Y finalmente:

(2

» 8¢ tiene:

q 2 2 2
.11- 114»!1-@21

Nétese ia snalozia para £l caeo de la distancia al ori;en de un punto en E2

distancia del origen -l punto !"1

Finalmente c-=lculemoe la distancia entre Pl ¥ Pz indicada como dz en la fig.
] v

1.30.
Aplicando nuevamente el Teorema de Pitizoras:

aez + bzz (3)

v
Pero e, es la distancia entre los puntos Pl ¥ Pz del plano que, caro ya se

vié vales

(a)

F 2
&, = {(xa-xl) + (Y, - 1)

Por su parts, b, = | z, - 21] (s)
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Sustituyendo (4) y (5) en (3), tenewos

4 - \[( iz, - , F

A

R L R T

Es decirs

A

B \ 7 @ 2
4y = J}%-ﬁﬁo(u-nﬁ~(ﬁ-ﬁ)
que o8 la distancia entre Pl ¥ PE.

Obsérvese que el ouevo arigen del sistema de referencia «e encuen-
tre localizado sl nivel del mar sobre una vertical que pasa por el Aerg
puerto de la Ciudad de México D.F.

Dade Que las coordenadss gne defiven la posiciéu de los Aergpuer—
toa de México D.F., Torredn, Chihuahua ¥ Los Mochis y mon como aigues
4 o (0,0,2.237)
T (~449,650,1.130)
cH (-679,965,1.38)

M (-971,670.4,

Obsérvese Que el nuevo orfgen del amistema de referencia ame encuen—
tre localizado al pivel del war sobre una vertical Que pasa por el aero-
puerto de la ciudad de Mé&xico D.F.

Con los dates enteriores calculemos o eiguientst

a).- Distancie entre los Aercpuertos de México D.F. y Torreda:
2 !
d (M-T}] = E-(-«of + (0-830)° + (2,237-1,13)° - 1780.0013 Xa.
b}.— Distencia entre loxz aeropuertos de 3€xico y Chihuahuat

0
.4 Gtch) - \/E-(-s:ajz + {0-965)% 4+ (2,237-1,38)% = 1179.84 Fa.



¢).- Distencia entre los Aeropusrtos de Torrefn y Chihushual

g
4 (1-cr) -\/E-un-(—aw—jz + (sao-sss)z 4»(1.13-1.38)2 = 390.032 Ka.

iCublea serdn las distancias entre loa aeropuertos de Los Mochia y

Cbibuabus. Los ochis y Torredn, ¥éxico y Los Mochis ?

Si ademfa efectiion las operaciones:

d {(3-CH) = d{3-T) + d (T-CH)
4Qué puedes concluir en forma aproximada reapecto a la ubicacién -

de estos Aeropuertos ?

1v8 SISTEMA DE COORDENADAS CILINORICAS.

Ya se ha visto la formn de locaslizar uo punto eo el espacioc de ~
tres diwensionea, usando coordenadas cartesisnas ortogooaleaj conviene —
detenerse a coosiderar la posibilidad de emplear lo eatudiado en coorde—
unedas polares, para localizar puntoe en B, Foeas ficura 1. 31 se ilus—

trs eate coso, para la uhicacién de los Aeropuertos,.

z |

\

1.
0°

N o oo o o o ——

a
-3

Ficvex 1.31
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Con 61 objeto de plantear algunos conceptos elementales, puede aim
plificarse la grdfica como se muestra en la figura 1.32, doude se ha ubi

cado un puate.

P (r,o,z)

e

Ec la figura 1.40 se ban dibsjade tres ejes: el efe polar, el efe-

FIGURA 1.32

polar y el efe Z, § eje de cotss. Como podrd apreciarse, el uso de
—egtas coordenadas ea ouy simple si se tonocen las coordenadaa polares _
5 el sistepa de referencia cartesiano ortogonal, ya Que la coordenada 2-
oo se altera ¥ né)o se transforman las coordenadns del plano XY, cuvas e
cusciones de transforoncicns ya fuercn dadas en el iuncise de coordenadas—
~polares. Aaf se tiene el‘dinzrams de la figura 133 que reprasentae a-—

esta trapsformaciéns

FIGURX 1.33




Este statema recibe el nombre de cilindrico, porQue el poato -
P (r,o,z) se cncuentra localizade en la interseccibn de uwu cilindro cir-
cular recto de radio ry, un plano verticsl Que pasa por el orfgen que se-
-he girado un dngulo @y respecto al eje X y on pleno borizoantal 2, come-

ue muestra en la figura 1.34

\P.laa- borizoatal

coa altura 2,

——

Plano vertical que
por el origen con

Ciliodre circular
recto de radio s

FIGURA 1.34

’
Abors ee dard la definicidn del siatema de coordenadas ciliodricas.

pasa
& ek

DEFINICION 1.25.-
sistema de referencia que define & un cogjunto de puntos del e¢mpacio de-
tres dimensionecs, dado por las ternaa P (ro'eo’zo) que ae localizan so-

bre ns cilindro de radio r.

Se llams siatema de coordenndas cilindricas al
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41 igoel que con las coordenadas polares, el rec{proce ne es vili
ds, es dacir, a cada punto del espacio mo corresponde una ¥y aélo use =~
terne ordenadas recuerdese como Un miamo pinto tieve infinitas parejss

on el aistema polar y éate becho ac traslade {ntegramecote al espacie E?

Es clara la anelogfe de la forwe de defigir un punto ez el stetema
-cartesiano ortogomal, respecto al sistema de¢ coordenadas cilfndricasj—
la diferencie estriba eo Que para el sistema cartesiaso ortogomal se de
fine el punto al iotersectarae tres planoca paraleles a loe carteainnos-—

Y abors se tieneo dos plasas y um cilindro.

EJEMPLO 2

ILocalfcense los pentoss
P (3,71/4,2) 5

pz(s,'rr/z.-l) 1

Pa(z,ﬁ '4).

(2»“,4)

Py(3,7/2,-1)

P, (3,0/4,2)

FIGURA 1.35



Apoydndooos en las propiedades del Sistema de Coordenadas Folares-

se defiven las propiedades para el aistemn de coordenadas cilfndricas.

IGUALDAD UE FUNTOS.

DEFINICION 1.26 Las terdas ordecadas P ('1"’1"1) y

?2 (rz,Bz,zz), corresponden al mismo punto, 8i y edle ai

ry=T, r,.rEER
@, =8, + AW, KEL
3 =3,

Obsérvese que 1a definicidn anterior solo se cumple para valorea -
positivos de r.
r{0,

tir a una terns comn

Eu el caso de 3ue ep la terna ordenada P (r,8,z) se -

tenga fue mediante la siguievte trenaformacién se puede conver—

r>0, como se moestira a continuacidns
(-Ir}, @, 2z} = (lr],0 :Tl'v z)

Y ahora Bi we puede aplicar la definicidn anterior de igualdad de -

puntos.

SISETRIA DE TUNTDS.

DEFIXICION 127 A.E1 punto ?1(111,91 '*1) ea simétrico al punto
Pz(rz,ez,zz) respecto al plano r-8, si y &blo sis

g, =8

rl-ra; 1 2

+ ZKT, KEZ; :l-zz
B. E1 punto I’l(rl ,01,1!) es simétrico al puoto Pa(ra,sa,zs), reapec

to al eje polar, si ¥ 83lo =is

a3 Bl-zk‘rr —ﬂa‘f‘kE'L; =

1 3

Las definiciones anteriores mse ilustran graficamente en la firura -
1. 36
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Eje Copolar

s

= =0, + 2k

Eje Copolar

AR 3
(AN
I N
| e | G e
—zl - 1‘.“ ~ 3 g -
I _ Ty ey \“'x
=8l o el i )
~ i
\.\ 1
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\\ \ 1
L |
~
Eje Polar
z |
|
-
!
: =2y
i
ot g
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FIGURA 1.386
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- —
Si bacemos una mnalogfa entre los ajstemaa de coordepsdas cartesia- Determinar las coordenadaa carteaianas de B8 (41% tf, 3) dadaa las -

oes y eflfndricaa, entoncea el eapacio comprendido en los octantes, eatd coordenadas cilfudricaa.
definido por lo» aiguientes conjunios?
s x = 4 (0O e a0 Bt i

4 - ‘ (r,O,z)/ 04rim , 040 &2, 05:4@) Primer Octante
i y = 4aen (5/6W) - 4(1/2) = 23 z =z

4, = {(r,e,;) [ 6<Lrepo, Tzi$e$dr . 0$z<m} Sequads OGctante
="+ _ B (-2¥F,3.3)
A, - ((r,o,z) I 0grd, W& 85%‘1\', 0%z l Tercer Octante
! Pueden ahora obtleserase laa coordenadas cilfndricas de los Aeropuer

Etc. toa de México, Torredn, Los Mochis y Chihuahua, tomendo como orfgen del-

siatema de referencia el que se usd para la Ciudad de México en coordena

¢Cudl aerd la represeatacifo de los demés octantes ? dab dectinies T Ry

”

Reaumiendo laa ecuaciones de transformacidns S§1 las coordenadas rolares de loa aercpuertoa soms

) Torredn (780, 125.13%)
DATOS INCOGNLTAS
Chihuahua (1180, 125.13%)
P (x,7,2) & = aog tao(y/x)
3 2 Y las elevacionea sebre el nivel del mar som:
L
z & =z 1130 y 1360 respectivamente, evtonces las coordevadas cilindricas -
de dichos Aarcpuertas serdos
P (¢p,0,2) x = fPcoa®
y = faen.d Torredn (180, 125.13°, 1130)
= Chihushua (1180, 125.13° ,1360)

Hagamoa algunoa ejercicios de aplicacidn.
1.8 SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS

Determinar laa coordenadas cilfndricaa de A (l,l,l) dado en coor-

; El1 sistewma de coordepadas cilfndricas no es el inico, distinto del-
denadas cartesianas
cartesieno, que puede rroponerse. Exiate entre otros, oo sisteca que u-
. . ¢ 3
tiliza dos &Angulos y una distancin para localizar un punte en E,
@ = ang tan 1/l - 45 - Tjg € J P P
Al 12 4 12 . |f 2 Se llama Sistema de Coordenadas Esféricas y se ilustra grificazente

a continuacidn.

? (2, Wa,1)




z
B(x,7%z)
‘P |
1
1
L
! -y
9_\_::11 dex
¥
P (x,7,0)
X
FIGURA 1.37

Dondet

@ = Aagulo entre la parte positiva del eje Z y ap.

r = Diatancia entre los puntos 0 y P.

@ = Angolo estre la parte positiva del eje X y 0P
Obsérvese yue la linea P’P es perpendicular al plapo XY

Todos loe puntos T se encuentran sobre una eafera de radio r.

DEFINICION 1.28 Se llama Sistema de Coordenadas Esféricaa al
ma de referencia que define a un conjunto de puntow del espacio de
dimensienes dado por las ternmas P (r.a,?) Que 8se localizan sobre

esfera de radio r-

siste
trea—

una -

A continumciéu se establecen las ecuaciones de travsformacién

los sistemas de coordenadas cartesiavas y esféricas,

Para transformar las coordenadaa corteaianas a esféricaa

T = distencia enire 0 y P = \,,(x—ﬂ)2 + (y-0)% 4 (2-0)?

r = x2+’2+‘2 s

entre

. {13
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f = =ang. eotre la parte positiva del eje T y or
'« @ = asg cos z/r = asng cos z/ sz+y2+zz sl i2)
@ = ang entre ls parte positiva del eje X y 0P’
@ = aog tan y/x P )
Ea decir r = sz + yz ¥ z2
@ = aog tan ¥/=z

¥ = eang coa z/|/x2+y2412

Si shora conoceamos (r,B, ¢) y deseamos obtener (x,y,:) entonces vaa

recos las siguientes ecuaciones:
X ar, cos (-] pero Ky =T meuy =« X =r senycos (-]
s =1, men 8 o e Y =r3eay aen &

T =T Cﬂ'?

Planteandose 1a siguiente definicidn:

DEFINICION 1.29 El sistesa coordenado eaférico tieve por etuacio—-

nes de transformacidni

- - . .
X = r senpcos 8 Ecuaciones de transformacidn de coor

r seny sen a (n)

denadas eaféricas a cartesiavas.
2 = Tr COI\P

r= Ux2+y2+zz
6 = ang tan y/x

Ecuaciones de tranaforwacién de
P = ang cos 2/ vx2¢y24z2 (v)

coordenadas cartesianas & esféri-

—cas%.

Es importante observar que las coordensdaz esféricas requieren de -
ires ejes ortogonales como referencia; ya Que un junte Queda determinado

midiendo upa distancia desde el orfgens un &ngulo en el plano XY, respec




to al eje X y un dngulo respecto al ejo 2.

LJEWPLO Represénteme gréficemente los puniost

P (3,-‘-‘/3:-'?2) H P (2,0, We) 3 F (4, T1/4,2W/3)

Z
P(2,0,11/4)
“/4
2 Y
X It
' d
21/a ¥
P ——
e ///
— ¥4 -
X 4
FIGURA 1.38
P(4,1/4,2% )

El sistema de coordenadas esféricas al igual ue el cilfndrico, no per
mite afirwar que a cada punta corresponde uoa y adlo una terna ordesada, de

bido e que el pusto P (r,8,\0) es idéutico al P (r,0+2kll ,9) kEZ
p ’

En general se acoatumbra utjlizar dnicemente valores positivos del ra-

dio r, ¥ valorea ue & entre 0 y 211 y de l? entre 0 yT\-

Obaérvese que el conjunter
A = ((r:&'.'f) | o$rcom, ogegen , 04y &‘ﬁ\‘

define todo el espacio cartesianc.
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Tambiéu podemos calcular las coordenandas eaféricas de loa Aeropuer-
tos de Torreén y Cbihuabua, s} conocemos sus coordenadaa cartesianas en—
3
Z°.

Torredo ¥ {-449,850,1.13)

Chibuahue P (-679,965,1.36)

Aplicando 1as ecuacioves de transfoywacidén, quedas

= %—449)24,(550)2 +1.13)2 - 790,12 Em.

® = oang tan y/x = ang tan (965)/(-679) = 125.13°

ang cos z/r = ang cos 1.13/790 « 89.9°

‘P-

Torreén (790,125.13°,89.9°%)

Para Chihuabua, quedat

T [/(-379)2 + (965)2 + (1.36)% = 1180 ¥a.

8 = ang tan y/r = ang ten (965)/(-679) = 125.13°

® = eng cos {1.13)/{2180) = g9.9

Chihuahua (1180,128.13°,89.9°)

Si s¢ observan las coordenadas eaféricas de Torredn y Chihuahua ~—

;Qué se podrfa conclair 7

Como se hizo en loa demds ciatemas de coordenadas, a continuacién -

se darén las definiciones de igualdad y simetrfa de puntoss

1,30 DEFINICION DE IGUALDAD. Laa ternas Pl(rl ©09,) 3 Pz('z"’z"?z)
representan el cismo punto del espacio en coordenadas esféricas ei y aé-

lo ait

rgeTy 8 =8, 4 T, uh-'.pa+ak17’v‘k&z




1.31 DEFINICION DE SIMETEIA

e)e~ Un pento l’l(rl 190y "Pl) es simftrico de ?g(r
sl plano Y2, ai y adlo si2

2% ¢ ) respecto—

rl"l' al-Tr-zl

- 9y=Ps

b).~ VUa punto Pl(rl 19 lfl) es simétrico de Pg(rg'.g‘ ?2) respecto
al plane XY, 8i y 36lo mis

g " b Rl i

¢)e- Un punto Pl(r1 195, .'?1) es simétrico de Pz(rz,ez. &f!) reapecto
al plano X%, ai y aélo aiy

el

Fy = 31-211'-52_, ?l-an
.  d)e= Un pusto Pl(rl ,01,?1) es aimétrico de Pz(rg,oz,‘Pz) reapector
al orfgea si y ablo aia

Ty =iEgEe L Wy~ ey

Nétlese que ea las Ultimaa definicicuea se considerd Que:

¢1P2 £ LOT]

(Serdn los dnicas definiciones sobre simetrfa 7

al T 92 EEOUZ“] ¥

Si no es anf, se deja al lector que estudie las restantea,

EJEMFLOY Calcular las coordensdas esféricas dael paato (1,1,1).

SOLUCIONs

r-V:2+72432 - U12+12+12 —ﬂ
9 = aog tan y/x = ang tem 1f1 = 45°

P aug con 2/r = ang con 1/V3 = 54.7° « 0.96 rad.

Por lo tanto el punto es { 3, /s, 0.96)
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Calcular las coordenadas cartesianas del punto A{4,T /3,30 /1)-

x-rnen‘?colo-‘(nen%? cal%‘ﬁ- (({%‘)(%) - ‘l;
y.run\puae-dun%‘n’ "n_;_'{r_“ﬂ:)("_-g) - Ve

zarcosyY = rco-(%-\\') - 4{_“__:.) e T

Por le tanto, el punto buacado es:

(_ ﬁv JEQ-Z\‘-E)

Griaficamente Quedat

W/ 4) -2/%)

l.7 SISTEMA DE COORDENADAS EX EL ESPACIO REAL DE DIMERSION N.

Hasta el uomento se ba desarroilade una teorfa de sistemas coordena
dos Que tieven representacion geomftrica haste en E2. A continuaciée es

tudiaremos el espacio de dimensién n, llamado EFs

La idea de representar un puoto por uo par de mimerca reales en EE,
y por una terna de nimeros renles en E” correspondié a René Descortes, -
posteriormente A, Cayley y H. G. Grosman exteodieron dichs idea a la To-
calizacién de puntoa en el espacio de n dimensionea de la sipguiente msne

ral

DEFINICION 1,32 VUn punto en el espacio n dimensional ea un coniun-
to ordenado de n niweros reales, siende los nimeros reales las toordens-

das del punto.

De esta mancrs, 3e dice Que el eepacio a dimeaasional ez aguel Yue —
extd formado per ¢l conjunto de todos los puntos deficidoa en el pirrafo

anterier.




Ceaviene aclarer que » cads puatc le corresponde un conjunto ordenm

de de m nimeros renles.

Abora se plantean algumes propiedades de loz puntos del eapacio de—
dimensifn n.

(.33 DEFINICION DE IGJALDAD

Los puntoe Pl(xl,:z, ...,xn) y Pz(yl,yz, ...,yu) representan el mis-

mo punto en el espacio real de dimensifn n, si y sélo ai?

ll-j’l,--¢-..,!n-'_rn

es decir, si y 88lo si, sua coordenadas son igualea.

Pilzyy o v am) = Pulyyy o - ox ) =0 3 @ 3p0eneee 1
#

-In

En lo Que viene & continuacidn, el conjunto (xl, .« . ,xn) es eduiva

lente a, P(xl. G oo ,xn).

1.34 BEFINICI0OX DE SUMA DR COURDENADAS

lasz coordenadas de dos puntoa del zspacio real de dimenaién v, al —
sumarse dap como resultado les coordensdas de otro punte del miswo espa—

cio. Em decirs

Dadaa: (tl, - "n) -

(70 - - 37,) € E°

(‘1l 5 - "n) + (J’lv LI §

) = txmam, . s amer VEER

1.35 DEFINICION UE MULTITIICACION FOR UN ESCALAR

Les coordensdas de un punto del espacio real de dimensidn n, al mul
tiplicerse por un odwero real, dan laa coordenadas de otro punto del mis

mo eapacio. En aimbolos:

(xl,..,:—.n}ez" ¥y kER :

k(x, -« ,x) = (kx, .. kx)ecE”

Eatas definjciones generan a su vex ; laa propiedadea Que se enun—

cian en seguidat
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a)e~ Pare la suma entre las coordenndas de los puntos dados

’l(’lg---v’n)o Px(ylu-—-v’.)v Pa(’l"“"a) & E°.

a2 - Pl(xl""xn) *C’Z‘rl"‘ ,y‘) + ’3(21""508 -
S LICTTER RS XSRS IR XCHPES!
(Propiedad Asociativa)
a.2)- Py xl,--,xn) + P2(7|""’n) = Polyyieasy, ) 4 ‘.Pl(xl,-.,xn)
(Propiedad Conmutativa)
03)e= Pilmyeaym) + P(0,..0) = P66,.,0) + Pi(x,.0,x)
o
- "1(’1 ,..,xn) P,EE
(Ea que P, ea el elemento idéntico pare la auma)-
PR E T O/ IETA R -/ T S P A e |
TR G L IV S ey TN et b BRI
- ?_(0,..,0)
(En gue P:‘ en 2]l elewmente inverso de Pl para la asuwma)
Lle= Tera el praducto por un winero real, dades ademia kl y k2€l1 se

cuomple ques .
B.l)a~ ky F’l(xl"'xn) * Pz(’l"”nﬂ - klrltxl"':n)  ; kxPztIlnv."“)

(Propiedad Diatributiva del producto por ao escalar achre la au-

wa de las coordenandas de dos puotol).

b.2).~ (klﬂta) Pl(‘:!,.,xn) - klpl(!l"’xn) + kzl‘l(xl,.,xn)
(Propiedad Distributiva del producto de las coordenadas de ©n =
punto sobre la sums de dos escalares).

bea)e~ (kjkp) Pilxy,epx) = K [Rz Pl(xl,.,xna
(Propiedad Amociativa).

b.d4)u- 1 (‘l,-yin] - (:i,.,xu) {doode I ER elemento idéntico del -

producto de Jos Dimeros reales).



Eatas ocbo propiedades pueden demostrarse fécilmente, enaeguida se-

demostrsréd eclguna y se deja &l lector la demostracién de laa restantes.

Demostracifo de la propiedad a.l.
Dadost Pl(:l,. ,xn), Pa(yl o= ,yn), Pa(zl.- ,8‘) e "

Seas

Pimaeaz,) ¢ [Pplmpee03,) + Polagyenz,) | v AugsSi]

primer miembre de la iguvaldad. Haciendo las sumas ae tieoed

(xl,.,xn) + (’l*"l""’nﬂn) - P+ (P2¢Pa)

l::] + (’I’:l)"""'n + (yn-ozn)] - [Pl + (P2 + Pa)] 4 ey
pero dado Que Eyress T o TypeeaT 9T 90,7 80D nimeros reales, se tieme
qoen

zl-u(yl-rz:) (:1+yl)+zl

x + (yn > xn) (xn + ’n) +z

Llevando estas expresionea a (2):

(xl-o-yl)-vzl,....(xn+yn)+zn - (11+y]...,:n+;rn) + h’]""’n)]

- (Pl FY 92) *+ Pal s €3 deciry

By + (P2+ 'Pa) - (7 +‘.P2) * Py

L.$.u.D.
Pudieodo apreciarse que (1)=(3) quedando demostrads la propiedad.

Usando lss propiedades anteriores puede demostrarese el sicuiente -

Teoremas

TEOREMA 1.4

Dadoa los puntos (1,0,0,..,0), (0,1,0,..,0), (0,0,1,0,..,0),.......
(0,0,...,2); o1 puots P (xl .xz,xs,....xu) pvede representarse comos
(xl,xz,xa,..,tn) - 1,(1,0,...0) + x2(0,1,..o) + x4(0,0,1,.,0) 4 ...

+ xn(0,0,....l)
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DEMOSTRACION»

Sean los puntos: (1,0,0,..,0), {0,1,0,..,0),......,4(0,0,0,..,1} ¥

los eacalares: % ,xz,xa, slale ,xn £ R, eotonces

2,(1,0,0,..,0) (x,,0,0,..,0)

xa(o,:,o,..,o) (0,:2,0,..,0)

xafosos'v"!o) - (0:0)13"')0)

x(0,0,0,..,1) (0,0,0,..,x )

Si hacemos la guma, Hueda:s
11(1,0,0,.. ,0) + 22(0,1,0,..0) + xa(o,o,x,..,o) P 4 xn(O,D,O,..,l)

- (xl,:a,:xa,...,xnj
1..2.2.D.

Este Teorema establece que en un espacio real de dimensién n, es au
ficiente eonocer laa ccordesadaa de o puntos independientes para pnder -

es¢ribir cualquier otro en funciép de ellos.

Debido a que geomftricamente no tiene representacidn el espacio de-

dimensidu wayor Que tres, no se tratan las simetrfas de puntos.

La distancia entre doa puntos se geveraliza de acuerdo a la wiguien

te defivicido:
-

DEFINICION 1.36 Ls distaocia eotre los puntos pl(:l'x'z""‘n) y

?2(y1,y2,-. ,yu) del eapacio real de dimensidn o estd dada por la expre-

aidns

d = \!(?l-zlig + Uy, L (y“—-xn)2

Cuando se trste de calcular la distancia de un panto al orfgen, la

expresidn se reduce ai

2 2 2
d = V:]+:2+...+xn




EJEMPLO

Calcular la distancia del orfgen al punte Plls,z,l,a), v de Sate -

o P,(3,-1,7,44).

SOLUCION:

Distancia de PI(E,Z,I,B) sl orfgen:

2as v(5)2 + (224 (1)24 (8)2

- “ 94 - 9.89

Distancia de P (5,2,1,8) a 92(3,-1,1,-4)

{{3-5)2 + (-1-2)2 & (7-1)2 + (4-8)2
»

= J(_2)2 +» (-2)2 + (8)2 + (—4)2

- v L) = 8.08

BEIEMNPLO

Calcular 1a distaocia eotre loz punt.om:
P1(1I21'1:6!4’) b4 Pa(o!llal-avﬂ)

SOLUCIGNe

\A;l)z + (=205 « {3u7)" + (-2-6)% « {-4)"

\/l+l-l00¢196+4

~
[}

d =
d = 302
d =« 17.38
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En este cured nos limitaremos al cas¢o particular del estu-
dio de vectores definidos como cantidades que poseen magni
tud y direccibn y que en ingenierfa es muy usual de encon-
trarse, como ejemplo se citan la fuerza, velocidad, acele-
raciones, desplazamientos, eto.

El tratemiento de estas cantidades vectoriales se hard geo
metrica y enelfticamente.

1.8. VECTOR EN UN ESPACIO DE TRES
DIMENSIONES, CARACTZERISTICAS. SEGKERTOS
DIRIGIDOS.

Existen tres formas de introducir el concepto de vec-
tor que son: Geométrice, Analftica y Axiom&ticamente.

Geométricamente 108 vectores se reoreseuntan mediante-
segmentos dirigidos con los que pueden efectuarse operacip
nes de suma, resta y multiplicacién vor un escalar; dadas-
las restricclones geométricas serdn tratados en una, dos y
tres dimensiones.

Analfticamente_se estudian las operaciones menciona -
das con anterioridad introduciendo ademis nuevos conceptos
como son. los productos entre vectores aue serdn expresados
en fuwecién de ogeraciones entre escalares, para que aurove
chando las propiedades de estos Gltimos se deduzean las de
las operaciones vectoriales, algunas de estas ovPeraciones—
se generalizerdn al espacio de n dimensiones aunque en t$:o
minos fFenerales sblo se tradajardn hasta el espacio E3.

Axiométicamente, como sa v€ en el curso de Algedbra exis
ten entes matemfticos que se definen como vectores, efem--
plo de estos son los vpolinomios,
nes,

las matrices, las funcis-
las ternas ordenadse,
mlgebréica,

etc. ¥ se define una estructur-



DEFIRICION 1.37 SZ5i"SNXTO DIRIGIDO.- Le represetutaclén-
geométrica de un ‘rector se defiume medisnte un segmento de
recta entre dos puntos A y B, considerando a un punto A co
mo punto iniclal y al punto B como punto finsl.

Al seginento diricido de A a B se le representa con el
simbolo AR dit ’'2ndolo con una flecha que empieze en A Y -
terminz en B co:lo gse muestra en la figura 1,39

-
-

/"
R «~ Recta

-
-

Punto final

1ee

=7 Punto inicizl

FIGURA 1.39
Es f4cil ver gue los sesnentog diriridos poseen lie -
caracterf{sticas de un vector, a sater:

~ireccibn.— Darfe mror la recta y nor el sentido Asl
corridc indicado con la flechz de A a D,

Yacnitud.- Data por le distanecis entre los Aoz ov--

tos.

81 se introiMece un sistcme coordenzdo de dinensi

denadas de los muntes
to dirigido 6 vector A&
mo se muegtra en le Ficurs

no, sobre 1z recta L comn orfgen O y consideramos la: coal

A(2) 7 3(7) se obtendrd el s n-n-
i ea =1 esp:cio de dimensidn uno, o
1.40.
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B(7)

A(2)
0 FIGURA 1.40

El gsemzanto diricido 33 tiene upa Airesccibn de A iina-
cla 3 y st nzenitind que es 1a distancia entre los puntos

y S dada mor:

Tacnitud de X0 = |7 -
Analf{tic=mente el vector de 33
13 = (+5), doude la raxnitu? es 5 y

diceda nor el signo de %21 mado que

zl= [=]

ee renr-zenta como: =
e direccibn viene i:i-
23 = (45)
4or en el eepacio de dimensifn uno cuyas caracterfstituc -
Tireccibn positiva y magnitud 5.

FEA -

es un

gon :

Considérese shora oue el vector A8 cueda referido ~i-
sistena coorienado de dimensidbn dos mostrado en la £ig. 1.41
A B0

donde el runto inicial es

b (4,5).

y el punto final es =~

b el e L AT L

1 ] c ol
1 al2,1) i .
1 $ + 1

4
>

PIGURA 1.41




Bl segmento dirigido eigue teniendo magnitud igual a-
5 y direccibn de A a B.
las a los eJes coordenados que pasen por los puntos A y B,
se formard el tridngulo rectdngulo A3C mostrado en le- fisu.
ra 1.41, donde el cateto AC mide tres unidades y el BC ri-
de cuatro unidades,

S1 ahora trazamos rectas parale-—

Obsérvese que si 1las coordenadas del punto final
3 (4,5) le restemos las del punto iniciel A (1,1), obten:
mos la nmareja orden=da (3,4), esto es:

AW & B-jA = (A-2,5-1) = (3,4)

que son l¢3
gura 1.41.

valores de loc catetos del tridngulo de la fi-

rd
Obsérvese que la diferencia entre las abscisas d§ la-
longitud del cateto peralelo al eje X y la diferencla en--
tre las ordensdas dé la longitud del cateto paralelo 21 e
e T,

Si ahora el segmento dirigido va de 3 a A, quedar?:

B = 2 -3 = {1-4,1-5) = (-3,~4)

Siempre que en la pareja ordenzda se tengan nfsneros
negativos se cwinlird sue:

xz-x]_(o L
y2~y1<0

KTy
Tgs iy

Bs decir, la abscise Ael punto final estd a |x.,-:'.1_\
uanldedes a 1la izouierda de la abscica del nunto inicial,
la ordensda del punto final estd e [y -vy{ unidades ' .-

jo de 1la orden2da del puato inieial.

S1 1a pareja ordenada (a,b) fuera yositiva, entons:.::
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xz-xl>0 s
Jo -y 7R ot

xz) Xy
Y229

se suziere analizar otrae alternativas,

Tlamzrémos componentes del ssomeato irigldo AB a lor
elementos de la pareija ordenada (3,4).

Siemore la primere componente seri ls maralela el gf-
X y la segurida paralela sl efe Y.

A 1la pareja ordenade. (a,b) también se le 1llama veotar
en E,.
Considfrese ahore. el veetor K3 refeorido a un gis*a-a-

£, donde el puato inicizl es 4 (1,1,{12) ¥y el punto fi--

nzl es B (3,4,2413
A = 2 -4 = (3,4,2TD - (1,1,317)
-‘u E = ("g]ym

En este ceso la rerreseatreifn geomsiirica 6 el zer »
to diricido A9 gueda rerrssentsdo sn 1a fiwmx2 .42

T g

2

& PIGURA 1.42

onde 1.5 cv..ronentes -'el vector . son los elewen®

¢ 1+ ferrs e1-Tea-dan (0'3' {ﬁ‘




DEFINICION 1. 38

Un vector AR cuyo punto inicisl es A (31.32.53) y -
el punto final ea B (bl'b'»"b})' es aguél cuyas coaponen--—
tes son los elementos de la terna orsenada (cl'c2'c3)' -
donde:

b
C, = h? g2
c3 = b} 33

es decir,

[cl,cg.ca] =

[( bl—al), ('h_?—ag). (b3—a3)]

Por conve:ncibn, las conponentes e ua vector se i -
cardn con letrrs minfsculer ¥ el veutor con la eorrin - =
diente s:iinfiscula testadz, asf so tzndréd:

T = (el,cg_,r?’) donde P o= 13

aunque erlaten otras notsciones nne se usarin nfés 2dei~ --
te,

Las comnonentes del vector € se ilustran en le fisur-
1.43: z &

R

s
w

FIGURA 1.43
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En un espacic de n dimensiones se define un vector, -
aunque no tiene representacidn geométrics, se tiene:

DTFIVIICION 1. 39

Un vector ¢ en el esvecio n dimensional es el contira-
to ordenado ¢ = (cl.c,,.....,cn) Aonde c2da uno de 103 o=

lenentos ¢y (1=1,...n) se llama connonente del veeter =,
|

Aunoue se h2 d2finido vector en n dintensiones,
te curso sblo ge trabaizrf haste 1la dimenni®on 3, ¥y 21 c-—-
junto de todos esstos vectores se le 1llamard VS.

Y | e

ETEIPLO
Arlinuénos los conc..ptos snteriores al situlentr -~ -
Dleme ¢
ZJonsidérase la virimide cuyos vsértices son: A(R,1,0°
25, 3,0%, H3:5:0% 2(1,3,0) MEE, 2,6).
Z
E
ofo Pt
A
o
X
P PIGURA 1.44

Se desean olitener 1as commonzntes 1le los vectoresz ='o
unen los virtices Ay =, AY ? Y€ y vor dltimo"y C.




SOLUCTION ;

Para determinar las componentes se obtendrén los vec-
tores que unen a los vértices. ILos vectores buscados se -
denominardn AB, AD, 30 ¥ ﬁE, y sesén la definicién 1. -
ge tendr4 .

8 = ® 5 B-A = (5-3,3-M0~0) = (:2,2;0)
¥ = a0 = D-A = (1-3,3-1,0-0) = {(-2,2,0).
€ = 8 = C-38 = (3-5,5-3,0-0) = (~2,2,0)
d = D6 = ¢-D = (3-1,5-3,0-0) = (2,2,0)
s Serd la Gnica solucibn ?
-
1.9 IGUALDAD, SUMWA, DIFZRENCIA DE VECTORES. WULTIPLICK -

CIOK POR UN ESCALAR. INTERPRETACION GEOWMETRICA.

IGUALDAD TS VECTORES.-
de observar oue existen vectores en lugares diferentes cde-

En el elenplo anterior se nue

la pirdmide y con iguales componentes, esto es:

AB y DC tienen componentes (2,2,0) ¥y también 30 y-

BC tienen cemponentes (-2,2,0).
Ez estas circunstancias se tiene gue A3 y TC son i~
guales.

A continuacibn se estableceri la definicibn de igual-
dad de vectores en n dimensiones, aundue solo seri usade -
en este curso hasta la dimensién tres.

DEFINICION 1. 40 .

Dados los vectores T = (rl,rz,...rn) vy P = =
(Pl'pZ""nu) se dice que T y P son iguales si y sblo si,-
sus componentes correstondientes son iguales, es decir:
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Ty = Py (Gonde 1 = 1,2,3,-.+s8)

Por lo tanto en la virdmide, los segmentos By 0 -
son iguales, as{ como AD y BC, teniendo por consigulente
ifual direcciba y magnitud como se muestra en la figura -
1.45

AD

=54

BC

FIGURA 1.45

ETEMPLO
Para la pirdmide del efercicio anterior, determinar -

que otros vectores son iguales si solo se toman aquellos -
vectores gue unen los v&rtices.

SOLUCTION :

Se tisne que:

ﬁ = (2.?-0) ’ Iﬁ = ("2-2v0) [} ..EE = (—2|2v0) ¥
5 = (2,2,0).

Calculando otros tenewos:

AT = 0 -4 = (3-3,5-1,0-0) = (0,4,0)

B = D-B = (1-5,3-3,0-0) = (-4,0,0)

B e A =B = (3-3v1-3vo"6) = (01'21-6)




B = B-EFE = (5-3,3-3,0-6) = (2,0,-6)
B = C-E = (3-3,5-3,0-6) = (0,2,-6)
B = D-8 = (1-3,3~3,0-6) = (-2,0,-6)

Como se vé, no existen otras parejas de vectores idénti-
cos a.los del ejenplo anterior, se concluye que un vector no-
cambia si se traslada paralelemente a s{ mimsmo; por esta ra—-—
28n a estos vectores se les llawmari libres.

Conviene aclarar que existen tawbién vectores deslizan--
tes o sea aauellos que solo tienen libertad de deslizar a lo-
largo de su linea de accién conservando su rmagnitud y dire- -
ccibn. También existen otros llamados fijos, gue son ague- -
llos que adeais de tener magnitud y direccibun, estda 1igados-
a un punto de aplicacifén

En este curso se tratard finicamente con vecteres liltres.

SUMA DE VECTORES.-~ Si se considera la base de la pirdnmi
de del ejemplo anterior se puede ver gue los puntos 4,By C -
forman un tridngulo donde:

I = (0,4,0) IE = (2,2,0) B¢ - (-2,2,0)

S1i ahora se suman las componentes correspondientes de A3
y BC, se tendré:

A8 + BC = (2,2,0) + (-2,2,0) = (2-2,2+2,04+0)
= (0'410)
que son las comppnentes de AC.
Si ahora se verifica para AD + DG donde
3 = (-2,2,0) : IC = (2,2,0) tenemos wue :
A + 3¢ = (0,4,0) = AT se puede con esto estn-

blecer la sifuiente:
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DEFINICION DZ SUMA DE VIATORES.1.41.~ Para sumar los
vectores T = (rl.rz,rj...-,rn) % D= (ﬂlspzyp3v---v?n)-
s@mense sus componentes correspondientes, es decir:

I = F+D = (8309500300-299p) entonces :
b e 1 SAe it
q2 = 1‘2 + P?
% TR
q'ﬂ = I‘n L ‘pn

Obsérvese que =] definir de azta manera la gperacifrn-
e guma, se obLtiens otro elerwiento “el coninnio de log .-
tores.

}eom&tricannte, eon €l uso de segimentos dirisida-
re simar * ¥ b, uno 2» los vectores elegiso arditrarir ~-
te se escoje
mente de t=21
to final del

diricido gue

cosw inicial y el otro se tr-slada nerale’ ——
morio que sn vurto inicial eoincida con el i-
nrimero, el vector resultante ec el segmeiin-
nal del segurd»n, este se iluztra para 32 y EB en las fismi-
ras 1, ViR, P
i
¥ g 2

v& A2 punto inicial del orimero, al punto s

6=-+:5 -
o
7 v
o 'Y X 0 >
2 3
E X E
FIGURA 1.46 FIGURA 1.47




MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

DEFINICION 1.42 ™ producto de un vector T= =
(rl,rz,r3,...rn) poT un escalar RtP.. se representa Ppor -
T, ¥ es aquel cuyas cemponentes som: lrl, lrz.. a3 lrn;

es decir:

pi=2 09 (krl.lrz, lr3......lrn)

Se dice que si P =AT el vector p tiene una longitud
oue es A veces la longitud de © y cuya interpretacibén geo-
métrica en }:3 aparece en la figura 1.

o

F AP T 7 A | o

Ava o¢hg¢l -1¢X¢ 0 A¢-1
PIGURA 1.48

Dos vectores que son varalelos cumplen con lo siguien

te:

DEFINICION 1.43 Los vectores T = {rl,rz....,rn) v
¥y q = (°1'q9."'°‘qn) tienen la misma direccibn si n= AT
vara ).70 y direccibn opuesta para )\< O, o sea, son DPa-—
ralelos sl P = AT, para tada A # O.

TR

TJEMPLO

Para la pirdmide del ejemplo anterior determinar s! -
los vectores de la bage san PArnlelos.

SOLU:ION »

Tos waaterns fu 1n Paso gon:

IB = (2,2,0), Bc = ("?-l2|0)v m = (2-7.'0) Y ﬁ = (-”,'3,0)

Se debe cumplir que D =AF, pero ya vimos que - -
AB=1IC y BC =AD, es decir, A=1.

Por 1o tento, los vectores ademés de ser paralelos -~
tienen la misma direcciém, puesto que A= 190.

Obsérvese gue éstas 902 las finicas parejes de ventn--
res que cumplen la condicidén de peralelismo.
A continuacién se Aefinird el iaverso aditivo como:
(1) = -3

ea decir, todo vector tiene su inverso aditivo.

DIPERTICTA DE VRITORES.— Ses el vector P = (pyyra. .

¥ su.inverso 2ditive -7 = (—?‘-!.~p,.—r'3).

DTREITINDICT 1.44
La Aifirencia entre los vectores T = (ry.ry,..om,’
n = (pl,p,,..,Pn) denotada como T-p en el vector nnue -

obtiene al sumar a T €l inverso 2ditivo 2e P, es decir:

rT-3 = [(r1~pl),(rg-p?),(r3—p3)....(rnup,ﬂ

T
En_.J.

T+ (-P)

E = F = p
= (rlvr?vr3) + (‘Flv_sz‘P:i)
§ = (ry=pysT;=P,sT3=0,)

La interpretacibn georibtrice. de la diferencie Ar Vv r-
tores se ilustra para %, y 33 enr las fifuras 1l.43 y 1.50.

. S—
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FIGURA 1.49

FIGURA 1.50
BT FLO

Pere la pirdmide del ejenplo snterior celcular =5-°

30LUCTON ¢
T =T = (2,0,-6) ; TW=4_-E =

(n,2,6)

(n!_?l_r}

Fl inverece aditive dc HA es ¥ mor lo tenta:

W-T = T4+ (- = (2,9,-6) + (7,2,6) = (>,7,"}

Otra manerz de lnteruretar la Aiferencis #e vector-=-
ge muedtra en le figura 151, en Aonde, como se v&, los -~
vectores T ¥y D se didujan coa orfzen comiin y la difar:-ici

T-P e3 €l vector que va del extremo de P al extremo Ae T.

Se observa cue el vector r-P gueda transladado cow =

respecto al de 1= figura 1.43 de B, v esto se explice nor-

tratarse de vectores libres

PIGURA 1.51

<
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1.10 VECTOR DE POSICION DE UN POWTO. A continuacién ublce
remos la Posicién de los vértices de la pirdride, usando -
vectores,

Para lo cual, definiremos gl vector como amguel segren
‘to dirigido gque rarte siempre del orfgen del sisteme coor-
denado y 1leZs a cada uno de los vértices, es decir, lo -~
que se pide son los vectores: O0a, 08, OC, OD y O%: donde:

= (0,0,0) e = (3-590)

= (3,1,0) » = (1,3,0)

= (5,3,0) E = (3,3,6)

Sexfin lo vigto:

OA = A-0 = (3-0,1~°90—0) = (3.1,0)
% = B-0O = (5-0,3-0,2~0) = (5,3,0)
0% - ¢-0 = (3-9,5-0,0-0) = (3,5.,0)
% = D9 = (1-0,3-0,0-0} = (1,3,0)
OF = 20 = (3-0,3-0,6-0} = (3,3,6)

Obsérvese que los vectores giue van del orfgen e ¢ i-
uno de los vértices, tlenen sus comvonentes iguales o l-e-
coordenarlas ce los puntos finales. Para un punto cusleniz

ra P (x,y,2), se tiene que:

-
P = PO = (x-0,y-0,2-0) =

(x,¥,2)

Y ror lo tanto, se cumnle para todo punto hasta de 7
el hecho de que sus coordenades son izZusles a las commonas
tes del vector oue va del orfgen al punto en cuestibn, al-
cugl se le define como vector de posicibn, ¥ se represent-
con una letra iguzl al nunto final, pero mindsculs, con "-
na raya encima.




Lo anterior se puede representsr gfeomftricemente de -
la siguiente manera:

4
)
P (x,¥.2)

5 = (I!YOZ)
0 =

0P =P-0
-3

PIGURA 1.52

Se eatahlece nun2 rel-:cibn uno a2 uno ~=tre loe —m-~*
del espaclo ortozonzal oartesiano hzeta (e '33 ¥ el con.t:- i
de vectores de posicibn, con la mism= direneifn, EBsto -,
a cada punto P en ':.‘3. le corresponde uno y s6lo un ver‘ou~
de posicién D en el r’wmo espacio ¥ viceversa, como er il

serva en la f'igura 1.53

Pyl a¥y0zy

Bylx5075:25)

FIGURA 1.53

Procediendo del mismo modo se ocumple gus en el espa—
cio B® hay urpa relacién uno a uno entre los puntos del ee-
paclo cartesiano ortogonal E®, y los vectores de posicién-
de estos puntoe en el mismo espacio.

Por mwedio de dos vectores de posicién se determina el
vector que une dos puntos cualesquiers, como se indica en
la figura 1.54

FIGORA 1.94
Tn este caso P es el punto iniclal ¥ R el punto finel

1.11 PROUGCTO ESCALAR DLE LOS VECTPOKES. MOLULO LDE UN VEC-
TOR. Hasta el momento ee Ra considerado el aspecto geomé
trico de los vectores, a continuacidén se definirédn otrzs-
operaciones entre vectores y sus propledades correspon- -
dientes, es decir, se bard el tratamiento snalftico de —

loe vectores; el principel interés es aplicar las opera—
ciones entre vectores a la Geometrfa Anmlftica.




1.11.1 P30BDUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES.
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DEPINICION 1.45

Sean l-J=(P1:P2nP3l“-9Pn) b4 ?=(7~'11r2’1'3n'-01'n’ =
dos vectores de E°.

Entonces el produch#o punto é producto escalar de py -
T, denotado P.T (1léase p punto T), se define como:

n
=

P, T
k-1 £k

PeT = BTy + PoTp + PgTs+ oo 4 Dply =

Obsérvese que para calcular el producto escalar, multi
plicamos las componentes correspondientes y luego se suman-
los productos, obtemiendo como consecuencia un escalar (nd-
mero real), Y nunca un vector.

EJEMPLO ¢

Efectuar los proasuctos XB«K5li, XB-ED,
-y XKB-BE. Para los puntos A, B.C ¥y M3
- vértices de la pirédmide:

KB-XT, XKB-BC,
que son los- -

LB =(2,2,0), B = (-2,2,0),
Xt = (0,4,0), B = (-4,0,0),
XD = (-2,2,0), BR = (-2,0,6).

Bntonces,

XB-X0 = (2,2,0)+(-2,2,0) = 2(~-2) +2(2)+ 0(0) = -444 =0
W KB-E = 0

IB-BF = (2,2,0)+(-2,0,6) = 2(-2)+2(0)+0(6) = -4+0=-4
«*. AB.EE = -4

B =(2,2,0)+(-2,2,0) = 2(-2)+2(2)+0{0)= -4+4=0
-.o XB'E" =0

XB-8B0 = (2,2,0) * (~4,0,0) = 2(-4)+ 2(0) +0(0) « -840=-8
iBA0 = -8

AB'AT =(2,2,0) * (0,4,0) = 2(0) + 2{4V40{0)= 246 =8

o e n'm = 8

T.a® propledades del producto escalar se establecen -
en el piguiente teorema,

TFORFMA 1.5
Para todos los vectores p - (pl,pz,p3,.o.pn) ’

3 =(a300093500049)s T =X ,25T5.0e) en %2 y los

escalares A€ R e cumglen las sigulentes propiedades:
l.-p+T=T-p PROFIELAL CONWUTATIVA
2.- (p+T)*a=p-q +T*7q = VISTRIBUTIVA
30~ (AP +T= A(5.T) L asocazzva B

4,-T-T90 para todo T#0
.- TF = O sl vsolosi T =7

POSITIVILAD

A continuacién se aemostrarén algunas de las propie-
dades en

Fo términos de las componentes y considerando los ——
vectores en 33, tenemos?:

p+T ‘h-Pg:P;) 2 ‘r1:=211'3) =mMh+* PoTow p31‘3
Como touos 2os sumanaoe son el producto entre escala
res. Se puede aplicar conmutatividad entre ellos, es de-

cirs

PeT =T ¥ To0o 4+ Txhy




Por la definicibén de producto escalar, tenemos:
5-;‘ = (rl,rg,r3) s (P]_'Pes'l'3)

Ea decir,
PeT = T D
Ahora para probar la distributividad, consideremos:
O . 1
(PsT)eq = [(P]_:szP}) + (1‘1'1'2.1‘3)J . (qlvq21‘13)
Bfectuando la suma entre py T'. se tiens:
(fH-;)'a = (Pl"‘rlvpz"rthB"'TB) = (ql'Q2!Q3)
Y por la definicién de producto escalar:
-

(B+F)@ = (py#7y)a) + (Py#rp)a, + (pyaryda,
Por la propiedad distributiva para escelares
(P+T)»q = Pyay 47107 +Ppd 54T p9 5+ P33 34T 30
Reagrupando obtenencsa :

= p1Q1"'P2Q2+p3Q3) - (r1q1+r2q2+r3q3 )
Y por la definicibén de rroducto escalar, tenemos:

(P+¥)-7 = P.q + T-q

Las otras propiedades se dejan al alumno como ejercicio.

EJEMFLO
(8+%) - (&-b)

Calcularx,

3OLUCION :
Por la distributividad del producto punto,

a+8)+(2-B) a-(a-b) + ¥-(a-b) = &-& - 8.0 + B.a — b.b

Pero: a-F = b, por lo tanto

{a+b)-(a-b) fA+Z ~ 8+6 + 86 - 6:F = gea ~ 5-B
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ETEMPLO
{a+B) - (2+B)

Caleuler:

SOLUCION ¢
Aplicando la distributividad obtenemos:

{a+b)=(a+b)} = =a-(a+b) +5-(2+D) = &-& + a-% + 5. + B-b
Por conmutatividad a5 = b.a v asl
{a+b)-(a+b) = =.a + a.b + a.b + 5.5 » a.a + 2(g.F) + 5.%

1.11.2 ¥ODULO, FORMA O LOFGITUD DE UN VECTOR.

Supongase ahora, que ee desea calcular la longitud de -
las aristas de la pirémide, por ejemplo, %a de la arista ous—
une loe runtos A y E.

Se sabe que la distancia entre dos puntos viene émfa Dor:
2 i 2 2
dAE = /{xE-xA) + (jE-yA) + (zE“zA)
por lo qua la longitud de la sriste ser4:

45 = \ﬂ3_'3)z + (3-1)2 + (6-02 = \/4+3s ='f47 e

Aunalicese si en el caso de dos vectores, se puede llegar
a determinar la longitud de la arista en estudio.

El vector AE estd definido por:

e —_—

AE = O0E- 0Kk = [(x3~xA). (yg-¥, )0 (zE—zA)]
; ;

® - [(3-3), (3-1), (6-0)] = (0,2,6)

bt

es decir,
hégase el producto escalaTr AB-AE, y gueda:

AEAE = (0+224+6%) = 40

[ —




como eée puede observar, comperando 1 y 2 vemos que:

== 2
IEAE = a4,

es decir 157
¢ d,\E = AE-AE

con lo gque ae llega a la siguiente:

Las propledades del méculo de un vector, se establecen—
en el siguientes

DEPINICION 1. 46

Fl mddulo, norma o longitud de un vector F=(r.

1,r2|r3)
denotado por Ir] se define como:

IE' = FeF

TEOREMA 1.6

Sea E:(rl,rz,rB) ¥y Agl@, entonces,
l.- T %0 sl T#0

2.- ITI=0 sl T=0

3.=  1AEI= AIT)

Dicha definicibn, se puede generalizar al espacio E°,

Bn funcibn de sus componentes se exypresa como:

irl = ,/r1r1+r2rz+r3r3

es decir, 3 o 1/2
IT] = \/1‘1?'4-1‘%4-1'% = [];%1' ri] .
obsérvese que: ;=2 _ i = St S Sligain 1)
a
sy e sl eies i

P o o . e i e e e

FIGQ/RA 1.53

A continuacién se demostrard una parte del Teorema.
Sea el vector T =(r1"2""3) y Me [R, entoncest
AT = )‘(rl'r2'r3)

Aplicando el producto de un escalar por un vector, se ob
HHene:

AT = (Arl.lr2,xr3)
Calculando el méduloc del vector anterior, ee tiene
IAEL = N2+ (Aep)? +(Arg)? e 02

efectuando operaciones entre los escalares N Tyy T ¥ r3. se
obtiene:

1A% ] = \l}zrf-& )‘zrgffrg
factorizando L se obtiene:

MEl= A rf—i-rg-!-rg s LD )
pero
r]2_+tg+r§ = 1E\ ol O B

sustituyendo ( 3 ) en { 2 ) queda:

1ATI = AIEL 5,Q,Q.D.

Obsérvese que s 1T1=1, entouncea [AF1= A.




Otro teorema importante, es el aiguientes

TEOREMA 1.7

Sea ?-(rl,rz,ra). entonces, si definimoa:
i ;_é.. T, tenemos que _f_l es fgual a le unidad.
[Tt 1T b4 |

LVEIOSTRACION.- Como T= (rl,rz,;‘s) s entonces:

es decir,

E ( e W1 fj\ aplicando Ya aefinicién de médulo
5] 523

[k \[2)+(2)+ (2) e

w12 = r]2_ +r§ +r§, por lo tanto

5. Loume x \[; -

l_f_l:_“ i+ rat+ry
=3

v tfe s
Considerando el vector hasta 7, obsérvese que 1/ T es -
un escalar, y por lo tanto T/IT| aue es igual a l/l?l) T, es -
el producto de un escalar por un vectoxr y por lo consigviente-
T es paralelo a T/IT|, conla misma direccién y de médulo uno-
como ya ee demostrd, lo gue ee ilustra en la figura 1.56, 2 di
cho vector se le acostumbra llamar el unitacto de T

L.Q.Q.D.

I. 56

&i [

883

al.-

b).-

=

EJEMPLO
Sean los vectores a=(3,0,5) ¥y %=(2,-1,-3). Celcule
a).- laf
h)n"‘ I3El
c)ew |é.' + % E'
).~ |5/
Lo e
IEJEI

SOLUCION ¢

= ‘/ 9+0+25 = G

lal = \/(3)2+(012+(5)2

Calc¢ulando el vector 3a queda:

3Ja = 3(3,0,5) = (9,0,15)

Y su m&dulo serd :

|3a[ L ‘/(9)2+(0)2+(15)5 = m = \/ 306
153 = 3/3

Calculando primero a+ L ©

o se tiene:

83T« (3,0,5) + L (2,-2,-3) = (3,0,9) 4 (1,53
= (4,-1/2,7/2)

V()2 4+ (<1/2)? + (1/2)2

\/15 + 1/4 + 49/4 - \/114/4 = (1/2)y 114

§+%F|

]



ﬂjo-

Caloulando primero B/IBl, se tienes
) (2,~1,-3) (2,-1,-3) i
B e —_— = — (2,-1,-3)
I5| 2o (¥ -2)° V44149 Vi
= (2//]:"1//51‘3/5)
Y su mbédulo sexrd :
LT, - —= = 4714 + 1/14 + 9/1¢
lm \/@Z‘\*(«E\"(lﬂ] il e 14
= \/14/14 = 1
Obsérvese que se cumple lo siguiente: "S/I'E”: 1
e).- Efectuando operaciones entre vectores queda :
;_._g (3,0,5) + (2,-1,~3) (5-*1,2’
= la+5 1 L V5%(-1)%(2)2
%
= ———— (5,-1,2) = (54/30,-1//30,2//30)
2541+4
=5 o] ’ ! i =
| = A2 4 (AT (25022
i3]

\/25/30 + 1/30 + 4/30

V30730 . B

Obsérvese gue los vectores divididos entre su mfdulo, -
siempre resultan de médulo unitario.
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1.11,3 DISTANCIA ENTRE 10S PURTOS EX E°

Como ya se vi6, para calcular la distencla entre los
puntos P(py,ppip3) ¥ 12_(1‘1.!'2.1:3), ee establece el vector
PE 6 EP, y e m6dulo del mismo sers la dletancia entre los-
puntos como se ve en la figura 1.57

Sean p y T, los vectores 2

de posicién de P y R respecti +
vamente, entonces:
PE = T-p

Y por lo tanto,

sy 55k VG50 (5-9)

Y en funcién de sus com-
ponentes: x

PIGORA 1.57

dﬁ" V(zl"Pl)E"' (32‘92)2 "(1'3‘P3)2

EYMPIO 27
Jeterninar 1la longitud de las diagonales de la base de
la pirémide de la figpra }.44.

SOLUCION.- Estas ven de 4(3,1,0)} a €(3,5,0), y de - ~
B(5,3,0) a u(1,3,0) 6 viceversa. Entonces,

dxg =IKCl= \&-a1 =1(3,5,0)-(3,1,0)l = [ (0,4,0)1 = ‘/024, 424 02
o.o 'm!: 4

y JEE 13-5 1= 1(1,3,0)-(5,3,0)] = }(-4,0,0)1 = V(~4)2+ 0%40°
o.. |§3|= 4




1.12 PERPFNUICOLAEIDAL,

Hasta eshora conocsmos que la pirdmide con la que se es
t4 trabajando tlene algunas caracterfeticas muy particula—
Tea, como son que los puntoe 4£,B,C y U de 1= base se en- -
cuentran en el pleno XY por temer todoe su tercera coordena
da igusl a cer, despuds ee vié que sus ladoa opuestos son-
paralelos y ashora se ha determinado que sus diagonelesa mi—
den 10 mismo. Todas éstas condiciones, geométricamente in-
dicen gue se trate de un paralelogremo, mas exactamente, un
recténgulo, como ss mueetra a continuacién:

-

B (5,3,0)

l| A (3v1v0

L 3

i i

=<

FIGURA 1.58
Obsérveee que:
1B = (2,2,0)

K = (2,2,0)
E = (01410)

¥’ = (-2,2,0)
B = (-4,4,0)
& = (-2,2,0)

Efectifese el produch escelar entre los vectores snte-
riores, se obtendri:

i5-EU = -8, AB-RD = 0, B-E =0, EH.EC = B
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Obsérvese gue el producto punto dd cero, solo en el ca
8 de que los vectores son perpendlculares, pues los ladoa-
AB ¥ AD son perpendiculares, asf{ como también AB y AC, lo -
que ss puede verificar mediante el sigulente:

LRA 1.1

Sea ?:(rl.rz,r3) b4 I—J=(P1:P2-P3)- s1 ¥y p son per
pendiculares, entonces se debe cumplir:

[E+ pi= 1P~

UFMOSTRACION.- Si T es perpendicular a p, entoncss ee
les puede congiderar ubicados en los lados ael rectédngulo -
de la figura 1.59. Aprovechan
do las propiedades de éste se-
tiene que las diagonales dehen
ser iguales, y como los vecto-
res T+p y T-p coinciden con ca
ds diagonal, por lo tanto sus-
médulos deberin ser igusles, o

sea:

PIG. 1.59. ¥+ pl = Tl
L.Q.Q.u.

TBORRIA 1.8

Sean los vectores T (r;,7,T5) ¥ B (Py+PpsP3) 2

T y p son perpendiculares si y solo si,

T o spa=i0

LRUNSTRACION .- Por el Lema enterlor, sl T y p son per
pendiculares, entonces

|Z+71 =15-5]
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Klevando al cuadrado, se tiene:
= 2 - -
Iz+5P=155
Pasando todo 81 primer miembro, se tiene:
= )
]r-yplz - =51"= 0

¥ como =
Iz4p1% a ‘é‘(rkq-pk)z v
1021 = E(5en)?
e g\(rk+pk)2—é'(rk-pk)2=o
desarroll ando

3
2 @ 24

& (ry #2104 Dy, — rﬁ-&-zrkpk - pe) =0

= 3

= 4r,p,.=0 = ro,. =0

") -k k z b ;::-: -k

e -z;‘ b O =0

Qué es la condicién de ortogonalidad.

Pero, por defirleéén:
»

3
= rypp = Ip (PROLUCTO ZSCALAR}
L X 1]

el CONLIGION LE PERPENMICULARIVUAL
T B ENTHE VECTORZES.

Es decir, pam oque los vectores no nulos T y P sean -
perpendiculares, ee requiere que su producto escelar sea i-
gue) e cero.

1.13 INTERFREZTACION GEOMSTRICA DT, PRODUCTO ESCALAR. FPROYE
CCION ORTOGONAL. COMPONENTES. ANGULO ENTRE DOS VECTORES.

1.13.1 PROYECCION ORTOGONAL. CO¥PORENTES.- Verfmoe ahorz el

concepto de componente de un modo mas general, refiriéndo-
la no solo a los eles coordenados, sino a ofro vector cual
guiera.

Sean dos vectores cualesquiera a y B en E5. Pdaese -
por el punto inicial de @, una recta paralela a b, y trice
se una perpenddt‘:ular a dicha recta desae =1 extremo firal-
de g, tal como se muestra en la figura 1.60

PIGURA 1.60

El vector a forma la hipotenusa del tridngulo rectén-
gulo OAB, El segmento dirigido 0B, puede expresarse como :

OB = kb kKER



Ahora bien, B y BX son perpendlculares, por lo tantos
B-FK=0 (1)
Ve la figura se observa gue:

Bi=8 - 0B=F - kb

Aef que sustituyendo este xesultado en (1), se llege a:
B:(E - xB) =0
Y aplicando 1la ley distributivas
B8 - B-kB=0
Al aplicar asociatividad:
Bea - kb6-5=0 &
Por lo tantos
B+d = kB.b

Come B.6 y &-& son escalares, se obtiene el valor de k, es
declir:

wo BB _ @B (2

Bl vector kb, alojado en el cateto OB del tri&ngulo-
rectdngulo de la figura 1.72 se llama "Proyeccién ortoza
nal de g sobre B", y se denota por Proy a; con el valor-
de k, dace, en (2), se puede escribir:

Proy @ = kb =220
gk 1512

127

Que también se puede expresar comos

Proy E=—LB -

B I84 1Bl
Pero por lo visto en el Teoremal.'li es un vector-
unitarlio en la direccién de b y a‘? 7 un escelar que mul
tiplica a dicho vector unitario, por lo tanto T;f nos

representa la longitud dirigida del vector proyeccién 85,

se llama "Componente de a sobre By se denota Comp #, -
1)

eg declir:
Comp a = .
1) 1B}
lle menera anfloga:
Comp b = :B
a lal

Se denomina longitud diriglda, pues si la Comp BE es
positiva, se medir4 en la direccién del vector b, en cem-

blo, si es negativa, serd de sentido contrario.
e aqul se tieng que si:

8.6 = |6l Comp &
1

Entonces el pxoducto punto entre a y b se puede ex—
nresar como el médulo de uno de ellos, maltiplicado por -

la componente del otro, sobre el primero.




1.13.2 ANGULO ENTRE DOS VECTORES. Er le figura 1.6l se verl

fica que:
(Y9):1] (k51
Cos® = —— _— A
10x1 10X1
Pero: \al=0x]
IS - 2 e E
kbl = ¥y I0Al= [a}
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Por 1o tanto: 9 i
-5 108l = [xbt = Comg a
L0860 = ——
tajfe| FIGURA 1. 61

Esta exvresion nermite celcular el coseno del énsulo-
que forman los vectores 2 ¥ b. De acuerdo con esta ecuz—-

cién, otra manera de indicer el producto escalax, es;

a-b = Je11D] cos ©

Se deja al lector como ejercicio, verificar gque se ob
tienen los mismos resultados para:

8 90"

EJEVNPLO
Pare la pirdmice de la fig. 1.44, calcular:

a).~ Los énfulos cue forman los lados del tridngulo-
ABE.

B, — Fika COmn:.,—‘—E'y 1a Proyg—cﬁ. Ver figure 1. 62

sSoLuCION

El 4ngulo formado por el tridnculo A3E en el vérticec-
A, es el gue forman los vectores AR ¥ AB.

128

TE

E(3,3,6)

b |
__—'\‘ D(1’3|0)
sty e LT
Vo e (3,5,0)
B(5,1,0)
4
FIGTURA 1.62
Por lo tanto:
a) XB =(2,2,0) ; XE = (0,2,6)
[ L A= na
e T
(2¢2'°)'(0v2|5)
Cos ¥ A= e
V22+42%+ @7 {02+ (2224 (6)2
(2)(0)+(2) (2)+(0)(6)
Cos 4 A=

N4+24+0 YyOo+4+36

Cos L A=

4 4
Ve Ve o0

4
z A=Cos™* ——— =77.079°

B




FR.-EB

B (%
Goa ¥ B = Imwom

("2!-230)'(‘2|°-5)
Cos§ B=

N (22 (-22%(012 {J(-2)%{0)%(6)2
(-2)(~2)+(-2)(014{0)(6)

(o] Bi=
R N4+4+0 V440 +36
s 4 _ 4
® T Ve Ve 5=
"« ¥ A=%B = 177.079°
=®-58
Cos { E % —mm0 F -
\ER| 1231
(0,-2,-6) - (2,0,-6)
Cos ¥ E=—
(0)2+(-2)2(-6)2 \| (2)% (0)%#(-6)2
(0){2)+(-2)(0)+(-6)(-6)
Cos K E=
NO+4+36 N4+36
36 9
Co8 ¥ E= cmmmee T ——
40 10

b) EE = (-2,046) ; EC = (-2,2,0)

= HE-BC (-2,0,6)*(-2,2,0) -2(-2)0(2)+6(0)
Comp = = - -
h: o ‘E‘ \4(_2)2"(2)2_._(0)2 \1444‘?0

i K (-2,2,0)
a. B B =zC B = = = (a1l

o g s Comp BB x =R — {raliet)
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del eje x.

1.14 VECTORES UNILARIOS
VxCTOR.

1,),k. FORMA TRINOMICA LE UN -

Se ha visto, qune 81 dividir unr vector T entre su mf
dulo, se obtlene un vector en la misma direccién de T ¥y
de médulo uniteria, representado por"r;.—‘-; de entre todos-
loa vectores de médulo unitario, son de primordial ints—
rés, aquellos que llevan la misma direccién que las par—
tes poaitivas de los ejes coo.denados, y a los cuales, se
denotard como vectores unitarios 1,j,k; y se ooservan en
la figura 1.63.

£Js

X TIGUR4A 1.63

A continuacién, se obtendrd uno de los vectores uni-
tarios.

Sea p =(p;+0,0)+ un vector en la direccidn positiva
S1 shora se haos unitario, ae tendrd:

(pl,0,0) = TL?T (pl.0,0)
P

B 1
151 V(o2+(0)2+(0)2
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Simplificandos

Eo= 1 (p,0,0)=] 2;0,0] =(1,0,0)
el L e

A este vector se le llema 1 =({1,0,0).

Los vectores j=(0,1,0), k=(0,0,1), se encuentran
de menera semejente.

Ademés se debe verificar que por llevar las direecio
nea de loe ejes ortogonales, son perpendiculares entre sf,
por lo tanto, sus productos punto dam cero, como se indd-
¢a a continuaciéns

1.3 = (1,0,0) -(0,1,0) =1(0) + 0(1) + 0(0)= 0
1.k=(1,0,0)+(0,0,1)=1(0)+0(0) +0(1)=0
3+k=(0,1,0)+(0,0,1)= 0(0)+ 1(0) +0(1)=0
Por lo taato, se verifica ques

1131k

Una de las primeras utilidades de loe vectores — - -
1, Jv k; es la de poder expresar cuslquier vector en tér-
minos de ellos; segdn se verifica en el egigulente teorxema,

TEQREMA 1.9

Cada vector ?-_-.(rl,rz,r3), puede ser expresado en -
la formas

T=md+r,]+ Tk

Llamada: forma trinémica del vector T.

DENOSTRACION:

Por las propledades vistams, el vector T puede eer-
expreasdo <¢omo}

F =(1)40,0)+(0,7,,0)+(0,0, ;) SUdA LE VECTORES.

Tez;(1,0,0047,(0,1,01475(0,0,)  JEE TatAn Do

POR LEFIRICION DE VEC-~

Ford +rpd 415k TOR UNITARIO.

L.Q.Q.0.

TEOREMA 1.10

Los vectores unitarios 1,j,k; son linealmente inae-
penglentes., su demosrtracién se deja como efercicio,

Ademds, ee comcluye que, como 31,j,k; son linealmen-—
te ipcependientes y pueden genermr cualquier vector de 33,
entonces forman una base en 33, que es la gque mis comun—
mente se usaré.

1.15 ANGULOS Y COSENOS VIRECTORES.

DEPINICION 1.47

L d

Sea un vector cualquiera T =(r1.r2,r3). A loe Ang
los que forme el vector T con la parte positiva de cada
uno de los ejes coordenados x,Yy,2z; Se lee llara, #ngulos
directores del vector, ¥y se les denota pors ,® y ¥ —
respectivamente Y a los cosenos de dichos dngulos, se —
les 1llema, cosenas directores del vector, donde «f , @ AR
estdn contenidos en el intervalo {o.w).
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¥ FIGURA 1. 64

Qbsérvese de la trigura 1.64, que en el tridngulo OAR
estd O .

4
'F
oL
e i
T A —> X
En el tridngulo OBR eeté?.
I
R 3
T_
e -
0 =+ |
J A
En el tridangulo OCR estd a( .
Z
C >4
. 7,
k
0

Como se observa, el éngulo gue forma el vector T, -
con la parte pesitiva de los ejes x,¥,z; €8 el mismo gue
el formado entre T y los vectores unitarios 1,J,k. Pa-
ra calcularlos, se emplea:

Ted (T2 300, T=)(1,0,0) r.
Cosd = — 20 _5_ : el (1)
ITuL1 ITI (F3
Andlogemente:
T
2
Cos @z (2)
¢ 15|
r
Cosfz—=- (3)

TEOREMA 1,11

|f1 T :(rl,rz,r3) Yy, ,&; son sus dngulos direc
tores, entonces U = (cos« ycoep ,co8 %), es €l vector und-
tario de T,

Demostracibn :
Como el vector unitario de T es:

T =( Iy ’ T, ' T )
ITy 1T IT1 1F1

Y aprovechando las expresiones (1), (2) ¥ (3), se tienes

T

= (cos«t ,conp ;c08%)

Iz}

Que represente un vector de médulo 1 con la miema direc
cién que T, ; 5

v

D
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: oo @0 ¥, ©on los éngulos directores de 3=(P1.P2.1=3). enton
TEORRMA  1.12 css, el £ngulo © entre T ¥ D, estd dado por la exrresibn:

84 of ,@ , ¥ so0n los Angulos directores de T, entonces: 0548 &= eoa.(lcosda & °°ah°°5€2 4 coarlcﬂe'&z

o 2 P
i el i N Se deja 1la demostracién al alumno.
DRMOSTRACION : EJEMPLO
¥ Dado el vector r=(6,~2,1), encontrar sus cosencs directo
Elevando a1 cuadrado las expresionees (1), (2) y (3), se res.
tlene:
2 2 2 SOLuUcIOoNn ¢ 6 6 6
2 it 2 Xp gy 1 5
copl=—-=5, coB“pR——3, Ccos g-——_lz cos = = r 2 e @ —=
17l ] 15 Jr§+r§+r§ Je& 2202 S  a
Sumando se obtlene: . =5 -2 2
2, con?ancos® oL w12 o T w0of = e 5 S
22 2 202
coB%l 4cos g +coa’ Y E—"y F——55 & — Jr +TS4T 6%4(=2)%+1 364441 41
e T ARRNTTY AT 14T 4TS V6s( v
b o 1 1 T
Agrupando términos: cos { = 3 = = B
2.2 2 2 2,2
cos? " - 1.12_‘_ ,_-22_‘, r32 Jr1+r2+r3 JG +(-2)°91 |/35+4-+1 Ja
B+ cos®@ FcosTg = T
T
EJEPLO
Pero: Dos de los cosenos directores de un vector son: cosod =2/3
cos@ =-1/3. Hellar el valor de cos).
=2 2 2 2 -
It “=2y“+2,°41
B EETES SOLUCION
- 2 2 2
or 1o ques cosek + coa”"@ + cos \‘\ = 1
2 2 2
(2/3)° « (-1/3)° + cos 1
coss +coazp+ ccazgal _ B
cos’d = 1-(4/9+12/9) = 1-5/9
TEOREMA 1.1} = 4/ :
81 «, By, son loe dngulos directores de T :(rl,rz,rs) Y oY don r. LS.

&
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EJEMFLO Las propiedades del producto vectorial se establecen —
Hallar los cosenoe directores de un vector que forma én- en el siguientes

gulos iguales con los eles coordenados.
TEOREMA 1.14

SOLUCION ¢ X =g=% ] = Sean P=lp)sDpips)s T=(8y18p.43) ¥ T (my,mp.rs) vee
2
3 coazd. T e 5 : = coe@: coe it toxes de V3 y sea A¢R, entonces:
ey 3 l.- px % =—(FT x D) <. EL PRDDUCT0 VECT.

ES NO CONRUTATIVO.

1.16 PRODUCTO VECTORTAL DE DOS VECTORES. AFLICACIONES. 2.- Mpx )= (A5) x F=p x (\F)  PROP. ASOCTATIVA.

PROP. LIST. LEL PRO~

o= px (34T = px T4+ PXCT ! X
Hasta ahora, se vi6 el producto de los vectores que d4 - 3 Fx G+ pxa+p LUCTO SOBRE LA SU:A,
como resultado un escelar, a continuacibn, se definiré el pro
ducto entre vectores gue d& como resultade otro vector, y que LRMOSTRACION. (l.-) Aprovechendo que el proauoto -
es de mucha aplicecién en el tratemiento de momentos, veloci- cruz se puede representar por medio de un determinante, se-
dades angulares, etc.. tiene que:
i b k
DEPIRICION 1.48 .
PXE = B Ps ikw
Sean fx:(pl,pz,p3)- Yy _?:(rl.rz,ra). ento:zces el produc-— T] T, Iy
to vectorial 6§ crug de p y T, que se denota: P x T, se defi-
ne como s al intercambiar el segundo con @l tercer renglén se obhtie--
L nes
BxT = (pry-PyFpr PyTy=PiTys PMTo=Ppry)
1 3 k
Una rerresentacibn més f4cil de recordar del preducto - _ e, - &
vectorial P x ¥ es por medio de un determinante de tercer ~ pxzr =-—|"1 2 3
orden, en 1la forma siguiente: P, Dy pj
1 ] k " este determinantec representa el proaucto F x p
B Py P P s PxXxE o= -(FxP)
| Ty T, T,
Las demés propiedades se dejan como ejercicio &l lec—
toxr.

Obafrvese que en el wrimer renglén estdn siempre los vec
tores unitarios, las comnonentes de D en el segundo renglén »
las de T en el renglén final.




TEOREMA 1.15

S1 ‘Pelpy,ppup3) ¥ Tm,I,,T;), entonces:
Bx#2 = @miE? - (5.2

Ilameda "Identidad de Lagrange®,

DHBIOSTRACIOR.
= (poFs=p3Tp) 2+ (937y-py75) 24 (1 Tp-0p7;) 2
= Refykya/ !’31—1’13 4P ToPo™)

- - = = Qi 2
y m2E2 - 5-0%= (p{¢pz4p3) r1+r2+r 0.~ (pyF1#DPoT fAD5T 3)
desarrollando e igualando se obtiene una identidad, con lo gque ~
6@ demuestra el teorema.

si p x 712

A partir de la identidad de Lagrange, se calcula el zddulo-
del producto vectorial, de la siguiente monera:
- B 9F (1)

15 = 512 = 122

soma B-T% = |PIFI cos 8 (2)

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene:

13x8° = 13121912 - 151215 20829
factorizendo:

15z 512 = 1512F12 (1 - cos*@)
utilizendo la identidad senzezcosze =1

13 x 712 = |§|2 sen?@

finalmente, sacando rafz cuadrada

e IPXTl = |511F) sen®

L.Q.Q.L.
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Como el producto P x ¥ d4 por resultado un vector,~
nos interesa saber hacia donde va dirigido y para esto con
gideramos el siguilente:

TEORDA 1.16
S Pp= (Pl.p21p3) y Th= (rl,re.rB) ; entonces:
T

P x es pervendicular a Py a T.

ERMOSTRACION

(1) S1 D x T es pervendicular a p, se tendrf gque:
(e 3 e i 2
Sustituyendo sus comPonentes correspondientes queda :

(g7 3=P3F o1 PyF = PF 3 AT "PoT ) (p14P5ePy)
pl(Pz 3*p3 2) + PZ(P3 o plr ) + p3(p]r "P2 1)

Desarrollando ¥ simplificando :

(pxr).p =
(PxT)D =

(BxTIP = PyPpT3-PyPyTo+PyP3T =Py T 3#P3P Tp-PypFy = O
{11) 'La demostracién de que {PxT) es pPerpendiculer a T se
dela como ejercicio.

Para tener totalmante definido el producto veoctorial~
golo falta mencionar que su sentido es tal gue si se lleva
el vector P hacla el vector T, girando el menor dngulo-
posible, este giro se vé desde PxT en sentido contrario-
del giro de lag manecillas del reloj, como se ilustra en ~
la figura 1.65




=1

Hi

]
k-1

FIGURA 1.65

Una aplicacidén del producto cruz es la del ¢dlculo de a

Considérese a continuacién un paralelogramo que alo-
Ja en dos de sus 1lmdos concurrentes a loes vectores p y T,
tal como se vé en la figura 1. 64

reas.

”
La eltura del paralelo—
gramo estd dada por:

-_———— e e aaaa

' i 1Tl sen 8
1 ] o
! /‘ en tanto que su base es igual
;b=i?|sene ! a |p| por lo tanto, el aTea
1 ' A es:
1 ’
: S A= |DLIF] sen @

B como:

{p x Tl = IS1 (Tl sen B
FIGURA 1.66 e Aw |FxF

Es decir, el area del paralelograma cuyos lados esté&n -
definidos por los vectores T y p estéd dada por la magnitud -
del producto vectorisl.

TEOREMA 1.17
si ‘p'-.(pl,pz,p3) y i‘:(rl.rz.rs) son parelelos, enton
ces:

-

px® =0
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AURIOSTRACION
JE I -
PXT = M B Pz
n B

rate detemminante solo puede ser cero si dos 1lfneas son
iguales o proporcionzles.

Para que se cumpla el paraleli=mo ese vié que:

poe An
BoLi= Airz
p3 = Ars

Sustituyendo estos valoree en el determinante an%erior,
queda:
1 1 k H al k
Pix T = [An Ar, Ars =Alm ™ o= = 0

L.Q.Q.v.
EJEIPLO

En la pirénide del inciso 1,10 calcilese el area de la
base AEKGY y d€ la cara AEB.

SOLUCION.

Si la base es un paralelogramo, entonces su 4rea se pug
de calcular por medio de 1la megnitud del producto cruz ce
los vectores que lo forman, esto ea:




A(3,1,0) »(3,3,0)
B(5,3,0) ¢(3,5,0)
PIGURA 1. 67
A = |AB x KD
IB = (2’210)
o = (-2,2,0)
T k
- ABxAD = |2 2 0| = 4(0-0)~3(0-0)+Xk(4+4)
-2 2 (o]
= .tk. =
. A o= |8k} = 8w,
La cara AZB es un trifngulo
E(3,3,6)
FIGURA 1. 68
A(3,1,0) B(5,3,0)
¥ por lo tanto, Apapa — —]2‘ 1= x 331

A% = (0,2,6) ; ©EB =(2,0,-6)

i k
AExEB = |o 2 6| = i(-12)-3(-12)+ x(-4) = -12i+12j-4k
2 0 -6

il gl L
E— % |3E x 28| = "2'\](-12-)21- (12)24-(-4)2 —'-2'\114«144-\-16

1
SR/ '5'(304 = 2419 u2,

EJEUFPLO

Por medio del producto cruz encontrar un vector perpen-
dicular a los vectores: 1y J, Jyk y kei,

SOLUCION :
Por defimicién de producto cruz, se tiene:

i
1xj=1]2 0 = 1(0-0)-j(0-0)4 x(2-0) = x
o

© O =

i

i xJ = k. Porlo tanto, i x J = k es perpendiculer
ailyalj. (Esto es svidente debido & gue 1, } ¥y k estdn a-
lojedos en ejes ertogonzles).

T T ¢
Jxk =0 1 0| = 1(1-0)-3(0-0)+ x(0-0) = 1
0 0 il

%% dxk =1 y 3Jxk =1 es perpendicular a j-

g bl k
kx1i = |0 0 1| = 1(0-0)-3(0-1) +k(0-0) = )
0

" kxi = J y kxi = § es perpendicular a k
Yy ai.




1.17 PROMICTO HIXTO. APLICACIONES.

A continuacién combinaremos las operaciones entre vectg
res vistas anteriormente, como se 3lusira s continuacidn.

Se pretende calcular el voldsmen de un paralepipedo usan
do las operaciones antre vectores.

Consicérese un paralepipedo cuzlquiera como el postrado
en la figura 1. 69.

b}

PIGURA 1. 69

8i se tienen definidos todos sus vértices, entonces 114
mese 2 al vector OA y b al vector 03, el volimen viene dado-
por la sxpresién:

V = (ATea base) x (21tura)
donde el 4rea de la base OAGB estd dada por:

ARZA LE LA BASE = |0A x 0Bl = |2 x B

Abora bien, que se le llamard h, se debe medir verpenci
cularmente a la base de tezl modo que el voldmen es:

137

Vv = ‘ExSl(h)

La figura anterior se transformae en:

D

PIGURA 1.70

Cbsérvese en la figura 1.70, que por ser h perpendicu
lar 4 1a cara OAGB, dede ser paralela a a x ® ¥y por lo -

tanto :
h = |8G) cos ® = |Gl cos®
as{, V = lax¥%llc! cosé
que por definicibén, es el producto punto entre 8 x b y -~
el vector ¢, esto es:
v = E X F 4 E

el cual tiene como resultado un escalar, obsérvese que el-
producto a x §

1o aue se llega 2 la sifpulente definicibn:

es el que se debe efectuar primero, con -

DIEPINICICY 1.49 Al producto (2 x B) = ¢ se le 11a—
me producto Vixto, y 44 nor resultado un escalar.




EJESPLO
Calculer el wyolimen de la pirsmice de la fig. 1.42

SOLYCION:
Escogiendo los vectores ABy AD ¥y Az, se tlene que
VS 2 RS x KD + AF
3

Recuéréese, que el volumen de una pirémide es la tercera
parte del volumen de un paralepfpeco, antexiornente se ha cal

culado AB x AD:
ABx il = 8k por lo tanto:
AB x A = (0,0,8).
ey, = ST
¥ = %‘(A—B X AD) * &&= =% (0,0,8) * (0,2,6)
v = —;(0'0-1—0-24-8'6) = £ 3 =160’

Abora bien, el producto a x b - &
funcifn de sus compenentes corio

se puede expresar en

(8 x B)+T = (agby-83by,asb ~a;byyaby-aydy) « (eg,¢5,05)

agrunando términos y conociendo el arreglo de un determinante
de segundo orcen se tiene:

8, 25
(8 x B).c =

lo'anterior, ea el desarrollo por menores y cofacteres del si
guiente deternminante de tercer orden:

(¢}

Ta—, < Co
G . 8 8, 23 |= c-2xb Por la conmuta
‘tividad del pro-

W 8 by

| ducto punto.
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Las proniecdades del producto mixto se puedcn deserxrollar
aprovechendo les propiecades de los determinentes, como son:
Que un ceterminante no se altera, si el nuiierc de intercan- -
bics en lineas paralelas es par, asi tenemos que:

LT
axbso = ¢ e o3
8 By &g

segin se vid, el segundo y tercer renglones correcponden al -
s:0ducto cruz, asl.

b, By B

%
AURE | ¢ €y & = bl Bxa
81 a
se cumple que axb.c = ©Uefxa = a-bxc

lo cnal tembién se interpreta, como gue en el producto mixto-
8e pueden intercembiar el punto ¥y la cruz sin gue se altere -
sl resultado o como que se pueden intercambhiar ciclicamente -
los vectores, siguiendo el orden dado por la operaciénm, como-
lo ilustra la figura 1.83

£

le ecte manera, es comin usar para el producto mixto la-
rotacidn:

(2 b ¢} pera indicar el producto en ese orden con el -

punto primero, o sea:




a*Bxe =b5s8x8 =0+ 8xb

[& ] c]
1.18 LOELE PROLUCTO VEGTORIAL.

Se ha visto que el producte & x B es un vector, por -
lo tanto, si al vector resultante ael producto a x © se -
multiplica vectorialmente nor otro vector ¢, se tendrd un -
nuevo producto vectorial cuyo resultado’es a su vez, un vec-
tor y se esteblece la siguiente:

- -

LEPINICION 1.50

Al producto (a x b) x ¢ se le llama "Uoble producto -
vectorial®, ¥ 48 como resultado unm vector.

Obsérvese que el doble producto vectorial (a x ©) x T-
indica que pxrimero debe efectuarse el produvto a x b y des
puds el producto con ¢, ademds se tiene otra posibilidad con
10 mismos vectores que es: a x (b x €) y estdn en el mis~
mo orden los vectores,

En este punto surge le oregunta,
(@8xB) x¢c y 2ax (bx3) 2,
con el sipguiente:

serén iguales - - -
la respuesta ss fundamenta -

TEORMA 1.18
Lados los vectoxes E:(al.ag,a3), Fz(bl.bz.b3) y - -

3:(:1,52,c3) de V3, se tiene que:

2 x (6 x ) # (2xB)x¢

L2405 BACION
lo, es tomando:

Una menerd particular de justificar

asl, b=J, c=j, asf:
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axbfz (1x3) =k ; bxt =(Ix]))=17

] k

ylaxb) xe=kxj=]0 0 1] = SI(1) = =4
1" =0
i k

ax (b x )= x5 =R Na

1l
=T

e e o

' @xB)xCzs# Ex (Fx8

TEORSA 1.19
Vados a=(a;,azas)s S:(hl.bz.bz‘)}y €X¢yy0pi05)y el
ax (bx?d

producto doble se puede eXpresar Como:

ax(bxc)= (-2 % - (@-6) ¢c

Se deja como ejercicio al lector la demostiracidén.

EJHIPLO.
si a=(2,1,3), ¥b=(1,0,-2) y T=(3,2,1)-.

{a x B) x C.

Calcular:
ax {8x¢%) y

SOLUCION :
ax(bxe)=(2.8 08 - (a.h)¢e
a-¢ = (2,1,3) - (3,2,1) = 2(3)#1(2)+3(1) = 11
(- ¢ % =11(1,0,-2) = (11,0,-22)
a-5= (2,1,3) - {1,0,-2) = 2(1) +1(0) +3(-2) = -4
(8 - 8) § = -4(3,2,1) = (-12,-8,-4)
. 8x (bx T)= (11,0,-22) - (-12,-8,-4)
=z (114+12,0+8,-22+4) = (23,8,-18).




@xB)c=(a-¢)b -~ (b.¢e)a
(@ - 8 F = (11,0,-22)
(b - 8 = (2,0,-2) - (3,2,1) = 1(3)+0{2) -2(1) =1
(8 x b) ¢ == (12,0,-22) - 1(2,1,3) = (11-2,0-1,-22.-3)
e (8xB) & = (9,-1,2")
Se justifica también que:

(@xB)cFax(bxt)

1.19 ESPACIO EUCLILIANO.

INTROMUCCION.- Con los conocimientos del tratamiento a
nalfitico de vectoxes, asf como los del curso de Algebrs, a -
continuacién se puede tratar el cspacio Euclidiano ce una ma
nera mis formal, como se ve a continuacidn,

LEFIHICION 1.51

Se 1llama Zspacio Euclidieno de dimensién n, al espacio-
vectorial en el cue estan definidas las operaciones de sume-
de véctores y multiplicacién de unm vector vor un escslar, y-
en donae se aefine el procueto esczlar entre vectores,

Es decir, el conjunto E, es un Espacio Euclidiano de ci
mensién n, si y sélo si, para ?l. VZ, 7562,, Yy K.k, €R,-
se tiene que:

Y, +7, €5y
uVExy

debe aclararse, gque 171, Vv, ¥ '73 son loe vectores de posi-
c¢ibén, que cormo ya se vid, representsn a los puntos ae B2,

Al definir de esta manera el Espacio EBuclic¢iano se pre-
senten les siguientes propietdades:
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le=

2.-

Se

4=

See

6.

7.-

8.-

Y las propiecades correspondientes se definieron anteriormen

te,

(PROPIZLAY ASOCIATIVA)

T4 T, = 9,00,

(PFOPIEVAL CONUUTATIVA)

Vl-l-'(‘i = G-h'rl =% con OE E"
(BXISTLHCIALEL ELSIENTO NEUTRO ALITIVO)

4+ (T) = (FH)+4% =0, con -, € &°
(EXISTENCIA UEL INVERSO ALIPIVO)

k(T +V,) = IV, +i7,

(PROP. UIST. LB UH ESCALAR SOBRE LA SRMA LE YECTOR:S)
Vilk dky) = k¥ k¥

(PROP. 1IST. LE UH VECTOR SOBRZ LA SUMA LE ESCALARES)
(kykp) ¥y = Iy (ky¥,)

(PROPIEDAY ASOCIATIVA)

'1F1=1‘rl-v 1€ R

También se define el producto esczlar de vectores:

?1‘;;263

La definicién de Ssnaclo Zucliaieno, alzunos autores le
hacen en funcién de la distancia entre ados puntos, lo cual -
e equivalente a ia definicién dada aaui, si se recuerda que

dados dos puntos:

Pl (::1.::2,::3,.. ..,xn) . P2 (yllyzn)r3l“ -'!}'n)




La distencia: U= I'ITP2'|

Est deda por: @ = (557,552

Es importante subraysr, que no todos los conjuntos que-
cumplen la definicidén de espacio vectorial cumplen necesaria
mente con la de espacio Euclidiano.

En el curso de Algebra se estudian los esnacios vectoria
les, y se v que mo en todos esti definido el producto esca
lar entre dos vectores. s necesario saber que el espacio —
en qie se trabaja ea Luclidiano, porque los princinios de geo
metr{a analitica que serin desarrollades en este curso; par
ten de la premisa de que los puntos se encuentran en un espa
cio Euclidiano. ILa geometrfa para eapaaoe no Euclidienos -
es tema de estudio de otros cursos de matemiticas.

1.20 SISTilIAS LY UOORVENAUAS GIERALES.

Cuando se trabaja en un sistema tartesiano Ortogonal, -
deben plsntearse ecuaciones ¢e trznsformacidén entre el siste
ma citado ¥y otro creado como se hizo en el caso de los siste
mas de coo.denadas Polares, Gilfnaricas ¥y caférices.

A continuacién se definiri un sistema de coordenadas -
U;Vse.esw de E” de una manera mds formal. in primer lugar-
se definir4 le base al cual estard referido el sistema ce -
coordenadas COmM™O:

DEFINICION 1.52 Se llawa Zase de un espacio suclidie-—
no %, &l conjunto: B:{Gl, Foreens Vn} con
;2 (ylryz;--oyn)v <atwsly Vn (ﬁ.zz....zn);

‘-’l (xlaxz.-..xn),
tal que:
ATHA Tt i, = D

Si y sélo &, :\1 =0
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Entonces cuslguier otro vector Ve o puede expresarss

como:
v =.,(171+42\72+....+,<n€n
si algin of 4 iéO.

ETEMPLO

Lemostrar que los vectores: i, J, k representan una-

base.

SOLUCION:

Se sabe que: i=(1,0,0), jJ=(0,1,0), k=(0,0,1), en

tonces:
Mi4dyi+Ase =0
St y sélo el, M=A=h =0

Por otro lado, se vié anteriormente que cualquier vec--
tor de posicién se puede poner en la forma trinémica siguien
te:

P = x4y +zk
L.Q.u.l.

VEPINICION 1.93 Se llama Base Canénica del espacio
vectorial de puntos del K0, conjunto de n vectores:

B, = {(1,0.....0), oLy o - R TR (0,0,...,1)}

Este conjunto genera a todo el espacio de dimensién n,-
es decir, cualquier punto de dicho espacio puede escribirse-
como una combinacién de ellos ¥y, por otra parte, puede demog
trarse fécilmente que son indepencientes, siguiendo el proce
80 realizado en el caso de E,




VEFINIVIOK 1.54 Se llema base ortogonazl del espatio -
vectorial de puntos del espncio Buclidisno de dimensién n, -
al conjunto de n vectores v ={¥,, ‘_'2""’Vn} tal que:

i,)EN ¥ i#y

Vi-\"azo

Como conclusién, se tiene que n vectores ortogonales de
JSinen una base del espacio de dimensién n.

LEFINIGCION 1.55 Se llama Base Ortonormsl del espacio-
vectorial de puntos del espacio Euclidiano de diwensidén n, a

la base ortogonal v :[Vl, Voreeay ¥ » tal que:

vi--vj_:l\fiEN L 2 1 SRR

Como puede observarse, toda base candénica es ortonormal
dunoue, evidentemente, existcn bases ortonormales que no sén
canénicas, como la siguiente de £2;

<. (2]

El estudio formal de los cambios de base se lleva a ca—
bo en loa cursos de klgcbra, en el tema de Trxansfomaciones—~
Lineales. 21 paso a coordenadas polares, cilindricas o esfé
ricas se vid anteriormente.

EJENPLO!

Proponer la base candénica del espacio de puntos de di—-
mensién cuatro.

SOLUCION :

Los puntos son del _t;ipo (xl,xz,x3,14). Ve acuerdo con
la definici6én, la base canénica debe tener los ctuatro vectn-
res ortonormalea.

B = {(110.0:0)0 (011’030)1 (01011!0)9 (Opoloil)}
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EJA24PLO;

Vemostrar que la base del ejemplo znterior es ortonor--
mal.

SOLUCION:

Se debe verificar primero que los vectores dados son oI

togonales. Como:

\.v'-J_:(anfolo)i ‘723(0;1:0!0); 53=(0v01150)i '74‘-‘(0:0.0!1)
159

entonces, se debe verificar que: ‘_’1"7,1:0 1jeN ¥

V- ¥, =(1-0)+(0-1)+040 =0
¥+ 93 =(1-0)+04(0-2)+0 =0

¥y- ¥4 =(1-0)+040 +(0:1) =0
y también:
Vo ¥y =0
v, -\74 =36
Vs -v, =0

veriticando la primera propiecad.
rificar que ¥, - V.=

Pox otro lado, se debe ve
i=1, 2 3 4.

¥+ ¥, = (2-1)+0-0+0-0+0-0 =1
Y el lector puece comprobar que:
L4

v2°v2=1, vj-v3=1,
dandu por verdadera la segunca propiedad, con lo que gueda ~

demostrado gue ed® una base ortonormal.

EJ L 1PLO*
EYLE 1
Sea vl(—z’ —2) , proponer otro vector de posicidn de

tal forma que quede definida una base ortenormal en 2)




SOLUCION:

Sea ¥, (x,y) el vector pedido. En primer lugar ¥, de~

be ser ortogonal a 71, por lo tanto:

2y 3 n,
V14V, =0 y entonces, (-g‘. 'ﬁ‘) - {x,y) = 0,

realizando el procucto:

@ & bl

o %)

%):4—2—)? =30 =3 ¥= V5'x
Ademfis se debe tener gue 51-31:1 ¥ \72-?2::1. veri~
ficéndolos;
Vl-\rl (f; l ) 3 3 l _1_:2.{.1_ - i
2 2 2 2 4 4 4
= = el B 22 e
¥ V¥, T (my)elx,y) T x4y° =1
Sustituyendo (1) en (2): o
12+ (- E:’:)z = : x2+312 =l
e 4xZs1 ; x;t]é
- -5
y finalmente, para x:}z‘. y=-V5 (%) 3 }'=—;-
1 i
y para x:—?, y=5 (-3 ; }.zé

existiendo por lo tznto cos soluciones:
2Ry ., s [ LB
o 2 2 2
Asf es posible dar dos bases ortonormales:

2= iE Sl (52l
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1.21 TRASLACION Y ROTACION DE EJES

En muchag ocaclones es convenlente simplificar mas
el mode¢lo matem&tico, para 1o cual se usan entre 0tros-
10s conceptos de traslacién ¥ rotacién de los ejJes coor
denados, como Be veri a continuacién.

Supbéngese que en le pirdmide del inciso 1.10 se de
sea obtener las nuevas coordenadas de los vértices cuan
do el orfgen se trasladé al punto A y los ejes se movie
ron peralelamente a los iniciales como se ilusira ea la
figura 1.71 con los nuevos ejes: U, ¥V y W.

~ “ Z
p £(3,3,6)
!
1
]
1
I
[
| Y
i o=
I D(1,3,0)
: \'
(3 1 0) A R e e g S et iy, iy i —e
. €(3,5,0)
v
x '
;'l B(5,3,0)
Sistema Trasladado
FIGURA 1.71

El punto A seré el nuevo origen, por lo tanto, sus
coordenzdas con reapecto al nueve sistema serin (0,0,0)
La posizibn del punto B, gse puede determinar ¢on respec
to al ¢ -~tema UV¥ por medio del vector X3, donde:



ABE=® -2 =% - & = (5,3,0) - (3,1,0) = (2,2,0)

Por 1o tento, las cooroenadas de B respecto al eistema
de coorcenacas U,¥.¥ son: (2,2,0).

Las coorcenacas c¢el punto E con respecto al sistema -
U,V.¥ vienen caoas por el vector ce nosicidn AZ, oonae:

RE=02 -0k =% - & =(3,3,6) - (3,1,0) = (0,2,6)

Las cooirdenzcas oe los cemes puntos respecto al siste-
ma U,V,W se dejan obtener como ejercicio.

En términos generales, un punto P en el espacio 23 tie
ne por coordenadas (x,¥,2) con respetto al sistema inicial,
y (u,v,w) con regspecto al sistema rrasledsdo, cono se ilus-
txe en la figura 1.72

Traslaciq;n

Siastema inicial Sistema trzsladado
X,Y,2 u,v,w

FIGURA 1.72

En general, si en un nuevo sistema de referencis sz sz
te que los ejes son paralelos £ los iniciales y acends se —
conocen las coorecenacas cel nuevo o.fgen 0°* (h,%,1), ver-
figura 1.73

ek ¥ P(x,¥,2)

P’ (u,v,w)

0, T
,/'LT Y

FIGURA 1.73

El vector de posicién ael nuevo orfgen con respecto al
slstema inicial es T =(h,k,1).

Como se observa en la figura 1.73 , b’ representa el -
vector de posicidén del punto p, referfuo =zl sistema UsV,u ¥
éste pueae ser celculaco en funcién ee 5 y T como se incice
en la siguiente expresién.

P=35-7 . . of2)
y en funcién ceé sus componentes ouedas
(u,v,w) = (x¥,2) = (h,k,1)
-
(u,v,%) = (x-h,y-k,2z-1)
y por igualdas de vectores
u = x«h

v y -k o o o(12)

i

w 2z -1

u

Las ecuaciones (2) se 1llzmzn FEcuzciones de Traslacidn
de coordenacts y describen un corrimiento eel sistema ae ~
cooréenzaas ae referencia oe 0 2 0 conservando 1osS nuevos-




ejes paralelos a los originsles.

EJZMPLO

Leterminar las coordenadas de los vértices de la piri-
mide de 1ls figura 1l.74 cusnco se traslada-el origen al vére
tice Z. Z W

o

C(350)
. Bi530) FIGURA 1.74
SOLUCION.

El vectar ¥=0zZ vele (3,3,6), mor lo tanto, aplicando
la ecusc¢idén vectorial de traslacién (1), se tiene que las -
coordenacas de A respecto al rnuevo sistema, vienen dacas -
por:

O"A = p-T = 0a-t = (3,1,0) - (3,3,6) = (0,~?,-6)

Por lo tanto, el vértice A respecto al nuevo sistema -
tiene de coordenzaas A=(0,-2,-6).

En forma sndloga:
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0B=08 - T = (5:3.0) - (3,3,6) = (2,0,-6)
Entonc¢es, las coordcnadas de B son (2,0,-6).

$T=0C - = (3,5,0) - (3,3,6) = (0,2,-6)
Entonces, iss coordenaces de ¢ son (0,2,-6}.

00 =00 - T = (1,3,0) - (3,3,6) = (-2,9,-6)

Y las coordenacas ce L son (-2,0,-6).

Como se vé, existe une correspondencia biunivoca entre

el conjunto de puntos en el sistema X¥2 y el conjunto de -
los mismos puntos en el sistema UVW.

FIG.

1.75

Abora bien, cuizi lzs coorcenasas ce los vértices de ~
la pirémide resulten més simples sl acemds ae trzslacar e€l-
orfgen, se giran los ejes coordenados.

For ejemplo, traslédese el orfigen al punto A y girense
los ejes de tal forma que el eje X coincida con el lado AB-
Yy €l eje Y coincida con el lado AL, a este proceso de girar
los ejes se le llama itotzcidn de ejes y 21 Zngulo giraco -
se le conoce como Zngilo de rotacién.
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OCbsérvese gue el eje W por el momento se ha mantenido pz Y >
ralelo al eje 2z, por lo cue con un solo éngulo se puede deter 1' X
miner el giro del eje X y del eje Y, de¢terminaremos ahora - 1cC (0,4)
las nuevas coordenadas de toaos los puntos contenicos en la - V\ : u
base de la pirfinide. Je wonento se traba i1r4 cn 2,

H i i 179
A conti‘?uacién se traslecardén los ejes al punto A: D (212) LAEEEEONasGS ARSI )
3 Y' q x’
| oA
(T SRS | o — X
EEAPNL. T5 FIGURA 1.77
Como los puntos consideradoa A, E, ( y L son casos par-
-.._D'_...._ et e ticulares para establecer el modelo matemdtico, considerare-
! : mos €l ca$o de un punto cualquiere de coordenadas (x,y) con-
| : ; respecto al sistema XY y de coordenacus (u,v) con respecto —
L_:._.._- : X* 8l sistema girasdo un &ngelo (X couo se muestra en la figura -
! lla : 1t78-
] 2 1 X X Y
v [
En el sistewa XY las coordenadas son: . i ______)E_
A (3,1) i B (5,3) ’- ___-_---“"
L —
¢ (3,5) ; b (1,3)
In el sistema X’Y' son: T 3
A (0,0) ; B (2,2)
¢ (0,4) H v (-2,2)
| £
Y ahora, se girardn lou ejes de tzl forma que coincidan- . UCoS« =

FIGURA 1.78

Odsérvese que las coordenanzs x € y se pueden relecio
nar con las u-v por ceaio del dngulo O segin muestran las
slguientes ecusciones:

con las aristas AV y AB como se observa en la fisura 1.77




X = u cosQ - v senQx

Yy = usenX + v Coolx

Con los avances y ventajas del #Algebra es e¢onve
niente ypoder expresar las ecuaciones snteriores en forma ma-—
tricial como:

X cosQC —genQc|| v
Yy senOe congx ]| v

Y en forma simplificada:
72 T

donde T es la watriz de transformacién ,que relaciona los dos
cistenus de coordenedas.

Es conveniente en este punto znalizar algunas propieda-
des de la matriz 1.

I.- X1 detcerminanie de la matriz T, siempre es igusl 2
la unicad.

Lemostracién.—
cosX -senX

|T|= =cos?q+:sen%:: 1
senoc cosox

Se concluye que la matriz T es Ortonorwal

II.- DLz inversa de '} es idéntice a su matriz adjunta,

liemostracidn.-
T--l g Ill #* = T*

Como |I‘I = 1 1a matriz invcrsa y la adjunta gzon i-—-
guales, pero:

cosel sens
T* = J = Tt

~seng ¢o

Por 1o tanto,

-7ty oast. b

Bs decir, que la matriz T por su transpruesta nos dé la

identidad.

Esto simplifica la rotacibn, pues se usarf la trans- -
Presta que es mucho mhs fécil de calcular.

Ahora, volviendo sl ejemplo, se tiene que calcular el-
ngulo o« que viene dado por la siguiente expresifn en Ez.

0'S.1 (2,8) a(ile) 2 V2
TN e T
WL & = eng cos (V2/2) = 45°

cosd

La matriz de transformacién seré:

cos 45° —sends® b W va |2 -1
T = = 2 2 = —
sen 45°  cos 457 Jz /2 + s 1
2 2

Si 3B(2,2) referido al sistema X'Y' entonces las coor
denadas del mismo punto referido al sistema UV se pueden ex-
pressr de la siguiente manera:

2 \/2 1 -1 u
e
2 2 1 1] |v

t

Al prenultiplicar por ri. » se despedja u:

3 = et5 . - ot
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7 R N A A - V272 T
2k 2] le 2 l2e2| “)o 0 0
u 2y7 u = 2¢7
0 see: = el
v 4] v = 0
L 2 "'. ; . 3
Y B'= (&vYZ, 0) (Referd{do 21 sustema UV) e 6 Sistema dé
Procediendo en foima semejante para los »untos A(0,0), - referencia XY* referenciaUV
¢(0,4) ¥ u(-2,2) y aprovechando (1), se tiene:
Wl e[ TP _sefirs el ¢
Lv ¢k a1l te Zlo+o 2tol o
PIGURA 1. 79

«"« A'=(0,0)

Para el punto (0,4} Como puede observzrse, se enulan elgunas de las coordena

das de los suntos y pare este caso resulten zés simnlifica- -

Bo B > =l = k2 A |2 dos.
v = T3l b 2 iy 22
G Om(2 5 2V ROTACICN DE EI1ES EN B3

Hemos visto ya la manera en gue se transfornan las ccor

Par = y
PaTei® phnto Bl-232) denadas de un punto de un sisiemn a oiro que ha sido gi

o E)
rado y/o tracladado en®el espPmcio E”. Un caco mas general

u I T Zod
vl ¥Z 4l
= —:-é' = ) se tendrin cuando un punto de coordenandas P(x,y,z) se ouig
Yy = 3 E 242 re referir a uwn sistcma girado con respecto al original en
e V=(0, 2 VD) E3, en cuyo caso, las nuevas coardenadas serdn (u,v,w).

La corresponcencia biunivocaz con la trensformecién reeli Para obtener el modelc matemitico, considérese lz si-

guiente figura donde e¢e observan al punto Py a los dos -
sistemas de reterencia.

zada se representa de la siguiente manera:




A P
. 7/ /“I
9 ,’I oy Y
& /’ < : /
\\ 5 s / b
ARy 1o ———’-,r——— —-;——--—4’
#
i
e U
u

i X FIGUBA 1. 80
Fl eje U forma caon loe ejes X, Y ¥ 2 loa éngulos di——
rectores b(l. @1, 'h‘l' los Anculos directores de V sbén a(,.

62. E‘z' y los de 7 son 0(3. §3 y 8(3, estos seis Gltimos
no aparecen dibujados por simplificar la figura 1.90.

Sea cual fuere el sistena de referencia,
es un invariante y lo oue cambiarf,

el vector OP
serdn gus componen--
tes, depcndiendo del sistema de referencia establecido.

Con respecto al sistema X, Y, 2 se tiene:

OPNE= (Soa¥aazn) = 1xg (1)

+ Iy, + k24

Yy con respecto al sistema U, V, W;
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OF = (ug,vos¥o) =

(2)

G, + Vg + W,
donde Ug, Vo Y Wo son los vectores de posicién que 1llevan
*la direccién positiva de los ejee U, V, W y sus magnitudos

80N Ug, Vg5 Wy respectivamente, es decir:

I, =[__(uo,o,o§], Fo =[(0,v5,0) ¥ W =[(0,0,m)

Para relacionar las coordenadas de uno Y otro sistema
refiférase cada uno de los vectores 1'10.170 Yy ;‘o al sistema~

X, Y, 2. Obsérvese que los &ngulos directores del vector-
\'10 con respecto a los ejes X,Y,2 son Q 1 '1, b‘l' por lo
que el vector iy se puede expresar COmo :
i, = (uocosqfl, uocoe@l, uocoe\‘ll (3)
como se vé en la siguiente figura:
iz v
w
U Cosc, {'x
L‘ Ucosé /75 -
7 =Y
4
il v ﬁ' = //
VTl b
O‘q 2
S VTAS T L, 7
L E
X
u
FIGURA 1.81




Anfloganente,

Vo = (v corag,, vocosF?, vocoua'z) (4)
'ﬁo = h’o°°"“}' woco:%, woco:)%) (55

Sustituyendo (3), {4) y {5) en (2), queda:

a Vs w
Yo, i ¥lg o

F = (uo,vo,wo)

(uoco.'-c:l, uoco.vp,.. uocosyl) +

(v cotaye vocorp.!, vocord'z) 5

(woc05u3. woc05f33. wocosa‘3)

oF = (uocOsa;. + v oty * W, COS&, 5
ugcos@, + vouosp? + wo“"@f’ (6)
ugcosd) + vV cosg, + woc058|3)

S1i ahora igueslamos {1} y (6)

se tiene por la defi
nicibn de igualdad de vectores aues

xo = uocorul + vocmcx? + wacosx3

- s s w _co~ (7
Yo = Uy COspy + "o“"?” + W,con g,
Z, = u°c0:v.1 + voco.—_a‘e + wocosj'3

oue son las ecuvaciones de transformacién para girar un bun
to en E3, adends estas fcurciones de traasforascibn se pie
den escribir en forma matricial como:

g cosey cosa, eosay
Yol = cosd; cosp,, co;?,

-2t
2, cos 'y cosz‘,_, coudly

O sest
X = T u
donde T es la matriz de transformacibu.

Las ®ropiedades de le matriz de transformscién T, -
son las misnas que las dadas para ‘52.

EJENPLO

Encontrar las coordenadas del punto P (2,—1,1) con~

relacibn a un nuevo sisteme girado con respecto al IYZ:

Los &ngulos directores de los ejes U,V,¥W con respsc
to pl sistema XYZ son:

48°11'

o " (-] .
Pare U, €, = 70732 (31 48%11" &)

-4 o 1
Pare V,  ox, = 48°11' @, = 131749" y, = 70°32

i}

Pare W, « = 48°11' (3; = 76232 313 = 131°49'
Pe doade los cosenos directores son:

cos; = 1/3 cosa, = 2/3 cosa, = 2/3
cos'@l = 2/3 cos@, = ~2/3 co:(j} = 1/3
cosfy = 2/3 ‘cOtb‘? = +1/3 cosa‘3 = -2/3

La matriz de tronsformacibn es:
1/3 2/3 2/3

T = 2/3 ~2/3 1/3
2/3 /3 -2

La relacibn entre los Gos sistemss viene Jada por la-
expresién: x=Tu , esto es:




. 151
‘{
> /3 23 273 [u
-1 = ?/3 -2/3 1/3 v
1 2/3 1/3 -2/
Despejando 1, se ticne:
e ™3 = %5
1/3 2/3
2 - |3 -2/ !
2/3,  1/3
tanto :
@73 2/3 2/3) '-?_I
= 2/3 -2/3 2/ -1
2/3 /3 -2./:] 1_|
273~ 2/3 . 2/3] 773
= 4/3 + 2/3 + 1/} = /3
| 4/3 -~ /3 -2/3 | 1/3

Concluyendo ;

gl TARS w e WAL W o= 1B
P (2,-1,1) ———= 1 (2/3,7/3,1/3)
EIB2/PLO
Después de firar los ejes los mismos 4ngulos oue en —
el ejercicio anterior se encontx$ otro punte cuyas coorde-
nadas nuevas son: (1,3,-2). Rallar las coorden=zdas oue -
tenf{a con respecto a los ejes inicizles.

SOLUCION .

La matriz T es la misma, por lo tonto, se buscan x,

¥, 2, aue vienen dados por la expresidn:
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