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Prefacio

El propdsito del presente trabajo es aprender a resolver problemas de cualquier tipo, tan-
to académico como de la vida diaria, ya que creemos que todos los problemas en lo fun-
damental son lo mismo. La solucién de problemas es una parte fundamental de todo ser
humano, ya que es una actividad con la que a creado una cultura y que le ha permitido
librarse hasta cierto punto de los determinismos naturales. Los. problemas cada vez son
mas complejos y diversos conforme la civilizacion humana se desarrolla y se tecnologi-
za. A pesar de esto, el tiempo que se le dedica en la educacion es casi nulo. Esto s¢ debe
a que a existido la creencia de que las capacidades mentales son cualidades innatas, y
que por lo tanto no se pueden desarrollar. Pero como explicaremos mas adelante, esta es
una cualidad que se puede aprender, y perfeccionar con la practica. Es a causa de esto
que no se le ha prestado la atencidon que merece. Los que hgn tenido que pagar por este
malentendido han sido los etemmos “‘martires” de la educacion: los estudiantes, ya que
han debido enfrentarse a los problemas de Fisica y/o Matematicas sin haberles
proporcionado las herramientas. Los mejor dotados las descubren por si mismo, pero los
demas terminan creyéndose incompetentes para resolver problemas *“‘tan complicados”
de materias tan “complejas”, y lastimados en su autoestima. Lo que aprenden es a detes-
tar este tipo de materias; y es razonable que sientan rechazo, ya que a nadie le gusta
fracasar. Con esto hemos perdido la oportunidad de que desarrollen estas capacidades
del pensamiento tan fundamentales para todo ser humano; ademas de no absorber un
conocimiento necesario para entender el universo en que viven y el cual es necesario
que conozcan para saberse desenvolver en el de manera cotidiana y profesional.

En contraste con el fracaso de la ensefianza de la Fisica y Matemadticas, nos damos
cuenta de la gran aceptacion de los videojuegos, especialmente entre la poblacion mas
joven. No podemos recriminarlos por aceptar uno y rechazar otro; realmente no es su
culpa. En todo caso podemos aprender de ambos hechos. La gran popularidad de este
Jjuego se debe, en parte, a que no ofrecen gran dificultad e] aprender a manejarlos, y por
lo tanto no es un riesgo para el ego; el reto es solo lograr mayor velocidad de reaccion
contra un contrincante (puede ser la maquina u otra persona) a un estimulo visual, res-
pondiendo con la accion adecuada. La emocion de la victoria se ve magnificado por los
efectos luminosos y el sentimiento de logro por la creencia de manejar una tecnologia
muy “poderosa”. Lamentablemente el valor educativo que obtenemos es casi nulo. Lo
que si nos ensefia es que, a diferencia de los videojuegos, la educacion se ha convertido
para los estudiantes en una labor muy complicada, dura, fatigosa, aburrida, frustrante y
muchas veces sin relacion con sus verdaderos intereses.

No hemos sabido transmitir el conocimiento como lo que es: el resultado de una a-
ventura intelectual tan grande como el descubrimiento de Ameérica, el viaje a la luna o la
invencion de la vacuna de la polio. Como un juego en el que interrogamos a la naturale-
za y lanzamos conjeturas tratando de entender su comportamiento; como la excitante
busqueda de lo desconocido, y de lo sorprendente de su hallazgo. La satisfaccion por el
logro de un descubrimiento o invencioén es mucho mayor y de mas largo alcance que el
obtenido por cualquier otra actividad humana. Tal como lo expresaba Engelhardt:
“Estoy convencido de que la fuerza y la hondura del goce emocional que depara al cien-
tifico el éxito de su labor creadora, son exactamente del mismo género y magnitud que
la emocion sentida por el artista al realizar sus propdsitos creadores. Se trata del mas po-
tente y elevado sentimiento de satisfaccion que puede experimentar el hombre”. Estos



sentimientos tan profundos lo puede experimentar hasta cierto grado un estudiante al
comprender una teoria, resolver un problema o demostrar un teorema.

Aqui tratamos de demostrar que el pensamiento es una habilidad que se puede apren-
der y que se desarrolla con la practica. Estas habilidades se aplican a probiemas de fisica
y matematicas a nivel bachiller y universitario, pero la idea basica es desarrollar la capa-
cidad de resolver cualquier tipo de problema. Las ciencias exactas al ser tan abstractas
sirven como modelo para la solucion de problemas de otras areas, o de la vida diarnia,
que no lo son tanto y son mas complejas de manejar. Si se logra el objetivo de educar la
mente de los alumnos, se lograra un salto cualitativo en el desarrollo de sus capactdades
humanas.

Este trabajo no es un sustituto de un libro de texto de fisica o matematicas, si no algo
que lo complementa, tratando de ensefiar 8 manejar el conocimientos que ya esta en los
textos. En este sentido es innovador, porque en la educacion se trasmiten conocimien-
tos, pero no ensefian como aplicarlo a la solucion de problemas.

Finalmente solo quiero agracecer la amable, profesional ayuda en el disefio de las
imagenes y esquemas de este libro a Norma Cimes Verduzco, ya que sin su ayuda no
hubiéra sido posible la cristalizacion de este proyecto.
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1 « Introduccion

La solucion de problemas es una actividad fundamental para todos los animales superio-
res, ya que es una forma especializada de adaptacion que permite su sobrevivencia; en
especial para los seres humanos, donde ha logrado trascender su condicionamiento natu-
ral y ha creado la cultura, una forma de vida que hace mas probable su permanencia, al
modificar el propio medio a su conveniencia.

La resolucion de problemas es una actividad que se nos presenta comtinmente a los
seres humanos en nuestras actividades cotidianas y profesionales. Y van desde como
vestimos, trasladamos a otro lugar, hasta problemas muy complejos como los cientifi-
cos y tecnologicos. El desarrollo de un pais depende en gran medida en la capacidad de
su sociedad para resolver problemas.

El pensamiento del ser humano no es un reflejo pasivo de la realidad que existe fue-
ra y dentro de el’, sino que crea una representacion propia znaloga a esta. La mente hu-
mana la crea transformando las sefiales del exterior e interior, y que nos aproximana la
realidad que existe fuera de nosotros. Pero esta transformacion no es una copia fiel, sino
una representacion, una recreacion del mundo exterior. Esto sucede desde que nacemos
hasta que morimos, y lo crean tanto un campesino como un cientifico. Este dltimo crea
modelos mas refinados y exactos de la naturaleza. Esta representacion, cuando no se a-
decua a la realidad, no podemos actuar de manera eficaz, y por tanto se nos presenta co-
mo problema.

En la vida diaria actual, a diferencia de hace 100 afios, los problemas que tienen que
resolver un profesionista y cualquier otra persona cotidianamente son cada vez en ma-
yor numero y mas complejos. La cantidad de informacion que debemos asimilar nos
desborda, y la toma de decisiones son cada vez mas dificiles de realizar.

En la educacion actual se ha descuidado el desarrollo de las capacidades del pensa-
miento en la solucion de problemas, por que se ha creido que esta era una cualidad in-
nata, la cual unos pocos poseen, y nada se podria hacer para desarrollarla. Pero esto es
un error. como mostraremos posteriormente. En la actualidad existen muy pocos libros
que se dediquen a la explicacion de formas de resolver problemas. Los que hay, y que
aqui usamos algunos de bibliografia, son muy vagos y complicados de aplicar porque
se concretan a problemas muy particulares, ya que de un tema tan sencillo como la cine-
matica pueden existir miles diferentes tipos de problemas, y es dificil tener en cuenta
cada uno de ellos. O tratan de ser tan amplios o generales, que es dificil aplicarlo a un
caso particular. Por tratar de ver los arboles no ven el bosque, o a la inversa, por ver el
bosque no ven los arboles. Aqui tratamos de ir de un extremo a otro, de mostrar como
pasar de una ley general a un caso particular, es decir utilizar el método deductivo, para
la solucidn de problemas. Luego mostraremos que la ensefianza es mas ventajosa de esta
manera que utilizar el método inductivo, es decir, tratar de ensefiar a partir de casos par-
ticulares para llegar a las leyes generales.

Nosotros trataremos de hacer ver que cualquier tipo de problema, en lo fundamental
son lo mismo, y por tanto si comprendemos su esencia podremos plantear cualquier pro-

' segiin Sartre (que hace propia la posicion de Husserl), la concicnciu no es un simple contenedor de
“hechos psiquicos”, ni una suerte de espejo que pasivamente refleja, o deforma. la realidad externa; la
conciencia es fundamental intencional, activa, posee su propio modo de estructurar los datos sensibles v
de construir “realidades™ que ain dependiendo de estos presentan caracteristicas que le son prepias.
Puledda, S. Interpretaciones del Humanismo. Pag. 80.
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blema correctamente y resolverlo, o cuando menos aproximarnos a una respuesta. Aun-
que en lo particular lo aplicaremos a la solucion de problemas de Fisica y Matematicas
de nivel bachillerato y universitario.

Para la aplicacion del método deductivo empleamos las ideas de algoritmo y heuristi-
ca, y lo llevamos a través de las leyes generales de dichas ciencias a ejemplos particula-
res, en problemas de libro de texto de Fisica y Matematicas. Trataremos de puntualizar
lo que es posible hacer con una serie de pasos en un algoritmo, pero también hace notar
cuales son sus limitaciones, que es muy importante, ya que nos permite no encasillamos
y seguir buscando nuevos métodos que nos conduzcan a la soluciéon de un problema
nuevo, a encontrar su algoritmo de solucidn.

Este trabajo trata de asumir una perspectiva cientifica, pero también humanista por
dos razones: partimos de conocer el funcionamiento de nuestra conciencia espacio-
temporal, la capacidad de toda persona, que posibilita su libertad y creatividad y que
define su esencia humana; ademas, no se podria tratar de otra manera una cualidad
netamente humana como es la creatividad sin partir de lo que es nuestra propia subjeti-
vidad. A través de esta, de reconocerla y conocerla, podemos alcanzar la objetividad ci-
entifica, necesaria para resolver problemas. En segundo lugar, por la gran capacida hu-
mana no explorada, y que cada quien puede desarrollar de manera ilimitada, a su propio
maximo potencial.

Nos fundamentamos en los conocimientos alcanzados hasta la actualidad en cuanto
al funcionamiento de nuestra mente humana y la pedagogia cibernética (Algoritmos y
Heuristica). Es importante, porque el autoconocimiento nos permite superar nuestras
propias limitaciones y manejar de forma eficaz nuestras capacidades mentales. Este co-
nocimiento le da sustento a nuestra experiencia y conocimiento fenomenolégico y psi-
cologico de nuestra subjetividad, para poder manejar nuestros pensamientos de mejor
manera y encausarlos en la solucion de problemas.

Este trabajo va dirigido en general a toda persona que quiera desarrollar su capacidad
de pensamiento en la solucion de cualquier tipo de problema, asi como en particular a
los estudiantes de nivel medio superior y superior que desee aplicarlo a problemas de
Fisica y Matematica de tal manera que no sea un martirio, sino que por el contrario,
puedan disfrutar el reto de r‘esolverlos.
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2. Una definicion para Problema es otro problema

Se dice que si podemos definir bien un problema, ya tenemos resuelto la mitad. Esta
creencia tiene mucho de cierto, ya que lo primero en la solucidon de cualquier problema
es saberlo plantear correctamente. Esto parece un paso trivial, pero no lo es, como se
verd con mas detalle mas adelante. Es el objetivo de este capitulo, saber que es un
problema, y a partir de aqui, crear una metodologia que nos conduzca en la direccion
adecuada a su solucion. -

Una situacion de problema es, por ejemplo, cuando nuestro auto se detiene, y quere-
mos saber que fallé para hacerlo que vuelva andar. Contamos con ciertas pistas como
puede ser el medidor de la gasolina, algun sonido que hizo antes de detenerse, alguna
vibracion, etc. Para otros tipos de problemas, como pueden ser los cientificos o
ingenieriles, es mas dificil llegar a una respuesta cierta, porque en ¢€l intervienen
muchisimos mas factores y con una relacion causal mas ‘compleja. En estos casos, la
cuestion no resulta tan ficil, pero siempre se puede decir algo, y debemos empezar ya
que el camino recorrido comienza con el primer paso.

Una definicidon general de problema puede ser: “‘una situacion donde no todo es co-
nocido, donde existe algo oculto, indefinido, que provoca preguntas”, Una situacién o
evento se presenta como problema sdlo porque nuestro conocimiento es incompleto,
inexacto. Si tuviéramos la informacion o el conocimiento completo, no surgiria ninguna
duda y por tanto ningun problema. Pero por oposicidn, si desconociéramos todo de una
situacion, tampoco existiria ninguna duda, ningiin problema, porque desconoceriamos
su mera existencia. De aqui que solo el pensamiento surja ante un problema, ya que este
es una actividad encaminada a conocer, y no hay necesidad de conocer si no existe
ninguna duda. En general, un problema es constituido fundamentalmente por 3 elemen-
tos: los datos, incognitas y condiciones. Es decir, lo que conocemos, la parte que desco-
nocemos, y las caracteristicas particulares de una situacion también conocida como res-
tricciones o condiciones, y que delimitan nuestra atencién a un objeto o suceso del res-
to del universo. Es decir, un problema puede ser como cocinar un platillo o como llegar
a otra ciudad a cierta hora; cumplir con cierta tarea de la mejor manera con el menor
esfuerzo posible o escalar una montafia; resolver un problema de nuestro trabajo o
alguna tarea escolar; llegar a la luna y regresar, o como organizarmos para realizar
nuestras actividades cotidianas. Un problema atrae nuestra atencion sobre una parte del
mundo y nos distrae del resto; y puede ser de cualquier tipo, pero debe estar constitui-
dos por los tres elementos basicos que ya mencionamos.

Por ejemplo, si queremos construir una casa, la incognita es saber como lograrlo. Los
datos podrian ser: el material con que contamos, el tipo de suelo del terreno, las
caracteristicas del ladrillo y del cemento. Las incognitas podrian ser el tipo de casa que
queremos construir, sus caracteristicas particulares. Las condiciones o restricciones po-
drian ser: el presupuesto con que contamos, la capacidad de la mano de obra que podre-
mos pagar; el estilo y tamafo de casa que deseemos construir; el material con que con-
temos y de las caracteristicas y dimensiones del terreno. Entonces, las condiciones de-
terminaran o mediaran entre el tipo de casa que deseamos construir de la que es posible.
Las condiciones relacionan nuestros datos con las incognitas determinando el tipo de
solucion que podemos encontrar.

? Sapdrina, E. 1968. pag,. 105.
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En fisica y matematicas, las condiciones o restricciones son las leyes o teoremas, que
relacionan los datos con las incognitas y que determinan el tipo de solucion que es posi-
ble obtener. Las leyes cientificas lo que nos dicen en si es: lo que es posible que ocurra,
y lo que no, en la naturaleza.

Los problemas se pueden clasificar en diversos tipos o categorias de acuerdo a las
particularidades que queramos ver en ellos. Se pueden clasificar en tedricos o aplicados,
académicos o de la vida diaria, cientificos o cotidianos, aunque todos deben estar consti-
tuidos por los 3 elementos basicos, como ya dijimos.

Hasta las actividades de creacion se pueden plantear como problema; por ejemplo, si
queremos escribir una historia, definiendo la clase, podemos determinar los tres elemen-
tos fundamentales: policiaca o futurista; que tipo de personajes apareceran; los giros que
tendra la trama, la ambientacion, como iniciar y finalizarla, etc., serian los datos; las
restricciones: la tematica que estemos tocando y el género de la novela; las incognitas
serian, con estos elementos como construir una novela que sea novedosa, entretenida
y/o interesante.



13

3. La Estructura del Pensamiento

Del caudal de senales que impresionan nuestros sentidos, los drganos sensoriales filtran
parte de estas y s6lo una pequeiia cantidad llega a nuestro cerebro. Esto sucede en parte
por las limitaciones naturales de nuestros sentidos. y porque nuestro cerebro es un siste-
ma que ordena estas sefiales en pautas cerebrales que protegen y hacen postible, el pen-
samiento. Puesto que si esto no ocurriese, la mente se veria desbordada por un mar de
seflales. El ordenamiento le las sefiales se integra en el cerebro en algo significativo que
excita o inhibe una accion, dependiendo de la intencion o necesidades del individuo y
de la situacion exterior percibida.

Nuestro cerebro, por tanto, no reine de manera pasiva la informacién que le llega, si-
no que la autoorganiza en pautas: busca en forma activa lo necesario, “capta” las sefales
importantes. las demads la desecha. 1.a importancia de las sefigales depende de las necesi-
dades del momento, del estado de animo (sefiales internas) o de evitar alglin peligro
(sefiales externas). Las sefales externas e internas captadas activan ciertas pautas men-
tales establecidas en nuestra mente de antemano por la experiencia y el aprendizaje, o
por los hédbitos que, como dijimos antes, producen o inhiben una accién que seria por e-
jemplo, acercarse al alimento, huir de una aménaza, o emocionarse con la miisica 0 mo-
lestarse con un ruido estruendoso.

Esta capacidad de adaptacion al medio es muy distinta a la de las plantas o los ani-
males inferiores. donde estos reaccionan de manera refleja a los estimulos en una con-
ducta que se llaman tropismo y taxias respectivamente. En el primer caso, para las plan-
tas, consiste en una orientacion o giro ante una fuente externa de energia, como el sol,
en el segundo caso, por ejemplo los paramecios se orientan ante una fuente de calor, o
las mariposa ante la luz. En el caso de los insectos o parcialmente en las aves aparecen
otros tipos de reacciones que se conoce como instintivas, donde estos tienen patrones
complejos de conducta no adquirida sino heredadas genéticamente. Por ejemplos las
abejas en la construccion de panales, y las aves, con sus nidos y migraciones, etc. En los
animales superiores llamados mamiferos han desarrollado durante su evolucién un siste-
ma nervioso central que les peninite mejorar con la experiencia los patrones hereditarios
por medio del aprendizaje de nuevas reacciones y que Pavlov, su descubridor, llamo
reflejos condicionados, para diferenciarlos de los actos reflejos hereditarios o instintos’.

En el caso de nosotros los seres humanos, a pesar de ser del orden de los mamiferos
y reaccionar con reflejos condicionados, nuestro cerebro ha evolucionado de tal manera
que nos ha permitido experimentar una vivencia de uno mismo o del “yo” y que ni aun
la anatomia comparada, ni la anatomia patologica y ni los estudios clinicos han podido
ubicarlo fisioldgicamente. Lo que si se sabe, segun José Luis Pinillos, es que: “la abla-
cion de materia gris de los lobulos frontales o las leucotomias -operaciones en que qui-
rirgicamente se seccionan los nervios que conectan los l6bulos frontales con otras zonas
del cerebro- afectan a las funciones superiores de la mente, disminuyen los sentimientos
de responsabilidad y el vigor de la voluntad, reducen el alcance y claridad de los proce-
sos anticipatorios o proyectos vitales, rebajan el nivel mental™. La vivencia de nuestro
yo y que experimentamos diariamente se da por medio de la interaccion de las sefiales
fisicas del medio externo con nuestro cuerpo, y que el cerebro transforma en sensacio-
nes cenestésicas (calor, frio, dolor) y kinestésicas (movimiento), ademas de las imége-

* Pinillos, J. L. 1971, pag. 84
* Ibid,. 1971 Pag. 76.
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nes, los sonidos y olores, que percibimos de manera simultanea en una experiencia total
e integra.

La Subjetividad

Esta experiencia que tenemos de las cosas no es la realidad tal cual, si no tal como la
experimentamos nosotros. Por ejemplo, para un caso particular de nuestra experiencia,
la sensacioén que experimentamos con los colores, no es porque las ondas electromag-
néticas que inciden en nuestros ojos reflejados de los objetos tengan color, sino que es
debido a la transformacion bioeléctrica que realiza el ojo con dichas ondas, causa que
tengamos la experiencia de los colores. Las frecuencias electromagnéticas por si mismas
no tienen color, es necesario que un sujeto las transforme en este tipo de experiencia. Y
asi con las demas experiencias como el sonido, el olor, los sabores, las sensaciones,
etcétera, no existirian si no hubiera un sujeto que las experimentara de esta manera.

A esta experiencia vivencial del yo con la realidad extemna e interna se le conoce co-
mo subjetividad, y se cree que se presenta también en cierto grado en los otros animales
superiores. La diferencia entre estos y nosotros los seres humanos quiza sea solo de gra-
do, pero es abismal. En nosotros, el nivel de subjetivacion ha sido tan fuerte que ha per-
mitido apropiamos de nuestro yo, de las cosas, y a veces de los demas, de tal manera
que contamos con una historia personal y social. Pero esta no solo se refiere a lo que he-
mos vivido, al pasado, sino que ha ampliado su horizonte temporal de tal manera que
proyectamos lo que quisiera que le pasara, futurizamos. A este nivel de subjetivacion se
le llama conciencia temporal o historica’.

Esta conciencia siempre esta referida a algo o a alguien. Surge como una relacion en-
tre un sujeto y un objeto o dos sujeto, y no podria ser sin esta relacion. Pero esta no es
pasiva, sino intencional, ya que la conciencia tiene una estructura que configura las per-
cepciones del presente con los recuerdos o experiencia del pasado y con los deseos o
proyectos a futuro®. Esta estructura es lo que ha permitido al ser humano diferir respues-
tas que pudieran ser por reflejos condicionados, condicionamiento cultural o simple ha-
bito. En nuestra vida diana cotidianamente actuamos automaticamente ante diversas si-
tuaciones y sin pensa¥ o preguntarnos porqué. Reaccionamos de manera condictonada
en parte por nuestra evolucién biolégica pero también por la cultura en que nos hemos
desarrollado. Por ejemplo, en la actualidad muchas veces nuestra forma de resolver nu-
estras diferencias es por medio de la violencia, y la forma de relacionamos es descono-
ciendo el derecho del otro a satisfacer sus propias necesidades. Esto se explica en parte
por nuestro natural etnocentrismo, xenofobia e instinto de conservacion producto de nu-
estra evolucion. Por la parte cultural, que es una modificacion de nuestra condicion na-
tural, estos comportamientos se han establecido por tradicion, el aprendizaje en la fami-
lia, la escuela o los medios de comunicacion, es decir por el medio sociocultural. Son
habitos que se han fortalecido por su practica diaria pero que muchas veces no tienen
ningun fundamento racional.

Es posible escapar de ellos cuando de acuerdo a nuestra biografia tenemos concien-
cia de algin condicionamiento que nos causa malestar o que aunque nos gusta queremos
cambiarlo; entonces si intencionalmente proyectamos a futuro un comportamiento dis-
tinto y que en el presente auto-observandonos, debido a lo automatico del habito, vigila-
mos la repeticion del comportamiento, lo reprimimos, hasta que, con la practica, lo eli-

* Rodriguez Cobos, M. (Silo). 1990. pags. 29-30.
¢ Ibid, pag. 115.
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minamos; y nos habituamos al nuevo, de manera mas consciente. Esta es la manera co-
mo podemos diferir respuestas, y es nuestro grado de libertad. Esta en nuestras posibili-
dades liberarnos de cualquier condicionamiento, por medio de nuestra conciencia tem-
poral.

Esta conciencia temporal, a su vez, se ha visto potencializada por las protesis menta-
les. Sabemos que las protesis (etimoldgicamente: pro=delante y thesis=posicion) fisicas
son objetos 0 maquinas que nos permiten aumentar nuestras capacidades fisicas, como
un carro nos permite aumentar nuestra velocidad y un martillo nuestra fuerza. Por con-
traste, las protesis mentales son reglas logicas y simbolos abstraidos de la realidad por el
pensamiento y que nos permiten incrementar nuestras capacidades mentales, tal como
el lenguaje, cuyo sustrato son inflexiones de ondas sonoras emitidas guturalmente; y a
un nivel mas alto, la escritura y las matematicas, que han sido trasladadas del lenguaje a
seflales visuales plasmadas sobre el papel o una pantalla de computadora. Asi, por ejem-
plo, con la escritura que permitid guardar el registro de conocimiento y de hechos his-
toricos ampliando la capacidad de nuestra memoria. O acthalmente con la ciencia y la
técnica que ha hecho posible que con la computadora podamos almacenar grandes can-
tidades de datos o realizar calculos complejos a altas velocidades, planificar nuestras ac-
ciones con mucho tiempo de antelacion y mediante calculos muy complejos poder hacer
predicciones cientificas como el clima o eclipses.

En realidad no s6lo no percibimos las cosas tal como son, como ya habiamos comen-
tado antes con respecto a la subjetividad, sino que ademas la percepcién se ve influen-
ciada por la estructura de nuestra conciencia historica. En si, lo que percibimos es mas
una recreacion, que una percepcion fidedigna del mundo. Pero esto no significa que lo
que veamos sea una ilusion, sino que es una transformacién bioeléctrica de nuestro or-
ganismo de lo que esta afuera, pero se ve influenciado por la experiencia pasada y las
expectativas futuras. La cantidad de sefiales que recibimos es tan pequefia que si nuestra
percepcion funcionara como un objetivo fotografico, lo que veriamos seria una imagen
borrosa y deformada que nos costaria trabajo reconocer. Por ejemplo, si iluminamos
mal una hoja blanca y bien un pedazo de carbon, este dltimo puede reflejar mas luz que
el papel y sin embargo vemos mas blanco el papel. También, nuestro ojo funciona de
acuerdo a las leyes de la Optica de una camara fotografica, entonces cuando vemos a una
persona al doble de distancia de otra, al mas cercano lo deberiamos percibir el doble de
grande que el mas lejano, y sin embargo no es asi; también cuando vemos a personas
desde un quinto piso no la vemos como hormigas, y sin embargo un nifio si las ve de esa
manera. Esto se debe a que el conocimiento que tenemos sobre las cosas influye en la
forma como percibimos. Por experiencia conocemos el tamaifio de las personas, y esto
influye en nuestra percepcion final. Lo mismo pasa con el papel, ya que sabemos que
este en iguales condiciones de iluminacion con respecto al carbon, refleja mas luz y de
todo el espectro visible. Un ciego que logra recuperar la vista y que por tacto podia
reconocer la diferencia entre un triangulo y un circulo, no es capaz de distinguir uno de
otro con la vista recién recuperada. Y es que la percepcion se desarrolla con la experien-
cia’. También nuestros deseos y expectativas de lo que puede pasar modifican nuestra
percepcion y falsean o modifican lo que vemos. Por ejemplo, cuando queremos encon-
trar a una persona, podemos confundirla con otra con un leve parecido; o cuando tene-
mos miedo de que nos pase algo y cualquier sombra imaginamos que es un posible a-
gresor. En verdad requerimos de poca informacion para reconocer las cosas, la mayor
parte es agregado nuestro.

7 Pinillos, J. L. 1971. pags. 95-97.
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La Atencion

También nuestra percepcion es selectiva por las expectativas o deseos que tengamos
sobre algo. Esto ¢s en parte fisiologico, ya que si tuviéramos que atender a todas las se-
fiales que nos llegan del medio. nuestra percepcion seria un caos de impresiones. Afor-
tunadamente la vision selecciona el objeto de su interés filtrando las sefiales mas impor-
tantes, y organiza una pluralidad de sensaciones en un objeto con estructura. Los cana-
les sensoriales, unos se abren y otros se cierran de acuerdo a las sefales externas y a las
expectativas, necesidades o deseos de ese momento del sujeto. Por ejemplo. un perro
hambriento al olfatear un pedazo de bistec puede ser capaz de bloquear su via auditiva y
concentrar la olfativa. Entonces nuestra atencion se orienta hacia un objeto, y nuestra
percepcion convierte a este objeto en figura y lo demas en fondo. Esto se puede demos-
trar con las dos figuras siguientes. En la primera podemos ver una copa o dos perfiles,
dependiendo que abstraigamos como figura y que como fondo. En la otra figura pode-
mos ver una joven de cabello negro o una anciana con nariz prominente, de acuerdo a
donde se dirija nuestra atencion. Pero ambos, la figura y el fondo, se nos presenta como
una unidad significativa®.

cEs joven o vieja
esta mujer?

Son muy pocos los elementos de una figura en los que podemos prestar atencion.
Como ejemplo demostrativo trate de recordar todas las caracteristicas del reloj de pared
de su casa, le sorprendera darse cuenta de los pocos elementos o partes que se acuerda.
Por lo general s¢lo recordamos lo mas fundamental que las manecillas y los numeros.
Esto pasa porque solo prestamos atencion a lo mas importante que es saber la hora, lo
demas es mero fondo.

La atencion sobre un objeto no es constante, depende del interés que despierte en el
momento y se debilita en el tiempo por la “atraccion” que ejercen otros objetos. La aten-
cion oscila de un objeto a otro y esto pasa en todas las personas sin excepcion. La cons-
tancia o intensidad varia de una persona a otra; en algunas se presenta mas la atencion
llamada “volante™ y en otros la “pegajosa”. Para el primer caso esto es muy comunen la
escuela donde la atencion de los alumnos se ve orientada por todo lo que pasa a su alre-

* Pinillos, J. L. 1971. pags. 85-97.
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dedor, menos por lo que explica el profesor. El otro tipo, la atencion “pegajosa”, es cu-
ando algo llama nuestra atencion y ya no podemos dejar de pensar en ello. Se dice que
alguna vez Isaac Newton quiso cocer un huevo. Tomo un reloj y empezo a medir el ti-
empo. Después de un momento se dio cuenta que tenia el huevo en la mano y estaba
cociendo €l...reloj. Al mismo Newton se le preguntd que como habia hecho para descu-
brir la ley de la gravitacion y respondio: “pensando incesantemente en ello™.

La atencion se puede dividir en dos tipos segin hacia donde la orientemos: la interior
y la exterior. En la interior, también conocida como introspeccion, es dirigir la atencion
hacia los pensamientos, ideas o simbolos que estemos manejando; es vigilar o auto-
observar los propios pensamientos; en este caso es mas comun la atencion “pegajosa” y
de ahi los chistes del cientifico distraido. La exterior es cuando nuestra atencion se diri-
ge a los objetos externos a nosotros y se le conoce como observacion; cuando no se a-
comparia de la reflexion, se realiza de manera mecanica y reaccionando a los estimulos.
En este caso la atencion es *‘volante™.

Llevar a cabo una o mas cosas por vez y que requiera prgstar atencion a varias partes,
se ve posibilitado por la capacidad de traslado de nuestra atencion de un objeto a otro y
a nuestro interior (pensamiento y/o sensaciones) con un cambio en la finalidad de su ac-
tividad. Por ejemplo, cuando manejamos un auto debemos distribuir nuestra atencion
entre el clutch, acelerador y el freno y saber cuando y como aplicarlo, calcular a que dis-
tancia se encuentran los carros vecinos para acelerar o frenar, cuando rebasar o dar una
vuelta, etc.; ademds, saber a donde vamos y por donde podemos llegar mas rapidamen-
te, etc. Un chofer de autobus aparte de todo lo anterior debe atender las bajadas y subi-
das de pasajeros, entregar boleto, cobrar y calcular para dar cambio correctamente. Al-
gunas acciones se van automatizando con la practica y requieren poca atencion, pero
para las nuevas es necesario que traslademos nuestra atencion, con un cierto orden y
sabiendo que hacer en cada etapa. La dificultad siempre es al inicio, cuando queremos
aprender una actividad nueva, ya que debemos vencer las inercias de las rutinas del pa-
sado e insertar las nuevas como en este caso seria cuando aprendemos a manejar un au-
to. Con la practica esta se automatiza y luego ya no es necesario prestarles mucha aten-
cion, y podemos realizar otra actividad simultaneamente, como ir platicando o escu-
chando la radio. -

Un itinerario para saber dirigir la atencidon y que nos ayuda a ser duefios de nuestras
acciones es como sigue'’:

1. Cambio rapido de la atencion de un objeto a otro.

2. Destreza para destacar los objetos mas importantes a expensas de lo secundario.

3. Orden del cambio, en lo que figuradamente se llama elaboracion del “itinerario
de la percepcion”.

Operaciones Mentales

Lo que perciben nuestros sentidos no es la realidad misma, sino so6lo como es para no-
sotros, para nuestra subjetividad. Pero siempre es posible decir algo mas. Podemos, por
ejemplo, si vemos a lo lejos humo, suponer automaticamente que algo se esta queman-
do, e incluso por lo denso de este suponer que es lo que arde, y todo esto sin siquiera
verlo. Pero para ello fue necesario saber que en el proceso de ignicion su efecto es pre-
cisamente el humo, el reconocimiento o diferenciacion de éste con respecto a los otros

° Platonov, K. 1989. Pags. 128-130.
Ibid. pags. 154-156.
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elementos de la naturaleza y su interpretacion causalista. Es decir, necesitamos reprodu-
cir un conocimiento ya existente de nuestra experiencia, actualizarlo.

Sin embargo, cuando observamos que una maquina en movimiento de improviso de-
tiene su actividad, es imposible saber de manera automatica que fue lo que ocurmié. La
reproduccion del conocimiento no seria tan sencilla como en el caso anterior. Aqui ten-
driamos que recordar todas las posibles causas que conocemos, o estudiar el funciona-
miento del motor y atendiendo a los efectos (un sonido o movimiento extrafio), podria-
mos suponer que paso. Si repasando todas las posibles causas, no conseguimos expli-
carlo, tendriamos que generar algunas explicaciones alternativas, transformar nuestro
conocimiento y generar a partir del que tenemos uno nuevo y mas amplio. En muchos
casos como éste, sera necesario plantear una hipétesis que nos permita deducir que paso
realmente. Entonces, el pensamiento no solo es actualizacion del conocimiento, sino
también su transformacion y generacion a uno mas completo y exacto. A esta actividad
que conoce y/o encaminada a conocer se le llama pensamiento, y es un acto mental que
intermedia entre lo que ya conocemos y lo que queremos conocer. El pensamiento invo-
lucra, por lo tanto, conocimientos y operaciones mentales. Cuando hablamos de opera-
ciones mentales, ;a que tipo de operaciones nos referimos” Las operaciones fisicas si-
empre se refieren a transformaciones de objetos, su modificacién, o su traslado de un
estado a otro; o mediante ciertos vinculos se combinan ciertos objetos ya conocidos
creando uno nuevo. En el caso de las operaciones mentales no se modifica nada en el
mundo real; nos referimos a las modificaciones que realizamos con el pensamiento, la
imaginacion. Por ejemplo, modificamos fisicamente una mesa cuando la desarmamos
en partes con un martillo; sin embargo esta accion, nos la podemos imaginar sin llevar-
la a cabo, y estas son las operaciones mentales. Los cdlculos cientificos también son o-
peraciones mentales porque se realizan modificaciones en los modelos mentales y teo-
rias, que relacionan causalmente los distintos elementos o simbolos abstraidos de la rea-
lidad". Por ejemplo, al calcular la resistencia y tamafio de una presa en funcion de la
cantadad de agua, no lo llevamos a cabo y lo vamos verificando en la practica, si no pri-
mero estudiamos un modelo teérico creado mediante las leyes de la mecanica, y repre-
sentado por medio de maquetas y planos, donde hacemos las modificaciones pertinen-
tes de tal manera que hlpotetlcamente pueda contener la fuerza del agua. Realmente no
modificamos nada, ni 51qu1era construimos una presa, sino que tan solo proyectamos un
modelo imaginario, mental.

Los modelos o imagenes del mundo que podemos llegar a descubrir pueden modifi-
car nuestra percepcion y por tanto, nuestra forma de ver: la forma como estan relacio-
dos y conectados los objetos y fenomenos de la naturaleza. Estas imagenes y modelos se
pueden traducir a formulas matematicas con lo se puede manipular sus elementos de
manera cuantitativa. Con este conocimiento podemos llegar a ver mas cosas de las que
aparentemente existen, y a damos cuenta de mas eventos que una persona que desco-
nozca.

En sintesis, el pensamiento es un acto que intermedia entre nuestras percepciones,
sensaciones e imagenes y la realidad, con modelos que se construyen con palabras y/o
ecuaciones matematicas, y que intentan explicar la realidad que esta afuera y/o dentro
de nosotros. Los pensamientos son actos concretos interiorizados'? realizados sobre un
modelo o imagen de la realidad. Tratan de explicar los fendmenos que causan las per-
cepciones y sensaciones en nuestros sentidos, o mediciones en nuestros aparatos de la-

"' Landa, L. N. 1971. pags. 113-116.
'? Piaget, Jean. 1993, pags. 172-187.
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boratorio. Entender la realidad de lo que trata es de objetivar lo mas posible nuestra per-
cepcion subjetiva de los eventos de la naturaleza y para eso se construyen teorias 0 mo-
delos matematicos (protesis mentales) y aparatos de medicidon (protesis fisicas). Estos
aparatos nos permiten registrar eventos que estan mas alla de nuestros sentidos con
dispositivos de medicion sofisticados, y las teorias nos permiten comprender fenéme-
nos incomprensibles para nuestra percepcion sensorial directa. El conocimiento obteni-
do y validado nos permite ampliar nuestras posibilidades de accién en la realidad.
Aunque hasta la actualidad ha habido un gran avance en cuanto a la acumulacion de
conocimiento del universo, muy poco se ha hecho para comprender las operaciones
mentales que se llevan a cabo sobre los modelos tedricos, para su manejo, me joramien-
to, e incluso su ampliacion. No se han estudiado con el interés que merecen. Esto paso
porque se consideraba que la capacidad de reflexion, la ingeniosidad, la formulacidn de
hipotesis eran cualidades innatas, privilegio de s6lo algunas personas. Se creia que es-
tas capacidades eran actos inconscientes integrales e indivisibles en otras operaciones
mas simplesl3 . Actualmente sabemos que esto es totalmente erroneo. Realmente estas
cualidades de la mente se pueden dividir en actos mas elementales porque son actos
concretos realizados sobre modelos que también son elementos materializados en ima-
genes, simbolos que representan la realidad y que se pueden manipular con reglas logi-
cas y/o matematicas. Extrayendo estas operaciones mas simples se pueden ordenar de
manera consecuente y secuencial con el fin de realizar la operacion mental, o ensefiarla
al estudiante. En la educacion actualmente se han trasmitido conocimientos, pero no la
operaciones mentales para manejarlo, ampliarlo o incluso mejorarlos. El descuido de la
ensefianza se ha debido a que nosotros mismos como profesores las desconociamos.
Existen dos fuentes de conocimientos de los actos que son necesarios llevar a cabo
para realizar una tarea. Una fuente exterma de conocimiento tal como indicaciones, ins-
trucciones de otras personas de acuerdo a su experiencia o a través de libros, y/o la in-
vestigacion u observacion directa de como actian otras personas. La otra fuente es la
interna, la auto-observacion o conciencia de las acciones propias'*. Las acciones que se
pueden vigilar son las fisicas o mentales. En el primer caso, debido a que las acciones
se dan en el espacio y concatenadas en el tiempo, son mas faciles de observar y de des-
cribir. Por ejemplo, hacer una llamada por teléfono es sencillo de describir para cualqui-
era, pero si nos preguntan cuales son los misculos que debemos mover para hacer la
llamada y en que orden, estamos en problemas. O si nos piden que describamos que
musculos debemos utilizar y de que manera al correr o saltar, es dificil por que estos
movimientos los realizamos de manera automatica e inconsciente. Entonces, si nos pi-
den que expliquemos como propusimos una hipotesis, siendo que las operaciones men-
tales son invisibles para los demas y apenas perceptibles para uno mismo, esto es mucho
mas complicado. A esta dificultad se ha tenido que enfrentar la psicologia y la heuristi-
ca, y a ello se debe el poco conocimiento que tenemos sobre los actos mentales. Mu-.
chos de ellos que utilizamos al resolver un problema se han formado a prueba y error, y
quedan instalados como un cierto “olfato” mental o intuicidn que nos indica que es lo
que debemos hacer ante un cierto tipo de problema, pero de cuya resolucion somos poco
conscientes. Por esto es importante desarrollar la capacidad de auto-observarse, para asi
detectar las operaciones mentales correctas en la solucion de un problema, para corregir
los malos habitos y los errores de pensamiento que nos causan un accionar ineficaz.
Conforme se van descubriendo las operaciones adecuadas, estas se pueden ordenar en

3 Landa, L. N. 1997. pag. 120.
" Ibid., pag. 122.
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una secuencia para la obtencion mas eficaz de nuestros fines, para manejarnos mejor, e
incluso transmitir a otros nuestra experiencia. A esta secuencia de operaciones conscien-
tes e intencionales se le llama algoritmo, y es el tema de nuestro siguiente seccion.

El Algoritmo del Pensamiento

El algoritmo es un concepto tomado de las matematicas y que consiste en una serie de
pasos elementales (actos fisicos y/o mentales) precisos y secuenciales que realizados
de manera correcta nos conducen a resolver un problema de cierto tipo. Un ejemplo de
algoritmo es la division de dos numeros de cualquier cifra, como podria ser 14,389 y
342, y que nos ensefaron en la primaria. Las sucesivas operaciones que realizabamos,
como podemos recordar, de tal manera con ellas obteniamos un nimero, que era la divi-
sion de ambas cifras, con otro numero llamado residuo si no era exacta la operacion.

Este algoritmo resolvia la division de dos nimeros enteros cualesquiera, pero no su
producto. Para esto ultimo se necesitaba saber el algoritmo de la multiplicacion, y esto
es lo que significa que solo resuelve un problema de cierto tipo. Aunque la cantidad de
problema que se pueden resolver es tan grande como el conjunto de numeros enteros,
nunca podra obtenerse el producto o la diferencia de 2 nimeros; para ello se requeriran
sus algoritmos respectivos.

Los algoritmos mencionados son los mas simples, pero las matematicas tienen infini-
dad de ellos. La finalidad de las matematica en particular y la ciencia en general es en-
contrar nuevos, ya que el descubrimiento de uno de ellos abre nuevas posibilidades a la
mente humana, porque adquiere la capacidad de actuar con eficacia en una situacion
dada.

Una definicion mas amplia de lo que es un algoritmo es: un programa de accion men-
tal o de conducta con el fin de ayudamos a actuar de manera eficaz en una situacion
compleja. Esta sucesion de operaciones de un algoritmo son ordenes de accion fisica o
mental (aqui nos enfocaremos a esta 1ltima); en el primer caso consiste en la manipula-
cion de objetos o acciones coordinadas del cuerpo como en las tareas cotidianas o el
deporte. Un ejemplo seria como cuando queremos llamar por teléfono: primero lo des-
colgamos, nos lo colocamos al oido y marcamos; al escuchar el tono debemos reconocer
si esta marcando ocupado o desocupado; si suena ocupado, esperamos a que se desocu-
pe, y si esta sonando desocupado, esperamos que contesten; si contestan ya logramos el
objetivo de establecer comunicacion; si no, luego podremos repetir el algoritmo. O en
los deportes, las tacticas y estrategias que se establecen para lograr, por ejemplo el obje-
tivo de un enceste en el basquetbol o un gol en el fiitbol se pueden considerar como
algoritmos porque son acciones coordinadas pensadas de antemano para lograr la meta
que es encestar mas que el rival o meter mas goles. Las situaciones cotidianas como
vestirse también se pueden pensar como algoritmos: tienen cierto orden légico porque
no pueden ponerse los calcetines antes que los zapatos, ni el saco antes que la camisa.
Nos hemos acostumbrados a realizarlos de manera casi automatica, apenas dandonos
cuenta, pero lleva una secuencia que se puede pensar como algoritmo. Hasta las funcio-
nes biologicas se podrian describir como algoritmos aunque quiza de forma simplifica-
da, porque en este caso son situaciones muy complejas que requieren el concurso coor-
dinado de multiples partes del organismo, tal como el proceso de digestion, o simple-
mente el correr que requiere la participacion de musculos de casi todo el organismo.

En el caso de las operaciones mentales trata de las acciones que llevamos a cabo a
través de el pensamiento y la imaginacion, recordando, futurizando, extrapolando posi-
bles sucesos, manipulando simbolos o ideas, planificando o imaginando una accion. Es-
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tas operaciones alcanzan un nivel de refinamiento en la ciencia mediante la manipulaci-
on de simbolos matematicos con ciertas reglas matematicas y logicas. Por ejemplo, un
ingeniero en electronica cuando quiere construir un sensor de gas no va directamente a
la construccidn del dispositivo, sino que primero hace calculos tedricos necesarios (ma-
nejo de leyes fisicas y ecuaciones) que le indican como debe construirlo. Cada paso nos
lleva a la transformacion de los datos de tal manera que cada uno de ellos lo lleva a
cierto estado que, si lo reconocemos como correcto, podemos pasar al siguiente, hasta
completar el algoritmo y llegar a un resultado presumiblemente correcto, y de aqui a la
construccion del sensor.

En realidad no hay una separacion tan tajante entre operaciones fisicas y mentales,
porque casi siempre participan ambas, ya que cuando realizamos una actividad fisica re-
querimos pensar que paso sigue después de cada acto fisico llevado a cabo; y para una
mental necesitamos manipular nuestras ideas mediante simbolos, lenguaje escrito o ma-
tematico. La diferencia solo seria de grado y en algunos casos se necesitara mas activi-
dad fisica y en otras mas actividad mental. \

Los algoritmos pueden ser también no lineales, es decir su secuencia tener dos o mas
opciones por cual seguir, de tal manera que se requiera reconocimiento del paso dado,
para decidir entre 2 o mas acciones de pasos ulteriores, y/o regresar a pasos anteriores.
Por ejemplo, el algoritmo para encontrar el maximo comiin denominador de dos nime-
ros natural es no lineal, y se muestra a continuacion:

1.Ver § ol segundo ntimero os
! menor gue el pimero
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4.Restar of segundo ntimero del :
primero y considerar el :
resultado como el primer ;
namery 4
i

i

|

i

S.Finalizar:
Elpamerodelosnimeroses el

que se busca como maximo
comiin denominador

Es importante ser conscientes de lo qué es un algoritmo porque como lo definimos
antes, el conocerlo y manejarlos bien nos puede dar eficacia en cualquier accion que’
emprendamos, tanto fisica como mental.

Las propiedades fundamentales de los algoritmos son su caracter detenninado, masi-
vidad y capacidad para producir resultados. La primera significa que las indicaciones
son comprensibles para quienquiera y pueden ser reproducibles por cualquier persona o
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incluso una computadora. La masividad se refiere a la cantidad de problemas del mismo
tipo que se pueden resolver. La tercera propiedad indica la posibilidad de poder llegar a
un resultado, correcto o no. El algoritmo de la division que presentamos era altamente
determinado porque es comprensible para cualquiera, y hasta una computadora progra-
mada con dicho algoritmo es capaz de reproducir las drdenes. Tiene, ademas, gran capa-
cidad para producir resultados correctos, ya que diversas personas (0 una maquina) si
realizan los pasos bajo las mismas condiciones y de manera correcta, pueden llegar al
mismo resultado. También tiene una gran masividad ya que es posible dividir cualquier
numero entero, y estos son infinitos. Existen otros métodos o clases de algoritmo donde
su grado de determinacion no es tan alto, ni tampoco su capacidad para dar resultados
correctos y su masividad puede vanar. El caso totalmente opuesto a un algoritmo es
cuando las indicaciones de un método son poco determinados y su capacidad de llegar
a un resultado correcto es muy bajo, aunque su masividad es muy grande. A este méto-
do se le conoce como heuristico, y lo trataremos en un capitulo posterior. Un caso que
media entre algoritmo y heuristica, son los semi-algoritmos, cuya determinacion, capa-
cidad de solucion y masividad es intermedia entre ambos'®. Posteriormente presentare-
mos el semi-algoritmo de la solucion de problemas.

La Controversia de Thuring

Recordando. nuestro cerebro funciona por medio de reconocimiento e interpretacion de
ias senales que le llegan tanto del exterior como del interior de su cuerpo lo que le ha
permitido dar respuestas inmediatas ante el peligro, o reconocer su alimento. Esta inter-
pretacion se da por medio de esquemas mentales, patrones de reconocimiento que le
permiten tomar de la infimidad de seiiales las que importan de acuerdo a la situacion del
momento y 1ictuar en consecuencia, y que se les conocen como instinto, o reflejos
condicionados en un nivel mas alto de respuesta. Si tuviéramos que analizar cada unade
las sefiales que recibimos, a nuestros antepasados los hubieran devorado un tigre o tra-
gado la ciénaga. Lo que son actos inconscientes e instintivos en los animales superiores,
en el ser humano son actos conscientes y le ha permitido actuar sobre estos, mejorarlos
y adecuarlos a nuevas situaciones, como ya hemos explicado. Estos esquemas mentales
o patrones se pueden interpretar como algoritmos, aunque es una simplificacion, pero
que es adecuado para el estudio del pensamiento en la solucion de problemas.

Si nuestra mente no actuara por medio de algoritmos, sino por el método de revisar
cada una de las posibles variantes de solucion, hasta con algunos problemas muy sim-
ples no nos alcanzaria la vida entera para resolverlo. El matematico Thuring tuvo una
controversia con sus colegas por este hecho, ya que estos insistian en decir que la solu-
cion de todo problema no era mas que la combinacion de hechos casuales, una selecci-
on estadistica de la solucion elegida entre innumerables posibilidades. Ellos insistian en
decir que un mono sentado ante una maquina de escribir por el solo hecho apretar al
azar las teclas, con el tempo suficiente terminaria por reproducir todos los libros de la
Biblioteca del Museo Britanico. Thuring les refuto presentando como contra-argumen-
to el problema de un rompecabezas compuesto de 15 cuadros numerados del 1 al 15, y
el cual es tan solo una variante del juego del “quince”; juego que consiste en colocar en
una forma determinada los escaques en una caja, en la cual caben 16 cuadros de este
tipo y por lo tanto queda tan solo uno vacio. La unica forma en que se pueden mover
estos cuadros es a través de este espacio vacio, trasladando los cuadros vecinos a el, y a

5 Landa, L. N. 1977 pags. 143-154.
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su vez, los restantes por el espacio que va quedando desocupado. El calculo de todas las
posibles combinaciones o variantes de solucion de las posiciones de los 15 escaques fue
la cifra astrondmica de 20,922,789,888,000. Durando tan solo un minuto en lograr una
combinacion y trabajando las 24 horas del dia sin descanso, una persona tardaria j 4 mil
millones de afios en explorar todas las posibles variantes de solucion! Y este es un
problema que resolvimos durante un recreo en nuestros afios escolares. Lo cual hace ver
la imposibilidad de llegar a la solucién en un tiempo razonable con el método de buis-
queda al azar ya que de todas estas variantes, una sola es la correcta, como podria ser,
por ejlebmplo, ordenarla en forina creciente del 1 al 15 de izquierda a derecha y de arriba
abajo™".

Desafortunadamente, cuando queremos resolver un problema lo intentamos c6émo los
colegas de Thuring: al azar, sinunplande accion y sin una idea clara de donde partimos
y de lo que queremos alcanzar. Ante los distintos elementos del problema sélo reaccio-
namos emocionalmente, y nuestra atencion vaga de manera “volante” entre una y otra
parte de este, sin ninguna finalidad y sin saber que hacer. Entonces, lo mas probable es
que nos perdamos en un mar de detalles por la infinidad de variantes de solucién y nu-
estra manera erratica de busqueda. También pasa que nuestra atencioén se concentre en
alguna parte del problema y no pueda salir de él, es decir que nuestra atencion se vuelve
“pegajosa”, y cuando la solucién no se encuentra dentro de las variantes que hemos en-
contrado, esta puede ser un impedimento para seguir buscando. Por todo esto es impor-
tante disefiar una estrategia, método o plan de accion mental (algoritmo) que actie como
un “itinerario de la atencion” y que, cdmo hilo conductor traslade nuestra atencion a los
elementos mas importantes del problema, operando sobre ellos en la busqueda de solu-
cion. Esto nos permitira reducir su espacio de busqueda a un nimero de variantes mane-
jable en un tiempo humanamente posible, y nos evitara empantanarnos o dar vueltas sin
fin alrededor de una idea.

Es por eso que cuando nuestra busqueda de solucion es sin ningtn plan de accién los
errores mentales que se cometen son multiples debido a la cantidad de variantes que
pueden existir, aun para problemas muy sencillos como el que hemos mostrado. Esto
pasa muy comunmente a los alumnos que no estan acostumbrados a seguir un método
cuando resuelven un problema. Y es una situacién muy comun en todas las personas.

Como otro ejemplo de la futilidad de actuar sin un método, y la ventaja de contar con
un plan de accion presentamos el caso del juego de ajedrez. Este juego se ha usado co-
mo base para el estudio de la heuristica. En una partida comun se ha establecido que
cada adversario tiene por termino medio 20 posibilidades en el primer movimiento; 22
en el segundo, 25 en el tercero, 28 en el cuarto, alcanzando hasta 10¥ en los primeros
10 movimientos'’. Una partida de ajedrez dura en promedio 40 jugadas, por lo que jla
cantidad de posibles jugadas puede sobrepasar la cantidad de atomos del universoj Es
esta complejidad, ademas de sus reglas sencillas de juego, la que ha servido para esta-

' Saparina, E. 1968. pags. 136-143.
' Bondsdorff, E. , K. Fabel y O. Rithimaa, 1974.



24

blecer al ajedrez como piedra de toque para el estudig de la Heuristic'a. .Como Pqede
manejar el cerebro tal complejidad? Lo bace por medlo de unos algoritmos heunsticos
que le permiten reducir el numero de posxb]es variantes a solo aquellas que le p.roduce‘l’i
una ventaja contra su contrincante: “Conviene controlar las cuatro casillas cer_m'dles g
“Antes de atacar asegure la invulnerabilidad del rey”, “No ataque‘an.te_s de fortificar su
posicion”, etc. Y se pueden encontrar en cualquier manual para principiantes. Esm serie
de reglas nos permite elegir las jugadas mas adecuadas para poder ganar y discriminar
todas las que no, que son la mayoria.

En el estudio de este juego se han tratado de descubrir estas reglas para l'leva.r?as a
una computadora y “ensefarle” a jugar. Después de muchos afios de investigacion la
computadora ya juega al nivel de los grandes maestros del ajedrez. Esto se debe'a que se
ha podido dividir en seis grupos las tacticas del ajedrez, cada una con su propia finali-
dad: la seguridad del rey, el equilibrio material, el control de las casillas centrales, ‘_’1
desarrollo de las piezas, el asedio del rey contrario y el avance de los peones. La sucesi-
6n de estas reglas determina el orden en que las aplica la maquina, de acgerdo_ a F.lepa
Saparina: “Primero procura asegurar la posicion del rey por todos los medios que esta a
su alcance. Si no lo consigue, lo defiende en la medida de lo posible. Y solo cuando el
rey esta seguro, la maquina pasa a la segunda finalidad, o sea, calcula los posibles cam-
bios de piezas, tendicndo siempre a garantizar una eficaz defensa de las propias. Luego
el ajedrecista electronico pasa a luchar por las casillas centrales, etc. Cada uno de estos
objetivos esta vinculado a un conjunto de reglas, que orientan la concepcion de las juga-
das necesarias. Digamos que la maquina busca conquistar las casillas centrales. Enton-
ces movera el peén de dama y luego el de rey. Después procurard impedir que el adver-
sario haga lo mismo, y solo entonces realizara aquellas movidas que preparan las movi-
das de la finalidad siguiente, por ejemplo, consolidar la defensa de la dama o el rey. La
maquina “considera” todas las movidas desde el punto de vista de las seis finalidades
para no penjudicar su partida. Mas aun pueden existir muchas variantes de cada movida,
y tiene que elegir la mejor. El tiempo para elegirla es limitado, y cuando éste esta por
fmaliz&t, la maquina escoge la mas aceptable entre todas las que analiz6 hasta ese ins-
tante™ .

Las méquinas. que funcionan de esta forma y con su capacidad de analizar casi
300,900,000 posiciones por segundo, son capaces de enfrentarse a los grandes maestros
del ajedrez y darles pelea. A diferencia de hace afios, los ajedrecistas humanos sufren
para gana_xr]es y esto es debido a que las computadoras ya no pasan revistas a todas las
p951b.1e§ Jugadgs, como las primeras maquinas, si no que siguen un plan que les permita
discriminar mejor las jugadas que no producen venta ja.

En conclusion, si conocemos el algoritmo o semzalgoritmo de solucién de un tipo de
problema, podremos resolverlo mas facilmente o relativamente facil, si realizamos co-
Irectamente cac}a paso de su secuencia porque estos nos permiten reducir la cantidad del
numero de vanantes.o elementos del problema, y por tanto concentrarnos sélo en los
mas 1mportantes, sabiendo que hacer con cada uno de ellos, e ignorando los que no son
trascendentes para la solucion. Esto nos permite centrarnos en el mane o de un numero
de elementos finitos, y por tanto, manejables en cada paso del algoritmo. Si para un
probl;ma dad_o, no conocemos su método de solucion, debemos crearlo, en principio un

algor:xtmo y sino se puede, cuando menos un semi-algoritmo. Para lograrlo utilizamos
el mgtqc!o Heuqstlco. Lo que logremos construir, se creara paso por paso y estos nos
permitiran manejar las multiples variables del problema hasta Ilegar a la solucion.

™ Saparina. E. 1968. pags. 144-146.
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4. La Heuristica: el Algoritmo de la Creatividad

En esta seccion, presentamos la definicion de heuristica, y sus reglas la cual consisten
en una serie de sugerencias, consejos, actitudes mentales, ademas de un semi-algoritmo
para la solucion de problemas y un algoritmo heuristico de creatividad, que nos permi-
ten encontrar o buscar de manera mas eficaz los algoritmos o semi-algoritmos de los
problemas de las ciencias, pero también para cualquier otro tipo de problema.

Cuando no sabemos como resolver un problema, es necesario crear un plan de accién
mental (algoritmo) por medio de la Heuristica, que nos permita manejarnos a través de
la complejidad de este y que nos conduzca a su solucion de la forma mas facil y rapida
posible. Si lo logramos, no solo habremos solucionado dicho problema en particular, si-
no en general todos los problemas del mismo tipo. Como ya dijimos, la Heuristica tiene
el menor rango de determinacion y confiabilidad de llegar a yn resultado. Pero a cambio
su masividad es de mayor rango, lo que le permite una aplicacion de mas amplio espec-
tro, una mayor universalidad en la solucion de problemas; su finalidad es obtener en
principio un semialgoritmo, o idealmente un algoritmo, que nos permita manejar todas
las posibles vaniantes o elementos de solucion en un tiempo lo mas corto posible. Las
reglas Heuristica son tal que nos permiten pasar de sus reglas generales a lo particular
de cualquier problema. Por esto a la Heuristica la llamo el método de los métodos.

La Heuristica, segun la definicion de George Polya, es: “La ciencia que trata de com-
prender el método que conduce a la solucion de problemas complejos no tipicos para los
cuales no existe un método de solucion (algoritmo o semialgoritmo, el paréntesis es nu-
estro), en particular las operaciones mentales utiles para este proceso. Tiene por objeto
el estudio de las reglas y los métodos del descubrimiento y la invencion: la Heuristica
tiene en cuenta tanto el trasfondo 16gico como psicologico™ .

La Heuristica proporciona las operaciones mentales necesarias que tienen en cuenta
las situaciones psicolégicas que se pueden presentar en un problema no tipo, y trata de
encauzar nuestra busqueda de solucion en la direccion mas probable. No garantiza la
solucioén, pero la lleva a una situaciéon més proxima. La importancia de usar el método
Heuristico es que preparan a la mente en la busqueda de solucidn, ya que nos sensibili-
za para detectar los posibles elementos importantes, o crearlos si no existen, y a encon-
trar sus relaciones o restricciones. De los miiltiples elementos que aparecen en un pro-
blema, debemos determinar cuales son los que verdaderamente importan para la soluci-
6n. O como en el ajedrez, debemos deshacemos de las jugadas que no contribuyen a ga-
nar el juego, y s6lo usar las que si representan ventaja, en un problema nos deshacemos
de las variantes o elementos erroneos, que no nos conducen a la solucion. En el caso de
los problemas donde no se pida encontrar un tipo de combinacion sino que se necesite
descubrir el valor de una incognita o explicar un evento, los elementos que la componen
puede ser grande también, pero debemos saber cuales discriminar y cuales otros anali-
zar.

Para la solucion de todo problema es necesario primero, entenderlo. Se empieza por
definir de manera clara y precisa sus elementos: se busca cuales son los datos mas rele-
vantes dados de manera explicita y cuales se pueden deducir de manera implicita del
problema; se determina cuales son las incognitas a resolver y las condiciones impuestas.

*® Polya, G. 1992. pags. 101-102.
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Luego, se relacionan los datos con las incognitas por medio de las restricciones o condi-
ciones. Con todo esto, debemos tratar de resolver la incognita

Se aspira en principio, a conocer restricciones o condiciones, ya que hacen la busque-
da posible porque delimitan el espacio de solucion. Si no nos son dadas o se descono-
cen, entonces es necesario crearlas, y aqui es donde interviene el algoritmo heuristico
de la creatividad. Si podemos llegar a una solucion, entonces es necesario, en retrospec-
tiva darse cuenta cuales fueron las operaciones correctas que permitieron obtener el re-
sultado. Ordenando las operaciones en una secuencia légica, podemos formar un semi-
algontmo o algoritmo, y entonces ya podremos solucionar todos los problemas del mis-
mo tipo. No en todos los casos va a ser posible encontrar un algoritmo de solucidn, co-
mo lo ha demostrado la ciencia contemporanea: pero para que un problema tenga solu-
cion, debe existir un algoritmo o cuando menos un semialgoritmo.

Por ejemplo, en el caso que mencionamos anteriormente sobre el juego del 15, pro-
bando todas las combinaciones posibles, nos podiamos tardar con este método mas aiios
que la edad de la tierra en intentar resolverlo. Entonces es muy poco recomendable
tratar de resolverlo de esta manera. ;Que podemos hacer? Nuestro problema es que los
escaques inicialmente estdn distribuidos de cierta forma (datos) y queremos ordenarlos
de una manera determinada (incognita); entonces, el problema es como moverlos para
ordenarlos de la manera correcta en un tiempo razonablemente corto. La estrategia a se-
guir, segun la Heuristica, es encontrar una regla o restriccion que me permita reducir el
ntmero de variantes de solucién y que me conduzcan al resultado correcto de la manera
mas directa. En este caso no es mover los cuadros individualmente como comiinmente
se hace, sino realizar su movimiento en bloques de varios escaque y, de esta manera, el
espacio de solucion se reduce a un nimero de elementos mas manejable, con lo que es
mucho mas facil resolverlo. La forma como se pueden agrupar es, primero ordenar los
que corresponden a las columnas y filas mas externas de la caja; después, se intentan
ordenar las columnas y filas vecinas internas, pero sin modificar a los escaques extemos
aunque si desplazandolos alrededor de su fila y columna. Se continia asi, hasta ordenar
los del centro, y quedan colocados todos en su posicion correcta.
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Como ya mencionamos, una ley o teoria ctentifica funcionan como restricciones que
me indican que tipo de eventos es posible que ocurra en la naturaleza y cuales no. De
todos los posibles que podrian ocurrir, 0 que uno se imagina podrian suceder, sélo son
posibles aquellos expresados por la teoria causal, y bajo ciertas condiciones. Por ejem-
plo, los cuerpos pesados como una piedra, una pluma o un bloque de madera caen de
igual manera de acuerdo a la ley de la gravedad, con aceleracion constante g y desplaza-
miento y = gt’/2, en el vacio. Pero dependiendo bajo que otras condiciones se encuen-
tre el cuerpo, en el aire o el agua, pueden caer de manera distinta. En el aire, la piedra y
la madera caen mas rapido que la pluma. Pero en el agua la piedra cae a menor veloci-
dad que en el aire, y la madera y la pluma flotan. Lo que riunca podria pasar es que es-
tas salieran disparadas al espacio porque estan atrapadas por la gravedad. Entonces una
ley nos indican como se va a comportar un objeto o sistema en la naturaleza, pero de
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acuerdo a las condiciones esto se puede modificar porque pueden intervenir otras leyes
y entran dentro de sus limites explicativos.

Toda teoria es tan solo una aproximacion a la realidad, y por lo tanto limitada, tiene
su rango de validez y fuera de este ya no se aplica. Estos limites en un principio no se
conocen y de ahi que a las teorias se les consideren universales; hasta que un hecho ex-
perimental no puede explicarse y es entonces que se reconocen sus alcances. Es cuando
nos damos cuenta su limitacion y que necesita ampliarse. Un ejemplo de lo antes di-
cho, es en los problemas que resolvia una teoria cientifica como la mecanica clasica. En
los tiempos posteriores a Newton y anteriores a Einstein, se creia que dicha teoria
explicaba todos los fenomenos mecanicos tanto en el micro como en el macrouniverso.
Hasta que a principios del siglo XX algunos experimentos contradijeron sus postulados,
al no poder explicar hechos tales como el efecto fotoeléctrico y el experimento de Mi-
chelson-Morley. Estos dos hechos llevaron a reformularla a dos teorias mas amplias
como la Mecanica Cudntica (nivel microscopico) y la Relatividad (nivel macroscopico),
respectivamente. Aunque esto no implico desechar la Mesanica Clasica ya que esta se
sigue cumpliendo dentro de sus limites como son a bajas velocidades comparadas con la
de la luz y a un nivel macroscopico como el de nosotros. Lo que se puede explicar y
resolver con dicha teoria, estan restringidas al alcance y limitaciones de sus leyes. Esto
es analogo a lo que deciamos con respecto a los algoritmos, y en estos como en cual-
quier teoria, es conveniente conocer su rango de aplicabilidad, para poder usarlas de
manera correcta. E] descubrir una limitacion a una teoria, ademas de una hipdtesis
correcta, puede ser el inicio de una revolucion cientifica.

Entonces, para resolver un problema de la ciencia y la técnica, pero en este trabajo en
particular, las restricciones del comportamiento de los cuerpos esta dada por sus leyes y
sus condiciones. Para los problemas matematicos sus restricciones seran los teoremas y
postulados de cada area matematica en la que estemos trabajando. Para el caso fisico, el
espacio de solucion se reduce de las leyes generales de la mecdnica a un sistema parti-
cular de ecuaciones. Para resolver un problema, debemos relacionar los datos que tene-
mos con la o las incognitas que deseamos resolver; aplicamos sus leyes y principios ex-
presados con ecuaciones matematicas, introduciendo los datos, condiciones y las incog-
nitas del problema. Del sistema de ecuaciones que se genere, podremos encontrar el po-
sible comportamiento del sistema mecanico o la solucion del problema matematico, que
se encuentra delimitado teoricamente por la solucion de las ecuaciones. Si el numero de
posibles soluciones de este sistema de ecuaciones es grande, es decir que los valores
encontrados para las incognitas sean dos o mas, y que matematicamente significa que el
numero de incognitas es mayor al de ecuaciones, entonces es necesario buscar mas res-
tricciones que nos conduzcan a una solucion unica porque. un evento cualquiera de la
naturaleza bajo las mismas condiciones no puede tener dos o mas comportamientos di-
ferentes; para lograrlo es necesario encontrar el mismo niimero de ecuaciones que de in-
cognitas. Entonces, si el numero de ecuaciones es menor que el de incognitas diremos
que las condiciones o restricciones fueron insuficiente y no es posible encontrar una so-
lucion y, por tanto, habra que buscar mas restricciones. Cuando el numero sea igual al
de incognitas la condicion fue suficiente y entonces ya es posible resolverlas matemati-
camente por diversas técnicas. Cuando el nimero sea mayor que el de incognitas, se di-
ce que la condicion es redundante y tambi¢n podemos resolverlas.

En sintesis el plan o método semialgoritmico para resolver problemas es el siguiente:

1. Comprender el problema.
. 2. Determinar cuales son los datos, incognitas y condiciones.
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3. Relacionar los datos con las incognitas mediante las restricciones y/o condicio-
nes.
4. Resolver el sistema de relaciones establecidos en el paso anterior.

A este semi-algoritmo lo transformaremos en un algoritmo para los temas de Fisica y
Matematicas que presentaremos como ejemplo.

Cuando en un problema dado creemos conocer todos sus elementos y aun asi no lo
podemos resolver, cuando ya no basta el analisis de sus partes, entonces es necesario
una hipotesis creativa, ya que posiblemente falta redefinir o incorporar al problema un
nuevo elemento.

Uno de los objetivo primordiales del algoritmo de la creatividad sera generar elemen-
tos nuevos o redefinirlos de los que ya existen: crear reglas, leyes o en general las res-
tricciones adecuadas, que hagan falta para solucionar un problema o entender un feno-
meno cuya comprension se nos escapa. Para lograr esto utilizaremos el algoritmo de la
creatividad (pensamiento productivo), tema de la siguiehite seccion.

El Algoritmo de la Creacion

Cuando en un problema conocemos su algoritmo de solucion, el usarlo de la manera co-
rrecta hasta llegar a un resultado se le llama pensamiento reproductivo, porque, como su
nombre lo indica, reproducimos paso a paso cierta actividad mental establecida de ante-
mano por medio de un algoritmo.

Por el contrario, cuando no conocemos el algoritmo de solucion de un problema, se
hace necesario crearlo. Descubrir el elemento esencial, crear o redefinir un concepto
nuevo, pueden ser los pasos esenciales para solucionar un problema. Aqui es cuando
surge la necesidad del pensamiento creativo. Es decir, ya no basta con manejar los
elementos del problema, sino que es necesario proponer uno nuevo. A este tipo de
pensamiento se le llama productivo, porque se trata de generar una nueva idea o ele-
mento que antes no existia en el problema.

El principal inconveniente que se pone al uso de algoritmos, semialgoritmos o atin al
método heuristico, es la idea de que el uso de todo plan o receta vuelve rigido al pensa-
miento, porque existe 13 creencia de que la creatividad para que se manifieste necesita
de la libertad. Pero no es la ejecucion de un plan o método lo que impide crear una idea
nueva, o la falta de libertad, sino no reconocer los limites de su aplicabilidad. Estos al-
goritmos son necesarios para desenvolvernos en situaciones complicadas de la naturale-
za misma o propias de nuestra cultura. Si no conocemos sus limites si corremos el peli-
gro de quedar esquematizados por ellos. Puede pasar como con el paradigmadel univer-
so mecanico de Newton, que conformaron el pensamiento de la humanidad por casi dos
siglos, hasta que el choque de ellos con la experiencia se reconocieron sus limitaciones,
y se pudo avanzar por medio de hipotesis creativas a una idea mas amplia de la naturale-
za. La libertad de creacion nos puede llevar al vacio, a las ideas sin sentido, sin ninguna
relacion con el problema que queremos resolver. Precisamente es la libertad con que
actuamos cotidianamente, la que nos lleva a perdemnos en un mar de detalles sin saber
que hacer, cOmo ya mencionamos.

La creatividad aqui consiste en reconocer nuestros alcances y limitaciones naturales
propias y de las ideas que generamos, y trabajar en su ampliacién y mejoramiento por
medio de conjeturas. Es autoconociendonos, nuestros condicionamientos naturales y
culturales, y el grado de libertad que nos otorga nuestra conciencia temporal que pode-
mos diferir respuestas y entonces generar ideas nuevas. Lo viejo esta en el pasado, lo
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nuevo es lo que se proyecta a futuro. Podran ser itiles o no a nuestros fines, pero se ha-
bra salvado el primer obstaculo que impide la solucién de un problema nuevo, que son
las ideas habituales y/o erroneas y que nos limitan en la busqueda de nuevas ideas.
Entonces nos lanzaremos en una busqueda sin saber si encontraremos respuestas, pero
que es mas probable que si nos hubiéramos estancado en las ideas rutinarias. Pero para
ello es necesario con este conocimiento encontrar estas leyes o reglas que nos permitan
escapar de dichas ideas y poder generar nuevas. Por lo tanto, para nosotros la libertad
creativa la dan el conocimiento de “nuestra propias cadenas” y las reglas que de ella se
derivan. Con la sola idea de libertad y sin conocimientos de nosotros mismos y de como,
se generan ideas nuevas, es muy probable que nos quedemos estancados en las viejas
ideas.

La naturaleza es inmensamente creativa, eso es innegable. Pero es una creatividad sin
una finalidad, sin un sentido. La creatividad a la que nos referimos aqui, es la creativi-
dad humana, con un sentido, con significado, con un pata qué: para resolver un proble-
ma, tomar una mejor decision, superar una limitacion o comprender un fenémeno fisico
o0 social, etcétera. La naturaleza crea entes que son posibles por las reglas de relacion
dadas por las propias leyes de la naturaleza, entre sus partes o elementos; en contraste
el ser humano crea cosas que solo son posibles porque antes existieron en su cabeza y
que muchas veces van en contra de lo que se conoce en la naturaleza; puede imaginar
eventos que nunca han sucedido y que ni siquiera son posibles que ocurran, y aunque
con los artefactos que crea no puede violar las leyes de la naturaleza, si puede manipu-
larla y usarla en su beneficio. Su pensamiento y creatividad siempre tiene una finalidad:
superar sus limitaciones fisicas para abatir el dolor, busqueda del placer fisico o mental,
trascender la muerte, o simplemente satisfacer su curiosidad.

Al ser el cerebro un sistema que autoorganiza la informacion que le llega en pautas o
patrones cerebrales creadas en el pasado por el aprendizaje, respondemos en el presente
con refiejos condicionados o con los habitos que hemos adquiridos en la cultura, Enton-
ces la dificultad de crear una idea novedosa radica en primer lugar, en la dificultad que
representa escaparse de las antiguas ideas y formas de percepciones rutinarias de consi-
derar las cosas. Asi, cuando hacemos planes para el futuro o queremos resolver un pro-
blema, reaccionamos automaticamente dando respuestas habituales, tratando de recordar
como lo hemos hecho en el pasado; no buscamos mejores alternativas. Entonces, para
escapar de las formas antiguas o rutinarias de hacer las cosas, debemos primero identifi-
carlas, y luego tratar de generar el mayor mimero posible de alternativas novedosas que
no se hayan visto nunca: tratando de relacionar los elementos del problema de nuevas
maneras; ver desde otro punto de vista cada una de sus partes, o de generar nuevos
conceptos o variables. Luego pasamos a probar la utilidad de cada una de ellas. La fina-
lidad de esto es poder generar ideas nuevas y utiles, fundamentales para resolver un
problema; pero para ello, subrayamos, es necesario escapar de nuestra forma rutinaria
de hacer y de ver las cosas; al producir varias formas alternativas de percibir un
problema, es mas facil deshacerse de la “atraccion” que ejerce nuestra antiguas ideas y
esto, a su vez, facilita generar mas ideas. En la ciencia, como en cualquier otra actividad
humana de creacion, es conveniente romper esquemas y cometer herejia.

A Einstein alguna vez se le preguntd que cual creia que era la diferencia al resolver
un problema entre el y una persona comun, y el contest6: “Si le pides a alguien que
busque una aguja en un pajar, la persona se detendra una vez que encuentre la aguja.
Yo, en cambio, arrancaria el pajar entero buscando todas las posibles agujas”.

El Fisico Norteamericano Richard Feynman, ganador del premio Nobel, sentia que el
secreto de su genio era que cuando se enfrentaba a algun problema no hacia caso de c6-
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mo otros lo habian resuelto en el pasado. El ignoraba todas las formas e inventaba su
propia estrategia. Buscaba distintas alternativas, hasta que encontraba una que movia su
imaginacion.

A continuacion presentamos y ampliamos Jas ideas ya expuestas en la forma de un
algoritmo heuristicode la creatividad:

0. Superar el temor inicial. Casi siempre, al enfrentarmos a un problema nuevo. reacci-
onamos con el temor y la creencia de que no vamos a poder resolverlo, que no tendre-
mos la suficiente inteligencia o fuerza para lograrlo. Esta es una reaccion natural en vir-
tud de que necesitamos recorrer procesos mentales que nunca antes hemos transitado; de
pensar “pensamientos” que nunca antes hemos pensado. Entonces, surge la duda de que
si tendremos la suficiente capacidad y fortaleza para encontrar el método que nos con-
duzca a la solucion. Es necesario para poder resolver cualquier problema, superar este
temor inicial y confiar en las propias fuerzas. Si no lo lograsemos, corremos el peligro
de permanecer inmovilizados, y ni siquiera intentar resolverlo, rendirmos antes la< ori-
meras dificultades. Una vez superada esta etapa. se empiezan a entrever pensamic 1tos
nunca antes conocidos.

I. Localizacion de las ideas habituales. El siguiente paso es detectar las ideas rutina-
rias o habituales de como percibimos una situacién dada. Este paso es fundamental por-
que permite localizar ideas que por condicionamiento natural o cultural influyen nues-
tra percepcion. Estas funcionan como un sustrato pre-légico que determina todo lo que
vemos sin apenas darnos cuenta. Cuando necesitamos crear una idea nueva, una
hipotesis creativa, las ideas rutinarias son el principal impedimento. Es muy dificil dar-
se cuenta de nuestra forma de ver las cosas, por que no conocemos otra, es la forma co-
mo percibimos de manera natural. Pero la misma estructura de nuestra conciencia tem-
poral que nos ata, también permite la liberacion de los condicionamientos, porque su
estructura histdrica configura el presente de acuerdo a su historia pasada, pero también
de acuerdo a lo que proyecta o planea a futuro. La manera de revertir nuestros condici-
onamientos es, por lo tanto, ser consciente de su existencia, dirigiendo la atencion so-
bre ellos y modificarlos de acuerdo a un plan: un primer paso seria tratar de localizar
todas las formas de como entendemos una situacion; el siguiente seria modificar estas
respuestas o ideas con otras totalmente opuestas, variaciones de la misma, o alterando
un elemento cualquiera del problema. Por ejemplo, la idea rutinaria que tenemos de
una veladora es que la usamos para alumbrar, pero bien podria servir para pegar obje-
tos con la cera derretida. Una escalera portatil cotidianamente se le emplea para subir
una pared, pero también se le podria usar de puente entre dos extremos de edificios que
estan separados por ima distancia acorde a su tamafo.

El principal obstaculo para resolver un problema o crear una idea nueva, puede ser
una idea habitual dominante que no nos permite salir de los esquemas preestablecidos y
que conforma nuestra percepcion’’. Un ejemplo que clarifica esto, es un problema que
se les propuso a un grupo de alumnos de bachillerato. Se les plante6é que formaran con
6 cerillos de igual longitud, 4 triangulos equilateros con sus aristas de igual tamafio. A
continuacion se muestran todas las posibles variantes-de solucion, sin que lograran lo
que se les pidio: ; : ;

% de Bono. E. 1975. pags 67-68.
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La idea que les impidio6 resolverlo era que estos triangulos tenian que estar sobre su
mesa banco, es decir sobre un plano. Esto no les permitié darse cuenta que se necesita-
ba aprovechar al maximo el mimero de cerillo de un triangulo, pasando a la tercera
dimension y formar un tetraedro que tiene cuatro triangulos equilateros y solo necesita
para formarse seis aristas, que son los c8rillos con que contamos. De aqui nos podemos
dar cuenta la importancia de escapar de una idea errénea dominante y buscar distintas
alternativas que hagan mas probable encontrar la solucién correcta. Si no lo hacemos,
corremos el peligro de quedar atados en una idea, que nos impide buscar la solucién
correcta.

b

Otra forma de escapar de las ideas dominantes es por medio de la duda metddica de
René Descartes. Este método consiste en preguntar por los elementos de un problema o
teoria sin dar nada por supuesto, impidiendo que nuestro pensamiento se conforme o
adecue. El lo resume en la frase “dudar es pensar”. Asi, podemos ir nalizando todas las
partes hasta llegar a su mera raiz. Impide que se conviertan en “naturales”, las ideas
que en un principio fueron supuestos o aproximaciones, permitiendonos manejar alter-
nativas que nos pueden llevar a una mejor aproximacion, o a la solucion.

II. Busqueda de las distintas alternativas de solucién. Una vez localizada el mayor
numero posible de ideas habituales, y demostrado que no nos conduce a la solucidn, es
importante generar el mayor nimero posible de alternativas novedosas. Primero, es
importante poder escapar de ellas. Una manera es debilitar el niicleo central presensan-
do una variacion del mismo, modificando un principio o algiin elemento del problema.
Un pequeifio cambio en la forma de percibir algo, puede producir efectos profundos, ya
que nos permite salir de la atraccion de las ideas rutinarias y llegar a otras totalmente
diferentes’’. Aunque no se lleguen a ideas que conduzcan a una solucién, el hecho de
ver las cosas de manera distinta nos peninite darnos cuenta de que el problema se puede
plantear de muchas maneras y no de una sola como creiamos en un principio, lo que
nos permite escapar de la rigidez de nuestra postura inicial. Y esto, a su vez, penmite
generar mas 1deas nuevas. Otra forma es proponer algo totalmente opuesto a lo que se
cree que es. Por ejemplo, en vez de pensar que 10s objetos caen con aceleracion dentro
de un elevador, suponer que es el elevador el que se mueve hacia los objetos con esa
misma aceleracion. O en vez de que nosotros nos movamos por el piso, sea el piso el
que se mueve bajo nuestros pies como podria ser una escalera eléctrica.

Un problema, algunas veces s6lo puede serlo, por como lo estamos enfocando, un
pequeiio cambio de percepcion, lo que parecia serlo, ya no lo es. Por ejemplo, tenemos
el siguiente problema: “Se va a organizar un torneo de tenis por eliminacion directa -el

2 1bid., pag, 69.
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que pierda un partido queda automaticamente fuera del tormeo-, y se necesita saber cu-
antos partidos se disputaran hasta tener un campeodn si son 256 los jugadores partici-
pantes”. Este problema se puede resolver de manera facil, aunque engorrosa, dividien-
do el nimero de jugadores entre 2, sabiendo que la mitad quedan eliminados en cada
etapa, y la otra mitad son los ganadores y continuan jugando, donde cada juego ganado
representa un partido; sumando el numero de juegos en cada fase hasta llegar al cam-
peon obtendriamos el total de juegos disputados. Entonces el nimero estaria dado por
la siguiente suma: 128+64+32+16+8+4+2+1=255. Una manera mucho mas facil de
resolver este problema y sin necesidad de hacer ningin tipo de calculo es que, en vez
de considerar a los jugadores ganadores, tomar en cuenta a los perdedores, y sélo hasta
la etapa final. Sabemos que cada partido perdido representd un juego, asi como consi-
deramos antes de que cada partido ganado lo fue de igual forma. También sabemos que
el unico jugador que no perdid fue el campedn. Entonces, los otros jugadores que si
perdieron un partido son los restantes 255 participantes, y por lo tanto este es el nimero
de juegos disputados, que coincide con el calculo hecho con el método anterior.

En el siguiente problema, su solucién ya no es tan evidente como el anterior, y se
podran ver de manera mas clara las ventajas de un cambio adecuado de enfoque. “Se
tienen dos vasos de igual volumen, uno con vino y otro con agua al mismo nivel. Se
toma una cucharada del vaso con vino y se deposita en el vaso con agua. Ahora, se
toma una cucharada del vaso con agua y vino y se regresa al vaso de vino. Se repite el
proceso anterior nuevamente. El problema consiste en saber si hay mas vino en el vaso
de agua que agua en el vaso de vino o a la inversa, si sabemos que el volumen total en
cada vaso no varid™. La primera idea que se nos ocurre para resolver este problema es
calcular etapa por etapa la cantidad de vino en el vaso de agua y la cantidad de agua en
el vaso de vino, y esto suponiendo que en cada paso el agua y el vino se mezclaron
perfectamente, que no lo da por supuesto el enunciado del problema. Esta es una mane-
ra tediosa y complicada de resolverlo. Una manera mas facil y divertida es partir de
suponer cual podria ser el resultado final del mezclado, en vez de seguir su desarrollo
del proceso del inicio, paso a paso. Este pequefio cambio de perspectiva produce una
gran diferencia. En principio sabemos que el volumen de los 2 vasos no varid, porque
la misma cantidad que se le quitd a cada vaso en cada etapa, luego se le regreso, ya que
se utilizd siemp}e la misma cuchara. En su estado final, el vaso de vino contiene cierto
volumen de agua total que definiremos como v,,, y que no sabemos cual es su valor,
porque durante el proceso hubo muchos intercambios. También sabemos que en el vaso
de agua hay un cierto volumen de vino que tampoco sabemos su cantidad y definire-
mos como V,. Entonces, ;como determinar cual volumen es mayor de v,, y vg?
Sabemos que el origen del volumen de v,, fue el vaso con agua, entonces este volumen
debid ser desplazado totalmente de aqui y debe estar dado por dicha cantidad. Pero sa-
bemos que el volumen total del vaso con vino no varid, entonces se debié desplazar
una misma cantidad de vino que ha sido sustituida por el agua. j Y por lo tanto sus
volumenes son iguales: v,z = Vg !

El problema parecia muy dificil de resolver a primera vista, cuando se intenta soluci-
onar esapa por etapa; pero un cambio de enfoque al considerar su etapa final como pun-

to de partida y el volumen total de vino y agua mezclado en cada vaso , y no la densi-
dad en cada fase, crea una profunda diferencia y nos hace entrever una solucién mucho
mas facil y elegante.
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Otra forma de generar ideas nuevas, es proponer ideas totalmente disparatadas y ver
que efectos produce en nuestra percepcion del probleman. Entre mas fuera de lo co-
mun se nos haga dicha idea, puede ser mejor, ya que indica que se sale totalmente de lo
habitual y esto puede ser muy valioso, porque rompe con nuestros esquemas de per-
cepcion, liberandonos de las ideas dominantes, y permitiéndonos ver las cosas de otra
manera. Estas ideas pueden funcionar como provocacion, que inicialmente pueden ver-
se como algo sin sentido para el problema, pero que al debilitar la idea central, permite
a la percepcion “acomodarse™ a otra forma de ver de acuerdo a estas ideas provocati-
vas, lo que puede derivar en una idea valiosa para su solucion. Atn si no se alcanza es-
to, sirve para damos cuenta que las cosas se pueden ver de manera distinta y nos im-
pulsa a seguir buscando. Por ejemplo, si se requiriera lavar un piso de una gran ex-
tension de una manera rapida, facil y divertida se podria proponer usar patines, esta
idea aparentemente disparatada podria llevar a la idea de colocar los cepillos en la suela
de los zapatos y deslizandose por el piso tallarlo como si se estuviera patinando. Otras
formas de provocacidn es introducir elementos nuevos y arbitrarios al ?roblema y ver
que efecto producen. O con palabras buscadas al azar de un diccionario®.

Algunas veces puede pasar que agregamos mas elementos de los que realmente exis-
ten en un problema, o ignoramos algunos. Suponemos mas restricciones de las que hay,
o no definimos elementos o conceptos necesarios para la solucion del problema (como
detallaremos en el siguiente paso). La historia apocrifa del huevo de Colon ilustra cla-
ramente esto. En una disputa con otros marinos, que le decian que descubrir Las Indias
(Ameérica) habia sido realmente facil, porque solo hubo que apuntar hacia el oeste y
navegar. Colon como respuesta les propuso que trataran de parar un huevo de punta.
Los marinos, como es obvio, por mas que lo intentaron, no pudieron lograrlo. Entonces
Colon agarro el huevo, lo aplasto de la punta y paré el huevo. Obviamente los marine-
ros se quejaron diciendo que no se les habia advertido de que el huevo pudiera dafarse;
Colon les contesto que el tampoco sabia que el océano pudiera cruzarse.

III. La hipoétesis y la conjetura: los elementos creadores del pensamiento. Cuando
en un problema creemos conocer todos sus elementos -datos, incognitas, condiciones-
y realizando un analisis exhaustivo de todos ellos, redefiniendo o amplidndolos, y aun
asi no podemos resolverlo, entonces es necesario proponer una conjetura o hipotesis.
Una conjetura es proponer un nuevo elemento al problema o manera de relacionarlos,
que antes no existia y que es como la pieza del rompecabezas que faltaba para poder
armarse. Este paso es esencial para la ampliacion de una teoria, o un algoritimo, porque
se trata de proponer un nuevo elemento, concepto o ley, necesario para poder explicar
algo que las viejas ideas o teorias no logran resolver, en vista de que ya rebasan sus
limites explicativos. En sintesis, un buen analisis no basta si el problema que buscamos
solucionar rebasa lo que conocemos, o con ver de distinta manera los elementos del
problema si lo que hace falta es un nuevo elemento. Es necesario poder definir una
nueva variable, concepto, o proponer una hipotesis para una nueva ley que permita
relacionar los elementos de manera distinta.

La historia de la ciencia muestra como fueron evolucionando los conceptos y leyes
de las teorias que explican los fenomenos naturales. Por ejemplo, antes de Newton,
Galileo no pudo explicar el movimiento de los cuerpos porque no contaba con todos los
elementos necesarios para hacerlo. Newton si pudo explicar el movimiento de los cuer-
pos en la tierra, las mareas y el movimiento de los planetas solo porque conté con que

2[bid. pags.70-71.



34

antes, Galileo habia descubierto la ley de la inercia, Kepler habia descrito con sus leyes
el movimiento de los planetas, ademas de que el mismo tuvo que proponer el concepto
de masa y la ley de la fuerza Gravitacional, ademas de inventar el calculo. De aqui la
frase de que su creacion sélo fue posible porque se paré en hombros de gigantes.

La ley de la inercia no fue un hecho descubiérto totalmente de la observacion, si no
también creado por la imaginacién de Galileo. Experimentando con el movimiento so-
bre un plano inclinado, se dio cuenta de que conforme la superficie se volvia mas tersa,
los cuerpos lanzados a la misma altura sobre el plano inclinado, se deslizaban sobre el,
y al llegar al piso horizontal avanzaban mayor distancia antes de detenerse. Entonces
propuso como hipoétesis que qué pasaria con £l movimiento de los cuerpos si la friccién
se volviera nula, lo cual de acuerdo a su observacioén experimental, lo llevé a extrapolar
que los cuerpos se moverian a velocidad constante con la que fueron lanzados del plano
inclinado de manera indefinida.

Un ejemplo sencillo de la necesidad de proponer hipoétesis creativas seria el proble-
ma de los cenillos, mencionado antes, donde se considero la tercera dimension para po-
der resolverlo, en vez de la bidimensionalidad supuesta en un principio.
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S. Los Algoritmos y la Educacion

Todo el siglo XX transcurrié con la acumulacion de una gran cantidad de conocimiento,
tanto que actualmente amenaza con desbordamos. Vivimos en la era de los especialis-
tas. Ahora es imposible poder absorber ya no digamos todo el conocimiento contempo-
raneo creado, sino tan solo la de nuestra propia area de estudio. La ciencia se ramifica
en sub-areas y a la vez esta en sub-sub-areas, hasta el punto de que un cientifico de cier-
ta sub-area de la fisica como la astronomia, por ejemplo, no entienda lo que hace un co-
lega que estudia las particulas elementales. Y asi en todas las demas ciencias. La acu-
mulacién de conocimiento es cada vez mayor y a mas velocidad. En la educaciéon es ca-
da vez mas la cantidad de conocimiento que se debe absorber en menor tiempo. Los
programas de estudio se saturan, quedando a la mitad sin poderlos cumplir. A los alum-
nos se les atiborra de conocimiento, y los temas apenas visto en semestres pasados ya
no se acuerdan ni de lo basico. Los objetivos primordiales novse cumplen y mucho me-
nos les es posible asimilar los ultimos avances de la ciencia.

Para evitar que este conocimiento nos rebase debemos mejorar nuestra forma de a-
prender, y lo que también es muy importante, de ensefiar. Para esto, es fundamental no
solo ser ‘buenos absorbedores de conocimiento, sino ademas aprender a manejarlo y a
desenvolvemnos con el: saber distinguir que es lo importante de lo superfluo; aprender a
usar las leyes generales, conceptos tedricos, aplicandolos a casos particulares (pensami-
ento deductivo), o de casos particulares alcanzar conclusiones generales (pensamiento
inductivo); saber dirigir nuestra percepcion a las distintas partes de una situacion y a en-
focar las cosas de distintas formas; ampliar y mejorar nuestro conocimiento; a generar
ideas creativas y resolver problemas. En una frase, desde la primaria debemos no sélo a-
cumular conocimiento, sino también aprender a pensar.

Lamentablemente en la educacion actual solo se han abocado a la transmision del co-
nocimiento y no a desarrollar las habilidades del pensamiento. En principio esto se ex-
plica por el hecho de que hasta no hace mucho se creia que la inteligencia era una cuali-
dad innata, casi magica, un acto inconsciente integral de pensamiento y que si no la po-
seias, nada podias hacer por mejorarla. Como ya explicamos, el pensamiento tiene que
ver con reproducir conocimiento, pero también con operaciones mentales, es decir con
actos concretos interiorizados con los que transformamos modelos abstractos de la reali-
dad y ampliamos nuestro conocimiento. Con el pensamiento modificamos una represen-
tacion de la realidad y no a la realidad misma, aunque estos modelos también tienen una
representacion fisica por medio de imagenes y simbolos, y son los que manipulamos
con el pensamiento mediante la escritura y/o las matematicas. Por lo tanto, es un acto
que puede ser divisible en partes mas elementales y comprensibles para cualquier perso-
na, y en consecuencia una habilidad que se puede aprender y desarrollar. Entonces, el
proceso del pensamiento se puede organizar en una serie de operaciones mentales, es
decir actos que realizamos con la imaginacion: la manipulacién o transformacion mental
de objetos o de modelos abstraidos de la realidad. Estos actos se pueden ordenar en un
algoritmo, donde cada uno de estos pueden ser perfectamente reproducibles con la prac-
tica por cualquier persona normal (por ser actos eoncretos y no magicos). Entonces, si a-
prendemos a reproducir estos pasos, es obvio que aprenderemos pensar.

El saber pensar por medio de un plan mental (algoritmico o heuristico) causa que nu-
estra psique pueda desenvolverse a través de una gran cantidad de informacion del me-
dio natural o cultural, de manera eficaz. Esto porque los algoritmos estan basados en re-
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glas suficientemente generales que se cumplen para un determinado tipo de problemas
de un cierto universo. En sintesis, saber pensar tiene que ver con conocer un plan de
accion mental para una situacion determinada, aplicandolo de manera adecuada, cuando
corresponde a la accion que queramos efectuar o al problema que buscamos resolver; o
creandolo cuando la situacion o el problema es desconocido.

Por tanto, mas que una cualidad, es una habilidad, y que puede aprenderse y mejorar-
se con la practica. Como siempre en toda actividad humana, hay personas con mas cua-
lidades para una actividad y otros para otra; para el pensamiento han existido personas
mas habiles que han descubierto por su cuenta estos actos y lo han desarrollado mejor.
Pero siempre se puede aprender de ellos y por nuestra propia cuenta, para mejorar
nuestra habilidad en el manejo de nuestro pensamiento. Al fin y al cabo, todo es como
aprender a andar en bicicleta, entre mas se practique, mas rapido aprenderemos y mejor
conductor de nuestro pensamiento llegaremos a ser.

Otra grave error en la educacion ha sido el considerar que la ensefianza se debe trans-
mitir a través de casos particulares, de situaciones concretas, y asi, de manera inductiva,
el estudiante llegara a comprender las leyes generales; porque es el camino que han se-
guido los cientificos para el descubrimiento de sus leyes. Pero este es un esfuerzo inne-
cesario que se hace pasar a los alumnos, ya que se les hace recorrer por los mismos obs-
taculos que el cientifico tuvo que pasar para llegar a sus descubrimientos. Para llegar a
esta leyes el cientifico requirid de intuicion dada por la experiencia a través de muchos
afios, y de su conocimiento como investigador, para poder proponer una hipotesis que
va mas alla de dichos casos particulares. Se somete al alumno a esfuerzos que estan
fuera de su capacidad, y de cualquier otra persona. Se ensefia en principio de manera
inductiva por que se piensa que es la mejor manera, si no la unica, de que la mente de
un ser humano puede aprehender generalidades o abstracciones. Sin embargo, Jean
Piaget en sus estudios sobre la inteligencia humana menciona que es a partir de la ado-
lescencia el pensamiento de un ser humano ya a alcanzado su plena madurez y es capaz
de comprender y manejar abstracciones. Tal como lo expresa textualmente: “Pero, des-
pués de los once o doce afios, el pensamiento formal se hace justamente posible, es de-
cir, que las operaciones logicas comienzan a ser transpuestas del plano de la manipulaci-
on concreta al plano de las meras ideas, expresadas en un lenguaje cualquiera (el lengu-
aje de las palabras o el de los simbolos matematicos, etc.), pero sin el apoyo de la per-
cepcion, ni la experiencia, ni siquiera la creencia. Cuando decimos en el ejemplo que
acabamos de citar: “Edith tiene los cabellos mas obscuros que Lili. Edith es mas rubia
que Suzanne. ;Cual de las tres tiene el cabello mas oscuro?”’, presentamos en abstracto,
efectivamente, a tres personajes ficticios, que no soh mas que simples hipotesis para el
pensamiento, y sobre estas hipotesis pedimos al nifio que razone. El pensamiento for-
mal es, por tanto, “hipotético-deductivo”, es decir, que es capaz de deducir las conclu-
siones que hay que sacar de puras hipoétesis, y no sélo de una observacion real. Sus con-
clusiones son validas aiin independientemente de su verdad de hecho, y es por ello por
lo que esa forma de pensamiento representa una dificultad y un trabajo mental mucho
mas grande que el pensamiento concreto”. **

Ensefiar de manera inductiva vuelve muy complicada la ensefianza, y demasiado
complejo el manejo de las teorias tanto fisicas como matematicas, o de cualquier otra
area. Por ejemplo, en la actualidad en una materia como Fisica a nivel universitario, cu-
ando se ensefia un tema particular como la dindmica, de la ecuaciones generales se le
presenta al alumno una férmula particular o método de solucion para cada tipo de pro-

 Piaget, Jean. 1964. pags. 94-99.
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blema, en una serie de ejemplos, como es el caso que involucran un plano inclinado, un
resorte o la cuerda, etc.; el estudiante observando como se resuelven estos casos, debe
aprender a solucionar cualquier otro problema del tema. Entonces, cuando se le presen-
ta uno distinto en algin examen o tarea no sabe que hacer o intenta resolverlo como uno
de los ejemplos ya vistos, lo cual por supuesto conduce al error, porque la mayoria de
las veces los problemas solo se parecen superficialmente. Esto provoca que el estudiante
busque una foérmula o método particular conocido para resolver cualquier problema. Es-
to impide que pueda desenvolverse libremente por que su pensamiento se encuentra su-
peditado a algun problema analogo que haya visto en el pasado, pero como casos parti-
culares existen una infinidad, es imposible que los conozca o se acuerde de todos. La si-
tuacion todavia se complica mas porque el tema se divide en capitulos, cada uno de ma-
nera independiente y sin aparente relacion uno con otro y con sus respectivas y particu-
lares ecuaciones. Ademas que es necesario conocer las leyes del algebra y el cédlculo, y
crtrmecs ol vhreete de chormemton oot bey ot Teameiat s TaitpRea 2l gndo, g ®
vuelve casi imposible para cualquier persona manejar esta tepria.

El método deductivo, en oposicion con el método inductivo, va de lo abstracto a lo
concreto, de las leyes generales a los casos particulares. Para la mente humana es mucho
mas facil pasar de lo general a lo concreto, que de lo concreto a lo general, porque lo in-
ductivo requiere dar un salto intuitivo muy complicado en el entendimiento de las carac-
teristicas semejantes de objetos distintos, que con lo deductivo es reducir esta generali-
dad, es discriminar si un objeto cabe dentro del conjunto al cual se puede aplicar una ley
o teorema. Ademas que con el método deductivo partimos de un nimero pequefio de
conceptos generales y lo aplicamos a una diversidad de casos particulares. Esto simpli-
fica mucho su manejo y aplicacion.

Con todo esto no queremos decir que sea mejor el método deductivo que el inductivo,
porque es precisamente con este ultimo como se han logrado los grandes avances en la
ciencia. Pero para la educacion es mucho mas conveniente el primero, ya que con este
podemos empezar a ensefiar precisamente desde donde ha alcanzado a llegar la ciencia:
de las leyes tedricas y los principios generales. Solo de esta manera podria ser posible ir
a la vanguardia con el conocimiento y manejar las teorias cientificas modernas.

El pensamiento algoritmico es de tipo deductivo ya que trata de dirigir la psique en la
operacion de leyes generales aplicado para cada problema que quede englobado dentro
de estas. Asi, lo complejo del manejo de una teoria se organiza y se simplifica en una
secuencia de operaciones que involucran a las leyes, cuyo nimero es pequefio, y por
tanto las teorias se vuelven mas faciles de manejar. Asi, una serie limitada de operacio-
nes puede resolver un nimero ilimitado de problemas, siempre y cuando se encuentren
dentro de los alcances explicativos de la teoria.

La ensefianza de los métodos de pensamiento suficientemente generales como los al-
goritmos, semialgoritmos y la heuristica, son secuencias de reglas con indicaciones sufi-
cientemente genéricas y que implican operaciones suficientemente universales —unas
mas que otras-, pueden educar la mente para el pensamiento deductivo e inductivo, ya
que forma la actitud para utilizar las teorias en sus rasgos particulares y generales. Al
resolver un grupo homogéneo de problemas mediante estos métodos aprendemos a ha-
cer generalizaciones, pero también a particularizar cuando el algoritmo no resuelve este
tipo de problemas y es necesario buscar otro método, o crearlo. El uso de estos métodos
educa a la mente de los estudiantes y del que los usa ya que para su aplicacion se requie-
re exactitud, rigor, consecuencia y disciplina. A la vez el dominio de este tipo de pensa-
miento le otorga una confianza en si mismo a los estudiantes lo que le despierta el inte-
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rés por el tema de estudio, nace en ellos el deseo de aprender sino existia y empiezan a
amar el trabajo mental.

Con estos métodos no se corre el peligro de limitar al pensamiento, simplificarlo o
trivializarlo. El peligro existe si se les ensefia mal, si se les da como un método final y
completo, si no se les advierte de sus limitaciones. Con los algoritmos se dirige la ense-
fianza en la formacion de habitos y aptitudes para el pensamiento de los estudiantes. El
fin ultimo es que ellos pasen lo mas rapidamente posible a la auto-conduccion de su
pensamiento y esto se logra cuando ellos disefian de manera auténoma sus propios algo-
ritmos.

El uso de estos métodos eleva considerablemente la rapidez y seguridad en la asimila-
cion de los conocimientos, aptitudes y habitos, disminuyendo considerablemente el nu-
mero de errores al resolver una tarea. Todo esto se sabe por que ya se han aplicado a la
educacion en Rusia, y segln una experiencia con alumnos de octavo grado (segundo de
secundaria segun nuestro plan de estudio), los resultados obtenidos fueron excelentes;
segun sus propias palabras: “Los resultados fueron éptimos. Escolares que habian estu-
diado geometria durante dos afios y medio sin haber aprendido a resolver problemas, lu-
ego de un breve aprendizaje de algoritmos especiales, revelaron de pronto aptitudes para
las matematicas. A partir de ese momento, resolvian sin dificultades la mayor parte de
los problemas que antes constituian un escollo para ellos. En cuanto a los que ya lo re-
solvian bien, ni bien aplicaron las nuevas reglas, mejoraron aun mas su comprensic’m”“.
El uso de algoritmos no es exclusivo de las ciencias exactas, en Rusia ademas se la han
usado para la ensefianza de ortografia, sintaxis y hasta la estilistica de su idioma, y los
resultados también han sido muy alentadores. Aqui se aplica a la Fisica y Matematica,
pero su uso se podria ampliar aun mas. Creemos aqui que los algoritmos se podrian a-
plicar a toda actividad académica o profesionales donde sea necesario realizar una tarea
y que involucre aplicar reglas para lograr un objetivo y/o resolver un problema. Y no
solo a éstas, sino hasta de la vida diaria.

El siglo XXI necesitara de seres humanos que piensen de manera auténoma, creativa,
amplia, abierta y certera. En un mundo cada vez mas complejo por la cantidad de infor-
macion que recibimos del medio, por los problemas socio-cuiturales y ecologicos, sera
la inica manera de desenvolverse en el, de entender la realidad para actuar y vivir mejor
en el mundo; no solo ser mero paisaje de este, sino parte activa que lo transforma hacia
una mejor evoluciéon: un mundo cada vez mas Humano.

Para lograr esto, sera necesario que los centros educativos empiece a conocer la natu-
raleza humana y sus verdaderas motivaciones. La forma de motivacion de la educacion
actual ha sido por medio del amedrantamiento mediante exdmenes, notas bajas, expulsi-
ones y castigos; es decir, por medio del sufrimiento fisico y mental. Todo esto es lo que,
por su naturaleza, el ser humano trata de evadir. De aqui que los peores recuerdos de
una persona muchas veces estan relacionados con su paso por la escuela. Asi, lo que se
logra es, lo que podria parecer imposible, matar la natural curiosidad humana y ensefiar
a aborrecer todo lo que parezca o “huela” a educativo. La naturaleza humana lo que
busca siempre es el placer, el juego, o lo que llama su interés por curiosidad. Las unicas
personas que aun conservan intactas estas cualidades son los niiios, los cientificos y los
artistas. Un cientifico puede trabajar en un proyecto de investigacion de manera obsesi-
va por meses o afios, abstraido, olviddndose del mundo exterior, no por lo que le pagan,
que muchas veces no representa su esfuerzo, sino por lo emocionante y excitante aven-
tura que representa la busqueda de un descubrimiento, una invencioén o una nueva ma-

™ Sapérina, E. 1971. pags. 166-167.
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nera de ver el mundo. Un artista puede permanecer absorto en su creacion olvidandose
del hambre, la sed y hasta el suefio, por lo excitante de encontrar nuevas visiones y sen-
saciones del mundo. Un nifio puede pasar horas observando el salto de un grillo, o como
gira un trompo, por la capacidad de sorprenderse ante hechos aparentemente tan trivia-
les para las demas personas.

Por lo tanto, la forma de incentivar a una persona a aprender, es estimular las cuali-
dades humanas mas positivas. La educacion debe ser un proceso de bisqueda y descu-
brimiento, como la investigacion y el arte, y no una saturacion de datos inconexos y sin
aparente relacion con la realidad como es actualmente. La escuela debe ser un lugar
donde se llega a ser fundamentalmente feliz, y donde se estimula sus cualidades que lo
vuelven mejor ser humano. Y esto es lo primero que debemos aprender, para luego po-
derlo ensefiar. Se debe educar para la libertad de pensamiento y accidon, pero también a
respetar la libertad de los demas; no para el dogma de las ideologias sino para que
aprendan a llegar mas alla de lo que le dicen y leen: a conclusmnes e ideas propias. El
pensamiento constructivo mas que el de confrontaciony destruccién del * ‘oponente”, co-
mo es el pensamiento dialéctico, y que estructura nuestra cultura actualmente. Este tipo
de pensamiento es el enfrentamiento de dos posturas ideoldgicas por medio de la critica
y la argumentacion, y una lucha “encamizada’” para ver cual vence, y es la que se acepta
y permanece vigente, la otra se descarta a pesar de que tenga mucho de valioso y pueda
complementarla. En estos enfrentamientos se ataca lo negativo de la otra idea y se ocul-
ta lo valioso. De acuerdo a este tipo de culturas, argumentar es defender tu postura, tu
posicion, tu forma de pensar, tu subjetividad como si fuera la verdad objetiva. Pero
sabemos que aun las teorias mas avanzadas son solamente una aproximacion a la reali-
dad, una realidad tan compleja, que escapa a nuestras capacidades humanas comprender
en su totalidad. Entonces, es imposible que alguien pueda tener la razon totalmente o
que pueda comprenderla totalmente. Por 1o tanto, es necesario partir de que no lo sabe-
mos todo y el otro no sabe nada, sino que nuestro conocimiento se complementan y que
son ambos puntos de vista para construir un conocimiento de la realidad que vaya mas
alla de lo que conocemos en la actualidad y que nos trasciende. Esto se aplica no sola-
mente en la ciencia, sino también en los problemas de relacion con otras personas que
cotidianamente llevamos a cabo. Solo asi se podra construir una sociedad verdadera-
mente humana, donde las diferencias ideoldgicas o de cualquier otra indole sirvan mas
para la unién que para el enfrentamiento. Donde este mundo puede ser de muchos tipos,
de acuerdo a la diversiddad humana y creatividad de cada persona, pero siempre respe-
tando la libertad de pensamiento y accion de cada ser humano, y cuidando nuestra unico
hogar y nave cosmica: la Tierra.

En el siguiente capitulo presentaremos finalmente los algoritmos para solucion de
problemas de fisica y matematicas.
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6. Algoritmo para la Solucion de Problemas

Por lo general. cuando buscamos resolver un problema de Fisica o Matematicas quere-
mos encontrar el valor de las incognitas de manera inmediata; pero este solo es una par-
te de su solucion, la final. La solucion de un problema es un proceso que involucra pa-
sar por una serie de etapas: **(1) construir una representacion cualitativa del proceso fisi-
co y el problema, (2) razonar alrededor del proceso usando estas representaciones cuali-
tativas (interpretacion fisica, quimica, economica, biologica, etc.), (3) Construir una re-
presentacion matematica con la ayuda de una representacion cualitativa, y (4) Resolver
el problema cuantitativamente”**. De acuerdo a la situacion que queramos comprender o
al problema que necesitemos resolver, debemos pasar de un nivel de comprension
cotidiano a uno mas cientifico o formal para poder manipular de mejor manera sus vari-
ables y cuantificarlas. Segun este esquema y de acuerdo al semi-algoritmo presentado
antes, construimos los algoritmos generales que se aplicaran a temas de Fisica y Mate-
maticas a nivel bachiller y universitario; es decir para fuerza constantes y por lo tanto
aceleracion constante en el tiempo. Cuando la fuerza varia en el tiempo, son necesarias
las ecuaciones diferenciales y estos algoritmos ya no se aplican

I. Comprender el Problema

A) Hacer un esquema pictdrico del problema eligiendo el sistema de referencia mas a-
decuado, siendo este el que necesite menos variables para su descripcion. El hacer una
descripcion pictorica es de mucha utilidad, ya que nos facilita entender que esta pasan-
do, y comprenderlo de un solo vistazo. En esta se incluiran las variables fisicas y/o ma-
tematicas, segun corresponda al problema. Colocaremos aqui todos los datos, incagnitas
y condiciones, tanto los que nos proporcionen en el enunciado, como los que necesite-
mos definir para solucionar el problema.

B) Ordenar los datos, incognitas y condiciones en sus columnas respectivamente. Eti-
quetar las incognitas en principales (1. P.) y auxiliares (I. A.), siendo las primeras las
que nos piden resolver; y las segundas, otras variables que también intervienen en el
problema, y que aunque no nos piden encontrar su valor, son basicas para resolver las
primeras.

II.  Planteo y desarrollo de l1a Solucion

A) Encontrar la rclacion entre los datos y las incognitas, ya sea por las ecuaciones fisi-
cas o los teoremas matematicos segun corresponda, y las condiciones propias del pro-
blema. De aqui, obtendremos una serie de ecuaciones donde estaran relacionados nues-
tros datos con las incdgnitas principales y auxiliares. Este ya es el paso de la descripcion
pictdrica y fisica, a la matematica.

B) Del sistema de ecuaciones lineales que resulta del paso anterior, si el nimero de estas
es mayor que el numero de incognitas. decimos que la condicion es redundante. Por el
contrario, st el nimero de ecuaciones es menor que el nimero de incdgnitas, se dice que

% Alan Van Heuvelen, 1991,
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la condicion es insuficiente, y debemos seguir buscando otras condiciones hasta encon-
trar un numero de ecuaciones que iguale al de incognitas. Si lo logramos, podremos de-
terminar éstas utilizando alguna de las técnicas de solucion para sistema de ecuaciones
lineales; Si no, no podremos determinarlas y se dice que las condiciones fueron insufi-
cientes.

I1I. Revisar el planteo y desarrollo de la Solucion:

A) Revisar el resultado. Una vez resuelto el problema es importante verificar si el re-
sultado que obtuvimos es correcto. Debemos revisar primero, si las unidades de los va-
lores calculados corresponden a la cantidad fisica, quimica, o de cualquier otra especie
que estamos buscando. También, ver si el valor calculado cae dentro de un rango espe-
rado o de lo que es posible esperar; o al menos, revisar que el resultado no sea algo dis-
paratado. Por ejemplo, si estamos calculando la distancia entre dos estrellas, su unidad
tiene que corresponder a la de distancia, ya sea en metros, kilometros o afios-luz y no al
de velocidad. Y la dimension de su magnitud debe corresponder a afios-luz. En caso de
que nuestra solucion no cumpla con alguno de estos requerimientos, debemos revisar
cada uno de los pasos hasta encontrar el error en el razonamiento o en los célculos.

B) Revisar el razonamiento desarrollado. Aun si el resultado que obtuvimos es co-
rrecto, es de suma importancia también, revisar el razonamiento llevado a cabo hasta
llegar a la solucion. Hacer esto no es tan facil como pareciera, ya que la tendencia natu-
ral de la mente, o su misma inercia por mal habito es, que una vez resuelto un proble-
ma, tiende a dejarlo atras y pasar a otra cosa. Pero esta es una costumbre que hay que
revertir en virtud de que se pierde el aprendizaje otorgado por la experiencia de resolver
un problema: el auto-observarse para ver que operaciones mentales fueron erroneas y no
volver a repetirlas, o cuales las acertadas, y necesaras recordar; donde dimos vueltas sin
llegar a ningun lado, cuales operaciones mentales si dieron resultado y cuales no, deter-
minar los descubrimientos de nuevas ideas o formas de solucionar el problema. Estas
auto-correcciones serviran para que no cometamos los mismos errores y optimicemos la
solucion de problemas de manera rapida y eficiente; anotamos mentalmente los éxitos,
y a la préxima que nos ercontremos un problema parecido, lo resolvamos de forma
algoritmica como problema tipo.

C) Buscar otras posibles alternativas de solucion. Tratar de encontrar ofras formas de
solucionar el mismo problema nos puede ensefiar muchas cosas. Nos hace ver que hay
mas de una manera de resolverlo, y que algunas de estas son mas faciles de llevar a cabo
que la forma que en un principio lo efectuamos. Este paso, nos proporciona una visior
retrospectiva del problema, que a diferencia de cuando lo empezamos a solucionar, aho-
ra si sabemos cuales eran los datos y las condiciones importantes para llegar a la solu-
cion, y de esta manera, podemos saber que era lo que nos impedia darmos cuenta de ello,
y de que otras maneras podriamos resolverlo. Esta experiencia nos servira para damos
cuenta de nuestros malos habitos, de nuestros esquemas erroneos y rigideces y poder
romper estos malos condicionamientos, para la generacion de nuevas ideas en futuros
problemas.
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7. Algoritmos para la solucion de problemas de la Mecanica
Clasica

Algoritmo para la Cinematica

1. Comprender el Problema:

A) Hacer una descripcidn pictdrica que represente todo lo que acontece en el problema.
En esta, colocar todos los datos e incognitas: las cantidades fisicas vectoriales como la
velocidad y la aceleracion con su signo adecuado de acuerdo a como esté orientado con
respecto a los ejes coordenados. siendo estos positivos cuando van en la direcciéon posi-
tiva de el eje x o ¥, y ncgativa cuando van en la direccion opuesta

B) Colocar en sus respectivas columnas los datos, incégnitas y condiciones, dividién-
do las incognitas en principales (I. P.) y auxiliares (I. A.).

I1. Planteo y Desarrollo de la Solucion:

A) Debemos relacionar los datos con las incdgnitas utilizando para ello las ecuaciones
de la cinematica, que son las que me describen el movimiento de una particula con ace-
leracion constante. Estas son las condiciones o restricciones que me describen el movi-
miento de un cuerpo en el plano o en una dimension sobre cualquiera de los ejes.

B) Encontrar un nimero de ecuaciones igual al de incégnitas que me relacionen las in-
cOgnitas principales y auxiliares, con los datos. En caso de que el sistema de ecuaciones
su nimero sea menor que el de mncognitas, se debera seguir buscando de las restantes
ecuaciones de la cinematica o de alguna condicidn extra, hasta que sean iguales.

III. Revisar el Planteo y Desarrollo de la Solucion.
A) Revisar el Resultado.

B) Revisar el razonamiento llevado a cabo.

C) Buscar otras alternativas de solucién.
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. . . 2 n . .
1. Si un carro en reposo pudiera acelerar de manera continua a /0 m/s”, ;qué distancia

viajaria y cuanto tiempo tomaria para alcanzar:
a) la velocidad del sonido, 330 m/s?

b) La velocidad de escape de un cohete desde la tierra, 11.2 km/s?
c) 6x10 n/s queesel 20% de la velocidad de la luz?

1 A)
x=?
Xo=0 t=?
tg=0 - - v=a) 330 m/s
Vo=0 a=10 m/s b) 11.2 km/s
i c) 6x10' m/s
L B)
Datos: Incognitas: Condiciones:
=0 it = 1B 1) v=vg + at
v=330 m/s, 11.2 km/s, 6x}07 n/s 2) x=xo+ hfvo+v)
vo= 0 3) x=x¢ +’v0t + Yhat”
a = 10m/s’ 4) V= v + 2a(x — xp)
L A)

De las 4 ecuaciones tomadas de la cinematica debemos buscar al menos una que nos re-

lacione el mayor numero de los datos con las incognitas que deseamos resolver:

a) para este inciso, la velocidad final debera ser 330 m/s y la distancia viajada se
puede calcular con la ecuacién 2) y el tiempo con la ecuacién 1). La distancia no
se puede calcular directamente de 2) ya que involucra 2 incognitas (x y t) y para
ello necesitamos resolver primero 1). Pero tenemos 2 ecuaciones con 2 incogni-

tas y si las podemos resolver. El tiempo t se puede encontrar directamente.
Sustituyendo los datos en 1) v=v; + at :

330=0+ 10t = t=330/10 =  t=33seg.
Ahora si, sustituyendo el tiempo junto con los otros datos en 2):
x=xg+ %(vg+tv) = x=0+%(0+330)33 = x=5445m.

b) Ahora, cuando la velocidad final es 11.2 km/s:
v=vp+at = 11,200=0 + 10t = t=11,200/10 = t=1,120seg.
Y ahora:
x=xgt “a(vgtV)t = x=0+%(0+11200)1,}120 = x=6272x 10°m.
c) Para v=6x 10" m/s:
vevg+at = 6x 10" =0+10t = t=6x10 /10
Y ahora:

x=xo+ W(vo )t =  x=0+%(0+3x 1006x10° = x=9x10"m,

= t=6x 10° seg.
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I1L

A) Este es un problema que es relativamente sencillo de resolver y es muy dificil equi-
vocarse. El tiempo y la distancia obtenidos en su célculos no son tan irreales, cabe den-
tro de lo que podria esperarse.

B) Resolver este problema fue sencillo, pero tuvimos que recurrir a una segunda ecua-
cion para lograrlo. Si hubiéramos querido resolver para la distancia, sin damos cuenta
que podriamos resolver primero para el tiempo, no hubiéramos podido.

C) Podriamos haber calculado x con la ecuacion 3), teniendo el tiempo, aunque el calcu-
lo hubiera sido un poco mas largo. La velocidad la pudimos haber calculado con la
ecuacion 4) sin necesidad de! tiempo. De aqui nos damos cuenta de cuantas maneras
pudimos llegar al resultado.

AY
2. Un auto y un camion parten del reposo al mismo tiempo, pero separados una distan-
cia de 500 metros sobre una carretera rectilinea. E1 camion, que va por delante se mueve
con una aceleracion de 10 m/s”, y el auto con 20 mis’. a);A que distancia y en que
tiempo, contando de su punto de partida, el auto alcanza el camion?; b);,Qué velocida-
des llevan al encontrarse?
I A)

ay=20 mis, ac=10m/s,

an pub

500 m e X

Datos: Incognitas: Condiciones:

to=0 SO PR T V(28 1) v=vg +at

Vo= 0 2) x=x9+ %fvo +v)t

veo= 0 ! 3) x=xg + vot + Yat’

a, = 20 m/s 4) v'= vo- + 2a(x - x,)

a=10m/s’

Xoe =500 m

Xoa =0

II. A)

a) Colocaremos nuestro sistema de referencia desde donde parte el camion, porque
es desde aqui donde necesitamos calcular la distancia donde alcanza el auto al cami-
on, ya que la distancia que estan separados inicialmente ya la conocemos, y con esto
tendremos una sola variable x, en vez de dos, con lo que se simplifica nuestra solu-
cion. También como el auto y el camidon parten simultdneamente y necesitamos
conocer su tiempo cuando se encuentran, su tiempo es la misma t para ambos. En-
tonces, la ecuacion que mejor relaciona los datos con la incognita t es la (3):
B)
Para el auto:
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x=xs +vot + hal’ = x = =500 +0st +% %204 = x = -500+ 10 (1).

Aqui tenemos una ecuacion con dos incognitas que queremos resolver: x y z. Por lo
tanto, necesitamos otra ecuacion.

Ahora, parael camion:

X=X+ vt +%half = x=0++04 +%*104 = x=5" (2)

Ahora si, ya tenemos dos ecuaciones con dos incognitas. Igualando x de (1) con (2):

-500 + 10 =5 = 5 =500 = =100 = t=%10s. Pero tomamos nada
mas e} valor positivo del tiempo, porque el negativo no tiene sentido fisico = 1= /0s.

Sustituyendo en (2):

x=5 = x=5%10° = x =500m.

b) Para calcular las velocidades finales nos conviene mas usar la formula (1) porque ya
tenemos el tiempo:

v==v,tat = v,= 0+20%10 = v,= 200 m/s.

y 2 v.= 0+10%10 = v.= 100 m/s.

IH.

A) Los resultados obtenidos son razonables dentro de lo que cabria esperar. De todos
modos es importante revisar cada uno de los pasos dados en la solucién para no cometer
error alguno en el calculo numérico o de razonamiento.

B) El resolver este problema fue relativamente sencillo, pero esto tambien se debio a
que definimos bien las vaiiables y aplicamos la formula adecuada de la manera correcta.
También supimos elegir un sistema de referencia que nos simplifico el problema porque
solo definimos una variable para el desplazamiento x del auto y el camion.

C) El problema también se pudo haber resuelto con otras formulas aunque de manera
mas complicada. Si en vez de la formula 3) hubiéramos utilizado la 1) tendriamos, para
el mismo sistema de referencia:

v, =20t (1) yv. =10t (2). Aquitenemos dos ecuaciones con tres incognitas. Debemos
buscar otra ecuacion. Ahora aplicando la formula 2):

x=x,+ g+t = x=-500+ %0 + v)t =x= 500+ % v,t(3) y x= %vet (4)

Ahora tenemos 4 ecuaciones con 4 incognitas: v, v, ¢ Y x; ya podemos resolverlas.
Estas son las cuatro incognitas que nos piden encontrar y se deja como ejercicio al
lector. Este fue un camino alternativo mas dificil que el anterior, y de aqui nos damos
cuenta de la importancia de saber elegir la formula adecuada, aunque también se llega al
resultado correcto.
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3. Un objeto cae desde una azotea y pasa por una ventana que mide /.5 m en un tiempo

de 0.2 seg. Calcular la altura desde la que cayo el objeto si medimos desde la base de la
ventana.

L
A)
--------------- s Rt t°=O,V°-O
?
T ----------- Yo --mme- t1, V4
Y4 =15m At=02 seq.
yn l
B B W o y=0.t,.V,
B)
Datos: Incognitas: Condiciones:
4t=t—1,=0.1s = 1) v=v,— gt
y,=125m t, vy =1 A 2) y=yo+ %(v, tv)
y.=0m ; hoava==51 L A4 3) y=ya+}’ot - gtz/Z
a=-gjm/s 4) vi=y, -2g(y -yd
donde g =9.8
ve=0m/s, t,=0

En este problema suponemos que el objeto cae partiendo del reposo (v.= 0 m/s), ya que
no se dice de manera explicita. La altura de la azotea es medida desde la base de la ven-
tana (y,), porque asi lo pide el problema, ya que es el sistema de referencia mas conve-
niente, ya que si lo situamos en otra parte nos obliga a introducir otra variable, y nos
ahorra definir unanueva, lo cual complicaria mas el problema.

II.A) Dividiremos la solucion del problema en 2 etapas: la primera cuando la maceta cae
de la azotea y pasa por la parte superior de la ventana; la segunda, cuando va de la parte
superior de la ventana a la base. Esto para poder relacionar todos los datos con las in-
cognitas.

1* etapa. Utilizando la ecuacion 2) que me relaciona la IP con los datos y la lA:
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y=Yothtvetv)t = y=ypti0ve ), = 1.5=),+ Y, (1)

Esta ecuacion que encontramos incluye la incognita principal y,, pero tambien dos in-
cognitas auxiliares, v,y ¢,. Entonces ¢s necesario encontrar mas ecuaciones qué nos ayu-
den a resolver y,. Usando la ecuacion 3):

Y =VetVol= g2 = 1.5=yv,+0#,~Yhgt = LS=v,~%g, (2

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con 3 incognitas, ahora necesitamos encontrar la
tercera pero involucrando los datos de la otra parte del problema, es decir cuando pasa
por la base de la ventana.

2% etapa. De la ecuacion 3) tenemos:

Vi=Vetvti—gl/2 = 0=y + 00— Y% g’ B 0=y~%at’ = = ’/zgl:: (3).

Con esta ecuacion se agrega otra incognita, ty, que era necesaria incluirla ya que forma
parte de la segunda etapa. Ahora tenemos 3 ecuaciones con 4 incognitas, entonces
debemos buscar otra ecuacion, pero que ya no incluya mas variables. Sabemos que el -
empo que tarda en pasar la maceta por la ventana es 4r=t.- ¢,=0.2 s (4), y esta es la cu-
arta ecuacion que nos faltaba, y ya .o introduce una incégnita nueva, por lo tanto el nu-
mero de incognitas es igual al de ecuaciones y ya podemos resolver para ). Pero si
observamos nos damos cuenta que las ecuaciones (2), (3) y (4) contienen las incognitas
Yos L1 Y L5 por lo que forman un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, y con estas ya
podemos resolver para y, y no necesitamos la ecuacion 1).

B)
Resolvemos este sistema de ecuaciones por sustitucion. Sustituyendo (3) en (2):
1.5= %gt” - hat’ = L5 = el —t ) (5).
De la ecuacion (4) tenemos 1,—t,=02s = t.=t,+0.2 s,y sustituyendo en (5):

1.5=% gf(02 + 1) ~t7 } = 1.5=% g1(0.04 + t,/+0.4t,+ t7 —1,°}
=1.5=4.9 (004 +041,) =1.5=0.196 + 1.961,
= 1.304=1.961, =  1,=0.66s

De(4), (:=(,+02= t.=066+02 = t.= 086 s

Este es el tiempo que tarda en caer desde la azotea a la base de la ventana. Con este dato
ya podemos calcular la altura de la que cae el objeto. Sustituyendo este dato en la
ecuacion (3):

Vo= %9 8(0.86)" = y,= 3.62 m, que es el valor que deseabamos calcular, la altura
desde la que cae el objeto.

KK

A) La solucion encontrada si cae dentro del rango que razonablemente cabria esperar,
ya que no es una distancia excesivamente grande y va de acuerdo al tamafio de la
ventana y al tiempo de caida.

B) Este problema se resolvid aparentemente de manera sencilla, pero fue por que se
utiiz6 el algoritmo de manera adecuada. E] problema se dividio en 2 etapas y también
se definieron nuevas variables. La dificultad casi siempre, para este tipo de problema es
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saber definir las variables necesarias aunque no sea la incégnita que nos piden resolver,
y es por eso que se les llama auxiliares. También hubo que salvar dificulsad de dividir el
problema en 2 etapas, y utilizar de manera correcta los datos y las incognitas en cada
una de ellas.

C) Otra forma de solucionar este problema seria utilizando la ecuacion de la cinematica
4):

V= Vo: -28(y — ¥

En la primera etapa, hasta la parte superior de la ventana la velocidad final es v,, la
altura es el tamafio de la ventana y,=/.5 y la velocidad inicial es v,=0. Entonces la
ecuacion quedaria:

V:J= (e, 28(y1 — Yo) = V::,: - 28(1.5 - yo) (M.
\

Ahora, cuando pasa por la base de la ventana su velocidad final sera v,, su velocidad
inicial 0, su altura inicial yq y su altura final y,=0. Entonces,
vi =0 = 2g(y—=y) = vi=0"-2g(0-y,) = vi'=2gy, (2).
Ahora tenemos 2 ecuaciones con 3 incOgnitas, y necesitamos igualar este numero. Uti-
lizando la ecuacién 3) para las mismas etapas respectivamente:
v=0-gt — v, =—gt (3) y v.=—gt, (4).

Ahora tenemos 4 ecuaciones con S incognitas, y por lo tanto aun nos hace falta otra ecu-
acion. Ahora la quinta ecuacion seria como en el caso anterior:

Aar=t,— ;= 0.1 s (5).
Ahora si, ya podemos resolver este sistema de ecuaciones como en el caso anterior. Se
le queda como ejercicio al lector.

Las ecuaciones que se utilizaron no son las unicas que nos podian llevar a la solucion,
aunque ambas debieron de involucrar al tiempo de paso el tamafio de la ventana, y por
supuesto la altura de la que cae (y,, la IP) condiciones importante en este problema,
basico para determinar la altura de la que cae el objeto. Este es un error que se comete
comunmente al no considerar todas las condiciones del problema. Con este ejemplo nos
damos cuenta que hay problemas que podemos resolver de distintas maneras.
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Algoritmo para el Movimiento Parabélico

I. Comprender el Problema:

A) Dibujar un esquema que represente toda la situacién que acontece en el problema,
colocando todos los datos y las incognitas. Dibujar el vector velocidad inicial ve
representada por una flecha en la direccién en que es lanzada, colocando el angulo dado
0 supuesto y con un tamarfio proporcional a la magnitud de €ste.

B) Proyectar el vector velocidad inicial ve en sus componentes sobre los ejes x y y : vox
Y voy, respectivamente.

C) Distribuir los datos, las incagnitas y las ecuaciones en sus distintas columnas, defi-
niendo los segundos en 1A e IP.

I1. Planteo y Desarrollo de la Solucion:

A) Dividir el movimiento parabolico en dos tipos de movimientos simultaneos mas sim-
ples y perpendiculares entre si: un movimiento vertical con una aceleraciéon a, = -g j y
Voy, y un movimiento horizontal con a,=0 y en consecuencia a una velocidad voy cons-
tante, solo vinculados entre si por el tiempo .

B) Al hacer cualquier calculo para cualquier variable a través de cualquier punto de su
trayectoria, debemos relacionar estos dos movimientos por medio de su parametro t.
Debemos buscar relacionar las incognitas que queremos determinar con los datos y el ti-
empo t para ambos movimientos. De aqui, tratar de encontrar un sistema de ecuaciones
cuyo numero sea igual al de incognitas para poder resolverlas.

III. Revisar el Planteo y Desarrollo de la Solucion.
A) Revisar el resultado.

B) Revisar el razonamiento desarrollado.
C) Buscar otras posi:bles alternativas de solucién.

Ejemplos

1. Se dispara una bala de cafién con una velocidad inicial de 30 m/s a 45° con respecto a

una superficie horizontal. Calcular: a) el tiempo de vuelo; b) el alcance horizontal; c) la
altura maxima; d) la velocidad con la que choca con la tierra.

L A)
) ’,—"-"_- “--"‘-\
gl
’/n., y:'? ‘\
a0 s,
6‘_‘ .50 \‘
" X —a
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B) v..=30C0s45%= 21.21 m/s, Y vy =30Sends’= 21.21 mis.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
v, = 30 ms. Ly, x v, v,=1P Su movimiento se describe por
0 =45° las ecuaciones de la cinematica
vo=0 conay =0y v.=cte.
y=20 1) x=vg,2
ycong=-98j:
2) v, =v,— gt

3) y =yt vpt— gr'/2
4) v =vo - 28(y-»)

\

II. A)
a)
Para el eje x:
x=vy¢ 1) = del inciso 1. b) lo expresamos como x= 2/.21t (1).

Ahora para el eje y:

Utilizaremos la ecuacidn 3) ya que me relaciona mejor las IP y, ¢, con los datos =
y=0+212h-gfl2 = ¥Y=221-gf12 (2
B)

Tenemos dos ecuaciones con tres incognitas: x,y y L.

a) Como queremos calcular el tiempo de vuelo, la altura final es y=0 porque la bala cae
al final de su viaje. Entonces (2) se transforma a: 0 = 2/.21t - gt”/2 (3), y ya podemos
resolver para t de = #(2/.21t— gt/2) = 0,como ¢ no es cero = 2121/ -gt/2 =0 =
25t=212]1 = t=424s.
Sustituyendo este valor en (1):
x=21.21t = x=21.21%4.24=89.97 m.
¢) La altura maxima se obtendra precisamente a la mitad del vuelo, es decir a la mitad
del tiempo en que aterriza, ya que su desplazamiento es simétrico. Por tanto el tiempo
que tarda en alcanzar su altura maxima es: 2./2 s. Entonces la formula que me conviene
usar es la 3), ya que esta contiene la incognita y los datos con que contamos:

SY=Yotvat—gr/2 =y=0+2121+212-10%2.12)2 =y =2248 m.

d) La velocidad en el eje x es constante y no variaen el tiempo. Entonces v, = 2/.2/
n/s.
Para la velocidad vy, podemos usar la formula 4):

A W ¢

Vo= Vo,” = 2g(y- v,) = como la velocidad que buscamos es para cuando la bala choca
con la tierra, entonces ) = y,= 0, y sustituyendo en la formula:

V" =V, =2 v,=va =212] m/s. Por lo tanto, la velocidad con la que aterriza la bala es

la misma que con la que sale disparada. Esto era de esperarse, ya que durante el movi-
miento de la baia no hay friccion y la energia se conserva.
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111

A) Los resultados obtenidos no son discordantes de acuerdo a los datos que nos dan. El
problema no fue muy dificil de resolver pero es conveniente tener cuidado, para evitar
errores de calculo o de apreciacion.

B) Para resolver este problema fue conveniente relacionar los dos movimientos perpen-
diculares en el que esta dividido, para encontrar el sistema de ecuaciones que me relaci-
onan las incognitas con los datos. También conocer su simetria para saber que la mitad
del vuelo hace la mitad del tiempo de toda su trayectoria.

C) De acuerdo a este problema, las incognitas solo se podian resolver de esta manera, ya
que solo asi pudimos relacionar las incognitas t y X, mediante las formulas con los
datos y condiciones. Para calcular, por ejemplo, V,, solo se podia usar la formula 4) y
no la 2) porque la primera contiene la Y, que es la condicion para determinar que la bala
aterriza,

2. Si se lanza un objeto desde un plano con inclinacion a a una velocidad inicial V, a
un angulo Brespecto a la horizontal, demuestre que el alcance sobre el plano es:

a) R=(Vs;/gCos’a){ Sen(2-a) ~ Senay).

b) Elalcance maximo de R para un cierto Ses: R= V,/g(l+Sena).

I
A)

B) Vo=V, CosB y V, = VeSenf

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
Vs REVNP Su movimiento se describe
yij iy, V. =ik, por las ecuaciones de la cinema-
a X=RCosa, Y=RSena =1 A ticacona, =0y V.=cte.
Y,=0 donde Xy Y son las coordena- 1) X=V,
nadas de la particula en su al- ycong=-938j
cance sobre el plano. QY V. =Va— gt

3) Y=V, + Vos-grl2
4) V\" =V - 2g(Y- Yo
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I1. A)
a)
Paraeleje X:
X=V,t1) = delinciso . b) lo podemos escribir como X= V,Cos[3, y sustituyendo

X por su alcance de acuerdo al angulo de disparo /3, para relacionar la IP R, con los
datos, y la IA &

= RCosa = VyCosft =t =RCosa/VCosf (1).

Ahora parael eje Y-
Utilizaremos la ecuacion 3) en vista de que relaciona mejor la IP R, con los datos, y la
IAt =Y =0+ V,Senft — gt’/2 , sustituyendo ¥ = RSena = V,Senft ~ gt'/2 (2).
B)
Ya tenemos dos ecuaciones con 2 incognitas: R la incognita que buscamos resolver,
y el parametro ¢, por lo tanto sustituyendo el valor de ¢ de (1) en (2):
RSena = VySenf (RCosa /VCosf3) — g(RCosa /VoCosﬁ)Z)Z

Desarrollando los praductos y potencias de esta igualdad:
= RSena = RSenfCosa /Cos f— gR"C 0s’al2 VozC os",B,

dividiendo por la R a ambos miembros de la igualdad:
Sena = SenfiCosa /CosfB- gRCos a /2V02Cos2,8

Despejando el miembro con la R:
(8R/2)Cos’a /V’Cos’B = Sena—SenBCosa /Cosp

Despejando la R = R=2Vy Cos ‘B gCos’ af (Sena Cos B— SenfiCosa) /CosB )}
=R=(2V4'Cos’ ¥/ gCos" "aCosf){(Sena Cosf — SenfCosaj}

dividiendo el Cos/3 del numerador con el del denominador:
= R=(2 VOZCos,B/ gCos"a){ SenaCos f ~Senf3Cos a}

Por identidad sabemos que SenaCosf — SenfiCosa = Sen(f—a), sustituyendo tenemos
que:

R= (2V4"/gCos’ a)Sen( f-a)CosB (3).

Ahora rescribiremos esta expresion usando la identidad:
SenACosB = »{Sen(A-B) + Sen{A+B)}
Tomando A=p-a y B=L
= Sen(f-a)Cosf = {4 Sen(-a) + Sen(2f — a)}, sustituyendo en (3):
R=(Vy/ gCos’a)f Sen(26 —a) - Senaj (4)
que es lo que queriamos encontrar.

b) Para encontrar el maximo valor de R, derivemos (4) con respecto al angulo de dispa-
o f3, e igualemos a cero:

dR/dB = (V! gCos” a){ Cos(2B-a)d(2-a)/d6 — d Senc/df}
dR/df = (V' gCos” a){2Cos(2f-a)-0}=0
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para que esta ecuacion sea cero se debe cumplir que
2f-a= 90 = f=(at90)/2

Sustituyendo el valor de Sen (4):
R= (V¢*/ gCos’a){ Sen(a+90-a) -Sena}

R= (Vi/ gCos’a)f 1-Sena}
Por identidad trigonométrica sabemos que:

Cos’a= 1-Sen’a, y sustituyendo
R= (V" g)( 1-Sena)/f | —Sen’a)
R= (Vi%/ g) (1-Sena)/( 1+Sena)(1-Sena)
R= (V;//g)( 1+Sena), que es lo que queriamos encontrar.

HI.

A) Los resultados son correctos ya que coinciden con lo que nos piden demostrar. En
caso de que no se nos diera el resultado, se puede probar su coherencia llevandolo a un
caso limite, como si el plano inclinado fuera el piso, entonces a= (° :

R=( Vs g)(1+Sen0) = R= V! g)(1+0) = R= Vo"/g, y corresponde al alcance maxi-
mo para un piso horizontal, como debe de ser. Tambien podemos probar que sus unida-
des sean correctas: m=(m/s)2/m/sz = m=(m2/sz) *(sz/m) = m = m, entonces su unidad
corresponde al valor calculado.

B) En este problema hubo que diferenciar muy bien cuales eran los datos y las incogni-
tas, ya que los primeros no se presentaron numeéricamente st no con simbolos, y es muy
facil confundirse. Utilizamos la formula 1) como es obvio para el movimiento en X, y la
3) para el movimiento en Y por es la que me relaciona los datos con la incognita y no
me introduce otras, salvo la que busco R, y el parametro ¢ necesario para relacionar
ambos movimientos.

C) Sien vezde la formula 3) hubiésemos utilizado la 2), se hubiera agregado una nueva
variable, V,, haciendo necesario buscar otra formula como la 4) y se complicaria en
demasia la solucion. No hubiera sido tan directa como lo fue en nuestro caso. Aqui se
nota la 1mportan01a de saber elegir la ecuacion que nos relaciona datos con incognitas.
Se deja como ejercicio al lector tratar de llegar a la solucion de esta manera.
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2. Un nifio lanza una pelota desde un edificio de altura h a una velocidad inicial Vg, con

un dngulo a respecto a la horizontal. Demuestre que el alcance horizontal esta dado por
V,Sen2a .

== L

2g W% Sen’a

L A)

Vo -rm=ae, 3
o
1
11
h o
11
BN
11 '-,,
B) V,, =Cosa y V,, =V, Sena
C) Datos: Incognitas: Condiciones;
Vs = Su movimiento se describe
a t,V,=1 A
Y=H
Y=0

por las ecuaciones de la cinema-
tica con a, = O el egje X, y V.=cte.:
1) X=V,.t.

y con a,= g = 9.8
) V,=Vgp—gt
3) Y=Y, + Vot-gl/2
4) V.2 =V, - 2g(Y-Y,).
II.
A) El movimiento en el gje X:
X=V,t = R=V,Cosa# =

t=R/V,Cosa (1)
En el eje Y utilizaremos la ecuacion 3) por las razones ya mencionadas en el pro-
blema anterior:

Y=Y, + Vg2 =

0=H + VSenat —gf/2 (2)

B) Aquiyatenemos 2 ecuaciones con 2 incognitas y ya podemos resolverlas. El 1inico
problema es que la ecuacion (2) es cuadratica en ¢, podemos de todos modos resolver

por sustitucion, pero por simplicidad, pnmero la resolveremos por la formula de las cua-
dréticas para ¢, y luego igualaremos la ¢t de ambas ecuaciones

_ V,Sena £[V}Sen’a +2gH _, . VeSena
g

T .
g YV, Sena
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Esta ecuacion me da dos resultados, uno negativo y otro positivo, como fisicamente no
tiene sentido hablar de tiempo negativo, s6lo tomamos el positivo:

t=V°Se"a{1+vl'1+ ZgH ](3)
g

y  V,Sena
Ahora ya podemos resolver las ecuaciones (1) y (3) para encontrar R. Por sustitucion de
tde (1) en(3):

R V,Sena 14 !l+ 28H
— | 3
V,Cosa g \' V] Sena
despejando R:
2
7l Vy SenaCosa % ’l i 22gH2
g YV ViSen'a

. . . - Sen2a
Por identidad trigonométrica sabemos que SenaCosa =

; sustituyendo en la

expresion anterior:

ViSenda( |, 2gH
2g \ VozSenzq

y es lo que queriamos probar.

=

IIL

A) Si no se nos hubiese dado el resultado a demostrar, la forma de probar lo correcto del
calculo es someterlo a casos particulares ya conocidos. Como ejemplo, a que se reduce
este a @=0" 0 «=90°. Para a=90°, R=0 como cabria esperar fisicamente. Las unidades
fisicas las calcularemos primero para la raiz cuadrada, gH/ 08 = (m/s")(m)/(m/s T
estas unidades se anulan, y no da unidad, solo es un factor numénco. Ahora para V," /g=
(m/s)’/(m/sz}=(m"/s‘?)( */m)=m, y que corresponde a la unidad de la cantidad calculada.

B) Este problema se resolvid de manera similar que el anterior, y como en ese caso se
utilizé la ecuacion 3). Se podrian utilizar la ecuacion 2) y 4), pero estos solo seran
viable de usar cuando se nos pida calcular V..

C) Como en el caso anterior, se podrian haber usado las ecuaciones 2) y 4), pero esto
hace excesivamente complicada la solucién.
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Algoritmo para la Dinamica de las Particulas con y sin Fuerzas
Conservativas

I. Comprender el Problema:

A) Dibuje un esquema claro y ordenado para representar la situacion fisica. Identifique
del sistema, encerrandolo en un circulo, el o los cuerpos cuya dinamica piensa estudiar.
Las fuerzas interactuantes entre los cuerpos dentro del circulo se les llama internas, y las
que son debidas a cuerpos fuera del circulo, externas.

B) Identifique y dibuje todas las fuerzas, tanto internas como externas, que acttian so-
bre cada cuerpo del sistema. No incluya fuerzas cuyo origen no pueda identificar (la
tierra, una mesa, una cuerda, etc.)

C) Elija un marco de referencia inercial, de tal forma que el estudio de su dindmica sea
lo mas sencilla posible. Cada cuerpo del sistema debe tener sus propios ejes coordena-
dos. Por lo general, su dinamica es mas simple si uno de sus ejes coincide con la direc-
cién de su aceleracion, real o supuesta.

D) Es necesario dibujar para cada masa del sistema un diagrama de cuerpo libre, colo-
cando a cada uno en el origen, y descomponiendo todas las fuerzas que actiian sobre el,
en sus componentes sobre cada eje. No se debe incurrir en el error de incluir ma como
una fuerza, ya que es una cantidad que es la consecuencia de la fuerza resultante que ac-
tuan sobre la particula y se debe igualar a esta resultante.

E) Distribuya en su respectiva columna los diversos elementos del problema: datos, in-
cognitas y condiciones; no olvidando definir las incognitas como IA e IP.

I1. Planteo y Desarrollo de la Solucion:
A) Aplique la segunda ley de Newton a las componentes de las fuerzas del diagrama de
cuerpo libre:

2F,=may; 2F,=may; YF,=ma,.

B) De aqui surge un sistema de ecuaciones, que si su numero es igual al de incognitas,
éstas se pueden determinar. Si no, debemos buscar otras ecuaciones o condiciones que
las hagan suficiente para determinar las incognitas, como puede ser, una restriccién pro-
pia del problema, o para el caso de fuerzas conservativas, el principio de conservacion
de la energia. Para algunos casos bastara saber el estado de energia inicial y final de un
sistema, o la de dos puntos cualesquiera de su trayectoria, sin necesidad de estudiar su
dinamica. Pero estos seran casos excepcionales. Para los demas casos sera necesario
estudiar su dinamica, asi como energia.

IIL. Revisar el Planteo y Desarrollo de la Solucion.
A) Rewisar el resultado.

B) Revisar el razonamiento desarrollado.

C) Buscar otras posibles alternativas de solucion.
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Ejemplos de Dinamica de las Particulas

1. Sobre un bloque de 4 kg actiian dos fuerzas. Una debido a una cuerda y que lo manti-
enc suspendido de la pared. La otra es una fuerza horizontal y que mantiene a la cuerda
a 30° respecto a la vertical. Encuentre: a) la fuerza y b) la tension en la cuerda.
L

A) y B) C)yD)

L 4
W=40 N

El sistema que queremos estudiar consta de una sola particula, el bloque de 2 kg. Las
fuerzas que actuan sobre este son féciles de identificar y son: la tension de la cuerda que
lo suspende al techo, la fuerza horizontal que lo hala a un angulo de 30° con respecto a
la vertical, y el peso de la particula por la fuerza de gravedad.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
m= 4 kg Eol s3l.P. 2F=ma
6=30° Comoa=0=
W=mg=40 N ZF:FO)’ 3y=0-

II.

A) SFi= Tcos60°- F=0 = F=Tcos60° (1)
2F,= Tsen60° — 40=0 = T = 40/ Sen60° (2)

B) Sustituyendb 7 de la ecuacion (2) en (1):

a)  F=(40/Sen60’) Cos60° = F = 40C1g60° = F =23 N.
b)  Del) T=F/Cos60° = T=23/Cos60° = T=46 N.
Son los dos valores que buscébamos.

HL

A) Los valores calculados caen dentro un rango de lo que cabria esperar, o que es ra-
zonable se encontraran.

B) El problema es realmente sencillo, no presenta una dificultad muy seria. De todos
modos es conveniente resolverlo de manera ordenada y metodica, y cuando re-
solvamos problemas complicados notaremos las ventajas de este método. El
sistema de ecuaciones se obtuvo de manera inmediata, e incluso la T se resolvio
directamente de (2). En este tipo de problemas cuando no se avanza mas alla de
esta dificultad, el alumno luego quiere resolver todo de manera directa y
mediante formulas, donde nada mas tenga que sustituir los datos. Se quedan con
la idea que esto es resolver problemas. Como veremos en los ejemplos siguien-
tes, los problemas ya no son tan sencillos y requiere del manejo de mas ecuacio-
nes.

C) Por la misma sencillez del problema la solucion es directa y no hay otras
alternativas.
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2. Un blogue con 2 kg de masa se desplaza en un plano inclinado a 3¢ sin friccion, y se
jala con una fuerza horizontal de /5 V. ;Cual es su aceleracion? Si se movia inicialmen-
te hacia arriba a 3 n/s, ;qué distancia recorrio a lo largo del plano al cabo de 4 s?

L

A) B), C)

D)

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
F=15Na(’ a1, P 2% ley de newton:
W=mg=20 N 2F=ma
vo =3 m/s 2F.=ma,y JF,=ma,.

t=4s

Como puede verse del diagrama de cuerpo libre, la orientacion del eje x lo escogimos de
acuerdo a la direccion de la aceleracion del cuerpo. Se escogio de esta manera para evi-
tar tener 2 componentes en la aceleracion, lo que complicaria mas la solucion, al agregar
una variable extra. =

if
A) JF.=15Co0s30° - 20Sen30°=2+a = 15Co0s30° - 20Sen30°=2a (1)
JF,=N - 15Sen30°- 20C0s30°=3+0=0 = N = 158en30°+20Cos30° (2)
B)
De la ecuacion (1) podemos calcular directamente

a= (15C0s30° - 20Sen30’ /3 a= (13 - 10)/3 = a= Im/s°

Con este dato, ya podemos calcular el desplazamiento total. La ecuacion de la
cinematica mas factible es,
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X=X+ vVt + Y% af’
Sustituyendo los datos que tenemos,
x=0+3% + % (1)2°> =x=14 m, es el desplazamiento total sobre el
plano al cabo de 4 segundos.
III.
A) De acuerdo a la aceleracion y al tiempo que se desplaza, el resultado queda den-
tro de lo que cabria esperar.

B) Es impottante, primero calcular de las leyes de la dinamica la aceleracion. De la
cinematica, sin este dato no se podria haber calculado el desplazamiento final.

C) La forma como se calcularon las incognitas fue la adecuada, ya que se necesita-
ba calcular primero la aceleracion, para que con esta, poder encontrar el desplaza-
miento. De otra manera no hubiera sido posible.

3. Una bala de 5 kg se lanza a 457 y aterriza a 20 m de distancia horizontalmente. Si
sabemos que la mano se desplaz6 2 m antes de soltar la bala y que esta aterriza al mismo
nivel a la que abandond la mano. Calcule la fuerza que se le imprimi6 a la bala para
lograrlo.

L

A) B).O)

oﬁ' e 20m

¥ 7
Qv=0
M=5 kg
D)
18 Etapa 2% Etapa
y y
i F(3
_____ F
——L,= X +» X
A 4
w

Nuestro sistema aqui es la bala y sobre ella actiian 2 fuerzas distintas en 2 etapas. Enla
primera etapa, la fuerza es la impulsion de la bala por la mano y que vence a la de la
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gravedad, 1o que le otorga una fuerza resultante, y es la que la lanza una vez que el bra-
zo termina su recorrido. Cuando la bala sale despedida con una velocidad inicial que es
la velocidad final del brazo y a un angulo de 45, la tinica fuerza que actia es la
gravedad por lo que la particula describe una trayectoria parabdlica, y es la segunda
etapa.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
m=35 kg B P. 2" ley de newton:
X=20m Via, tty =1. A 2F=ma.
d=2m Ecuaciones de tiro parabolico:
6 =45’ D) X=Vot
=0 y con g=-9.8j:
=" )V, =V, -gt
V=0 3) Y=Y, + Vot —gt/2

4) V) =V, - 2g(Y-Y ).

II. A) »
Dividiremos la solucion de este problema en 2 etapas:

1% etapa: impulsion de la bala.
La fuerza con la que se impulsa la bala estaria dada de acuerdo a F=ma; en este caso
es la fuerza del brazo ejerce sobre la masa de-la bala y que le produce una aceleracion.
Esta fuerza la desplaza una distancia d=2 m, desde el reposo hasta alcanzar la veloci-
dad ¥, con una aceleracion a, y a un angulo de 45°. El calculo lo haremos en la direc-
cion de la aceleracion, y por tanto, en una dimension. Si logramos calcular a, entonces
podremos conocer la fuerza y resolver nuestro problema. En esta parte del problema de-
bemos utilizar las ecuaciones de la cinematica.

.
.
-
I3
.
’
,
"
’

v,=0 Datos: Incognitas:
Vo=10 a'=s P
d=2m V.t,=>1 A.

Entonces

V=v'+2aZ-Z,) = V'=0+2ad0) = V' =2ax=V=4a(l)
Tenemos una ecuacion con dos incognitas, necesitamos otra para poder encontrar el va-
lor de a.

2° etapa: la bala se suelta con una velocidad inicial que es la velocidad final V' de la eta-
pa anterior y a un angulo de 45°.
II. a)
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..............

g &
NV
Y0=0 ; X
- Y=0
20m ¥

) Incognitas Datos:
X=20m V'=IP.
Y,=Y=0 =1 A
6=45°

Las componentes de su velocidad son:
V= VCos45° y V,,= VSen45°

De la formula 1) para el movimiento parabolico
X=Vut = 20=Vcosd5’t;, = 1,=20/Vcos45° (2).
Para el eje 7, de la formula 3):
Y=Y, + Vot-gf/2 = 0=0+VSend5’t,-gt’/2 = VSend5't, - gt,’/2=0
Factorizando t,
= 1(VSend5® —gt/2) =0 = VSendS’—gty/2=0 = 1= (2V/g)Send5’ (3)

Ahora ya tenemos tres ecuaciones con tres incognitas y podemos resolver para F. Igua-
lando (2) con (3):

‘= 20/Vcos45° = (2V/g)Send5° = 20 = (V*/g)2Sen45°Cos45°

por identidad trigonométrica sabemos que 2Sen45°Cos45°= Sen(2+45°) = Sen(90%9=1y
aproximando g=/0, y sustituyendo en la expresion anterior:

=20=V/10 =200 =V’ = V=200, e igualando con (1) =4a=200 = a=50 m/s’

Finalmente, si substituimos este dato en F=ma = F =5*50 = F =250 N, y es la fuerza

necesaria para impulsar la bala a 20 m de distancia.
\

111

A) Es complicado decir si el resultado es correcto, salvo de verificar cada paso realiza-
do. El valor encontrado para la fuerza no es tan disparatado y cabria esperar que sea co-
rrecto.

B) Por lo complicado del problema, fue necesario dividirlo en dos partes para su resolu-
cién. Asi, obtuvimos un sistema de ecuaciones, que me relacionaron ambos movimien-
tos, con lo que se encontro primero la aceleracion y luego la fuerza. En este problema
no hubo necesidad de hacer consideraciones de fuerzas, salvo que al final utilizamos la
formula de la 2* ley de Newton. Se utilizaron las leyes de la cinematica y del movimien-
to parabdlico. Se mostr6 que si se divide un problema dificil en partes mas simples, es
posible resolverlo mas facilmente.

C) La forma como se resolvio, resulta la mas légica de acuerdo a lo que conocemos de
este tema, y es dificil ver de que otra manera se podria resolver.
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4. Dos bloques de masas m;=4 kg y m,=6 kg se encuentran en contacto y se deslizan
por una superficie horizontal sin friccion debido a una fuerza de 40 N que actiia sobre el
bloque 2. Halle:

a) la aceleracion;

b) la fuerza del bloque 1 sobre el 2;

¢) la fuerza neta sobre el bloque 2;

d) la fuerza sobre el bloque 2 debida al 1 si los bloques se intercambian.
L.
A)

B),C)

Ny

D)
Masa 2 Masa 1
*N 2 lN 1
Fi2 — »— 40N —p— F21
sz Tw,
E) Datos: Incognitas: Condiciones:
m; =4 kg a, Baubee s =k P Las leyes de Newton:
W, =m,g=40 N 2%ley: JF=ma.
m.= 6 kg 2F,=ma, y 2F,=ma,.
W= m,g=60 N 3ley: Fu=-Fu
F=20N

En este problema, por primera vez, se consideran como sistema dos particulas, e interac-
tian por contacto. Se considera la interaccion entre ellos por la tercera ley de Newton.
También se utilizan dos ejes coordenados, uno para cada particula, tal como se describe
en el algoritmo.
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II.A)
Particula 2 Particula I
2F.=40+F ;.= m:a 2F=F:=ma
= 40+F ;= m:a (l) = F,=mja (2)
Como en el eje y no hay desplazamiento, a = 0:
2F,=N-W, = m,*0=0 2F,=N-W;=m*x0=0
= N=W,=60 N=W,=40

Como no hay friccion entre los bloques y el piso, su peso no influye en su movimiento.

Tenemos 2 ecuaciones con 3 incognitas, pero por la 3 ley sabemos que la fuerza de
contacto entre los bloque es,
&= -Fr  (3)
y con esta relacion ya tenemos 3 ecuaciones con 3 incognitas y ya podemos r<sol-
verlas.
B)
a) Sustituyendo (3) en (1):
40 -F.;= msa (4).

Si ahora sustituimos F',; de (1) en (4)

40-ma = ma = 40= ma + ma = 40= (m;tmy)a = a=40/m;, + m,),
sustituyendo los valores de las masas de los bloques

a=40/(4 + 6) =>a =4 n/s’.

b) La fuerza F,, se puede calcular directamente de (I) sustituyendo la a ya calculada:
40+F12= maa —:>F12= 6‘*4—40 =i F/z= —16 }Vr.

c) La fuerza resultante sobre 2 esta dada por
FR_‘=D:'I=40+F)_7 = 3 Fp2=40—]6 :.>F33=24N.

\

d) Si se intercambian los bloques las ecuaciones de la dinamica de este sistema seran
las mismas, salvo que las etiquetas se intercambian de 1 a 2; por lo tanto la aceleracion
se calcula con:
a=40/(m, + m;) = a=20/m,+m,) = a=40/6+t4) = a=4 m/s’.

Y de (1) intercambiando sus etiquetas:

20+F,,=mya = 20+F;=m,a

sustituyendo los datos

:40+F_1]=4*4=]6:> F_11=]6—40 = Fy=_24N = p0r3a ley F,:= 24 N.

I

A) Los valores calculados para las diversas fuerzas queda dentro de lo se podria esperar,
o por lo menos no dentro de lo irreal como seria que, por ejemplo, las fuerzas de con-
tacto fueran mayor que la fuerza de empuje, lo cual no seria creible. También la fuerza
que ejerce el bloque 1 sobre 2 es menor que la que ejerce 2 sobre 1 como se podria es-
perar, ya que en el segundo caso el bloque pequeno necesita ejercer o transmitir mayor
fuerza a el grande en virtud de que este tltimo tiene mayor masa inercial que el primero.
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B) En este problema, a diferencia de los anteriores requirié un analisis mas exhaustivo
porque el sistema eran ya dos particulas y hubo necesidad de usar 2 sistemas coordena-
dos, y ademas la 3 ley de Newton. La complicacion resulta en los signos, pero este se
logra definir la fuerza negativa en funcion del positivo, que va en la direccion del eje x
positivo, multiplicado por el signo negativo.

C) En los problemas de dinamica existen pocas alternativas de solucion, y sélo es cues-
t16n de llevar bien a cabo el analisis de fuerzas. La alternativa surge cuando actian fu-
erzas conservativas y es posible entonces resolverlo por consideraciones mecanica o e-
nergéticas, o caso donde se necesita los dos analisis; pero eso lo veremos posteriorten-
te.

5. El bloque A de masa m,=3 kg se encuentra sobre el bloque B de masa mz;= 6 kg, y
entre ellos hay un coeficiente de friccion de 4=0.3. El bloque B, a su vez se encuentra
sobre una superficie horizontal sin friccion. '
a) Calcular la fuerza de friccion entre A y B si se muevena velocidad constante.
b) (Cual es la fuerza horizontal maxima que se puede ejercer sobre B antes que A
resbale?

1. A), B), C)
I}!B

Fuerza Fuerza

sobre Mg T aa / sobre mg
, -
\ [ Ma
—>f
y £
JG

WB
D
) ’ y
NA NB
T f -f T Fo
— < >
d 'mAg 'mBg l l-NA

Bloque A Bloque B
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E) Datos: Incégnitas: Solucion:
m, =3 kg WP, = I8P Leyes de Newton:
W.=30N a,, =1 A 1 ley: inercia.
ms=6 kg 2*ley: JF=ma:
Ws=60 N AF=macy JF,=ma,.
=103 *ley: f=-1.

II. A)

a) Si ambos bloques se mueven a velocidad constante no existe movimiento relativo de
uno con respecto al otro. La fuerza de friccion solo aparece cuando un cuerpo se desliza
sobre otro, y como ambos se desplazan a igual velocidad, no hay deslizamiento entre
ellos y por lo tanto no hay fuerza de friccion

b) Si se aplica una fuerza horizontal sobre el bloque inferior este se mueve inmediata-
mente debido a que se encuentra sobre una superficie sin friccion. El bloque superior
por 1* ley de Newton, tiende a permanecer estdtico, pero como csta en contacto con el
bloque inferior, y entre ellos hay friccion, surge una fuerza de friccion -f que se opone al
movimiento del bloque inferior, y a la vez por 3* ley, surge una fuerza sobre el bloque
superior de misma magnitud pero en direccion opuesta, f, que causa que este se mueva
con aceleracion a;; a la vez, el bloque inferior como resultante de la fuerza horizontal y
de la fuerza de fricciéon que frena su movimiento, causa que se mueva con aceleracion
a,. Ahora pasaremos al analisis cuantitativo:

A)

Bloque 1 Blogue 2

Ex-ﬁ:mja,a 2:.\': Fo _j;=msal!
=f=3a,(1) Fef, =6a; (2)

2F,= N,- W,=320=0 2F.= Ns— WgN,=6+=0

N.=W, =>N=30N Ng = Wt Ny = N =60+30 = N; = 90 N

Como sabemos, el peso\s()lo influye en el movimiento cuando hay friccion, la fuerza de
friccion sélo depende del peso del bloque A porque sélo entre los bloques hay friccion:
f=uN = fi=uN, = fi=0.3%30 = =9 N.
Sustituyendo en (1):
fi=2a, = 9=3a, = a= 3 mss" .
Ya tenemos el valor de a, f; y la ecuacion (2), pero ain tenemos una sola ecuacion con
dos incognitas: la que queremos encontrar F,y a;. Necesitamos otra condicién para ob-
tener otra ecuacion y poderlas resolver. La condicion surge de considerar que se nos pi-
de la fuerza horizontal maxima que se debe ejercer sobre el blogue B pero sin que el
bloque A resbale, Para que esto pase, es condicion necesaria que la aceleracion de am-
bos sea la misma, es decir a,=a,. Entonces a;= 3 ni/s", y si sustituimos en (2) ya pode-
mos resolverla.
B)
Fo—fi=6ay = Fy-9=6+#3 =F,=18+9 = F, =27 N.

111
A) A veces es dificil encontrar algun criterio para decidir si el resultado es comrecto y
sera necesario revisar cada paso del calculo hecho y del razonamiento desarrollado. La
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fuerza calculada supera por tres veces la fuerza de friccion, y el resultado queda dentro
del rango de lo pudiera ser creible.

B) Aqui fue necesario utilizar las 3 leyes de Newton. No hubiera bastado con saber el
algoritmo, ya que para poder interpretar lo que pasaba y traducirla a ecuaciones era ne-
cesario entender y manejar dichas ieyes. También fue importante darse cuenta que una
condicion fundamental era considerar gue para que el bloque A no resbale sobre el B,
ambos deben llevar la misma aceleracion, y se propuso como una condicion implicita
del problema. En estos tipos de problemas es necesario ser muy observadores y no dejar
un detalle sin analizar. El algoritmo lo que nos da es un orden en este analisis.

C) Como mencionamos en el problema anterior, este tipo de problemas requiere un ana-
lisis adecuado de todas las filerzas que actuan. Para buscar mas alternativas de solucion
requerimos conocer otros conceptos de fisica como el de trabajo y las leyes de conserva-
cion de la energia, aunque resultaria mas complicado de reso]verlo asi.

6. Halle el coeficiente de friccion cingtica de un trozo de hielo que se desliza partiendo
del reposo por un plano inclinado rugoso y de un angulo de inclinacion 6. Sabemos que
a este hielo le toma el doble de tiempo deslizarse por el plano rugoso que por otro plano
de igual inclinacion y longitud, pero sin friccion.
I

A),B)yC)

Con friccion Sin friccion

El marco de referencia es como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, con el eje
positivo a la izquierda, en la parte superior del plano inclinado y en la direccion de
descenso del hielo.

D)
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E) Datos: Incognitas: Condiciones:
6 =1 P. 2% ley de Newton:
{ m, a, a: = 1. A. 2F=ma:
t, 2t 2F.=ma,y JF,=ma,.
II. A)
Con friccion Sin friccion
2F = WsenO@— i N= ma, JF.= Wsenb = ma
mg sen@- pN=ma, (1) mg sen@=ma, = g senf= a.(2)
2F,=N-Wcosf =0 2F,=N-Wcos@=0
= N = mgcos @ = N = mgcosé

B) Sustituyendo el valor de N en (1), ya que aqui si influye al movimiento la fricci-
on:

mg sen@~ pumgcos@ =ma, => mg (senf-pcos@)=ma, = a,= g (senf— ucosb) (3)

De (2) y (3) tenemos dos ecuaciones con tres incognitas, a,, a, (IA) y la que queremos
encontrar, p, (IP). Para obtener otra ecuacion debemos introducir otra condiciéon. Una
fundamental es la de que el hielo le toma el doble de tiempo deslizarse la misma
distancia 1 en el plano con fricciéon en comparaciéon con el de sin friccion. De la
cinematica tenemos la siguiente ecuacion,

x=x,+v,rta 772

Para ambos hielos son las mismas condiciones iniciales, x,=0, v,=0, y por tanto:

x =a 12/2,

ademads, para el hielo sin friccidn, a=a:, x=I'y r=t, sustituyendo en la ecuacion cinema-
tica:

I=a,’/2 (4).
Para el hielo con friccion, a=a,, x=I y r=2t, sustituyendo en la ecuacion cinematica:
I=a, ()2 = =adrl? = 1=2af (5)

Ahora tenemos 4 ecuaciones con S incognitas; a,, a., t, | y t. Pero igualando (4) con (5)
podemos eliminar la variable /'y

Sal/2=2af = a=aid (6)

Ahora ya tenemos 3 ecuaciones, (2), (3) y (6), con tres incognitas, a,, a, (1A) y g (IP).
Por lo tanto ya podemos resolverlas:

Sustituyendo a; de (2) en (6) = a,= g sen8/4, y sustituyendo este valor de a; en {3) =
g sen/4= g (sen0- 4c0s6) =  senb/4=sen@—- ycos O = despejando 4
=  ycosO= senf- sen@/4 = cosB= % send = =% tanb.

IL

A) Se puede demostrar la coherencia de este resultado para dos casos limite. Para
6=0, (=0, entonces como no existe una inclinacion del plano inclinado, no hay tampo-
co una componente del peso que mueva el hielo y por tanto tampoco hay fuerza de fric-
cién. Para 6 =90°, u= infinito, corresponde a un valor donde el peso gravitacional no
logra hacer descender a los hielos y significa que la fuerza de friccion es muy grande tal
que préacticamente permanecen pegado. Estos resultados no contradicen la suposicion de
que el hielo con friccion tarda el doble del tiempo que el sin friccion. Entonces el resul-
tado es coherente y muy posiblemente correcto.
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B) Para resolver este problema se requirio utilizar iinicamente la segunda ley de New-
ton, ya que el sistema era solo una particula aunque en dos condiciones distintas. Se ne-
cesito definir también nuevas variables que no se daban en forma explicita en el proble-
ma como las a;, a> y m. También hubo de usarse la condicion de los tiempos de descen-
SO con un tratamiento cinematico. Para los estudiantes es muy complicado mezclar dos
temas distintos como la cinematica y la dinamica porque se le presentan como dos te-
mas sin relacion, lo cual por supuesto es un grave error, ya que la cinemadtica es un caso
particular de la dinamica, donde se estudia solo el movimiento sin atender a los agentes
causantes.

C) Este problema se podria resolver también por el principio de trabajo-energia, que
es untema que veremos mas adelante.
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Ejemplos de Trabajo y Energia

1. Un motor mueve una banda inclinada 30° con respecto a la horizontal, que hace des-
cender un bloque de masa M=40 kg a una velocidad constante de V=4 m/s.
a) Calcular el trabajo hecho sobre el bloque por el motor cuando lo desplaza 5 m.
b) (Cuanto trabajo tendria que hacer el motor para elevar el bloque a la misma
distancia a velocidad constante?

A) B)yC)

D)
E) Datos: Incognitas: Condiciones:
M= 40 kg : W =1 P W=F,q, Ax
V=4 m/s F=14 2% ley: 2F=ma:
6= 30° 2F=ma,y 2F.=ma,.
Ax= 5 m.
ILA)

La fuerza F es la ejercida por el motor por intermediacién de la banda transportadora
y que equilibra la componente del peso del bloque lo que permite su descenso a veloci-
dad constante, y por tanto con una aceleracion nula.

a=0 = JESUNTheE
= YF.= Mgsenf—-F=0 = F= Mgsené.
= JF,= N-Wcos6=0 = N=Wcos6.
a)
El trabajo hecho por el motor es el realizado por la fuerza F de la banda al trasladar el
bloque Ax. De la definicion:
W=F .. dx = W= Mgsen@*Ax *05180° = W=400+sen30°*5 * cos180°
> W= -1.000J.
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b)
La fuerza necesaria para equilibrar el peso y hacerlo ascender es equivalente a la de su
descenso. Por lo tanto el trabajo realizado estara dado por:

W=400+sen30° *5 # cos0’ = W= 1.000J.

05

A) El problema fue muy sencillo y no es muy dificil verificar su resultado, solo hay que
aplicar correctamente la formula del trabajo. El trabajo de descenso como de ascenso
solo varia en el signo, como seria de esperar por el distinto sentido del desplazamiento
del bloque con respecto al de la fuerza.

B) La fuerza del motor solo se uso para mover el bloque a velocidad constante y no hu-
bo aceleracion. Una confusion de los estudiantes es considerar que la aplicacion de una
fuerza siempre es para acelerar objetos, pero este no es el caso cuando hay fuerzas en e-
quilibrio y que el objeto puede estar en reposo o moviéndoe con velocidad constante.
Aqui no se toma en cuenta la friccion necesaria para que el objeto no se deslice, si no
nada mas se considera la fuerza del motor.

C) Se podria utilizar como altemativa de solucion el principio de trabajo-energia.

2. Sobre un bloque con masa de 4 kg achia una fuerza F=50 N a 60° por encima de la
horizontal. El bloque se haya sujeto a un resorte con una constante de rigidez k=30 N/m.
Supongamos que el sisterna parte del reposo, con el resorte no extendido, y que 24=0.2.
Cuando el bloque se ha movido 60 cms, cual es el trabajo hecho por: a) F; b) la friccion;
c) el resorte; d) Cudl es la velocidad final del bloque?

L A)

SON

B)yC)




72

D)
______ 50 N
N /'
60°E
e '
Fr fk
T\Nuo N
E) Datos: Incognitas: Condiciones:
F=40N a 60° Wi, W, W, v=>LP. 2% ley de Newton:
M=4 kg 2F=ma:
k= 30N OF=ma,y JF,=ma,.
1:=0.2 W=F ., -AAx
v,=0
x,=0
Ax = 0.6m
IL. A)

Como no se nos pide calcular el trabajo de la fuerza neta, el trabajo de la fuerza
F se puede calcular directamente de la definicion:

a) Wr=FAx = Wy=40+0.6%0s60° = W,=12J.

b) El trabajo de la friccion:
W,= f-Ax, donde f se talcula con f = u/N y N se obtiene de
SF.=ma, = JF,=N+40#en60°40=0 = N =40~40+sen60’
= N=5.36 N, y sustituyendo en la formula de fuerza de friccion:
J = 4N = f= 0.2%5.36 = f = 1.072 N y su direccion es opuesta a la del
movimiento, por tanto =180°. Con estos datos podemos ya calcular el trabajo:
W, = fdx = W,=f*Ax*cosd = Wy=1072+0.6+0s180°
= W;=-06432J.

c¢) Ahora calcularemos el trabajo hecho por el resorte. La fuerza de este varia de
manera continua en funcion de su elongacion, y por tanto para calcular su trabajo
necesitamos su definicion mas general, que incluye la integracion:

W, =IF.,dx,donde F =-kx =W, =r—lcxdx i, =—;k()c2 -x})

ycomo x, =0, ¥r=06y =30 = W =—-;30(0.63—02) = W=-54J

d) La velocidad del bloque al alcanzar su clongacion maxima de x=0.6 m se puede cal-
cular el teorema de trabajo-energia ya que este me involucra el trabajo, que ya cal-
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culamos, con el cambio de energia cinética que incluye su velocidad final y que quere-
mos calcular:
W ocio=F oo S=AK (1), donde K=% my".

De la formula, debemos obtener en primer lugar el trabajo total realizado sobre el blo-
que por la fuerza resultante y multiplicada por su desplazamiento. Otra manera es cal-
cular el trabajo realizado por cada una de las fuerzas de manera independiente y luego
sumarlas todas, como le haremos aqui. Las dos formas son equivalentes, pero aqui ya
tenemos los trabajos calculados para cada una de estas fuerzas:

Wiwo= Wit Wt W, = Woeo= 12-0.6432-5.4 = W,00=5.956 J (2).

Y el incremento en energia cinética

AK =4 mvf—‘/;mv,-: = AK=% m(vf,— v,-:) '
sustituyendo los datos,

2 AK= by -0) = dK=2v/ (3)

Sustituyendo (2) y (3) en (1): 5
5956=2; = v/ =59562 = vw=172ms.

I1I.
A) El resultado de la velocidad final del bloque no es tan disparatado de acuerdo a la fu-
erza que se aplica y a la constante elastica del resorte; es un resultado aceptable.

B) Para la solucion del problema se necesitaba conocer el principio trabajo-energia. Si
lo hubiéramos querido resolver con puras consideraciones de las fuerzas hubiera sido
algo mas complicado. La dificultad entonces radicé en conocer dicho principio y apli-
carlo de manera correcta.

C) Este problema también se podia resolver calculando primero, con la segunda ley de
Newton, la aceleracion; con este dato y con los que nos da el problema, la velocidad se
podria calcular con las ecuaciones de la cinematica.
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Ejemplos de Conservacion de la Energia

1. Hallar la compresiéon méxima que alcanza un resorte colocado de manera vertical y
de constante de rigidez k=30 N/m, cuando se deja caer un bloque de / kg sobre su parte
superior desde una altura de / m.

A)

k=30 N/m

B) En este problema actuan puras fuerzas conservativas, y por lo tanto se puede resolver
por pura consideracion energética, y no sera necesario realizar un analisis de las fuerzas.

C) El marco de referencia se colocaréd en el nivel supuesto donde el resorte alcanza su
maxima compresion por el bloque que le cae. La conveniencia se notara cuando reali-
cemos los calculos, y se debera a que al ser el nivel cero aqui, nos ahorramos involucrar
una nueva variable que implicaria el colocarlo en la base del resorte.

D) No es necesario dibujar el diagrama de cuerpo libre ya que no se consideraran las fu-
erzas.

E) Datos: Incégnitas: Condiciones:
m=1kg A=l Conservacion de la energia:
h=1m ] K, + U, = K; + Uy donde
k = 30 N/m K=0mv'y U=mgh+ kX",

1.

B) La energia del bloque, poco antes de que se suelte, es puramente potencial gravitaci-
onal. Cuando este se deja caer, su energia, conforme cae se transforma gradualmente en
energia cinética, choca con el resorte y ésta energia se conviertc. en cinética y potencial
elastica, hasta que finalmente se transforma toda en energia potencial eldstica cuando
alcanza su maxima compresion. Para la solucion del problema s6lo tomaremos en cuen-
ta su etapa inicial y fina), ya que estas dos involucran lo que conocemos, H, y lo que
queremos saber, X. Su evolucion intermedia no es necesario considerar y esto simplifica
su solucion. Entonces pot consetvacion de la energia:

mgtKj= 1 kK,
sustituyendo los datos
= 10(1+X)= %#30%¢ = 10+10X=I5X = 15X -10X-10=0
Resolviendo por la féormula de las cuadraticas:

) T ol
X=\0i\11300 +600 . 10:£26.45

= X, =1215y X,=-0.548
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De estos dos resultados, sdlo el incremento negativo es el correcto por que la compresi-
on del resorte fue en esta direccion seglin nuestro sistenia de referencia:
= X= -0.548 m es la compresion maxima del resorte.

IIL

A) De los dos resultados anteriores obtenidos, por su magnitud es mas aceptable que
sea correcto el que tomamos, ya que el que discriminamos es mas de un metro y corres-
ponderia a un valor mas alto de la altura que se dejo caer.

B) Al realizar consideraciones energéticas para resolver el problema, sdlo tomamos los
dos estados de interés y se pudo resolver de manera sencilla. St lo hubiéramos intentado
resolver por consideraciones mecanicas su soiucion habria sido muy complicada.

C) Por el principio trabajo-energia seria posible resolverlo también.
A Y

2. Un cuerpo de 2 kg que desciende sobre un plano inclinado a 60°. a una altura de 5 m
tiene una velocidad de 3 m/s. Llega a una seccion horizontal de 4 m de longitud y se
desplaza al nivel del suelo y entonces se eleva por un plano inclinado a 30°. (Que altura
sobre este plano alcanza alcanza el cuerpo el reposo?

Suponga que todas las superficies tienen g4 =10.3.

L

A)

B). C)

D)
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y
N,
fi
< » X
Tw=20N
E) Datos: Incégnitas: Condiciones:
m=2 kg el P, Principio de Conservacion
Vo= 3 /s d=1I A Modificado: AE=EE;=W,..
ho=4m 2% ley de Newton:
$4=0.3 2F=ma:
6=60° 2F.:=ma.y >F,=ma,.
6:=30°
V=0
I=4m

LL
Como en este problema actua una fuerza no conservativa como la friccion, la energia de
este sistema no se conserva y ya no es posible utilizar el principio de conservaciéon. En
su lugar se utiliza el principio de conservacion modificado, AE=E—~E =W, (1), que in-
cluye a las fuerzas no conservativas. Calcularemos primero el trabajo de las fuerzas no
conservativas, para esto dividiremos este cdlculo en tres etapas: 1* etapa: cuando desci-
ende el bloque por el plano inclinado a 60% 2° etapa: cuando se desliza sobre la seccion
horizontal; 3 etapa: cuagdo asciende por el plano inclinado a 30° y finalmente se detie-
ne. El trabajo total serad la suma del trabajo de cada etapa que la fuerza de friccion reali-
za sobre el bloque. Hacemos este céalculo porque es necesario conocer el trabajo de las
fuerzas no conservativas para poder utilizar la férmula (1).
A)
1* etapa:

La fuerza de friccion esta dada por f;=uN, (2). Para calcular N, necesitamos realizar
un analisis de fuerzas en el eje y:
JF,=N,-20c0s60°=0 = N,= 20cos60°
= fi=44N, = £,=0.3 #20c0560° = f,= 6cos60°
Ahora calcularemos la distancia recorrida por el bloque en su descenso. Por relacion tri-
gonomeétrica:
= sen60°= 5/4x, = Ax,=5/ sen60°.
Con estos datos ya podemos calcular W;:
W=f+Ax =  W,=f,+Ax, *cos180° = W,=6cos60°+*5/ sen60’) *-1)
= W,= —30ctg60° = W,= -17.32;.
2° etapa:
De la misma manera que en el caso anterior:
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S=uN- (3)
2F,=N.-20=0 = N>=20y 1 = 0.3,
sustituyendo en (3):
fi=03%20 =f.=6 N,
y sabemos que Ax,= 3 m, ahora ya podemos calcular el trabajo:
W= #Ax, #cos180° = W.=6+4#(-1) = W.= =24 .
3% etapa:
analogamente como en los casos anteriores:
Ji=uNs (4)
JF, =N, —20c0s30° = 0 = N,;=20c0530° = f,;= 0.3%20c0s30° = f,=6cos30°.
Y por relacion trigonométrica:
sen30° = h/d = d=h/ sen30° (5), con estos datos ya podenios calcular el trabajo en esta
etapa:
W,=f,*d*c0s180° = W,= 6cos30°+( b/ sen30%)*(-1)
= W,= —6hctg30° = W,= —10.39h
Finalmente podemos calcular W,:
W,=W+W.+ W, = W= -17.32-24-103%h = W,=-41.32~1039h (6).
B)
Ahora calculemos el decremento de energia, AE=E (E,, del bloque, para ello considera-
mos su estado inicial, cuando recién comienza a descender el bloque, y su estado final,
cuando se detiene:

E=mgh, +% mV;} = E=2#10#5+ Y% +2#3=100+9 =  E=109J.
E/=mgh+% mV* = E=2x10%h+ % 240 =  E=20hJ
Por lo tanto,

AE = EE,= 20h ~109 (7).

Finalmente sustituyendo (6) y (7) en (1):
20h =109 = <41.32-10.39h = 20h+10.39h = -41.32+109 =
30.39h = 67.68 = h=22m.

IIL.

A) El resultado obtenido es razonable dentro de lo que cabria esperar, ya que la altura a
la que se detiene la particula es menor que la altura inicial, a causa de la energia que se
disip6 debido a la fuerza de friccion.

B) La forma como tuvimos que relacionar los datos con la incognita fue con el principio
modificado de la conservacion de la energia. Este principio relaciona la cantidad de e-
nergia disminuida o disipada del sistema, y que es equivalente al trabajo realizado porla
fuerza no conservativa de la friccion. Para la solucion del problema era necesario cono-
cer este principio. Siendo asi, resulto facil resolverlo, ya que solo se necesitaba aplicarlo
bien. Obtuvimos una sola ecuacion con la incognita h, y resolverla fue directo.

C) Otra forma de resolverlo seria por consideraciones de fuerza con la segunda ley de
Newton, calculando en cada etapa su aceleracion o desaceleracion, y con las ecuaciones
de la cinematica determinar su desplazamiento. Aunque de esta manera hubiera sido
mucho mas complicado.
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3. En una pista de circo, se considera a una particula de masa m que es soltada desde u-
na altura s y luego se desliza sobre una superficie inclinada sin friccion hasta llegar a u-
na pista en forma de un circulo de radio R.
a) Para que la particula no pierda el contacto en la altura maxima del circulo ;cual
es el valor minimo de 4?
b) (Cual seria la fuerza ejercida por la pista en el punto maés alto si esta misma par-
ticula es soltada al triple de esta altura minima?

L
A) B), C)
\o =0
v
x
| R
h T
D)
Particula en h=2R
o
¥y N
W
: y

E) Datos: Incognitas: Condiciones:

m H N =51 P. 2" ley de Newton:

R V=1 A AF=ma:

Vo = 2F=ma, v 2F,=n,.

h=2R Conservacion de la Energia:

Ki+ U; = Ky + Uy.donde
K= m y U=mgh.

I1. A)

Primero haremos un analisis de su dindmica en su maxima altura que alcanza en el cir-
culo:
2F.= -N-mg = ma,
como el movimiento de esta particula es circular. su aceleracion es centripeta y se escri-
be como

a=-V/R =5 N-mg=mf-V "/'R) —5 N+mg=mV “JR (1).
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o . ' : ; gl AL DT ERA
la aceleracion es negativa porque apunta hacia el eje y negativo (18U &+ 4

B)

a) Obtuvimos una ecuacion con 2 incdgnitas, Ny V¥, pero no incluye #. Con esta varia-
ble la podemos obtener de consideraciones energética:

Ki+ U =K + U = 0+ mgH =% mV°+mgh = h=2R =
mgH=m(%V"+2gR) =3 gH="%V*+2gR (2).

En esta ecuacion tenemos dos incognitas, /'y V, que con la Ny V de la anterior suman
3 incognitas para solo 2 ecuaciones, y no podemos resolverlas. Sin embargo haciendo la
consideracion de que, como en el inciso a) nos piden encontrar el valor minimo de A
para el que la particula no pierda contacto, esto significa el que N es muy pequerio pero
no cero, lo minimo antes de que la particula se despegue. Podemos Suponer que N es
tan pequerio que podemos hacer la aproximacion N=0, entonces el valor de H que ob-
tengamos de esta consideracion sera el minimo para el que la particula pierde contacto.
Entonces (1) se transforma en

7 ) 2 b 2
mg =mV-/R => g=V'/R = V" =gR,ysustituyendo en (2):
gH="%V +2gR =  gH=/igR+2gR =  gH=5gR/2 =
H =5R/2.

e . vc&o0/
b) Si la particula es lanzada al triple de la altura minima, entonces esta sera de H=I15R/2
y sustituyendo este valor en (2), ya que es el mismo problema del inciso anterior, pero a
la inversa, ya que ahora nos dan la A y hay que encontrar la N (fierza de contacto) en el
punto mas alto del circulo de la pista:
gH=%V +2gR = 15gR/2 = %V'+2gR = 15gR-4gR = V°
= 11gR=V* = V' = 1IgR,
y sustituyendo en (1):
=>N+mg=mV/R =>N+mg=mR)IIgR = N+mg=1lmg=N=I0mg.

1L

A) El resultado para el inciso a) de H = JR/2 es razonable dentro de lo que se pudiera
esperar, ya que la energia en este sistema se conserva porque no hay friccion. Entonces
para que la particula no pierda contacto con el piso requiere de 0.5R mas que la altura
maxima de la pista circular. Si fuera la misma altura, es decir 2R, de la que se lanza la
particula, no llevaria el suficiente energia (su velocidad a esta altura seria cero) para

vencer la fuerza de gravedad y perderia contacto poco antes de llegar a su altura maxi-
ma.

B) El problema requiri6 de consideraciones mecanicas y energéticas para poderse resol-
ver. Sin una de estas consideraciones hubiera sido imposible llegar a un resultado. La
dificultad en la resolucion de muchos problemas se debe precisamente a un andlisis

parcial de estos. En los problemas complicados se requiere un analisis detallado y com-
pleto.

C) Como dijimos antes, para poderse solucionar requirié un analisis completo, y por
tanto no parece existir otra alternativa de solucion.
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4. Un nifio que se encuentra sobre un domo hemisférico de radio R sin fricciéon, s¢ comi-
enza a deslizar de la parte mas alta a una velocidad despreciable.

a) ;,Cual es el angulo con respecto a la vertical en el que la persona pierde contacto con
la superficie?

b) En el caso de que hubiera friccion en el domo, donde perderia el contacto la persona,
¢en un punto mas alto o mas bajo que en el caso sin friccion?

L
A) B), C)
®0
K/ VAVAVAVAVA\
JPAVAVAVAVAYAVAV
/N NNNNNNN
D)
E) Datos: N Incognitas: Condiciones:
Vo=0 6,0 h=Rcos6 =1 P. 2F=ma:
H=R ) T 2F.=ma,y JF,=ma,.
Conservacion de la Energia:
Ki+ U; =K, + U, ,donde
K=Ymv'y U=mgh.
11.

A) Analizando la dindmica cuando el nifio se ha desplazado un angulo &

2F:= mgsenB=ma, = a, = gsend (1), donde 4, es la aceleracion tangencial con res-
pecto a la superficie del domo.

OF,= N-mgcos#=ma., donde a.= V/R = N-mgcos@ = -m V'/R (2).
B)
Ahora haciendo consideraciones energéticas. La velocidad inicial es muy pequefia, casi
cero, solo la necesaria para que el nifilo comience a deslizarse; entonces, simplificando
el problema podemos considerarla cero:
n1gR=n1gh+’/1mV", y como h=Rcosf = mgR=mgRcosO +7:m v
= mgR=m(gRcos@+%V°) = gR=gRcosd + %V = gR(l1—~cos@)=" v

= V'=2gR(I—<os8)  (3).




81

La ecuacion que me condiciona el movimiento a la superficie del igli es la (2), que tie-
ne 3 incognitas, N, @y V. La otra ecuacidon que podria ayudamos a resolver esta es la
(3), y que me relaciona ¥ con 6. Asi, tenemos dos ecuaciones con tres incognitas, pero
como en el problema anterior, la condicion para que la persona se despegue, es que la
fuerza de contacto con el domo sea cero: N=0. Entonces la ecuacion (2) se transforma
en:

—mgcos@= -mV°/R =  V’=Rgcost (4).

a) con la ecuacion (3) y (4), tenemos 2 ecuaciones con 2 incégnitas y ya podemos resol-
ver para el angulo fa la que se despega la persona. Igualando ¥’ de (3) en (4):

RgcosB=2gR(1~cos6) = cos@=2(1-cos6) = 3cos60=2 =cosf=2/3. =
6=48.
b) si existiera friccion, el deslizamiento seria a menor velocidad que sin friccion debido
a que esta fuerza se opone al movimiento. Por tanto, de la ecuacwn (4):

1 = Rgcos® = 0= arccos(V’/Rg)

Por lo tanto a menor velocidad, mayor angulo de despegue &.

I11.

A) El angulo obtenido es poco mayor de 45° como seria de esperar dado que la superti-
cie no tiene friccidn, y la velocidad tangencial aumenta lentamente hasta alcanzar un
buen impulso, despegarse y salir disparado por la inercia del movimiento.

B) En este problema, como en el anterior, fue necesario realizar un analisis exhaustivo
de la dindmica y su energia. Para el primer analisis se plante6 de manera general para un
desplazamiento &cualquiera por que no se conocia y se queria determinar. La energia se
calculd en 2 puntos, en su altura maxima y en el punto a un angulo & donde supuesta-
mente se despega el nifio. Asi, pudimos relacionar el angulo buscado con los datos, y
otras incognitas, hasta llegar a su solucion.

C) Es dificil saber como obtener otra altemativa de solucidn ya que para llegar a esta se
requirid un andlisis completo, que deja poca cabida para otra opcion.
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Ejemplos de Sistemas de Particulas

La dinamica de un sistema de particulas se estudia describiendo el movimiento de su
centro de masa (CM) como el de una solza particula concentrado en este punto. Este
sistema se estudia con las leyes de Newton y que me describen el comportamiento
de una particula imaginaria ubicada en esa posicion. Para los problemas que se pre-
sentan (dos o mas particulas), utilizaremos los algoritmos que se utilizaron para el
estudio de una particula mas la formula del CM.

1. En una caja de masa 4m y longitud 4/. que se encuentra sobre una superficie sin
friccion, dos bloques de masa 2m y 3 estan unidos contra un resorte comprimido
sin masa, en el centro de la caja sin friccién. Antes de soltar los bloques estos se en-
cuentran a una distancia L de su centro. Cuando se sueltan, se despegan del resorte y
se desplazan hacia el extremo de la caja a una distancia 2L. Calcule el desplazami-
ento de la caja después de que ambos bloques alcanzaron el extremo de la caja.

I
A)
M=4m‘yr
C.M. ;
*——7 e
. B
—L—ve— Ll e L »
: ;
x|
_ *C.M.

—L—e—l—pe—L—pe—L_»

B) Como no existen fuerzas externas actuando sobre el sistema bloques-caja, al me-
nos en el eje X, el CM del sistema no varia su posicion en esta direccion aunque si lo
hagan las particulas y la caja. La evolucion del sistema es tal como se muestra en la
figura.

C) El sistema de referencia lo colocaremos en el centro de la caja cuando ain no se
mueve, pero sobre el piso por el cual se desliza la caja. Nos conviene aqui, por la si-
metria de la situacion y porque es con respecto al centro que se desplaza la caja.

D) No es necesario dibujar un diagrama de cuerpo libre puesto que no actian fuer-
zas externas al sistema.
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E) Datos: Incognitas: Condiciones:
Masa de los bloques: Xl P. Leyes de Newton:
2my 3m N =L A" Sin fuerzas externas en X =
Caja: F.=0=CM=Cte

Masa 4m y longitud 4L

IL.
Utilizaremos la formula del CM ya que esta me relaciona los datos con las incégni-
tas. Primero calcularemos el CM de los bloques antes de que se suelten:

X=X/ Sm,; = . Xew=(dm#0+3m*L-2m*L)/(dm+3m+2m )
—S Xem=mL/9m = Xem= L9 (D

Ahora calcularemos e! CM cuando los bloques ya se soltaron, chocaron y permane-
cieron pegados a las paredes de las cajas:

= Xon={3m2L-X)~Im *X2m(X+2L)}/(4m+3m+2m)

= X.,.=(6mL-3mX—~<mX-2mX—~mL)/Im

= Xew= 2mL-9mX)/Im = Xgp= (2mL/Im-9mX/9m = X.,=2L/9-X (2).

B)

Ahora ya tenemos dos ecuaciones con dos incognitas y ya podemos resolver. Susti-
tuyendo X, de (1)en (2):

L9=2L/9 X = X = 2L/9-L/9 = X = L/9, que es lo que se desplazo con respecto a
la referencia del piso.

1L

A) Este resultado se puede probar calculando el CM con la posicion de la caja des-
plazada y compararla con la inicial sin desplazar. Si el resultado calculado es correc-
to, los CM deben ser equivalentes. Para calcular este CM debemos sustituir el des-
plazamiento X = L/9 en la ecuacion (2): X,,=2L/9-L/9 = X.,=L/9.Y estees el CM
del sistema en un inicio, y por lo tanto el resultado es correcto.

B) Para resolver este problema se aprovechd la conservacion del CM por la inexis-
tencia de fuerzas externas. Solo se requiri6 definir el estado inicial y final del siste-
ma, y no fue necesario describir su evolucion.

C) Probablemente se podria resolver por conservacion del momento y la energia, pe-
ro resultaria mucho mas complicado.
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2. Una bomba de 8 kg es lanzada desde la azotea de un edificio de 80 m de altura a
una velocidad inicial de 60 m/s a 60° sobre la horizontal. Describe una trayectoria
parabdlica en su caida al piso, y antes de chocar explota dividiéndose en dos partes.
Una de las partes de 5 kg pega en el suelo a /50 m de la base del edificio. Si supo-

nemos que ambas piezas llegan al suelo en el mismo instante y quedan fijas en el,
idonde toca al piso la otra parte? Tome g = 10 m/s".

L
A)
V=60 mis .- e
\“‘
\‘lL
7
Yu_ao m & =
L ‘; :
v | %
m,=5 m" : y m,=3 kg
= C.M.
N— x,=150 m —»
L Xcu >
— X, —— ]

B) Como se muestra en la figura, la explosion afecta la trayectoria parabdlica de la
bomba, dividiéndose en dos trayectorias distintas para cada parte de la bomba en
que se fragmento. Sin embargo, el CM prosigue describiendo una trayectoria para-
bolica.Esto se debe a que la fuerza que produce la explosion son internas y no afec-
tan al sistema como un todo. Entonces, la posicion del CM es influenciada solamen-
te por la fuerza de gravedad, de acuerdo a la 2° ley de Newton (F,.,=Mac,); entonces
su trayectoria sigue cofmo si no hubiera pasado nada. Al final, cuando ambos trozos

caen al suelo, el CM quda en el sitio donde hubiera caido la bomba si no hubiera ex-
plotado. ’

C) Nuestro sistema de referencia lo ubicaremos en la base del acantilado. Es el lugar
mas conveniente, ya que es a partir de aqui de donde se nos pide medir la distancia a
la que caen las dos particulas producto de la explosion. La velocidad se proyectara
en sus dos componentes, x y y, para describir su trayectoria parabdlica.

D) No es necesario un diagrama de cuerpo libre ya que solo necesitamos describir la
trayectoria del cuerpo.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
M= 8 kg A =002 Ecuaciones del movimiento
m,= 5 kg X, Ve i) parabodlico.
m;= 3 kg 2% ley de Newton para un
V,=60 m/s a 60°

un sistema de particulas:
Vox=60Cos60° Few=Macm.
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V,,=60Sen60°

Y,=80m

Y=0

X,=150m
ILA)
Ahora trataremos de determinar la posicion de uno de los fragmentos de la bomba
(X-). Para ello utilizaremos la formula que determina CM y las ecuaciones del movi-
miento parabolico, asi podremos relacionar la incdgnita que buscamos resolver, X,
con los datos e incognitas auxiliares, X y ¢. En primer lugar, de las ecuaciones de
tiro parabdlico, podemos calcular la posicion final del CM. De la formula de la cine-
matica. En el eje y:

Y=Y, +V t-gt/2 = 0 = 80 + 60Sen60°t—10¢"/2
= 80+60Sen60°t-5¢=0, dividiendo entre 5 = ~ + 12 Sen60°t + 16 (1)
Para el eje x:
X=V.t = Xm=60Cqs60°t (2)

Aunque estas 2 ecuaciones ya se pueden resolver, no involucra la incognita que nos
piden encontrar. Para lograrlo debemos utilizar la formula del CM:

Xom=(m, X, +m:X)/(mytmy) = Xom=(5150+3%X:)/(5+3) = X.,=(750+3X,)/8 (3)

B)

Con esta ecuacion ya involucramos la I[P, aunque esta en funcion de otra incognita,
pero con las otras 2 ecuaciones anteriores ya formamos un sistema de 3 ecuaciones
con 3 incognitas. Calculando t de la ecuacion (1),

—12+./12% = 4(-1)(16) -12 ++/208 -12+14.42
= = fz—— = fz—— =
2(-1) -2 -2
t,=-12lsy ¢, =13.21s.
De los dos resultados el unico que tiene sentido fisico es el positivo, porque no exis-
ten los tiempos negativos. Entonces sustituyendo ¢ =13.21s en (2):

X.n= 60Cos60°t = X.,= 60Cos60°#13.2]1 = X..=60+#0.5+13.2]
= X.,.=2396.3m.

Finalmente sustituyendo este valor en (3):
396.3 = (750+3X /8 = 31704 =750 + 3X; =
2420 = 3X; = X,=806.8m,
y es donde cae el otro fragmento.

III.

A) El resultado es adecuado de acuerdo a 1o que se podria esperar cayera la otra par-
ticula, que seria en el extremo derecho del CM, para que este no variara su trayecto-
ria y posicion final La distancia también es coherente, de acuerdo a la masa de la
bomba. Para comprobar cuantitativamente se podria calcular el CM con los datos
completos con que ya contamos de la cinematica, y compararlo con el calculado
mediante la formula.
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B) El CM siguio una trayectoria parabdlica por que la fuerza exterior al sistema, es la
fuerza de gravedad. Por lo tanto, se utilizo las leyes de la cinematica para describur el
movimiento del CM del sistema de dos particulas después de su fragmentacion Ade-
mas, se utilizo la formula del CM para relacionar datos e incognitas. Todas estas
condiciones se utilizaron para encontrar las ecuaciones necesarias para resolver el
problema.

C) Otra manera de resolverlo, es considerando las fuerzas internas en la explosion y
las velocidades como salen despedidas las particulas. Aunque seria muy
complicado, si no que imposible de resolver.
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Algoritmo para la Conservacion del Impetu Lineal

I. Comprender el Problema:
A) Haga una descripcion pictorica que esclarezca la situacion enunciada en el pro-

B)

C)

IL

A)

B)

0)

blema, desde que inicia hasta que termina su proceso. Las variables usadas para
describir el evento son colocadas en los lugares apropiados del esquema. Es ne-
cesario definir un sistema de referencia para la descripcion del evento. Para pro-
blemas mas complejos, su proceso necesita ser dividido en mas de una parte.

Dibuje un sistema de ejes coordenados que contenga todos los vectores de los
momentos antes y después del suceso. Los signos de las componentes de los
momentos vectoriales en las ecuaciones deben coincidir con la direccion de sus
respectivos componentes del vector velocidad en el esquema. Si algun vector
velocidad es una incognita, entonces debemos escribirla V=V, +Vy), y los sig-

nos como la magnitud de ¥; y ¥, saldran de la solucion.

Ordene los datos, incognitas y condiciones del problema en sus respectivas
columnas, no olvidandose de etiquetar las incognitas en auxiliares (IA) y princi-
pales (IP).

Planteo y Desarrollo de la Solucion:
Del sistema de ejes coordenados escribimos la conservacion del impetu para ca-
da componente.

La conservacion de la energia cinética solo se debe aplicar para las colisiones e-
lasticas. Por ser un escalar sus valores son absolutos.

De las consideraciones anteriores debemos obtener un sistema de ecuaciones
donde su numero debe ser igual al de incognitas para que las podamos resolver.
Si no es asi, entonces debemos buscar alguna restriccion o condicion extra que
me relacione los datos con las incognitas en una ecuacion. Una vez que sean igu-
ales, entonces ya podremos resolver por cualquier técnica de solucidon para un
sistema de ecuaciones.

III. Revisar el Planteo y Desarrollo de la Solucién.
A) Revisar el resultado.

B)
C)

Revisar el razonamiento desarrollado.
Buscar otras posibles alternativas de solucion.
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Ejemplos

1. Una particula de masa ] kg esta suspendida de una cuerda de 2 m de longitud a
una pared y sujeta de manera horizontal. Se suelta y choca elasticamente con un blo-
que de masa M que esta sobre una mesa sin friccion. El bloque M sale despedido y
la particula retrocede y se vuelve a elevar. | A que altura se eleva dado que:

a) M=5 kg, b) M=800 gr.

L.
A) B)
I &
H=1m el Po P
1 =3 T
C) Datos: Incdgnitas; Condiciones:
m=1kg h=1P. choque elastico =
M=5kg(o0.8kg) MW Wy ol Conservacion de la energia.
l=2m Conservacion del impetu.
I,

La solucion de este problema lo dividiremos en dos etapas: la 1* cuando la particula
se suelta de su posicion horizontal y cae hasta su posicion mas baja con velocidad v,
pero poco antes de chocar; la 2* etapa cuando la particula choca elasticamente con
velocidad v, contra el bloque y lo impulsa en esta misma direccion con velocidad ¥V,
mientras que la particula retrocede con velocidad v,’, hasta alcanzar el reposo
momentaneo a una altura 4, como se ve en la descripcion pictdrica.

A)y B)

12 etapa:

Por conservacion de la energia sabemos que,

mgH=’/zmvb2: gH=’/zv,,":‘,> v, =oJ2gh = v, =,/2(10)(2) = v, = /40 m/s.

2? etapa:
Por conservacion de la energia:
Y% mv,’ = VsMva’+mgh (1)
Para la conservacion del impetu:
Mv,= My, +mv,’ 2)

De los 2 principios de conservacion obtuvimos 2 ecuaciones con 3 incdgnitas: v,,
vs' y h. Necesitamos otra ecuacion que relacione a alguna de estas variables. Para
obtenerla, debemos damos cuenta de que la energia cinética de la particula después
de la colision es igual a su energia potencial que alcanza cuando retrocede y alcanza
su maxima altura h:

hmv,” = mgh = k=w"%e &)
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Sustituyendo (3) en (1):
= %mv,’ = YMv+5mv,” e my,’= My, + mv,” 4)
D)

Con la ecuacion (2) y la (4) ya tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas: vy, y v, . Vamos a tratar de resolver para una de estas, para luego tratar de
usar estos valores para encontrar h de la ecuacion (3). Se hace asi, porque parece ser
el camino mas fécil, ya que de otra manera, tratar de encontrar }a solucion sustitu-
yendo en (3) directamente, nos llevaria a una ecuacion cuadratica en h. Entonces,
mejor buscamos un camino alternativo. De la ecuacion (2):

Mv,= Mv,,+mv, = mv, -mv, =Mv, = m(v, —v, ) = Mv, (5).

De la ecuacion (4):
mvbj—-mv,, ‘= My, =3 m(vb)—vb Y= My B mvytv, Jvy, —vp )= Mv.? (6).
Sustituyendo (5) en (6):
MOV, Wvstvy )= Mvy® = Mvy(vy+vy)= My, = mtw)=vw ()
Sustituyendo (7) en (2):
mv,= M(v,+v,, )J+mv,” = mv,= Mv,+Mv,"+mv,” = mv, —Mv,= mv,"+ Mv," =
m-M
m+M " (8)
y finalmente v, ‘esta en funcion de datos ya conocidos o calculados. Sustituyendo
este valor en (3) para obtener A:
m-M Y v:
m+ M J 28

vwim-M)=vfm+M = vy =

h=v,/2g = hz[

Ya tenemos a n en funcion de cantidades conocidas. Entonces resolviendo para el
inciso:
a) M=5kg m=1kg v, =40 m/syg=10mis*:

hz(g}%@ = h=im

L& 5y S2%x10

Para el inciso b) el unico dato que cambia es M=0.8 kg, por lo tanto:

(1—0-8)2 {0 =+ s

1+08) 2x10

111

A) La solucidn que obtuvimos inicialmente para /4 fue en forma literal. Resulta mas
ventajoso resolver un problema, primero de esta manera, hasta encontrar la incogni-
ta en funcion de las variables cuyos datos conocemos, pero que manejamos con lite-
rales por las ventajas que mencionaremos, y solo hasta el final sustituir sus valores.
Es mucho mas conveniente resolverlo asi, porque el razonamiento se desarrolla de
manera mas clara, ademas nos evita manejar niimeros con fracciones decimales que
conlleva mas dificultad de manipular y que nos induce a cometer errores de calculo.
También, con la solucion literal podemos verificar nuestro resultado general llevan-
dolo a casos particulares conocidos. De la solucion general:
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b= [m -mY i
m+M) 2g
cuando la masa de la lenteja sea igual a la del bloque,

M—M)zi

= h=0,
M+M) 2g

m=M = h=(

y por tanto, como cabria esperar, por tener masas iguales, todo el impetu de la parti-
cula se transmite al bloque, y aquella no retrocede sino que permanece estatica y por
lo tanto no se eleva. Se puede demostrar que la velocidad de retroceso se anula. De
la ecuacion (8):
._m-M . M-M :
Ny = Vw2 mM =y s ———y, PV =
m+M M+M

En consecuencia, el resultado cumple con este caso particular y esto hace creible
que el resultado sea correcto.

B) Por ser un problema con colision elastica, se pudo utilizar ademas del principio
de conservacion del impetu, la conservacion de la energia. Este ultimo fue necesa-
rio aplicarlo bien, porque ademas de la conservacion de la energia para el sistema
total, fue necesario aplicarlo en el caso particular de la bola, después de la colision.
Sélo asi se pudo completar un sistema de ecuaciones igual al de incégnitas. Para la
solucion de estas ecuaciones fue necesario recurrir a un artilugio valido para evitar
llegar a una ecuacion cuadratica de h, que se hubiera obtenido si seguimos el camino
directo. Se sugiere al lector solucionarlo de esta manera para que se de cuenta de la
complejidad de seguir este camino.

C) Por la dificultad del problema y del fenémeno de colisién en si mismo, si hubié-

ramos utilizado las leyes de la dinamica en vez de los principios de conservacion,
seria muy complicado, sino que imposible, de resolver. En principio determinar la
fuerza de contacto del ghoque y con esto calcular las aceleraciones de los cuerpos,
para obtener con esto el desplazamiento de la bola. Cémo lo resolvimos fie relativa-
mente facil hacerlo, y relacionamos de manera directa los datos con las incognitas.
Esta es la gran ventaja que proporciona los principios de conservacion. El alumno
aprenderia mucho si lo intentara resolver de esta otra manera, para efectos de
comparacion, y aprender a reconocer cuando se debe utilizar uno u otro método.
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2. Se lanza una bomba de 20 kg en direccion hacia el este a 30 m/s y explota divi-
diéndose en tres partes: un fragmento de 9 kg que se mueve a 20 m/s a 30° NE, un
fragmento de 5 kg que se mueven una direccion desconocida, y un tercer fragmento
de 6 kg que se mueve hacia el sur pero no se conoce su velocidad. En la explosion
ademas se genera 5xI¢° J de energia en forma de radiacién y vibracion. ;Cuél es la
velocidad del tercer fragmento? Debemos suponer que ‘todos los movimientos se re-
alizan sobre un plano horizontal.

1. A)
N
m1=9 kg
0 E . V=20 m/s a 30" NE
S\
.
.. ------------------- - X Vo=(V2x.V2y)
m.=20 kg /r)i
V.=30m/s al E
E m,=6 kg
®
Va al s
B)
_______ P1 =180
30°
= wremdeneam P2=2(V2x.V2y)
g 5 .
rPO—GOO
o

Nos podemos dar cuenta a simple vista de que la posicion del vector momentun in-
cognita no corresponde al eje en que lo colocamos, pero esto no importa ya que la
solucion del problema nos dara el signo de sus ejes.
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D) Datos: Incognitas: Soluciones:
m,=20 kg Vs, Vay =1 P. Conservacign de la energia.
V,= 30 m/s V, =1 A E, =E,
m;=9 kg Conservacion del impetu
V,=20m/s a 30° NE mu+myu;=mVitmv;
m;=35 kg o 2P~=cte.
m;= 6 kg hacia el sur.
E=5x10°J.

IL.

A) 3P 600 + 180sen30° + SVo=0 5V.= 690 = Vo= —138 m/s.
2Py 180cos30° + 5V, = 6V; =3 Vi=1(15588 + 5V, /6 (1)

B) E=E = 4mV, +5x10° = YmV’+ thm VS +% mVyF
Donde 5x10* es la energia adicional debida a la explosion y esta se libera por fuer-
zas internas, por lo que no altera su momentum. Sustituyendo los datos:
%420(30)° + 5x10° = %#9(20)° + % #S5(Vos+ V') + 126V’
= 59,000 =1,800 + SV5,/2 + 5V,//2 + 3V’
= 5V,%/2+ 5V, 22 43V = 57,200
sustituyendo el valor de V.= —138 m/s en la ecuacion anterior:
= S5(-138)°/2+ 5V, /2 +3Vi7 = 57200 = 47,610 + 5V,,%/2 +3Vi° = 57,200
= S5V,Y/2+3V7 9590 =0 (2)
D) Y ya tenemos dos ecuaciones con dos incognitas.
Ahora debemos determinar V5, . Sustituyendo el valor V; de (1) en (2):
SV,,2/2 + 3{(155.88 + SV, )/6}° —9,590 = 0
= 5V,%/2 + (1/12)(155.88°+25V,*+1,558.8V,) 9,590 = 0
22.5V,7 +2,02488 + 2.08V,7 + 129.9V,, 9,590 =0
= 4.58V,}° + 129.9V,, -7,565.12 = 0
dividiendo ambos miembros per 4.58:
= V,* +28.36V,,— 1,651.77 = 0.

Finalmente tenemos uha ecuacién con una incégnita, aunque cuadratica. Utilizando
la formula para encontrar sus raices:

| —28.36+./(28.36)° — 4(1)(~1,651.77)

V. =
- 2(1)
—28.361«/7,411.36 —-28.36 £ 86.08
Vg = V, =
4 2 P )
= Vyy, =2886mbsy V,, =-5122m/s.

Ahora el problema es saber cual de los dos resultados es la velocidad que nos da la
solucién correcta. Del diagrama de los momentos podemos darnos cuenta que la di-
reccion del vector momento para que exista su conservacion, debe estar sobre el cu-
adrante negativo. Por lo tanto, la velocidad del tercer fragmento debe ser:

V, =(-138,-57.22).
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II1.

A) Para comprobar esta solucion podriamos verificar la conservacion del momen-
tum y la energia con los datos ya obtenidos. Otra forma hubiera sido calcular nuestra
solucion de forma literal y llevarla a casos particulares para ver si corresponden.

B) Aplicando bien los principios de conservacion no hubo dificultad en obtener el
sistema de ecuaciones. Las principal dificultad fue no confundir la energia liberada
por la explosion como un producto final de la energia cinética inicial, sino mas bien
considerar la energia inicial como la suma de la cinética de su velocidad inicial mas
la potencial liberada de la explosion. Es como si hubiera habido pequefios resortes
comprimidos y que después del movimiento inicial liberan su energia potencial, co-
mo energia cinética, permitiendo que los tres fragmentos salgan despedidos en tres
direcciones diferentes con sus respectivas velocidades. La otra dificultad fue resolver
el sistema de ecuaciones ya que obtuvimos una ecuacion cuadratica.

A Y
C) Este problema también se pudo haber resuelto utilizando la formula del centro de
masa, ya que la explosion de la bomba son fuerzas internas y por #anto no afecta su
trayectoria como sistema.

3. Un bloque de 3 kg se mueve a una velocidad de 5 m/s y se aproxima a un resorte de
constante de rigidez k=200 N/m que esta unido a un bloque en reposo de 5 kg. Los
bloques se deslizan sobre una superficie sin friceion. Calcule: a) (Cual es la maxima
compresion que alcanza el resorte? b) ;cuales son las velocidades finales para ambos
bloques?

I.
A) B)
Py =16kg. m/s Fo
3 kg 5 kg PT1
B —
Sm/s 1 k=200 N/m
P, =(3+5)V=8V
3 kg 5 kg
PR V
Pu | AR
P =3V, PM=5V E i
3 kg 5kg
v [ Iawwam. — iy
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Como se muestra en la descripcion pictdrica, un bloque en movimiento se aproxima
a otro bloque que se encuentra estatico y en cuyo extremo tiene sujeto un resorte.
Entonces cuando el primer bloque colisiona con el segundo, comienza a comprimir
el resorte, y éste a su vez mueve al bloque al que se halla sujeto y que incrementa su
velocidad hasta que el resorte alcanza su compresion maxima. En este momento
ambos bloques llevan la misma velocidad y es por esto que ya no se comprime mas.
El estado inicial y final, son los estados que queremos analizar porque buscamos la
compresion maxima. A partir de aqui la energia acumulada en el resorte se distribu-
ye entre los dos bloques conforme se empieza a descomprimir, modificando sus
velocidades, en el de 3 kg frenandolo y cambiando la direccién de su movimiento, y
en el de 5 kg acelerandolo, separandolos de tal manera que finalizan viajando a velo-
cidades diferentes y en direcciones opuestas.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
M=5kg X Va Vy=>L P Conservacion del momento:
Vio=0 V=I A 2P.=cte.
m =3 kg Conservacion de la energia:
Vo= 5 n/s K +U=K+U
k =200 N/m

IL

A) y B) Para el instante que alcanza su maxima compresion y viajan a la misma ve-
locidad, la conservacion del momento se escribe como:
mVue=(m+M)V = 3x5=(3+5)V == 15=8V = V=15/8m/s.

Y para la conservacion de la energia:
Yo mVp?= % (m+M)V? +4kX° = Yo a3 #52= Y (3+5)%(15/8)° +15#2004X° =
37.5=14.06 + 200X° = X =2343/200 = X=011m.

Cuando se separan los bloques y avanzan a diferentes velocidades constante en di-
recciones opuestas, la conservacion del momento se escribe como:
MmVus= mVm + MV, (Iaz = 385=3V.+5V, = 15=-3V,+5Vik(1b)

Y la conservacion de la energia como:
Yo mVol = YomV,2 + MV,Z (20) = #3357 = ha34V,2 + 45V} =
37.5=1.5V2+ 2.5V, (2b)

D)

Estas ecuaciones, (1b) y (2b), los datos numéricos ya estan sustituidos y se pueden
resolver directamente las incognitas; o se puede optar por resolver el sistema de
ecuaciones literales (1a) y (2a), y hasta al final, cuando tengamos las incognitas
expresada en funcion de los datos en su forma algebraica, entonces sustituir sus
valores. Aqui lo haremos de la segunda manera, tomando en cuenta que las variables
incognitas son V., y V, y los datos son m, M y V,,. La otra forma se le deja como
ejercicio al lector.

Despejando V,, de (1a),

mVp=mV,+MV, = V= Vmo —(M/m)Vp (3)
Sustituyendo (3) en la ecuacion (2a):
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Yo mVini? = Ymf Voo — (MIm)Vy )2 + 46MV,}
=Y mV,i = hm{ Vod +(MIm)*Viid —2(MIM)V s Vo } + MV
=Y mVni? = mVui +H(MP2m)ViiZ —MV Voo + LMV

Eliminando términos semejantes y factorizando:
0 = ML2mV,E -~ MVigVoo + BMVE = MV (M2m)Vag —Vimo + %Vag}=0
Como sabemos, M ni V), son cero, entonces la expresion entre corchetes es cero:

{(M/2m)Vy — Vot %V,ji= 0, despejando V), = BVulMm)+1}=V,,

2,
Vie = M +°1 (4),
m

y ya tenemos la velocidad del bloque grande en funcién de datos conocidos Sustitu-.
yendo V), de (4) en (3) para encontrar la velocidad del otro bloque:

2
V= Vg (Min)Vig = V., =V, - 2| 2m
m

2V,

= V.=V

—+1 s
m M

)

Y también esta velocidad la tenemos expresada en funcion de los datos conocidos.
Sustituyendo los datos para Vy:

2V,
Vi =22 = ¥y T =5 e,
il -+l
m 3
Y para V, en (5):
)
V.=V, - V";‘; e DR | g g Wy g e
ye-Z P .
M 5
111,

A) Los valores de las velocidades de retroceso calculadas son por lo menos cohe-
rentes, caen dentro de lo razonable, ya que por ejemplo, estas no son mayores que la
velocidad inicial V,,p como cabria esperar de acuerdo al principio de conservacian
del momento. También, como hicimos en un problema anterior, podemos reducir los
resultados analiticos a casos particulares. Por ejemplo, para V,, si M es mucho ma-
yor que m, o que la masa m es casi nula:

2v, 2V, .
VM=M+°1 = VM=°O+°]:>V,‘,-0.
m

Y para Va:
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Vool - Vo ¥V, =V —[%] SV =V —2F e e
b 19,
M

Ambos resultados para los casos particulares son correctos, ya que para una gran
masa de M en comparacion de m, el choque de esta ultima con la primera no le
causa ningin movimiento a M, y la masa m sale despedida con la velocidad con que
lleg6 en la direccion opuesta. Por lo tanto esto es indicativo de que la solucion del
problema es correcta.

B) Requiri6 un analisis completo de la conservacion del momentun del sistema de
las 2 particulas y también de su energia, porque actuan fuerzas conservativas. Para
obtener el sistema de ecuaciones fue resultado directo de aplicar estos principios. El
problema se resolvié de manera analitica por que, como ya habiamos dichc.. sirve
como forma de comprobacion al someter las soluciones a casos particulares ya co-
nocidos u obvios de suponer.También por la elegancia de la obtencién del resultado
y por que se pueden evitar cometer errores en el manejo numérico.

C) Para este tipo de problemas resultaria muy complicado tratar de resolverlo de
otra manera, como podria ser el analisis de fuerzas y las leyes de Newton. Resolver-.
lo de esta manera seria muy complejo y no habria garantia de obtener una respuesta
correcta. Por ejemplo, como saber con que fuerza impacta el bloque en el resorte es
dificil, ya que esto involucra a una variacién de su momento que es muy complicado
determinar. Nuestro sistema de referencia lo tendriamos que colocar sobre el bloque
que lleva el resorte lo que complicaria mas todo. Por eso es muy ventajoso utilizar
los principios de conservacion.
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Algoritmo de Dinamica Rotacional, impetu Angular y Estatica

I. Comprender el Problema

A) Haga un esquema, que describa la situacion enunciada de manera verbal o escri-
ta del problema, considerando todo el proceso. Las variables y datos son coloca-
das en los lugares apropiados del esquema. Para problemas mas complejos, su
proceso necesita ser dividido en mas de una parte.

B) Identifique el cuerpo del que va a considerar su dinamica, y todas las fuerzas
externas que actuan sobre el. Para determinar la direccion de la fuerza de fricci-
on basta con suponer que pasaria si no hubiera friccion, ya que sabemos que es-
ta fuerza surge como oposicion al movimiento de dos cuerpos en contacto.

C) Dibuje un sistema de ejes coordenado donde su centro esté en el cuerpo, e inclu-
ya en el todas las fuerzas y la direccion en la que actian.

D) Para la evaluacion de las torcas es importante saber elegir un eje que me simpli-
fique el problema. El sentido positivo de la torca se define en el sentido anti-ho-
rario y se representa con una flecha circular: + O. Muchas veces, pero no siem-
pre, es conveniente colocar el eje en el centro o eje de simetria del cuerpo. Tam-.
bién, una forma de reducir el mimero de incognitas es colocando el eje en el
punto de aplicacion de alguna de las fuerzas, ya que entonces su torca es cero, y
esto puede simplificar el problema.

E) Ordene en sus respectivas columnas los datos, incognitas y condiciones del pro-
blema.

II. Planteo y Desarrollo de la Solucion

A) Si el sistema se encuentra en equilibrio (con fuerza externa y torca resultante
nula), escribir las condiciones para el equilibrio:
ZF,=0; IF,=0; ZF,=0; Zt=0.
Se puede aplicar la condicion £t=0 mas de una vez alrededor de diferentes ejes.
Si el sistema no se encuentra en equilibrio, entonces aplique las ecuaciones de la
dinamica traslacional y rotacional:

SF=ma ; Zt=la.

B) Cuando Zt.=0,y el sistema se mueve con velocidad angular w, entonces
podremos usar la conservacion del momento angular L=Iw, para formular
nuestro sistema de ecuaciones.

C) Si las fuerzas que actiian en el sistema son conservativas, entonces podremos
usar los principios de conservacion de la energia cinética y rotacional.

D) En cualquiera de los casos, para poder resolver el problema el numero de
incdgnitas debera ser igual al nimero de ecuaciones independientes.
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II1. Revisar el Planteo y Desarrollo de la Solucion.
A) Revisar el resultado.
B) Revisar el razonamiento desarrollado.
C) Buscar otra alternativa de solucion.

Ejemplos de Dinamica Rotacional

1. Calcular el momento de inercia (MI) de una lata hecha de hoja metalica de una densi-
dad de masa superficial p kg/m, respecto al eje central de simetria. L.a forma de la lata
es de un cilindro hueco de radio R y altura H, con sus extremos cerrados.

I. Para resolver este problema solo se necesita calcular su M, por lo que no es necesario
utilizar todos los pasos del algoritmo, solo debemos aplicar bien la formula del M1.

A)

1
1
r
1

H
E) Datos: Incognitas: Condiciones:
Cilindro: I=LP. I=[r*dm
ERYH
pkg/m

A
II. En este paso solo tenemos que aplicar la formula para el momento de inercia. Para
hacerlo, dividiremos en partes su calculo: primero el MI de las tapas y luego la de las
superficies de la lata. La inercia total se obtendra sumando ambas cantidades. Como se
muestra en la figura, el elemento de masa apropiado para calcular la MI de las tapas, es
un anillo circular de radio » y ancho dr. Su area es dA=2mdr y su masa es dm= pd4
donde o=m/A es la densidad de masa superficial, m su masa y 4 su area.

d

&

Entonces, ¢l momento de inercia de este elemento es:

AU
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dI= dm, sustituyendo el elemento de masa dm e integrando = / = Irz( plardr)

4 R 4 4
= 1, =27p[rdr :1,:2;:,3[%] :,,’JLZR :»1,=’p; |

0
Ahora calcularemos e] MI de la cara de la lata:

El elemento de masa es un anillo circular de radio R y altura dH. Su éarea superficial es
dA=27RdH y su masa es dn = pdA donde p = m/A es la densidad superficial. Por lo
tanto, el momento superficial es:

1, =[rdm = I, = [R}(p2nRdH) = 1, = 2ftpR’LHdH =1, = 27pR’[H])!

= I, =2mpR’H .
Entonces el MI de todo la lata estara dado por /= 2/, + I, , donde el momento de las ta-
pas se multiplica por 2 por las 2 tapas. Por tanto, sustituyendo los valores de sus MI cal-

culados:
3

1=2[”‘°f J+27rpR’H = I=npR (R+2H).

II1.

A) El resultado se puede verificar llevando sus variables a casos particulares. Por ejem-
plo, si suponemos que / es cero, el momento de inercia se transforma en /=7 R, que
es el momento de inercia del disco con 2 tapas, como debia de ser. O si el radio R=0
entonces /=0 como seria de esperar, ya que toda la masa se concentra en el eje y por
tanto no existe MI.

B) La solucion aqui, mas que problema es un ejercicio basico para calcular el MI que
son necesarios en la resolucion de problemas. No representa ninguna dificultad cuando
se aplica bien la formula.

C) Cuando se conocen los momentos de inercia de las partes del cilindro, solo es cuesti-
on de sumar las partes. O cuando no existe la simetria de este caso, es necesario realizar
una traslacion en los ejes, y que se explica en cualquier libro de fisica universitaria.
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2. En un sistema fisico un resorte con rigidez constante de 100 N/m. en posicion hori-
zontal esta unido a una cuerda que pasa por una polea, de 3 kg de masa y /0 cm de ra-
dio, y en cuyo extremo vertical inferior sostiene un bloque de 8 kg. Suponga a la polea
como un disco. Calcular: a) El alargamiento maximo del resorte si el bloque se deja caer
a partir del reposo, b);cual sera la velocidad del bloque cuando cae 60 cm?

A)

k=100 N/m

3 kg

V.=

Y&

V=0
X

B) Como en el sistema las fuerzas que actiian son conservativas y no se nos piden
calcular fuerzas sino el alargamiento del resorte, no sera necesario hacer un analisis de
fuerza, y por lo tanto solo se utilizara las leyes de conservacion de la energia cinética y
rotacional.

C) El sisterna de coordenadas y eje de referencia se colocara al nivel donde el resorte
alcanza su maxima elongacion y el bloque se detiene. Esto nos ahorrara incluir mas va-
riables.

, . o« 4 . . ' 3
D) No sera necesario considerar la direccion de las torcas ya que usaremos solo conside-
raciones energeticas.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
k =100 N/m XV=ILP Conservacion de la energia
m,= 3 kg * Cinética y Rotacional.
R=01m
m,= 8 kg
Ve=0
X=06m
18
Para empezar, calcularemos el MI de la polea la cual se considera como un disco. En-.
4 4
tonces, [= e , donde o= o W , sustituyendo = [= i =
2 A R’ 2(7R?)
m PRZ . 3(0.1)? 2
I= , ahora sustituyendo los datos = [ = =— = I1=0.015 kgm
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C)

a) Antes de comenzar a descender el bloque, la energia de este es totalmente potencial,
de acuerdo al sistema de referencia que elegimos. Cuando el bloque comienza a descen-
der, su energia inicial se transforma en elastica del resorte, cinética del bloque y rotacio-
nal de la polea. Hasta que el resorte alcanza su maxima elongacion, el bloque se detiene
y alcanza su maximo descenso posible. En este momento toda su energia potencial gra-
vitacional inicial se transformo en potencial elastica del resorte. Por tanto, por conserva-
cion de la energia, igualamos la de su estado inicial a la de su estado final, por que asi
nos conviene ya que en estos dos estados tenemos nuestra incognita y los datos:

mygX, = Yok Xy = myg="kX m =5 X.= 2m,glk

donde X,, es la longitud que desciende el bloque pero también la elongaciéon maxima del
resorte debido a que la cuerda que soskene al bloque es inextensible, es decir no se alar-
ga con el esfuerzo y se transmite al resorte. Sustituyendo los datos:

Xn.=2#8+10/100 = X,,=1.6 m.

b)
k
3 kg
Bkg
V0=
yuk

x=60 cm

Vv
X

Como el bloque en su descenso se detiene hasta que cae /.6 m, al llegar al nivel 0.6 m,
el bloque se encuentra en movimiento y la polea girando por lo que la energia involucra
mas términos, a diferencia del primer caso. El sistema de referencia lo colocaremos a
este nivel, porque como en el caso anterior, aqui conviene mas ya que nos evita definir
una nueva variable, lo que complicaria mas su solucion. Por lo tanto:
mgX = kX + hlaf + limV? (1),

donde w es la velocidad angular de la polea y V la velocidad lineal del bloque. Como
comentamos antes, la cuerda no se alarga y por tanto la velocidad de la cuerda es }a
misma que la del bloque y esta transmite su velocidad a la polea porque consideramos
que no hay corrimiento, por lo tanto podemos relacionar ¥ con wcon:

V=Rw = w=V/R (2).
Entonces ya tenemos dos ecuaciones con dos incognitas, V' y w, y podemos resolver.
Sustituyendo (2) en (1):
mgX = kX + LIVIRY + hmV? = mgX = %X + BIV/R + hmoV?  (3)
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Finalmente sustituyendo los datos:
8%10%0.6 = % *100%(0.6)° + % +(0.015) V°/(0.1)° + % +8V*
48=18+ 075V’ +4V7 = 30=475V' =V =631 = V=25mk.

I
A) Ahora debemos verificar lo correcto de este resultado. Para esto expresaremos la ve-
locidad del bloque V en funcion de las otras variables. Despejando V- de (3), entonces
tenemos que:

mgX -4k = WVA(IR? +m,) = V2 = 2mgX =1k X)) (R +my) =

2
2(m, gX -5
V= I .
| aem

por lo tanto, si la masa del bloque es 0, el valor obtenemos bajo la raiz cuadrada es un
numero negativo, y la raiz de un nimero negativo es una cantidad imaginaria que para
nuestro caso no tiene ningun significado fisico. Entonces fisicamente no puede existir
ninguna velocidad en el sistema porque no existe un bloque que ejerza una fuerza sobre
el sistema y que pueda originar movimiento en la cuerda, la polea y el resorte. Este caso

limite y el hecho de que la velocidad que obtuvimos esté dentro de lo que se podria es-
perar, es un indicativo de la exactitud de nuestra solucién, aunque no una prueba.

B) Para resolver este problema nos basté con hacer consideraciones energéticas y fue
relativamente facil, pero no siempre sera asi. Para problemas mas complicados sera ne-
cesario hacer también consideraciones de su dinamica. La dificultad de resolverlo radico
basicamente en las consideraciones de inextensibilidad de la cuerda y el no corrimiento
en la polea con lo que el sistema tiene la misma velocidad. Este tipo de aproximaciones
son muy comunes en la fisica y el alumno debe aprender a realizarlas.

C) Este problema igualmente se podria resolver de consideraciones dinamicas de la me-
canica rotacional calculando para cual alargamiento del resorte se cumple que la fuerza
que ejerce sobre la cuerda Yy que transmite al bloque, equilibra al peso de este ultimo.
En cuanto al inciso b) solo se puede resolver con el principio de conservacion, ya que
este incluye la velocidad del bloque; con la dinamica seria mas complicado ya que las
fuerzas que actian son variables con la posicion y aqui solo se estudian las fuerzas
constantes.

3. Tenemos un cilindro solido de masa M y radio R, y se encuentra enrollado alrededor
de el, en su centro por una cuerda vertical atada a la pared y que lo mantienen horizon-
tal. Si se le deja caer desde el reposo, de manera que caiga desenrollandose, calcule:

a) La velocidad del cilindro cuando cae una altura H, aplicando el enfoque energético.
b) Utilizando el resultado del inciso anterior, calcular la aceleracion lineal del centro de
masa (CM). ¢) La aceleracion lineal del cilindro, pero aplicando la dinamica. d) La ten-
sion de la cuerda. ) La fuerza con que debe jalarse la cuerda para que el cilindro solo
gire y no caiga, y cual es su aceleracion lineal para este caso.

L

A)
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B) El cuerpo que se estudiara es el cilindro. Las fuerzas que actuian sobre el son su peso
y la tension de la cuerda, tal como se muestra en el diagrama pictorico.
N

C) El sistema de coordenadas (referencia), su origen, se coloca a la distancia h a la que
cae desde la pared. Las fuerzas estan sobre €l eje vertical, y por tanto no tienen compo-
nentes sobre el eje horizontal.

D) El eje para considerar las torcas se situaré en el eje de simetria del cilindro y por tan-
to se movera junto con el.

E) Datos: Incégnitas: Condiciones:
M K.a, @& I, F=xi P. Fuerzas conservativas:
14 Conservacion de su energia
I= MR’ cinética y rotacional.
H Dinamica Rotacional.
II. a)

C) Por consideraciones energéticas:

a) Mgh= %MV + hldf (1),
donde V es la velocidad con la que se desenrolla el cilindro, pero también de su CM. Y
suponiendo que el hilo es inextensible y no se “barre” sobre el cilindro, entonces pode-
mos escribir, @ =V/R (2).
Sustituyendo (2) en (1) y el valor del MI:

MgH = 4MV* -+ 4/ hMEYV/R)? = MgH = /iMV*+ % MV
MgH = %MV’ = V! = 4gh/3 = V= Jf‘fﬁ .

b) La aceleracion lineal a es la aceleracion del CM del cilindro. Para hacer este calculo
debemos usar la velocidad V del inciso anterior, ademas de los datos dados y las ecuaci-
ones de la cinematica:

L

A)

Datos: Incognitas: Condiciones:

Y,=H a=1 P Las ecuaciones de la cinematica
Y=0 traslacional.
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II.

A) La ecuacion de la cinematica mas factible de usar de acuerdo a nuestros datos € in-
cognita es:

V= V02+2a(Y-Yo), sustituyendo los datos = 4gH/3 = i +2af0-H)

= 4gH/3=2aH =4g/3=2a = a=4g/6 =  a=2g/3ms

c) En este inciso se nos pide encontrar esta misma aceleracion lineal pero ahora aplican-
do la dinamica:
I A)

w

B) El cuerpo que se analizara sera el cilindro con las fuerzas tal como se mostr6 en un
inicio.

C) El sistema de coordenadas lo ubicaremos en el centro de simetria del cilindro y con
el eje y paralelo a la cuerda. A continuacion se muestra el diagrama de cuerpo libre:

D) El eje para las torcas sera como habiamos dicho, el eje de simetria del cilindro, y el
sentido positivo sera el antihorario como habiamos convenido. El peso del ciiindro no
produce torca porque pasa por el eje.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
R a =1L P Usar las leyes de la Dinamica
W=mg aT=1A lineal y rotacional.

H.

A) De la 2? ley de Newton para el movimiento angular:
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t=la (1).
La rla calcularemos de la dinamica: como la cuerda pasa tangencialmente por la polea,
y como el peso de la polea se concentra en el centro, entonces la torca que se produce en
el cilindro es debido sdlo a la cuerda: = -TR. Sustituyendo este y el valor de 7 de la
poleaen (1):
~TR = MR a = = ~4MRa (2).

La aceleracion lineal se relaciona con la angular pora = -Ra, aqui a es negativa porque
segun el diagrama, se dirige ¢n la direccion negativa del eje y, por lo tanto podemos
despejara, a= —a/R, y sustituir en (2):

= —/:MR(-a/R) = T="%Ma (3).

En esta ecuacion tenemos 2 incognitas, a y T, y por tanto no podemos resolver para a.
Necesitamos otra ecuacion, y la obtendremos de la 2* ley de Newton para el movimiento
lineal. Del diagrama de cuerpo libre: \

F =ma = T-Mg=M(~) = T-Mg = Ma (4);

ahora si, tenemos 2 ecuaciones con 2 incognitas y ya podemos resolver para a. Sustitu-
yendo T de (3) en (4):
= Y%Ma-Mg=-Ma = Mg=Ma+2Ma = Mg=3/2Ma = a=2g/3,

que concuerda con el resultado que obtuvimos utilizando el método energético.

d) La tension se puede calcular sustituyendo el valor de a en (3):
T = 1M(2g/3) = T=Mg/3.

e) Finalmente debemos calcular la fuerza F necesaria para que el cilindro solo gire y no
caiga, y su aceleracion lineal para este caso.

L

B) como en el caso de el inciso c), tenemos la misma situacion, salvo que ahora se le a-
plica una fuerza F para hacer que el cilindro gire a la suficiente velocidad para impedir
que caiga.

C) El sistema de coordenadas es analogo al del inciso c), en el centro de simetria, y se
indican todas las fuerzas:
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D) El eje para evaluacion de las torcas, de igual manera, sera el eje que pasa en el centro
de simetria del cilindro y tendra valor positivo para el sentido antihorario. El peso del
cilindro pasa por el eje y no produce torca.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
M ol =SB Las leyes de la dinamica
R El cilindro gire sin caer.
I=%MR’

IL

A) Sabemosque r=Ila = -FR=/4MRa = F=-“MRa ().

Tenemos entonces una ecuacidn con dos incognitas, F'y a, por lo tanto necesitamos otra
ecuacion. De la dinamica traslacional:

F=Ma = F-Mg= Ma,

pero como tenemos la condicion de que el cilindro no caiga sino que tan solo gire, en-
tonces se debe cumplir que:

a=0 = F-Mg =M+ = F-Mg=0 = F=Mg (2).

Y sustituyendo (2) en (1):
Mg = -AMRa = a= —2g/R, esta es la aceleracion de giro que produce una fuer-
za F=Mgy que impide que el cilindro caiga.

111
A) Por ser expresiones literales lo que obtuvimos como resultado, podemos comprobar

facilmente estos resultados llevandolos a casos particulares. Por ejemplo la velocidad
e

después de caer H es V :\f% . Si H es igual a cero, lo que significa que no cayo,

: - M,
entonces ¥ = 0 como debe de ser. Otro ejemplo, la tension de la cuerda es T = _3g_ , pe-
ro si el peso del cilindro se desvanece, o sea M=0, entonces la tension también es cero
como cabria esperar. Por lo Yanto los resultados son confiables.

B) Aplicando de manera correcta los algoritmos, llegar a las soluciones fue relativamen-
te facil. Aunque por el enfoque energético fue mas simple y sin ninguna complicacion.
Cuando se realizan de manera correcta cada paso del algoritmo, como hacer una des-
cripcion pictdrica correcta, identificar las fuerzas que actian en mi sistema, definir un
sistema de referencia adecuado, etcétera, entonces nos aproximamos cada vez a la solu-
cion correcta del problema.

C) Aqui se mostro las dos formas en que se podria solucionar este problema para
cuando se nos pidié encontrar V. Pero para el caso de encontrar T y F, estas solo se
podrian calcular por el enfoque dinamico, ya que estas variables no estan incluidas en el
principio de conservacion de la energia, porque son conceptos de la dindmica. Es
importante tener en cuente esto, saber identificar las fuerzas conservativas y las
variables dinamicas, para poder utilizar uno u otro enfoque cuando sea indicado y no
incurrir en errores de apreciacion que nos lleven a resolver el problema de una manera
equivocada.
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Ejemplos de impetu Angular y Estatica

1. Una cuenta de masa m = 0.5 kg se desplaza libremente y sin friccion a lo largo de un
anillo delgado de masa M= 6 kg y 1radio R = 0.8 m y que gira respecto a un eje que pasa
por su diametro vertical ( /=/%2MR*). Sabemos que cuando la cuenta esta en la parte su-
perior del anillo, la velocidad angular es de /0 rad/s. a) Determinar cual es la velocidad
angular cuando la cuenta se desliza hasta a un angulo con respecto a la vertical ¢ =60°.
(i
A)

Ci>

"
i1

m

: M

B) En este problema no hay torca externa y por tanto el momentum angular se conserva
constante.

C) Aqui no es necesario trazar un diagrama de cuerpo libre porque no hay fuerzas exter-
nas en la direccion de giro del anillo. La unica fuerza que actua es la gravedad, y su di-
reccion es paralela al eje del anillo, y por lo tanto no afecta su movimiento. Su unico
efecto es sobre la cuenta en su posicion en el anillo.

D) El eje se ubica en el eje de simetria del diametro vertical del anillo. El sentido positi-
vo sera en sentido antihorario.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
m= 0.5 kg Ow =1 P =0 = L=lw=cte.
M = 6kg b = 1 A.
R=04m
L= MR
=070y w,=>5 rad/s
6= 60°

II. En este sistema no actia ninguna torca externa. E1 cambio en la velocidad angular se
debe al cambio del MI por el desplazamiento de la cuenta en el anillo.

B)

E1 MI del sistema cuando la cuenta se encuentra a 6 = 60°;

I = MR + m(Rsen6)’ - IS = %*6%0.8)" +0.5(08sen60°)
Le=192+0.23 N 1= 2.16 kg-m".

Como el momento se conserva, entonces

£ = L4 = ey =\ Jad

Despejando @k, :
wwo = Joe/l0’
Sustituyendo los datos:
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Wy’ = 1.92.#10/216 = W’ = 8.8 rad/s.

I

A) El resultado no tiene ninguna dificultad para observar que es el correcto ya que para
llegar a el solo se requirio igualar las dos cantidades angulares de los dos estados. En-.
tonces para verificar que sea correcto solo se necesita verificar que los calculos anterio-
res fueron correctos

B) Se requirio so6lo darse cuenta que no existian torcas externas y por tanto aplicar la
conservacion del momento angular. La ecuacion que obtuvimos fue con una sola incog-
nita y se pudo resolver directamente.

C) De acuerdo a los datos y a lo que se nos pedia, solo se podia resolver de esta
manera.

2. Un beisbolista, para minimizar el impacto que sienten las manos y para lograr un
buen ‘“batazo”, debe golpear la pelota con cierta zona del bate llamado centro de
percusion. Demuestre que esta zona es la distancia / del centro, y esta dado por !/ = L/6.
Para resolver este problema suponga que el movimiento de la pelota es perpendicular al
bate y también considere al bate como una barra uniforme de longitud L, y que el
beisbolista lo toma por un extremo.

L
A) ;
_‘:__Y_‘?_‘_‘:::' Wony }’)
v d[ i
Vop : Q\t‘)
Vb=0 ,r", /C. M

B) Nuestro sistema es el bate y la pelota, y se van a considerar la colision entre ellos.
No se consideraran las fuerzas en este caso, ya que son instantdneas y muy dificiles de
determinar. En mi sistema bate-pelota no existen fuerzas extemas, la de la gravedad se
desprecia porque son muy pequefias en comparacion con la colision; solo las internas de
la colision se consideran, y por lo tanto el momento lineal y angular se conservan. El
movimiento inicial del bate es a velocidad constante.

C) Nuestro sistema de coordenada se ubicard sobre la base del bate y el origen es el
punto donde gira éste. No es necesario un diagrama de cuerpo libre puesto que no
existen fuerzas constantes que se puedan analizar.

D) El eje para la evaluacion de las torcas serd la base por donde se gira el bate y
perpendicular a su plano. El sentido positivo sera el antihorario.

E) Datos: Incognitas: Condiciones:
L =R Conservacion del momento
V,=0 M m, Vo, V, Va=1 A Lineal y Angular.

El extremo del bate, después
impacto, debe permanecer
€N Teposo.
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I

Como se muestra en la descripcion pictorica, al bate se le imprime una velocidad angu-
lar w,, inicial, de tal forma que al conectar a la pelota aquel permanezca en reposo, y la
pelota salga impulsada con velocidad V,. Es decir que el momento lineal y angular del
bate se le transmita a la pelota integramente de tal manera que se anule y el bate no re-
troceda; esto como parte de la condicion del problema.

B) Con los datos e incognitas que hemos definido, podemos escribir las velocidades an-
gulares, el MI y por tanto las ecuaciones de conservacion. El bate se puede considerar
como una barra uniforme de longitud L y cuyo eje pasa sobre su base, y entonces su MI
se puede escaibir como 4y =72 2 y su velocidad angular como ey = Pop V22 =
@.,=2V /L, donde V, es la velocidad del CM del bate y L/2 su posicion respecto al
origen del sistema de coordenadas. Se toma la velocidad en este punto porque la dina-
mica de los cuerpos con una distribucion de masa se estudian considerando como si to-
da la masa del cuerpo estuviera concentrado en su CM. La vetocidad del bate después
de la colisidn es cero. La velocidad angular de la pelota antes y después de la colision se
escriben respectivamente como:
0, =V /(U2+) y @ VL2 +1),

la velocidad angular de ambas es con respecto a la longitud (L/2 + 1), que es la distancia
con respecto al origen por donde se mueve la pelota y pega al bate.

El MI de la pelota con respecto a este origen se puede escribir como /,= m(L/2 + 1)2.
Ahora si ya podemos escribir la conservacion de los momentos:
por conservacion del momento lineal

mV, =MV, = -mV, (1)

y por conservacion del momento angular
A _Ipwo.v: IP@

Sustituyendo sus expresiones equivalentes
(ML/3)(2V4/L) —m(L/2 + D{VHL2 + 1} = m(L/2 + )’ VAL/2 +1)}.

Desarrollando y reduciendo esta expresion:
MLV /3 =m(L/2 + DVy= m(L/2 + )V, = 2MLV&/3 =m(L/2 + ){V,+V,} (2).

Ahora, despejando MV ,, de (1)
:M Vob= m(Vop+ Vp)y

y sustituyendo en (2):
2L{ m(V.,* V, )}/3 =m(L/2 + )V, + V),

eliminando términos semejantes:
A3 =12 -1 = [|=2L/3-1/2 = !=L/6,queesloque queriamos demostrar.
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III.
A) El resultado es el correcto porque es el que nos pedian demostrar. Aqui no podemos
reducir el resultado a casos particulares por la simpleza de la expresion resultante.

B) Para la solucion de este problema fue necesario definir variables que no se nos pre-
sentaba en el enunciado de manera explicita ni implicita. Esta es una parte dificil, por-
que estamos acostumbrados a que todo se nos de en el enunciado, pero aqui hubo nece-
sidad de definir casi todo, y suponer datos tomados de manera implicita del enunciado,
como en el caso del bate y su velocidad inicial, o su velocidad final igual a cero luego
de la colision. También obtuvimos un sistema de dos ecuaciones con cantidades mayor
de incognitas, pero que se pudieron eliminar cuando se sustituyo una en otra gracias a
su gran parecido, dejando una ecuacién con la sola incognita que queriamos resolver.

C) Dificilmente se podria resolver de una manera alternativa, ya que en este caso se uti-
lizaron todas las condiciones que implicaban la anulacion de su momento lineal y angu-
lar. Para poder satisfacer estas condiciones y llegar a un resultado cotrecto, era nece-
sario utilizar sus principios de conservacion, como se hizo aqui.
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8. Algoritmos para la solucion de problemas Matematicos

Ahora pasaremos a los algoritmos matematicos. Basicamente son lo mismo, salvo que
ahora en vez de aplicar las leyes fisicas, usamos leyes matematicas a problemas de tipo
algebraico, de maximo y minimo y variacional. De acuerdo a las particularidades de ca-
da tema, nos basaremos en el algoritmo para la solucion de problemas presentado antes
y lo trataremos de adecuar a los de tipo matematico. Por ejemplo, aqui muchas veces no
sera necesario hacer una descripcion pictorica porque el problema no se desarrolla en el
espacio y el tiempo, como podria ser algun asunto comercial o de cualquier otro tipo, y
las expresiones algebraicas son suficientes para representarlos. Entonces quiza sélo de-
finamos las variables y tratemos de relacionarlas por medio de las leyes algebraicas o
reglas propias del tema, asi hasta lograr resolver la incognita. Por lo tanto, cuando sea
posible, trataremos de pasar de una descripcion verbal o escrita a una pictorica, o si no
se puede, directamente a una conceptual, hasta llegar a su expresion matematica en un
sistema de ecuaciones lineales con el mismo nimero de incognitas, y asi poder encon-
trar los valores de estas.

Algoritmo para problemas Algebraicos

L. Comprender el Problema:

A) Lea cuidadosamente el enunciado, de tal manera que entienda que es lo que en
realidad queremos encontrar, con qué datos contamos y que condiciones se nos
presentan en el problema. Las incognitas se deben definir con alguna letra del
alfabeto, por lo general se utilizan las ultimas, pero también se pueden utilizar la
letra inicial del nombre del objeto que nos referimos. Ademas, porque de esta
manera podemos recordar mas facilmente a que se refiere cada una de ellas y
también para realizar operaciones algebraicas. El definir correctamente a cada
uno de ellos nos sirve para entender cada uno de los elementos del problema y
consecuentemente poder escribir las ecuaciones que los relacionan.

B) Para saber que es lo que en realidad ocurre es conveniente imaginar todo el pro-
ceso en el cual se desarrolla el problema que vamos a resolver. Para esto, de ser
necesario y cuando sea posible, ayuda dibujar un esquema completo del pro-
blema, claro y preciso. En este esquema se deben agregar los datos y las incogni-
tas de las variables con que contamos.

C) Distribuir en sus respectivas columnas las tres partes del problema: los datos, las
incognitas y las condiciones, definiendo claramente cada uno de ellos. Debemos
categorizar las incognitas en principales (IP) y auxiliares (IA).

II. Planteo y Desarrollo de la Solucion:
A) Tratar de relacionar por medio de una ecuacion la o las incognitas que intenta-
mos resolver (IP), con las restantes incognitas (IA), y los datos que intervienen
en el problema. Las ecuaciones se construiran de acuerdo a las condiciones o
restricciones que impone el problema, en cada caso particular.
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B) Si el numero de ecuaciones obtenidas es menor que el de incognitas, entonces no
podemos resolverlas y debemos seguir buscando mas restricciones o condicio-
nes, de manera de encontrar mas ecuaciones. Cuande el namero iguale al de
incdgnitas, entonces ya podremos resolverlas.

III. Revisar el Planteo y Desarrolio de la Solucidn.
A) Revisar el resultado.
B) Revisar el razonamiento desarrollado.
C) Buscar otras posibles alternativas de solucion.

Ejemplos

1. 8 amigos querian comprar un terreno contribuyendo de manera equitativa, pero 3 de
ellos desistieron del negocio y entonces cada una de las restantes tuvo que poner $3,000
mas. Determinar el valor del terreno.

L A)
P = Precio del terreno.
X = Lo que iban a contribuir equitativamente cada una de los § amigos.

Y = Lo que tuvieron que contribuir equitativamente cada una de las 5 personas restan-
tes.

B) En este problema no es necesario dibujar un esquema porque es totalmente algebrai-
co, y no tiene que ver con una descripcidon en el espacio y/o tiempo. A continuacion de-
finiremos las variables que intervienen en el problema.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
8 personas querian = Los 5 restantes tuvieron
comprar una casa. XV =T que aportar 3,000 mas: Y=X+3000.
3 desistieron.
IL
A) El precio de la casa antes de que desistieran se puede escribir como:
P=8X (D).
Y cuando desistieron:
P=5Y (2).

Aqui ya tenemos un sistema de 2 ecuaciones con tres incégnitas, la P que buscamos re-
solver y X, Y, las dos auxiliares. De la condicion, de acuerdo al dinero extra que tuvie-
ron que aportar los amigos restantes, tenemos la tercera ecuacion:

Y=X+ 3,000 (3).

B) Ahora ya podemos resolver P. Sustituyendo (3) en (2):
P = 5(X + 3000) (4),
ahora igualando P de (4) con (1):
S5(X + 3.000) = 8X = 5X + 15,000 =8X = 15,000=3X = X =15,000.
Y sustituyendo este valor en (3),
Y=X+3000 = Y=5000+ 3000 = Y-=38000.
Sustituyendo el valor de X'en (1) ya podemos encontrar el valor de P:
P =8#5,000 = P =40.000,y este es el valor de la casa.
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1L

A) El resultado se puede comprobar si cumple con todas las condiciones: haciendo las
sustituciones de los resultados, se puede comprobar que cumplen con el preco calcula-
do antes y despueés de que los 3 amigos desisticran.

B) En este tipo de problemas no es necesario dibujar un esquema, sino mas bien, defi-
nir adecuadamente cada una de las variables y poderlas relacionar entre si. Para poder
hacer esto fue necesario entender el enunciado y poderlo traducir al lenguaje algebraico,
y finalmente trasladarlo a ecuaciones.

C) No vemos otra posible solucién, ya que cubrimos todas las condiciones del
problema.

2. Hallar los dos niimeros enteros consecutivos, cuya diferencia de sus cuadrados es 37.
L

A)

X = Numero entero.

Y = Numero entero consecutivo de .X.

Ay

C) Datos: Incogaitas: Condiciones:
37 EPRS LN Y =37
II.
A) Como Yes un numero entero y consecutivo de X, podemos escribir
Y=X+1 (1)
Y de la condicion
Y-X2=37 (2)

B) Tenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas y ya podemos resolver. Sus-
tituyendo Y de (1) en (2):
(X+1F -X'=37 = X +2X+1-X=37 = 2X+ 1=237

= 2X=36 > X=18.
Ahora sustituyendo este valor en (1)

=X+1 2> ¥=/8+] =>Y=/9.
Entonces /8 y /9 son los dos nimeros enteros consecutivos que buscabamos.
IH.
A) La manera de comprobar este resultado es ver si cumple las condiciones. En primer
lugar si cumple que son dos enteros consecutivos. Ahora debemos probar que cumpla
con Y =X*=37. Sustituyendo los enteros encontrados, 19°-18” = 361-324 = 37, y por
tanto si es la solucién correcta.

B) El definir las variables de manera clara y sin ambigiiedades nos permite comprender
mas en profundidad el problema y nos facilita poder trasladar sus condiciones a
ecuaciones, y finalmente resolver el problema.

C) Este tipo de problema también se podria resolver por medios aritméticos, pero el
lenguaje algebraico permite hacerlo de manera mas clara y facil.
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3. Una barcaza le toma 6 horas desplazarse 20 km rio abajo y regresar. Sabiendo que
desplazarse / km rio arriba emplea el mismo tiempo que 5 km rio abajo, calcular la velo-
cidad del bote en agua quieta y la velocidad del rio. :

i

A)

V, = Velocidad del rio.

V, = Velocidad del bote en agua tranquila.

V. — V, =Velocidad del bote rio arriba.

V, +V, =Velacidad del bote rio abajo.

t, = tiempo en remar rio arriba.

t, = tiempo en remar rio abajo.

Decimos que el bote va rio arriba cuando se mueve en contra de la corriente, tomando
como referencia la orilla del rio, por tanto sus velocidades se restan. Y que va rio abajo
cuando se mueve en la misma direccidn de la corriente y sus velocidades se suman. A-
qui todas las velocidades son constantes.

B)
V. -'Vni Velocidad rio arriba
- : 20 km —
t= 6 hrs ‘v
‘V. - V. Velocidad rio abajo
\
C) Datos: Incdgnitas: Condiciones:
d=20km,t =06 hrs. Vs Vis=20I% 2. Las velocidades son
t=t; lhkmyS5 kmn tutr =1 A constantes = V=d/ty:
1) S horas en remar 20 kms:
Ir y regresar.
2) Mismo ¢t remar / km rio
arriba que 5 km rio abajo.
I1.

A) El movimiento en el rio es a velocidad constante y por tanto V'=d/t, de la primera
condicion podemos escribir:

0 20 oo
V.+V, V. -V,

r
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Y de la segunda condicién, cuando el bote rio arriba 2 Am en un tiempo ¢,, podemos
escribir:

1
t, = |
V.-V,
y cuando avanzario abajo 5 km en un tiempo ¢:
= e oy
V. +V,
y como sabemos, hacen su respectivo recorrido al mimo tiempo, y por tanto:
1 5
t=t, = = = V.+V, =53V, -V,) = V,=2V,, (2).
V.=w, V. «V 2

B) Completamos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas y las podemos resol-
ver. Sustituyendo (2) en (1):

s 50 20 20 - 40 40
s T Tas el
Eb+Vb EVb-Vb EVb EVb s
b b

Sustituyendo este valor en (2) para obtener la otra velocidad:
V. =%V,, = V,=%x8 = V, =12 lan/h,

con esta, ya obtuvimos la velocidad del bote y del rio.

III.
A) El resultado se puede verificar como en los casos anteriores, probando los resultados
en las condiciones del problema.

B) Aqui si fue necesario hacer un esquema que describiera la situacion, ya que verdade-
ramente es un problema de cinematica que se resuelve de manera algebraica. También
debia uno conocer sobre movimiento relativo y tomar como sistema de referencia a la
orilla del rio. Sin estas consideraciones hubiera sido muy dificil de resolver.

C) Este problema muy especifico solo se puede resolver de esta manera y muchas veces
la dificultad de su solucion se debe a la mala aplicacion de un concepto fisico o alge-
braico.
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4. Un granjero compro gallinas y puercos por $70,000. Por cada gallina pagé 8700y por
cada puerco $200. Si sabemos que compré /0 puercos menos que gallinas, calcular
cuantos puercos y cuantas gallinas compro.
[}
A)

G => Numero de gallinas.

P = Numero de puercos.

B) No es necesario hacer una descripcion pictorica ya que el problema no se desarrolla
en el espacio.

C) Datos: Incégnitas: Condiciones:
Compré: G P=>i P 1) Compré gallinas y
Gallinas por $100.00 puercos por §10,000.00
Caballos por $200.00 2) Comprd /0 puercos menos

que gallinas.

IL.

A) De la condicion 1) podemos multiplicar el costo de vacas y caballos por su respecti-
va variable, y esto es equivalente a su costo total:

100G + 200P = 10,000 (1).

De la segunda condicion podemos relacionar las variables: P=G-10 (2)

B) Tenemos dos ecuaciones con dos incdgnitas y ya podemos resolver. Sustituyendo (2)
en (1):

100G + 200(G -10) = 10,000 =3 100G + 200G -2,000 = 10,000
= 300G = 12,000 (= G = 40 gallinas.
Sustituyendo el valor de G en (2)
P=40-]0 = P = 30 puercos.
II.

A) Multiplicando el costo de gallinas y puercos por su respectivo numero calculado y
sumando, podemos damos cuenta del costo corresponde al del enunciado del problema,
y comprobamos que el resultado es correcto.

B) El razonamiento en este problema es similar a los anteriores en cuanto definimos las
variables de manera clara y las relacionamos por medio de sus condiciones. En este caso
la solucion fue mas sencilla, porque el problema fue totalmente algebraico.

C) En los problemas algebraicos se puede recurrir a la aritmética, como ya habiamos
dicho, pero es mas dificil y tardado calcularlo asi.
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5. Dividir 320 en tres nimeros enteros de tal forrma que el segundo niimero sea el doble
del primero y la suma de los dos primeros sea mayor que el tercero en 40.
1.
A)
X = Primer niimero.
Y = Segundo numero.
Z = Tercer numero.

B) No es necesaria una descripcion pictorica.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
320 ArY, 290 e 1) La 2% es el duplo
dela 1%

2) La guma de las dos
primeras exceda a la 3*
parte en 40.
Il
A) Laprimera condiciéon la podemos escribir como
¥Y=2Xx (1)
y la segunda condicion como
X+Y=Z+40 (2).
B) Tenemos dos ecuaciones con tres incognitas y por tanto no podemos resolverlas. La
otra ecuacion la proponemos de saber que si estamos dividiendo 320 en tres partes, en-
tonces la condicion extra que deben cumplir estas es que su suma sea igual a dicha can-
tidad:
X+¥+Z =320(3)-
Ahora si, sustituyendo (1) en (2):
XrY=272+40 = X+2X =2Z+40 =  3X=Z+40 = Z=3X-40 (4).
Sustituyendo (1) y (4) en (3):
X+2X+3X40=320 = 6X=360 = X=60.
Sustituyendo este dato en (1):
Y=2X = Y=2+60 = Y=128
Sustituyendo el valor de X en (4):
Z=3X-0 = Z=3+x6040 = Z=140.
Y con esto ya tenemos los tres nimeros que buscabamos.

II1.
A) Para probar este resultado podemos corroborar todas las condiciones; por ejemplo,
X+Y+Z=196 = 60+120+140 = 320 y X+Y=Z+40 = 60+120 =140+40 = 180 =180.

B) Se definio6 de manera correcta cada una de las variables y se relacionaron entre si con
todas las condiciones, incluso la que no estaba dada de manera explicita. Algunas veces
esta puede ser un obstaculo para resolver un problema en vista de que distrae nuestra a-
tencion las que si se dan explicitamente.

C) Este problema también se podria resolver por aritmética.
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IL.

III.

A)

B)

0)

A)

B)

0)
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Algoritmo para problemas de Rapidez de Variacion

Comprender el Problema

Lea cuidadosamente el problema, tratando de entender que es lo que se nos pide
encontrar, y determinar cuales son los datos y condiciones. Haga un esquema de
la situacion que plantea el problema lo mas claro posible, colocando en este to-
dos los datos y las incognitas que intervienen en €l.

Trate de definir lo mas claramente posible cada una de las variables que intervi-
enen en el problema, dato o incognita, con su respectiva velocidad de variacion.

Distribuir en sus respectivas columnas los datos, incégnitas y condiciones.
Divida las incognitas en principales (IP) y auxiliares (IA).

Planteo y desarrollo de la Soluciéon

Tratar de relacionar la o las variables principales, es decir la incognita principal
(IP) con los datos y demas incognitas auxiliares (IA) en una sola ecuacion alge-
braica, utilizando las condiciones del problema. En esta ecuacion deben aparecer
exclusivamente las variables cuya rapidez de variacion tenemos como dato (IA),
asi como la que deseamos encontrar (IP). En caso de que aparezcan IA cuyo va-
lor y rapidez de variaciéon desconozcamos, es conveniente sustituirla por otras
variables cuyos datos si se sean conocidos; debemos buscar ecuaciones que re-
lacionen esta IA desconocida con las que si conocemos, € inclusive con la mis-
ma IP, si se da el caso.

Una vez que tengamos la ecuacion algebraica deseada, una que me relacione la
IP cuya rapidez de variacion deseamos calcular con las A que tenemos como
dato, debemos derivar con respecto al tiempo a ambos lados del signo de igual-
dad, de manera que esta ecuacion se transforme de una algebraica a una que re-
lacione las rapideces de variacion y variables algebraicas que tenemos como da-
tos e incognitas.

Sustituir en la ecuacion obtenida los valores de la rapidez de variacion y las vari-
ables algebraicas, para obtener las rapideces de las IP buscadas.

Revisar el Planteo y Desarrollo de la Solucion

A) Revisar el resultado.

B)
0)

Revisar el razonamiento desarrollado.
Buscar otras posibles alternativas de solucion.
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Ejemplos

1. Un bloque de hielo esférico se derrite de tal forma que su radio disminuye con rapi-
dez constante de 40 a 30 ¢cm en 60 min. Calcular la rapidez de cambio del volumen en el
instante en que el radio media 35 cms.

L

A)

B)

r = Radio de la bloque de hielo esférico.
dr/dt = Velocidad de variacion del radio.

V = Volumen de la bloque de hielo esférico.
dV/dt =Velocidad de variacion del volumen.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
ri=40cm dv/de,. =l P. Volumen esférico:
ry= 30 cm V,r,dr/dt =1 A V=4/30"

At = t—~t,= 60 min.
r=35cm

IL

A) La formula del volumen de la esfera nos relaciona la variable conocida con la que
deseamos encontrar:

V=winm’ (1)

B) La ecuacion (1) unicamente nos involucra la variable dato con la incognita, y por
tanto no hay que buscar mas ecuaciones. Por lo tanto, ya la podemos derivar con respec-
to al tiempo:

dvide=d(43 7 y/dt = dV/dt = 4/3 mi(¥)/dt
= dV/dt = 43 m3rdr/dt = dVddt=42°dr/dt  (2).

dr/dt no lo conocemos pero 1o podemos calcular con la siguiente aproximacion:
dr/dt= Ar/At=(r-r)/(t—) = dr/dt 30—-40)/60 =  dr/dt 5-1/6 cm/min.

C) Ahora si, ya podemos sustituir los datos en (2):
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dV/dt= 47357 (-1/6) = dvidi= -2,565.63 cni’ imin.

IIL

A) No hay una manera directa de comprobar el resultado. Solo podemos probar cada
paso hecho hasta llegar a la solucion. Aunque el resultado no resulta ten disparatado, de

acuerdo al volumen que tiene el bloque de hielo cuando su radio mide 35 cm, que es de
V=179, 594.8 cm’.

B) Definimos cada variable (tal como se indica en el algoritmo) y de acuerdo a estas
encontramos la relacion entre ellas con la formula del volumen de la esfera. La relacion
fue directa y no hubo necesidad de buscar otra relacion. La dificultad fue calcular la
rapidez dr/dt, y esta se hizo con una aproximacion promedio porque no se nos dio direc-
tamente, si no con ciertos datos. Esto representa una dificultad para los alumnos, pero

esto es algo que se debe aprender a realizar cuando no se nos den los datos de manera
explicita.

C) Este tipo de problemas solo se pueden realizar de esta manera, ya que es un tipo de
problema muy especifico, como lo es la rapidez de variacion de cualquier otra cantidad.

2. Se hace pasar agua a través de un embudo conico a una taza de forma cilindrica.
Definamos la altura del agua en el filtro como x y la altura del agua en la taza como y.

Encuentre la relacion entre dy/dt y dx/dt, cuando el filtro contiene 30 cm’ de agua,
I

A)
e
|
)
!
:
B)

x = La altura del agua en el filtro.

dx/dt = Velocidad de disminucion del nivel del agua en el filtro.
r = Radio del filtro sobre el nivel de agua.

y = La altura del agua ¢n la taza.

dy/dt = Velocidad del aumento del nivel del agua en la taza.
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C) Datos: Incognitas: Condiciones:

Cuando el filtro dx/dt, dy/dt = I. P. El volumen de agua que
V=30cm" rox,y =1 A sale del filtro (Ve =1/3m°x),
re= 3cm. y pasa a la taza (V, = 41).
la tasa:
r,=3cm.

1L

A) La forma del filtro es cénica y por tanto su volumen es la formula del cono:
Vi= 1i3m"x

En esta relacion esta mvolucrada » y x como variables independientes, pero como la -
nica que nos interesa es x, buscaremos una relacion que nos elimine a » y que esté en
funcion de x y/o y, las dos variables de interés.
Por triangulos semejantes en el cono podemos escribir la relacion
rix = 3/6 = r=x/2
y la podemos sustituir en la formula del cono
Vi=(1/3) Ax2Sx =  V,=(1/12) o’ (1).

Para el volumen de la taza, este tiene forma de un cilindro, por tanto el volumen del a-
gua es
V=m’h = V=32 = V9% (2.

B) De la condiciéon sabemos que el volumen del agua que sale del filtro es el que entra
en la taza, por tanto podemos escribir la siguiente igualdad
V=V,
o lo que es equivalente
dV,di= dV/dt  (3).

Entonces sustituyendo (1) y (2) en (3):
Imdy/dr = ~1/12)md(x’)/dt = 9miy/dt = ~1/12)m3x’dx/dt

= dy/dt = —(1/36)x*dx/dt  (4).
C) Pero nosotros queremos conocer esta relacion cuando el filtro contiene sélo 30 cm’,
pero para ello debemos conocer el nivel del agua cuando tiene este volumen. Entonces
por formula del volumen del cono de la ecuacion (1):

Vi=(/12)n’ = 30=1/2x = i=360/n = x=§}§§9,
7T

y sustituyéndolo en (4):
dy/dt = ~(x/6) dx/dt =  dyldt = {360/2167) " dx/dt,
y es la relacion que buscabamos.

IIL

A) El resultado se puede comprobar verificando el cambio en la rapidez de variacion
longitudinal del filtro con respecto a la taza de acuerdo a la expresion encontrada. Cal-
culando el valor del factor numérico de la expresion resultante podemos comprobar que
es menor que uno. Lo que esto significa, de acuerdo a la expresion, es que dy/dt varia
mas lento que dx/dt, y esto estd de acuerdo a lo que se esperaria, por que por la forma
del cono y de la taza, el primero tiene menor volumen que el segundo y por tanto su ni-
vel disminuye mas rapidamente que lo que aumenta el de la taza.
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B) La dificultad en este problema estaba en darse cuenta que el volumen que salia del
filtro era el mismo que el que entraba en la taza; y asi solo era cuestion de igualar los
volumenes salvo por una diferencia de signos que establece que en la tasa disminuye su
volumen y la taza lo aumenta. Antes fue necesario establecer la rapidez de variacion en
funcion de las variables conocidas.

C) En problemas como este tan especifico es dificil que exista alternativas de solucion.
En este tipo de problemas solo existe una forma de solucion analitica, salvo que lo
queramos resolver experimentalmente.

3. Una lampara nocturna cuelga de un poste de 3 m de altura. Una persona de /.7 m de
estatura que se aleja del poste a una velocidad de 2 m/s proyecta una sombra que se
mueve junto con €él. Determinar la rapidez con que se mueve el extremo de su sombra
cuando é€l se encuentra a /0 m de la base poste.

L

A)
O e
T
Im 3m
V:?mfs
o
1.I7rn i
== l e l
Y x—
z 2
10m
B)

x = Longitud de la sombra.

dx/dt = rapidez de crecimiento de la sombra.

y => Longitud del poste a la persona.

dy/dt = Velocidad con la que se aleja la persona del poste.

z =x + y = Extremidad de la sombra de la persona con respecto al poste.
dz/dt = dx/dt + dy/dt = Rapidez de la extremidad de la sombra.

C) Datos: Incognita: : Condiciones:
h,=17m dz/dt =1 P. Triangulos semejantes.
dy/dt = 2 m/s X, y,z, d/dt = I A.

y =10 m.

h=3m
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IL.
A) Queremos calcular dz/dt, que es la rapidez con que'se mueve la sombra, y conoce-
mos la relacion
z=x+ yodz/at = d/dt + dy/de (1).
De aqui conocemos dy/dt, y entonces debemos encontrar una relacion x con y y/o z, pa-
ra luego derivar con respecto a ¢. Por semejanzas de tniangulos, de acuerdo al esquema:
2/3 = x/1.7 6 (x+ty)/3 = x/1.7 = 1.7x+y) =3x = 1.7x+1.7y =3x = 1.7y=13x =
x=1.3y.
B) Derivando con respecto a :
dx/dr=1.3dy/dt (2).
C) Sustituyendo (2) en (1},
dz/dt = 1.3dy/dt+dy/dt = dz/dt = dy/dt(] 3+1) = dz/dt = 2.3dy/dt.

Sustituyendo dy/dt= 2 m/s,

dz/dt=2.3 #2 = dz/dt = 4.6 ni/s.
IIL
A) El resultado es creible ya que la velocidad de la extremidad de la sombra es mayor
por 2.3 de la velocidad de la persona, como cabria esperar, ya que dz/dt es la suma de 2
velocidades, dx/dt y dy/dt, es decir de la velocidad de la persona mas la velocidad de su
sombra.

B) Calculamos el valor de dx/dr en funcion del que tenemos como dato, dy/dt. Este algo-
ritmo es parecido al algebraico, pero ahora nuestras incognitas son velocidades de varia-
cion, ademas de las algebraicas.

C) No existe otra alternativa de solucion en vista de que es un problema muy especifico.

4. Una persona sostiene el cordel de un globo aerostatico a / m del suelo y lo va soltan-
do arazon de 0.5 m/s, con lo que el globo se desplaza horizontalmente a un altu ra de 2/
m. Suponiendo que el hilo se mantiene recto, calcule la rapidez con la que se desplaza el
globo cuando se ha soltado 25 m de la cuerda.
L

A)
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B)
x = Distancia horizontal del globo.
dx/dt = Rapidez horizontal con la que se mueve el globo.
z = Longitud del cordel que se suelta.
dz/dt = La rapidez con la que se va soltando el cordel.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
y=20m. dx/dt = 1. P. Triangulo rectangulo =
dz/dt = 0.5 m/s X, 3= Lol teorema de Pitagoras.
z=25m.

La altura del cometa se toma con valor igual a y=20 m, porque nuestro sistema de refe-
rencia lo colocamos a la altura a la que el nifio sostiene el cometa, a / m sobre el suelo.

Asi lo colocamos porque de esta manera podemos formar un triangulo rectangulo, y con
€l podemos relacionar nuestros datos e incognitas.

IL

A) Como el eje y no sufre variacion en el movimiento del cometa, y = 20 permanece
constante en su movimiento sobre el eje x, y en la direccion del cordel z si hay variaci-
on, entonces por teorema de Pitagoras escribimos,

X+200=2 (1)

B) Esta ecuacion ya relaciona directamente la variable dato con la incognita. Ahora de-
rivando con respecto a ¢t de ambos miembros de (1):

2xdx/dt + 0 = 2zdz/dt = xdx/dt =2dz/dt = dx/dt = (z/x) dz/dt  (2).

C) Cémo lo que queremos conocer es dx/dt para cuando z =25 m y tenemos dos ecuaci-
ones (1) y (2), con dos incégnitas x y dx/dt, podemos resolver primero para (1) sustitu-
yendo este valor de z para determinar x, que nos servira para calcular dx/dt.

x4200=25 = #=25-200 = ¥=225 =3 x=ISm
Sustituyendo este valor dex=15, z=25 y dz/dt= 0.5 en (2):

dx/dt = (25/15)0.5 = dx/dt = 0.83 m/s.

I11.

A) De la ecuacion (2) dx/dt = (z/x) dz/dt, podemos verificar la coherencia de este resul-
tado sometiéndolo a casos particulares. Para el caso donde todavia no soltamos el cordel
su velocidad es cero, dz/dt=0, entonces la velocidad a la que se mueve el globo también
es cero, dx/dt=0. También, cuando el globo no se ha elevado, z=0, y la velocidad es nu-
la: dx/dt =0. Esto esta de concordancia a lo que se deberia de esperar de acuerdo a las

condiciones dadas, por lo tanto este resultado es coherente con lo observado y valida,
hasta cierto punto, nuestro resultado.

B) En este caso relacionamos las VA y VP por medio del teorema de Pitagoras, y no fue
necesario eliminar algin otra variable. Su rapidez de variacion la obtenemos de aqui,
derivando con respecto al tiempo, pero a la vez lo utilizamos para calcular x para cuan-
do z=25, las condiciones iniciales que sustituimos en esta expresion para obtener dx/dt.

C) La forma de resolver este problema es unica, por la misma situacion del problema
anterior.
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5) Eo un globo aerostatico en cierto instante el volumen es de 5 m’ y la presion 2,000
N/m”; la presion disminuye en ese momento a razon de 350 Nym’min. Calcular la rapi-
dez de cambio del volumen en ese instante. Suponga que este sistema cumple la ley de
Boyle: PV=C, donds P es la presion, V el volumen y C una constante.

L

A)
g v=5m'
; P= 2.000 N/m
% \ gf: 150 N/m--min

B)

P = Presion.

dP/dt = Rapidez de cambio de la presion.

V = Volumen.

dV/dt = Rapidez de cambio del volumen.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
En cierto momento: dV/dt = 1. P. Ley de Boyle:
V=5 m’ P, V,dP/d =1 A. PV=C.

P= 2,000 N/n

dP/dt= 150 N/m’min.
IL
A) De la ley de Boyle, podemos encontrar la relacion de la variacionde Py V:
B)  d(PV)/dt=dC/dt = PdV/dt+ VdP/dt=0

=PdV/dt= VdP/dt =  dV/dt= -(V/P)dP/dt (1)

C) Sustituyendo los datos para el instante en que queremos calcular la rapidez de cam-
bio del volumen dV/dt, para ese momento:

dVidt= —5/2,000)150 = dV/dt= -0.375 m’/min.

1II.
A) De la relacion (1) vemos que conforme el volumen es mayor (V) o cuando la veloci-
dad de incremento de la presion es menor (dP/dr), 1a rapidez del incremento del volu-
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men es mayor (dV/dt), como se podria esperar fisicamente. Por lo tanto nuestro resulta-
do es confiable.

B) En este problema, la relacion entre nuestras variables ya no las daban por la ley de

Boyle. El calculo de la variacion del volumen surgio directamente de su derivacion, ya
que contabamos con todos los datos.

C) Por la especificidad del problema, no existe otra forma de resolverlo.
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Algoritmo para problemas de Maximos y Minimos

Comprender el Problema:

A) Lea cuidadosamente el enunciado del problema, tratando de entender lo que

B)

C)

IL

pasa, y lo que se pide encontrar. Trate de identificar las diferentes partes: los
datos, incognitas y condiciones.

De ser necesano, dibujar un esquema que haga mas claro lo que se quiere re-
solver, introduciendo en este todas las variables que intervienen, tanto las que
sean incognitas como los datos. Trate de definir cada una de las variables que
estan involucradas en el problema.

Distribuir los datos, las incognitas y las condiciones en sus respectivas colum-
nas. Es importante diferenciar las diversas variables que describen el proceso
del problema. En este caso debemos saber cual es la variable dependiente (VD)
de la funcién que deseamos maximizar (0 minimizar) y cuél la o las variables
independientes (VI) con respecto a las cuales buscamos su extremo.

Planteo y Desarrollo de la Solucién:

A) Trate de construir una relacion algebraica donde la VD sea funcion de la o las

B)

0

VI, donde la primer variable es a la que buscamos encontrar su extremo, y la VI
sea aquella que buscamos encontrar su valor que hace extremo a la VD. La ma-
yoria de las veces, la VD depende de dos o mas V1. Cuando este sea el caso, de-
bemos buscar condiciones (restricciones) que me reduzcan el nimero de VI a s6-
lo una: aquella VI que buscamos que haga extremo a VD. En algunos casos en
el problema se nos dara de manera explicita la restriccion que puede ser una e-
cuacion que relaciona las VI, con o sin la VD. En otros casos estara dada de ma-
nera implicita y sera necesario buscarla de los datos, condiciones, y relaciones
que se den en el problema. Si se nos pide encontrar dos o mas de los valores de
las VI que vuelven extremo a VD, se puede reducir la funcién a cualquiera de las
VI, encontrar su valor, y con este encontrar sustituyendo en las restricciones, los
otros valores, como explicaremos en el siguiente paso.

Una vez construida la funcion VD dependiente de una sola VI, se deriva la pri-
mera con respecto a esta ultima y se iguala a cero. La ecuacién algebraica con
respecto a la VI que obtengamos, al resolverla, el valor que encontremos sera el
que me hace extremo a la funcién. De esta forma, podemos encontrar los otros
valores de las otras VI que tambi¢n hacen extremo a la VD, sustituyendo en las
respectivas restricciones que usamos en la reduccién aunasola VI

Para determinar que tipo de extremo es el que obtuvimos podemos calcular la
segunda derivada de la funcion VD y sustituir el o los valores extremos: si esta
es negativa, entonces tenemos un maximo; si es positiva, es un minimo; y si es
cero, un punto de inflexion.

II1. Revisar el planteo y desarrollo de la solucion:
A) Rewsar el resultado.

B)
C)

Revisar el razonamiento desarroliado.
Buscar todas las posibles alternativas de solucion.
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Ejemplos

1. Un agricultor de naranjas calcula que si siembra 50 arboles por hectarea, entonces
cada arbol adulto dara 7,000 naranjas al afio. El quiere incrementar esta productividad
por hectarea, pero aumentando el nimero de arboles. Pero sabe que por cada S arboles
mas que se planten por hectarea, el nimero de naranjas que produce cada arbol disminu-
ye en 20 al afio. Entonces ;cuantos arboles debera sembrar por hectarea para obtener el
mayor nimero posible de naranjas al afio?
K
B) No es necesario hacer un esquema, por que el evento no ocurre en el espacio.

a = Numero de arboles.
n => Numero de naranjas
N = Produccion total de naranjas.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
50 arboles por hectarea. N=V.D. Por cada 5 arboles de mas,
Cada arbol dara 7,000 na=>VT cada arbol disminuye 20 na-
naranjas al afio. ranjas al afio.

I

A) Ahora vamos a tratar de construir la funcion. La VI N es la cantidad total de naranjas
que se producen cada afio. Esta depende del nimero de arboles por hectarea, como de lo
que produce cada arbol. En un principio cada arbol produce 1,000 naranjas, y cada hec-
tarea contiene 50 arboles, entonces la produccion total es
N=1,000%50 = N = 50,000 naranjas.
Pero por cada 6 arboles de mas que se siembren el nimero de naranjas que produce cada
arbol disminuye en 20, y esto lo podemos escribir como a=6z y n=20z respectivamente,
donde z es un parametro que puede tener los siguientes valores de nimeros enteros, z
=], 2, 3....m. Entonces para z=2, tendremos que para 12 arboles de mas que se siem-
bren, el nimero de naranjas disminuira en 40, etcétera. Por lo tanto, la funcion del ni-1
mero total de naranjas pot afio la podemos escribir como:

N=(1,000-20z) 50 + 6z) (1)
Esta funcion me dice que conforme mas arboles tenga mi produccion es mayor, pero a
la vez esto causa que las manzanas que produce cada arbol disminuya. Por lo tanto, de-
bemos buscar su valor optimo.

B) Derivando con respecto al parametro z la funcion (1):
dN/dz= d{(1,000 - 20z) %50 + 5z)}/dz

= dN/dz= (1,000 —20z) d(50 + 5z)/dz+(50 + 5z) *d(1,000 — 20z)/dz
= dN/dz= (1,000 — 20z)*( 5)+(50 + 6z) *(-20)
= dN/dz= 5,000 —100z -1,000 —100z = dN/dz= 4,000-200 z (2).
Igualando a 0 :

dN/dz = 4,000-200z =0 = 200z =4,000 = z= 20
Pero este es sdlo el valor del parametro. Para saber el nimero de arboles debemo susti-
tuirena = 5z = a =5#20 = a = 100 arboles que debemos plantar de mas para obtener
el mayor nimero de naranjas al aiio, con un decremento del nimero de naranjas por ar-
bol dado por n = 20z =>n =20+#20 = n = 400.
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C) Para determinar que tipo de extremo es, derivemos a (2):
&N/dz*= d(4,000~200z)/dz =  d’N/dz’ = —200, y por tanto si es un maximo.

IIL

A) Para comprobar este resultado, podemos sustituir en la funcion (1):

N = (1,000 - 20z)*50 + 5z),

el valor que me maximiza lo podemos calcular de esta funcion sustituyendo valores al
parametro z:

Para z=2/ = N=(1,000-420)%50 +105), = N=(580)*155) =
N=89,900 naranjas.

Para z=20 = N =(1,000-400)%50 + 100) = N=(600)+150) =
N = 90,000 naranjas.

Para z = 22 = N=(1,000 -440)*(50 + 110), = N=(560)+(160) =
N = 89,600 naranjas. '

Podemos ver que N es mayor paraz = 20, y es un maximo, e incluso se podria graficar
esta funcion para mas valores de z y comprobar que es un maximo para todo z del pro-
blema. También es mayor que la produccion inicial, N=50,000, cuando adin no se sem-
braban los arboles extra.

B) Definiendo de manera adecuada cada una de las variables que estan involucradas en
el problema e interpretando lo que se nos pide encontrar y conociendo con lo que conta-
mos, podemos construir una funcion que me involucre la VD con las VI. La mayor difi-
cultad radica aqui, y lo demas es calculo diferencial y algebraico. En este caso tuvimos
que definir nuestras VI en funcion de un pardmetro z que variaba de manera consecutiva
en los nimeros enteros positivos, ya que su evolucion era en multiplos de 5 y 20, y asi
no se puede derivar.

C) Otra forma de encontrar el maximo, serfa haciendo un calculo aritmético multipli-
cando los factores del mimero de arboles por hectarea por nimero de manzanas que pro-
duce cada arbol. Pero este método es muy trabajoso, tardado y complicado, casi a prue-
ba y error y por tanto poco eficaz. Afortunadamente el calculo diferencial nos evita ha-
cer estas pruebas y nos conduce directamente a los valores buscados.
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2. Se puede generar un cilindro circular recto girando un rectangulo de perimetro s alre-
dedor de uno de sus lados. Calcule cuales son las dimensiones de los lados del rectan-
gulo que genera el cilindro de mayor volumen

L.
B)
y 8= x+y
P e -
T—
x, y = Longitudes del rectangulo. :

s = Perimetro del rectangulo.
V= Volumen del cilindro que se genera al girar de uno de su lados el rectangulo.

C) Datos: Incégnitas: . Condiciones:
s Vg =2 VEaTh): Volumen del cilindro:
. = i 1) V = =’h.
Perimetro dado:

2)x + y=s =cte.

1L

A) Si giramos el rectangulo tal como se ve en la figura, se generara un cilindro cuya ba-
se sera circular con un radio equivalente a la base del rectangulo, » = x, y la altura sera
la de este mismo, 2 = y; entonces de la condicion 1) el volumen de este cilindro sera:
V=n'h = v=mly  (1).
Esta ecuacion del volumen esta en funcion de 2 VI, x y y, por lo tanto necesitamos en-
contrar una relacion entre ellas que me ayude a sustituir esta en la ec. (1), de tal manera
que la funcion quede dependiendo de una sola de las variables. De la condicion 2):
x+y=s = y=s5-x (2).
Sustituyendo (2) en (1):
V=nis-x) (3),
y ya tenemos la funcidn dependiente solamente de la variable independiente x.
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B) Derivando (3):
dV/dx = md{x’(s —x)}/dt = dV/dx = afx’d(s —x)/dx H(s —x)d(x" )/dx}
= dVidc = mfx(-1) +(s —x)2x} =  dWdx=n{-x + 2x -2} (4).

Igualando (4) a cero:

dV/dx = af—x" + 2sx = 2x}=0 = X+2x-2=0 = 2x-3=0
=5 2sx = 3x° = I S5g28 = x=2¢/3.
Sustituyendo este valor en (2) para obtener la otra longitud:
y=s—2s/3 = y=4s/3.

C) Ahora queremos comprobar si estos valores me dan un maximo del volumen, deri-
vando nuevamente en (4):
d*Vidx3=nd{-x> + 2sx - 2x}}/dx = > EV/id’ = gf{-2x + 2s —4x}
= d&V/idY’ = xf2s—6x} (5)
Sustituyendo el valor que me maximiza V: x = 2p/3, en (5):
d*V/dx= n{2s - 6(2/3)} = d*V/idx*=n{2s—4s} = d*V/dx’= -21s, el valores
negativo y por o tanto el volumen del cilindro es un méaximo.

IIL

A) Como en el caso anterior, se pueden calcular el Volumen variando alrededor del va-
lor que me maximiza la funcidn, y graficar para comprobar que el resultado que obtuvi-
mos nos dan el volumen maximo. Para que esta comprobacion sea adecuada es impor-
tante que la funcién que construimos sea correcta, es decir que verdaderamente repre-
sente la funcion a la que deseamos conocer su maximo. De hecho la segunda derivada
es una comprobacion teodrica de que los valores calculados son un maximo o un minimo.

B) Como ya conociamos la fortnula del volumen del cilindro, fue s6lo cuestion de iden-
tificar las longitudes del rectangulo inscripto en el cilindro. También hubo que utilizar
la relacion del perimetro que era dado como dato en relacién con las VI x e y. La difi-
cultad de resolver este tipo de problemas es no saber utilizar este tipo de condiciones.
En cambio cuando este paso se describe en un algoritmo, como aqui es el caso, esta re-
lacion no se puede pasar por alto.

C) Este tipo de problemas son muy especificos y no se pueden resolver de otra manera.
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3. Si tenemos una esfera de radio a, icual es el volumen del cono circular recto maximo
que se puede inscribir?
LB

V'=> Volumen del cono inscripto en la esfera.
h = Altura del cono.
r = Radio de la base circular del cono.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:
Esfera de radio R. V= V.D. 1) El cono se debe inscribir
h,r=>V.1L en una esfera de radio R.

2) Volumen del cono: V=m*h/3.

IL
A) De la condicion 2):
V=3 (1) '
Esta funcion es dependiente de 2 VI, r y h, por lo tanto debemos buscar una relacion
que nos elimine una de ellas. La condicion 1) es una restriccion para los valores de r y
h, y estan en funcion del radio de la esfera R en el que se inscribe el cono. Del esque-
ma buscaremos una relacion entre ellas. Podemos formar un triangulo rectangulo to-
mando como cateto adyacente el radio de la base circular r, el cateto opuesto como A-R,
y la hipotenusa el radio R; entonces por teorema de Pitagoras:
(h-Ry+P=R? = H-2bR+R*+P=R* = W -2hR+r=0
= r=2hR-h" = ?=h(2R-h) (2).

Ya tenemos la relacion, sustituyendo (2) en (1):
V = mh*h(2R — h)/3 = V=mh’(2a - h)/3,
y obtuvimos la funcién dependiente solo de h.

B) Derivando con respecto a h:
dV/dh = d{mh’(2R —h)/3)/dh = dV/dh = W/3{h°d(2R —h)¢dh +(2R - h) d(W’)/dh }
= dV/dh = (/0’3){h2(—1) + (2R —h)2h } = dV/dh = (zh/3){-h + 4R —-2h}
= dV/dh = (/3){4R —3h} (3).
Igualando a cero:
dV/dh = (m/3){4R -3h)=0 = {(4R-3h}=0 = 3h=4R = h= 4R/3,
y sustituyendo este dato en (2):
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¥ =h(2R - ) = ¥=4R/3(2R -4R/3) = 1 =4R/3(6R/3 -4R/3) =
P=4R/3 (2R/3) = ' =8R%/9.

Con esto datos calculados, ya tenemos los dos valores que me hacen extremo el volu-
men. Sustituyendo en (1):

V=n?h/3 =  V=n(8R¥9)(4R/3)/3 =  V=(32/81)R’

C) Derivando (3):

& Vidh® = df(7/3)(4Rh - 3K)}/dh = &’ V/dh’=(r/3)(4R-6h),
sustituyendo el valor extremo 4 = 4R/3:
PVidh’ = (W3)(4R-6{4R/3}) =  d*VidK = (W/3)(4R-SR) = d’V/dh® = ~R/3,
como R es un valor positivo, la segunda derivada es negativa, y por lo tanto el volumen
obtenido es un maximo.

IIL

A) Como hemos hecho en los casos anteriores, podemos probar para valores mayores o
menores de los que me dan el maximo; o mejor aiun, graficar V=nh’(2R- h)/3 y compro-
bar que su volumen maximo esta en h = 4R/3.

B) La relacion entre la VD V, y las VI, » y A, la encontramos directamente de la fonmula
del volumen del cono. La r la eliminamos encontrando una relacion cuadratica por me-
dio del teorema de Pitagoras con la variable / y el valor del radio R dado de la esfera en
que esta inscripto el cono. Esta relacion es la restriccion que le permite al cono tener so6-
lo ciertas dimensiones y que al sustituirla en formula para V y derivar, podemos obtener
su maximo de acuerdo a estas condiciones.

C) Quiza la otra variante en la obtencion del maximo en este problema, seria haber eli-
minado 4 en vez de r, aunque de esta forma hubiera sido mas complicado dejar a & en
funcién de r y hubiera quedado como una raiz cuadrada. Entonces fue mejor como lo hi-
cimos ya que evitamos manejar raices cuadradas que hubieran complicado mas el calcu-
lo.
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4, Calcular de la grafica y = x° +2, el punto mas cercano al punto (3,2).
L

B)

y= X +2

(xy)

(3.2)

(x, y) = Coordenadas de los puntos que pasan por la curva y = X’ +2.
D = Distancia del punto (3,2) a cualquier punto de la curva y = x* +2.

C) Datos: Incégnitas: Condiciones:
(3. 2) D =VD La formula de dist ncia entre
(x, y) = VI 2 puntos cualesquiera:
1)D = 1\}I(Xl _'xz)3 +(n 'yz)z
La grafica de la curva:
. 2)y=x +2.

La formula que presentamos enla condicion es para la distancia entre dos puntos unidos
por una recta. En principio consideramos esta formula porque la distancia mas cercana
entre dos puntos es la recta, y lo que nosotros buscamos es, precisamente, la distancia
mas cort entre el punto (3, 2) y un punto dado de la curva y = x% +2.

IL

A) De la condicion 1) podemos relacionar nuestra VD con las V1 y los datos. Sustitu-
yendo el punto (3, 2):

D=(x-3"+(y-2)) (1)
La ecuacion (1) depende de 2 VI, x e y, por tanto debemos eliminar una de ellas. Susti-

tuyendo la condicién 2) que me restringe los valores de y a solamente los que pasan por
la curva:

D=(x-32+(x*+2-2)) = D=.Jx-3)"+x* (2
B) Ahora derivemos (2) con respecto a x:

dD/dx=d(:[(x-3) +x*)/dx = dD/dx=[(.r-3)’+x‘]‘5d4(x-3)2+x‘wdx
= dDldx=[(x-3) + x*[22(x - 3) + 4x’} (3)
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Igualando a cero:

3
dD/dx = 2(x—3)+4x -0

[(x -3)? +x* ]uz

Entonces el unico término que me puede volver cero esta expresion es el numerador, y
precisamente cuando este valga cero:

2(x-3)+4x* =0 = 4x° =-2(x-3)

Este tipo de ecuacion se puede resolver por técnicas de solucién para ecuaciones ctibi-
cas, pero por ser una ecuacion muy sencilla la podemos resolver por tanteo. Si sustitui-
mos el valor 1:

4x1°=-2(1-3) = 4=-2-2) = 4=4.

Las otras dos raices de la ecuacion ciibica muy probablemente son complejas.

Entonces, x = / es una raiz y sustituyendo en la ecuacion de la grafica:
y=xX+2=>y=F+2=>y=3

Asi, (1,3) es el punto en la curva que me vuelve extremo la funcién D. Ahora avergiie-
mos si €s un maximo o minimo.

C) Derivando con respecto a x a (3):

d’D/dx* = d{{(x-3)* + x“ﬁ 2(x=3)+4x’}}/dx =

d*D/dx? =[(x—3)2 +x"}%d{z(x—3)+4x’}}/dnc+{2(x—3)+4x}d{[(x—3)2 +x"]_%}/dx
d*D/dx? = [(x - 3) +x‘]_l3{2+l2x2}+{2(x—3)+4x3}[(x—3)2 +x‘ﬁd{(x—3)z +x%)/dx

1 3
D/ d* =[(x-3)* + x* [T +1222) + 2(x - 3) + 42 (x - 3 + x* [T {2(x - 3) + 4x°)
factorizando, sumando y restando términos semejantes:

4*Drax = [(x=37 + 2|32 + 1239 + [x-3) + ' Rx-3) + 40T

Ahora sustituyendo x =1:
d*Didx* = [(1-3)? 1@ e2x1?) +ja-3) + 1 Fla-3) +ax’f)
d*Didx? =[s] 14+ 5] [Fa+af) = d?Siaxd =%{14+[5]“[0]2}

d*D/dx’ =l—4.

s

Obtuvimos un valor positivo, por lo tanto el extremo que calculamos es un minimo.

IIL.

A) Podemos graficar la funciéon D y probar que x = I es el minimo, o confiar en la com-
probacioén por el célculo de la segunda derivada.

B) La dificultad de resolver este problema fue sélo considerar que la distancia mas corta
entre dos puntos es una recta y, por tanto, saber la formula de la geometria con la que se
calcula la distancia entre estos. Esta formula no es mas que el teorema de Pitagoras apli-



136

cado a la coordenadas de dos puntos cualesquieras. Luego, nada mas se restringi6 la
formula a todos los puntos que se ubican sobre la grafica de la curva.

C) Este problema se podria resolver por métodos geométricos, pero no es tan elegante y
exacto como el método que seguimos.

5. Un distribuidor vende libretas a $5 si el pedido es menor de 100. Si le piden mas de
100, y hasta 400, el precio disminuye en $0.01 multiplicado por la cantidad del pedido.
¢Cual es el pedido que le produce el mayor ganancia?

L

B) Este problema no requiere esquema ya que no se desarrolla en el espacio fisico.

Z = Numero de libretas.

I= Ingreso total.

C) Datos: Incognitas: Condiciones:

$5 las libretas cuando I=V.D. Para 100 <Z <400

1 5Z2<100. =V It el precio se reduce a
85 -0.012).

IL.

A)

Z es el volumen del pedido total y el precio se reduce de acuerdo a como esta escrito en
la condicion. Por lo tanto, el ingreso total estara dado por el producto entre ambos:

I=274%5 (1) para 1 £ Z <100.
I1=2(5-0012) (2) para 100 < Z <400.
El mayor ingreso para Z =100 es:
I=100+% = I=3500.00
Para 100 <Z <400 se buscara cual es su valor 6ptimo.

\

B) Derivando la funcion recién encontrada:
dl/dZ = d{Z(5 - 0.012)}/dZ = dl/dZ=Zd(5 -0.012)/dZ + (5 —0.01Z)dZ/dZ
= dl/dZ=2(-0.01) + (5 -0.01Z) = dl/idZ=5-002Z (3).

Igualando a cero:
dl/dzZ=5-0.02Z2=0 = Z=135/002 = Z = 250 libretas.

C) Ahora comprobaremos que tipo de extremo es. Derivando (3):
d’1/dZ° = d(5s —0.022)/dZ = d’1/dz’ = -0.02, y pOr consecuencia s un maximo.

III.

A) Se puede probar el resultado del valor maximo directamente, graficando la funcion
ingreso y corroborando que para esta cantidad de libretas vendidas el ingreso es el ma-
yor. O como ya lo hicimos, por su segunda derivada. La validez del resultado en cuanto
que la funcién que se maximiza es la correcta, se tendria que verificar cada paso del
razonamiento.
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B) La funcion se construyo de acuerdo a] numero de libretas vendidas y al descuento en
el precio. No hubo mayor dificultad salvo definir de manera correcta el descuento del
precio por volumen de pares de zapatos.

C) Como en los otros casos, se podria emplear un método grafico para calcular el maxi-
mo, pero un método mas directo y eficaz fue como lo hicimos.
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Este libro va dirigido a todas las personas que quieran desarrollar sus
capacidades del pensamiento en la soluciéon de problemas, tanto académicos
como de la vida diaria. En particular para los estudiantes de Educacion Media
Superior-y Superior en las materias de Fisica y Matematicas. Este no es un
libro de texto, pero si un complemento y apoyo en la solucién de los
problemas que plantean. Se busca que estos no sean un martirio para los
estudiantes, sino un reto divertido y posible.
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