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PROLOGO

Cada vez es mas notable el avance que ha experimentado en las déca-
das recientes la tecnologia derivada del estudio tedrico-practico de la
Mecénica llevado a un nivel extraordinario debido a la posibilidad de uti-
lizar sistemas de cOmputo para efectuar las operaciones numéricas que
de otra manera resultarian complicadas. Sin embargo es necesario reco-
nocer que los conceptos relativos a la dindmica de los cuerpos rigidos
son parte de los elementos en los que se ha basado principalmente dicho
avance.

El presente fasciculo pretende abarcar de una manera completa el anali-
sis de la parte cinética del movimiento de los cuerpos rigidos dotados de
movimiento plano general utilizando el enfoque denominado de fuerzas.
y aceleraciones, o de ecuaciones de movimiento, el cual estd actual-
mente incluido en los programas vigentes de algunas materias basicas
en la formacién académica de los estudiantes de ingenieria.

La herramienta matematica utilizada para el desarrollo, tanto de la parte
tedrica como de los Ejemplos ilustrativos que se presentan es la de Alge-
bra Vectorial, con la cual se supone que esta famiharizado e! lector.

Algunas de las aportaciones que el autor ha hecho en el campo teorico
de la dindmica se presenta por primera vez en este fasciculo con el nom-
bre de Teoremas de Ordonez sobre cinética del movimiento plano de un
cuerpo rigido. Sus aplicaciones practicas seindican en el desarrollo de 4
de los 18 Ejemplos ilustrativos incluidos, proponiéndose a través del
contexto 15 Problemas por resolver, de los cuales se incluyen sus res-
puestas a continuacion del enunciado.

Al final del fasciculo se presenta también la bibliografia de la que se han
tomado algunas ideas para la proposicion de los Ejemplos y Problemas.

El autor agradece cumplidamente el apoyo que de una manera continua
y eficaz ha recibido de las autoridades universitarias, especialmente de
la Facultad de Ingenieria para la elaboracién de éste y otros fasciculos
que posteriormente seran editados y que permitirdn a los profesores y
alumnos de la Facultad disponer del material idéneo para el tratamiento
moderno de los temas de la Mecanica Ingenieril.

Considerando que el material incluido puede presentar errores involun-
tarias y omisiones, el autor agradece anticipadamente la atencion de los
lectores que se los indiquen, y asimismo espera 1as sugerencias que del
mismo le hagan llegar personalmente con el objeto de mejorar ediciones
posteriores.



11. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE
LAS FUERZAS Y ACELERACIONES

11.17 INTRODUCCION

E! problema fundamental de la dindmica del cuerpo rigido dotado de
movimiento plano general es el equivalente al que corresponde a la dina-
mica de la particula. Su planteamiento en forma general puede estable-
cerse como sigue:

Siendo conocidas: a) La posicidn original de un cuerpo rigido en el ins-
tante t = 0, b) las caracteristicas de las fuerzas exteriores ejercidas
sobre él durantie el intervalo de tiempo bajo consideracion, y ¢l l1as res-
tricciones que le impone el medio que esta en contacto continuo con el
cuerpo en ese intervalo, el problema consiste en determinar I3 posicidon
del cuerporigido al final del intervalo, o sea en el instante t = t4.

Al respecto debe (oinarse en cuenta que usando |0s conceptos cinema-
ticos correspondientes a la particula y al segmento de recta resulta evi-
dente que si se conoce |a posicion inicial de un cuerpo rigido dotado de
movimiento plano general, su posicion al final def intervalo de tiempo
bajo consideracion puede determinarse conociendo 13 posicion final de
un punto cualquiera del cuerpo, por ejemplo, el centro de masa, C, asi
como el dngulo total, B, descrito por cualguier segmento de recta tra-
zado en el plano de movimiento, durante el intervalo.
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Fig 11.1



En efecto, enla figura 11.1 seindica la posicion inicial de un cuerpo rigi-
dc de planta rectangular, sepresentado por el plano de movimiento,
donde se localizan los puntos A, B. C. Por sencitlez, el origen fijo, O, se
hace coincidir con el centro de masa, C, siendo el sistema de referencia
el O,x,v, indicado.

En la misma figura se muestra la posicién final del cuerpo, donde las
posiciones de dichos puntos estdn representadas por A’, B’, y C', res-
pectivamente.

Puede verse que esta posicion final del cuerpo es posible determinarla a
partir de la posicion inicial si se conoce el vector T, y el dngulo total, 8,
que describi6 cualquier segmento de recta trazado en el plano de movi-
miento, durante el intervalo de tiempo considerado.

Desde _un punto de vista completamente tebrico, para determinar el
vector r. se requeriria resolver las expresiones

;= [ dcdt + Cy o R
— — =y
vy Y. = I . dt ¥ G e R

correspondientes a 1a cinematica de la particula.

Andlogamente, la obtencién del angulo 6 requeriria resolver 1as ex-
presiones:

w = I X dt + Cs .
¥ & =J’ w dt + Cy eee MY

correspondientes a la cinematica del segmento 'je recta.

Por lo que, en conclusién, seria necesario conocer las funciones vecto-
riales Ea’c, veC ., en el intervalo, siendo la primera la torrespondiente a la
aceleracion del centro de rmasa, y la segunda la correspondiente a la
aceleracion angular del cuerpo rigido dctado de movimiento plano
general.

Los conceptos anteriores corresponden ai problema fundamenta' de la
dindmica del cuerpo rigido dotado de mevimiento plano general uando
la trayectoria de C es una curva plana cualquiera.

Sin embargo, unicamente se estudiardn los casos en que la trayectoria
del centro de masa es una recta, yna circunferencia, o bien, un punto fijo.

2

Para estos casos el problema se reduce en forma considerable, aunque
se trate de un sistema de cuerpos rigidos unidos por med:o de elementos
flexibles, inextensibles y de peso despreciabte, o bien, par medwo de re-
sortes eldsticos lineales, con tal de que cada uno de dichos cuerpos al
moverse adquiera un movimiento plano general o una d«< sus versiones
particulares.

Bajo estas condiciones limitatvas el problem.y funda.:iental ya no se
acostumbra canalizar hacia |1a busqueda de la posicior final del cuerpo,
sino mas bien se enfoca hacia el cdlculo de los parimetros dindmicos
mas importantes involucrados en el movimien!:) de los cuerpos del sis-
tema como son: la aceleracion del centro de masa, la aceleracién
angular del cuerpo, las fuerzas ejercidas en los elermentos de unidn, la
velocidad adquirida, por el centro de masa al recorrer €s.6€ una distancia
predeterminada, etc.

En este contexto se conocen cldsicamente los tres dife-entes enfoques
tedricos que se indican a continuacion:

i) El método de las ecuaciones de movimiento, o de las fuerzas y acele-
raciones.
it} Elmétodo del trabagjo y energra.
ii) €l método del impulso y la cantidad de movimientc.

Cabe mencionar que en este fasciculo se estudieré exclusivamente el
primer método, ya que los dos ultimos son planteadcs e otro documento,

En los articulos que se analizaran se tratardn los conuveptos relativos a la
Oinémica del Cuerpo Rigido dotado de rnovimiento wlano general y con
las caracteristicas siguientes:

1} €/ cuerpo es simétrico con respecto al plano de movimienro, coinci-
dente con el plano de referencia x y, teniendo su origen, O, coinci-
dente con el centro de masa, C. {vease la figura 117.2).

z4
i) El sistema resultante general co-
rrespondiente al sistema de fuerzas ':‘54}
exteriores aplicadas al cuerpo rigido
sereduce a una fuerza R alojada en M=,
o=NMc §

el plano de movimiento cuyo sopor-
te pasa por C, y a un par de fuerzas
alojado también en dicho plano.

Plano de
movimiento

Es decir, la reduccién candnica del sis-
tema del fuerzas exteriores aplicadas al

cuerpo da por resultado 4 Fig 11.2
i- Roi+ RyJ |
y No= Mc = Mc r wwe HLG



Siendo Rx y Ry los valores algebraicos de las componentes de la fuer-
23 R segun los @es “'x”', y “'y", respectivamente, y M, el valor alge-
braico del momento del sistema de luerzas exteriores con respectoc al

e/e z que pasaporC.

inn) En el instante bajo consideracion, /a velocidad angular del cuerpo, e,
estaria representada en una figura iridimensional por un vector para-
lelo al gje z (figura 1 7.2} siendn su expresion:

W o= w k S 1

donde w = valor algebraico de la velocidad angular de cualquier
segmento de recta alojado en el plano de movimiento.

vl Andlogamente, en el mismo instante, la aceleracion angular del cuer-
PO, oc. , estaria representada en una figura tridimensional por un
vector paralelo al eje z (figura 1 1.2), siendo su expresion,

* = K K - W

dondeo< = valor algebraico de la aceleracion angular de cualquier
segmento de recta aloyado en el plano de movimiento.

Con el objeto de simplificar 13 representacién grafica, se acostumbra
indicar solamente ef plano de mcwimiento del cuerpo mostrando en él_l.a
tuerza R pasando por C, mientras que las cantidades M,.= M., w, yoC
se representan por medio de arcos de circunferencia con el sentido arbi-
trariamente asignado en cada discusion teorica o practica (figura 11.3).
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De acuerdo con los conceplos de Estanca, el sistema resultante general
correspondiente al sisterma de fuerzas aplicadas al cuerpo rigido se re-
duce entonces a una fuerza umca, R, alojada en el plano de movimiento
Xy, Pasando por un punto L situado a la minima distancia del origen, de
manera que 1a expresidon que define el vector de posicién. OL, de dicho
punto es

4

=N = R x Me vume W9

.—N-\: -‘-Ex_ﬂ.
Luego R“xm"ﬁx(\-’: xﬁ-)=-(ﬁ~n)R +(R*)Y,
ycomo R-Y =o

parael punto L, tal que R 7, = 0
Véase la figura 11 .4,

11.2 METODO DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO O DE LAS
FUERZAS Y ACELERACIONES

Con este método se tralan de obtener, esencialmente, los dos pardme-
tros cinematicos ’a’c, y o< . los cuales quedaran involucrados en las ex-
presiones que se resumirdn posteriormente. Una deellasesla(11.10)y
las otras se deducirdn a continuacion tomando como base |13 ecuacion
{11.11} que se obtuvieron a partir del analisis de los sistemas de par-
ticutas asi como de la condicién de identidad entre el sistema de las fuer-
zas exteriores aplicadas al cuerpo rigido v el sistema de fuerzas efectivas
correspondiente a las particulas del cuerpo.

E."Ma: ... oo

Ma = N, N W

Es necesario hacer notar que la ecuacién 11.11 es valida, exclusiva-
mente, para los tres casos siguientes, en lo que corresponde a la locali-
zacion del purito arbitrario A.

i) Si A es un punto fijo, tal como resulta ser el centro instantdneo de
rotacion enun movimiento plano general.

#) Si A coincide con el centro de masa C.

#i? Sila velocidad de a es paralela a la velocidad del centro de masa.
Como se ver4 posteriormente en este mismo_fasciculo el término F, se
puede expresar en funcidén dee< , 0 de o< y a., de modo que las expre-
siones (11.10) y las basadas en (11.1 1) permitiran calcular conjunta-

mente 3. y o<. .

Sin embargo se debe aclarar que aunque puede escribirse una ecuacién
5
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del tipo (11.11) para cada uno de los tres puntos indicados anterior-
mente, esto no significa que dichas ecuaciones sean matematicamente
independientes” . La realidad es que sélo una de ellas lo es. Las demas
son formas alternativas que podran usarse dependiendo de las condicio-
nes particulares del problerna bajo consideracian, para resolver este mas
facilmente, o bien para comprobar los resultados.

También se deducndn dos ecuaciones alternalivas con las anteriormente
rnencionadas, 13s cuales se refieren ya sea a un punto con aceleracion
nula fcomo 'a s ol cenlro mstantarieo de aceleracion cero en un mMovi-
revento plane generall, o @ un punto Q cuya aceleracion es un vector
naralelo al vecinr QC. ’

Estas dos ecuaciones no se obtendrdn a parnr de la ecuacion (11.11),
sino de la condicion de idenndad entre el sisierna de fuerzas exteriores
aplicadas al cuerpo rigido y el sislicina de fuerzas efectivas correspon-
dientes a las particulas del cuerpo.

Desde el punto de wvista dindi:uco corviene aclarar que la ecuacion
(11.10) involucra el efecto que en el movimiento del cuerpo tiene el
vector equipolente de la tuerza Gnica que equivale al sistema de fuerzas
exteriores aplicadas al cuerpo; es decir ¢l efecto debido a la magnitud y
direccion de dicha fuerza; rientras que la ecuacién {11.11) al involu-
crar el momento de las fuerzas exieriores totn:a en cuenla el efecto dela
posicién relativa de la linea de accién de dicha fuerza unica con re-
lacién al cuerpo.

Las ecuaciones que se deduciran involucran los tres conceptos Si-
guientes:

a) El momento de las fuerzas exteriores con respecto a gjes que siendo
perpendiculares al plano de movimiento pasan por alguno de los
puntos particulares mencionados antes.

b} Una cantidad denominada momento de inercia de la masa del cuer-
po, con respecto a cada uno de dichos ejes, la cual indica en forma
cuantitativa la medida de /a resistencia que opone el cuerpo a dejarse
acelerar angularmente alrededor de alguno de dichos ejes, bagjo el
efecto del momento de las fuerzas exteriores, y

c) Laaceleracién angular del cuerpo.

Considérese primero el caso en que A sea un punto fijo en un instante
determinado; es decir, que sea coincidente con el centro instantaneo de
rotacion, i, tal quevi = 0. Sea_P una particula situada en el plano de
movimiento, dm su masa, y V su velocidad en dicho instante. (Fi-
gura 11.5).

* Véaselademostracidnenelejemplo 11.4.

[=3

Sea /3, el vector de posicién de dicha particula con respecto al centro ins-
tantaneo de rotacion, i.

-
il / = W
De acuerdo con la definicion de mo-

mentum angular, resulta:

dm‘gx?ém'

2?; x(ﬁiﬁ-)dm

V=E;Fi
oo 1V

Desarrollando e! doble producto vec-
torial;

dH; =[ ' - ( F:Tﬁ)?:] dm ... 143

Como &’ es un vector perpendicular al plano de movimiento donde se
localiza el vector £, ©,+ @ = 0, por lo que la ecuacién anterior se re-

Fig 11.5

duce a:
dH; = w fdwm -~ My

Integrando para obtener el momentum angular de todo el cuerpo rigido,
resulta:

H:' ‘IE"&‘J'\

-
y puesto que &J es la misma para todos los vectores fl en el instante bajo
consideracioén, se obtiene:

e ol IS

—

H, = © [f“ dem cves o ol

; 2 e d
La cantidad /° < dm representa el momento de inercia de la masa del
Cuerpo con respecto a un eje que pasa por iy es perpendicular al plano
de movimiento.

Corno puede verse, esta es una cantidad escalar cuyas dimgnsiones son

LZMTO, y cuya magnitud depende de la posicién relativa de las particu-
las del cuerpo con relacién al eje mencionado.

Se representara con el simbolo L, correspondiendo el subindice al punto
por donde pasa €l eje; es decir, por convencion-

Iz = I ﬁz dm e
Sustituyendo (11.17)en (11.16) resulta:
H—'a'. = TJ I"‘ POl L . ¢



Asi, al tomar en cueri's Iy que eslablece la ecuacion 11.11; se tiene que:
— ——

M, = H; = o I; T XY

ya que e es un veclor que no cambia de direc:e,inn.

Ahora, se anaiizard en 1itna anAdlega el caso e gue el punto A coincide
con el centro demasa C, de:l ruerpo

Sea ¢, el veclor de Do _de i patiicuts P, de masa dm, con res-
pecto a C, cuya veloedad eV (Figura 11 .61,

Fig11.6

El momentum angular de la particula P con respecto a C resulta:

dHe = Fc_x'U"dm ceas N, 20
—_— —_ —_— e
Como ¥ =11 +wisf e« M2y

al sustituir 11.21 en 11.20 resulta:

dHe= P < (V5 §_\;J't?:)dm
dm=7:‘§idm+ﬁ'x(3,(f)dm B || [ 174

Asi:
ﬁ: = IF: x‘?sdm +j’?c'x (ax.ﬁ)dm P— -ll.?.'.')

Como Vc es la misma para todos los términos de la primera integral, la
ecuacion anterior puede expresarse COmo:

ﬁ:. “.[ J-F:de 11—’: + jF: a(mu?;')dm e a2y

De acuerdo con la definicién de centro de masa de un sistema de par-
ticutas resulta evidente que (P dw = { ¢cc )N\ = O vya que los vecto-

= - i
res /%, tienen por origen precisamente dicho punto; por lo tanto la ecua-
cién anterior se reduce a:

He = [?: 2 (B AR ) dm e W28

Al desarrollar ¢l doble productn vecional de los 1énmmos del integrando,
resulla:

—_—

‘)‘n(asrﬁ:)ém‘-‘[f’c E‘__(F:':;)_F:]Jm F § i

ycomo (fc+w ) =0 vyaquesonveciores perpendiculares:
Ea(a';?:)d..n:?qﬁ? dwm ceo . V2%
Sustituyendo {11.27)en{11.25}, setiene:
He = [C‘J‘ f: dm ’SBS‘?:C‘W\ vea. 128

— e
ya que w es la misma para 1odos los veclores / en el instante consi-
derado.

Sea 1 jf‘J
¢ = ¢ S9m o o= MIIR2Y

el momento de inercia de la masa del cuerpo con respectd a un eje per-
pendicular al plano de movimiento gque pasa por el centro de masa, C.

Sustituyendo (11.29)en(11.28), resulta:
He = w le M

Por lo que, de acuerdo con la ecuacién (11.1 1) resulta para éste caso:

Me = He = =< I cena HL81L

Por ultimo se analizaré el caso en que el punto A sea un punto cuya ve-
locidad sea paralela a la del centro de masa, C.

Llamemos L a dicho punto figura 11.7).



De acuerdo con los conceptos de |a
cinemalica del cuerpo rigido dotado
de un movimiento plano general, en
este caso el vector LC resulta obh-
gadamente perpendicular a Vc,
decir:

—. et

Le -V, =0 1. 32

Siguiendo una secuela analoga a los
dos casos anteriores se obtiene:

Fig 11.7
dﬁ:=?:;v‘8m o TS
De acuerdo con la figura 11.7:
-F:= Le +'?-: ceee WY
y. por otro lado:
1-;’.2-\?:*5-:?? PR

Sustituyendo (11.34)y (11.35)en(11.33), resulta:

[}
cll'TL" (fc' ‘l’?:)x ('\—J‘: *Exf‘)dm

dﬁ: a Exﬁ dwm + Lc n(mx?:)tlm“‘ﬁl;}:dm* F:X(\TI’E)JM

SRR L1

Luego:
@ -II:E "TJ‘:JM *JE u(a l?: )J«\ *ff? '\_’-:J"‘*IE:(\D’,E)JN\
aese WA

Tomando en cuenta que LC y V son los mlsmos para todos los térmi-
nos de las integrales donde mtervnenen y que &« £ = 0, la ecuacién
anterior se puede escribir como:

o

Hos B8 fum 4 B[« [ dm ] [ d]o B (e
~ese 11,28

Como la integral dg] ultimo término de la ecuacion anterior es Ic {ecua-
cién 11.29), yj’ Pe dmso vy

Tﬁ-—-(fE t:Fr.’)M Y w I. i I

10

5 dw = M, la expresién se reduce a:

[T

o bien, tomando en cuenta ia ecuacién (1 1.30), resulta:

]

(W« ve)m+ He veeohNO

Derivando la ecuacion { 11.39} con respecto al iempo, resulta:

A, = [fexin GO IV S
Segun el teorema omega (Relacién de Poisson):

cL(L-E) - Gx:‘c’. srmem Wa 1€

d¢
Sustituyendo (11.42)en(11.41), se obtiene:

W[+ @T)TWIM+RTe .ol wy3
Desarrollando el doble producto vectorial indicado:

B o=l R+ (W-0)E - (- WIS+ I
ycomo W Ve =o ytambién 1Lc R =0 en definitiva:

Ho=(€xa)m+=Ic ees NYY

Por lo tanto, al considerar lo que indica la ecuacién (11.11), resulta:

——p

M= N, o= (ZxT)Mm+ A Te TR

Ahora se deduciran otras dos ecuaciones de movimiento alternativas de
las expresiones (11.19),(11.31) y(11.45) usando como base la con-
dicién de identidad entre el sistema de fuerzas exteriores aplicadas al
cuerpo rigido y el de las fuerzas efectivas de sus particulas.

Antes de ello conviene aclarar que a partir de la segunda ley de Newton
sobre la particula, cuya expresién es:

Fume e

* Enelejemplo 11.4 se demuestra que esta expresion es vélida para cuaiquier punto, A,
aun en el caso en que el cuerpo rigido tenga un movimiento general, siendo dicha
expresién el caso parlicular, correspondiente al cuerpo rigido.

11



si Ja masa de la particula diferencial es dm y tiene en el instante consi-
derado una aceleracion 3, la fuerza efectiva correspondiente resuita
dada por la expresién
st —
dF = a.dm 8 MO
En caso de que la aceleracion tenga varias componentes, al multiplicar

cada una de estas por dm se obtendran las respectivas componentes de
la fuerza efectiva

Considérese ahora la figura 11.8 donde I representa el centro instanta-
neo de a'celeracLQn cero y P es una particula situada en el plano de movi-
miento, siendo Q4 su vector de posicién con respecto 3 L.

Las dos componentes intrinsecas de
la aceleracién de P son:

— — a5
'Qp_r = ‘-*-%P-; O (L
y Ep" = ~w?fy vee. NLYY .,//:5’

Multiplicando por dm estos vectores
se obtienen las respectivas compo-
nentes de la fuerza efectiva de la
particula, las cuales se indican en la
figura 11.8.

(Ex'p;} dm

Usando la nomenclatura convencio-
nal de Estdlica, el mmomento de la
fuerza efectiva de’ la particula con
respecto al eje que pasa por | resuita
dado por:

dﬁ': ’l?; :G':x?;)"' T’;x (-m‘?:_j'] ot | -1 -

Fig11.8

Como el ultuno término de la ecuacion anterior es nulo, ya que es el pro-
ducto veclorial de dos veclores paralelos, fa ecuacidn se reduce a:

T = T u (T1T) dm TRy

Desarrollando el doble producto vectorial, resulta:
— 1 —= 3 =N\
JM:'[ ?1'1 -(f,'ﬁ-)?; ]e]\-n
pero P; &K =g por ser vectores perpendicualres,
Luego: d My = (’z & dm - l182

I
-~

Al integrar para considerar todas las pariiculas del cuerpo, e igualar con
el momento de lgs fuerzas exteriores resulla:

My = | P* oL
I
¥ como o< es la nusma para todos los vectores 7, se liene:

%
—~— — ‘
My = o¢ [‘: Jm

SR )

e NLSY -

La cantidad [7dm representa el momento de inercia de la masa del
cuerpo con respecto 3 un eje perpendicular al plano de movimiento que:
pasaporl.

Sea I = g . dm corn LSS

Sustituyendo {11.55)en(11.54), se obtiene en definiliva:

— —a
M, = o 1, vse D80

De manera anéloga al caso anterior considérese ahora la figura 11.9
donde Q representa un punto del plano de movimiento, cuya acelera-
cién, 3g, estalocalizada a lo targo del vector QC.

De acuerdo con la cinematica del
cuerpo rigido dotado de movimiento
plano general, si P es una particula
de masa dm situada en el ;_)lano de
movimiento del cuerpo y fo es su
vector de posicién con respecto al
punto Q, su aceleracidn resulla
dada por:

—_ —_— — N -
Q= Gg +%x b - wP,
veee NLSE

Al multiplicar cada una de estas tres
componentes de la aceleracién por
dm, se obtienen las respectivas
componentes de la fuerza efecliva
de la particula, las cuales se indican
enlafigura 11.9.

Fig 11.9

Considerando los momentos de estas componentes con respecto al eje
perpendicular al plano de movimienio que pasa por Q, integrando e
igualando con los momentos de las fuerzas exteriores, resulla:

h-h;- j?::\a: dm 'f]‘—?: ¥ (;Z*?:)d"‘ "'g?; -t -F;’"“ i
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Como el térmnno P X -w? ? ) = 0 ya que es el producto vectorial de
dos veclores paralelns y é’) es la misma para todos los léerminos de la in-
tegral del primer térnmino del segundo nuwembro, la ecuacién anterior se
puede escribir como:

= [j‘f’q dm] % &y + j’?ﬁ 2 (Zif Y g - w
Segun la definicion de centro de masa de un sisiema de particulas
j?- dm = Ec’. M
?

s i el

y al desarrollarse el doble producio veclonial de los términos del inte-

D~

grando rq X (::«T; )Jm . resulta
Ex(EaF Vdm <[ PIZ <(F-T) T, Jdm

Como P+ = o por ser vectores perpendiculares, la expresion ante-
rior se reduce a:

-P:&(Zx?;)dm = f:"-(.. dm ceae U161
Sustituyendo {11.60) y (11.61) en(11.59), resulta:
ﬁ;:&'{m,?{; +j’f:o-2dm ceaaML62

Puesto que ac M X ao = 0 ya que es el produclo vectorial de dos vecto-
res paralelos, yo& es la misma para todos los términos de la integral,
resulta;

—_— £ 3

My .—.&"f dm cees W63

8w

jf‘é dm representa el momento de inercia de la masa del cuerpo con
respecto a un eje perpendicular al plano de movimento que pasa por Q.

cea. MGY

Sea IQ = ff": 'E,m

Sustituyendo (11.64) en(11.63) se obtiene, finalmente

Mq = X Ig FER T

4

11.2.1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO CORRES-
PONDIENTES A UN CUERPO RIGIDO DOTADO DE MOVI-
MIENTO PLANO GENERAL

A continuacién se presenta el resumen de dichas ecuaciones las cuales
se usaran para resolver los problemas dindmicos respectivos.

|
v

R = M a ... M0
M, = I; = U
M, =} & SRR -1
ML= (R a)m+ I X R A e
'7‘; 3 11;‘. R [ -
IV\'Q = T,< B W

En estas expresiones los subindices 1, C, L, | y Q representan puntos
situados en el plano de movimiento del cuerpo, pasando por cuatro de
ellos los ejes a los que serefieren los momenlos de inercia respectivos.

Esos puntos son:

= centro instantdneo de rotacion (V; = 0)

centro de masa del cuerpo

punto tal que VL 1 V

centro instantaneo de aceleracidn cero (a, 0
= puntotal que ao queda situado a /o largo de ac.*

Q) = M OYi=:
1l

En la aplicacién practica de esas ecuaciones se convendra en considerar
que el plano de movimiento del cuerpo rigido se localiza en el plano
coordenado, de referencia xy, por lo cual dichas ecuaciones equivalen a
las siguientes expresiones escalares, (exceptuando la ecuacién 11.70).

Ry = May cee . 1066
Ry = Ma, veea llo6%
M, =T, R
M, = Tet = T R
— -t — ) L — Y
M, » (Era )m +1eX cee. W0
*  El primer tearerna de Ordofes, que se datnuesirs postenarmente, indica que checniro
instantdneo de ratzacion, 1, ts on Punt Guya aceleracion, en cualguier nstante presenia

esta caracleristica.

15



e

—
(Al aphcar esta ecuacién, los vectores LC y dc deben expresarse en
forma bindmica carlesiana segun cada caso particular).

My = DTyt
Mg = Ip %X

o4 UL
senaplintid

Recuérdese que de la lista antenor, las ecuaciones 11.66 y 11.67, vy
solamente una de las que le siguen son independientes, de modo que,
segun las condiciones de cada problema bajo consideracidn se usard la
que permita resolverlo con mayor facilidad, utilizandq el resio de esas
ecuaciones para comprobar los resultados, si asi se desea.

Antes de proceder a aplicar esas ecuaciones en la solucion de ejemplos
de problemas ilustralivos se expondran los conceptos bdsicos relaciona-
dos con el momenlo de inercia de la masa de cuerpos sélidos hoimoge-
neos que sean simeétricos con respecto al plano de movimiento.

11.2.2 MOMENTO DE INERCIA DE LA MASA DE UN CUERPO CON
RESPECTO A UN EJE

El concepto de momento de inercia de la masa de un cuerpo con respec-
to a uno de los ejes mencionados anteriormente presenta dos aspeclos
fundamentales; el primero se refiere a su significado fisico, y el segundo
a su definicién matematica.

El significado fisico es f4cimente comprensible si consideramos las
ecuaciones (11.19), (11.31), (11.56) y (11.65), a partir de las cua-
les, al despejar el pardmetro & que corresponde a la aceleracién angular
del cuerpo rigido se obtiene una expresion de la forma:

&-::M*

L.

correspondiendo el subindice * a alguno de los puntos especiales men-
cionados anteriormente, por los que pasa el eje respectivo.

Esta ecuacion presenta la misma forma de la que se obtiene al despejar,
de la expresion correspondiente a la segunda ley de Newton para el
movimiento de una particula, la aceleracion @, es decir resulta anéloga a:

— ——
a = _£_ T L
™M

Asi, mientras esta ecuacién indica en forma matematica que la masa de
la particula es la medida cuantitativa de su inercia; o sea de /a resistencia

ue la particula ofrece a dejarse acelerar linealmente bajo /a accidn de la
uerza F, la ecuacion 11.73 indica, andlogamente, que el momento de
inercia de la masa de un cuerpo rigido dotado de movimiento plano ge-
neral con respecto a un eje que siendo, perpendicular al plano de movi-
miento pasa por alguno de los puntos i, C, |, 6 Q, es /a medida cuantita-

18

tiva de la resistencia que el cuerpo ofrece a dejarse acelerar angular-
mente alrededor de dicho eje bajo el efecto del momento que producen
las fuerzas exteriores con respecto a dicho eje.

La definicion matematica del momento de inercia de la masa de un cuer-
po con respecto a cualquier eje, tal como el eje x de lafig. 11.10 estd
dada por la expresion

I = I f::dm een WL¥S

donde £, representa la distancia en-
tre el elemento de masa dm, y el eje;
es decir, dicha cantidad es la suma
de los productos de la masa de cada
una de las particulas del cuerpo por
el cuadrado de la distancia a di-
cho eje.

Andlogamente con respecto a los

ejes’‘y’', y ‘2", las expresiones co-
rrespondientes son:

i

h

I, =[P dm

<y

L}

J f: din  ooa MR

T / y

f

Fig 11.10

e

Usando la relacién geométrica existente entre las coordenadas ‘'x*’,

y'*,y''z'" dela particula P y las distancias /7, v P las tres ecuacio-
nes anteriores también se pueden expresar como Sigue:

I,-.-jfjh:j(‘a’n*)dm cee. N8
e '-I f’:Jm =I(x‘+ 2®) dm U (R L
« :j ?:Jm :S (x2+9) dm vo-. .80

Como puede deducirse facilmente de las expresiones anteriores el mo-
mento de inercia de la masa de un cuerpo es una cantidad escalar cuyas
dimensiones son:

b 2 YW R TIY |

T
17



Otra de las caracteristicas propias del momento de inercia de la masa de
un cuerpo es que resulta una cantidad positiva cuyo vator numérico
depende principaimente, de la posicién relativa de sus particulas con
respecto al eje bajo consideracién, ya que las particulas mé4s alejadas de
dicho eje contribuyen en forma mas significativa que las mas cercanas,
debido a que en su célculo interviene el cuadrado de |a distancia entre
cada particula y el eje *

Otro de los conceptos relacionados con el momento de inercia de I3
masa de un cuerpo es.el de radio de giro con respecto al eje bajo consi-
deracion.

Con relacion a este conceplo se presentan también dos aspeclos; su
definicion matematica, y su significado fisico.

La definicion matematica es como sigue:

Si se designa por ky al radio de giro de la masa del cuerpo con respecto
al eje x, su expresion correspondiente es:

B = ’I; cewe B2
™M

donde I, = momento de inercia de la masa del cuerpo con respecto
aleje'x"’,y
M = masa lolal del cuerpo.

La ecuacion anterior equivale a la siguiente:

T
il e e B3

En cuanto a su significado fisico, éste puede deducirse de la ecuacién
anterior, de modo que puede interpretarse como aquella distancia a la
que, con respecto al efe considerado, puede suponerse concentrada
la masa del cuerpo, de tal manera que en estas condiciones ofrece la
misma resistencia a dejarse acelerar angularmente bajo el efecto del
momento de las fuerzas exteriores aplicadas, que la que ofrece bajo su
forma real.

* Por esla razén tambien se le denrynina segundo mamento de la masa del cuerpo con
respecto al eje bajo consideracion.
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al Teorema de Steinner o de los efes paralelos. Este teorema sirve prac-
ticamente para obtener el momento de inercia de la masa de un cuer-
po con respecto a un eje cualquiera, z', cuando se conoce el
momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje z paralelo al
mencionado, y que pase por el centro de masa del cuerpo®

Con respecto a lo que se indica en la figura 11.11, el teorema indica que:

I, =1t ™4 wie= Y
Siendo M = masa delcuerpo
y = distancia entre los ejes paralelos
La demostracion de este teorema se
hard tomando como base la figu- 4

ra 11.11 en la cual se indica un
cuerpo rigido referido a los sistemas
cartesianoso x' y' z' yC x y 2, sien-
do el origen de este Ultimo, supues-
tamente, el centro de masa del
cuerpo.

Como en la definicion matematica
de momento de inercia de la masa
de un cuerpo queda involucrado el
cuadrado de I3 distancia entre cada
particula del cuerpo y el eje bajo
consideracion, se pueden utilizar
parala demostracion Ias proyeccio-
nes sobre el plano x y", de los vec-

tores O'C 0_‘L Ias cuales se
designan por Lo respec—
tivamente. Figura 1 1.1 1 F Fig 11.11
Por definicion tenemos que:
P* dm cv.. ll.8S
e :)’ f‘:dm e S

Enla figura 11.11 se observa que:

T.= oc +E .. H.B%

Luego: 1 =(F7)(F) = (ST T )G + )

N > R A

fo =

v LES

* Tambign se puede usar en orden inverso; es decir, a partir del conocimiento de Iz. el
teorema sirve para calcular

10
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Pero (oc)? =d? ceal 11,29
siendo d I3 distancia enlre los ejes paralelosz’ y z.
Sustituyendo {11 .89)en (11 .88) se obtiene:
2 2 1 — —
o + e otgt
D e T T .90

Sustituyendo (11.83)en (11.79) resulta:
I fd‘ulm A Sf’; i f(z fedc)dm o

Como las cantidades d2 y O'C’ son las mismas para todos los términos
de las integrales que las contienen, la expresion anterior puede escri-
birse como:

I = d"jdm “|‘IP:JM 3 z['J'f:JmJ.(d?). e W

Como S dm = M\ 7 5 ?: dm = fz y de acuerdo con la definicién

B — 3
de centro de masa j f’e dm =0 ,resulta finalmente:

T..= md?+T, L2g.0.

A

TABLA DE MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE ALGUNOS
SOLIDOS HOMOGENEOS DE FORMA GEOMETRICA SIMPLE

CILINDRO CIRCULAR
RECTO MACIZO

zl
R
.‘_—ﬁ
] T V= TR K I, = MR?
<

—— — H

- -~ &
-+

20

CILINDRO CIRCULAR
RECTO HUECO

z R
r
_%,:\ X
] = 1 V=mH[R-r] , I, ='bza'(ﬂ‘+"')
e H
1 | H

CILINDRO CIRCULAR RECTO
DE PARED DELGADA

i R ]_?"'0
Ty :
1 1 V= 2TRHe Iy= MR?
| |
H : CY {' iﬂ
r Tl P
MJ
ESFERA MACIZA
zd
= 3 ‘j.'_ =_f -- T
X v %T"R e y I‘n g M A
- 0

b

cSFERA_HUECA

z}
m (R¥-p? =T o7 LS
ved (R-r1) T, TT,=zm™ el
y
13
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ESFERA DE PARED DELGADA

=
B
]

Cuando se trata de calcular, con respecto a un eje dado, el momento de
inercia de un cuerpo sélido homogéneo formado por dos o0 mas cuerpcs
de forma geométrica simple, conviene primero suponer descompuesto
el solido en elementos simples y obtener el momento de inercia como la
suma de los momentos de inercia de los cuerpos simples, empleando
para el cédlculo de cada uno de estos los resultados que indica la tabla
anterior y, si es necesario, el teorema de Steinner.

Los ejemplos que siguen ilustran I3 aplicacidn numérica de estos con-
ceptos.

Ejemplo 11_1. En la figura 11.12, se indica una barra delgada homo-
génea, OA, de 2 m de longitud y 10 N de peso, que esta rigidamente
unida aun disco homogéneo, B, de 1 m deradioy 20 N de peso. Hallar
el momento de inercia de |a masa del sistema, con respecto a un eje
perpendicular al plano de la figura y que pasa por (35

Fig 11.12

!

i

.

Solucion.
e ——

Considérese descompuesto el sistema en dos cuerpos rigidos homogé-
neos de forma geometrica simple, 1a barra delgada OA, y el disco B.

Con fines de identificacién se denominard a la barra como elemento 1, y
al disco como elemento 2, siendo C, y C, sus ceniros de masa res-
pectivos. ‘

Asi:
I, = Il. + Ig 1)

De acuerdo con la tabla anterior se puede calcular directamente I,
como sigue:

IJ. = P%_':i i"i*(q‘-l.%)(Z)l = l.3cosY ka-mz (2)

Para el célculo de I, usamos el teorema de Steinner el cual indica que:
S %
L,= I, + Med, ()
A partir de |a tabla anterior,resulta:

I,=4 ( :.?;) Cul®. (?éag) GY

T.= 20 (0.5+9) = 19.28%1¢ Ry -m2  (y)

»

O Sea:

Sustituyendo {2) y (4) en (1), se obtiene:

I, = 20.3483 Kg-m?

Ejemplo 11.2. Unarueda homogénea de madera, de cuatro rayos tiene
‘las dimensiones indicadas en la figura 1 1.1 3, considerando los rayos de

larueda como barras delgadas de 2.5 cm de radio:

a8} Hallar el momento de inercia de la rueda con respecto al eje cen-
troidal z'z, si el peso especifico de la madera esde 0.0008 N¢cm3
b) Calcular el radio de giro correspondiente.

A= Elemento |

B»Elemento 3
D=Elemento 2
E=Elamento 6
F = Elemento 4

G~ Etemento 5
Acotacionss, en em

FRENTE F’g11'13 “-IORTE

7 s —
0z
i e



So/ucion.

a) Considérese |la rueda formada por los seis elementos simples indi-
cados en la figura anterior, los cuales se han numerado con fines de
identificacién, como sigue:

"‘pifa’’ de la rueda..
cubo de la rueda.
rayos de la rueda.

Elemento 1 =
Elemento 2 =
Elementos del 3 al 6

Asi, resulta:
TR Pl TS Q)]

La ma:3a de cada elemento es:

M; = T (3s*-35*) 20 (G.M) = 1.6669¢15 Kgq
9.8
M= (10*-5%) ze (o.-gqos) = 0.38Y685 kq
q.8 -
= i g =
Mz =  (2.5) 0(0113&&) 0.03205% kq

Para el calculo de I; eI, se usan los resultados de la tabla, correspon-
dientes a un cilindro circular recto hueco.

T:‘ uﬁzﬁ_‘u (0.35‘+o.3o') = 0. 1% 115 kg.m? ()

I,= c.asua05 (0.10" +2.05%) = 0.00290Y4 kgem? (3)
2

Para los rayos se emplea el teorema de Steinner.

I,=T, v Mad; = 0032051 (0.2} 4 0.03205% (0.20)°
2

osea: . I,= 0.0013891 Kky-m' ¥)

Sustituyendo (2), (3),y (4) en (1), resulta:

.=

2 o, 1850 *6 ks-m"

b) Como la masa total dela rueda es:
M= Mt M, ¥ 4 M, = 2,179883 kg

el radio de giro centroidal correspondiente al eje z'z resulta de:

'k_, = , Ea = |o.188016. = 02913 FT ™
™ 24398873

]

Ejemplo 717.3. Tomando como base la condicién de identidad entre el
sistema de fuerzas exleriores aplicadas a un cuerpo rigido y el sistema de
fuerzas efectivas correspondiente, demostrar la ecuacién 11.31, la cual
indica que:

—

= i

Soluci6n.

Diagrama dindmico

Fig 11.15

Diagrama cinematico

Fig 11.14

En la figura 11.14 se indica el plano de movimiento de un cuerpo rigido
gue, supuestamente, esta dotado de un movimiento plano general. C es
el centro de masa, P es una particula de masa dm localizada en dicho
plano, w.y & son la velocidad angular y la aceleracion angular, respecti-
vamente, del cuerpo en el instante considerado.

Sea CP = f{ el vector de posicion de la particula P con respecto al
centro de masa C.

De acuerdo con los conceptos cinematicos, al tomar como base el
centro de masa, C, la aceleracién de la particula P estd dada por la ex-
presion:

—

47&,?:'- u.)z?: (1)

<

En la figura 11.14 se muestran cada uno de los vectores del segundo
miembro de 1a ecuacién anterior, los cuales corresponden a las compo-
nentes de |3 aceleracién de |a particula.

En la figura 11.15 seindican las componentes diferenciales de ia fuerza
efectiva de la particula, las cuales se obtienen al multiplicar por dm la
componente de aceleracién respectiva.

De acuerdo con la condicién de identidad entre el sistema de fuerzas

P p—



exteriores aplicadas a un cuerpo rigido y al de las fuerzas efectivas co-
rrespondiente, al tomar momentos con respecto al centro de masa, C,
se puede escribir:

f-ﬂ:_= I&uz‘dm;;ﬂx(ixﬂ)ém #;P‘x(—w‘ﬂ)dm ()
Observando que I3 dltima integral resulta nula, ya que cada uno de los
terminos del integrando es el producto vectorial de vectores paralelos, y
que la integral gg?c'x(r?i x fz) dm se reduce a j (cz__o?dm, ya que al
desarrollar el doble producto vectorial el término ¢ * & = O, por ser és-
tos vectores perpendiculares, la expresion (2) se reduce a:

"M-,_=5?:w.a.",_dm+Jf’:;idm Cﬂ

Puesto que el vector 3. es comun a todos los términos de la primera in-
tegral, y & lo es también para todos los términos de la segunda integral,
resulta:

Vs [(Gam]x @+ T[R4 W0

Como segun la definicién de centro de masa 5 7 dm = 0. y ademas
§ ¢fdm = L, representando esta cantidad el momento deinercia de la
masa del cuerpo con respecto a un eje perpendicular al plano de movi-

miento y que pasa por C, se obtiene finalmente:

—t —
M = & I(‘. LEQO.

Eemplo 11.4. Demostrar que para un cuerpo rigido dotado de un
movimiento general, su momentum angular con respecto 8 un punte
cualquiera, A, esta dado por la expresién.

W= Motm (W) 3

A — -t
siendo He su momentum angular con respecto al.centro de masa, y V¢
la velocidad lineal de dicho centro en el instante<considerado.

La expresion (1) senala que las cantidades -i-.IA y FTC no son indepen-
dientes. ':

Solucidn.

Considérese la figura 11.16 en la
que se indica un cuerpo rigido dota-
do, supuestamente de un movi-
miento general, referido a un sistema !
cartesiano en reposo, o xy z. Cesel BT i I e
centro de masa del cuerpo, A es un /'

punto cualquiera del mismo, y P es o

una particula de masa dm. /{/ Fig 11.16

Sea ("el vector de posicién de P con respecto a A, y ("-C el vector de posi-
cién de P con respecto a C.

Por.definicibn de momentum angular tenemos que:

dRn= f x T dm &)
Enla figura 11 16 se observa que:

F = ke + ?: (3)
y, porotraparte, de acuerdo con la cinematica:

T e rwale ()

siendo ¢51la velocidad angular del cuerpo rigido en el instante consi-
derado.

Sustituyendo (3) y (4) en {2), resulta:

dm=(R*E)t(E+3xE) dm

AU = AR xTedm +ACx (B P )dm + £ Ve dm *+ Bx (D P, ) dm ()

Por lo que integrando para calcular e momentum angular de todo el
cuerpo, se obtiene:

E= JE :;f': dm +[E u-(u_;\:?:) din +IF:;,1_{‘J.“ -fj-P:t(G:’g-F: )Jm é)

—

Considerando que las cantidades AC, V. y w son comunes a todos los
términos de las integrales que las contienen, la expresién (6) puede es-
cribirse como:

i‘i{,,(xaﬁi)]dm», mx[mﬁjam}[[?;em]&: +)’f:x @« P )dm (P
Como | Idm= M = masa total del cuerpo

g ?:, dm=0 por definicién de centro de masa

momentum angular del cuerpo rigidc
con respecto a C.

vlfF:x(E:'xF:)Jm= -}T,_

la expresion (7) se reduce a:

H, = M (&2« )+ H. L'9.9.D.

oy



Ejemplo 11.5. Labarra ABdela figura 11.17 se suelta desde el reposo
en la posicién indicada. Si los planos de apoyo de los extremos Ay B son
lisos, hallar el médulo de la aceleracion angular o¢ y los médulos de las
reacciones en dichos apoyos al iniciarse el movimiento plano general de
la barra. Lalongitud de la barraesde 5 m y su peso esde 100 N.

Fig 11.17

Solucidn.

En la figura 11.18 seindica el diagrama de cuerpo libre de la barra, co-
rrespondiente a la posicibn mencionada

6m

Fig11.18

En el instante en que la barra inicia su movimiento plano general, el
centro instantdneo de rotacidn, i, coincide con el centro instantadneo de
aceleracion cero, localizdndose como se indica enla figura 11.18.

M; = I.l oL
50 (e) =100 () v[ &lgzj.’ + Mm(yste 200 ﬂ.oc= M('ﬁ po.zsw)oﬂ

Osea 30 =100 = oG (26.3333 ) ot
-8

28R

Luego: X 3 100.(9.9) = 0.3 1S red ]y
100 (26.3333)

Es decir 2 = 63185 R

61~ S0432¢

Para hallar las componentes ax y dy de la aceleraciéon del centro de
masa C se calcula la aceleraciénde dicho punto tomando como basea |,
resultando:

—_— — =y . Y .
a, =t ], = 0.31215 R )\LI,L-"I-S'Q)

0.~ X « I, = 1L6VY6B.L ¢ 04943 J

Esdecin OQx = 1.6¥9¢8 wm/a ¥y @y = 0.3Y43 m/s2

Con R = Ma,
50 -0.8 Ny =10.204082 ().6%+4¢8)

Luego: 0.8 Ng = 50 - 1¥.pp86 =32.90Y

- FACULTAD INGENIERIA
pEsca Ng = Hi.1323 . N

Con Ry= May
N, =100 + 0.6 (41.1303) = 10.20v082 (03443

Luego: N, = 1o + 5949 - 24.683¢

o sea: Nay= 82.913 N

Se comprobaran los resultados utilizando la expresiéon 11.69 o sea:
M, = T

Sustituyendo los valores numéricos hallados anteriormente, el primer
miembro resulta:

50(1.5) +41.1393 (0.6) 2 + 41.1393 (0.8)1.5 - 82,913 G) =%91H7eN
El segundo miembro resulta:
10. 204082 (}5) (o.%#215) =2 %.91135 N-wm

loqueindica quelasrespuestas son correctas.
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Ejemplo 11.6. La barra AB indicada en la figura 11.19 apoya sus Ahora se calcula d¢ tomando como base al punto I:
extremos sobre planos rugosos. Si se suelta desde el reposo en la posi-
cion indicada, hallar el médulo de la aceleracion angular de la barra para
dicha posicién, y las magnitudes de las normales en los extremos A y B.
Labarra tiene 5 m delongitud y pesa 98 N. El coeficiente de friccién en

todas las superficies en contactoes 0.2.

T, oXxT, sk x (20-9.5]) = 4go L 42088

Porlotanto: a, = 4.§ ot ()
y Oy =26 £))

ConRy, = M ay: y con el valor de @, dado en (2):
02 N, 40602 Ny = 0.8 Ny =10 (4sa)

osea: 0.2 N, -0.68 Ng = Ys& (v)

Con Ry =M ay, vy tomando en cuenta el valor de ay dado en (3):

Np +0.16 Ng+0.6 Ny =98 = 10 (2a)

0 sea; N, +0.3¢ N, = 98 t2o ()

Enla ecuacion (1);
Fig 11.19

" = + 263, -1. <
Ena figura 11.20, se indica.el diagrama de cuerpo libre de la barra co- D) & 1.2 Ny, T

rrespondiente a la posicién mencionada. )
Sustituyendo {6) en (4), resulta:

0.2 Ny =133,28 = 1¥1.046C4Y X + 0.81¢ N, =45 o

osea: 1.0le N, = 133,28 +72:Y4.0664Yy o

Luego: N, s 131.181102 +220 .53 4835 % (3

‘Sustituyendo (7) en (6), resulta:

Ng = 1964 263.333 o4 —I5%. 417322 —264 . (Yysyoz

- 0sea: Ny = 3g. 582¢%8 - 131249072 & (1)

Sustituyendo {7} y (8) en (5), se obtiene:

Fig 11.20

V31, 18102 1220.539835 ok +29,322835 ~0. 91426 xX =98 + 20el
Con M = Ij. o
6 (02 N+ 5o Ny) - 2(a8) =[.|_9, (25) + 10 (zo.zs-m)] *
2

0sea: 62.50393% = - |99.85490409 o4
Luego: o = =0.313239 1ad /g2 (a)

osea:  hLaN,* Ny = 196 © 2a3.033 X, ) Esdecim & = ~-0.313239 K
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Sustituyendo (9) en (7), resulta.
NA = 6. loco S| N

y sustituyendo {9} en (8}, resulta:

Los resultados se comprueban usando la ecuacién M, = I, ot. Al susti-
twr losresultados anteriores en el primer miembro resulta:

62. 100051 (2) =1.5 (1.y2001) - 2 (6. 239 004) +1.5(4.¢39253) -
-1s(s1.095018)~ 2 (2v.3962e9) = 6.525965 Nem
El segundo miembro resulta:
20.8333310.313239) = 6.525812 Nem.
Por lo tanto los resultados estdn correctos.

11.2.3 EL FENOMENO DE RODAMIENTO DESDE EL PUNTO DE VISTA
DINAMICO !

El rodamiento perfecto de un sélido de revolucion sobre una superficie
plana, o curva, es un caso idealizado de mcvimiento plano que presenta
aspectos interesantes desde el punto de vista dindmico.

A continuacién se mencionan algunos de los aspectos importantes de -
este fenbmeno, ya sea cuando el rodamiento se efectua sobre una ‘
superficie plana horizontal, o bien sobre un plano inclinado, ilustrando

posteriormente con algunos ejemplos los conceptos correspondientes.

a) Rodamiento de un sdélido de revolucidn sobre un piano horizontal.
Considérese para el primer caso un cilindro recto homogéneo, de
radio R, en reposo sobre un plano horizontal. Supéngase que el cen-
tro geométrico del cilindro “'o°’, coincide con su centro de masa C; !
es decir, e/ cilindro estd balanceado. (Figura 11.21). !

., i

-
R
Fe
N
Fig 11.21 Fig 11.22
32

Las condiciones de equilibrio obligan a que la fuerza normal, N, resulte
colineal, de igual magnitud y de sentido contrario al peso W del cilindro.

Para hacer rodar el cilindro, partiendo del reposo, considérese aplicada
una fuerza horizontal, P, hacia la derecha, pasando por el centro de
masa C. (Figura11.22).

Como consecuencia de esta fuerza y de |a forma exterior del cuerpo,
este rodard debido a la accidn de la fuerza de friccién, Fr, que se genera
en el punto A de contacto entre el cilindro y el plano horizontal de apoyo.

Como esta fuerza de friccion es la Unica que produce momento con res-
pecto al eje normal al plano de movimiento que pasa por C, a ella se
debe la aceleraci6n angular o<, lo cual puede demostrarse facilmente al
aplicar laecuacion 11.31; es decir:

Mﬁaa‘IG

'Si en esta etapa de aceleraciéon del cilindro se considera, idealmente,
que ésterueda sin deslzar, el punto A coincide con el centro instanta-
neo de rotacion, y en este caso se cumplen las condiciones cinematicas
siguientes:

—

Ve = WR 4 .93

a, = «RA4 1.9y

siendow Yyoc la rapidez angular y el modulo de la aceleracién angular del
cilindro, en el instante considerado, respectivamente.

Ademés: U; = o n.95
T = 2udipn, .96
y _:, = whRrJ 1l Q%

Esto ultimo significa que el centro instantaneo, i, s un punto cuya ace-

leracion se localiza a lo largo de la recta ic que lo une con el centro
de masa.

Conocidas en un instante dado las cantidades @ y X se puede localizar
el centro instantaneo de aceleracion, |.

n estas condiciones, para un problema numérico en el que se trate de
Calcular las fuerzas P y F; se contaria con varias formas alternativas para
‘comprobar los resultados usando para ello como centro de momentos
los diversos puntos especiales que corresponden a las ecuaciones
1.31,11.45, 11.56 vy 11.65; esdecir, lospuntosC, L, I, y Q.

El ejemplo 11.7 ilustra la aplicacién de estos conceptos.

o -y



Si en un instante dado se suspende la accion de la fuerza activa P, auto-
maticamente desaparece la fuerza de friccion F, v el cilindro, idealmen-
te, conservaria constante su velocidad angular @, rodando hacia la de-
recha en forma continua.

(La razon de esto esque, como se verd posteriormente al tratar este fené-
meno bajo el erfoque de! trabajo vy ia energia, puesto que en el roda-
miento perfecto 1a friccidn no realiza ningun trabajo, el sistema resultaria
conservativo y ya que no hay variacidn de la energia potencial gravita-
cional, la energia cinética se conservaria; es decir, las cantidades

M Vel y _I£w2 resultarian constantes, y como Vs = wR, se deduce
2 2 que w = cte, lo cual obliga a que o< = 0O, por lo cual
es necesario que F, = 0).

Sin embargo, este movimiento continuo no se presenta en la realidad,
sino que, por el contrario, al suspenderse la accion de la fuerza activa P
el cilindro se detiene posteriormente debido a la generacién de un mo-
mento friccionante que produce una aceleracion angular en sentido con-
trario al de la velocidad angular.

Lo anterior conduce a afirmar que en la naturaleza no existe el roda-
miento perfecto.

En el caso de un cilindro no balanceado, en el que existe una distancia T
entre el centro geomeétrico, 0, y el centro demasa, C, al soltarlo desde el
reposo en la posicién indicada en la figura 11.23, se podra considerar
que, Unicamente para esta posicion nicial es valida la hipétesis de roda-
miento perfecto, pues como se demostrard posteriormente bajo el enfo-
que del trabajo vy la energia, para que el cilindro pueda rodar sin deslizar
es necesario que f = 0O, es decir, que esté balanceado.

El ejemplo 11.8 se refiere al caso de un cilindro no balanceado que se
suelta desde el reposo en la posicion indicada en la figura 11.23.

Ejernplo 11.7. Elcilindro homogéneo macizo de la figura 11.24 pesa
49 N y tierne un radio de 1 m. Se hace rodar sin deslizar debido a la
accion de la fuerza horizontal P indicada. Sy para el instante considerado
la rapidez del centro de masa es V. = 2 rn:s y el mddulo de la acelera-
cion de dicho punto es 3¢ = 4 m/sZ, determinar la magnitud de la fuer-
za Py de \a friccion entre el plano horizontal y el cilindra, comprobando
los resultados de diversas maneras

 Fig 11.24

En la figura 11.25 se indica el diagrama de cuerpo libre del cilindro.

Fig 11.25

De acuerdo con los datos se tiene que:

= =i R [roé/s‘]
= = YR [143/_‘:]

3 €|

osea —P Rk =-30 Kk luego ; P =30 N
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Con R, = M a; ,ytomando en cuenta el valor de P:

WL - Frd = S(‘{—i)
Luego: Fr = 10 N

Comprobaciones:

1) Con M = & I,
“ix(-mi) =25 (-9 N)
~Fr = -lo &= Fc = 10N

2) Con I\‘I\‘L=M(E x0. )+ X I
A PL -2ix(-AdL) = s[548+ (4R 2.8
P R<-2Fr R 2 20h=10k =10k

o sea: P-2F =10

Sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente resuita:

Sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente, resulta:

30 + 10 = 40

4) Eneste caso el punto i también es un punto cuya aceleracion se lo-
caliza a o largo de la recta ic, coincidiendo -entonces con el punto
denominado .Q, comprobandose por lo tanto igualmente los re-
sultados.

Ejemplo 171.8. Enlafigura 11.27 se indica un cilindro no balanceado
que pesa 98 Ny tiene un radio de 1 m. Si se suelta desde el reposo en la
-posicion indicada y se supone que el cilindro rueda sin deslizar en ese
instante, hallar:

a) La aceleracién angular del cilindro.
b) Laaceleracion del centro de masadel cilindro.

+ ) Las magnitudes de la fuerza normal y la friccién, ejercidas por el piso

horizontal sobre el cilindro, en el punto de contacto.
d) Comprobar los resultados usando como centros de momentos los
puntosCy L.

Considérese que ko = 0.5 m.

7 =0J0m
30-20 =10
3} Localizando el punto | como se indica en la figura 11.26.
. —~
ton ® = .%i = _:j{_ =1 98 N -
Luego: © =48°
" Fig 11.27
AT Cl B Oy -
m—'\ le +1¢ * Solucidn. -
I
A= = 0.70%) m

Sl
z
Fig 11.26
Con "—’"x = ol :
0.3 » Pi~-0.53 » (- F,j_) :[zs -vs‘(o.s)] -4 Rr)
(co.s P -0.5 Ft)N = —20 %
osea: 0.5 (P4 Fr) = 20

P+Er = 40 N
38

=7



a) Cormo ¥. = 05w 5 Io=lolozs) =2.5 Rg-m?

Luego: I, = I, -NAF®

1}

2.5 - 10 (0.81) =2.4 Yg -wm?

yportanto T, =1‘+m(,1_—;)'='z,u 310 [ 140.01]
I.=12.8 kg'm?

A

Con M = T; o&

28 (o.10) = 2.8 5 &= BA - 0¥8Y red /g2

= = -o.98Y4 k {"Hl/.s‘-]

b} La aceleracién del centro geomeltnco, O, resulta:

Qo = 0.8 4

r—

— — — 2=
Como Q_= @, +tetx0c —~w"oC

al sustituir los datos, se obtiene:

Q. =o.184i + (- wwey w)x(o10d)

o

a, =o.y84y.l - 0.018Y%Y

Ast: B "o, 38Y v-At ;| Ay = -0.,0%8Y ""'/s"

¢t Con Rye = May
Fr = 1o (o.%84) = #.84 W

Con R‘ = )\{\Q_.a
N-48 = 10 (-0.018% ) , luego N =98 -0.¥8Y

N = 9%.%l6 N

—

d Con M¢ = T,

0.1 N -Fr = 2.

Sustituyendo los resultados obtenidos para N y F, el primer miem-
bro resulta:

o.1 {a3.216) - ¥-84 = 1.8816 N.m™

El segqundo miembro resulta:
' 2.4 {0.78%) = 1.88i¢ Ne-m

por lo tanto se comprueban los resultados

—~—w

Con M, = m(LEvae )+ 1‘.;
(o1 i=j )x (-283 )+(-23) « Fr L = 10| (o.10 ~3) x (038 -o.ozst)]«rz#Z'
osea: - 4.8k + 2F R = 10 (-~o0.0018% +0.734) R +2.4R
Sustituyendo en el primer miembro el resultado obtenido para F,
resulta:,

(-eeri15.68) R = £.88 R

Sustituyendo en el segqundo miembro el resultado obtenido para 22,
resulta:

10 (0.7#616 ) h + 2.4 (-0.781 k) = 5.88 K

Comprobandose asi también los resultados.

b) Rodamiento _de un sdlido de revolucidn sobre un plano inclinado.
Considérese ahora el caso de un solido de revolucién balanceado
(r = 0) que se suelta desde el reposo sobre un plano que esta incli- -
nado segdn un dnguio © con respecto a la horizontal. Figura 11.29.

Fig 11.29

A continuacién se demostrard que dicho sélido rueda sin deslizar hacia
bajo del plano si, y solamente si, el coeficiente de friccién real existente
entre el plano de apoyo vy la periferia de! sélido es mayor o igual a un
valor determinado que se denominara min, el cual depende del
gngulo B, y de las cantidades R vy k, siendo R el radio del sélido de revo-
lucion, yk el radio de giro del mismo con respecto a un eje perpendicular
8l plano de movimiento y que pasa por el centro de masa C.



-En la figura 11.30 se indica el diagrama de cuerpo libre del sélido de:
revolucion suponiendo que éste rueda sin deslizar hacia aba)jo del plano.

Fig 11.30

Sea a el médulo de la aceleracion del centro de masa, Frg la friccion
critica por rodamiento perfecto, y 4 mn €l coeficiente de friccién men-
cionado antes.

Considérense los ejes x y y sndicados en la figura 11.30

Con Ry =0

N= W csea ()
Con Me = Tc o

RFr, = K* M= ()

Si existe rodamiento perfecto:

O = R & )

Con Ry = Ma, y tomando en cuenta el valor de a obtenido en (3):]

Wseme - Fi, = MR o (4)
De esta expresion resulta que

Fr,s= Wsene — MRS Cs)
En la ecuacion (2):

Py, = M %e S (¢)

Igualando (5) con (6), resulta:
W gene = MR

O sea M (R¥4KY)
R

o

De donde resulla que:

X = RS9 tsomo
RZ + K2

Sustituyendo (7) en (6), se obtiene:

P&

W g*

sen &
R1+R"2

Como M

win T Frl‘.

N

Al sustituir en (9), (8)y (1), resulta:

diversos s6lidos de revolucion.

1
3
o
~

Mg sen &

(%)

(a)

()

* s e

11.98

Tipo de sélido de
revolucién homogéneo

,t( min

delgada

balanceado

Cilindro macizo % Tan B
Cilindro hueco de pared % Tan 6
delgada

Esfera maciza % Tan ©
Esfera hueca de pared % Tan 6

En la tabla siguiente se indican los valores de X ,in correspondiente a

a1
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Resulta evidente entonces que si el coeficiente de friccion real, 47 , es
menor que el 4/ min dado por la ecuacion (11.98),que es el requerido
para asegurar el rodamiento perfecto, el sélido rodara pero deslizara
simultdneamente, resultando entonces que:

= G, 2= R < i K9

y V. ZFRwW T

Por otra parte, si el coeficiente de friccién real , €s mayor e igual al
min. €l rodamiento perfecto del sélido queda asegurado.

£jemplo 117.9. Para la rueda de cuatro rayos del ejemplo 1 1.2 hallar el
4/ min requerido para asegurar el rodamiento perfecto cuando se §ue|ta
desde el reposo sobre un plano que forma 20 ° con la horizontal.
Solucion.

De acuerdo con los datos y resultados del ejemplo 11.2 se obtiene que:

R? = 0.12t§ w»?

—~

y K'= 0.08490% w?
Al sustituir estos valores en la ecuacion 11.98 resulta:

}"mn = .0.08Y902
©.1225 +0.08Y902

(6.36Y) = 0. 149

11.2.4 TEOREMAS DE ORDONEZ SOBRE LA CINETICA DEL MOVI-
MIENTO PLANO DE UN CUERPO RIGIIO

a) Primer teorema. ‘‘Cuando un cuerpa rigido estd dotado de un movi-
miento p/lano general, en cualquier instante, el centro instantaneo de
rotacion tiene una aceleracidn colineal con la recta que /o une con el
centro de masa del cuerpo’’

La demostracion de este teorema se basa ¢n las dos condiciones Ssi-
guientes: X

— —
1.- Laecuacion 11.11, M, = FlA es valida para un punto A cuya veloct
dad es nula en el instante considerado; por to tanto, en el caso del
movimiento plano general de un cuerpu rigido dicha ecuacién toma
la forma:

—e

M= Hp = X 1; TR

Siendo: M; = momento de las fuerzas exteriores que actuan
sobre el cuerpo rigidy con respecto a un eje per-
pendicular al plano de n:ovimiento, y que pasa por

3 el ceniro inslantdneo de 1olacidn (punto i),
L aceleracidn angular del cuerpo rigido en el instante
consderado,

; 5{", dm  momento de inercia de la masa del

Cuerpo conrespeclo al ¢:je mencionado

2.- ExiSIe una condicién de identidad enire «f sistema de fuerzas exle-
riores aphcadas a un cuerpo rigido y ¢l sistema de fuerzas efectivas
correspondienle a las particulas del cuerpo.”

Considérese la figura 11.3 1, en la cual se indica el plano de movimiento
de un cuerpo rigido dotado de movimiento plano general. Sea i el centro
instantaneo de rotacién y P una particula de masa dm situada en dicho
plano, cuyo vector de posicién con respectoa i es ff“

Fig 11.31

De acuerdo con la cinematica, la aceleracion de P estd dada por:

—

3 i -, —.- —
p o= 0+ x B w?t f EPU T

‘mostrandose estas tres componentes de la aceleracién de P en la fi-
gura 11.31.

En la figura 11.32, se indican las correspondientes componentes de la
‘fuerza efectiva de la particula.

(@x)dn

Fig 11.32



Considerando la condicién 2 al tomar momentos con respecto a un eje
perpendicular al plano de movimiento que pasa por i resulta:

My = f?;x(a:\/dm #IE ¢ (o )dom + IE’&(—L\}E)JM
... lia?
Tomando encuentaque fx x (=w? E,.) =0, y que el doble producto
vectorial Py, x (& x_f: ) = ‘f: & yaque fi * % =0 laecuacion
{(11.102) sereducea

My = g?: x (@;) dm + " PIZ dm .. mie3

Como las cantidades 8; y 52 son comunes a todos los términos de las
integrales que las contienen, la ecuacion 11.103 resulta:

M; = [Jﬁ'dm]xzﬂ; + o If‘ dwm ... NLIOY

£h

Segun la definicidn de centro de masa:

jEdm = LC M wee e W lOS
y como
[ﬂt dm = I; S

Sustituyendo (11.105)y(11.106)en (11 4104),'s.e obtiene:
W\’;:" Ran::. + R 1, I | 5
Comparando {11.19) con{11.107) resulta:
L Myay =5

Luego:

—_—

a, W ic L.0.. D,

En los ejemplos (11.10) y (11.11) se comprueba este teorema de
Orddriez aplicado a los casos de rodamiento perfecto de un sélido de re-
volucién, y de una barra delgada homogénea que adquiere un movi-
miento plano general después de soltarla desde el reposo.

ey

b) Segundo teorema. Este segundo teorema se refiere al movimiento
general de un cuerpo rigido, pudiendo aplic:arse en forma particular al
caso deun M.P.G.

"Si un cuerpo rigido tiene un movimiento general en el espacio y los
puntos N y T son puntos cualesquiera (dentro o fuera de él), es vdlida la
expresion:

—

M ='J\_)\-T+|:.|_FZM;:

o wees 108
o también. como:
Ma. = R ceee N.10
My = My # NT x R e dl109

“iendo: My = momento de las fuerzas exteriores que actuan sobre el
e cuerpo rigido, con respectoal punto N
My = momento de las fuerzas exteriores que actuan sobre el
cuerpo rigido, con respecto al punto T
M = masa del cuerpo
d, = aceleracion del centro de masa del cuerpo en el ins-

tante considerado

Como se vera a continuacion, la demostracion de este teorema se basa
en la condicion de identidad entre el sistema de fuerzas exteriores apli-
cadas al cuerpo y el sistema de fuerzas efectivas de sus particulas.

En la figura 11.33 se indica un cuerpo rigido dotado de un movimiento
general referido al sistema cartesiano fijo 0,x,y,z.

ddm
2 . ﬁ‘ T
\ "_’I‘ P
m et
P
> C
#
N
> Fi
a] =
/ e, !
4 Fig 11.33
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La particula P del cuerpo tiene una masa dm, siendo (N y (°y Sus respec-
tivos vectores de posicion con respecto a los puntos N, y T, respectiva-
mente.

En la figura 11.33 también se indica la fuerza efectiva @ dm de la par-
ticula P, y las fuerzas exteriores ¥, F2....?,-.

Usando la condicion de identidad, con respecto a N se obtiene:
ﬁ::)’?:g'ti' dm R TRIY

]

Pero f’u = N—'I:*-?: oieirar ve ADELIIT

Sustituyendo (11.111)en(11.110), resulia:
IW,, "I}T'an. dm 4 I?:,E dwm

Como NT es comun a todos los términos de la primera integral, y

5 £ xd dm = M, resulta:

M, = NT ,‘567 e + g il
y segun la definicidn de centro de masa, al derivar dos veces con
respecto al tiempo la expresion:

Y, M = S?dm,resulta

Ma, = IE' dwn R I TE

e e e
Luego: My = M, * NT x Ma. Lego veus WY

Para el caso particular en que el cuerpo tenga un movimiento plano ge-
neral, este leorema, para fines practicos, conviene aplicarlo escogiendo
el punto T de tal manera que el momento M; de las fuerzas exteriores
quede en funcién de parametros dinamicos.

Asi se puede escoger como T cualquiera de los puntos especialesi, C, ol
para los cuales la expresion My, resulta:

'\-R-i = IL <
m; = ‘Ic ;:
y M, = I,K

a6

En estas condiciones el segundo teorema de Orddfiez aplicado al movi-
miento plano general de un cuerpo rigido adquiere las tres formas si-
guientes:

e ~ ot

M, = T; X T NL xMoc vien WIS
My = I.% + NC %xMayL I Y
Mpy = I X + N1 sma. oo & sty

En los ejemplos(11.12) y{11.13) se comprueba este teorema aplicado

adiversospuntosN, y T.
a Ni

Eemplo 71.10. Un sdélido de revo-
lucién de radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizonta!, como se
indica en la figura 11.34. Si en el

o)

instante considerado «J y o< Son la c
velocidad angular y la aceleracion
angular de! sélido respectivamente, R a;:JR]‘
comprobar el primer teorema de ¥
Ordoriez. A
Solucion. Fig 11.34
De acuerdo con el enunciado:
de = Rl ()

Siendo 0. = Rot (2)

y o€ = —= R (3)

Para el centro instantaneo de rotacion, i, su aceleracion. tomando como
base el centro geométrico C, resulta:

5:=a:+ExH-w‘a” Cy)
o sea: @7 = Roci + (~x®)x{-R3) - w? (-RrY)
G ~Rai~RA i + WERY
Luego: G & R4 haac

ppp—




Ejemplo 11 11. Una barra delgada y homogénea AB, de longitud L y
peso W = Mg se suelta desde el reposo en la posicion indicada en la
figura 11.35, cuando su eje forma con la vertical un 4ngulo B, Silos
extremos A y B de la barra se apoyan sobre planos lisos, vertical y hori-
zontal, respectivamente:;

Fig 11.35

a) Deducir las expresiones para o¢, yw 2, en la elapa en que el extre-
mo A se mantiene en contacto con el plano vertical.

b} Comprobar el primer teorema de Ordorez para cualquier posicidn de
la barra en esta etapa.

Solucion.

a) En la figura 11.36 se indica el dragrama de cuerpo libre de la barra
en cualquier posicion de la etapa mencionada, cuando su eje forma
un angulo © con la vertical.

-~

Con M- = 1*0( ‘.‘."‘8

M%_%Scﬁo =[M.L"+M_Ll]o( s LE
3
o sea: ot.n:é_f..una 1)

Luego:
wdi = 3 a9 sene
de 2 L

obien w dw = 32..5_ sene de (2)
e

Integrando esta ecuacion en torma definida; resuita:

w (-]
J\‘UC]W = %-?:!scne de
3

»
w'l

w? =_ 3 9 (cose -cose)
2 & s
obien: w? = 3 '?.' ( cos o, = cos o) ()

Como en esta etapa el extremo A se desplaza a lo largo de la pared ver-
tical.

a, = 6k syl (4)

Tomando como base el punto C, la expresion de d, resulta:

— —s —_— — —
Q, = A, teoewy CA ~wdia (s)

Llamando ax,' y @y, a los valores algebraicos de las componentes axiales
de la aceleracion de C, la ecuacion (5), resulta:

citad= 6, 4tay) tetk I-l_z-(.-sene itrese) )-m’%(-mwwsej)
esarrollando los productos indicados, resulta:

ita, = (a.:—j___oc cos & +.Ia_ wisens) i +(a=-lfﬂ<scne -%m"éose)\]
= (s)

Igualandolos coeficientes del vector i, y despejando a,, se obtiene:

6y = Li‘ (x caso ~w? sena) (¥)
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Sustituyendo (1) y (3) en (7], resulta:

-3 - s sene]
&;z%[&z%kn&coso L(coseo 9}

Lo que simplificado da por resultado:
&;=-}’-35806[3coss-2 c.oseo] C8)

Andlogamente, para el extremo B, tomando como base a C, resulta:

. . . ? 0 o\ st , - -
Qi+l ;-:0.*,{,1'0,3.! -l-ckkx%(san&&—mrea) W .\i..(xmoh CZ;B)J

Al desarrollar los productos indicados, ordenar, e igualar los coeficientes
de jresulta:

L~ (ot seno twicose ) (10)
2

Sustituyendo (1) y (3) en (10), resulta:
Oy = - l?:[i% Sente_’;%(coSQ,-mO) ulO] ()

Lo que simplficado da por resuitado:

Q-sﬂ..%ﬁlsm’ef?.coao, coso—?.m‘o] ()
Como
&= Gy h+ayd Gs)

con las expresiones (8) y (12) sustituidas en (13) se obtendria 3 en
términos de 8.

Tomando como base a C, |a aceleracién del punto i tiene por expresion:
T - & +%x - wta 1)
Sustituyendo (1), (3), {8), y {12) en {14) resulta:
n~4 x .el. 9 seme (3cose -Zr.ose,,)j. . }'. 2 (sento + zwsq,coso-zao’),'
R % sene & X 1?-_ (sene i +cos e 3)

-3 ?_. (cos e, ~cose) .%..[senoj. +cosaé] (1s)
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Desarrollando los productos indicados en la ecuacidn anterior, y simpli-
ficando, setiene:

ar= 39 cos 8, ( sene L + cose 9 ) (ie)

Por lo que para una posicién cualquiera en esta etapa la cantidad
3 g CosO resulta una constante K, luego:

O-.: = K (Sene A4+ cos o J) ("l')

Por otra parte, el vector Citiene por expresion:

L = -%. (sene L +coso ) Cia)
Por lo tanto: s o
a; ” L Lan.c.

Ejemplo 17.72. Comprobar el segundo teorema de Orddfiez para el
caso del cilindro homogéneo macizo del ejemplo 11.7, usando como

punto N el indicado en la figura 11.37, y como punto T, los puntos
i, C, el, enforma sucesiva.

d= -4k W=49N

N b

| =
asm losm Fr=i0 N

N=43 N

Fig 11.37

Bolucion.

En la figura 11.3 7 se indican los valores de todas las fuerzas que actdan
sobre el cilindro, las cuales fueron calculadas detalladamente en el
ejemplo 11.7.

Los valoresde];, I, e, resuftan como sigue:

Ii = % N R? = -%- (5)(1)2 =1 S eS Rs-m! (\)

Te = -N_Lc.a.': .g.'(l)‘: 2.8 l(s.m’l (?)

Ir =[Mia,‘.,. M (o.s"fo.s')]-.. 2.5 + 5(as)=S§ Ryem? (3)

Porotraparte, Mo, = § (44) =20 1 (v)

=



Sustituyendo los valores de las fuerzas Py Fren el primer miembro de la
ecuacion

My, = Lot + Ni g MGD v o UM

resuita:
My =[ 0.5 (30) r 0.5 (16)]C 1) = 20 ® (s)

Sustituyendo los valores de Ij, e< , 'N.i, y M.éc en el segundo miembro de
la ecuacion 11.115, resulta:

.5 (-4Rr)* (054 -0.50)x204
= -3k tlpk = -20 R WA.C,
Usando ahora como punto T al centro de masa C, el segundo miembro

de la ecuacion:

— —

My = I. X + NC x Ma,

<

aees J1NG

Se obtiene:
2. (<4R) + Co.s i+ 053)x041
= ~jok-Jokh = -20R loa.c.

Por aitimo usando como punto T el centro instantdneo de aceleracion, |,
el segundo miembro de la ecuacion

My = I;5€ + NI x MO, UURTRTE)
resulta:
S(-4R) + 4 x(202) = -0 ¥ LA A,

Ljemplo 17.12. La barra delgada homogénea, AB, indicada en \a figura
11.38pesa 98 N y tiene una longitud de 5 m.

Los extremos A y B de la barra se apoyan sobre planos rugosos, vertical
y -‘horizontal, respectivamente, para los cuales el coeficiente de friccion
esy=0.2

Si se sueita la barra desde el reposo en la posicion indicada en la fi-
gura 11.38:

a) Hallar la aceleracién angular X de la barra, la aceleracion Ec del
centro de masa, y las fuerzas normales Ny y Ng que ejercen los pla-
nos de apoyo sobre los extrembds de la barra, en ese instante.

b} Comprobar el segundo teorema de Ordériez usanndo como punto N el
indicado en la figura 11.38, y como punto T, los puntosi (=1), y C,
en forma sucesiva.
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c) Indicar la posicion de [a resultante de todas las fuerzas exteriores que
se ejercen sobre |3 barra en ese instante inicial de su movimiento
plano general.

Solueidn.

a) En la figura 11.39 se indica e diagrama de cuerpo libre correspon-
diente a la barra al soltarla desde el reposo.

075m
Ny ﬂ iZ1
-— oot}
1 b4
4m l
5 |
s oz
w=ssN | s
=Md,
L'-’—"'- Ng
e 3m ]
Fig 11.39

Con M, =1;x obtenemos:

18 (15) -3 (0.2 N,) - 4 (0.2N D= 19 )

0 sea:
14% 0.6 N, - 0.8 Ng = 83,3333 ©)

siendo entonces:

Ii = 33-3333 “a omz “)




Con M, = I o resulta:

1S Ny -2N, ~ LS (0.2 N,) =2 (0.2 Ny ) = la (zs) =

O sea:

bt Ny ="2.3 N, = 20.8333 & - (3)

siendo, entonces:

I, = 20.8353 Rg-m? (¢)

Despejando a Ng en (3) resulta:

N, = 20909 N, +18.93929] =% s

Sustituyendo (5) en (1), y despejando Ny, resulta:

N, = 64.cgoro¥ - 43.32345 o (e)
Sustituyendo (6) en (5), obtenemos:

Na = 138§.2398 4S5 —F1. 666852 % ()

Tomando como base al punto | {que coincide con i para esta posicion
inicial de la barra), y recordando que w = O, la aceleracion de C, resulta:

— — e
6., = % xJc

o, £ +033=0Lk R (~1.84 -23)

2 L —1.§ & J

Por lo que:
O, = 2ok (s)

ey T (™)

o
=
i

Con Ry = Moy
N, =0.2 Ny = 10 {2t} = 20 . Cio)
Sustituyendo (6) y {7) en (10), se obtiene:

6Y.68020% -~ Y3.333495 & ~23.04YF969 + M.3333085 R = 20X
Luego:
X = 0.%6B  rad fs? )

yportanto oL = o 768 R (12)

Sustituyendo (11) en (8) y {9), resulta:
A, = Q. L +a,d = Lsaed ~rgs2d (3D

Por loque R = M&: —NiGBs £ —il.52.§ i)

Sustituyendo (1 1) en (6)y (7), obtenemos:
N, = 31.9 N Gs)

A

Yy N, = 8020 N (1¢)

b) Utilizand‘o los valores de N, y Ng para calcular el primer miembro de
la ecuacion:

—

My = I, +NA x ma, o oms MnlES

resulta:
[ 80.20 (2.25) - 0.2 (80.20)3 - 98 (o.15) - 3140 (1) 0.2 (31.9 ) 5]
= za.¥2 k (w)
Sustituyendo los valores de [;, <,y M Ta'c en el segundo miembro de la
ecuacion (1 1.1158), resulta:
83.43s3 (o.v68 h) + {225 +3) x (15,365 ~10.52))
T (Y R -25.92 R -N.36 k = 22.%2 R a4,

Andlogamente, sustituyendo los valores de I, 6, y M 8 en el segundo
miembro de la ecuaciorr.

e

M, = I, < +NCx Moy cees MLIKG
resulta:
20.8333 (o.v¢8 )+ (o5 i =3)x Lisaci-11.523)

m ek =8.6Y K +185.3¢ R = 22.%2 R Laa.t.

H ’ - = o
¢l Para localizar la linea de accion de la resultante R == M @ se tomaré

como punto base el centro instantdneo de rotacion, i.

De este modo, el vector de posicion del punto L situado sobre dicha
linea a la minima distancia de i esta dado por:

—— — -

AL Br.RMi R T8 |



Como R = Ma, = I§.36 4 —1l.§2. (18}
y f-\—/\_:;=:[;;f-‘:6"lk ()
Ra M = (15.2¢d -ns2d) xe¥R

RaM; = -93%F.28 4 —q83.04 3 (20)

Por otro lado:
R:= (15.3¢)% + (-11.82)" = 368 .44 (v)

Susiiuyendo (20)y (21) enla ecuacion (11.9) resulta:

AL = ~zi - ¢ logsiad ().

En la figura 11.39 se indica la posicidon de la resultante R de las fuerzas
exteriores ejercidas sobre la barra en el instante considerado.

Como puede verse en esa tigura, dicha fuerza esperpendiculara larecta
iL, o cual se comprueba analiticamente, ya que:

—

IL "R=o0

11.2.5 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA ROTACION ALRE-
DEDOR DE UN EJE FIUO

Considérense ahora los casos particulares de movimiento plano corres-
pondiente a un cuerpo rigido simétrico con respecto al plano de movi-
miento, sujeto a fuerzas exteriores cuyo sistema resultante general lo
forman una fuerza, o un par de fuerzas situadas en el plano de mowi-
miento, y dotado de un movimiento de rotacion alrededor de un eje fijo
perpendicular a dicho plano, pasando por el centro de rotacién O.

Existen dos variantes de este caso, segun que O coincida, o no, con el
centro de masa, C.

En el primer caso, denominado rotacion baricéntrica, mientras que el
centro de masa se mantiene inmovil, el cuerpo experimenta un movi-
miento angular caracterizado en un instante dado por una velocidad
angular,w; y una aceleracién angular, &

Para este caso, el sistema resultante general correspondiente al sistema
de fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo se reduce a un par de fuerzas, y
entonces la ecuacién (11.10) se transforma en

—

R ~ o I T RTY -

la que equivale a las dos ecuaciones escalares siguientes:

Ry, = o ceen 1119

y Ry =0 R T 2 1
Asimismo, la ecuacidn (11.31) da lugar a la siguiente ecuacion escalar
equivalente:

M, 5 T ot P el

Para la rotacion no baricéntrica en la cual el centro de rotacion, O, no
coincide con el centro de masa, C, |a trayectoria de este punto es una
circunferencia de radio 1, y centro en O. {Figura 11.40), y en estas con-
diciones, para la aplicacion de la ecuacidon {11.10) conviene utilizar
como referencia un sistema de coordenadas intrinsecas con origen en C.

N d

El eje normal Cn esta definido por la
recta CO, siendo su sentido de C
hacia O, coincidente con el sentido
de la aceleracion normal de C, vy el
eje tangencial ct es perpendicular al
anterior, quedando su sentido dado
por el de la aceleraciéon angular o¢
en el instante considerado.

De esta manera las ecuaciones es-
calares que equivalen a la ecua-
cion 11.10 son:

p

et

Fig 11.40
Ry = M7 Ll e

Adicionalmente, equivalente a la ecuacién (11.19) que involucra mo-
mentos de las fuerzas exteriores con respecto a un punto fijo, se obtiene
la ecuacion escalar:

Mo = To & vae . 1LY

Para este caso el sistema de fuutzas axtoriomes apheatlo al cuorpo se
reduce a una sofa tusrza alojadn ar ol pleny do movirnionto, Que no
pasa por O.



11.2.6 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA TRASLACION PLANA
DE UN CUERPO RIGIDO

Un cuerpo rigido dotado de un movimiento de traslaciéon plana no debe
experimentar desplazamientos angulares, por lo cual;durinle todo el
intervalo de tiempo bajo consideracion /os pardmetros w, y o< son nulos.

Cuando la trayectoria de C es rectilinea, ia ecuacion (11.10) tiene como
ecuaciones escalares equivalentes las dos siguientes:

Ry = MQ‘.: Town: NS

y Ra = Mac“ SRRSO | 2 1 1

Sin embargo, como en la mayoria delos problemas se acostumbra hacer
coincidente el eje x con la trayectoria del centro de masa, C, en este
caso la ecuacion t11.126) se transforma en

R::o vo v TV}
Si la traslacion es curvilinea, la ecuacién (11.10) también da lugar a dos
ecuaciones escalares equivalentes, 1as cuales haran intervenir aquellas
componentes de la aceleracién de C que mas convenga usar, de acuer-
do con la forma de 1a trayectoria de este punto. En caso de que ésta sea
una circunferencia, dichas ecuaciones seran:

Ro= MO, = M_}Ff, I (W ¥

siendo f elradiode curvatura dela trayectoriadeC.

y Rt = MO.“‘ = M“U‘c = MZ;‘ Feear L0

Adicionalmente, |a ecuacion {11.31) sereduce a,

M, =0 . eee o130

lo cual significa que /a resultante de todas las fuerzas aplicadas exterior-
mente al cuerpo debe ser una sola fuerza que pase por el centro de
masa, C.

Esta condicién bésica que caracteriza al movimien_lo de lraslacién per-
mite transformar artificialmente un problema dindmico en uno estatico.

En efecto, si se conoce la aceleracion del centro de masa, dc, puede
considerarse una fuerza ficticia — M a¢ pa;ando'por C, denominada
fuerza de inercia & de D’Alembert, la cual aplicada junto con las fuerzas

exteriores pondra en equilibrio dindmico al cuerpo, ya que en este caso
la ecuaciéon {11.10) se transforma en
ey ot —— —
R —M&: = o e R )
La solucién de problemas relativos a la dinamica de un cuerpo rigido
dotado de un movimiento de trastacidn plana usando este enfoque reci-
be el nombre de Método de D’ Alembert.

El concepto involucrado en este método,consistente en afadir algun o
algunos elementos ficticios que produzcan el equilibrio dinamico del
cuerpo,se puede aplicar también a la solucién de problemas dinamicos
relacionados con un movimiento plano general, o un movimiento de
rotacién alrededor de un punto fijo.

A partir de la ecuacion (11.116) que corresponde al uso practico del
segundo teorema de Orddiez para el caso de una traslacién plana (ya
que los puntos i e | no existen), se puede deducir una ecuacién que apli-
cada a los problemas sobre dicho movimiento permite:

1.- Comprobar los resultados obtenidos aj hallar las incdgnitas mediante
la aplicacién de las ecuaciones dindmicas correspondientes a este
tipo de movimiento (por ejemplo, las ecuaciones 11.125, 11.126
y11.130).

2.- Localizar el punto de aplicacion de algunas de las fuerzas que actian
sobre el cuerpo que se traslada. (El ejemplo 11.17 ilustra esta apli-
cacion).

3.- Calcular en forma independiente las incdgnitas escogiendo adecua-
damente el punto N involucrado en el teorema, y verificar después si
los resultados estdn correctos viendo que se cumplan las condicio-
nes establecidas por las ecuaciones 11.125,11.126y 11.130en
el caso de una traslacién rectilinea. (El ejemplo 11.18 ilustra esta
aplicacion).

Dicha ec_:yacién se deduce dela 11.116 al considerar que en este movi-
miento & = 0, por lo cual se reduce a:

-—

M, = N< x M.ag wwve thome

11.2.7 CUERPOS RIGIDOS INTERCONECTADOS

Algunos problemas dindmicos se refieren a sistemas o conjuntos de
cuerpos rigidos unidos por medio de elementos flexibles, inesxtonsiblas y
de peso despreciable [como cables, cuardas, ot ), mé@vinendo lom
bién otros elementos tales como polaas on (18 cunlos v uspPIucia su
masa y los fenémenos de friccidn quo pundiat geanag

En la solucién de dichos problomas convivne suguir un piocedirnionio
sistematico que consiste en:



1.- Trazar el diagrama de cuerpo libre de cada uno de /os cuerpos del
sistema.

2.- Aplicar las ecuaciones escalares de movimiento que correspondan,
de acuerdo al tipo de movimiento que experimenta el cuerpo
en cuestion.

3.- Resolver todas las ecuaciones en forma simultanea.

En algunos casos no baslaran las ecuaciones dindmicas para resolver las
incégnilas involucradas, y entonces deberan utilizarse las ecuaciones
cinematicas que resullen de considerar la forma en que estdn conecta-
dos los cuerpos del sislema por medio de los elementos mencionados.

Losejemplos 11.15y 11.16 dusiran esle procedimiento.

Ejemplo 11.14 - Ei sistema del ejemplo 11.1 formado por una barra
delgada y homogénea OA, de 2 in de longitud y 10 N de peso, articu-
lada en O y rigidamente unida a un disco humogéneo B, de 1 m de radio
y 20 N de peso se suella desde el reposo en la posicién indicada en la
figura11.41,

a) Hallar la aceleracion angular oc del sistema correspondiente a esa
posicion inicial de su movinuenlo.

b) Hallar las componentes cartesianas de la reaccion que ejerce la
articulacion O sobre |a barra OA.

c) Localizar la resultante de ias tuerzas exteriores ejercidas sobre ef sis-
lema en ese Inslanie

Fig 711.41

Solucidn.

y 2.905m
r:-;-lll i
0+ Al €
! On ON !
o l
__Ll_tm 4
| Fig 11.42°

a) Enlafigura-11.42 seindica el D.C.L. del sistema.

Como se trata de una rotacidn baricéntrica alrededor de un eje fijo
que pasa por O y es perpendicular al plano de movimiento se consi-
deran los ejes normal y tangencial que se indican en esa figura.

Con el objeto de localizar la posicion del ceniro de masa, C, del sis-
lema, también se ubicara el sisterna de ejes cariesianos x,y, con ori-
gen en O como se indica. Por simetria, el centro de masa se halla
sobre el efe x. tomando momentas con respecto a dicho punto, y
haciendo uso del conceplo de cenlro de masa, se obtiene: .

Cle120) = 16 () +20 (3) =30

Luego: Y= 30 - % o 2.2333 wn
30 3

Considerando ahora la ecuacion i 11.124): es decir.
M = Is 8%

y usando como valor de Io el resultado obtenido en el ejemplo 11.1:
esdecrr ]y = 20.7483 kg-m?, se obuiene:

L (o) +3(0) = 20.%483 =

Luego: 4= 3Q___ = 3.3¥38 vad/.
. vuey

b} Usando ahora la. ecuacion 11.122, Ry = Mw? 1, y tomando en
cuenta que para esta posicion inicial w = 0, resulla
~“0nh =0 % Op = 0

=1




Porlo cual Oy = O

Aplicando la ecuacion (11.123) y considerando el valor de 7, vy de o<,
obtenidos anteriormente, resulta

-0, +10+20 = 20 (2.3333) 3.3%38
a.8

Luego: Oy = Oy = 36~ 048 = S5.902 N

Asi, lareaccion pecida es:

R, = oi +5.9024 LIN]

¢) Como & = -3.3138 R (D
- — T
Y Q. = a. t &, ,resultandoen este caso

&;“ = 0 y O = g oL"=-% (-3.113a 3)
osea O, = —¥.8%22 J oL wm/sr] (2)
e

E! vector equipolenie de la resullante de las fuerzas exteriores que
actuan sobre el sistema tiene por expresion:
o= ma. =q§n. (-%.8%22 3 ) =-29.06985¢l § ()
.8

Por otra lado, el momento de! sistema de fuerzas exteriores con res-
pecto a O resulta:

Mo = Ag (-103) +34 v (~208) = -wo k Cv)

Sustituyendo (3) y (4) entaecuacion

oL = -é'_x_ih_’x';_

que permite localizar el punto L, sobre la linea de accion de la resultante,
ala minima distancia de O, se obtiene:

or = £-29.0985%1 3 ) 5 (~30R) . 2.905 £ [wm]

580 . ¥4U2Y

En la figura 11.42 seindica la localizacion de la resultante de acuerdo
con este resultado.

=1~

Efernplo 11715, Eisistema de la figura 1 1.43 consiste de un bloque A
que pesa 130 N, el cual se encuentra apoyado sobre un plano inclinado
que forma con la horizontal un dngulo © = ang tan { 73 ) y se halla unido
por medio de una cuerda flexible, inextensible y de peso despreciable a
la periferia de un disco B que pesa 49 N, tiene 1.0 m de radio y un radio
de giro con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi-
miento de k = 0.6 m. Este disco est4 fijo al sistema tierra por medio de
las barras CD, y CE cuyos extremos estén articulados y son de peso des-
preciable.

Si el sistema se suelta desde el reposo en 13 posicion indicada en la figu-
ra 11.43 y el coeficiente de friccion entre el bloque y el plano inclinado
esAf = 0.10, hallar la tension en la cuerda que une los dos cuerpos, la
magnitud de la aceleracidn de cualquier punto del bloque A, y el mddulo
de la aceleracion angular, o<, del disco.

Wg=49 N

W, =130 N

Fig 11.43
Solucidn.

En la tigura 11.44 se indica el D.C.L. del bloque A,considerando como
referencia losejes x y yindicados:




R‘ =0
Ny —i0 () =0 & Np= 120 N gL
Asi o =/"NP = o.l10 fno) = |2 N )

Liamando a al acelerante de! bloque A y usando el valor de Fr obtenido
en(2), con

R,_: Mha

resulta: 130 (%) - T -w = 200
9.8

osea:’ T = 38 —13.265 o ()

En la figura 11.45 se indica el D.C.L. del disco B el cual experimenta
una rotacion baricéntrica

M, = ‘_L‘C oA, se oblene:

TO) = 41 (0.6)* X
2.8

osea: T = J.8 =< (1)

a

) Im
% 49 N

T \
\
¢ B
kK=06m
Fig 11.45

Puesto que el mddulo de la aceleracion tangencial del punto 1 de la peri-
feria del disco es igual al de cualquier punto de! bloque A, ya que la
cuerda es inextensible:

0= R &= ol =)
Sustituyendo {5) en {4} e igualando con (3}, resulta:

1.8 a =38 -13.%S & . OzaB = 2522 w/st (6)
15.06S

&

Asi, de acuerdo con {5)
oK = 2.822 ved /g )

y sustituyendo {7) en {4), resulta:

T =499 N (8)

Ejemplo 11 _16. El sistema indicado en la figura 11.46 consiste de un
cilindro sélido homogéneo, A, de 49 N depeso y 1 m de radio que esta
unido a un bloque B de 98 N de peso, por medio de una cuerda flexible,
inextensible y de peso despreciable. Este btoque se apoya sobre un
plano horizontal rugoso para el cual el coeficiente de friccion es A = 0.10.
Si al soltar el sistema desde el reposo el cdindro A rueda sin deslizar,
hallar la tensién en la cuerda que une los dos cuerpos, el mddulo de ace-
leracion lineal de cualquier punto del bloque B, el médulo de la acelera-
cion lineal del centro de masa del citindro, vy el coeficiente de friccion
minimo que debe existir entre |a periferia del disco A y el plano inclinado
deapoyo que asegure el rodamiento perfecto de éste.

[We=o8 N

W= 49 N
® o |

’ L p=0i0

13 5
12
Fig 11.46
Solucidn.
'y
En la figura 11.47, se indicael D.C.L.
del bloque B. Tom«:ndo como referen- oy
: - W.=98 N

cialosejes ''x’* y ''y'* indicados: B
Con Ry =0 ; N, =98 N 1) ..i‘__...__r_,.‘a...l

asi Fry= M Ny = 00 (38) =q.8 N -
B

() Ng
Con Ry = Mg ag; y tomando en cuen-
ta el valor de Frg haltado en (2) resulta:

T-9.8 = 10 & luego
T= 98+ Il0ag ()

Fig 11.47

AR



En la figura 11.48 se indica el D C.L.
de! cilindro A.

Tomando como referencia los ejes “‘x'*
y "'y"" indicados:

Con Ry =0 NA:QC‘K%)
osea N, = Y§.2308 N (4)

Con Ry = M, a, siendo @ el madulo
de la aceleracion del centro de masa del
cilindro, resulta:

41 (.'SS)_F\'A—T= S o

osea 18.8%6/184 = Fe, +T + §a (s)
Con M = I(DQ

F'n = fé. )% ot ; © sea Ff‘h:‘ 2.5 & (‘)

Relaciones cinematicas:
1.- Porlaforma como estan unidos los cuerpos es evidente que:

g = o (%)
2.- Como el cilindro rueda sin deslizar:

a x Retz ot (8)
Sustituyendo t8) en (6}, resuila

Fr, = 2.5 o @)
Susiluyendo {7) en (3}, se obtiene:

T =9.8 +10 0 C10)
Sustituyendo (9} y {1 0} en {5), resulta:

18.84 6154 = 2.S50.+9.8 +10a t5a

osea: I%+.5 a = “.04ye6l8HY

Lluego @ = o.s169 23. /st Cn)

66

Sustituyendo (11)en(7),(9), y (10} en forma sucesiva se obtiene:

Q, =0.510923 /st (2)
F’A o .23 N G13)
y T = 149.96923 N (1y)
Dividiendo { 13) enlre {4) se nenc:
/4. i E F'rs =0 LRaR3 = O.or8s#|
NA 45 .2308

Ejemplo 11.17 El bloque indicado en la figura 11.49, tiene 3 m de
longitud y 2 m de altura, pesa 98 N y se encuentra apoyado sobre un
plano horizontal rugoso, para el cual el coeficiente de friccién es 4 = 0.40.

Sisele aplica la fuerza P indicada enla figura 11.49 y se suelta desde el
reposo:

a) Hallar el mddulo de la aceleracion de cualquier punto del bioque.
b} Localizar el punto N, de aplicacion de la reaccidn que ejerce el plano
de apoyo subrela base del blogue.

1.5 m ; 15m
lssu

P=50 N \ L___ -
]m

_p=040
Fig 11.49

Solucion.

Enlafigura 11.50 se indicael D.C.L te! blogue.
py

[ S

98 N

im |

&7



Considérese como referencia los ejes x, y. indicados en dicha figura.

COﬂ Rs =0 :; Np = 98 N Cl}
Luego Fr = M Mp A0 qu) =39.2 N\ )

Con R, = M &, vy tomando en cuenta el valor de Fr obtenido en (2),
resulta:
50 -32.2 = 0o

luego & = ).08 "/t (3)
yentonces O. = l.og .L (4)

Liamando N al punto de aplicacion de la normal, Np, y la friccion Fr, con
la ecuacion 11.132, resulta:

Sx(soi)+ (-x i) x(-983) = (~xi+3)x10(1.082)
osea ~S50R +982¢ k = ~]o.8 R

Luego 88 x = 29.2 X= 0.Ywm

Ejemplo 11.18, Enla figura 11.51 se indica una canastilla E que $e
traslada a 1o fargo de guias horizontales. La canastilla tiene articulada en
A una barra AB de 2 m. de longitud y 9.8 N de peso. El extremo B dela
barra esta unido a la canastilla por medio de una cuerda BD que la man-
tiene en posicion vertical al acelerarse el sistema hacia la derecha.

Si la aceleracién de cualquier punto del sistema tiene como vector
equipolente @ = B i, hallar la tension en el cable BD, y las componentes
axiales de la fuerza que ejerce la articulacién A sobre la barra AB
(Sugerencia: usar primero la ecuaciéon 11.132 aplicada a tres puntos
adecuados para calcular las incognitas comprobando los resultados

mediante el uso de las ecuaciones 11.125,11.126y 11.130).
. 2m

| ~
- Q
1
oA o
o
Im
2m [~ able
45"
B
Fig 11.51

A

Solucién.

En lafigura 11.52 seindica el D.C.L. de la barra.

2m
Ax A D
g p
Im| Ay
c
8 T
im
45°
B
Fig 11.52

De acuerdo con los datos y tomando como referencia los ejes *'x"’ y *‘y"’
indicados en dicha figura, la aceleracién del centro de masa tiene por
vector equipolente

a. = .f.la. A 403 W)
Asi, la resultante delas fuerzas exteriores que actian sobre la barra es:

Mo = .:%n_ (%J.): si n]
Dicha fuerza pasa por el centro de masa, C.

Situando el punto N que se menciona en la ecuacién 11.132 enA, la
expresion correspondiente resulta:

My = AC X Mac Gy
Aplicandn los datos, se obtiene:
-23 x T (o.v0v1i, tov0¥1J ) = 6 k

osea: 1442 T R =5 % , Juego T = s3s56z N. (1)

.Situando ahora N en B, la ecuacién 11.132 resulta:

e —
My = BC 2 MO, (s)
v con los datos:
25 % Ag A= Ix (6l)

‘BA* R ==8 k . |ucao Ag £ 2.8 N (‘)



Por Ultimo, situando N en D, I8 ecuacidn 11,132 resulta:
M, = DC «x Moo, ()
y con los datos:
—24i x Agd - 2.4 x (-10d) = (~2i-3)x(s4i)
o sea: “2A R t0k = &k

tuege 2Ry = 15, o sea Ay = %5 N (8)

Asj, las fuerzas requendas snn-

T =3.5355¢8 (o.¥0%1.i +0.90%(d) = 2.5 £ +2.8]

e

y R, = 2544754 [Inld Cio)

Comprobaciones.

Como ahora s¢ conoren iodas liss fuerzas que se ejercen sobre la barra
debe verificarse s se cumplen las condiciones que establecen las ecua-
ciones (11.125}, (11 1261, v (11.130), las cuales en este caso
adoptan las forinas siguientes:

gx_ = M\ CL":L =5 (n)
R‘é = M Cl,_a o) CR)
Y M(. = O 6\3)

Verificacion de la ecuacion {11).

Al considerar las componentes horizontales de las fuerzas exteriores
resulta:

Re=AygtTeas 46* =2.542:5= 8 Las.c.
Verificacion de la ecuacion (1 2).

Andlogamente, sobre el eje vertical, resulta:

R

Verificacion de la ecuacion {1 3).

g AWt Tscn¥8® = ¥.§ -j0+2.5 =0 e

Calculando los momentos de las fuerzas exteriores con respecto al cen-
tro de masa, C, setiene:

M, = CB T +CA x A,

[

osea: ~Sslzsirasj)+ix(rsi)=2.5r-25kR =0 hoce

11.3 PROBLEMAS PROPUESTOS

17.1 La barra delgada y humogénea AB pesa 49 N vy tiene una longitud
de 5 m. Sus exlremos se apoyan sobre planos lisos, horizontal vy
verucal, encontrandose lemporalimente en reposo. En el instante
t = O sobre el exniemo A se aplica una fuerza horizontal P de 20 N,
como se indica. Hallar para ese instante la aceleracion angular, oc,
de la barra y las magnitudes de las norimales N, v Ng que ejercen
los planos de apoyo sobre los extremos de la barra.

} 3m I

Resp.: o< = 0.156 k lrad/s?]
Ny = 60.17 N; Ng = 18 44 N

11.2 La barra delgada y homogénea de la figura tiene una longitud de
5mypesal138.6N.
Si se suelta desde el reposo cuando 8, = 30°, y las superficies
de los planos de apoyo de sus extremos son lisas:

a) Hallar el valor del angulo A que curresponde al despegue inmi-
nente de su extremo A con respecto a la pared vertical.

. bl Para©® = 45° hallar: 1a velocidad angular de la barra, la acele-
racton angular de la barra y la magnitud de las normales en los
extremos Ay B.




Reso

TH 28

Resp.:

11.4

Sugerencia: Tomar coma base los resultados del ejemplo 11.11
y calcular N, en funcion de @, (Ec. 7); sustituyendo los valore s de
oc v w? dados por las ecs. (1} y (3), eigualar N, con O para obte-

ner el dngulo Bi

= a) P =engcos [Z cese] = 54.%36°
b) @ = 0.26¥t K Lrad/s]

< = n.08 R [1ad/s]

N, = Y.0§ N

Ng= 8.9¢6 N

o

La barra delgada y homogénea AB s¢ suelta desde el reposo en la
pasicion indicada. Suponiendo que las superficies de apoyo de los
extremos son lisas, que la barra pesa 5 N y tiene una longitud de
2 m, hallar:

a) La aceleracion angular de la barra para dicha posicion.

b} Las magnitudes de las reacriones en los extremos A y B para
€sa posicion.

im

15 N

Lvo.J/(‘]
b) N,>2.318 ¥ : Ng = 2.510N

Q) &':-2..353 R

El disco de Ia figura tiene un pesode 15 N, unradioR = 0.20 m
y un radio de giro con respecto a un eje centroidal perpendicular al
plano de movimientode k = Q.13 m. Si el coeficiente de friccion
entre la rueda v el plano inclinado de apoyo es_« = 0.05, y el an-
gulo formado entre la horizontal y dicho planoes8 = 12°

a) Investigar el tipo de rodamiento que tendra el disco al soitarlo
desde el reposo.

b) Hallar la aceleracién angular, &<, del disco, y el méduto de la
aceleracion a,, de su centro de masa.

c) Determmnar el espacio recorrido por el centro de masa del disco
a los 10 segundos después de soliario desde el reposo.

dl Calcular la velocidad angular del disco a los 10 segundos des-
pués de sollarlo desde el reposo.

k=043 m
R=0.2m

41=0.05
12°

0) Rueda y deslica pues HMumin = 0.0631322
Beed /]
<0 = ), 5858 m/gt
€) X,0= T¥.12 m
d) W, = 5¢.¥2 kR [vadfs ]

b) & = §.6%2 &k

11.5 El carrete A de la figura pasa 49 N, tiene un radio de giro de0.80 m

con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi-
miento y se suelta desde el reposo en la posicion indicada.

Hallar:

a) La aceleracion angular del carrete.

b) El médulo de la aceleracion del centro de masa del carrete.
c) Elmoédulo delatension en la cuerda.

d) La rapidez angular del carrete después de que su centro de
masa ha descendido 3 m

Resp.:
i Q') & = —-$§.505¢ R [vcd/t‘]
- _O.Sm b) o = z.¥528 "/g?

¢) T = d5.723¢ N

d) w e 8.118 ed/s
49N L




11.6 La barra delgada y homogénea hene una masa de 5 kg. Si se
corta la cuerda en A, deterninar la reaccion en la articulacion O en
las dos posiciunes siguicales

a) Justamenle despues de haber cortado la cuerda.

b) Cuando ¢l eje de la barra adgquiere fa postcion vertical después
de giar 90° aliededor de la articulacion O.

Sugerencia: Para el inciso b establecer prirnero la ecuacion dife-
rencial que rige el movinuento de rotacion de la barra, e integrarla
para obtener el valor dew ’ en funcian del angulo 8 girado.

2m 6m -4
] " la—Cuerda d.) B = 04y 28 J tﬂ:]

s
0
c*:ﬁﬂ« b) Re = o4 4 9l J [N]

11.7 Etdiscodela figura esta sujeto a la accion de un par M de magni-
tud constante, de 20 N-m. Lamasa del disco esde 10 kg.

3} Hallarla aceleracion angular del disco.

b) Calcular la rapidez angular del disco después de que ha com-
pletado cuatro revoluciones, partiendo del resposo.

M

/—\ R=0.28m
”@_ o

Resp., a) X = ¢4 k Lrad/sr]
b) w = 86.¥2 rad/s

11.8 En la figura se indica un volante que gira a una rapidez constante
de 180 rev/min. Para frenar el volante se usa un sistema de fre-
naje por friccion. Cuando se enfrena el volante experimenta un
momento constante de 8 N-m. El momento de inercia del volante
con respecto al eje centroidal de rotacién es de 8 kgsm2.

a) ¢En cuanto tiempo se para el volante?
b} ¢Cuéntas revoluciones gira el volante antes de llegar al reposo?

w

M
/-3\ Resp.: a) t = 18.85 icgundoé
b) be = 28.2% vev.

11.9 Un cilindro homogéneo macizo de 5 kg de masa se apoya so-
bre una artesa como se indica. Se aplica a! cilindro un par de,
10 N-m. en sentido contrario a las manecillas del reloj, en el pla-
no de movimiento. Obtener la aceleraciéon angular del cilindro.

& = s0.492 R Liad/s?)

11.10 Si la barra delgada y homogénea de la figura esta girando alre-
dedor de un eje fijo perpendicular al plano de la figura y que
pasa por la articulacion O, calcular su aceleracion angular para
la posicién indicada si la Unica fuerza activa es su propio peso.

Rosp.: oZ = -44 1k [’an /;"]



11.11 En el sistema de cuerpos interconectados de la figura, el sistema

gratorio C tieneunpesoWe = 19.6 N,r=05m;R=10m,
yk = 0.8 m. Los pesos de los bloques son:

W49 N, yWg = 19.6 N. Los coeficientes de friccion son:
Ma= 0.10ymug = 0.20. Determinar los modulos de las ten-
siones T, y Tg en las cuerdas, el médulo de aceleracion a, del
bloque A, el médulo de aceleracion ag del bloque B, y el médulo
de aceleracion angular o< del sistema giratorio C. Las cuerdas
son flexibles inextensibles y de peso despreciable.

4 Resp.:
=, 8 To=8.135s N
L
B L Te = ¥.389 N
R #8 _
3 0, = 3.467 ™/s?

Oy = Lv3g Tt

3

o = 3.46% tvad/s?

11.12 Resolver el problema anterior con los datos siguientes:

Resp.:

W, 20 N ; Wg= 300 N

W, =t1s0N ; Moz o.25

Hyc0.25 3 F=0.6m ; R20.90m
F = 6.6 w
. =658 ; Ts= 90 N

0, =0.135 ™fst ; G4 =0.49 n/s2
ot

= 0.81667 vod /o /

11.13 En el conjunto de la fi_Eura el sistema A rueda sin deslizar. /Si

r=05mR=10mk=0.8mW,=49N,yWg=19.6N.
Obtener la tension tensién T, en la cuerda, el médulo de acele-
racién ac del centro de masa del sistema A, el méduto de acele-
racion ag del cuerpo By el coeficiente de friccién minimo para
asegurar el rodamiento perfecto del sistema A. El cable es flexi-
ble, inextensible y de peso despreciable, la clavija D es lisa.

Q‘
Mon = 0.02%

A/\ o D, HGSD.S T = 12.655 N

r

1 Q. = 2.3t1§ ™/t
R E = 3.4712 "™/

11.14 Enelsistemadela figuraW, = 98 N;R=1m,k = 05 m,y

Si se suelta desde el reposo, hallar:

a) El médulo de la tensién en la cuerda.

b) El mddulo de la aceleracidn angular de A.

¢) Eimddulo dela aceleracion del centro de masa de A.

d) El coeficiente de friccién minimo requerido para asegurar el
rodamiento perfecto de A.

La cuerda es flexible, inextensible y de peso aespreciable.

/ @)
v Resp.: = 12.%04 N
) E = 2S04 vad /g’

T
(-4
A, = 2.904 /st
30° M

mia = 0.085 8§

11.15 En el sistema de Ia figura el disco A rueda sin deslizar hacia

abajo det piano inclinado.

SIW, = 49 N,Ry = 0.5 m, ky = 0.5 m, Wg = 49N,

Rg = 1.0mykg = 0.6 m, calcular el médulo dela tension en
la cuerda, el'mddulo de la aceleracién del centro de masa de A,
el mo&dulo de la aceleracion angular de A, y el coeficiente de fric-
cibn minimo requerido para asegurar el rodamiento perfecto de A.

-

RB=Im

Oc= 2.0%6 ™/s?

= Y.152C  vad /o2

v{'A
Men = 0.2996Y



BIBLIOGRAFIA

1. Beer, Ferdinand P, y Russell Johnston, Jr. Mecanica Vectorial para
ingenieros, Dindmica. Mc. Graw Hill, Tercera Edicién en Espaniol,
1984.

2. Orddnez Reyna Luis. Cinética y Problemas Sociales. Representacio-
nesy Servicios de Ingenieria, S.A., 1977. ’

4. Ginsberg Jerry, H, y Genin Joseph. Dindmica. Editorial Interamerica- ;
na. Primera Edicion en Espanol, 1980.

5. Hibbeler Russell, C. Mecanica para Ingenieros: Dindmica. C.E.C.S.A,
Tercera Edicién en Espaniol, 1982.

6. T.C. Huang. Mecéanica para Ingenieros. Representaciones y Servi-
cios de Ingenieria. Primera Edicion en Espanol, 1976.

78



	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_01
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_02
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_03
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_04
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_05
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_06
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_07
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_08
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_09
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_10
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_11
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_12
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_13
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_14
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_15
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_16
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_17
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_18
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_19
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_20
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_21
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_22
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_23
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_24
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_25
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_26
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_27
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_28
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_29
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_30
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_31
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_32
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_33
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_34
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_35
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_36
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_37
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_38
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_39
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_40
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_41
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_42
	DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES_Page_43

